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Mamy
51 3813

oraz

I:!Bkso

wobec czego na mocy witasnosci (n9) miary unormowanej
Lim v(8,) =0
czyli

}1?0 l‘[<-m; (Xl,..-,xj-_i, )?k. XJ-+1,...,XD)] =

= Un FXeeas X _ga Ry Xjqreeery) =0

a ze wzgledu na dowolnodéé ciggu Pys RQgrees

X-Einw F(Xl'...’xf?) = F(Xi,...,Xj_i,-—oo,xj-*_i,...,Xn) = 0
P

poniewaz z definicji

F(Xl’aoopx'

11 =% XjpgresesXy) =

‘9[<-m; (Xigito’ X‘-

J 1? - 00, Xj-{-i’...'xﬂ))] =0

gdyz przedzial

<-°ﬂ‘ (Xi'...'xj.wi’ -00 XJ'+1’oa.’Xn))

jest zbiorem pustym, Funkcja /F spelnia zatem warunek (F4) dala
dystrybuanty.
Na koniec z definicji funkcji F wynika, ze

Floo) = 9[(-9-0; m)] =9(‘R”) = &

czyli jest spelniony ostatni warunek (F5) dla dystrybuanty.
Tym samym twierdzenie zostalo udowodnione.

§ 115, Twierdzenie

Kazda miara unormowana, dla ktdérej dziedzing jest cialo zbio-
réw borelowskich w przestrzeni euklidesowej R”, okresla jedno-
znacznie dystrybuante n-wymiarowg, bedgca dystrybuanta tej miary.
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Odwrotnie, katda dystrybuanta n-wymiarowa okresla jednoznacznie
miare unormowang na ciele zbiordéw borelowskich i jest dystrybuan-

tg tej miary,

D| Pierwsza cz¢éé twierdzenia wynika z twierdzenia § 114, Pozosta-
Je udowodnié czedé druga.

Niech bedzie dana dystrybuanta n-wymiarowa F, Na mocy twler-
dzenia § 97 funkcja F okreéla jednoznacznie wzorem (i) w § 104
funkcj¢ addytywna & przedzialu lewostronnie domknietego,a nastep-
nie na mocy twierdzenia § 99 za posrednictwem funkcji & okresla
Jednoznacznie funkcje addytywna ¥ figury elementarnej lewostron-
nie domknigtej o dziedzinie & bedacej ciatem wszystkich figur
elementarnych lewostronnie domknietych, Funkecja ¥ jest przeli-
czalnie addytywna na ciele ¢ na mocy twierdzenia § 104 i wobec
tego na mocy twierdzenia § 112 okredla jednoznacznie miare unor-
mowang » na najmniejszym G-ciele zawierajgcym cialo g, czyli na
ciele zbioréw borelowskich. Ze wzoréw (£1) z § 103, (i) oraz (1i)
z § 104, (16) z § 112 wynika, ze dystrybuanta F jest dystrybuan-
ta miary v, W ten sposéb twierdzenie zostalo udowodnione.

§ 116, Miara -zewnetrzna Lebesgue’a w przestrzeni euklidesovrgl

Niech 2 bedzie klasg wszystkich ograniczonych przedziakéw do-
mknietych w przestrzeni euklidesowej R”. Innymi stowy

def
Ae® &/ . A=<a; b>
a,beR

aséd
gdzie

aé\n <a; @> = {a}
i bedziemy pisaé <a;a> = a.
Niech

a = (al,....an), b = (61,...,5,,)

Objetoscig nazwiemy funkcje rzeczywistg vol okreslona na kla-
sie @ wzorem

(20) A . vol <a6> & T8, ~-ap)
a,beR” k=1

Jak wynika z tej definicji,

(21) A_, vol <a,6> > 0
a,beR
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Funkcje w, okreélona wzorem

) def . &=
§i JBpe A= By PIRLACY
Ug >4
k=1

bedziemy nazywaé miarg zewnetrzng Lebesgue’a, Inaczej méwigc, je-
zeli

(23) w, = I,: V x=wv018}
S Ve S
JA&&:A
to
24 e
(24) D, @A) = int w,

§ 117. Twierdzenie

Miara zewnetrzna lLebesgue’a W jest miara =zewnetrzna Cara-
théodory’ ego.

Q]aﬁ Jest funkcjg rzeczywistg, dla ktérej dziedzina jest klasa
wszystkich podzbiordéw przestrzeni R” ., Funkcja W, speinia zatem
warunek (g1) dla miary zewnetrznej Carathéodory’ ego,

Dla zbioru pustego A4 = O otrzymujemy na mocy (23)

Wy ={x: V o X -3 vol (80}

1289y -+ €

Ktadac B, = <a,a>, aeR”, k = 1,2,... otrzymujemy

0 = 2 vol (Bk)ewo
i na mocy (24)
w,(0) < o
Z drugiej strony na mocy (21)
X € Wo=#-x >0
skad
w,(0) =0

Tym samym funkcja w, spelnia warunek (£2) dla miary zewngtrznej
Carathéodory’ ego,
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Na mocy twierdzenia § 37 i wzoru (24)

/\ \/ Ko<
AcR” re®R x, € Wy
r>wy(A4)

czyli na mocy (23)

(25) A A V > vol (B.) < r

AcR” reR  By,8;,...€2 k=

Niech teraz A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni R” i A
Az,... takimi podzbiorami tej przestrzeni, ze

) Aeliby
(1 kL-J1*
Na mocy (25)

Ll

(11) N R V S vol (Bim) < Wy (4,) + £

keRt E£€R Byqy By - .eP ma ok
£>0 UB,,,,,: a4
a ponadto
AclU 8.,
k=1 ma1

skad na mocy (23), biorac pod uwage, 2ze w dowodzie twierdzenia
§ 112 wykazalidémy, ze klasa zbioréw B, jest co najwyzej przeli-
czalna

i i\ vol (Bh) e W,

k=1 m=1

Wykorzystujac teraz (24) a nastepnie (ii) mamy

/\ w,4) < 3 3 vol (8,) sZw(Ak) v e

e> D e

Stgd uwzgledniajgc (1)

(26) AcUA,k=-»c.J(A)<,Ec.J(,4jlr

k=1
Funkcja w, spelnia zatem wszystkie warunki (£1), (£2), (¢3) i jest
miarg zewnetrzng Carathéodory’ego.
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§ 118, Miara Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowej

Niech w, bedzie miarg zewnetrzng Lebesgue’a w przestrzeni R”,
Niech £ oznacza klase podzbioréw przestrzeni R” zdefiniowana wzo-
rem

(27) L2t Ak A N 0(2) = (Z0A) + w(Z-A)

Na mocy twierdzenia § 117 i twierdzenia Carathéodory’ego klasa .C
jest G -ciatem, a funkcja «w okreslona na £ wzorem

(28) ARG 2 o(4)

jest miarg, Miare te bedziemy nazywali miarg Lebesgue’a w prze-—

strzeni M” albo po prostu miarg Lebesgue’a,Ponadto na mocy twier-

dzenia Carathéodory’ego kazdy zbidér miary zewnetrznej Lebesgue’a
zero nalezy do £ i ma miare Lebesgue’a zero,

Kazdy zbiér A €L bedziemy nazywali zbiorem mierzalnym w sen-
sie Lebesgue’a, Zatem klasa (27) jest klasa wszystkich zbioréw mie-
rzalnych w sensie Lebesgue’a,

§ 119. Twierdzenie

Kazdy zbidér borelowski w przestrzeni 5l jest mierzalny w sen-—
sie Lebesgue’a,

D| Na mocy definicji zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a na-~
lezy wykazaé, ze

(20) A jest zbiorem borelowskim = /\ «, (2) = ,(ZnA) + w,(z - 4)

Dowéd podzielimy na 3 czedei T1, T2, T3 stanowiace dowody 3
kolejnych twierdzeri, skladajgcych si¢ na twierdzenie (29),

T1| A,&fc\:ﬂ"(?(A'g) > 0=>0w,(4 + B) = we(A) + we(B))
A#0
8+0
gdzie Q(A,B) oznacza odstep zbioréw A i B, a zatozenie 4 # 0,8# 0O

jest potrzebne dla istnienia p(4,8).

D| Niech d(4) oznacza $rednice dowolnego zbioru 4 c R”.Na mocy (25)
i twierdzenia § 90



(1) A V S vol (B, A+ B
A,BeR" e/r_\fR B4,8y,...€ P ;‘Z’: (8) < o i
9('A,8)>0 E>0D ™

Us,oA+B
/k\ d(B*)‘(Q(A:B)

Wprowadzamy okredlenia:

Uy={x: xeM A B, 0 A+0}
Uz-{x:xen A B, N B # 0}

UynUy#0 =V BNA+0ABNE+ 0=
XE
= B
3,,\\5.@ (a\!A i A b\e/B e "):’
d(8,)<p(A,8)

¢|la-b| <a
= ax}:/@ VY, o4,8) ¢la-el <d)<o4,8)
d8,) < o(4,8) be8

co jest sprzeczne, Mamy zatem

(11) _ Uyn U, =0
Ponadto z definicji zbiordw 0’1 i Uz wynika, zZe

A e LB, e UJs;
ke, ke,

skqd na mocy (26)

w,(4) < 3 wo1 (8,) w,(8) < 3 wo1 (8,)
kely kel

i po uwzglednieniu (i) oraz (ii)

e{\:n W, (A) + 0, (B) < 3 wol (B,) +

kel
£>0 1

+ 3> vol1(8,) < 3 w1l (8)<w,(4+8)+e¢
k&b‘! k=1

Otrzymujemy stgd

@, (4) + wa(B) < we(d + B)

121
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i na podstawie wiasnosdci (z8) miary zewnetrznej Carathéodory’ego
w, (4 + 8) = me(A) + we(B)

T2 Ae®@= A jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.
D| Niech
A= <a;b> i B8 = <a-d‘ b'l'd)

gdzie a, 6, d € R” oraz

d = (5,0se; 5)
e ety

n razy

gdzie §eR 1 &> 0, Zauwazmy, ze

(111) AV voi(8) = vo1(4) < ¢
EER SeXR
e>0 60

i %e odstep zbioréw A i B° jest
94,89 = 8§>0
Wobec tego

No(20a #0nz -84 0)=0zna, 2-8) >8>0
c

poniewaz (ZnA)dcA i1 (Z - B)c 8% Stad na mocy Ti
Nt s0az =820 =afzan + (2 -8)] =

= w.(ZnA) + cae(z - B)

Poniewaz w przypadku ZnA =0 albo Z - B = 0 réwnosé ostat-
nia jest spelniona, wiec

(1v) A o[zna) + (z = B)] = w,znd) + a,(z - 8)
ZcR"

Poniewaz dalej

z/}'”Z- (znA) + (z = A) D Zn4) + (z - B)

wiec na mocy wiasnoéci (z1) miary Carathéodory’ ego

z/;n w, (2) > m,[(ZnA) 4 (7 - B)]
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i na mocy (1v)
(v) N 0(2) > w,(znd) + w,(z = 8)
ZcR"
Zauwazmy teraz, Ze zbiér
o

B = A

gdzie A° jest wnetrzem przedzialu A, jest figura elementarng be-
dgeq sumg skoriczonej liczby przedzialéw domknietych Qi,...,qﬂznio
zachodzgcych na siebie 1 takich, ze

vol (Qi) + eee + vol (Q,) = vo1 (8) = vo1 (4)
Na mocy definicji (22)

JE [1 w' Q . ’ & "o] [
1 { ’”’} ( < (QJ)

we(Qi) + eee +w,(Q,) < vo1 (8) - vo1 (4)

Poniewaz dalej

3

8=4A=U aq,

-

I=

wi¢c na mocy wlasnosci (25) miary zewnetrznej Carathéodory’ego

w, (B = 4% < Z? we(QJ-) < vol (B) - vo1 (4)
J=

i na mocy wktasnosci (z1), biorac pod uwage, Ze
B-AcB8-A
otrzymujemy

w, (8 = 4) < vo1 (B) = vo1 (4)

Stad na mocy (1i1)

ANV o~ ce
ceR bSeR
E>0 &>0

i biorgc pod uwage, ze

A, [z2nla=2a)] c (-4
ZcR
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na mocy wtasnosci (zi) miary zewnetrznej Carathéodory’ ego

(vi) A A NV ofzn@=-4]c<ce
ZcR” ceR 6eR
e>0 6>0
Nastepnie

N Z-nAalz=8)izn(B=A4)=>
ZcR" (z6)

2 N wlt-a)<wz-8 +0z06-0]z5

@ ZcR” eeR E\e{!t wg(Z-A)dwe(Z—B) v s {=v?
e>0 &>0

A w,(Z) 2w, (ZNnA) + w,(Z-A) - ¢ =

=
vy ZcR® €
>

iyt
o

W (2) > w,(ZnA) + w,(Z-A)

ZcR"
skqd na mocy wlasnosci (27) miary zewnetrznej Carathéodory'ago

/\,,m,(z) = u,(zn/l) + w,(z 2,
Zc R

Na mocy (27) A jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a,

T3] A jest zbiorem borelowskim w R"=> A jest mierzalny w sensie
Lebesgue’ a,

D| Na mocy (27) klasa £ jest zbiorem wszystkich zbioréw mie-
rzalnych w sensie Lebesgue’a i jest 6-cialem w przestrzeni RX”,
W czesci T2 wykazalidmy, Ze wszystkie przedzialy domkniete na=-
lezg do klasy .. Poniewaz dciany przedzialéw sg przedziatami do-
mknietymi i tym samym nalezg do £, wigc na mocy (10) wszystkie
przedzialy otwarte nalezg do £, Na podstawie twierdzenia § 92 wy-
nika stad, Ze wszystkie zbiory otwarte w przestrzeni R” naleza
do L. Poniewaz z definicji ciato zbiordéw borelowskich jest naj-
mniejszym &-cialtem rozpietym na klasie wszystkich zbiordéw otwar-
tych, wigc ciato zbioréw borelowskich jest zawarte w ., cO OzZna-
cza prawdziwosé tezy T3 i calego twierdzenia § 119,

§ 120, Twierdzenie

Z| A jest przedzialem ograniczonym
T w(4) = vo1 (4)
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D| Poniewaz wykazalidmy w paragrafie poprzednim, ze wszelkie
przedzialy jako zbiory borelowskie sg mierzalne w sensie Lebes-
gue'a, wiec na mocy (22) i (28) wystarczy wykazaé, e

(1) inf > voi (8,) = vo1 (A)

i
81,.§2,...62 k=1

H B> A
Réwnosé te wykazemy najpierw w przypadku, gdy A Jjest przedzialem
domknietym, Mamy wtedy A = A. Niech » oznacza klase wszystkich
przedzialéw otwartych, Mamy

V /\BCCA(OIC-‘ vol(B)+ &) =
By, Byy.. . €R E€R Ly Cpy..c608 ke-n(* Aol (G)< vol (8,) 2*)

B s =2t
ksl

s LN I R L (L) < > Vol B ) e

By Bgy...€ 2 E€R 0,0p,... €2 ka1

oo e>0 o
U 8,4 UC,oA
ka ke

Na mocy twierdzenia § 91 mig¢dzy zbiorami CysCyyeee istnieje skori-
czona liczba zbiordw ck1""'€k takich, ze
m

s
Zatem
(i1) N N\ V ZM\ vol (@J) < ﬁ vol (B,) + &

By,8;,...62 €€R (,,...,C €x j=1
[ e>0 T'm m
U 5,04 Ueg.> A
k=1 J=

Ale

m

U C; A= Zm: vol (5,9) > vol (4)
=1

i

wiec na mocy (ii)

N A vol (4) < 5 vatla £ =
By, 8p,...¢2 ceR () gm ( hE

Us, - A €>0

kw1

A 1242"' 1(8,) =  inf vol(8,) > vol (A
81'32""EQVO ) k=1 i By,8y,...€ 2 ;‘z.-" (84) vol (4)

"
HB*:A L,‘a*;m



126

Z drugiej strony biorac B, = 4, 82 = 83 = g, enmily iigdzie P
jest ktorgkolwiek ze Scian przedzialu A4, otrzymujemy

i‘ vol (8,) =vol (4) > 8inf - f vol (8,)

k=l 31, g3+ k=1
-
- o)
k1 Ok A

Z dwu ostatnich nieréwnoéci wynika réwnoéé (i). W ten sposéb wyka-
zaliémy, ze dla przedzialdw domknietych A4 jest

w(4) = vo1(A)
Wynika stgd, Zze dla dowolnej $ciany P przedziatu jest
w(P) =0
skad na mocy wzoréw (10) prawdziwoéé tezy dla wszystkich przedzia-

¥éw ograniczonych,

§ 121, Twierdzenie

Miara Lebesgue’a jest pdélskoriczona,

D| Niech
def
A‘*n s K, <a*1': » Kp? *1: rkn)
gdzie
n
0*1 1k, ? b*ﬂ ’kne i
Qs cuwnks T (CRRRE B /R I (ke +1,..., k,+ 1)
oraz

Kiroses Ky € n

Wynika stad, ze

R sl o3 sglerae
k k PR~y

1veeea b, n

/\ g vol(ﬂ"_”._‘,k") -1

b By ol

czyli na mocy twierdzenia § 120

/\ &J(.A*‘,___'kn)=1<°°

iy
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Oznacza to, ze cala przestrzern R” jest zbiorem miary » pélskori-
czonej, co na mocy definicji implikuje, e miara Lebesgue’a w
jest miara pétskoriczong.

§ 122, Miara wzgledem zbioru i miara zredukowana do zbioru

Niech bedzie dana przestrzern z miara (X, Jd, ‘u) i dowolny zbiér
mierzalny 8 edf speiniajgecy warunek

0 < ulB) < o0

Funkecge rzeczywista zbioru okreslona wzorem

def u(An B)
(Y ke e «(8)

bedziemy nazywali miarg wzgledem zbioru 5,

Wykazemy, %ze miara wzgledem zbioru B jest miarg unormowang,
Funkcja Ug jest funkcja rzeczywista zbioru o dziedzinie J bedacej
G =ciatem podzbioréw przestrzeni X, spelniajgcg tym samym waru-
nek (v1) dla miary unormowanej. Z definicji wynika, ze

A/;\‘r yB(A) >0

co oznacza, %e funkcja u, spelnia réwniez warunek (v2), Mamy na-
stepnie

(X ) #(XHB) . u(B) =
s T Bl
co oznacza, %e funkecja u, spelnia takze warunek (v3), Wreszcie
dla Ay, Az,...ed mamy
f‘A )_ U [(g;A&)nBJ i y(g(AknB)) .
F‘B(kn N #(3) S F(BJ i $
) (A n8) =
= #(B) kZ_; 4”8 (Ak)

co oznacza, ze funkcja Ug speinia warunek (v4), zatem funkcja HUpgr
istotnie, jest miara unormowang.
Z definicji miary wzgledem zbioru B wynika, zZe

A (Ans=0= g <o)
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oraz

_u(4)
¥4 (A R agA A u(8)

Niech teraz vy bedzie funkcjg rzeczywistg zbioru o dziedzinie
&|8 bedacej G -ciatem (por, § 25 1 § 26) przestrzeni B okreslona
wWzorem

adhe YA TG (R

Definicja taka jest mozliwa z uwagi na to, Ze na mocy § 25

A e S|B =>CV6A-C‘n8 = Aed
€

Innymi stowy, funkcja v Jjest funkcja Y, zredukowang do ¢-cia-
Ya §|B. Wykazemy, %e funkcja v jest miars unormowana W prze-
strzeni 5, Z definicji wynika, %e ¥ Jjest nieujemng funkcjag rze-
czywistg zbioru o dziedzinie &|B8 bedgcej G-cialem przestrzeni B,
co oznacza, %Ze spelnia warunki (v1) i (y2) dla miary unormowanej.
Nastepnie

Y y - 4(8n8) _ u8) _
v(8 ugl8 o i 1

co oznacza, %e funkcja v spelnia réwniez warunek (93), Wreszcie

“11‘42;/}-‘-‘!”3 "(2 A) = & (;: ’4*) =S () = 5 o)

k=1 k=1

co oznacza, Ze funkcja v speinia takze warunek (v4), Funkcja v
jest zatem miarg unormowang w przestrzeni B, a tréjka (8, J| 8, »)
tworzy przestrzern z miarg unormowang.

Miare v bedziemy nazywaé miara zredukowang do zbioru 5.
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