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Mamy 

o r a z 
oo 

wobec czego na mocy własności (n9) m i a r y unormowanej 

l i m o(Bk) = 0 

c z y l i 

l i m o [ < - ~ J ? * . * y + 1 % > ] -

• ^ i ™ •••»' i ry-i» ?*• x j + v - > x n ^ • 0 

a ze względu na dowolność ciągu /?2»'»* 

^ l i r n ^ / r ( x 1 , = A " ( j f 1 . . . . , x / . _ 1 , - c o , A y + 1 , . . . , x / J ) = 0 

ponieważ z d e f i n i c j i 

^ (A1 J » • • • » xj_ j ł -^y + j | • • • , X ̂ ) = 

- > » [ < - O P | ( X j X y _ 1 , - o o , X . + 1 , . . . , X / ? ) ) ] = 0 

gdyż przedział 

< - o o } ( x i r . . . . , X . 4 , - o o , A"y + 1 , . . . , X / J ) ) 

j e s t z b i o r e m pustym. F u n k c j a F spełnia zatem warunek (F4) d l a 
d y s t r y b u a n t y . 

Na k o n i e c z d e f i n i c j i f u n k c j i F w y n i k a , że 

F(~o) - V [ < - o o | o o ) J = J (K") = i 

c z y l i j e s t spełniony o s t a t n i warunek ( F 5 ) d l a d y s t r y b u a n t y . 
Tym samym t w i e r d z e n i e zostało udowodnione. 

§ 115. T w i e r d z e n i e 

Każda m i a r a unormowana, d l a której dziedziną j e s t ciało z b i o ­
rów b o r e l o w s k l c h w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o w e j W, określa j e d n o ­
z n a c z n i e dystrybuantę /?-wymiarową, będącą dystrybuantą t e j m i a r y . 
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O d w r o t n i e , każda dystrybuantą n-wymlarowa określa j e d n o z n a c z n i e 
miarę unormowaną na c i e l e zbiorów b o r e l o w s k l c h i j e s t d y s t r y b u a n ­
tą t e j m i a r y . 

Dj P i e r w s z a część t w i e r d z e n i a w y n i k a z t w i e r d z e n i a § 114. P o z o s t a ­
j e udowodnić część drugą. 

N i e c h będzie dana dystrybuantą rt-wymiarowa F. Na mocy t w i e r ­
d z e n i a § 97 f u n k c j a F określa j e d n o z n a c z n i e wzorem ( i ) w § 104 
funkcję addytywna § przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego,a następ­
n i e na mocy t w i e r d z e n i a § 99 za pośrednictwem f u n k c j i § określa 
j e d n o z n a c z n i e funkcję addytywna V f i g u r y e l e m e n t a r n e j l e w o s t r o n ­
n i e domkniętej o d z i e d z i n i e Q będącej ciałem w s z y s t k i c h f i g u r 
e l e m e n t a r n y c h l e w o s t r o n n i e domkniętych. F u n k c j a !F j e s t p r z e l i ­
c z a l n i e addytywna na c i e l e Q na mocy t w i e r d z e n i a § 104 i wobec 
tego na mocy t w i e r d z e n i a § 112 określa J e d n o z n a c z n i e miarę u n o r ­
mowaną y> na n a j m n i e j s z y m G - c i e l e zawierającym ciało Q, c z y l i na 
c i e l e zbiorów b o r e l o w s k l c h . Ze wzorów ( f i ) z § 103, ( i ) o r a z ( i i ) 
z § 104, ( l 6 ) z § 112 w y n i k a , że dystrybuantą F j e s t d y s t r y b u a n ­
tą m i a r y »>. W t e n sposób t w i e r d z e n i e zostało udowodnione. 

§ 116. M i a r a zewnętrzna Lebesgue*a w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o w e j 

N i e c h $ł będzie klasą w s z y s t k i c h o g r a n i c z o n y c h przedziałów do­
mkniętych w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o w e j W. Innymi słowy 

At@ <=s> V . A = <a; b> 

g d z i e 

Ą <a; a> ={a} 

i będziemy pisać <<7;G> = a. 
N i e c h 

a = (a±, . . . , a n ) , b = ( c ^ , . . . , ^ ) 

Objętością nazwiemy funkcję rzeczywistą v o l określoną na k l a ­
s i e wzorem 

( 2 0 ) A „ v o i <a,b> = 77(0. - ak) 

Jak w y n i k a z t e j d e f i n i c j i , 

( 2 l ) A „ v o l <a,b> » 0 
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Funkcję cjg określoną wzorem 

(22) A oU/O = i n f ^ J , v o l ( S , ) 

OB.IA *.I * 

będziemy nazywać miarą zewnętrzną Lebesgue'a, I n a c z e j mówiąc, J e ­
żeli 

U B.o A 
M * t o 

(24) A„w.(/)) = i n f WA 

§ 117. T w i e r d z e n i e 

M i a r a zewnętrzna Lebesgue'a CJL j e s t miarą zewnętrzną C a r a -
theodory* ego. 

DJ cjg j e s t funkcją rzeczywistą, d l a której dziedziną j e s t k l a s a 
w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i J?" . F u n k c j a cog spełnia zatem 
warunek (£i) d l a m i a r y zewnętrznej C a r a t h e o d o r y ' e g o . 

D l a z b i o r u p ustego A = 0 otrzymujemy na mocy (23) 

Kładąc Bk = <o,o> , a e k = 1,2,... otrzymujemy 

i na mocy (24) 

e 

Z d r u g i e j s t r o n y na mocy ( 2 i ) 

wAo) 4 0 

skąd 

x e W x > 0 o 

we(o) = 0 

Tym samym f u n k c j a c j g spełnia warunek (£2) d l a m i a r y zewnętrznej 
Ca r a t h e o d o r y * ego. 
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Na mocy t w i e r d z e n i a § 37 i wzoru (24) 

A A V x0<r 
A cK" re« x0 6 WA 

r>oe(A) 

c z y l i na mocy (23) 

(25) A A V Z vol (ŚK) < r 

r>".W OB. 3 A 
4.1 * 

N i e c h t e r a z A będzie dowolnym podzbiorem p r z e s t r z e n i fi" i >4 . 
A^,... t a k i m i p o d z b i o r a m i t e j p r z e s t r z e n i , że 

( i ) A c U Ak 

A-l 

Na mocy (25) 

Xre9t ceK Ą-p * * 2 , • • • 6 ™ " " ' ^ 
£ > 0 U A Ł M 3 ^ mxi 

a ponadto 

A c U U Bkm 

/c=1 /n=1 
skąd na mocy (23), biorąc pod uwagę, że w dowodzie t w i e r d z e n i a 
§ 112 wykazaliśmy, że k l a s a zbiorów Bkm j e s t co najwyżej p r z e l i ­
c z a l n a 

X £ v o l (Bj e WA 

Wykorzystując t e r a z (24) a następnie ( i i ) mamy 

A u€m < J £ voi ( ą j < £ 0 f w * e 
f> o 

Stąd uwzględniając ( i ) 

(26) A C 0 Ak =J> w. ( A ) < £ w e ( ^ ) 

F u n k c j a wfi spełnia zatem w s z y s t k i e w a r u n k i ( C i ) , (C2), (C3) i j e s t 
miarą zewnętrzną Carathóodory'ego. 
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§ 118, M i a r a Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o w e j 

N i e c h cjg będzie miarą zewnętrzną Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i R". 
N i e c h £ oz n a c z a klasę podzbiorów p r z e s t r z e n i K" zdefiniowaną wzo­
rem 

(27) £ = { / ( : ^ r A A n CJs(Z) = ue{Zc\A) + CJ£{Z - A)} 
ZcW 

Na mocy t w i e r d z e n i a § 117 i t w i e r d z e n i a C a r a t h e o d o r y * e g o k l a s a £ 
j e s t <5-ciałem, a f u n k c j a co określona na JC wzorem 

(28) A w M ) = H > W 

j e s t miarą. Miarę tę będziemy n a z y w a l i miarą Lebesgue*a w p r z e ­
s t r z e n i IR" a l b o po p r o s t u miarą Lebesgue'a.Ponadto na mocy t w i e r ­
d z e n i a C a r a t h e o d o r y ' e g o każdy zbiór m i a r y zewnętrznej Lebesgue'a 
z e r o należy do £ i ma miarę Lebesgue'a z e r o . 

Każdy zbiór A>~£ będziemy n a z y w a l i z b i o r e m m i e r z a l n y m w sen ­
s i e Lebesgue'a. Zatem k l a s a (27) j e s t klasą w s z y s t k i c h zbiorów mie­
r z a l n y c h w s e n s i e Lebesgue* a. 

§ 119. T w i e r d z e n i e 

Każdy zbiór b o r e l o w s k i w p r z e s t r z e n i j e s t m i e r z a l n y w sen ­
s i e Lebesgue'a. 

Dj Na mocy d e f i n i c j i zbiorów m i e r z a l n y c h w s e n s i e Lebesgue'a na­
leży wykazać, że 

(29) A j e s t z b i o r e m b o r e l o w s k i m => A w„ (z) = cjnilr\A) + co„(z - A) 
Z c R " e e e 

Dowód p o d z i e l i m y na 3 części T l , T2, T3 stanowiące dowody 3 
k o l e j n y c h twierdzeń, składających się na t w i e r d z e n i e ( 2 9 ) . 

Tli A (o(A,B) > 0^>CJ(A + B) = OJSA) + U)0(BY) 

g d z i e c(ATB) o z n a c z a odstęp zbiorów A i B, a założenie A 4 0,Bł 0 
j e s t p o t r z e b n e d l a i s t n i e n i a p(A,B). 

DJ N i e c h d(A) o z n a c z a średnicę dowolnego z b i o r u A c K".Na mocy ( 2 5 ) 

i t w i e r d z e n i a § 90 
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A d(Bk)<9(A,B) 

Wprowadzamy określenia: 

U\ = {x: x 6 7\ A fi, n A + o} 

U2 ~{x: x e 71 A BX n fi # o} 

V ( V a e fi, A V 6 e fl-W 

d(Bx)<c{A,B) ftefi 

co J e s t s p r z e c z n e . Mamy zatem 

( i i ) U± n U2 - O 

Ponadto z d e f i n i c j i zbiorów £/. i 6^ w y n i k a , że 

/4 C U BK B C U BK 

k el/, ieU2 

skąd na mocy (26) 

< £ v o l ( f i ^ ) 6VJ ( f i ) < £ v o l ( f i . ) 

i po uwzględnieniu ( i ) o r a z ( i i ) 

A cJei.A) + u {B) 4 £ v o l (fl.) + 

+ X v o 1 < X v o 1
 (BK) < CO.(A + fi) + £ 

Otrzymujemy stąd 

C J c ( / 0 + coE{B) 4 CJc(/< + fi) 
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1 na p o d s t a w i e własności ( z 6 ) m i a r y zewnętrznej C a r a t h e o d o r y ' e g o 

cJe(A + fi) = oJe(A) + w e ( f i ) 

T2| Ae&=>A j e s t m i e r z a l n y w s e n s i e Lebesgue'a. 

Dj N i e c h 

A = <a;b> i B = <a-d; b+d> 

g d z i e a, b, d e *R" o r a z 

d = ( g , . . . , 8) 
n r a z y 

g d z i e 6'eYl i 8 > 0 . Zauważmy, że 

( i i i ) A V v o l ( f i ) - v o l ( / 0 < e 
cen ffeR 
o O 6>0 

i że odstęp zbiorów A i B° j e s t 

o 04. Bc) = 5" > O 

Wobec te g o 

A AznA # 0 A Z - /? # 0)=> p(zr»4, Z - fi) > 5 > 0 

ponieważ (Zr\A)cA i ( Z - B) C Bc. Stąd na mocy T l 

A (Zn/ł * 0 A Z - £ j f c 0 ) =><y ftzn/O + (Z - fl)l = 

- u (2n/l) + CJAZ - fi) « c 

Ponieważ w p r z y p a d k u Z n >4 • 0 a l b o Z — /? • 0 równość o s t a t ­
n i a j e s t spełniona, więc 

( i v ) A u,[(Zn/l) + (Z - fi)] • w e (Zn/4) + ^ tz - fi) 

Ponieważ d a l e j 

A Z = (zn/0 + ( z - /O D (Zr»l) + (Z - fi) 
Z c R " 

więc na mocy własności ( z l ) m i a r y C a r a t h e o d o r y ' e g o 

A U)A (z) > coAiZnA) + (Z - fi)] ZcK" * * J 
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i na mocy ( l v ) 

( v ) A CJAZ) > coAzn/t) + OJAZ - fi) 

Zauważmy t e r a z , że zbiór 

fi- A° 

g d z i e A° j e s t wnętrzem przedziału A, j e s t figurą elementarną bę­
dącą sumą skończonej l i c z b y przedziałów domkniętych ..., Q^ n i e 
zachodzących na s i e b i e i t a k i c h , że 

v o l ( Q 1 ) + ... + v o l ( Q m ) = v o l (fi) - v o l iA) 

Na mocy d e f i n i c j i (22) 

i wobec te g o 

^(o^) + . . . + oJE(.QM) < v o l (f i ) - v o l (A) 

Ponieważ d a l e j 

B - A ° - U Qm /•i 
więc na mocy własności ( z 5 ) m i a r y zewnętrznej C a r a t h e o d o r y * e g o 

m 
CJAB - A°) < £ cjff(.Q;) < v o l ( f i ) - v o l (/i) 

y = 1 S J 

i na mocy własności ( z l ) , biorąc pod uwagę, że 

B - A C B - A° 

otrzymujemy 

<j c(fi - /») 4 v o l (f i ) - v o l (A ) 

Stąd na mocy ( i i i ) 

A V G>(B - A) < e 

e>o 6>o 

i biorąc pod uwagę, że 

A \z n (fi - /Ol C (fi - A) 
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na mocy własności ( z i ) m i a r y zewnętrznej C a r a t h e o d o r y ' e g o 

( v i ) A A V u>e [z n (fi - A)] < e 
ZcK" ceł? 6-eR e L J 

£ > 0 6"> 0 

Następnie 

A 2 - ( z - f i ) + z n ( f l -

H Z^K" - ^ e [Z n (fi - 4)] g£ 

=> A - A V 6jc (z - A) < w. (z - B) * c => 
£>0 6>0 

A- > HA) + co, {Z - A) 

skąd na mocy własności ( z 7 ) m i a r y zewnętrznej C a r a t h e o d o r y ' e g o 

A„£j (z) = cj.iznA) + co Az - A) 

Na mocy (27) A J e s t z b i o r e m m i e r z a l n y m w s e n s i e Lebesgue'a. 

T3| A j e s t z b i o r e m b o r e l o w s k i m w R"=s>/4 j e s t m i e r z a l n y w s e n s i e 
Lebesgue'a. 

DJ Na mocy (27) k l a s a £ J e s t z b i o r e m w s z y s t k i c h zbiorów mie­
r z a l n y c h w s e n s i e Lebesgue'a i j e s t 6--ciałem w p r z e s t r z e n i W. 
W części T2 wykazaliśmy, że w s z y s t k i e przedziały domknięte na­
leżą do k l a s y £ . Ponieważ ściany przedziałów są przedziałami do­
mkniętymi i tym samym należą do £ , więc na mocy ( l O ) w s z y s t k i e 
przedziały o t w a r t e należą do £ . Na p o d s t a w i e t w i e r d z e n i a § 92 wy­
n i k a stąd, że w s z y s t k i e z b i o r y o t w a r t e w p r z e s t r z e n i R° należą 
do £ . Ponieważ z d e f i n i c j i ciało zbiorów b o r e l o w s k i c h j e s t n a j ­
m n i e j s z y m ^-ciałem rozpiętym na k l a s i e w s z y s t k i c h zbiorów o t w a r ­
t y c h , więc ciało zbiorów b o r e l o w s k i c h j e s t z a w a r t e w £ , co ozn a ­
c z a prawdziwość t e z y T3 i całego t w i e r d z e n i a § 119. 

§ 120. T w i e r d z e n i e 

ZJ A j e s t przedziałem o g r a n i c z o n y m 
TJ cj(A) m V0l (A) 



125 

D| Ponieważ wykazaliśmy w p a r a g r a f i e poprzednim, że w s z e l k i e 
przedziały j a k o z b i o r y b o r e l o w s k i e są m i e r z a l n e w s e n s i e Lebes­
gue' a, więc na mocy (22) i (28) w y s t a r c z y wykazać, że 

( i ) i n f T v o l (Ą.) - v o l U ) 

U B„z> A 

Równość tę wykażemy n a j p i e r w w p r z y p a d k u , gdy A j e s t przedziałem 
domkniętym. Mamy wtedy A = A. N i e c h « o z n a c z a klasę w s z y s t k i c h 
przedziałów o t w a r t y c h . Mamy 

A A V A (B. c CK) A (vol (Ł) < vol (&.) + -K\ => 

OB^A £ > 0 

A A V £ VO\ (CK) A £ vol ( £ L ) + £ 
fl„fi2,...e£ eeK C„C2,...e* *=1 *o 

oo £> 0 -
U Ąp/I L)Cp^ 

Na mocy t w i e r d z e n i a § 91 między z b i o r a m i C^, ... i s t n i e j e skoń­
czona l i c z b a zbiorów C. t a k i c h , że 

m 

Zatem 

(n) A A V f < J VOHĄ) + £ 

•» £> 0 1 m "> 
U&3/( UĄ.OA 

A l e 
m m 

U Ą. 3 A => Z vol > vol (/I) 

więc na mocy ( i i ) 

A A vol {A) < f] vot(A) + £ => 
*.i * 

=> A yoW/f) *f>ol (fi.) => inf 5 yol(&) > vol {A) 

U 49. 3 A U /4 
A.1 * 
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Z d r u g i e j s t r o n y biorąc B^ = A, flg = B^ - ... = P, g d z i e P 
J e s t którąkolwiek ze ścian przedziału A, otrzymujemy 

Z vol (Bk) = vol {h > i n f Z vol (Ą) 
*>1 fl1,£J,...e® 

Z dwu o s t a t n i c h nierówności w y n i k a równość ( i ) . W t e n sposób wyka­
zaliśmy, że d l a przedziałów domkniętych A j e s t 

co (A) = v o l ( ^ ) 

W ynika stąd, że d l a dowolnej ściany P przedziału j e s t 

u(P) = 0 

skąd na mocy wzorów (io) prawdziwość t e z y d l a w s z y s t k i c h p r z e d z i a ­
łów o g r a n i c z o n y c h . 

§ 121. T w i e r d z e n i e 

M i a r a Lebesgue'a j e s t półskończona, 

D| N i e c h 

Ak Ir ^ak k > bk k ) 

g d z i e 

Oi k , bk k e K" 

o r a z 

Wynika stąd, że 

A VOl ( J , 4 ) -1 
Ł »« ) • • • ł Kn' K1> •••>*/> 

c z y l i na mocy t w i e r d z e n i a § 120 

A Co (Ak L)- 1 < 
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Oznacza t o , że cała przestrzeń 3?" j e s t z b i o r e m m i a r y u półskoń-
c z o n e j , co na mocy d e f i n i c j i i m p l i k u j e , że m i a r a Lebesgue*a co 
j e s t miarą pół skończoną. 

§ 122. M i a r a względem z b i o r u i m i a r a zredukowana do z b i o r u 

N i e c h będzie dana przestrzeń z miarą (X, <$, //) i dowolny zbiór 
m i e r z a l n y fi eef spełniający warunek 

0 < //(fi) < 0 0 

Funkcję rzeczywistą z b i o r u określoną wzorem 

A u. (A) — £ ( > > ° g ) 

będziemy n a z y w a l i miarą względem z b i o r u / j . 
Wykażemy, że m i a r a względem z b i o r u B j e s t miarą unormowaną. 

F u n k c j a (u_ j e s t funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e będącej 
er —ciałem podzbiorów p r z e s t r z e n i X, spełniającą tym samym waru­
nek ( i ) i ) d l a m i a r y unormowanej. Z d e f i n i c j i w y n i k a , że 

A ulA) ^ 0 

co o z n a c z a , że f u n k c j a fi spełnia również warunek G>2). Mamy na-
B 

stępnie 

(̂5) /y(fi) 

co o z n a c z a , że f u n k c j a j/g spełnia także warunek ( v 3 ) . W r e s z c i e 
d l a A±, A2,,..e<5 mamy 

Ce łi(B) fi® 

co o z n a c z a , że f u n k c j a p.g spełnia warunek ( v 4 ) . Zatem f u n k c j a / / f f l 

i s t o t n i e , j e s t miarą unormowaną. 
Z d e f i n i c j i m i a r y względem z b i o r u fi w y n i k a , że 

A^ (/I n fi = 0 =s. ^(/O - O) 



128 

o r a z 

A ( A C B ^ U(A) 

N i e c h t e r a z v> będzie funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e 
tflfi będącej G -ciałem ( p o r . § 25 i § 26) p r z e s t r z e n i B określoną 
wzorem 

A j(A) ^ u. (A) 

Ae <S\B V r B v 

D e f i n i c j a t a k a j e s t możliwa z uwagi na t o , że na mocy § 25 
4 e c5|£ => V .4 = C n fi /I e <$ 

Cec5 

Innymi słowy, f u n k c j a >> J e s t funkcją (iB zredukowaną do <3--cia-
ła 6\B. Wykażemy, że f u n k c j a •) j e s t miarą unormowaną w p r z e ­
s t r z e n i fi. Z d e f i n i c j i w y n i k a , że )> j e s t nieujemną funkcją r z e ­
czywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e <$\B będącej e-ciałem p r z e s t r z e n i B, 

co o z n a c z a , że spełnia w a r u n k i (>>i) i (-)2) d l a m i a r y unormowanej, 
Następnie 

AB) = USB) =i£isnfi) M Ą § ) M L 

8 n(B) ^ ( f i ) 

co o z n a c z a , że f u n k c j a o spełnia również warunek ( o 3 ) . W r e s z c i e 

. „ . . A . - i . • s -1 w <"•> • I ' W 

co o z n a c z a , że f u n k c j a v spełnia także warunek (-M). F u n k c j a 
j e s t zatem miarą unormowaną w p r z e s t r z e n i B, a trójka ( f i , ó \ B, t>) 
t w o r z y przestrzeń z miarą unormowaną. 

Miarę i> będziemy nazywać miarą zredukowaną do z b i o r u B. 
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