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Stowo wstepne

Celem przedmiotu Rachunek Prawdopodobienstwa i statystyka jest dostarczenie stu-
dentom aparatu pojeciowego niezbednego w toku studiowania przedmiotow kierunkowych.

Material wyktadéw i ¢wiczen zawartych w podreczniku OKNA zawiera podstawowe
elementy tych dzialéw rachunku prawdopodobienstwa i statystyki, ktore moga by¢ uzy-
teczne w przedmiotach specjalistycznych.

Student powinien opanowaé¢ umiejetnoéé odnajdywania w podreczniku odpowiednich
metod i wzoréw ulatwiajacych rozwiazanie probleméw opisanych modelem matematycz-
nym. Przystepujac do samodzielnego opanowania materialu nalezy stara¢ sie zrozumieé
role podanych definicji i wzordéw ulatwiajacych rozwiazywanie zadan i ustali¢ relacje mie-
dzy nimi. Jest to bardzo przyjemny proces w wyniku ktérego mozna samodzielnie rozwia-
za¢ umieszczone na koncu rozdzialu zadania uzyskujac wynik zgodny z podana odpowie-
dzia.

Zaliczenie przedmiotu polega na rozwiazaniu dwoch zestawow projektowych oraz zda-
niu egzaminu. Egzamin polega na sprawdzeniu czy student opanowal material objety
przedmiotem.

Studiujac samodzielnie mozna korzystaé z literatury uzupelniajacej, pamietajac jed-
nak ze moga wystepowac¢ rézne metody i oznaczenia rozwiazywania zadan a nawet moga
wystepowaé réznice w definicjach.

Pomoca w opanowaniu systematycznym obowiazujacego do egzaminu materiatlu sa
zajecia stacjonarne na ktorych wyktadowca omawia trudniejsze zadania i wyjasnia watpli-
wosci w postaci indywidualnych konsultacji.

Przedmiot jest realizowany w jednym poélsemestrze.

Szczegdly dotyczace prowadzenia przedmiotu w danym semestrze beda podawane w
witrynie przedmiotu.

Zyczymy wytrwalosei i satysfakeji z trudnych ale ciekawych studiéw.

Zespot prowadzqcych przedmiot RPiS
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Wstep

Podrecznik zawiera podstawowe elementy rachunku prawdopodobienstwa i statystyki
matematyczne;j.

Rachunek prawdopodobienstwa zajmuje sie badaniem i wykrywaniem prawidtowosci w
zjawiskach, na ktére dzialaja czynniki losowe oraz budowaniem modeli matematycznych
tych zjawisk.

Statystyka matematyczna zajmuje sie natomiast metodami wnioskowania o catej zbio-
rowoéci danych na podstawie zbadania pewnej jej czesci zwanej prébka.

Czynniki losowe wystepuja w wielu dziedzinach jak: teorii sterowania, miernictwie,
kontroli jakoéci a takze w organizacji i zarzadzaniu w ekonomii.

W podreczniku umieszczone sa definicje i twierdzenia bez dowodéw. Wykorzystanie
teorii ilustrowane jest przykladami. W zadaniach wymagajacych zmudnych obliczen po-
dawany jest jednynie algorytm utatwiajacy uzyskanie wyniku oraz wynik koncowy. Wazny
jest bowiem sposob uzyskania rozwiazania i interpretacja otrzymanego rezultatu.

Uwaga Przy czytaniu podrecznika prosze zworci¢ uwage na fakt iz w wiekszosci rysun-
kéw osie Ox, Oy zostaly w roiny sposob skalibrowane, tzn. jedna jednostka na jednej ost
moze bycé innej dlugosci od 1 jednostki na drugiej osi.
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Wyktad 1

Zdarzenia elementarne

W tym wykladzie oméwione sa pojecia z kombinatoryki, ktére sa wykorzystywane w
najprostyszych przyktadach prezentujacych rozwazany material. Nastepnie oméwione sg
podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa.



10 WYKLAD 1. ZDARZENIA ELEMENTARNE

1.1 Elementy kombinatoryki
Definicja 1.1. Symbol n! dla n € N nazywamy silnig. Wyraza sie on wzorem

ol 1 dlan=0Vvn=1
o l12-..on dlan>2

Definicja 1.2. Symbolem Newtona nazywamy wyrazenie

n n!
= 1 < n. 1.2
<k> F(n = B)1 dlan, ke Nk <n (1.2)

Regula mozenia. Jezeli pewien wybdr zalezy od skonczenie wielu decyzji, powiedzmy
k, przy czym podejmujac pierwsza decyzje mamy ni mozliwosci, druga ne mozliwosci, . . .,
k-ta nj mozliwosci, bo wybér ten moze byé zrobiony na

n=mny-ng-... Ng (1.3)
mozliwosci.

Przyktad 1.3. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ 3 role meskie i 2 kobiece pomiedzy trzech
aktorow i dwie aktorki?

Rozwiazanie. Role meskie mozemy przydzieli¢ na 3! sposobéw, role kobiece na 2! sposobéw,
wiec korzystajac z reguly mnozenia wynika, ze role te mozemy przydzieli¢ na

3-21=6-2=12
Sposobéw. ]
Przyktad 1.4. Ile nastapi powitan, gdy jednoczesnie spotka si¢ 6 znajomych?
Rozwigzanie. Mamy n = 6,k = 2, czyli (g) = 15 powitan. O

Definicja 1.5. Permutacjg bez powtdorzen zbioru n-elementowego A = {a1, ag, ..., a,}, dla
n € N nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich n-elementéw zbioru
A, czyli kazde uporzadkowanie elementow zbioru A.

Stwierdzenie 1.6. Liczba wszystkich réznych permutacji bez powtdrzen zbioru n-elemen-
towego jest rowna
P, =n! (1.4)

Permutacje wykorzystujemy, gdy:
e wystepuja wszystkie elementy zbioru,
e kolejnosé elementéw jest istotna.

Przyktad 1.7. Na ile sposobéw mozna utozyé¢ na pdlce 4 tomowsa encyklopedie?
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Rozwiazanie. Rozmieszczamy wszystkie elementy i kolejnosé elementéw ma znaczenie, za-
tem mozna to zrobi¢ na 4! sposobdw. O

Definicja 1.8. Permutacjg n-wyrazowq 2z powtdrzeniami zbioru k-elementowego

A = {aj,a9,...,ar}, w ktérej element a; wystepuje n; razy, element ay wystepuje no
razy, ..., element a; wystepuje ng razy, przy czym ni + ne + ... + ngp = n, nazywamy
kazdy n-wyrazowy ciag, w ktrorym element a; wystepuje n; razy, i =1,2,...,k,

Stwierdzenie 1.9. Liczba wszystkich roznych n-wyrazowych permutacyi z powtérzeniams
ze zbioru k-elementowego jest rowna

n!
Pn(nl,ng, .. .,nk) =

nl'ng'nk"
gdzien; € N, i =1,2,...,k, n; — liczba powtdrzen elementu a; € A, n1+ns+...+ng = n.
Przyktad 1.10. Ile réznych liczb 6-cyfrowych mozna utworzyé z cyfr: 1,1, 3,3, 3,57

Rozwigzanie. Sa to permutacje z powtdérzeniami. Zatem korzystajac ze wzoru otrzymu-
jemy, ze mozemy utworzy¢
6!
20-3!-1!
liczb. O

P6(27 37 1) =

Definicja 1.11. Waracjg k-wyrazowq z powtérzeniami zbioru A, n-elementowego, gdzie
k € N, nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag, ktérego wyrazami sa elementy danego zbioru
A.

Stwierdzenie 1.12. Liczba wszystkich roznych k-wyrazowych wariacji z powtorzeniams
zbioru n-elementowego jest rowna
Wk =nk, (1.5)

n
Waracje z powtérzeniami wykorzystujemy, gdy:
e kolejnoé¢ elementéw jest istotna,
e clementy moga si¢ powtarzaé¢ (losowanie ze zwracaniem),
e niekoniecznie wszystkie elementy zbioru sa wykorzystane.
Przyktad 1.13. Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 11 piteczek w czterech szufladach?

Rozwigzanie. Mozna to zrobié¢ na W} = 411 sposobéw.

Definicja 1.14. Wariacjg k-wyrazowq bez powtérzen zbioru A, n-elementowego, gdzie k €
N, nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag réznowartosciowy, ktorego wyrazami sa elementy
danego zbioru A.
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Stwierdzenie 1.15. Liczba wszystkich réznych k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru
n-elementowego jest réwna

n!
V= ——
" (n—k)!

=nn—-1)Mn-2)-...-(n—k+1). (1.6)
Wariacje bez powtérzen wykorzystujemy, gdy:

e kolejnos¢ elementéw jest istotna,

e clementy nie moga sie powtarza¢ (losowanie bez zwracania),

e niekoniecznie wszystkie elementy zbioru sa wykorzystane.

Przyktad 1.16. Ile jest liczb czterocyfrowych utworzonych tylko z cyfr nieparzystych?

Rozwigzanie. Cyfr nieparzystych jest 5. Mozemy je rozmieszczaé na 4 pozycjach. Mamy
zatem, ze tych liczb jest V54 = (557!4)! = 120. O

Definicja 1.17. Kombinacjg k-elementowq bez powtdrzeri zbioru A, n-elementowego, gdzie
k,n € N, nazywamy kazdy podzbiér k-elementowy zbioru A, przy czym elementy nie moga
sie powtarzac.

Stwierdzenie 1.18. Liczba wszystkich rézinych kombinacji k-elementowych bez powtdrzen

jest rowna
ch = <Z> (1.7)

Kombinacje stosujemy wtedy, gdy kolejnos¢ elementéw nie ma znaczenia.
Przyktad 1.19. Na ile sposobéw mozna wypelni¢ kupon DUZEGO LOTKA?

Rozwigzanie. Sa to kombinacje 6 elementowe ze zbioru 49 elementowego, czyli kupon

mozna wypetié¢ na C$y = (469) Sposobow. O
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1.2 Definicja prawdopodobienstwa

Niech  bedzie dowolnym zbiorem, ktérego elementy oznaczamy przez w. Zbiér ten be-
dziemy nazywali przestrzeniq zdarzen elementarnych, a jego elementy zdarzeniami elemen-
tarnymi. Przestrzen zdarzen elementarnych jest pojeciem pierwotnym (nie definiowanym)
w rachunku prawdopodobienstwa. W konkretnych przyktadach bedziemy () utozsamiaé
ze zbiorem wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego. Poniewaz zdarzenia
losowe bedzimy rozumieli jako podzbiory zbioru wszystkich mozliwych zdarzen losowych
w danym do$wiadczeniu, wiec wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 1.20. Rodzine podzbioréw A zbioru ) nazywamy algebra zbiorow, jezeli:

(i) ABe A= AUBEc A,
(ii) A, Be A= ANBe A,
(iii) Ac A=A = (Q2\ A4) € A,
(iv) Qe A, @ € A

Jako zdarzenia losowe bedziemy rozumieé¢ podzbiory z pewnej algebry podzbioréw
zbioru ().

Definicja 1.21. Rzeczywista fukcje P(A) okreslona na algebrze A podzbioréw zbioru Q
nazywamy prawdopodobienstwem, jezeli spelnia warunki

(i) Ac A= P(A) >0,
(il) A, Be A, AnNB=@= P(AUB) =P(A)+ P(B),
(iii)) P(Q) =1, P(@)=0.
Podstawowe wtasnosci prawdopodobienistwa sg zamieszczone ponize;j.
1. Jezeli ANB=0,A,Be€ A, to P(AUB) = P(A)+ P(B).
Jezeli AC B,A,B € A, to P(B\ A) = P(B) — P(A).
Jezeli AC B,A,B € A, to P(A) < P(B).

- W N

Dla kazdego A € A,0 < P(A) < 1.
5. Jezeli A, B € A, to P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Trojke (2, A, P) nazywamy przestrzeniq probabilistyczng.
Czesto uzyteczna jest tez klasyczna definicja prawdopodobienstwa.

Definicja 1.22. Jezeli zbiér zdarzen elementarnych 2 jest skonczony i kazde zdarzenie
elementarne ma tg sama szansg zaistnienia to prawdopodobienstwo zdarzenia A wyraza
sie wzorem

_ Al

=1l (1.8)

P(A)

gdzie | A, || oznacza liczno$é zbioru.
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Tak okreslone prawdopodobienstwo spetnia wszystkie aksjomaty z definicji [1.21

Przyktad 1.23. Partia odbiornikow telewizyjnych sktada sie z 10 sztuk, z ktérych 3 sa
wadliwe. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze dwa wybrane
losowo odbiorniki sa wadliwe?

Rozwigzanie. Przez A oznaczmy zbiér odbiornikéw wadliwych. Zatem zdarzen sprzyja-
jacych jest |A| = (g) = 3 — wybieramy dwie sztuki wadliwe sposréd trzech. Natomiast
wszystkich zdarzen |Q] = (120) = 45 — wybieramy dwie sztuki sposréd 10. Stad

3 1

O]

Przyktlad 1.24. Egzaminator przygotowat 30 pytan, wypisujac na kazdej kartce 4 pytania.
Zdajacy umie odopowiedzie¢ poprawnie na potowe pytan. Jakie jest prawdopodobienstwo
ze zdajacy odpowie poprawnie na 4 pytania?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na wylosowaniu zestawu z pyta-
niami, na ktére zdajacy zna odpowiedz. Mamy |A| = (145) — losujemy 4 pytania z 15
,dobrych”, oraz || = (340) — losujemy 4 pytania sposréd wszystkich. Zatem

() 13
P(A) = @ =561 0,05,
czyli 5%. O

Przyktad 1.25. Sposréd 100 studentow, 25 wybralo jezyk angielski, 40 niemiecki, 20
rosyjski a 20 angielski i niemiecki. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany
student uczy sie jezyka angielskiego lub niemieckiego?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A student uczy si¢ jezyka angielskiego, przez B - niemiec-
kiego. Mamy P(A) = 2, P(B) = 1%, P(AN B) = 2. Stad

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,25+0,4—0,2=0,45.
O

Przyktad 1.26. W 30 osobowej grupie studentéw jest 8 kobiet. Grupa otrzymalta 6 bie-
letow bezptatnych do teatru, ktére losowano w grupie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wsréd posiadaczy bezptatnych biletéw sa doktadnie 3 kobiety?

Rozwiazanie.
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1.3 Zadania do samodzielnego rozwigzania

1.1. Komisja ztozona z 3 kobiet i 5 mezczyzn wybiera sposrod siebie przewodniczacego.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zostanie nim kobieta, przy zalozeniu, ze wszyscy czton-

kowie komisji maja takie same szanse? Odp.
3

g
1.2. Sposrdd pieciu pitek o réznej wielkosSci wybieramy dwie. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze ze wéréd wylosowanych bedzie najmniejsza, przy zalozeniu, ze wszystkie pitki
maja réwne szanse by¢ wybrane? Odp. %

1.3. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze przy 5 krotnym rzucie kostka otrzymamy 5 réznych
wynikéw? Odp. g—é.

1.4. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy jednoczesnym rzucie trzema kostkami do gry
wypadnie

a) 11,
b) 12.
Odp. a) 2L, b) 22,

1.5. W urnie mamy 14 kul czarnych, 16 kul bialych i dwie kule niebieskie. Obliczy¢
prawodopodobienstwo, ze przy losowaniu jednej kuli

a) wylosowana kula bedzie niebieska,

b) wylosowana kula bedzie niebieska lub czarna.

Odp. a) &, b) 1.

[

1.6. W skrzyni znajduje sie 6 dobrych i 4 wadliwe elementy. Obliczy¢ prawdopodobien-
stow, ze wérdd 4 wybranych losowo elementéw, nie bedzie ani jednego wadliwego.
Odp. ﬁ.

1.7. Autobus zatrzymuje si¢ na 10 przystankach. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze spo-
sréd 6 oséb znajdujacych sie w autobusie, kazda wysiadzie na innym przystanku?
Odp. 0, 1512.

1.8. W pudetku znajduje sie 25 dlugopisow, z czego 5 jest zepsutych. Wybieramy losowo
3 dtugopisy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze co najmniej dwa sa dobre.

Odp. %.

1.9. Student umie odpowiedzie¢ na 20 sposréd 25 pytan egzaminacyjnych. Na egzaminie

losuje 3 pytania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uczen odpowie na 2 pytania? Odp.
209
m.

1.10. W szesciu szufladach umieszczamy szes¢ krawatow. Zakltadajac, ze kazde rozmiesz-
czenie krawatéw jest jednakowo prawdopodobne obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia,
ze co najmniej dwie szuflady beda puste. Odp. g%.
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Wyktad 2

Prawdopodobienstwo warunkowe i
wzor Bayesa

W tym wykladzie oméwione sg jedne z najwazniejszych pojeé rachunku prawdopodo-
bienstwa, mianowicie prawdopodobienstwo warunkowe oraz wzér Bayesa.

17
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2.1 Prawdopodobienstwo warunkowe

Rozwazmy dwa zdarzenia w tym samym skonczonym zbiorze zdarzen elementarnych.

Definicja 2.1. Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto
zdarzenie B wyliczamy ze wzoru

P(AN B)

P(A‘B) = W7

jezeli P(B) > 0. (2.1)
Analogicznie obliczamy prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenie B pod warunkiem, ze

zaszlo zdarzenie A
P(ANB)

P(A)

Przeksztalcajac powyzszy wzor otrzymujemy wzor na prawdopodobieristwo ilorazowe

P(B|A) = jezeli P(A) > 0. (2.2)

P(AnB)=P(A)P(B|A). (2.3)
Definicja 2.2. Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, jezeli
P(ANB)=P(A)-P(B).

Twierdzenie 2.3. JeZeli niezaleine sq zdarzenia A oraz B, z tej samej rodziny zdarzen,
to niezaleine sq takze zdarzenia

a) AiB;
b) A i B;
c) Al i B.

Przyktad 2.4. Do windy na parterze szesciopietrowego bloku wsiadlo 4 pasazeréw. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze kazda z oséb wysiadla na innym pietrze?

Rozwiazanie. Pradopodobienstwo zdarzenia A;,i = 1,2, 3,4 wynosza P(A;) = %, P(Ay) =
5, P(A3) = %, P(As) = 2. Zdarzenia te sa niezalezne, wiec

P(A1 ﬂAQﬂAgﬂA4) = P(Al) P(AQ) P(Ag) P(A4) ~ 0, 28,
czyli 28%. O

Przyktad 2.5. W pewnym przedsiebiorstwie 96% wyrobéw jest dobrych. Na 100 dobrych
wyrobéw $rednio 75 jest piewszego gatunku. Znalezé prawdopodobienstwo tego, ze dobra
sztuka wyprodukowana w tym przedsigbiorstwie jest piewszego gatunku.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na tym, ze sztuka jest dobra, a przez
B - ze sztuka jest piewszego gatunku. Mamy

P(ANB) = P(A)- P(B|A) = 0,96 - 0,75 = 0, 72.
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Przyktad 2.6. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany los loteryjny wygrywa
najwieksza stawke, jezeli wiadomo, ze 25% loséw przegrywa a 20% to losy wygrywajace
najwieksza stawke.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A zdarzenie, ze los jest wygrywajacy (cokolwiek). Stad
P(A)=1-PA)=1- @ 3 , natomiast przez B zdarzenie, ze los wygrywa najwyzsza
stawke. Stad P(B|A) = {55- Zatem

P(ANB) = P(A) - P(B|A) = =0, 15.

rlk\w
Cﬂ\»—\

O]

Przyktad 2.7. W pudeltku zawierajacym 15 rezystoréow 3 sa wybrakowane. Rezystory z
pudetka wyjmujemy w sposéb losowy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo

a) wyjecia kolejno dwéch rezystoréw dobrych,
b) wyjecia dwéch rezystoréw, z ktérych jeden jest dobry a drugi wybrakowany.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A; zdarzenie, ze pierwszy z wyjetych rezystoréw jest dobry,
za$ przez As, ze drugi z wyjetych rezystoréow jest dobry

W przypadku a) P(A; N Ag) = P(A;) - P(As]4)) = B - L& =22 ~0,63.

Oznaczmy przez B; zdarzenie, ze piewszy z wyjetych rezystorow jest wybrakowany,
za$ przez Ba, ze drugi z wyjetych rezystorow jest wybrakowany.

W przypadku b) P(A; N Ag) = P(Ay) - P(Bo|Ay) =12 - & = & ~0,17. O

Przyktad 2.8. Policja uzyskata informacje, ze terroryéci podtozyli bomby w dwdch spo-
sréd 8 odlatujacych samolotéw. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zostang one znalezione
juz po przeszukaniu dwoch pierwszych samolotéw.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A; zdarzenie, ze w piewszym samolocie jest bomba, za$
przez As zdarzenie, ze w drugim samolocie jest bomba. Stad

1
P(A1NAz) = P(41) - P(A2|A) = =55 ~ 0,04

oo\w
\IM—‘
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2.2 Prawdopodobienstwo catkowite i wzor Bayesa

Definicja 2.9. Uktad zdarzen Aq, As,..., A, nazywamy zupelnym, jezeli zdarzenia te sa
parami niezalezne (wykluczaja sie), tzn. A; N A; = @ dla i # j oraz

AiUAU...UA, =Q. (2.4)
Twierdzenie 2.10. JeZeli zdarzenia Ay, As, ..., Ay tworzq uklad zupelny oraz P(A;) > 0,
dlai=1,2,...,n, to dla dowolnego zdarzenia B
P(B) =Y P(A)) - P(B|4). (2.5)
i=1

Przyktad 2.11. W jednej urnie mamy 3 kule biate i 4 czarne, a w drugiej 5 kul biatych
i 4 czarne. Rzucamy kostka do gry. Gdy wypadnie liczba podzielna przez 3, to losujemy z
piewszej urny, w przeciwnym przypadku z drugiej. Jakie jest prawdopodobienistwo wylo-
sowania kuli bialej?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez Bj zdarzenie, ze wypadla liczba podzielna przez 3, przez
By zdarzenie, ze wypadta liczba niepodzielna przez 3, przez A zdarzenie, ze wylosowalismy
kule biata. Mamy

P(A) = P(A|B1) - P(B1) + P(A|Bs) - P(Bs) = = - > + § - g _ 9 <051,

Przyklad 2.12. Trzy fabryki wytwarzaja pewien towar, dla ktérego okreslona jest norma.
Przy czym

Fabryka 1 dostarcza na rynek 30% towaru w ktérym norme spelnia 80% towaru,

Fabryka 2 dostarcza na rynek 40% towaru w ktérym norme spelnia 70% towaru,

Fabryka 3 dostarcza na rynek 30% towaru w ktérym norme speinia 60% towaru.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze towar dostarczony na rynek spelnia norme.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez B zdarzenie, ze towar dostarczony na rynek spelnia norme.
Mamy P(A1) = 0,3; P(B|A;1) = 0,8; P(A2) = 0,4; P(B|A2) = 0,7; P(A3) = 0,3; P(B|A3) =
0,6. Stad prawdopodobienstwo spepinienia normy przez towar na rynku wynosi

P(B)=0,3-0,84+0,4-0,7+0,3-0,6=0,7.
O

Twierdzenie 2.13. Jezeli P(B) > 0 i spelnione sq zaloZenia Twierdzenia to zacho-

dzi wzor zwany wzorem Bayesa

P(4;) - P(B|4))
P(B)

P(4;]B) =
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Przyktad 2.14. Korzystajac z danych z Przyktadu obliczy¢ prawdopodobienstwo
spelnienia normy przez towar wyprodukowany w fabryce 3.

Rozwigzanie. Mamy
0,3-0,6
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2.3 Zadania do samodzielnego rozwigzania

2.1. Rzucamy dwukrotnie kostka do gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze suma oczek
bedzie wicksza od 9, jezeli za piewszym razem wypadto 6 oczek? Odp. %

2.2. W skrzyni znajduje si¢ 12 elementéw, z czego 6 jest dobrych a 6 wadliwych. W sposéb
losowy, bez zwracania wybieramy dwa elementy. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
za drugim elementu wadliwego, pod warunkiem, ze za wpiewszym razem wybrano element

dobry. Odp. 1%.

2.3. Na dworcu kolejowym znajduja sie dwoje schodéw ruchomych. Pierwsze sa sprawne

z prawdopodobienstwem %, natomiast drugie % Prawdopodobienstwo, ze dzialaja piewsze

schody, gdy zepsute sa drugie wynosi %

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dzialaja drugie schody, pod warunkiem, zZe nie
dzialajg pierwsze?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dzialaja przynajmniej jedne schody?
Odp. a) %, b) %

2.4. Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-

mania sumy oczek rownej 3, jezeli na piewszej kostce wypadta 1. Odp.
1

G
2.5. Rozwazmy rodziny z dwojgiem dzieci. Niech d oznacza dziewczynke, ¢ - chlopca.
Zdarzeniami elementarnymi beda pary: (d,d), (d,c), (c,d), (c,c), gdzie pierwsza litera w
parze oznacza pleé¢ starszego dziecka, druga zas mtodszego. Zakladajac, ze wszystkie zda-
rzenia sg jednakowo prawdopodobne obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w losowo wybranej
rodzinie z dwojgiem dzieci, jest dwdch chlopcéw, pod warunkiem, ze w tej rodzinie jest co
najmniej jeden chtopiec. Odp. %

2.6. Student dojezdza na uczelnie rowerem Srednio co drugi dzien, autobusem co trzeci
dzien, a tramwajem co szosty. Jadac rowerem, sp6znia si¢ z prawdopodobienstwem raz na
szeSciesiagt razy jadac autobusem - raz na dwadzieScia razy, a tramwajem raz na dziesieé
razy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze student spézni sie na uczelnie. Odp. i.

2.7. Potrzeby $wierkowych sadzonek dla nadlesnictwa pokrywa produkcja dwbch szkotek
le$nych. Pierwsza szkétka pokrywa 75% zapotrzebowania, przy czym na 100 sadzonek z tej
szko6tki 80 jest piewszej jakosci. Druga szkétka pokrywa 25% zapotrzebowania, przy czym
na 100 zadzonek z tej szkotki 60 jest pierwszej jakosci. Obliczyé prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrana sadzonka jest piewszej jakoSci. Odp. 0, 75.



Wyktad 3

Zmienna losowa jednowymiarowa

W tym wyktadzie oméwione jest pojecie zmiennej losowej, typy zmiennych losowych,
parametry zmiennych losowych oraz przyktady roztadéw prawdopodobienstwa.

23
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3.1 Zmienna losowa

Definicja 3.1. Zmienng losowa nazywamy funkcje X przyporzadkowujaca zdarzeniu ele-
mentarnemu doktadnie jedng liczbe rzeczywista, tj. X : Q — R, spetniajaca warunek:
dla dowolnego a € R zbiér {w € Q : X(w) < a} nalezy do zbioru zdarzen losowych.

Notacja. Symbolu A := B bedziemy uzywali do oznaczenia, ze pewne oznaczenie jest
réwne z definicji. Nalezy go rozumieé nastepujaco: Symbol (wyrazenie) A jest réwny z
definicji obiektowi B.

Zatem ponizsze oznaczenia nalezy rozumieé nastepujaco: zbiér stojacy z prawej storny
symbolu := dla skrdcenia zapisu bedzie oznaczany przez symbol stojacy z lewej strony
tego znaku.

Bedziemy korzystali z nastepujacego zapisu

(X <a)={weQ: X(w) <a},

(X <a)={we: X(w) <a},

(X >a)={we Q: X(w) > a},
(X >2a)={weQ: X(w) > a}.

Zmienne losowe pozwalaja przedstawi¢ wyniki doSwiadczen losowych za pomoca liczb.
Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng losowa danych warto$ci mozna wyznaczy¢
za pomocg dystrybuanty.

Definicja 3.2. Dystrybuantq zmiennej losowej nazywamy funkcje F' okreslona nastepujaco

F(z) = P(X < x). (3.1)
Dystrybuanta zmiennej losowej ma nastepujace wlasnosci
1. Jest funkcja niemalejaca, prawostronnie ciagta.

2. lim F(z)=0oraz lim F(z)=1.

T—r—00 T—00

3. 0< F(x) <1 dla kazdego z.

4. Dla kazdego przedziatu (a,b) mamy P(a < x < b) = F(b) — F(a—), gdzie F(a—) =

lim F(z) oznacza granice lewostrona funkcji F' w punkcie a.
Tr—a—

5. P(xb) =1— F(b).

Dalej zostana podane typy zmiennych losowych: zmienna losowa skokowa (dyskretna)
i zmienna losowa ciagla.
Zmienna losowa skokowa (dyskretna)

Zmienna losowa skokowa X, jest to zmienna losowa, ktérej zbiér wartosci jest zbiorem
skonczonym lub przeliczalnym (tnz. jest réwnoliczny ze zbiorem liczb natrualnych N), czyli
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przyjmuje wartosci pewnego ciagu x skonczonego lub nieskonczonego z prawdopodobien-
stwem p, czyli jest okreslona funkcja prawdopodobienstwa,

p=P(X =m), pp>0, Y pr=1 (3:2)
k

Zaleznos¢é t¢ mozna przedstawi¢ za pomoca tabeli

| =1 | =
Pk le ‘pz\”' \pn

Przyktad 3.3. Zmienna losowa X dyskretna ma funkcje prawdopodobienstwa okreslong
tabela

Wyznaczyé¢ dystrybuante zmiennej losowej X.
Rozwiazanie. Dystrybuanta zmiennej losowej X jest funkcja F'(z) = P(X < x). Wtedy
F(-2)=P(X<-2)=0

1
F(-1)=P(X<-1)=3
1
F(=0,5) = P(X < ~0,5) = 5
1 1 2
F(0) = P(X <0)=P(-1) + P(0) = 5 + - = ¢
1 1 2
F(1)=P(X<1)=P(-1) + P0) =5 + ¢ =3
1 1 1
F@3)=P(X <3)=P(=1)+PO)+P2)=5+z+3=1
Zatem
0 dlaz< -1
1 dla —1<
F(.%'): g a z <0
5 dad<z<2
1 dlax>2

Zmienna losowa ciggla

Zmienna losowa X ciagla, jest to zmienna losowa zdefiniowana za pomoca funkcji f(x)
zwanej gestoscig prawdopodobienstwa zmiennej X w postaci

Pla< X <b) = / " fwdr. (3.3)

Gestos¢ prawdopodobienstwa spelnia warunki
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Rysunek 3.1: Dystrybuanta zmiennej losowej z Przykladu [3.3]

1. f(z) > 0, czyli jest funkcja nieujemna,

2. [% flz)de =1.

Dystrybuanta zmiennej losowej ciaglej moze byé¢ przedstawiona w postaci

Pla) = /_ "t (3.4)

wiec jest funkcja gornej granicy cakowania.
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zmienna losowa skokowa zmienna losowa ciaggta

wartosc
oczekiwana | E(X) =Y p_, xk - Dk E(X)=[%_ af(z)dx
wariancja oA (X)=> (@ — EX))? pi | 0?(X) = [T (x — E(x))*f(2)dx
odchylenie
standardowe | o = \/0?(X) o= +/c?(X)

Tablica 3.1: Parametry zmiennych losowych.

3.2 Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej

Mowimy, ze znamy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej, jezeli jest znana
e dystrybuanta zmiennej losowej,
e funkcja prawdopodobienstwa, gdy zmienna jest skokowa, lub

e funkcja gestosci, jezeli zmienna losowa jest ciggla.

Parametry rozkladéw

Zmienne losowe i ich rozklady jednowymiarowe nie zawsze sa wystarczajace lub wy-
godne do opisania bardziej ztozonych probleméw. Przy analizie danych uzyskanych w wy-
niku przeprowadzonych obserwacji istotna role odgrywaja parametry rozktadéw zmiennych
losowych takie jak wartoéé oczekiwana E(X), wariancja o2(X), odchylenie standardowe
o(X). Wariancja jest miara rozproszenia zmiennej losowej dookola jej wartosci oczekiwa-
nej, takze miara rozproszenia jest odchylenie standardowe o.

Definicje parametréw umiescimy w zestawieniu

Obliczanie wariancji upraszcza wzor

o?(X) = B(X?) - [B(X)] (3.5)
Teraz podamy podstawowe wtasnosci parametréw.
1. E(aX) =aF(X), gdzie a jest stala.
2. Jezeli istnieja wartosci oczekiwane zmiennych losowych X i Y, to

E(X +Y)=E(X)+E(Y).

3. E(XY)=E(X)E(Y), jezeli zmienne losowe X i Y sa niezalezne.
4. E(a) = a, gdzie a jest stala.
5. 02(aX) = ac?(X).

6. o2(X +Y) =0%(X) + (Y.
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7. 0%(a) = 0, gdzie a jest stala.
Przyktad 3.4. Zmienna losowa ma rozkltad orkreslony tabela

nl 0 [1] 2|3
pe | 0250201504

Wyznaczyé: dystrybuante rozktadu, P(X < 3), E(X), D*(X), 0.
Rozwigzanie. Mamy P(X < 3) = P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3) =
0,2540,2+0,15 = 0,6. E(X) = 0-0,25+1-0,2+2-0,15+3-0,4 = 1,70, [E(X)]? = 2,89,
E(X?)=0%-0,25+12-0,2+22-0,15+3%-0,4 = 4, 4.
0?(X)=E(X?) - [E(X)]?=4,4—-2,89 =1,51. 0 = /1,51 =~ 1,23.

;

0 z € (—00,0)
0,25 x€(0,1)
F(z)=140,45 z€(1,2)
0,60 ze€(2,3)
(1 x € (3,00)
Wykres dystrybuanty natomiast histogram O
A
1 L
0,6 T &—oO
0,45 1 &—o0
0,25 ———©°
1 2 3

Rysunek 3.2: Dystrubunata zmiennej losowej z Przyktadu

Rozklady zmiennej skokowej

Rozklad zero-jednynkowy

Zmienna losowa X ma rozklad zerojedynkowy z parametrem p, jezeli jej funkcja praw-
dopodobienstwa wyraza sie rowno$ciami

PX=1)=p,P(X=0)=1-p=gq. (3.6)
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Rysunek 3.3: Histogram zmiennej losowej z Przykladu

Wartoéé oczekiwana tej zmiennej E(X) = p, wariancja 02(X) = pq.
Rozklad dwumianowy (Bernoullego)

Jezeli pewne do$wiadczenie losowe sklada sig z serii n prob, przy czym kolejne préby sa
niezalezne oraz w kazdej prébie mozliwe sa dwa wyniki: sukces z prawdopodobienstwem
p, oraz porazka z prawdopodobiefnistwem ¢ = 1 — p, to takie do$wiadczenie nazywamy
schematem Beronoullego z parametrami n i p. Prawdopodobienstwo tego, ze w serii n-
prob uzyskamy k sukceséw i n — k porazek wyraza sie wzorem

n

P(X,=k) = <k

>pk(1 —p)" 7k k=0,1,2,...,n. (3.7)

Wartoéé oczekiwana tej zmiennej wynosi E(X) = p, natomiast wariancja o2(X) = pq.

Przy stosowaniu rozktadu dwumianowego nalezy zwraca¢ uwage na rodzaj warunkéw
wynikajacych ze zdarzenia. Sa to sformutowania ,doktadnie ...”
najwyzej ...”.

Sy,
, »CO najmniej ...”, ,.co

Przyktad 3.5. W hali fabrycznej pracuje 5 maszyn. Kazda z nich psuje sie z prawdopo-
dobienstwem p = % niezaleznie od siebie. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwa

a) zepsula sie jedna maszyna, tj. P(X = 1),

o

zadna maszyna sie niepopsuta, tj. P(X = 0),

c) zepsuly sie trzy maszyny, tj. P(X = 3),

(oW

D

)

)

)

) zepsula sie co najmniej jendna maszyna, tj. P(X > 1),
) zepsula sie co najwyzej jedna maszyna, tj. P(X < 1),
)

f) zepsulo sie wiecej niz jedna maszyna, tj. P(X > 1).
Rozwigzanie. a) P(X =1) = (?) (%)1 (%)4 = 22 ~ 0,320

b) P(X =0)= () (3)"(2)° =34 ~0,132
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o) P(X=3)=(3) (3)" (3)" = 4% ~ 0,167

d) P(X>1)=1-P(X <1) = P(X =0) = 0,868
e) P(X <1)=P(X =0)+P(X =1) = 0,461

fy P(X>1)=1-P(X <1)=0,539

O]

Przyktad 3.6. Srodek owadobéjczy zabija przecietnie 90% owadéw. Srodek ten zastoso-
wano na 10 owadach. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze co najwyzej dwa osobniki przezyja.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez A zdarzenie, ze owad przezyje. Mamy wiec p = 0,1,q =
0,9,n = 10.

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) =
= (100) (0,1)°(0,9)"° + (110> (0,1)1(0,9)% + (12()) (0,1)%(0,9)% =

=0,929.
O
Rozklad Poissona
Zmienna skokowa X ma rozkiad Poissona, jezeli
e~ ANk
P(X =k)= o dla k=0,1,2,... (3.8)

Wiele wystepujacych w praktyce rozktadéw moze by¢ aproksymowane rozktadem Poissona.
Jezeli liczba do$wiadczen n jest duza a prawdopodobienstwo p male, to obliczenie k
sukces6éw jest bardzo utrudnione przy zastosowaniu rozkladu dwumianowego Bernullego.
Mozna wowczas przyjaé¢ A = np i zastosowaé wzor graniczny przy n — oo. Otrzymujemy
woéwcezas wzor przyblizony
(np)*te
k! ’
Przyklad 3.7. Daltonizm stwierdza si¢ o 1% mezczyzn. Obliczyé prawdopodobienstwo,
ze w probie liczacej n = 100 mezczyzn

P(X =k)~ (3.9)

a) nie bedzie ani jednego daltonisty,

b) bedzie co najmniej trzech.
Rozwigzanie. Mamy n = 100,p = 0, 01.

a) P(X =0)=ge 1 =0,37,

b) P(X>23)=1-P(X<3)=1—-[P(X=0))+P(X=1)+P(X =2)].
P(X=1)=4e1=0,37. P(X =2) = £e ! =0,18. Stad

P(X >3)=1-1[0,37+0,37+0,18] = 0, 08.
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Rozklady zmiennej losowej cigglej
Rozklad normalny
Rozklad normalny jest rozktadem o funkcji gestosci prawdopodobienstwa

1 e-w”
e 27 (3.10)

€Tr) =
f@) = —7—
gdzie p = E(X) jest wartodcia oczekiwana a ¢ odchyleniem standardowym. Symbolicznie
zapisujemy ten rozklad jako N(u,o). Szczegdlnym przypadkiem jest rozklad N(0,1) o
gestosci

—_
N

ktorej wykres przedstawia ponizszy rysunek

0.4
1

0.3

-0,sd=1)
02

dnorm(x, mean

0.1

0.0

-4 -2 0 2 4

Rysunek 3.4: Gestosé rozkladu normalnego N (0, 1).

Dystrybuanta tego rozktadu jest rowna

F(z) = P(X < a) = /m e~ dt = D(x). (3.11)

1
V2T J_o
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Przyktad 3.8. Dla rozkladu N(0,1) obliczy¢
a) P(X <-2),
b) P(—1 < X <2),
c) P(X >6).

Rozwigzanie. Mamy a)

1 -2 2
P(X <=2 =— [ e 7dt=0(-2)=
V 2T /—oo
=1-®(2) =1-0,97725 = 0, 02275.

Rysunek 3.5: Przyktad a)ib)

~
|
—_
N
S
N
&
I
=
&
!

Fl)=23)-1-2(-1)) =
=®(3)+P(1) —1=0,9987+0,8413 — 1 =~
~ 0, 84.

O

Uwaga 3.9. W podpunkcie ¢) powyzszego zadania przyjeliémy, ze ®(6) ~ 1, co jak spoj-
rzymy do tablic rozkladu normalnego popelniamy maty btad, gdyz juz dla wartosci 5 ta
réznica miedzy prawdziwa wartodcia a 1 jest bardzo niewielka (w praktyce zaniedbywalna).
Widoczne jest to tez na ostatnim rysunku.
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0.00400

Rysunek 3.6: Przyktad [3.8] c)

W praktyce wystepuja jednak najczesciej rozklady N(m, o), gdzie m # 01 o # 1.
Wéwcezas wprowadzamy zmienng standaryzowang

y—2X-m (3.12)

g

ktéra ma juz rozkltad N(0,1), co umozliwia nam skorzystanie z funkcji ®(z).

Przyktad 3.10. Wydajnosé pracy jest mierzona liczba detali wykonanych przez pracow-
nika na danym stanowisku. Liczba detali dana jest zmienng losowa X dla N(8,2). Obliczy¢
P(X < 5).

Rozwigzanie. Mamy Y = %, czyli

X -8 < 5—38
2 2
=1-0,93319 = 0,6681

mx<m_p< >_PW<—La_FeL®_¢@Lm_

Pewne wlasnosci rozkladu normalnego

1. Jezeli zmienna X ma rozklad normalny N(m, o), to zmienna losowa Y = aX +b ma
rozktad N(am + b, |a|o).

2. Jezeli zmienne losowe X i Y maja niezalezne rozklady N(mq,01), N(ms,o02), to
zmienna losowa Z = X + Y ma rozklad N(mj + ma, /0% + 03).
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Przyktad 3.11. Urzadzenie ztozone z dwdch blokéw pracuje w ten sposob, ze najpierw
wlaczony jest pierwszy blok, a w chwili awarii tego bloku wtacza sie drugi blok. Czas
bezawaryjnej pracy blokéw sa zmiennymi losowymi o rozkladach N(60;4) i N(80;3) od-
powiednio. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze urzadzenie bedzie pracowaé co najmniej 150
godzin.

Rozwigzanie. Z = X +Y, zatem Z ma rozklad N (60 + 80, V42 + 32) = N(140,5).

—P(R>2)=1-P(R<2)=

P(Z > 150) :P<Z—5140 _ 150 - 14o>

5
=1-®(2) =1-0,97725 ~ 0,022.

Czyli okoto 2,2%. O
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3.3 Zadania do samodzielnego rozwigzania
3.1. Zmienna losowa skokowa X ma funkcje prawdopodobienstwa:

zi | -1 1|4
pi | 0,504 0,1

Wyznaczyé¢ dystrybuante zmiennej losowej X i narysowacé jej wykres.
0 r<—1
0,5 -1<zx<1

Odp- F@) =3 /g 1<2<4
1 x >4
3.2. Zmienna losowa ciagta X ma gestosé
0 z< -1
1
5 —1l<z<0
= 2 =
/(@) z 0<z<1
0 >0
Wyznaczyé¢ dystrybuante zmiennej X.
0 r<—1
1
) s@+1) —-1<2<0
Odp. F(w) = (22 +1) 0<z<1
1 z>1

3.3. Dystrybuanta zmiennej losowej ciagtej dana jest wzorem

0 <0
F(z) = %ﬁ 0<x <4
1 >4

Wyznaczyé¢ funkcje gestoéci zmiennej X oraz wyznaczy¢ warto$é oczekiwana i wariancje
zmiennej X.

0 r <0
Odp. f(z) = %x 0<z<4 ,B(X)=30%X)=2%.
0 =>4

3.4. Gestoscia zmiennej losowej X jest funkcja
r<1

l<z<3
z>3

fz) =

Ool= O

Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X oraz wyznaczyé P(X > 2).
0 r<1
Odp. F(z)=¢ 3z—3 1<z<3 ,P(X>2)=1.
1 >3
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3.5. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 0, 1, 2, 3 z prawdopodobienstwami odpowiednio
rownymi 0, 1;0,1;0,2;0,6. Obliczy¢ wartosé oczekiwana i wariancje zmiennej X.
Odp. E(X) =2,3,02%(X) = 1,01.

3.6. Zmienna losowa X ma rozklad normalny N(1,5;2). Obliczy¢ prawdopodobienstwo:
a) P(X < —2,5)
b) P(X > —0,5),
c) P(0,5 <X <2).
Odp. a) 0,02275, b) 0,8413, c) 0,2902.

3.7. Masa gruszek odmiany klops ma rozklad normalny N (160, 30). Oblicz prawdopodo-
bienistwo, ze gruszka tego gatunku wazy od 130 do 160 gramoéw.
Odp. 0,3413.

3.8. W populacji studentéw uczeszczajacych na zajecia ze statystyki dokonano pomiaru
wzrostu mezczyzn. W wyniku badania stwierdzono, ze zmienna losowa X wyrazajaca
wzrost studenta ma rozklad normalny N(178,10). Oblicz prawdopodobienstwo, ze

a) wzrost studenta jest mniejszy niz 188 cm,

)

b) wzrost studenta jest wigkszy niz 172,

c¢) wzrost studenta jest wiekszy niz 200 cm,
)

d) wzrost studenta nalezy do przedzialu (166 cm, 186 cm).

Odp. a) 0,8413, b) 0,7257, ¢) 0,0139, d) 0,673.



Wyktad 4

Zmienne losowe dwuwymiarowe

Omowione sg zmienne losowe dwuwymiarowe, ich parametry. Nastepnie funkcje zmien-
nych losowych oraz twierdzenia graniczne.

37
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4.1 Zmienna losowa dwuwymiarowa

Rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej Z = (X,Y) jest rozkladem dwéch zmien-
nych lowowych X i Y.
W przypadku, gdy zmienne losowe X i Y sa dyskretne, mozemy ich rozktad opisaé¢
taczng funkcja prawdopodobienstwa
P(X ==z,Y =y) = P(z,y), (4.1)
ktora daje prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa X osigga wartos¢ x i jednoczesnie
zmienna losowa Y osiaga wartos¢ y. Laczne prawdopodobienstwo P(z,y) mozemy podaé
w postaci tzw. tablicy korelacyjnej. Przy zalozeniu, ze r6znych wartosci zmiennej X jest r

a roznych wartosci zmiennej Y jest s, ta tablica obejmuje r - s tacznych prawdopodobnosci
mozliwych kombinacji wartosci x i y.

v | | v | |

| suma
Y1 Y2 Ys
1 || Pz, y1) | Py, y2) | - | Ple1,ys) || Pi(er)
vy || P(z2,y1) | P(x2,92) P(x1,ys) || Pi(x2)
Ly P(xrayl) P(xmy?) P(‘rmys) Pl(‘r?")
suma H Pa(y1) \ Ps(y2) ‘ ‘ P (ys) H 1

Poziome sumy tych prawdopodobienstw w tej tablicy sa wartosciami brzegowej funk-
cji prawdopodobiefistwa P (z), ktéra podaje prawdopodobienstwa, ze zmienna losowa X
osigga watos¢ x bez wzgledu na wartoéci zmiennej Y. Podobnie pionowe sumy tych praw-
dopodobienstw daja wartosci brzegowej funkeji prawdopodobiefistwa Py (y). Mamy zatem

Y Pla,y)=Pi(x), Y Play)=Py),

(4.2)
YY) Play) =) Pix)=) Py)=1
x Yy x Yy

(4.3)

Rozktad dwéch dysktretnych lub ciaglych zmiennych losowych mozna opisaé taczna
dystrybuanta

F(z,y) = P(X <z,Y <y), (4.4)



4.1. ZMIENNA LOSOWA DWUWYMIAROWA 39

ktora podaje prawdopodobienstwo, ze zmienna X osiagnie warto$¢ mniejsze niz x a jedno-
czednie zmienna Y osiagnie wato$¢ mniejsza od y. Laczna dystrybuanta spelnia warunki

F(—o00,y) = F(—o00,x) = F(—00,—0) =0, F(o0,00)=1. (4.5)

Prawdopodobienstwo, ze ciagla zmienna losowa X osiagnie warto$¢ z przedziatu (xy, z2)
i jednoczesnie ciagla zmienna losowa Y osiagnie wartosé¢ z przedzialu (yi,y2) jest réwna

Plz1 < X 22,51 Y <y2) = Fw2,92) — Fla1,92) — F(@2,51) + Fz1,51). (4.6)
Mozemy takze otrzymadé dystrybuanty zmiennych losowowych brzegowych ktadac
Fi(z) = F(z,00), Fy(z) = F(00,y). (4.7)

Rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej ciagtej mozemy takze opisaé¢ za pomoca
lacznej gestoéci prawdopodobienstwa f(z,y). Dwuwymiarowa gestosé prawdopodobieri-
stwa jest tak samo jak jednowymiarowa funkjca nieujemng i spelnia warunek

/_Z U_Z f(x,y)dx] dy = 1. (4.8)

Brzegowe gestosci prawdopodobienstwa
fiw) = [ty

—0Q0
fal) = [ Sy

FLaczna dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej mozemy otrzymac z tacznej gesto-
Sci i na odwrdt

Fla,y) — / : [ / OO f(t,u)dt] du, (4.9)

2F(x
flay) = ZE@y)

4.1
0xdy (4.10)

Kolejnym typem rozkladéw (oprécz tacznego i brzegowego) sa rozklady warunkowe.
Rozkladem warunkowym zmiennej losowej X wzgledem y rozumiemy rozktad tej zmiennej
przy zalozeniu, ze zmienna Y przyjmuje warto$¢ y i analogicznie rozktadem warunkowym
zmiennej X wzgledem z rozumiemy rozkiad tej zmiennej przy zatozeniu, ze zmienna X
przyjmuje wartos¢ z. Rozklad warunkowy jest zdefiniowany jako iloraz tacznego i brzego-
wego rozkladu.

Dla dwoéch zmiennych losowych dyskretnych X i Y funkcje prawdopodobnodci sa dane

P(xly) =

Py(y) # 0, (4.11)
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P(z,y)

P(ylz) = Piz) Pi(x) # 0, (4.12)
dystrybuanty warunkowe
> P(ty)
Plaly) = =5 RO #0 (4.13)
; P(z,u)
F(ylz) = UZJPT’ Pi(x) # 0. (4.14)
Dla zmiennych losowych ciagtych X i Y gestosci warunkowe sa okre$lone wzorami
faly = L fo( 3;) f2(y) # 0, (4.15)
_ [y
flylz) = ) fi(z) #0 (4.16)
i warunkowe dystrybuanty
x t,
F(z,y) S mfzy)y . faly) #0, (4.17)
v t
F(yle) = ML fi(z) #0. (4.18)
fi(z)

Definicja 4.1. Moéwimy, ze dwie zmienne losowe X oraz Y sg niezalezne, jezeli dla wszy-
skich 7, j zachodzi rownéé

P(X =z,Y =y;) = P(X = ;) - P(Y = y). (4.19)

Czyli zmienne losowe X i Y sa niezalezne, jezeli rozklad jednej zmiennej nie zalezy od
wartosci drugiej zmiennej. Ponadto prawdziwe sg twierdznia, ze zmienne losowe X oraz Y
sg niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z ponizszych réwnosci

P(xz,y) = Pi(x) - P2(y), (4.20)
F(z,y) = Fi(z) - Fx(y), (4.21)
f(z,y) = fi(z) - f2(y). (4.22)

Przyklad 4.2. Dana jest dwuwymiarowa zmienna losowa Z = (X,Y’) dyskretna, ktérej
wartosci prawdopodobienstw podane sa w ponizszej tablicy

8

(]
hflotled |
loflotsle] 1o
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a) Wyznaczy¢ rozklady brzegowe zmiennych losowych X i Y.
b) Wyznaczy¢ prawdopodobienstwa warunkowe tych zmiennych.

c) Wykazaé, ze zmienne sa niezalezne.

Rozwigzanie. Mamy a)

3 3 3 3 5 3 5
PBl)==—+—+_—=2 P2)=< —1) ==+ —
=Tty RO=-g AED=FF

1 1

P0)=~, P(1)=-.
1() 47 1() 4
b) Korzystajac ze wzoréw (4.11]) oraz (4.12]) otrzymujemy

PX=-1Y=1) = 1

px =1y =1)= 21 Y= _is _ 1
P(1) 32

EI |
PX=-1y=2)=1=_,

572

8

2 01
P(X:O\Y:D:%:Z,

8

2 1

8

2 1
P(X:l\Y:l):%:Z,

8

2> 1
P(le\Y:2):%:Z.

8

PX=-1,Y=1) = 3
P = 1x = —1) = 2L Y= _i5_3

e
—
-
Il
N
Il
|
—_
~—
Il
N»—t‘%‘m m»—\‘g‘m w\»—l‘g‘cﬂ M»—t‘%\w M»ﬂ‘%‘w
Il

41
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¢) Mamy
1 3 3
Pl(_l)'PZ(l):Q'g_E:P(X:_1’Y:1)’
1 5 )

co dowodzi, ze zmienne te sa niezalezne. O
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4.2 Charakterystyki zmiennych losowych dwuwymiarowych

Brzegowe charakterystyki, ktore informuja nas o wlasnosciach zmiennych brzegowych
X 1Y dane sg wzorami dla dysktrenej zmiennej losowej

E(X) = ) aPi(2), (4.23)

A(X) = ) (z-E(X))* Pi(X), (4.24)

a dla zmiennej ciagle] $
B(X) = /_ Z o fu(2)da, (4.95)
oi(X) = /Z(x — B(X))? fi(x)dx. (4.26)

Analogicznie definiuje si¢ te charakterystyki dla zmiennej Y.
Charakterystyki zmiennych warunkowych definiujemy wzorami

> xP(zly),
ly) =4 =

E(X|y) =4 z_
oo xf (zly)dz,

(4.27)

2(xXly) — { (e = B(X[y)? - Plaly). .
I (@ = B(X|y))? - f(xly)da. ‘

Analogicznie definiujemy E(Y |z),0?(Y|z).

Charakterystyki, ktore dostarczaja nam informacje o zaleznoéciach migdzy zmiennymi
X iY. Do tych charakterystyk nalezy kowariancja C'(X,Y") oraz wspdlczynnik korelacji
o(X,Y).

Kowariancja jest zdefiniowana jako wartos¢ oczekiwana iloczynu odchylen zmiennych
X 1Y od ich wartosci oczekiwanych

C(X,Y) = E[(X — E(X)) - (Y — E(V))]. (4.29)
Przy obliczeniach wygodnie jest skorzystaé¢ ze wzoru
C(X,)Y)=EXY)-EX)E(Y). (4.30)

Kowariancja moze osiggaé wartosci ze zbioru (—oo, 00) i pomaga nam stwierdzié¢ o istnieniu
lub jego braku miedzy zmiennymi.

Uzyteczniejsza charakterystyka jest wspélczynnik korelacji liniowej o(X,Y') dany wzo-
rem

CX,Y)
o(X)- oY)
Przyjmuje warto$ci z przedzialu (—1,1). Jezeli jego warto$¢ jest réwna +1, to wtedy
miedzy zmiennymi X i Y mamy zalezno$¢ liniowa, natomiast gdy jest réwna 0, to nie ma
zaleznodci liniowej miedzy tymi zmiennymi losowymi.

o(X,Y) = (4.31)



44 WYKEAD 4. ZMIENNE LOSOWE DWUWYMIAROWE

Przyklad 4.3. Zmienna losowa Z = (X,Y) ma gestos¢ prawdopodobienstwa zadana
wzorem
2 dlal0<z<y<l,

fl@.y) = {1 poza.
Wyznaczyé
a) brzegowe wartosci oczekiwane i wariancje;
b) E(X|y),o*(Xly);
c) C(X,Y),o(X,Y).

Rozwigzanie. Najpierw wyznaczymy gestosci brzegowe

oraz warunkowa gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, jezeli zmienna Y przyj-
muje wartos¢ y

2 1
flzly) = —=-— dad<z<y d<y<l.
2y oy
Poza wartosciami wyréznionymi te gestosci sa zerowe.
a) Mamy
1 1 1 2
E(X) = / 22(1 — z)dx = -, BE(Y) = / 2y%dy = =,
0 3 0 3

o?(X) = /01 222(1 — x)dx — (;)2 = % a2(Y) = /012y3dy — <§)2 = Tls

b) Korzystajac ze wzroréw wcezesniej podanych otrzymujemy

B T R e L A N
Bty = [ Lao=b, ot = [ (o-Y) San= T,

¢) Korzystajac ze wzoréw na kowariancje i wspétezynnik korelacji otrzymujemy

ooy = [ [ e - (2) =
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4.3 Funkcje zmiennych losowych

Funkcje jednej zmiennej losowej

W niektérych zagadnieniach spotykamy sie z sytuacja, ze znamy rozklad prawdopo-
dobienstwa zmiennej losowej X a interesuje nas rozktad zmiennej losowej Y, ktéra jest
funkcja zmiennej losowej X

Y = y(X). (4.32)

Jezeli funkcja y(z) w zbiorze mozliwych wartoéci zmiennej X jest $cisle monotoniczna,
tzn. jezeli ma funkeje odwrotng x = y~!(y) = x(y), to istnieje miedzy zmiennymi X i Y
wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ i tatwo wyznaczyé rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej Y.

Jezeli funkcja y(z) jest rosnaca, to dystrybuanta zmiennej losowej Y zadana jest wzo-
rem

Gly) = P(Y <y) = P(X <z(y)) = F(z(y)), (4.33)

jezeli natomiast funkcja y(z) jest malejaca, to dystrybuanta zmiennej Y dana jest wzorem

Gy) = P(Y <y) = P(X > x(y)) = 1 - F(z(y)). (4.34)

Jezeli zmienna losowa X jest zmienng ciagla o gestosci f(x) oraz jezeli funkcja x(y) ma
we wszystkich punktach wewnetrznych przedzialu mozliwych wartosci ciagta pochodna,
to wtedy gestosé prawdopodobienistwa g(y) zmiennej losowej Y dla rosnacej y(x) dana jest
wzorem

o) = "G = flat) =) (1.35)
a dla malejacej y(x)
9) T2 — —f(a(y)) -2/t (4.36)

Jezeli funkcja y(z) w obszarze mozliwych wartosci zmiennej losowej X nie jest $cisle mo-
notoniczna, to wtedy nie istnieje zwiazek pomiedzy zmiennymi losowymi X i Y wzajemnie
jednoznaczny zwiazek.

Funkcje dwéch cigglych zmiennych losowych

Jezeli znamy laczna gestosé prawdopodobienstwa f(z1, z9) zmiennych losowych X7, Xo
a interesuje nas rozktad zmiennej losowej Y, ktora jest funkcja tych dwdch zmiennych
losowych

Dystrybuanta zmiennej losowej Y

G(y) = P(Y <y) = P(y(z1,22) < y) (4.38)
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uzyskujemy caltkujac gestosé prawdopodobienstwa f(z1, z2) po zbiorze S takim, ze y(z1, z2) <

Gy) = //f(ml,xQ)dxldxg. (4.39)
S
Roézniczkujac dystrybuante G(y) otrzymujemy gestosé¢ prawdopodobienstwa zmiennej Y
dG(y)
= —=, 4.40
o) = o (1.0
Przyktad 4.4. Zmienna losowa dyskretna X dana jest
zi|-1]0]1
T [T ]1
pi| 5 [5]2
Wyznaczy¢ zmienng losowa Y = X2,
Rozwiazanie. Mamy
v DP9l L
pil 5 [5]2 pil3ls+z=3
O

Przyktad 4.5. Pomiedzy zmiennymi losowymi X i Y jest zaleznosé
Y =2X + 3.

X jest ciagla zmienna losowa o dystrybuancie F'(z). Wyznaczy¢ gestosé prawdopodobien-
stwa g(y)?

Rozwigzanie. Dystrybuanta zmiennej losowej Y dana jest

-3 -3
G(y):P(Y<y):P(2X+3<y):P<X<y2) :F<y2>
Rézniczkéjac dystrybuante G(y) otrzymujemy gesto$é prawdopodobienstwa zmiennej
losowej Y
_dG(y) 1, [(y—-3
9(y) = dy §f 5 )
gdzie f = L F(z). O

Przyktad 4.6. Wyznaczy¢ funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y, jezeli

1 =
P(X) =43 dlaz=1,2,3,
0 poza.

oraz ¥ =2X + 1.
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Rozwigzanie. Mamy y(x) = 2z + 1, wiec
1
z dlay=3,5,7,
P(y) = {3
0 poza.

O

Przyktad 4.7. Zmienna losowa Y jest funkcja ciagglej zmiennej losowej X. Wyznaczy¢
gestosé prawdopodobienstwa g(y), jezeli gesto$é zmiennej losowej X dana jest

2¢ dla0<z <1,
flz) = {
0 poza,

oraz Y = X3.

Rozwiazanie. Mamy y(z) = 2% dla 0 < 2 < 1. W tym przedziale funkcja y(x) jest rosnaca

a funkcja do niej odwrotng jest z(y) = %y% dla 0 < y < 8. Na mocy wzoru 1)

otrzymujemy

1 2 1
B 2-%y§-%y_§ :%y_E dla 0 <y <8,
9(y) =
0 poza.

O

Przyklad 4.8. Niech X bedzie zmienna losowa o wartosci oczekiwanej F(X) = —1 i
wariancji 02(X) = 4. Rozwazmy zmienna losowa

Y =2 -3X.

Wyznaczyé¢ wartos¢ srednia, wariancje zmiennej Y oraz kowarancje i wspotczynnik kore-
lacji zmiennych X,Y.

Rozwigzanie. Z wlasnoéci wartosci oczekiwanej i wariancji otrzymujemy

E(Y)=E(2-3X)=E@2)-3E(X)=2-3-(-1) =5,
o2(Y)=0%(2-3X)=0%2) + 0%(-3X) =0+ (-3)?’D(X)=9-4=36

korzystajac ponadto z definicji kowariancji otrzymujemy

C(X,Y) = E[XY] - E(X)E(Y) = E(X(2-3X)) - E(X)E(Y) =
= 2F(X) - 3E(X?)+5

a poniewaz

wiec
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oraz wspOltczynnik korelacji
—12

)
V4 - 36
co oznacza, ze miedzy zmiennymi losowymi X i Y mamy zalezno$é liniowa (tak przeciez
zostala okreslona zmienna Y'), czego sie nalezalo spodziewad.

oX,Y) =

O]
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4.4 'Twierdzenia graniczne

Do tej pory zajmowaliSmy sie zmienng losowa o rozkladzie teoretycznym, ktéremu
przypisawalidmy teoretyczne charakterystyki. Jezeli jednak powtdérzymy niezaleznie pewne
do$wiadczenie losowe, mozemy z obserwowanych wartoéci rozktad wzglednych czestosci i
informacje o tym rozkltadzie sprowadzi¢ znowu do charakterystyk. Ten rozklad, ewentual-
nie jego charakterystyki nazwiemy dla odréznienia od poprzednich empirycznym rozkta-
dem, ewentualnie empirycznymi charakterystykami.

Przy zachowaniu pewnych warunkéw mozemy oczekiwaé, ze rozklad empiryczny (ewn-
tualnie jeto charakterystyki) bedzie sie zblizalo do rozkladu teoretycznego (ewentualnie
teoretycznych charakterystyk), tym bardziej im wiecej bedzie realizowanych do§wiadczen.
Musimy jednak uswiadomié sobie, ze zbieznosé warto$ci empirycznych do wartosci teo-
remtycznych nie ma charakteru zbieznosci matematycznej ale zbieznosci w sensie prawdo-
podobienstwa.

Definicja 4.9. Méwimy, ze ciag zmiennych losowych X1, Xo,..., X,,... jest zbiezny do
zmiennej X wedlug prawdopodobienstwa 1, jezeli

lim P(|X, — X| <¢)=1.
n—oo
e>0

Podamy teraz kilka twierdzen dotyczacych wtasnosci granicznych sum zmiennych lo-
sowych. Prawa wielkich liczb

Twierdzenie 4.10 (Bernoullego). Niech X, n =1,2,... bedzie ciggiem zmiennych loso-
wych o rozkladzie Berunullego z parametrami n,p, gdzie 0 < p < 1. Dla dowolnego € > 0
zachodzi

X
limPHn—p‘<&} =1
mn

n—o0

Twierdzenie 4.11. Niech X1, Xo, ... bedq parami niezaleznymi zmiennymi losowymsi ta-
kimi, Ze

E(X;)=a, DX;))<c i=12,...
gdzie |a| < 00, ¢ < 0. Wtedy dla dowolnego € > 0

1 n
—g X;—a <£]:1.
n “

=1

oraz centralne twierdznie graniczne Lindeberga-Levy’ego

lim P

n—o0

Twierdzenie 4.12 (Lindeberga-Levy’ego). Niech X1, Xo, ... bedzie ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie z wartoscig oczekiwang E(Xy) = p oraz
odchyleniem standardowym o(Xy) =0, k=1,2,.... Wtedy

lim P <a < Sn= B(Xn) < b) = ®(b) — B(a), (4.41)

n—oo g

n
gdzie S, = > Xy oraz ® oznacza dystrybuante rozkiadu N(0,1).
k=1
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Szczegdlnym przypadkiem powyzszego twierdzenia jest
Twierdzenie 4.13 (Moiver’a-Laplace’a). Niech Xy, k =1,2,3,... bedzie ciggiem nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie postaci
PXx=1)=1-P(X=0)=p
,k=1,2,3,....Wtedy

Sn —np
np(l —p)

n—oo

lim P (a < < b) = ®(b) — ®(a). (4.42)
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4.5 Zadania do samodzielnego rozwigzania

4.1. Zmienna losowa X dana jest jak w Przyktadzie Wyznaczyé zmienng losowa
Y = X3
Odp. Zmienna Y ma taki sam rozktad jak zmienna X.

4.2. Zmienna losowa dyskretna X ma rozklad prawdopodobienstwa

zi| =2
pz“ ‘

[N
wiH O
NI— DN

Wyznaczy¢ zmienng losowa Y = X3 — 2.

8
N
|
—
(]
|
[\]
= O



02

WYKEAD 4. ZMIENNE LOSOWE DWUWYMIAROWE



Wyktad 5
Elementy statystyki opisowe}]

Statystyka opisowa zajmuje sie opracowaniem danych statystycznych bez postugiwania
sie rachunkiem prawdopodobienistwa. Pozwala przedstawi¢ dane w sposéb uporzadkowany,
dajacy mozliwoéé¢ ich analizy.

Populacjq statystyczng nazywamy zbiér wszystkich mozliwych elementéw (jednostek),
ktore podlegaja badaniu. Przyktadem populacji sg np. wszystkie elementy wyprodukowane
przez dana maszyne, mieszkancy Polski, mieszkancy Warszawy itp.

Poniewaz czesto populacja jest zbyt duza aby mozna byto przeprowadzi¢ badanie calej
populacji (np. ze wzgledu na koszty, lub czas potrzebny do realizacji), wiec wybiera sie
podzbiér (prébe) z populacji, ktéra powinna byé reprezentatywna dla calej populacji,
tzn. aby badanie przeprowadzone na czedci populacji mozna bylto odnie$é¢ do wszystkich
elementéw populacji.

Préba (préba losowa) jest podzbiorem elementéw (jednostek) populacji.

Jednostki statystyczne charakteryzuja sie pewnymi wlasciwoéciami, ktére okresla sie
mianem cech statystycznych. Cechy statystyczne ogdlnie dzieli sie na

1. Cechy niemierzalne (jako$ciowe). Sa to na ogél okreslane stownie np. pleé, rozmiesz-
czenie przestrzene czy geograficzne.

2. Cechy mierzalne (iloSciowe). Sa to wlasciwosci, ktére mozna zmierzy¢ i wyrazié za
pomoca jednostek fizycznych, np. waga, wysokosé, dlugosé, iloéé itp. Ze wzgledu na
przyjmowane wartosci cechy mierzalne dzielimy na:

(a) dyskretne (skokowe), to takie, ktére przyjmuja skoniczony lub przeliczalny zbiér
wartosci na danej skali liczbowej, przy czym jest to na ogoét zbidér liczb natu-
ralnych (np. liczba dzieci w rodzinie, ilo$§¢ wyprodukowanych elementéw przez
fabryke itp.).

(b) ciggle, to takie, ktére moga przyja¢ kazda warto$¢ z okreslonego przedziatu
liczbowego (a, b).

93
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5.1 Dane statystyczne

Material otrzymany w wyniku przeprowadzonej obserwacji statystycznej nalezy odpo-
wiednio usystematyzowac i pogrupowaé w postaci tzw. szeregdw statystycznych.

Szeregiem statystycznym nazywamy ciag wielkosci statystycznych uporzadkowany we-
dtug okreslonych kryteridw.

Ze wzgledu na kryteria uporzadkowania szeregi statystyczne dzielimy na

Szeregi szczegélowe sy to uporzadkowane ciggi wartosci badanej cechy statystycznej.
Taki sposéb prezentacji danych statystycznych jest stosowany na ogét w przypadku,
gdy przedmiotem badania jest niewielka liczba jednostek. Zalézmy, ze zmienna X
przyjmuje wartosci x1, x2, . . ., x,. Wartosci tej cechy mozemy uporzadkowaé rosnaco

xlgacgggxn (5.1)

lub malejaco
T1 =T = ... 2 Ty (5.2)

Szereg rozdzielczy stanowi zbiorowosé statystyczna podzielona na czeéci (klasy) wedtug
okreslonej cechy jako$ciowej lub ilosciowej z podaniem liczebnosci kazdej z wyod-
rebnionych klas. W przypadku szeregdéw rozdzielczych cechy iloSciowej jej warianty
mozna okreslié¢

e punktowo, wtedy szereg ma postaé

k
1 |z | m | ng

3
2 |z | ng | 3

2
3 x; | ng | ng

k | xp | ni nzk
> n
gdzie x; jest i-ta wartosScia badanej cechy oraz n; jest licznoscia cechy x; w
badanej probce a nfk s licznosciami skumulowanymi, tj. nS* = ni4+no+. .. +n,.

e przedziatowo, wtedy szerego ma postac

i | woy | g | @ | me | n3®
: 13

1 | woq | w11 | 1 | M1 | nf
sk

To2 | T12 | T2 | n2 | N3

: sk

k| xok | 1k | T | ng | N

> n

gdzie xg ; jest poczatkiem i-tego przedziatu, xy; jest koncem i-tego przedziatu,

Z; - jest reprezentantem i-tego przedzialu oraz n; licznoscia i-tego przedziatu a
nfk jak poprzednio liczno$ciami skumulowanymi.
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5.2 Miary polozenia, zr6znicowania, asymetrii

Miary polozenia (tendencji centralnej)

Miary tendencji centralnej stuza do wyznaczenia wartosci cechy, wokot ktoérej skupiaja
sie dane. Czyli mozna taka wartos¢ cechy mierzalnej uwazaé za ,typowego reprezentanta”
naszych danych. Do najczesciej uzywanych miar tendencji centralnej naleza: Srednia aryt-
metyczna, mediana i dominanta. Przyjmujemy oznaczenia n jest to liczba elemntéw w
probie, k jest to liczba klas (przedzialéw) w szeregu rozdzielczym.

Srednia arytmetyczna dla poszczegdlnych szeregbéw wyraza sie wzorami

e szczegblowego

e rozdzielczego punktowego
k
1
T = EZSE@ - Ny, (5.4)

e rozdzielczego przedzialowego
1 k
T = EZmn (5.5)

Mediana jest to element $rodkowy w uporzadkowanej prébie (zbiorowosci) cechy X.
Obliczamy ja ze wzordéw

e dla szeregu szczegbdlowego

Tnt1 dla n nieparzystego,

Me = (5.6)

% (xg + x%+1> dla n parzystego,

e dla szeregu rodzielczego punktowego, okreslamy pozycje mediany tak jak dla szeregu
szczegotowego i odezytujemy w ktérym przedziale dana pozycja si¢ znajduje. Wartosé
tego przedziatu przyjmujemy za mediane.

e dla szeregu rozdzielczego przedzialowego, wyznaczamy pozycje mediany ze wzoru 4
i patrzymy w ktérym przedziale znajduje sie mediana. Nastepnie wartos¢ mediany
liczymy ze wzoru

1 m—1
an— 2.
M = zom + ni’:lhm, (5.7)
m
m—1
gdzie zop, - dolna granica przedziatu mediany; § - pozycja mediany; » n; - licznosé
i=1

wszystkich przedzialéw poprzedzajacych przedzial mediany (bez liczebnosci klasy
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mediany); n,, - licznosé przedziatu mediany; h,, - dlugos$¢ przedzialu mediany; m -
numer przedziatu mediany.

Dominanta. Oznaczamy ja przez D. Definiuje si¢ ja dla

e szereg rozdzielczy punktowy - jest to jest to ta cecha, ktéra wystepuje najczesciej.
Jezeli najczesciej wystepujaca cecha jest x4, to D = z4.

e szereg rozdzielczy przedzialowy - najpierw wyznaczamy klase najliczniejsza a na-
stepnie dominante wyliczamy ze wzoru

ng —Ng—1
(g — ndg—1) + (ng — nay1)

D = xgq + ha, (5.8)

gdzie xgq - dolna granica przedzialu dominanty; ng - liczebnos$¢ przedzialu domi-
nanty; nq_1 - liczebnodé¢ przedziatu poprzedzajacego przedzial dominanty; ngyq - li-

czebnos§é przedzialu nastepnego po przedziale dominanty; hg - rozpieto$é¢ przedziatu
dominanty.

Kuwartyle. Definiujemy je jako wartoéci cechy badanej zbiorowosci, przestawionej w
postaci szeregu statystycznego, ktére dzielg zbiorowos$¢ na okreslone czesci pod wzgledem
liczby jednostek. Kwartyl pierwszy Q1 - dzieli zbiorowo$¢ na dwie rézne czesci w ten sposob,
ze 25% jednostek zbiorowosci ma wartosci cechy nizsze badz réwne kwartylowi pierwszemu
Q1, 75% réwne badz wyzsze od tego kwartyla. Kwartyl drugi — to jest modalna. Kwartyl
trzeci Q3 - dzieli zbiorow$é na dwie cze$ci w ten sposob, ze 75% jednostek ma wartosci
cechy niezsze badz rowne @3, a 25% réwne badZz wyzsze od tego kwartyla.

W przypadku szeregéw szczegdltowych kwartyle pierwszy i trzeci wyznacza si¢ ana-
logicznie jak mediane. Mozna bowiem przyjaé, ze zbiorowo$¢ podzielimy na dwie czesci:
pierwsza, ktorej jednostki przyjmuja warto$ci mniejsze od mediany oraz druga w ktérej
przyjmuja wartosci wicksze od mediany.

W szeregach rozdzielczych wyznaczenie kwartyli poprzedza ustalenie ich pozycji we-
dtug wzorow

n
NQl = Za (59)

3n
Ng, = —. (5.10)

4

Do szeregéw rozdzielczych przedzialowych stosujemy wzory
m—1
NQl — Z: n;

Q1 = Tom+——"— I, (5.11)

Nm

m—1
Ng, — > Mi
i=1

Qs = Zom+—————hm, (5.12)
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gdzie m - numer przedziatu (klasy), w ktéorym wystepuje odpowiadajacy mu kwartyl, o,

- dolna granica tego przedziatu, n,- licznos¢ przedziatu, w ktorym wystepuje odpowiedni
m—1
kwartyl, > m; - liczno$é skumulowana przedzialu poprzedzajacego przedzial odpowied-

=1
niego kwartyla, h,, - dtugos¢ przedziatu klasowego, w ktérym jest odpowiedni kwartyl.

Przyktad 5.1. Dwéch pracownikéw wykonuje detale tego samego typu. Przeprowadzono
obserwacje czasu wykonywania pieciu detali przez robotnika pierwszego R; oraz szesciu
dla pracownika drugiego Ry. Otrzymano wyniki (w min)

e R, - 13,16, 16, 19, 21,
e R, - 11, 11, 13, 13, 15, 15.

Srednie dla obu robotnikéw

_ 13416+ 16 + 19 + 21 )
TR, = 5 = 17 min,
_ 11+11+13+13+15+15 .
TR, = = 13 min.
6
Dominanty Dpr, = 16 min, poniewaz najczesciej wystepujaca wartoscia jest 16, natomiast
w przypadku robotnika drugiego dominanty nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢.
Mediana w przypadku robotnika piewszego. Mamy pie¢ elementéw, jest to liczba nie-

parzysta, wiec za wartos¢ mediany przyjamujemy wartos¢ elementu stojacego na miejscu

% = 3, czyli Mer, = z3 = 16 min. Natomiast w przypadku drugim mamy parzysta

liczbe element6w, zatem z faktu iz § = 3 wynika, ze Mep, = %(xg —|—xg+1) = L(zg+2q) =
$(13 + 13) = 13 min.

Kwartyle dla pierwszego robotnika. Dzielimy nasze dane na dwie czesci 13, 16, 16 oraz
16, 19, 21. Stad otrzymujemy, ze Q1,r, = 16 oraz Q3 g, = 19. Natomiast dla drugiego
robotnika 11, 11, 13 oraz 13, 15, 15. Stad otrzymujemy, ze Q1 r, = 11 oraz Q3 r, = 15.

Charakterystyki zréznicowania (rozproszenia)

Miary zréznicowania zwane takze miarami rozproszenia lub dyspresji pozwalaja nam
stwierdzié¢, czy dane sa bardzo rozproszone czy tez bardziej skoncentrowane, tj. mierza jak
sie zachowuja wokét miary centralnej (np. $redniej).

Wariancja

e szereg szczegblowy

> (@i = 1), (5.13)

e szereg rozdzielczy punktowy

§% = 7112(36@ —7)% - n, (5.14)
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e szereg rozdzielczy przedziatowy

k
1
$2 == (& — %)% . (5.15)
i
Odchylenie standardowe
s =Vs2. (5.16)
Odchylenie ¢wiartkowe
Q3 — (1
Q= — (5.17)
Wspolczynnik zmiennosci
s
V= HlOO%, (5.18)
T
przy zatozeniu, ze T # 0.
Roztep
R = Tmax — Tmin, (5.19)

gdzie Tyax - najwieksza dana statystyczna, xni, - namniejsza dana statystyczna.

Przyktad 5.2. Dla danych z Przyktadu obliczymy miary rozproszenia. Mamy dla
pracownika pierwszego

5

1 _
St = 5 D_(0i~TR,)* =
=1

(13— 17)% + (16 — 17) + (16 — 17)* + (19 — 17)* + (21 — 17)*] = 7,6,

(S

stad sg, = s%l =4/7,6 = 2,76. Natomiast dla robotnika drugiego

1 _
5%2 =5 Z(:L‘,L —-7)2=2,7,

stad sp, = 1,63.
Wspdlezynnik zmiennosci

2,76 1,63
Vsr, = =——100% = 16,2%, Vig, = ——100% = 12,5%.
’ 17 ’ 13
Rozstep Rr, =21 —13=8, Rp, =15 —-11 =4.
Odchylenie éwiartkowe
19— 16 15 —11
QR1 = 9 = 1)5’ QRQ = 9 =2

Zatem mozemy stwierdzié, ze drugi pracownik wykonuje dany detal szybciej oraz réznice w
czasie wykonywania tego detalu dla drugiego pracownika sg mniejsze. Chociaz z odchylenia
¢wiartkowego wynikatoby by co$ odwrotnego.
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Charakterystyki asymetrii

Asymtria méwi nam z ktérej strony wartosci centralnej (np. $redniej) bardziej skupiaja
sie wartosci badanej cechy.
Wspdlezynnik asymetrii obliczamy ze wzoru

_ M3
A= Bh (5.20)

gdzie s - oznacza odchylenie standardowe, a us - trzeci moment centralny, ktory obliczamy
ze Wzoréw

e szeregu szczegdlowego

[z = 1 > (@i -7, (5.21)

=1
e szeregu rozdzielczego punktowego
1 n
p3 = z;(flfz‘ -7)° - nj, (5.22)
1=

U3 = l Z(az, — 5)3 © Ny (523)

Gdy wspélczynnik asymetrii rowna sie 0 to méwimy, ze rozklad jest symetryczny. Gdy jest
ujemny to mowimy o asymetrii lewostronnej, w przeciwnym przypadku o prawostronnej.

Przyktad 5.3. Policzymy asymetrie dla danych z Przyktadu
Dla robotnika pierwszego mamy

5

po = = Y (i) =

i=1

[(13 = 17)% + (16 — 17)% + (16 — 17)% + (19 — 17)* + (21 — 17)%] = 1,2

ot =

wiec Ap, = % = 0,057. Analogicznie dla robotnika drugiego

WIQC AR2 = ﬁ = 0.
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Przyktad 5.4. W grupie 100 studentéw przeprowadzono badanie liczby wypalanych
dziennie papieroséw. Oznaczajac przez x; liczbe wypalanych dziennie papierosow a przez
n; liczbe studentéw (wypalajacych taka liczbe papieroséw) otrzymanow wyniki

zi [0 5 [10]15[20]25 |30
n; |5/10[20[30[20|10| 5

Wyznaczy¢ Srednia, wariancje, odchylenie standardowe, wspétczynnik zmiennosci, asyme-
trie, mediane, dominante, kwartyle (pierwszy i trzeci), odchylnie éwiatkowe.

Rozwigzanie. Dla wygody obliczenia wykonujemy w tabeli

il | ng |wong o —T | (i —3)2 -0 | (2 —T)° -y nfk
110 5 0 —15 1125 —16875 5
215110 50 —10 1000 —10000 15

3 10| 20 200 -5 500 —2500 35 | Q1
4 (15| 30 450 0 0 0 65 | Me
5 20| 20 400 5 500 2500 85 | Q3
6 | 25| 10 250 10 1000 10000 95
7130 5 150 15 1125 16875 100

| x [100 | 1500 X 5250 0 X

Zatem otrzymujemy

S 11500—15( tuk)
xr = 100 i:1ZL‘l ’I’Ll—loO = SZTUkK ),
2 = = 7(gc-—f)?n-:i5250:525

100 & ' 100 "
s = /52,5~7,2,

7

1 3 1
ny = ﬁiZI(Jrl—x) ~nl—ﬁ0—0,

0
A = —=0,

(7,2)3

7,2
Vi 1’5100%:48%.

Widzimy stad, ze érednia ilos¢ wypalanych papieroséw w tej grupie studentéw wynosi 15
sztuk, z ochyleniem standardowym na plus lub minus 7,2 sztuki. Co wigcej wiemy, ze roz-
klad jest symetryczny. Wspo6lczynnik zmiennosci wynosi 48%, czyli jest duze zréznicowa-
nie w tej grupie pod wzgledem wypalanych papieroséw. Teraz przejdziemy do wyznaczenia
pozostaltych charakterystyk. Dominanta jest najprostsza do wyznacznia, wynosi

D = 15,
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poniewaz najwigksza liczba studentéw (30) wypala taka ilosé papieroséw. Mamy 100 wy-

nikéw, % = 50, wiec szukamy do ktorej klasy wpada 50 element. Korzystajac z liczno$ci
skumulowanych widzimy, ze dla klasy czwartej (i = 4). Zatem
Me =15,
100 3-100

Liczymy miejsce kwartyli Ng, = <= = 25, Ng, = 2~ = 75. Szukamy do ktérych klas
naleza elementy o tych numerach. Sa to odpowiednio klasy trzecia i piata. Stad

Ql = 107 Q3 = 20.

Zatem
_20—-10

2

Q 5.

O

Przyktad 5.5. Analizujac liczbe wyprodukowanych elementéw pewnej brygady otrzy-
mano wyniki, ktore zanotowano w ponizszej tabeli, gdzie x; - liczbe detali, n; - ilos¢
pracownikow wyrabiajacych dana ilosé elementéw

zi [12-14|14-16 | 16 — 18 | 18 — 20

ng|] 6 | 7 | 11 | 6
Wyznaczy¢ srednia, wariancje, odchylenie standardowe, wspétczynnik zmiennosci, asyme-
trig, mediane, dominante, kwartyle (pierwszy i trzeci), odchylnie ¢wiatkowe.

Rozwigzanie. Tak jak w zadaniu poprzednim wygodnie bedzie wykonywaé rachunki w
tabeli

A X; ng | &; | T;-ng | —T ($1 — T)Q “ Ny (:L‘l — f)?’ <Ny ’I’Lfk
1 112—-14| 6 |13 78 -3,1 57,66 —178,75 6
2 |14—16]| 7 | 15| 105 | —1,1 8,47 —9,32 13 01
3 116—18 |11 |17 | 187 0,9 8,91 8,02 24 | Me, D, Q3
4 118—-201| 6 |19 | 114 2,9 50, 46 146, 33 30
> X 30| x | 484 X 125.5 —33,72 X
Zatem
1< 1
T = ?)Oz;xn: g 484~ 16,1,
4
1 L 1
§2 = ?)()i:1(xi—x)2-ni—30125,5%4,2,
s = /4,22,
1 < 1
Y-
= — P — n; = —(—33,72) ~ —1,1,
M3 30 £ (#; —7) - ny 30( )
-1,1
A= - =-014
2,0
Ve = —100% = 12,4%.

16,1
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Otrzymujemy stad, ze Srednio robotnik wykonuje 16,1 sztuki elementu, z odchyleniem
standardowym plus, minus 2 elementy, przy dosy$¢ malym zréznicowaniu (12,4%) oraz
niewielkim wigkszym skupieniu ponizej sredniej. Pozostale charakterystyki. Miejsce me-
diany, to % = 15. Jest to klasa 3, zatem korzystajac ze wzoru otrzymujemy

330 —(6+7)

Me =16
e + 11

2=16+0,4 = 16, 4.

Przedzialem dominanty jest w tym przypadku ten sam przedzial, co przedzial mediany,

zatem 17
D =16 _ .2=16+0,9 = 16,9.
o rai_e 0 :

Miejsce kwartyli Ng, = % ~ 8,Ng, = 3'4@ ~ 23. Zatem

8—6
Q1 = 14+T~2:14,6,
23 —13
Stad tez
17,8 — 14,6
Qz%zl,&

O

Wszystkie charakterystyki mozemy podzieli¢ na miary klasyczne - to te przy wyliczaniu
wykorzystujemy wartosci wszystkich elementéw w prébce oraz miary pozycyjne - to te
gdzie wyznaczamy miejsce (pozycje) elementéw w uporzadkowanej probce. Pojawia sie
naturalne pytanie dlaczego nie ograniczy¢ sie do jednego typdéw miar? Wykorzystanie
jednych czy drugich zalezy od kontestu zadnia oraz postaci samych danych. Czasami w
prébce pojawia sie wartosé, ktéra wyraznie odstaje (jest duzo mniejsza lub duzo wieksza od
naszych danych). Przy liczeniu $redniej arytmetycznej zostanie jej wartosé¢ uwzgledniona
przy liczeniu i moze w znaczny sposob zawyzy¢ lub zanizy¢ liczona dana, natomiast przy
miarach pozycyjnych nie zostanie to uwzglednione. Z drugiej strony nasze dane moga by¢
danymi wzietymi np. z Rocznika Statystycznego i dotyczy¢ dochodéw gospodarstw rolnych
w zalezno$ci od powierzchni. Na ogdét w takich tabelach klasy skrajne sg podawane jako:
ponizej 1ha, powyzej 50ha. I przy liczeniu miar klasycznych mamy problem jakiego wybrac
reprezentanta dla tych klas (tj. jakie wybraé ;). Zatem uzycie konkretnej miary zalezy od
konkretnego zagadnienia ktérym sie zajmujemy. W podreczniku zostaly policzone zaréwno
jedne jak i drugie mimo, ze w konkretnych zadaniach powinno korzystaé¢ z albo z jednych
miar albo z drugich.
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5.3 Zadania do samodzielnego rozwigzania

5.1. W fabryce w ciagu pieciu dni roboczych wyprodukowano pie¢ wyrobow o wadze: 12,
14, 16, 18, 20. Obliczy¢ Srednig i odchylenie standardowe.

5.2. W pewnej szkole badano wzrost dziewczat klas czwartych. Otrzymano wyniki: 140,
148 148, 148, 150, 150, 156, 156, 160, 160, 160, 160, 162, 163, 164, 166, 168, 169, 170,
175, 175, 180. Obliczyé: mediane, dominante, kwartyle pierwszy i drugi oraz odchylenie
¢wiartkowe.

5.3. Oceny studentéow z przedmiotu statystyka przedstawia tabela

Ocena | 3[3,5]4[45]5
Liczba studentéw | 25 | 30 [ 10 | 15 |20

Obliczyé¢: érednia, odchylenie standardowe, wspoétczynnik zmiennoéci, asymetrie.

5.4. Ponizsza tabela przedstawia dane dotyczace wydajnosci pracy (w szt/h) pewnego
wydziatu zaktadu produkcyjnego. Wyznaczy¢ mediane, dominante, kwartyle pierwszy i
trzeci oraz odchylnie ¢wiartkowe.

Wydajnos¢ [ 40|50 | 60| 30| 25 | 20
ilo§¢ pracownikéw | 15[ 10 [ 30 | 10 | 15| 10

5.5. Dla ponizszego szeregu rozdzielczego przedzialowego, przedstawiajacego staz pracy
pracownikow pewnego przedsiebiorstwa, obliczy¢: érednia, wariancje, odchylenie standar-
dowe, wspdlczynnik zmienno$ci, asymetrie.

przedzial  |1-5[5-10|10-15|15—-20[20—25|25—-30|30—35
ilo§¢ elementéw | 10 | 20 | 25 | 30 [ 35 | 10 | 20

5.6. Dla ponizszego szeregu rozdzielczego przedzialowego obliczy¢: mediane, dominante,
kwartyl pierwszy i drugi oraz odchylenie ¢wiartkowe.

0—4[4-8[8-12]12—-16[16—20|20—24 | 24 — 28
10 2 [ 3 | 4 | 100 [ 5 | 10 °
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Wyktad 6

Elementy stytystyki
matematycznej

W tym wykladzie omdéwione sa podstawy estymacji oraz testowania hipotez statystycz-
nych.
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6.1 Pewne rozktady stosowane w statystyce

Rozktad chi-kwardrat (x?). Jezeli zmienne losowe X1, Xo, ..., X}, sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o rozkladzie normalnym N (0, 1), to zmienna losowa x? okreélamy naste-

pujaco
k
X =D X
i=1

i méwimy, ze ma rozktad x? o k ,stopniach swobody”. Zmienna losowa o rozkladzie chi-
kwadrat przyjmuje wartosci dodatnie, a jej rozklad zalezy od liczby stopni swodoby k.
Dla malych wartosci k jest to rozklad silnie asymetryczny, natomiast w miare wzrostu k
asymetria jest mniejsza. k wyznaczamy najczesciej jako k = n— 1, gdzie n jest liczebnoscia
préby. Paremetry tego rozkltadu, to

Piszemy wtedy x2 ~ x2(k, v2k).

Jezeli k wzrasta, to rozklad chi-kwadrat zbliza sie do rozklady normalnego o tych
samych parametrach. Przyjmuje sie, ze przy k& = 30 przylizenie wartosci rozktadu chi-
kwadrat wartosciami rozktadu normalnego jest wystarczajaco doktadne.

Rozktad t-Studenta. Jezeli zmienna losowa Z ma rozklad N(0,1) i x? ma rozklad
x2 ~ x%(k,V/2k), oraz powyzsze zmienne losowe sg niezalezne, to méwimy, ze zmienna
T = %+/k ma rozklad t-Studenta o k stopniach swobody. Parametry rozklady t-Studenta

X2
|k
E(T)=0,dlak > 2, o(T)= = 2,d1akz > 3.

Dla k > 30 zmienna o rozktadzie t-Studenta ma rozktad zblizony do rozktadu normalnego
standaryzowanego N (0, 1).
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6.2 Estymacja

Majac do dyspozycji jedynie probke pobrana z catej populacji losowa mozemy oszaco-
wacé¢ warto$é¢ interesujacych nas parametréw na podstawie tej probki. Takie szacowanie na
podstawie prébki nazywa sie estymacjg.

Wskazniki, ktére mozemy obliczyé z préby, bedziemy nazywali statystykami, a odpo-
wiadajace im wskazniki dotyczace populacji parametrami populacji.

Dobry estytmator powinien posiada¢ trzy podstawowe cechy:

e Powinien by¢ nieobcigzony, co oznacza, ze powinien byé¢ wolny od bledow syste-
matycznych. Bledy systematyczne to takie, ktore sa popelniane ,stale”, np. robiac
pomiary zawsze zawyzamy lub zanizamy warto$¢ parametru.

e Powinien by¢ efektywny, tzn. minimalizuje btad oszacownia. Inaczej méwiac powinien
mie¢ jak najmniejsza wariancje.

e Powinien byé¢ zgodny, tzn. wraz ze wzrostem liczebnosci prébki zwieksza sie praw-
dopoodbienstwo, ze jego warto$¢ zbliza sie do wartosci szacowanego paremetru.

Wyrdzniamy dwa sposoby szacowania nieznanego parametru: estymacja punktowa i esty-
macja przedzialowa.

Estymacja punktowapolega na wybraniu statystyki na podstawie ktorej bedziemy sza-
cowali warto$¢ interesujacego nas parametru. Istnieja rézne metody wyznaczania estyma-
toréw. My ograniczymy sie do padania kilku gotowych estymatoréow.

e Estymacja wartosci oczekiwanej dla rozktadu normalnego. Jezeli cecha X z populacji
ma rozklad normalny N (u, o), przy czym znane jest o. Wtedy estymatorem wartosci
oczekiwanej jest $rednia z préby. Jest to estymator nieobciazony, efektywny i zgodny.

e Estymacja wariancji dla rozktadu normalnego. Jezeli cecha X z populacji ma roz-
ktad normalny N(u, o), przy czym znane jest p, to wtedy za estymator warian-
cji mozemy przyjaé s> = %Z?ﬂ(% — )2, ktéry jest estymatorem nieobciazo-
nym, zgodnym i efektywdnym. Jezeli p jest nieznane, to za estymator przyjmujemy
52 = %Z?:l(xl — 7)2, ktéry jest estymatorem efektywnym, zgodnym i niebocig-
zonym. Zwykta wariancja z proby, ktéra rozwazaliSmy w porzednim rozdziale, jest
estymatorem obciazonym.

Estymacja przedziatowa polega na szacowaniu wartosci nieznanego parametru za po-
mocg tzw. przedziatu ufnosci.

Przedziatem ufnosci nazywamy taki przedzial, ktéry z zadanym z gory prawdopodo-
bienstwem (1 — «), zwanym poziomem ufnosci (lub wspoélezynnikiem ufnosci), pokrywa
nieznang warto$¢ szacowanego parametru. Interpretacja poziomu ufnosci: przy wielokrot-
nym pobieraniu prob n-elementowych i wyznaczaniu na ich podstawie granic przedzialéw
ufnodci, rednio w (1—a)-100% przypadkéw otrzymujemy przedzialy pokrywajace nieznana
warto$é. Sposéb konstrukeji przedziatu ufnoéci zwiazany jest z rozktadem odpowiedniego
estymatora. Teraz podamy przedzialy ufnosci dla podstawowych parametréw rozkiadu
cechy w zbiorowosci generalne;j.
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Przedzial ufnosci dla przecietne u. Zakladajac, ze cecha X w zbiorowosci generalnej
ma rozktad N(u, o) oraz znane jest o lub n > 30. Wtedy przedzial ufnosci dla parametru
w (wartosci oczekiwanej) ma postaé

_ g _ g

gdzie t,, odczytuje sie z tablic rozkladu normalnego, korzystajac z relacji

D(te) =1— %

Jezeli natomiast n < 30 i o jest nieznane, to wtedy przedzial przyjmuje postaé
s

s
vn—1 vn—1'

gdzie t n,—1 odczytuje sie z tablic rozkladu Studenta dla n — 1 stopni swobody.

€r — ta,n—l

< <T+tan-1 (6.2)

Przyktad 6.1. Zakladajac, ze roczne wydatki na paliwo mozna uznaé za ceche o rozkla-
dzie N(u, o), pobrano prébe losowa liczaca 100 malych zakladéw. Uzyskano T = 12 oraz
s = 4,72 (w tys. zt). Wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla wartosci oczekiwanej na poziomie
ufnosci 1 — a = 0, 96.

Rozwigzanie. Poniewaz n > 100 oraz o jest nieznane, wigc korzystamy z przedziatu postaci

(6.1). Otrzymujemy
12—t 4,72 <p <12+t 472
*vioo " “V/100
gdzie ®(ty,) = 1 — % = 0.98. Z tablic rozkladu normalnego otrzymujemy t, = 2,05.
Zatem

pe (11,2:12,8).
O

Przykltad 6.2. Poddano analizie wydatki na odziez w wiejskich rodzinach 5-osobowych.
7 populacji tych rodzin wylosowano probe 289-elementéw. Na podstawie przeprowadzo-
nych obserwacji ustalono przecietna skale wydatkéw na odziez T = 100 zl. Badania z
lat ubiegtych wykazaly, ze rozktad wydatkéw na odziez jest rozkladem normalnym o sta-
lej wariancji 02 = 576. Wyznaczy¢ przedzial ufnosci $rednich miesiecznych wydatkéw na
odziez w wiejskich rodzinach 5-osobowych przyjmujac poziom ufnosci 1 — a = 0, 98.

Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru (6.1]) dla ®(¢,) = 0.99,¢, = 2,35. Zatem 96,682 <
p < 103,318. W rodzinach 5-osobowych miesieczne wydatki na odziez zawieraja sie w
przedziale p € (96, 68z1; 103, 32z1). O
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6.3 Testowanie hipotez statystycznych

Hipotezq statystyczng nazywamy kazdy sad o calej populacji, wydany bez przeprowa-
dzenia badania calej populacji. Prawdziwo$¢ przypuszczenia (hipotezy) sprawdza sie na
podstawie préby losowej.

Hipoteza Hy. Jest to hipoteza, ktérej prawdziwosé sprawdzamy.

Hipoteza H;. Jest to hipotez, ktéra jestedmy sktonni przyja¢ w przypadku odrzucenia
hipotezy Hy.

Test statystyczny. Sa to reguly postepowania na podstawie ktérych przyjmujemy lub
odrzucamy hipoteze Hy

Przy testowaniu hipotez statystycznych mozemy popetni¢ dwa btedy. Odrzucié¢ hipo-
teze Hy pomimo, ze jest ona prawdziwa. Blad tego rozdzaju nazywamy bledem I rodzaju.
Lub tez mozemy przyjaé hipoteze mimo, ze jest ona falszywa. Blad tego rodzaju nazywamy
bledem II rodzaju.

Poziom istotno$ci. Oznaczmy przez « i jest to prawdopodobiezstwo popeltnienia btedu
I rodzaju.

Prawdopodobienstwo popekienia btedu drugiego rodzaju oznaczamy przez 5. Dobry
test statystyczny powinien charakteryzowaé sie tym, ze 8 powinno by¢ bliskie zeru.

Sprawdzianem hipotezy nazywamy taka statystyke, ktérej wartoéé obliczona na pod-
stawie pobranej préby losowej, pozwalana na podjecie decyzji o orzuceniu (lub nie) hipo-
tezy Hy. Zbiorem krytycznym nazywamy zbior tych wartoéci sprawdzianu hipotezy, ktore
przemawiaja za odrzuceniem hipotezy Hy.

Zbior krytyczny jest to zbidr tych wartosci sprawdzianu hipotezy, ktoére przemawiaja
za odrzuceniem hipotezy Hy.

Testy dla wartosci oczekiwanej dla jednej préby

Rozwazamy hipoteze zerowa:

Ho: p=po (6.3)

wobec jednej z trzech hipotez alternatywnych:

Hy o p# po
Hi: p<po (6.5)
HY: > po

Model 1 Zaktadamy, ze badana cecha x ma rozklad normalny N (u, o) o znanym odchyleniu
standardowym o. Statystyka testowa:

T_TM (6.7)

o

ktora przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy Hp ma rozktad normalny N(0,1), w zwiazku
z czym obszar krytyczny — w zaleznodci od przyjetej hipotezy alternatywnej (Hy, Hf albo
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HY{') — ma postaé:

Wo = (—oo, —tl,%> U <t1,%,oo> (6.8)
W = (00, —t1a) (6.9)
W! = (tj_a,0) (6.10)

gdzie ti—a i t1_ sa kwantylami rozktadu normalnego N(0,1) rzedéw 1 — § i1 — a.
Model 2 Jezeli cecha x ma rozklad normalny N(u, o) o nieznanym odchyleniu stan-
dardowym o, to weryfikacja hipotezy Hy dokonujemy za pomocy statystyki testowej

T:x_s”‘)\/ﬁ (6.11)

ktéra ma rozklad t-Studenta o n — 1 stopniach swobody (przy zalozeniu prawdziwosci
hipotezy Hy). W zaleznosci od przyjetej hipotezy alternatywnej obszar krytyczny przybiera
postagé:

Wa — (7007 7tn_1;1_%> @] <tn_1;1_%, OO) (612)
W= (oot (6.13)
W(;, = <tn71;17a7 OO) (614)

gdzie tp—1;1—g Oraztn_1,1-o 53 kwantylami rozktadu t-Studenta o n—1 stopniach swobody.

Model 3 Jezeli préba pochodzi z dowolnego rozkladu (posiadajacego jednakze skon-
czong wariancje), ale jest wystarczajaco duza (n > 100), wéwczas statystyka testowa
przyjmuje postac:

T = x_sl‘o\/ﬁ (6.15)

Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy Hy i dla dostatecznie duzej proby statystyka powyz-
sza ma rozktad (w przyblizeniu) normalny N(0, 1), w zwiazku z czym obszar krytyczny w
zalezno$ci od hipotezy alternatywnej ma postaé:

W, = <—oo,—t1_%>u<t1_%,oo> (6.16)
W = (=00, —t1a) (6.17)
W = (t1_a,00) (6.18)

Przyktad 6.3. Zalézmy, ze dtugosé ,zycia opon” samochodowych ma rozktad normalny
N (u, o). Producent twierdzi, ze warto$¢ przecietna tej charakterystyki jest réwna 50 tys.
km. Na podstawie 100 losowo wybranych opon otrzymano T = 45 tys. km oraz s = 8 tys.
km. Czy na poziomie istotnosci a = 0,05 mozna uwazaé, ze producent ma racje?

Rozwigzanie. Bedziemy korzystali z modelu trzeciego. Mamy
Hy : =50,

le,u7é50.
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Obliczamy teraz wartos¢ statystyki testowej

T=2"H /p— 45;50\/100: 6, 25.

S

Teraz t,. Mamy ®(t5) = 1 — 0’35 = 0.975, stad t, = 1,95. Zatem warto$é statystyki
testowej wpada do zbioru krytycznego, czyli nalezy odrzuci¢ hipoteze Hy na rzecz hipotezy
alternatywnej H;p. Innymi stlowy producent nie ma racji twierdzac, ze przecietna dtugosé
zycia opon wynosi 50 tys. km. Na ponizszym obrazku na szaro zostal zaznaczony zbiér
krytyczny.

dnorm(x)
2

Rysunek 6.1: Interpretacja zbioru krytycznego z Przyktadu

O]

Przyktad 6.4. W pewnym rejonie morza dokonano 5 niezaleznych pomiaréw glebokosci
morza. Otrzymano $rednig gtebokoéé morza T = 770m oraz odchylenie statndardowe s =
6,2. Na poziomie istotnosci a = 0,02 zweryfikowa¢ hipoteze, ze érednia gtebokos¢ morza
w tym rejnie wynosi p = 775m, przyjmujac ze rozktad pomiaréw glebokosci w tym rejonie
morza ma rozktad normalny.
Rozwigzanie. Korzystamy z modelu drugiego. Testujemy hipoteze

Hy: p=775m

Hy: pu#77m

Statystyka testowa przyjmuje wartosé
770 — 775
T="""_"""\/4=
6,2 vi
Wartos¢ t4,0,02 = 3.747 odczytujemy z tablic kwantyli rozktadu t-Studenta. Widzimy stad,

ze wartosc statystyki testowej nie nalezy do zbioru krytycznego, zetem nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej. O

~1,6.
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6.4 Zadania do samodzielnego rozwigzania

6.1. Poddano analizie wydatki na oplaty za telefon TP S.A w 100 gospodarstwach do-
mowych w pewnym mieécie. Na podstawie przeprowadzonych obserwacji ustalono srednig
miesieczna oplate za telefon T = 95zt i odchylenie standardowe o = 15zt. Zakladamy ze
wydatki maja rozklad normalny. Na poziomie ufnosci 1 — o = 0,98 wyznaczy¢ przedzial
ufnosci dla wartosci przecietnej miesiecznych optat za telefon.

Odp 91,55 < p < 98,45.

6.2. W zaktadzie ,,Alfa” zbadano staz pracownikéw fizycznych. Z populacji tych pracow-
nikéw wylosowano probe 169-elementowa, z ktérej obliczono T = 7,2 lat. Rozktad stazu
pracownikow fizycznych jest rozktadem normalnym z odchyleniem standardowym o = 3, 2
lat. Przyjmujac wspdlczynnik ufnosci zbudowaé przedziat ufnosci dla nieznanego sredniego
stazu pracy w populacji pracownikéw fizycznych w tym zaktadzie.

Odp. 6,634 < pu < 7,766.

6.3. Cecha X ma rozkltad N(u, o), gdzie i, o sa nieznane. Na podstawie préby 17 elemen-
towej obliczono T = 60,s = 0,5. Zweryfikowaé¢ hipoteze Hy : u = 61,5, wobec hipotezy
alternatywnej Hp : p # 61,5 na poziomie istotnosci a = 0, 05.

Odp. Odrzucamy Hy.

6.4. 7 duzej partii stépéw betonowych wybrano probke losowa 64 stupéw. rednia wytrzy-

malo$¢ na $ciskanie w tej prébie wynosita T = 245 kG/cm . Odchylenie standardowe
s = 5kG/cm . Zweryfikowaé hipoteze Hy : p = 240kG/cm , wobec hipotezy alter-
natywnej H; : p # 240kG/cm | na poziomie istotnosci a = 0,01, przy zalozeniu, ze

wytrzymalosé na Sciskanie jest zmienng losowsa o rozktadzie normalnym.
Odp. Odrzucamy Hy.

6.5. W pewnym zaktadzie wybrano losowo 10 pracownikéw. Otrzymano $redni wiek T =
32 lata oraz odchylenie standardowe s = 4 lata. Zakladajac, ze wiek pracownikéw ma
rozktad normalny zweryfikowaé¢ hipoteze, na poziomie istotnosci a = 0,05, ze sredni wiek
pracownikow jest istotnie wyzszy niz 30 lat. (Wsk.Hy : p =30, H;y : u > 30).  Odp. Nie
ma podstaw do odrzucenia Hj.

tzn. nie mozemy twierdzié¢, ze sredni wiek w przedsiebiorstwie jest istonie wiekszy od
30 lat.



Wyktad 7

Wybrane zagadnienia procesow
stochastycznych

W tym wykladzie oméwione jest pojecie procesu stochastycznego.
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7.1 Podstawowe definicje

Definicja 7.1. Niech T' C R. Rodzing zmiennych losowych {X; : t € T} okre§lonych na
tej samej przestrzeni probablistycznej nazywamy procesem stochastycznym.

W przypadku T = Z albo T = Z mdéwimy o procesie z czasem dyskretnym albo tez
o szeregu czasowym. Jezeli natomiast T = (a,b), gdzie —oco < a < b < o0, to méwimy o
procesie z czasem cigglym.

Proces stochastyczny {X; : ¢t € T} mozemy rozumie¢ jako funkcje dwéch zmiennych
w,t. Dla ustalonego ¢, X;(-) jest zmienna losowa. Natomiast dla ustalonego w € Q, X () =
X(y(w) jest rzeczywista funkcja zmiennej ¢. Te funkcje nazywamy trajektorig procesu { X :
teT}.

Dla kazdego skonczonego zbioru {t1,...,t,} C T okreslamy uklad zmiennych losowych
Xt,5..., Xy, , ktére maja maja rozktad zadany przez skonczenie wymiarowe dystrybuanty
Fthm’tn(:vl, ceey xn) = P(th S Llyeony th S l‘n) (71)

Definicja 7.2. Niech {X; : t € T'} bedzie procesem stochastycznym takim, ze dla kazdego
t € T istnieje warto$¢ oczekiwana E(X;). Wtedy funkjce mx(t) = E(X;) okre$lona na
zbiorze T nazywamy wartoScig oczekiwang procesu stochastycznego {X;}. Jezeli ponadto
E(]X;]?) < oo dla wszystkich ¢t € T, to wtedy funkcje dwéch zmiennych okreslong na zbio-
rze T x T wzorem K (s,t) = E[(Xs —mx(s))(X; —mx(t))] nazywamy funkcjqg korelacyjng
procesu stochastycznego.

Definicja 7.3. Méwimy, ze proces stochastyczny {X; : t € T} jest Scisle stacjonarny,
jezeli dla dowolnego n € N, dla dowolnych liczb rzeczywistych zi,...,z, i dowolnych
ti,...,t, oraz h takich, ze t; € T.t; + heT,i=1,2,...,n jest

Ft17._"tn (CL’l, . ,ﬂ?n) = Ft1+h,...,tn+h($1v - ,l’n). (72)

Wprost z definicji procesu stochastycznego wynika, ze wszystkie zmienne losowe maja
takie same rozklady oraz, ze wartos¢ oczekiwana procesu i funcja kowariancyjna procesu
nie zmieniaja sie przy przesunieciach.

Przyklad 7.4 (Bialy szum). Bialy szum jest to proces {X; : ¢t € Z} nieskorelowanych
zmiennych losowych o zerowej wartoéci oczekiwanej i statg skonczona funkcjag kowarian-
cyjna. Nazwa procesu pochodzi wywodzi sie z jego podobienstwa do wlasnoéci fizycznych
biatego $wiatta.

Przyktad 7.5. Niech Y7, Y3, Y3 beda zmiennymi losowymi. Utwérzmy proces
1
Xy =Yi+Yal + Y3t >0,
Proces X; moze byé uzyty do opisu polozenia punktu materialnego poruszajacego sie

ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem Y3, jezeli w chwili poczatkowej
t = 0 punkt ma polozenie Y; i predkosé Ys.
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Rozwazmy ciag zmiennych losowych {X,, : n € N}, ktére przyjmuja tylko wartosci
catkowitoliczbowe. Niech S bedzie zbiorem liczb catkowitych i takich, ze i € S wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje n € N takie, ze P(X, = i) > 0. Zbiér S moze by¢ skonczony
lub przeliczalny (tzn. réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych). Bedziemy go nazywaé
zbiorem standw procesu stochastycznego {X,, : n € N} a jego punkty bedziemy nazywali
stanami. Bez straty ogélnosci zakladamy, ze S = {0,1,..., N} albo tez S = {1,2,...}.

Definicja 7.6. Ciag calkowitoliczbowych zmiennych losowych {X,, : n € N} nazywamy
tancuchem Markowa z czasem dyskretnym i zbiorem stanéw S, jezeli

P(Xns1 = jl1Xn =i, Xpo1 = in1s..., Xo =i0) = P(Xnp1 = 5| X0 = 1) (7.3)

dla wszystkichn = 0,1,2,...1wszystkich i, j,i,—1,...,10 € S takich, ze P(X,, =1, X,,—1 =
Ip_1y..., X0 = 20) > 0.

Warunek nazywany warunkiem Markowa oznacza, ze prawdopodobienstwo znale-
zienia sie¢ procesu w czasie n+1 w stanie j zalezy jedynie od tego w jakim stanie znajdowat
sie proces w czasie n.

Prawdopodobienstwa warunkowe

P(Xn+1 = j|Xn = l) = p,-j(n,n + 1) (74)

(jezeli sa okre§lone) nazywamy prawdopodobienstwami przej$cia ze stanu i w czasie n do
stanu j w czasie n + 1, czasami tez prawdopodobienstwami przejScia pierwszego rzedu.
Analogicznie prawdopodobienstwa warunowe

P(Xpim = j|Xn = 1) = pij(n,n+m) (7.5)

dla naturalnego m > nazywamy prawdopodobieristwami przejscia ze stanu ¢ w czasie n
do stanu j w czasie n 4+ m, lub tez prawdopodobienstwami przej$cia m-tego rzedu. Jezeli
prawdopodobienistwa przejscia p;;(n,n + m) niezaleza od czaséw n i n + m, ale tylko do
ich odlegtosci m, to moéwimy, ze proces Markowa jest jednorodny.

Rozwazmy jednorodny tancuch Markowa {X,,}. Prawdopodobienistwa przejécia pierw-
szego rzedu P(X, 11 = j|X,, = i) sa w tym przypadku niezalezne od n, bedziemy je
oznaczaé p;j. Poniewaz dla kazdego ¢ € S istnieje n € N takie, ze P(X,, = i) > 0, wiec
prawdopodobienistow warunkowe P(X,41 = j|X, = i) = p;; sa zdefiniowane dla wszyst-
kich j € S. Wszystkie te prawdopodobienstwa mozemy wstawi¢ do kwadratowej macierzy
P = [pjj.i jes. Dla kazdego n € N

piy >0, 4,j€S; Y py=1, i€S. (7.6)
JjeS

Kwadratows macierz o powyzszych wlasnoéciach nazywamy macierzq stochastyczng.
Oznaczmy dalej

pi=P(Xo=1), i€S8. (7.7)
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Oczywiscie

pi=0,i€8) pi=1. (7.8)
€S

Rozklad prawdopodobienistwa p = {p; : i € S} nazywamy prawdopodobieristwami poczqt-

kowymi.

Twierdzenie 7.7. Niech {X,, : n € N} bedzie procesem stochastycznym o zbiorze standéw
S ={0,1,...}. Niechp = {p; : © € S} jest wektorem spelniajacym (@) oraz P = [pijli jes
macierzq spetniajgcg @ Wtedy proces X jest jednorodnym laricuchem Markowa z roz-
ktadem poczgtkowym p i macierzg przejscia P, witedy i tylko wtedy, gdy wszystkie skori-
czentewymiarowe rozklady tego procesu sq postaci

P(Xo =0, X1 =i1,..., Xk = ix) = DigPioir - - - Pin_vin (7.9)
dla wszystkich 19,41, ...,1 € S © wszystkich k € N.

Rozwazmy teraz jednorodny tancuch Markowa o macierzy prawdopodobienstw przej-
Scia P. Polézmy pg-]) = 0;5, gdzie d;; jest symbolem Kroneckera

0 i#j
dij = { . #j.
1 1=
Dalej pgjl-) = p;j 1 dla wszystkich n > 1 definiujemy indukcyjnie
1
P =5 0 iy (7.10)
kesS

Mozna dowie$é, ze powyzsze szeregi sa zbiezne dla kazdego n > 1, oraz ze macierze P
(n)
ij

z elementami p..’ sa macierzami stochastycznymi. Z warunku (7.10) wynika, ze

PO =p.P=pP?, PW=prl.p=p.pr-b_p.p"

Przyklad 7.8 (Zadanie o ruinie gracza). Gracz A oraz jego przeciwnik B graja w pewna
powtarzajaca sie gre, ktéra moze skonczyé sie tylko wygrana jednego z nich. W grze jest
kapital a jednostek, przy czym na poczatku gracz A ma z jednostek kapitalu, natomiast
jego przeciwnik a — z jednostek. Jezeli wygra gracz A zyskuje od swego przeciwnika 1
jednostke kapitalu, jezlie przegra 1 jednostke traci. Gracze graja tak dlugo az jeden z nich
straci caly swoj kapital. Zaktadamy, ze prawdopodobienstwa wygrania graczy A i B sg p
i g =1 — p odpowiednio, oraz ze wszystkie partie gry sa niezalezne. Jezeli X,, oznacza
kapital, ktory po n-tej partii posiada gracz A, to wtedy {X,,} jest jednorodnym lancuchem
Markowa ze stanami S = 0,1,...,a} i wektorem prawdopodobiefistw poczatkowych p, =
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7

1,p; = 0,j # z oraz prawdopodobienstwami przejscia poo = Paa = 1,Pii+1 = D, Pii—1 =

q,1 < i < a— 1. Macierz prawdopodobienstw przejécia ma wtedy postaé

1

q
0

0
0

q

0
p
0

0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0
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