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§ 164. Twierdzenie 

ZJ 1° Dana j e s t przestrzeń metryczna X. 
2° cB j e s t <5-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i 
3° D e c© A D f 0. 
4° A j e s t ff-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i D. 

Tj 3 j e s t klasą wszystkich zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i X za
wartych w D. 
DJ Jeśli A e Sb , to na mocy twierdzenia § 163 i s t n i e j e t a k i zbiór 
B borelowski w p r z e s t r z e n i X , że /) = B n O , skąd A e c8 A A c Z>|. 
Jeśli - odwrotnie - / l e ^ A / l c D , to z uwagi na równość A = A n D 
j e s t /I e c58/Z? =<&. 

§ 165. Obrazy i przeciwobrazy zbiorów i i c h k l a s 

W n i n i e j s z y m p a r a g r a f i e uściślimy pojęcia obrazów i przeciw-
obrazów podane w § 7. 

Niech będą dane dwie p r z e s t r z e n i e X i Y oraz f u n k c j a T o d z i e 
d z i n i e T c X i p r z e c i w d z i e d z i n i e U c Y. 

Obrazem dowolnego z b i o r u A c T nazwaliśmy zbiór 

(100) v(A) M { y .• y - r(«) A X e A } c U 

Z t e j d e f i n i c j i wynika, że 
(101) JC e A V (*)e <r (/?) 
al e nie zawsze j e s t na odwrót, gdyż może się zdarzyć, że na przy
kład 
(102) V t (A±) = F(A2) A A±n A2 = O 

AvA2cT 

jak w przypadku f u n k c j i r z e c z y w i s t e j zmiennej r z e c z y w i s t e j c(x) = 
= x 2 d l a A =< -2; -1> 1 -42 = < i ; 2 ^ > . 

Ze wzoru (100) wynika, że 

u = ?(ri 
Zgodnie z powyższą symboliką funkcję E" można traktować jako 

funkcję z b i o r u , której dziedziną j e s t k l a s a 3~ wszystkich podzbio
rów z b i o r u T, a przeciwdziedziną k l a s a °U wszystkich podzbiorów 
zb i o r u U, z założeniem, że obrazem z b i o r u jednoelementowego j e s t 
zawsze zbiór jednoelementowy i umową, że 
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(*) A {*} = x A A { y j - y 

Z k o l e i obrazem dowolnej klasy zbiorów a?? c-śT będziemy nazywać 
klasę zbiorów 

(103) ? ( j ! ) ^ {B : B = ?{A) A Ae ć{} 

Z t e j d e f i n i c j i wynika, że 

(104) A —> i- ) e 
a l e n i e zawsze bywa odwrotnie, a n a l o g i c z n i e do przypadku (102). 

Ze wzoru (103) wynika w szczególności, że 

Zgodnie z powyższą symboliką funkcję T można traktować jako 
funkcję k l a s zbiorów, której dziedziną j e s t zbiór wszystkich pod-
kl a s k l a s y ÓT, a przeciwdziedziną zbiór wszystkich podklas k l a s y 

CU, z przyjęciem umowy, że klasę składającą się z jednego t y l k o 
z b i o r u z k l a s y cT czy "U utożsamiamy z tym zbiorem i nazywamy klasą 
jednozbiorową, z założeniem, że obrazem k l a s y jednozbiorowej j e s t 
zawsze k l a s a jednozbiorową, a obrazem k l a s y pustej j e s t k l a s a pu
s t a . Klasą pustą nazywamy klasę nie zawierającą żadnego zbi o r u 
albo zawierającą t y l k o zbiór pusty. Klasę pustą identyfikujemy ze 
zbiorem pustym. 

W przypadku gdy zachodzi k o l i z j a między symbolem l i c z b y 0 i 
symbolem z b i o r u pustego, ten o s t a t n i będziemy oznaczać symbolem S. 

Przeciwobrazem dowolnego zb i o r u B c U będziemy nazywać zbiór 

(105) r ^ C f l ) {x : t(x)e e} 
Z t e j d e f i n i c j i wynika bezpośrednio, że 

(106) X e V ' \ B ) «•* tr(x)eB 

(107) 8 • c-(f *(£)), w szczególności y = £•( r ~ * ( y ) ) , gdzie y e U 

(108) Ac (f(A)), w szczególności x c V~1(f(x)) , gdzie xeT 

(w ogólnym ujęciu we wzorze tym nie można zastąpić znakucznakiem 
równości ze względu, na przykład, na przypadek (102)) 
Ze wzorów (107) i (108) wynikają bezpośrednio wzory 

(109) A = r _ 1 ( S ) f*. B = c(A ) 
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(110) B =v{A) = > 4 c r - 1 ( £ ) 
Z d e f i n i c j i (105) wynika, że 

(111) T = r~V) 
Funkcja F~ j e s t funkcją z b i o r u . J e j dziedziną j e s t k l a s a CU, 

a przeciwdziedziną pewna podklasa k l a s y k . Jak widać bowiem z przy
padku (102), mogą w klasiec7" występować z b i o r y A , d l a których 
t(A) = B, a które n i e są przeciwobrazami z b i o r u 8, a więc zbi o r y 
A nie będące wartościami f u n k c j i f". 

Przyjmując umowę (*), przeciwobrazy zbiorów jednopunktowych 
{y}, gdzie ye U, będziemy oznaczać symbolem r~ ( y ) . Nie muszą 
być one zbiorami jednopunktowymi. 

Przeciwobrazem dowolnej klasy zbiorów 3ł c 11 będziemy nazywać 
klasę zbiorów 

( 1 1 2 ) r-i(«)ŹS£ { „ : t ( / J ) e J 8 } 

A n a l o g i c z n i e do wzorów (106), (110) otrzymujemy wzory 

(113) A e r-*C*') «-* r (/I )e<8 
(114) cS - r 
(115) <̂  c r_1 (c- (crf)) 

(116) <̂  - r " 1 («) => eg - r (es/) 

(117) =0 - r(tff) ~» ctfc r_1(«fl) 
Z uwagi na to , że przeciwdziedziną f u n k c j i z b i o r u r - 1 nie 

j e s t na ogół cała k l a s a c7", n i e otrzymujemy wzoru analogicznego do 
(111), a l e 

(118) V-1(.eU)c&' 

K l a s a przeciwobrazów zbiorów należących do kl a s y 3 zawiera 
się w przeciwobrazie t e j k l a s y , t z n . 

(119) { A : A - f -1 {B)A B e c# j c r _ 1(«) 
Wynika to z d e f i n i c j i (112) i i m p l i k a c j i (109). We wzorze (119) 
nie można na ogół zastąpić znaku c znakiem równości, ponieważ -
jak to już było powiedziane - mogą występować z b i o r y A należące 
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do k l a s y (112), a nie będące przeciwobrazami żadnych zbiorów 
z k l a s y &. 

Funkcja F - 1 tak rozpatrywana j e s t funkcją k l a s zbiorów. J e j 
dziedziną j e s t zbiór wszystkich podklas k l a s y k , a pr z e c i w d z i e -
dziną zbiór pewnych podklas klasy 3~. Jeśli k l a s a <&> składa się 
z jednego t y l k o z b i o r u B c U , przyjmujemy umowę, że r - i («#) = 
= «•_1 (B). 

Udowodnimy jeszcze k i l k a własności obrazów i przeciwobrazów, 
zachowując poprzednią symbolikę. 

(120) Ą % c A 2 -»K/l1)c c(/)2) 
DJ / c 4„ (̂ A o: e A =» .xe A ) ,=» 

=s> ( A JCGA. r(jc)e r(/_) ) -* (103) \X6 7- 1 . / C 1 0 0) 

(.100) \ f (̂ c)e ty v 1 * 

- { J/ : {/ - f ( j f ) A (JC e ^ v . . . v o: e /4 m )} -

l m l ( = U < u : u - r (JC) A JC e <4, \ ,== U r (A ) k-i 1 f v ' */ (ioo) W ' 
( 1 2 2 ) f C S ^ ) - p ^ K ) 

D] Analogiczny do poprzedniego. 
(123) r (A± - A 2)o v (A^ - t(A2) 

51 - Az ) v AZ 3 A1 

(120) 
(121) 

(120) 
(121) 

~ ̂ 2) u C W ^ r* 

t(A:- A2) u r(A2) - t{A2)=>*(Ax)-v(A2) 

file:///X6
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r (A1 - A2 ) - v (Az) 3 v (Al)-t(A2)-> 

Przykład (102) pokazuje, że we wzorze (123) n i e można znaku o za
stąpić w przypadku ogólnym znakiem równości. 

(124, ^ L O / J c Di * M ) 

D] Wynika z (120), ponieważ 

Ą ^ f ) Ak<= A* 
ke{l,...,m] k~l * " 

A r ( fi ^ ) c r ) 

Przykład (102, pokazuje, że we wzorze (124, nie można znaku c za
stąpić znakiem równości. 

(125, r ( n ^ ) c n r ^ ) 

Dj Analogiczny do poprzedniego. 

(126, ^ ^ ^ l ' ^ " 1 ^ 1 

( A 

<=> (A *er-1(fl1) =» « r " > 2 ) ) < 
(106) \xer x 1 ' v * / 

(106) 

(127, r-1 ( U BŁ ) = U t'1 (V) 
Dj Wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i (105,. 
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Dj Wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i (105). 
Również bezpośrednio z d e f i n i c j i (105) wynikają wzory 

(129) t _ i ( 5 1 - B2) = e - 1 ^ ) - ? _ 1 ( f i 2 ) 
.171 v ™ 

(130) r-1 n fi,) - n ^ r(fl) 
o© oo 

Dla k l a s zbiorów otrzymuje się wzory analogiczne do (120), 
(131) . 

Przejdziemy teraz do przypadku szczególnego, gdy funkcja V 
j e s t jedno-jednoznaczna, c z y l i różnowartościowa. Wtedy i t y l k o 
wtedy j e s t 

(132) A A JC = <4 u - r-(jc) 
skąd wynika, że 

(133) A E-"1 (•*(*)) T.'«* * A r(?r-1Cy)) = y 
następnie 

(134) A * *(>(*)) - A A Ar(r"1CB))=5 
a stąd 

(135) A A A = t'1 (B) ^ B = t(A) 

Wreszcie na mocy (112), (119) i (135) mamy 

A c-1 (e«) - {A : 5 = ) A BeJdj ~ h : A = C~\B)A Be$j 
e$ c IŁ 

Zatem d l a f u n k c j i V różnowartościowych przeciwobraz k l a s y =58 j e s t 
zbiorem wszystkich przeciwobrazów zbiorów z k l a s y k . 

Wzór (132) oznacza, że d l a f u n k c j i f różnowartościowej E"-1 

j e s t funkcją odwrotną, następnie fun k c j a C - 1 j e s t różnowartościo
wa i t j e s t j e j funkcją odwrotną. 

Dla f u n k c j i V różnowartościowych można wzór (120) zastąpić 
mocniejszym 
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(136) Ą± c A2 *=*v{A±) c r(A2) 

I s t o t n i e , na mocy (126) 
tr(A±)c r(A2)<^> t^iHA^) c v ~ 1 ^ ^ A 2 ) ) f f )

 A i c A 2 

Dla f u n k c j i t różnowartościowych można również wzór (123) za
stąpić wzorem 

(137) v [A± - A2) = r(A±) - t{A2) 

ponieważ na mocy (129) i (134) 

c(A±) - c- (A2) -•r̂ r"1(rM1j - f(̂ 2))) - rjr-^rf^)) -
- r~1(r(/42))) = r(-4± - /f2) 
następnie wzór (124) zastąpić można wzorem 

(138) 

ponieważ na mocy (130) i (134) 

i a n a l o g i c z n i e wzór (125) zastąpić wzorem 

Dla k l a s zbiorów otrzymuje się w przypadku f u n k c j i r różnowarto-
ściowej wzory analogiczne do (134) (139) wychodząc z a n a l o g i i 
wzorów (132) i (135). 

§ 166. Zbiory otwarte w podprzestrzeniach danej 
p r z e s t r z e n i metrycznej 

Niech będzie dana przestrzeń m e t r y c z n a ^ . Z d e f i n i c j i z b i o r u 
otwartego i własności (w2) z § 52 wynika, że wszystkie z b i o r y 
otwarte p r z e s t r z e n i X zawarte w dowolnym zbiorze B <z X takim, że 
B° £ 0, są zawarte we wnętrzu zbi o r u B, c z y l i w zbi o r z e B°. Niech 
będzie klasą wszystkich zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i X. Udo

wodnimy następujące t w i e r d z e n i a . 
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Twierdzenie (A) 
Q\B° śest klasą wszystkich zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i X 

zawartych w zbiorze B. 
D] Jeśli D j e s t dowolnym zbiorem k l a s y & I B ° , to i s t n i e j e t a k i 
zbiór otwarty G p r z e s t r z e n i X, że D = G nB ° i na mocy twie r d z e n i a 
§ 60 D j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i X. Ponadto D c 5°c B . 

Odwrotnie - jeśli D j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i X zawar
tym w zbiorze B, to jak już wykazaliśmy, D c 8° i wobec tego D = 
= D n B De@\B°. Tym samym twierdzenie zostało udowodnione. 

Z powyższego tw i e r d z e n i a wynika na mocy twierdzenia § 162, że 
kl a s a wszystkich zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i X zawartych w z b i o 
rze B j e s t klasą wszystkich zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i B°, 
a zawiera się w k l a s i e wszystkich zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i 
8, gdyż £ ° c B —» §\B°czQ\B. 

Twierdzenie (B) 
Klasa wszystkich zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i X zawartych 

w zbi o r z e B j e s t identyczna z klasą wszystkich zbiorów otwartych 
p r z e s t r z e n i B wtedy i t y l k o wtedy, gdy B j e s t zbiorem otwartym 
p r z e s t r z e n i X. 
Dj Gdy B j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i X, t z n . B = 8°, wtedy 
na mocy twierdzenia (A) i twierdzenia § 162 k l a s a wszystkich z b i o 
rów otwartych p r z e s t r z e n i X zawartych w zbiorze 8 j e s t identyczna 
z klasą wszystkich zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i B. 

Gdy B nie j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i X, to na mocy 
własności (w5) z § 52 j e s t jednak zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i B, 
co dowodzi słuszności twierdzenia ( B ) . 

Punktem wewnętrznym z b i o r u 8 będziemy nazywać każdy punkt na
leżący do zb i o r u 5°. Na mocy tw i e r d z e n i a § 161 

X0 j e s t punktem wewnętrznym zb i o r u B ś=> 

«=> V \x-.\x-xA<. e\ c B° 
£ e K l 0 J 
£ > 0 

§ 167. Granica f u n k c j i w punkcie 
Niech f będzie funkcją o d z i e d z i n i e Tez X i p r z e c i w d z i e d z i n i e 

Uc Y , gdzie X i / są danymi pr z e s t r z e n i a m i metrycznymi. 
Punkt xQ nazywamy punktem sku p i e n i a z b i o r u T wtedy i t y l k o 

wtedy, gdy 
2 - Wykiady... 
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V 

Punkt y Q e U nazywamy granicą f u n k c j i f w punkcie sk u p i e n i a xQe T 

xQ= lun xk 

i piszemy 
yQ = l i m ̂ ( JfJ albo f (X) y 0 

-*• Jfo «* -*• >*o 
wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

x ^ er A™ )" A 

Twierdzenie (A) 
y 0 = l i m fU) 

J C — » - xQ 

A V A (o<U-x n\< <r=*lf(jc)-ij\<e) 
Ł>O <r>o 

Dj Załóżmy, że 

(*) A V A (o<U-*0|< er => l/Xx)-i/nl<e <£e» Jter > £ > O d"> O 
Wtedy 

A A V A \ f { * k ) - y 0 \ < Ł m * 

£ 6 » JC., Xn.... e T NeV. * e U " J ° 
lim x, - xn 

X1,X2,...(LT ic-+°° ' ^ k / u u *-*V 

Lim ' jf, ~XR. 

Załóżmy t e r a z , że warunek {#•) nie j e s t spełniony, c z y l i 

V A V O < lvc - x0\ < & A |f(*) - u n \>e 
<?e& £eK xlT 0 ' ' W 

<s > O > O 
c z y l i 

V A V o < l x k - x 0 \ < { ^ \ f { x . k ) - y 0 \ 
£e3ł kett- xeT 
£ >0 * 
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Zatem 

V yQ f,Um f(xk) =^yQ + Urn /•(*) 

W ten sposób dowód t w i e r d z e n i a (A) został zakończony. 
Przechodzimy do przypadku, gdy f j e s t funkcją rzeczywistą, 

tz n . Y - 3?0 . Chociaż 5RQ n i e j e s t przestrzenią metryczną, tb j e d 
nak na mocy § 71 przedłużamy definicję granicy f u n k c j i f w punk
c i e s k u p i e n i a xQe T również i na ten przypadek, t z n . 

y = l i m f(x)e&Q=* A l i m f (x) = </0eftn ot-.x0 xvxz,...eT k-*°° 
x\y x2'"~ • ^ 0 

lun x.~ >xQ 

Natomiast do tego przypadku nie stosuje się twierdzenie ( A ) . 
Granicą dolną f u n k c j i f w punkcie skupienia JCQ€T nazywamy 

1iczbę 

l i m intf(x)^l i n f {y. y e U A \/ y = l i m f(x,)\ 

I *2>— ' ^ 0 
Urn JtY=or n 

Granicą górną f u n k c j i f w punkcie sk u p i e n i a xQe T nazywamy 
liczbę 

l i m s\ivf(x)^t sup {u : y e U A \ / u = l i m / , ( x / ) \ 

Urn X^XQ 

Twierdzenie (B) 
/ \ l i m i n f f ( x ) < l i m i n f f {Xlr )<. l i m sup Z1 (JKTJ < 

**1' >"*2 ^ 0 Urn ^ - Jcn k-»°° K u 

< l i m sup f{x) 

D] Niech będzie dany dowolny ciąg 
X±, x2,... 6 T A J*^ , x2,... /\ 1 im x/< = <xQ 

i n i ech 
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l i m tnt f ( x , ) «= d 

k —>• oo 
Na mocy twierdzenia § 42 

l\ nierówność f{x,} < r j e s t spełniona d l a nieskończenie 
r> 

w i e l u k 

natomiast 
/ \ nierówność f(oc)< r j e s t spełniona co najwyżej d l a skoń-

czenie w i e l u k 

Zatem 

c z y l i i s t n i e j e t a k i podciąg JT, , ,. • . € 7" , j t i f <XJ , . . . ^N > 
1 *2 z i l2 

l i m Jf, = Xn, że 

l i m fi[xirt) =d 

Z d e f i n i c j i granicy dolnej f u n k c j i f w punkcie J t Q wynika, że musi 
być 

l i m i n f f[x) <. d = l i m i n f 

X —*• XQ k —•- oo K 

A n a l o g i c z n i e dowodzimy trzecią nierówność z tezy t w i e r d z e n i a ( B ) . 
Druga była wykazana w § 43.W ten sposób dowód twie r d z e n i a (B) zo
stał zakończony. 

Twierdzenie (C) 
yQ = l i m f[x) <ś=» y 0 = l i m i n f f{x) = l i m sup f(x) 

X—*.XQ U X—*• XQ X —>• XQ 

DJ Na mocy twi e r d z e n i a (B) 

A l i m i n f f M < l i m i n f f{x, ) ^ l i m sup /'(J^Jsc 
x1, x2 f^^o 

lim xk - x0 k •* oa 

< 1 im sup f(x) 
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Jeśli zatem yQ = l i m i n f f(x) = l i m sup f (JC) , to 

A y _ l i m i n f f { ^ k ) = l i m s u p f (jck) = l i m f (o:., 

1» 2»"* 6 /c ->oo oo *1 
X 1 j »"• r XQ 
Um JC. - JC„ 

>!c-oo * 0 

=>y0 = l i m f (*) 

Na odwrót, 

U.m x. - x n 

= l i m i n f f(x) = l i m s u p / U ) 

Twierdzenie (D) 

3/0 = l i m inf f{x) A V A (o<U-^ 0 l < J 

^ / f ^ ) > r ) A A A V (0< \ x - * o \ < ó * < Ą 

r>yQ S>0 

yQ = l i m sup f(x) A A V ( 0 < I * " ̂ ol̂  ^ A 

r < y„ d > o 

A / W > T ) A A V A (o <|JT-Jf0|<^=^ f U ) < r) 7 r e * <Te3t ^ € 7 " 
Dj Załóżmy, że 

yQ = l i m i n f f{x) 

i niech r < y Q . Gdyby 

A \/ 0 < I*-JC A|< <f A / ( * ) < r 
<f>0 

to 

skąd 
72 e5R v r 
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l i m i n f f(x„)< r 
n -*• oo '« 

i na mocy twierdzenia (B) 
y n = l i m i n f f{X) < l i m i n f f(Xn) < r < y 

co j e s t sprzeczne. Zatem 

c**> A V A (0<l-*. T Jf0| < S M f i ^ r ) 

res <f€jR *e7- N u 

r<y0 <y>o 
Niech t e r a z r >yg. Niech obędzie dowolną liczbą rzeczywistą do
datnią. Z d e f i n i c j i g r a n i c y dolnej wynika, że 

Lim = XN 

<<FA f ( x n ) < r 

Innymi słowy 

(***) A A V (0<U-«oi<^A,/(4<(r) 
reS cTeSl xeT 

r>Vo S>0 
Załóżmy t e r a z , że - odwrotnie - są spełnione warunki (-*•*) i . 
Niech 

Q ^ iy.ueU V y = l i m f [X.)\ 

Lim JT̂  -
Na mocy 

A A V V A 
yea r 6 3 t <?e» neSt ke$L K 0 1 ' v • 

Jeśli wprowadzimy <g y Q - r > 0, to mamy z powyższego 
( i ) A A yeO £ e$ u * — • 0 0 ^ u 

J e > o 
Jeśli y Q = o o , to l i m i n f f (JC) = c o = y Załóżmy zatem, że Z/Q<°°. 

I£ —• 

Na mocy (*•##) 
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A A V o < \jcn - xQ\< ^ *f{<xn)< y 0 + e 
£ eSt n e3i xneT £>0 

skąd 
l i m i n f fi (xn) < yQ 

72 —*• oo 

a na mocy twi e r d z e n i a (B) 
( l i ) l i m i n f fi(x) < yQ 

x *• xQ 

Z ( i ) i ( i i ) wynika, że 

y 0 = ym in* 
W ten sposób zakończyliśmy dowód pierwszej części tezy twierdze
n i a (D). Drugą część dowodzimy a n a l o g i c z n i e . 4 

Twierdzenie (E) 

ZJ Funkcja f j e s t funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 7"c3l i prze-
c i w d z i e d z i n i e i / c S t . 
TJ D e f i n i c j e granicy f u n k c j i fi w punkcie podane w § 73 i § 167 
są równoważne. 
DJ Załóżmy, że yn = l i m fi{x) w sensie § 167. Wynika stąd, że 

u x —+x0 

<Xi,xz,...er ^yxz,...er 
xk * x0 Xk \ xQ 

a zatem yQ j e s t granicą f u n k c j i f w punkcie JT0 w sensie § 73. 
Załóżmy t e r a z , że - odwrotnie - yQ j e s t granicą f u n k c j i f 

w punkcie XQ w sensie § 73. Gdyby wtedy yQ nie było granicą funk
c j i f w punkcie XQ W sensie § 167, to na mocy twi e r d z e n i a (A) 

V A V o < \ x - x Q \ < s A./-0) - y0\>£ teS rf-eS <*er 
t>0 ó>Q 

Wobec tego istniałby ciąg x^, x^, ...eT określony rekurencyjnie 
wzorami 

O < | ^ -* 0|< i A J \ 0 < | ^ - ^ 0 | < m i n ( f , | ^ _ 1 -
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c z y l i ciąg t a k i , że / 

Powyższy ciąg musiałby zawierać podciąg (y^) t a k i , że 

Bk * x o a l b 0 x o 

z tym, że 

£ > O 
co przeczyłoby założeniu, że y„ j e s t granicą f u n k c j i f w punkcie 
XQ W sensie § 73. Zatem j e s t również granicą f u n k c j i f w punk
c i e XQ W sensie § 167 i tym samym twierdzenie (E) zostało udowod
nione . 

§ 168. Ciągłość f u n k c j i w p r z e s t r z e n i metrycznej 

Dane są dwie p r z e s t r z e n i e metryczne X i Y. Dana j e s t również 
funkcja f o d z i e d z i n i e / i p r z e c i w d z i e d z i n i e Ucr y . 

Funkcję f będziemy nazywać ciągłą w punkcie x^e T wtedy i 
ty l k o wtedy, gdy 
(140) l i m f{X) = f ( x ) 

—• o 

Funkcję f będziemy nazywać ciągłą na zbiorze A <= T wtedy i 
t y l k o wtedy, gdy j e s t ciągła w każdym punkcie XQ e A . 

Funkcję f będziemy nazywać ciągłą wtedy i t y l k o wtedy, gdy 
j e s t ciągła na całej swej d z i e d z i n i e T. 

Z d e f i n i c j i wynika, że funkcja ciągła na zbiorze A j e s t cią
gła na każdym zbiorze B<= A . W szczególności fu n k c j a ciągła j e s t 
ciągła na każdym zbi o r z e A cz T. 

Twierdzenie (A) 
f j e s t funkcją ciągłą w punkcie xQ <£=^ 

m A V A ( o< | * - x 0 \ < S = * | f[x) - f { x Q ) \ < e ) 
eeSJ cfeSł xer \ u " ' 
S,>0 cf>0 

D( Wykażemy najpierw, że 
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(*) f j e s t funkcją ciągłą w punkcie xQ 

& 2 & ( ° < \ * - * o \ < ^ \ f i * ) - n * o ) H 
£>Q tf>0 

Otóż, gdyby tak nie było, to 

V A 
£ >0 &>0 skąd 

V A 
k e<Jt 

£ >0 

a następnie 

£ >0 

co przeczyłoby (140), c z y l i założeniu, że funkcja £ j e s t ciągła 
w punkcie x^. Wobec tego i m p l i k a c j a (*) j e s t prawdziwa. 

Wykażemy t e r a z , że - odwrotnie -

Â  V A (o < |̂ -̂ -0|< <r -» |/'(̂ )-/,(̂ 0)|<e 
£ > 0 <f>0 

f u n k c j a f j e s t ciągła w punkcie xQ 

Z uczynionego w (**) założenia wynika, że 

A V A . A 
?e5R cTeft ^ , * 2 , . . . e r £ e SB V K 

S > 0 d\>0 1 ^ 

-t I a**) - f(*o)\<*) 
Wobec tego 

A 

Jc1,jp,,...er\ife-*-óo « u 
l i m X. - x, 

A V V A 0 < U , - J C o U fA\f(jc.)-f(xni<e--
£ > 0 cf>0 o £ > f c o 

£ > 0 0 k > k0 
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i na mocy d e f i n i c j i ( 1 4 0 ) / " j e s t funkcją ciągłą w punkcie JTQ, czy
l i i m p l i k a c j a (* -*) jest. prawdziwa. Z i m p l i k a c j i (#) i (* #) wynika 
teza t w i e r d z e n i a . 

Twierdzenie (B) 
ŻJ A j e s t dowolnym zbiorem otwartym takim, że /I <= T0 A XQ e /l . 
TJ (I) f j e s t funkcją ciągłą w punkcie 

*=* Di i**" 1 * * > J S . ^ » • ~ 

~ ( i n ) y * & ( « < i « - ^ i < ' H w - w i « ) 
£ > O cf> O 

Dj I m p l i k a c j a ( I ) ( I I ) wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i (140). 
Dowód i m p l i k a c j i ( I I ) T 4 ( I I I ) j e s t analogiczny do dowodu i m p l i 
k a c j i (*) w twierdzeniu ( A ) . Wystarczy zatem udowodnić jeszcze 
implikację ( I I I ) ( I ) . 

Z założenia, że xQe A i A = A° wynika, że xQ j e s t punktem we
wnętrznym z b i o r u A i wobec tego 

( i ) V lx : \x - x 0 \ < ó\ \ czA 

d[>0 

Niech &2 = min (cf, &±). Wtedy na mocy ( I I I ) i ( i ) 

A V A , \f(x)- f(xQ)\<e 
£ 6 % <fce* xe{x-.\x-x0\<<r2}

 0 / 

£ > o c £ > 0 
skąd -

A t um x, -xn -> A V A 

A V A i 
' * 0 1 Ł £ e * >c0e9l ke"3t k 

£ > 0 A > k0 

k -»• oo / 
c z y l i f u n k c j a /" j e s t ciągła w punkcie .#Q. To dowodzi, że i m p l i k a 
c j a ( I I I ) ( I ) j e s t prawdziwa i tym samym dowód t w i e r d z e n i a (B) 
został zakończony. 

Funkcję f będziemy nazywać j e d n o s t a j n i e ciągłą na zbi o r z e A 
wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

A X ^ o * - * o i ^ - i / ' w - A s ) i < ^ ) 
£ >0 d>0 
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Z powyższej d e f i n i c j i wynika, że fu n k c j a j e d n o s t a j n i e ciągła 
na z b i o r z e otwartym A j e s t zawsze ciągła na tym z b i o r z e . 

§ 169. Twierdzenie 

Z] Dane są dwie p r z e s t r z e n i e metryczne X i V oraz f u n k c j a ciągła 
<* o d z i e d z i n i e 7"<= X i p r z e c i w d z i e d z i n i e U <= Y . 
Tj I . A = t~^(B) A B j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i U => 

«4 j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i T. 
I I . /I = v (g) A 5 j e s t zbiorem borelowskim p r z e s t r z e n i U=> 

=ł A j e s t zbiorem borelowskim p r z e s t r z e n i T. 
Dj Udowodnimy najpierw tezę I . Gdy B = O, teza j e s t oczywista, 
gdyż na mocy (105) j e s t A = O. Załóżmy więc, że B j e s t zbiorem 
otwartym niepustym. Wtedy na mocy t w i e r d z e n i a § 161 

A V A (\t(x) - tCx0)\ < e =^r(V)e B) 

> u / £>0 w 

a na mocy ciągłości f u n k c j i i twierdzenia [/() z § 168 

A A V. A fu 
e > o tf> o 

=> A V A (U-*ol< £ f =»r(vc)e£) ...-*. 
^Oe/( r V 0 1 y (106) cf>0 
A V A (|*-*0|<cT -^jce^-r-1^)) (106) *oe* <*e» «*er \ / > cf>0 

Wobec tego na mocy t w i e r d z e n i a § 161A j e s t zbiorem otwartym prze
s t r z e n i r. 

Przechodzimy t e r a z do dowodu tezy I I . Niech "Zr oznacza klasę 
tych w s z y s t k i c h zbiorów B <= U , d l a których j e s t zbiorem 
borelowskim p r z e s t r z e n i 7". Na mocy udowodnionej już tezy I k l a s a 
Uć n i e j e s t pusta, gdyż zawiera wszystkie z b i o r y otwarte p r z e s t r z e 
n i U. Tym samym k l a s a 3ć spełnia warunek ( 6 i ) d l a <5"-ciał. 

Jeśli Be 9c c z y l i r~*(£) j e s t zbiorem borelowskim p r z e s t r z e n i 
T, to na mocy (129) i ( i i i ) 

C ~ 1 ( U - B ) = ^(U) - r - 1(£) = 7" - r _ 1(£) 
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wobec czego u -B e DC , ponieważ T - t (B) j e s t zbiorem borelow-
skim p r z e s t r z e n i T. Zatem klasa.'*'spełnia warunek (6"2, dla<?-ciał. 

Jeśli B t B ...eJtr , c z y l i t~i(B±) , ?~i(B 2) , ... są z b i o r a 
mi borelowskimi p r z e s t r z e n i Tt to na mocy (128) 

wobec czego U 8, e , ponieważ U © (fi ) j e s t zbiorem bore-

lowskim p r z e s t r z e n i T. Zatem k l a s a 9( spełnia warunek (6 3) i j e s t 
6~-ciałem p r z e s t r z e n i T. 

Ponieważ (J-ciało X zawiera wszystkie z b i o r y otwarte p r z e s t r z e 
n i U, a. claloHP zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i U j e s t z d e f i n i 
c j i najmniejszym 6-ciałem zawierającym wszystkie z b i o r y otwarte 
t e j p r z e s t r z e n i , więc 

co oznacza prawdziwość tezy I I . 
W ten sposób dowód twierdzenia został zakończony. 

§ 170. Twierdzenie 

Zj 1° Dane są dwie p r z e s t r z e n i e metryczne X i Y oraz fu n k c j a j e d 
no- jednoznaczna V o d z i e d z i n i e T <=• X i p r z e c i w d z i e d z i n i e 
U <= Y. 

2° Funkcje t i £"~ są ciągłe. 
3°JK j e s t e-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i T, &<.J\36-

-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i U, 

TJ <&> = A<M= r ~1(Jt>) . 

DJ Na mocy tezy I I t w i e r d z e n i a § 169 zastosowanej kolejno do 
f u n k c j i T i r - 1 mamy 

skąd na mocy (120) i (134) 

*j o5P c r (cJłC ) A ^ c r -1 

Ze wzorów (*) i (**) wynika teza dowodzonego t w i e r d z e n i a . 
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