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j e s t funkcją borelowską w p r z e s t r z e n i 3?^, ponieważ d l a każdego 
Cte3t zbiór 

...,xn)-.h{x1, ...,xn)<a} = 

— /(\X^, • • • , ̂ "fl ) ' X ̂  "̂ ••• ł ^ ^ 

jako zbiór otwarty j e s t zbiorem borelowskim. 
Funkcja 

f(x) = ̂ [ Ą U ) , fnU)\ = r\U) + ••• * fin Cr) 
j e s t określona na zb i o r z e E i na mocy twi e r d z e n i a § 186 j e s t mie­
r z a l n a na zbiorze E. Wobec tego £a eS , co kończy dowód. 

§ 188. Twierdzenie 

Z] '''t/n sa- funkcjami mierzalnymi skończonymi na zbiorze 
A e S w p r z e s t r z e n i X, 

v 
TJ S -fi j e s t funkcją mierzalną skończoną na zbiorze A. 

1-1 

DJ Twierdzenie powyższe j e s t oczywistym wnioskiem z twierdzenia 
poprzedniego, w którym w danym przypadku mamy B = o na mocy skoń-
czoności f u n k c j i Ẑ , fn . 

§ 189. Twierdzenie 

_ZJ f , f2 są funkcjami mierzalnymi na zbiorze A eS w p r z e s t r z e ­
n i X, 

TJ f\~ f2 Jea*" f u n k c J $ mierzalną na zbiorze A - Bt gdzie 

B^(xt(f±(X) - f2(X) = *°Vf1(X) = f2(X) » - o o ) A X 6AJ = 

/\(*) = oo A JceAjnfe:f2(x) = oo A x. eA) + 

+ |^: f±(x) - - ° O A o:€/)}n{^: / ^ f * ) " - ° ° A J t e / 4 } e,5 

DJ Twierdzenie powyższe j e s t oczywistym wnioskiem z twierdzeń 
§ 187 i § 185, ponieważ 

- h - h + 
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§ 190. Twierdzenie 

ZJ f^t f 2 są funkcjami mierzalnymi skończonymi na.zbiorze AeS 
w p r z e s t r z e n i X. 

TJ f* ~ f 2. J e s t *UI*kcj'ą mierzalną skończoną na zb i o r z e A. 

JJJ Twierdzenie powyższe wynika z twierdzeń § 188 i § 185. 

§ 191. Twierdzenie 

ZJ A , . . . ,-fn są funkcjami mierzalnymi na zbiorze AeS . w prze­
s t r z e n i X. 
n . • 

Tl OT fj j e s t funkcją mierzalną na zbiorze A. 
t-1 

JDJ Zbiór /] można przedstawić w p o s t a c i 
/I - C + D + £ 

gdzie 

C — , V « o o A . A JĄ U) f 0 

A Jte = ^ U {**s I ^ I = 0 0 A x e A ] ) n 

n Q N j r i o A x e / l } u{or: Ą (x) > O A ^ e ^ } j e ^ 

/ ) — f { j r : V I />. (X) 1 - oo A V PAX) - o 

. Ą \f (JC) I <oo A Jt e/l}= 

Ł - 1 

Zatem 
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(*) A i x : uf f- U)<a AjceA} = Ca + Da '+ £a a ex L i - i 1 * 
gdzie 

n 

i"1 

Ale 

Z 1 < - - - ( ' M N C \ *«-{*i»">*»} 
7?7 nieparzyste 

A 

\J ( fi {JC: / ; ( * ) < O A K ^ j n 
J i < - - - < l 7 r 7 < « \f«{*t»-f«iir'} 
w rueparcuste \ 

| Z>6vS d l a a > O 

l̂ O 6if d l a a 4 O 

oo 

gdyż JT Z1 (x) = O d l a zgodnie z umową, że O • oo B O • (-<») = 
= O. 

Funkcja 

h{X^t • • • t xn ) ~ 

j e s t funkcją borelowską w p r z e s t r z e n i X. , ponieważ d l a każdego 
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[ ( x ± xn):h.(xv . . . , x n ) < . a } = 

= "I (X^« • • •, x^ ) • *̂  1*̂ 2 " * * ^TI ^ ^ 

jako zbiór otwarty j e s t zbiorem borelowskim. 
Funkcja 

f(x) =k[f±U), ...,fnU)] = <J Ą U) 

j e s t określona na zbiorze E i na mocy twierdzenia § 186 j e s t mie­
r z a l n a na zbiorze £. Wobec tego EQ e 5 i na mocy (*) 

ae<R t-1 
n 

co oznacza, że funkcja ÓT <ft (ar) spełnia warunek (,62) d l a f u n k c j i 
mierzalnych. Ponieważ funkcja t a spełnia w sposób oczywisty rów­
nież warunek (̂ 31) , więc j e s t mierzalna na zbiorze A. 

§ 192. Twierdzenie 

zj A , , , , f f n są funkcjami mierzalnymi skończonymi na zbiorze 
AeS w p r z e s t r z e n i X. 

72 
TJ Sl Ą j e s t funkcją mierzalną skończoną na zbiorze A. 

2«1 
Dj Twierdzenie powyższe j e s t oczywistym wnioskiem z twierdzenia 
poprzedniego. 

§ 193. Twierdzenie 

Z] f j e s t funkcją mierzalną na zbiorze AeS w p r z e s t r z e n i X. 
_TJ. l/f j e s t funkcją mierzalną skończoną na zbiorze A -B , gdzie 

B ™ [x. f(X) = o A x e AjeS 

DJ i / / 1 j e s t funkcją rzeczywistą skończoną, określoną na zbio r z e 
A -BeS, wystarczy zatem udowodnić, że spełnia warunek (y32) d l a 
f u n k c j i mierzalnych. Ale 

(*) /\ {x : <a*xeA-B}= Ca + Da 

8 - Wykłady... 
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gdzie 

a stąd 

Zatem 

f{jf : o < /*(*).< | A e/1-B}e.S d l a a>o 

o e ^ d l a a <. o 
{ar: f(x) < o Aa:e /4-5}e5 d l a a > o 

[{"* : I < fi*) < 0 A X z^-BjeS d l a a<0 

A Ca + Da eS 

i tym samym funkcja l/f na mocy (#) spełnia warunek (8 2), co koń­
czy dowód. 

§ 194. Twierdzenie 

Zj f ^ , /\, są funkcjami mierzalnymi na zbiorze /4 eS w p r z e s t r z e ­
n i jr. 

TJ f±/f2 J e s t f u nkcją mierzalną na zbi o r z e A - B , gdzie 

B M { x : ( f 2 ( X ) = o V | =| /*2CJT)| = o o y x e A } = 

= [x: f2(x) = o AxeA}u ( j * : | ft(x)\ = °° A X e A } r \ 

DJ Twierdzenie powyższe j e s t oczywistym wnioskiem z twierdzeń 
§ 191 i § 193, ponieważ na zbiorze A - B mamy 

7 ¥ ~ '» f, 
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§ 195. Twierdzenie 

ZJ A , Pg są funkcjami mierzalnymi na zb i o r z e /4e«S w p r z e s t r z e n i X. 
f. j e s t funkcją skończoną na zbiorze A. 

TJ J e s t f u n k c j ą mierzalną skończoną na zbiorze A-B, gdzie 

B — {x : f2{x) = 0 A xeA}eS 

Dj Twierdzenie powyższe wynika z tw i e r d z e n i a poprzedniego w spo­
sób oczywisty. 

§ 196. Twierdzenie 

ZJ f±* f^2 s ą f u n k c J a m i mierzalnymi na zbi o r z e A e S w p r z e s t r z e ­
n i X. 

{X : ĄC*) < A xeA}eS 

ĄU) = f2ix) A xeA}eS 

DJ Ą U ) < f2{x) A x e A } = 

- U f#: Af*) < iv A } njjr: fJx) y w A x eA^ eS 

gdzie3# - jak poprzednio - oznacza zbiór wszystkich l i c z b wymier­
nych, p r z e l i c z a l n y na mocy twierdzenia § 15. 

Mamy następnie 

ft(X)< f2(X) A X 6 A } = A - { x : f2{x) < fI(X)AxcA\eS 

oraz 

f±U) = /y*) A jre A)" [x: f±(x) < / » 2 ( . * ) A X eA }-
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§ 197. Twierdzenie 

Z | jŁ, ...,fn są funkcjami mierzalnymi na zbi o r z e /4e<£ w prze­
s t r z e n i 

TJ Funkcje 
g±(jC) = max [Ąfjf), Pn{X)\ 

g2(X) = min [ / ,
1 ( * ) ł .... f n ( . X ) ] 

są mierzalne na zb i o r z e A. 
_DJ Funkcje ^ i ff„ S£t funkcjami rzeczywistymi określonymi na 
zbio r z e A e£ , więc spełniają warunek (fil) d l a f u n k c j i m i e r z a l ­
nych. Ponadto 

A {xi gi(x)<a A xeA } = [x: A f •(*)<<* A X e A } = 
a e a f Ł je{i,...,w} J 

• U {*' fj(*)<a AxeA }ś's 
1-1 

Zatem funkcje g± i g2 spełniają również warunek (fi2) i są mie­
r z a l n e na zbiorze A . 

§ 198. Twierdzenie 

_ZJ jP^, ... są funkcjami mierzalnymi na zbiorze AeS w prze­
s t r z e n i X. 

Tj Funkcje 
g±(x) = sup fn (x) 

g2(x) = i n f fn (X) 

g„(x) = l i m sup f (X) 

g.(x) = l i m i n f p (x) 
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95(x) . 4 

0 d l a tychże/f, d l a których ciąg (fn(x)) j e s t r o z ­
bieżny 

l i m Ł,(x) d l a tych xeA, d l a których ciąg f£, (X)) j e s t 
zbieżny, 

są mierzalne na zb i o r z e A . 

DJ Wszystkie funkcje g^, g5 są rzeczywiste i określone na 
zbi o r z e AeS i tym samym spełniają warunek (fil) d l a f u n k c j i mie­
r z a l n y c h . Ponadto 

A ix: g.(x)(a AJC&A } = iX: V A fXx) <or - 7 A jre/( } = 

= O f i {*: A (*) < a - % AX e A } eS 

A {x: gJx) (a A x e A} = $x: V f: (x) <.a A xe A ) 

Oo 

= U : A C * ) <a A £.e A.\ c S 
j - i J 

Zatem funkcje <7̂  i g2 spełniają również warunek (jS2) i są m i e r z a l ­
ne na zb i o r z e A . Wobec tego funkcje 

WX) = *** T f n + k - l W 

gA(x) = sup i n f fn+k_t[x) 

są również mierzalne na zbiorze A. 
Niech teraz B będzie zbiorem tych wszystkich xeA, d l a których 

ciąg (fn(x)) j e s t zbieżny. J e s t wtedy na mocy twi e r d z e n i a § 196 
B ={x:g3(x) = gA(x) A xeAjeS 

Mamy zatem 

A [x: g5(x) <a A xeA} = 

= {x: g5(x) <a AxeB} +{x: g5(x) <a A xeA-B} = 

= [X: g5(x) <a AXS B} +{x : o< a A xe A-BjeS 

ponieważ 
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{X: g5(x) <a A xe B } = {x: g3(x)<.a /\xeB}eS 

[x : 0<a A xe A-B] =< 
Oeó d l a a<0 

A-BeS d l a a>0 
Funkcja spełnia tym samym również warunek (/32) i j e s t m i e r z a l ­
na na zbi o r z e A, 

§ 199. Twierdzenie 

Funkcja r z e c z y w i s t a f o d z i e d z i n i e Te $ , gdzie & j e s t 6-cla-
łem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i metrycznej ciągła na z b i o ­
rze A domkniętym w p r z e s t r z e n i T, j e s t mierzalna na zb i o r z e A ze 
względu na 6-ciało S. 

W szczególności fun k c j a V ciągła j e s t mierzalna na swojej 
d z i e d z i n i e T. 
Dj Rozpatrzmy zbiór 

{x : t(x)> a AxeA} 

Jeśli Ba ± 0, n i e c h j r ^ , x , ... będzie dowolnym ciągiem takim, że 

X±t X2, • •• e Ba A linJC^ = #e7" 

Ze względu na domkniętość zbioru /4 j e s t 
* e A 

a ze względu na ciągłość f u n k c j i 
l i m V (X• J = H*} > a 
A -»oo * 

Wobec tego j e s t 
x e £ a 

Uwzględniając dowolność ciągu JT, .r^, ... dochodzimy do wniosku, 
że zbiór Ba j e s t domknięty w p r z e s t r z e n i T. Wobec tego z b i o r y A i 
Ba są borelowskie w p r z e s t r z e n i T, a na mocy tw i e r d z e n i a § 164 A, 
Ba e & . Zatem 

A {x : r-U) <tf A X e A }= A - Ba e£ 
aeA 

co oznacza mierzalność f u n k c j i t na zb i o r z e A, 
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Gdy funkcja t j e s t ciągła, to oznacza to, że j e s t ciągła na 
zbi o r z e T, który j e s t domknięty w p r z e s t r z e n i T. Stąd funkcja V 
j e s t wtedy mierzalna na zbiorze T. 

§ 200. Twierdzenie 

Zj i 0 < ^ 1 , ...,Sn są c>-ciałami p r z e s t r z e n i odpowiednio ..., 

2 f j e s t funkcją mierzalną na zbi o r z e A e <S^ 0 ... ® 

T| A A A 

C«i.— »«n) fce{i,...,n-1} e % ,...,*^« JTf 

funkcja p r „ -](x. ) —*" P(X.t...,Xj j e s t 
mierzalna na zbi o r z e /4i- „ ©...©e$\ gdzie 

/Jrv _ - i oznacza przekrój zb i o r u .4 przez punkt lx,- .....Xi ) 
^ ' " ' ' i/ij *1 k' 

c X - x ... x. Xt- • 
* l lk 

DJ Niech i ^ , ...,in będzie dowolną permutacją l i c z b i , ..., n 
i n i e c h X- » ...,X będzie ustalonym ciągiem punktów z prze-

L± K 

s t r z e n i odpowiednio X- , . Na mocy własności (przek7) 
1 1 k 

z § 176 
f i - „ -i e S • ® . . . ® S-

Mamy d a l e j 
A A { ( X i , . . . , Xj ) : frr . "i(X- , . . . , x { ) <a A 

A (jr • , . . . , x • ) e -4 r "i } = 

» { ( J C T - , ) : p(x± x n ) <a A C^, ...,«*_)€ >4 } = 
£+1 7 2 

= { ( x v . . . , x n ) - . p { x v . . . , x n ) ( a A u l f . v»*it* e*}n* t-
L 1 . 
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Na mocy mierzalności f u n k c j i / na zb i o r z e A i własności (przek7) 
z § 176 zbiór powyższy należy do (5-ciała <£, © ...0eS\ .W ten 

lk+l 
sposób twierdzenie zostało udowodnione. 

§ 201. Funkcja charakterystyczna z b i o r u 

Funkcją charakterystyczną zbi o r u A c X, gdzie X j e s t ustaloną 
przestrzenią, nazywamy funkcję rzeczywistą, której dziedziną j e s t 
cała przestrzeń X i która j e s t określona wzorem 

1 d l a x&A 

0 d l a x$A 

Funkcja charakterystyczna %A J e s t mierzalna wtedy i t y l k o wtedy, 
gdy A € tS , gdzie S j e s t ustalonym <5-ciałem p r z e s t r z e n i X, ponieważ 

(0 eS d l a a 4 0 
A {Xi*.(x)<a} = < A C e S ^ A e S d l a 0 < a < 1 

a e 3 1 [X &S d l a a > i 
Funkcje charakterystyczne zbiorów mają następujące własności (A, 
A±, A2, . . . <z X ): 

( h i ) A = sup An++x-A= S U P / , 

D] A = sup A„ A = M A„ & (x e A $4 V xe A,) = 
n n^ • keSi k 

*=> C$U> = l ^ s u p ^ f j r ) = D ^ X A = sup ^ 

(h2) /I = i n f i n f a f ^ 

Dl ,4 = i n f /4L <=> /I = f i 4 W (-* e/I^AcreA) = 

= i«=» i n f j j ^ * ) - 1 ) ^ = i n f ^ 
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(h3) A = l i m sup A <̂=> X/~ 1 i m s u p X A 

D| Wynika na mocy (h l ) i (h2) z tożsamości 
A m l i n sup /4 = i n f sup /J , 

72 —* Oo 71 k. ~ 1 

^ = l i - u p ^ ^ = i n f s u p * ^ ^ 

(h4) A = l i m i n f A„ y. = l i m i n f -y , 

DJ Wynika na mocy (hl) i (h2) z tożsamości 
A = l i m i n f An<^ A = sup i n f A 

77 - » o o 71 * 

y . = l i m i n f yA = sup i n f y. 

(h5) /? = l i m ^ = l i m % A 

7? - » > o o *• 77->oo 77 

Dj Wynika na mocy (h3) i (h4) z tożsamości 
A = l i m / L £ ^ /4 = l i m sup /4 = l i m i n f A„ 

77 -»• oo ' 77 -*• o o
 71

 77. o o 

XA= l i r a j ^d Ś^ZA' l i m s u p ^ f = l i m i n f 

n 7 ? - • o o ^ 7 7 " 77 o o ^77 7 7 o o V. 
O O OO 

D] Wynika z d e f i n i c j i f u n k c j i charakterystycznej zoioru i 
równoważności ( h l ) . 

77 77 

(h7) A = 2 Ak ^>xA= £ x A . 

DJ Wynika z (h6) , gdy położymy A ± =An + 2 = ... =0. 

( h 8 ) a= QAśk^S0^%^4 

DJ Wynika z (h2). 

(h9) A = P i A k < ^ X A = ® XAL 

DJ Wynika z (h8), gdy położymy Av + ± ~^n + 2 = ' ** = % 
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(hiO) X c = i -XA 

Dl Wynika wprost z d e f i n i c j i , 

( h i i ) X A . B = X A U <=*> 

_Dj Wynika z (h9) i (hiO) na mocy wzoru 
A -B = A n B° 

§ 2 0 2 . Funkcje proste 

Funkcję rzeczywistą f będziemy nazywać funkcją prostą wtedy i 
t y l k o wtedy, gdy przyjmuje t y l k o skończoną liczbę wartości skoń­
czonych i nieujemnych. 

Każdą funkcję prostą można napisać w p o s t a c i 

(142, 

gdzie a± c r R e X , a±, . . . , a „ > o , at *aj d l a t t j , A± + 
+ . . . +/4„ = /ł'. I s t o t n i e , niech 0 2, . ..,(2^ będą wszystkimi różny­
mi dodatnimi i skończonymi wartościami, j a k i e przyjmuje funkcja f, 
niech O = O oraz niech 

Ak = {JC: f(x) = OE A J, k\ 1 7? 

Z d e f i n i c j i wynika, że zb i o r y A^t...%An są rozłączne, a ze wzglę­
du na t o , że ct^ = O, możemy przyjąć, że 

(*) jrf-j = (A2 + ... + /4„)C-

c z y l i , że 
A y + ... + /J„ = 

Wynika stąd,że każdą funkcję prostą i s t o t n i e można napisać w po­
s t a c i ( 1 4 2 ) i uważać za określoną w całej p r z e s t r z e n i po zało­
żeniu, że przyjmuje wartość zero w całym zb i o r z e (•#). Na odwrót 
każda funkcja p o s t a c i ( 1 4 2 ) określona w całej p r z e s t r z e n i X j e s t 
funkcją rzeczywistą przyjmującą t y l k o skończoną liczbę wartości 
skończonych 1 nieu j cmnycli, a więc j e s t funkcją prostą. 

Funkcja prosta ( 1 4 2 ) j e s t mierzalna na z b i o r z e AeS wtedy i 
t y l k o wtedy, gdy wszystkie zbiory A nA,(k= i , . . . , n ) są c l e -
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meritami ©"-ciała S . I s t o t n i e , gdy A n e S d l a k = i , .. ., n , 
wtedy funkcje XA » •••*2fA s § mierzalne na z b i o r z e A, gdyż dla 
A = i , ...,n j e s t 

A f**^ W <CtAJC€A} 

0e.S d l a a<0 
<4 -/^ = A - An Ak e5 d i a O < a < i 
/I £ S d l a <*>i 

i wobec tego funkcja (142) j e s t mierzalna na z b i o r z e A na mocy 
twierdzeń § 185 i § 188. Odwrotnie, jeśli funkcja (142) j e s t mie­
r z a l n a na z b i o r z e A, to na mocy twi e r d z e n i a § 184 

An A, ={x: f{x) = ak A X e /?}eS d l a k = 1 n 

§ 203. Twierdzenie 

Każda funkcja mierzalna i nieujemna na z b i o r z e AeS w prze­
s t r z e n i X j e s t granicą ciągu niemalejącego f u n k c j i prostych mie­
r z a l n y c h na zb i o r z e A. 
JJj Niech f będzie funkcją mierzalną na z b i o r z e AeS , spełniają­
cą warunek 

A łw > o 
xeA 

Niech d l a n= 1, 2, ... będzie 
k-2 , „,_.s , k-\ -* 

AMI 
ix : —— < f (x) < A ^ f A xeA\ dla X: = 2, ... ,722^+i 

{x.: f(x) > n A X eA j d l a £ = «2 +2 

W„2 + + ^ , n 2 " + 2 ^ = ^ A ' : ^ = ° M ^ } 

Na mocy twi e r d z e n i a § 184 mamy 

A n k * * 
d l a n = 1,2,...; k= i,...,772 +2 

a ponadto - jak łatwo zauważyć -
A = A " i i "21 

Wprowadźmy funkcje 
Tt2n+2 

fi 
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gdzie 
O d l a k = 1 

tnk = <j^§ d l a k = 2 n2n+l 

n dla k = n2 + 2 
Funkcje /V, - f 2 i • • • S £ t zatem funkcjami prostymi mierzalnymi na 
zbio r z e /4. Ciąg (/O j e s t niemalejący. Dla j e s t to oczywi­
s t e . Dla t a k i c h X£ A, d l a których f(x) = O j e s t to również oczy­
w i s t e . Natomiast d l a t a k i c h X eA , d l a których f(X) y 0, mamy 

f„(x) = n < f n + ± ( x ) = n + 1 d l a « < f(x) - i 

2 
(*2* + 1 + !<*•< (« +l)2* + 1 + 1) 

= s 

2Xr-4 £-2 / rt„\/ 2*-3 
,tf + i ,w + i 

2£-3 , 2/(r-3 / r t „ \ / k-1 " K i l gdy < / — ,K+i 2" 

dl a 
Ti>f(x) 

Wykażemy, t e r a z , że 

x eA 

W tym ce l u połóżmy 

gdzie 
B + C 

B ^ {x: f(x)<<*> A x e A } 

C ^ [x: f(x) -00 A x e A ) 

Mamy wtedy 

skąd 

A A A< n*) - fnw< 4 

A ^ u) 
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o r a z 

A A A f„(x) = n>N 
*eC /Ve3l *>AI 

s l c ą d 

A Ujn — -^6*5 
xe.C n - * o o 

Wynika stąd (*•) i w t e n sposób dowód t w i e r d z e n i a został zakoń­
czony . 

§ 204. F u n k c j e m i e r z a l n e w p r z e s t r z e n i a c h z miarą 

N i e c h będzie dana przestrzeń z miarą (X, S , <u ). Wprowadzi­
my k i l k a nowych określeń. 

Własność ex j e s t spełniona na z b i o r z e A A eS A A c{x: oc^jcty 

W szczególności przyjmujemy 
f. d f^&^s A e. S A f^, f 2 set f u n k c j a m i m i e r z a l n y m i na z b i o ­
r z e AA A = A O) . 

, oce A L * ń„r Własność cc j e s t spełniona p r a w i e wszędzie na z b i o r z e A 
A <u\(A-B) = 0 A własność oc j e s t spełniona na 

z b i o r z e B). ' 

Funkcję f będziemy nazywać funkcją mierzalną £t na z b i o r z e A 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy 
AeSA V. (B c A AMiA-B) = O A / 1 j e s t funkcją mierzalną na 
z b i o r z e B ). 
W szczególności, gdy A = X , funkcję f będziemy nazywać po p r o ­

s t u funkcją mierzalną <«. Gdy (J. j e s t miarą Lebesgue'a, f u n k c j e 
m i e r z a l n e <u na z b i o r z e A będziemy również nazywać f u n k c j a m i mie­
r z a l n y m i w s e n s i e Lebesgue'a na z b i o r z e A, a w przy p a d k u A = X 

f u n k c j a m i m i e r z a l n y m i w s e n s i e Lebesgue'a-
P r z y j m i e m y d a l e j , że 

A, ^ fn A e S A f^t są f u n k c j a m i m i e r z a l n y m i ,U na 

z b i o r z e AA V (BcA A p (A-B) = 0 A f± = f 2) . 
3 € S 

F u n k c j e A , spełniające warunek 

2 

będziemy nazywać równoważnymi na z b i o r z e A. F u n k c j e równoważne na 
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całej p r z e s t r z e n i X będziemy nazywać po prostu funkcjami równo­
ważnymi . 

Zauważmy, że każda funkcja r z e c z y w i s t a j e s t mierzalna fi na 
zbio r z e miary zero. 

§ 205. Twierdzenie 

Własność oc j e s t spełniona prawie wszędzie na zbi o r z e A A Ce$A 
A Cc A własność oc j e s t spełniona prawie wszędzie na z b i o r z e C, 
_Dj Własność oc j e s t spełniona prawie wszędzie na zb i o r z e AACGSA 

ACC A — M eS A V A( B <ZAA{I{A-B) = 0 A B C{X: <X (X)} A CSSA C CA => 

=>C&SA V (nis ADCCA^I {C-D) = #(C-B nC) = {i(C-B)J, <u (A-B) = 

= OA DcB~<zn{x: oc (•*)}) =* Ce£ A (Dc C A <U (C -D) = 0 ADC{X:<X{X)}^ 

=£własność oc j e s t spełniona prawie wszędzie na zb i o r z e C. 

§ 206. Twierdzenie 

Własność <x j e s t spełniona prawie wszędzie na z b i o r z e A A CSSA 

AC O A A (6i {fi-A) = 0 własność oc j e s t spełniona prawie wszędzie 
na z b i o r z e C. 
pj Własność ex j e s t spełniona prawie wszędzie na zb i o r z e AACESA 

ACDAA,U(C-A) =0=*AeSA V (Bc AA<U(A-B) = 0 A B C{X: OC (X)}) A 

CCSAC^AA ,a (C-A) = o =* CeS A V (BcA CCA^(C-B) = <u[(C-A) + 

+ (A-B)] =^{C-A) + 4*(A-B) = 0 A B c{x: oc (x)})=* własność oc j e s t 
spełniona prawie wszędzie na z b i o r z e C. 

§ 207. Twierdzenie 

Własności oc^cc^ są spełnione prawie wszędzie na zbiorze 
A flV ( 5 c -4 Af/(A-B) = o A własności — , a m są spełniono na 
zbio r z e 5 ) . 
Dl A V {B.c AAU{A- B,) = o A własnośća, j e s t spełnio-— 1 *e{1,...,ł«} B^eJ * ^ v * k, 

na na z b i o r z e Bk) => V (S = 5 ± n . . . n 8 m A B c / l A,U(/J-8) = p [ A -
- (B 1 n . . . n 5^)] =<« [(A-t\) U . . . U ^ (A-Ą) + . . . + 
+ <w(/ł-/3^ = O A własności c t ^ , o c m są spełnione na zbio r z e fl) =̂  
•* _V' (5 c -4AU{A-B) = O A własności a. a są spełnione na 

B € S j. iri 
z b i o r z e 3). 
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