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n
jest funkcja borelowska w przestrzeni R , poniewaz dla kazdego
aeR zbiér

{(xi, ...,xn}:hf-l‘i. coo,xn}<a} =
= {(&yy ceerdp)idy + oon +ap<al

jako zbidr otwarty jest zbiorem borelowskim,
Funkc ja

flx) = h[f'if.t), ey Fn(&'ﬂ = £4(x) + <o + £ (x)

jest okreslona na zbiorze £ i na mocy twierdzenia § 186 jest mie-
rzalna na zbiorze £. Wobec tego £, €5 , co koinczy dowdd.

§ 188, Twierdzenie

z| {3, «eey7y S8 funkcjami mierzalnymi skonczonymi na zbiorze
AeS w przestrzeni A,

n
T >0 7(’2- jest funkecja mierzalna skornczona na zbiorze 4.
(=1

D] Twierdzenie powyzsze Jjest oczywistym wnioskiem z twierdzenia
poprzedniego, w ktdrym w danym przypadku mamy 5 = 0 na mocy skor-
czonosci funkeji 4y seey £y

§ 189, Twierdzenie

[=

Fi' ;2 sg funkcjami mierzalnymi na zbiorze 4 €S w przestrze-
ni X,
Ej fl - Fz jest funkcjg mierzalng na zbiorze A-B, gdzie

Bgﬁ{x:(fitx} = £5(&) =0 v (X) = folx) = —on)/\.xe/l} =
={x: ;{’1(.:() =00 A .xeA}n{x:,f‘a(x)

+ {.x: Filx) = = oo n xeAn{x: fola) = —sen xeA}es

oo A xeA}+

D| Twierdzenie powyZsze jest oczywistym wnioskiem 2z twierdzen
§ 187 i § 185, poniewaz

Gy Lgrar Tl stifa
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§ 190, Twierdzenie

Z ,f'i, ’02 sa funkcjami mierzalnymi skoriczonymi na_ zbiorze A4S
w przestrzeni X,

T ,01 - ,02 jest funkcja mierzalng skoriczong na zbiorze A.

Dj

Twierdzenie powyzsze wynika z twierdzen § 188 i § 185,

§ 191, Twierdzenie

2z ’01’ veesfy sa funkcjami mierzalnymi na zbiorze Ae¢S A w prze-
strzeni A,

T JI f; Jest funkcja mierzalng na zbiorze A,
t‘

D Zbidér 4 mozna przedstawié w postaci
A=C+D+E
gdzie
def
C=={x

Gl fi () 0

/A
le{hhwn}
A.xeA}=(CJ {x: | ()| =oonxe,4})n

-1

te{t,.,m}

n
q ({.x f (x) < OA.st}u{.x: £ (x) > OA.xe/-i})eS

2Lt e
D={x: Ze{} lf' () | = 00 A je{1,\../.,n}f:' (x) =0

A J‘-’GA}=(Q{_~"-' l ﬂ-(x)' = 00 A xeA})n

n(Q {.x' !z{} (x) |= 0Ax eA})GS

.Eggﬁﬂx: :/\

ie{*l,...,ﬂ}"qm oo n:st)

n
N {x: H‘L-(Jrjl <oonxeAles
g=1

Zatem
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n
(%) s {x:g f": {x}(a.«xeA}:Ca + Dy + £q

gdzie

3

n
G {x: T £ (x)<anxec}

i1=1

n
de
Da-_ﬁ {.x:t‘fj; £ (x)<a AxeD}
d_' n
Eaﬁ {qc:JT f’L-(.r}(CXA.er}

=1
Ale

n
Ca={‘x:fj—|:l ,C'l»(x)=.-.ooA.x€C}=
1=

={x: \/ ( /\ B 1 CORGN )

Uy Cone (g K\ L€ Ly ey i
m  neparzyste

£ (x) > 0)/\ xeCl=
( M {x: £ (@) < 0AnxeAln

ondi
{¢{ifyrtm}

l':-,(.-.(l'.lm(ﬂ elefi1,-..,!m}
m  neparzyste

1 S ﬂ {.x:,f‘!-(.x)>0/\ xeA})n Ces
BB s by

DeS dia a > 0
.Da -
0ef dla ag 0

gdyz 5T1 f; (x) = 0 dla x€), zgodnie z umowa, %e 0 +00 = 0. (- =
L=
= 0,

Funke ja

hrxii "'l'xﬂ) =‘x1'x2 loo"xn

jest funkejg borelowskag w przestrzeni ?Rn, poniewaz dla kazdego
aeXR
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{(xi. coey Xy )t h(Xy ...,xRJ<cr}
={(.,1'1. ceey Xy )AL, ...xn<a}

jako zbidr otwarty jest zbiorem borelowskim,
Funke ja

n
Fla) =h[fy(x)s conyfr ()] = T £ (2)

jest okreslona na zbiorze £ i na mocy twierdzenia § 186 jest mie-
rzalna na zbiorze £. Wobec tego 5163 i na mocy (%)

/\ {x::jfli £ (x)(anGA}eS

aeR

n
co oznacza, ze funkeja Sﬂ {l(aﬁ spelnia warunek (ﬂ2) dla funkeji
=

mierzalnych, Poniewaz funkcja ta spelnia w sposéb oczywisty réw-
niez warunek (f1), wigc jest mierzalna na zbiorze A.

§ 192, Twierdzenie

_ZJ 701, «+veyfy sa funkcjami mierzalnymi skorczonymi na zbiorze
AeS w przestrzeni A,

mn
T 3'5 f; Jest funkcja mierzalna skonczona na zbiorze A.
1=

g] Twierdzenie powyzsze jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia
poprzedniego.,

§ 193, Twierdzenie

Z| § jest funkcja mierzalng na zbiorze AeS w przestrzeni X.
T|. 1/f jest funkcja mierzalng skorczona na zbiorze 4 -B, gdzie
p 2L {x: £(x) =0 A xecd}es

D 1/Ff jest funkcjq rzeczywista skorczona, okreslona na zbiorze
A -BeS, wystarczy zatem udowodnié, ze speinia warunek (32) dla
funke ji mierzalnych, Ale

(%) ({E\x {#: 7ty <anxed-B}- Cy + Do

8 — Wykindy...
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gdzie
Cagf{x 3 'ffi.x_)(a Ak @)D 0 A.xeA-B}
d
.Da-i{x:?-%?)<a A F(x) <0 AxeA-B}
a stad '
{x 0< £lx) < ia/\ x eA-B}eSala a>o0
Ca'—‘
1063 dla a0
’{x: Flx) <OnxeA-BteS dla axo0
Dy =1
{£: 3<f0 < 0nxed-B)es ala  aco
Zatem

/\. C,+Dy eS8
aéiRa =

i tym samym funkcja 1/f na mocy (%) speinia warunek 082), co kon-
czy dowdéd,

§ 194, Twierdzenie

Z| Fi' F2 sa funkcjami mierzalnymi na zbiorze A4€S w przestrze-
ni X,

1| #,/f, jest funkcja mierzalna na zbiorze A-B, gdzie
B fu: (£x) = 0 v |40 =| £@)] = )rxed)-
={x: fox) = OA.xeA}u({.x:hPi(x}] = oo,\,re,ci}n

n{x:|f§x1|=°°A IGA})ES

D] Twierdzenie powyzsze jest oczywistym wnioskiem 2z twierdzen
191 1 193, poniewaz na zbiorze - mamy
§ 19 § 193 ¥ z bi A-B

A :
R
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§ 195, Twierdzenie

Z ;1' f» sa funkcjami mierzalnymi na zbiorze AeS w przestrzeni X.
#1 jest funkcja skonczona na zbiorze A.

T] fi/Fz jest funkcjg mierzalng skonczong na zbiorze A—B, gdzie

Bﬁiﬂr:ngJ=0,\xeA}eS

D] Twierdzenie powyZsze wynika z twierdzenia poprzedniego w spo-
s6b oczywisty.

§ 196, Twierdzenie

z fi' fz sg funkcjami mierzalnymi na zbiorze A€S w przestrze-
ni X.

I {x: £y < Fyw) Axed}es
{x: £ lx)  Folx) AxeA}eS
{x: A(2) = Fo(x) A xedtes

D {x: £(x) () axeA} =

={x: (w}_._/,z fie)<waw < ,oz(xJ) A xeA}=

- L%z{x Fix)Kwaaedln{x: fox)>wAxeA}es

we

gdzieI - jak poprzednio - oznacza zbiér wszystkich liczb wymier-
nych, przeliczalny na mocy twierdzenia § 15.
Mamy nastepnie

{x: £ Fol) Al ed)= 4 -{x: folx) < Fal&)Axc A}es

oraz

{x: Fylx) = @) awe AY={&: £i(0) K Fo) A & €A }-
-{x: f0) P Axed]es
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§ 197. Twierdzenie

Z| #yy eeesf, sa funkcjami mierzalnymi na zbiorze AesS w prze-
strzeni X.
T| Funkecje

I

max [f‘ifx), s {‘ﬂ(xil
min [£,(2), oeey fip (@)

sa mierzalne na zbiorze A4,
D] Funkeje 9y i gb sq funkcjami rzeczywistymi okreslonymi na
zbiorze 4 €S8 , wiec spelniajg warunek (A1) dla funkeji mierzal-
nych, Ponadto

gi(xJ
g,(x)

/\ {x: gq(x)<a A xed} —{x /\ Fi(@)<anrxeA}=
jegtn} 7

m (x)(aA.xeA}eé‘

=1

a/ﬁ}{ 12 9,(x)<a rAxeA} ={»x:jc{\1<..,u} f'j(a:)<a AxeA}=

JL-J {#: fila)Canaed}es
Zatem funkcje ¢, i 95 spelniaja réwniez warunek (f2) i sg mie-
rzalne na zbiorze 4.

§ 198, Twierdzenie

2z 7!-‘1. {‘2, ... sa funkcjami mierzalnymi na zbiorze A¢S w prze-
strzeni /X,

T| Funkeje
9,(x) = sup F (2)
Tp(x) = inf £, (1)
gstac) = I%m_bal;g F'n (x)

9,(x) = lnim_’i:of £ (%)



309

0 dla tych xe 4, dla ktdérych ciag (£, (x)) Jest roz-
biezny
gs(x) =
%_i.n:of‘n(x) dla tych xe4, dla ktérych ciag (£, (x)) jest
zbiezny,

sgq mierzalne na zbiorze 4.

D] Wszystkie funkeje Gys +e+s §5 sa rzeczywiste i okresélone na
zbiorze A €S i tym samym speiniaja warunek (p1) dla funkeji mie-
rzalnych, Ponadto

= . ’ - 1 =
aé\m{a'. gﬁx)(aaxe/l} {x.kgtjé}ﬁ(xma kAxeA}

1}
Y |
AT

{x: i a -% AxeAleS

-
e

=1 j-

cr/e\m{x: golx) Canxe Al ={x=3‘s\s{z fj (@ canxed}

= {x: ,f‘}-(.x) aAaxeA}es
j=

Zatem funkcje g, : | 9o spetniaja réwniez warunek (B2) isa mierzal-
ne na zbiorze 4. Wobec tego funkcje

G3(#) = ot spfyy 4y ()
gy (x) = wup 121’ Fr +4-1(%)

sg réwniez mierzalne na zbiorze 4.
Niech teraz B bedzie zbiorem tych wszystkich xe4, dla ktérych
cigg (f,(x)) jest zbiezny, Jest wtedy na mocy twierdzenia § 196

B ={x:94(x) = g,(x) AxeA}eS
Mamy zatem
a/e}x {2: g5(@) Ca A xed}=
={x:gg@)<a axeB} +{x: g5@)<an xeA-B}=
= {&: g (x) a Ax€B} +{x: 0la A :ceA—B}eS

poniewaz
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{3 95fx1<cz A -I€3} ={x: gs(.x]<af Axeg}e‘_)‘

0es dla a0
{x: 0<anaxe d4-8} =
A-BeS dla a>o0
Funke ja gs spelnia tym samym rdéwniez warunek (f2) i jest mierzal-

na na zbiorze A4,

§ 199, Twierdzenie

Funkcja rzeczywista T o dziedzinie 7¢ B , gdzie # jest G-cia-
Yem zbiordw borelowskich przestrzeni metrycznej A, ciagla na zbio-
rze A domknietym w przestrzeni 7, jest mierzalna na zbiorze A ze
wzgledu na 6-cialo &,

W szeczegdlnosei funkcja T ciggla jest mierzalna na swojej
dziedzinie 7.

D] Rozpatrzmy zbiér
BaM {x :t(X)> a Axed}

Jes§li 8, # 0, niechx &gy - -+ bedzie dowolnym ciagiem takim, ze

1!

—+ 0o

xigng .-.eﬂaAklimxk = XeT

Ze wzgledu na domknietogé zbioru A jest
Xed
a ze wzgledu na ciagosé funkeji

kl_i..f, t(x) =t(x) ) «a

Wobec tego jest

X € By
Uwzgledniajac dowolnosé ciagu .xi. .:Cz, ++s dochodzimy do wniosku,
ze zbidér By jest domkniety w przestrzeni 7. Wobec tego zbiory 4 i

Bd sa borelowskie w przestrzeni /, a na mocy twierdzenia § 164 A,
By € B . Zatem

N {x:it(x) aanxeAl=A-B,e38
aeA

co oznacza mierzalnosé funkcji T na zbiorze 4.
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Gdy funkcja * jest ciggla, to oznacza to, Ze jest ciggla na
zbiorze ], ktéry jest domkniety w przestrzeni /. Stad funkecja T
jest wtedy mierzalna na zbiorze 7.

§ 200, Twierdzenie

EJ 1095‘1, ceey, sa 6-ciatami przestrzeni odpowiednio ’Yi' Siely
Xn .
2° £ jest funkcja mierzalna na zbiorze /Teefi ® oo ® .

¥ A A A

(DAl Py kefl,...,m-1 X € Hoyeiey Xy 8A7
R R et

funkcja f£ def
[

(x, % S (X yamaydl) Jeat
1.--..“'%] Y1000 'n S
mierzalna na zbiorze A €S ® ... 0 gdzie

I:'r"l"”'x‘k] e in
K

XIIIX-/Y'O
3

AEti A :l oznacza przekrdj zbioru 4 przez punkt (xz'1="'= .z'l-k)
i

e X,
t1

D| Niech ii' ...,in bedzie dowolng permutacja liezb 1, ..., 7

i niech x; , ...,a}k bedzie ustalonym ciggiem punktéw =z prze-
1
strzeni odpowiednio Xé . ...,A?k. Na mocy wtasnodei (przekT)

i
z § 176
A EJ' @ Cot@é‘-
Erl'is ...’leﬂ::l ‘p 41 in
Mamy dalej

a/e\R {(‘xg'k".i. cewy x:.n):FEfi > .""xf&](xfk.Fi' sewy xt”]<aA

A x 1] ...,.Z'- )eA =
( :k+1 ln [z‘ii, ccc,xik] }

2 { (xfk

={(.1"1, ...,%].‘p(xi, .-.,xn) <a A (xiu -¢-’\xn)€A}Ex1.1'...’ 1;(]

+1, L] xinJ:f'(.Z‘i. oov;\x-n)<a A (xli "'!'xnjeA } e



312

Na mocy mierzalnosci funkeji £ na zbiorze A i wiasnosci (przekT)

z § 176 zbidér powyzszy nalezy do G-ciala é'z- ® ...@JE-H. W ten
k+1
sposéb twierdzenie zostato udowodnione.

§ 201. Funkcja charakterystyczna zbioru

Funkcja charakterystyczng zbioru 4 c ¥, gdzie X jest ustalong
przestrzenig, nazywamy funkcje rzeczywistag, ktdérej dziedzing jest

calta przestrzen A i ktdéra jest okreélona wzorem

1 dla xed
X4 (r)ask
0 dla x¢A

Funke ja charakterystyczna X4 jest mierzalna wtedy i tylko wtedy,
gdy AeS , gdzie § jest ustalonym G -ciatem przestrzeni X, poniewaz

0es dla a0
N\ {x:;r’A(.xJ<af} =4%S & AesS dla 0Cag 1
il Xes dla a > 1

Funkcje charakterystyczne zbiordéw maja nastepujace wkasnosci (A,
Ai' t42, TR CAV}:

(h1) A = sup Ay Sy = Sub X%,

D A= sgpAnéA= U 4, @(xeAﬁkgz.xeAkJ =

n=1
& -1V =1) &
(r (%) el )(Ak (x) )
= (g(x) = 2 e ouy XAR(I) = L) E0 K 80D Xy,

(h2) A = inf Anﬁ,};'4= inf oy,

D A= 1£f,4n¢-—>,4= QAR o (xeAﬁk/E;.xeAkJ =

= =
& (gx) = 1 k/e}txgk(x) 1) &

O (4y(4) = 16102 x, (1) = 1)Ex,= inf 1,



313

(h3) A = 1lim sup /4?? =) ’YA: lim sup y

n —» o0 7 —»= co n
Dl Wynika na mocy (hi) i (h2) z tozsamo$ci

A= 1imsup A4, S A = l?r;f sup Aty

7 —+ 0o

X4 lim SUPXAH‘:)XA = 121’ sj::p Kt

n =% 00

h4) A= 1lim inf = = lim inf 4,
(h4) im inf A4, X4 im in Xoa

7n — e ” -+ oo

D| Wynika na mocy (hi) i (h2) z tozsamosci

A= 1im inf 4,9 A= sup izxi’ A
n

N —» o0

n4+k-1

T " NI X S Ty e At g,

N+ co

(h5) A= 1lim 4, & y, = lim X4,

n»oo n—»0Q
D| Wynika na mocy (h3) i (h4) z tozsamosci
A= 1lim A, & A = 1lim sup ,47,‘, = lim inf 4,

7 0o N +oco n -» oo

XAz lim XAnﬁ,YA: lrjrg’snliprﬂ = lim inf XA?:

n - 00 o -
A= A, e =
e ; S g’n’/‘ ,

D] Wynika z definicji funkeji charakterystycznej zbioru i
réwnowaznoéci (hi).

mn n
= ﬁ =
S = Y% T Ay

D| Wynika z (h6), gdy pOlOﬁmeAn+1 =An+2 )
o oo
(ne) A= [ A4S x=T x,
D| Wynika z (h2),
a n
) A= (4, &7, =
( ket K 4 gx“’k

D| Wynika z (h8), gdy potozymy Am-i =’472+2 = v A
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(h10) XA°= 1 =Xy
D] Wynika wprost z definicji.
(h11) Xgo™ XA (1 -)(8) (4,8 c X))
D| Wynika z (h9) i (h10) na mocy wzoru
A-8 =AnB°

§ 202, Funkeje proste

Funkcje rzeczywista £ bedziemy nazywaé funkeja prosta wtedy i
tylko wtedy, gdy przyjmuje tylko skoriczona 1liczbe wartosci skor-

czonych i nieujemnych,
Kazdg funkecje prosta mozna napisaé¢ w postaci

n
(142) £ =k_Z1l 2, x

gdzie Oy, ..., 0, € R, &, ...,dp > 0, ¢4 dla L4, Ay +

+ vve + A, = X. Istotnie, niech @y, «..,dy bedq wszystkimi rézny-
mi dodatnimi i skoniczonymi wartosciami, jakie przyjmuje funkcja F,
niech ai = 0 oraz niech

A ={x: £ = q ), k=1, ...,\7

7Z definicji wynika, ze zbiory Al""'An sa rozlaczne, a ze wzgle-
du na to, ze @ = 0, mozemy przyjaé, ze

C
(%) Al = (A2 ¥ oae. +AR)

czyli, ze

Al i ra e = A

Wynika stad, ze kazda funkcje prosta istotnie mozna napisaé¢ w po-
staci (142) i uwazaé za okreSlona w calej przestrzeni po zalo-
zeniu, ze przyjmunje wartosé zero w calym zbiorze (%). Na odwrét
kazda funkcja postaci (142) okreslona w calej przestrzeni X jest
funkcja rzeczywisla przyjmujaca tylko skonczong lieczbe wartosci
skoriczonych i nieunjemnych, a wiec jest funkcja prostg.

Funkcja prosta (142) jest mierzalna na zbiorze AeS wtedy i

tylko wtedy, gdy wszystkie zbiory A4 n,Aé( k= A L) 8gele=
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mentami G-ciata §. Istotnie, gdy AnAd, €S dla £=1, ...,n,

wtedy funkcjeyy , ...,}, Sa mierzalne na zbiorze A, gdyz dla
1 n
K= 1L, waeytt Jest

0es dla ago
/\{““XA ()<anxeA} =94 -4, =A-AnA eSS dlaola(1
aeR k Ae S dla axi

i wobec tego funkcja (142) jest mierzalna na zbiorze 4 na mocy
twierdzerd § 185 i § 188, Odwrotnie, jesli funkcja (142) jest mie-
rzalna na zbiorze 4, to na mocy twierdzenia § 184

AnAk:{x: Px) = a, n.xeA}eS dla k= 1,...,7

§ 203. Twierdzenie

Kazda funkcja mierzalna i nieujemna na zbiorze AeS w prze-

strzeni X jest granica ciagu niemalejacego funkecji prostych mie-
rzalnych na zbiorze A4,

D| Niech f bedzie funkcja mierzalng na zbiorze AeS, spetniaja-
caq warunek

/\ £ >0

XEA
Niech dla =1, 2, ... bedzie

{.x:i-—2<f‘(.x}(&ﬂ1=f\.xe,4} dla k= 2,...,n2 +1
2™ 2 :
Ankde

{x: FX)>nAxed} dla k= n2'+2
A8 (s ons An,n2"+2)e = A+ {x: £@@) = 0 Axed}
Na mocy twierdzenia § 184 mamy

A €8 dla 7= 1,2,0003 k= 1,..0,72 +2

a ponadto - jak tatwo zauwazyé -

WprowadZzmy funkcje
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gdzie

0
Ay = =2 g1a k = 2,..0,n2 41

i

7o dla- bwnd 42

Funkcje f&, ;2"" sa zatem funkcjami prostymi mierzalnymi na
zbiorze A. Ciag (£;,) jest niemalejacy. Dla x€ A€ jest to oczywi-
ste. Dla takich & € 4, dla ktérych £(x) = 0 jest to réwniez oczy-
wiste., Natomiast dla takich X €A, dla ktérych £(X) > 0, mamy

Fa(X) = n<f, 4(X) =n+l dla 7 ¢ f(x) -1

falx) =nf . 0 -—mdla Fx) =147  £(x),

' : (2™t 4 1<k & (n+1)2™1 4 1)

(2k-4 -
n+1l
2" dla
AC RS X ES MRS 7y (x)
Tt ey 4 A

Wykazemy, teraz, ze

(%) frn (%) 758 f(%)

XEA

W tym celu poldzmy

A=8+7¢C
gdzie
B‘ﬁ{.x: f‘(-x}<°°/\.x€44}
2 (s fla) =00 AxeA)
Mamy wtedy
A/ 9K F@) = 0 2o
X€B myf(x) 2
skad

I\ P @) ==K

X€B
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oraz

/\ fpx) = n>N
n>N . :

XelC Nelt

skad

/\ lim £ (x) =oce = £(x)

XEL MN-=00

Wynika stad (%) i w ten sposéb dowdéd twierdzenia zostal zakon-
czony.

§ 204, Funkcje mierzalne w przestrzeniach z miarg

Niech bedzie dana przestrzen z miara (X, S ,41]. Wprowadzi-
my kilka nowych okreslen,

Wiasnosé o« jest spetniona na zbiorze A (=) AeS A Ac{x cx(.x)}

W szczegdlnosci przyjmujemy

fi = g Fo E2h AeS A fis o sa funkcjami mierzalnymi na zbio-

rze AA /\ Fi&) = Folx).

Wlasnosé u jest spelniona prawie wszedzie na zbiorze A 415@

AeSANV (BcAA w|(A-B) = O A wiasno$é « jest spelniona na

zbiorze B)., -

Funkcje £ bedziemy nazywaé¢ funkeja mierzalng & na zbiorze A
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AeS A BYS (Bc Aru(A-B) = 0AfF jest funkcja mierzalna na

zbiorze B).

W szczegbélnosci, gdy A = X, funkcje / bedziemy nazywaé po pro-

stu funkcja mierzalng ¢. Gdy &4 jest miarg Lebesgue’a, funkcje

mierzalne & na zbiorze A bedziemy rdéwniez nazywaé funkcjami mie-

rzalnymi w sensie Lebesgue’a na zbiorze A, a w przypadku A= X
funkejami mierzalnymi w sensie Lebespgue’ a-

Przyjmiemy dalej, ze
w. A
£y M—f'z qﬁ AedSa f'i, fo sa funkcjami mierzalnymi 4 na
B
zbiorze A Aaéé (BCAA u(A-B) =0n £y =F£,).
Funkcje fy, Fz speiniajace warunek
pr. w A
{1 P2

bedziemy nazywaé réwnowaznymi na zhiorze 4, Funkcje réwnowazne na




318

catej przestrzeni X bedziemy nazywaé¢ po prostu funkejami réwno-

waznymi.
Zauwazmy, ze kazda funkeja rzeczywista jest mierzalna u na

zbiorze miary zero.

§ 205. Twierdzenie

Witasno$é o jest spetniona prawie wszedzie na zbiorze A A CeSa
A CcA = wtasno$é «x jest speklniona prawie wszedzie na zbiorze C,
D] Wtasno$é & jest spelniona prawie wszedzie na zbiorze An(CeSa
ACc A= AecSA Va(Bc:An‘u(A B) = OABc{xQ(x}}ACeSAC'cA#
=CeSa, v (BDgSADcCAH(C“D) =u(C-8nC) =u(C-8)g ¢(A-8) =
- 0aDcB e a (¥)}) = Cedn Y, PcCau(c-D) = OaDC{ria(4)})=
=>wlasnosé o jest spelniona prawie wszedzie na zbiorze C.

§ 206, Twierdzenie

Wlasno$é « jest spelniona prawie wszedzie na zbiorze AACESA
ACS>AAu(C-A) = 0 = wtasno$éé @ jest spelniona prawie wszedzie
na zbiorze C, R
D] Wlasnosé o jest spelniona prawie wszedzie na zbiorze An CeSA
A COAAU(C-A) = 0 =>AeSA \/ (Bc AAu(A-B) = 0AB c{a: « (x)}) A
CeSACoA A a (C-A) = 0= Cesa V. (BcAcCau(c-8) =ul[C-A) +
+ (A-8)] =u(C-A) + ¢(4-B) = 0A gc{x. « (x)})=> wrasnosé «  jest
speiniona prawie wszedzie na zbiorze C,

§ 207. Twierdzenie

Wtasnosci X ye-+y%y, Sa spelnione prawie wszedzie na zbiorze
A 2)8\43 (Bc AAu(A-B) = O A wirasnoSci & ,...,&X,, sa spelnione na
zbiorze B ).

A Antt(A-B,) = 52
D] keft...,m} B‘\és (B, c Ang( 0 A wtasnoscéoay jest speinio
na na zbiorze Bk}=>8v (B=8,n...nB, ABCAAu(A-B) = b

-(Bln...an)] ‘u[(A -B;) u ...u(A BmJ]\( ¢ (A-8) + ... +

+ u(A- B”) = 0 A wlasnoSci &,,...,q, sa speinione na zbiorze B) =
=>B¥S (BcAAU(A-B) = 0 A wiasnodci Xjyeeey%, sS4  spelnione na
zbiorze B).
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