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2° 2z catkowalnodci funkeji gk@x) wynika na mocy wia-
snosci (c29) catkowalnoéé funkcji Lxlj, gdyz

|| 7 ¢ gj )

Wobec powyzszego z istnienia momentu skoﬂczonego1ﬂh+1 WY —
nika istnienie skoriczonych momentéw M gyenesMmy i

k
d®hg(t) koot TORR e,
dgk dépt(k') = g{j({x) etr* gdp (x)

(221) hk(“ =
Poniewaz z definicji
hk(o) ik

wynika stad zadana wtasnosé,

§ 238, Informacja i entropia

Teoria informacji wywodzi sie z zagadnien praktycznych teleko-
munikacji. Jest to obecnie dzia* matematyki zyskujacy stale na znajx
‘czeniu i majgey duze powigzania z rachunkiem prawdopodobienistwa i
statystyka matematyczng. Wprowadzenie teorii informacji do proba-
bilistyki przyniosito nie tylko nowe spojrzenie na znane zagadnie-
nia, ale spowodowalo wykrycie nowych praw i konstrukcje nowych me-
tod, Z tego wzgledu jest pozadane, by wspdélczesny wyklad probabi-
listyki obejmowal roéwniez elementy teorii informacji.

W teorii informacji za jednostke informaeji przyjmuje sie bit,
czyli cyfre binarna (skrét nazwy angielskiej "binary digi&f).
Jest to naturalne, poniewaz za elementarng informacje mozna uwa-
zaé¢ odpowiedZ na jedno pytanie, wyrazong stowami "tak" lub "nie",
ktérym to stowom mozna wzajemnie jednoznacznie przyporzgdkowaé cy-
fry binarne 0 lub 1, Je$li przyja¢, ze alfabet jezyka polskiego
zawiera 32 znaki, to kazdy z tych znakdéw moze byé wzajemnie jedno-
znacznie przyporzgdkowany jednej z liczb od 0 do 31 =zapisanych
W systemie binarnym 5 bitami od 00000 do 11111, W ten sposdéb in-
formacja przesylana jednym znakiem alfabetu moze byé traktowana
Jako informacja zlozona z 5 kolejnych bitéw, Za posSrednictwem zna-
kéw alfabetu kazdy tekst moze by¢ traktowany jako informacja zto-
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%ona ze skoniczonego ciggu bitéw, Informacja przesylana obrazem te-
lewizyjnym moze byé traktowana réwniez jako cigg bitdw, jesli obraz
traktujemy jako uklad skoriczonej liczby punktéw, w ktérych moze
wystepowaé sygnal swietlny lub nie, co znowu odpowiada cyfrom bi-
narnym 0 lub 1,

Zauwazmy, ze uzyskanie okredlonej informacji likwiduje jakis
stan naszej niewiedzy czy niepewnosci, W teorii informacji wpro-
wadza sie¢ pojecie entropii, jako wielkosSci wyrazajgcej stopien na-
szej niewiedzy w danym zagadnieniu. Entropia mierzy sie 1loscig
- informacji potrzebnej do peinej likwidacji naszej niewiedzy., Uzy-
skana informacja jest réwna ubytkowi entropii. Wynika stad, ze
entropie mierzy sig¢ tez w bitach, Na przykiad entropia wyboru jed-
nego sposéréd 8 elementéw jest réwna 3 bity, poniewaz wyboru mozna
dokonaé uzyskujgc kolejno nastepujgce jednostkowe informacje:

bt Czy dany element nalezy do wybranych dowolnie 4 elementdw?

Jesli "tak", to juz wiemy, ze dany element nalezy wy-
braé sposréd tych 4 elementdéw, jesli "nie", to nalezy go
wybraé z elementdéw pozostalych,

2® Czy dany element nalezy do 2 elementéw wybranych dowolnie

z wyselekcjonowanej poprzednio czwdrki elementdw?

Jesli "tak", to juz wiemy, ze dany element nalezy wy-
braé¢ sposréd tej pary elementdéw, jesli "nie", to =z pary
pozostatej,

3 Czy dany element jest wskazanym elementem wybranej poprzed-

nio pary?

Je$li "tak", to element zostal juz znaleziony, jesli
"nie", to elementem szukanym jest pozostaly element danej
pary.

Jak tatwo zauwazyé, entropia wyboru jednego sposréd 27 ele-
mentéw jest réwna 77 bitéw,

Pozornie mogtoby sie wydawaé, Zze za entropie wyboru Jednego
sposréd N elementéw w przypadku 27 < ¥ < g+d powinnismy przy-
Jjaé liezbe m +1 bitdw, gdyz tyle pytarn jednostkowych wystaroza,'
aby wyboru dokonaé, Mozna jednak to zagadnienie potraktowaé nieco
inaczej, biorgc pod uwage, e w pewnych przypadkach wystarcza
mniejsza liczba pytan jednostkowych. Na przyktad, dla wybrania
elementu sposréd ¥ = 5 elementéw, stawiamy pytanie, czy dany ele-
ment znajduje sie w wybranej dowolnie trdjce elementdéw. Jedli od-
powiedZ bedzie "nie", to szukany element znajduje sie¢ w pozosta-



529

tej parze elementéw i dla jego znalezienia wystarczy jeszcze tyl-

ko jedno pytanie jednostkowe. Zatem wyboru dokonujemy za pomoca

tylko 2 pytan jednostkowych. Zastandwmy sie zatem, ile sSrednio

trzeba pytar jednostkowych, aby sposréd 5 elementéw wybraé jeden,

Przyjmujac, ze prawdopodobieristwo znalezienia sie danego elementu

W wybranej trdjce jest réwne %—, a w przypadku, gdy dany element

znajdzie sie w tej tréjce, prawdopodobieristwo znalezienia sie je-

go w wybranej parze elementéw jest rdéwne % , otrzymujemy nastepu-
Jaca Srednig liczbe pytan jednostkowych:

3 i 2
'3+“5"‘§'2+€'2=

ealro
IH
calro

3

5 -
Byliby$émy zatem raczej sktonni wybraé liczbe 1%— bitéw jako en-
tropie wyboru jednego sposréd 5 elementdéw, ale i takie wyjdcie
nie bytoby w peini zadowalajace. JesSli bowiem méwi sie o Sredniej
liczbie pytan jednostkowych, to ma sie na my$li jakie$ serie przy-
padkéw, w ktérych z /A elementéw wybieramy 1 element, Rozpatrzmy
serie¢ k takich przypadkdéw., Jesli za pierwszym razem szukamy ele-
mentu ¢,, za drugim @,,..., za K-ym elementu ¢, to zagadnie-
nie sprowadza sie do wyszukania 1 ciggu (01!-"!9x) sposéréd NX mo-
zliwych ciggdéw, Ale do tego celu wystarczy , pytarn jednostkowych,
gdzie 1 Jest taka liczba, ze

21 <« ykg 2%
czyli
k log, N < n, < k1052N+ i

Zatem srednio na jeden przypadek, w ktérym wybieramy 1 element
sposréd /& elementéw, przypada

n
k
oL =—
k
pytan jednostkowych, gdzie

log, V<X <log, N+ ﬁi—-

Ze wzgledu na dowolnosé liczby naturalnej k przyjmuje sie, Ze en-
tropia wyboru 1 elementu sposréd AN elementéw jest rdéwna

(1) & = log, ¥

22 — Wyktaly...
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Ogdélniej powiemy, ze entropia uktadu N jednakowo prawdopodobnych
mozliwosdci jest dana wzorem (i), Wzér ten nosi nazwe wzoru Hart-

ley’a.
Entropig zbioru bedziemy nazywaé entropie wyboru 1 elementu

z tego zbioru,
Niech teraz bedzie dany zbiér zlozony z K grup po L elemen-
téw kazda. Zatem dany zbidr sktada sie z

fi PR
elementdéw, Jego entropia jest rdéwna

(ii) log,N = 10g2K+ log, L

Widzimy, Ze entropia wyboru elementu z catego zbioru jest sumag
entropii wyboru grupy i entropii wyboru wewnatrz grupy.

Uogdlnimy teraz pojecie entropii na przypadki, gdy grupy .nie
sa jednakowo liczne, w ten sposéb, aby utrzymaé w mocy prawo (ii)
w postaci

(iidi) log N = £, + £y

gdzie £, Jjest entropia wyboru migdzy grupami, a £2 drednia en-
tropig wyboru wewnatrz grup. Niech Nk oznacza liczebnosé k-tej

grupy, £=1,...,k N=N; + «.. +N;. Wtedy entropia wyboru we-

wnatrz Kk-tej grupy jest rdwna logznﬁ, a érednig entropie wyboru

wewnatrz grup okredlimy wzorem

K ﬂk
(iv) £ "N - log, ¥,

k=1

Wprowadzajgc prawdopodobienstwa poszeczegdélnych grup jako

N
Pk = Af . i e

mozemy wzér (iv) napisaé w postaci

K

K K
£2 = ; Py logz(ﬂpk) = kZ‘,\Px log, P, + 1052”'§ P -
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K
= P, logy, p, + logy N
k=1 :

Wstawiajac te wartoéé do wzoru (iii) otrzymujemy

K

£y =_§ Pr 10850

Zgodnie z tym wzorem definiujemy entropie¢ zbioru co najwyzej prze-
liczalnego {91,92,...}, dla ktérego p, oznacza prawdopodobien-
stwo elementu ¢, k= 1,2y0.0 1 Pt snsis T yjako

def n
(222) ¢ =1_ "5 P, 10850, neMvn=oo
k=1 :

Jest to tzw, wzér Shannona.
W przypadku,gdy zbidr sktada sie z elementoéw ¢, » &dzle k jest

numerem grupy, a [ numerem elementdéw W grupie, R= T ey M
KeR v K=os, I= Lyeees i, N, € Rvn, =eco, a prawdopodo-

biefistwo elementu ekJ Jjest - zgodnie zZe wzorem (88) z § 142 - réwne
Peo = Pe "ha

gdzie by oznacza prawdopodobienstwo k-ej grupy, a Ji,; prawdopo-
dobieristwo [-go elementu wewnatrz k-ej grupy, mamy na mocy (222)

K K
6=-353 P, logyp, = "Z z Pe 1°g2(pkﬁkt) 4

K T K 7,
= _E g‘ pk.'?if“ log, p, -E g Pe Ty log, 5':““=

K
= =2 P 1083 5, : = pr ( Ty 1082 T, | =
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K 4 Nk
It - Z‘ P, log, b + 2 ,Ok (— Z JI“ 1032 S’Tm>

k=1 k=1

Otrzymalidmy zatem wzér

(223) 6=6,+6,
gdzie

jest entropig catego zbioru,

61 = _f pk 10g2 p‘.’.

k=1

entropig zbioru grup, czyli entropig migdzygrupowsg, a

52’=:§5 P &
k=1

érednig entropiag wewnatrzgrupowg, gdzie

£k= = Z ?rm log, 7,

oznacza entropie k-ej grupy.
Wzér (223) jest uogélnieniem wzoréw (ii) i (iii) i wyraza pra-
wo dodawania informacji.

Jak wynika ze wzoru (222), entropia tym wzorem okres$lona za-
wsze istnieje i jest nieujemna, poniewaz

/\(ospsi=>- log,p, > 0)
ke M K pk 2Tk

Zgodnie z umowg z § 8 jest tu w przypadku p, =0

0 * log,0 =0 +(-e2) =0
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Twierdzenie (A)

Entropia (2223 jest réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jeden
z elementdéw danego zbioru ma prawdopodobieristwo rdéwne 1, a pozo-
stale majg prawdopodobienstwa rdéwne 0,
D| Poniewaz

/N\ p, log, p, =0
ke T k 25k

wiec entropia (222) jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy

x/e\:]} B 10€s38, = O
czyli
éiﬁhpk= oV a:= 1

Poniewaz
Py F Po Fees = 1

otrzymujemy stad teze twierdzenia,

Twierdzenie (A) jest zgodne z intuicjg, poniewaz w przypadku,
gdy jeden z elementdéw ma prawdopodobierdstwo 1 a pozostalte 0, uwa=-
Zamy, %e informacja jest pelna, czyli niepewnos$é jest réwna 0.

Twierdzenie (B)

Entropia (222) osigga przy ustalonym 7€t wartosé najwieksza
wWtedy i tylko wtedy, gdy

i jej wartodcig maksymalng jest log,n.
EJ Maksimum entropii (222) poszukamy jako maksimum funkcji »#
zmiennych

n
k=1
Z warunkiem ubocznym

p1+..- +pn = 1
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stosujac metode mnoznikéw Lagrange’a, czyli szukajgc maksimum
funkeji

‘7'=‘?‘(P1:“-$p;;97‘«) ='x=Z] Pk, 108, Py + A g px-a

Mamy
/\ __81} =-10g, f, -1+4 =0
ke{t,n} p

v S

gk = - = 0

aA gpk
skad

/\ log, o= A -1

ke{ﬂr",n}

i1 w konsekwencji
1

(V) pi = e =pn = T

[rd

Ze wzgledu na to, Ze funkcja 7
brzegu obszaru swej okreslonosci osigga na mocy twierdzenia (A)

Jest regularna, mnieujemna i na

wartosé 0, wiec musi mieé maksimum, a poniewaz moze je mieé tylko
w punkcie (v), wiec ma je w tym punkcie.
Ze wzoréw (v) i (222) wynika, ze wartoscia maksymalnag entropii
Jjest
n

1 1 ey
(vi) 6=~ 3 Flogy 5 =1logy 3 - = logyn
k=l

k=1

zgodnie ze wzorem (i).

Dyskretny rozkiad prawdopodobieristwa mozna traktowaé jako co
najwyzej przeliczalny zbiér wartosci {xi,xb,...}, ktérym sa przy-
porzadkowane prawdopodobieristwa odpowiednio [ ,P5yee0y Py + Po +
+ +.. = 1, Wobec tego wzér (222) bedziemy réwniez uwazaé za defi-
nicje¢ entropii dyskretnego rozkladu prawdopoddhieﬁstwa. Na mocy
wzoru (180) mozemy entropie (222) uwazaé za warto$é érednig funk-
cji
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(224) h(x) = - log, P (x)

gdzie P(x) oznacza prawdopodobieristwo elementu x i
de
2P ()

Wykazemy jeszcze, ze entropia (222) moze przybieraé wartosé
nieskoriczong., W tym celu udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat
s x—ll—“-”"z o S
k=2 052 k logzk
Dowéd

w0y 2™y

S | 1
nglogzk Z Z Z k logzk e
K=

m=1  p=i0m1 k=27

10:?:_1 2!}!1_1

M
a |
b I e el Z Z ““z—(m—>

m=1  n=10"" K2 i 10522 m=1 p=10™1

M 0™ M 9 9
m=1 ﬁ.‘]om-'l m=1
Analogicznie
f 1 R i 1 o 2" 1
— _—< =
7 2
k=2 klogz n§ % £ ]-Oga r;\ ; 2 1052(29‘)

ney

~°° oo +oo 1 g

n -

=]

1o E(tred) 1o (-GN (3D -
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W ten sposdéb lemat zostal udowodniony.

Podamy teraz przyktad dyskretnego rozktadu prawdopodobienstwa,
dla ktérego entropia bedzie nieskonczona.

Niech na mocy udowodnionego lematu

o

s &
(vii) T —
k=2 Kk Iog;2 k
i niech
def i
(viii) /\ Py ==

S(k+1) 10g§(k+1)

Ze wzoru (vii) wynika, ze jest spelniony warunek

Obliczmy entropig, gdy dla danego rozkladu zachodza rdéwnosci (viii).

6=-m 1 1og L =
i;; S(k+1) logg(k+1) 2 s (k+1) 10g§(k+1)

o log, (sk logg k) 1 E\ logz(sk)
= > — ——2——-—— ==
k=2 sk logg k Ao log, k
= O
Son . en? K 1og§k S £ K logyk

1 - 1
=10825+ -? xz.z—-—k 1032’&

Poniewaz ostatnia suma na mocy lematu ma warto$é nieskoriczong, wiec
i entropia jest nieskoriczona, .

Gdybysmy pojecie entropii rozkladu prawdopodobieristwa jako war-
tosci Sredniej dla funkeji (224) chcieli przedtuzyé na rozktady
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ciggte, otrzymalibySmy dla wszystkich tych rozkladéw entropie nie-
skoriczong, W tej sytuacji definiuje sie¢ entropie ciggiego rozkia-
du prawdopodobieristwa podobnie, ale inaczej, a mianowicie jako war-
todé drednia funkeji

(225) h(x) = - log,f(x)

gdzie £ jest gestodcig prawdopodobieristwa danego rozktadu, skad

(226) é g +/' £(x) 1032{3(1') dx

0 ile entropia (222) dyskretnego rozkladu prawdopodobienstwa
istniata zawsze i byla nieujemna, choé - jak widzielidmy - mogta
byé nieskoniczona, o tyle entropia (226) moze dla niektérych roz-
ktadéw ciggitych nie istnieé, a jesli istnieje, moze przyjmowad
wartosci skoriczone lub nieskoriczone zardéwno dodatnie jak i ujem-
ne, z uwagi na to, ze

CF(x) > 1 = f(x) logy,f(X)> 0
0<r(x) < 1 = f(x) logyf(x) < 0

Na przyktad entropia rozkladu o gestosci

0 dla X<0
f(x)gf % dla O0O<x < c
0

dla;, xX'>¢

gdzie C jest dowolna liczbg rzeczywista dodatnig, jest rdéwna
c c
1 i i
& = —Df-c— 10g2 -Fd‘x' = F ].Dg2 G 6/0’1‘= 10g2c

1 jest dodatnia dla ¢ > 1, réwna O dla C =1 i ujemna dla
o<e<1,
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§ 239, Rozklad jednopunktowy

Rozkladem jednopunktowym P nazywamy dyskretny rozkiad praw-
dopodobieristwa na prostej, w ktérym istnieje taki punkt Q eﬂh zZe

P({a}) =1AP(R -{a}) =0
Dystrybuanta F takiego rozkladu ma postaé

0 dia X' a
dla W > d

>
®
|
!
|
I
I
|
|
A
|
>

0
P(x)
r _______ SR
I
I
SR
0 a

Mamy dalej na mocy (192)

/\ mk=1—ak=ak

ke
W szczegdlnosei .
X = m, =a
Jest dalej
(%) k/e\‘n lp=1- (@-B° =0
W szozegdlnosci wariancja
Uy = 0

i standardowe odchylenie

s=-IA.¢__=o
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Z uwagi na () wspétczynniki asymetrii i splaszczenia nie ist-

niejg.
'~ Funkcja charakterystyczna

PEY), = A PLaIPAL 4
Entropia

6 =1 logyl =0

§ 240, Rozkad réwnomierny

Rozkladem réwnomiernym bedziemy nazywaé rozklad dyskretny, dla
ktdérego

dof 4
ke{i{..\.,m} Py =P({xk})——-5 y meR

Przyjmijmy dla uproszczenia, ze
Xy < eee <X,
Dystrybuanta £ takiego rozkladu ma postaé
0 dla XX,
F(x) = % dla X, <X < Xgyqo K= Lyeen,m-t
1 ale .

P({x}) A

L 2 =L
e j»ﬁp ?h e, —ﬁr —?
(e 4 I |
[pwe:gin 0k | |
I 1 ] | |
1 | 1
X,
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FeOA
f___ Ry | ———
1 —)
fi —_—0 P
o
——) —_—— e ———
Xy Xz X3 o Am
Mamy dale)
1 M "
(o ol gt x
kel & m 7R J

W szczegdlnosc

Wariancja jest rodwna

1 & 2 % "r.: =2
= — = -0
m ;E; (JU

Funkcja charakterystyczna
m
1 .
‘f’(t}=;" Z e:.rjf
y=1

Entropia

m

1 1

oy i m
zl m m 10&2

Na mocy twierdzenia (B) z § 238 sposrdéd wszystkich rozktadéw
skretnych 7 -punktowych rozktad réwnomierny ma najwieksza
tropie.

dy-
en-



541

§ 241, Rozklad jednorodny

Rozktadem jednorodnym bedziemy nazywacé rozktad rdéwnomierny
W przypadku, gdy punkty Xyponey X idg po sobie w réwnych odste-
pach, tzn, istnieje taka liczba rzeczywista dodatnia /) , ze

//\ X =Xk (A=-1)h

w tym przypadku

Xy + (X #h) + oo +[xg + (m=1)h]

&I
1}

-,%[xf + (x1+h)2 ¥ gee t (Xg * m-i)h)a] -(xi + —”’—?—h)z -

% mxi + 2!13:1(1 + eee + (m=1)) +f?2(12 . laiee (m-—-i)a)]

]
1

2
(m=1)hxy = —(@hz

2hx 2 E
-t o) B (eetdn(Ened) | gy, - 0e)7 2

2 2 2
{’-2- (m=1) (4m=2 = 3m+ 3) =—1’-2—(m-1)(m+1) =—’}2~ (2 - 1)

Skorzystalisdmy tu ze znanego wzoru

(227) il M S

oraz ze wzoru

2 def ,2 2 mim+1) (2m+1)
(228) & 17 & J e %—
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Drugi z tych wzoréw wyprowadza sie¢ latwo metodg sumowania strona-
mi réwnosei

2% wifrm 1)V 42 & 3.4% 0 setirena
igtes FPyOrEss

Gw+1)3 = (m+ 1)3 =m° + 3m° + 3m+ 1

+3.2%8% 3.2 ¢+ 1

(]
I

2

Po zsumowaniu mamy

£2 =2 (m'+1)3

3 2 1
B %+3Sm+35m+m

skad
352 = (u+1) =1 -m - 35 -
= ) ()2 =1 = 3m)) = 1) (A + L)

a nastepnie

Si = %—m(m+1)(2mw1)

Ogélnie, chegc otrzymaé wzér na.ﬂﬁ, majac juz wzory %i,...,%:g
sumujemy stronami réwnosci

I

2fH o gt L g f—;i)ik-i + (“;1)1*'1.1+...+1

gttt . (2+1)"‘.+1 = 2k*2 +-(k;1)2k-1 - (kai)z*'1-1+...+1
.a. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - Ld - - -
(m+1)“'1 = (m+1)&+1 = (k ';l':")?;rz’t 1+ (k;j')m&-l 1+,..+1

i otrzymujemy
S;"'j‘ R e =5‘:?+1 + (kzi)fn/: ('“2'1 ,;—1 + aee + M

skad

k 1 k+1 k+1\ k=1 Ak+1\ kA =2 k+1\ -1
Sm = a1 ((m+1) i T (m+1) -( ;}Fm -( ;)fm —— e ;: )Sm)
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W ten sposéb otrzymujemy na przyklad wzory

(229) e ﬁ(ﬁ'ﬂ_iﬁ ok m(m+13(2f?2-|-;3(3mz+3m-1)

m 4 4 m

Postepujac podobnie jak poprzednio z wariancja Mo obliczamy
dla naszego rozktadu

4
h 2 2
Uy =0, u, = 5a5 (m=1)(3n"-7)

skad na mocy wzoréw (206) i (207) wspétczynniki asymetrii i spia-
szczenia sg roéwne

< 6(m2+1)

= o, o = —”2‘—5(”1 1)

Funkcja charakterystyczna ma postaé

¢ (¢) =%(#ﬁé+-&“”h“+...+e““*mrﬂmﬂ=

1}

;ni_ec'de (1 et (emr)2 seLeaw; (ec‘ht’m—i) %

‘Ix;é 1 - ee'mht
1 =t

1
ﬁe

Entropia jako entropia rozkladu réwnomiernego jest rdéwna logym.

§ 242, Rozklad binomialny, czyli Bernoulliego

Rozktadem binomialnym albo rozktadem Bernoulliego, nazywamy
rozktad dyskretny, dla ktérego

/A\ X = k A A,

ke{(l,i,...,?z} k

P{x} ) = bUsmp=L(2 ) p* (1-py~t

gdzie 0 ( p ( 1, (Por. schemat Bernoulliego, § 154),
Dystrybuanta takiego rozktadu jest rdéwna

() aE: o x o

F(x) = 2 (f) pk (1")0)??-!‘ dla m {x{m+i, m= 0,1,.00,n-1

1 dla x> n
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