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Lebesgue’a zero istnieje taki zbidr # typu G5, 2e AcH i # ma
miare Lebesgue’a zero, Wyka.za'liémy, ze 7roéwniez W(H) = 0. Wobec
tego dla kazdego zbioru borelowskiego 5 o mierze Lebesgue’a zero
jest réwniez W(B) = O,

Na moecy tegoz twierdzenia (A) z § 171 dla kazdego zbioru bo-
relowskiego 4 istnieje taki zbidr £,2e A+ 8 =H, gdzie B ma mia-
re¢ Lebesgue’a zero, a zbidér 4 jest typu G, a wiec borelowski,
Zbiér B jest wtedy tez borelowski, gdyz 8 = 4 - A. Poniewaz

W(A) +w(8) = wW(H) =wW(A) =W (H) -=w(8) = W(H)

wiec miara w pokrywa sig¢ 2z miara Lebesgue’a w klasie wszystkich
zbiordw borelowskich, co bylo do dowiedzenia.

§ 179. Wahanie funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej

Niech F£ bedzie funke ja rzeczywista zmiennej rzeczywistej,
skoniczona, okreslong w przedziale <a;6>cR. Nieech X, ...,&p
bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze

(%) a=x0<x1g...{xn=b
Niech
Wt {j:eje {0, 1, ....n-i} Afij+1);>f‘(.xj)}
U est {0, , PO n-i}-—U" ={J:j€ {0. 1, ...,n—i}f\
AF(x; ) <Flaxp) )

Wahaniem gérnym funkcji / na przedziale <a ;6 >CR nazywady
liczbe

v} def  sup 3 MR Y e P ))
AR A= Xg & X oo Xpy=b Jeu + J+1 4

Wahaniem dolnym funkcji £ na przedziale <@;6>cR nazywamy
liczbe

2 def sup 20 A ta) - Flaiag))
ey S O N - Flaj) = F0x5,

Wahaniem bezwzglednym funkeji £ na przedziale <@;0>cR nazy-

wamy liczbe
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n-1
def _op
Uf",<a;b_‘> e SUp ) gl: f(“rj+1) }[‘ij)
A=Ay (A, - LA =0
Na przyklad, wahanie gérne funkecji sin X na przedziale <0;29>
jest rowne 2 i uzyskujemy je jako sume

(sin *g— sin 0) + (sin 2% - sin %.ﬁf‘) = 2

S
SN — —
Mol

2

5

Wahanie dolne jest réwne 2 i uzyskujemy je jako

5 3
Sl vih, 2 e
sin 5 sin 2. 2
Wahanie bezwzgledne jest w podanym przykladzie réwne 4 i uzysku-
jemy je jako sume

sincjz—r— sin 0| + sin%aﬂ“- sin‘g|+| sin 247 = singé’f‘ = 4

2 S

Wahania gérne, dolne i bezwzgledne funke ji £ mozna rozpatrywaé
jako funkecje prawego konca przedzialu

def
+ —— +
Vra (¥) T V2, <aje>

. def
vf,c( () U, <a;x>

Uha () %, <a;a> daxe <a;b6>

Funkcje £ nazywamy funkcjg o wahaniu skornczonym na przedziale
<@ 6> wtedy i tylko wtedy, gdy funkeja vr,a(x) jest skoiczona,
a funkcja o wahaniu ograniczonym na przedziale <<@j&> wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy funkecja vﬁa(x) jest ograniczona.
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Twierdzenie (A)
+ -
Vp, 0 (X)) = vy, (x) + Lo (x)

pj Jesli vy, (x) =oo albo Uz 5 (%) =eo, to z definicji wynika, Ze

o (&) =oco 1 powyzsza réwnosé jest speiniona,

Jeéli '-’,c‘,a("‘) =c0, to 2z definicji jest z}pa(-x} =oc albo
U%crtx)-ao i powyzsza réwnoéé jest tez speiniona,

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy Vpa(-ﬂ {ee , a zatem

takze vf-a(x) {oo i v;.a(.x}((w. W takim przypadku dla kazdej
liczby rzeczywistej & > 0 mozna z definicji znaleZé taki ciag

a=‘x04x1< ocoé'zn“x

ze

* &
PAGCIEE ) > Fhgla - §
£
gdzie

ur d—°£{; 1 6 4 0y Ay ey -1}A/’( 1);:;“(.:.3)}
Mozna réwniez znaleZé taki ciag
A=Y <Yy < eee <Yy, =X
ze
155; (FUyy) = Flyj0) > gt = 5
gdzie
U; cﬁ{j:je {0, 1, ....m-i}nf'(yj+1)</'(%-}}
Utwérzmy ciagg |
@ =25<2 << =&

przez naloZenie na siebie ciggdw 1 01 Xy seeg Xy i Yor yi. disialy

Yot tzn,

je{0t...,n}  kefot,...,p}

j€{01,...,m} ks{0.1,...,p}
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/\ ( \/ LT "";)V(\/ L= yj)
ke{U,‘l,...,p} 7€{04,..., ‘rz} Jje {Dﬁ,...,m}
i niech

de r
o {j:je {o, 1, coer P =1} A L2 4) > £z}

T {j:J € {0, 1, coeyp-1} A F(“ju’ <,0(sz}

Mamy
Vo () > (i, =L lz)) + ((z-)-(z- ));,
Fa j§E+(f %j+1 ;1 J ) jé%— f J i j+1
+
>J§;Qr(xj+i) - £(x)) +;§9- (#ey) -f(y}-,,ij); o g (@) +
" '},:,a (x) =&

Ze wzgledu na dowolnosé liczby & > 0 otrzymujemy

+ —
% (x) = Y o (x) + ?r (x)
Poniewaz z samych definicji wynika, zZe
+ -
2paX)S vp o (X)) + vp 4 ()
wiec otrzymujemy stad teze¢ dowodzonego twierdzenia,

Twierdzenie (B)

Z| Funkcja / ma skonczone wahanie na przedziale <a;o>,

T £(x) = ,C‘ta) - v;_ﬁja(.x) "'"’,c-’:a (w) (tzw. rozkiad Jordana).
D| 2 definicji wynika, ze ;

/\ v{.’a (k)< oo n z}}',,a(x)<-oo/\ v;,a(x}-Coo
xeLa;b>

Niech bedzie dany dowolny ciag (*). Mamy wtedy
£x) = £(a) +J%+ (f’(.xj+1} —f‘(xj)) + J%}_(f(xjuJ - F(X; ))é

@) + Fatn - 2 (f&) - Fx5,4)

Biorgc kres gérny ostatniej sumy ze wzgledu na wszystkie moZliwe
ciggi (»), otrzymujemy

(% %) FRIS Fl@) + vp 0 () = 5, (2)

6 — Wykdady...
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Ale mamy réwniez

Flx) =7{‘(a) +‘2+ (;(xj*'i) -fij)) _Jgj:‘(io(xjj _f(xj"'i)) =

JeU

>f(a) +J_§ (Flxj49) - F2)) - 7 o ()

Biorac kres gérny ostatniej sumy ze wzgledu na wszystkie mozliwe
ciggi (%), mamy

X + ¥ - pn . (2
F ) > fla) + 8y o (x) = o7y ()
skad w polgczeniuz (¥ ) otrzymujemy teze dowodzonego twierdzenia,

Twierdzenie (C)

f jest funkecjg o wahaniu skonczonym na przedziale <a;0>,
+
f lewostronnie ciggla w punkecie &, € (a;6>= Yo 2’{',(: s

1= [

zr;-:a lewostronnie ciggie w punkcie X,;

f‘-prawostronnie ciagta w punkcie Xy € <|a 16) = vf’a, ";,a 2

l’,r;-a prawostronnie ciggie w punkecie E N

F ciaggia w przedziale (a;6) = z;l;a, z}};’a ! Z:f‘,a

dziale (a36).
D Zatézmy, %ze funkcja F jest Ilewostronnie ciggia w punkcie
X € (a; 6 >, a Tunkecja ?},{;a nie jest lewostronnie ciggla w tym
punkcie, Poniewaz 7 jest funkcjg niemalejgeg, wiec

ciggle w pfze-

(1) N /\ pq (X)) = Vpo (X)) =6
ae‘% agx &g,
£>

Natomiast z lewostronnej ciagodci funkeji £ w punkcie Xy Wwynika,
ze

(11) V N 1R - flxgl< &
B Jyg X X
Xy {Xy

Z nierdéwnosdei (i) wynika istnienie takiego ciagu
Xy < Ky e (.xm1<.x0
ze
< 2
%J,ﬂuj) P )| 4| Pl ) = Flxg) | > Fe

skad na mocy (ii)
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£
|f‘fa€j) -f’(.rj_iJ| > 3
Ale na mocy (1)

/\ Vp g (Xo) =0 5 (¥) 28
Lo, XX,
skad wynika istnienie takiego ciggu

£ < X T < <X

1 1+1 5 0
ze
My 5
> ) - flx n,) ~ Flxg)| > Fe
J’:m,ﬂ

skgqd na mocy (ii)

Z | Atey) - £l o> §
Ju???TH
Postepujac dalej analogicznie otrzymujemy nieskorczony cigg ro-
8nacy &4y X9y ee. OTaz cigg rosngcy liczb naturalnych m mé. .
takie, zZe

5141

/\ b3 |P(«rJ-7"(-x = 5

nEW  Jem,+1
skad

kS lreay - pla_p|>= + 5

neW J=1
a w konsekwencji #fa(.xoj =co' whrew zalozZeniu, Zat.em jedli funk-
cja £ jest lewostronnie ciagta w punkeie ¥, € (a; 6>, to funkeja
t"ﬂa tez jest lewostronnie ciq,gla w tym punkcie,

Z twierdzen (A) i (B) wynika, Ze

st (@) = 3 (A0 - fla) + vy 4 (),

- A
o7, (@) = 3 (F@) = £ + vy ()

a stad, ze jezeli funkcja / jest lewostronnie ciggia w punkcie
Jf' € (a; 6> 1 wobee tego - Jjak juz wykazalidémy - funkcja Vpa
Jest réwniez lewostronnie ciggla w tym punkeie, to funkcje v}a 2 5

v; q Sa ‘takZze lewostronnie ciggle w punkcie xo



276

Analogicznie dowodzimy, Ze jezeli funkcja f jest prawostron-
nie ciggta w punkcie .r0€<C(,'b), to funkeje vp ., I?;d . ‘t;;,:a sa
takZze prawostronnie ciggie w punkcie &,

Poniewaz ciagtosé w przedziale (a;6é) jest réwnowazna ciaglo-
gci zaréwno lewo- jak i prawostronnej w kazdym punkcie abea(a;bj,
wigec ostatnia czesé tezy wynika bezposrednio zdwu pierwszych, Tym
samym twierdzenie zostato udowodnione,

Okreslenie

Méwimy, ze wiasnosé  jest spelniona prawie wszedzie w prze-
dziale 4 cR, jesli zbiér wszystkich punktéw przedziatu 4, w kté-
rych wlasno$é o« nie jest spelniona, ma miare Lebesgue’a zero,

Twierdzenie (D)

Funkcja o wahaniu skonczonym na przedziale {@; 6> ma pochodng
prawie wszedzie w tym przedziale,
D| Dowdéd podzielimy na trzy czesei Li, L2, L3, z ktérych pierw-
szg bedzie stanowié twierdzenie Vitaliego, druga oddzielny lemat,
a trzecig wiasciwy dowdd twierdzenia (D). Zanim przejdziemy do do-
wodu czesci L1, wprowadzimy jeszcze jedno okreslenie,

Méwimy, Ze klasa K przedzialdéw domknietych niezdegenerowanych
na prostej pokrywa zbidér < c® w sensie Vitaliego wtedy i tylko

wtedy, gdy

/\ /\ \/ XeAN WA)<LE

XEL LeR Ak
& >0

gdzie «) jest miarg Lebesgue’a na prostej, czyli W(4) oznacza diu-
gosé przedziatu A,

El] Twierdzenie Vitaliego

Jes$li klasa X przedzialéw domknietych niezdegenerowanych po-
krywa zbidr ZcR w sensie Vitaliego, to klasa ta zawiera ciag
przedziatéw domknietych Fa, ﬁb, ses taki, zZe

m
W(Z=-2 P ) =0, meRv m=oo
et

D| Przeprowadzimy dowéd najpierw dla przypadku, gdy zbidér 2 jest
ograniczony. MoZna wtedy zalozyé, Ze wszystkie przedzialy naleza-
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ce do klasy & sg zawarte w pewnym ograniczonym przedziale otwar-
tym @ DZ. Gdyby tak nie by}o, mozna by rozpatrywaé podklase KX *c
C & zYozona tylko z tych wszystkich przedzialdéw klasy X, ktére
leza wewngtrz przedziatu G. Na mocy definicji klasa-ﬂf*pokrywala—
by réwniez zbiér T w sensie Vitaliego, a zadany podcigg przedzia-
1éw domknigtych ﬁi, ﬁb, ... znaleziony dla klasy X bylby réwnies
zgdanym podciggiem dla klasy X,

Ciag 7, P

1 PYBRER definiujemy przez indukcje¢. Niech

d
di‘gi sup «(AP)
Pek

i niech FE bedzie dowolnym przedzialem domknietym speiniajgcym
warunki

di
Piex A @(Py) > 5=

Jesdli zostaly juz zdefiniowane liczby di’ ...,dk i przedzialy do-
mkniete Pi, S5 9 ’5’2 o
: def '
dk+1 s PseuPa’ W(P)
ﬂn({-‘%+...+Pk)=0
)

a jako pk+1 przyjmujemy dowolny przedzial domkniety speXniajacy
warunki

d
k+1
Pkue“”*%—u” (.01 o "pk) =0 A“)(’o/{*+1)> L

Gdyby takiej liczby &, ., Jjuz nie bylo, oznaczaloby to, Zze
P1 * voe +HOZ

i teza twierdzenia bylaby prawdziwa. Wystarczy zatem rozpatrzeé
przypadek, gdy istnieje nieskornczony cigg liczb di' dé, ess 1 0d=
powiadajacych im przedzialdéw domknietych Pi, P2. ees o« Ze wzgledu

na to, Ze przedzialy !2, P,y +es sa rozlaczne, suma %—(d1 + d2 +
+ ...) nie moze przewyzszaé dXugosci przedziaiu @ i wobec tego
(iii) lim dn =. 0

n —» oo

Niech
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y2l 2o S p
j=1 7

Przeprowadzimy dowéd przez sprowadzenie do niedorzecznosci, Za-
16zmy zatem, Ze

w(y) >0

WprowadZmy tez cigg przedzialdéw domknietych P FE, ... takich,
Ze dla kazdego J €Y drodek przedzialu !3*jest érodkiem przedzia-
Iu 13, ale dtugoséé przedzialu F} jest pieciokrotnie wieksza od
dXugoéci przedzialu P, tzn.

X
A @Bl = 5w

JeR

Poniewaz

5 W(P) = co(f,‘ )(u)(ﬁ'}(m

J=1 : J=1

oo * oo =

w( 1PJ) 32 W (A =5J§‘ W(P; )< o0

wiegc

() p* 4m W(P¥) = 5 M‘aJ(P.J<e

o AL S e Ml e B

i w szczegdlnodei

o | el K G

Wynika stgd, zZe

g e
Y% UPJ 40
J=N
czyli
o N-1

(1iv) \/r Xg€ Y= Ll ﬁ}*c:)/cgz —12: ;}

xoeﬁt J=N J=1
Poniewaz klasa K pokrywa zbidér I w sensie Vitaliego, wigc
(V) \/ xoepo Apon(P1+"° +PN-1,=0

ReEeX
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Gdyby

/\ P.nP =0
JeR 9 J

to musiatoby byé

/\ WP L dy
nedt

i na moey (iii)
W(Py) =0

wbrew zaXozeniu, Ze przedzial PO jest niezdegenerowany, Niech za-
tem ”0 begdzie najmniejszg liczbg naturalng taksg, Ze

(vi) PN B, #0
0
Z (v) wynika, ze n, >N, a z (iv), ze X.€ P, - P¥*, Zatem prze-
0 0 0 %o
dzial PO zawiera punkt nie nalezgcy do %* oraz na mocy (vi) punkt
nalezagcy do A, , wobec czego Y
0

W(Py) > 2 :,J(P,zol >dp

Ale na mocy (v) i definieji liczd d,, da, eses musi byé
W(Py) < d”o

skad sprzecznosé, W ten sposéb twierdzenie Vitaliego w przypadku
zbioru ograniczonego < zostalo udowodnione,
Jedli zbidr < jest nieogranieczony,to Z = 2’1 +22 + ses, gdzie

def
A\ 2= z0 g q B hkt) + k15 4)
keq
i zbiory 21, 22, «++ S8 ograniczone. Na mocy przypadku juz udo-
wodnionego i twierdzenia § 161

%
Q’(Z GO - P . =0
"/6\5'? ,_y e "k JZ Y }

gdzie G,? oznacza wnetrze zbioru §, . Poniewaz
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Z, =20 Q) + zn ({~k}+ {k-1})

wiec
Tk
N\ Wz - 2 B =0
keR g1
skad
4 my, ob my
W2 - g Zgj) =§w(zk - 21 B ©
- ‘}I- = . J
Poniewaz przedzialy P,. mozna ustawié w ciag F11' 912, P21, Pia,
922, P31' ... twierdzenie Vitaliego zostalo udowodnione.

L2] Z| Funkcja rzeczywista skornczona f jest niemalejaca w prze-
dziale{ a;b>cR.

T {x: x €(az;6) A D™ flx) =eo})
W{a: & € (a;0) A D_ flx) =c})
W({x: x € (q;0) ADY £(x) =0}
Wfx: £ e (@;0) A D, p(x) =o0})

gdzie
- def A (x+h)=F(x) def £(x+ k) =F(x)
D f(x) o b e D_ Flx) EL l}zm/iﬁr 7

non n
o O O O

+ def £ (X +h)=£(X) Bl £(x+h)=F(x)
D" flx) = e D, £(x) Lin it ,!

nazywajg si¢ pochodnymi Diniego funkcji /, a w szczegélnosci D™f
gérna lewa pochodng Diniego funkeji /, D_/f dolna 1lewa, D'f gérna
prawg i Li{’dolnq prawg pochodng Diniego funkeji {. (Pochodna
zwykta funkcji-/ w punkcie x, istnieje wtedy, i tylko wtedy, gdy
wszystkie 4 pochodpe Diniego sa skonczone i réwne w punkcie Jb,
co wynika z definicji podanych w § 44, § 72 i § 73),.

D| Niech

Z eflx: we(a;6) ADTF(x) =0}
Wtedy na moecy twierdzenia (D) z § 167

x€Z reR he
r>0 k<




281

NN F(x) —:‘(x+h) dS=h =& ({x+h;xD)

XeZ reR heR
r>0 h<0

Niech &, oznacza klase¢ wszystkich przedzialéw («w+h; x> c{a;b> ,
dla ktérych przy ustalonej liczbie r jest spelniona nierownosd
(vii). Klasa X, pokrywa zbiér £ w sensie Vitaliego, Wobec tego na

mocy L1 klasa X, zawiera podciag Pi, 92, ... taki, ze

™m
(viii) o(z-zg- )y =@
J:‘!

gdzie meN albo m=co, Mamy na mocy (vii)

m

Ww(28)=2 W< £k o)
=1 J=1
gdyz £ jest funkejg niemalejaca. Poniewaz na mocy (viii)

m
W< W( > ,o.)
J:IT ‘}
a liczbe r mozemy obraé dowolnie duzg, wiec

WJ(2) =0

W ten sposéb pierwsza czesé tezy zostala udowodniona. Pozostale
dowodzi si¢ analogicznie.

L3] Twierdzenie (D)

2] Przeprowadzimy dowéd najpierw dla przedziatu ograniczonego

{a;b> i dla funkcji # niemalejacej. Na mocy twierdzenia (B)
z § 167 jest

D,f<DF

Niech

A .Ef{.x s & € Jasb) A D flx) < D*}"(.x)}
Poniewaz funkcja £ jest niemale jaca, wiegc
/\ D fx) >0 AD'(x)= 0
xega;b)
i wobec tego



282

/\ NV o p g < D)

xed p,q e
0<p<q
Niech
Wtedy
(1x) A= U B(pq)

s o
P<q
gdzie ze wﬁgledu na wymiernosé liczb p i ¢ liczba sktadnikéw sumy
jest na mocy twierdzenia § 15 przeliczalna.
Niech § bedzie dowolnym zbiorem otwartym takim, ze
B (psqlcq

Na mocy twierdzenia (D) z § 167 zastosowanego do D.Ff

(x) PNEINENL O e N 5
xeﬁfp.q)geﬁ he®
>0 0<a¢d
X+hgb

=S A NN vy =) = Pl e

xXeB(p, deR <(x;jx+hd>c@

= p.d (Kxjx+hd)
Niech X" qznacza klasg przedzialdéw domknietych (a; .x+/:> takich, ze
h>0AxeBlp,g) A (xjx+h>c n
Al %kt hs e PSR
Na mocy (x) klasa & pokrywa zbiér B(p,g) W sensie Vitaliego i

zgodnie z L1 zawiera podciag [J, = <y By Ja =<%ifBod eoe
przedziaiéw domknietych niezdegenerowanych taki, ze

m
(xi) W(B(pyq) - 20 i ) =0, MeMV m=oo
J-1
Niech
def 2=
F J§ (“J'ﬂjj

Z definicji jest
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m
J1s Jp» =+-CQAFCQ A (F) =u(§1}3} )

a na mocy (x)

m
(xii) >

= v{.,JJ_ < pew(F) Lpu(@)

Niech
(6 o B (p,g)nF
Na mocy twierdzenia (D) z § 167 zastosowanego do D+{‘

X€B JeR. keR
¢-9) 850 0Kk
Xt kg b

= /\ o
X€ dze\ﬁt (x;-x\+4>cf %> <a; x+k >
>0 0<k < :

= flx+k) - Flx) Dok = gaJ((.‘x;df+k>)

Niech <X oznacza klase przedzialdéw domknietych (x; x+k> takich,
ze

k>0 AxelC ALax; x+kD>C FA vf,’<‘xix+k>>qa}((x5.x+k>)

Na mocy (xiii) klasa M pokrywa zbidér ¢ w sensie Vitaliego i zgod-
nie z L1 zawiera cigg Tys Togr eee przedzialéw domknietych niezde™
generowanych takich, zZe

¥ 3
(xiv) W(C=-27 )=0, seRMv s=00
t=1
Niech

S

i=1
Na mocy (xiii)

S
‘2 v){'ngi"> qw(ﬁ)

t=1
a poniewaz J,, 9'2, «esCF i wobec tego Hc F , wiec na mocy (xii)

s m
(xv) qw(H) < = .3, < _;%; v?":.?j < pw(Q)
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Niech W, oznacza miare¢ zewnetrzng Lebesgue'a bedaca na mocy twier-
dzenia § 117 miarg zewnetrzng Caratheodory’ego. Na mocy wiasnosci
(z 7) z § 110 mamy

a)e(ﬂfp.qJ) < Wp(C) + W(B(pag) = F)
i na moey (xi)
(xvi) w,(8(prg)) < wpl)
Analogicznie

Wp (C)K W(CnH) + Wp(C=H)
i na mocy (xiv) oraz wiasnosci (z1) z § 110

We (C) < Wp(CnH) <K W(H) =w(H)

Biorgc pod uwage (xvi) otrzymujemy
)

We (B(p1g))< W (H)

i na mocy (xv)
| g« We(B(p,yg)) <pdd(@)

Ale na mocy definiecji (22) miary =zewnetrznej Lebesgue’a z § 116

/AN wB) -6, a< §
eeR B=Ljpr

e >0 r=1
>% B3B(pg)

gdzie P,, P .+. 88 ograniczonymi przedziatami domknietymi, Na-

408 o
tomiast na mocy twierdzenia (A) z § 171

AV w@) -8 §

eeER q otwart
e>0 Q28 3

Sumujge stronami ostatnie dwie nierdwnosci otrzymujemy

/\ \/ @(@) - &(8(p,@))<e

e eR dem‘hj
e >0 QJB(P,Q)

wobec czego
£/§R Q\/ g “)9(5(10’9)]< P e u..‘efB(P,g]] +pE.
&E>0 @8> B(p,:’q)

skad
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- wWe (B(prg)< p o+ @ (B(prg))
Poniewaz z zalozenia p < g, otrzymujemy stad
We (B(psg)) =0
i na mocy twierdzenia Caratheodory’ego z § 111
W (B(psg)) =0
skad na mocy (ix)
(xvii) w(4) =0
czyli
(xviii) 1)+fE=D+f prawie wszedzie w przedziale <{a;b6>
Analogicznie dowodzimy, Ze

(xix) D _f =D7f prawie wszedzie w przedziale {a;b)
Niech teraz
Aig—BE fa: xe (a;b) A D_f(x) <p+f‘(.x)}

Poniewaz funkcja /' jest niemalejaca, wigc
/\ _D_flx) =0 ADF(x) >0
xe (a;6)

i wobec tego

ANV DAFRpLg < D P )

X €A, pyq €M
0<p<yg
Niech

By(prg) 2 {x: we (@i6) A DAXI< P <G < D2}
Wtedy
‘4 o U 8( Il )
17, qem 1(P+9
0<p<g
Niech Qi bedzie dowolnym zbiorem otwartym takim, ze
B4(prq) c Q

Na mocy twierdzenia (D) z § 167 zastosowanego do J_f
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/\ /\ \/ Plx+hr) - F£(x) <p =

A

€ B,(pg) deR heR ’
© € Bypq) >0 0¢-h¢S
ag&-h

= /A\ AV Chctehpas LIRS PISRIC —phi=
x€8,(£,9) 66‘3 (.t‘z}z,x)c 4,

=p e +h; x>)
Niech J‘i oznacza klase przedzialdéw domknietych K+hia) takioh, ze
R0 AxeBprg) Alx+hixdc Oy A Up carhiaXP @ ((.r+}z;._x>)

Na mocy L1 klasa:%’ s pokrywaja,ca zbidér A (p g) w sensie Vitalie-
go, zawiera podciqg ]1 jz. sse przedzialdw domknigtych niezdege- -
nerowanych takich, zZe

m
M(Bifp:q) —2 j;'] =0, mMeERNv M=oo

J=1
Niech
m
ﬁ{bu,m} gt =t go CaipATS 3 E % .;;sJ.i)
Analogicznie do (xii) mamy
m
J§ %, 71@ cW(FIE p - (@)

i nastepnie analogicznie do (xvii) otrzymujemy
“)('41) =0

skgad na mocy definicji zbioru ,41
(xx) D_f> Df prawie wszedzie w przedziale <a;b>
Analogicznie dowodzimy, zZe
(xxi) D+{'?ﬂ “F prawie wszedzie w ﬁrzediiale {a; 6>
Z (xviii), (xix), (xx) i (xxi) wynika, ze

D_f=D"f =D_f=D"F prawie waﬁqdzie w przedziale <Q;06)

a na mocy L2
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D_f=D"F =D+f'=.D+f‘(oo prawie wszgdzie w przedziale <{a;b6)

skad wynika, Ze funkeja f ma pochodna prawie wszedzie w przedzia-
le {(a;0).
Gdy przedzial {a ;6) jest nieograniczony, wtedy

a;b) = }-_J <aj;b;>

gdzie przedzialty (ai;bi). (a2;62>, .+« 58 ograniczone, Funkcja /£
ma w kazdym z tych przedzialéw wahanie skofczone, a wiec na mocy
przypadku juz udowodnionego ma pochodng prawie wszedzie w kazdym
z tych przedzialéw, Zatem ma rdéwniez prawie wszedzie pochodna
w przedziale (a;b).

Gdy funkcja / nie jest funkcjg niemalejaca, korzystamy z roz-
k¥adu Jordana z twierdzenia (B), Jefli mianowicie £ jest funkeja
o wahaniu skorczonym na przedziale {(@;6), to jej wahanie gdrne
ar(j(xj i dolne u?£1(11 sa funkcjami niemale jgcymi o wahaniu skon-
czonym na przedziale {(@;b6) i wobec tego na mocy przypadku juz
udowodnionego maja pochodng prawie wszedzie w przedziale (Q;Q),
skgd wynika, ze i funkcja

£lx) =f(a) + zr;’a(x) - 074 (X)

ma pochodnag prawie wszedzie w przedziale (@;6).
W ten sposdb dowéd twierdzenia (D) zostal przeprowadzony.

§ 180, Funkcje rzeczywiste bezwzglednie ciggle

Funkcje¢ rzevzywista skonczong fokreslong na przedziale (@;6)c
" cR nazywamy bezwzglednie ciagiag w przedziale (a;b) wtedy i tylko
wtedy, gdy

- m
AT NN /\ 3 |#(6)-F@a))| ce
Cap; bppc(@;0) c€R deR (@5 0,)5emey Oy by D@00 J
boeR &>0 d>0 ehiee i, S dia 147
%909 <@j;6;> N <aj;b;> =0 dla 14y
m

J% (bj - J')(d”-

Twierdzenie (A)

Funkeja £ bezwzglednie ciagla w przedziale ograniczonym (@;6)
ma na tym przedziale skoriczone wahanie,
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