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D_f=D"F =D+f'=.D+f‘(oo prawie wszgdzie w przedziale <{a;b6)

skad wynika, Ze funkeja f ma pochodna prawie wszedzie w przedzia-
le {(a;0).
Gdy przedzial {a ;6) jest nieograniczony, wtedy

a;b) = }-_J <aj;b;>

gdzie przedzialty (ai;bi). (a2;62>, .+« 58 ograniczone, Funkcja /£
ma w kazdym z tych przedzialéw wahanie skofczone, a wiec na mocy
przypadku juz udowodnionego ma pochodng prawie wszedzie w kazdym
z tych przedzialéw, Zatem ma rdéwniez prawie wszedzie pochodna
w przedziale (a;b).

Gdy funkcja / nie jest funkcjg niemalejaca, korzystamy z roz-
k¥adu Jordana z twierdzenia (B), Jefli mianowicie £ jest funkeja
o wahaniu skorczonym na przedziale {(@;6), to jej wahanie gdrne
ar(j(xj i dolne u?£1(11 sa funkcjami niemale jgcymi o wahaniu skon-
czonym na przedziale {(@;b6) i wobec tego na mocy przypadku juz
udowodnionego maja pochodng prawie wszedzie w przedziale (Q;Q),
skgd wynika, ze i funkcja

£lx) =f(a) + zr;’a(x) - 074 (X)

ma pochodnag prawie wszedzie w przedziale (@;6).
W ten sposdb dowéd twierdzenia (D) zostal przeprowadzony.

§ 180, Funkcje rzeczywiste bezwzglednie ciggle

Funkcje¢ rzevzywista skonczong fokreslong na przedziale (@;6)c
" cR nazywamy bezwzglednie ciagiag w przedziale (a;b) wtedy i tylko
wtedy, gdy

- m
AT NN /\ 3 |#(6)-F@a))| ce
Cap; bppc(@;0) c€R deR (@5 0,)5emey Oy by D@00 J
boeR &>0 d>0 ehiee i, S dia 147
%909 <@j;6;> N <aj;b;> =0 dla 14y
m

J% (bj - J')(d”-

Twierdzenie (A)

Funkeja £ bezwzglednie ciagla w przedziale ograniczonym (@;6)
ma na tym przedziale skoriczone wahanie,
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D| Przeprowadzimy dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci, Za-
¥6zmy zatem, ze f jest funkcja bezwzglednie ciggla w przedziale
(a;b) i ma na tym przedzial_e nieskoriczone wahanie, Poniewaz prze-
dziat {a;b6) jest z zalozenia ograniczony, wiec

(%) /\ \/ v L = oo

TeR  <@gibp>caiby #2<%ibo>

g>0 bp~ag<d
W przeciwnym bowiem przypadku przedziat (a;6) mozna by przedsta-
wié jako sume skorczonej liczby przedziatéw o diugosciach mniej-
szych niz J, na ktérych funkcja # mialaby skonczone wahanie, skad
wynikatoby, Ze funkcja # réwniez na przedziale (@;6) ma skonczone
wahanie, wbrew zalozeniu. R6wnos$é (%) jest sprzeczna z podanag wy-
zej definicjg funkecji bezwzglednie ciaglej, z ktérej wynika, ze

\/ /\ PR
E/E\S{ FeR {dy; by dcLaibd Fi<ags boYS
e >0 >0 bg — @p<d

Tym samym twierdzenie (A) zostalo udowodnione,

Twierdzenie (B)

Funkcja f bezwzglednie ciggta w przedziale (a;b6>ch  jest
jednostajnie cigagta w tym przedziale.
2} Na mocy definicji funkcji bezwzglednie cigglej

Pgweanel /N (la-zp | <= ] A -A() <8
EeR JdeR xg,x€<a;6y -
&>0 a>0

co oznacza, ze funkcja # jest jednostajnie ciagta w przedziale

{a; b>.

Twierdzenie (C)

Funkc ja £ bezwzglednie ciggia w przedziale (@;6)c® ma po-
chodng prawie wszedzie w tym przedziale.
D| Jesli przedziat {a;6)> jest ograniczony, to twierdzenie (C)
wynika bezposrednio z twierdzenia (A) tego paragrafu oraz twier-
dzenia (D) paragrafu poprzedniego.

Gdy przedzial {a;b) jest nieograniczony, niech

/\ A, def G0 R <ksED

kem
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Poniewaz kazdy z przedzialdw A&, Az, ««+ Jjestl ograniczony i funk-

cja £ jest w kazdym z nich bezwzglednie ciggla, wiec ma w kazdym
z nich pochodng prawie wszedzie, Niech

/\ 5 &= {.x: xe,dk A funkeja f w punkcie x nie ma pochod-
keM &

ne:j}
5 ad—ei{.x: X € {(a;b> N funkeja £ w punkeie &« nie ma pochodne:j}
Wobec tego

31 (< 82 (S

8 = "

o B
/\ M{Bk) = 0
keT

i na mocy wilasnosdci (m7) z § 105
W(B) =0

co oznacza, Ze funkcja f ma pochodng prawie wszedzie w przedziale
{@;b). Tym samym twierdzenie (C) zostalo udowodnione.

Twierdzenie (D)

Kombinacja liniowa funkcji bezwzglednie ciagtych w przedziale
{a;6>cR jest funkcjg bezwzglednie ciagla w tym przedziale.
D| Niech

plo fiw, iaaep

gdzie C.y oouyCpeR i Ciy seeyCyp #0, a f'i, ...,f’n sa funk-
cjami bezwzglednie ciagiymi w przedziale (Q;6)c R . Na mocy defi-
nicji

/X o /\ V

(aoib(,)c(a,'b) ceR k e{l,...,n} : d‘k e R
dﬂ,bofm £>0 di‘ >0
m
&
N\ 3l e)-A@l o

<a1 ,b"):;;;;. y <am 3 b")c(aoi b0>
@i56,> n<aty56;>=0dia ity
55‘ (6j-a;)<d;
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Stad
7
74 SR A A 2 |AG)~F@j)] =
(@yibydcqaiby € eR deR (u,;b,),;?}.ééa.m-,bm)c(au;ba)J"1

.ao,baeﬁi 8)0 dnm(d;,...,é'n) (anlet)ﬂ(aj,%)ﬂodhtfj
= , 2 G-
= JZ1 |0 g(F4065) = £10a)) + cee + 0, (£, (8) = fo(;))|<

m m
<| "’1]_;%? | £y6:) = pitay |+ ... +lcnlj21|fn (6;) = £, (aj)] <

Zatem funkcja £ jest bezwzglednie ciggta w przedziale {Q;b), co
byto do wykazania.

Twierdzenie (E)

Iloczyn funkcji bezwzglednie ciaglych w przedziale (Q;b6)c®
jest funkcjg bezwzglednie ciggla w tym przedziale.
D] Niech

e p

gdzie Fi' #., sa funkcjami bezwzglednie ciggiymi w przedziale
{a;b>. Wobee tego Fyr £, sa funkcjami skorczonymi w przedziale
{a;b6) i tym samym ograniczonymi w kazdym przedziale ograniczonym

(aogbo) c <a;b), UD,OOGZR

Niech Ni i Nz bedq takimi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ze

.xeé}m%;l £4(x) | R n| faijl <N, (oo

Z bezwzglednej cigglosci funkeji £ i {‘2 w przedziale (ao;bo> wy-

A\ 7N A\

(Qgibp>ca;b> &eR deR Q3013w y i b1y > € KA 6>
Qy,6,€R e>0 d>0 meR o
<a;;6;>1<a;; 6> =0 dia i#]
bi-a:)<d
& (4-a5)<

m ™m
&
2lAce) - ftapn | <o a X | £al65) = fotaj | &
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Stad

LR by A N\

a.; bycia;by eeR  deR  £a;36,),.. @ 36 D> € g3 6p>
< o G><J>$)0 550 1 1m€$,-m_,b. "Odhf*'
ao,bﬂeﬂi (aa-,b‘-r)"n '\aJ:l J) _}

£ q:)ea
:%,‘(bj aj)<

m

S pth) - £la)| = S|pl6) £ift) = £ilai) Fyta)| =

J=1 J=1

- J2|(,qt b) - fifaj)) Falb;) + £4(a;) (f’szjl - fzfaj’)l"’;

éilfifbj-l - £1la) || £2060) | + %} |F1la)||Fall;) - Falaja|<
= -

m 3 -
<Ny ;E;lfa(%-) . fifq;l |+ Ny ;E;‘fh(%;) = fzfq})| <
J= .

<N

&
n_+N
2 2N2

&
S
1 2#1

co znaczy, %e funkeja £ jest Dbezwzglednie ciggia w przedziale
(a;b>.

Na mocy powyZszego z tratwoscig dowodzimy przez indukeje, ze,
jesli

]‘,2701 S ane '?[‘n

gdzie fa, ...,ﬁ; sg funkcjami bezwzglednie ciggiymi w przedziale
{a;b>, to réwniez funkcja £ jest bezwzglednie ciggla w tym prze-
dziale, Tym samym twierdzenie (E) zostalo udowodnione,

Twierdzenie (F)

Jesli funkcja # bezwzglednie ciggla w przedziale {a;b>c‘R ma
pochodnag réwna O prawie wszedzie w tym przedziale, to £ ma stalg
wartoéé w przedziale (a;6).

D| Niech @y bo bedg dowolnymi punktami przedziatu {a;6), % #
# 60‘ Funkcja f ma pochodng rdéwng zeru prawie wszedzie w prze-
dziale (bb;éb).

Niech

Zgﬁf‘{x: X € Ayiby> A F£(X) = 0}
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Mamy
W @yibyd =2) = 0, 2c<ay;60)

Nastepnie

oyl \/]ffme -f(x)l

EeR x€ez heﬂ
>0 h>0

A\ V  |ra+n) - £ cen
eeﬁ xeZ heR
£>0 h>0

Otrzymana w ten sposéb klasa przedziaidéw domknigtych {x;x+h> po-
krywa zbidr Z w sensie Vitaliego i wobec tego na mocy twierdzenia
Vitaliego z poprzedniego paragrafu istnieje ciag przedziaXdéw do-
mknietych rozigecznych

<‘x1; x'.‘. +‘&1>! <‘x2; xz +h2>| saey ki' k?..' oo > 0'

taki, zZe

m
W(Z = _21) (xj; X +hi>)=0
gdzie m e Jlvm =00, Wobec tego

W(Cagi 60> = Z‘ xjix+ hp) = W((<agibe> - 2) +

x+40) =(

1
m
+a(Z = 2 & ixi+hi>) =
J=1

+ (2 = f}(x

J. J

§ <‘z};.xj+ly>—2‘})é u)((aosbo)-Z) *

czyli

m
W< @gi 6> -J§ {xji & +hi>) =0
Niech deR, J > 0 bedzie liczbg odpowiadajgca liczbie juz wyzej
obranej & wediug definicji funkeji bezwzglednie cigglej . Z cig-
gu przedzialéw ( X Xj o+ kj> ) mozemy wzigé tak duzg liczbe N
wyrazéw, Ze :
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N
(% % %) WO(( ag; by) = E(x; G+ hi>)<O

przy czym mozemy zalozyé, Ze

+b <b N+1

Wobec tego, niech
d u
PO-& (ao; x1>, F’i def <x1 + hys x2> ’ ""pﬂ-iﬂé'i‘—i +

i na moecy (**x)

N
E’; W (P

'skad na mocy definicji funkcji bezwzglednie ciggiej
N
(o) JZ[']; | £l ,q) - Pl + hj) | <e
Z drugiej strony na mocy (¥x) mamy
(00) 2\,0(.:: +h) =Pla)|Ce Zk < & by -ag)

Na mocy (o) i (o0o0) otrzymujemy

N

N
+ ;If(ﬁ +kj} -;l‘(xj)|< e +&(by -ay)

a ze wzgledu na dowolnosé liczby &>0
f(bol = F(GOJ

Poniewaz q, i bo byly dowolnymi punktami przedzialu {Q; 6), wobec
tego funkcja £ ma w tym przedziale stala wartosé, co bylo do wy=-
kazania.
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