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£)_ fi = D~£ = J) + fi -])+f(co prawie wszędzie w p r z e d z i a l e <a,6^> 

skąd wynika, że funk c j a f ma pochodną prawie wszędzie w p r z e d z i a ­
l e (a; b). 

Gdy przedział ( a ; b)> j e s t nieograniczony, wtedy 

<a;6> = U <a }b > 
J-1 J J 

gdzie przedziały <ał;61>, <ar2;62>, ... są ograniczone. Funkcja/ 1 

ma w każdym z tych przedziałów wahanie skończone, a więc na mocy 
przypadku już udowodnionego ma pochodną prawie wszędzie w każdym 
z tych przedziałów. Zatem ma również prawie wszędzie pochodną 
w p r z e d z i a l e <a;6^. 

Gdy fu n k c j a fi n i e j e s t funkcją niemalejącą, korzystamy z r o z ­
kładu Jordana z tw i e r d z e n i a ( B ) . Jeśli mianowicie fi j e s t funkcją 
o wahaniu skończonym na p r z e d z i a l e <ct;6)>, to j e j wahanie górne 

a{jc) i dolne ir^ a (x) są funkcjami niemałejącymi o wahaniu skoń­
czonym na p r z e d z i a l e <a;6> i wobec tego na mocy przypadku już 
udowodnionego mają pochodną prawie wszędzie w p r z e d z i a l e (a;6)-, 
skąd wynika, że i fun k c j a 

fi W =f{a) + tfpaW - tf£afjc) 

ma pochodną prawie wszędzie w p r z e d z i a l e (ct;b>. 
W ten sposób dowód t w i e r d z e n i a (D) został przeprowadzony. 

§ 180. Funkcje r z e c z y w i s t e bezwzględnie ciągłe 

Funkcję rzeczywistą skończoną /"określoną na p r z e d z i a l e (a;byc 
c3t nazywamy bezwzględnie ciągłą w p r z e d z i a l e <a;ó> wtedy i t y l k o 
wtedy, gdy 

n \ 1] 
A A V A pM^)-f(a3) 

<<*o>bo>c<a>b> £ e 3 t rfe* iavb^,...,<am;bmyc(a0;b0y J~ 

a0,b0*Jl (OfjiftA n <or ;fy>-0 dla i+j 

Z ( b J - a J ) « ) 

Twierdzenie (A) 
Funkcja f bezwzględnie ciągła w p r z e d z i a l e ograniczonym <(dfby 

ma na tym p r z e d z i a l e skończone wahanie. 
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DJ Przeprowadzimy dowód przez sprowadzenie do sprzeczności. Za­
łóżmy zatem, że f j e s t funkcją bezwzględnie ciągłą w p r z e d z i a l e 
(a ;b) i ma na tym p r z e d z i a l e nieskończone wahanie. Ponieważ prze­
dział (a;by j e s t z założenia ograniczony, więc 

C * J A V 

W przeciwnym bowiem przypadku przedział (ci;by można by przedsta­
wić jako sumę skończonej l i c z b y przedziałów o długościach mniej­
szych niż dt na których fun k c j a f miałaby skończone wahanie, skąd 
wynikałoby, że fu n k c j a fi również na p r z e d z i a l e (ct;óy ma skończone 
wahanie, wbrew założeniu. Równość (#) j e s t sprzeczna z podaną wy­
żej definicją f u n k c j i bezwzględnie ciągłej, z której wynika, że 

A V A S<£ 

£€SR <Te?R <a0; b0>c<a;b> ^< ao^o> N 

e >0 S>0 b0 - a0<<? 

Tym samym twierdzenie (A) zostało udowodnione. 

Twierdzenie (B) 
Funkcja ^"bezwzględnie ciągła w p r z e d z i a l e (a;by<^^ j e s t 

j e d n o s t a j n i e ciągła w tym p r z e d z i a l e . 
Dj Na mocy d e f i n i c j i f u n k c j i bezwzględnie ciągłej 

A V A t\x-xQ\<<r**\fi(*)-fi(*0)\<e) 

e>o S>a 

co oznacza, że fu n k c j a f j e s t j e d n o s t a j n i e ciągła w p r z e d z i a l e 
<a; b>. 

Twierdzenie (C) 
Funkcja f bezwzględnie ciągła w p r z e d z i a l e (a; 6}c TH ma po­

chodną prawie wszędzie w tym p r z e d z i a l e . 
DJ Jeśli przedział (.a; by j e s t ograniczony, to twierdzenie (C) 
wynika bezpośrednio z twi e r d z e n i a (A) tego paragrafu oraz t w i e r ­
dzenia (D) paragrafu poprzedniego. 

Gdy przedział <\a;b} j e s t nieograniczony, niech 

A Ą 4 <a,b> n <-k,k> 
keW. 
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Ponieważ każdy z przedziałów A±, A , ... j e s t ograniczony i funk­
c j a f j e s t w każdym z n i c h bezwzględnie ciągła, więc ma w każdym 
z n i c h pochodną prawie wszędzie. Niech 

. A B\ — '• •* e A, A funkcja f w punkcie x nie ma pochod-

nej ] 
B — 1 { * J Jre <a;6> A f u n k c j a w punkcie oc n i e ma pochodnej} 

Wobec tego 
B^ c c . . . 

B = 0 Bk 

k=\ K 

A <J(B ) = o 
£e3t 

i na mocy własności (m7) z § 105 
c0(5) = 0 

co oznacza, że fun k c j a f ma pochodną prawie wszędzie w p r z e d z i a l e 
(ct;b). Tym samym twierdzenie (C) zostało udowodnione. 

Twierdzenie (D) 
Kombinacja l i n i o w a f u n k c j i bezwzględnie ciągłych w p r z e d z i a l e 

<a;6>cS j e s t funkcją bezwzględnie ciągłą w tym p r z e d z i a l e . 
DJ Niech 

f ^ c l h + — +Cnfn 

gdzie C±i . ... ,C„eX i C±, ..., c„ £ 0, a f±t ...,fn są funk­
cjami bezwzględnie ciągłymi w p r z e d z i a l e ('ajb^cft . Na mocy d e f i ­
n i c j i 

A 1 A A V 
<a0>b0yc<a,b> ee3t k e ( T ^ e l 
a 0 , ó o

e * £ > 0 <k>° 
A w 

. j S i 4 » ) - / l ( 9 ) l < # 5 
<a1i61>,...,<awi V c « V 6 o > 
<<rt- ; 6Ł- > n <or; ;67>=0 dla ifj 
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Stąd 

A A A A £ \ m ) - f ( a j ) \ = 
<a0Ą>c<a/b> e e% Set <a);61>v^am;6m>c<a0;6(>ri 
]a0;b^t. £>0 Ó--.™(Sv...,Sn) <a.jłH>n<a>b.>,odbtfj' 

tś , y ̂  

< l c j £ I ^ ) - ^ ) | + . . . t U J ^ | f „ ty) - ^ Ą ) ] <<* 

Zatem funkcja ^ j e s t bezwzględnie ciągła w p r z e d z i a l e (ct'tby, co 
było do wykazania. 

Twierdzenie (E) 
Il o c z y n f u n k c j i bezwzględnie ciągłych w p r z e d z i a l e ; 6) c!R 

j e s t funkcją bezwzględnie ciągłą w tym p r z e d z i a l e . 
DJ Niech 

[ r i r 2 
gdzie f. » f9 są funkcjami bezwzględnie ciągłymi w p r z e d z i a l e 
<£t >by. Wobec tego fi% f2 są funkcjami skończonymi w p r z e d z i a l e 
(a;by i tym samym ograniczonymi w każdym p r z e d z i a l e ograniczonym 

< V V c (a;b), ct0,bQeX 

Niech i AL IN** t a k i m i l i c z b a m i rzeczywistymi dodatnimi, że 

A ' l \</v± <°° a I /y*> I < ̂ 2 < o ° 
^€<a0;60> 

Z bezwzględnej ciągłości f u n k c j i i f2 w p r z e d z i a l e (aQ}b0/ wy­
n i k a , że 

A A V A 
<a0,60>c <a,6> £ cfe3i <a1ifel>,...,<aOT;6Wf > c <a o ; 60> 

°' 0 «*t>Ą> n <a j ;6 7> -0 dla f * j 
j-i j 3 

2/̂  
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Stąd 
A A V A 

a 0 ; 6 0 e S C > ° ^ > 0 <a £ >6.>n<a ; i6 J>=0d,aM j 

Z {bj-aj)<S 

ul m . 

%\fibf) -/"Ca,-) - £ / Y V / ,a ( 6 J ) " W / 3 = 

^ Z l / W - > 11/"âj 11 + 2 k i ( V l l / V 6 7 ) - / v v 

J-1 J-1 

j - 1 1 ' j - i 1 
< 

2N„ 
N 1 ' 2/V, 

co znaczy, że funkcja -p j e s t bezwzględnie ciągła w p r z e d z i a l e 
<a-,by. 

Na mocy powyższego z łatwością dowodzimy przez indukcję, że, 
jeśli 

f ~ f± ' • • • * fn 

gdzie A , ...,-pn są funkcjami bezwzględnie ciągłymi w p r z e d z i a l e 
(d;byt to również fun k c j a j e s t bezwzględnie ciągła w tym prze­
d z i a l e . Tym samym twierdzenie (E) zostało udowodnione. 

Twierdzenie (F) 
Jeśli funkcja f bezwzględnie ciągła w p r z e d z i a l e <a;6>c3{ ma 

pochodną równą 0 prawie wszędzie w tym p r z e d z i a l e , to / ma stałą 
wartość w p r z e d z i a l e (a;b)>. 
JjJ Niech a 0 , bQ będą dowolnymi punktami przedziału <(ct;b), ctQ ^ 
^ 6Q. Funkcja f ma pochodną równą zeru prawie wszędzie w prze­
d z i a l e <^ 0f^ 0>-

Niech 
def , % 

Z — x£(aQ;bQy A f'[x) = o} 



292 

Mamy 

">C<V 6o> ~ z ) " °' Z c < V 6 o > 
Następnie 

£ >0 ft>0 

A A V \ftx+h) -f(*)\<eh 
£eS xeZ heft 

Otrzymana w ten sposób k l a s a przedziałów domkniętych (x\oc+hy po­
krywa zbiór Z w sensie V i t a l i e g o i wobec tego na mocy twierdzenia 
V i t a l i e g o z poprzedniego paragrafu i s t n i e j e ciąg przedziałów do­
mkniętych rozłącznych 

< X±i X± + A.1> , <<x2i x2 + h 2> , . . . , h±% h2, ... > 0, 

t a k i , że 
m 

u) (Z - 2 <Xj i X4 + kj> ) = 0 
/ - i J J J 

gdzie m e Ofl vm = °°. Wobec tego 

u)«a0;b0>- 2 <XjiXj+kfi) = aj(«a 0;ó 0> -Z) + 
3 ̂  

+ ( Z - £ <Xj l*f+Aj)) - ( £ <xjiXj+hj>-Z))41 <*)(<a0ił>0>-Z) + 

m 
+ <ć[Z - £ <Xj iJCj + hj?) = o 

3 ̂  

c z y l i 
777 

oX< 6 o > " Z <•*> ; + hj> } = 0 

Niech cfeJR, cf > O będzie liczbą odpowiadającą l i c z b i e już wyżej 
obranej £ według d e f i n i c j i f u n k c j i bezwzględnie ciągłej . Z cią­
gu przedziałów (< Xi ; Xj + hj )> ) możemy wziąć tak dużą liczbę /V 
wyrazów, że 
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N 
(*#*) a ) ( < a 0 ; 6 Q> - 2 < ^ J ^ + hj>)<S 

przy czym możemy założyć, że 

^0 + "o = °0 <*! <*1 + h± <*2 < ̂ 2 + k2 < < XN + 

+ hN < 60 = l V n 
Wobec tego, n i e c h 

< V *±> • P i ̂  < * i + V * 2 > V i ^ < % . l + 

+ */V>« ^ ^ <*/V + ^ ; 60> 
i na mocy (###) 

i-o J 

skąd na mocy d e f i n i c j i f u n k c j i bezwzględnie ciągłej 
N 

(o) X | f ( ^ + 1 J " f(*j + ^ ) | < « 

Z d r u g i e j strony na mocy (*#) mamy 
/V | | /V 

(oo) £ < * C60 - f l f Q ) 

Na mocy (o) i (oo) otrzymujemy 
N 

/V | | 
+ £ \ f ( ^ i + /r , ) - / * ( * , ) < « + < £ ( 6 0 - o r 0 ) 

j « i J J 

a ze względu na dowolność l i c z b y £ > 0 
/ • ( 6 0 ) 

Ponieważ o Q i ÓQ były dowolnymi punktami przedziału <a, ó>, wobec 
tego f u n k c j a f ma w tym p r z e d z i a l e stałą wartość, co było do wy­
kazania. 
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