575
Na mocy (243) i (245) otrzymujemy

(<]

(r-1)1og,e
E=r. log,e + log, r(r) - 1052{; = ) fur‘-i logeu-e"”du
0

i na mocy wtasnosdci (059) caltek Lebesgue’ a
(255) é = 1o 1 e rer)) - (r-1) 1log, e Cr
a1 -l s

§ 248, Rozklad x2

RozkXadem Xa nazywamy szczegdélny przypadek rozkiadu gamma,
gdy

bwd Full neN

gdzie n nazywamy liczbg stopni. swobody rozkladu X2 Na mocy
(242) gestosé prawdopodobieristwa rozktadu X wyraza sle wzorem

: de 0 dla x <0
(258) p(x) = X,;] (x)"—r' 2 -2

2.5 r) N

a F‘(z)dane jest wzorem (248),
Na mocy (250) funkcja charakterystyczna rozkladu X ma po-
staé

X
2 dla x>0

1
(1-24¢)

(257) g(t) =

n
2

2 na mocy (251) wyrazaja sie wzorem

r(z)

W szczegbélnodci wartoscig Srednig jest na mocy (252)

Momenty rozktadu ){

(258) 2k

(259) my =&=n
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Wariancja rozktadu ;(2 na mocy (253) réwna sie

(260) dy = 21

a wspétczynniki asymetrii i sptaszczenia na mocy (254)

7, % Paa )

(261) e

Entropia rozkiadu ;{2 na mocy (255) jest

. r
(262) é = log, |:2€§r'(§):] = n—Ez : r{g) - logye
2

§ 249, Rozklad f -Studenta

Rozktadem ¢ -Studenta nazywamy rozklad ciggly o gestosci praw-
dopodobienstwa

(263) ry (x)d—e‘o B y neMl
vl 15 .xz ns1
V;B(—z-' E).(iq-—n—-)z
gdzie 7n nazywamy liczbg stopni swobody rozktadu t =Studenta,

a 8(p,q) jest tzw. funkcjg beta Eulera

(264) 8(p.q)9l££ facf"""‘(i—:c)‘f‘1 dz, prqeR A p,g>0
0

Latwo wykazaé, ze
i I
(265) B(Paq) = I"}P”I )

W tym celu rozpatrzmy iloczyn

fe

M o

>
M(p+q)- B(p,q) = F‘(p+q)f.;l:p"i(1-.J1f)q":l dx
0

1+

=
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o

Fp-t Te+q) pr [ wP cuggy
-O/H (1+y)P*9 ay 8 jy ./(1”)!’*‘! 4 yu-("‘y}v

o0

fyp 1f P+3-1 o=U-VY gy dg( o fvP*‘q-i "’fyp =4 "’ydy dp=
0

-tf $4 e-v‘/‘tp-i et at do =

PU=E g 0

StP ettt [o¥ e %ds = P (p)- M (Q)
0 0

co byto do wykazania.

Zajmiemy sie teraz sprawg istnienia momentdéw rozktadu Tt -=Stu-
denta, W tym celu rozwazmy calke

o0

def k i 3
Tt f f (x) dx = dx =
¥ (2! 2 % (1 +?{" T 'ﬁﬁ’
k (= =]
= k
n n u
l E‘/ n+ u>3(l _r;_)l/ n+i du>
(2 2) (1+22) 2» 2/ (1+u2) ®
n U.= u -n_idu
l ,n_/ i ; n_i
(3 3 (V22) 2 2

2!21

Zatem dla k>n jest [,f=c . Rozpatrzmy teraz moment

(*) m ]:_-k £ (x) = Ink = Ing dlak nieparzystych
k [n] B I, dla k parzystych

Jesli zatem k>n , to dla k£ nieparzystych moment mk nie istnie-
Je, a dla k parzystych jest réwny co.

25 — Wykkdy...
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Rozpatrzmy momenty w przypadku A<n ., Mamy wtedy

8

k .
n? 1 I
ﬂ) k+1 * n-k
' 2

Na mocy (-!:) momenty mkistnie:jq i sg skorczone dla k<n , a dla k
nieparzystych sg wtedy réwne 0. Dla k; 2 parzystych mamy nato-
miast

k
k —n-
%) (kii +fu n-1 du)= B(

1

mha

k (=2
ne k-1f 1 1 S
Lk= = o7z =y [® (n—l ' ﬂi—‘) du
2? 2) 1+u2)

Biorgc pod uwage, Zze funkcja
o k=1
(1+22)

ma na przedziale <0j;%> wahanie skofczone, catkujemy przez czes-
ci zgodnie z wtasnosdcig (c¢77)

k © k i
z k-1 7 k-1) k-2
Ink = - < T 3 —"' n(i s
- B Dy o S B Y] n Lt
6-158(z: ) (+22) * o R 2)0 (14u?)
k i
(k-l)l"( 1) /’ k-2 A
i r(2) et (245
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Jdterujac ten wzdér otrzymujemy

1:3°,.,(k-1) 2y
(**’ I'."ik = (ﬂ 2) (n_4).‘.( _k) n In_-k’o
Ale
[="a
{ k,0 = 1 : K A
= A1 n=K k+1
: B(3 "5 nfT T u—tgt
(1+u
a
2
P n —=k+1
oAt f:kl fcos“"“it dt
(23 8
Catkujac przez czesci otrzymuje sie wzdér rekurencyjny
o T
Fl
(¢ % %) fcosm tdt =m_7;1 ‘/ﬂ'::osl.m"2 tdt
0 0
a ponadto

7
cos® £ dt =%, fcositdt=
0

O% |

Wobec powyzszego dla n -k = 1 mamy

7 h 1 s
nek,0 = @ vw 2 2
dla n -k = 2 na mocy (245)
1/
T -t 1
n-k,O AR | i =E
a dla n-k >2 na mocy (245) i (ex¥)
ki
z

]
(1**.'...:5:,.-:1)!'"(—-—‘r1 ) n—k- nefken
= ~d t =
n-k,0 V7 (n-k=2)" (B=5=2 -k.-z 7= 'f‘ms & Iﬂﬂk-2.°
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Zatem we wszystkich przypadkach mamy
e
Inck,0 =2

i wobec (¥%) oraz ()

0 dla k nieparzystych

(266) m, = p e
. - - k-i 2
(n=-2) (n-4 =%y n~ dla k parzystych,

W szczegdlnodci dla wartosci sdredniej X mamy

n
"y

2. nie istnieje dla n
(267) X=, =

0 da ny 2

a dla wariancji U o =My -mi

nie istnieje dla n =1

(268) “a =< dla n = 2
Ten dla n > 3

§ 250. Rozklad Laplace’a

Rozktadem Laplace’a nazywamy rozklad ciggly o gestosci praw-
dopodobienistwa

(269) Flx) =5 ™

Obliczmy najpierw funkcje charakterystyczng tego rozktadu, Mamy
z definicji

too 00
p(t) = ‘;‘ ./-eatac e~ dx = % fe_l.xl cos tx dx +
—o0 —oo

+ oo

A =]l
* F fe sin tx dx

-
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i z uwagi na to, Ze na mocy wtasnosci (c29) funkcje ¢ ety cos tx
i e gin tx sq catkowalne w przedziale €oc j +o0)>, gdyz e !
Jest funkcjg calkowalng w tym przedziale, mamy

+ca l L=
-l L
fe 'eos t.xdx=2fe * cos tx dux
—oo 0
Al S x| 3
fe' sin tx dx= f e~ 'sin tx dx + f e gin tx dx =
e 2o 0

= - fe'l‘“sin tx dx + fe"!'x] sin txdx = 0
0 0

Zatem

'P(t) e ‘o/‘ =% o by . e—.x t sin tx- costx = 1

i + £2 i+t

Funkcjg charakterystyczng rozkiadu Laplace’a jest zatem

(270) ¢(t) = : +1tz
Mamy stgd
¢ (t) =gt = , @0y = 1
14¢2 %
bt (1) _=2¢ (1)
¢ (@) =g(t) = (1062)2" @' '(0) =0

a rézniczkujgc stronami réwnanie

(1+t3)0(t) = 1
2tg(t) + (1+t3¢'(t) = 0
29 (t) + 4tQ'(t) + (1+t2)9"(¢) =
6¢'(t) + 6t@"(t) + (14t2)¢"(t) =

- = a . & 0 8 e @ . . . . . . - . =

|
o
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z tatwodcia dowodzimy przez indukcje, ze

(k

k(=138 () 4 2kt (1) & (14t £y =0, kY 2

skad
y(k)(u)= -k (- 1w(k“¢%0) ky 2

i na mocy (fchars)

m, =k (k=1)m, o, k22

Biorgc pod uwage, %e na mocy () Jestmy = 1,m, = 0, mamy

(271)
k1 dla £ parzystych

{0 dla % nieparzystych
m, =

k

W szczegélnosci warto$é Srednia rozktadu Laplace’a
(272) X =my =0

a wariancja ) =M, —mf

(273) Lo =2

Ogélnie, z uwagi na (272) mamy

JO dla k nieparzystych

(274)
lk,! dla k parzystych

Na mocy (206) i (207) wspéiczynniki asymetrii i sptaszczenia sa
Obliczymy jeszcze entropie¢ dla rozktadu Laplace’a

]

+oo
6:!% f e-}lxl (..11-]1110823) dx =, % ./‘e—lxl dx B

logoe A% _lxl s e
& J Ixle™ dx = - 6™ % dx- 10g,e fxe ™ dx = -1 - log,e
—o0 0 0
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Otrzymalismy ostatecznie

(276) &= -1 - log,e

§ 251, Rozklad Cauchy'’ego

Rozktad Cauohy’egg jest szeczegélnym przypadkiem rozktadu t -
-Studenta, gdy n = 1, Zatem jest to rozktad ciaggly o gestosci praw-
dopodobiernstwa

(277) Flx) = —2
o {(1+x)

Jak wynika z rozwazan nad rozktadem t -Studenta,rozkiad Cauchyego
jest przykladem rozkladu cigglego, dla ktérego nie istnieje zaden
z momentdéw zwyklych i zaden z momentdéw centralnych. Miedzy innymi
jest to rozkitad, dla ktérego nie istnieje wartosé srednia ani wa-
riancja.

Znajdzilemy teraz funkcje charakterystyczng rozkladu Cauchy%go.
W tym celu zauwazmy, %Ze na mocy twierdzenia (B) z § 237 1 wzoru
(270) jest

+nu.t

X

el o f gt
Yo 14T

Zmieniajgac X na -X, a nastegpnie zamieniajgc symbole 7 i X otrzy-

mu jemy
Lo 7 (1+x")

Z definicji jest to funkcja charakterystyczna rozkiadu Cauchy ‘ego

(278) @(t) = el

Nieistnienie pochodnych tej funkcji dla t=0 tilumaczy - na mocy
wiasnodci (fchar5)- nieistnienie momentéw dla rozktadu Cauchy ’ego.

§ 252, Rozktad wykladniczy

Rozktad wykladniczy jest szczegdlnym przypadkiem rozkladu gam-
ma, gdy 7= 1. Wynika stgad, e jest to rozklad ciggly o gestosci
prawdopodobienstwa
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dla %, &0

0
(279) p(x] = { )X
Ae dla x> 0

gdzie A e R A A > 0, Jak wynika z (279) dystrybuante rozktadu wy-
ktadniczego mozna napisaé¢ w postaci

0 dla X SN0
(280) F(x) = A%
i-e dla x>0
Na mocy (250) funkcjg charakterystyczna rozkiadu wykladmiczego jest

(281) @(t) = _T-?-\T

a momenty wyrazaja sie na mocy (251) i (246) wzorem

=

(282) m, =

>
B

Wartodcia $rednia rozkladu wyktadniczego jest na mocy (252)

: S g
(283) =3

a wariancjg na mocy (253)

s

(284) bo =

i+

A

Wspélczynnikami asymetrii i splaszczenia sg na mocy (254)
{385 3 = S gm0

Entropia rozkiadu wyktadniczego na mocy (255) jest réwna

(286) 6= log, %

§ 253, Rozklad beta

Rozkladem beta nazywamy rozktad ciggly o gestosci prawdopodo-
bienstwa
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0 dla x < 0

L e
B(p,q)
diaf odl <X ¢4

de xp-i(i—X)q-i

-

(287) Fx) =B (x3p,q9) =B (p,q)

0 dla x > 1

gizie p,q €M A p,q >0,
Latwo jest obliczyé momenty rozkiadu beta, Mamy bowiem na mo-
cy (264)

,
5k ! - prk—1 q-1 B (p+k
7= JetF) da - B(mqﬁ-f‘" (1-20% 1y = Blotk,g) ks

i na mocy (265)

B(p+k,g) ._ C(p+k) - (p+q)
(288) My = =% (;.Q) = T(p+q+K) < T (p)

a na mocy (245)

p(p+1),,.(P+k-1)
(p+q) (p+g+1)...(p+q+k-1)

(289) m =

1
' 9
(1 +%‘) (1 b Pii) L (1 + —F'-"P+ _1)

W szczegélnosci wartoscig Srednia X =m, jest

(290) =0k Pfq,
a wariancja jest réwna
2
=m _m2 = p(p"'i) - P
o 2 1 (p+q) (p+q+1) (P+€)2
skad
Pq
291) =
: #2 7 (pra 2 (prgra)

§ 254, Rozklad F

Rozkladem F albo rozkladem Snedecora nazywamy rozktad ciggly
o gestosci prawdopodobiefistwa
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0 dla X <0

m _1’21_ m-2
(292) 7 (x) =F[m i (x) =4 m°n % =
’ m+n
m 1 2
B(z' 2) (mas 1) dla x > 0

4

gdzie m,n € % nosza nazwe liczb stopni swobody rozkladu £
Obliczanie dystrybuanty rozktadu F mozna sprowadzi¢ do obli-
czania dystrybuanty rozkladu beta, Mamy bowiem z definicji

> g n
-1
F(\x) = er_n nﬂ) L. —ry duu= = m WY / (1-t)2
2' 2 Y (‘Ttmn') m(1— 2 2 .
i na mocy (287)
(293) F)=y (7ms

gdzie Y oznacza dystrybuante rozktadu B (mn).
Rozpatrzymy momenty rozktadu [, Mamy z definicji

Mgk =y A Bkt
e A% = kp/m 1 Taen ol
) Lo x=lu m 6(2, 2)
0 (1+u)

mk=

iz
0 1273

(mx+n)

Analogicznie jak w przypadku rozktadu ? /-Studenta dowodzi sie, ze
momenty mk sg skoriczone wtedy i tylko wtedy, gdy

(%) k< % , czyli ny2k+1

Dla k > -1121 momenty istniejg, ale sg nieskoriczone. Podstawiajgc
U= _Lj.-t otrzymujemy w przypadku (%) na mocy (264) i (265)

Btk S
/t (1-ﬂ% dt =

nkB (1‘2%14- k._-zzl- -k) Wi ("? *‘k) r ("211 -k)
. %) mk (7))
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czyli na mocy (245)

_ _m(m m4+2k-2) nk
(294) m n-2)(n-4)...(n-2k) =k

W szczegélnosci otrzymujemy wartoséé drednia X =m, rozktadu F

1

o oo ala® 7n e
(295) X =

s
S dla n > 3

oraz wariancje na mocy (198) i (201)

oo dla n (4

Bl 2
5 m(n—ginz.(.n—45 ala a5

(296)

§ 255. Rozktad x Fishera

Rozktadem z Fishera nazywamy rozkiad ciggly o gestosci praw-
dopodobienstwa

m n
2 2
def 2m n e/
-— ‘ —— - -
(207) Flx) = ‘[m.nj(‘x' B[ 11_) man
2 o (m82x + n) 2

gdzie m ,n € | nosza nazwy liczb stopni swobody rozkiadu z Fishera,

Obliczanie dystrybuanty rozktadu z Fishera moZna rdéwniez spro-
wadzié do obliczania dystrybuanty rozktadu beta., Mamy bowiem z de-
finicji :

mn X

BE 5 (mez_emfﬂ_ Pt
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i na mocy (287)

2
(298) F(x) = | —%—
mezx + n

gdzie ¥ jest dystrybuantg rozktadu beta.

§ 256, Rozklad logarytmiczno-normalny

Rozktadem logarytmiczno-normalnym nazywamy rozktad ciggly o ge-
stosci prawdopodobienstwa

de 0 dla X< a
S (.r-jt;jlfé_ﬁ e 2s dla x>a

gdzie a,m, SER 1 §>0
Obliczanie dystrybuanty rozkitadu logarytmiczno-normalnego moz-
na sprowadzié do obliczania dystrybuanty standardowego rozkladu

normalnego, Mamy bowiem na mocy definicji
-
0 dla x*< @

F(.Z‘) = < 2
P A [1og (u-a)-m]
et B 25 d —
S]/z—wf“ -a i < -m
a
log(x-a)-m

3 _t
[ e ? dt- ¢ (103(36;&)-01) s

1
Veam

gdzie [ zgodnie z (232) oznacza dystrybuante standardowego roz-
ktadu normalnego.
Obliczymy momenty rozktadu logarytmiczno-normalnego, Mamy z de-
finicji o
- (109 (x-a)-m]
L
mka 1 f X @ dr -
S'I/‘ZTG X-a log(x-a)-m_ _ 4

S

t?

- :ﬂ f(aa-e“*”’)ke-z_ ot




oo {2

£ . * my+ sjt- L
- kY gk . — / 2
- 2 a @ =

2 () Ver

- o0

- k -

J'O e l'sJ'!V

& i Mj+5_2213 ¥ 3 22

- S5 (k) gk 1 f

= sl e = I e d
j=0 C‘) ZE0 4

Na mocy (234) otrzymujemy ostatecznie

2,2

sc/
(300) 5 k)bl o e
g e
J=0
W szczegdélnodei otrzymujemy stad wartosé sSrednia J = my
me 2
= 2
(301) : X= a+¢@
oraz wariancje Ho =My = mf réwng
2 2
(302) ‘u2=02””’5@5 = 1)

§ 257. Rozktady Pearsona

Rozkladami Pearsona nazywamy rozkltady ciggle, ktdérych gestodé
prawdopodobierstwa f = f(x) spelnia réwnanie postaci

’ X+ 0
(303) f'= Bos 1x+ﬁ2x2 fr «yByiByBy € R

Wykazemy, ze rozktady
1) normalny

2) gamma

R

4) t - Studenta
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5) Cauchy’ego
6) wyktadniozy
7) beta
8) F czyli Snedecora
sg rozktadami Pearsona,
1) Dla rozkladu normalnego mamy na mocy (230)

Q-a)"’
Flz = 3 e ™ AT f
SYyaem §
i réwnanie (303) jest spelnione dla
2
(304) o« ==a PBg=-5, By=py=0
2) Dla rozktadu gamma na mocy (242)
r=1
3 0 dla xrg 0 e =
frag = - f
bl r=i ,=bx(r=t T
r G -0) aa aso
i réwnanie (303) jest spelnione dla
" r<i 1 .
(305) Qe = b lﬁ1=—T! 180—62’“0

3) Rozktad 9{2 jest szczegblnym przypadkiem rozktadu 3", gdy
b= -é- o A =%. Zatem dla niego jest speinione réwnanie (303) przy

(306) o= 2-n, By ==2, Bo=Ppy =0

4) Dla rozktadu ?-Studenta mamy na mocy (263)

n+1 2x
£ 1 (n+1).r X

3 1//7_3(; 2) (1+12) ms o 1 -I-—) --ﬁ-—-—‘xzf

7+1 n+1

i réwnanie (303) jest speinione przy

n 1
(307) L= 8y 29, B Sy Py i
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5) Rozklad Cauchy’ego jest szczegbélnym przypadkiem rozktadu
t -Studenta, gdy -7= 1. Zatem dla niego réwnanie (303) jest spei-

nione, gdy

(308’ 0.’.‘—',81=0, Bos-%, B2=_%

6) Dla rozkladu wykladniczego mamy na mocy (279)

dla X< 0 P
= = - 2.
- e_'l‘r dla X>0

i réwnanie (303) jest speinione, gdy
1
(309) ot=B0=Bz=0, ﬁim_
7) Dla rozkladu beta mamy na mocy (287)
0 dla <0

f' = _(_Tx

0 dla a>1

_(2-p—q).r+ (p=-1) £
X - 2

i réwnanie (303) jest spetnione, gdy

(310) d=2p__5%""2’ ﬁo =0, ﬂi = 2__;__'Q! ﬁz =

8) Dla rozktadu F mamy na mocy (292)

3 0 dla X <0
f i gl n . =2
m 'nz’ o - '; (m=2  m(min)
+11 2x = 2(mean

- _=mn+2)x + n (m-2) ,
2x(mx+n)

P-i(i a.)'?-i(/?___ % dla 0<x< 1

) dla x> 0
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i réwnanie (303) jest spelnione, gdy

n (m=2 ~ o 27 = 2
(311), W= - o lreals o =% By = ~mrmaw Fa = -oimt

Réwnanie (303) stanowi podstawe do klasyfikacji rozk}adéw Pear-—
sona wedlug typdéw rozwigzan tego réwnania.
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