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W ten sposéb otrzymujemy na przyklad wzory

(229) e ﬁ(ﬁ'ﬂ_iﬁ ok m(m+13(2f?2-|-;3(3mz+3m-1)

m 4 4 m

Postepujac podobnie jak poprzednio z wariancja Mo obliczamy
dla naszego rozktadu

4
h 2 2
Uy =0, u, = 5a5 (m=1)(3n"-7)

skad na mocy wzoréw (206) i (207) wspétczynniki asymetrii i spia-
szczenia sg roéwne

< 6(m2+1)

= o, o = —”2‘—5(”1 1)

Funkcja charakterystyczna ma postaé

¢ (¢) =%(#ﬁé+-&“”h“+...+e““*mrﬂmﬂ=

1}

;ni_ec'de (1 et (emr)2 seLeaw; (ec‘ht’m—i) %

‘Ix;é 1 - ee'mht
1 =t

1
ﬁe

Entropia jako entropia rozkladu réwnomiernego jest rdéwna logym.

§ 242, Rozklad binomialny, czyli Bernoulliego

Rozktadem binomialnym albo rozktadem Bernoulliego, nazywamy
rozktad dyskretny, dla ktérego

/A\ X = k A A,

ke{(l,i,...,?z} k

P{x} ) = bUsmp=L(2 ) p* (1-py~t

gdzie 0 ( p ( 1, (Por. schemat Bernoulliego, § 154),
Dystrybuanta takiego rozktadu jest rdéwna

() aE: o x o

F(x) = 2 (f) pk (1")0)??-!‘ dla m {x{m+i, m= 0,1,.00,n-1

1 dla x> n
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P{xDA
o
=]
° -
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0 o
i " ? X,
0' 1 2.3 4 5y nunein2iin
F(x)A
s e e e e AR
—_
—
qq L
__o—o
o LA +—t—+ =X
gl it 2.3 4.5 i..n2pin

Obliczymy wartosé Srednig rozkladu binomialnego

n

X o n A 7 -k
X = k-(k )p (1_)0):
k=0

n nl!
. A 770 K "
g S v i € L

k{

n, i ; o &
2 kttnl-m pr (=g R = 3 k- x-(z.(.’i):ﬂ(?i_a)r P (a=p' =" =

kt A=t

n

‘ = B =%
2 TF—%:%,}!_;Q;L’" Ya-pt =

k=1 r=kxk-1

n=1

r=0

poniewaz 2z dwumianu Newtona jest

"Z"\(rf -1),0"(1-,0)(”_1}_r=[p-l-(i-p)]”'i ¥ 1 dla 72 )1
i | 0 dla 2=0
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Obliczymy teraz wariancj¢ rozktadu binomialnego.

mn

(ug e Z‘ (&_ Hp)z (fjpk(i_p)ﬂ—k R, 2 (kzﬂzkﬁp'l' n2p2)(krz)px(1_p)r?—&=

g
k=0 k=0

i}

> [:k(k-i) - (27mp-1)k + nzpz] Ty 2= =

k=0

D) k(k=1) promayr Pt ()" -

k=0

% -k
e

+

228 71 k .
w5 gg\u(nux)t i ol

n

=1 — )! 7 ok
; et k(x-’ig?f(ﬂag’i (;;2..,&}; Pt (1-p)

]

(27p=1) f:; 4 k(f-f%.!-%g!_k); ;Ok(i-p)??-k ;

-+

n
2 2 n & n=-k -
2R é Eil-01 P (1=p rek-2
¢ =k

now

2 (-1)p2 2 (72;2)pr(1_p) (r=2)-r _

n»

(2Qp_1)?zpg(né-i)pf(i_P)(n-i)- o afot 32 (7] o* mpBet -

k=0

23 — Wykidady...


file:///7l-k

( u(n-l)pz—(znp-i)?zp + 722p2 dla n ) 2
=+ =(27p=1) np + nzpz =np(i-np) dla 72 =1 = np(1-p)
] ﬂzpa dila 27 =0

poniewaz

n-

o

(1 @ma 7 )2
< 2

n
L}

( n -2 )p (1- )(??-2)-r [p i (1-,{)}]”‘2

~3

=

~n 0 dla

=]

&

£ 8la % > 1%

(?2-1)’9 (apy e s [‘” (l_P)]Q—iz 0 dla 7 =0

~
]
=]

Z( ) p4(1-p)"F = [p + (1-p)]"

Analogicznie obliczamy

Ly = 1p(1=p) (1=2p)

np(1=-p) [Snp(i—p) + 1-6p+6p2J

Hq

skad wspdétezynniki asymetrii i sptaszeczenia

_ _1-2p _ 1-6p+6p°
Y T2

X Jo(1-p) : i Gl

Zbadajmy teraz, dla jakich wartosci 4 prawdopodobienistwo P
w rozktadzie binomialnym osigga najwieksza wartosé, W tym celu
rozpatrzmy iloraz

(M P -k=1 1 —k-1
Ahst 3 (k-l-!. Pk+ (1';0)72 (fc+1)!(7z-k—1)! £ (1~ p}’z g
& (k) Pt (1-p)" ™" w7 A -p" "
(2-K)p i np =(1=p)= k
R ST

(k+1) (1=p) (k+1) (1-p)
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Wobec tego

_L41 S 4 ala | batpmili=p)

Phr1 {1 dla £ > zp - (1-p)
P

Jedli liczba 2p - (1-p) jest catkowita, wtedy dla £ = np - (1-p)
Jest Pisl ™ P i sg w ten sposéb dwie réwne sobie najwieksze war-
todci prawdopodobienstw
X . n RO +Pry _ NR= 7p=D
Prp =1+p pmp+p - (Rp+ﬁ)p (1-p)
Je$li liczba np - (1-p) nie jest calkowita, to najwieksza wartosé
osigga to prawdopodobieﬁsvwo;k , dla ktdérego

np = (1=p) <k 2p + p

Jak widaé¢ z powyzszego, najwieksza wartosé osigga to prawdopodo-
biefistwo p , dla ktérego < ~X = np. Jesli zatem s = 5, to wierz-
chotek wykresu P({x}) lezy na lewo od $rodka przedziatu ( 0,:2),
a wspélezynnik asymetrii jest wtedy dodatni., Jesli natomiast;})
to wierzcholek wykresu P({x}) lezy na prawo od Srodka przedzialu
( 0-72>, a wspétcezynnik asymetrii jest wtedy ujemny. Jesli wresz-
cie p = 5 to w przypadku n nieparzystego dwie najwigeksze wartos-
el P, sa osiggane dla k& _3153; k = ”;1, dla n parzystego dla
kA = %, a wspétezynnik asymetrii jest réwny 0., Jak tatwo zauwazyé,

wykres P({x}) jest wtedy symetryczny wzgledem punktu x = 70 = %,
Funkcja charakterystyczna rozkladu binomialnego ma postaé:

sp(t) e g eikt (;’Z)pﬁ.(i_p)n—k = Zn‘ (f) (Pe‘-t )&(1';0)”_

= (1"'/34' pe{t‘)?z

4 entropia jest rdéwna

6= =3 (7) Pt (1-p)"" (108 (1) + & Togyp+ (2-0108y(1-5) ) -
k=0
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- § log, (:) ; (f)p"(i—p)ﬂ-k - 1og2p--;- n 1og,(1-p) +

+

logy(1-p) % = = 3 togy (¥)(¥)or(-p""* -

np 10g,p = 7 (1=p) log,(1-p)

Na zakonczenie zwrdéémy uwage, Zze mozna bylo obliczyé momenty
m =X, Uy, Mgy My nie bezpoSrednim rachunkiem, lecz wykorzystu-
jac wtasnoéé (fchar5) funkeji charakterystycznej ¢« Mamy bowiem
dla »n ) 4

@e) = i npet (1-p+pett Y1
sp"(t) = ;2 npe“f(1-p+pe‘-f )73-1 + 2!2(!?-1)p292£f (1=p+ pe"f)”"z
P*(t) = i3 npe"t (1-p+ pett 121,330 -1)p2e2 (1=p+ pett )* =2 5

+ 3 n(n-1) (n=-2) 2% (1=pspeit )73

o (t) = E"‘zz,‘oe"‘f (1-p+ pe)?1 4 7/4n(n-1)p2e2t (1=p+ ped Y22 ,
+ 6.4 72(?2-1)(72-2),0393” (1-p+ pett)?=3 |
+ tnlr-1) (n-2) (2-3) p* *C (1-p+ peit )4

skad na mocy (fchar5)
m = np

np + N (n-1)p2

L
My = TP + 37z(n-1)p2 + n(n=1)(z -2)0°

np + Tn(n-1)p% + 62(n-1) (2=2)p° + 7 (2-1) (2 =2) (r-3)p*

4
Dla #» = 3 wzory na pochodne ¢', ¢", ¢" zachowuja sie, ale

@"(t) = i* npet (1-p+ pett Y=t 7;‘472(9-1)9’2?2‘? (1-p+peit)? =2 4

+ 8t rr(rz—i)(n-ﬂpses“

Mimo to wszystkie wzory na Tyyeneyy zachowujg sie. Sprawdzamy
analogicznie, %e dla n =2, n=1,7 =0 wzory na pochodne 50' ’ ,;p" »
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¢", ¢ ulegaja zmianie, ale mimo to wzory na My Mgy Mgy 7% PO-
Zostajg prawdziwe,
Na mocy wzoréw (201), (208) i (209) mamy

Mo = np+nG?~1)p2 - (gp)z = np - npz = 2p(1-p)

Mg = np+3n(n-1)p2+7z(n-1)(n-z)ps—anp[nwrz(rz—i)pﬂ +(2p) =
= np(1-p) (1=-2p)

My = np+TR (7 -1),02+672(72-1)(?Z—2)P3+72(72—1)(72-2)(?3—3);)4 -

- 4np[7zp +3n(n-1),02 + 72(72-1)(?:-2),03] +

2 2] 4 2
+6(np) [npwz(n—ﬂp ] - 3(n2p)" = np(1-p) [Snp(:l.-p) + 1-6p+6p}
Jak poprzednio,

§ 243, Rozklad Poissona

Rozktadem Poissona nazywamy rozklad dyskretny, dla ktérego

def -2 Ak
= k = s ) —¢ TR A
ke{0,1,2,...} e A B =p(k;A) 1 A eRAaA>0
Dystrybuanta tego rozkadu jest
dla x<0
F(x)
-2 A
e 1 dla 2 & xpgn+l, e iC S0 TR I LOR
k0

Funkecja charakterystyczng jest

2 R s AR AR it Yk -A  aet ' sl
#e) o 3 e i h et S e et i L
3 k=0 ~

k=0

Mamy
?r(é_) - e.-'l(e“ —1) ; L"Ze:"f = t-zet'f sa(ﬁ}

2 ot p(t) + i Ae‘t ¢! (¢) = r‘je"‘(c'go(t) + ¢'(€))

¢'(¢)


file:///np/np
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g"(€) = (2 et (ceg @ + ¢ (¢)) + (Ae’t (@ (&) + sp"(t)) -,
= (A e"f(c'zgc(z‘) + 20 ¢' () + ()

?ﬁw(f) i (:2 /Ie:'f(‘:-z ?)(f} + 2/ sﬂl(t)

+

P(E))

+ (A 9‘-;(52 g)'(t) iy spu(t) 4 ?Ill (¢))
= (e (P p(e) + 32 Y1) + 30 " @ + P (£))

skad

@(0) = 1, ¥'(0)

gy W ghey e o a(ars 2y,

Sp’"(O) 3 A(L + 32+ 2%

¢" (0) = £4l(1 & TA s, BAC ¥ 2

a nastepnie na mocy wtasnoséci (fchar5) funkcji charakterystycznej
m1=2,m2=}l+/12, m3=/!+32,2+,13, :r7r34=.1+‘r.512+G:‘:/’£3+,1‘Ir

Mamy zatem

a na mooy wzordéw (201), (208) i (209)

Zaten wariancja rozkladu Poissona jest rdwna wartosci dredniej 1
réwna parametrowi A .

Na mocy (206) i (207) wspdtczynniki asymetrii 1 sptaszczenia
sg roéwne

fi'ﬁii 3_2371

Zbadajmy teraz, dla jakich wartosci 4 prawdopodobiedstwo Py
w rozkladzie Poissona osigga najwieksza wartodé, W tym celu - ana-
logicznie jak dla rozkladu binomialnego - rozpatrujemy iloraz
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i k+1
e=AA"__
Eladngs (kY Loy &
Pk_ e-'%—-’?'-l'g A +1
k!
Zatem
p L
%>1 dia, LAt
x
P
42 < 1 dla k>A2-1
Px

Wynika stad, ze w przypadku, gdy 0 < A < 1, kolejne prawdopodo-
bienstwa ,z;;t stale malejg, a najwigkszym jest Po = e‘i, W prazy-
padku 4 =1 jest Pop =Py =7e»r 8 nastepnie prawdopodobiernistwa
P, malejg, a w przypadku 2 » 1 prawdopodobieristwa Py poczgtkowo
wzrastaja, by pézniej juz stale maleé; gdy 1 jest przy tym licz-
ba catkowita, to najwiekszg wartosé majg prawdopodobierstwa Py_q =
= p; gdy natomiast A nie jest liczbg catkowita, to najwieksza

warto$é ma prawdopodobienistwo Py gdzie
0

A =1 < ko (o)
Widzimy, ze we wszystkich przypadkach najwieksze prawdopodo-

bieristwo ) jest dla A=X = A.
Entropia rozktadu Poissona jest réwna

o2 k
6§ ==3 e "4 (-A+k logy, A= logyk!) =

= log,k!
=1 - log zlx-t-e"lz 2 i
2 ) k1
o o log, k!
PRI 5 oo o Bt
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Rozklad Poissona mozna traktowaé jako graniczny przypadek roz-
ktadu binomiainego, gdy 7 -—=co , @ prawdopodobienstwo p =p(72) zmie-
nia sie¢ z 7 w ten sposéb, Ze

»«p = np(n) = A = const
Istotnie mamy wtedy

- -k
b(k3n,p) =(?)pk (1-,0)?? k= W%_ﬂ_l Pk (1-,0)?? =

=—:—'i- 72(??'—1).._(n_k+1}pk(1_p)ﬁ_k =

Oparliémy sie tu na znanym fakcie z analizy matematycznej, Ze

lim (1 2 %)’2 e~

7] =0

Zauwazmy, ze momenty 710y 37 9 e 3 70y jak réwniez Moy tay ly i wspdi-
czynniki asymetrii i splaszczenia dla rozkladu Poissona mozna by-
1o otrzymaé przechodzgc w wyzej opisany sposéb do granicy z odpo-

wiednimi momentami czy wspéiczynnikami rozkladu binomialnego.

§ 244, Inne rozktady dyskretne

Rozklady dyskretne oméwione w poprzednich paragrafach nalezg
do najwazniejszych 1 najczesciej spotykanych. W paragrafie niniej-
szym wymienimy kilka rozktadéw dyskretnych o mniejszym znaczeniu,
nie omawiajgc juz ich szczegélowo,

Rozktadem hipergeometrycznym nazywamy rozktad okreslony dla

oL (g i)
AR ]

gdzie N, Kell, K N, n{ N (por. § 156).

k =0,1,,.., 7 wzorem
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RozkXladem binomialnym ujemnym nazywamy rozklad okreslony dla
k=0,1,2,..., wzorem

k - 1 B
(oc+ )(1_%%&

gdzie o« 2> 1, 3 > 0.
Rozkladem logarytmicznym nazywamy rozkiad okreslony dla £ =
= 1,2,... WZOorem

ock

1
P = log(i-x) k

gdzie 0 x <1,
Rozkladem geometrycznym nazywamy rozklad okreslony dla &k =

=0,1,2,... wzorem
B =1 -p)p~
gdzie 0< p < 1.

Rozkladem Polya’i nazywamy rozkiad okresSlony dlak =0,1,,...,7
wzorem

N rv’p@+ﬂ.”&w&-ﬂr)9@+ﬁ.“@+@-bdnﬁ
k (1+ A (142 oo o (14 (n=1)7)

gdzie 0< p < 1, ¢ =1-p, 7 2 0.
Dla 7 = 0 rozkiad Polya’i staje sie rozktadem binomialnym,
Rozkladem Borela-Tannera nazywamy rozklad okredlony dla k =

7

=0,1,2,... wzorem

/A\ p = -jﬁflf:i e'“k

Po =% ,.nf &1

gdzie 0 (x (1 i dla o« = 0 przyjmujemy Py = 1.

We wszystkich wymienionych rozktadach x = & 1 P({xl}) =5 .

§ 245. Rozklad prostokatny

Rozkladem prostokgtnym nazywamy rozklad ciggly o gestosci pra-
wdopodobienstwa
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0 dla: . x.Ga
f(x)g_e’fﬁ dla a<{x<b
0 dla x >

Dystrybuantg rozktadu prostokgatnego jest

0 dla " x < Q

Fixd=71 222 M8 e xlh

1 dla x ) b

f(x)
Elf'"‘“'":__'}
—
Fx)
!
P
i -

Wartoscig Srednig jest

b
s0o ] 2
z % & frad rpapded Lnie
X -fx{‘(x)dx_/b_axdx 5 o
a

-0

a momenty centralne wyrazajg sie wzorem

00

tom f (-2t praen gt fs - o) 6o —r

a+b
52, il
b-a
0 dla & nieparzystych
=(a-a)ft*~dt— !
1 (b=
% T (_E?g) dla kA parzystych

W szczegdélnosci wariancjg rozktadu prostokatnego jest
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Hy = (b-a)z
By =10, Fo Qe _(b_a_ocﬁ

skgd wspélczynniki asymetrii i splaszczenia

]

6
FLrgT 9 Mg =g

Funkcjg charakterystiyczng jest
e b 'bé o z
x ix¢ o (xt et e gl
gp(t) —_[8 f(X)dX Feg fe dx = W
a
Entropia jest réwna

+e0 ; 6
é = -f f(x) long(x)dx= "fbi_a 1°325i_a ax = logz(b-a)

§ 246, Rozklad normalny

Rozk}lad normalny jest bezspornie najwazniejszym rozktadem
w teorii prawdopodobieristwa, co znalazilo swé]j wyraz ;l_u:t W samej
nazwie, Jest to rozktad ciggly o gestodci prawdopodobieristwa

2
d - =g
(230) F(x) = N(x3a,$) =N(a,s) e # ol S5

gdzie a,seR A 520,
Gdy a=0 1 ¢=1, tzn,

1 -X

' - = v
(231) F(x) = N(0,1) ]/2_:? e

rozklad bedziemy nazywaé standardowym rozkiadem normalnym, Sym-
bolem ¢ bedziemy oznaczaé dystrybuante standardowego rozkladu nor-
malnego, tzn.
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