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W ten sposób otrzymujemy na przykład wzory 

2 2 2 (OOQ\ r 3 _ ń (w+l) ,,4 _ m{m+x) (2TO+1) (3m +3m-±) 
K D D Y > TTI ~ 4 » Sm 30 

Postępując podobnie jak poprzednio z wariancją / Z g obliczamy 
d l a naszego rozkładu 

4 
^3 = °» -"4 = W ( ^ 2 - i ) ( 3 ^ - 7 ) 

skąd na mocy wzorów (206) i (207) współczynniki a s y m e t r i i i spła
sz c z e n i a są równe , 

5(TO - i ) 

Funkcja charakterystyczna ma postać 

i tot< i _ p<"̂ <-
i -

En t r o p i a jako e n t r o p i a rozkładu równomiernego j e s t równa log^m. 

§ 242. Rozkład binomialny, c z y l i B e r n o u l l i e g o 

Rozkładem binomialnym albo rozkładem B e r n o u l l i e g o , nazywamy 
rozkład dyskretny, d l a którego 

gdzie 0 < /> < 1. (Por. schemat B e r n o u l l i e g o , § 154). 
Dystrybuanta takiego rozkładu j e s t równa 

d l a x < 0 

$J (Z)pk(±-P)n~A d l a ™ < * < T O + 1 . w - 0,1, 

n-k 

i d l a x>n 
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Obliczymy wartość średnią rozkładu binomialnego 

A-O 1 ' *;fj 
- k 

„„ V' (;;-l)! * - i / . v7?- A. 72-/1 

( 7 ? - i ) r r 

ponieważ z dwumianu Newtona j e s t 

1 d l a 72 > 1 
O d l a 72 = O 



Obliczymy teraz wariancję rozkładu binomialnego. 

2„2 k (k-1) - (2np-±) k + n p ni .n - k 
kl(n-k)l P T 1 - ^ 

2 k ^ u£Lk)i pk^-pfk 

k-0 

A.=0 

2 2 \S 7? 1 i / j .72-k 

72 

2 2 V" 72! kr* \7l-k — 
+ 72 P U kl(n-k)l P (1~P) r=k-2 

= 72(7,-1)^ § K - y ( i - ^ - 2 ^ -

- ( 2 ^ - i ) 7 2 ^ | : ( v % i ( i - ^ - 1 ) - ^ ^ v ± ( r ) / ( w o 72-k 

23 - »yjttody... 

file:///7l-k
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2 2 
-(2??p-l) ?7p + n p - np(l-np) 

2 2 
n p 

d l a n } 2 

d l a n = 1 

dla 7? = o 

= np(l-p) 

ponieważ 

z ( v 2)p r(i-^ ( w- 2 )- r- fa>* M 72-2 1 d l a T? > 2 
o. 0 d l a 77 < 2 

jg (Y M ^ U - P )^ " ' - [p + (i-pV 7Z -1 1 d l a 7z > 1 
O d l a n = o 

£ ( ? ) P * ( W ) " ; * - [ / > * ( 1 - P ) ] N - i 
A=0 

A n a l o g i c z n i e obliczamy 

A 3 = np(i-p)(i-2p) 

^ 4 = 77/3(1-/9) [3 72,0(1-/?) + i-6/? + 6/)2J 

skąd współczynniki a s y m e t r i i i spłaszczenia 

l-2p l-6p+6/ r- - l - 2 p ^ 1 -6P+6/) 

Zbadajmy t e r a z , d l a j a k i c h wartości k prawdopodobieństwo p 
w rozkładzie binomialnym osiąga największą wartość. W tym ce l u 
rozpatrzmy i l o r a z 

,k+±f. . 7 7 - A - l 
r/t+i 

n — k MTfhyrPMi-p) 

(n-k)p np-(1-/?)-£ = 1 + 
(A+1 )(!-/>) (A+ !)(!-/?) 
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Wobec tego 

> i d l a /fc < np- (1-p) 

< 1 d l a k > np - (1-p) 

Jeśli l i c z b a »p - (1-p) j e s t całkowita, wtedy d l a k = np - (l-p) 
j e s t p. ^ • p A i są w ten sposób dwie równe sobie największe war
tości prawdopodobieństw 

n- np-p 

Jeśli l i c z b a np - (1-p) n i e j e s t całkowita, to największą wartość 
osiąga to prawdopodobieństwo p , d l a którego 

np - (1-p) < * < np + p 

Jak widać z powyższego, największą wartość osiąga to prawdopodo
bieństwo p , d l a którego i « x = np. Jeśli zatem p( g, to w i e r z 
chołek wykresu P({xj) leży na lewo od środka przedziału <̂  0; n y, 
a współczynnik a s y m e t r i i j e s t wtedy dodatni. Jeśli natomiast p) 
to wierzchołek wykresu P({x\) leży na prawo od środka przedziału 
<"0;72), a współczynnik a s y m e t r i i j e s t wtedy ujemny. Jeśli wresz-
c l e p = -g, to w przypadku n nieparzystego dwie największe wartoś
c i są osiągane d l a k = k = ̂ 2~~» d l a n P a r z y s t e g o d l a 
A = 4, a współczynnik a s y m e t r i i j e s t równy 0. Jak łatwo zauważyć, 
wykres j e s t wtedy symetryczny względem punktu x = np = -|. 

Funkcja charakterystyczna rozkładu binomialnego ma postać: 

. 72- A 

= (l-/,+ p e r f ) * 

a e n t r o p i a j e s t równa 

fi • 
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+ l0g,(l-/>V* = - X l o g 2 

*=0 

n-k 

- np iog 2/? - 72(1-/7) l o g 2 ( i - / o ) 

Na zakończenie zwróćmy uwagę, że można było obliczyć momenty 
n\ • * 1 //2» ̂ 3> <̂4 n i e bezpośrednim rachunkiem, l e c z wykorzystu
jąc własność (fchar5) f u n k c j i c h a r a k t e r y s t y c z n e j ^ . Mamy bowiem 
dl a n > 4 

f i t ) = Pnpe^ii-P+P**)*'1 * i2n(n-±)p2e2U pe1-*)71-2 

f\t) = ^ ^ ^ ( i - ^ + ^ ^ ^ ^ + S ^ n C T z - l ) ^ 2 ? 2 ^ ( i - ^ + p e . ^ ) 7 2 - 2 + 
+ i9 n(n-l)(n-2)p3e3lć (l-p+pelć )n~3 

f , v ( t ) = c%eU (1-p+pe't)72-1 + T . ^ ^ - D p 2 ^ 2 ^ (1-/,+ ̂  ) 7 2 " 2 + 
+ 6 i 4 22(72-1) (72-2)/) (i - p + p e ^ ) 7 2 - 3 + 

+ ^ n i n - D i n ^ i n ^ p ^ e 4 ^ (l-p+peił )* - 4 

skąd na mocy (fchar5) 

777̂  = 72/7 

77?2 = np + 71 (T? - I )P 

77?3 = 72/? + 372(72 -1)/!? + 72 (72 - i ) (7Z -2)p 

MĄ m np * 7n(n-±)p2 + 6n(n-l) (n-2)p3 + 72 ( 7 2-i) (7?-2) (72-3)p 4 

Dla 72 = 3 wzory na pochodne f{ , cpn , y?"1 zachowują się, a l e 

f { t ) = c 4 npeŁHi-P*'pe£t )n~X * 7ńn(n-l)p?e2LĆ (l-P+pe'ć)*-2 + 

+ 6 J 4 72 (72 - i ) ( 7 2-2) p 3 e 3 c t 

Mimo to wszystkie wzory na 772^,...,TT24 zachowują się. Sprawdzamy 
a n a l o g i c z n i e , że d l a n =2, 77=1,72=0 wzory na pochodne tp[ , ę" , 
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f'\ <pw ulegają zmianie, a l e mimo to wzory na rn^t 77? 2, m^, po
zostają prawdziwe. 

Na mocy wzorów (201), (208) i (209) mamy 
2 2 2 p2 • np + n(n-±)p - (np) = np - np = np(l-p) 

M3 = np + 3n(n-±)p +72(72-1) (n -2)p3-3np np+ n(n-i)p2 + (np)3 = 

= np(±-p)(i-2p) 

/ / 4 • 72/)+772 (72 -i ) / D 2 +672(72-i ) (72-2 ) / 0 3 +72(72-l ) (72-2 ) (72-3 ) ( O 4 -

- \np\np +372(72 - i ) p 2 + 72 (72 - i ) (22 -2)p 3 + 

+ Q(np)2 720+72(72-i)/? 2] - 3 ( 7 2 p ) 4 = np(l-p) [ 3 72p(l -cO + i - 6 p + 6 p 2 

jak poprzednio. 

§ 243. Rozkład Poissona 

Rozkładem Poissona nazywamy rozkład dyskretny, d l a którego 

Dystrybuantą tego rozkładu j e s t 

0 d l a JT<0 
F(x) 

k--0 
d l a 72 < x TZ+1, ? 2 = 0,1,2,... 

Funkcją charakterystyczną j e s t 

•M e"*£-e-AS ^ęjl m 9 - \ 9 * * m eA(e" - i ) 
Jk.= 0 ' A.--0 K • 

Mamy 

<p\t) = . c 2eU = i*etł

 ¥(t) 

fU) = t*'A eu f ( t ) + i A e i e f ( t ) = i A e c t ( i f ( t ) + w'(t)) 

file:///np/np
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/'(O = i 2 A e l i (ty® + f ( t ) ) +cJe{i (c <p' (t) + fXt» = 

= i A e l t (i2 cfi(t) + 2i CP'(Ć) + f i t ) ) 

y \ t ) = i2 *ęiłM* <p(t) + 2< cp>{t) + f ( t ) ) + 

+ i A e u ( L 2 <p'(t) + 2L <p"(t) + /' (O) = 

= U e a (t3 ifi(t) + 3ć2 (fi'(ć) + 3i cp"(i) + 

skąd 

f(0) = i , c/>'(0) - ij. , f'(0) = . 2 ^ ( i + ^ ) , 

f(0) = i3 A(l. + 3 bj + A 2) 

^ (0) = Z 4 A ( i + TA + 6 A 2 + 4 3 ) 

a następnie na mocy własności (fchar5) f u n k c j i c h a r akterystycznej 

TV± = A , m2 = A + A2, 77?3 = A + 3A2 + A 3, m4 = A + 7 A2 + 6 A3 + A4 

Mamy zatem 

a na mooy wzorów ( 2 0 i ) , (208) i (209) 

M2

 = A> ^3 = = ̂  + 3 A 2 

Zaten wariancja rozkładu Poissona j e s t równa wartości średniej i 
równa parametrowi A . 

Na mocy (206) i (207) współczynniki a s y m e t r i i i spłaszczenia 
są równe 

fi " j/T » r 2 = "X 

Zbadajmy t e r a z , d l a j a k i c h wartości k. prawdopodobieństwo 
w rozkładzie Poissona osiąga największą wartość. W tym ce l u - ana
l o g i c z n i e jak d l a rozkładu binomialnego - rozpatrujemy i l o r a z 
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Pk+1 = (k + ±)l = X 
Pk 0 - A 2t ~ k + 1 

Zatem 

Pi k + 1 
Pk 

> 1 d l a i < A - 1 

< i d l a k > /? - 1 

Wynika stąd, że w przypadku, gdy O < A < 1, kolejne prawdopodo
bieństwa p s t a l e maleją, a największym j e s t p Q • e~\ W pr z y 
padku A = i j e s t /°o = ^ i = 1T» a n a s t§pnie prawdopodobieństwa 

maleją, a w przypadku A > i prawdopodobieństwa n początkowo 
wzrastają, by później już s t a l e maleć; gdy A j e s t przy tym l i c z 
bą całkowitą, to największą wartość mają prawdopodobieństwa p ^ 
=p ; gdy natomiast A nie j e s t liczbą całkowitą, to największą 
wartość ma prawdopodobieństwo p , gdzie 

*o . 
A - i < kQ < A 

Widzimy, że we w s z y s t k i c h przypadkach największe prawdopodo
bieństwo p j e s t d l a A ̂  x = A. 

k 
E n t r o p i a rozkładu Poissona j e s t równa 

£ = r j > e~A (-A+ k log2A- log 2A!) = 

^ - ^ S # - i o g 2 ^ i ; ^ - ^ + £ i o g 2 , l e - ^ 

- log„ A-x + e ZJ — F I — A 

* k--0 1 

, l o g p A ! . 
= A - Xlog„A + e~A ZJ —JC\ * 

* k=0 
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Rozkład Poissona można traktować jako graniczny przypadek r o z 

kładu binomiainego, gdy 72 — 00 , a prawdopodobieństwo/? =/?(??) zmie
n i a się z 72 w ten sposób, że 

n-p = np(n) - A = const 

I s t o t n i e mamy wtedy 

Hki*,p) =(ry <i-p>*- A= TTĆhm P*a~p)*"k -

Oparliśmy się tu na znanym f a k c i e z a n a l i z y matematycznej, że 

Zauważmy, że momenty 777 L F77? 2,77? 3,77? 4 jak również /igt/^ot/^ 1 współ
c z y n n i k i a s y m e t r i i i spłaszczenia d l a rozkładu Poissona można by
ło otrzymać przechodząc w wyżej opisany sposób do granicy z odpo
wiednimi momentami czy współczynnikami rozkładu binomiainego. 

§ 244. Inne rozkłady dyskretne 

Rozkłady dyskretne omówione w poprzednich paragrafach należą 
do najważniejszych i najczęściej spotykanych. W p a r a g r a f i e n i n i e j 
szym wymienimy k i l k a rozkładów dyskretnych o mniejszym znaczeniu, 
nie omawiając już i c h szczegółowo. 

Rozkładem hipergeometrycznym nazywamy rozkład określony d l a 
k = 0,1,..., 72 wzorem 

t (!) ~t) • 

-JT k\ e ' 
' •np-A 

gdzie /V , ATeJt, K < /V, 72</V (por. § 156). 
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Rozkładem binomialnym ujemnym nazywamy rozkład określony d l a 

k = 0,1,2,... wzorem 
/oc + k - l\ 0k 

gdzie oć > i , /3 > 0. 
Rozkładem logarytmicznym nazywamy rozkład określony d l a k = 

= 1,2,... wzorem 

1 ock 

Pk = -log(i-ac) k 

gdzie 0 < oc <( i . 
Rozkładem geometrycznym nazywamy rozkład określony d l a k = 

= 0,1,2,... wzorem 

gdzie 0 < p < 1. 
Rozkładem Pólya'1 nazywamy rozkład określony d l a k. m 0,1, , . . ,JJ 

wzorem 

p m ln\ p (p+ j) ... (p +(k -1)r) 9 fo• + r) •• • (? + -k-l)r) 
k \'kl ' ( l + # ( l + 2 / ) . . . ( l + ( n - l ) f ) 

gdzie 0 < p < i , c? = i - p , <T > 0. 
Dla = 0 rozkład P o l y a ' i s t a j e się rozkładem binomialnym. 
Rozkładem Borela-Tannera nazywamy rozkład określony d l a k = 

= 0,1,2,... wzorem 

^o - °« . sn e 

gdzie 0 ar < i i d l a oc = 0 przyjmujemy p Ł = i . 
We w s z y s t k i c h wymienionych rozkładach x^ = k 1 = p^ . 

§ 245. Rozkład prostokątny 

Rozkładem prostokątnym nazywamy rozkład ciągły o gęstości pra
wdopodobieństwa 
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O d l a x < a 

T - i — d l a a < x < -6 
O d l a JC > b 

Dystrybuantą rozkładu prostokątnego j e s t 

r(x) = 

0 d l a 
x-a „ z d l a b-a a 

1 d l a X 

i i 

' 1 

a b 

Wartością średnią j e s t 

M* b 

x = fxf(x)dx = f1A-axdX=T± a 2 

a momenty c e n t r a l n e wyrażają się wzorem 

X - ff + b 

b-a 

= (b -a)k f tk dt = 
d l a /t n i e p a r z y s t y c h 

d l a A. parzystych 

W szczególności wariancją rozkładu prostokątnego j e s t 
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2 

-"3 = °» ^4 = ( * 8 0 ) 4 

skąd współczynniki a s y m e t r i i i spłaszczenia 

ń •.°» ^ - - ł 
Funkcją charakterystyczną j e s t 

E n t r o p i a j e s t równa 

S = - f f(x) log2f(x)dx- - J B ^ 1 O H I ^ D X M l » « 2 ^ " a i ) 

-oo «2 

§ 246. Rozkład normalny 

Rozkład normalny j e s t bezspornie najważniejszym rozkładem 
w t e o r i i prawdopodobieństwa, co znalazło swój wyraz już w samej 
nazwie. J e s t to rozkład ciągły o gęstości prawdopodobieństwa 

(230) f(x) = N(jcia,s) mN(ats) * e 2 s 2 

sy2rr 

gdzie a , seR A s >0. 
Gdy a = 0 i s • i , t z n . 

(231) f(x) = /V(0,i) = 
' y2jT 

i 2 

e 2 

rozkład będziemy nazywać standardowym rozkładem normalnym. Sym
bolem $ będziemy oznaczać dystrybuantę standardowego rozkładu nor
malnego, t z n . 
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