V. FUNKCJE MIERZALNE

§ 181, Definicja funkcji mierzalnej

Niech bedzie dana dowolna przestrzen X i niech § bedzie do-
wolnym 6-cialem tej przestrzeni.

Funkeje / bedziemy nazywaé funkcjg mierzalng na zbiorze 4
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujace warunki:

(A1) £ jest funkecjg rzeczywista okreslong na zbiorze AeS

(2) /\ {x:fl<anxen}es

aeR

Funkcje¢ £ bedziemy nazywaé po prostu funkcjg mierzalng, jesli
jest mierzalna na calej przestrzeni A,

W przypadku szczegélnym, gdy X==ﬁ". a § jest ciatem zbiordw
borelowskich, funkcje¢ mierzalng na zbiorze A bedziemy nazywaé
funkcja borelowska na zbiorze A, a funkcje mierzalng - funkcjg
borelowska.

W przypadku, gdy it jest przestrzenig co najwyzej przeliczalng,
a S jest O-ciatem wszystkich podzbioréw przestrzeni X, kazda funk-
cja rzeczywista okreslona na zbiorze Ac X jest mierzalna na tym
zbiorze, Zatem kazda funkcja rzeczywista okreélona w tej prze-
strzeni jest mierzalna,

ZauwaZmy, ze na mocy definicji kazda funkcja rzeczywista jest
mierzalna na zbiorze pustym.

Twierdzenie (A)

Funkcja mierzalna na zbiorze 4 jest mierzalna takZe na kazdym
zbiorze KB eSA BcA

D| Wynika z faktu, Ze

{x:f(x)<a Ab.reB}={x: Flx)<anx €A} nBeS
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Twierdzenie (B)

Funke ja mierzalna na zbiorach‘di. eeey A, Jjest mierzalna tak-
[ =]

oo
ze na zbiorach U ‘4.& i ﬂA A
* k=1 k=1
Funkcja mierzalna na zbiorach Ai' A2’ «+. jest mierzalna tak-

zZe na zbiorach LJ A, 1 r) Ay
k=1

D /\{.x flx)<anxe UAk} U{x {’(.x}(aneAk}eS

acR

Dowéd w pozostalych przypadkach jest analogiczny.

§ 182, Twierdzenie

Z]| f Jjest funkcja mierzalng na zbiorze AcS w przestrzeni X
1) {ax: fla) (oo Axed}es, {x: £(x)
{x: £lx)) - ooAxeA'} eS{x: £lx)
{x:|,r'(x3|<m/\ .xeA}eS » {x2] £(2)]
Eﬂ Z zaloZenia jest

AleS
n/e\sz {o: Flx){n Axe€ }e

/e\st ({x tF@)>-nAxeA} = A-{x: f‘(x)(-‘rm.x'eA}eS)

m,ﬁxeA}ES

- co Axed }eS

o AxeAd}es

skad
{.x; Fx){oonxeA} = Q {x: {'(x)(w/\xe,d}es
{x: L) -coAx€A }= i {7: £x)y - naxed}es
Wobec tego g

{x'lf(x)l(mnv't'e/i} ={x: flx){eonx€A}N
n{a: fla)y -onxed}es

{1 f(2) =e0nweA}={ar: £l2)) -ooAxeA}—
-{x:[Ff0lCeorred}es
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{x: £lx) = -mnxeA}={.x: Flx)loo A x eA} -
-{.x:],c‘{,r)|<oonxe.4}eS
{J::l;f'(.x)\ = }=4 —-{.x:lf'[.x)|<°° AxeA}eS

§ 183, Twierdzenie

Z] #F jest funkcjg mierzalna na zbiorze AeS w przestrzeni X.
B jest ciatem zbioréw borelowskich na prostej R.

2] /N\{x: flere Baxed}eS
BesB

D| Niech K oznacza klase wszystkich zbioréw Kc®R speiniajacych
warunek

{x: flx)ekarxedle S

Wykazemy, ze klasa X jest O-cialem. Zauwazmy przede wszystkim, zZe
na mocy zalotg_nia o mierzalnos$ci funkcji £ klasak zawiera wszyst-
kie p6iproste postaci (-oq @), gdzie @ € X, Wobec tego klasa & nie
jest pusta, czyli speinia warunek (61) dla O0-ciakX, Nastepnie na
mocy wkasnosci O-ciata § mamy

kex ={x: flmyekrxedtes=>{x : FlayeknxeA} es =
=#{x: Flx)e H’(Cv.xeAC}ES =>{.x:,f'(.x)e KcvxeAc}nAeS =
=4 f‘f.x)ekcx\ x€dlesS = ke &

czyli klasa & speinia warunek (62). Wreszcie

J{}",%ea’?}/@}t {Jc ! f(x)e /ﬁ/\x&‘A}eS =

beled) {x:f(X)ek; nxed}es =
J=1

= {x:f(.x)e };JIKJ-A.xeA}eS# H%e&?

co oznacza, ze klasa X speinia takze warunek (63) i jest zatem
6-cialem, Wobec tego na mocy twierdzenia § 93 jest HBc& , co kon-
czy dowéd twierdzenia,
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§ 184, Twierdzenie

EJ # jest funkcja mierzalna na zbiorze AeS w przestrzeni AX.
T| Dla dowolnych a,b € 3{0

{a: fFle)<a nxedles, {x:alf(x)<bAxeA}eS
{x: flx) >a axeA}es, {;c;agf(.x)(b/\xeA}eS
{x:Ff@) anxeA}es, {ax:alf(x){brxeA}eS
{x: f@) yaaaxed}es, {ux: a { f(x)<bAxcA}eS
{x: fla)=a anxeAd}es, {x:f‘(x)%af\xeA}eS
D] Dla @ = -oo mamy
fr:fx)<anxeA} =0es
Dla Q # =o° mamy
{x: o) Canxed} ={x: fla) e (~2sa)rxed}u
Ufx:f(x) =-conaed}

Poniewaz przedzial (-oco; @) jest zbiorem borelowskim, wiec na mo-
cy twierdzenia § 183 pierwszy zbiér w powyzszej sumie nalezy do
6-ciata &, Drugi nalezy do S na mocy twierdzenia § 182, Zatem
w calej ogdlnodei jest

{.x: flx)<a /\.:CGA}ES
Analogicznie dowodzimy, Ze
{a: flx)>a ANxeA}eS
Mamy nastepnie
{x: frygaAnwed} =A-{a: f(x)>A AxeA}es
{x:f(x) > anxeA}=A-{x:f(x)<anxeA}esS
{x: ,l‘(.x}=aA.xeA}-{.x:{‘(.x).ga,\.xeA}n
n{x: Fle)yanaxed}es
{1 a< faKbaxed)={x:f(x)>anxeA}n
n{x: F(beA.xeA}eS
Dowéd w pozostalych przypadkach jest analogiczny.
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§ 185, Twierdzenie

Z| 4 jest funkcja mierzalna na zbiorze AeS§ w przestrzeni [,
T| /\_ funkeja cf jest mierzalna na zbiorze 4.
CeR

/\ funkc:ja[ f'|c jest mierzalna na zbiorze 4.

CER
¢>0

(%
D| Obie funkcje Cf i | ﬂ sg funkcjami rzeczywistymi okresdlonymi

na zbiorze 4, czyli spelniaja warunek (f1) dla funkcji mierzal-
nych, Wystarczy zatem sprawdzié, Ze spelniajg one rdwniez warunek
(32). Otéz mamy na mocy twierdzenia § 184

({x: £ (20)< IAxeAleS dla c>o0

0i a>o

I

AeS dla C
0ed dla ¢

aé\ﬁ{x: ofx)<arxed} % e

(x: fl0)>FAxecA}eS ala c<o

Wynika stad, ze funkcja ¢f jest mierzalna na zbiorze 4.
Na mocy twierdzenia § 183 jest

/\ {x:lf@)|<anxeA}=0¢eS

QER

ago
I\ {x: | F)|<anxeA}={x: fla)e -a;a)AracA}eS
aeR

a>o
poniewaz przedziat (- a; @) jest zbiorem borelowskim. Zatem funk-
cja |F| jest mierzalna na zbiorze A i wobec tego

0eS dla ago

n

LA (x:|f(x)|¢anaxed)
aeR Sg%{ ! 1
{x:lf‘(.r”(acx\xeA}eS dla a>0

Oznacza to, ze funkcja l/‘(.x)[c jest mierzalna na zbiorze A,

§ 186, Twierdzenie

y b {'1, ...,{’n sg funkcjami mierzalnymi i skonczonymi na zbio-

rze AeS w przestrzeni X.
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2% h jest funkcja borelowska na zbiorze YesB , gdzie 8B, jest
6 -ciatem zbiorow borelowskich w przestrzeni euklidesowej
R7”, takim ze

x/e\fl (701(1): seny fn{x})EV
d
sox/;; P (x) £ h[f’itd-‘]. ol fn(x:a:[

T| 1° £ jest funkecjg mierzalng na zbiorze 4.
2% gdy funkcja A jest skonczona, funkcja £ jest tez skorczona,

D] Czesé 2° tezy wynika wprost z definicji funkcji £. Z tej de-
finicji wynika réwniez, %e funkcja £ speinia warunek (513 dla
funkeji mierzalnej. Mamy ponadto

(%) /\({x: fla)<anxed}=frlf(2), .., Fla))éAq AxeA})
aeR
gdzie ‘
(%) Aa%{(xi. pa0r Xp) PR (X een s XpIKA A, oee, Xy )€ Y}edB,
Wyst.afczy _zatem wykazaé, ze
(%) /}t {20 (F (X)) voey Fplx))€AgAxEA}ES
ae
Niech & bedzie klasg wszystkich zbiordéw A’cﬂin, dla ktérych
{x: (F0)y eeey Flx))e K Axed}es

Wykazemy, ze klasa X jest G-cialem. Zauwazmy przede wszystkim, Ze
klasa k" zawiera wszystkie 'przedziaXy postaci (-co;u ), gdzie u =
= (ui, ceey Uy )€ fﬁg, poniewaz wtedy

{a: (£i(2)y eeey Fpla)) € (mo0julAaed]) =

s £e(&) Cuy A cee A fp(2)<upn x e ,4_} =
={w: £100) C uy AxeA}n ..on {a: F(X) Cup AxeA}es

na mocy zalozenia, Ze funkecje 701’ ‘“an sg mierzalne na zbiorze
A. Zatem klasa X nie jest pusta, czyli speinia warunek (61) dla
6 -ciat. Nastepnie, wykorzystujac fakt, ze § jest G-ciatem, mamy

Kex={x: (£i{x)s covy fpla))le kA eA}es =
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={x: (F(x)y veey Fr(X))e kaxeA}ceS%

=2{L: (Fy(x), coey fr@))e kvt €4G €5 =

s{x: (F ), ..., {'n(x)lekcvxeﬂc}nAeSa
S{x: (£,(x)y ooy fl@))ekCAreA}eS 3k e
czyli klasa & spelnia warunek (62). Dalej mamy

K. ek = Aitu (o ) 5t vainiois x))e kK;AxeAYeS =

#g{x: (fitlxjs seny fn(lxj}ef(‘] AIEA}GS#
=’{'x¢' (Fi(ur)l sy ]P;q(‘;r)JeCj %A IGA}ES#CJIATJGW
. j=1 7=

Zatem klasa 7% spelnia réwniez warunek (63) i jest G-cialem. Na
mocy twierdzenia § 93 mamy o8,cX, skad na mocy (¥%) wszystkie
zbiory Aa naleza do klasy K, czyli spelniaja warunek (%%%).Z réw-
nosci (%) wynika, ze funkcja £ speinia warunek (A2) dla funkeji
mierzalnej i wobec tego jest mierzalna na zbiorze 4.

§ 187. Twierdzenie

z] Fir eees f» sa funkcjami mierzalnymi na zbiorze A€’ w prze-
strzeni X,

n
| Z,\f; jest funkcja mierzalng na zbiorze 4 -5, gdzie
i=1

Bﬁ{'ﬁ \/ £ (&) =°°A,\/ {‘}-(-x) = =coA
tefty...,m} Je,{l,...,‘n.}
n

Axedl= | {x: £(x) = nxeAd}n

-

i=

” :
nU{.x: £(x) ==-conxeA}eS
s

D ,Pi + vee + f Jjest funkcja rzeczywista okreslong na zbiorze
A -Bel , spetnia zatem warunek (B1) dla funkcji mierzalnych,
Zbiér A -8 mozna przedstawié w postaci
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A="B"'=7¢"¢"D £ E

gdzie

CdBF{.r: \/ Ffila) = —onxed -8} =
tef{t,..,n}

n
- U {x:ﬂ(x] = -0 A xeA—B}ES
1=1

.Dd'e{{.x: \/ ﬂ-(x]=°°/\x€/4 -B}=

ie{u“qn}
= O{x: ,(;{.xl =a-o/\.re.4-3}e.5‘
=
def. . I
£ =Ha: c}e{i,../.\,n}wl(x]l(w'ﬂae'é]-B}_

n

= ﬂ {x: H“v (x)l (oo A x€A-B}eS
(=1

Zatem

/\R {.x: Fi(x) + eeo + £UXCaAX € A —B}= Cq *+ Do + £g
ac

gdzie
Ce = {x: fla) + e + f(XICAAXECT
D, ¥ x: £,x) + .00 +fx)<a A xED}
Eq ggf{x: Filx) + oo +fp ()<a A .x'e[:'}
Ale

Cq ={x: ~cola A xel } = Ces
Dy ={x: cola A JL‘eD} =0eS

Wobec tego, aby wykazaé, ze funkcja ,f‘i + ees +f, speinia warunek
(B2), czyli jest mierzalna na zbiorze A -5, wystarczy jeszcze
wykazaé, ze E4 €S .

Funkeja

h(.xi, ceny X)) =X, + oees Oy
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n
jest funkcja borelowska w przestrzeni R , poniewaz dla kazdego
aeR zbiér

{(xi, ...,xn}:hf-l‘i. coo,xn}<a} =
= {(&yy ceerdp)idy + oon +ap<al

jako zbidr otwarty jest zbiorem borelowskim,
Funkc ja

flx) = h[f'if.t), ey Fn(&'ﬂ = £4(x) + <o + £ (x)

jest okreslona na zbiorze £ i na mocy twierdzenia § 186 jest mie-
rzalna na zbiorze £. Wobec tego £, €5 , co koinczy dowdd.

§ 188, Twierdzenie

z| {3, «eey7y S8 funkcjami mierzalnymi skonczonymi na zbiorze
AeS w przestrzeni A,

n
T 2 7(’2- jest funkcja mierzalna skorczona na zbiorze 4.
=1

D] Twierdzenie powyzsze Jjest oczywistym wnioskiem z twierdzenia
poprzedniego, w ktdrym w danym przypadku mamy 5 = 0 na mocy skor-
czonosci funkeji 4y seey £y

§ 189, Twierdzenie

[=

Fi' ;2 sg funkcjami mierzalnymi na zbiorze 4 €S w przestrze-
ni X,
Ej fl - Fz jest funkcjg mierzalng na zbiorze A-B, gdzie

Bgﬁ{x:(fitx} = £5(&) =0 v (X) = folx) = —on)/\.xe/l} =
={x: ;{’1(.:() =00 A .xeA}n{x:,f‘a(x)

+ {.x: Filx) = = oo n xeAn{x: fola) = —sen xeA}es

oo A xeA}+

D| Twierdzenie powyZsze jest oczywistym wnioskiem 2z twierdzen
§ 187 i § 185, poniewaz

Gy Lgrar Tl stifa
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