
V. FUNKCJE MIERZALNE 

§ 181. D e f i n i c j a f u n k c j i m i e r z a l n e j 

Niech będzie dana dowolna przestrzeń X i niech S będzie do
wolnym <?-ciałem t e j p r z e s t r z e n i . 

Funkcję f będziemy nazywać funkcją mierzalną na zbiorze A 
wtedy i t y l k o wtedy, gdy spełnia następujące warunki: 

(y3i) f j e s t funkcją rzeczywistą określoną na zb i o r z e A eS 

Funkcję f będziemy nazywać po prostu funkcją mierzalną, jeśli 
j e s t mierzalna na całej p r z e s t r z e n i X. 

W przypadku szczególnym, gdy X = a S j e s t ciałem zbiorów 
borelowskich, funkcję mierzalną na z b i o r z e A będziemy nazywać 
funkcją borelowską na zb i o r z e A, a funkcję mierzalną - funkcją 
borelowską. 

W przypadku, gdy X j e s t przestrzenią co najwyżej przeliczalną, 
a S j e s t <5-ciałem wsz y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i A', każda funk
c j a r z e c z y w i s t a określona na zbiorze AcX j e s t m ierzalna na tym 
z b i o r z e . Zatem każda f u n k c j a r z e c z y w i s t a określona w t e j prze
s t r z e n i j e s t mierzalna. 

Zauważmy, że na mocy d e f i n i c j i każda fun k c j a r z e c z y w i s t a j e s t 
m i erzalna na zbiorze pustym. 

Twierdzenie (A) 
Funkcja mierzalna na zbiorze A j e s t mierzalna także na każdym 

zbi o r z e BeS/\ BcA 
DJ Wynika z f a k t u , że 

00 2) 

\x : f (JC) <a A jce 
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Twierdzenie (B) 
Funkcja mierzalna na zbiorach A^, . . . , A M j e s t mierzalna tak-

ń 
że na zbiorach L 1 A, i I 1 4 . 

Funkcja mierzalna na zbiorach ,4̂ , /4 2, ... j e s t mierzalna tak-
oo 

że na zbiorach 
I M i n A. . 

pj / \ {x: f(x) <aAxe \JA.}= \J{*'- f(*)<a A*eAk\eS 

Dowód w pozostałych przypadkach j e s t analogiczny. 

§ 182. Twierdzenie 

Z] f j e s t funkcją mierzalną na zbiorze AeS w p r z e s t r z e n i A" 
Tj { x: f(x) <<*> AX eAjeS, {xi f(x) = oo AxeA}eS 

{X: f(x)/ - ooA xeAJeS,{x: f(x) = - °°AxeA}eS 

{x :\{U)\<°°AXeA}eS , {x:\f(x)\ - 0 0 A ^ e / ^ j e ^ 
D | Z założenia j e s t 

A { «* : f(x)<n A x eAleS 

A (jx : f{x)>- VAXCA} = A - {x: f(x) ( - n A xeA}eS^ 

skąd 
oo 

{jf: /V)<©oA4:e/4} = n (jf: f(x)<-nAXeAjeS 

-OOAXCAJ= {x : f(x)^, - V. A xeA J eS 

Wobec tego 
[x :\{(X)\<oo AJCeA}= [x : /'U)<'^ A X e/)} n 

n {jr: /»C4T)> - oo A XeA}eS 

[<X:fW = 0 0 A xeA]= [x ; f[x)} -°°AXeA}-

-{x: | f(«)|<ób AjreA^eS 
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[x: f{x) = - ooAxeA}= [x : f (x)<°° A x e A} -

- {x: | f{x) | <°° A xeA} eS 

{x: \ f(x)\ = ~>}= A - {x:\f(x)\<°° A x e A}eS 

§ 183. Twierdzenie 
Zj f j e s t funkcją mierzalną na zbiorze AeS w p r z e s t r z e n i X. 

$ j e s t ciałem zbiorów borelowskich na p r o s t e j 3J. 
Tj /\{x: f(x) e BA xeA}eS 

BeS 
D| Niech OC oznacza klasę wszystkich zbiorów Kc 3S spełniających 
warunek 

{ x : /"(.*) e KA x e /j} e S 

Wykażemy, że k l a s a ̂  j e s t ćT-ciałem. Zauważmy przede wszystkim, że 
na mocy założenia o mierzalności f u n k c j i f k l a s a c h zawiera wszyst
ki e półproste p o s t a c i (-<»; 0!), gdzie ae3J. Wobec tego k l a s a 9C nie 
j e s t pusta, c z y l i spełnia warunek (^i) d l a tf-ciał. Następnie na 
mocy własności 6~-ciała S mamy 

k e JC =*{x: f[x) £ATAxeAJeS=^{x : f(x)eX'AxeA}CeS=> 

=*{x: f(x)e /CCvxeAC}eS [x : f(x)e K°vx eAc} n A eS =» 

c z y l i k l a s a ̂  spełnia warunek (<5"2). Wreszcie 

A K,eor^/\ { x : /"(je) e A x e A VeS 
je% J jeSt J 

OO 

- j=i J i - i J 

co oznacza, że k l a s a 3C spełnia także warunek (63) i j e s t zatem 
<5-ciałem. Wobec tego na mocy twierdzenia § 93 jest=S#c5f , co koń
czy dowód tw i e r d z e n i a . 
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§ 184. Twierdzenie 

zj f j e s t funkcją mierzalną na zbiorze AeS w p r z e s t r z e n i X. 
_TJ Dla dowolnych a, b £ 3?Q 

{JC: fix) <a A xeA)eó} {x : a < f (JC)< 6 A are/l } 
{ar: / U ) > a A J f e / ) } e J , [ i f(x)<b A xeA)eS 

[x •• +U) 4^ a A x e A] eS, [x •. a </\a;K6 A x e A}eS 
f[X) > a A ^ c e / l J e S , a ̂  f G * ) ^ A .xe/ł } eS 

{JC : f ( x ) = a A X £ / 4 } e ^ ; {.t: =^a A xe/1} es 
D| Dla a = - oo mamy 

[x : f (x) <a A xeA } = OeS 

Dla c? ̂  - o o mamy 
{ x : f(x) <aA ={x:f{x)e (-<*>; a ) A x eA] u 

u [x : f{x) = - °° A x e A} 

Ponieważ przedział ( - 0 0 ; a) j e s t zbiorem borelowskim, więc na mo
cy tw i e r d z e n i a § 183 pierwszy zbiór w powyższej sumie należy do 
6"-ciała vS. Drugi należy do S na mocy twierdzenia § 182. Zatem 
w całej ogólności j e s t 

[x : f(x)<a A xeA] e S 

A n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 
{x : f(x) > a A x e A] eS 

Mamy następnie 
[x: f(x)^a A xeA] =A - {x f{x)>ct A xeA}eS 

{x : f(x)> a AxeA] =A-{x.f(x)<a A xe A}eS 

[x : f(x) = ct A x e A } ' [ x . •f(x)^aAX eA]n 

n{x: {{x)^a A xeA]eS 

[x: a< •f(x)/bAxeA} = {x.f(x)>a AxeA}n 

n{x: f(x)<bA XGA }eS 

Dowód w pozostałych przypadkach j e s t analogiczny. 
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§ 185. Twierdzenie 

Zj -f j e s t funkcją mierzalną na zbiorze AeS w p r z e s t r z e n i / . 
T l /\ fun k c j a cf j e s t mierzalna na zbiorze A. 

A funkcja /M j e s t mierzalna na zbiorze >4. 
c>o 

DJ Obie funkcje C-f są funkcjami rzeczywistymi określonymi 
na z b i o r z e A, c z y l i spełniają warunek (^1) d l a f u n k c j i m i e r z a l 
nych. Wystarczy zatem sprawdzić, że spełniają one również warunek 
( /32) . Otóż mamy na mocy twierdzenia § 184 

A fu:: CjT(x)<a AJC eA ) =< 

{•x: f{x)( § A JC eA}eS d l a c > o 

A e S d l a c = o i a> o 
o eS d l a c = o i a < o 

{,*: f(x) > £ A a" € A } eS d l a c < o 

Wynika stąd, że funk c j a c?/1 j e s t mierzalna na zbiorze A. 
Na mocy twi e r d z e n i a § 183 j e s t 

A {x: \f(x)\<a/\ x e A} = 0eS 

A }f(x)\<a A x e A}=[x: f(x)e (ca,a)AxeA}eS 

a> o 

ponieważ przedział ( - a } (X) j e s t zbiorem borelowskim. Zatem funk
c j a \f\ j e s t mierzalna na zbiorze A i wobec tego 

A A {Xi\f{x)\\aAxeA} 

c> 0 

O eS d l a a< O 

{x:\f(x)\<ac AX eA}eS d l a a > o 

Oznacza to, że funkcja ( / " ( i * ) ^ j e s t mierzalna na zb i o r z e A. 

§ 186. Twierdzenie 

_z| 1° f , ...,fv są funkcjami mierzalnymi i skończonymi na zbio
rze AeS w p r z e s t r z e n i X. 
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2° h. j e s t funkcją borelowską na zbiorze Ye&n, gdzie S n j e s t 
ff-ciałem zbiorów borelowskich w p r z e s t r z e n i euklidesowej 
% n , takim że 

3° A f M k[f±(X)t .... 

Tj i° j e s t funkcją mierzalną na zbi o r z e A. 
2° gdy funkcja h j e s t skończona, funkcja fjest też skończona. 

DJ Część 2° tezy wynika wprost z d e f i n i c j i f u n k c j i f. Z t e j de
f i n i c j i wynika również, że funkcja f spełnia warunek (fi^) d l a 
f u n k c j i m i e r z a l n e j . Mamy ponadto 

(*) A fW<a AxeA}=jx:(f1(x), . . . . fn{ x))e Aa A x eA }) 

gdzie 

(**) /l a — { C ^ . ***t Jcn)i h(x±, . . . ,an)<a A (xv . . . , xn )e y}e&n 

Wystarczy zatem wykazać, że 

(***) A {* : (f±W* f n ( x ) ) e A a A xeA}eS 

Niech będzie klasą wszystkich zbiorów ^c3{", d l a których 
[xi (ĄO*), ..., fn{x))e K A xeA}eS 

Wykażemy, że k l a s a IV j e s t c7-ciałem. Zauważmy przede wszystkim, że 
kl a s a SK zawiera wszystkie przedziały p o s t a c i ( - o o ; u ) , gdzie u = 

• ' . ' t u
n ) e 3*o* ponieważ wtedy 

[x: {f±(x), . . . . fn(x)) e (-OO;U)A x eA} -

- {.*: /ł
1.(*) < ttj A ... A (x)<un

 A x e J • 

= {x: ^ t(jc) < z < 1 A ^ e / l } n . . . O {4T: cA}&S 

na mocy założenia, że funkcje f^t . . . , fn są mierzalne na zbiorze 
A. Zatem k l a s a CA" nie j e s t pusta, c z y l i spełnia warunek (61) d l a 
6"-ciał. Następnie, wykorzystując f a k t , że S j e s t C7-ciałem, mamy 
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=» {x: [f±{x) fn (X)) e K A e A } C e S 

=>{x: ( f t U t l t . . . . fn(x))e KCM x eAfy eS=> 

=*{x: (f±(x), . . . . fn(x)i) eKcv jceAc}nAeS=* 

=>{•*'• if±[x)% . . . . fN(X)) e K c A x e A } e S KCe Zk 

c z y l i k l a s a St spełnia warunek {62). Dalej mamy 

A Kie3C=*/\ {x: (f.{x) f (x))e/C1AxeA}eS ^ 
Jem. J jeSt J 

=*U CfiC*). .... fn{x))eKj AxeA}eS => 

oo oo 

(f (X), . . . , f (x)) e U /fi A X e A } eS \J K, € 4V 

Zatem k l a s a ~ A spełnia również warunek (63) i j e s t ^-ciałem. Na 
mocy tw i e r d z e n i a § 93 mamy c 5ir f skąd na mocy (##) wszystkie 
z b i o r y Aa należą do kl a s y <5f, c z y l i spełniają warunek (***). Z rów
ności (#•) wynika, że funk c j a f spełnia warunek [fi>2) d l a f u n k c j i 
m i e r z a l n e j i wobec tego j e s t mierzalna na zbiorze A. 

§ 187. Twierdzenie 

Z | /j, . . . , fn są funkcjami mierzalnymi na zbiorze /4ev? w prze
s t r z e n i X. 

n 
T| y £ j e s t funkcją mierzalną na zbi o r z e A-B , gdzie 

i - i ' 

B &{Xi \ / Ą (*l " 0 0 A V A (*) - - « » A 

A^e/l}=.|J £ U J = o o A j c e / l ) n 
z-1 1 C J 

n 
n[J {x: Ą ix) =-o=AxeA}eS 

D| A + ... + j e s t funkcją rzeczywistą określoną na zbiorze 
/4 -BeS , spełnia zatem warunek (/5l) d l a f u n k c j i mierzalnych. 
Zbiór A -B można przedstawić w p o s t a c i 
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A - B = C + D + E 

gdzie 

C [x: V /V U) = - oo /\xeA-tB\ = 
ie{1,..., n] 

n 
= U {*- ftU) = - oo A X € A - B}e S 

i-1 

ir*{^ : \ / Ą (X) = oo A xe A - £} = 
re{i,...,-n} 

n 
= {xi Ą (x) * A xeA -8}eS 

t-i 
£ — (**: A |f, U)|<oo A xe A -B\ = 

1 t.e{i,...,«} 1 J 

72 

t-1 
Zatem 

A + . . . + f „ W ( ( ? A ^ e /4 - fl] = C a + D A + E A 

gdzie 
dgf 

Ca { X : ft{x) + . . . + 4 A X£<T} 

£Q ^{jt : /^to) + . . . +fn (xj<a A xe £} 
A l e 

<T a={jc: - o o < O A ^ e f } = C e J 
2)a = {JC : <*=<a A JTeJ)} • O&S 

Wobec tego, aby wykazać, że funkcja A + ... + fn spełnia warunek 
(#2), c z y l i j e s t mierzalna na zbiorze A-B, wystarczy jeszcze 
wykazać, że Ea £S . 

Funkcja 
/z (x ^, ... , ) — X ^ + . . . + ^ 
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j e s t funkcją borelowską w p r z e s t r z e n i 3?^, ponieważ d l a każdego 
Cte3t zbiór 

...,xn)-.h{x1, ...,xn)<a} = 

— /(\X^, • • • , ̂ "fl ) ' X ̂  "̂ ••• ł ^ ^ 

jako zbiór otwarty j e s t zbiorem borelowskim. 
Funkcja 

f(x) = ̂ [ Ą U ) , fnU)\ = r\U) + ••• * fin Cr) 
j e s t określona na zb i o r z e E i na mocy twi e r d z e n i a § 186 j e s t mie
r z a l n a na zbiorze E. Wobec tego £a eS , co kończy dowód. 

§ 188. Twierdzenie 

Z] '''t/n sa- funkcjami mierzalnymi skończonymi na zbiorze 
A e S w p r z e s t r z e n i X, 

v 
TJ S -fi j e s t funkcją mierzalną skończoną na zbiorze A. 

1-1 

DJ Twierdzenie powyższe j e s t oczywistym wnioskiem z twierdzenia 
poprzedniego, w którym w danym przypadku mamy B = o na mocy skoń-
czoności f u n k c j i Ẑ , fn . 

§ 189. Twierdzenie 

_ZJ f , f2 są funkcjami mierzalnymi na zbiorze A eS w p r z e s t r z e 
n i X, 

TJ f\~ f2 Jea*" f u n k c J $ mierzalną na zbiorze A - Bt gdzie 

B^(xt(f±(X) - f2(X) = *°Vf1(X) = f2(X) » - o o ) A X 6AJ = 

/\(*) = oo A JceAjnfe:f2(x) = oo A x. eA) + 

+ |^: f±(x) - - ° O A o:€/)}n{^: / ^ f * ) " - ° ° A J t e / 4 } e,5 

DJ Twierdzenie powyższe j e s t oczywistym wnioskiem z twierdzeń 
§ 187 i § 185, ponieważ 

- h - h + 
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