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yaufx:| £, =, (@) <A xe A} -ufx: xeArL (0¢ <ap; by}
> afxi| £,(2) = F(O|<S Axed}-F

a nastepnie

A N A (@) = A3 e A xe A}
£>0 6>D

= @A) —@dx: |h(F0) - h(PE))]<e A .xeA}<.
L w) -ufx: | fr(0) - LXK A xeA }
=afx: |[£,x) - P> A xedl+ 5

Ale

$x>0 0 :’a>"o ‘
iét\m ne% ﬂ/\ a{x: [ h (£ (0)) = h(FN]|> e nxed}a =
& >0 7 57

-‘=>h(ﬁ?)él—* h (£

§ 215, Twierdzenie Luzina

Z| 1°¢G jest klasg wszystkich zbioréw mierzalnych w sensie Lebes-
gue’a w przestrzeni euklidesowej %" z miara Lebesgue’a «,
tzn., w przestrzeni z miara (R”,.0, ©).

29 ,C',jest. funkcjg rzeczywista skonczona okreslong na zbiorze

Aedl.
3% W(A4) oo .
T] £ jest mierzalna « na zhiorze 4 &
‘=’/\ V ?C‘:jeat. ciggta na zbiorze F
SR
W(A-F)<e
gdzie F oznacza domkniecie zbioru F.
D| Dowéd podzielimy na 6 czedci T1, ..., T6:

Ti| A /A V G jest zbiorem otwartym A G 2B A w(G=-B8)<e
Beds 5‘% Ge
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T2| /\ /\\/Fjest zbiorem domknietym A Fc Baw(B8- F) <&
Bel €eR reo
>0
T3 (X jest funkcja charakterystycznag zbioru ( = /\ Y
cel ae?ﬂ F=Fel
4.ce &E>0 FcB
m(s-r}cs

,J{ jest ciagta na zbiorze F) .

__| 4 jest funkcja prosta mierzalng =;/\ /\ \/ g jest ciag-
Bed, éét;'.ﬁ, F=Fels

gta na zbiorze F
75| f jest funkcja mierzalng @ na zbiorze A = /\ V f Jest

FCA
w(A-F)<e
. ciggta na zbiorze F
T6 /\ \/ £ jJest funkcja ciagila na zbiorze F = f jest
55 p st
co(A-F)(é‘

funkcjg mierzalng «) na zbiorze A4

Dowéd czedei Ti1

Wynika z implikacji (%) w dowodzie twierdzenia (4) w § 171.

Dowéd czesci Tzl
Poniewaz 6 jest 6-ciatem, wieec B¢ £ = B% L, Na mocy T1

/\ /\ \/ G jest zbiorem otwartym

Bedls s Gel
>0 G>8°,
w(G-BE)¢e
Niech
Faet g€
Zatem na mocy § 55 F=F i Fe. Ponadto
G>B° = FcB
WEB-F) =0 [®R"-B) -F] =[@"-A -8°] =(G-B<e

W ten sposéb dowdd czesci T2 zostal zakoriczony.
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Dowéd czesci T3

Na mocy definicji

i dla % o B
(i) ¥ (r) =
(43 C_qpn
0 dla Xel* =R~ C
Niech ‘
z c
(ii) By =BnC , B, =BnC", B= B +8,
Na mocy T2
Vi AT B-FI< 5 v \ wB,-F) <&
CER A= Res b= Foed
>0 F1CB1 Fo< By
Niech
Wtedy na mocy § 58
F= Feds
B

WDB-F) = [(By=F]) + (Ba=Fy)] =w(By -F) + W(By-F)< &

Zbiory F, i f, sa domkniete i rozlaczne, wobec czego dla j= 1,2

(iii) /\ (lim X, = X = xeF-)

‘xp\-rgy--.EG' n-+ oo J

Poniewaz na mocy (i) i (ii)

I\ x @) '="1 Ax/e\szc(.r) =0

xef €

wiec z (iii) wynika, ze X, jest ciagta na zbiorze F. W ten sposéb
dowéd czesci T3 zostat zakonczony.

Dowéd czesci T4
Jezeli.§ jest funkcja prosts mierzalna, to na mocy § 202
\/ \/‘ g - 3 a, X
Apsacsig Ay €6 ypeens Oy R k=1 &y

A+ tA =R" a;,...,a0,,>10
Na mocy T3 . -
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/A\ \V/ X jest ciggla né zbiorze F
A

BeL kefly...m} €€R F=FebH k
&20 F.c8 k
% .
(8K )<E,
Niech .
F N Fi ﬂ [ n Fm
Wtedy
F §§? Fed
Fc 8

WB-F) =B-F{ N «eo n F) =uJ|:(S—F1) U st (B-f;”):l <
SOB-F) + oo +WB-F) e

Wszystkie funkcje sg ciagle na zbiorze £, wobec cze-
e XA’ .oy XA
go funkeja

m

9= Z ”kXAk

k=1
jest réwniez ciggla na zbiorze F, co koliczy dowéd czesci T4.
Dowéd czesSci T5

Zatézmy najpierw, ze funkcja / mierzalna «) na zbiorze 4 (z za-
tozenia skoriczona i okredlona na catym zbiorze Acd takim, ze

«XA4) (o) jest nieujemna. Na mocy twierdzenia § 203 istniejg ta-
kie funkcje proste mierzalne {3, fg, e IXe

44 prwd
f &,-3:: Fk (Prwg)f‘ i-;oo FL (pry 1) F zi!:a 'Dk =
= —--
A
&3>0 Cc
Q(A-C)k
Na mocy T2
7N NN D=D
EeER celL Del
e>0 D
W(C-DK§
Poniewaz

DcAa dA-D) =w(d-0 +o(C-D) < §
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zatem na mocy wiasnosci (jz3)
iv) //\ \v/ J:-2
( EER g-ﬁe.c i = f
0 [ =
2% S@ACo)ck
Na mocy T4
/ﬁ\ \v/ jest ciagla na zbiorze £
CeER keM F=F el ’OA ; k
e>0 FCcA
A &
"’(‘4"2)‘(2,\;1

Niech teraz

Fﬁ Dn kg Vs s

Na moey § 57 zbiér F jest domkniety, a wiec na mocy powyzszego
F:F'E-c
Fc A

W@=F) =@[(4-D) u U-F) U U-F) U ...]<
S W(A4-D) + WA-F) + O(A=-Fy) + ... <&

Poniewaz

/N\ FcF

keM A

wiec funkcje fi, Fa, ««. 853 ciggte na zbiorze F. Z drugiej strony
na mocy wtasnosci (jz3) :

LT
f VR

Wobec tego na mocy wlasnosci (jzi5) /£ jest funkcja ciagla na zbio-
rze F, Stwierdzenie to korczy dowéd w przypadku, gdy / jest funk-
cja nieujemna.

W przypadku ogélnym niech

1‘:1-‘1=er- max ( 0,fF), ky def  pax (0, =)

Na mocy twierdzenia § 185 funkcja -}‘Jest mierzalna ) na zbiorze
A, a na mocy twierdzenia § 197 funkcje ﬁi i k, sa mierzalne © na
zbiorze A. Ponadto z definicji funkecje hy 1 kz sa okreslone na
catym zbiorze A i skoriczone na tym zbiorze., Obie 83 nieujemne,
Wobec tepo na mocy udowodnionego juz przypadku
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//\ hl jest ciagla na zbiorze Hi A ko jest ciagta
na zbhiorze H2

e;%i Hy, Hy€ 8

€
HyyHy domkrigte

&>

Niech ﬁéraz

Mamy
F=Fed
A

FRC
W(A=F) = W[(A-H) v (A=-Hy)] S WA-H) +@O(A-H)< e

Ponadto funkcje ki i h, sa ciggle na zbiorze F i wobec tego funk-
cja
£ =hy = hy

jest réwniez ciggla na tym zbiorze., Stwierdzenie to korczy dowdd

czesdei T5,
Dowéd czesSci T6

fe

Z zalozenia
/A\ \V/ fiest funkeja ciagla na zbiorze

kegd F=F.€.
Fi €A
SA-F <%

Niech

Mamy
oo 1
W@B) =w(A4 - H Fe )"—-?*4}2 WO(B)§ uJ(A-Fk} < E:w(ﬂ) =0

Jest zaten
A = &L__; £+ 8B, gazie (8) = 0

12 — Wyktady...
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Wobec tego
A {x: F(A)Ca A .xe,d}=

Cs

{x: £ Axe!z}+{.x: {‘(,;d(azx.xeB}

=
-

Na mocy tego, ze funkcja / jest ciggla na kazdym ze zbiordéw Fk "
zbiory

{.x: FlXI<a nxe };}, ke 122 o
sa domkniete, a wiec naleza do klasy .. Nastepnie zbiér

{x:p@)sanxe B}csB

i na mocy twierdzenia Carathéodory’ego z § 111 jest mierzalny « i
ma miare O. Ze wzgledu na to, ze klasa .[.jest 6-ciatem, wynika
Z POWyZSZego '

‘é.\ﬂ {x: ,P(.x)gaA.reA}.;: L
Poniewaz

i 1
a/;i{.r:f'(x)(a/\xeﬁi}= H {x: pOIC a - 7 AxeA}

wige

a/;{"“ Pa)a axedled

wobec czego /' jest funkecja mierzalng «) na zbiorze 4.
W ten sposéb dowdd czesei T6 i catego twierdzenia Luzina zo-
stal zakonczony.

§ 216. Dystrybuanta funkcji mierzalnej

Niech bedzie dana przestrzen z miara unormowang (X, S, ) i
funkcja / mierzalna i skoriczona na catej przestrzeni X. Funkcja /
oawzorowuje przestrzed X w przestrzen R. Niech &8 oznacza ciato
zbioréw borelowskich na prostej R. Na mocy twierdzenia § 183

/\{ x: f(x)e BleS
BeB
Wzorem


http://klasy.fi
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(143) & vy (8) gﬁv{x: £(x)e B}

okreslamy miare unormowana na O-ciele 8. Istotnie, 'P;p jest funk-
cja rzeczywista nieujemna o dziedzinie bedacej 6 -cialtem przestrze-
ni B, wiec speilnia warunki (vi) i (¥2) dla miary unormowanej. Na-
stepnie

v B) = vie: PXIER]} = v(N) =1

czyli funkcja vp speinia réwniez warunek (¥3). Wreszcie
S s b )e B
- : =P : X )€ i
V:"(/cz-'% 3") V% {'(.x)e -1 B"} (k-‘l {x: £ k})

- S vfap@e s} = 2 % &)

czyli funkcja % speinia takze warunek (v4) i jest miara unormo-
wang.

Funkcja £ generuje zatem nowg przestrzend z miarg unormowang
(R, B, %«). Dystrybuante miary »p bedziemy nazywaé dystrybuanta

funkeji mierzalnej /. Zatem dystrybuanta funkeji f jest funkcja
F(x) okreslona wzorem

(144) kr/e}toF(“ y et vp [(~egx)] =v{t: FEIC )

Z definicji wynika, ze w przestrzeni z miarg unormowang (A,
S, V) kazda funkcja £ mierzalna i skoriczona na calej przestrzeni
X ma dystrybuante okre$lona jednoznacznie wzorem (144), Natomiast,
odwrotnie, dystrybuanta nie wyznacza jednoznacznie funkoji £, gdyz
dwie rézne funkcje mogg mieé wspélng dystrybuante, jak to pokazu-
Je nastepujacy przykl‘ad.

Przyktad, A
v({0}) =»({1})

1]

Lo, 1}, 6—{l0} {1}, {o,1}, o},

21 1)({0 1}) 1, 1’(0) =

0 dla x= 0 1 dla x

de
. g(.x)—f
1 dla &= 1 0 dla «x

1}
(=}

P

1]
-

Jest £+ ¢, natomiast
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: 0 dla X0
vie: P3¢} =v{é: g(8)<x} ={3 dla 0C x <1
1 dllas s

Na mocy twierdzenia § 114 dystrybuanta F funkcji mierzalnej f
Jjest dystrybuantg jednowymiarowa, a wigec na mocy § 103 i § 77 ma
nastepujace wlasnosci:

(145) F jest funkcja rzeczywista okredlong w catej przestrzeni
Ros
(146) F jest niemalejaca,
(147) F jest lewostronnie ciagla,
(148) F(-o0) = 1lim F(x) = 0,
X —»=00

(149) F(oo) = 1im F(x) = 1.

O~ 00

§ 217. Twierdzenie

Dystfybuanta.jednowymiarowa ma co najwyzej przeliczalnie wie-
le punktdéw nieciggltosci.
2] Niech F bedzie dystrybuanta jednowymiarowa i niech

B8, ={x: e Flas) = Fa) < %}

U
B =
n=1 By
Zbiér B jest zbiorem wszystkich punktéw nieciggloseci danej dystry-
buanty F.
Ze wzgledu na wiasno$é (146) i warunek

0§ F(x) € 1

wynikajacy 2z wtasnodci (146), (148) i (149), zbiér B, ma mnie}
niz 7+1 punktéw. Wobec tego punkty zbioru B mozna ustawié w ciag,
wypisujac najpierw punkty zbioru 81, potem punkty zbioru 82 itd.
Oznacza to, ze zbidér B jest co najwyzej przeliczalny.

§ 218, Ciggi dystrybuant jednowymiarowych

Niech F,, Fé, ..+ beda dystrybuantami jednowymiarowymi. Mdéwi-
my, %ze ciag dystrybuant jednowymiarowych (F,) -jest zbiezny pod-
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stawowo do funkecji F wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego & bedg-
cego punktem ciggtosci funkeji F jest

lim £, () = F(x)

n-eoo

Z definicji wynika, ze funkecja graniczna F jest niemalejaca i 0
€ F(x) € 1, poniewaz wszystkie funkcje F;, f,, ... sa niemalejace
i ograniczone liczbami O i 1., Natomiast Zfunkecja graniczna F nie

musi byé dystrybuanta. Przykladem moze byé ciag dystrybuant

0 dla «xgn
)C;?(tr} =
1 dla Lf)‘h’

zbiezny podstawowo do funkecji ETAQ = 0 nie bedacej dystrybuanta
z uwagi na niespelniony warunek (149).

W przypadku gdy funkcja graniczna F jest dystrybuanta, méwi-
my, ze cigg dystrybuant jednowymiarowych Jjest stabo zbiezny do
dystrybuanty F i piszemy

F?: :a_l‘.[__ albo 1lim Fn &L F
N> 00

§ 219, Zbieznosé wedlug dystrybuant

Méwimy, ze ciag (f),) jest zbiezny wedtug dystrybuant do funk-
cji f i piszemy

£ M e albo.. Yimlp diep

n-+o0

wtedy i tylko wtedy, gdy w danej przestrzeni z miarg unormowaﬁq
(X, S, ?):
12 2 £4s fo1 +++ sa funkcjami mierzalnymi i skorczonymi na
catej przestrzeni X,
29 'F Fy» F3y «.. sa dystrybuantami odpowiednio funkeji £,
Pii fb: min'e
3% Fp b FL
Zbieznoéé weditug dystrybuant ma nastepujgce wiasnosci:
(dys1) funkcje £ i g maja wspélng dystirybuante A 4@& funkcje £, i

g, maja wspélna dystrybuamte = (£, 9—":’;;‘ S 9y Qﬂ,.g)
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(dys2)

(dys3)

(Wtasnosé powyzsza oznacza, ze zbieznosé wediug dystrybuant
jest w istocie okredlona w zbiorze klas funkeji o wspdél-
nych dystrybuantach).

D| Wynika z definicji zbieznos$ci wedtug dystrybuant,

f"ﬂfﬁ,fﬂ /\ ?['???dﬁ’fl

MMy €N ”
D| Wynika z definicji zbieznosci wedlug dystrybuant.
K]
e AuX)=t AL, £y F5, ... mierzalne i skoriczone na

catej przestrzeni A = p, —*>p
D| Z zalozenia

A\ lin gfr | @ - p)]>e) =0 =

>0

i Z (0
.,-/,>, }oe/,z/,w\,z pfrz] £,(0) - )| > e} ')
a‘j;;u n >R,

Niech £ F:L' F2, ... bedg dystrybuantami odpowiednio funk-
¢ii £y f1s» fo1 +++ Mamy na mocy (144) dla dowolnego ne®

Fla-e) =u{t: £(£) <x-¢}=
=afts (&) CX-8 Af(E) Cx}s

raft: F(E) Cax-¢€ Af(t1>a)g
Saft: H,(0) <} +uft: | p,(8) = L) > e} =
= () raft: | £, = £(£)] D> e}
F o) =aft: f(8) <o} =
=uf{t: £ (@) Ca A (I x +&}+
rdfts L()I<a A p(RI2 X +e} <
gu{t: FAI< x +e} +ait: | £,(E).- p(¢) | > e}=
= Flx+e) vadt: | £() - p(8)| = e}

Wobec tego

/\ \/ /\ Flx-e€) - SAHMIL Flaxre) + 0

JN“J} noeN nedt
Fe >l 0

n>ny



(dys4)

(ayss)

(dys6)

(dysT)
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Przechodzge z ¢ -+ 0 otrzymujemy na mocy lewostronnej cig-
gtosei dystrybuant
/\ Flx) = ¢ Fx) & Fla+) +6
SeERX  ngeM red
g0 n>ng
Wobec tego w kazdym punkecie cigglosci « dystrybuanty f(x)
czyli w kazdym punkcie, w ktdrym

F(x +) = F(x)

mamy

N NN R@ - F@ce

& {uui "o :;’ N "y
czyli

lim £ (&) = F(a)
Zatem
st dys
b g e
) . : :

P~ FA&X)=L ALy £y Foy «.. mierzalne i skoviczone na

catej przestrzeni A = £, 2, £

D] Wynika z wirasnoSci (wu9) i (dys3).

P BB A u(X)=1 A £, £44 fo, +.. mierzalne i skonczone
na catej przestrzeni I =/, E, B

D| Wynika z wtasnosci (prjii) i (dys4).

ot FAUN=t = £ S p

D| Wynika z definicji zbieznoseci jednostajnej i wlasnosci
(wgd0) oraz (dys3).

P F AL £ fos +-. sa funkcjami skorczonymi na calej

: d
przestrzeni YA u(X)=1 = £, =iy Ty

D| Wynika z definicji zbieznoSci na zbiorze i wtasnoSci
(wee12) i (dys3).

§ 220. Zwiazki miedzy poszczegélnymi typami zbieznodei

Na mocy wtasnosci (jz6), (prw9), (prj10), (prji), (prjii),

(wu9),

(watl), (wui2) i (dys3) zaleznosci miedzy poszezegélnymi
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typami zbieznosci mozna przedstawié nastepujacym wykresem, gdzie,
liniami przerywanymi oznaczono implikacje przy dodatkowych zalo-
zeniach:

zb.
na zbiorze

prawie

zb.
Jednostajna wedtug miary



VI. CALKA LEBESGUE’ A

§ 221, Wiadomo$ci wstepne

W elementarnym kursie analizy matematycznej wyklada sie poje-
cie catki Riemanna. Intuicyjna interpretacja tej caiki jako obje-
todéci obszaru stwarza mozliwosci wygodnego podejscia dydaktyczne-
go, W wielu dziatach matematyki pojecie calki Riemanna staje sie
jednak niewystarczajace i dazy sie do jego uogdlnienia. Najsze-
rzej znanym i stosowanym uogdélnieniem jest tzw, caltka Lebesgue’a.
Posiada ona nastepujace podstawowe zalety:

- mozna ja zdefiniowaé¢ nie tylko w przestrzeniach euklideso-
wych, jak to bylo w przypadku catki Riemanna, ale rdéwniez w do-
wolnych przestrzeniach z miarg,

- w przestrzeniach euklidesowych catka Lebésgue’a daje sie
zdefiniowaé dla znacznie szerszej klasy funkeji anizeli calka Rie-
manna, .

- w przestrzeniach euklidesowych, jesli istnieje catka Rie-
manna, to istnieje réwniez catka Lebesgue’a i obie calki sg rdwne,
co Swiadeczy o tym, Ze catka Lebesgue’a jest istotnie uogélnieniem
catki Riemanna, =

- pomimo swego ogdlniejszego charakteru caltka Lebesgue’a ma
bardziej regularne wlasno$ci niz calka Riemanna, co swiadczy
0o "naturalnosci" dokonanego uogdlnienia,

Catke Lekesgue’a wyktada sie obecnie inacz2j i ogélniej niz
podat Lebesgue, ale w nazwie pozostalo nazwisko Lebesgue’a, jéko
autora gtdéwnej idei prowadzacej do obecnej definicji.

‘'Punktem wyjscia dla obecnej definicji catki Lebesgue’a jest
spostrzeienie, ze calka Riemanna funkcji "schodkowej", tzn. funk-
cji przedziatami staej, po figurze elementarnej jest sumg ilo-
czynéw wartosci funkeji przez objetodeci odpowiednich przedzialéw,
a calke Riemanna dowolnej funkcji po dowolnym obszarze okresla
sie jako granicé catek funkcji schodkowych po figurach elementar-
nych, Naprowadza to na my$1l, aby caklke Lebesgue’a w dowolnej prze-
strzeni z miarag okreslié najpierw dla funkeji prostych, analogicz-
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nie jak catke Riemanna dla funkeji schodkowych, a nastepnie przez
przejscie do graniey uzyskac¢ catke Lebesgue’a dla dowolnych funk-
cji mierzalnych,

§ 222, Definicja calki Lebesgue’a dla funkeji prostych

Niech begdzie dana dowolna przestrzed z miara (X, S, «), zbiér
AeSi funkcja prosta mierzalna

m
(150) £= 29 X4,

gdzie -
Oys oney @ €RAT s v oay@p 3 0 A a #q; dla ¢ ]
AﬂAi, --.,An/qmes A /41 + ‘e as "'Am:/r

a‘xé oznacza funkcje charakterystyczna zbioru .4k(£'= L= v

Catke Lebesgue’a funkcji (150) po zbiorze AcS okredlamy wzo-

rem
d m

(151) Aff’dca .:'fg% q u(A.nA)

Stad w szeczegdélnosei

(152) }/',Pdg=g a, u(4,)

Zauwazmy, ze catka (151) funkcji prostej mierzalnej na zbiorze
AeS zawsze istnieje 1 jest nieujemna, choé moze przybieraé war-
tosé co,

§ 223, Twierdzenie

z) 1° () i (9,) sa ciagami niemalejacymi funkcji prostych mie-
rzalnych w przestrzeni z miara (X, S ,&4 ) na zbiorze 4eS,
0 A
2 nl_imm{‘n- lim gy.

n —» 0o
L e R

D| Dowéd podzielimy na trzy czesei T1i, T2, T3.
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m Aes A/zi, ho Sa funkcjami prostymi mierzalnymi na 2zbiorze
AN hy { hy, na zbiorze A%fﬂiﬁ{u (;4/'”2 au.

zgﬂ 446\5/\(hn) jest ciagiem niemalejacym funkecji prostych mierzal-
nych na zbiorze A A A jest funkcja prosta mierzalna na zbiorze

A
Al e iin sl bt n ol
M Twierdzenie dowodzone.

Dowéd czedei T1

Niech q

L
def oy . def

gdzie

Cys ...,c‘p : _di' ...,dqeﬂi' ALy wvesCp s iy eooy dq >0A

A C#£C dla i#J’A dl-aéa}- dla i#j

b 7
Ci+...+cp=31+...+Dq=ff’
AnCy, ...,AnCp; An Dy, ...,AaneS
Niech _
e G y
%1 n,{n z:(AnC&)n( n.DZ}E\S\
Mamy wtedy 7
keé\.,lp} An Ck = 232; Ekz
e e &
LEf ) An g, k% Kl
Stad
£X e 3wtk
ke{h.--,p}éz(’qnq‘) < a(£4,)
p
ZS{{\,q}y(An.D'z) = 2 w6y

Wobec tezo
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Mn

Ecky(AnC‘ c

=1 21 K

I

»

[

()
/azqa-ﬁ dy «(An D) = Zpa’
A 1'1

=1 k=1

~

Dla g(f;z) # 0 na mocy zaltozenia /2y ( /2, na zbiorze A mamy

/\ xeCnxeD=’ /\ hy(X) = € K 4y(2) =d
-X'GEkI

—cu(Ey) (o al£y)

Na mocy (%) otrzymujemy stad

/kid@ 42/"226(«

Dowéd czesei T2

Na mocy uczynionych zalozen granica
SR

zawsze istnieje, poniewaz na mocy T1 ciag jfk Qg) jest niemale-
jacy. Niech

p
-3 ar,
gdzie
Cys ”.ﬂ%ein:a,.”.% 200 /A qgg—wm #]
Cp+ eoe #Cp =X AANC, ooy AnGy €S
Niech

eR N0t <1 A Dkncﬁ AnCnfas hy (1) > ti}eé‘

Wtedy

’{E\sz-DkncAan = U p,cdng

Z drugiej strony na mocy zatozenia, ze k'd lim 4,

n—eco

stnc }n{szbm(x) 2> th(X) = tck =
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XEANC, meR km n=1 Kkn
Zatem
/\ by
D= AnC
ke{l,...,p} n=1 %7 k

Poniewaz z zalozenia, ze ciag (4,) jest niemalejacy na zbiorze 4
wynika, ze

/A\ )Gl s e
»P} g A2

kEfT,..
wigc na mocy wiasnosci (m7) miary
(%) /\ cu(/?nq,c)= lim y(Dk)

ke{l,...,p} ? n oo n
WprowadZzmy teraz funkcje proste mierzalne na zbiorze 4
s
Gy = s tioy X
5 k=1 k l%n

przyjmujace na zbiorze (Din + "‘lbnjc wartosé zero, Zachodzi

nieréwnosé _
In by Kk na zbiorze A

wynikajaca z definieji zbioréwl&n, definicji funkcji g oraz z za-
tozenia, ze ciag (4,) jest niemalejgcy i zbiezny do funkcji %, na
zbiorze A.

Na mocy Ti
S gpdu & fhyda </fzd‘u
A A
cdzie
p
St = 20t (D)
Poniewaz

p
o kEﬂ L, y(ﬂkn) 3

00

o)
t [ hdu= 2 te, w(Ang)

(%)

n-» oo

= 1lim Jfghgzu
A

wige jest
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¢f ndu  Min S hydu S S hdu
A A A

skad na mocy dowolnogci liczby ¢€ (031)

im A = f R
Sy

Dowéd czesci T3

Niech (fk} i (9&) beda ciagami niemalejacymi funkeji prostych
mierzalnych na zbiorze 4¢S i niech

lim f;?a’-q lim g,

n—»o00 n-s»oco
Na mocy T1 ciagi liczbowe

(i) + ()

éq niemalejgce i wobec tego istnieja granice
M foro aiany S
A A
WprowadZzmy funkcje
hy = min ({'n,gm), -0 I e

gdzie m jest dowolnie ustalong liczba naturalna.Ze wzgledu na to,
ze runkcja‘gm,jest tu ustalona, ciag (kn) jest réwniez niemaleja-
cym ciggiem funkecji prostych i mierzalnych na zbiorze 4 na mocy
twierdzenia § 197. Zauwazmy, Ze

A
1lim hn =

n - 00
Istotnie, dla kazdego x€ A mamy alternatywe
I X) = JLim G X) v g (e # ﬂl}hmmgn(x)
W pierwszym przypadku na mocy zalozenia jest
9, (.zc)""1 lim £ (&)
m N0 '

a z faktu, ze ciag (f,) Jest niemalejacy na zbiorze A wynika, ze

A x/\A £ () < g (@ :
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skad

ha() 2 (20

) A A
Lim hy(x) lim £ (1) = g (X)

W drugim przypadku z faktu, Ze ciag (gm) jest niemalejacy na zbio-
rze A wynika, ze

/\ \ G @K 1im g, (2) = 1im £, (£) =

=
T ,;4 /\q(.r)  fp (1) =
rzm,

=N /\h,,w = gl =

XE€A 7, €4 m:SZ.

=1in 4,2 g,

"N —+voo

Ale z nierdwnosci kﬂ\(,l‘n wynika, ze

Af by det § [ det
A
skad na mocy T2 i dowolnosci wskaznika mz
[\ fomie < i [ = yip, fanau< yin, [ ha
Z uwagi na symetrie funkeji fi, {’2, e 194y g5y .. otrzymujemy

réwniez nierdéwnosé odwrotng, a stad teze dowodzonego twierdzenia.

§ 224, Definicja calki Lebesgue’a

Niech bedzie dana przestrzen z miara (X, §,&), zbiér Aec§ i
dowolna funkcja mierzalna inieujemna na zbiorze A. Na mocy twier-—

dzenia § 203 istnieje ciag (,l’n) niemalejgcy funkeji prostych mie-
rzalnych na zbiorze A taki, ze

(153) lim ’D??. F

n-»oo

Catka Lebesgue’a funkeji mierzalnej nieujemnej na zhiorze Ac§
nazywamy liczbhe
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