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A^(B± v B 2 - B$ = Ą A - \ ) - (A-(B1 u B2))] 4 (U(A-B^) = o A 

A < u ( 3 1 u32 - B2) = OAf j e s t funkcją mierzalną na zbiorze B^KJB^=^> 

B1 B,u Bz Bz 

Aff~^ f ~¥' ff~dł> ffd^i. 
B, B,uB2 B2 Ą Sz 

Jak wynika z d e f i n i c j i , całka (161) i s t n i e j e wtedy i t y l k o wtedy, 
gdy co najmniej jedna z całek 
(163) ff+du , ffdfi 

B B 

j e s t skończona. 
Jeśli są spełnione warunki (162), to funkcję f całkowalną 

w sensie Lebesgue'a na zbi o r z e B będziemy nazywać funkcją prawie 
całkowalną w sensie Lebesgue' a na zbiorze A albo krócej funkcją 
prawie całkowalną na zbio r z e A. Gdy ponadto A=X , to funkcję 
nazywamy funkcją prawie całkowalną w sensie Lebesgue ; a albo po 
prostu funkcją prawie całkowalną. Funkcja całkowalna na zb i o r z e A 
j e s t oczywiście również funkcją prawie całkowalną na zb i o r z e A. 

§ 225. Własności całki Lebesgue'a 

W całym n i n i e j s z y m r o z d z i a l e zakładamy, że mamy do czy n i e n i a 
z przestrzenią z miarą {X, •S , £L ). 

( c i ) Ć*(A) = 0 A /" j e s t funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e będącej 
podzbiorem p r z e s t r z e n i X =* ffdp. i s t n i e j e A Jpd^l = 0 

A A 
DJ Jak wynika z d e f i n i c j i , każda funkcja r z e c z y w i s t a j e s t 
mierzalna na zb i o r z e pustym. Wobec tego na mocy założenia 
£l{A) = O każda funkcja r z e c z y w i s t a o d z i e d z i n i e z p r z e s t r z e 
n i X j e s t mierzalna £t na zbi o r z e A i 

A Q 
gdzie Q j e s t zbiorem pustym. 

Z d e f i n i c j i całka każdej f u n k c j i p r o s t e j na zb i o r z e pu
stym j e s t równa zeru, skąd wynika, że całka każdej f u n k c j i 



mierzalnej nieujeranej na zbi o r z e Q j e s t równa zeru, c z y l i 
całka każdej f u n k c j i r z e c z y w i s t e j o d z i e d z i n i e z p r z e s t r z e 
n i X i nieujemnej j e s t równa zeru na zb i o r z e Q, a w konsek
wencji d l a każdej f u n k c j i r z e c z y w i s t e j o d z i e d z i n i e z prze
s t r z e n i X i s t n i e j e całka 

ffdji = o 
Q 

Na mocy (#) otrzymujemy stąd tezę. 
ffdfl i s t n i e j e A B O S A B C A 

istnieją całki Jfdy i J fdfi A 
B A-B 

* B A-B 
Dj Załóżmy najpierw, że fu n k c j a /'j e s t mierzalna na zbi o r z e 
A. Wtedy istnieją całki (155) i t a k i e ciągi niemalejące (cn) 
i (hn) f u n k c j i prostych mierzalnych na zb i o r z e A, że są 
spełnione zależności (156), (JU57) i (158). Funkcje f, fi, 

f~* 9±' 9z* o r a z ^2' s ą mierzalne również na 
zbiorach B i A -B. Mamy 

A A 
ne3ł ke{i,...,Pn] ** n k 

A (A-B) n Cnk = A ri Cnk - Bn C^eS 
a następnie 

A A ^ ^ n ^ = ^ n S + ^ n ( H ) ] = 

m M C t * « B) * ^ [ C V L C ^ ( A - B ) \ ^ } 

&% A \q„dm = £ c n k tt(C„p n A) = 

Pn A P* 

"|f5* V(Cnk"B) + ^Cnk<u[Cnkn(A-B)\ (156) 

(156) 
/I fl A-B 

A n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 

,4-5 
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Z założenia co najmniej jedna z całek (155) j e s t skończona.. 
Wobec tego co najmniej jedha z całek 

B • B 

j e s t skończona oraz co najmniej jedna z całek 

A-B A-B 

j e s t skończona. Wynika stąd, że całki 

'/ftp. • f f<*P 
B A-B 

istnieją. Ponadto 

ffd<i =ff+dp - f f d t i = fp+d+u i Tfrdfa -
A A A B A-B 

-ff-dcu -f fi-df =ffdy offdp 
B A-B B A-B 

Załóżmy t e r a z , że p j e s t funkcją mierzalną fi na zb i o r z e /4. 
Wtedy i s t n i e j e zbiór H t a k i , że 

HeS A HcA A AI'A-H) = O A funkcja f j e s t mierzalna 
na z b i o r z e H 

Ponadto 
H = HnB + H n (A-B) 

Na mocy części już udowodnionej całki 

ffdf, ffdf, f fdf 
H HnB H n (A- B) istnieją i 

(*) ffdu 'ffdn + f fdp 
H HnB Hn(A-B) 

A l e 

ft{B - HnB) = ft(B-Ą^ p (A-H) = O 

p\\A-B) - Hn{A-B)\ = <u\SA-B) - //]< fi'A-d) = o 

i wobec tego na mocy d e f i n i c j i całki Lebesgue'a d l a f u n k c j i 
mierzalnych j istnieją całki 



JfdH = f fd<U A f fd(l = f fd# A f pd£L = 
A H 8 Ho B A-B 

= / ' Pdn 
Hn(A-8) 

i na mocy (#) otrzymujemy żądaną własność. 
J f d j i i s t n i e j e A BeS A ScAAfi(A-£f) = 0 =4 
A 

i s t n i e j e całka J"fdp A ffdpi = / f'djJ 
B B A 

D) Wynika z własności (c2) i ( c i ) . 
J fdp i s t n i e j e A A% & e S 
A+B 

=ł istnieją całki ffdp i ffd<u A f fd{x = 
A B A+B 

= f f d ( a + ffdp 
A B 

pj J e s t to bezpośredni wniosek z własności (c2), gdy zamiast 
zbi o r u A wziąć zbiór A+B. 

JpdfjL i ffdpi istnieją AAnB = O A i s t n i e j e ffd/P + 

A B A 

+ yfdpi i s t n i e j e całka 

• f f d p A f f d p = /fet? + f f d f i 
A*B A+B A B 

DJ Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy funk c j a f j e s t mie
r z a l n a na z b i o r z e A+B, a więc i na zbiorach A i B. Istnieją 
wtedy całki (156) c z y l i 

/ P+dV = f9n & 

A+B n-*°°A+B 

A+B A+B 
A l e na mocy (158) 

Pn 
Pn M B Pn 
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'fin**1 + 1 % ^ 
A B 

A+B A B 
A n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 

B 

A + B A 

Z założenia i s t n i e j e suma 

JfidM + </W ~ f * ff + dM -
A B 

- f f - ' d f t = f f d f i 
8 A+B 

Pozostaje do r o z p a t r z e n i a przypadek ogólny, gdy funkcja p 
j e s t m i e r z a l n a ^ na z b i o r z e A+B. Istnieją wtedy zb i o r y H i 
k t a k i e , że 

H,KeS A HcA/\kcB/\{l{A-H) = {i(B-K) = 0 A f u n k c j a / 1 

j e s t mierzalna na zbiorach i H+K 

Na mocy przypadku już udowodnionego całki 
f f d ^ J L , f p d f i i fpdp istnieją A 

H K H+K 

Afpd{i . f p d f i + J pdfĄ 

n+k H k 

Ponieważ 
p(A-H) = O 
{i{B-k) = O 
p^A+B)-{H+lĄ < p(A-tf + ti{B-K) = 0 

więc na mocy d e f i n i c j i całki Lebesgue'a d l a f u n k c j i m i e r z a l 
nych na z b i o r z e istnieją całki 

ffdfi =ffdj* ,/fdji -ffdn.fpdp = ffdp 
A H B K A+B H+K 

i j e s t spełniona żądana własność. 
m 

A ±, ...,AmeS A A = £ AKA Jfd{l i s t n i e j e =•> 
*~1 A 
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istnieją całki j pd/J , .. ., J* fd^ A 
. Ai Am 

A Ak 

Dj Własność powyższą otrzymujemy stosując własność (c4) ko
l e j n o do zbiorów 

OT-1 m - 2 

^ Ak + Am • \ + A-i A± + A2 

(c7) ...,Am ęÓA A = £ Afg-.A f fciu , . . . . y 

istnieją A i s t n i e j e JE/ J fdfi i s t n i e j e całka 
Ak 

JfdtL Affdji - g / f Ą u 
A A Ak 

DJ Własność powyższą otrzymujemy stosując własność (c5) ko
l e j n o do zbiorów 

2 m-\ 

Ax + A2, £ AK 4 A3, X Ak + Am 

(c8) fp-dp i s t n i e j e A A e S A A^BA^A-B) = O 

i s t n i e j e całka J p dfi A fdpi = y*^a^/ 
A B -

Dj Wynika z własności (c5) i ( c l ) . 
(c9) ffdp i s t n i e j e A f £ ^ g => 

• * i s t n i e j e A fgdfi = f f d p . 

A A A 
pj Wynika z d e f i n i c j i równości prawie wszędzie oraz własno
ści (c3) i ( c 8 ) . 

pr. iv. A /• 
( c i o ) ^ o => /pdp= o 

A 
DJ Załóżmy najpierw, że 

Wtedy na mocy (153) 
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77 -•oo 
gdzie 

l i m fn = f 

A A fn{x) = 0 
r?e92 ote-T 

Wobec powyższego na mocy (151) 
A />„ 4? = o 

A 
skąd na mocy (154) 

JfcLp = 0 
A 

Dowód w przypadku gdy f wynika z własności ( c 9 ) . 
( c l i ) f ^ O prawie wszędzie na zb i o r z e AeSAf j e s t funkcją mie

rzalną na zb i o r z e A =* 
=> i s t n i e j e całka Z*/1^ A O < ffd^^oc 

'A 'A 

DJ Z założenia i s t n i e j e t a k i zbiór B, że 
BeS A Bc A AJI(A-B) = o A 

A p^O na zb i o r z e B A /' j e s t funkcją mierzalną na z b i o 
rze 5 . 

Z d e f i n i c j i (154) i s t n i e j e całka / fdu i 0 < J pdp 
/3 fl 

Stąd na mocy własności (c8) otrzymujemy żądaną własność. 
(c l 2 ) J fdtU i s t n i e j e A ̂  > O prawie wszędzie na zbio r z e A A 

A 
A S e S / \ B c A => ffd{l4> f f d j l 

B A 
Dj Na mocy własności (c2) całka 

i s t n i e j e i B 

ffdji -ffdp *ffdp 
A B A-B 

gdzie na mocy własności ( c i i ) 
ffdy. > o 
A-B 

Wynika stąd żądana własność. 
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( c i 3 ) I s t n i e j e ffdfi = 0 A / > O prawie wszędzie na z b i o r z e A =» 

Dj" I s t n i e j e t a k i zbiór-, że 
B e S A B c A A ,u(A-B) = O A f mierzalna na z b i o r z e 8 A f } 
^0 na z b i o r z e / ? . 
Zatem na mocy d e f i n i c j i i s t n i e j e niemalejący ciąg (fn ) funk
c j i prostych mierzalnych na z b i o r z e B t a k i , że zachodzą 
związki (153) i (154) d l a z b i o r u B. 
Z części T i dowodu twie r d z e n i a § 223 wynika, że ciąg 

(A )̂ B 
j e s t niemalejącym ciągiem l i c z b nieujemnych. Wobec tego na 
mocy (154) 

C{u = 0 

a następnie na mocy (151) A pr.vv.fi 
Pr, 0 

i na mocy twierdzenia § 207 

V A f m £ o t - + f £ 0 

CeS neSt 7 7 1 (153) ' 
CcB 

A l e 

Cc A A<U(A-C) = p(A-B) +p(B-C) = 0 
Zatem 

pr. w. A 
f = — 0 

(c i 4 ) / fdji i s t n i e j e A £l{A) > 0 A f > 0 prawie wszędzie na z b i o -
A 

r z e A •* ffdfi > 0 
A 

p j Na mocy własności ( c l i ) j e s t 

A 

Gdyby 

http://Apr.vv.fi
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ffdp = O • 
A 

wtedy na mocy własności ( c i 3 ) 
pr. w. A f , 

fi - o fi(x) > o A x eA j= o 
Z drugiej strony z założenia, że /"(*) > O prawie wszędzie 
na z b i o r z e At wynika, iż 

cit{x: f(x) < O AxeAj = 0 
skąd 

fi(f4) =(ii{x: fi(x) > o AxeA} + {i{x: fi(x) < o AXCA} = O 
wbrew założeniu, że cll(A) > O. Stąd wynika żądana własność. 

(oi5i y*o^ 
Rozpatrzmy funkcję prostą 

A ^ . i 

J e s t to funkcja prosta mierzalna na z b i o r z e A i na mocy 
(15i) 

fdji = ffdfi = i • £i(XnA) = (U(A) 
A A 

( c i 6 ) f fdfi i s t n i e j e i s t n i e j e f (-/*) dp A J(-f) dfi = -ffdp 
A A A A 

Dj I s t n i e j e zbiór B t a k i , że 
BeS A Bc A A f/(A-B) = O A f j e s t funkcją mierzalną na 

zbi o r z e B 
Wobec tego istnieją całki 

ff+Ąl i ff-dM 
8 8 

i co najmniej jedna z n i c h j e s t skończona. Ale 

(-/0+ = fi~A ( - f ) - =/'+ 

wobec czego istnieją całki 

f { - . f i * # =ff-cUu if(-f)-dM 



396 

i co najmniej jedna z n i c h j e s t skończona. Wobec tego i s t 
n i e j e całka 

A B 'B 9 

B B B A 

{cli) J fd^i i s t n i e j e /\ i s t n i e j e J" cf dfi A 

A fcf dp = ć ffdp. 
A A 

DJ Dla c = O i m p l i k a c j a j e s t oczywista. Z uwagi na własność 
(c i 6 ) wystarczy przeprowadzić dowód t y l k o w przypadku c>0. 
Z uwagi na definicję całki Lebesgue'a d l a f u n k c j i m i e r z a l 
nych fi na zb i o r z e A wystarczy rozpatrzeć przypadek, gdy 
funkcja f j e s t mierzalna na zbi o r z e ̂  i są spełnione zwią
z k i (156), (157) i (158). Ale d l a c > 0 funkcje 

Pn % 
C 9 v = E . c c n k X C n k , cHn - T , c d n i X ^ 

są funkcjami prostymi mierzalnymi na z b i o r z e A, a ciągi 
(C gn) i ( chn) są niemalejące i 

(cf) + = cf* = l i m ca , (cf)~ = Cf~ * l i m chn 

Ponadto na mocy (158) 

fcgn dp = cfgndp i fchndfi = c/knd<a 

A A A A 

skąd na mocy (156) 
f(cf)+Ąu = C l i m = C / 

i co najmniej jedna z tych całek j e s t skończona. Wobec tego 
i s t n i e j e całka 

fcfdp =f(cf)+d{i - f (cf)~c^ = c f p+d<u -



397 

A * 

( c l 8 ) fpdfi i J'ffd^ istnieją Af-^g prawie wszędzie na zbi o r z e 

A *• J%fdfu 4 fgdp 
A A 

DJ I s t n i e j e zbiór B t a k i , że 
BeS A BCAA^(A-B) = O A p i g są funkcjami mierzalnymi na 
zbio r z e B A p Ą g na zbi o r z e BA JPd^u = j"p d{i A fgd,u = 

A B A 

B 

Załóżmy najpierw, że 0 4 p 49 • Wtedy istnieją niemalejące 
ciągi (pn), (9n) f u n k c j i prostych mierzalnych na zbi o r z e £, 
t a k i c h , że 

B B 
p - l i m p„ A g — l i m g~ 

Niech 

, — m i n (fn>9n) n a obiorze 5 . 

Każda z f u n k c j i k*t h^, ... może przyjmować t y l k o skończoną 
liczbę wartości skończonych nieujemnych i na mocy twierdze
n i a § 197 j e s t funkcją prostą mierzalną na zbiorze B. Z de
f i n i c j i wynika, że ciąg (hJ) j e s t niemalejący i wobec tego 
ma granicę 

B 
h — l i m h„ 

Z d e f i n i c j i f u n k c j i hn wynika, że na zbi o r z e B j e s t 
04h 4P4g 

Załóżmy, że i s t n i e j e punkt X€ B t a k i , że 
h (x) i p(x) 

i niech w tym punkcie 
(**) S = p(x) - h(x) > o 

Wtedy 
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V 7 - A - pn(x)\ < i *\9W - 9nW\< 
n >«0. 

- i ^Ck W > B * - i -* 
rz>w0 

co j e s t sprzeczne z (##). Zatem 

A h(X) = f(x) 

c z y l i 
„ B 

f = l i m hn 

Ponadto z d e f i n i c j i 

h n < 9n 

i na mocy części T i dowodu twierdzenia § 223 

Wobec tego 

/ / ^ = l i m / / ^ < l i m fgndól -Jgdp 
B B 8 B 

Niech teraz fig będą dowolnymi funkcjami mierzalnymi na 
zb i o r z e B. Mamy 

f< 9* * f >9~ 
i na mocy udowodnionego już przypadku 

ff+d^i/g+dti Afrdc" >j9~dcu 

B B B 
skąd 

Jfdfi =fpdp -ff+dp -ffdpifg+cUi -fg-dfii-
A B B B B B 
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= fgdp = fgdp 
B A 

( c i 9 ) Funkcja całkowalna na zb i o r z e A j e s t skończona prawie wszę
dzie na zb i o r z e A. 
Dj Niech 

e^£{x: f(jc) = oo A xeA] eS 

Na mocy własności ( c i 2 ) 

B 

Niech teraz 
A A r (.r) = n 

'3t 
Ciąg (fn) j e s t zatem niemalejącym ciągiem f u n k c j i prostych 
mierzalnych na zb i o r z e At takim, że 

B 
f = l i m f 

A l e z d e f i n i c j i (15i) 

B 

Gdyby 
p(B) > O 

wtedy na mocy (154) byłoby 

wbrew ( # - . Zatem 
p(B) = o' 

A n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 

C ~ {* : /*(«*) = - oo A * e /4}=><u(C) = 0 
Wobec tego własność dowodzona wynika z równości 

<u{x : | f(x) | - co /\xeA }= <u(S) + ̂ (C) = 0 
(c20) Funkcja prawie całkowalna na zb i o r z e A j e s t skończona pra

wie wszędzie na zb i o r z e A. 
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DJ Wynika z d e f i n i c j i f u n k c j i prawie całkowalnej na zb i o r z e 
i z własności ( c l 9 ) . 

n 
( c 2 i ) J f^dp , ...,Jfnd{l istnieją A i s t n i e j e S J f^d^i -4 

A A j2 n n A 

* i s t n i e j e / ( £ fk)** a f { M £ / 
pj Ponieważ 

fl + +fn = ((/l + /V + /V + A 
wystarczy przeprowadzić dowód w przypadku n = 2. Załóżmy 
najpierw, że funkcje i są funkcjami prostymi m i e r z a l 
nymi na z b i o r z e A i 

P Q 

gdzie 

°±, ...,</,; d±, ...tdq€% 

Ci <y> ; cV1, . . . , dą > O 

ci 4 Cj A af̂  ̂  ć/j d l a i ł j , a ponadto 
+ . . . + = X, + . . . + £)q = X 

A n Clt ... AńCpCS, A(\D±% ...,Andą€S 

Niech 

B^&ŁąnĄ d l a i P ; Z= 1 q 

Mamy wtedy 

A C, = £ £ , A A Z), -
p 

E, 

S g - * 
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P 

A JU (A nh\ - £ M C4n £„ ) 
fi - £ ]D C. y , fo = S S (V y 

1 * - i ; - i 2 * - i i - i Ł 

Wobec tego funkcja 
P Q 

j e s t funkcją prostą mierzalną na z b i o r z e A i i s t n i e j e całka 
P q 

= Dale M (A n£,.) + Hd.H u (Ar\E,}) = 

P 
= Eck <u (AnC + 2 ? dt p(AnĄ) =fp±^ + fp2dji 

Załóżmy t e r a z , że funkcje A i /"2 są funkcjami mierzalnymi 
nieujemnymi na z b i o r z e A. Istnieją wtedy ciągi niemalejące 
[gn) i (nn) f u n k c j i prostych mierzalnych na zb i o r z e A t a k i e , 
że 

A A P\ • Hm g„ i p0 = l i m /-„ 

oraz 

A l e wtedy funkcja A + /'g j e s t również funkcją mierzalną 
nieujemną na z b i o r z e A, funkcje jjL + Â , <72 + ••• s ą 

funkcjami prostymi mierzalnymi na zb i o r z e /4, a ciąg ( <7W + 
+ ) j e s t niemalejący i 

A + / a " + V 

Wobec tego na mocy przypadku już udowodnionego 



= £ i £ f9ndfi + ł * & , f H n d P = f h<¥ + / A 4" 

Niech teraz i f2 będą dowolnymi funkcjami mierzalnymi na 
zb i o r z e A. Suma 

ff±dp + f f 2 =ff\dp. r-ffldu + ff+
2dp -

A A A A A 

- J a * ? 
A 

i s t n i e j e z założenia i wobec tego 

( i ) y>ł<<? + y > +
2 <~ 

A A 
albo 

( i i ) f f l ^ + f d < V <°° 
A 

Załóżmy, że zachodzi nierówność ( i ) . Wtedy 

( i i i ) J f\ dp <~ A f d A l <~ 
A A 

i na mocy własności ( c l 9 ) i s t n i e j e zbiór B t a k i , że 
BeS A B c AA^(A-B) = 0 A if2 są funkcjami m i e r z a l 

nymi nieujemnymi i skończonymi na z b i o r z e Bf 

skąd wynika, że funkcja + f*2 j e s t m i e rzalna, nieujemna i 
skończona na z b i o r z e B. Na mocy przypadku już udowodnionego 
i s t n i e j e całka 

(iv> / c/Ś + fV <** - f n
 de \f f 2 x~ 

Z uwagi na skoriczoność f u n k c j i / 1 ^
 +/̂ 2 n a Z D l o r z e

 B funkcja 

W fi+f2= (Al v P - ••• < 

j e s t na mocy twierdzenia § 189 mierzalna na zbiorze B i wo
bec tego istnieją całki 

f ( f ± * f2)+dp,f {f\ *f2)'^ 

Niech 
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C L M { x : f±(x) + f 2 ( j r ) . > 0 A j e B}eS 

D ^ i [JC: f±(jc) + ^2OKi < 0 AjceB}eS 

Na mocy d e f i n i c j i 
C + D = 8 

O 
O 

dla urei) 
d l a j-eC 

" / ,
2

> 0 

a na mocy własności (c 2 ) , (ciO) i ( c l 6 ) 

B c 

/ (A + = - y V i + 

Na mocy przypadku już udowodnionego i równości (v) 

( v u ) f ( f l y t Y Ą * = f ( f ± + f j d # * y ( f i + f i ) ^ < o o 
C C C ( C 1 2 ) 

skąd na mocy ( v i ) 
( v i i i ) oo 

Na mocy przypadku już udowodnionego i równości (v) j e s t też 

5 O 0 
Na mocy (v) i ( v i ) z równości ( v i i ) i ( i x ) otrzymujemy 

(x) S C c 

B ' D 
Na mocy ( v i i i ) i (x) i s t n i e j e całka 



404 

B B B 

c £ c 

D 8 B 
A l e na mocy przypadku już udowodnionego j e s t 

7 V i + ^ =y> + i 4*+fn<k> 
B B g 

f i p i +f-2)d{i =fr±dv + f f i < & 
B 

wobec czego 

B B B B B 

= f f i t y + / f 2 ^ 
B B 

Na mocy własności (c8) mamy stąd żądaną własność. 
Dowód w przypadku, gdy j e s t spełniona nierówność ( i i ) , 

j e s t analogiczny. Uogólnienie na funkcje i f2 mierzalne 
£i na zb i o r z e A j e s t oczywiste. 

(c22) Dla każdej f u n k c j i f mierzalnej £i na z b i o r z e AeS i s t n i e j e 
całka 

A 
Jeśli ponadto i s t n i e j e całka 

A 

S m 

i/- A 
DJ Na mocy twierdzenia § 185 funkcja \p\ j e s t mierzalna £i na 
zbi o r z e A. Ponieważ j e s t to funkcja nieujemna, więc całka firm 
zawsze i s t n i e j e . 
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Jeśli i s t n i e j e całka 

Ir*** 
A 

to i s t n i e j e zbiór B t a k i , że 
BeS A BcAAfi(A-B) = O A / 1 j e s t funkcją mierzalną na 

zb i o r z e B A f& f + - f , g 6 z i e /*+ i f~ są funkcjami m i e r z a l 
nymi nieujemnymi na z b i o r z e BA istnieją 

ff+du i ff-dp 
B B 

A l e 

i na mocy własności (c2i) 

f\f\du * f f + c ( u • /r -^ > 
* 5 B 

\ff*& -ffdĄ Affdj.1 

B B 

lB B 1 1 a 
Na mocy własności (c8) otrzymujemy stąd żądaną własność, 

3) i° r — 2/"** X i • w e 3Ł v w - oo , 

gdzie 
^ i + / ^ 2 + •** = ^ A 4 i » ^ 2 ' ^ 

A ctlt ct2, ... e S 0 A ffj#dfj d l a i ^ y 

2 ° 2/ A //l/O <<~ v S o. • ) > - oo 
keu * k ke V K 

gdzie 

U^i [k: keS. A k<m A ak > 0} 

z tym, że przyjmujemy, iż 

U = o Z J . a, •//(>./,) = o A a, y =0 

y = o =* £ a. • u (A.) = o A 22 a. y, = o 
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co oznacza, że dla U= O lub V - O założenie 2° j e s t 
spełnione. 

m 

DJ Mamy 

gdzie p+ oznacza część dodatnią, a p~ część ujemną funk
c j i P. 

Funkcje 

albo są proste albo są granicami niemalejących ciągów funk
c j i prostych. W obu przypadkach mamy na mocy d e f i n i c j i cał
k i Lebesgue'a 

ter 
skąd na mocy założenia 2° i s t n i e j e całka 

m 

fpdp = f p + d ^ - f f d p 
A A A 

co było do dowiedzenia. 
(c24) / ' j e s t funkcją całkowalną na zbiorze A$^>\P\iest funkcją 

całkowalną na zb i o r z e A. 
p j p całkowalna na zb i o r z e A ś=$j'p+ d^l (oo A 

h / p~dpt (oo 4=$ \p\ całkowalna na zb i o r z e A 
A A Ą 

+ 
A 

(c25) / ' j e s t funkcją prawie całkowalną na z b i o r z e A \f\ j e s t 
funkcją prawie całkowalną na zbi o r z e A. 
PJ Wynika z d e f i n i c j i f u n k c j i prawie całkowalnej na zb i o r z e 
oraz z własności (c24). 
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(c26) p j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z e A A Be SA BC A =p fjest 
funkcją całkowalną na z b i o r z e B. 

D| Wynika z własności ( c l 2 ) z a s t o s o w a n e j do f u n k c j i p+ i Z1". 

(c27) fjest funkcją p r a w i e całkowalną na z b i o r z e A ABeS A B C A=^ 

= ^ ^ j e s t funkcją p r a w i e całkowalną na z b i o r z e B. 

PJ Wynika z d e f i n i c j i f u n k c j i p r a w i e całkowalnej na z b i o r z e 
i z własności ( c 2 6 ) . 

(c28) p j e s t funkcją mierzalną i ograniczoną na z b i o r z e ACSA 

A j ( 4 ) < o o /° j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z e A. 

pj Z założenia 

V / \ I p(x)\ < a => / \ , f + ( ^ K ar A p~{x)< a 
ae5t xeA 
a>o 

N i e c h 

Wobec tego na mocy własności ( c l 8 ) 

/f?dp% fgd{i <<*>/% f f - d £ < f g d p <~ 
/4 * W /» /I 

skąd żądana własność. 
(c29) y j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z e A Af j e s t funkcją mie

rzalną na z b i o r z e A A \f\4g p r a w i e wszędzie na z b i o r z e 
,4 j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z e A. 

pj Na mocy własności ( c l 8 ) dowód w y n i k a z nierówności 

f f + d p 4 f gdfi ( * O A J f - d p < fgd<u <<*> 

A A A A 

(c30) g j e s t funkcją p r a w i e całkowalną na z b i o r z e AAP j e s t f u n k 
cją mierzalną j na z b i o r z e A A \p\4- Q p r a w i e wszędzie na 
z b i o r z e A =$ f j e s t funkcją p r a w i e całkowalną na z b i o r z e / ) . 
PJ Na mocy t w i e r d z e n i a § 207 i s t n i e j e zbiór B t a k i , że 

BeS/\ BcA A <u (A-B) =0 Ag j e s t funkcją całkowalną na 
z b i o r z e B A p j e s t funkcją mierzalną na z b i o r z e BA \p\4Q 

na z b i o r z e B. 

Na mocy (c29) p j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z e B a więc 
p r a w i e całkowalną na z b i o r z e A. 

file:///f/4g
file:///p/4-
file:///p/4Q
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( c 3 i ) f i Qsą funkcjami całkowalnymi na z b i o r z e A =ł f+ g j e s t 
funkcją całkowalną na z b i o r z e >4. 
DJ Z założenia są spełnione obie nierówności ( i ) i ( i i ) 
z dowodu własności ( c 2 i ) , wobec czego są spełnione założe
n i a t e j własności i i s t n i e j e całka 

f(f*g)dfi 

Ponadto na mocy ( i i i ) i anal o g i c z n e j do n i e j nierówności wy
nikającej z ( i i ) 

/ ( f + g~) dp = f f~djt */g~d£i <~ 

B B B 

otrzymujemy na mocy ( x ) , że 
f i f + g ^ d p ^ o o A j ( f > + g)~d(u < oo 
B B 

skąd na mocy własności (c8) żądana własność. 
(c32) f i g są funkcjami prawie całkowalnymi na zb i o r z e A ="> p+g 

j e s t funkcją prawie całkowalną na z b i o r z e A. 
pj Analogiczny do dowodu własności (c30). 

(c33) f j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z e A °f J e s t funk
cją całkowalną na z b i o r z e A. 
pj Wynika na mocy własności ( c i 7 ) , ponieważ 

cf+ d l a C > 0 
( C / ) + -< 

( C / T = 

<A d l a 

d l a 

c < o 

c >0 

dl a C < 0 
A C/1 j e s t (c34) / " j e s t funkcją prawie całkowalną na z b i o r z e A 

funkcją prawie całkowalną na z b i o r z e A. 
pj Oczywisty na mocy własności (c33). 

(c35) f i g są funkcjami całkowalnymi na z b i o r z e A =•*> p - g j e s t 
funkcją całkowalną na z b i o r z e A» 
pj Wynika z własności ( c 3 i ) i (c33). 
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(c36) f i g są funkcjami prawie całkowalnymi na zbiorze A =$>f- g 
j e s t funkcją prawie całkowalną na zb i o r z e A . 
DJ Wynika z własności (c32) i (c34). 

(c37) f j e s t funkcją mierzalną i ograniczoną na zbiorze A A Qjest 
funkcją całkowalną na z b i o r z e A =s>/<7jest funkcją całkowal
ną na z b i o r z e A . 
DJ Z założenia 

V A \f < a=>\f(x) </(*)]< a\g(x)\ 
a t R JC £ 4 
u > O 

Na mocy własności (c24) fun k c j a \g\ j e s t całkowalna na z b i o 
rze A. Stąd na mocy własności (c33) funkcja a|<7| j e s t całko
walna na z b i o r z e A. Z uwagi na ograniczoność f u n k c j i ffunk
c j a fg j e s t na mocy twie r d z e n i a § 191 mierzalna na zb i o r z e 
A. Wobec tego żądana własność wynika z własności (c29). 

(c38) Twierdzenie o wartości średniej. 
f j e s t funkcją mierzalną i ograniczoną na zb i o r z e A A qjest 
funkcją całkowalną na z b i o r z e A A g ^ 0 na zb i o r z e A 

=>\/ i n f / " ( . * ) < s < sup f(x) A J fgdp = S'fgdp 
SC* XlA xc* A X 

DJ Wprowadźmy oznaczenia 
c = i n f f(x), d = sup {(x) 

XiA x€ A 

Zatem 
A 
•X CA 

i na mocy własności ( c i 7 ) i ( c i 8 ) 

(oo) c J gdp. < f fg dp < d J gdy. 
A A A 

ponieważ całka 

Jrgd n = a 
A 

i s t n i e j e na mocy całkowalności f u n k c j i q na z b i o r z e A, a 
całka 

Jf9*łA 
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na mocy własności (c37). Ponadto z założenia, że g> 0 na 
zb i o r z e A wynika, że 

a > 0 
Gdy o = 0, wtedy na mocy (oo) każda l i c z b a Ŝ :d spełnia 
żądaną własność. Gdy a > 0, wystarczy przyjąć 

(c39) f ^ , ... są funkcjami mierzalnymi ^ i nieujemnymi prawie 
wszędzie na z b i o r z e Ae J>A ^ f2 • • • prawie wszędzie na 
zb i o r z e A 

= > / l i m f dp= l i m J f dp 

Dj Na mocy twierdzenia § 208 i s t n i e j e zbiór MeS, Hc A , 
(J.{A-H) = 0' t a k i , że funkcje f^, f2, ... są mierzalne i n i e -
ujemne na z b i o r z e H i <• f 2 ^ • • • n a z b i o r z e H. 7, f a k t u , 
że < fA ' "^t • • • wynika na mocy twierdzenia § 46, że 

• A V f(x) = l i m fn{x) 

a na mocy twie r d z e n i a § 198 funkcja f j e s t mierzalna na 
zb i o r z e H. Zatem 

fŁ l i m fn(x) 

Dla każdej z f u n k c j i f^, f2, i s t n i e j e niemalejący ciąg 
f u n k c j i prostych ( 9 n l , Qn2, .. .) n = 1,2, mierzalnych 
na z b i o r z e H i t a k i c h , że 

Rozpatrzmy ciąg f u n k c j i 

( w ) /7 ( 1 - max ( 9 l / 7, .... g„n ) 

Każda funkcja hn przyjmuje t y l k o skończoną liczbę wartości 
skończonych i nieujemnych, j e s t zatem funkcją prostą. Na 
mocy twierdzenia § 197 funkcje hn są mierzalne na z b i o r z e 
H. Ciąg (hn) j e s t niemalejący, ponieważ każdy z ciągów 
( g l n ) , (9 2 AP' •"• J e s t niemalejący i wobec tego 



h n + 1 = n i a x ( ? 1 ) n + 1 9 n + 1 ( „ + 1 ) > 

> n a x ( g ± t n + i , . . . ,qn t f } + 1 ) ^ max(gln,..., qnn) = hp 

Zatem i s t n i e j e funkcja graniczna 
(vvv) h • l i m hr 

Na mocy (v) j e s t na zbiorze H 

A A 
a stąd 

fn > 9nk 

A A f n > f • > o 
K < f7 

Zatem na mocy ( w ) j e s t na zb i o r z e /V 

A A, < /„ < r 
ne3J " " 

a na mocy (vvv) 

Z drugiej strony mamy na zbiorzeH 

A /? > h n => A A/7>Q,=> 
^ " n£9? *e<R * ynk ( v ) 

^ A =*>*>/ 
Zatem /) = f na zbiorze //, c z y l i 

_ f ^= l i m /? 

a następnie na mocy własności ( c l 8 ) 

"< // W H 

/ / . ^ = ji» / A ^< f f ^ f i ł ^ f*+ 
H A H A 

skąd 
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(c40) f^, f 2 i ••• s a- funkcjami mierzalnymi (i na zb i o r z e A i SA 
v j ^ ^ f2 <T • • • prawie wszędzie na z b i o r z e A A 

A i s t n i e j e J dp, ± - °o => 

=•> / l i m fn da i l i m f fndli istnieją A 
A A 

a { i * ? - 4 ^ - " i s ^ y ^ 

p j Na mocy twie r d z e n i a § 208 i s t n i e j e zbiór WeS, //cA, ̂  = 
= O t a k i , że funkcje f+t f2, ... są mierzalne na z b i o r z e / / 
i / * < / 2 ̂  • • • n a z b i o r z e // • Niech 
(«) f i - f l - f l = f f{dfi - f f l dft 

A A A 

gdzie j e s t częścią dodatnią, a f 7 częścią ujemną f u n k c j i 
Z^. Z założenia, że f f^dp f -oo, wynika, że całka / fity 

A A 
j e s t skończona, a zatem funkcja fZ prawie całkowalna na 
zbiorze A i na mocy własności ( c i 9 ) skończona prawie wszę
dzi e na z b i o r z e A. Załóżmy, że zbiór H został już tak dobra
ny na mocy twierdzenia § 208, że funkcja f7 j e s t skończona 
na tym z b i o r z e . Ze wzoru (a) wynika, że 

f± + f± •* 0 n a Z D i o r z e M 

a na mocy założenia, że f\*X f2 < • • • na zb i o r z e //, j e s t 
także 

/\ f+ i 7 > O na z b i o r z e W 

Ciąg (fn+ f~^) j e s t zatem niemalejącym ciągiem f u n k c j i mie
r z a l n y c h nieujemnych na z b i o r z e W i na mocy własności (c39) 

/ ( l i m f *fl)dp = l i m f ( f n * fl)dp 

skąd na mocy własności ( c 2 i ) 1 założenia, że / fZ dy. < oo, 

A A A 

c z y l i żądana własność. 
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( c 4 i ) f^, f2, ... są funkcjami mierzalnymi £i na z b i o r z e A € 5 A 

A /i > f2 > ••• P r a w i e wszędzie na z b i o r z e A A 

A f hdP * 
A 

f l i m fn ty 1 l i m /fndf-
A / 7 - » o o 1 n—<*> r 
** A 

istnieją A 

A / l i m f dfŁ = li r a / f d/t 

DJ Stosując własność (c40) do ciągu (-fn) otrzymujemy żąda
ną własność. 

(c42) f . f f2, . i . są funkcjami mierzalnymi p. i nieujemnymi prawie 
wszędzie na zbi o r z e AeS 

DJ Niech H e obędzie na mocy twierdzenia § 208 takim z b i o 
rem, że 

//<=A A £i(A-H) - O A f ^ t f 2 , . . . są mierzalne i nieujerane 
na z b i o r z e H. 
Ze względu na nieujeraność f u n k c j i f*,f2,... i s t n i e j e suma 

O O 

>? fc, określona na z b i o r z e /V i na mocy twierdzeń § 187 i 
n=i oo 

§ 198 mierzalna na zbi o r z e H. Zatem funkcja £ fn j e s t 
mierzalna £i na z b i o r z e A i żądana własność wynika z własno
ści (c39) zastosowanej do ciągu (źtt ffS* 

(c43) A^, A2, . . . £ 5 A ̂  c ̂ 2 c . . . A/4 = Ap A i s t n i e j e cał-

/" ̂  °* 

=>ffty = l i m / / 4< 

DJ Załóżmy najpierw, że f j e s t funkcją mierzalną j i n i e 
ujemną prawie wszędzie na z b i o r z e 4. Niech 

O dla A-e 4-/1, 
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Funkcje f^t f 2 » ... są mierzalne y i nieujemne prawie wszę
dzie na zbi o r z e A oraz 

f = l i m fn A < f2 ^ .. . prawie wszędzie na zbi o r z e A 

Wobec tego na mocy własności (c39) mamy 

/ f dy = l i m ffn dy = l i m //" c^z 

Niech t e r a z f będzie dowolną funkcją mierzalną £L na zbi o r z e 
A, dla której i s t n i e j e całka 

A A i 
gdzie f+ j e s t częścią dodatnią, a f częścią ujemną f u n k c j i 
f. Na mocy przypadku już udowodnionego mamy 

/ fdy= ffUy -ffdy = l i m ff+ dp -

- l i m Jfdy = l i m (f f dy -f f~dy\ = l i m / * / r f / i 

Skorzystaliśmy tu z f a k t u , że z i s t n i e n i a całki ff dy' wy-
A 

n i k a , że co najmniej jedna z całek f f+ dy , f f~dp- J e s t 
4 A 

skończona, a w konsekwencji co najmniej jedna z granic 

l i m ff+dp, l i m ff da 

j e s t skończona. 

(c44) A±, A2, ••• e 6 , A / ł=2^ A
 k

 A I f ty i s t n i e j e 

ffdy = S f f dy 
A M A K 

DJ Stosując własność (c43) do zbiorów A^, A^+A^, ^ J L +^2 +^3 » * * ' 
otrzymujemy żądaną własność. 

(c45) A^f A2, . . . , £ S A A = 2 A/c A f J e s t funkcją prawie cał
kowalną na z b i o r z e 4 =̂ .*=1 



415 

D\ P i e r w s z a część t e z y , t z n . równość 

*=1 A„ 

w y n i k a bezpośrednio z własności ( c 4 4 ) . Na mocy własności 
(c25) mamy 

/ + 
a na mocy własności (c44) z a s t o s o w a n e j do f u n k c j i | f j 

/\f\ a/i = i; f \ n Ą K ~ 

A *.1 A k 

W r e s z c i e na mocy własności (c22) 
A | / fdfi Ś f 

tt3t A. 1/1 4* 

skąd 

K.1 

c46) Lemat Fatou 
f*. f2, ••• są funkcjami mierzalnymi i nieujemnymi na z b i o 
rze A => 

l i i " * / W * f ^ i n f fn 
Dj Na mocy § 39 

l i m i n f fn sup gn n -•- oo n 

gdzie 

A fn+h_± = i n f fn+1, ...) 

Ze względu na nieujemność f u n k c j i f^t f2, ... na z b i o r z e A 
ciąg (gn) j e s t ciągiem niemałejącym, a więc mającym granicę 

l i m g — sup g 
n oo /7 

wobec czego j e s t 
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A l i r a i n f fn = l i m O 

n —»• oo n -*.<>o 

Na mocy twierdzenia § 198 funkcje cr^, C2t ••• s 3 mierzalne 
na z b i o r z e A i funk c j a l i r a i n f fn j e s t mierzalna na z b i o -
r z e 4. Ponadto z nieujemności f u n k c j i f2, ... wynika 
nieujemność f u n k c j i Qif 0 9, ... oraz f u n k c j i l i m i n f /_. Na 
mocy własności (c39) otrzymujemy 

(b) / l i m ^ l n f fn - / I V g„ C7> = j f Cn dft 
A A A 

A l e z określenia f u n k c j i <Ł, <72» ••• wynika, że 

Ą A qn(x) < fn(*) 

a stąd na raocy własności ( c i 8 ) 

A A 
i w konsekwencji 

l i m i n f fgnĄl< / fn dp 
A A 

Z uwagi na i s t n i e n i e granicy 

l i m f qndu , = s l i m i n f t qndii 
A Y 4 

otrzymuj emy 

4 / i 
a stąd na mocy (b) tezę lematu. 

(c47 ; Twierdzenie Lebesgue'a pr. u A 
/ f A g j e s t funkcją prawie całkowalną na z b i o r z e 4 A 
. A i / I <• a prawie wszędzie na z b i o r z e A=$[lim /'_ da i 

A / 7 £ * \'fl I ^ * J n^o. ^ 

/i ^ 4 

DJ Na mocy twierdzenia § 208 i s t n i e j e zbiór /? t a k i , ż e 9 
j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z e 3 i 

#«S A J c / i A - O, A f n ~ * f * A, ^ B M ^ K 

(c19) 
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Na mocy własności (c26) i (c29) funkcje f, f2, ••• są 
całkowalne na zbiorze B. Wobec tego na mocy twierdzeń § 187 
i § 189 

A A fn{x) + g{x) > o A q(x) - fn{x) ^ 0 
n elł xeB 

l i m (/„ + 9 ) =f+ g A l i m (g - f ) = q - f 

i na mocy własności (c46) 
l i m i n f f ( fp + 9)0^ ̂  y ( f + 9)0^ 

(d) 
l i m ^ i n f / ( 7 - > / (9 - f ) d H 
" °° B B 

Zwróćmy teraz uwagę, że dla dowolnego ciągu liczbowego (an) 
i dowolnej l i c z b y r z e c z y w i s t e j c j e s t na mocy d e f i n i c j i 
z § 39 

l i m i n f ( a + c ) = sup i n f (<7 , , + C ) = 
/7 — =«=> 7 7 n * n+/c--Ł 

= sup ( i n f o n ± , . + C) = sup i n f a . 1 + c = l i m i n f + c 

l i m i n f (c - o n) = sup i n f (c - o, ) = 
/7 -•. 00 n k " 

= sup (c - sup o . .) = c - i n f sup a , = c - l i m sup a 
n k n + k-l n k n+K-i. n 

Zatem 
l i m i n f f (fn + g)dp. = l i m iń* ^£ fn <fy+ T gdjp^ = 

i a n a l o g i c z n i e 
lim i n f /* (g - fn)dfi = f g dp - lim sup y d j 

s k ą d na mocy (d) 

l i m ^ i n f f fn dp+ y 9 flfj > f f d f i + f q dp 

B B B 3 
f 9 d4* - f fn dtu^ f 9 d ł + - f f ty 

8 3 8 B 
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Biorąc pod uwagę, że na mocy całkowalności f u n k c j i f i gna 
z b i o r z e B j e s t 

\ f f d y < °° ' A I f q dĄ < o* 
S B 

otrzymujemy z powyższego na mocy twierdzenia § 43 
/ / dy < l i m i n f / f„duś l i m sup f fn dy. < f f dy 

B B B B 

skąd 

/ f dy = l i m i n f f fn dy = l i m sup /" / aTu = 

- - l i m f fn du 

S 

Zatem na mocy własności (c8) otrzymujemy tezę udowadnianego 
tw i e r d z e n i a . 

(c48) / — — / A \ / / \ 1/I <a prawie wszędzie na z b i o r z e /I A 
v ' ae$ /7 e f l 1 / 7 1 

a > 0 

A )< w =$>f lim fn dy i. l i m Cfn dy istnieją A 

^ /i 
Dj J e s t to bezpośredni wniosek z własności (c47), ponieważ 
w przypadku y{A) < °« funkcja 

j e s t całkowalna na z b i o r z e A . 

(c49) fn / A 9 j e s t funkcją prawie całkowalną na zbi o r z e A A 

g prawie wszędzie na zbi o r z e A => 

=>J"fdy i l i m f i n t y istnieją A ff dy = l i m f fp dy 

D| Na mocy własności (w/Ji3) zbieżności według miary i s t n i e 
j e ciąg 7/7lf /772ł • • • c 5 ? t a k i , że 

V7 
skąd wynika, że 

pr ui /) 
U — f 

file:///ffdy
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\f \ < </prawie wszędzie na z b i o r z e A 

A n a l o g i c z n i e , j a k w dowodzie własności (c48), i s t n i e j e zbiór 
B t a k i , że 

Be S A BcAAu(A-B) = 0 A S ŁJL r a 

A A l / (*)| ^ <OO a A A |f„ (0f)|< <~> A 
arGB 1 1 (C19) n e f l XlB U n ' ^ v ' 

A g j e s t funkcją całkowalną na z b i o r z eB . 
Na mocy własności (c26) i (c29) funkcje f, f^, f^, ... 

są całkowalne na z b i o r z e B. Wobec tego istnieją całki skoń
czone 

a- f 9d(Ł* f 9dp, b-f f d f i * f f d f i , 

B A B A 

8 * 

spełniające na mocy własności (c22) i ( c i 8 ) nierówności 

Załóżmy, że ciąg liczbowy (b n) nie j e s t zbieżny do granicy 
b. Zatem 

V A Vk-»| »« -*.-V V bu. £ < -a; b -(. >v eeTt n0e<n ee» " £ >0 n>nQ £ > 0 1 ? 

v i . e < b + s • a > 

Któryś z przedziałów <-Q;b - £>, <b + £ ; ct> zawiera n i e 
skończenie w i e l e wyrazów ciągu (6 ). Wybieramy z niego wy-
raz bpj i d z i e l i m y na połowy. Któraś z połówek zawiera n i e 
skończenie w i e l e wyrazów ciągu (b t ) o wskaźnikach k n > b.. 
Wybieramy z n i e j wyraz bp^ i d z i e l i m y ją na połowy i t d . 
W ten sposób otrzymujemy ciąg liczbowy 

b , o , . . . 
H P2 

spełniający warunek Cauchy'ego, a więc zbieżny. Niech 
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( t ) l i m h = d 

Jak wynika z k o n s t r u k c j i ' t e g o ciągu j e s t 
\d - b \)€ , c z y l i d 6 

Na mocy własności (w^5) 

l i m / £=JL £ 
7?—-oo lp I n 

a na mocy własności (w/^13) 

V p < p <:... e n lp —-T 

r C rr> 

Na mocy własności (c47) 
l i m bp = b 

wbrew ( t ) . Wobec tego musi być 
l i m b = b 

co stanowi tezę własności (c49). 
j Ą 

(c50) fu^^f A f-±t f2* ••• 8 3 funkcjami całkowalnymi na zbiorze 
A A pi (A) < °o=> istnieją Jfd.^ i l i m J fn djj. A 

A V~°° A 

ffd<u = ^ f f v d M A 
A " 7"A 

Dj Niech e będzie dowolnie ustaloną liczbą rzeczywistą do
datnią. Na mocy własności ( j z 5 ) 

V A A \fix) - f (x) 
V£ 3t nett xc A \ 

Niech 
rlpC i _ i 

+ C 

Ponieważ na mocy własności ( c i 7 ) i ( c l 5 ) 
J c d/J. = c/i(A)<oc 
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więc na mocy własności ( c 3 i ) funkcja g j e s t całkowalna na 
zbi o r z e A i 

f\ I f„ I < a na zb i o r z e A 

Ponieważ na mocy własności (prwio) 
f pr! w. A R 

więc własność (c50) wynika z twierdzenia (c47) zastosowane
go do ciągu f~j , f— .*t •••» c 0 ni e zmienia wartości 

o ' no 

f f & ' / f n ty 1 J i S . ffn dM 
. A A A 

( c 5 l ) f ——Ł-^fĄg j e s t funkcją prawie całkowalną na zbi o r z e 

AA ' \^\fji\^9 P r a w i e wszędzie na zbi o r z e A =^ 

istnieją f f d/J. i \lmĘf^du A £ f djJ= l^ffcd/J. 

Dj Wynika z własności (w/^9) i (c49). 
(c52) f j e s t funkcją prawie całkowalną na zbi o r z e A e S 

B 
<e 

£> p S > 0 5c/4 v 

Dj Niech //ej 1, HcA, JICA-H) = 0 będzie zbiorem, na którym 
funkcja f j e s t całkowalna i skończona. Niech na zbiorze H 

A f = min (n, I f i ) 

Na mocy twierdzenia § 197 funkcje A , f2, ... są mierzalne 
i nieujemne na zb i o r z e H a ponadto 

f l < /2 < ••• A | f\ = £UL fn n a z M o r z e " 

Ponieważ wynika stąd, że funkcje A , /"o, ... są m i e r z a l n e j 
i nieujemne prawie wszędzie na zbiorze A i f*K, f2 K •••••• 
prawie wszędzie na z b i o r z e / ] , więc na mocy własności (c39) 
i prawie całkowalności f u n k c j i f na zb i e r z e A 

" :Ą^f&d* = f\f\dA<ao 

A A 
Wobec tego 



e>o A A A 
Niech = ćT/277? i 

5 € ^ /A B cz A A /A (JB) ( & 
Wtedy biorąc pod uwagę własności (c22), ( c 2 i ) , ( c i 8 ) i ( c l 2 ) 

\f fdĄ< J \ f \ d M " frr) dM+ ffma>M < 
8 B B B 

< / (1/1 " fn?*M + mM(B)< f i\f\ -fm) dM + m'-^ 
B A 

< 

(c53) Całkowanie przez podstawienie 
Zj 1° Dane są dwie p r z e s t r z e n i e z miarą (Jf, S, /J.) i{Y,T,ł)m 

2°V (A y = t(x) e Ą A A V A = 
r \xeX y j BeT AeS 

= r _ 1(£) — f {x : r{x) e 5 }. 
A J 

r = fg{x)dM{x). 
q mierzatna ZŁ 0 6 / ./ 

4° i s t n i e j e całka f f(y) dł (y) albo J f[v(x)} g{i)dp(x) 
B A 

B A 
DJ Załóżmy najpierw, że fu n k c j a /" j e s t funkcją charaktery
styczną dowolnego z b i o r u De 7~, c z y l i 

i d l a 
fW -

skąd 

Niech 

Wtedy 
£ ̂  {x : r (a) e 0}e ̂  

0 d l a yeY - £> 

1 d l a yeBno 

O d l a yeB-D 
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AnC = [x : r (x) e 5Jn {x : r (x)eD) ={x : r (x) e BnD } 6 S 

A - C = [x: t(x)eB}~ {x: Z (x) e 0}= {X : z {x)c B - 0\eS 
i wobec tego 

' 1 d l a x 6 A rv C 
f[z{x)] =• 

0 dla x e A - 0 

Na mocy (151) i założenia 3° j e s t zatem 
/ f{y) dt (y) = 9 (BnD) = Jg(x) dji(x) = 

= J f ' [ t ( x ) ] g(x) dMU) = f f l r ( x ) ] g(x) d<u(x) + 
AnC AnC 
+ f f l t ( x ) ] g(x) dM(x) = f f [ t ( x ) ] g(x) dM(x) 
A-C A 

Twierdzenie j e s t zatem prawdziwe d l a w s z y s t k i c h f u n k c j i 
charakterystycznych mierzalnych. Wobec tego na mocy własno
ści ( c i 7 ) i ( c 2 i ) j e s t również prawdziwe d l a ws z y s t k i c h 
f u n k c j i prostych mierzalnych. 

Jeśli funkcja f j e s t mierzalna na zbiorze B, to 

A{y : f(y)<u'AyeB}e T * 

=> {JC : /" [r (x) ] < a A x eAJ e S 
c z y l i f u n k c j a f [ t ( x ) ] j e s t wtedy mierzalna na z b i o r z e A. 

Załóżmy, że f j e s t funkcją mierzalną nieujemną na z b i o 
rze B . Wtedy funkcja f[r (x)] ff(x) j e s t na mocy twierdzenia 
.§ 191 mierzalna i nieujemną na z b i o r z e ,4 . Jeśli A , f2, ... 
j e s t ciągiem niemałejącym f u n k c j i prostych mierzalnych na 
zb i o r z e 3 i 

l i m f» 1 f 

t 0 f±[?(x)] 9(x)t / 2 [ r ( J C ' J 9 ( x ) t ••• J e s t niemalejącym cią
giem f u n k c j i mierzalnych nieujemnych na z b i o r z e A i na mocy 
własności (nz9) 

A-E 
l i m / [t(x)] g(x) f [ r ( x ) ] g(x) 

gdzie 



E —f{x : (f[r(x)] = o A | g{x) | = ~) v 

?(x) = o)}e S 

A l e na mocy f a k t u , że ciąg ( fr?\_?(x)]) j e s t niemalejący o viy-
r a z a c h n i e u j e m n y c h 

,-[>(*)] = o * A ą [t(x)] = o =* • 

^ i e \ ^ t ( x ) ] 9 ( x ) = ° ^ 

* l i m £[r(x) J = / " [ r ( j O ] gr(jc^ 

A n a l o g i c z n i e 

=»lim £[r(x)J ^ ( J t ) = / " [ r ( x ) J £ (a) 

Zatem 

l i m £ [r(x)J ^(x) = f[r(x)] g(x) 

Wobec tego na mocy własności (c39) i udowodnionego t w i e r 
d z e n i a d l a f u n k c j i p r o s t y c h mamy 

j f(y)d* (y) = l i m / fn (y) di (y) = 
B B 

= l i m / fjv{x)] g(x) dtu(x) = 
A 

= j f l t { x ) } g(x) d/i(x) 

Wobec tego t w i e r d z e n i e zostało udowodnione d l a każdej funk 
c j i f m i e r z a l n e j i n i e u j e m n e j na z b i o r z e 8. 

D l a dowolnej f u n k c j i f m i e r z a l n e j na z b i o r z e 8 mamy 

fiy) = f+(y) - r(y) 
g d z i e f+(y) i f~(y) s 3 f u n k c j a m i m i e r z a l n y m i i nieujemnyn: 
na z b i o r z e 5 i na mocy własności ( c l 7 ) i ( c 2 l ) o r a z zało 
żenią 4° otrzymujemy tezę t w i e r d z e n i a . 

D l a dowolnej f u n k c j i f m i e r z a l n e j v na z b i o r z e B i s t 
nieją t a k i e z b i o r y P i Q , że 
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P , Q £ S A B = P + Q A \> (Q) = O A f j e s t funkcją m i e r z a l 
ną na zb i o r z e P . 
Wobec tego, że zbiór 

R = f{x : r(^)€ fi} 
na mocy założenia 3° spełnia warunek 

0(0.) = o = J g(x) dji{x) 

więc na mocy własności ( c l 3 ) 

g ( x ) o=>f[z(x)] g(x) £ ^ M 0 ^ f f [ t ( x ) ] g{x) = o 
R 

Niech 

N —{z : r (je) e P } , A = N + A? . 
Wynika stąd, że 

f f(y) dv(y) =y* f (</) = ff[r(x)] g(x) dM(x) = 
5 P * 

= ( / / ' [ r ( x ) J <7U) flf/tU) + / / • [ r ( x ) J qfu (JC) = 

- Jf[r(x)] g(x) dM(x) 
A 

co kończy dowód tw i e r d z e n i a . 
4) Zj 1° Dana j e s t przestrzeń z miarą (X, S , M ) oraz przestrzeń 

Y z C" -ciałem 7" 

2 ° \/(7\ y = r ( j t ) 6 K ) A 

A A \ / „ = t-\B) - f ( ^ : r ( x ) e ^ ) 

3°V V A .(5) & f g { x ) d M ( x ) 

t> ^mierzalna/i. BCT J 
g i 0 pr. w. 

T) o j e s t miarą określoną n a c - c i e l e 7" w p r z e s t r z e n i Y . 
DJ Z d e f i n i c j i funkcja >> spełnia własności ( a l ) i (u3) mia
ry (patrz § 105). Dla 5 = 0 j e s t A = O i >>(0) = O < °°, wo
bec czego j e s t spełniona własność (fi2) . Własność (^4) wyni
ka z własności (c44) dla całek Lebesgue'a. Wobec tego V j e s t 
miarą. 
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(c55) Z] 1 Dana j e s t przestrzeń z miarą (X, S, ju). 
2° g j e s t funkcją mierzalną ju i nieujeraną prawie wszę

dzie . 

A 

4° i s t n i e j e Jfd V 

TJ ffd* = f f g d M A A 
Dj Na mocy własności (c54) V j e s t miarą i mamy dwie prze
s t r z e n i e z miarą (X, SJtu) i (X, S , V ) . Przyjmując r (x) = jt 
otrzymujemy żądaną własność jako szczególny przypadek włas
ności (c53). 

(c56) Dane są dwie p r z e s t r z e n i e z miarą (X, S, /t^) i (X, S , // 2) A 
A //^ ^ ^ A f J E S T ' funkcją mierzalną na z b i o r z e A eSA 0 
na z b i o r z e A 

D| Dla f u n k c j i / " p r o s t e j mierzalnej na z b i o r z e A własność 
wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i (151). Wobec tego, że z za
łożenia / j e s t funkcją mierzalną nieujemną na zb i o r z e A , 
własność w przypadku ogólnym wynika ze wzoru ( 1 5 4 ) i z włas
ności (c56) wykazanej d l a f u n k c j i prostych mierzalnych na 
zbi o r z e A . 

(c57) Dane są t r z y p r z e s t r z e n i e z miarą (X, S, p.^), (X, S , /ć2) i 
(JC, S, jUj+Pz) A istnieją całki 

f f d j i ± , J f dM2> f fd(M1

+M2

) 

A A % 

=*ff d{M1+M2) -/ fd/u±+f f dM2 

• A A A 

Dj Zauważmy na wstępie, że jeśli ju. i ̂  SQ miarami okre
ślonymi na c r - c i e l e S w p r z e s t r z e n i X , to/z^ - t - /^ j e s t również 
taką miarą. Wynika to stąd, że d l a f u n k c j i JU4+P2 własności 
(/ul) i (/i3) są spełnione w sposób oczywisty, następnie 

def 
(p^M2) (o) SŁ ^ ( 0 ) + ̂ 2(o) = o < -

więc j e s t spełniona własność (p2) i wreszcie 
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*=i *=t 

-2/ (<"± 2̂)(\) 
Dla f u n k c j i f p r o s t e j mierzalnej na zbi o r z e A mamy z d e f i 
n i c j i (151) 

• T, a
h ł\X\ńA) ak M2(AknA) = 

= ffdMl + ff d/i2 

A i 
Dla f u n k c j i mierzalnych nieujemnych na zb i o r z e 4 własność 
wynika ze wzoru (154) a d l a dowolnych f u n k c j i mierzalnych 
na z b i o r z e A z f a k t u , że 

ff*d<WM2) = ff* 4Ą + ff* dA2 

A A A 

f f ~ ^ M 2 ) * Sf-dH+ff" <% 
A A A 

Dla dowolnych f u n k c j i mierzalnych ju^+p.2 na zbi o r z e A włas
ność wynika z własności (c8) na mocy przypadku już udowod
nionego . 

(c58) Dane są dwie p r z e s t r z e n i e z miarą (X, S , ju) i (X, S,CLl), 
gdzie C j e s t dowolną liczbą rzeczywistą nieujemną A i s t n i e 
j e całka Jf^M •* i s t n i e j e całka ffd(Cp) A 

A ff d (c/i) - c J f djU 
A A 

DJ Analogiczny do dowodu własności (c57). 
(c59) Zj 1° Dany j e s t zbiór AeS w p r z e s t r z e n i z miarą (X, S, /i). 

2° Dany j e s t przedział otwarty B = (<3;A) € 5ft-



3° f j e s t funkcją rzeczywistą określoną na produkcie k a r -
tezjańskim A xB . 

4°f\ funkcja f(x,y) j e s t całkowalna na zbi o r z e A . y £ B 

5°A J 6 /c\ pochodna cząstkowa f'(x,yQ) i s t n i e j e prawie wszę
dzie na z b i o r z e A • 

7° V V a j e s t określona i całkowalna na zbi o r z e / A 
ft3i g • 
6 > 0 

A A A O C \y-y | < S 

\f{x,y) - fU ,^ 0 ) 

A , 
TJ / \̂  i s t n i e j e pochodna /)'(̂ Q)A 

A ^'^0 ) = / £ * (*). 

Dj Niech ( ) będzie ciągiem liczbowym spełniającym warunek 

Niech 

Na mocy własności (c35) i (c33) funkcje f g , ... są cał
kowalne na zb i o r z e A i z założenia 7° 

I f I ,<f O na z b i o r z e ,4 
nett l r « I ^ y 

Ponadto z założenia 6° 

Na mocy własności (c47) istnieją 

ff'(x,y0) dM(x) i l i m ffn(x)dM(x) 
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oraz 
J C x , y Q ) d M ( x ) = Mm Jfn{x)dM(x) 

A A 

A 

f f(*,yn) dM(x) - J f(x,yQ) dM (X) 
l i m A 

= l i m 
% - yo 

(c60) Zj i JU*t . • •, Mn
 s 3 miarami określonymi odpowiednio na C -

-ciałach e/^, ...,tf 2 w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio 
X< I • • • f -̂ 7J • 

2° ̂  dęf ^ 0 . . . © ^ . 

j e s t zbiorem miary półskończonej. 
4° ̂ Q j e s t funkcją, charakterystyczną z b i o r u Q e c/j"©-©^ 
5° ciąg ( L , in ) j e s t ustaloną permutacją ciągu 

(1, .. ., n ). 
JJ f x „ ) c(p (x±, . . . . *„) = j (/ in^) = 

A 

gdzie /4rx- , . .., X- ] oznacza przekrój zbio-
ru A przez punkt ( JC • , . . . , X: ) e X; x • • • x X; i na mo-

'2 " 2 « 
cy własności (przek7) z § 176 j e s t Arx- r 1 e of- . 

L'2 L n ^ i 
D) Mamy 

fyxx*' - •» ̂  ^ ^ x i ' • • • • x ^ = y ^ 

••• + / X(j (xl' ''' ' x^ ^ (•*!»•••» = 

= / d u ( X ± , . . . , xv) <=> p(A c\Q) 
Ar\Q 
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Pozostaje zatem do udowodnienia druga równość. Wprowadzimy 
oznaczenie 

7i i •• • »>.e{U•• • i 7 7 ; / i • • ? . . » / £ 

Wprowadzimy ponadto funkcje 

(i) A A V* ^ 
def 

A +i n 

w i V2 // 

Ponieważ //et/j© ... © c ^ , więc na mocy własności (przek7) 
z § 176 A 

A +i 
i funkcje ( i ) są określone w całych p r z e s t r z e n i a c h odpowied
nio X. , . . . , X: . Wykażemy, że gdy 

'A. +i » 

(ii 
j e s t zbiorem m i a r y / i półskończonej 

to 

(iii) r A , Ą ... A ..,.*) = 
( x- 4 *•£ ' 

oraz 

( i v ) M(H) = J f ^ ( % ) (% ) » 

. . . d / t ( x O 
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Dowód ( i i i ) i ( i v ) przeprowadzimy w 6 częściach L i , . . . , L 6 . 
Dowód własności (c60) przeprowadzimy w części L7. 
Lij Jeśli 
(v) H = H± x . . . x Hn , N± € c/^ A ... A Hv € <fn 

to wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe. 
Dj Ze wzoru (v) wynika, że 

A , „, 
k € {f, ... [JC. t'• • • i JfA] 

k +i 

O d l a 

H: d l a ( X. , . .., X/ ) € H • /V/ 

^+1 'w ' 

k. +1 

x /// 

wobec czego na mocy ( i ) 

A+i 

( v i ) 
A e { 1,... , w -i}- A +1 

( //• ) •...•//.,• (//• ) d l a (JC- f . . . , j c / ) e 
t H; x • • • x H: 

lk + i ^ 

.0 d l a (*. .., X: ) > //; x . . . x jtt 

Funkcje te są mierzalne, ponieważ 
i Xi x- ) : f" (x- , ..., x- ) < a \ ^ +1 ln * '*+! " > 

O e of. © . . . 0 Q £ d l a a < O 
*A +1 8 

X' X . . • X X- ~ H; 
- Ł 1 

x • • • x Hi e 
n k+1 Ln 'A + i 

€ c/* ® ... © cfi 
\fc +1 ™ 

gdy A ( / / . ) • • ' ' * Żfc ( ^ ' J > 0 1 

' i i A A 

• 0 <a<<w • ••• • < V V ' 
: . x . . . x X e <f. © . . . © c f 
'A+i '77 'A+i 

dla 'At A 



Funkcja fQ j e s t również mierzalna, ponieważ 

/\{( X- x- ) : f j x . . , . . . r i j < a ) = 

o e zT- © . . . © eJ* d l a a < o 

X • K • • • x X; - H- x ... x H: e 

€ Cf'. © ... © QT. 
1 '72 

d l a O < a < i 

dla a > i 

* X • • • X. 
i 

Na mocy ( v i ) mamy 

dla (X- ,..., x- ) e 

€ /V-
ŁA + 1 x /// 

O d l a (x; X- ) I 

Ś -V. X . . . X H: 
ćk+l '« 

d l a (A;; ,..., x; ) € H- x 
St + i ' i 'jfc+i 

O d l a (ac. |..."» X; ) k fł, x . .. 
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Ponadto 

= 1 f fH^xi ' * • •' xc ̂  dM; (X: ) = 

Z. i 1 '1 '1 

dla (r • ,... , x ; ) e //• '2 'n 
x /// 

0 d l a (x- ,.,.,tX; ) i H; x '2 'T? T '2 

'72 

<2 * 
oraz na mocy ( v i ) 

= fu. ( H;. ) • -A- (//• ) rfĄ- = 

ll Cl ^72-1 <»-i J n 

JH. ) • ... - Ą - J ^ ) =^(^5 « . . . -̂ (//,) 

Ze wzorów ( i x ) , ( v i i ) i ( v i i i ) wynikają wzory ( i i i ) i ( i v ) . 
W ten sposób dowód części L l został zakończony. 
L2| Jeśli 

. H e <J\ -X- ... -k cfn 

to wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe. 
DJ Na mocy własności (cp4) z § 174 zbiór H j e s t p o s t a c i 
(x) H.= B± + . . . + Bm 

gdzie z b i o r y B ± , . . . , Bmmają postać ( v ) . Dla zbiorów B± B 
wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe na mocy części L i . Na mocy 
( x ) , własności (m2) miary i własności (h7) z § 201 mamy 



m 

A m ,M0,1 n-U f"-^flj 

B B 
Na mocy twi e r d z e n i a § 187 i nieujemności f u n k c j i fk , . . . , fk 

funkcje ( x i ) są mierzalne. 
Mamy na mocy ( x i ) , ( v i i ) , ( v i i i ) i ( i x ) 

*e{1,. . . ,n-1} A »„ pj* A i n 

/
IW g . 

oraz 
m 

/ f l - i ^ 5 d<"i (*i ) = 5 / f n V X i 5 <** } 55 

ln m
 M n 
m. 

j-1 J 

skąd otrzymujemy wzory ( i i i ) i (iv).W ten sposób dowód czę
ści L2 został zakończony. 
L3j _ZJ 1° Wzory ( i i i ) i ( i * ) są prawdziwe d l a H = B,Ce 

€ ef ̂ 0... ® e/̂  . 
2° CcB 
3° fi(6) <°° 

TJ Wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe również d l a 

H = 8 - C e e/\ 

DJ Na mocy własności (przek4) z § 176 j e s t 

fe€{l, ..,n-1> , . . . , * £ ] = 

fc + i "• 
= B [ > . ] " C [ j C t -

1*1 n \+l 
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Z założenia wynika, że 

n 
Wobec tego na mocy własności ( c i 9 ) funkcja rn* j e s t skoń
czona prawie wszędzie w p r z e s t r z e n i 3Cj . Niech Z{n będzie 
zbiorem, na którym funkcja £„-1 ^ e s i skończona, i takim, że 
li: (X ; -Z,- ) = O. Ponieważ z d e f i n i c j i ' Ln n Ln 

A y f J _ i =A { • (Brjc ,.])<oo 

więc na mocy własności (m9) miary 

( x i ° * Ą z i ^ n - i < < ' ^ ' - i < * * n > 

a na mocy twierdzenia § i89 funkcja f ^ _ ^ j e s t mierzalna na 
zbi o r z e Zt-^ , c z y l i mierzalna Pin w p r z e s t r z e n i X ^ . 
Zatem 

= f +1 A<Xi ) dui {X; ) -f i i Ax{ ) duj (Xi ) = 

Z k o l e i z f a k t u , że funkcja f j e s t skończona na zbiorze 
2-in wynika, że 

A f fl 2(*i >Xi ]
 ( j r i ] = 

= ̂ B-i ^ V < 0 ° 
i na mocy własności ( c i 9 ) funkcja f ^ _ 2 j e s t skończona pra
wie wszędzie w p r z e s t r z e n i Xt- d l a każdego ustalonego 

n-1 

Xt' e . Niech Zt- (X^) c: X . będzie takim zbiorem, 

na którym fn
B_2(^_";i {n) = < % ' " 7 ^ n _ / V „ ^ ^ "~ 
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i fi t (xi - Z j (JC- )) = 0. Na mocy własności (m9) rnia-
n - i n - l n - i n 

r y 

Ł n n Łn-1 In-1 l n 

n 2 n - l *n n ^ l n - i l n 
a na mocy twierdzenia § i89 funkoja/*- g j e s t mierzalna na 
zb i o r z e Zr (jr- ), a więc mierzalna JLXJ d l a każdego JC/ e 

n - i ln r i n - i n 

e Z: . Zatem 

A / f 2_ 2 (* t - , * t ) ^ (*< ) = 
XJ e lf . Xi n n - i n Ł n - i n - l 

/ fn-Z(*i f^ł) dpi i*i ) = 
ZJ fa) n * n - i " 1 n - i n - l ln-1 Łn 

) -
i 

) = 
1 ~ zf<xJn-2(\_Sin > 

Xt- /* 11 n - l " n - i n - i 
M-1 

r « - i *n r n . - i v t a ( x i . { ) r n _ i v t n 

a stąd 

Postępując d a l e j a n a l o g i c z n i e otrzymujemy wzory ( i i i ) i ( i v ) , 
gdyż na mocy własności ( h i i ) 

i wobec tego 

f1 <1 
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) = * / U ( * i x n ) d H Ą (*i J 5 X c ' ' • » V d^L 
i i x^ i i 

X- 0 l i ln l i l i r . u Ł i n L l l i 
l1 1 

dl a t y c h a r £ ,... ,0:^ , d l a który oh f\(&{ ,... ,0:^ ) < 0 ° . W ten 
sposób został zakończony dowód części L3. 
L4| Jeśli wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe d l a r / ^ , H2, ...e 
ee^ ^ 0 . . . 0 e ^ t a k i c h , że c H 2 c to są prawdziwe 
również d l a z b i o r u 

oo 
H - U « y e © . . . © e £ 

Dj Na mocy własności ( p r z e k i ) z § 176 mamy 

, A H r r , -i = U H}r r "i /ce{1,...,ti-1} L A . • • • • . a : i n J / - i J L^. »•••»*"$ J 
Ł k + i fc+1* n 

gdzie na mocy własności (przek6) 
( x i i i ) HJx X. ] C W

2 [ j f Ł . ,.-.,X. ] 
4 k + l n fc+i n 

Wobec tego na mocy ( i ) i własności (m7) miary 

i „ A t l f , w = U Ą * A # < 
k e {1,..., n-1 } i^~> * ' * 

a na mocy własności (h5) z § 201 i wzorów z § 46 

Mamy zatem 

, F A • f f ' - l i m f , W y 

Jfce {0,1, ...,n-1 } RFC /—- ' * 
i na mocy własności (c39) całek Lebesgue'a 

, F A i A ... A phx, x . ) = 
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1 * Ł k n k k 

v fc 1 t f c t n 1^ 
fe 

• / ' " - A v « ^ K ' 
Ponadto na mocy własności (m7) miary i własności (c39) 

£ «<>'n-i i n r i n t n f i n - i x i n
 r t n n 

Si ln 

Otrzymujemy stąd wzory ( i i i ) i ( i v ) . Tym samym dowód części 
L4 został zakończony. 
L5| Jeśli fi e G / ^ # . . .*e/*n oraz <U(B)<<» , to wzory ( i i i ) i 
( i v ) są prawdziwe d l a każdego zbi o r u p o s t a c i 

H M C n B , gdzie C e ^ © . . . ® ^ 

DJ Niech 7Z oznacza klasę tych w s z y s t k i c h zbiorówCeG/^®. . . 
® e/^, d l a których wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe, gdy H = 
= CnB. Wykażemy, że kla s a 'S j e s t pseudo-6~-ciałem p r z e s t r z e 
n i X ± * .. . * X n (patrz § 29). 

Ponieważ z d e f i n i c j i ćT-ciała produktowego wynika, że 
eT± # ...*oTn c 0 . . . © e £ , więcB e e/*i ® . . . ® e/^ i d l a 
H = BnB =8 w.zory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe na mocy L2. Tym 
samym k l a s a spełnia warunek ( r i ) d l a pseudo-ff-ciał. 

Jeśli C e , to 

C°n 8 = 8 - C n B = B - H 

Ponieważ d l a zbi o r u 8 wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe na 
mocy L2, a d l a zbi o r u H z założenia, że CeV , więc na mocy 
L3 wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe również d l a C Cn 8 , co 
oznacza, że C°e *2T . Kla s a spełnia zatem warunek (r2) d l a 
pseudo-6"-ciał. 

Jeśli C l f Cg, . . . C • A C <= C2<=: , . . f to wzory ( i i i ) i 
( i v ) są prawdziwe d l a zbiorów 
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H ± M C t n B , H 2 f C 2 n B , . . . , H l C H 2 c . . . 

Wobec tego na mocy L4 wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe d l a 
zb i o r u 

H = 0 Hi = 0 ( C, n B ) = ( 0 C-) n 8 
J-1 •? J=1 J 3-1 J 

co oznacza, że CJ C- e "ZT . K l a s a spełnia zatem także wa-
j-1 J 

runek (Z"3) i j e s t pseudo-6-ciałem p r z e s t r z e n i X, * x . . . K * T l • 
Ponieważ 

B e e/'1 * e/*n 

więc na mocy własności (k4) z § 23 
„ „ / \ „ W = C nSee/", * . . . * e£' Ce o/; *...* c4 1 71 

i na mocy L2 wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe dla takiego 
z b i o r u H. Oznacza t o , że 

A\ r (. -v 

c z y l i 

Klasa'S' j e s t zatem pseudo-6T-ciałem zawierającym ciało pro-' 
duktowee/^* ... . N i e c n i * oznacza najmniejsze pseudo-
-6-ciało zawierające * ...** r >

n . Mamy 

Ponieważ z d e f i n i c j i 6-ciało produktowe e/^ 0 ...® G/̂  j e s t 
najmniejszym 6-ciałem zawierającym ciało produktowe G/^* 
* .. .* cCj , więc na mocy twierdzenia § 33 

*f i © • • • © c ^ 

co oznacza prawdziwość tezy części L5. W ten sposób dowód 
części L5 został zakończony. 
L6| Dla każdego zbi o r u H spełniającego warunki ( i i ) są praw
dziwe wzory ( i i i ) i ( i v ) . 



DJ Z założenia, że H j e s t zbiorem miary (A połSKonczonej, 
wynika na mocy twierdzenia (D) z § 178, że 

oo 
A V U f8 . x "8 .\Z>HA 

A /\u(B.. 

A l e 

x 6 • 1 < 0 0 

U (8 x . . . * Bn.O = U H, 

gdzie 

( x i v ) A h) = \J (8 1 { . ^ . . . x 8 n { ), |U (Hy ) < ' 

Na mocy własności (cp3) z § 174 
H 1 , H 2 , . . . e / j * ...łcT,, 

a na mocy ( x i v ) 

(xv) H± c H2 ... 

Ponadto 
t 

H =H n O Hf- = U (HnH.-) 

gdzie na mocy (xv) 
H n H±c: H n H 2 c . . . 

Na mocy L5 wzory ( i i i ) i ( i v ) są prawdziwe dla każdego ze 
zbiorów Hfl H| , H n H , , •••» a na mocy L4 są prawdziwe . d l a 
z b i o r u H. W ten sposób został zakończony dowód części L6. 
L7J Własność (c60). 
DJ Połóżmy H = An Q . Wtedy na mocy ( i v ) 
( x v i ) ,u (A n Q ) = 

• • • ) d r l i (xi ) 
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A l e na mocy własności (h9) z § 201 j e s t 

a z d e f i n i c j i p r zekroju z b i o r u wynika, że 
A [ > - Xi ] = { V lAi'"-'V = *> 

l2 " 
wobec czego 

/ L ^ i « n i d R ( * { J 

AT R x- ~\ 1 1 
skąd na mocy ( x v i ) otrzymujemy własność (c60). 

( c 6 i ) Twierdzenie Fubiniego 
Z | 1° ̂ , . .., (XA są miarami określonymi odpowiednio na 6 -

-ciałach 8^1,... ,e/^ w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio X ^, 
• • • f^n • 

2° <u = <"i©r-.®^n-
3° A e af^ 0 ... 0 oTn j est zbiorem miary półskończonej . 
4° ciąg" ( t ^ f . . ., t ) j e s t ustaloną permutacją ciągu 

( i , . . . ,n). 
5° i s t n i e j e całka 

S ixn^ ty ( ^ i » • • • ł°^n^ A 

U f f ( x ± , . . . , x n ) d > i ( o c 1 , . . . , j c n ) = 
A 

= / ( . . . / ( / ^ . . . . . O ^ d ^ (*f 

gdzie ^ r -i oznacza przekrój z b i o r u A 
L */ i • • •»*i J 

2 
przez punkt (et. ,...,CC- ) e X. * ,,, x X . i na mocy włas-

Ł2 Ł n l2 n 
ności (przek7) z § 176 j e s t Ar -, € e/*; . 

L . ^ t- . • • • i ai J 1 j_ 
2 1 1 

D j Na mocy własności (c60) twierdzenie j e s t prawdziwe d l a 
wszy s t k i c h f u n k c j i charakterystycznych mierzalnych. Na mocy 
wzoru (142) z § 202 oraz własności ( c i 7 ) i ( c 2 i ) twierdze
n i e j e s t prawdziwe d l a w s z y s t k i c h f u n k c j i prostych m i e r z a l -

*) • • • 
Ł2 



nych. Na mocy twi e r d z e n i a § 203 i własności (c39) twierdze
n i e j e s t prawdziwe dla w s z y s t k i c h f u n k c j i mierzalnych i n i e -
ujemnych na z b i o r z e A. 

Niech t e r a z f będzie dowolną funkcją mierzalną na z b i o 
rze A , d l a której j e s t spełnione założenie 5°. Niech/* i f " 

będą odpowiednio częścią dodatnią i częścią ujemną f u n k c j i 
t na z b i o r z e A, c z y l i 

c o f=r -r . 
oraz 
( i i ) J*f(xit...,JOdfi(x±,...,jrn) = 

A 
- ff* C i » • • • . * r i ^ f i • • • • »Jfn) " 

A 

- ff~(*±,... ,*n) *P • • • >xn) 

Z założenia 5° wynika, że 

albo 

( i i i ) f-f~(x±,... .Jfy,) dfi (x±, . . . ,xn) < oo 

Ze względu na symetrię dowodu wystarczy rozpatrzeć przypa
dek ( i i i ) . 

Na mocy własności ( c i 9 ) i udowodnionego już twierdzenia 
d l a f u n k c j i mierzalnych nieujemnych istnieją t a k i e z b i o r y 

Z- e e/} A U.(X{ -Z; ) = 0, 

A Z; (ac; )eV £ A <u. (X. - Z . U, - ) )=o, 
JC£ eZ ;

 Ł
n - i ln 4 n - i r t n - i n - i l n - l " 

( i v ) 
A ... A Z, {X; ,...,*;) eoT. A 

x.eZL xt e L ( * ) l2 3 " Ł 2 

A u (X { - Z. (X. X: )) = 0 
r 2 2 l2 l3 n 
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A A ... A 

k«{2,...,n-<J xine Z.n xL^e ( x ^ % ) 

/ ( • • • / ( / f ( a 1 ) . . . ^ n ) d f t ( l r , ) ) ( i / i . ( a 1 . )...) d>; (or;)<~ 

A ... A Sr 
V \ < ^ -V Ac* f 4,...,^ 1 

Wykorzystując powyższe nierówności począwszy od całki po 
zb i o r z e Z: kolejno aż do całki po z b i o r z e Ar -M 

otrzymujemy wobec ( i i ) na mocy własności ( c 2 i ) 

A 

- /('•' , / ( S(f+(\,---^n)-n^±,---^n))^ii\)) 

-/(••• / ( / f (JC , . . . t J t „ ) flto, (^ )) 4^. (ar. )...)du, (x,) 

X . " r » . Y "l 1 1 2 2 ' lx i i 

Twierdzenie j e s t zatem prawdziwe d l a w s z y s t k i c h f u n k c j i mie
r z a l n y c h na z b i o r z e A. 

Wykażemy t e r a z , że twierdzenie j e s t prawdziwe, gdy 
u(A) = 0. Przyjmując -f (x l f... ,Xn) = i , wnioskujemy wtedy na 
mocy własności ( c i 4 ) , że istnieją t a k i e z b i o r y ( i v ) , iż 

A... _ A fdyt (x{) = (x. (A, ^ . i ) = 0 

skąd na mocy własności ( c i ) d l a każdej f u n k c j i r z e c z y w i 
s t e j -f (Xj ,..., -t^) 

/f 
= /(... / ( /S(xtt...,xn)dfil (x.))dyi(x.)... 

K Z.2(a.3,...,at.n) & V ~ > ^ 1 1 2 2 



= /(•••/( *< fHx* xn)*PLdM*D• • i^t^ijr0 

Twierdzenie j e s t zatem prawdziwe zawsze, gdy <u(A) = o. 
Góy f (x^, .-.. ,xn) j e s t funkcją mierzalną (JL na zb i o r z e A , 

wtedy istnieją t a k i e z b i o r y 8 ,C e <?/̂  © • • • ® c/£> że 
A = 8 + C A (tx(C) = O A 8 j e s t zbiorem miary p. półskoń-

czonej A funkcja -p j e s t mierzalna na zb i o r z e 8 . 
Ponieważ udowodniliśmy już prawdziwość twierdzenia d l a funk
c j i f na zbi o r a c h 6 i C , otrzymujemy teraz jego prawdziwość 
również na z b i o r z e A , ponieważ na mocy własności ( p r z e k l ) 
z § 176 

Ar- - . = Br- -I * Cr- -i 
\_X , ...,X. J |_a. , . . . ,JC. J \_X , . . . , X. J 

2 n 2 n 2 n 

i wobec tego 

S f fa±t• • • *^n)dfi (JC ^ , . . . fJfĵ J = 

= / f ( * i jrnjd//(jflf...,jfn) + 
B 

+ JtF(x1,...,xn)dM- (x±,...,xn) = 

\ \ [ V"*t„ ] 2 2 / 

= f (•••/(, ff(x
1,--.xn)dMi(xi))dML(xl)...)dMi (*) 

W ten sposób dowód twierdzenia Fubiniego został zakończony. 
(c62) Nierówność Schwartza 

Zj 1° -p i g są funkcjami mierzalnymi i skończonymi na z b i o 
rze/4 . 

2° funkcje . f 2 , ^3 , g 2 są całkowalne na z b i o r z e A . 

A A A 
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DJ Na mocy twierdzeń § 185, § 188 i § 192 d l a dowolnych 
l i c z b r z e c z ywistych x,y funkcja 

r M X | f | + y | g | 
2 

jak również funkcja X są mierzalne i skończone na z b i o r z e 
A, a ponadto 

a stąd 

Z ^ / u m + u\9\ =*2/ifl 2d/i • 

+ 2xyf\fg\dii*y2f\9\2dłL-> o 
A A 

Wyróżnik tego trójmianu kwadratowego musi być n i c d o d a t n i , 
t z n . 

4 ( / | f t | ) 2 - *f\f\2drf\4\2dii < o 
A 4 A 

c z y l i 

( / | f g | ś 7 | g | 2 ^ i 
A A A 

Ponieważ na mocy (c22) j e s t 

A A 

otrzymujemy stąd żądaną własność. 
Uwaga: W przypadku f u n k c j i f i g rzeczywistych własność 

(c62) można napisać w p o s t a c i 

(ffg o>) 2< ff2dM. Jg\ 
A A A 

§ 226. Całka Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i euklidesowej 

Całka Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i euklidesowej 91" j e s t szczegól
nym przypadkiem całki Lebesgue'a określonej w § 224, gdy mianowi
c i e x - 3 l n . Niech Ą oznacza - zgodnie z § 118 - klasę zbiorów 
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