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(330) ^ i ^ , S k ą d (U2=D2^ 

Na mocy (328) i (320) mamy 

(331) D2{aC+b) = a2D2C, c z y l i D(aC+b) = \a\ DC, a,Ac a l 

Kwantylami zmiennej losowej nazywamy kwantyle j e j rozkładu 
prawdopodobieństwa. 

Funkcją charakterystyczną zmiennej losowej | nazywamy 

(332) t(t)2L ES* - f f* dP 
X 

Twierdzenie (D) 
Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej t* j e s t funkcją cha­

rakterystyczną rozkładu prawdopodobieństwa Pu t e j zmiennej l o s o ­
wej, c z y l i 

(333) (f(t) m f e dPc (X) 
- oo 

D | Analogiczny do dowodu t w i e r d z e n i a (C). 
Z tw i e r d z e n i a (D) wynika, że d l a f u n k c j i charakterystycznych 

zmiennych losowych zachowują prawdziwość t w i e r d z e n i a (A) i (B) 
z § 237 oraz własności ( f c h a r i ) - ( f c h a r 5 ) . 

§ 262. Zbieżność ciągu zmiennych losowych według dystrybuant 

Zbieżność ciągu zmiennych losowych według dystrybuant określa­
my jak w § 219, t z n . 

dys dcf sl 
(334) kn t Fn -* F 

gdzie Z",/̂ ,/~2,... są odpowiednio dystrybuantarai zmiennych loso­
wych <f ,£ l t£ 2,... Wobec tego zbieżność zmiennych losowych według 
dystrybuant ma następujące własności. 
(£•73) Zmienne losowe £ i rp mają wspólną dystrybuantę A 

A A zmienne £ i n mają wspólną dystrybuantę =̂  
i e 31 " 
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/ dys dys \ 

=»(*/i <5 ̂  7/j 7 ) ( n a m o c y własności ( d y s l ) ) 

(474) # * | => A / f t , * | 
(na mocy własności (dys2)) 
. p. dys 

(*T5) *n~*" c => ~** | (na mocy własności (dys3)) 
(£76) f n £ => Cfl t% (na mocy własności (dys4) i (dys5)) 
(C77) !; — £ % ą (na mocy własności (dys6)) 
(i; 78) 1?̂  ~~"* | ̂  f/j ( n a mocy własności (dys7)) 

Twierdzenie (A) 
dys 

gdzie (f, ^ 2,... są odpowiednio funkcjami c h a r a k t e r y s t y c z n y ­
mi zmiennych losowych Ct$i»*2**** 
D| Dowód przeprowadzimy w 5 częściach L1,...,L5, z których pierw­
sze t r z y stanowią oddzielne lematy, czwarta dowód i m p l i k a c j i , 
a piąta dowód i m p l i k a c j i <= . We wsz y s t k i c h częściach przyjmujemy, 
że f ^ , f 2 , . . . j e s t ciągiem dystrybuant zmiennych losowych 
? 1» £2 • • • • 

LII A (X) -•> G (x) =S> ciąg F F p t . . . j e s t zbieżny 
D - S 
podstawowo do f u n k c j i G 

_DJ Niech X±tX2 e B i X 1 < X < X2. Wtedy 

skąd 

l i m i n f f„(xĄ) ś l i n i n f ^ ( j r ) < l i m sup F(x)^ 

4 l i m sup /" ( x 2 ) 

A l e z założenia j e s t 

l i m FAxĄ) =G(X.) A l i m F (x2)= G(x2) 
n—oo n 1 1 «-o>oo ™ * • 

więc 
G(X. k l i m i n f /).(*)< Hm sup ̂  (*) < G (X?) 

27 - Wykłady... 
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Jeśli X j e s t punktem ciągłości f u n k c j i G , to 

l i m SU., ) = l i m G(x0) = G(x) 
x^fx x2\x 

skąd wynika, że 

l i m i n f Fn{x) - l i m sup AAar) - l i m A (x) = (? U ) 
/7 oo " /7 oo 

Założenie, że domknięciem z b i o r u D j e s t cała p r o s t a , było tu po­
trzebne, aby d l a każdego punktu X£ 3Ł istniał ciąg punktów ze zbio­
ru D zbieżny do punktu X . 

L2| Pierwsze twierdzenie Heliy'ego 

V V ciąg FM , F ,... j e s t zbieżny podstawowo do 
/7?1</772<...eK & al m2 

funkcj i G . 
D | Niech M/̂ , M,,... będzie zgodnie z § 15 ciągiem w s z y s t k i c h 
l i c z b wymiernych. Ponieważ 

A A 

więc co najmniej jeden z przedziałów <0; -y >, <C"2"ł zawie­
r a nieskończenie w i e l e wyrazów ciągu /^(*v^). Oznaczamy ten prze­
dział symbolem z 7^. Niech /"^ będzie pierwszym z k o l e i wyrazem 
ciągu F~^,F ...t d l a którego P±±(^f) € ^ l * Dzielimy teraz prze­
dział P na połowy i oznaczamy przez P^ tę część, która zawie­
r a nieskończenie w i e l e wyrazów ciągu fn{w^). Niech Fj.« będzie 
pierwszym z k o l e i po F^ wyrazem ciągu f^tfn****' a l a którego 
/ r

1 2('v i) € P Postępując d a l e j a n a l o g i c z n i e , otrzymujemy podciąg 

( i ) ^ i i ' ^ 1 2 ' — 

t a k i , że ciąg ^±±^±^ * ^ 1 2 ^ 1 ^ ' * * * J e s t zbieżny na mocy własnoś­
c i Cauchy'ego d l a ciągów liczbowych. Niech G(M^) oznacza g r a n i ­
cę tego ciągu, t z n . 

l i m f1/c(wi) = G (H±) 

A l e przez analogiczne postępowanie z ciągiem ( i ) można wybrać 
z niego podciąg 
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t a k i , że 
^21' / r22'*" 

l i m F2k^z) = G{tv2) 

Kontynuując t a k i e postępowanie otrzymujemy ciąg podciągów 

( i i ) Fpv f
p 2 > - - > P £ j l 

t a k i , że 

( i i i ) A l i m F { „ ) = <?(«,) 

pe Tc M -« Pk P p 

Rozpatrzmy t e r a z podciąg 
F = f 1 1 f F = F . . . . 

m l 1 1 m 2 22 
Je s t zatem 

( i v ) P A l i m Fm^wp) =G(.p) 

ponieważ d l a k > P wszystkie wyrazy ciągu Fm^ ,Fn t , . . są wyra­
zami ciągu ( i i ) , c z y l i Fm ,/Vnp+1 j e s t podciągiem ciągu ( i i ) 
i na mocy ( i i i ) ma miejsce ( i v ) . 

Wzór ( i i i ) , a więc i ( i v ) określa na zb i o r z e w s z y s t k i c h 
l i c z b wymiernych w±,w2, . . . funkcję fi . J e s t ona niemalejąca i 
ograniczona, ponieważ funkcje F^.Fg,... są wszyst k i e niemaleją-
ce i ograniczone. Wobec tego 

(v) A A G(x) = l i m G U ) 
x e Jt x< xz<.. .£ VI G ix) li-*m> *• 

Wartość G (x) n i e zależy od wyboru ciągu l i c z b wymiernych 
X^,x2,... Gdyby bowiem d l a innego takiego ciągu x l t x 2 , . . . było 
eG*) = l i m 6 (JĆ.) i , na przykład 6 (x) <G(x), to 

A. — o 

co przeczyłoby f a k t o w i , że na mocy ( i i i ) funkcje G i G na z b i o ­
rze l i c z b wymiernych są równe. A n a l o g i c z n i e wykazujemy, że n i e 
może być S (x) > G (x). 
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Wzór (v) o k r e s i a zatem funkcję S na całej p r o s t e j . Ponieważ 

domknięciem z b i o r u w s z y s t k i c h l i c z b wymiernych j e s t cała p r o s t a , 
więc na mocy ( i v ) i udowodnionego już lematu L i otrzymujemy tezę 
lematu L2. 

L3| Drugie twierdzenie Helly'ego 
Z | 1° Ciąg F ^ F , , , . . . j e s t słabo zbieżny do dystrybuanty F. 

2 h j e s t funkcją, rzeczywistą lub zespoloną, ciągłą i ogra­
niczoną na całej p r o s t e j 3t 

l i m f h{x) dFn(oc) = f h (x) dF (x) 

D |. Wykażemy najpierw, że jeśli a l b są punktami ciągłości dy­
strybuanty F , to 

b b 

( v i ) l i m f k(x) dFn(x) = f fi(x)dF (x) 
^ * 0 , 0 <x CL 

Niech 

( v i i ) A \k (x)\ < M Mc*. 

Mamy na mocy ciągłości f u n k c j i k i słabej zbieżności ciągu 
F^ęFnf. do f u n k c j i r 

t > 0 xa,xi,...,xn są 
punktami ciągłości 

dystrybuanty F 

n>n0 

Otrzymujemy stąd 

i i b * *k 
J k(x)dFU) - f h(x)dFnU) = 12 J kU)dF(oc) -

*" 1 V i 
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£ fk(x)dFn{x) f k(x)dF(x) - fh{x)dFn(x\ 

fc-1 fc-1 

f n 
ś Ł, fh(x)dF(x) -• fh(xkW(x) + fh(xk)dFn(x) -

fc-1 \ « £ 
fc-1 fc-1 'fc-1 

- fk(x)dFn(x) * fk(xk)dF(x) - Jh(xk)dFn(x) 

fc-1 fc-1 fc-i 

^=1 
fc-i fc-1 

fc-i fc-i 
(166) 

< £ (efdF(x)+£ j dFn(x) +/H\FUk)-FUk_±)-FnUk) + 

fc-i 

+ /Mlf U ) -Fn U.) I +/Ml/rUJk_1) - f „ ixkml) l)<e HłO - ef(a) 

+ e f" (o) - g f, (a) + MV * 3fV • MM ' ~mr * 4 Ł 

skąd wynika równość ( v i ) 
Mamy teraz 

( v i i i ) I f h(x)dF(x) - f h(x)dFn(x) \ S \fh(x)dF(x) -
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- fhU)dFn(oc) + fkU)dF{oc)-fk(ot)dFn{óc) 

fk(oc)dFU) -fh(x)dFAx) $ AlCfdFU) + JdFAx)) + 

( v i i ) 

Ąfk(x)dFU) -fh{x)dFn{x) I +M(fdF(x) * fdFnU) 
I a. a. £> i> 

= /tf(F(a) +Fn (a)) +/«[l-F(o)+l-f n(6)] + 

(166) 

(167) 

+ fh(x)dF(x) - Jh(x)dFn(x) 

Niech a i b będą punktami ciągłości f u n k c j i F. Na mocy (148) 
i (149) punkt a można tak dobrać, by 

( i x ) 

a punkt b tak, by 

(x) 

F(a) < 7/M 

* - H M < 

Dalej na mocy słabej zbieżności ciągu F ^,F2,... do f u n k c j i Z7 

V A \Fn(a) -F(a)|< ^ 
n > 7i, 

V A | f ( b ) - F ( M | < e 
7/M 

skąd na mocy ( i x ) i (x) 
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A t*1' /A f . ( " < t " - f . ( « <
l T 

-n>max (n^nj 

Wreszcie d l a ustalonych już punktów a i £> na mocy ( v i ) 

( x i i ) V 
n e 51 n e Jl 

n > n 3 

fhUWU) -fhU)dFnU) 

W ten sposób z nierówności ( v i i i ) otrzymujemy na mocy ( i x ) , ( x ) , 
( x i ) i ( x i i ) 

+ 00 

A \fkU)dFU) - fhU)dFn(x) < ATV + l i r ) + 

n>max(n 1,n 2,n 3) 

M ( 7/M + 7 / M / + 7 £ 

Wynika stąd teza lematu L3. 

D | Z d e f i n i c j i zbieżności według dystrybuant wynika, że 

Fn(x)—>-f(x) w punktach ciągłości f u n k c j i F 

gdzie F j e s t dystrybuantą zmiennej losowej £ . Mamy ponadto na 
mocy tw i e r d z e n i a (D) 

f i t ) -Je"* d F U ) A / \ % ( t ) = jTeił*dFn<x) 

Zatem teza części L4 wynika wprost z lematu L3. 

_D | Teza części L5 j e s t na mocy (334) równoważna i m p l i k a c j i . 

( x i i i ) ( f n — f = ^ F n ^ F 
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Na mocy lematu L2 z ciągu F*tF-t.,t można wybrać podciąg 

' m ) , ^ m 2 , . . . zbieżny podstawowo do pewnej f u n k c j i F. Wykażemy, że 
fun k c j a F j e s t dystrybuantą. Na mocy (v) funkcja j e s t określo­
na i lewostronnie ciągła na całej p r o s t e j * . J e s t też niemaleją­
cą, ponieważ funkcje Fm^ , Fm ,... są niemalejące. Tym samym funk­
c j a F będzie dystrybuantą zgodnie z definicją z § 103, jeśli wy­
każemy j e s z c z e , że 

( x i v ) l i m F {oc) = O A l i m F (*) • i 
JC-o-oo X-*- oo 

W tym c e l u wystarczy wykazać, że n i e może zachodzić równość 

(xv) l i m F (JC) - l i m F (*) - 5" < i 
X —— oo JC — — oo 

gdyż z f a k t u , że funkcje P^jFgt*'** s ą dystrybuantami, wynika, 

że A o ^ f(jc) ̂  i . 

Funkcja y j e s t ciągła i wobec tego i s t n i e j e całka Riemanna 
t e j f u n k c j i d l a dowolnego przedziału skończonego na p r o s t e j 31 
i tym samym funkcja W j e s t całkowalna na dowolnym przedziale skoń­
czonym. Ponieważ f(0) = i , więc z ciągłości f u n k c j i <f) wynikało­
by, że 

ot 

( x v i ) Vm ̂ 1 ff(t)dt |>1 - f > < T + f 
ot ,t>0 

Gdyby była spełniona równość ( x v ) , to 

( x v i i ) V F(u)-F(-ll) < <5" + 4 A A" j e s t ciągła w punkcie u i - u u £ Jt ° u. > 0 

Ponadto 

A V A \F(U) - fm u) | < £ A 

f jest ciągła 
«v punkcie u . i -IŁ 

A|f (-d - A (-u) | < & 
Ib 
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skąd na mocy ( x v i i ) 

( x v i i i ) V V A lM Fm (a,) -Fm (-u) < 5, f 
icett- fe.eSt A: e SI fc ""k 
IL>0 k>k-0 

A l e 

+ 0t + ° ° T— I — 

_a je -OC - o o fc -oo K 

-ł-oo +«. 

Ponieważ 

e ar 
ta.sc - Ł<ŁX 

e - e s i n otx < U l 

więo 

X l > U. > 0 -06 
e at 

Z d r u g i e j s t r o n y 

+ C ° I "̂°°l -x fi 

Wobec tego 

| / f c (i)dt|< / f/iX
 dt dF U) AffjtXdt F U ) 

\ f f e i t x d t dF (x) 
K 

< 
U —<Ł 

l f dF(x) • 2 . / d F m < * > + ifdFJx) 
U _«£ mfc - U m/c a- fc 

http://ta.sc
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f dF (x) + 2 u ( F ( i t ) -F (-a)) < £ + 2CCÓ, 

a stąd 

-CC k 
< tk + cm 

Ale na mocy ( x v i i ) można obrać liczbę u tak dużą, by 
c z y l i 

otu. x 4 
skąd na mocy ( x v i i i ) 

A e 51 -a ' "7c 

i z uwagi na t o , że 

l i m ifm (t) -y (t), Al 
k e 51 k 

na mocy własności (c47) całek Lebesgue'a 

co j e s t sprzeczne z ( x v i ) . Wykazaliśmy tym samym, że f u n k c j a F 
j e s t dystrybuantą. Zatem 

( x i x ) 
mk 

Niech ^ będzie jakąkolwiek zmienną losową o dystrybuancie f. Wte­
dy 

d y s 

i na mocy udowodnionej już części L4 
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k 

gdzie <j> j e s t funkcją charakterystyczną zmiennej losowej J.W § 237 
wykazaliśmy wzajemną odpowiedniość między funkcjami charakte­
rystycznymi i dystrybuantami. Zatem F j e s t jedyną możliwą dy­
strybuantą odpowiadającą f u n k c j i c h a r a k t e r y s t y c z n e j y> . W t e j sy­
t u a c j i wystarczy j e s z c z e wykazać, że zachodzi n i e t y l k o ( x i x ) , a l e 
i ( x i i i ) . 

Gdyby tak n i e było, t z n . ciąg Z^,/^,... n i e byłby zbieżny pod-
stawowo do dystrybuanty F , to istniałby punkt oc Q e , w którym 
funk c j a F byłaby ciągła i ciąg / r

1 ( x Q ) , f 2 ( x Q ) , . . . n i e byłby 
zbieżny do F(xQ). Rozumując a n a l o g i c z n i e jak w dowodzie lematu L2, 
dochodzimy do wniosku, że i s t n i e j e podciąg 

(xx) Fn f F , . . . 
1 2 

t a k i , że ciąg 

j e s t zbieżny, t z n . 

( x x i ) l i m Fn ( x Q ) = G ( x Q ) + F ( x Q ) 
k—o. k 

Rozumując d a l e j a n a l o g i c z n i e jak przy wyprowadzaniu wzoru ( x i x ) , 
dochodzimy do wniosku, że istniałby podciąg 

" i K2 

ciągu ( x x ) , t a k i , że 

gdzie F j e s t dystrybuantą odpowiadającą f u n k c j i c h a r a k t e r y s t y c z ­
nej f , co j e s t sprzeczne z ( x x i ) . Tym samym część L5, a z nią 
i całe twierdzenie (A) zostały udowodnione. 

Twierdzenie (B) 
Jeśli h j e s t funkcją rzeczywistą, ciągłą i skończoną na ca­

łej p r o s t e j 51 , to 
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Dj Wynika z tw i e r d z e n i a (A), ponieważ na mocy lematu L3 z dowodu 
tego t w i e r d z e n i a i twi e r d z e n i a (B) Z § 261 

§ 263. Nierówność Czebyszewa 

Twierdzenie 
Jeśli zmienna losowa ^ ma wariancję Z) , to 

,2 
(335) 

D | Niech 

A f (|j - f>T> e 

Wtedy 

Ą -f[j(e)-Ej]2dP(e)Z f [ j ( e ) - ^ ] 2 J P ( e ) > f Ł

2dP(e) - e 2P0O 
3f 

skąd 
* 2 i 

c z y l i nierówność (335), nosząca nazwę nierówność Czebyszewa. 

§ 264. Zbieżność ciągów zmiennych losowych według średniej 

Ciąg zmiennych losowych ij «l$2»••• będziemy nazywać zbieżnym 
według średniej do zmiennej losowej J i pisać 

fc^J a l b° llm„$n—$ 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy 



(336) 
621 

Zbieżność według średniej ma następujące własności 
(śri) ś n ^ i A Jn-^y^S i r> 

°J I(*n-J> " C*m-p)k£jł?|-i|*£|^ry| 
A l e na mocy własności (c62) całek Lebesgue'a 

- / l ^ - i ^ ^ - M i n - S l 2 

wobec czego na mocy (336) 

i stąd 

Na mooy własności ( c l 3 ) całek Lebesgue'a otrzymujemy 

D ) Z założenia wynika, że 

a stąd na mooy d e f i n i c j i zbieżności według średniej 
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t to-* t =4 / \ t i L f e (sr3) 5n 5 m i < m 2 <. . . £ at 5 « n 5 

Dj Wynika z f a k t u , że d l a ciągu liczbowego 

E\Sr,S\2 —' O =* A £lł -6|2—>0 

SJ £\ i n - i I - /L-Jfl^* ]/f\SnS\2dP • 
t (c6Z)V X 

= }/f\$n-$\2 -VE\$n-$\2 Z* 0 

(sr5) in^^£Ttt-^«t=X<> 
Dj Wynika z własności (śr4), ponieważ 

(326) 

(śr6) 5 n A i s t n i e j e £j W* Ejn ~& E$ 

X x 

DJ Niech 

" = { ^ - I S n CeV|(e)|>e} 
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Wtedy 

^ l i . - i l 2 -/lin^-J^I- 2 < W * » 
X 

^flSn^Si^l2 dP(e) >ft2dP = c2P(A) 
A A 

skąd 

e > O £ 

c z y l i J n " ^ i 

(śr8) SrJ^S ciąg (Sn5 spełnia warunek Cauchy 'ego według 
średniej < > 

e > 0 m,n > n Q 

DJ Mamy 

- l 5 n - 5 l ) 2 > ° 

c z y l i 

skąd 

2 | 5 m i l l ^ - 5 U < I SmS\2 +\$n5\2 

Wobec tego 

ś \SrrrSf + 2 | U - 5 l ! 5 n - 5 k l 5 n - H 2 ś 

file:///SrrrSf


Jeśli zatem Sm 4 » to na mocy (336) 

c z y l i 

Jeżeli, odwrotnie, zachodzi warunek ( i i ) , to na mocy 
własności (śr7) mamy 

co na mocy (£60) j e s t równoważne temu, że i s t n i e j e zmienna 
losowa £ taka, iż 

Wobec tego na mocy (^64) 

^<m2<...e3l 

Warunek ( i i ) można napisać w p o s t a c i 

( i v ) A V A / \4m-łm\2 dP<e 
£ e 3t nnen Mjm.sH J \ m mn\ 
* > 5 m , ^ * 

Ponieważ na mocy ( i i i ) i własności (c46) całek Lebesgue'a 

A A / " | Ł - £ | 2 d P < l i m i n f /" | * - | I2 d P < £ 
£ > 0 * JC 

więc 

c z y l i * 

http://Mjm.sH
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(śr9) ^ £ . ^ 4 ^ 

D J A V A A < v C 
6 > O 0 " > "o 

DJ Wynika z własności (śr7) i (£75) 

(śrii) Sn ± c = > Ą C * N C £ 

DJ Wynika z f a k t u , że na mocy (320) 

f\cfn-cł\2 = c2E\fa-ł\2 o 

(śrl2) ^ | A % ^ ? * ^ ^ ^ | 
Dj Wynika z f a k t u , że na mocy (324) 

= E\tn-i\2 • 2 ^ , 4 - 1 1 ^ - 7 1 + £ | 7;-V|2< 

gdyż z nierówności 

c z y l i 

wynika, że 
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( s r i 3 ) ? A ? F L - ? = > — 

DJ Wynika z własności (śril) i (śri2). 

(Śri4) l A j A ^ t y A . y Ą Y||(C) <QA 
a >o 

DJ Ze względu na symetrię wystarczy rozpatrzeć przypadek, 
gdy 

Mamy wtedy rozumując a n a l o g i c z n i e jak w dowodzie własności 
(śr8) 

+ £ ( % - ^ | 2 < 

< 2 a 2 ( £ ^ - ^ 2
+ £ | ^ - 7 | 2 ) ^ 0 -> 

(śriB) ̂  Ś.|AV A f a . ) | < a A A | * > ) | < a ) => • 

a>o x • / 

D| Wynika z (k-l)-krotnego wykorzystania własności (śr!4). 
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(Śri6) f £ | A \ / A (U(e)\>ÓA A \L(e)\>b 

t>>0 

n l r l 1 1 2 r l & Z l ! -̂ 1 r|<. >.|2 

£ -X - 1 2 _ _ i * i 

AV Ą(JK«)|<OA|̂  (<?)|> A A LŁ<#)1>4^#* 1 

ae$eeXX 1 1 ' 1 « / J C S I 1 ' 2 ' 1 a) 7n o 
a>0 ' ' 

DJ Wynika z własności (śrl4) i (śri6). 
(śri8) Jeśli h j e s t skończoną funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 

He JB, gdzie & j e s t 0-oiałem zbiorów borelowskich na pro­
s t e j X , spełniającą na zb i o r z e Xc/V domkniętym w prze­
s t r z e n i H i takim, że 

<*(*), 4±(x), c2(x),...zy 

warunek L i p s c h i t z a , t z n . 

V A \i>(.y.) - n{y2t\^M\y,-y2\ 

to 

DJ Z warunku L i p s c h i t z a wynika, że f u n k c j a h j e s t ciągła 
na z b i o r z e Y . Zatem na mocy twierdzenia § 199 funkcja h 
J e s t borelowska na zbi o r z e Y , a na mocy twi e r d z e n i a § 186 
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funkcje/? (<f) , /7 (̂ ^̂ ,/? (<f 2 ) , . . . są zmiennymi losowymi. Po­
nadto na mocy warunku L i p s c h i t z a 

§ 265. Związki między poszczególnymi typami zbieżności ciągów 
zmiennych losowych 

Na mocy własności (t]30), (£45), (£6l), (|75), (śr7) i (śr9) 
zależności między poszczególnymi typami zbieżności ciągów zmien­
nych losowych można przedstawić następującym wykresem: 
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