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(330) ¢ ¥ o, skad =Dk

Na mocy (328) i (320) mamy

(331) D>%(ak+b) = a®0%E, czy11i D(ab:ib) =|a| D&, a,be Rl

Kwantylami zmiennej losowej nazywamy kwantyle jej rozktadu
prawdopodobienstwa.
Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej E nazywamy

(332) p (t)dif ki f ok ap
x

Twierdzenie (D)

Funkecja charakterystyczna zmiennej losowe] E Jest funkcjg cha-
rakterystyczng rozktadu prawdopodobienstwa F% tej zmiennej loso-
wej, czyli

+

;i
(333) () =-£e dz, (%)

D| Analogiczny do dowodu twierdzenia (C).

Z twierdzenia (D) wynika, ze dla funkecji charakterystycznych
zmiennych losowych zachowuja prawdziwosé twierdzenia (A) i (B)
z § 237 oraz wtasnosci (fchari)-(fchar5).

§ 262, Zbhieznosé ciagu zmiennych losowych wedlug dystrybuant

Zbieznosé ciagu zmiennych losowych wedlug dystrybuant okredla-
my jak w § 219, tzn.

dys def sT
—

(334) o EWENE F ="K

gdzie F}fi,/&,... sa odpowiednio dystrybuantami zmiennych 1loso-
wych..E,Ei,éz,... Wobec tego zbieznosé zmiennych losowych wedlug
dystrybuant ma nastepujace wtasnosci,

(E73) Zmienne losowe £ i 7 maja wspélng dystrybuante A

A /\n zmienne En i n, maja wspolng dystrybuante =
ne
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dys
=&, —"L & e r/}? n ) (na mocy wtasnosci (dysi))

g .
E74) £, = ¢ = m<m2< &
(na mocy wtasnosci (dysz))

(E75) E ‘B"' £E = E dﬂs““E (na mocy wtasnosci (dys3))

(E76) E E = E dug E(na mocy witasmosci (dys4) i (dys5))
&77) X > £ = €, ElEi"é(na mocy wtasnosci (dys6))

(BTe)E e Nt g _""E (na mocy wtasnosdci (dysT7))

Twierdzenie (A)
dys
5 = Sl e

gdzie ¢, ¢,, (fy,... sa odpowiednio funkcjami charakterystyczny-
mi zmiennych losowych 5,51,52.---

D| Dowéd przeprowadzimy w 5 czesciach Li,...,L5, z ktérych pierw-
sze trzy stanowia oddzielne lematy, czwarta dowéd implikacji =,
a piata dowéd implikacji <= . We wszystkich czesciach przyjmujemy,

ze [ +/99++. Jjest ciggiem dystrybuant zmiennych 1losowych
E 1 ¥ 52 gres

L1 \/ \/ /\/-' (x) = G (x) = cilag Fy,F5,+.. Jest zbiezny
5%

podstawowo do funkcji G '
D Niech Xy, X, € I Xy < X< X, Wtedy

AWACAT R AT EACR

skad
lim inf /ﬁ;?(.ri}\ lim inf F( x) < lim sup F(x}

/7 - oo 7 —— OO 17 === 0o
lim s F_(a
é n--mup ﬂ( 2)
Ale z zalozenia jest

lm  A(xy) =6(x) A 1im £ (xp)= 6(i,)

wige
G (x)<1im inf £,(x) < lim sup £ (¥) < G (&)
1 —-— oo 1 == 00

27 — Wykiudy...
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Jedli X jest punktem ciagtosci funkecji G, to

lim 6(a)=1im G (x,)=G (&)
X, fx xz,\x

skad wynika, ze

lim int A (2) = lim sup £ (&) = lim £ (x) = G(x)
Il - oo 71— o0 11—

Zatozenie, ze domknieciem zbioru [/ jest cala prosta, byto tu po=-
trzebne, aby dla kazdego punktu X€ R istnial ciag punktéw ze zbio-
ru J zbiezny do punktu X .

L2| Pierwsze twierdzenie Helly’ego
L2 y

\/ \/ ciag ﬂ! ’ .ﬁ? ye++ Jest zbiezny podstawowo do
m(m( i 2

funkcji G 5
D| Niech W sWoss.. bedzie zgodnie z § 15 ciagiem wszystkich
liezb wymiernych, Poniewaz

/\/\ (w g 1

neER kel

wiec co najmniej jeden z przedziatéw <03 %), (—%; 1> zawie-
ra nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu /, (w,;). Oznaczamy ten prze-
dziat* symbolem pi’ Niech F11 bedzie pierwszym z kolei wyrazem
ciagu F4,f5,..., dla ktdrego Fyq(Wy) € 2y, Dzielimy teraz prze-
dzial 'Di na polowy i oznaczamy przez 32 te czesé, ktora zawie-
ra nieskonczenie wiele wyrazdéw ciggu ’C;z(""i)' Niech Fiz bedzie
pierwszym z kolei po Fii wyrazem ciagu Fi.Fa,..., dla ktoérego
Fiztwi) € pa. Postepujac dalej analogicznie, otrzymujemy podciag
(1) STURSTIEES
taki, ze ciag [11(”1)' Fiz(wi),... jest zbiezny na mocy wlasno$-—
ci Cauchy’ego dla ciggdéw liczbowych, Niech G(wi) oznacza grani-
ce tego cidgu, tzn.
kljni F k(w =G(w1)

Ale przez analogiczne postepowanie z ciagiem (i) mozna wybrad

Zz niego podcigg
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Farr Fagsens
taki, ze

lim For(Ws) = G(my)

Kontynuujac takie postepowanie otrzymujemy cigg podciaggdw

(ii) gi,fby.", pen
taki, ze
(iii) p/€§z lim Felm) =6(m)
Rozpatrzmy teraz podciag
Fm1=F11, Fm2=F22|-co
Jest zatem
(iv) pé\n }im ka(wp} = G (wp)

poniewaz dla .k; p wszystikie wyrazy cilagu Em1,F§z,... sa wyra-
zami ciggu (ii), czyli F'“p’FmF"'T ,e.+ Jest podciagiem ciggu (ii)
i na mocy (iii) ma miejsce (iv).

Wzér (iii), a wiec i (iv) okreéla na zbiorze wszystkich
liczb wymiernych WiWoyens funkcje G . Jest ona niemalejgca i
ograniczona, poniewaz funkcje Fi’Fz'“‘ sq wszystkie niemalejg-
ce i1 ograniczone. Wobec tego

(v) /\ /\ \/) 6(x) = 1im 6 (x,)

x e R .x1<,x2<...£m£a‘(.x g
X, /X

Wartosé 6 (x) nie zalezy od wyboru ciggu liczb wymiernych
XyyXyy... Gdyby bowiem dla innego takiego ciagu X 49X9y0e. Dyko

G(x) = 1im 6(%¥,) i, na przyktad 6 (x) <6 (x), to
kt—ﬁw
no\e/m 5 (x”o) 2 ('x”o]

co przeczyloby faktowi, ze na mocy (iii) funkcje 6 i & na zbio-
rze liczb wymiernych sg réwne. Analogicznie wykazujemy, e nie
moze byé 6 (x) > 06 (x).
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Wzér (v) okresia zatem funkcje & na catej prostej. Poniewaz
domknieciem zbioru wszystkich liczb wymiernych jest cata prosta,
wiec na mocy (iv) i udowodnionego juz lematu Li otrzymujemy teze
lematu L2,

L3| Drugie twierdzenie Helly'ego
L3| g y ego

z | 1° ciag Fi’F2"" jest stabo zbiezny do dystrybuanty F.
2° h jest funkcja, rzeczywista lub zespolong, cigglsg 1 ogra-
niczona na catej prostej R

+oa
J R (@) dF (@)

N—soo

T | lim fwh (x) dF, (x)

D |. Wykazemy najpierw, ze jesli a 1 b sa punktami cigglodci dy-
strybuanty F , to

{vi) lim jh(.x) df, (x) = jh(x)df" (x)

Niech

(vii) _‘c/ﬁ\’t lh ()l <M, MeR

Mamy na mocy cigglos$ci funkcji A 1 stabej zbieznoscli ciggu

F:L’Fz"" do funkeji F

/\ \/ /\ /\ N [ h@) - h(x)l<ea

g:: a-.ro(.x1<...<x”= b ke {1,.,N} xe (.xk_1;.xh
Xg g Xy geray Xy 5
punktami ciagtodci
dystrybuanty F

/\ At
A”\o‘/n mem ! Flo) =F (o)l <75
ni>n,

Otrzymujemy stgd

b w %
S h @ dF@) —./eh(.x)an(x} | =‘| 2 fkh(.z)df(x) 3

=1
k ik—'l
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~ 2 fh(oc)df (.x)| th(dc)d}'(.x) - fh(.x]dF (.x)j

z

< f} (lfh(.x)df(.x) -

k=1

k.1 kf

Shte () - :t/l;(.xk)a‘.fn @) ¢

X
k=1 Fe k-1

v %
2(f| h (x)=h(x, YdF (x) + f’ h(.x)—h(xk)ldfn (x) +

k=1
S it

v Ihty)]| de(x)- de(.x)U

(16‘5)

~ X, T
- (e fa‘F(.x') +e f dF, (x) +M | Flx )=Flx, _4)=F (%) +

k=1
g1 x

N

= (xk_i)f) < g(e Flx,) =eFly, ) +eflx) -eflx _4) +
+MIF(x) = Fy (o) | +MIF Gy ) =Fp (g _q) 1) <e F(B) = €F(a) +

* e F(b) ~¢Fy(a) + MH - T M WE‘E‘”“
149)

skad wynika réwnoéé (vi)
Mamy teraz

< | SrdF) -

(viii) l fh(ac)dF(.x'J -J hX)dF (x)
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a b b
- Sh@ W |+ Sr@dF) = [ h I dh, @) | +

Ld o0 a a
o Sr@dF@) - hdE [ M[dFe + S dRx)) +
b b c18 —c0 —o0
(vii)
b b o oo
o SR@dF 0 =S h)oh, (0 | +m( S aFe0 "fd’%(‘”))(;ﬂ

(167)
=MF(a) +F, (a)) +M[1-F(b)+1-Fn(b):] +

+

b b
ShdF) - [ hGdE, @)
a a

Niech @ i b beda punktami ciggtosci funkcji F. Na mocy (148)
i (149) punkt @ mozna tak dobraé, by

(1x) Fla) ¢ =5

a punkt b tak, by

(x) e

Dalej na mocy stabej zbieznodci ciagu F 1,F2,... do funkeji F

M N\ R -F@l<

n e 7
n>n,

AN ACEIAO
2

n, € 13

skad na moecy (ix) i (x)
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(xi) n/e\m £ (a) < ELs Nt F(b) & 2¢€
nymax(ng,n,)

Wreszcie dla ustalonych juz punktéw a i b na moey (vi)

(xii) \M/ /ﬁ\

naeﬁl ne 2
n>n3

b b
Sh@dF@) - S dF ) |< £
a a

W ten sposéb z nieréwnosci (viii) otrzymujemy ma mocy (ix), (x),
(xi) 1 (xii)

nen
n}max(nf,nz,ﬂs)

/\ LZ.:(“MF(‘) - :Z‘:(.x)an(.x)‘ < M(?ﬁm_* %)+

Wynika stad teza lematu L3,
dys
ey P T
D | Z definicji zbieznosci wedlug dystrybuant wynika, ze

Fa(x) — F(x) w punktach cigglodci funkeji F

gdzie F jest dystrybuanta zmiennej losowej £ . Mamy ponadto na
mocy twierdzenia (D)

+w't +mit.x
@(t) = S e dFx) An/e\g;(’pﬂ(t) = J'e df (x)
Zatem teza czedci L4 wynika wprost z lematu L3.

d
L ‘f’n_"fz;'gn_m*s
D | Teza czesci L5 jest na mocy (334) réwnowazna implikacji

(x111) @,— ¢ = Fni*—*:"
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Na mocy 1lematu L2 z ciggu Fl,Fa,... mozna wybraé podciag
";n,,sz,... zbiezny podstawowo do pewnej funkcji F. Wykazemy, ze
funkcja F jest dystrybuanta. Na mocy (v) funkcja jest okreslo-
na i lewostronnie ciagla na catej prostej ® , Jest tez niemalejg-
ca, poniewaz funkcje Fm',sz,... sa niemalejgce., Tym samym funk-
cja F bedzie dystrybuanta zgodnie z definicja z § 103, jesli wy-
kazemy jeszcze, ze

(xiv) 1im F(x) =0 A 1lim F (x)

K= —oa X = 00
W tym celu wystarczy wykazaé, %e nie moze zachodzié réwnosé

(xv) 1im F(x) - 1im F(x) = § < 1

J e 00 X =+ —oa

gdyz z faktu, ze funkcje F1'F2"“ sg dystrybuantami, wynika,

ze /\0 ) S 1s

XER

Funkcja ¢ Jjest ciagta i wobec tego istnieje caltka Riemanna
tej funkcji dla dowolnego przedziatu skonczonego na prostej R
i tym samym funkcja ¥ jest catkowalna na dowolnym przedziale skon-
czonym., Poniewaz ?(0) = 1, wiec z ciggtosci funkeji @ wynikato-
by, ze

(xvi) \/ 5-1—| _/‘cp(t}dt

£ £
>1-2>5'+2

Gdyby byla spelniona réwnosé (xv),

(xvii) \/!l Fu)=-F(-u) < & + % A F jest ciggla w punkcie u i -u
ue
uw>0

Ponadto

£
VTR W g B 1 W< & A
ueR kW & :!Ll ( mk( l 16
uw>0 k>ky
Fjestr:lqgl'a
w punkcie t i -u

AlF(-w) - ( W | <5
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skad na mocy (xvii)

ueR ket ke
u>0 k> kg
Ale
o +0c +°'°_t o S0 e
itx itx
B dt = F
,_{'gomk(t)dt :{ S & @ {cw:[ ,_/“' at d, ()
Poniewaz
+ oL .
- 1X - LaX
‘/lel.t-x d.f|= € ""“: = —;slnoc.x. ‘ g.rg;l.
-0

wige

+0l
Lt
lxl >u> 0=>| e“™* dt | <%
-
Z drugiej strony

o
Yot = f dt= 2w
-

+ +oo
: |_./'e:.t.x dttgi

Wobec tego

U 40

| f;m (t)dt’g| _/:uf:“‘ dt dF, (x) |+| S [ ar £, ()]
— 5 S ke —-u - k

+

] o
7l f % gt dka(ac)|<
=

u

w

-u +u -o
: 2
<% J R () ¢+ 2« _{dFméx) + 2 afdf,;tﬁ.x)s
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+ 00

<2 :{:dka(‘x) v 26y (0 -Fy () < 2+ 2ag,

a stad

i S 1
Tx_{ymk(ﬂdf|< é;‘ + T

Ale na mocy (xvii) mozna obraé liczbe u tak duzg, by au>% A
czyli
3
@z <4

skad na mocy (xviii)

L
> e £
ANE TGRS
ke&o

i z uwagi na to, ze

lim tpmk(t) =¢ (t), k/;\nl <pmk(t) I < 1 (fchari)

na mocy wtasnodci (c47) calek Lebesgue 'a

| —ﬁ—_{%(t)dq <8+

03 fen

co jest sprzeczne z (xvi), Wykazaliémy tym samym, %e funkcja F
jest dystrybuantg. Zatem

(xix) meh F

Niech g bedzie jakgkolwiek zmienng losowg o dystrybuancie £, Wte-
dy

dys

Smo S

i na mocy udowodnionej juz czesci L4
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?’mk - ¢
gdzie ¢ Jjest funkcja charakterystyczng zmiennej losowej g.W§237
wykazalidmy wzajemng odpowiednios¢ miedzy funkcjami charakte-
rystycznymi i dystrybuantami. Zatem [ jest jedyna mozliwa  dy-
strybuantg odpowiadajgcg funkecji charakterystycznej ¢ . W tej sy-
tuacji wystarczy jeszcze wykazaé, ze zachodzi nie tylko (xix), ale
i (xii1).

Gdyby tak nie bylo, tzn. ciagg Fi,/h,... nie bylby zbiezny pod-
stawowo do dystrybuanty F , to istnialby punkt X € S Ktérym
funkcja F bylaby ciagta i ciag F,(xy),F 5(xg),... nie byivy
zbiezny do FCxO). Rozumujac analogicznie jak w dowodzie lematu L2,
dochodzimy do wniosku, Ze istnieje podciag

(xx) Fni’ Fﬁz,...
taki, ze ciagg :

iy (x0)s (40D s+
Jest zbiezny, tzn,

(xx1) 1im Fnk(x03 =6 (xg) #F (xg)

k—tm

Rozumujgc dalej analogicznie jak przy wyprowadzaniu wzoru (xix),
dochodzimy do wniosku, ze istniaiby podcigg

Fnk' f,-n'k g e
i 2
ciggu (xx), taki, ze
st
I
M

gdzie F jest dystrybuantg odpowiadajaca funkcji charakterystycz-
nej ¢ , co jest sprzeczne z (xxi). Tym samym cze$¢ L5, a z nia
i cale twierdzenie (A) zostaly udowodnione.

Twierdzenie (B)

Jedli h jest funkcja rzeczywista, ciaglg i skorczona na ca-
tej prostej R , to
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5.2 5 = (5 2 h(E)

D| Wynika z twierdzenia (A), poniewaz na mocy lematu L3 z dowodu
tego twierdzenia i twierdzenia (B) z § 261

+ oo +o0

Ee Sthon), _/'e“h('x} dF, (%) =—= '/‘e‘.thm dF (x) = Ee ith(§)

§ 263, Nierdwnod¢ Czebyszewa

Twierdzenie
Jeéli zmienna losowa ¢ ma wariancje D%, to
2
2%
(335) AN T I e
£ 0
D | Niech
adsli, | £ (e) - Egl>e)
Wtedy

0% = [[p)-£51%P(e)> [ [ge)-E5)%dpe)> [ PdPle) = ¢2P(A)
X A A

skgd
2

D
P2

czyli nieréwnodé (335), noszgca nazwe nieréwnosé Czebyszewa.

§ 264, Zbieznoséé ciggdéw zmiennych losowych wediug éredniej

Ciag zmiennych losowych ¥ ,,¥,,... bedziemy nazywaé zbieinym
wedlug éredniej do zmiennej losowe] f 1 pisaé

Su-s—"—vs albo lim .0 E ¥

n—soo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
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(338) £|5n-_5|2—»o

T~ oo

Zbieznodé wedlug Sredniej ma nastepujgce wtasnosci
(6r1) $n~5n g Ly
D E[§-p|=E|Gu=8 = Gpnl< £ |gn-8+£ 51l

Ale na mocy wiasnosci (c62) calek Lebesgue’a

(€ 8,751 = (f 150-51-1 ar) </15n -5l - Jr=

".,;flsn-sl2 P =E |5l

wobec czego na mocy (336)

(i) Elfn-ﬂn--ne A Elsn—?lmo

i stad
£l g-pl -xfls-?ldP- 0

Na mocy wtasnosci (c13) catek Lebesgue’a otrzymujemy

|g-p| L= 0 = g-plo e ¢y

(§r2) (/\3ﬂ=r7n)Ag 7=>(5n'$"’5‘="5' L*'?)

neMm

D| Z zalozenia wynika, Ze
2 1 2
E AN Rt AR W
a stad na mooy definicji zbleznodci wediug sredniej

(Paad L d ol
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(8r3)

($r4)

(8r5)

(ér6)

(8r7)

6 5=

mmy<... e M

U

D| Wynika z faktu, ze dla cigagu liczbowego

Elgp-812 — 0 = ffls,,nn~-sl2 —=1p

my{Mmy<... €N

Sng_r" 5:>£|5n'5|?::":= 0

w el siesl floesle g, Tl o
Visusl? a0 = Velgu-4f® 5=z 0

S e D E(B,-8) i=t

D | Wynika z wtasnosci ($r4), poniewaz

[EGn=5)| 5q)F1Snm$la=50

sn'éz*j ndstnieje Ep = Ef, 753 Eg

D Efnzf((gn'sj +5) =./. [(jn's} +5] dP =
X (c 21)

e S G P+ [ §dP=E (5,-) + £y Eg
o e

$r P
Sar 0 e
D| Niech

A ﬂif-{e :’gu (e)-%(e)| > a}
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Wtedy
El g -52 =[] 5,(e)=5(e)|® dP(e)>
x
2 2 2
> 5, (e)-5(e)| 2 dP(e) ;fa dP = ¢2p(a)
skad
:/g\a‘ P({e’lfﬂ(e)"f(e”? 8})5 5 0

p
czyli jnf-'j

S,{ﬂ;s & ciag (5,) speinia warunek Cauchy ‘ego wedtug

dredniej (—é_:-—ﬂ)

def J §r def' 2
:’lgm__gn1—*0<:> E/g} ﬂn\e/ﬁ m,{l\enflﬁm-‘sﬂ-l CE
£

myn > n,
D| Mamy
(1 $m-51 -1 5,-51)% 30

czyli

1661 2 - 205,511 55| +] 5, =512 >0
skagd

25,7801 651 < | S 51+l 55

Wobec tego

18,052 = 1(5,e8) = (5,781 % <
<1652 + 255 §m51+ | §2-51° €

< 28,-512 + 205,- ¥
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Jedli zatem gnii-g , to na mocy (336)

Ebn-ba| < 2E|n-|® + 26|62 om0

n —=oe

czyli
(11) €&, 5 0

Jezeli, odwrotnie, zachodzi warunek (ii), to na mocy
witasnodci (8r7) mamy

]gm— g,,[ e

co na mocy (£60) jest réwnowazne temu, ze istnieje zmienna
losowa £ taka, i3

n
& =&
Wobec ‘tego na mocy (£64)
(111) N/ £, =&
m<my...e N v

Warunek (ii) mozna napisaé w postaci

2
(iv) /\ \ézm/,,}m 5['5”,-5%[ dP < &
mym, >y

Poniewaz na mocy (iii) i wktasnosdci (c46) catek Lebesgue’a

M —= oo

/:k Mé}% ./” I£N-£|2|dp€; lim 1nf./"éﬁ_’£mJ2 d;hg 3
% 7.7

wiec

£ | &= -fl 5,,,—E|2 dP —=0

X

g X

czyli


http://Mjm.sH
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(6r9) g

= /\ /\ £ 6t f|§ -¢)? dP<efdP /s

> -0 = £, B

T —=oc
g NG
(6r10) &, == £ — ¢ B ¢
D| Wynika z wrasnosci (ér7) i (£75)

(6r11) & > & = £\ ck, = ¢k
ceR
D| Wynika z faktu, ze na mocy (320)
2
Eleg, - ct® =c £|$ -g‘ —_—

ri2) £, £ a9, 5> 9 S L ig & vy
D| Wynika z faktu, ze na mocy (324)

£1&,+m, -& -7|? < EGE"—§I+|7“ -Pl)a g
=£|ba- & + 2£]£-&||n,-17] +E]| '7”"?12‘<

25[5 ,_;E‘ + 2£17 r;, o

gdyz z nierdéwnosci

(lsfn ¢l -| ?I) >0

ezyli

£|& -5|® - 26|8= 9|27 |+ £l -7 5 ©

wynika, ze
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26 |6~ £||7=7|< £ & & +£] -0

(8r13) Erri:' EA T ™ = fn"?n = £-7
D| Wynika z wtasnodci ($ri11) i (8ri2).

(r14) Ens'-:- E A yns:-'- p A A AN (|§(e)| <an

aeR eeX
a»0

w2y Inele o) v (3 la@l<e s polea) -

s'r
=F &, Dy ™5p

D| Ze wzgledu na symetrie wystarczy rozpatrzeé przypadek,

gdy
g}g/! e/g} (Ig(c)lmanﬂ{}! |,7n(e}l<a)

Mamy wtedy rozumujac analogicznie jak w dowodzie wtasnoSci
(6r8)

£ Ién%-'z'?]z =£[(&,-8) 7 + £z -7)] 3%
SE(lf,, -£| | 2a|*| €] | 72 =7 ,)2< a_2 E(]}jn-fl +|7, -,4)2
< 2(ElEy-4 + £]7a- 1) o =

2
=>£|‘§rz’7n "f?l e gn?nﬁ" g?

(6r15) £ i'i..,g A \/ /\

aeR ceX

a>o

(lé‘(e)'«: anA n& |§n(e)|< a) =

> /\ gh gt

ke

D| Wynika z (k-1)-krotnego wykorzystania wiasnosci (sri4).
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(r17)

(ér18)
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A SV /\G&(e)]>bn N\ |4 >8) =

be!! eeX nest
1 g 1

= ?; E"Er

1 1)2 6-€1° 4
n 2

4 -*-’g;-ﬂ ~E gy SEEIEE x>
s s s I S g

= El1 el nd e g

é‘nié"hpng—r'PA

Y, /\(lﬁtf>l< anlp @[> 5~ /\ln, ce)l>%)=>§—: Tt

aeﬂ eeXx

D| Wynika z wiasnodci (éri4) i (sr1e).

Jedli A jest skoriczong funkecjg rzeczywista o dziedzinie
He 8, gdzie 8 jest G-ciatem zbioréw borelowskich na pro-
stej R, spelniajgcg na zbiorze Yc/ domknietym w prze-
strzeni /#/ 1 takim, ze

/,’(.7(‘), 51(1‘3. Ez(.’.‘),---cy

warunek Lipschitza, tzn.

Vo A gy - 0053)| < Mlyy-ta]

MER y.ycY
my0" %

to
£, &= h(E) "> A(E)
D| 2 warunku Lipschitza wynika, ze funkcja / jest ciggta

na zbiorze Y . Zatem na mocy twierdzenia § 199 funkecja 4
jest borelowska na zbiorze Y , a na mocy twierdzenia § 186
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funkcje A (§), A (£,), #(£,)y... sa zmiennymi losowymi. Po-
nadto na mocy warunku Lipschitza

Eln) -n®)|2< M246,-¢]? = 0 = 4 s

n —on

§ 265, Zwigzki miedzy poszczegdlnymi typami zbieznodci ciggéw
zmiennych losowych

Na mocy wtasnosci (£30), (E45), (£61), (£75), (8r7) 1 ($r9)
zaleznodSci miedzy poszczegdélnymi typami zbieznodci ciagéw zmien-—
nych losowych mozna przedstawié nastepujacym wykresem:
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