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(e77) Catkowanie przez czesci
Jesli f i ¢ sa funkcjami bezwzglednie cigglymi w przedziale
a3 6>c %, a w przypadku, gdy przedzial ten jest nieogra-
niczony, funkecja [’g ma wahanie skonczone na tym przedzia-

le, to

b b
J F@) g(a) ax = £(6) g(8) - pla) 9@ - [ p(&) g'(n)dz
a ) a

D| Na mocy twierdzenia (E) z § 180 funkcja fg jest bez-
wzglednie ciggla w przedziale (a’;b) i na mocy wiasnosdci
(e73) i (c74)

b
P(6) 9(8) = £(@) g(@ + [ (P(2) g(x)Y
a

skad otrzymujemy teze, gdyz (£(x)g()) =2 (2)g(x) + £(x)9(x)
prawie wszgdzie w przedziale <a;b>, a na mocy wkasnodci
(e37) funkcje f"g i f"g' sg prawie calkowalne na przedzia-
le a3 by.

§ 229, Catrki niewlasciwe Lebesgue’a W przestrzeni euklideso-
n
wej R

Jak wynika z wtasnosci (c64) caltka niewtasciwa Riemanna moze
byé réwna calce Lebesgue’a. Mogg jednak zaistniedé przypadki, gdy
tak nie jest. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy obie caltki

[ #@de 1/;"(..:):1:. AcR”

A

gdzie {* oznacza czedéé dodatnig, a £~ czeéé ujemna funkeji £y
sa nieskoficzone, a mimo to catka niewtadciwa Riemanna funkcji F
na przedziale A4 istnieje.

Catke niewladciwg Lebesgue’a definiuje sie analogicznie jak
catke niewlasciwg Riemanna:
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b B
(¥) af{‘(x) de = in fr(dax
A #b
Przy zatozeniu, ze :
;ﬂ
/{‘(.x)d.r

Jest calkg wtasciwa Lebesgue’a, %e istnieje powyzsza granica i ze
nie istnieje catka wtasciwa Lebesgue’ a

b
f{'(-x)d:c
x

Gdy ta ostatnia calka istnieje, réwnosé (¥) jest zagwarantowana na
Mocy wrasnosci (c43),

Twierdzenie (A)

Gdy istnieje catka niewlasciwa Riemanna funkcji f na  prze-
dziale (@;b6>c K", to istnieje réwna jej catka wtasciwa lub nie-
Wiasciwa Lebesgue’a funkcji £ na przedziale (a;b).

D Na mocy wiasnoéci (c63) wynika z definicji calki niewtasdciwe}j
Lebesgue’a oraz witasnosci (c43).

§ 230, Catki Lebesgue'a funkcji zespolonych

W niniejszym wyktadzie funkcjami zespolonymi bedziemy nazywaé
funkcje o wartoéciach zespolonych okredélone w dowolnej przestrze-
i Y. Funkcje zespolona £ mozna bedzie zatem pisaé w postaci

(1) LP=r +iu

€dzie r i u sa funkcjami rzeczywistymi okredélonymi w przestrze-
2l 4, a i= V-1, Funkcje f bedziemy nazywaé skoriczong wtedy i
tylko wtedy, gdy obie funkeje r,u sg skonfczone, a ograniczona
Wiledy i tylko wtedy, gdy

N AN P IPE

aeR XxeX
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Z nieréwnosci

(i1) I~ ¢ [ =V e wt Kl rlcs ul

ul

wynika, ze funkcja / jest ograniczona wtedy i tylke wtedy, gdy
obie funkcje 7 i u sa ograniczone.

Przestrzen wartodci funkcji zespolonych skoriczonych,czyli prze-
strzel wszystkich liczb zespolonych, bedziemy - zgodnie z § 6 -
oznaczaé symbolem 3 , Jedli do tej przestrzeni dolaczymy jeszcze
cztery elementy ©© + 100, =00 + 100, 00 = 100, - 00 = ioco
otrzymang w ten sposéb przestrzer bedziemy oznaczaé¢ symbolem 30.
Przestrzern 3 ©bedziemy rozpatrywaé jako przestrzed metrycznaz me-
tryks

P(2112) = |24 - 2] g M"'z"'”zjz + (yy-9,)°

gdzie 2, =X, + £y1,32=x2+by253

Na moey (ii) punkt 2 = X + :'.yo € 50 jest granica funkecji
zespolonej { = r + iu w punkcie ty €T, gdzie T jest dziedzina

funkcji £, wtedy 1 tylko wtedy, gdy

X, = }-1«"&0 r(t) A Yo = 1E1_1:.%’ u(t)

Granicgq dolng funkcji A= 7 + iu w punkcie fo el bedziemy
nazywaé liczbe zespolong

1im inf def 1im int ;. 1im int u(t
31.!20 £(8) f‘m—“?o r(t) +i ltm_#réou()
a granicg gérng w punkcie io liczbe zespolong

lim su (t)‘ﬁ'ﬂ 1im sup r(¢) + ¢ - 1im sup u (%)
6—Ltg P t—bto ( i — op (
Pochodng funkcji /= r + i nazywamy funkcje {'= ' + w'.
Funkcje f=r + lu bedziemy nazywaé¢ funkcjg o wahaniu skorczo-
nym, gdy funkcje r 1 4 sg o wahaniu skoficzonym, a bezwzglednie
clagta, gdy funkcje r i w 88 bezwzglednie ciggle.
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Bedziemy przyjmowaé, ze dla liczb zespolonych =z, =&, + 1y,
i 22 = I, + W,

def

def
Xy €%y S A4 Y Yy

Wobec tego dla funkcji zespolonych /' zachowujg swa wazno$é twier-
dzenia (B) 1 (D) z § 167, z tym,%e w drugim z nich zamiast ® na-
lezy prazyjaé 3

Zgodnie z podanymi wyzej okresleniami dla funkcji zespolonych
f zachowujg swa wazno$é twierdzenia (D) z § 179 i twierdzenia (A)-
- (F) z § 180,

Funkcje zespolong (i) bedziemy nazywaé mierzalng na zbiorze /
Wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje r i u sa mierzalne na zbiorze

A, Analogicznie, bedziemy ja nazywaé mierzalng # na zbiorze A
¥Wtedy.i tylko wtedy, gdy funkcje » i ¥ sa mierzalne M na zbio-
rze 4. W podobny sposéb definiujemy funkcje zespolone mierzalne

!ﬁggggie Lebesgue'a na zbiorze 4 i funkcje zespolone mierzalne
W sensie Lebesgue’a,

Definicje funkeji réwnowaznych na gzbiorze przediuzamy na funk-
tje zespolone, a mianowicie funkecje zespolone fi 1 Ff, Dbedzle-
My nazywaé réwnowaznymi na zbiorze 4 i pisaé

fyq Mf'zgﬁe.fz\ £4+f> sa funkcjami mierzalnymi « na

Zbiorze A vg\eé(BcA AUA=B =0A £ "‘2‘702) gdzie § jest 6 -cia-
tem przestrzeni X, a M miarg w przestrzeni z miarag (Y, S.(V)- Funk-
cje {a i p, réwnowazne na catej przestrzeni | bedziemy nazy-
Waé po prostu réwnowaznymi,

Ciag ({%) funkcji zespolonych bedziemy nazywaé zbieznym wusta-
lonym sensie do funkcji zespolonej /,gdzie F=r+iu,fi=r+iu,, lo =
S Py + lUgyees, Wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (m) Jjest zbiezny
do funkcji rzeczywistej r, a cigg (”n) do funkcji rzeczywistej U
¥ tym samym sensie., Odnosi sie to do zbieznosci na zbiorze, zbiez~
Nosci jednostajnej na zbiorze, zbieznosci prawie wszedzie, zbiez-
NoSci prawie jednostajmej, zbieznodci wedlug miary i zbieznosci
Wedrug dystrybuant,

Caltke Lebesgue’a funkcji zespolonej (i) okreélamy wzorem
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(1i1) [ pda 5 /'rd(u +2 /'I!f.fgl
A i A

Funkcje zespolonag (1) bedziemy nazywaé¢ calkowalng na zbiorze A4,

gdy obie funkcje 7 i U sg catkowalne na zbiorze A, i prawie cai-
kowalng na zbiorze 4, gdy obie funkcje r i % sg prawie catko-
walne na zbiorze,

Wtasnos$ci catek Lebesgue’a podane w § 225, § 227 i § 228 - jak
wykazemy nizej - odnoszg sie¢ rdéwniez do funkcji zespolonych poza

przypadkami, gdy nie ma to sensu, jak np, we wlasnosci (060), lub
gdy nie ma potrzeby wprowadzaé miar zespolonych, jak np. we wita-
snosci (c54). Ale, zgodnie z wprowadzong umowg, nierdéwnosé

A1 < f2

w przypadku funkeji zespolonych [ = 1¢-iu1, F2= ro+ 202, gdzie
rys Ugs Tpy Uy, Sa funkcjami rzeczywistymi, oznacza, ze

ry {Trg AUy (Up
a nieréwnosé
f1 € f2
analogicznie, zZe

r1\§ ."'2/\1!1\( u2

Zgodnie z tym nierdéwnosé
f120
oznacza, %e
ri,é 0A u1‘> 0

i funkcje zespolong {a nazywamy wtedy nieunjemng, a nierdéwnosé

fy o0
ze

rqy<oo A Uy (o0
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Wiasnosci (c1)-(c16) przediuzajg sie wtedy na funkcje zespolo-
ne w sposéb oczywisty, jak rdéwniez wiasnosé (c17). Ale te ostat-
nig mozemy uogélnié dopuszeczajac ¢ = i, Mamy bowiem dla funkcji
zespolonej (i) i calki (iii)

fz‘{’dfu=fz'(r+iu)d(1=f(—u+:'r')c{u =f(-u)f{u+z' /‘rd‘u =
A A A A A

fdafﬂ (Ajrdy+z ud[u)zz:‘/}.d{i

gdzie z istnienia calki f{‘d(u wynika istnienie calek frd‘u ifudg
A A A

Wiasno$ci (c17) nie mozna bez dodatkowych zalozen uogélnié na

dowolne liczby zespolone ¢ , ale na mocy powyzszego 1 wlrasnosci
(e17) jest

(165) ‘ Ay /zc{’ adu = zc/{'d&u

Wiasnosci (c18)-(c21) przedluzaja sie na funkcje zespolone
W Sposéb oczywisty. '

Zajmiemy sig¢ teraz dowodem, ze wtasnos$é (c22) maja réwniesz
catki funkcji zespolonych, Wykazemy najpierw, ze jezeli [ jest
Tunkcjgq zespolong mierzalng na zbiorze AcS w przestrzeni X z 6-
~ciatem ¢, to funkcja rzeczywista K

2 2

| Pl =VYr +u

gdzie L =r + W 1 r,u sa funkcjami rzeczywistymi, jest mie-

Tzalna na tym zbiorze, Istotnie mierzalnp$é funkcji A oznacza mie-
rzalnosé funkeji 7 i w , Jedli funkcje 7 1 u sa mierzalne na

Zbiorze A4, to na mocy twierdzenia § 191 funkcje r2 i u2 sg mie-
Tzalne na zbiorze A, a na mocy twierdzenia § 187 funkcja r2 + u2

Jest mierzalna na zbiorze A, gdyz funkcje rz i u2 sg obie nie-
Ujemne, Wobec tego
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a/e\sn: fx: Mr(x))z y (W2 ¢an xe A} =

Oed dla ago0
{as (rN? + (u(@))? < a® A xedleS dla a>o

Wobec powyzszego, istotnie, mierzalnoéé funkcji / pocigga za so-
ba mierzalnoéé¢ funkcji |£|. Poniewaz |f|>0, wiec calka

/lfla’#
A

zawsze istnieje, Mamy jeszcze wykazaé, ze gdy istnieje calka

[

to

(iv)

ff‘dsz < flf‘lf%u
A A

Zacznijmy od przypadku, gdy funkcja / ma warto$é stala na zbiorze
A. Niech

(v) /\ plx) =a+ b, abeR

JEA

Wtedy na mocy wtasnodci (e17)

‘!{‘dy‘ =|;'/'ad(z,¢ + indy’=

au(A) + 7 6 (U(A)‘ =

= a) \a+ 6] = a) Va® 4+

(vi-} ﬁf"dtu =/ vaz-r-ba au = I/d2+ b? fa{u=
A A


file:///f/du

489

= ay V& .+ o?

Zatem w przypadku (v) mamy

ffdy{ = [1fldu
A A

Przejdimy teraz do przypadku, gdy funkcja £ przybiera na zbio-
rze /A tylko skoriczong liczbe wartodci, w tym sensie, ze

A=Ay + coo + Ay ApseeesAges

/\ /\ ,f‘(x)=ak+:‘bk, t‘i,beﬁ

k€{1y---1m} LreAk k

Postugujac sie tym, ze dla przypadku (v) mamy réwnoéé (vi), otrzy-
hujemy

z/‘f'dy A'/.{‘dgz+ +4z Pdu ‘=

(0.'1 + ibi) ‘H(Aij + see * (am"'r;bm)(u(Am) ‘ 5

=

(@ e(A) + oon + 0 (A)) + (6, u(A4) + ouo + by, u(4,)) | -

“VIawa) + oo + aquid]? + [bAy) + oen + by u (4]

Orag

J1pdu= fipida +ooov [1f1du -
1 Am
~ Va2 <62 u4) s oo s Van +bg &)
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Mamy stgd

Poniewaz

Jeﬁ

gdyz dla aa; + bz’ b, { 0 jest to oczywiste,
+ bi qi,> 0 nieréwnoéé powyzsza jest rdéwnowazna

2 2 2 2 2 ,2 2 o2 2,2
a; aj * b b + q 13} +a; b 20':"37'*& b “'2‘1_;‘“_;'6:{3]'
czyli
L.N2
(crtéb‘-%bti =0
wiec

|/ Ful <( fAldu)’

skad otrzymujemy zgdang nieréwnosé (iv).
W przypadku ogdélnym calke

(vii) :4/.;4“

(a + 62)2 a, a; + b b:

a dla af qj &

otrzymuje si¢ jako granice ciggu catek funkecji zespolonych przyj-

mujgcych skoriczong liczbe wartosci na zbiorze 4 ,

a wiec funkeji,

dla ktérych jest - jak widzieliémy - spetniona nieréwnodé (iv).

Przejscie do granicy nie psuje tej nierdwnosdeci,

wobec czego jest
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ona prawdziwa we wszystkich przypadkach, gdy istnieje catka (vii).

Wiasno$éé (e23) pozostaje prawdziwa, gdyz implikuje, %e funk-
cja f Jjest rzeczywista, ale w sposéb oczywisty mozna ja uogélnié
na przypadek, gdy ai,...,an‘fg

Wiasnosci (e24) i (c25) wynikaja w sposéb oczywisty z nieréw-
nosci (ii).

Wiasnosei (c26), (c27) i (c28) sa prawdziwe dla funkcji zespo-
lonych w sposéb oczywisty.

Wiasnosci (c29) i (¢30) wykazujemy dla funkecji zespolonych A
i g =z tratwoscia, opierajgc sie na wtasnosciach (c24) i (e¢25).

Wiasnosci (e31) i (e32) wynikajg dla funkeji zespolonych £.4
g w sposéb oczywisty. Natomiast w oparciu o nie z tatwoscig uogél-
niamy wtasnodci (c33) i (c34) na wszystkie liczby ce8

Wiasnosci (c¢35) i (c36) wynikaja dla funkcji zespolonych w spo-
séb oczywisty.

Wiasnodé (e37) otrzymujemy przeprowadzajgc jeszcze raz ten sam
dowdd przy zatozeniu, ze funkcje i i Y sa zespolone,

Wiasnos¢ (c38) mozna z tatwoscia uogdélnié na przypadek, gdy
funkcja f jest rzeczywista, a funkcja g zespolona,

Witasnosci (c39)-(c44) wynikaja dla funkcji zespolonych w spo-
séb oczywisty,

Wiasno$é (c45) dla funkcji zespolonych otrzymujemy przeprowa-
dzajac ten sam dowdéd, ale przy zatozeniu, ze funkecja £ jest ze-
spolona,

Wiasnosé (ec46) uogdlnia sig¢ na funkcje zespolone wsposéb oczy-
wisty.,.

Wykorzystujgc nieréwnosé (ii) z ratwoscia sprawdzamy, Ze wia-
snoci (c47)-(c52) sa prawdziwe réwniez dla funkcji zespolonych.

We wtasno$ci (c53) bedziemy zawsze przyjmowaé, ze funkcja ¢
Jest rzeczywista, tzn., bedziemy rozpatrywaé tylko przypadek miar
V rzeczywistych. W tym przypadku wlasno$é (c53) z tatwodcia uogél-
niamy na funkcje # =zespolone. .

W Swietle powyzszej uwagi witasnosci (c54) nie uogélniamy na
funkcje zespolone ¢, a wtasnosci (e55)-(e¢58) uogélniajg sie na
funkcje zespolone £ w sposéb oczywisty,

Wiasno$é (c¢59) uogdlniamy tatwo na funkcje zespolone F£(£,y) =
= r(2,y) + zulxr,y).

Wiasnosé (c60) z zalozenia dotyczy tylko funkeji charaktery-
stycznych zbioréw, a wiec funkcji rzeczywistych. Natomiast wla-
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snosdci (c61) i (c62) uogélniaja sie na funkcje zespolone W sposéh
oczywisty.

Réwniez witasnodci (c63)-(c77) z tatwodcig uogélniamy na funk-
cje zespolone, z tym ze we wiasnoéciach (e65), (c75) i (¢76) ogra-
niczamy sie tylko do funkcji 7 rzeczywistych.

Definicje catek niewlasciwych Lebesgue’a przedtuzamy dla funk-
cji zespolonych, przyjmujac, ze wzér (*) w § 229 zachodzi réwniez
dla funkcji f? zespolonych.
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