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§ 171. Związek między zbiorami mierzalnymi w sensie Lebes-
gue'a a zbiorami borelowskimi w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o 
wej 

Niech będzie dana przestrzeń z miarą (JR71, £ , u) ) , gdzieś j e s t 
ff-ciałem zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue' a w p r z e s t r z e n i 
euklidesowej R " f a u) j e s t miarą Lebesgue'a w t e j p r z e s t r z e n i (patrz 
§ 118). 

Niech ŚB oznacza 6~-ciało zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i 3?". 
Związek między zbiorami mierzalnymi w sensie Lebesgue' a, c z y l i 
należącymi do ć>-ciała°ć, a zbiorami borelowskimi należącymi do 6-
-ciała & można ująć dwoma następującymi twierdzeniami. 

Twierdzenie (A) 

Ae£** V . V / A +B - H kke# Q1,e2,...e<» jg|̂  fc-i 
Qj , G 2 otwarte cO (S)=0 

DJ Wykażemy najpierw, że 

/4e^=> A V A c G A u) (G-A)<e 
£ > 0 (i otwarty 

Otóż na mocy wzorów (28) i (22) w § 118 i § 116 

A A V <Ó(QB,-4)<% 
£ > 0 " » " 

U BŁ=>A 
gdzie j e s t klasą wsz y s t k i c h przedziałów domkniętych ograniczo
nych w p r z e s t r z e n i 3t n. Ale 

Przyjmując 

A A V Ck =>Bk A có(C, - B k ) < Ł^, 
c S P CeS 

£ przedział 
fe otwarty 

Oo 
G= U Ck k-l K 

widzimy, że na mocy tw i e r d z e n i a § 59 zbiór fi j e s t otwarty. Ponadto 

G - O C .=>. U Bk => A 
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Wreszcie 
C© . , O O O O v / O O \ 

, H ^ ( U c ^ ) = 4 U ck- y ^ ) + o ) ( U ą - / ? ) < 

< u>(U (ck - Bk)) + 1 < g co (q, - Ą ) + | < 
O O 

Zatem d l a danego £ fi j e s t szukanym zbiorem. 
Na podstawie powyższego niech t e r a z G^, G^, ... będą t a k i m i 

zbiorami otwartymi, że 
A Q. o A A «> ( Ł - *)< \ 

Wtedy 

£-1 /fc-1 * 

gdyż na mocy twie r d z e n i a § 119 każdy ze zbiorów G^, fi , ... j&^o 
otwarty, a więc borelowski należy do 6-ciała=/5, wobec czego f 1 fi/, 
należy do 5-ciała X a w konsekwencji również zbiór*B. Z powyższe
go wynika, że 

OO 

k-1 * 

a ponadto 

A u)(B) = to( O 6. - A ) < . U)(G.-A)< \ =*u)(B)-Ó 
keSt V k-1 * / \ * ' < V / 

Z powyższego wynika, że i m p l i k a c j a (#) 3est prawdziwa. Niech t e 
ra z - odwrotnie - będą dane t a k i e z b i o r y otwarte fi^, zbiór 
B SJG 1 zbiór A] że o) (fi) = 0 i 

4 + £ - n 

Ponieważ X j e s t ©-ciałem, a fi^, fig' ••• J a k° zb i o r y otwarte n a l e -
żą do X, a z nimi również O G, e £ , więc z równości 

4?- n s, - fi 
k-1 k 

otrzymujemy, że A e £ , co kończy dowód tw i e r d z e n i a ( A ) . 
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Twierdzenie (B) 

AejG ^ _ V V A - \ j F k + B 

f l i f 2 ' - domknięte cJ(B) = 0 

Dj Na mocy tw i e r d z e n i a (A) 

A c

e £ V V / l c + 3 = ń fi fi2,... eciS BcX k'l k 
fi1, S 2 otwarte a)(B)-0 

Przyjmijmy 

Na mocy tw i e r d z e n i a § 55 z b i o r y F±, F ?. ••• t a k ° k r e ś l o n e s<* d o " 
mknięte. Ponadto 

AC*B - ń ć ł ^ >* = - / 1 C - ( /4 Ł '+f l )] + B = k-i k 

- (**- Q \ ) +8 - U c iT -v •* - U «"J* ^ - u ^ + * 
fe-1 ̂  fc"x 

Ostatecznie mamy 

O., fi, ,...eJ8 
flV,ar,... otwarte u)(/3)-0 

ń e, V - V / i = U + 0 
-t=l * F1,F2,...eJB Be£ k-l 

F r, f 2,... domknięte «KS)-° 

c z y l i twierdzenie (B) zostało udowodnione. 
Jak wynika z twierdzeń (A) i ( B ) , każdy zbiór mierzalny w sen

s i e Lebesgue' a w p r z e s t r z e n i euklidesowej można uzupełnić z b i o 
rem miary zero do z b i o r u borelowskiego typu ( p a t r z § 61). Rów
nież od każdego z b i o r u mierzalnego w sensie Lebesgue 1 a w prze
s t r z e n i euklidesowej s " można odjąć t a k i zbiór miary zero,aby 
otrzymać zbiór borelowski typu Fg . 
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§ 172. Twierdzenie 

_ZJ 1° Dane są dwie p r z e s t r z e n i e euklidesowe TRm i !ft". 
2° Dana j e s t f u n k c j a f o d z i e d z i n i e Tc R m i p r z e c i w d z i e d z i n i e 

U c X n . 

3° Q c 7" A G j e s t zbiorem otwartym niepustym p r z e s t r z e n i 3t m. 
4° rV = V (G) . 
5 Funkcja f j e s t jedno-jednoznaczna na zbiorze <3. 
6° Funkcja r j e s t ciągła na zbi o r z e <3 a funkcja r - - 1 j e s t cią

gła na zbiorze H, 
7° X e j e s t klasą wsz y s t k i c h zbiorów mierzalnych w sensie Le

besgue' a i zawartych w zbiorze Q w p r z e s t r z e n i 5B*77. 
8° XH j e s t klasą wszystkich zbiorów mierzalnych w sensie Le

besgue' a i zawartych w zbiorze H w p r z e s t r z e n i 5R™. 
9° j e s t miarą Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i a cOn j e s t miarą 

Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i 5J . 

JDj Niech będzie o-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i 61, 
a SH ff-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i H. Na mocy t w i e r 
dzenia § 164 $ G j e s t klasą wszystkich zbiorów borelowskich prze
s t r z e n i K"2 zawartych w zbi o r z e G, a BH j e s t klasą wsz y s t k i c h z b i o 
rów borelowskich p r z e s t r z e n i K n zawartych w zbi o r z e H . 

Funkcja t zredukowana t y l k o do z b i o r u G spełnia założenia 
tw i e r d z e n i a § 170 i wobec tego 

(*) S H = c(S6) /\SG = r-1(<#/y) 

Na mocy tw i e r d z e n i a (B) z § 171 

A V 
A e=ćg A1, /13 

Wobec tego na mocy wzoru (121) 

i-{A) wt(A±) u t(A2) =t{A±) + (t(A2) - r{At)) 

Ale na mocy (#) 

a na mocy założenia 10° 
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<On[_HA2) - V(A±)]< u)n[t(A2)] = O =*u)n[t(A2) -r(A±)] - O 

i wobec tego zbiór t{A) j e s t mierzalny w sensie Lebesgue'a i za
warty w zbi o r z e H w p r z e s t r z e n i W72, skąd ze względu na dowolność 
wyboru z b i o r u A e X f i 

(**> . £ „ 3 r ( ^ a ) 

A n a l o g i c z n i e wykazujemy, że 

i wobec tego na mocy własności (120, (# *) i (134) 

skąd 

An a l o g i c z n i e dowodzimy, że 

§ 173. Własności produktów kartezjańskich 

Przyjmujemy umowę, że d l a dowolnych zbiorów A,B , C 

( k a r i ) /4 = = 
pomimo że zgodnie z definicją z § 9 

A x(B XC ) ={(a,y):aeA /\y<cB><C} = 

i a n a l o g i c z n i e 

(/i xg)xC -f{((a,6),c): ac/lAÓefiAcec} 
natomiast 

/ ( K g K C = i (a, 6, c): a e ^ A b e B A ceCJ 
Umowa ( k a r i ) pozwala traktować mnożenie kartezjańskie jako d z i a 
łanie łączne. 

W p a r a g r a f i e n i n i e j s z y m udowodnimy kilkanaście własności pro
duktów kartezjańskich. Zakładamy,że wszystkie produkty kartezjań-
3 - Wykłady... 
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sk i e występujące w poniższych wzorach są podzbiorami p r z e s t r z e n i 
X4 * ...* X 
założenie, że 

n » : z y l i że w z a p i s i e A± x . . . x A n będzie już zawarte 

A ; A. c X, 
k€{l,...n] * « 

PJ Z d e f i n i c j i produktu kartezjańskiego wynika, że 
m \ / m \ 

n x . . . *(n ^ j -
' 77? T7I 

= | ( a±, an) : a ± e M /) ^ A ... A a„ e jH /I n-}= 

(kar3) 

(kar4) 

{(C^, ..., an ) : (a±e A 
ll 

A A a . e A . ) A . . . 1 lm 

... A (ct„ e /4 «1 A A 6 ^ 72772 

= a n ) : ( a l e A l l A ••• A a n 6 A . 

. . . A f a± e /I L M A . . . A an e Anm ) j = 
= |(a 1 . ... t cffl): aj.e- A ... A an e A n •• 

m 
= f i (A±) x ... x Ańi' 

Jf - i 

Dj Analogiczny do dowodu własności ( k a r 2 ) . 
nu \ / "Jn 

x ( U U A±) 

= U ... U u 
h-1 

x A % ) 

DJ -Z d e f i n i c j i produktu k a r t e z jańskiego 

772! 
x ( U % 

W 1 
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= {(a±, . . . , a n ) : a±e \J A± A . . . A G e U An] ) 
J^ = l 1 Jn'1 

= [(a±. . . . , a n ) : (ate A ± i y . . . v a ± e . A ± ) A 

m2
 mn 

A a. e U A 0 . A ... A a e U A , }= 

= U { ( a l f . . . , < ) : a T 6 / l ^ A ( « 2 i / 1 2 1 v . . . v 
Ji"1 1 

2 2/7,2 3 J 3 = 1 3 j 3 n ^ n/R j 

O m, 

j r l
 a ^ , : " i 6 A ± J ±

 A "2 Ł ^ 2 J 2
A 

m m n 

A a« e U A ... A a n e U <4„i 1= 

= . . . = U . . . fcl { ( « ! » . . . , a n } : a ± f e / L . A . . . A ^ E / 

Wij TR2 

= U ••• U M « 4
 X ••• * 4 f t J 

Uwaga: Jak widać z powyższego dowodu, l i c z b y m^, . . . , mn 

mogą być równeoo. 

5 5 2 . . . I C (41ł x . . . x A „i ) 
j . - i jn-l

 lH "Jn 

D| Z d e f i n i c j i produktu kartezjańskiego 

( £ A ) x . . . x ( 2 Ą ) = 

= {(ult ...,a n t : a£e 4 t j ^ A ... A ^ C Z ? ^tjn } = 

= •. . , tr?t ) : I ("j G >4-41 A A a t t A±) ) v .. 
1 J1e{3,...,m1} ' i 
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v ( a i e A x A A a 4 A )1 

= 2S \(a1 an): a e A A 

A r(a2 e / I 2 1 A A a2 ̂  / 1 2 • J . . . v 

AQ 3 e Z A 3 - A ... A C7N £ U An- } = 

A 

J3= 

* 12 . . . , a n ) : a ± e A± • A a2 e /ł 2 . A 
I>I i i - l * •..'«'* J 

A Cu £ ^/ • A • • • A a„ e ^ (4_J | = ... = 

= Z? Z^UOi. ...»a„): a±e A±- A . . . A a n e A n j } = 

= 2 ^ X C-44 • x . . . * An. ) 

Uwaga: Jak widać z powyższego dowodu, l i c z b y m^, ...,mn 

mogą być równe oo, 

6} A< * ... * A„ = 0 ^ V A = 0 
n ke{l,...,n} * 

D] I m p l i k a c j a 
V A. m O A± x . . . x An * 0 

ke{l,...,n} k 

j e s t oczywista, gdyż brak elementów należących do 
zb i o r u A^ powoduje brak ciągów («., I I M a R ) należących 
do j§* x . . . x A n . 
Odwrotnie 

V A, - o -> A\ V a ^ 4 , - » 
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T"* V (a*, ..., a n) e A * * ... x 4 —• 
j x • • • x * 0 

Ckar7) A /I. c £. =*/4i * ... x /) c fi. x ... x fi 

A. e « ] • * K
 1 w 1 

P j A A [A c fi <=> A ( ak e ^ =* a 4 e )) 

Zatem 
A /I. c B, -=» 

*e {!,...,«} k fc 

=^Ca 1, . . . , a n , e fi± x ... x ^ J 

4 t x ... x An c B ± X ... x Bn 

f k a r 8 , (A± x . . . x Anc B ± * . . . * Bn) /\'(A± * . . . * An ^ 0 ) 

A A.cB. *e{ł,...,n} * ^ 

DJ < 4 1 x . . . x > 4 n ^ O = » A Va, e/1. 

Wobec tego 
(/^ X ... x >1n c fit x ... x Bn ) 

A { (x., . . . , x n ) : x Ą = a. A ... A x , . = 

A xk e /4fc A ^ + 1 = a f c + 1 A ...A x n = a n } 

A I
k - r a H A ^ e V 

c J U ^ xn)'~ <*! = ct± A ... 

Uwaga* Założenia, łt 4| x . <4n ̂  O nie można się po
zbyć, gdyż, na przykład d l a An - 0 j e s t A^ x ... x ,4 n = 
= 0 i 

* 4 4 x ... x An c B± x . . . x B n 

pomimo że zb i o r y A^, ... f^ r i_ 1 mogą być dowolne. 
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( kar9) Ą . x ... x A„ = B x . . . x B RI + 0 =#> /\ A. = BL 

DJ Wynika z własności (kar8) oraz z f a k t u , że 
x ... x An = B X x ...x £^ ) 

(A± x .... x A n c B* x ...x BV ) A (&1 x , . . £ c 

c A±- x . ,. x ̂  n ) 

(kar 10) A /I, ć fi => 
*£{l,...,n} * * 

1 ' n 
- n 

* * « ) 

DJ Na mocy własności (kar2) 
n 

= (A± n iS ±) x ...x f>4w n fi„ J =/11 x . . . x / j n 

( k a r l i ) fi, x ... x Bn - A± x . .. x An = 

n 
- U ( f i ± x ... x Bk _± x ( B^- Ak n Bk) x B k + ± x . . . 

xBn) 

pj Na mocy własności (kariO) i (kar2) 
B± x ... x Bn - A± x ... x / l n = fl1 x ... x £ n _ 

- (A± n 5 1 x ... x An n Bn) = ^ x ... x ^ _ 

. n (B1 x . . . x Bk_± x (A k n Bk) x 8k + ± x ... x Bn) 

n 
= U (B± x . . . x Bn - B± x ... * Bk_x * (Ak n Bk)* 

x Bk + 1 x . .. x Bn ) = U x • • • x Bk _ A x 

x (Bk - Ak n Bk ) x Bk + 1 x ... x ^ ) 
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( k a r l 2 ) B± x . . . x Bn - A ± x . . . x An 

: 22 ... ^2 
JZ-L Jn'1 

(C±2 x C2, x ... x Cn, ) 
3 2 

2 2 
+ 22 . . . 22 (C x o'' x C x ... x Cn , + . . . + 

J3 = l Jn-1 1 1 2 2 3 J 3 J71 

A {L\l * ^21 x • • • X C x C rz-2,1 ^ - 1 , 2 L7JJ n 

t CC 4 1 x 6 ^ x . . . x x C n 2 j 

gdzie 
. A C = B, n 4. A Ć. h = A -/f. *€{!,...,n 1 kl k k k 2 • k "k 

Dj Ponieważ 

więc na mocy własności (kar5) 
2 

fij x . . .x BN 

22 ... 22 

... 22 

, ( 6 ' . X . . . X Cn: ) = 
V 1 ^ i •/" 

1̂2 X C2j2
 X •••XS«) + 

+ X ... 12 [CA1 x c . x ... x J 
JV-I 1 1 2 2̂ ^ 

= ^2 . . . 22 
J2'1 *• ^2 A 

Z 2 
+ S ... (C x C x C x ...x C • ) + 

Jn 1 1 1 2 2 3^3 ™n 

+ 2^2 ... S 
Jn"1 

(C±1x C21* x ...x Cm- ) 
3 J : 
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m ... = J2 . . . 12 ( C. 0 X Co; X . . . X <? . ) + 
j2.l j„-l 1 2 ^ 2

 nJn 

+ 12 . . . 12 C^H* x ^o? X L ; x ... x C • ) + ...+ 

+ C i l X ^21 * X C n - l , l X ^ 2 + C * l n A l > X 

* C n <y 

skąd wynika żądana własność. 

§ 174. Ciała produktowe 

Ciałem produktowym 3fc * 3"^, gdzie 3^, ..., są ciała
mi zbiorów odpowiednio p r z e s t r z e n i X *% . . . , Xn, nazywamy najmniej
sze ciało zbiorów p r z e s t r z e n i Xl x . . , x XK zawierające wszystkie 
z b i o r y p o s t a c i 

(*) X± >< . . . *Xk_± x A k * X M x . . . x xn 

gdzie 
k e | l , . . . , n J 

Wykażemy, że d l a danych ciał zbiorów ...,5f t t i s t n i e j e do
kładnie jedno ciało p r o d u k t o w e j * ... * V<n . 

Niech iS2 oznacza klasę wszystkich t a k i c h ciał zbiorów prze
s t r z e n i XĄ x . . . x X N T które zawierają wszystkie z b i o r y p o s t a c i 
(*). Klasa SI nie j e s t pusta, gdyż należy do n i e j ciało wszystkich 
podzbiorów p r z e s t r z e n i X* x , #. x Xn . A n a l o g i c z n i e do dowodu twier
dzenia § 27 dowodzi się, że 
(**) n X 

DCeSl 
j e s t też ciałem zbiorów p r z e s t r z e n i X^ x . . . x ^ Ponieważ za
wiera na mocy d e f i n i c j i (**) wszystkie z b i o r y p o s t a c i (*), więc 
należy do k l a s y k , a wzór (**) gwarantuje, że j e s t jedynym n a j 
mniejszym ciałem zbiorów z klasy£2, c z y l i jedynym ciałem produk
towym 
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cK ~~ \ * * * ?t 

Ciało produktowe jako ciało zbiorów p r z e s t r z e n i X = X* * . . . 
x <̂ n ma wszystkie własności podane w § 23. Udowodnimy dalsze j e 
szcze własności ciał produktowych. 
( c p l ) Ciało produktowe 3f^ *f ... * 5 t n j e s t najmniejszym ciałem 

zbiorów p r z e s t r z e n i X* x . . . * Xn zawierającym wszystkie 
z b i o r y p o s t a c i 

(***) A± * . . . *Ań 

gdzie 

k e {l,...,7i} 
JD| Jeśli jakieś ciało zbiorów p r z e s t r z e n i X* x ...y<Xn 

zawiera wszystkie z b i o r y p o s t a c i (*), to zawiera również 
i c h i l o c z y n y , a więc na mocy własności .(kariO), w której 
kładziemy = X , Bn = Xn, zawiera także wszystkie 
z b i o r y p o s t a c i (*#*). Odwrotnie, jeśli jakieś ciało z b i o 
rów p r z e s t r z e n i X * . . . * XN zawiera wszystkie z b i o r y po
s t a c i (***), to w szczególności zawiera wszystkie z b i o r y 
p o s t a c i (*•). Wynika stąd, że kl a s a iź, określona wyżej, 
j e s t również klasą wszystkich ciał zbiorów p r z e s t r z e n i 
*Ą X ...X Xn zawierających wszystkie z b i o r y p o s t a c i (***). 
Wobec tego ze wzoru (*•*) wynika żądana własność. 

(cp2) {<xt * . . . *JQ * (•*«+! * ...**"„) - * ... * a r R 

Dj Z d e f i n i c j i * ... *Xm) * (Xm+1 * • ••* #"„ ) j e s t 
najmniejszym ciałem zbiorów p r z e s t r z e n i ( ^ x , ,,xXm ) x 
x x ,,,XŻ}| c z y l i - na mocy umowy ( k a r l ) - prze
s t r z e n i X, x ... x Xn , zawierającym wszystkie z b i o r y po
s t a c i 
( o ) A X f^w+i * x *n ) 1 <*i X ••• x > x # 
gdzie 

Aefr±* ... * a r w A Be * ...*7Cn 

Wobec tego, że ciało produktowe X.* ,,.*Xm zawiera 
wszystkie z b i o r y p o s t a c i 



gdzie 

m 

a ciało produktowe * wszystkie z b i o r y posta
c i 

Xm+1 X • - - * X k - l * A k X X k + l X ' - ' X / n 

gdzie 

ke{m+l, . . . ,n} A Ake X k 

wobec tego między zbiorami p o s t a c i (o) znajdują się wszyst
k i e z b i o r y p o s t a c i (*). ( j * ...* * (^ m + 1 * ....*«'») 
j e s t zatem ciałem zbiorów p r z e s t r z e n i ̂  * . . . x ̂  zawie
rającym wszystkie z b i o r y p o s t a c i (*) i na mocy (**) j e s t 

(ooo) ( j * ... * atr^ ) * * ... ) 3 5 t 1 i „ # X n 

Rozpatrzmy t e r a z klasę Q tych w s z y s t k i c h zbiorów A 
p r z e s t r z e n i X. x ...xXn , d l a których 

A x ( X m + i x . • v x ^ ; . ) e * i * ••• *J*n. 

Klasa Q n i e j e s t pusta, gdyż zawiera zbiór X * . 

Spełnia zatem warunek (xl) d l a ciał zbiorów. 
Jeśli Ae Q , to 

« J V ... */„ - A y(Xm+1 x ...*Xn ) c 

skąd /4ce K l a s a $ spełnia zatem warunek (x2) d l a ciał 
zbiorów. 

Jeśli A,BeQ , to na mocy własności (kar4) 

(A u B ) *-VTm-Ą* • • •* ) • <4 x + 1 x ... y ̂  ) u 

u S x ( / w + 1 x ...x Xn )e * . . . *zcn 
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skąd AuBeQ. Zatem k l a s a Q spełnia także warunek (x3) d l a 
ciał zbiorów i j e s t ciałem zbiorów p r z e s t r z e n i X^x ...xXm. 
Sprawdzamy bezpośrednio, że klasa. Qzawiera wszystkie z b i o 
r y p o s t a c i ( o o ) , wobec czego 

•Q ? X * ...V* SKm 

W konsekwencji wszystkie z b i o r y p o s t a c i 

gdzie 
A e ar * . . . x m 

należą do ciała produktowego XV* . . . 7kn • An a l o g i c z n i e 
wykazujemy, że ciało produktowe X* X ... »*Xn zawiera wszy
s t k i e z b i o r y p o s t a c i ( o ) , co wobec d e f i n i c j i ciała produk
towego (Sfj « ... * Sfc^) * C ^ W + 1 * .. . * SCS ) daje 

[3C1 *- ... * tJCm) * fcm+i * * K-n ) c X± * • • • * 

Po uwzględnieniu (ooo) otrzymujemy stąd żądaną własność. 

(cp3) A e3r±* ... *arn**A= \J [A± . x . . . x A • ) 
J - l J •/ 

gdzie 
( i ) A A A,, ex. *e{l,...,n} J€{l,..T,m} *> k 

DJ Ciało produktowe <3fê  * ... * ̂ n na mocy własności ( c p l ) 
zawiera wszystkie z b i o r y p o s t a c i (***), a ponieważ j e s t 
ciałem zbiorów, więc zawiera również wszystkie z b i o r y po
s t a c i 

m 
( i i ) A = U M l f ' x * ) 

gdzie j e s t spełniony warunek ( i ) . Wobec tego wystarczy wy
kazać, że 

m 

( i i i ) /4e#^* . . . * s ^ = » A = ( J (4 l f- ^ . . . x/| ) 
Rozpatrzmy klasę 5? wszystkich zbiorów p o s t a c i ( i i ) . 

Wykażemy, że 5? j e s t ciałem zbiorów p r z e s t r z e n i X^ X . , . Xn . 
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Klasai^' n i e j e s t pusta, gdy należy do n i e j zbiór X ^ x 
* . . . x Xn . Wobec tego spełnia warunek (xl) d l a ciał z b i o 
rów. 

Jeśli A eSft t to w 

AC = xt * ... x XN - A = [X± * ... x / 7 7 j _ y x 
m 

/I n j.) - f ] (x\ x . . . x X n - A x j x . . . x A n j ) c = } 

tu n 
= D U (X, x . . . x / x (y. - X j ̂  ̂  x ... 

(karu) j - i 1 ^ J " 1 * J V 

n n 171 

. . . x ^ ) = u . . . u n ^ i x - x 4 . i x ( V V x 

/ c n - i j - i J J JJ 

*%+l * - ' - ^ n ) 

Na mocy własności (kar2) z b i o r y 
m 

n r r t x _ ± * ( ^ - 4 y ^ ^ + i x ...**«> 

dają się przedstawić w p o s t a c i ( i i ) i wobec tego Ac też 
daje się przedstawić w p o s t a c i ( i i ) , co dowodzi, że k l a s a 
3t spełnia również warunek (*2) d l a ciał zbiorów. 

Jeśli A, 3 e 3? , c z y l i mają postać ( i i ) , to A u B ma 
również taką postać, co dowodzi, że kl a s a H spełnia także 
warunek (KZ) d l a ciał zbiorów i j e s t ciałem zbiorów prze
s t r z e n i X* x . . . x Xn. Ale k l a s a SV zawiera wszystkie z b i o 
r y p o s t a c i (#), wobec czego na mocy (**) 

OC± * ... * DCn c M 

skąd wynika i m p l i k a c j a ( i i i ) . Tym samym własność (cp3) zo
stała udowodniona. 

771 

(cp4) A . . . * f l t ~ «•* A= tA±j * ... x ̂  ) 

gdzie 
( i v ) A A A . e 3Ck 

ke{l,...,n) je{l,...,m} V 

DJ Na mocy własności (cp3) mamy 
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A * 22 (A Ą : x ... x Ani ) => A - U (A.- x ..."x ) =» 
/4 e <5f A * .:.. * Xn . 

Wystarczy zatem wykazać, że 

(v) J4 c ]art* ... *fyn A = 22 [A±j x ... x AUJ ) 

A n a l o g i c z n i e , jak w dowodzie własności (cp3), r o z p a t r z 
my klasę3t w s z y s t k i c h zbiorów p o s t a c i 

m 

Cvi) 22 (Aij x ••• x Anp 

ze spełnieniem warunku ( i v ) . Wykażemy, że k l a s a Sf j e s t c i a 
łem zbiorów p r z e s t r z e n i X* x . . . x Xn. 

Klasa ft n i e j e s t pusta, gdyż należy do n i e j zbiór X.* 
x ... x Xn. Wobec tego k l a s a W spełnia warunek {xl) d l a 
ciał zbiorów. 

Jeśli 
m 

A = £ ( A . , -x ... x>ł . jê r 
y - i J J 

to 

4 c = * ... * - A » ̂  x ... x ^ - g {Ą x ...x 
J-i 

xAnJ) =(... x - / J u x ...x - / f 1 2 x 

^ . . . x ^ n 2 ) - -VJ 1 ? r tX...x/| nm 

Wykażemy przez indukcję, że zbiór A° j e s t p o s t a c i ( v i ) . Na 
mocy własności ( k a r l 2 ) zbiór 

X± x ... x xn - AM * ... x Anl 

można przedstawić w p o s t a c i ( v i ) . Niech d l a ustalonego 
j e { i , ..., m-11 

x ... x xn - A 1 ± x ... xAnl) - A. 12 X 
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gdzie 

. A " . A . B§1 « * *e{l,...,«) ?j£{i,..,Pj} *fy * 
Z uwagi na rozłączność zbiorów A j» x ... X /^ r t li ^ 
X ... * /*„ j e s t 

Wobec tego 

gdzie 

n t f j j j x . . . x f l t f » ) c = 2 ; M 1 > j + 1 n fl^ ) x . . . x 

X 

i stąd 

A A C ^ e Z C . 
ke{l,...,n} ą e{i,...,p7} *?j 

Z powyższego wynika, że 

Pj 
- ( B { J ] x x fi (^ } - C{j) x x C { ] ] \ 

1/ 
i na mocy własności ( k a r i 2 ) zbiór 

^.. • ^ ( ^ i x ... * X^ ~ ^\\ x ... x - / / 1 2 x 

^ • • • AV"̂  

też daje się wówczas przedstawić w p o s t a c i 
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gdzie 

A A ^ + 0 e* . 
Na tym kończy się krok indukcyjny. Wykazaliśmy w ten spo
sób, że jeśli Ae&? , to Ace3C , c z y l i że k l a s a 9ł spełnia 
także warunek (x2) d l a ciał zbiorów. 

Niech t e r a z 

A - £ [A±Ą* 
J-j J 

gdzie 
A ( A AHeXkA A BkQeXk 

k e{l,...,n} \je{l,...,m} kJ k ?e{l,...,p} * 

Wykażemy, że A u B e 9V , c z y l i że /fu fi daje się prze d s t a 
wić w p o s t a c i C v i ) . Otóż 

A u B = A n B + (A - B) + (fi - /O 
i wystarczy wykazać, że każdy ze zbiorów AnB, A - B , B-A 

daje się przedstawić w p o s t a c i ( v i ) . Ze względu na włas
ność (X2), już udowodnioną, oraz wzory 

A - B = AnB°A B - A = B n Ac 

wystarczy wykazać, że A n B daje się przedstawić w p o s t a c i 
( v i ) . A le 

A n B = 
m p 

m 
£ {A. , x ... x A , ) n 

" v 
Z ( ^ x xB. nq 

x M 7 y n f i ^ J 
m p 

= £ £ (A±in B ) 

Ponieważ 
A A A A„.nB+„ eZT, 

^ { i ) n } jĄl-W*} qe{i,...,F} *J *? * 

więc AnBeSfC i w konsekwenc j i /? u BeS*f. Zatem k l a s a speł
n i a także warunek (X3) i j e s t ciałem zbiorów p r z e s t r z e n i . 
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Xy * . . . x Xn . Ze względu na t o , że zbi o r y p o s t a c i (*, są 
także p o s t a c i ( v i ) , więc k l a s a 3C j e s t ciałem zbiorów prze
s t r z e n i XĄ X Xn zawierającym wszystkie z b i o r y posta
c i (#) i na mocy (**) 

3CX * . . . * 3Xn c Sft 

W konsekwencji otrzymujemy implikację ( v ) , co kończy dowód 
własności (cp 4 ) . 

§ 175. ć>-ciała produktowe 

<5"-ciałem produktowym ® . . . ® Sn , gdzie S^, ...,Sn są <3-
-ciałami odpowiednio p r z e s t r z e n i X+% • • •» Xn , nazywamy najmniej
sze 6-ciało p r z e s t r z e n i X X ,..XX N zawierające wszystkie z b i o 
ry p o s t a c i 

(*> X± x ... x Xk_± x Ak x X k + ± x ...xXn 

gdzie 
k € { i , 2, . . . , ? 7 | A e <^ 

A n a l o g i c z n i e , jak wykazaliśmy i s t n i e n i e i jednoznaczność c i a 
ła produktowego, dowodzi się, że d l a danych 6"-ciał S^, . . . ,£n 

i s t n i e j e dokładnie jedno <5"-ciało produktowe S ± ® . . . ® <Sn . 
©-ciało produktowe jako d"-ciało p r z e s t r z e n i X • X* X ... x ̂ n 

ma wszys t k i e własności podane w § 24. Ma ponadto jesz c z e następu
jące własności. 
(Spl) 6"-ciało produktowe S±® ... ®<$n j e s t najmniejszym C - c i a -

łem p r z e s t r z e n i X* X ... X zawierającym wszystkie z b i o 
ry p o s t a c i 
(*-*) A1 K ...*An 

gdzie 

J)J Analogiczny do dowodu własności ( c p l ) . 
(& P2) ( s ± ę . . . ® c ? w ) ® ( cy T n + 1 ® ... ® = c s 1 ® ... ®<$ n 

DJ Analogiczny do dowodu własności (cp2). 
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