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§ 171, Zwigzek miedzy zbiorami mierzalnymi w sensie Lebes-
gue’' a a zbiorami borelowskimi w przestrzeni euklideso-
we j

Niech bedzie dana przestrzen z miarg (R, .£,w ), cgdzie £ jest
6-ciatem zbiordw mierzalnych w sensie Lebesgue’a w przestrzeni
euklidesowej R”, a « jest miara Lebesgue’a w tej przestrzeni (patrz
§ 118). '

Niech #8 oznacza 6-ciato zbiordéw borelowskich przestrzeni R".
Zwigzek miedzy zbiorami mierzalnymi w sensie Lebesgue’a, czyli
nalezagcymi do 6-ciata £, a zbiorami borelowskimi nalezacymi do 6-
~ciata # mozna ujaé dwoma nastepujacymi twierdzeniami.

Twierdzenie (A)

Acl & \V \/ A+8=1[)GesB
Gl' 62,..-€£ Bel k=1
Gy,Gg;... otwarte w (8)=0

D| Wykazemy najpierw, ze

(%)
Aeb=» /\ V. sceaw(@-4)<e
Ee®R QeB
&€>0 Q@ otwarty

0t6z na mocy wzoréw (28) i (22) w § 118 i § 116

PATEIL 4 V w(U B-4)<%
Ack  ccm Bl,haz,...e.@ k=1
U B, o4
gdzie # jest klasg wsz;;ikieh przedziatéw domknietych ograniczo-
nych w przestrzeni R", Ale

EER kelf GEB
€>0 ¢, Przedzial
: otwc.r!:g
Przy jmujac
a= e,

k=1

widzimy, Ze na mocy twierdzenia § 59 zbidr @ jest otwarty. Ponadto

G'UQ&DUB‘EDA
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Wreszcie
uJ(G-A)muJ(L_JICk—A) W &J&Ck-kLQJIBk)w“w UB 4)4
<o(J(6-80)5 < Sola-a)+ <
& - e
= g é-le + 5 =&

Zatem dla danego e G Jest szukanym zbiorem.
Na podstawie powyzZszego niech teraz Gi’ 62, ..« beda takimi
zbiorami otwartymi, Ze '

/\ a, 54 r0(@-4)< 4

ke X
Wtedy mt - :
G dof =
[la24 ~n 8= ()6 -Acs

gdyZ na mocy twierdzenia § 119 kazdy ze zbiordw Gi’ G : h
otwarty, a wiec borelowski nalezy do 6-ciata.f, wobec czego Gk

nalezy do 6-ciala .[ a w konsekwencji rdéwniez zbidér' B, Z powyzsze-
go wynika, ze

A+B=[)acs
k=1

a ponadto
k/g\ﬂt “’(3)”’(91"} ~A)< w(G-A)< % =w(8)=0

Z powyzszego wynika, Ze implikacja (%) Jjest prawdziwa. Niech te-
raz - odwrotnie - beda dane takie zbiory otwarte (z Ga,..., zbidr
Bel 1 zbiér A, ze W (B) =0 i

A+8 =16
A=1
Poniewaz £ jest 6 -cialem, a 6‘ y Gpy +.. jako zbiory otwarte nale-

28 do £, a z nimi rdéwniez ﬂ G,e L, wige z réwnodei

k‘
,_n.

G, -8

A= k

=

=~

=1

otrzymujemy, ze Ac £ , co konczy dowéd twierdzenia (A).
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Twierdzenie (B)

: \/ A= F .+ B
44 (‘:-{) = FLJFZ"" .g..% B E-C H k

F1 5 Fp+--- domknigte U}(B)‘“O

D| Na mocy twierdzenia (A)

Ace.ﬁ = \/ \/ A 7
Gy @55 e Bed k=1

Gy, Gé e Obwarte w(B)=-0

N\ F, = 6

k eMN

Przy jmi jmy

Na mocy twierdzenia § 55 zbiory Fi, Fa. ... tak okreslone sa do-
mkniete, Ponadto

A+ B =Q6k=> A =R"-A°=[:!Rn -(;40-1»8}] + B =
=(8"- [g)+8=1) (8"-qr+8=Ug%+5=UF +8
k — k et o

c
k

=1
A= F, +B =4 +B=(RR—AJ+8=[Rn-(piFk +8)] +

1

+B=8"-UF =N (8-F)=NF =N§,
k=1 k=1 - k=1 k=1
Ostatecznie mamy

- e
Acel e A‘el & \/ \/ A + B =
G,G,,..6B BeL
@16y ,... olwarte W(8)=0
= ﬁ G, & \/ A = Lj F,+8
o F,\F{,...s.ﬂ Be L k1 ¥
F]_‘, Fg ,...domknigte «w(8)=0

czyli ‘twierdzenie (B) zostalo udowodnione.

Jak wynika z twierdzen (A) i (B), kazdy zbiér mierzalny w sen-
sie Lebesgue’a w przestrzeni anklideaowe;ﬂf‘mozna uzupeinié zbio-
rem miary zero do zbioru borelowskiego typu G  (patrz § 61). Réw-
niez od kazdego zbioru mierzalnego w sensie Lebesgue' a w prze-
strzeni euklidesowejﬂl" mozna odjaé taki zbiér miary zero,aby
otrzymaé zbidér borelowski typu /5 .
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§ 172. Twierdzenie

Z| 1° Dpane sg dwie przestrzenie euklidesowe 7 1iR",
2° pana jest funkcja ¢ o dziedzinie /c R 3 przeciwdziedzinie

UcR™,
3° Gec7 A @ jest zbiorem otwartym niepustym przestrzeni R’
4° y==c(a).
5° Funkcja © jest jedno-jednoznaczna na zbiorze &,
6° Funkcja © jest ciagla na zbiorze G a funkcja = jest cig-
gta na zbiorze H.
79 L jest klasa wszystkich zbiordw mierzalnych w sensie Le-

besgue’a i zawartych w zbiorze (¢ w przestrzeni R”.

8° Ly jest klasg wszystkich zbiordéw mierzalnych w sensie Le-
besgue' a i zawartych w zbiorze # w przestrzeni %',

9° W,, jest miara Lebesgue’'a w przestrzeni Rm, a W, jest miarag

Lebesgue’a w przestrzeni % .

o = Jou( =
10% Ay elipayen Wit Vim0 e g0

B Ly = Tlbg) & &y = P-l{‘cn"
D| Niech 8, bedzie 6 -~ciatem zbiordéw borelowskich przestrzeni @,
a #, 6-ciatem zbioréw borelowskich przestrzeni #. Na mocy twier-
dzenia § 164 B; jest klasa wszystkich zbioréw borelowskich prze-
strzeni R™ zawartych w zbiorze G, a 5, jest klasa wszystkich zbio-
réw borelowskich przestrzeni R" zawartych w zbiorze /.

Funkcja ¢ zredukowana tylko do zbioru @ spelnia zaloZenia
twierdzenia § 170 i wobec tego

(%) By =T(8;) ABg = T 1B,)
Na mocy twierdzenia (B) z § 171

/\ \V/ A=A +A4, A A, eB; A W A Y =0
Acdg  AiAy e m (42)

Wobec tego na mocy wzoru (121)
2(A) =0 (Ag)u & (Ap) =T(Ay) + (T(Ay) =T (Ay))
Ale na mocy (%)

i (/41) € GBH

a na mocy zalozZenia 10°
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W, [T(Ag) = tlA]< W, [t(Ay)] = 0 = w,[e(d,) =c(4,)] =0

i wobec tego zbiér ¢(A4) jest mierzalny w sensie Lebesgue’a i za-
warty w zbiorze #/ w przestrzeni m”, skad ze wzgledu na dowolnosé
wyboru zbioru Ae L,

(3 %) 'CH 3 E‘(,GG)
Analogicznie wykazujemy, Ze
aﬂa 2 ?—l(oCH)

i wobec tego na mocy wtasnosei (120, (x%) i (134)

oy 3 r(,éa) =) E‘(L‘"i(uﬂﬂ)) =‘JCH
skad
Ly = v (Lg)

Analogicznie dowodzimy, ze
-1
L@ =T (“CH)

§ 173, Wiasnogci produktdéw kartezjarskich

Przyjmujemy uﬁowe, ze dla dowolnych zbioréw 4, B, C
(kari) Ax(BxC) = (AxB)xC = AxBxC
pomimo Ze zgodnie z definicja z § 9

AX(BxC) ={(a,y):aeA Ayeﬁxc} =
={(m(mc»:aeA.AbeBA CEC}
i analogicznie
(A XB)XC={(((I,()),C)'-GGAA()EB/\CGC}
natomiast
AKBXC={(a,b,c): aeAAbeBAceC}

Umowa (kari) pozwala traktowaé mnozenie kartezjanskie jako dzia-

Yanie Z%aczne.
W paragrafie niniejszym udowodnimy kilkanascie wXasnodci pro-

duktéw kartezjanskich, Zak}adamy, Zze wszystkie produkty kartezjan-

3 — Wyktady...
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skie wystepujace w ponizszych wzorach sg podzbiorami przestrzeni
Xy * ..x X, , czyli ze w zapisie A, X ...xA, be¢dzie juz zawarte
zatozenie, ze

4 et
ke{l k

(kar2) (- = )
Q (’41;“ x’qn] (;-1 ) T (JQ Anj

J
Z definicji produktu kartezjanskiego wynika, ze

D|
(ﬂ ,41]) x(p A,z}>

7=1 ™
{fal. ceer @) .aieJml ,41} A see AQ GJOlAﬂj}=

={(ai| ....in H faié' Aiif\ -.-Aﬂiﬁ Aim)/\too

cee A (ape A g A ”'A{IHEAnm)}=

={(G’1, oo||an]: ({71&' AiiA .-./\ane Anij A sae
- w AfdieAim/\..- A{!nE Anm)}=

={(C{1‘ ...,an}:aié‘AiiA..-/\an&' Ani} [] #o=

...1‘1{(01, ....C! ):Ct eAimAaooAaneAnm}=

01 Mij R X Anj’

( kar3) jrl (Aij' XK ralave oX Anjj =(ﬂ '413 X ...x( nj)

Analogiczny do dowodu wlasnosci (kar2).

‘P‘Hi ﬂ
( kar4) ( Aij 1) X see X j,,L-Jl An}n)=
U U ‘Aiji X see XARJE)

D| +Z definicji produktu kartezjandskiego

my ™
K siea X A =
(Fn,) x-oex( U am)
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m mn
-_-{(0'1, cesy @y )i A4€ L_j Aij A -.-AQ"GU Tijn } =
lei 1
={(a1. TETL R E (ay e ’411 Vil eeis vaieAimijA
My
/\GGUA Aees ANa, € -UAnj}=
2 gt 2J2 Jp=t n

s My
va, e A }/\anA o e T o UA }=
2 2 o 3 s 333 n i1 7,

U U{(ai, ceag @y )i ay € A” Ay € Azjz’\

Jy=1 Jz-l i
A U
A Al e TR U A }=
1 3 " et
m‘._ My
= ses = U * e U (CI sewy & }:{.1 (::A = N s ANQ EA’}’
" gy jn-l{ = o - 4 R
5 My,
= U s s U (Ai X e xfdn' J
Iyl Jn*1 ji i

Uwaga: Jak widaé¢ z powyzszego dowodu, 1liczby my, ««.,m,
mogg byé réwne oo,

g1 -J.rz'l
my
Z Z (14 X sea X A
Jl-l n]n

Dl Z definicji produktu kartezjanskiego
™m Ty,

(2441- )xx(z An.)=
.fl'l Jq Il In

]
={(u1’ ".'a?’l): alii;l\ Aljl A ene AL LJ§ A‘ju} =
= (L!i, sawy ”' ((!1(. /411 VA /\ (.1'1“ Ai- JV “ee
{ [ J1 €42y} Jq
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A /\ A, A
g (ai s 1m1"\ jie{l,-..,m{l} a1¢ 1Jfl.J]

1o
ACI',2 €J2=21 Azjz Nosaiw A an Ej; Anjn}=
see 7
JE{(ai’ ,C! J 131

A At ) s
A [(sz € A1 A ;‘2.3/{\2,...,m3 ap ¢ 25, ¥

v (ape A a s Yol oA

Mp

A Q €ZA'A.¢.A“€ZA-}=
3 J-i 3J3 n j?z'l L

jz; J%{(ai. ceey@y )i Qy€ A1J.1A a, e Aajzn
2

A §A3J'3A°“Aane %Anjn}=...=

my My

2 “ee {a gy seeg ):a € 44 .o
iy

bS8 Z(Aihx...mn..)

31:1 jn

Uwaga: Jak widaé z powyzszego dowodu, liczby Myy soeyy
»

moga byé réwne oo,

6) Ay X eee XA, =0 & V A= 0
ke{l,. onl

D| Implikacja

A = 0 #A X..-XA = 0
ke{t,,m} ¥ X !
Jast'ucﬁywista, gdyz brak elementéw @, nalezgcych do-
mbio:u Ak powoduje brak ciggéw {ai, seay &y ) nalezgcych
dOAi x.on XAn

Odwrotnie

\/, A, =0 == /\ \/ a, e,4 =

kiefhing % k€ {1ymyn} a ;
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? \/ (‘—11' ---,anje A1 X """4:: ==
(@1 @)

= Ay Xeee XA, #0

(kar7)  /\

B,=A, X eeo X A C By X «00Xx B
ke{z,...,n}AkC k 1 " 1 n

D) ke{}-.,rz} (=0 7 é}(“ke A, =o€ B ))

Zatem

A B =2
LR T

o /\ ((01! ---;an}E‘Aix... XAR=}
(@545 ay)

=§r31. ona'anlegixanoxgn)ﬁ
=)A1x--.xAnc Bixoc.xgn

(kar8) (Ay X .euxApC By X «0uX Bp) A(Ag X o0 XAy 4 0)=

—
B
ke{t,..,n} Akc k
B) A 0
| R R P =>ke{/>",n} !akeAk

Wobec tego

(Aix...x,qncglx...xgn}#

=

X v e g NN LS S A eea N, -
ke {1, n} {( 1 Hi 1 1 k-1

=2 QA X € AYNAX 1= QA eee A Xy = dn}c
C{(.xi, ey ‘xn]:‘xi =ay A ...A.xk_1=ak_1n.xk68k/\

A =] AT AR = — A c B
Kot SRt L n} ke{l/}.,n}k "

Uwagas Zalozenia, ze A, X ...X A, # O nie mozna sig po-
zbyé, gdyz, na przyklad dla 4, =0 jest A, X ...X A, =
=01

RA xRt A, € By X x By

pomimo ze zbiory A, +e+sA _, moga byé dowolne.
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(kar9)  AgX sigerX Api= 8y Xio0a, X By, # 0 =>ke{/1\...n} ey

Dl Wynika z wlasnosci (kar8) oraz z faktu, ze

fAlx.-.XAn =leocox Bn}{:
(éfAixlcoxAnC BIX...XBn}Afb"iX.-.BnC

CA'X -cchnJ

1
(kar10) /\ A, & B =
ke{I,...,n} k k
n
=3 Ai S /“n =£-1 {gix e 0 8&-1’(’4& X 3&4—1)( ey, |
xgn]

D| Na mocy wlasnosci (kar2)

n

}Dl (81x‘..ka—ix,dkxgk'l-ix...XB-qJ=
= (A1|'1 By) X cau X (A, n B,) =/41 X vaoXAp

(karii) &

1x...x5n-A1x...xl4n=

mn
= kL;Jl (Bix ...XB,C_i X(Bk-Akngk’Xqu.j_ Xy

X 8?? )
D| Na mocy wtasnosei (kari0) i (kar2)

51x pere o By -A1 X a0 e X1y =81 X ava X B -

(AyN By X wes X Apn By) = By X sou X By =

n

n
= U (Bix"'xg?‘!—gj,x'" xﬁk_ifokﬂ.BkJ"

k=1
n
x8k+1x"'x8n,=£—)1 (Bix “'xg/c-ix

xer_Akan)x8k+1x ..oXBnJ
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(kar12) 6’1 X vee X8y = A

33_1 J"-l 11 22 3J3 r{_}'—n
2
+ (Y Pl (05 X ) e
J’n‘l ( 11 21 C?I—2'1 X(n_1‘2 X (n}n ) +
1 1
tlCag % Cpg X wan X6y 4% iCra)
gdzie
c - f -
ke{i,...,n} {o i n Ak 4 Ck2 T Bk 'Ak

D Poniewaz

b, C'ch

keflds,npk™ "k T Cha

wige na mocy wiasnos$ci (kar5)

o G
ol
= .. C P C‘ .
T o Tl i
5
= Cantxie AN
fo g ey, Mo
R
* -an c X C - X - e x C y =
PRl LR T T
Foimi
= “ee (c X C . X PR X c
Ja71 Jn=1 12 2] o "fn, 3
2
+ LR ) C x C X C . X ...K C .
51 It (Cqq 22 3j 4 4 R
2
so e X X “a e 3 =
+ ,;;; % fC‘u 021 03.]3 X X c’f]n)
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- 2
e Z ees &y (€45 X C2j2 B G A

2 2
- Z... E({‘iix Cog X Cqp X esaXCpr ) + o0 +
Jg=1 In1 /3 In

2

Y > X XEES
Jgf;(cn" Caq X sime XCpia 9 > Cooq o™ g ) #

4+

hl al x
+L11XC21X.-. C??."'l'i

x( 8,nA)

X G ® B0 ADH s

skad wynika zadana wlasnosé.

§ 174, Ciala produktowe

Ciatem produktowym X, * ...* X, gdzie iy eeey X, 8g ciala-
mi zbioréw odpowiednio przestrzeni A, «esy A, , nazywamy najmniej-

sze cialo zbiordéw przestrzeni ).’1 X' nee X A’n zawierajgace wszystkie
zbiory postaci

{*} Xix un-xXk_ixAkxXk"_ix ‘.ox/\’n

gdzie
ke {1, ceo,m}nA e %

Wykazemy, ze dla danych ciak zbioréw Ky +ee, K, istnieje do-
ktadnie jedno cialo produktowe Zk’i He oiaie XKy

Niech £ oznacza klase wszystkich takich cial 2zbiordéw prze-
strzeni Xi X 4..%X X, , ktére zawierajg wszystkie zbiory postaci
(#). Klasa $2 nie jest pusta, gdyZ nalezy do niej cialo wszystkich
podzbioréw przestrzeni X& X Sigla Xn. Analogicznie do dowodu twier-
dzenia § 27 dowodzi sie, Ze
(%) x"= m X

Ke

jest tez cialem zbiordéw przestrzeni X1 X +as* X,. Poniewaz za-
wiera na mocy definicji (xx%) wszystkie =zbiory postaci (%), wiec
nalezy do klasy $2, a wzdr (»x) gwarantuje, Ze Jjest jedynym naj-
mniejszym cialem zbiordw z klasy 2, czyli jedynym ciaem produk-
towym ¥ :
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%
X =Ek1 * ...953€n

Ciato produktowe jako cialo zbiordéw przestrzeni A = X1 X see

X X,, ma wszystkie wiasnosci podane w § 23, Udowodnimy dalsze je-

szcze wiasnosgci cial produktowych,

(ep1)

(ep2)

CiaXo produktowe X; ¥ ...*¥ X, jest najmniejszym ciatem
zbiordéw przestrzeni X, X ... X Xy zawierajacym wszystkie

zbiory postaci

(% %) Aix vee XAn

gdzie
k E{{,\...,n}Ak e

D| Jesli jakie$ ciato zbioréw przestrzeni Ky X vae® Xy
zawiera wszystkie zbiory postaci (x), to zawiera rdéwniez
ich iloczyny, a wiec na mocy .wtasnosci (kari0), w ktérej
kiadziemy 8y = A&, evey By = X,, zawiera takze wszystkie
zbiory postaci (¥%x). Odwrotnie, jeéli jakie$ ciaXo zbio-
réw przestrzeni X1 X ,..%X A, zawiera wszystkie zbiory po-
staci (*%x), to w szczegblnosci zawiera wszystkie zbiory
postaci (). Wynika stad, ze klasa 52, okreslona wyzej,
jest réwniez klasa wszystkich cial zbioréw przestrzeni
Xi X ..e% X, zawierajgcych wszystkie zbiory postaci (x»x).
Wobec tego ze wzoru (*%) wynika zadana wiasnosé.

(ox'i*...*ﬁ.:’)*(ef’m+1*-..*wrf)=n1’1* ooo*x?z

Dl 2 definicji (Ky * ... XKp,) * (Kppyq * eoo* Xy )  Jest
najmnie jszym ciatem zbiordéw przestrzeni (x& X eeeX Npp )X
X (Xpeq X ...XA;), czyli - na mocy umowy (kari) - prze-
strzeni‘rix «e. X Xy, zawierajacym wszystkie zbiory po-
staci

(o). A XX % s Xk WA A R e i o % X8,

gdzie

Ae%}*.“*%@ A Be &k coe ¥ K

*
m'r'i
Wobec tego, %e cialo produktowe uZ&** v ¥ X,, zawiera
wszystkie zbiory postaci -
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(00) Xip 28T o 200 0

X X
1 k—i TR /Ym

XA, % X
K k+1

gdzie
ke {1, ...,m} A ALG :kk

a cialo produktowedk ., ¥ ...¥X wszystkie zbiory posta-
ci

X X..’XX

m+1

kg SR N X

gdzie
k €{m+1, ,,.,n}AAkeIk

wobec tego migedzy zbiorami postaci (o) znajdujg sig¢ wszyst-
kie zbiory postaci (). (K, * ...* Xy) * (X ¥ ... ¥X,)
jest zatem cialem zbiordw przestrzeni A’i X vesXX;, zawie-

rajgcym wszystkie zbiory postaci (¥) 1 na mocy (¥*) jest

(000} (&1* --."‘wm)* (&’m_‘_i* ..'*alnlj'wi* cna*xn

Rozpatrzmy teraz klase § tych wszystkich zbioréw /4
przestrzeni X, X ...*X, , dla ktérych
A x (X

m+ix see XAy )€ K * o ¥,

|

Klasa @ nie jest pusta, gdyz zawiera zbidr J’i" cee XK.
Speilnia zatem warunek (x1) dla cial zbiordw,
Jedli Ae Q, to

Acxf/l’m+1x .-.XXR)=(/YIX ...-XX "A}x (X

x
m m+1

--.x/t,nj=ly1x _..XX = Ax(Xm-Fix ...XX,.‘._}E

n

?1* e g(ﬂ

skad A€ Q. Klasa ( spelnia zatem warunek (x2) dla cial
zbiordw,
Jeéli A,B€( , to na mocy wiasnodci (kar4)

(AuB ) X (K pq X eeeX X ) = AX(X X c0eXNy)u

i
quU’nH_i X coaX Ny )€ Ky % vue ¥X
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skad AuBe (. Zatem klasa § spelnia takze warunek (x3) dla
cial zbiordéw i jest cialem zbioréw przestrzeni A’ X...*A’
Sprawdzamy bezposrednio, e klasa (zawiera wszystkie zbio-
ry postaci (oo), wobec czego

iji* oo-*xm

W konsekwencji wszystkie zbiory postaci
X X
AN e T v An)

gdzie

I..W

A e;ta * o

nalezg do ciala produktowego 5?1*' +es X, . Analogicznie
wykazujemy, ze cialo produktowe Ky K ee ¥y zawiera wszy-
stkie zbiory postaci (o), co wobec definicji ciata produk-
towego (92’1 ¥ eee % Kp) % (Wmﬂ* cee ¥ X, ) daje

Ky ¥ oo % Xp,) % (Kppg * ooo *Kn)C Xy * coax Xy

Po uwzglednieniu (o0o00) otrzymujemy stad zadana wiasnosé.

Aek, x ... -‘JF(:,A-JEJ (Ayj % v X Ay )

gdzie

(1) A\ 7N € X,

kefty,n}  je{is ,m}
Dl Cialo produktowetki* ... %¥%; na mocy wiasnosci (cpil)
zawiera wszystkie zbiory postaci (xx%), a poniewaz jest
ciatem zbiordw, wiec zawiera rdéwniez wszystkie zbiory po-
staci

m
(11) A= U Ay %o x Ay
-

gdzie jest spelniony warunek (i). Wobec tego wystarczy wy-
kazaé, ze

m
(111) Aedy * oo %xX,= A = Uwijx'“"'dvy’

Rozpatrzmy klase ¥ wszystkich zbioréw postaci (ii).
Wykazemy, 2e H jest ciatem zbioréw przestrzeni X x ., X, ,



236

Klasa 3 nie jest pusta, gdy nalezy do niej zbidr V', X
X ...x X, . Wobec tego speinia warunek («1) dla ciat zbio-
row.,
Jesli AeH, to "
AC= Xy % canX Xy = A= (X% cee XX,) -.JL;Jl (A
m

cox Ay = (Vg o - x

nj TN it x ‘4?3}' ) (ar 1)

—_— /Y xovcx/v. X(X._A ‘JXX‘ X ens
N U w, kj =1 ky = "kj kj+1

n n m
T O =le-=)1 ...kE-JI ﬂ Blesbe, oo xXkJéi X(A;(JI-Aij]x
XXkJ o Sooes XA, )
Na mocy wlasnosci (kar2) zbiory
m
JO] (Hy % XXy g X O A DX X g X oen XKy )

daja sie przedstawié w postaci (ii) i wobec tego.4c tez
daje sie przedstawié w postaci (ii), co dowodzi, Ze klasa
H speinia réwniez warunek (x2) dla cial zbiordw,

Jesli A,B8e#* , czyli maja postaé (ii), to AubB ma
réwniez takg postaé, co dowodzi, ze klasa H speinia takze
warunek (#3) dla ciat zbiordw i jest cialem zbiordéw prze-
strzeni X, X ... X X, . Ale klasa K zawiera wszystkie zbio-
ry postaci (%), wobec czego na mocy (%)

xi* TR *wncm

skad wynika implikacja (iii). Tym samym wiasnos$é (cp3) zo-
stata udowodniona.

m
A ' =3 A . K ao-x H
(cp4) €X, * * K, & A 3§ ( 1] A"J’

‘gdzie

6" A e X
G ke{/l\,...,n} je{l,...,m} kj ¢ Tk

D| Na mocy wiasnosci (cp3) mamy



m
. et - = % e A
A g S Xy B H G R

TACH * ook Ky .

Wystarczy zatem wykazaé, ze

m

(V) de &, * ...*af,z=>,4=]._?; (Ay

Analogicznie, jak w dowodzie wlasnosci (cp3), rozpatrz-
my klaseJ wszystkich zbiordw postaci

X ..ox/qn-}}

m

(vi) 2 (Agj X weu X Ayj)
=1
ze spelnieniem warunku (iv). Wykazemy, ze klasa ¥ jest cia-
Tem zbiordéw przestrzeni A, x ... X Ay.
Klasa # nie jest pusta, gdyz nalezy do niej zbidr Xix
X +u. X X, . Wobec tego klasa # spelnia warunek (x1) dla
cial zbiordw,

Jedli ;
m
= > X..- XA 1 EJ{
A _E (4, 7 )
to
¢ m
A m X, X oo XXy =A =X X 0 X Xy -J%‘ (Aljx...x

X’q?'fj]=(tol ((Xix...xXR -Aiix ...X Ani" _A12X
x--.xAnz)-' lov)-Aimx-t.xAnm

Wykazemy przez indukcje, ze zbiér A4 jest postaci (vi). Na
mocy wtasnosci (kari2) zbiér

Ky X eee XXy =Agqg X eoe X Apy
mozna przedstawié w postaci (vi). Niech dla wustalonego
j ety ...,m-1}
( (”1"""‘"@2 A X oo xAy) ~Aga® wes X

: 5 :
¥ (7) (/)
"“4732’""-)"41J Miaoieian X A,.‘,j -qu_; (Biqjx"'xanqj"
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gdzie
Bt}')
ke{l,..,n} qje{i,...,pJ} k?j
Z uwagi na rozigcznosé zhiordei1 X stae x;4n1, ey A
X e Amn Jest

ea’k

im

Pj .
(7) (j)
Ay Fog X e AL G g_Z_i G .meJ?J )
Wobec tego
P
: -w e ’ " (C('}) X ...XC(J)
Agget Fresd X da 14 qé 19 mij]

gdzie

(7) (/)
Ciq‘} X -.oxcné;. =(l41'j+1x ...XA n'j+1]ﬂ

(1) ) (j
ntBqu‘}' X 'R xBnéJ_ ] {kar'2) (Al'j+1n Bijqj } x ‘..x

X(Ap,j+10 Bf;fl,; )C Bg\{zj M taaa X 5’(?%;

i stad
el) e x,

ke{l,...,n} 3}6{1““P1} hﬁ
Z powyzszego wynika, ze

(oa.((/rix --.xXn -Aiix LR XAnij—Aizx...x

JDJ'
(7) (7) (7) (7)
R e X B ell) x .. xc
97 &t el " Py 9 X Crig )

i na mocy wiasnosci (kari2) zbidr

(oao(f*ix ...XXR ~A11X...X/4n1]-—/412x e
X Apo) = ...) _‘Ai,j+1 X0 mﬂhi*i

tez daje si¢ wéwezas przedstawié w postaci

Pi*l (7+1) (j +1)
(B 5 wae xBTS
Gl 191 g +1}
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gdzie
kép-l)e&,
ke{ - ,n} qj+1e{1, 2P 1} j+1
Na tym konczy sie¢ krok indukecyjny. Wykazalidmy w ten spo-
séb, ze jesli AeH , to AS¢H , czyli ze klasaH spetnia

takze warunek (x2) dla cial zbiordw.
Niech teraz

;4 = . X LR -+ a
= . ...XB 69{

gdzie

/\ /\ A, .ek, A /\ B, €X )
K€t} \ feftpam} L gell g
Wykazemy, ze A u BeH , czyli ze AuB daje sie¢ przedsta-
wié w postaci (vi). Otdz -
AuB =AnB + (A=-B) + (B=-4)

i wystarczy wykazaé, ze kazdy ze zbiordw AnB, A -8B, B-A
daje sie przedstawié w postaci (vi). Ze wzgledu na wias-
nosé (»2), juz udowodniong, Ooraz wzory

A-B=AnB° A B=-A=8BnAC

wystarczy wykazaé, 2e An B daje sie przedstawié w postaci
(vi). Ale

m o) -
AnB = {Zii (Ay X...XAan[n [q._zlwiqx ...xgﬂq:l=
e i[m X coeX Ayi)n (Biqx”.xgq]

J=1 g=1
m P
JZL qZ] (Agj0 Byg) X wee X(ApinBpg)

Poniewaz

ke{l{.\,n} JE{I,(}M} qe{l,./..}p} Akj e g"‘?ea’k

wiec AnBed i w konsekwencji 4uBeS. Zatem klasa spek-
nia takze warunek (#3) i jest cilalem zbiordéw przestrzeni.
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Xy % ees XX, . Ze wzgledu na to, ze zbiory postaci (%) sa
takze postaci (vi), wiec klasa Sf jest ciatem zbiordéw prze-
strzeni Xi X Tore eots Xn zawierajacym wszystk®e zbiory posta-
ci (¥) i na mocy (xx)

K ¥ ee. ¥K, CH

W konsekwencji otrzymujemy implikacje (v), co koriczy dowdd
wiasnodci (cp 4).

§ 175, 6 -ciala produktowe

6-ciatem produktowym &, ® ... ®S,, gdzie 091, seeySy 8a G-
-ciatami odpowiednio przestrzeni Xi, «eey Xy , Dazywamy najmniej-
sze 6-cialo przestrzeni k& X ... % X, zawierajace wszystkie zbio-

ry postaci

(%) &y X...xxk‘1XAkxXk+1x cee XX,

gdzie
ke {1’ 2; ..-|?1}/\ Ak€£k

Analogicznie, jak wykazalismy istnienie i jednoznacznogé cia-
ta produktowego, dowodzi sie, ze dla danych 6-ciatl 61. oo0 Sy
istnieje dokladnie jedno 6-cialo produktowe 51 ® ...® Sy,

6 -ciato produktowe jako 6-cialo przestrzeni [ = Xy % vee XXy
ma wszystkie wlaanéei podane w § 24. Ma ponadto jeszcze nastepu-
Jjace wiasnosci.

(6p1) 6-cialo produktowe 51® cos @S, jest najmniejszym 6-cia-
tem przestrzeni A, X ... X Xy zawierajacym wszystkie zbio-
ry postaci

(%) /1'1 X'ooaiXAy

gdzie

A

T
D| Analogiczny do dowodu wlasnosci (cpi1).

(5p2} {§1® "‘®°9H?J®(é‘m+1 '®o..®"‘sn] '-'-81@ .'.Qé\n

cdk

D| Analogiczny do dowodu wltasnosci (cp2).
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