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W szczególności fu n k c j a produktowa [2^ * ...* 2 ̂  * &m+± * ••• 
%Xn) j e s t nieujemną addytywną funkcją z b i o r u określoną na c i e l e 
produktowym <^ # ... #3^ H i taką, że 

A . . . AAneSKn 

...x A n ) = [_(a± # . . . * A m ) * * . . . *dnT| [ c ^ x ,.*M^x 

* . . . * ^ n K ^ + 1 x ...x A N \ = 21(A1) . ... - ^ c v --W^W* 

• . . . -^N{AN) = A 1 ( A 1 ) « . . . - 0 . N { A N ) 

A l e na mocy twie r d z e n i a (A) i s t n i e j e t y l k o jedna f u n k c j a o t a k i c h 
własnościach, skąd wynika teza t w i e r d z e n i a " ( B ) . 

§ 178. Miary produktowe 

Miarą produktowa ^ miar ̂ , ...,<«„ i określonych odpowiednio 
na 6-ciałach S., ...,<Sn w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio X±, . . . , Xn, 
będziemy nazywać p r z e l i c z a l n i e addytywny produkt miar <u±, . . . . ^ 
t a k i , że 

/l 1 e <S7 A ... A / l n e * ^ 
Twierdzenie (A) 
Dla danych miar ...,^ n określonych odpowiednio na <5"-cia-

łach S^t . . . , S n w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio X^t ...,Xn i s t n i e ­
j e dokładnie jedna miara produktowa^ określona na ff-ciele pro­
duktowym ® ... ®Sn w p r z e s t r z e n i X^x ... * Xn i spełniająca 
warunek (#). 
DJ Dowód podzielimy na 7 części L i , L7, z których o s t a t n i a 
stanowi właściwy dowód twierdzenia przez indukcję, p r z e d o s t a t n i a 
- dowód w przypadku n = 2, a pozostałe mają charakter oddzielnych 
lematów. 
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L i | _ZJ 1° Si j e s t nieujemną addytywną funkcją z b i o r u określoną na 
c i e l e zbiorów w p r z e s t r z e n i X 

2° 

3° 

A ( 0 Bi = 0 =» l i m a (£•) = 0 ) 

A ( V /ł c U C)• =* 

V 
D. c O, c ... 

A = M ^ A 1 im f Z) ) = oo ̂  

TJ a j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywną na c i e l e zbiorów ZK. 
JDJ Mamy wykazać, że 

, Oo OO \ 

A u - s / i 7 - •=* 
Gdy 

V = ~ 
/cc5R 

wtedy na mocy własności (a5) addytywnych f u n k c j i z b i o r u ( p a t r z 
§ 95) j e s t 

OO 

.1(4) >MA.)=^JL{A) » ~ « ^ a ( / ? - ) 

Wobec tego pozostaje przeprowadzić dowód w przypadku, gdy 

Jeśli J ( / l ) < o o , to biorąc pod uwagę, że 

/U = M - £4; • A - M f'4 A... *As )> 

j - 1 1 J 

mamy na mocy założenia 2° i własności (a6) addytywnych f u n k c j i 
z b i o r u 
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l i m l\A - {A. + ... + A*j] = X{A) - limSL^A^ + ... + A-) = 

= d(A) - l i m \\l(A±) + . . . H - J K A ) ] = a M ) - Z a M - ) = 0 

1 teza j e s t udowodniona. 
Pozostaje do r o z p a t r z e n i a przypadek, gdy JIM) =°°. Wobec ( i ) 

( i i ) £ 4 =4 V /| = I J ^ j A U m ^ ( a ) - -
J-1 J W J D.c D2 c... j-1 J 

(P0,a(^),...<oo 

Niech 
def n A A r.i£ Z) S M 

Wtedy £ 1 ? £"2, ... e 3f i 

A 4 - £ . + + £; 

A - % Ej 

Ponadto na mocy przypadku już udowodnionego i założenia ( i ) 

AJM,) - a [Aj n £ (Ą o £k)) gil Ąj n £ 4 , 

i a n a l o g i c z n i e 

A - I^M, n £, ) 

ponieważ J l f ^ ) <^(Ą,) <°°. 
Wobec powyższego mamy na mocy założenia 3 ' 

j^MAj) = £ 2>(A- n £ ) = Z ; ( £ ^ / n £ ) ) = i(£ 

= l i m r^(£J + ... +J. (£z.)l = l i m ̂ (£. + ... + £, ) = 

= l i m a (Z?, ) == °° =d[A) 

W ten sposób został zakończony dowód części L I . 
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L2J _ZJ 1° 3.^, są nieujemnymi addytywnymi funkcjami z b i o r u okre­
ślonymi odpowiednio na ciałach zbiorów cfc^, 3^^ w prze­
s t r z e n i a c h odpowiednio X* , X . 

2 isl — ^ - * g • 
3° Xr1 6 JITj A 0 <J,±(/t(1l<«>. 
4° A2 e«r 2 A o <22(jc2)<<*>. 
5° i t e ^ * c ^ 2 A ATc * A 2 A J (A ) > £ > 0. 

6° ^ { a 4: J ? ( ^ ) > 2 4 l V i ) } ^ d z l e ^ o z n a c z a 

przekrój z b i o r u A przez punkt e ̂  ( p a t r z § 176). 

Dj Na mocy własności (przek7) z § 176 

1 2 a , e ^ P i ] 2 

i wobec tego d l a każdego o, e X i s t n i e j e l i c z b a 2 (Kv•„-) . 

Na mocy własności (cp4) z § 174 
m 

J-1 J 

gdzie 
A , A , 6 ^ 1 A e ^2 

a na mocy rozumowania analogicznego do przeprowadzonego w dowo­
dzie t w i e r d z e n i a (A) w § 177, wzory ( v i i ) i ( x i v ) , możemy przy­
jąć, że 

Zbiory /421» • ••» A 2 M możemy podzielić na dwie k l a s y . Do pierwszej 
zaliczymy te zbiory A^- ( j e { i , . . . , r n j ) , d l a których 

• 2 ^ 2 j ; ^ 2 ̂ 1(AT1) 

do d r u g i e j - pozostałe. Ponieważ numeracja zbiorów j e s t tu dowol­
na, przyjmijmy, że 

5 - Wykłady... 
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j e { ! , . . . , ? } 2 2 J 2 3 1 ( / C 1 J 

Wobec tego 

Mamy wobec tego 

j e { i A > p ł ^ ' ' 2 a W 

ai(A/1) = JL±(M±) + 2JL2(k-2) " 2 3.2{K2) = 

2x-2h2r{2 ^S / i CV a2 ( / r2 J + 2 2 ^ v *if*i> -O5* 
i / w <£ 

• S ^ i / 1 - 0 > 2 ^ ^ ( A . f + i a i M v ) + 

J J H 

••VV - 0 = 2 0 7 ^ f 2 - £ ) > 2rfr^ 
Część L2 została tym samym udowodniona. 
L3J ZJ i° J l j , ^ 2 są nieujemnymi p r z e l i c z a l n i e addytywnymi funk­

cjami z b i o r u określonymi odpowiednio na ciałach zbiorów 
Sk^ i 3c"2 w p r z e s t r z e n i a c h i X2. 

2° JL&Ą *X2. 

TJ f\ C O t i j - O -m¥ km ^ ( 5 - ) - o ) 

5, 3 fi2 3 ... J ^ / 
J ( g , ) < oo 

DJ Ponieważ ^ 3 ^ 2
 3 *"*' w i ę c n a m o c y własności (a5) addytyw­

nych f u n k c j i z b i o r u j e s t A{B^) > \{B2)^z ... Gdyby zatem nie było 
prawdą, że l i m 3.(8. ) = O, to istniałaby taka l i c z b a r z e c z y w i s t a 

J — oo J 
dodatnia e, że 
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Gdyby zatem teza n i e była prawdziwa, to byłoby 

( i i i ) oo 

v n - o A A o<«<*(£.•)<«> 
ponieważ na mocy własności (a5) z założenia JifiS^J-Coo wynika, że 

... < a ( / s 2 x a(fi 1)<°° 

Na mocy własności (cp4) z § 174 
m 

81 = X ^> 

gdzie 

4e{i,...,»«} 1 z* 2 

i - a n a l o g i c z n i e jak w dowodzie części L2 d l a z b i o r u /C- można 
Przyjąó, że 

m 

2 K i = *± 

Niech 

W 2&{k: ke { l m} A \ ( ^ l k ) > 0 A J - 2 ^ 2 k ) > 0} 

Ponieważ 

A ' 1łA2k) m'*<Alk* A2k)<X[Bi)«x> 
ke{1,...,m} 

więc 

ke 

Zatem 

Ponieważ 

o < a 1 ( ^ ) < 0 0 A o < a 2 ( / r 2 x 
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( i v ) A 1 { A ^ V m X i { A " ] ' - v v = 0 

więc 

£ e / f 

Przy założeniu ( i i i ) otrzymalibyśmy d l a = /fcl X ^ 

Wprowadzimy teraz z b i o r y 

(v) A BLc\k 
^eg^ k k 

Ponieważ 

i stąd na mocy ( i v ) 

x{Bx -tn =o 

więc 

A (x{Bk 0. [B± - K) =>2(Bk -K) = o 

£e3}A 
W konsekwencji 

A A {Bk) =JL(Bkn/f) +Jl(Bk - K) =2{Bk^K) 
keHt 

c z y l i 

A X {Hk) =2{Bk) >e >o 

Wprowadźmy z b i o r y 

Na mocy udowodnionej już części L2 mamy 

( v i i ) A •* 1c* 1fc» ż A ( * M 
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Z d e f i n i c j i (v) wynika, że 

ponieważ B±=> R^^ ... . Wobec tego z d e f i n i c j i ( v i ) wynika, że 

a stąd 

i na mocy ( v i i ) 

( v i i i ) > I f̂lj) > 0 

Natomiast z d e f i n i c j i ( v i ) wynika, że A/^ cz ^ ± stąd 

^ 1(W 1 1) < Po 
Gdyby zatem 

00 

wtedy na mocy własności (p8) z § 102 mielibyśmy sprzeczność 
z ( v i i i ) . Zatem 

V * t « O A/ 

i tym samym 

Wobec tego 

V A * i « ^ 

i a n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 
\ / A ^ 2 6 [Hk) r,-, 

Wynika stąd 

V A - * 2 , e / / * 
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c z y l i 

c z y l i 
oo 1 

n * ° 

wbrew ( i i i ) . Zatem założenie ( i i i ) prowadzi do sprzeczności, co 
kończy dowód części L3. 
L41 JZJ 1° wł̂ , wig są nieujemnymi p r z e l i c z a l n i e addytywnymi funk­

cjami z b i o r u określonymi odpowiednio na 6-ciałach <S^ i 
w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio Y^ i Y^. 

2° l & i *JL9. 
i 2 

3° s*&£si * <s2. 

U A ( V U 9 - » 
a (<4)-oo \ ^(^f,a(C 2),...<oo J 

—> V ^ = U A • U t y ) - 0 0 ) 
ĄcZ),c... /Ti J j-*00 J J 
D1,D2,...eX J 

Ądj,a(Dz),...<<x> 

DJ Jeśli i s t n i e j e ciąg C±, C2, ... e SST t a k i , że 

oo 
MC±)%JHC~)t ... < °° A Ac U Cj 

1 " J- 1 

to na mocy własności (cp3) z § 174 i s t n i e j e ciąg 

A±x B±, A2* B2, ... e ^ , gdzie A±, A 2 , ... 6 oS £ A £ ± f 

. . . t A 2« 

t a k i , że 

( i x ) SltAi* B ±), 2(A2 * B2), . . . < ° ° A / J C 0 * J 

Niech 



U m { j : j e K A ^ A j ) = 0} 

y {J' '• J e * A J> ±(Ą) >0 A J.2(Bj ) m o j 

W \j t j e & A A ±(Aj ) > 0 A 22(Bj ) >o\ 

Go^Ł U Aj e *4. ̂ iffloK S = o 

fee» * je/ł J ieN J 

Mamy wtedy 

G 0 ^ * 2, / 4 x /vo, s i x 5 2 x H 2 , . . . ear 

Cx) A c (ffQ x r 2 u ̂  x HQ u U (fi^ x ^ ,) 

(xi) fi1 c « 2 c ... A //4 c /y2 c ... 

A(GQ x J 2 ) = J,±(GQ) • ul 2 ( > 2 J = 0 

MX± * V =X1[*1) - ^ 2(/V 0) = 0 

A - 4 u / J * ( U / A ) ( k - 4 ) 

ponieważ na mocy ( i x ) 
/ \ a A(>4 7)<oo A22(BJ ) < 

i wobec tego 

A MA; x B,) =2±(At) '22{Bj)< 

Wprowadźmy z b i o r y 
de-F 

( x i i ) /\ D ^ A n [GQxX2 v XxxH0uQjX ^ ) e Sfr 
jett 
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Na mocy (x) j e s t 

*.- U Dj 
J - 1 • 

Z d e f i n i c j i ( x i i ) i własności ( x i ) wynika, że 
D ± c D 2 c . . . 

Ponadto 

Należy jeszcze pokazać, że l i m 2(DI) = 0 0. Niech 
• 00 t7 J 

4*M 4 _ (5 0^/ 2 u V ^ 0 ) 

( x i i i ) /I = /J* + /4 n (G'0X 2̂ u ^x//0) 
M̂) = MA*) +2(An (6Q*X2 u /łi*//0>i 

Ale 

n (Go*/., u ̂ //o}) < ^ z ( V * 2 u Jf f ioX/ł2) + 

skąd 

( x i v ) ( V ^ 2 u W ) = 0 

a stąd 

i(/4) =JUA*) = 0 0 

Na mocy (x) j e s t ponadto 
00 

(xv) Ą*. e M ( f i , * M ) 
*»1 * " . • ' 

a na mocy własności (cp3) z § 174 

? - 1 

gdzie 



265 

™l» • • • > nj e ^ i •••» &p € 

Ponieważ X{A*) =°°, więc 
V 2(Pt x Rt ) = 2t(Pt ) - 22(Rt) = - o 

Ć 6 { l , . . . , p } 

Wobec tego 
(J.±(Pt) = ^ A ^ 2 ( / ? ^ ) > 0) V Ux{Pt) > 0 A 4 2 ( ^ ) = o o ) 

Ze względu na symetrię rozpatrujemy t y l k o pierwszy przypadek. Ma­
my na mocy (xv) 

( x v i ) p t c \ j ak A ff.c U »Ł 

Wprowadźmy zbi o r y 
A d»P def ,, 

Z uwagi na ( x i ) mamy 
M± c /V2 c . . . A A/± c /V2 c ... 

a na mocy ( x v i ) j e s t 

u " i : % f \ C i % A P i = $ e ^ 2 

Zatem na mocy własności (p7) z § 102 
( x v i i ) l i m 2JM.) ma* A l i m JZ.M ) > 0 

k —*• oo 1 £ — 

Ale 

A ^ 3 ̂  * n ( V ^ 2 u ' i x / / o u G J * H ] ) = ̂  * n '(GJ x w j ) D 

V' J >/ J (kar2) t J t J j J 

wobec czego 

j e * J C«s) J J 1 J 2 -/ 
i na mocy ( x v i i ) 

l i m (ZŁ)' • oo 
j -+Oo J 
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W ten sposób część L4 została udowodniona. 
L5J ZJ 1° p^, {tg są miarami określonymi odpowiednio na (5-ciałach 

^1 1 2 W P r z e s t r z e n i a c n odpowiednio X± i 

3° s. * s 9 . 

T | ^ j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywną na c i e l e zbiorów SfC. 
U| Na mocy L3 i L4 fun k c j a z b i o r u 2 spełnia założenia lematu L i 
i wobec tego j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywną na c i e l e zbiorów 3i. 
L6| Dla danych miar (i^, p2 określonych odpowiednio na ćT-ciałach 
3^ i w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio ^ i i s t n i e j e dokładnie 
jedna miara produktowa <u określona na 5-ciele produktowym £ = S ^® 
®c? 2 w p r z e s t r z e n i JC x X2 i spełniająca warunek 

( x v i i i ) A <" [A * 4 ) = ̂ C ^ ) • <"2M > 

DJ Funkcja ^ — fi^ * <̂ 2 j e s t n a m o c y twierdzenia (A) z § 176 
jedyną nieujemną addytywną funkcją z b i o r u określoną na c i e l e pro­
duktowym ^ * t? 2 w p r z e s t r z e n i X^ x X2 i spełniającą warunek 
( x v i i i ) . Na mocy L5 JL j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywną na c i e l e z b i o ­
rów S # <$2. Wobec tego na mocy tw i e r d z e n i a § 112 i s t n i e j e dokład­
nie jedna miara ̂  określona na najmniejszym ćT-ciele zawierającym 
ciało zbiorów # <$2 i taka, że 

A u[A) = 2(A) 
A &S^*<SZ 

Ponieważ ff-ciało zbiorów j e s t ciałem zbiorów, więc 
S1 # <S2 cS^®<$2 

Wobec tego najmniejszym <5"-ciałem zawierającym * <$2 j e s t £ ̂ ® 
®S . W ten sposób dowód części L6 został zakończony. 

L7| Twierdzenie (A) 
D) Na mocy L6 twierdzenie j e s t prawdziwe d l a n = 2. Załóżmy, że 
j e s t prawdziwe d l a n = k . Niech będzie jedyną miarą produktowa 
określoną na ćT-ciele produktowym ® ... ®£/c w p r z e s t r z e n i X^x 
x ...x XĄ 1 spełniającą warunek 
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( x i x ) A A A ± x . . . * A k ) =(«1(/I1) • ... *&Ą(*jjt 
A, tS^... A AkeSk 

Wobec tego i s t n i e j e na mocy L6 dokładnie jedna miara produktowa 
określona na cT-ciele produktowym (S^® . . . ® Sk ) ® S k *» c z y l i -
na mocy własności (0p2) z § 175 - na (T-ciele produktowym c£ ̂  ® ... 
. . . ® Sk + 1 w p r z e s t r z e n i (X± x ... x X. ) X X ̂  + 1 c z y l i ^ x ... x 
X <^Ł+^ i spełniającą warunek 

(xx) A A . ^ ( / r ) - ^ + 1 ( ^ + 1 ) 

Ze wzorów ( x i x ) i (xx) wynika, że ̂  j e s t miarą spełniającą waru­
nek 

A MA± x ... xĄ'\ = 
A...AAjc^e<8k+i 

= < V < V • . . . - ^ + 1 ( ^ + 1 ) 

Jednoznaczność miary produktowej^/ wynika z f a k t u , że funkcja t a 
ograniczona do ciała zbiorów . . . * £k "r j e s t na mocy t w i e r ­
dzenia (A) z § 177 jednoznacznie określona i p r z e l i c z a l n i e addy­
tywną na tym c i e l e zbiorów, wobec czego twierdzenie § 112 gwaran­
tu j e j e j jednoznaczność na ff-ciele produktowym ® •••® c ^ ^ + i ' 
W ten sposób został zakończony krok indukcyjny i dowód całego 
t w i e r d z e n i a . 

Miarę produktowa^ będziemy również pisać w p o s t a c i £l = x ^ ® 
® .... ® (Un, 

Twierdzenie (B) 

(<u1 ® .... ®<um) ® C c " m + i ® • • • ® < % ) = ̂  ® •• •®<un 

_DJ Analogiczny do dowodu twi e r d z e n i a (B) z § 177. 

Twierdzenie (C) 
Dla danych miar <&lt określonych odpowiednio na ćT-cia-

łach <S . . . , S n w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio X^ ..., XN miara 
p r o d u k t o w a j e s t dana wzorem 

(141) A P {A) -
AeSi®--®Sn 

P O 

--- o o 

AueS1 A ...*AnkeSn 
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pj Z dowodu tw i e r d z e n i a § 112 wynika, że 
oo 

0 BkńA *"1 

gdzie . ..*<« n. Na mocy własności (cp4) z § 174 można 
ciąg zbiorów fi., B ... zastąpić ciągiem zbiorów//.. * ... * A , * « i i ni 

x ••• x /( 2» ••• t a k i m » 

oo 

*»1 

Twierdzenie (D) 
ZJ 1 ° ^ j e s t miarą produktową m i a r ^ ^ , . . . t £ i n określonych odpo­

wiednio na ć5-ciałach S^, . . . ,<Sn w p r z e s t r z e n i a c h odpowied­
nio X , . . . , XJI , 

2° A e S± ® ... ®Sn . 

TJ /4 j e s t zbiorem miary <u półskończonej 

pj Z t w i e r d z e n i a § 112 wynika, że 
A j e s t zbiorem miary pół skończone j 

> V U fi, 3 A A A ^ ( f i ) 

gdzie 2 = ^ 4 . * . . . * 1^7? • Na mocy własności (cp4) z §̂  174 można 
ciąg zbiorów B^, B^, ... zastąpić ciągiem zbiorów A^ x ... x A 

^12 * * * * * ^ ^ 2 ' **• t a k i m i z e 

Ar £5K 
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Twierdzenie (E) 
Z] 1° cOj, są miarami Lebesgue'a ograniczonymi do ©-ciał 

zbiorów borelowskich cft^ , w p r z e s t r z e n i a c h e u k l i ­
desowych odpowiednio 9t ^ i , . ..,9?'°71. 

2° u) = U)± ® . . . ® u) K . 

TJ j e s t miarą Lebesgue'a ograniczoną do ©-ciała zbiorów bore­
lowskich JB w p r z e s t r z e n i euklidesowe j S( P l + ' " P n . 

A j + ... + pv 

Dj Na mocy własności (©p3) z § 175 j e s t + ^ + Pn ® 
® . . . ® S p . 1 1 

nt 
Jak wynika z warunku 2° miara u) pokrywa się z miarą Lebes­

gue' a na zbiorze w s zystkich przedziałów. Jeśli A i B są p r z e d z i a ­
łami, to An B też j e s t przedziałem. Ponieważ w przypadku, gdy 
<J(B) < oo, mamy na mocy własności (m9) miary 

u)(AvB) =có(A) +co(B-A) =u)[A) +u)(B) -u){AnB) < 

a w przypadku (J(5) = ̂  j e s t u)( A u B) = °& i analogiczne wzory mamy 
d l a miary Lebesgue'a, wobec tego miara u) pokrywa się z miarą Le-
besgue'a w k l a s i e skończonych sum przedziałów. Ponieważ 

OO OO 

U / U U (A± u ... vAk) A A±c{A±uA2)c (A± vA2vA^) c ... 

więc - na mocy własności (m7) miary - miara cJ pokrywa się z miarą 
Lebesgue'a również w k l a s i e p r z e l i c z a l n y c h sum przedziałów, skąd 
na mocy twi e r d z e n i a § 92 również w k l a s i e w s z ystkich zbiorów 
otwartych, a na mocy własności (m8) miary, także w k l a s i e o g r a n i ­
czonych zbiorów typu . Niech 

A Pk - ••• -®i (*> •••• k )) 
i niech // będzie dowolnym zbiorem typu <?j- nieograniczonym. Niech 

= H- n d l a £ = 1,2, ... . Zbiory M±, A/2, ... są wszystkie M k 
zbiorami typu ograniczonymi, a ponadto 

M c M c . . . A l i m AJ. » H 

Wobec tego na mocy własności (m7) miara o> pokrywa się z miarą Le­
besgue^ w k l a s i e w s z y s t k i c h zbiorów typu G^. 

Na mocy twi e r d z e n i a (A) z § 171 d l a każdego z b i o r u A miary 
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Lebesgue'a zero i s t n i e j e t a k i zbiór H typu że A c H i H ma 
miarę Lebesgue'a zero. Wykazaliśmy, że również cJ(/V) = 0. Wobec 
tego d l a każdego z b i o r u borelowskiego B o mierze Lebesgue'a zero 
j e s t również u)(3) = 0. 

Na mocy tegoż tw i e r d z e n i a {A) z § 171 d l a każdego zbi o r u bo­
relowskiego A i s t n i e j e t a k i zbiór Bt że A + 8 - H t gdzie 8 ma mia­
rę Lebesgue'a zero, a zbiór H j e s t typu 6^., a więc borelowski, 
Zbiór B j e s t wtedy też borelowski, gdyż 8 = H - A. Ponieważ 

ti[A) +u){B) = u)[H) =$u){A) =u){H) -cJ{8) = u)[H) 

więc miara o> pokrywa się z miarą Lebesgue'a w k l a s i e wszystkich 
zbiorów borelowskich, co było do dowiedzenia. 

§ 179. Wahanie f u n k c j i r z e c z y w i s t e j zmiennej r z e c z y w i s t e j 

Niech f będzie funkcją rzeczywistą zmiennej r z e c z y w i s t e j , 
skończoną, określoną w p r z e d z i a l e <a,;6J>cJR. Niech ... f x n 

będzie dowolnym ciągiem l i c z b r z e c z y w i s t y c h takim, że 

(*) a = xQ < x± < ... <• xv - 6 

Niech 

u + ^ b • J e {o. i , n-i) Af(xJ+1)>f(xJ)} 

U " M {o, i , .... n-l}-U+ = \j : je { 0, i , n-i} A 

AfUJ+1) <fUj)} 

Wahaniem górnym f u n k c j i f na p r z e d z i a l e <Q;6 > C 3t nazywarrfy 
liczbę . 

t < a ' b >
 o . , 0 ^ < . . . ^ „ . U ^ T J + * J 

Wahaniem dolnym f u n k c j i f na p r z e d z i a l e <cr;6>c3? nazywamy 
1iczbę 

Wahaniem bezwzględnym f u n k c j i na p r z e d z i a l e <«>ó>c$R nazy­
wamy liczbę 
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