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'Aegﬂé_*g{m [(‘11*"'*"1??:’*("1;?“.1*“‘ *.}ln)] (A xXB) =
B e Koy 1% % Ky, ¢

=(-/{ * ioo*\im)(A] - ("2' *.l!*linj(s)l

1 m+l

W szczegdlnodeci fuankeja produktowa (li X e ¥ dgy) ¥ (‘xm+1 3% el
*.l.n} jest nieujemna addytywna funkeja zbioru okreslong na ciele
produktowym &/1 X eoe XKy 1 -takg, ze

[(«’21* cee ¥, ) ¥ (A, 4 ¥ eve * 2, ) | (Ag% ..
A€ K A..oNAp €Ky _—\

oo x Ay = [y # e ® ) * (g ¥ ene ¥20)] [(Ag X ceaxAp %

><(z4m+1 x ...XA.,E}] = (A4 ¥ ... %Q,) (Ay ¥ oo XAy * umu*

*,,_*gn)(Amﬂx cee XAy = A(A4) ¢ e * Ay, (Arp) "Zm+1(’4m+1)'
L -ln{An} =‘21(A1J * sew '\fln(A‘n}

Ale na mocy twierdzenia (A) istnieje tylko jedna funkcja o takich
wiasnoéciach, skgd wynika teza twierdzenia (B).

§ 178, Miary produktowe

Miara produktowg u miar dyr 2o Ay okresIonych odpowiednio
na O-ciatach ‘51’ «esy8, -w przestrzeniach odpowiednio X:l' ...,Xn,
bedziemy nazywaé przeliczalnie addytywny produkt miar Uy ""‘un
taki, ze
(%) /\ BUA % cee X ALY =@y (A ¢ vu vl (4 )

A€ 8, A\ AHES,L

Twierdzenie (A)

Dla danych miar &, ...,y okreslonych odpowiednio na G-cia-

tach 61, «+.y8, w przestrzeniach odpowiednio X, eesy Ay 1istnie-
je doktadnie jedna miara produktowa 4 okreslona na 6-ciele pro-
duktowym &, ® ...®d, w przestrzeni Ay X «..x4X, 1 speiniajaca
warunek (x).
D] Dowéd podzielimy na 7 czesci L1, ..., L7, z ktérych ostatnia
stanowi wladciwy dowdd twierdzenia przez indukcje, przedostatnia
- dowdéd w przypadku m = 2, a pozostate maja charakter oddzielnych
lematodw,
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L1 Z| 1° 2 jest nieujemna addytywna funkcja zbioru okreslona na
ciele zhioréw X w przestrzeni X

2° £ (ﬂ Bj=0 =>11m.l(8j)=o)
B,28p>... g J-reo
31,82|---EI -
A (By)< oo

Aex CryiCnly s CHC F
A€y, co0 g

=, \/ A = D: A 1im J({l] =oo)
¥ o B Y
? J

T| 1 jest przeliczalnie addytywna na ciele zbioréw X,
D| Mamy wykazaé, ze

- = (A= A )
s N i ey =2 2(4)
Gdy

V2=
kel

wtedy na mocy wiasnosci (a5) addytywnych funkeji zbioru (patrz
§ 95) jest

A(4) >a(4) =a(A) =< = 3A(A4;)
J=t

Wobec tego pozostaje przeprowadzié dowéd w przypadku, gdy
(1) /\ a(4;) <ee

JeR
Jedli Q(4)< =, to biorac pod uwage, ze

A“'O (Ai+-o¢+/4jj=

A= 20 A =A- f‘AJ-
g1 J J=1 J=1

I
o

= (1[4 G+ wen v 1] -

mamy na mocy zalozenia 2% i wlasnosci (a6) addytywnych funkeji
Zbioru
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lim 2[A= (A + «oe + A ) =a(4) - 1imA(4y + ...+ A5) =

=2(4) - lim [A(4,) + ... + A4 )] =a(4) —2 a(4;) =
J—bﬂo J-

i teza jest udowodniona.
Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy A(4) =co, Wobec (i)

(11) A—Z‘ Aj \/ A=LjD/\UmA(D)-m
Dyc Dy e Jo1 Y gees

(’02) :a(oz), s

(3")

Niech

d
E'Jﬁoi/\./\ E;=— D; -D;_4
Je{&3,"}
Wtedy Ei. Ez. cesEX i

2k
J-’!
Ponadto na mocy przypadku juz udowodnionego i zalozenia (i)
A\ A = afa;o S =J(Z,‘(A‘n£))=‘ A0,
JER Jk.Zlk] k=11k1§“’/‘

i analogicznie

) ACEN = D AA:- n )
fcgt .2 S e bt s

poniewaz A(£,) <A(D,) <c°.
Wobec powyZszego mamy na mocy zaltozenia a’

J;&(AJ-J - PZ1; kzzll(AJ nE) = 2 ZJ.(A m_f)) =;§ () =
= lim [2(£)) + .. *“”Ek’] = lim A(£ + ...+ £) =

klin:m.I(Dk}{f) oo =4(A)

=

ten sposdéb zostal zakonczony dowdd czesci L1,
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L2] Z] 1° Ay .12 sa nieujemnymi addytywnymi funkejami zbioru okre-
$lonymi odpowiednio na ciatach zbioréw{&i,cib W prze-—
strzeniach odpowiednio Xi' 12.
, def
A 11 *.%5.
ki € Ky A 0 ‘li(kll‘ﬁw-
Ko€ZKg NO<dy(hy)<oo. _
K eky &Ky A KE Kig™® szvI(A'J;x e >0,
o def . &
p—— (e vl K = .—__'__'L
6 Mi { 4 2( ['11]}'" 51, (AiJjgdZie K[uij oznacza
przekréj zbioru A przez punkt a, € 11 (patrz § 176).

&
LRE NG Sy e
D| Na mocy wtasnosci (przek7) z § 176
kes, xx, =  /\ K¢ %,
a e X, ay)
i wobec tego dla kazdego ay € Xi istnieje liczba lz(K[aﬂJ.

Na mocy wtasnodci (cp4) z § 174

m
- e :
K= 3 (A % Ay
J=1
gdzie
_ /\ A1J39(1A,42Jea/2
Je{*!,...,m}
a na mocy rozumowania analogicznego do przeprowadzonego w dowo-
dzie twierdzenia (A) w § 177, wzory (vii) i (xiv), mozemy przy-
jaé, ze

m
ZAij =X
J=1
Zbiory A,y, eeey A,,, mozemy podzielié¢ na dwie klasy. Do pierwsze

zaliczymy te zbiory A%j Qje{i, ...,?n}), dla ktérych

&
22(42JJ<:1EI;TE:T

do drugiej - pozostale. Poniewaz numeracja zbioréw jest tu dowol-
na, przyjmijmy, ze

5 — Wyktady...
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R4 £
je{iﬁ,q} o 2J’ Sga Tl
fA

2 it & Aol
Je{q+1, ,m} 2‘11“( )
Wobec tego
M= Ai,q+1 + oot wlly, €1y

Mamy wobec tego

e &
AR M =L M) - B
1(My 1(My) + ST XED T BA LG

i LI
=2—(——12 %) 2 211(/3‘}).}1(&’)+224 (%)) 1(/(1)-8);;

_}-q+1
1 Bl
22.1(@ (2 Elt'AiJle(Azj At SR
J q+1
i.l (A );——i—(?z— Zq:”-l fr4 ’u?.zf/i’z) +

+ 2 'E.li(o‘qij} & .lchzj)—ﬁ) - W 2‘}‘;1;&1(/11‘]‘) .

1 &
°-'12('42j) —8)=W(2 ad (K) —£)>W
Czesé L2 zostala tym samym udowodniona.

L3] Zj 1° .21, .12 sg nieujemnymi przeliczalnie addytywnymi funk-
cjami zbioru okreslonymi odpowiednio na ciatach zbiordw

K 1X, w przestrzeniach A, i Xy

o de:
20 a%fy %2,

1 A (N8 =-0= um 2(8)-0
B,> B,>. Je1 jee
81:32: 55“’,*5."2
.2(81)<

D| Poniewaz 81 > B, > ..., wige na mocy wiasnosci (a5) addytyw-
nych funkeji zbioru jest J(SiJ; .1(6'2);2 ... Gdyby zatem nie bylo
prawdg, Ze lim .1(6’ ) = 0, to istnialaby taka liczba rzeczywista

J“-DOQ

dodatnia &, ze
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/\ J.(Qf)é & e
Je

Gdyby zatem teza nie byla prawdziwa, to byZXoby

(iii)

B}/ N =-0n No0<e<a(g)<e
1 2.8, 3--. J=1 JEM

B, Byi..c X %%

A (By)<eo

poniewaz na mocy wiasnosci (a5) =z zalozenia 1(31)<:oo wynika, ze
vor KABYH K .1(313<- oo

Na mocy wiasnosci (cp4) z § 174

m
8y = 2, Ay, X A,)
k=1
gdzie

A, ek, ANA  eX,
ke{/h_",m} T i+ e

i - analogicznie jak w dowodzie czesci L2 dla zbioru £ - moZna
przyjacé, ze
m
Ak
2 A=
Niech

wEk: ke {1, c.ym} A (A4,) >0 dy4, ) >0}

de d
A I A A O R
kel ew
Poniewaz
I\ A4 AplAy) = A0Ay X Ay S A(By) <0
ke{u"qm}
wige

B {,é,m_}aimnl < RAR ) e

Zatem

0< dy(Ky) < 20 A0S (k) < o0

Poniewaz
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(1v) IN S A, L AL PRI AL 1y =0

Ko 1k 24k 1Y 14 2' 24
wiec

A(By) = 2 MAy % Ay) =
keW

- 23 Ay, * ,42k)) o Vz((gwAik)x(%wnzk)) = 10Ky X Ky)

kel
Przy zalozeniu (iii) otrzymalibysmy dla &'= K, X K,

A(k)=¢e >0

Wprowadzimy teraz zbiory
(v) /\\ y, et BkrIk’
kegt K

Poniewaz

B, -K= (Agp,x Ay))
1 &%\v 167 T2k

i stad na mocy (iv)

wiec

A (208, -61< 2 (8 =K) =B, -k) = 0
ke (a5)

. W konsekwencji

/\ A (B) =A(BnKk) +A (B, -K) =A(B,nK)
keR
czyli

/\ A (H) =2(8,) > € >0
kedt

WprowadZmy zbiory

O e
(vi) k{}t 14 {“1 Ay ()@ 2.11(!(1)}c'y1
Na mocy udowodnionej juz czesci L2 mamy

(vii) AT A S
LeR 4 e 212122]
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Z definicji (v) wynika, ze
Hi :’Hz: .
poniewaz 31:3 82 2 ... . Wobec tego 2z definicji (vi) wynika, ze

Myg D Myg D eee

a stad
Ag(My )= 2 (M) > e
i na mocy (vii)
[
(viii) klf,mm"limik) > W >0

Natomiast z definicji (vi) wynika, ze M,, C A’1 i stad

Ay(Myq) < o0
Gdyby zatem
N My = 0eX,

k=

—

wtedy na mocy wlasnosci (p8) z § 102 mielibysmy sprzecznosé
z (viii). Zatem

N
X € M
x,e\ﬁ AIALY

i tym samym

Wobec tego
o8 &
k/:\']t =gl 912((9,(} [“1]) =z (&)

i analogicznie dowodzimy, Ze
I\ x, € (H)
2 k [y]

.xze Xz ke
Wynika stad

I\ o Cxge H¥EHy
X, X k
x&e}.’l,xg?sxz e
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czyli
ZAGS AR PO
(xq.%p) ke
czyli
() B # 0
k=1

wbrew (iii). Zatem zalozenie (iii) prowadzi do sprzecznosci, co
koniczy dowdd czedci L3,

L4| Z) 19 11, la sg nieujemnymi przeliczalnie addytywnymi funk-
cjami zbioru okreélonymi odpowiednio na 6-ciatach 61 i

62 w przestrzeniach odpowiednio fi i Xé.

o o def
T e e b

0 def
3¢ & 61 * 62.

T Vi (: \/ Ac €} -
Aex Cy) 08K J=1
A (A)=o0 21(0,8,2(Cp)s <o
— A= D-Auml(ﬂ')‘m>
Dy Dite:s J-L:ﬁl J " jeee Y

D, .D,,..eX
(DY, (D, )i <00

D] Jesli istnieje ciag Cy, Cy, .ee € K taki, zZe

A(C) s A(Cg) s +0e <0 A AC QCJ
to na mocy wiasnosci (cp3) z § 174 istnieje ciag
Ay x By Ay x By, .. €K, gdzie Ay Ayy w06 S A B, By,
s Eo s :

taki, zZe

: co
(1x) A(Ay % 8,), A(Ay X By)y «eo <™ AAcC H(ij%)
Niech



USE(j : je® A d4)) = o)
Vﬂ{J:J'e‘]ZA Ji(Aj)>0 /\.12(%} = o}

w ﬂ{J :jeR A .21(AJ-] >0A22(8J-} >0}

6,4t U Aje 85, 44(Gp)< 2 A,(4) = 0
Jjeu Jeu
Hocie-F U 8 ¢ 8y, A(Ho)< 2 A,(8;) = 0

Jev JeV

d de
/\ g % o] AesnnE| ses,

keqt f JENW
Jsk NES
Mamy wtedy
Gg * Ao Xi XHgy Qg X Hys Gg XHgy ses €KX
(x) Ac(Ggx Xau,rixHouH (G, = H )
(xi) : Gic Gzc . £ Hic H2C et
J.(GD X Aol * A,(Gy) - Ady(Xy) =0
= 0

Ay xHy) =d,(4) + A,(Hp)

z‘/E\m aca, 4 = a(( YA (JLE%BJ ) (ara)

telW
i<k J<
— : : A(A xB; )<
(*W‘”J(HM‘ x8)) gﬁ%ﬁ (A, x8;)
l,}?.(k 1,J<k

poniewaz na mocy (ix)

/\ 2,(4:) <00 AAdy(B;) < oo
Jew 1ty J
i wobec tego

/\ (A, % B;) =24(4) = 2,(8)) <oo
L,jEN

WprowadZmy zbiory

(xii) j/}t DJ-E‘&‘PA N (Gyx Xy Uk XHou@ixHy e
E

263
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Na moey (x) jest

L=

iV s
7 definicji (xii) i wlasnosci (xi) wynika, ze

Dic ch

Ponadto

J_/e\m,zwj )< A(GXty U XHo U G <H) < AGoxky) +d (K yxHg)  +
+A(G; % #) = A(@yxH;) < oo ;
Nalezy jeszcze pokazaé, ze J{Hﬂﬂl(%&) =co, Niech

A% 9L 4 (Goxdy U XX Hy)
(xiii) A=A%+ 40 (GyXX, u K xH)
A(A) = A(A™ + A(An (GyX Xy U X XHy))

Ale

A(A0 (Gedy U Xk < A Gk U XXHONK A(Gx Ky) +
+ A X XHy) = O
skad
(xiv) J.(An (Gy* 4, U ,Y1XH0)) =0

a stad

A(A) = A(A¥) = oo
Na mocy (x) jest ponadto

* L= =]

(xv) . A CH(GJ‘XHJ‘)
a na mocy wiasnosci (cp3) z § 174

ax= "] (p xRy

q 9

g=1
gdzie
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Pi, ...,F"’,.e «-.-51/\ E’i, Sy Rt € RS

Poniewaz A(4%*) =0, wiec

N/ AP xR Y =AY » A (RN =isa
¢ 1'°¢ DABAT.

te{1p..,p} ¢

Wobec tego

(A (A) ==2nd, (R) > 0) v (2,(A) >0 Ad,(R) =oo)

Ze wzgledu na symetrie rozpatrujemy tylko pierwszy przypadek. Ma-
my na mocy (xv) )

(xvi) ﬁtco @k A QCOH
k=1

WprowadZmy zbiory

15,

def

N\ M= a np AN
ket k k t &
Z uwagi na (xi) mamy

H, N Et

M1CM2‘:""‘”1CN2C

a na mocy (xvi) jest

M =P e S AUN=P€<§‘
-Hk ¢ 40 e rR S S S

Zatem na mocy wiasnosci (p7) z § 102

(xvii) klimwﬂi(ﬂ{k) = oo Aklimwlz(ﬁk) >0

Ale
J/e\m% > A%n (GoxXy u X XHyU G XHiy = A% n (Gjx H) )>

D(PthtJn(GJ'xHj) (%nfi])x(&’thJ)=M x Ny

(kar2) ]

wobec czego

. 2 : : = - . -
é\l(%}(ﬁ) .Z(MJ xr\h) .21{;443) .22(!\/]1
i na mocy (xvii)‘

1im (DJ-) = 00

J—hoo
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W ten sposob czeéé L4 zostala udowodniona.

L5 2| 1° ‘al', &, sa miarami okreslonymi odpowiednio na 6-ciatach
é‘i i 62 w przestrzeniach odpowiednio Xi i Xz.

de
293 —F-yi*cuz.
30 ok 2o SE*d,

T] A jest przeliczalnie addytywna na ciele zbiordw &,

D| Na mocy L3 i L4 funkeja zbioru A speinia zalozenia lematu Li
i wobec tego jest przeliczalnie addytywna na ciele zbiordw &,

L6] Dla danych miar Uy Yoy okreslonych odpowiednio na é-cialach
e51 i '52 w przestrzeniach odpowiednio Xi ot X2 istnieje dokladnie
jedna miara produktowa u okreslona na 6-ciele produktowym & = §1®

®c52 w przestrzeni X:l X X, i spelniajaca warunek

(xviii) /\ (A X A,) =@ (A » @(4,)
on ah ey e e S sl N 2

D| Funkeja A4 d—§£y1 *5.:2 jest na mocy twierdzenia (A) z § 176
jedyna nienjemng addytywng funkeja zbioru okreslong na ciele pro-
duktowym ‘51 ¥ 62 w przestrzeni Xi X X2 i speiniajaca warunek
(xviii), Na mocy L5 A jest przeliczalnie addytywna na ciele zbio-
roéw 61 ¥ 62. Wobec tego na mocy twierdzenia § 112 istnieje doktad-
nie jedna miara & okreslona na pajmniejazym 6-ciele zawierajacym
ciato zbioréw :-31 *S$, i taka, ze

A) =A(4
Asa.ng‘u(’ (4)

Poniewaz 6 -ciato zbiordw jest cialem zbiordéw, wiee
- 4
Sy * I, cé‘i @S,

Wobec tego najmniejszym 6-ciatem zawierajacym é‘i * é‘a " jest «51®
®c§2. W ten sposéb dowdd czedci L6 zostal zakoliczony.

L7} Twierdzenie (A)

D] Na mocy L6 twierdzenie jest prawdziwe dla 7 = 2. Zaldézmy, ze
jest prawdziwe dla »=k. Niech u«* bedzie jedyna miara produktowg
okreslong na G-ciele produktowym ""51 ® ... @5, w przestrzeni Xix
X .eex X, 1 speilniajaca warunek
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( xix) /\ YA X G AL ) = g CAY e e (AL
A1 5051... A Akeék
Wobec tego istnieje na mocy L6 dokladnie jedna miara produktowa

okreslona na 6-ciele produktowym (§, ® ... ®98,)®S, 4, czyli -
na mocy wltasnosci (0Op2) z § 175 - na G-ciele produlctowyme?i® sse
el B 8¢+1 w przestrzeni {Xl P Te Tt Xk) X,¥k+1 czyli Xi ML atasmX
bs Xk+1 i speiniajgaca warunek

xx) /\ /\ (A x4, ) =,:,¢*(,4) . (A )
; Aed,®..08, A, .S, & c+1 ¢ Gle+1 ke

Ze wzordéw (xix) i (xx) wynika, Ze «4 jest miarg spelniajacg waru-
nek

/N Ay x e xA4) =
A €S A AA piq€ S
Gy SRR S L

Jednoznacznosé miary produktowe_j(a wynika z faktu, ze funkecja ta
ograniczona do ciala zbiordw ef-i S *§k+1 jest na mocy twier-
dzenia (A) z § 177 jednoznacznie okreslona i przeliczalnie addy-
tywna na tym ciele zbiordéw, wobec czego twierdzenie § 112 gwaran-
tuje jej jednoznaczno$é na 6-ciele produktowym $, 9 ... ®a§k+1.
W ten sposdéb zostal zakoriczony krok indukeyjny i dowdd calego
twierdzenia.

Miare produktowa & bedziemy rdwniez pisaé w postaci U =4y ®
@ e ® MUy

Twierdzenie (B)

{(ui @ “on ®<(Lm‘} ® (é‘m_'_i ® 40 ®(A‘rn.’ L 44'-1 @ --o@é‘n

D| Analogiczny do dowodu twierdzenia (B) z § 177,

Twierdzenie (C)

Dla danych miar Hyr seny lpy okreslonych odpowiednio na 6-cia-

tach ¢51, .e+.3y9n W przestrzeniach odpowiednio A’i, cesy A, miara
produktowa(u. jest dana wzorem
(141) U e
Aed,® - By
(=]
iy At e ot

kL;J‘I (Agg® o XAy )24
A €8 Ao nA, ey
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D] Z dowodu twierdzenia § 112 wynika, zZe

@A) = _  inf 2 1(8,)

g 2%
By, Bysei€8,® - @Sy

gdzie A= % ,,.%«, . Na mocy wltasnosci (cp4) 2z § 174 mozna
1 n

ciag zbiordw 81, 82, .+» zastapié ciggiem zbiordw Aux N Anl'

A X kse X An2, ee. takim, ze

DB =D A A > i) .
&=1 k=1

= ;tzzimﬂc) * ees cln(A4)

Twierdzenie (D)

Z| 1°(a jest miarg produktowa miar &y «seyddy, okreslonych odpo-
wiednio na 6-cialach 61, essy9, W przestrzeniach odpowied-

nio /l’i, sony Ap e
2% A eeSicg; T

T] A jest zbiorem miary & pélskoriczonej

o

it \/ A, x... XA 3/4/\/\ I LS, A < ©a
A €SAnAy €8, ;‘L.'{ (414 "") keﬂ“T( lk) (an( 'Rk)

D] Z twierdzenia § 112 wynika, ze
A jest zbiorem miary pélskorczonej <>

= V \J 8,544 /N a(g)<e
8y) By ,...€8,®..08," " ke
gdzie A=, % ... * «,. Na mocy wlasnosci (ep4) z § 174 mozna

cigg zbiordw 31, 32, ... zastgpié ciggiem zbiordw /4“ XK ele XAM,
Ara X eo® A0y »oe tokinm, Se

k/e\sjz A(Agp X oeeX App ) =@lAqp) » oon o U Ay) < o0
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Twierdzenie (E)

Z| 19 031. «esy@Wy sa miarami Lebesgue’ a ograniczonymi do 6-ciakl
zbioréw borelowskich &8, , ""“gﬂn w przestrzeniach eukli-
1

desowych odpowiednio R7%, ...,RFn,
20 w- u.}1 D vee D Wai

T| « jest miara Lebesgue’a ograniczona do 6-ciala zbiordw bore-
lowskich uﬂp w przestrzeni euklidesowej %71 *** T FPn,
= QB @

Lt P =%

1 + LR ] + p??
D] Wa mocy wtasnosci (6p3) z § 175 jest eBp

®noc @38;)”.

Jak wynika z warunku 2° miara w pokrywa sie 2z miarg Lebes-
gue’a na zbiorze wszystkich przedzialéw, Jeéli A i 5 sa przedzia-
tami, to An5 tez jest przedzialem. Poniewaz w przypadku, gdy
W(F) <°o, mamy na mocy wiasnosci (m9) miary

W(AuvB) =w(4) +w(B-4) =w(4) +w(B) -w(AnB8) J

a w przypadku @(B) = jest W(A uB) = 1 analogiczne wzory mamy
dla miary Lebesgue’a, wobec tego miara « pokrywa sie z miarg Le-
besgue’a w klasie skoriczonych sum przedzialdéw. Poniewaz

E_Jﬁf H (Aiu ces UA) A Aic(AiuAa)c(AiuﬂzuAa) G

wiec - na mocy wiasnosci (m7) miary - miara « pokrywa si¢ z miarg
Lebesgue’ a réwniez w klasie przeliczalnych sum przedzialdéw, skad
na mocy twierdzenia § 92 rdéwniez w klasie wszystkich zbiordéw
otwartych, a na mocy wiasnosci (m8) miary, takze w klasie ograni-
czonych zbioréw typu Gy, Niech

é\m fo=(l-ky oon =1 (4, ....k))‘

i niech # bedzie dowolnym zbiorem typu 6“; nieograniczonym, Niech
M, =HnF dla £ = 1,2, ... « Zbiory Mys Mz. «ss 88 wszystkie
zbiorami typu Gf ograniczonymi, a pona&to
My c M2 & e A .el_jlmm M, =H
Wobec tego na mocy wlasnosci (mT7) miara « pokrywa sie¢ z miarg Le-
besgue’a w klasie wszystkich zbioréw typu Gj.
Na mocy twierdzenia (A) 2z § 171 dla kazdego zbioru 4 miary
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Lebesgue’a zero istnieje taki zbidr # typu G5, 2e AcH i # ma
miare Lebesgue’a zero, Wyka.za'liémy, ze 7roéwniez W(H) = 0. Wobec
tego dla kazdego zbioru borelowskiego 5 o mierze Lebesgue’a zero
jest réwniez W(B) = O,

Na moecy tegoz twierdzenia (A) z § 171 dla kazdego zbioru bo-
relowskiego 4 istnieje taki zbidr £,2e A+ 8 =H, gdzie B ma mia-
re¢ Lebesgue’a zero, a zbidér 4 jest typu G, a wiec borelowski,
Zbiér B jest wtedy tez borelowski, gdyz 8 = 4 - A. Poniewaz

W(A) +w(8) = wW(H) =wW(A) =W (H) -=w(8) = W(H)

wiec miara w pokrywa sig¢ 2z miara Lebesgue’a w klasie wszystkich
zbiordw borelowskich, co bylo do dowiedzenia.

§ 179. Wahanie funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej

Niech F£ bedzie funke ja rzeczywista zmiennej rzeczywistej,
skoniczona, okreslong w przedziale <a;6>cR. Nieech X, ...,&p
bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze

(%) a=x0<x1g...{xn=b
Niech
Wt {j:eje {0, 1, ....n-i} Afij+1);>f‘(.xj)}
U est {0, , PO n-i}-—U" ={J:j€ {0. 1, ...,n—i}f\
AF(x; ) <Flaxp) )

Wahaniem gérnym funkcji / na przedziale <a ;6 >CR nazywady
liczbe

v} def  sup 3 MR Y e P ))
AR A= Xg & X oo Xpy=b Jeu + J+1 4

Wahaniem dolnym funkcji £ na przedziale <@;6>cR nazywamy
liczbe

2 def sup 20 A ta) - Flaiag))
ey S O N - Flaj) = F0x5,

Wahaniem bezwzglednym funkeji £ na przedziale <@;0>cR nazy-

wamy liczbe
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