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Xy * . . . x Xn . Ze względu na t o , że zbi o r y p o s t a c i (*, są 
także p o s t a c i ( v i ) , więc k l a s a 3C j e s t ciałem zbiorów prze
s t r z e n i XĄ X Xn zawierającym wszystkie z b i o r y posta
c i (#) i na mocy (**) 

3CX * . . . * 3Xn c Sft 

W konsekwencji otrzymujemy implikację ( v ) , co kończy dowód 
własności (cp 4 ) . 

§ 175. ć>-ciała produktowe 

<5"-ciałem produktowym ® . . . ® Sn , gdzie S^, ...,Sn są <3-
-ciałami odpowiednio p r z e s t r z e n i X+% • • •» Xn , nazywamy najmniej
sze 6-ciało p r z e s t r z e n i X X ,..XX N zawierające wszystkie z b i o 
ry p o s t a c i 

(*> X± x ... x Xk_± x Ak x X k + ± x ...xXn 

gdzie 
k € { i , 2, . . . , ? 7 | A e <^ 

A n a l o g i c z n i e , jak wykazaliśmy i s t n i e n i e i jednoznaczność c i a 
ła produktowego, dowodzi się, że d l a danych 6"-ciał S^, . . . ,£n 

i s t n i e j e dokładnie jedno <5"-ciało produktowe S ± ® . . . ® <Sn . 
©-ciało produktowe jako d"-ciało p r z e s t r z e n i X • X* X ... x ̂ n 

ma wszys t k i e własności podane w § 24. Ma ponadto jesz c z e następu
jące własności. 
(Spl) 6"-ciało produktowe S±® ... ®<$n j e s t najmniejszym C - c i a -

łem p r z e s t r z e n i X* X ... X zawierającym wszystkie z b i o 
ry p o s t a c i 
(*-*) A1 K ...*An 

gdzie 

J)J Analogiczny do dowodu własności ( c p l ) . 
(& P2) ( s ± ę . . . ® c ? w ) ® ( cy T n + 1 ® ... ® = c s 1 ® ... ®<$ n 

DJ Analogiczny do dowodu własności (cp2). 
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(<?P3) Jeśli <#L, S G , o8«+« oznaczają <5-ciała zbiorów borelowskich 
p r z e s t r z e n i euklidesowych odpowiednio i 3?^ ̂, to 

D| Z d e f i n i c j i c^, ®c#^ j e s t najmniejszym (5-ciałem prze
s t r z e n i K*0* S?^ = ytP*^ zawierającym wszystkie z b i o r y posta
c i 
(***) A x i XP * B 

gdzie 
/I e <&p i /Se &g 

Niech Sk będzie klasą tych w s z y s t k i c h zbiorów Ke fl?^ , d l a 
których 

Klasa -A nie j e s t pusta, gdyż zawiera wszystkie przedziały 
p o s t a c i < - w; x ), gdzie JC e3? Q, gdyż z b i o r y 

< - o o ; X) 

jako przedziały należą &.o <&p±ą. Zatem k l a s a SIC spełnia wa
runek (61) d l a ©-ciał. 

Jeśli to 

c z y l i k l a s a spełnia także warunek (©2) d l a ©-ciał. Wresz
c i e , jeśli fc, K2, ...e<5T, c z y l i 

A AV x « ? e 

keSSl * 

to 

K l a s a OC j e s t zatem ©-ciałem p r z e s t r z e n i zawierającym 
wszystkie przedziały p o s t a c i 7 -w; x), gdzie ^£VRQ i na 
mocy tw i e r d z e n i a § 93 

4 - Wyktady... 
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skąd 

Zatem 

A /) x <=# 

A n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 
A &p x B e JB 0 + 0 

W konsekwencji <$p+<7 j e s t ć>-ciałem p r z e s t r z e n i St'/" > zawie
rającym wszystkie z b i o r y p o s t a c i (***), skąd 

( i ) ® aScr C &p + ą 

Z d r u g i e j strony na mocy własności (6pl) k l a s a <&p®$q 
zawiera wszystkie z b i o r y p o s t a c i A x 8 , gdzie A j e s t prze
działem < - 0 0 ; x) , x e vR̂ , a B j e s t przedziałem <C-C K > ; y ) , 

y e 4 
Z d e f i n i c j i przedziału w § 76 wynika, że zbiór 
(***#, < - o o j J C ) X < - o o ; i y ) 

j e s t przedziałem p o s t a c i <-°o; x, , gdzie z e <RQ , + (^ prze
s t r z e n i < S' 0 +^i odwrotnie każdy przedział < -cx>; x) prze
s t r z e n i można przedstawić w p o s t a c i (****). Wynika stąd, 
że <$p ® <ftq j e s t &-ciałem p r z e s t r z e n i zawierającym wszy
s t k i e przedziały p o s t a c i < gdzie z e fó/j,+<? , i na 
mocy twi e r d z e n i a § 93 

( i i ) S p * : S f * & P + C } 

Z ( i ) i ( i i ) wynika żądana własność. 

§ 176. Przekroje i r z u t y zbiorów 

Przekrojem z b i o r u A c X. x ...xX przez punkt (x , 1 n i k + ± 

X- ) € X- x . . . xX, przy u s t a l o n e j permutacji ( t . , in ) 

ciągu ( i , . . . , n ) , £e{i, . . . , n - i } , będziemy nazywać zbiór 

A * . . , . . . , ; < i ] a i ^ . - . v ; t ' 1 - ^ . M } 
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W niektórych przypadkach będziemy traktować przekrój z b i o r u A j a 
ko funkcję, której dziedziną j e s t przestrzeń X^ x ... x XL , 

lc+1 
a wartości podzbiorami p r z e s t r z e n i X * ••• x • 

i i fe 

P r z e k r o j e zbiorów mają następujące własności, w z a p i s i e któ
rych przyjmujemy d l a p r o s t o t y , że 

A, A±T A2, ... c X H X± x ...*XN 

m m 
£ AA - £ A,. 

gdzie TU e 31 v m = oo 
DJ Z d e f i n i c j i 

"J• ) M M 4J } ^ A J L A L 

m m m m 

I m \ m ' 
(przek2) ( O A A = f l A n ' gdzie w e» v rn - oo 

Dj Analogiczny do dowodu własności ( p r z e k l ) . 

(przek3) = / i 1
X X ~ 

DJ Z d e f i n i c j i 

' X i i * "'x " A{-cC] 

(przek4) M ± -/12) [ a ] = - 4 2 [ a ] 

Ul M t " V [aj " LAi n ( * " ^ [ a j (|»> 

fV "Wl ^ i f a j - ^ 2 [ a ] 
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(przekS) Ąi n A£ w. O ^ A ^ r , , 4 ^ = O 

D| Wynika bezpośrednio z własności (prze k 2 ) . 

(przek6) A± c ^ =M ± [ a ] c 

Dj Wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i . 
(przek7) JZj 1° cJ^, ... ,<Sn są -ciałami odpowiednio p r z e s t r z e n i 

X ̂  i • • •» jj 

2° e S M rf t ® ... ® ^ 

DJ Niech X będzie klasą ws z y s t k i c h t a k i c h zbiorów 
/Cc X ± x ... x X% , d l a których 

A Xrr„i e <^ 
ae Xit *... x x, L a j 

1k+1 l« 
K l a s a <3r" n i e j e s t pusta, ponieważ należy do n i e j zbiór 
X** " ' ^ Xn t d l a którego 

A (X±* ) & a > ^ x . . . x ^ e^C 

Zatem k l a s a ^ spełnia warunek ( 6 l ) d l a ćT-ciał. Warunek 
(6 2) j e s t spełniony na mocy własności (p r z e k 3 ) , a waru
nek (6"3) na mocy własności ( p r z e k l ) . Wobec tego k l a s a SfC 
j e s t 6~-ciałem p r z e s t r z e n i X* x . . . x Xn . 

K l a s a zawiera wszystkie z b i o r y p o s t a c i 

(*) c t M x± ^ ...x xt_ 

gdzie te { i , ...,nj i 8 t e S t , ponieważ d l a t = ir 

j e s t 

Ct[al= < X, '. x...x XL ecM gdu k •< r n A JC^ZB^ 

0 e c3ć gdy < r ̂ r c A JC^. £ BT 

na mocy d e f i n i c j i (5-ciała produktowegoc%. Z uwagi na t o , 
że z d e f i n i c j i cS j e s t najmniejszym <5"-ciałem p r z e s t r z e n i 
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X+ * ... x Xn zawierającym wszystkie z b i o r y p o s t a c i (*), 
m&myScSkf, co oznacza prawdziwość dowodzonej własności. 

(przek8) zj a M (x t , . . . , X< ) e Xt * . . . x X. 
m+1 K m+1 

a ^ (x , ..., x. ) e X, X ... XX: . k< m<n 
2 k+1 m k+1 n 

a ( J C . ^ t . . . , ^ ) e Xlk^ x . . . x ^ n 

Dj Na mocy d e f i n i c j i 

(x±, , . . , J C n ) e / 4 } J - { ( x i t . . . , x t ^ ) : (x±, .... JCn)eA] 

= A a ] 

(przek9) %^;>*ti = ( - ( M w , ^ n . 1 ] ) - K + 1 ] 

DJ Wynika z własności (przek8). 
Rzutem z b i o r u A c X. * . . . x X na przestrzeń X. x ... X X, , 
' i ' 11 Lk 

gdzie k <n i ( i . , . . . , Ł R ) j e s t ustaloną permutacją ciągu ( 1 , 

••., n ), będziemy nazywać zbiór 
A L i x ' - ' l k l M { U Ł 1 , . . . , ^ , ) • ^ * % A . . . A xlke Xlk A 

Rzuty zbiorów mają następujące własności, w z a p i s i e których 
przyjmujemy, że 

^ ( J t l f . . . , ^ n ) , y.-l8£:;(*i.|r*..**̂ -):* * ^ * f R > . 

*/ ( ^ F J ^ e ^ i x y £ ^ , x ...xx., 
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z, Xj £ X i * . . . * Xln , j = 1, . . . , m , we5Kvw=<=~ f 

k. ł i 

<4, / l l t A2t ... c X± x ...x xn, a* (i±t ik ) 

( r . u t l ) ^ U / j ) M = U ^ / a l 

a l (C/?f^{y-'Y-e p/J= ) P y*n 
j - 1 J 

( r z u t 2 , (ń^JQ]c 0 ^ 

c.{>y: V * A V* e ^2 A •••} = 

= n{y: v--̂ } = nVaJ 

( r z u t 3 , f j f : x . . . x r - / , , M 3 x . . . x X, - A W ' 

DJ f>j x . . . x ={y:Vx^A} = 

= [Xi-x ...*vłj - { y : VJK e/) }) u{y : V^C e/^ A V ^ 

[a] 
( r z u t 4 ) A = O <=M = O 

D| Wynika wprost z d e f i n i c j i . 

( r z u t 5 ) -4 M n /l^ = o - * >4 o 4 = o 

DJ Wynika z własności (r z u t 2 ) i ( r z u t 4 ) . 

( r z u t 6 ) Ax c A 2 = $ A ^ c A* 

DJ Wynika wprost z d e f i n i c j i . 
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M 

( r z u t 7 ) (C±x . . .X Cn ) = C i i
x "'*Cik 

gdzie 
C± C X± A ... A Cncz Xn 

pj Wynika wprost z d e f i n i c j i . 
( r z u t 8 ) A e ŚXĄ * . . . * V(n =* A^a\ 3Ct * . . . * Sf . g d z i e ś , 

1 ± k x 

3?n są ciałami zbiorów w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio X 

••• ' Xn ' 
DJ Wynika z własności (cp3) z § 174 oraz własności 
(rzut 7 ) i ( r z u t i ) . 

( r z u t 9 ) JZJ im) A k < m < u 

DJ ( A M ) M = 

1 1 m J 

= / , ..., x. ) : \ V f x±, ..., x ) e A \ = A 

§ 177. Produkty nieujemnych addytywnych f u n k c j i z b i o r u 

Produktem nieujemnych addytywnych f u n k c j i z b i o r u U^, ...,Jln 

określonych odpowiednio na ciałach zbiorów Sk1^, . . . ,3cn w prze
s t r z e n i a c h odpowiednio X±, Xn , będziemy nazywaó nieujemną 
addytywną funkcję z b i o r u 2, określoną na c i e l e produktowym Oc^* 
* . . .*3<n w p r z e s t r z e n i X^ x ... x Xn , taką, że 
(#j A -1 IA± * ... x An ) =d±(A1) ' ... ' *n{An) 

/ J 1 e Stf1 A . . . A AneJtK 

Twierdzenie (A) 
Dla danych nieujemnych addytywnych f u n k c j i z b i o r u 2 ^ l n , ' 

określonych odpowiednio na ciałach zbiorów 3^., ...,3' w prze-
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s t r z e n i a c h odpowiednio ...,Xn, i s t n i e j e dokładnie jedna n i e -
ujemna addytywna funkcja z b i o r u X określona na c i e l e produktowym 
3^ * . .. * &(K w p r z e s t r z e n i X± x ... x Xn i taka, że 

( i ) A •••*<4n)=Jl1^1)-...-JLn(/1n) 

AAe tkT^ A . . . A Ane źkn 

JjJ Przeprowadzimy dowód przez indukcję. Najpierw wykażemy słusz
ność tw i e r d z e n i a d l a n = 2. 

Na mocy własności (cp 4J z § 174 

A ( i i ) 

gdzie 

V V 

2j e ^ 2 

A- 2 M t j ' V 

A 
j e m} 

Wprowadzamy liczbę 

Ay e A 

d i i ) (>0 = S - * i C ^ i , ) ' ^ a ( 4 / ) 

i wykażemy, że n i e zależy ona od sposobu przedstawienia z b i o r u A 
w p o s t a c i ( i i ) . 

Rozpatrzmy z b i o r y 

( i v ) 

gdzie 

(v) 

"Pi " • P i 
M c ( i ) n.......n Ć (w) 

m 

c y > i f 

gdy /?. - i 

= i , ..., m 

Z powyższej d e f i n i c j i wynika, że z b i o r y C (p^t 

- 1,2) są rozłączne i m 
m 

2 2 2 2 

W konsekwencji na mocy ( i i ) i własności (kar5) z § 173 
o 2 

( v i i ) ^ - Z ... S ^ . - M j i ) • 
Pm"1 



2 2 
Pr 1 P3-

2 
• • • + • • • (cpA...t 

Pi'^ Pm-im 

2 2 

gdzie 
V 1 ft* 

P±-"Pm " P i 
/42j gdy ̂  = i 

O gdy Pj = 2> J = • • •» W 

Zauważmy j e s z c z e , że ze względu na rozłączność zbiorów 4% 

ty 

( v i i i ) 6 = A 1 } + . . . + A m ) 

Pm 

Niech będzie ter a z dany j a k i k o l w i e k inny rozkład z b i o r u A 
P o s t a c i ( i i ) 

( i x ) 

gdzie 

A = Z ( % * B2i) 
i-1 

A 

A n a l o g i c z n i e wprowadzamy z b i o r y 

(x) 

f i i Ł
C * i A * 2 < e * 2 

& GJV n . . . n f i f H 

gdzie 
(fi 

(l) dęf 
lŁ gdy z/v = i 

^ - B±{ gdy u Ł = 2, i = i 

Jes t wtedy 
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2 2 
( x i ) B I R = £ ••• £ £ -<> £ GU i 

Ł + i r 

a w konsekwencji 

( x i i ) 
2 

- Z ? 
ur'1 1 

gdzie 

..ur ^ u A r ) 

i 
f ( i 

" i 0 gdy Uj= 

i gdzie ponadto 

( x i i i ) ^ 0 —» // ^ ̂  ^ 

Na mocy d e f i n i c j i 

oraz 

( x i v ) £ . . . £ c n Q =X.A £ . . . £ G = 

Wykorzystując te wzory otrzymujemy na mocy ( v i i ) 
2 2 / . 2 2 

A 

X 

c z y l i 
2 _2 

/ V 1 

a na mocy ( x i i ) a n a l o g i c z n i e 
2 2 2 2 

( x v i ) A = £ £ ~- £ ((C0 n n Gu ) x // 
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Na mocy rozłączności zbiorów Cp n G (p p 

K^,...,u r= 1,2) otrzymujemy stąd 

A A ( C p „ D £ ) x £ = 

= (C n Gu ) x H 

Jeśli Cn o n G\. .. ̂  0, to: 

£P1'-'Pmf' ° ( C / ° 1 - . . ^ n * ^ i " - ^ f ° # 9 ) 
£ U 

{kar9) P±. . .pm u ± . . . u r 

Wykazaliśmy w ten sposób, że 
( x v i i ) C n G t o = ł £ =H 

"i'"Pm u±...ur ^'"Hm "-^...ur 

a stąd, że 

( x v i i i , /\ A ijcp pmn flM M r ) '42 l£
Pl...pJ " 

Opierając się na wyprowadzonych zależnościach mamy wychodząc 
ze wzoru ( i i i ) 

m 
MA) ^ r ^ . j • - i 2 c ^ a j . ) ( = ) 

i 2 
l™> Z ) / ' > X V^ip„...pJ * ^ 2 ( / / 2 1 } + 

* TO 
2 2 2 

+ Z / Z / ••• ^ . i (Ch In n ** " ^ 9 (A00) + . . . 

^ r 1 /V1 pt" 1 / OI 1<V"< 0W 2 2 2 

••• + Z J ... / / <X i ( C n J ) \A0RR) ——,. 
/°r1 p ^ - 1 / V " / V i 1 2 2 ? ^ t v i w ) 
Z 2 

(Viii) . . . J-Ą ( C n ) . A [En n ) \ 

/°r1 P„f1 p±'"pm' 2 v Pl'-'Pm 0*«O 
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2 
(xiv) a-l p .1 1 V V v i W r - 1 u±"*ur/j 

JL 2 2 2 

" 1 u I • • J 2 ( W i / u ) - 2 ••• . £ )n 

n \ . . . « r ) - - J 2 f \ . . . ^ ' ( = , ) J - - i V % . . . V J • 
2 2 

• ^ 2 ( ^ u ) £ ... ( a u ) • ̂ 2 ( f l 2 i ) + 

2 2 2 
+ ^ Z? .»*' £ ^ ^ . . . . z A * ^ 2 C f i 2 2 ) + •*• 

. . . + Ż . . . Ż ^ i f f l » <*2r> = 
U,-1 «V-t"1 1 

- . . . Ź Ż . . . £ AL. M l M a ) ' 

r 

zgodnie z rozkładem ( i x ) . Wykazaliśmy w ten sposób, że l i c z 
ba ( i i i ) n i e zależy od sposobu przedstawienia z b i o r u A w p o s t a c i 
( i i ) . Wzór ( i i i ) określa zatem nieujemną funkcję z b i o r u X na c i e 
l e produktowym # i wzór ten zapewnia, że fun k c j a Jl j e s t ad-
dytywna. Tym samym dowód t w i e r d z e n i a w przypadku n = 2 został za
kończony. 

W przypadku ogólnym ciało p r o d u k t o w e j * ... # dCn p r z e d s t a 
wiamy w p o s t a c i ( 5 ^ * ... * ̂ * 1 stosujemy przypadek już 
udowodniony. I s t n i e j e zatem dokładnie jedna nieujemną addytyw-
na f u n k c j a z b i o r u X określona na c i e l e produktowym ( j * ... 

*7Cn_1) *3<n

 w p r z e s t r z e n i [X x . . . y X%_±)* Xn c z y l i X± * . . . 
x Xn i taka, że 
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gdzie — zgodnie z założeniem kroku indukcyjnego - A* j e s t jedyną 
nieujemną addytywną funkcją z b i o r u określoną na c i e l e produktowym 

(xx) X *(A± x An_±) . . . . •^n_1CW7i_ ł) 

d l a 

Ze wzorów ( x i x ) i (xx) wynika, że X j e s t nieujemną addytywną funk
cją z b i o r u określoną na c i e l e produktowym * ... *• 3<n w prze
s t r z e n i /łVx ... x Xn i spełniającą warunek (#). To, że j e s t to 
jedyna f u n k c j a o tych własnościach, wynika z jednoznaczności wa
runku (*) oraz własności (cp4) ciał produktowych. 

Dowód twie r d z e n i a (A) został w ten sposób zakończony. 
Funkcję produktową X będziemy również pisać w p o s t a c i 

X — X * »•» & <ŹLJI 

Twierdzenie (B) 

(X^ * ... ) # k^B+l *••**" ^ 7 7 ) = i * • • • *" 
Dj Funkcja produktową * . . . * A m j e s t jedyną nieujemną addy
tywną funkcją z b i o r u określoną na c i e l e p r o d u k t o w y m ^ * ... * fjc 
w p r z e s t r z e n i X± * . . . x X7n i taką, że 

A n a l o g i c z n i e , f u n k c j a produktową * . . . *-J.n j e s t jedyną n i e 
ujemną addytywną funkcją z b i o r u określoną na c i e l e produktowym 

% + 1 * . . . * 3Cn w p r z e s t r z e n i /K n J + 1 * ... * Xn i taką, że 

Funkcja produktową C-̂-̂  •••• *Am) * * .. • * ) j e s t 
jedyną nieujemną funkcją z b i o r u określoną na c i e l e produktowym 
( j * ... * & m ) * f ^ + i * a w l e c na mocy własności 
(cp2) na c i e l e produktowym j * ... #3f n i taką, że 
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W szczególności fu n k c j a produktowa [2^ * ...* 2 ̂  * &m+± * ••• 
%Xn) j e s t nieujemną addytywną funkcją z b i o r u określoną na c i e l e 
produktowym <^ # ... #3^ H i taką, że 

A . . . AAneSKn 

...x A n ) = [_(a± # . . . * A m ) * * . . . *dnT| [ c ^ x ,.*M^x 

* . . . * ^ n K ^ + 1 x ...x A N \ = 21(A1) . ... - ^ c v --W^W* 

• . . . -^N{AN) = A 1 ( A 1 ) « . . . - 0 . N { A N ) 

A l e na mocy twie r d z e n i a (A) i s t n i e j e t y l k o jedna f u n k c j a o t a k i c h 
własnościach, skąd wynika teza t w i e r d z e n i a " ( B ) . 

§ 178. Miary produktowe 

Miarą produktowa ^ miar ̂ , ...,<«„ i określonych odpowiednio 
na 6-ciałach S., ...,<Sn w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio X±, . . . , Xn, 
będziemy nazywać p r z e l i c z a l n i e addytywny produkt miar <u±, . . . . ^ 
t a k i , że 

/l 1 e <S7 A ... A / l n e * ^ 
Twierdzenie (A) 
Dla danych miar ...,^ n określonych odpowiednio na <5"-cia-

łach S^t . . . , S n w p r z e s t r z e n i a c h odpowiednio X^t ...,Xn i s t n i e 
j e dokładnie jedna miara produktowa^ określona na ff-ciele pro
duktowym ® ... ®Sn w p r z e s t r z e n i X^x ... * Xn i spełniająca 
warunek (#). 
DJ Dowód podzielimy na 7 części L i , L7, z których o s t a t n i a 
stanowi właściwy dowód twierdzenia przez indukcję, p r z e d o s t a t n i a 
- dowód w przypadku n = 2, a pozostałe mają charakter oddzielnych 
lematów. 
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