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D| Na mocy twierdzed. § 185, § 188 i § 192 dla dowolnych
liczb rzeczywistych x,y funkcja

v def o |F|-+y|g[

jak réwniez funkcja Ta sa mierzalne i skoriczone na zbiorze
A, a ponadto

/\ f‘rzdy20
*

X,y €

a stad

Lo 18l + ylgl 2 =x®[ |F] 2 du »

v 2xy Slfaldp+y ® Slgl "au > o

Wyrdéznik tego trdjmianu kwadratowego musi byé niedodatni,
tzn,

4({|F§I du'}? - 4. f1f] “duSg|® dp < 0
czyli ‘
2
(/1fq du)” < Jif1*du Jiol du

Poniewaz na mocy (c22) jest

| fﬁsdy £;/'|fgl du

otrzymujemy stad zadana wtasnosé.

Uwagza: W przypadku funkecji £ i g rzeczywistych wtasnodé
(c62) mozna napisaé w postaci

(70 de) € [P J o't

§ 226, Catka Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowej

Catka Lebesgue’a w przestrzeni euklidesuwej‘mﬁ jest szczegdl-
nyn przypadkiem catki Lebesgue’a okreslonej w § 224, gdy mianowi-
cie x =R", Niech &£, oznacza - zgodnie 2z § 118 - klase zbiordw
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mierzalnych w sensie Lebesgue’a w przestrzeni R", a B, klase zbio-
réw borelowskich w tej przestrzeni.Na mocy twierdzenia § 119 jest
Bpcln. Na mocy § 118 i § 93 klasy £, i B, sa 6 -ciatami prze-
strzeni B™., Niech w oznacza miare Lebesgue’a w przestrzeni R™.
Symbolem u bedziemy oznaczaé dowolng miare okreslong na dowolnym
G-ciele § przestrzeni R".

W przypadku gdy catka jest okreslona w przestrzeni z miarg
(R S,u ) i A =<a;b), gdzie a = (@4y¢00,apn), b= (byyeee,by)e
eR T, bedziemy te calke oznaczaé

&
jf#a‘p:,[{‘(x Ydu (x) = ff(x)dp (x) =

3 b, .
- ,f ;{‘F(ai,...,xn)dy (X4 5000 9p)

Gdy ponadto ‘u Jjest miarg produktowg K= U 1 @ “'®a“n , bedziemy
réwniez pisaé

b by
A,/',C' d(u= [,ﬁ/‘ {‘(xi,...,xn)dyi(.xij * el cdp (X))

zgodnie z twierdzeniem Fubiniego (c¢60). Gdy ‘miara U dopuszcza
przypadki, ze przedziaty<a;b), (as3b), (a3;b> , <a3;b> moga mieé
rézne miary, bedziemy pisacé

b b+
./.Fd#= [{‘(.x)d‘u(.r), (,'fb;d‘u= :z(,f'(.x)d‘u (x),

(a;b)

b+
S Fdu=J F@dp e

¢azb)

Przyjmujemy ponadto uﬁowe, ze
a b
(164) _b/',(‘(.x)dlu (x) .= -a/'{‘(x')dlu ()

W przypadku gdy calka jest okreslona w przestrzeni z miara
(R", £,,w ) bedziemy jg oznaczaé symbolami

n razy

WEACHT MW S - PR R1.- SUCIRRY P

o) dos )
A
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Gdy ponadto A jest przedziatem o koficach a = (@gyeeey@p), b =
= (bi.---,bn)eﬂtg, agb , piszemy

bn

b b
JF@dx= SEerde = S S g, egddey -l - dy,

b an

W szczegdlnosci bedziemy mieli do czynienia z catkami

b -
S A du (@), SF () du (1)

lub

S E@ du ) = SF) du (x)
4 A

ktére bedziemy rozpatrywaé jako catki wtadciwe Lebesgue’a. Calki
niewtasciwe Lebesgue’a wprowadzimy w § 229,

W przypadku gdy calka jest okreslona w przestrzeni z miara
(R, 8, ,v ), gdzie v jest miara unormowana, wtedy na mocy twier-
dzenia § 115 miara v jednoznacznie okreéla dystrybuante F tej mia-
ry i, odwrotnie, kazda dystrybuanta F jednoznacznie okresla miare
vV, ktdérej jest dystrybuanta. Wobec tej wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniogci catke bedziemy wtedy rdéwniez oznaczaé symbolami

SHAF = S F@IAF (%) =f FGrqyeeexgd dF(gyeeesiy) SESfdv
A

a w przypadku, gdy A= <azb), gdziea= (Qy,.00,ap), b= (byye..,by)e
e!P.E,

b by by
:'/',Cdp g a,/' de:a{'... ,‘{F(.xi,...,‘xn)dF(xi,...,xn)
Symbo1l

S @) dF @
A

Jest w istocie uzywany na oznaczenie tzw., calki Lebesgue’a-Stiel-
tjesa, ktéra w przypadku, gdy F jest dystrybuanta miary v, jest
fdwna catce Lebesgue’a wzgledem miary p ., Fakt ten pozwala w ni-
niejszym opracowaniu pominaé w ogéle teorie catek Lebesgue’a-
=Stieltjesa, a symbole '
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;‘/'F(;r)d F @) s SF@dr @

tralktowaé jako réwnoznaczne.

§ 227. Witasno$ci calki Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowej

Poniewaz catka Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowej R™ jest
szczegdlnym przypadkiem catki Lebesgue’a okreslonej w § 224, wige
ma wszystkie wlasnosSci (c1)-(c62) z § 225, Ponadto ma jeszcze in-
ne wtasnosSci, ktdére podamy nizej.

(063) I jest catka Riemanna funkeji £ po obszarze ozraniczonym i
domknigtym Acf" =

—> istnieje catka Lebesgue’a f,f'd.x A f{' dx =1
A A

D| Dla uniknigcia nieporozumierni symboln fbedziemy uzywaé
tylko dla calki Lebesgue’a.
Zatézmy najpierw, ze A jest przedzialem domknietym

A= Kazby ,.a:b €B%, alh
Na moecy (10) z § 76

n
(%) A=<azb) + U p#

=1
gdziePI,...'.P: sq dcianami prawostronnymi przedziain A .
Zgodnie z § 83 dokonajmy dla kazdej liczby naturalnej m no-
dziatu normalnego przedziatu <a;b) na 2™ przystajacych

przedziatéw lewostronnie domknietych Agm} el A Tnn poprzez
2

przyjecie, ze podziar (¥) w § 83 jest podziatem na 2™ réw-
nych czesci, Mamy

zmﬂ
Y )
m/e\a‘t {a;b) = Z Ai(m A

vol( @l(m) ) =
i=1

ie{ly...,2"™}

S vol (A)

gdzie jgm) oznacza domkniecie przed-zialu At-{m). Niech

iﬂﬂ égg i . d(m) égg
6 1n(m’ fx) A d} su?m)f‘(x}

.I(AE “xe‘qf P
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a nastepnie

memn m

/\ __f 2 (m) _2_'1”_'?_;‘,01 (A) A

de)r

1
d
Sqm .1
Z definicji catki Riemanna wynika, zZe

Fom: 158 S, =i himefay [fksee

Wprowadzmy teraz funkcje

(m) ( )
c'£{1‘...,2m”}9m 7 A Ny ¢

czyli

mn 2?’!??

G = 2 c{(m) IArm) Ah, = 2 d( )I,qf”"

Funkcje I i QW sq zatem funkcjami mierzalnymi na zbiorze
{a3}) a ponadto na mocy ich definicji

(*Jé}b)gi(x) € g(x) € e € £ one € A(X) € Ay (x)

Ciag (._qm) jest zatem niemalejacym cigagiem funkecji mierzal-
nych na zbiorze {a;b), a ciag (/,) nierosngcym ciagiem funk-
cji mierzalnych na zbiorze { g j34). Jako monotoniczne oba
ciagi sa zbiezne na zbiorze { q ;5)

<a;b) -
1im g, —= g A lim h,, &L ,

m—-m M -0

a na mocy twierdzenia § 198 funkeji g i /) sa mierzalne na
zbiorze < @ ;4). Ponadto na tym zbiorze na mocy (xx) jest

(ex ) 9 F <A

17 — Wyktady...
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Zauwazmy teraz, %e na mocy twierdzenia § 120

/\ /\ (AT 2 vor(A(™My =L vo1 (A)

RER (e{1,y ..., o2} a'?

i wobec tego na mocy wtasnoseci (c23)

/\ fgm dx = éﬂ c.(’f") w(A‘-(”’)) -

meR ¢
{a;b)

zmﬂ

B Z C(m)ﬁ vol (A) = &, A

i=1 -

A f hpp dx = gﬂd-(m) w(A;(”ﬂ) >

= (3

La;b) &1
mn

= Sdi(m) -—1-11-,‘?—?—? vol (4) = &,
t=1 2

Na mocy wtasnodci (c40) 1 (c41) jest zatem

gaxr= 1lim f 9, = 1lim g =1

m—>eo wo0

La;b) <a;b)

j)‘)'d)‘.= lim ./‘hm dx = 1lim ‘fm = J

<a;b) e i ¢ 744
Ale na mocy (¥xx) 1 witasnodci (c18)
I:/gd.r\(/'fa’x\(f Hivdie veany
(a;b) <ajb) {a;b)

skad

ff‘ dx = 71
{a; b)
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Poniewaz na mocy § 120

wobec tego na mocy wiasnodci (e8) i (x)

Iffa’x=f

A

Zatézmy teraz, ze 4 jest dowolnym obszarem ograniczo-
nym i domknietym w przestrzeni X7 1 dla funkecji f Jjest
okredélona caltka Riemanna po obszarze A réwna I, Wobec tego
obierzmy dowolny przedziat domkniety 8 taki, .%ze ACSE8 i
wprowadZzmy funkcje

def f na zbiorze A
0 na zbiorze B - A

)f‘

Catka Riemanna funkeji fo po zbiorze A jest sumg calki
Riemanna funkecji # po zbiorze A , a wigc calki rdéwnej 7,
oraz catki Riemanna funkecji rdéwnej zeru po zbiorze 8 -A,
a wiec catki réwnej 0, i wobec tego catka Riemanna funkecji
fo po zbiorze A Jjest réwna I .

Z drugiej strony mamy catke Lebesgue’a, ktdérg na mooy
udowodnionego juz przypadku mozemy napisaé jako

(%xx%) ff'o dx= 1
8

Ale zbiér 4 jako domknigty jest borelowski, a wige A ¢ B,
podobnie B¢ B, awieci B - Ae B, Na' mocy witasnodci
(e2) jest zatem

f{odx=ffodx+ fodx-f,rd:

a stad i ze wzoru (xxxx)
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Srde=1
A

co bylo do dowiedzenia,

(c64) / jest catka niewladciwg Riemanna funkeji £ na przedziale

Ac R" i istnieje calka niewlas$ciwa Riemanna funkeji £
na tymze przedziale =

= (I)dX‘=I
:/f

Dl Niech J oznacza catke niewtasciwg Riemanna funkcji |f[
na przedziale A, Zatem

Jo= 1im .%

k=00

gdzie J  oznacza caltke witasciwg Riemanna funkcji |/ | na
przedziale AkC'A y 2z tym, zZe

o
Aic Azc B < ALA =&—=J’4k

Na mocy wtasnodci (c63) i (c43)

/If(x)ldx= 92 e
A

Funkcja |f‘] jest zatem prawie calkowalna na przedziale A
i na mocy wtasnosci (025) funkcja f jest réwniez prawie
catkowalna na przedziale A ,czyli istnieje skornczona catka

ff(x)dx

A

k
Riemanna na przedziale A, , wigc na mocy wiasnosci (c63) i
(e43) otrzymujemy wtasnodéé zadana.

Poniewaz / = EiqL Z , gdzie J oznacza calke wlasdciwg
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(¢65) Calkowanie przez podstawienie w przestrzeni euklidesowej.
2] 1° A4 ,8,6,H¢ oL w przestrzeni z miara (R" oL, w),gdzie

ol’jest C'=ciatem zbioréw mierzalnych w sensie Lebes-

gue’a, a @ miarg Lebesgue’a w przestrzeni!k”.

Dane jest odwzorowanie jedno-jednoznaczne 7 takie,

Ze

H =17(6G) A B = t(A)

3° 4 jest zbiorem otwartym niepustym.
BCH

0 /
5° 7 (1) = (73(x),0ee, 5(x)), gazie “{1,...,7;-].&(1) =
= z;(xi,..., x,) jest funkcjg rzeczywista skoriczong

ciagla na zbiorze ¢ 1i posiadajgcg ciggle pochodne
czgstkowe pilerwszego rzedu na zbiorze G .

6% Jakobian
d 7y 2z,
/\ O(x) =D(x1,....r,;)d—ef 3 ¢ £ 0
xed . 4
dr &2;2
axn L —-—c}x’?
7° 1Istnieje catka

ff(y“%r
8

gdzie f jest funkcjg mierzalng » na zbiorze & .

N [rdy= [F) <] o) dx
a A

D] Na mocy twierdzenia § 169 zbidér G jest otwarty i1 niepu-
sty, a na mocy wzoru (120) ACG,
W rachunku rdézniczkowym 1 catkowym dowodzi sie, ze funk
cja T =3 jest przy danych zalozeniach ciggta na zbiorze # .
Niech aq; oznacza klase wszystkich zbiordéw mierzalnych
w sensie Lebesgue’a i zawartych w zbiorze G ., Klasa d% jest
o-ciatem przestrzeni G , poniewaz
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1° speinia warunek (61) dlaG -cial, gdyz C e olz,

2% speinia warunek (02) dla G -cial, gdyz dla kazdego
zbioru £ mierzalnego w sensie Lebesgue’a i zawarte-
go w zbiorze & zbidér G - C jest réwniez mierzalny
W sensie Lebesgue’a i zawarty w zbiorze G ,

3° spetnia warunek (03) dlaG-cial, gdyz dla kazdego
ciaggu Cl,dé,... funkcji mierzalnych w sensie Lebes-
gue’a i zawartych w zbiorze G zbidr k=i{; jest réw-

niez mierzalny w sensie Lebesgue’a i1 zawarty w zbio-
rze G .
Niech

N L (L)
Na mocy (135) jest tez

-1
£ = <

Wykazemy, ze ' jest G-ciatem przestrzeni H ,
Poniewaz G eoli# = z(0), wige He N i klasa & spei-
nia warunek (061) dla ¢-cial, ;
Jedli DeoN', czyli istnieje taki zbidr (e dg, ze [ =
=z (C), to na mocy (137)

H=0=1t(6) -v(C) =2(G=C) A G ~Ceob

skad H - DeN'. Zatem klasa N spelnia warunek (¢2) dla o -
-cial. Analogicznie wykazujemy, ze na mocy (122) klasa A"
speinia takze warunek &73). Zatem klasa " jest , istotnie,
o-ciatem przestrzeni /. Na mocy twierdzenia§ 170 jest B,C N
gdziecﬁg oznacza G'-ciato zbiordéw borelowskich przestrzeni
R

WprowadZmy teraz funkcje rzeczywistsg

(1) Js/c\w 2 (8) iﬁf 10 (x) | dx

z7'(8)

Na mocy wtasnosci (c545;¢ jest miarg okreslong na G -ciele
N, Wykazemy, Ze miara u pokrywa sig z miarg Lebesgue’a w
w klasie zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a i zawar-
tych w zbiorze # .,
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W rachunku catkowym dowodzi sie, Ze dla kazdego prze-
dziatu ograniczonego domknigetego FCH

vo1(P) = [ |0 (x)|ax

T'(P)

Zatem na mocy twierdzenia § 120 miara u pokrywa sie z miars
W w klasie wszystkich przedzialdéw ograniczonych domknigtych,
zawartych w zbiorze + .

Zauwazmy teraz, ze dla B¢ N

(i) 4(8) = 0> w(2(8) =0

Istotnie, jesli w(t"i(s)) = 0, to na mocy (ei1) u (B) = oO.
Je$li natomiast u(8) = 0, to na mocy (c13) i zatozenia 6°,
z ktérego wynika, ze |[O(x)| >0 na zbiorze 6 , musi byé
w(z71(8)) = o.

Na mocy (11) miary u 1 w pokrywaja sie w klasie wszy-
stkich scian przedzialéw ograniczonych zawartych w zbiorze
H. Wobec tego pokrywajg si¢ w klasie wszystkich przedzialdw
ograniczonych zawartych w zbiorze H . .

Poniewaz dla przedziaitéw C 1 J iloeczyn Cnd tez Jjest
przedziatem, a Cul)CH = CCH A D H , wiec dla kazde-
go CuDCH

u(Cu D) = u(l) + u(D=-0) = u(0) + u(0) = u(Cn D)

i analogiczne wzory zachodza dla miary Lebesgue’a w . Wobec
tego miary u i w pokrywaja sie w klasie skoriczonych sum
przedzialdéw ograniczonych, jesli sumy te sa zawarte w zbio-
rze H .

Poniewaz

H ¢ = H (Cqueccu A 0 c(Ciuly) € (6o, uly)Ce

oraz
H{;CH -_’.} cil C’zl“' CHA cil(61U02)|(Ciu€2 lJCs).--oCH
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wiee na mocy witasnosci (ﬁﬂ) miary - miary 4 i @ pokrywajg
si¢ réwniez w klasie przeliczalnych sum przedziatéw ogra-
niczonych, jedli sumy te sa zawarte w zbiorze 4/ . Z twier-
dzenia § 92 wynika, ze miary M 1 @ pokrywajg sie w klasie
wszystkich zbiordw otwartych zawartych w zbiorze H .

Niech teraz F bedzie dowolnym zbiorem typu Gé‘ zawartym
w zbiorze 4 , Istniejg zatem zbiory otwarte 01,65,... ta-
kie, ze

e

k=1

Wynika stad, ze

e

F=FnH = m(&in... nG, nH)

k=14

gdzie na mocy twierdzenia § 60 zbiory 61 A ase nGk_ n H sa
otwarte. Sa one ponadto zawarte w zblorze # , Jesli u(F) &
iw(F){ e, to - na mocy wtasnosci (m8) miar - jest u (F) =
= w(F). Zatem miary &« i « pokrywaja sie¢ w klasie wszyst-
kich zbioréw typu Gp » jedli sg one ograniczone i zawarte
w zbiorze H ,

Niech

/\ P d—e£((-k,...,—k)i(k!0*°!k})

ke N' %

Jesli /£ jest zbiorem typu Gd‘ i FCH , to

F=U »
k=1

gdzie

"o w

/\ def
Emair FNR A MCH,C

|Poniewaz

k/e\w #Uﬁ)(ﬂ(ﬁﬂwx\ w(Mk)(u(zg){w
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a zbiory Mk sg typu 6“;, wiec - na mocy wtasnosci (m'r) mia-
ry 4 1 @ pokrywajg sige w klasie wszystkich zbiordéw typu (&.

Wykazemy teraz, ze miary 4 1 w pokrywajg sig w klasie
wszystkich takich zbioréw < € of,, ZCH , ze @w(Z) = 0, Dla
kazdego takiego zbioru istnieje zbiér Z, typu G‘} , ktéry
na mocy twierdzenia (A) z § 171 speinia warunki

ZC ZogArw(Zy) =0

Poniewaz zbiér 2~ S 7 N 4 jest tez typu G 1 ZcZ¥cC 2,
oraz W konsekweneji w (Z"‘) = 0, wigc dla kazdego zbioru Z
speiniajgcego warunki

(111) Zeaen/\z.cy,«o(z)=o

istnieje zbiédr 2 typu G, speiniajacy warynki

(iv) 2 T8 A ZYCH A (T =u(Z®) =0
Poniewaz -
wu(Z™ = f |0 (x}ax = o
T-1(Z%)

wiec na mocy (e13) i zatozenia 6°

= "L(zH =0

Poniewaz dalej na mocy (iv) i (126)

r @) e 2™

wigc zbidr r‘i(Z) ma miare zewnetrzng Lebesgue’a zero i na
mocy twierdzenia Carathéodory’ego z § 111

r7 (2 e oL A w(z7H2)) = 0

Wobec tego kazdy zbidér I spelniajgecy warunki (iii) nalezy
do klasy & .

Niech teraz A bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym w sen-
sie Lebesgue’a. Na mocy twierdzenia (A) z § 171 istniejg ta-
kie zbiory C 1 Z , ze
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B+2Z =CArw(2) =0 AC jest zbiorem typu G ¢

Jeéli BcH, to BnH = B i
B +2ZnH=CnH

gidzie ZnNnH=HAaw (ZnH) =0ACnHcH jest zbiorem ty-
pu Gd“ Poniewaz wykazalismy juz, ze zbiory Z nHi C N Hna-
leza do klasy /" i I (ZnH) =w(ZnH) oraz (u(CnH) =w(CnH),
wiec

.,PH - i /\ ‘u(B) = w(B)
B&uE’H

gdzie "EH jest klasg wszystkich zbioréw mierzalnych w sensie
Lebesgue’a i zawartych w zbiorze /. Przez analogie =z klasa
“Ps'fH jest G -ciatem przestrzeni //., Mamy zatem

I A w@ = [ |p@)]ax

P&y z1(8)

gdzie na mocy twierdzenia § 199 funkcja [D(.x)l Jest mierzal-
na na zbiorze G wzgledem G -ciala %B,, a wige tym bardziej
wzgledem G -cialta J°, a tym samym jest mierzalna na zbiorze
G wzgledem G -ciata dy. :

Wobec powyZszego wlasnoéé dowodzona wynika 2z wiasnod-
ci (e53), gdzie nalezy przyjaé X =G, S =Ly Y=w, Y =H,
T=d, V=w,g(x) =|D ).

§ 228, Catka Lebesgue’a na prostej

Catka Lebesgue’a na prostej jest szczegdlnym przypadkiem cal-
ki Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowej. Niech o oznacza klase
wszystkich zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a na prostej, B
klase wszystkich zbioréw borelowskich na prostej, a (o miarg Lebes-
gue’a na prostej. Symbolem (.L bedziemy oznaczaé¢ dowolng miare okre-
$long na dowolnym G-ciele S prostej e

Catka Lebesgue’a na prostej ma wszystkie wlasnodci catek Le-
besgue’a (ci1)-(c62) z § 225 oraz wtasnodci catek Lebesgue’a w prze-
strzeni euklidesowej (c63)-(c65) z § 227. Ponadto ma jeszcze inne
witasnodci, ktére podamy nizej.
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