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skąd 

A A 
l i m A a (*5- l i m o o ^ ^ ) _ ^ 

W drugim przypadku z f a k t u , że ciąg j e s t niemalejący na z b i o 
rze A wynika, że 

A,g (X)< l i m g (X) = l i m f' (x) 

Ą V A g(x) < ̂  (*) 
*e,4 nxeA nett™ n>nx 

A V A 
crê ) w„f>f ne% 71 

* n>nx 

> l i m A„ ̂  ^ 

Ale z nierówności hnXsfn wynika, że 

A A 
skąd na mocy T2 i dowolności wskaźnika m 

A fgmcbj < l i m fjLdn -* l i m f g d ^ 4 l i m f Ą,(Ut 
metlA n~*°°A n~¥°° A n 2 

Z uwagi na symetrię f u n k c j i A, ••• 1 5i» ^2' *" o t r z y m u J e m y 
również nierówność odwrotną, a stąd tezę dowodzonego tw i e r d z e n i a . 

§ 224. D e f i n i c j a całki Lebesgue^ 

Niech będzie dana przestrzeń z miarą (X, S, ) , zbiór i 
dowolna funkcja mierzalna inieujemna na zbi o r z e A. Na mocy t w i e r 
dzenia § 203 i s t n i e j e ciąg (fn) niemalejący f u n k c j i prostych mie
r z a l n y c h na zbi o r z e A t a k i , że 

Całką Lebesgue'a f u n k c j i mierzalnej nieujemnej na zbiorze A£S 
nazywamy liczbę 
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(154) y y ^ ^ f l i m f f v d i X 
A N-*°° A 

Twierdzenie § 223 gwarantuje nam jednoznaczność tego określenia. 
Zauważmy, że całka (154) d l a f u n k c j i mierzalnej i nieujemnej na 
zb i o r z e A zawsze i s t n i e j e (choć może przybierać wartość oo) i j e s t 
zawsze nieujemną. 

Niech t e r a z f będzie dowolną funkcją mierzalną na zb i o r z e A, 
a więc n i e k o n i e c z n i e nieujemną. Wprowadzamy funkcje 

m a x (f,0), f~ M raax (_^0) 

Funkcję f będziemy nazywać częścią dodatnią, a f~ częścią ujemną 
f u n k c j i Z1 (niektórzy autorzy nazywają f+ częścią nieujemną, a f~ 
częścią niedodatnią f u n k c j i f). Zarówno p+ jak i P~ są na mocy 
twi e r d z e n i a § 197 funkcjami mierzalnymi nieujemnymi na z b i o r z e A, 
a więc istnieją d l a n i c h całki 

(155) f f*d<u , f f d y 
A A . 

określone wzorami 

/> +4* = l i » A ^ g d z i e fŁ ¥*»9n 
(156) A 

A A 

a (QN) i (A^) są ciągami niemałejącymi f u n k c j i prostych m i e r z a l 
nych na z b i o r z e A, określonymi wzorami 

Pn In 

gdzie 

cnl cnpn ' 01 nl' ' * ' ' Q ' ^ „ € * A ' * ' ' ' Cnpn' dnl' • • • 

Ŵn >° A % d l a A d m r d n j d l a i^jf 

Cnl + ••• + ^ = * A A + +I)nqn = ? 

A n Cvl, ...,An Cnp^ e S A A n ^ , . . . , ,4 n 2)^ e 3 

Ponadto 
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Pr, 
(158) fgn dj* = cnk ^ ( 4J n i ) A 

A 

In 

A / h„d4* ~fi<U M ^ / l ) 

Z d e f i n i c j i f u n k c j i p+ i ,P- wynika, że 

(159) 7°= A -

Całką Lebesgue'a f u n k c j i f mierzalnej na z b i o r z e AeS nazywamy 
liczbę 

(160) f fdji — / f+dfi - / Z 1 " ^ / 

4 A A 

Jak wynika z d e f i n i c j i , całka (160) i s t n i e j e wtedy i t y l k o wtedy, 
gdy co najmniej jednak z całek (155) j e s t skończona. 

Funkcję f mierzalną na z b i o r z e AeSbędziemy nazywać funkcją 
całkowalną w sensie Lebesgue'a na zb i o r z e A albo krócej funkcją 
całkowalną na z b i o r z e A wtedy i t y l k o wtedy, gdy obie całki (155) 
są skończone. Całka (160) w takim przypadku zawsze i s t n i e j e i 
j e s t skończona. Gdy ponadto A = Xt funkcję /'będziemy nazywać po 
prostu funkcją całkowalną w sensie Lebesgue'a lub krócej funkcją 
całkowalną. 

Gdy będzie nam zależeć na wskazaniu symbolu X elementów n a l e 
żących do z b i o r u A, będziemy całkę (160) oznaczać również symbo
lem 

Jf(x)du (x). 
A 1 

Wartość całki (160) n i e ulega zmianie, gdy zbiór A zastąpimy t a 
kim zbiorem B, że 

BeS A BcA A fi (A-B) = o 
I s t o t n i e , funkcje p, p+, p~, g*% gz, ... oraz fty, /? 2, ... są mie
r z a l n e również na z b i o r z e B, ponadto 

A (A-B) n Cnk = A n Cnk - B n Cnk e S 

oraz 

13 - Wykbdy... 
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skąd 

(158) 

A 
Pn 

8 

/ fi? =y>"> 
(156) 

( 1 5 6 ) A B 

A n a l o g i c z n i e wykazujemy, że 

A B 

Wobec tego na mocy (160) 

fpdn = ffdp 
A B 

Opierając się na powyższej własności całki Lebesgue' a uogól
nimy teraz pojęcie t e j całki na dowolne funkcje mierzalne {J. na 
zb i o r z e . 

Całką Lebesgue'a f u n k c j i f m i e r z a l n e j A1 na zbi o r z e AeS będzie
my nazywać liczbę 

(161) f p d ^ u ^ J f d p 

A 8 
gdzie B j e s t takim zbiorem, że 
(162) BeSABcAA^iA-B) = O A f j e s t funkcją mierzalną 

na zb i o r z e B 

Powyższa d e f i n i c j a j e s t jednoznaczna, ponieważ 
A V B-.eSA B,cA AM(A-BJ) = o A p 

J 

j e s t funkcją mierzalną na z b i o r z e Bj => 

==>B± u B2CSA B± U B2 C A A t<[A - ( 5 T u Bn)] < pi {A- B , ) » 0 A 

http://B-.eS
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A^(B± v B 2 - B$ = Ą A - \ ) - (A-(B1 u B2))] 4 (U(A-B^) = o A 

A < u ( 3 1 u32 - B2) = OAf j e s t funkcją mierzalną na zbiorze B^KJB^=^> 

B1 B,u Bz Bz 

Aff~^ f ~¥' ff~dł> ffd^i. 
B, B,uB2 B2 Ą Sz 

Jak wynika z d e f i n i c j i , całka (161) i s t n i e j e wtedy i t y l k o wtedy, 
gdy co najmniej jedna z całek 
(163) ff+du , ffdfi 

B B 

j e s t skończona. 
Jeśli są spełnione warunki (162), to funkcję f całkowalną 

w sensie Lebesgue'a na zbi o r z e B będziemy nazywać funkcją prawie 
całkowalną w sensie Lebesgue' a na zbiorze A albo krócej funkcją 
prawie całkowalną na zbio r z e A. Gdy ponadto A=X , to funkcję 
nazywamy funkcją prawie całkowalną w sensie Lebesgue ; a albo po 
prostu funkcją prawie całkowalną. Funkcja całkowalna na zb i o r z e A 
j e s t oczywiście również funkcją prawie całkowalną na zb i o r z e A. 

§ 225. Własności całki Lebesgue'a 

W całym n i n i e j s z y m r o z d z i a l e zakładamy, że mamy do czy n i e n i a 
z przestrzenią z miarą {X, •S , £L ). 

( c i ) Ć*(A) = 0 A /" j e s t funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e będącej 
podzbiorem p r z e s t r z e n i X =* ffdp. i s t n i e j e A Jpd^l = 0 

A A 
DJ Jak wynika z d e f i n i c j i , każda funkcja r z e c z y w i s t a j e s t 
mierzalna na zb i o r z e pustym. Wobec tego na mocy założenia 
£l{A) = O każda funkcja r z e c z y w i s t a o d z i e d z i n i e z p r z e s t r z e 
n i X j e s t mierzalna £t na zbi o r z e A i 

A Q 
gdzie Q j e s t zbiorem pustym. 

Z d e f i n i c j i całka każdej f u n k c j i p r o s t e j na zb i o r z e pu
stym j e s t równa zeru, skąd wynika, że całka każdej f u n k c j i 
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