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ha() 2 (20

) A A
Lim hy(x) lim £ (1) = g (X)

W drugim przypadku z faktu, Ze ciag (gm) jest niemalejacy na zbio-
rze A wynika, ze

/\ \ G @K 1im g, (2) = 1im £, (£) =

=
T ,;4 /\q(.r)  fp (1) =
rzm,

=N /\h,,w = gl =

XE€A 7, €4 m:SZ.

=1in 4,2 g,

"N —+voo

Ale z nierdwnosci kﬂ\(,l‘n wynika, ze

Af by det § [ det
A
skad na mocy T2 i dowolnosci wskaznika mz
[\ fomie < i [ = yip, fanau< yin, [ ha
Z uwagi na symetrie funkeji fi, {’2, e 194y g5y .. otrzymujemy

réwniez nierdéwnosé odwrotng, a stad teze dowodzonego twierdzenia.

§ 224, Definicja calki Lebesgue’a

Niech bedzie dana przestrzen z miara (X, §,&), zbiér Aec§ i
dowolna funkcja mierzalna inieujemna na zbiorze A. Na mocy twier-—

dzenia § 203 istnieje ciag (,l’n) niemalejgcy funkeji prostych mie-
rzalnych na zbiorze A taki, ze

(153) lim ’D??. F

n-»oo

Catka Lebesgue’a funkeji mierzalnej nieujemnej na zhiorze Ac§
nazywamy liczbhe




384

(154) {#dy ‘iff?}iﬁm‘a/'{;?dg

Twierdzenie § 223 gwarantuje nam jednoznaczno$é tego okreslenia,
Zauwazmy, ze calka (154) dla funkcji mierzalnej i nieujemnej na
zbiorze A zawsze istnieje (choé moze przybieraé wartosé oco) i jest
zawsze nieujemna,

Niech teraz £ bedzie dowolna funkcja mierzalng na zbiorze A,
a wiec niekoniecznie nieujemng., Wprowadzamy funkcje

p+-gg£ max (£,0), £~ def pax (-£,0)
Funkeje p+ bedziemy nazywaé czedcia dodatnia, a F£ czeScig ujemna
funkeji A (niektdérzy autorzy nazywaja {* czgscia nieujemna, a F-
czedcia niedodatniag funkcji £). Zaréwno ;ﬁ jak i £ sa na mocy
twierdzenia § 197 funkcjami mierzalnymi nieujemnymi na zbiorze A,
a wiec istnieja dla nich calki

(155) S Frau, Jrau

4 .

okreslone wzorami

[F*d@r

I

n—» 00 H—+o0o

lin [ du, gdzie 4 1in %
(156) -2

]

;‘/‘ £ du = lin  [fh, dy, gdzief_'d lim Ay,

a (¢,) i (k,) sa ciagani niemalejacymi funkcji prostych mierzal-
nych na zbiorze 4, okreslonymi wzorami

z >
(157) Ip = & Cnk X, " by = pa dpy XDnL

gdzie

Gy “"Cﬂpn 3 dpys ...,dnqnefﬂ A Coqy “"C’?Pn; gy oo Fes

Cpy ¥ ose + v =gl A lh £ 5o +j%azn = f

??pn

A0 Gy woepAin CnpneSA An Dyy ey A N Dyg €S

Ponadto
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Pn
(158) fg,r du = fY{ Coke (Cop 0 A A
A

A f""’n dy = Edm u(Bp, nA)
A

Zz definicji funkeji p° i £~ wynika, ze

(159) f=p -

Catka Lehasgge’a funkeji £ mierzalnej na zbiorze A€S nazywamy
liczhe

(160) [f’a[u o f FTdu —./.,l‘_du

A A
Jak wynika z definicji, calka (160) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy co najmniej jednak z catek (155) jest skondczona.

Funkcje # mierzalna na zbiorze AcS bedziemy nazywaé funkejag
catkowalnaw sensie Lebesgge’a na zbiorze A albo krdécej funkecjg
calkowalng na zbiorze 4 wtedy i tylko wtedy, gdy obie catki (155)
sa skoriczone, Catka (160) w takim przypadku zawsze istnieje i
Jjest skorczona, Gdy ponadto A = ., funkcje / bedziemy nazywaé po
prostu funkecjg calkowalna w sensie Lebesgue’a lub krécej funkcja
catkowalng.

Gdy bedzie nam zaleze¢ na wskazaniu symbolu X elementdw naleé
zgcych do zbioru A4, bedziemy catke (160) oznaczaé réwniez symbo-
lem

S P (x) du ()
A i
Wartos$é catki (160) nie ulega zmianie, gdy zbiér A zastapimy ta-
kim zbiorem B, ze
BeSABcAA u(A-B) =0

Istotnie, funkcje £, £, £y G1s Gos e+ oraz hy, hy, ... sa mie-
rzalne réwniez na zbiorze B, ponadto

)es
neN k{{\1 8r}10 8 n (Anan =

AA-BIn Cpp = AN Gy - BnGy e
oraz

13 - Wykdudy...
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neq ke{i/,\pn} 3‘[0 5 B)]‘ AlAcfl =

skad

/\ /\y(c,&nA) = (Cun5)+‘a[cnkn(,d—3)]=

ne N ké‘{i

=u(C,nB) = o)

Pr
= /N\./E%'d“ =£§; G U (Cpypn A) =
5 =

U,ﬁ,fff(u ff‘*aéu

Analogicznie wykazujemy, ze
A/'f'—d(‘ =) Fau
Wobec tego na mocy (160)

S 7 du
A

Opierajac sie na powyzszej wZkasnosSci catki Lebesgue’a uogdl-

Il
>
£

nimy teraz pojecie tej catki na dowolne funkcje mierzalne‘y na
zbiorze.,
Calka Lebesgue’a funkcji /2 mierzalnej & na zbiorze AcS bedzie-

my nazywaé¢ liczbe
(161) [ £ au def ff'd#
A a8

gdzie B jest takim zbiorem, ze
(162) BeSA BcAAN uA=-B) = 0A £ jest funkcja mierzalng
na zbiorze 8
Powyzsza definicja jest jednoznaczna, poniewaz

/\\/ eSA CAA(u(AB)=0A{'

J=12
jest funkch mierzalna na zbiorze QJ =
=By uByeSA ByuBycAAulA-(B,u8)]<u(A-8,)=0n
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AU(By U By = By) = Y[(A-B)) - (A-(B, U B))] { 4(4=B;) = 0 A

M(&i vg, - 52) = OA P jest funkcja mierzalna na zbiorze 31u32=>

=ffidu = [ £ = [fraua

81 81U83 Bz
AffFdu = [ F du = [fdu Sffau= [rap.
B, B,uB, By By 8y

Jak wynika z definicji, caika (161) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy co najmniej jedna z catek

(163) St Ji
8

jest skonczona.

Jesli sg speinione warunki (162), to funkcje £ caltkowalna
w sensie Lebesgue’a na zbiorze 8 bedziemy nazywaé funkeja prawie
catkowalng w sensie Lebeagggfa na zbiorze A albo krécej funkcja
prawie calkowalna na zbiorze A. Gdy ponadto A=), to funkecje
nazywamy funkcja prawie calkowalng w sensie Lebesgggfa albo po
prostu funkeja prawie catkowalna. Funkcja catkowalna na zbiorze 4
jest oczywiécie rdéwniez funkcja prawie caltkowalna na zbiorze A.

§ 225. Wiasno$ci catki Lebesgue’a

W calym niniejszym rozdziale zakladamy, Ze mamy do czynienia
z przestrzenia z miara (X, S,u ).

(e1) w(A) = 0 AL jest funkcja rzeczywista o dziedzinie bedacej
podzbiorem przestrzeni X=>f£'d‘u istnieje A f’dy =0
A

D| Jak wynika z definicji, kazda funkcja rzeczywista jest
mierzalna na zbiorze pustym. Wobec tego na mocy zalozenia
y(A) = 0 kazda funkcja rzeczywista o dziedzinie z przestrze-
ni X jest mierzalna u na zbiorze A%

(8 Jrdu - :‘u/ pdu

gdzie § jest zbiorem pustym.
Z definicji catka kazdej funkcji prostej na zbiorze pu-
stym jest rdéwna zeru, skad wynika, ze catka kazdej funkcji
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