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Celem opracomwania, klore ukaze si¢ w Kilku tomach, jest podanie
podstaro teoretycznych rachunku pramdopodobienstma i procesom
stochastycznych mw formie na lyle rozbudomanej, aby calos¢ mogla
byé przyswojona nie tylko przez matemalykom, ale rémnicz przez
wszystkich prakiykomw, kiorzy ze mzgledu na liczne zastosoroania
probabilistyki cheieliby opanowaé ich teorelyczne podstamy.

Tom Il opracomwania zamwiera material przedstamiony przez aulora
na wykiadach, ktére odbymwaly si¢ o Centrum Obliczeniomym PAN
m latach 1921 i 1972. Poczalhowe rachunek pramdopodobienstma miat
byé zamarly rmo dou tomach, jednak ze mzgledu na duza obje¢losé
materialu zostal on rozdzielony na 5 tomy, z kiorych ostatni ukaze sie
pozniej.
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IV, UZUPELNIENIA TEORETYCZNE

§ 160, Twierdzenie

VA 1° % jest cialem zbiordw ustalonej przestrzeni X
2°s jest najmniejsza klasa zbiordw przestrzeni X speiniajaca
warunki:
%) « Ve ES e
(**) Ai' Azs ses €ES A »41(: A2C e = H] AkEé‘

(***J Ai‘ Az, ---e@/\ ;413A23.--'—> Dl k_e'S

T| & jest najmniejszym O-cialem zawierajacym cialo zbiordw X,

D| Wykazemy najpierw, ze istnieje najmniejsza klasa zbiordéw spel-
niajgca warunki (x)-(x %%).W tym celu oznaczmy przez 5¢ zbidr wszy-
stkich klas |7|speiniajacych te warunki. Klasa ta nie jest pusta,
gdyz zawiera klase¢ wszystkich podzbiordw przestrzeni X. WykaZemy,
ze klasa 3

(1) N g £ i g
TeQ ¥ %
. ¥ \
tez speinia te warunki. Istotnie, \_ /
“‘
Pp il
\. rd - 4

N KeT =K cN T=HecT*
e 82 Je 2 T

# -
Jesli .41. A2. e win L BTN AIC Azc..., to

/\Ai' A2. e ET A Aic A2C )=}/\ U A eT =
J e s Tes2 k=1

U4 eNg =0 aer*
k=1 Je 82 k=1

Analogicznie wykazujemy, ze klasa < *spetnia warunek (x %x).Wzér

(i) gwarantuje, ze J* jest najmniejsza klasa speilniajgca warunki
(%), (x%x), (*%x). Zatem § = J*
Niech dla dowolnego zbioru #B e &

(ii) M(8)EE {A:4, 45 AuB, AuBS A°UB, A% B S}
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Z definicji wynika, zZe

/\ & < M(8)
Bex

a takze na mocy (xx) i (xxx)

A s SRR (BYA AL AL 1, #ICL_J1 A, e I (8)

Ao

(iii) _
Ags Ags eee € H(BIA Ay DAy D eee = DlAke M (8)

wobec czego klasa H (B) dla B e X spelnia warunki (=), (%), (*x%
i

(iv) E,C\xes*cac (8).

Ale z definicji (ii) wynika, ze dla 5fe X
Aed(B) » Bed(A)
wobec czego

AeSABeX o AeM(B) = BedH(A)

czyli

A{\J (Bex = Bea (4))

skad

NXKcH(4) = N Sck(4)
Aes (i) Aes

Poniewaz z definicji jest

M(A)cS
wigec otrzymujemy
(v) NS =aA)
Aed

Wykazemy teraz, Ze klasa & jest ciatem zbiordw. Warunek (%) impli-
kuje, ze klasa d speilnia warunek (x1) dla cia zbioréw. Dla dowol-
nego zbioru Be€d mamy dalej

c c
B) = $
AeQﬁAeé}‘((B)uﬁAem( )(”)Ae
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Klasa & spelnia zatem warunek (22) dla cial zbiordéw, Mamy wresz-
cie na mocy (V)

/\ = :
ABeds ,AGJL(B) () A,/B\GJ ATERSLelS

czyli klasa o spelnia réwniez warunek (x3) i jest cialem zbiordw,
Niech teraz 4, A2' ess €S8, Poniewaz

S e Y400

k=1
a na mocy tego, Ze § jest cialem zbiordéw, mamy

ks/!\n A1U"'UAk’€<§A A1C(A1U AzJC(A1UA2UA3’C see

wiec na mocy ()
[ =]
Age Ags weve & = H A ed
Klasa § speinia tym samym warunek (6 3) dla 6-cial. Poniewaz wa-
runek (6 1) jest identyczny 2z warunkiem (2 1), a warunek (6 2)

z warunkiem (2 2), wige & jest 6-cialem, zawierajacym cialo zbio-
réw X,

Jesdli symbhlem 3* oznaczymy najmniejsze 6-cialo zawierajgce
klase X, to

(vi) ¥ &8

Ale na mocy wkasnosei (63) i (s6) 6-cial &* jest klasa zbiordw
speiniajgca warunki (x), (x%), (*%x), wobec czego

S cd&*
skad uwzgledniajgc (vi) mamy
$=8*

co oznacza prawdziwosé dowodzonego twierdzenia.

i

§ 161, Twierdzenie

G Jjest zbiorem otwartym niepustym przestrzeni metrycznej X &

- N\ \V {‘x:l.x - X, = e:} c @

x el $0 ceR
0 e >0

D] Wykazemy nainerw,IZQ
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G jest zbiorem otwartym niepustym = /\ {x Jx - x5) <
X, € G40 EeR

< &}ca, >0
Gdyby tak nie byfo, to byiloby

\/ /\ \/ Ix - xol <'Z& A X € Gc

x, €@ xe X
)0

N o Dsawr e

X EG neN x, € X

czyli

1 c
xn—x0|<n AxneG

Byloby wtedy

T * "

a poniewaz zbiér G° jest na mocy twierdzenia § 55 domknigty, wigc
byloby x,e G, co jest sprzeczne z faktem, ze w«x e G.
WykazZemy teraz implikacje¢ odwrotng. Niech

(%) /\ \/ {x:lx—--t0|< 3}C6

e € G#0 g€
830

Gdyby zbiér G nie byl otwarty, to na mocy twierdzenia § 56 zbidr
G° nie bylby domkniety. Wobec tego istnialby ciag (x,) taki, ze

/\ X, EG)/\ lim %, = x, A x, 6 G
(A lim &, = %5 A %,
czyli

\/ e/\ \/ (' x0|<:8 A Xy € Gﬁ)

o, € X
&>

co byloby zaprzeczeniem zatozenia (). Wobec tego 2zbidér @ musi
byé otwarty. :

§ 162, Twierdzenie

Z) 49 ¥ jest przestrzenia metryczng.
2° Bcxn B+ 0.
3° & jest klasg wszystkich zbioréw domknigtych przestrzeni X,
4°($b jest klasg wszystkich zbiordéw domknietych przestrzenis,
5° 6 jest klasg wszystkich zbioréw otwartych przestrzeni x,
6° Qa jest klasg wszystkich zbioréw otwartych przestrzeni B,

T) F18 =95, §18=6, (patrz § 25).


file://{x:/x-
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D] WykazZemy najpierw, Zze
F|B8c%

Niech Ae¢¥| B8, czyli

Poniewaz A c F, wigc

(%) /\ ( Lim %, = % =#xe:F)

K, X, €4 k == o0

Jesli x ¢ B, to ciag (.x:k) z definicji nie jest zbiezny w prze-—
strzeni B, Jedli natomiast x € 8, to wobec (%) jest xefFn B ,
czyli x ¢ 4, co dowodzi, %e zbidér A jest domkniét.y w przestrzeni
B, czyli Ae &,. Ze wzgledu na dowolnosé zbioru A otrzymujemy stad

(% %) x| 8 c ¥Fg
Wykazemy teraz, Ze
Fg c &F| 8
Niech Ae Fy , czyli
(%% %) A= {x: \/ bm  x =.xeB}
-xl,xz,...eA k oo k

Jeéli przez A oznaczymy domkniecie 2zbioru A w przestrzeni X, to

/4_=={.x:x \/ Lim xk-=x}=

1,12,...614 K=+ oo

-{x: \/ Llum .x=.x68}+

-1'1,.:\52,...6/4 k — oo k
+{x: V Lum xk=x¢3}(;-—;.-*),4+o
gdzie Xy X yen € A k—»>oco
DdﬁF{.x: \/ lm «x =x?‘8},nn3=g
x]_:xg;"-E/q K —=co k

Wobec tego

AnB =AnB+DnB=AnB=4
Poniewaz A jest zbiorem domknietym przestrzeni X, a A byl dowol-

nym zbiorem klasy 3‘5, wige kazdy zbidér klasy ¥z jest zbiorem po-
staci Fn B, gdzie Fe &, czyli nalezy do klasy ¥z , skad
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i na moecy (% %) teza pierwsza dowodzonego twierdzenia.
Wykazemy teraz, Ze

(o) G| 8cg

Niech A4 € &|8 czyli

\/ A=GnA

Wtedy Gef

8-A=B-Gn8 =8B-6=28na°

Poniewaz G° jest zbiorem domknietym przestrzeni X, wigc na mocy
tezy pierwszej, juz udowodnionej, zbidr 8 n Gc, czyli zbidr B - A
jest domkniety w przestrzeni 8, a na mocy twierdzenia § 56 zbidr
A Jjest zbiorem otwartym przestrzeni B, czyli Ae .. Ze wzgledu na
dowolno$é zbioru Ae €| A8 otrzymujemy (o).

Wykazemy teraz, Ze - odwrotnie -

e & cgl|B

Niech Ae¢ QB . Wobec tego B - A jest zbiorem domknietym przestrze-
ni ‘A i na mocy czedei juz udowodnionej istnieje taki zbidr do-
mknigety F przestrzeni X, ze

B - A= Fn B
skad
A=B=-(B-A) =B=-FnB=B-F=8n F°

Poniewaz Fo,jest. zbiorem otwartym przestrzeni X, wiec A eQ|3. Ze
wzgledu na dowolnosé zbioru AeQE otrzymujemy (oo) a nastepnie na
mocy (o) teze druga dowodzonego twierdzenia. W ten sposéb dowdd
zostal zakonczony,

§ 163, Twierdzenie

] 1° Dana jest przestrzen metryczna X.
2% & jest 6-cialem zbiordéw borelowskich przestrzeni X.
3° DeB AD# 0.
° 9 jest 6-ciatem zbioréw borelowskich przestrzeni D.
1 BlD=9.
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D/ Na mocy twierdzenia § 26 B|) jest 6-cialem przestrzeni D.
Poniewaz <8 zawiera wszystkie zbiory otwarte przestrzeni X,

wige na moey twierdzenia § 162 klasa 8|0 zawiera wszystkie zbiory

otwarte przesirzeni O, Poniewaz 2z definicji ¥ jest najmniejszym

6-ciatem przestrzeni /) zawierajacym wszystkie jej zbiory otwarte,
wigce

(x) D c B|D

Niech X bedzie klasa wszystkich takich zbiordw Ack, ze AnDed.
WykazZemy, ze X jest 6-cialem przestrzeni X, Klasa X nie jest pu-
sta, gdyz D jako cala przestrzen jest swym zbiorem borelowskim
(patrz § 65) i wobec tego

DnD = DeD = DeX
Tym samym klasa X spelnia warunek (61) dla G-ciak.
Jesli AeX, czyli AnDe® , to biorac pod uwage, ze P jest
6-ciatem przestrzeni 0, mamy
AnD =D-A=D=-AnDeD = A% X
Zatem klasa & spelnia takze warunek (62) dla 6-ciakl.
Jesli Ayr Agy ve.eX, czyli Ay n D, AN D, «..e$H, to

El A Ya'p = U(Ano)ebr—? CI, e &
ka1 K ka1 K k=1 X

Klasa X speinia zatem réwniez warunek (63) i jest 6-cialtem prze-
strzeni /.,

Klasa X zawiera wszystkie zbiory otwarte przestrzeni X, po-
niewaz dla kazdego zbioru G otwartego w przestrzeni X zbidér Gn D
Jjest na mocy twierdzenia § 162 zbiorem otwartym przestrzeni D,

a wigc G N DedPD. Zatem na mocy definicji G6-ciala zbiordéw bore-
lowskich przestrzeni X

(%) B cx
Ale z definicji

X|DcH
i wobec (xx)

B|DcH

skad na mocy (%) otrzymujemy teze twierdzenia.
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§ 164, Twierdzenie

Z| 19 pana jest przestrzen metryczna X.

29 8 jest 6-cialem zbiordéw borelowskich przestrzeni X.

3° De®B A D¢+ O.

1° 9 jest G-cialem zbiordéw borelowskich przestrzeni D,
T) D jest klasa wszystkich zbiordw borelowskich przestrzeni X za-—
wartych w D,
D| Jesli Ae®P, to na mocy twierdzenia § 163 istnieje taki zbidr
B borelowski w przestrzeni X, 2e A= B8n D, skad AeB A A c.d.
Jedli - odwrotnie - AeB A Ac D, to z uwagi na réwnosé¢ A=AnD
jest AeB/D=9.

§ 165. Obrazy i przeciwobrazy zbiordw i ich klas

W niniejszym paragrafie uscidélimy pojecia obrazéw i przeciw-
obrazéw podane w § 7.

Niech bedg dane dwie przestrzenie X i Y oraz funkcja? o dzie-
dzinie 7 c ¥ i przeciwdziedzinie Uc Y.

Obrazem dowolnego zbioru Ac 7 nazwalismy zbidr

(100) i‘(A)ﬁ{y:y-Z‘(-x)A xeA}cU X
Z tej definicji wynika, ze
(101) xeAd = t(x)erv (4)
ale nie zawsze jest na odwrét, gdyz moze sig zdarzyé, Ze na przy-
kXad
(102) V o (4g) =cldz) A Agn Ay 20
A, AycT

jak w przypadku funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej c(x) =
=x2 dla Ai =< =2; -1> i A2 w4225,

Ze wzoru (100) wynika, Zze

u

e(r)

Zgodnie 2z powyzsza symbolika funkcje T mozna traktowaé jako
funkcje zbioru, ktérej dziedzina jest klasa J wszystkich podzbio-
réw zbioru 7, a przeciwdziedzing klasa U wszystkich podzbiordw
zbioru U, z zalozeniem, Ze obrazem zbioru jednoelementowego jest
zawsze zbiér jednoelementowy i umows, Ze
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