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Celem opracowaniu, które ukaże się w kilku toniach, jest podanie 
podstaw teoretycznych rachunku prawdopodobieństwa i procesów 
stochastycznych w formie na tyle rozbudowanej, aby całość mogła 
być przyswojona nie tylko przez matematyków, ale również przez 
wszystkich praktyków, którzy ze wzjiledu na liczne zastosowania 
probabilistyki chcieliby opanować ich teoretyczne podstawy. 

Tom 11 opracowania zawiera materiał przedstawiony przez autora 
na wykładach, które odbywały się w Centrum Obliczeniowym PAS 
w latach 1971 i 1972. Początkowo rachunek prawdopodobieństwa miał 
być zawarty w dwu tomach, jednak ze mzględu na dużą objętość 
materiału został on rozdzielony na 5 tomy, z których ostatni ukaże się 
później. 
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IV. UZUPEŁNIENIA TEORETYCZNE 

§ 160. Twierdzenie 

JZJ 1 9C j e s t ciałem zbiorów u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i X 

2 c? j e s t najmniejszą klasą zbiorów p r z e s t r z e n i X spełniającą 
warunki: 
(*) a S 

OO 

(* *) A ± , A 2 , ...eSA A x c A 2 c ...=» t j AkeS 

(*#*) A T , A2, . . . e 4 A A ± ^ A 2 -> •'• • —> f i 4 f e e <*? 
TJ ^ j e s t najmniejszym ff-ciałem zawierającym ciało zbiorów SK". 
DJ Wykażemy najpierw, że i s t n i e j e najmniejsza k l a s a zbiorów speł­
niająca warunki (*)-(***).W tym ce l u oznaczmy przez & zbiór wszy­
s t k i c h k l a s spełniających te warunki. Klasa t a nie j e s t pusta, 
gdyż zawiera klasę wszystkich podzbiorów p r z e s t r z e n i X. Wykażemy, 
że k l a s a 
( i ) srr*£f f i 3-

r f V 
też spełnia te warunki. I s t o t n i e , 1-tfY 

Jeśli A±, A2, ... e Ć T * A Ac: & <= . . . , to 

( AAA% A O T ... e-T A AĄC A 0 C ...)---> A U A ej~=* 

* U A e fi <T '«* U M / e ? 

A n a l o g i c z n i e wykazujemy, że kl a s a cT*spełnia warunek (***).Wzór 
( i ) gwarantuje, że óT* j e s t najmniejszą klasą spełniającą warunki 
(*), (**), (***). Zatem = cT*. 

Niech d l a dowolnego z b i o r u ć>8 e S 

( i i ) {^:^, / j u S j u ^ ^ ^ ^ , / ' ^ ^ ^ } 
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Z d e f i n i c j i wynika, że 

A 9H(3) 

a także na mocy (#*) i (***) 

/4 j , A2, . . . e ĆK(B) A A1 c ... =# U A^ e <3ć (5) 
( i i i ) 

oo 
A±, A2, . . . e 3H{B) A A± o A 2 S3 . . . => H -4^ e (0* (3 ) 

wobec czego k l a s a <̂C (5) d l a fi e 5<f spełnia warunki (*), (*x), (**̂  
i 

(iv) A śc''M(B). 

Ale z d e f i n i c j i ( i i ) wynika, że d l a S e DC 

wobec czego 

c z y i i 

skąd 

A e S A B e X => A e M ( B ) =>BeJH(.A) 
(lir) 

A ( f i £ X 5 e JK ( X ) ) /4 e J 7 

AeS (iii) 

Ponieważ z d e f i n i c j i j e s t 
<3ft (/* ) c *S 

więc otrzymujemy 

(v) A S = <M(A) 

Wykażemy t e r a z , że k l a s a j e s t ciałem zbiorów. Warunek (*) i m p l i ­
kuje, że k l a s a <S spełnia warunek ( x l ) d l a ciał zbiorów. Dla dowol­
nego z b i o r u B eS mamy d a l e j 

A e S =* AeM(B) A°e <SH (B) => A°e<S 
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Klasa ej spełnia zatem warunek (ae2) d l a ciał zbiorów. Mamy wresz­
c i e na mocy (v) 

A A e« (B) A • A u B e S • 
A,BeS . (iv) A,B e<5 

c z y l i k l a s a <S spełnia również warunek (*3) i j e s t ciałem zbiorów. 
Niech t e r a z A^, A^, . . . e . Ponieważ 

CO o© 
U A. = U <A: ... u A . ) 
A»l * k-l 

a na mocy tego, że S j e s t ciałem zbiorów, mamy 

A A} u • • • u A^e S A A± c (A ± u A2) <= (A-l u A 2 u A3) c ••• 

więc na mocy (**) 

^ 1 t / 4 9 , ...6 4.-4 LJ/4Łecy 
1 - *«l fc 

Klasa c5 spełnia tym samym warunek (6 3) d l a 6~-ciał. Ponieważ wa­
runek [6 1) j e s t identyczny z warunkiem (ac, i ) , a warunek (6 2) 
z warunkiem (se 2), więc <5 j e s t ff-ciałem, zawierającym ciało z b i o ­
rów 

Jeśli symbolem oznaczymy najmniejsze 6~-ciało zawierające 
klasę X, to 
( v i ) J* c <S 

A l e na mocy własności (6"3) i (s6) 5-ciał <$* j e s t klasą zbiorów 
spełniającą warunki (*), f» * ) i (***)» wobec czego 

skąd uwzględniając ( v i ) mamy 

co oznacza prawdziwość dowodzonego tw i e r d z e n i a . 
i 

§ 161. Twierdzenie 

G j e s t zbiorem otwartym niepustym p r z e s t r z e n i metrycznej X 

<4 A V {*: |« - ve'|< e} c j S 
x.e. 6 fO e eSi 1 0 J 

0 <e > 0 
JDJ Wykażemy najpierw, że 
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O j e s t zbiorem otwartym niepustym => A V 
<C£}cG. 0 «>0 
Gdyby tak nie było, to byłoby 

c z y i i 

Byłoby wtedy 

V A V 
xQ e G £ x e X 

t > 0 

V A V 
xQ e G 

c 

a ponieważ zbiór S c j e s t na mocy tw i e r d z e n i a § 55 domknięty, więc 
byłoby x0e Gc , co j e s t sprzeczne z faktem, że jc q e G. 

Wykażemy ter a z implikację odwrotną. Niech 

A V { x : \ x - x Q \ < e} c G 
x e 6 /t 0 £ t- 5C 0 0 

Gdyby zbiór 6 nie był otwarty, to na mocy tw i e r d z e n i a § 56 zbiór 
Q c n i e byłby domknięty. Wobec tego istniałby ciąg ( x ) t a k i , że 

c z y i i 

( A jc^ e fic ) A Urn x n xQ A xQ e G 

V Ą V { \ x v - x Q \ < e , x n £ G c ) 
u £ > 0 B 

co byłoby zaprzeczeniem założenia (*). Wobec tego zbiór G musi 
być otwarty. 

§ 162. Twierdzenie 

Z\ 1° X j e s t przestrzenią metryczną. 
2° fi c X A B + 0. 
3° j e s t klasą w s z y s t k i c h zbiorów domkniętych p r z e s t r z e n i X. 
4 ° ^ j e s t klasą wszystkich zbiorów domkniętych p r z e s t r z e n i fi. 
5° 8 j e s t klasą ws z y s t k i c h zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i x. 
6° § B j e s t klasą ws z y s t k i c h zbiorów otwartych p r z e s t r z e n i fi. 

TJ &\B & \B =§B ( p a t r z § 25). 

file://{x:/x-
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DJ Wykażemy najpierw, że 

Niech Ae&\ B, c z y l i 

V A = F n B 

Ponieważ A c F , więc 

(*) A ( Urn *. - J t f " i e 
jc 1 , jc 2 A. — ~ * 

Jeśli X <£ 8, to ciąg f<*£) z d e f i n i c j i n ie j e s t zbieżny w prze­
s t r z e n i B. Jeśli natomiast x e B, to wobec (*) j e s t x e F n 5 , 
c z y l i a; e A , co dowodzi, że zbiór A j e s t domknięty w p r z e s t r z e n i 
B, c z y l i A e<Fg . Ze względu na dowolność zb i o r u A otrzymujemy stąd 

(**) -f | f i c & g 

Wykażemy t e r a z , że 

& B c <F | B 

Niech A e ^ , c z y l i 

(***) 'M - { x : V Um x = x e B \ 
xl,x2,...e A k K i 

Jeśli przez A oznaczymy domknięcie z b i o r u A w p r z e s t r z e n i X, to 

A " 1 x V Lim jp, •» oc V — 
l , x2>... eA k-*<*= k * 

= { x: V Lim x = x e B \ + 

+ { *: V Um łjj - * 4 8} { — m ) A +D 
gdzie xz>— e ^ 

£ ̂  { je : V Um x = x <ź B\, Dn B = 0 

Wobec tego 

A n B = AnB + D n B ^ A n B - A 

Ponieważ A j e s t zbiorem domkniętym p r z e s t r z e n i X, a A- był dowol­
nym zbiorem klasy <SFg, więc każdy zbiór klasy Sg j e s t zbiorem po­
s t a c i Fn B , gdzie Fe 3", c z y l i należy do kla s y &~B , skąd 
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<&"g c ĆF | B 

i na mocy (*-*) teza pierwsza dowodzonego tw i e r d z e n i a . 
Wykażemy t e r a z , że 

(o) &\B c9B 

Niech A e 8\ B c z y l i 

Wtedy 
V A r G n 8 

B - A = B - G n 8 = B- G = B n Gc 

Ponieważ Gc j e s t zbiorem domkniętym p r z e s t r z e n i X, więc na mocy 
tezy p i e r w s z e j , już udowodnionej, zbiór B n 6 C, c z y l i zbiór B - A 
j e s t domknięty w p r z e s t r z e n i B, a na mocy tw i e r d z e n i a § 56 zbiór 
A j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i B, c z y l i Ae§g . Ze względu na 
dowolność z b i o r u A e & \ B otrzymujemy ( o ) . 

Wykażemy t e r a z , że - odwrotnie -

( 0 0 ) ą c § | B 

Niech A e §B . Wobec tego B - A j e s t zbiorem domkniętym p r z e s t r z e ­
n i B i na mocy części już udowodnionej i s t n i e j e t a k i zbiór do­
mknięty F p r z e s t r z e n i X, że 

B - A = F n B 

skąd 

A = B - ( B - A ) = B - F n B = B - F = B n F° 
• 

Ponieważ F j e s t zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i X, więc A eQ\B . Ze 
względu na dowolność z b i o r u A cQ otrzymujemy (oo) a następnie na 

o 
mocy (o) tezę drugą dowodzonego tw i e r d z e n i a . W ten sposób dowód 
został zakończony. 

§ 163. Twierdzenie 

ZJ 1° Dana j e s t przestrzeń metryczna X. 
2° 3ł j e s t ff-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i / . 
3° D eJ8 A D * 0. 
4° S) j e s t ff-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i D. 

_tj & \D = a>. 



201 

U| Na mocy twierdzenia § 2&S\D j e s t ff-ciałem p r z e s t r z e n i D. 
Ponieważ <tfi zawiera wszystkie z b i o r y otwarte p r z e s t r z e n i X, 

więc na mocy twierdzenia § 162 k l a s a •ł/S\D zawiera wszystkie z b i o r y 
otwarte p r z e s t r z e n i D. Ponieważ z d e f i n i c j i Si j e s t najmniejszym 
ć>-ciałem p r z e s t r z e n i D zawierającym wszystkie j e j z b i o r y otwarte, 
więc 
, , 2) c S | D (*) 

Niech X będzie klasą wszystkich t a k i c h zbiorów AaX, żeAnDeS). 
Wykażemy, że ?K j e s t G-ciałem p r z e s t r z e n i X. Klasa OC nie j e s t pu­
s t a , gdyż D jako cała przestrzeń j e s t swym zbiorem borelowskim 
( p a t r z § 65) i wobec tego 

D n D = D € 2» => D e D< 

Tym samym k l a s a 3f spełnia warunek (61) d l a ff-ciał. 
Jeśli A e , c z y l i AnDe&t , to biorąc pod uwagę, że A j e s t 

0"-ciałem p r z e s t r z e n i D, mamy 

Acn D = 0-/1 = D-AnDeSb-*Acz3C 

Zatem k l a s a SK spełnia także warunek (62) d l a ff-ciał. 
Jeśli A±, A2, ...eW, c z y l i A^n D, A^n D , ... e 56 , to 

( O A . ) n D - 0 { A n D ) e & = * Q A.e &r 

K l a s a "OH spełnia zatem również warunek (63) i j e s t ©"-ciałem prze­
s t r z e n i /. 

Klasa JC zawiera wszystkie zbiory otwarte p r z e s t r z e n i X, po­
nieważ d l a każdego z b i o r u 6 otwartego w p r z e s t r z e n i X zbiór GnD 
j e s t na mocy tw i e r d z e n i a § 162 zbiorem otwartym p r z e s t r z e n i D, 
a więc G n De 3. Zatem na mocy d e f i n i c j i <?-ciała zbiorów bore-
lowskich p r z e s t r z e n i X 

(**) <# c 
Ale z d e f i n i c j i 

f*r\DcSb 

i wobec (* *) 
c$8 | D c » 

skąd na mocy (x) otrzymujemy tezę tw i e r d z e n i a . 



202 

§ 164. Twierdzenie 

ZJ 1° Dana j e s t przestrzeń metryczna X. 
2° cB j e s t <5-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i 
3° D e c© A D f 0. 
4° A j e s t ff-ciałem zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i D. 

Tj 3 j e s t klasą wszystkich zbiorów borelowskich p r z e s t r z e n i X za­
wartych w D. 
DJ Jeśli A e Sb , to na mocy twierdzenia § 163 i s t n i e j e t a k i zbiór 
B borelowski w p r z e s t r z e n i X , że /) = B n O , skąd A e c8 A A c Z>|. 
Jeśli - odwrotnie - / l e ^ A / l c D , to z uwagi na równość A = A n D 
j e s t /I e c58/Z? =<&. 

§ 165. Obrazy i przeciwobrazy zbiorów i i c h k l a s 

W n i n i e j s z y m p a r a g r a f i e uściślimy pojęcia obrazów i przeciw-
obrazów podane w § 7. 

Niech będą dane dwie p r z e s t r z e n i e X i Y oraz f u n k c j a T o d z i e ­
d z i n i e T c X i p r z e c i w d z i e d z i n i e U c Y. 

Obrazem dowolnego z b i o r u A c T nazwaliśmy zbiór 

(100) v(A) M { y .• y - r(«) A X e A } c U 

Z t e j d e f i n i c j i wynika, że 
(101) JC e A V (*)e <r (/?) 
al e nie zawsze j e s t na odwrót, gdyż może się zdarzyć, że na przy­
kład 
(102) V t (A±) = F(A2) A A±n A2 = O 

AvA2cT 

jak w przypadku f u n k c j i r z e c z y w i s t e j zmiennej r z e c z y w i s t e j c(x) = 
= x 2 d l a A =< -2; -1> 1 -42 = < i ; 2 ^ > . 

Ze wzoru (100) wynika, że 

u = ?(ri 
Zgodnie z powyższą symboliką funkcję E" można traktować jako 

funkcję z b i o r u , której dziedziną j e s t k l a s a 3~ wszystkich podzbio­
rów z b i o r u T, a przeciwdziedziną k l a s a °U wszystkich podzbiorów 
zb i o r u U, z założeniem, że obrazem z b i o r u jednoelementowego j e s t 
zawsze zbiór jednoelementowy i umową, że 
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