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B+2Z =CArw(2) =0 AC jest zbiorem typu G ¢

Jeéli BcH, to BnH = B i
B +2ZnH=CnH

gidzie ZnNnH=HAaw (ZnH) =0ACnHcH jest zbiorem ty-
pu Gd“ Poniewaz wykazalismy juz, ze zbiory Z nHi C N Hna-
leza do klasy /" i I (ZnH) =w(ZnH) oraz (u(CnH) =w(CnH),
wiec

.,PH - i /\ ‘u(B) = w(B)
B&uE’H

gdzie "EH jest klasg wszystkich zbioréw mierzalnych w sensie
Lebesgue’a i zawartych w zbiorze /. Przez analogie =z klasa
“Ps'fH jest G -ciatem przestrzeni //., Mamy zatem

I A w@ = [ |p@)]ax

P&y z1(8)

gdzie na mocy twierdzenia § 199 funkcja [D(.x)l Jest mierzal-
na na zbiorze G wzgledem G -ciala %B,, a wige tym bardziej
wzgledem G -cialta J°, a tym samym jest mierzalna na zbiorze
G wzgledem G -ciata dy. :

Wobec powyZszego wlasnoéé dowodzona wynika 2z wiasnod-
ci (e53), gdzie nalezy przyjaé X =G, S =Ly Y=w, Y =H,
T=d, V=w,g(x) =|D ).

§ 228, Catka Lebesgue’a na prostej

Catka Lebesgue’a na prostej jest szczegdlnym przypadkiem cal-
ki Lebesgue’a w przestrzeni euklidesowej. Niech o oznacza klase
wszystkich zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a na prostej, B
klase wszystkich zbioréw borelowskich na prostej, a (o miarg Lebes-
gue’a na prostej. Symbolem (.L bedziemy oznaczaé¢ dowolng miare okre-
$long na dowolnym G-ciele S prostej e

Catka Lebesgue’a na prostej ma wszystkie wlasnodci catek Le-
besgue’a (ci1)-(c62) z § 225 oraz wtasnodci catek Lebesgue’a w prze-
strzeni euklidesowej (c63)-(c65) z § 227. Ponadto ma jeszcze inne
witasnodci, ktére podamy nizej.
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(c66) Z| W przestrzeni z miara (R, S ,(u) istnieja catki

b c c
ffdt“‘)ff‘%u?ffd(“
a b a

b

n [t frae ~fra
a

a

z tym, ze zamiast O mozna przyjaé q +, =zamiast ) mozna
przyjaé b+, .a zamiast C przyjaé cC +.
El Gdy a< 6 ¢, wtedy przyjmujac

def
A g<0;b)’ B = <bicd,

otrzymujemy
A+ B =<asc)

i wiasnosé (c66) wynika z wtasnosci (c4). Gdy =zamiast a
przyjaé a+, to b,

A= (aip)y B=<b3c), A + 8= (a30)

i witasnodéé jest nadal prawdziwa, Gdy zamiast b przyjaé b+,
t.o

A = <asib>, 8= (b3c), A + B =<a;c)

1 wtasnos¢ jest tez prawdziwa. Analogicznie, witasnodé (c686)
pozostaje prawdziwa, gdy zamiast ¢ przyjaé c+, gdy zamiast
aib przyjaé a+ i b+, gdy zamiast b i ¢ przyjaé b+ 1 c+,
gdy zamiast Q0 i ¢ przyjgé a+ i c+, i wreszcie, gdy zamiast
@y by € Przyjaé a+, b+, c+.

Gdy ag c< b, to na mocy przypadku juz udowodnionego

C b
aff'G’#*ffd# - [

i na mocy umowy (164)

[ta-fra - fra

] a
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skad otrzymujemy zadang wiasnosé.
W pozostatych przypadkach, gdy b agc albo bgc < a,
albo cg agb, albo cg bga, dowdéd jest analogiczny.

(c67) Z| f Jjest funkcjg prawie calkowalna na przedziale <a;bo>c®

T| Funkcja

||-‘ﬁ

X
Fo 2 [ rat
a

ma skoriczone wahanie na przedziale <a j;b>.
D| Niech X, ,...,X, bedzie dowolnym ciggiem liczb rzeczywi-
stych takim, zZe

a=x0€x1< -pchn =b

Mamy wtedy

Xja Xin

|;( s1) f(x9|=g1 f,emd+|é sz,ldf,
>

b
- flf(t)|df &%
a

Stad na mocy definicji wahania funkeji

6
’F.<aib> é!lf(”dfk R

co bylo do wykazania,

(c68) Z| f Jjest funkcja prawie catkowalny na przedziale <aj3b>c R

y Funkeja

Ig

-
F(x) !f(t)df

jest bezwzglednie ciggla w przedziale <@ ;b>.
EJ Niech <aO;b0> bedzie dowolnym przedziatem domkn.>tym
i ograniczonym zawartym w <a ; b>, Niech
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Caybs, sy S el €U by HER

<a; yb>n <a;b>=0 dla i #/J

é (bj =a;1<$
Wtedy
u m ) S il
> | £ (b)) =F(a))] =JZ1‘J f(t)dqég&[|f(ﬂld{=
= [1f (Olat
B
gdzie

Bﬁmi;bf + oees + <y 3 bp>
Na mocy wtashosci (e52)
/\ \/ /\ ((.L(B}<§=>f |f.(t)|dt<£)
3

EeR JcR BeB
E70 070 Bccap>

czyli
<a.; b>c<aip> EeR Se R <A B>y <Apib>C<ay;by>
°L£bg£:3 £€>0 §7 0 VY men 4 A

<a;;b;>n <a;;5>=0dla (f)

§(b1'—q;')‘d\
_Zm |[F(b;) - F(a))|< ¢
J=1

co na mocy definicji oznacza, ze funkcja F jest bezwzgled-
nie ciggta w przedziale <@ j b>.


file:///Fibj
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(069) Z| f Jjest funkcja ciggta o wahaniu skoriczonym na przedzia-

le <aj}p>c M

T| Pochodna f' funkcji f jest funkcja prawie catkowalna na
przedziale <a;b> i mierzalng na zbiorze Qﬂ {x:xe <a3b>A
istnieje pochodna f'(x)}.

D| Na mocy twierdzenia (D) z § 179

w(<azb> - Q) =0 |,

oraz

X fiz F(X+ hy) - f(x)

XeEQ oo hn

= £ (x)

gdzie hi,hz,... jest dowolnym ciggiem liczb rzeczywistych
takim, ze /y,h5ye0. #0 1 lim A, = 0, W przypadku g=5)

71 =e=co

twierdzenie jest w sposéb trywialny prawdziwe, zalézmy wiec,

ze 0 < b. Mamy wtedy

/% AL A

ce®R ne® el XE<a+e; b-£>
E>0 n>ng
a+reE<b=-&

i na mocy twierdzenia § 199

/\ \/ /\ funkcja i (.x'+ h”} = f(x)

R nem eq h
0 LT > "
b-

n
n

M hin
Avm

a+ &

Jest mierzalna na przedziale <a +¢&3b-£>

Wobec tego na mocy twierdzenia § 198 funkcja f'  Jest mie-
rzalna na zbiorze (Q n <a+&;b-6>, Poniewaz dla dowolnego
ciggu liczb rzeczywistych dodatnich 61,62,... takiego, ze

lim ¢ =0 1 é\ﬂ a+& <b- &, mamy

]

Q=Qn{a;b}+UQn (a+£x; b—Ek)
k=1

wigeec na mocy twierdzenia (B) z § 181 funkcja f' Jest mie-
rzalna na zbiorze Q.
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Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy {f jest funkcja nie-
malejgca w przedziale <aj;b>. Wtedy

/\ \/ /\ /\ fle+ h)=f(x)

el n el neM \ xe<argbe> = A
>0 2 n>n, hn &
aA+E<b-£&
T # ) )
[ flx+ n) - f(x
A istnieje calka f ﬂf; f dx
a+é& s

oraz
/\ f(x) > 0 prawie wszedzie w przedziale
e
£>0
a+EibE
b-€
<a+&3b-€> 1 istnieje catka f ' (x) dx
a+g

Na mooy witasnosci (c46)

/%

b-& b-g
( )= £(x)
AN e [

a
a+E < b-€ aes e

Ale

b-
3 b

b-£
f(.x+hn)-f(x) 1 1
£ ke
f ¥ _/ f(x + h,)dx i ff(.r)dx

h
#ee ﬂ hn are a+&

a na mocy (c65), gdzie T (u) =U=-h, D(u) =1"(u) =1 ¢ 6,
mamy

b-¢ b-&+h,
1
— f,f'(x+ hn)dx-i f f(x)dx =
A bn
a+é a+£+hn
b- ¢ b-e+h

=—:T f f(x')d.l‘-l--;-:- f nf (.x)dx

a+&+hn, b-&
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skad

b-g ( o) b-E+h, a+e+h,
f \x* h,)=flx i : §

dx =5— (¥)dx - — (¥)dx =
a_£ b x”nb‘_/; fxxhn a:/;fxx
b-é#ha b-Evh,

=:— f f (b=&dx +,1,— f [£(x)=f(b-8)] dx -
7 beg ? e
O‘d-EI-I) 0*&'4‘})
--— f fla+&ddx 'ﬁ‘" f [£(x)-fa+8)] ax=
a+& as£ "
b-E+h,
=f (b-€&) - f(a+&) +:—n f [f(x) —f(b-.s)] ax -
b-¢
arE+hy,
-5 [ [F® - flare)ax
a+g
s 28

Z ciggtosci funkcji f w punkcie b~ ¢ wynika

/\ \/ /\ /\ |f(x)—f(b-£)|< o =

Se® neR neR xech-£;beehyv
§>0 n>n, vxe<b-&thy;b-¢£>
n >-no

b-é+h,

f [F@x) -f(o-8)] d:lg

S~ AV AL

d‘e R nelnel
>0 npn,
ﬂ)‘ﬂ

b-f-i-lhnt

b-s*'hn|
< l:_l f(-x’-f(b-e)ldx< I;_nl [ sdx =26
" b-E- b-€-|hy|
b-&+hy,
A f [F(x) - f(b=8)] dx =0
n -» o0 n b-&
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Analogicznie wykazujemy, ze

asé+hy,
1
e m.[ [f(x) - fla+ €] dx=0

Wynika stgad, ze

°F e h) - ()
11m1nrffx+"-fx

n = gie hn

bt
= 1im e

h
1] - 00
a+é n

dx = f(b =€) - f(a+ &)
i wobee nierdwnodei podanej wyzej Jest

b-&
/\ Flb=¢) - fla+ &) > f f'(x) dx

® arg
Obierzmy dowolay ciag &g, Eppene € R taki, ze

k/e\? €, >0 A a_+.sk< b—ek

oraz

.5 €3> eoe A LM =0

k =00

Na mocy wtasnosci (c43) otrzymujemy

b-g,
F(0)-f(a) = linm [£(b- ) -f(a+g)] > 1im ; fe,mdx'

b
==f-f'(.r)dx
a

18 — Wykilady...
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co oznacza, ze f{' jest funkcjg prawie calkowalng mna prze-
dziale <aj;b>. W ten sposéb wtasnodé zostata udowodniona
dla funkcji niemalejacych w przedziale <@i;b> .

W przypadku ogdélnym funkcje f przedstawiamy na mocy
twierdzenia (B) z § 179 w postaci

flx) = f(a) + Vfta (x) - V’f:a(xj

Wahania V;’a i v_) funkcji f sa z zalozenia skoficzone
a na mocy twierdzenia (C) z § 179 sa funkcjami ciggtymi
w przedziale (@3b). Ponadto z definicji sg funkcjami niema-
lejgcymi w przedziale <@3b>. Na mocy przypadku juz undowod-
nionego, pochodne (V}Ja Y o'% ("’,c_,ay sg prawie calkowalne na
przedziale <a3;b> 1 na mocy wiasnosci (e31) i (e35) pochod-
na ,(" Jest prawie calkowalna na przedziale <aj;b> , co hyto
do wykazania.

(e70) Z| f Jest funkcja bezwzglednie cigglg w przedziale <a; b>cR.
T| Pochodna f’ funkcji f jest funkcja prawie catkowalng
na kazdym przedziale ograniczonym <ao;b0> c <a;6> 1 mie~
rzalna na zbiorze @ gf_{x:x € <azb> A istnieje pochodna
Fr(x)}.

D| Wynika z twierdzerd (A) i (B) z § 180, wtasnosci (c69)
oraz twierdzenia (B) z § 181,

(e71) EJ f jest funkcja prawie caltkowalng na przedziale <a;b>c R
] & {f(t]dx = f (x)
prawie wszedzie w przedziale <d ;b>
D_[ W przypadku @ = -oc mozna przedzial <aj;b> przedstawié

w postaci sumy O <b-k-13b-k> i dla kazdego x € <f=k=1j;b-k>
k=0

rozpatrywaé calke

d x - b-k-1 X
‘-E&/'f(t)dt -4 .;[ £(¢ )att +bfk F () dt )=
k-1

x
jﬁ £(t) dux
k-1

s
dx
b

Mozemy zatem zalozyé, Ze a¢c
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Przeprowadzimy dowdd najpierw w przypadku, gdy funkcja f
Jest ograniczona, tzn.

\/ /\ |f(x)[< r

re® xe<a;bd>

Niech

X
F2E [ ) at
a

Na mocy (c68) funkcja F jest bezwzglednie ciggla w prze-
dziale <a 3b>, a na mocy (c70) pochodna F' jest prawie cai-
kowalna w przedziale <Qj; b>, Poniewaz

Xth,
N Flx+ hy) = F(x) 1 f i
xe<ap> h e R hn " |Pa i o :
hp# 0

X +h,€e<a;b>

< r -[hnl =

1
||
wiec na mocy wtasnosSci (c47) dla kazdego ciggu hyrhgyess ta-

kiego, ze rliin” h, = 0, h13b2"" # 0,

x x
F(t+h,) = F(8)
fﬂ(t)af P : dt =
a a

N -e=co hﬂ

N-woo hn Nace hp

¥y
F(t+h) =-F (1) ¥
= 1lim f el ( dt = 1lim -5-( F(t+ h) dt -
a

fF(t)dt)tG—_h lim 1_" f!-‘(u)da —fF(t)dt)

(c65) a+hy
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xthp a+hy,

= 1im _:;(aif(f)dt + fF(t)dt a fF(t\df s f(t)d{)

e
arhy,

= lo %(?Fmdf_a?mt)d_f) a
B x a

xfbn
= im hn(z F(x)dt + /'(F(t) -Fx))at ..f F(a)dt -
a
a+hp

]
1]

1 (F(t)-F(a)m)

X+

1
= F(x) - F(a) + ’}Elm h_a([ (F()=F(x))dt -

dvhn

(FG) - F(a))a’t)

a

Ze wzgledu na ciqgtoéé funkeji F w punkcie

AN - oo [Fety -F)| < & =

e nER neM .xstgxh,
€>0 n>n,

Xthn

f(,cm -F(x))dt|< &y =8

skad

1
’}_1:”77”_ [(F(t) -F(x))at = ¢

Analogicznie wykazujemy, Ze
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4 X+h,
lin af(r(f) - Flx))dt = o

=

Biorac jeszcze pod uwage, %e na mocy definicji F (a) = o,
otrzymujemy

X X
(%) Flx) = [F(at = [r(t)at
g a

czyli

X
AN RGO I

X €<a;b> a

Wynika stad, ze

S (F@y -t =0

A

dla kazdego przedzialu otwartego A zawartego w <aj;b>. Na
mocy twierdzenia § 92 wzér ten zachodzi dla kazdego zbioru
otwartégo A zawartego w <aj;b>. W dowodzie twierdzenia (A)
z § 171 wykazalisdmy, ze

/\ /\ \/ \/ A+B=GA w(B) < &

AeL §eR Gotwarly Bef
§ >0

skad

A AN Mo st

‘;q L gig G,dwarty B B,€L
Aw(By) <Snw(By =0
gdzie

B, = Ba<gb> 6, =60 (a;b), B, =60 {a;b}
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Otrzymujemy stad

N AN NV e +

AeL O ER Goluarly Bed 4

Ac<ab> >0

+ [(F@) - f@Nat = [ (F@) - f(¢))af = 0
4 6,

skad

/N /N N [P@y - fnat -

aef Te BeL 4
Ac<agb> 6>0

= - [(F&) -f(Ndt A ® (B)<
B,

Ale na mocy wiasnosci (e¢52)

U\ san. Ll

[ (F#y - fenat]< e

Aed ggg! Bef 8,
wobec cZego
(%2 AN R GIG IO TR
Aed A
Ac <a;b>

Gdyby nie bylo prawda, Ze [’ = f prawie wszedzie na prze-
dziale <ajb>, istniatby zbiér Aec L,Ac <aj3b> taki, ze
w(A) >0 1

(/\ P - £ > o)v C/A FOEY = (8 < o)

te A

co na mocy wiasnosci (c14) przeczyloby (%), Wynika stad,
2e F'= f prawie wszedzie w przedziale <g3;b>. Tym samym
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w przypadku, gdy f Jjest funkcja ograniczong, wtasnosé (cTi)
zostata udowodniona,

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy f jest funkcja nieujem-
ng. Niech

/\ /= =1 min (7,f)

ne

Na mocy twierdzenia § 197 funkcje fi’fé"" sg mierzalhe,
Sa one réwniez nieujemne, ograniczone, a z nieréwnosci

(% * %) O £, < f

wynika na mocy wtasnosci (030), ze sg prawie catkowalne na
przedziale <@ j;b>. Niech

X
6, = [ [ &) - 0] at

Z nieréwnosSci (x**) wynika na mocy wtasnosci (c68) i twier-
dzenia (C) z § 180, ze funkcja G, jest niemalejgca i ma pra-
wie wszedzie pochodng nieujemng w przedziale <a;b>

Gl = & ff(tJdt—— f,f (¢)at =

= F'(x) -f, (x) prawie wszedzie w przedziale <a ;b >

Skorzystalismy tu w stosunku do £, (x) 2z przypadku juz udo-
wodnionego., Niech

def G6,(x+#h) - G (x)
/\ nk(x)—ef h
X e<ab> k

gdzie /71,b2.... jest dowolnie ustalonym ciggiem liczb rze-
czywistych nierdéwnych zeru i takim, ze 1lim h = 0. Na mo-
cy wtasnosci (c46) jest e
x x
lim inf /—gk(t)dfaf G'(¢)adt
a a

k —»= o0
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Analogicznie do (x) wykazujemy, Ze

v 4

lim inf [ H, (L) = G, ()

k— 0

Wobec powyZszego jest

X

X X
G (=] G()dt =) F(¢)df - (£)dt
02/ / S/ #

(74

czyli na mocy definicji funkeji G,

X ~ of o X
Yat - [ p (O dt > [ Fit)dt - tYdb
&/’,o(t dt -a/’{"( aj ( jﬂ?( |

Poniewaz z prawie-calkowalnosci funkecji f; wynika, ze

X
0< [ fo(8)at <oo
J4¢
wiec

x X
(e % S rerat > fFrerat
a a

Z drugiej strony z'faktu, %e prawle wszedzle w przedziale

{aj 6>

G (x) = FI(2) - f,(2)> 0 = F(X) = £,(2)

wynika na mocy (c18), ze

X s
FI(Ydt = [ £,(t)dE
[rweaf
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Poniewad

0 £4< 5K oo A lim o= 7

1 —+ 0

wiec na mocy wtasnosci (¢39)

Tn—+o0

X X
un [ £, (¢)at = [ pierat
a a

skad
& X
F'(t) dt *(¢) dt
af ( ;_a/f(

i na moocy (%%

3 x
FI(t)dt = (¢)dt
froa-fi
skad dla x =06
b
STF@ - pee))dt = o
a

gdzie - jak wykazaliémy poprzednio -
F{x) - f(x) =2 0 prawie wszedzie w przedziale (a;6>
Na mocy wtasnodci (ci3) otrzymujemy
F'(xX) = £(x) prawie wszedzie w przedziale (a;b)

Tym samym wiasno$é (cT1) zostata udowodniona w przypadku
f=>o0.

W przypadku ogélnym niech 2" oznacza czeéé dodatnia,
a p- czedé ujemng funkcji p. Na mocy przypadku juz udo-
wodnionego mamy

X X X
L frtrat = & [ - & [ dt-
a a a :
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= ,o*(x) - £7(2) = p(«) prawie wszedzie w przedziale <a;b>

Tym samym wtasno$é (c71) zostata w peini udowodniona,
(e72) Z| /£ jest funkcjg prawie catkowalng na przedziale {(a;b6>c®

x
T c%ff'(i)df = £(Xx) w kazdym punkcie X€(@;b), w ktérym
a
funkecja £ Jjest ciggia.

D] Na mocy (c27) funkcja # jest prawie catkowalna w kaz-
dym przedziale <<aj;xX) c (a;6>. Istnieje =zatem skoficzona

catka
X
[ rcorae
a

dla kazdego x e (a@3b) . Niech xye (a36) bedzie punktem
ciggtodci funkcji [/ , Na mocy twierdzenia § 461 i twierdze-
nia (B) z § 168

(¥, - 832, + &) c (azb) A
EeR d‘\éé 9 'Io 3
£>0 &>0

A I\ 1R - plrydKke

X~ J{xdx g+ 8

Mamy wobec tego

& Xo-&
AN (_7;&)45 -f {‘(t)df)=
gf' JEB a a

‘ro"'d\ "ro"d\ ‘xu"é‘
xg-8 Zg- 6 &y &
Xt

= flxy) + ﬁrﬁ[f{é) - f‘(xo)] dt A
o
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.fou‘s Lot
A 2—%—f|:¥’(f) - {’(xo)]dt \(E%f |_p(¢) .- P(‘rojld“
xo9-0 L8
Ty+d
i
<z edt =
)
skad

9
= (Ef—x—ff(t)dt) = flz,)
a s

co bylo do dowiedzenia,

(e73) fF jest funkcja bezwzglednie ciggla w przedziale <a;6>c® =
X

= N\ @ = pi) f Pty dt

-Iu,x€<a,'ﬁ> . %

Dl Na mocy wiasnodci (c70) pochodna £’ jest funkcjg prawie
catkowalng na kazdym przedziale (-IO; X> lub (x;d). Niech

x€{a;b>

/\ g(.r)-‘i‘ﬁf f,o’(t)df
%o

Na mocy wktasnosci (e71)

g(x) = f'(x) prawie wszedzie w przedziale {a@;b)

a na mocy (c68) i twierdzenia (D) z § 180 funkcja g =F Jest
bezwzglednie ciggta w przedziale <(ajb) ,skad na mocy twier-
dzenia (F) z § 180

g () - £(x) = const
czyli

/\ £ =g(2) + r, re®

X e {a;b>
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czyli

X
xe(/ﬂ})) £(x) = r+s/',n'(£)dt
0

Podstawiajgc tu &' =4, otrzymujemy 7 = {'(-lb), a stad 2a-
dang wlasnos¢,

(e74) £ jest funkcja bezwzglednie ciggla o wahaniu skorczonym na
przedziale ( =36 >c R =

X
= 2 it '
ﬂ{l’;b)f(x} = (%) +[ (LYt

D| Na mocy wtasnoéci (c69) pochodna /’ jest funkcjg prawie
catkowalng na przedziale ( -coj b . Dalszy dowéd jest ana-
logiczny jak dla wtasnosci (e73).
(e75) Calkowgnie przez podstawienie na proste)
Z| 1% ¢ jest funkcjg monotoniczna, bezwzglednie ciggla,
okreslong na przedziale 7c R 1 odwzor'owu,jq,oq ten
przedziat na przedziar U= 2(7).

2% P jest funkcja mierzalna «) na zbiorze Aef, AC U,
3% istnieje calka

S rapdy
A

S ray- f (e () | 10 dr
Yor '(4)

gdzie
XL fx: ¢/ $0}n7

D| Na mocy twierdzenia (C) z § 180 pochodna ((x) istnieje
prawie wszedzie na zbiorze 7, a wige i na zbiorze Xnt'i(A);
a na mocy wtasnodci (¢70) i (e¢25) funkcja |’ jest prawie
catkowalna na kazdym przedziale ograniczonym zawartym w prze-
dziale 7/, Wprowadzamy funkcje rzeczywista zbioru
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d
g/c-\g a@l [l da

=1(8)

Na mocy wiasnosci (c54) oraz twierdzenia § 169 funkcja w
Jest miarg okreélong na G-ciele B | U (patrz § 26), czyli na
mocy twierdzed § 163 1 § 164 na G-ciele wszystkich zbioréw
borelowskich zawartych w przedziale U,
Gdy B= (c3d)c U, c¢,deR | wtedy

(max t-itc); min 't."'i(d)), gdy 20
e~ =

‘max a:""'(d); min n"l(c)), gdy o’So0
i na mocy wlasnos’ci"(_o'?:})

1
( mint (d)

/ t(@)dx= ¢(min ™ 1(d)) -2(max r"i(c)) =d-c,
max & (c) gdy t'(x) >0

AB) =
'i min U‘:{ll.'-}
- / t'@)dx= -2(min r""(c))+ T (max t—i(d))nd—c’
L max ¢7(d) gdy t'(x) <o
czyli

4(B) =w(8)

Miara & pokrywa si¢ zatem 2z miarg Lebesgue’a «) w klasie
wszystkich przedzialdéw otwartych, ograniczonych, =zawartych
w przedziale U ‘i na mocy twierdzenia § 92 w klasie wszyst-
kich zbioréw otwartych zawartych w przedziale U, czyli w je-
g0 wnetrzu Uq. Analogicznie jak w dowodzie wiasnos$ci (c65)
wykazujemy, ze miary X 1 «) pokrywajg sie w klasie zhiordw
typu GJ zawartych w przedziale Uo, oraz na mocy twierdze-
nia (A) z § 171, ze dla kazdego zbioru < C bp, takiego, ze
() = 0, istnieje taki zbiér X *c ° typu Gy, ze e

1 u(Z* = (2% = () = 0, Wobec tego u(2) L U(X™M =0, czy-
11 4(%) = 0, Wynika stad, %e miary u i « pokrywajg sie na
weszystkich zbiorach miary Lebesgue’a zero zawartych w prze-
dziale U°, Na mocy twierdzenia (A) z § 171
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ANCICERN LS

Be -
Bcuo t7'(8)

Poniewaz dla koficéw @,6 przedziatu 7 mamy w przypadku a,6e®

¢ 2ef 2-1(2(a)) = < min ¢-1(2(a)); max ti(z(ea))>

wige

maet'(¢(@)

J1e@Nde=] [ #(@dx]=

G mint~1(% (@)
=| t[max ©(2(a))] -#[nin e7 (2(a))] | =
=|z (&) - p(a)]| = 0 = ({2 (a)})
i analogicznie, dla
¢, 2% +71(2(5)) =  min 271(2(6)); max 27z (6))>
jest

Stz < o =w({z(6)))
Gy

Wobec powyzszego

) I\ w8 = [ et )da

c-1(8)

Niech teraz
X={x:¢/(x) #0}n7

Na mocy twierdzenia § 184 i wiasnosci (c70) zbidér X jest
mierzalny « . Zatem

(% %) B/E¥ Ww(B) = ./‘-1 | () | dx
BcuU xXnz ' (8)
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Niech teraz Aec.5, Ac U. Na moey twierdzenia (A) z § 171

(% %) ‘ A+2 =8

gdzie B,2c U, Be#B 1 w(Z) =0,
Na moecy twierdzenia (A) z § 171 istnieje taki zbidr 2% e

Z¥e B AZcZRN(Z*) = 0

a na mocy (%)

|z (D)dx = W(Z¥) =0
Yoz~ Y(z*)

skad na mocy wasnoéeci (e13) i faktu, ze
| 2(x) | >0
xeknt H(T*)

otrzymujemy

(X072 =0

Wobec tego na mocy twierdzenia § 111 zbiér A'n ‘c"'i(.?.")c
cAn t-i(?*) jest tez mierzalny i

WX n L"i( Z))= o
a stad i z (¥*%¥) zbidér X n L'“"j'(A'} jest mierzalny i
QX ne~H4)) = w(xn 2(B))
Ponadto na mocy (¥X¥) i (¥%) |

/AN [ 1v@ldes [ 0] de -

A% horil(4) xae(z)

- [ |f@de=aB) = @)
Xne1(8)
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(e76)

czyli

wewny  /\ S 15 - f | 2(2)] da =

Aes -1
Acy dnt (4) Xnz-1(8)

= (JJ(B] = CJ(A)
Na mocy wiasnosci ‘(053)' i (%) mamy
(a¥ | ol ff'(y)dy= f pe(@) - | ¢ (0| de=

Bed
BcU B ()]

= f Llc(a)) - |7 (2 | de
Aoz '(8)

i na mocy (*) oraz (xxxx)

e/-\c ! f(y)dy=ff‘(£/)dy - f ple(a) - 12/ (x)|da =

- [ re@) )@ | da
ot 1(4)

co bylo do wykazania.
Catkowanie przez podstawienie dla przedzialdéw na prostej

z| LR jest funkcjg monotoniczng, bezwzglednie cigglg, od-
: wzorowujgecg przedziatr (a;b6) c R na przedzial
P=(c@;c()>cR , gdy ¢ jest funkcjg nie-
malejaca i P=<2 (b);c(Q)>cR , gdy t jest funk-
cja nierosnacay.
2° P jest funkcjg prawie calkdwalnq na przedziale P,
e(o) b
T f £ (y)dy =f,c'(z:(.r}) e’ (x) dx
a

t(a)
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D| Na mocy wzoru (o) wykazanego w dowodzie wiasno$ci (e75)
mamy

( mox T (b))

p(e(2) | e’(x)|dx, gdy T'>0
t(é) min £-1(t (1))
f Alyldy = <
z(a) max &7 (2(6))
-f p(e(x))) ¢/(x) |dx, gdy T/ O0
L min t“(r(a})
czyli
£(6) « max 27 (z(6))
(1) ff‘(y)dy = / p(e(x)) -’ () dx
r(a) min 8‘1@‘{(!))

Ale wobec monotonicznosci funkeji ¢ i fakta, ze

t(min 27 (2(@))) = T(a)
funkcja T ma stala warto$é w przedziale < min e~(c(a)); >
i analogicznie w przedziale {6 j;max 2~1(2(6)) > . Wobec tego
&’(w) = 0 w obu tych przedziatach i

a
£z) -t/(x)der =0 A
mint (¢ (a))
max~1(2(6)
A / ple@@) - ’@)dr=0

b

wobec czego na mocy (i)
¢(6) a b
f P y)dy = / ple(a) -2/ (a)das fp(c(.x)) -2'(x)dx
a

t(a) min Z"‘(l‘(a})
maz2” (¢ (6)

- / f(2(x)) ‘?'(-T)d-I':ff’(f(.r)) -t d
6 a

co byto do wykazania.

— Wyklady...
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(e77) Catkowanie przez czesci
Jesli f i ¢ sa funkcjami bezwzglednie cigglymi w przedziale
a3 6>c %, a w przypadku, gdy przedzial ten jest nieogra-
niczony, funkecja [’g ma wahanie skonczone na tym przedzia-

le, to

b b
J F@) g(a) ax = £(6) g(8) - pla) 9@ - [ p(&) g'(n)dz
a ) a

D| Na mocy twierdzenia (E) z § 180 funkcja fg jest bez-
wzglednie ciggla w przedziale (a’;b) i na mocy wiasnosdci
(e73) i (c74)

b
P(6) 9(8) = £(@) g(@ + [ (P(2) g(x)Y
a

skad otrzymujemy teze, gdyz (£(x)g()) =2 (2)g(x) + £(x)9(x)
prawie wszgdzie w przedziale <a;b>, a na mocy wkasnodci
(e37) funkcje f"g i f"g' sg prawie calkowalne na przedzia-
le a3 by.

§ 229, Catrki niewlasciwe Lebesgue’a W przestrzeni euklideso-
n
wej R

Jak wynika z wtasnosci (c64) caltka niewtasciwa Riemanna moze
byé réwna calce Lebesgue’a. Mogg jednak zaistniedé przypadki, gdy
tak nie jest. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy obie caltki

[ #@de 1/;"(..:):1:. AcR”

A

gdzie {* oznacza czedéé dodatnig, a £~ czeéé ujemna funkeji £y
sa nieskoficzone, a mimo to catka niewtadciwa Riemanna funkcji F
na przedziale A4 istnieje.

Catke niewladciwg Lebesgue’a definiuje sie analogicznie jak
catke niewlasciwg Riemanna:
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