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5 + 2 = C A co (Z) = O A C j e s t zbiorem typu G -

Jeśli S c / / , to B n H = B i 

5 + Z n / / = C n / / 

gdzie ZnH=H/\co(Zr\H) = 0 A C n / / c / V j e s t zbiorem t y 
pu ć?^. Ponieważ wykazaliśmy już, że z b i o r y Z (~\H 1 C O //na
leżą do k l a s y <A"' i li(ZnH) =iO(Zn/L/) oraz (.i(CnH) = to(Cnr/), 
więc 

C ^ A A zt (5) = to(5) 
5 £ o C w 

gdzie of j e s t klasą ws z y s t k i c h zbiorów mierzalnych w sensie 
fi 

Lebesgue'a i zawartych w z b i o r z e H. Przez analogię z klasą 
£ j e s t G -ciałem p r z e s t r z e n i / / . Mamy zatem 
G H. 

gdzie na mocy twi e r d z e n i a § 199 fun k c j a |Z>(Jc)| j e s t m i e r z a l 
na na z b i o r z e G względem ©-ciała 9in , a więc tym b a r d z i e j 
względem G -ciała JB, a tym samym j e s t mierzalna na z b i o r z e 
G względem 6 -ciała ePs. 

Wobec powyższego własność dowodzona wynika z własnoś
c i (c53) , gdzie należy przyjąć X = G, S = *CG, (J. = tD, V =//, 
Tm J?H, P g(x) = \D (x)\ . 

§ 228. Całka Lebesgue 7a na p r o s t e j 

Całka Lebesgue'a na p r o s t e j j e s t szczególnym przypadkiem cał
k i Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i euklidesowej. Niech ot? oznacza klasę 
ws z y s t k i c h zbiorów mierzalnych w sensie Lebesgue'a na p r o s t e j , 3 
klasę w s z y s t k i c h zbiorów borelowskich na p r o s t e j , a co miarę Lebes
g u e ^ na p r o s t e j . Symbolem {A będziemy oznaczać dowolną miarę okre
śloną na dowolnym 5 - c i e l e S p r o s t e j !R . 

Całka Lebesgue'a na p r o s t e j ma wszystkie własności całek Le
besgue'a ( c i ) - ( c 6 2 ) z § 225 oraz własności całek Lebesguea w prze 
s t r z e n i euklidesowej (c63)-(c65) z § 227. Ponadto ma j e s z c z e inne 
własności, które podamy niżej. 
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c66) _ZJ W p r z e s t r z e n i z miarą ( f t , S ,£l ) istnieją całki 

* c c 

ffdf, ff4>?f fty 
a b a 

r 
*1 Jfty + ffty =ffty 

a b a 

z tym, że zamiast a można przyjąć Q +, zamiast b można 
przyjąć b+, a.zamiast C przyjąć c+. 
D| Gdy a b < c , wtedy przyjmując 

A = < Q i 6 ) , B = < ć ; c ) , 

otrzymujemy 

/I + 5 = <Q',c) 

i własność (c66) wynika z własności ( c 4 ) . Gdy zamiast a 
przyjąć o+, to 

4 » (oli ) , 8 =<b\c), A + B = (a\c) 

i własność j e s t nadal prawdziwa. Gdy zamiast b przyjąć 6+, 
to 

A • <o ;6>, £= (£; c ) , /I + fl = <a;c) 

i własność j e s t też prawdziwa. A n a l o g i c z n i e , własność (c66) 
pozostaje prawdziwa, gdy zamiast c przyjąć c+, gdy zamiast 
a i b przyjąć o+ i £>+, gdy zamiast i i c przyjąć /)+ i c"+, 
gdy zamiast G i c przyjąć 0+ i C+, i wr e s z c i e , gdy zamiast 
0,6, c przyjąć a+, 6+, C+. 

Gdy 0 < c < i6, to na mocy przypadku już udowodnionego 
C b 6 

f fety t ffdy -f fdy 
0 c a 

i na mocy umowy (164) 
c c b 

fffy-ffdy- - ff<* 
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skąd otrzymujemy żądaną własność. 

W pozostałych przypadkach, gdy b < 0<C albo b < c a , 
albo <r<a<6, albo c < A ^ a , dowód j e s t analogiczny. 

(c67) ZJ /" j e s t funkcją prawie całkowalną na p r z e d z i a l e <o ; b> c IR 
TJ Funkcja 

f (*) = / ' / w Off 

ma skończone wahanie na p r z e d z i a l e <a\b>. 
DJ Niech X ,... ,Xn będzie dowolnym ciągiem l i c z b r z e c z y w i 
s t y c h takim, że 

a = XQ < x
± < ... < *„ = b 

Mamy wtedy 

y-o i 

n-1 * i ł 1 

-><*;) | - X | Jf(i)dł\<^ J\f(t) di 

= / 1 / 1 ( t ) dr < oo 

Stąd na mocy d e f i n i c j i wahania f u n k c j i 

6 
f < 
F , <a',b> f\f(t)dł\ < oo 

oo było do wykazania. 
(c68) ZJ f j e s t funkcją prawie całkowalną na p r z e d z i a l e <a;/)>c 5ł 

TJ Funkcja 

r" ( * ) — f f ( t ) d t 

j e s t bezwzględnie ciągła w p r z e d z i a l e <Q ;6>. 
Dj Niech <a 0;j6 Q> będzie dowolnym przedziałem domkniętym 
i ograniczonym zawartym w <0 ; b>. Niech 
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<o 1;6 1> <a / 7 7;6 / n > c <o 0 ; t 0 >, m e <ff 

<a- ; bj> n «Lj\ bj>* o d l a i + j 

m 

2 (b: - a. ) < 5 

Wtedy 

bj bj 
m m • n m r \ 

= f\f (t)\dt 
B 

gdzie 

Na mocy własności (c52) 

A V A ( M ( B ) < c T ^ f U(t)\dt<e) 

E > 0 c5"' 0 5 c<o;6> 

c z y l i 

A A V A 
<o0;A0>c<o;A> c e f t tfe* < o , * t> ,...,< a w ji6<̂ > e < a0; />0> 

o 0,6 06?R e > 0 &y 0 mej) 
<ai;bL> n <«/)*/> *0 oUa ijty 

2 \Fibj) -F(aj)\< e 

co na mocy d e f i n i c j i oznacza, że funkcja F j e s t bezwzględ
nie ciągła w p r z e d z i a l e <a ; 

file:///Fibj
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(c69) ZJ f j e s t funkcją ciągłą o wahaniu skończonym na p r z e d z i a 

l e <a \b> c 
T | Pochodna f f u n k c j i f j e s t funkcją prawie całkowalną na 
p r z e d z i a l e <a\b> i mierzalną na zb i o r z e Q^L X € <a;o > A 
i s t n i e j e pochodna f(x)j-. 
D | Na mocy twierdzenia (D) Z § 179 

to (<a;b> - 0.) = 0 
oraz 

A f ( * + - Hx) 
/ \ l i m = f ( X ) 

gdzie A 4 ,/)«,••« j e s t dowolnym ciągiem l i c z b r z e c z y w i s t y c h 
takim, że h . t h 0 f " ł 0 i l i m hn = 0. W przypadku a = £ 
twierdzenie j e s t w sposób t r y w i a l n y prawdziwe, załóżmy więc, 
że a < b. Mamy wtedy 

A V A A a <x + hn< b 
£ e 3? /?£ !fr /7e!ft xe<ctf£;b-e> 
£>0 ° n>n0 

a f £ < ć - £ 

i na mocy tw i e r d z e n i a § 199 

A V A f-Łcj. f < « + o - f W 
£ > 0 0 " y "o 

CU- £ <6-£ 

j e s t mierzalna na p r z e d z i a l e <o+£;£-£> 
Wobec tego na mocy twierdzenia § 198 funk c j a /' j e s t mie
r z a l n a na z b i o r z e Q n <a+£;o-£> . Ponieważ d l a dowolnego 
ciągu l i c z b r z e c z y w i s t y c h dodatnich f ^ , £,,,... takiego, że 
l i m £ = O i < 6 - £ , mamy 

A t - » o o ^ * £ Jft * «• 
oo 

Q = 0 n {a\b\ + U « n (a + £, ; b - Ł . ) 

więc na mocy twierdzenia (B) Z § 181 fu n k c j a /' j e s t mie
r z a l n a na z b i o r z e Q . 
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Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy f j e s t funkcją n i e -

malejącą w p r z e d z i a l e < a ; o > . Wtedy 

A V A ( A f'X+hn)-f<X) \ 
£eft ntjt neJl \ x e<a+£;b-t> I > 0 ) A 

£> 0 ° 77>/7„ \ N /7 / a+6<b-e 

j f(x+ hn) - f(x) A i s t n i e j e całka J - 'i- : dr 
a*£ -

oraz 

A f(x) 5* O prawie wszędzie w p r z e d z i a l e 
££» 
£>0 

b-£ 
<a+e;b-S> i i s t n i e j e całka J f (r) dx 

a+e 
Na mooy własności (o46) 

A b-f. b-e 

£ l i n , i„f / Jt 2 dx > fa*)dX 

A l e 

7 *-f ^ ^ ^ . ^ ^ ofir 

a na mocy (c65), gdzie t (u) =u-hn, D (u) = V (u) • 1 jl O, 
mamy 

i - ff(x+hn)dx-*- f f(x)dx = 
a+£ a + £+hn 

a+£+hn b-£ 



skąd 
b-e 

f 
f Gc+ hn)-f(x) 

b-£*h„ a+£*-h 

t>-e 
c 

b-£+hn 
b-£*h„ 

b-e b-£ 

b-£+hn 

= f { b - e ) - f ( a + e ) + ± - f \f(x) - f{b-s)]ax-
b-e 

Z ciągłości f u n k c j i f w punkcie b-£ wynika, że 

A 
<S"€» 

V A A l f M - f u - E)\< & 
n e t t neft xe<b-£;b-£*hn>v ' 

n > vxe<b-£+hnib-e> 

b-£+hn 

Se K n eJtneTt 
f [fW -f(b-e)] dx 

b-£ 

< ł~\ Zif™ -f(b-e)\dx< r ^ i / f - 2 * 

l i m / [/(jr) - /"(/>-£;] djf = O 
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A n a l o g i c z n i e wykazujemy, że 

a*e+hn 

l i m J L f [f(x) - f{a + £)] dxm o 

Wynika stąd, że 

A-fc 

l i m i n f J - dx= 

b-e 
= l i m / n dx - ̂ ( 6 - e) - f(a+ e) 

i wobec Bierównośei podanej wyżej j e s t 

' \ f ( / > - £ ) - f ( a + £ ) > / f'(x)dx 
6 > 0 e 

a+ £ < o-e 

Obierzmy dowolny ciąg C^, £ 2,... e $ t a k i , że 

/ \ £ f c > O A a + £ < 6 - £ 

oraz 

£ 1 > £ 2 > ... A l i m £ = 0 
/c • o o 

Na mocy własności (c43) otrzymujemy 

b-e. 
f(b)-f(a) = l i m [/"(/>- £k)-f(a+£kj] 3* l i m f fU)dx 

b 

f f (x)dx 

- WykhJy.. 
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co oznacza, że /' j e s t funkcją prawie całkowalną na prze
d z i a l e <a\b> . W ten sposób własność została udowodniona 
d l a f u n k c j i niemalejących w przędziale <Q\b> . 

W przypadku ogólnym funkcję f przedstawiamy na mocy 
twier d z e n i a (B) Z § 179 w p o s t a c i 

f(x) = f(a) + y* (x) - V~r _ (x) 
' ' t> a r,a 

Wahania v\ 1 v f u n k c j i f są z założenia skończone 
a na mocy twierdzenia (C) z § 179 są funkcjami ciągłymi 
w p r z e d z i a l e (a\b). Ponadto z d e f i n i c j i są funkcjami niema
łe jącymi w p r z e d z i a l e <Q\b>. Na mocy przypadku już udowod
nionego, pochodne (f£ 0 )' i C*£<|) s ą prawie całkowalne na 
p r z e d z i a l e <a\b> i na mocy własności ( c 3 i ) i (c35) pochod
na f' j e s t prawie całkowalna na p r z e d z i a l e <a\b> , co było 
do wykazania. 

(c70) ZJ f j e s t funkcją bezwzględnie ciągłą w p r z e d z i a l e «7;,6>c$. 
TJ Pochodna f f u n k c j i / j e s t funkcją prawie całkowalną 
na każdym p r z e d z i a l e ograniczonym <aQ\bQ> c <a\b> i mie
rzalną na z b i o r z e Q ^L^X:X€ <a;Z>>A i s t n i e j e pochodna 
f ' ( x ) } . 

DJ Wynika z twierdzeń (A) i (B) z § 180, własności (c69) 
oraz t w i e r d z e n i a (B) Z § 181. 

(cli) ZJ / j e s t funkcją prawie całkowalną na p r z e d z i a l e <C?;,6>c!R 
TJ &• f f ( t ) d x = f (x) 
prawie wszędzie w p r z e d z i a l e <d ;b> 

D | W przypadku a = - oo można przedział <0;6> przedstawić 
w p o s t a c i sumy l̂ J <b-k~l\b-k> i dla każdego x e </?-*-i\b-k> 

rozpatrywać całkę 

o \ a b-k-t 

•i //<«>•> 
b-k-i 

Możemy zatem założyć, że a e 9t 
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Przeprowadzimy dowód najpierw w przypadku, gdy funkcja f 

j e s t ograniczona, tzn. 

r £ Xi<a-,t» 

Niech 
x 

F(x)^f f(t)dt 
a 

Na mocy (c68) funkcja F j e s t bezwzględnie ciągła w prze
dz i a l e <a ;ib>, a na mocy (c70) pochodna F' j e s t prawie cał
kowalna w przedziale <Q\b>. Ponieważ 

A A 
x i <a;b> hn i <R 

hn*0 
x + hn e <a;b> 

F(x+ hn) - F(x) ff{t)dt 
x 

< 

więc na mocy własności (c47) dla każdego ciągu h^h^--- ta
kiego, że l i m hn = 0, h ± 1 /? 2,... ^ 0, 

/ F(i) = T l i m J n -»oo 

F(t + hn) - F(t) 
dł = 

= l i m / 
- fit i r ( [ f { i + h n ) d ł -

a \ / * \ 
- fF(t)dt) = l i m / F(u)du - [F(t)dt | = 

«/ lt
 = "-hn

 htl \ J J ) 



. j r x*hn X a*h„ 

= l i m _ L ( / V ( O c t f + f F {t)dt - f F(t)dt - f F(t)di) 

= l i m ^ F(x)dt + t (F(t)-F(x))dt - J F(a)dt -

Ct¥hn 

- f (F(t)~F(a))dtyJ = 

^F(x) - F(a) + l i m ~ ( f (F(.t)-F(x))dt -
/7-*-oo nn \J 

xx 

- / (F(i) -F(a))dt ) 

a ' 

Ze względu na ciągłość f u n k c j i F w punkcie x 

A V A A \F(t) -F(X)\ < 6 * 
ćejc nAt nift .x*tśx*h„ 
6>0 0 n>nQ 

x*h> 
i ^ / (FU) -F{x))dł 

x 

skąd 

l i m J L / (/•(£•) - F(x))dt = 0 

Ana l o g i c z n i e wykazujemy, że 
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X*hn 

l i m -£ / W ) - F(x))dt = o 

Biorąc j e s z c z e pod uwagę, że na mocy d e f i n i c j i F (a) = 0, 
otrzymujemy 

OO F(x) = f F(t)dt = f f ( ł ) d t 
a a 

c z y l i 

A / (/-'«) - /"(r)) - 0 
ace<a;6> o 

Wynika stąd, że 

dl a każdego przedziału otwartego A zawartego w CO;/ Na 
mocy twie r d z e n i a § 92 wzór ten zachodzi d l a każdego z b i o r u 
otwartego A zawartego w <a\b>» W dowodzie twierdzenia (A) 
z § 171 wykazaliśmy, że 

A A V V 
A e£ S € GdhMiiu Be£ 

S >0 

skąd 

A A V V 
AeJ? Stfł G,dhoańu fl„B,£-f T. i 2 
A C <Q;b> <5"> 0 1 * T f 

A aKBj.) < cT A ft>(52) = o 

gdzie 



Otrzymujemy stąd 

A A V V / 
A e £ <) e 3ł e.ótmrtu fle £ A 

A c <Q,£> <y> O 7 

+ / ( f (*> - f(t))dt = f (fit) - fU))dt = o 

skąd 

A A V / ( F'(ł) - f(t))dt = 
o t o ? S-e % BA£ A 

A c <a,b> (5" > 0 

= - / ( T ( n -f(t))dt A u) ( 5 0 < cT 

Ale na mocy własności (c52) 

A A V I / ( n n - fww 
A e£ £ e 5ft & ejp 

£ > 0 1 

wobec czego 

(**) A f t r ( i ) -f(t))dt = o 
A c <a}b> 

Gdyby nie było prawdą, że F' = f prawie wszędzie na prze
dz i a l e <a ; b>, istniałby zbiór A £ £ JA «= < O.J / » t a k i , że 
O X » > O i 

( A V i f ) - / ( n > o)v ^ A n n - r ( n < 

co na mocy własności (ci4) przeczyłoby (**). Wynika stąd, 
że F' m f prawie wszędzie w przedziale <a;/)> . Tym samym 
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w przypadku, gdy f j e s t funkcją ograniczoną, własność (c7i) 
została udowodniona. 

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy f j e s t funkcją nleujem-
ną. Niech 

Na mocy twi e r d z e n i a § 197 funkcje f%*f.n**" 3 e t m l e r z a l n e » 
Są one również nieujemne, ograniczone, a z nierówności 

(***> fflf / 
wynika na mocy własności (c30), że są prawie całkowalne na 
p r z e d z i a l e <a\b>. Niech 

def 
dt 

Z nierówności (* **) wynika na mocy własności (c68) i t w i e r 
dzenia (C) z § 180, że funkcja Gn j e s t niemalejąca i ma pra
wie wszędzie pochodną nieujemną w p r z e d z i a l e <a\b> 

dx 
a a 

= F'(x) - fn (x) prawie wszędzie w p r z e d z i a l e <a ;b > 

Skorzystaliśmy tu w stosunku do fn(x) z przypadku już udo
wodnionego. Niech 

def Gn (*+ hk) - Gp(x) 

X e<a;b> n k h
k 

gdzie h^,/)2,,.. j e s t dowolnie ustalonym ciągiem l i c z b r z e 
czywistych nierównych zeru i takim, że l i m h. = 0 . Na mo-
cy własności (c46) j e s t 

l i m i n f f Hnk{t)dł> f G\i)dt 
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Analogicznie do (#) wykasujemy, że 

X l i m i n f 
k — • oo 

J Hnk(i:)dt = 6„(x) 

Wobec powyższego j e s t 

X X JC 

GnU)>/ G'U)dt = / f'(t)dź f fn (t)dt 

c z y l i na mocy d e f i n i c j i f u n k c j i Gn 

x x x x 

f f(i)dź- f fn{t)dt r> / FWctt -f fn(t)di 
« a i i 

Ponieważ z prawie-całkowalnoścl f u n k c j i fn wynika, że 

x 

o< j'fn(t)dt <<*> 
a 

więo 

x x 
j f(t)dt 3 * J F ' ( t ) d t 

Z drugiej strony z faktu, że prawie wszędzie w przedziale 
<a; b> 

G'n(x) = F'(x) - fn{x\> o => F'(x)^ fn(x) 

wynika na mocy (0I8) , że 

x x 
f F ' U ) d i > f f n ( i ) d t 
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Ponieważ 

o< < f 2 < ... A l i m f„=f 

więc na mocy własności (c39) 
X X 

lU^f f„(t)dt =f f(t)dt 
a a 

skąd 
x x 

f F'(t)dt^ ff\t)dt 

i na mocy (##*#*) 

j F'U)dt = / f ( i ) d t 
a a 

skąd d l a x = b 

b 

J \f*(t) _ f(t)] di = o 
a 

gdzie - jak wykazaliśmy poprzednio -

F\x) - f{JĆ) 3* O prawie wszędzie w p r z e d z i a l e <a;6> 

Na mocy własności (ci3") otrzymujemy 

F'(x) = f{x) prawie wszędzie w p r z e d z i a l e <o;6> 

Tym samym własność (o7i) została udowodniona w przypadku 
f> 0. 

W przypadku ogólnym niech oznacza część dodatnią, 
a p~ część ujemną f u n k c j i f. Na mocy przypadku już udo
wodnionego mamy 

x X * 

A f^i)di = £ff+(i)dt - £ f f u ) d i = 
a a a 



= f + (x) - f~(x) = /'(ar) prawie wszędzie w p r z e d z i a l e <a;6> 

Tym samym własność ( c 7 i ) została w pełni udowodniona. 
(c72) ZJ f j e s t funkcją prawie całkowalną na przedziale<a;6>c5? 

x 
TJ ^ f f(t)dt= f(x) w każdym punkcie Jre(a;6), w którym 

a 

funkcja f j e s t ciągła. 
DJ Na mocy (c27) funkcja f j e s t prawie całkowalna w każ
dym p r z e d z i a l e <a;Jt> c (cr;6>. I s t n i e j e zatem skończona 
całka 

j f(t)dt 
a 

d l a każdego <x e <(a\by . Niech jrQ e (tf;6) będzie punktem 
ciągłości f u n k c j i f . Na mocy twierdzenia § 16i i twierdze
n i a (B) z § 168 

A V - ^ ; J 0

 + ^ C A 

£ > 0 <?>0« 

A A i - /,(*0)i<« 

Mamy wobec tego 
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xa+& 

JC0*f 

edt = e 

skąd 
xn+S 

i"0 ™[jf{i)di'f f^MJ = W=* 

\ i /*-*a 

co było do dowiedzenia. 
(c73) ^ j e s t funkcją bezwzględnie ciągłą w przedziale <cr;6>c1R 

=> A f(x) = + / f\i)dt 

•*fl 
Dj Na mocy własności (c70) pochodna Z 1'jest funkcją prawie 
całkowalną na każdym przedziale <X> lub (a:;^^. Niech 

A ?(«) ^ / 
«*e<a;6> 

Na mocy własności (c7i) 

<7'(jd = prawie wszędzie w przedziale (a\ by 

a na mocy (c68) i twierdzenia (D) z § 180 funkcja g -f j e s t 
bezwzględnie ciągła w przedziale <c7; by ,skąd na mocy twier
dzenia (F) Z § 180 

g {x) - f (X) • const 

c z y l i 

A 
xe <cf;6> 

p(x) - g(x) + r, re t t 
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c z y l i 

Podstawiając tu X = a*Q otrzymujemy r = f (X^) , a stąd żą
daną własność. 

(c74) / j e s t funkcją" bezwzględnie ciągłą o wahaniu skończonym na 
p r z e d z i a l e ( - °°; b )> cr 31 =4 

=> A /'(OC) - f (-<*>) * f f'(±)dt 

Dj Na mocy własności (c69) pochodna f' J e s t funkcją prawie 
całkowalną na p r z e d z i a l e ( - o o ; f t ) . Dalszy dowód j e s t ana
l o g i c z n y jak d l a własności (c73). 

(c75) Całkowanie przez podstawienie na p r o s t e j 
ZJ 1° f j e s t funkcją monotoniczną, bezwzględnie ciągłą, 

określoną na p r z e d z i a l e T c. % i odwzorowującą ten 
przedział na przedział U= t(T). 

2 f j e s t funkcją mierzalną o) na z b i o r z e A e»6, A c U, 
3 i s t n i e j e całka 

/ wfy 
A 

SI 

ff(y)dym f f(t(x))\t\x)\cix 

gdzie 
X ^ - { x : t'(x) M } n f 

Dl Na mocy tw i e r d z e n i a (C) z § 180 pochodna l\x) i s t n i e j e 
prawie wszędzie na z b i o r z e T, a więc i na z b i o r z e Xnt~ (A), 
a na mocy własności (c70) i (o25) fun k c j a | t'\ j e s t prawie 
całkowalna na każdym p r z e d z i a l e ograniczonym zawartym w prze
d z i a l e T. Wprowadzamy funkcję rzeczywistą z b i o r u 
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A 
BcU 

p i f i M f\t\x)\dx 

Na mocy własności (c54) oraz twierdzenia § 169 funkcja 
j e s t miarą określoną na <?-ciele 311 U ( p a t r z § 26*), c z y l i na 
mooy twierdzeń § 163 i § 164 na 0 - c i e l e w s z y s t k i c h zbiorów 
borelowskich zawartych w p r z e d z i a l e U. 
Gdy £ = (c-,d)c U f CtdeH , wtedy 

t-^(B) = { 

(max r _ 1 ( c ? ) ; min t~X(d)) , gdy t'> 0 v - i 

L ''max ^ ( u " ) ; min t - 1 ( 0 ) , gdy f'< 0 

1 na mocy własności (c73") 

y* C'(jr)flŁ*- ?(min c-"1(rf')') -?(max t"1 (c)) = d-c, 
, r < u f ' V ) gdy > o 

- /" t\x)dx = -£(min t - 1 ( c " ) ) + r (max f 1 ^ " ) ) = d-c, 

•max t~1(d) gdy '""'(•'O < 0 

c z y l i 

M iara fi pokrywa się zatem z miarą Lebesgue'a <J w k l a s i e 
w s z y s t k i c h przedziałów otwartych, ograniczonych, zawartych 
w p r z e d z i a l e U i na mocy twierdzenia § 92 w k l a s i e wszyst
k i c h zbiorów otwartych zawartych w p r z e d z i a l e U, c z y l i w j e 
go wnętrzu U°. A n a l o g i c z n i e jak w dowodzie własności (c65) 
wykazujemy, że miary jj. i u) pokrywają się w k l a s i e zbiorów 
typu Gfi. zawartych w p r z e d z i a l e u , oraz na mocy twierdze
n i a (A) z § 171, że dl a każdego z b i o r u Z c takiego, że 
(*)(Z) = 0, i s t n i e j e t a k i zbiór Z*c iP typu Gj-, że "Z cZ* 
1 y(Z*) = c0(^*) • cJ(2") m o. Wobec tego it(Z) 4,(i(Z*)= o, czy
l i £t(Z) = 0. Wynika stąd, że miary p i u) pokrywają się na 
ws z y s t k i c h z b i o r a c h miary Lebesgue'a zero zawartych w prze
d z i a l e U°. Na mocy twierdzenia (A) z § 171 
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A c0(8) = / \*/(x)ldx 

Poniev7aż d l a końców a,b przedziału T mamy w przypadku tf,6e9t 

q — ? _ 1 ( f ( a ) ) = < min ? _ 1 ( f ( a ) ) ; max t 1(r(o'))> 

więc 
fli<ut"\f(a)) 

/ \*X*)\ dx = \ f t'(x)dx\ = 

= | r-[max t _ 1 ( f ( c 7 ; ) ] - f [ m i n r _ 1 ( t ( a ) ) ] | = 

= | t (a) - r(a)\ = 0 = u)'{t(cr)}) 

i a n a l o g i c z n i e , d l a 

r _ V e O ) = < min zrV(Ó)); max 2> _ 1(£(^ ) > 

Je s t 

f\t\x)\dX = O = u>([*(6)}) 

Wobec powyższego 

Niech t e r a z 

X = {X: ?' (x) f 0 } n T 

Na mocy tw i e r d z e n i a § 184 i własności (c70) zbiór X j e s t 
mierzalny cj . Zatem 

(**) A <J(B) = / \t'(x)\dx 
Bek J _f/ % 

B c/J Xn t (B) 
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Niech t e r a z A e£, A <z U, Na mocy twierdzenia (A) z § 171 

(***) A' * Z • B 

gdzie B,Zc Ut BeS i u)(Z) = 0 . 
Na mocy twi e r d z e n i a (A) z § 171 i s t n i e j e t a k i zbiór 2T*, że 

Z*e JB A ZcZ^ĄZ*) = o 

a na mocy (**) 

f \ t'{x)\dx = u)(z*) = o 

skąd na mocy własności ( c i 3 ) i f a k t u , że 

A \tU)\>o 

otrzymujemy 
<j(xn t^tzni = o 

Wobec tego na mocy t w i e r d z e n i a § i i i zbiór X n V~^(Z)cz 
c n t~ (Z*) j e s t też mierzalny i 

oJ(X n V~i(Z))= O 

a stąd i z (**#) zbiór >T n F - 1 ( A ) j e s t mierzalny i 

cd(Xnt~1(A)) = o ) ( / n ? _ 1 ( 5 ) ) 

Ponadto na mocy (**#) i (*#) 

y | r'(jc; j ddT=. cO(/5; = u>(A) 
Xnt'\B) 
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c z y l i 

(***#) A f \t\x)\dx = f \?'(x)ldx = 
Acu Xnt (A) Xnt~\B) 

= OJ(B) = u)(A) 

Na mocy własności (c53) i (•>•) mamy 

(o) A [ f(y)dy= f p(t(x)) • \ t'(x)\dx = 
Bcu B C-\B) 

= f f(c(x)) • \t'(x)\dx 

Xnt'\B) 
i na mocy (*) oraz (****) 

A c U A B Xnf\B) 

- f p(Hx)) • | t'(x) | 
/nC-1(/ł) 

co było do wykazania. 
(c76) Całkowanie przez podstawienie d l a przedziałów na p r o s t e j 

ZJ 1° f j e s t funkcją monotoniczną, bezwzględnie ciągłą, od
wzorowującą przedział <fl r;6>c3l na przedział 
P = < t (a); £• (6) > c K , gdy f j e s t funkcją n i e -
malejącą i /> - < t (jb)\ t (a) > c 3S , gdy r j e s t funk
cją nierosnącą. 

2° ^ j e s t funkcją prawie całkowalną na p r z e d z i a l e P . 

m b 
U f p(y)dy = fp(RW) t\x)dx 

c(a) a 
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pj Na mocy wzoru (o) wykazanego w dowodzie własności (c75) 
mamy 

i mor t~\nb)) 

J fiy)dy 
t(a) 

c z y l i 

j p(t(x)) \t'(x)\dx, gdy f > 0 
>nin ir1(t(a)) 

tncurf "\r(6)) 
j f(T(x))\ t\x)\dX, gdy l ' i O 

^ minf"1(r(a)) 

t'b) v rnaarr \r(6)) 
( i ) J f{y)dy = J f(t(x)) (x)dx 

A l e wobec monotoniczności f u n k c j i t i f a k t o , że 

?-(min r - 1 ( r ( a ) ) ) = r(a) 

funkcja C ma stałą wartość w p r z e d z i a l e < min (t(a)); a> 
i a n a l o g i c z n i e w p r z e d z i a l e <6 ;max f - 1 ( t ( b ) ) > . Wobec tego 
F'(x) = 0 w obu tych przedziałach i 

f f(t(x)) • t/{x)dx = o A 
nunt'\t(a)) 

A j p(t{x) ) • f(x)dXm 0 
b 

wobec czego na mocy ( i ) 
t(b) 

J p{y)dy = f f(Hx)) • t,(x)dx+ J p { i { x ) ) ?'{x)dx 

maxt'\t(b)) i> 

f f(H*Y) -t\x)dx = Jp(v{x)) t'(x)dx + 
b 

co było do wykazania, 

Vykłady... 
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(c77) Całkowanie przez części 

Jeśli f i g są funkcjami bezwzględnie ciągłymi w p r z e d z i a l e 
( a ; ft)c 3} , a w przypadku, gdy przedział ten j e s t n i e o g r a 
niczony, funkcja fg ma wahanie skończone na tym p r z e d z i a 
l e , to 

b b 

j /U) gU) dx = f(b) g(b) - f(a) g(a) - f f{x) g'(x)dx 
a a 

D] Na mocy twierdzenia (E) Z § 180 funkcja fg j e s t bez
względnie ciągła w p r z e d z i a l e (c(\by i na mocy własności 
(c73) i (c74*) 

b 

f(b) g(b) = f(a) g{a) + f (f(x) g(x)Y 
a 

skąd otrzymujemy tezę, gdyż (f(x) g(x))' = f '(x) g(x) + f(x)g'(x) 
prawie wszędzie w p r z e d z i a l e (Ct\by, a na mocy własności 
(C37") funkcje f'g i fg' są prawie całkowalne na p r z e d z i a 
l e {a; by. 

§ 229. Całki niewłaściwe Lebesgue'a w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o 
wej 31" 

Jak wynika z własności (c64) całka niewłaściwa Riemanna może 
być równa całce Lebesgue'a. Mogą jednak zaistnieć przypadki, gdy 
tak n i e j e s t . Ma to miejsce wtedy i t y l k o wtedy, gdy obie całki 

f f+{x)dx i ff~(x)dx, 

gdzie f+ oznacza część dodatnią, a f~ część ujemną f u n k c j i f, 
są nieskończone, a mimo to całka niewłaściwa Riemanna f u n k c j i f 
na p r z e d z i a l e A i s t n i e j e . 

Całkę niewłaściwą Lebesgue'a d e f i n i u j e się a n a l o g i c z n i e jak 
całkę niewłaściwą Riemanna: 
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