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Hy = (b-a)z
By =10, Fo Qe _(b_a_ocﬁ

skgd wspélczynniki asymetrii i splaszczenia

]

6
FLrgT 9 Mg =g

Funkcjg charakterystiyczng jest
e b 'bé o z
x ix¢ o (xt et e gl
gp(t) —_[8 f(X)dX Feg fe dx = W
a
Entropia jest réwna

+e0 ; 6
é = -f f(x) long(x)dx= "fbi_a 1°325i_a ax = logz(b-a)

§ 246, Rozklad normalny

Rozk}lad normalny jest bezspornie najwazniejszym rozktadem
w teorii prawdopodobieristwa, co znalazilo swé]j wyraz ;l_u:t W samej
nazwie, Jest to rozktad ciggly o gestodci prawdopodobieristwa

2
d - =g
(230) F(x) = N(x3a,$) =N(a,s) e # ol S5

gdzie a,seR A 520,
Gdy a=0 1 ¢=1, tzn,

1 -X

' - = v
(231) F(x) = N(0,1) ]/2_:? e

rozklad bedziemy nazywaé standardowym rozkiadem normalnym, Sym-
bolem ¢ bedziemy oznaczaé dystrybuante standardowego rozkladu nor-
malnego, tzn.
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X w?

(232) o (x) = V:—ﬂ [ e ¢ du

Rozpowszechnione sg tablice wartosci funkeji @ .

Ogélnie dystrybuanta rozktadu normalnego jest

X (u-a)? 4 Ry
(233) F(x}:-—i— e hF du ‘fa_/e—_{dv=¢(“;a
Syamr Voo }/2_3?
f(x) A
;
|
I
|
I
2y d »
a
F(x) )
LM T e Y SR e
|
|
4 - X
a

Wykazemy teraz, %e zgodnie z warunkiem ¢@(c) = 1 jest

(234) f .sv""iz du = Y 2r
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+o0 2 +00 _ﬁ +00 _azd 2
= u/q e? dx Z/Fe t dy = e T

Catka powyzsza istnieje, gdyz funkcja podcaitkowa jest nieujemna,
Niech teraz

2 2

WL
2
A e 2 gy S5 <x%i4Pqn
n
gn(x’y) =
o 1 gdy x2+ y2< ii? albo x2 4 ¢2 ) 72

_ x4
Mamy ¢, > 9, » ... oOraz ”lj: 9”(x,y) = e 2 , wiec na mocy
wtasnodci (c40) calek Lebesgue’a

+20  jod

A ~ _r7+y2
f/ A a’xdy= n]fg f/ gn(.r,g)dx dg =
X2 4 y?
< ik fe-—-‘?'—z dx dy
7 —=00

8?2
gdzie

Podstawmy teraz
(x,9) = e(uyv) 28L (4 cosv, u siny)

gdzie v« » 0, 0 v ¢ 27 . Przeksztalcenie to jest jedno- jedno-
znaczne na kazdym zbiorze B, 1 jego jakobian jest réwny

cos V siny

D = =)

-usiny wucosy

na tym zbiorze (7 = 1,2,...). Poniewaz

A, 8 e7H(8,) = { ()i (xig) € 8}
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={(u.r3:

n

<12+5/2<722}={(a.y):§ (a2<7z2}=

={(u,r):%<u<n A0 k¢ 2::}

wiec na mocy wiasnosci (c65) catek Lebesgue’a

0 deo

f x24 ¢ _u?
fe dxdy = lim f e 2ududy =

-0 =80

An

2m 2
__EL =L -
1im ¢ uduldr= 1lim f e - g% ldv=
7 =0 n-+oo

0

= 27 liﬂ

)

Otrzymalidmy zatem

skad réwnosé (234).
Obliczymy teraz momenty rozkladu normalnego. Na mocy (194)

2
E Ly
m*-‘f.r* L e"? dy =

= syar y_._m

+o0 2

k e B e
; ]/;:r -/‘,Ea"(f) t slye T dy =
k +o0 _.‘f
S g Pt
J--

(235) m, = 51‘ (,"‘) T
7

X
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gdzie przez ﬁﬁ oznaczylidmy / -ty moment standardowego rozktadu
normalnego. Obliczymy te momenty. Mamy na mocy (234)
(1) Mo = 1
adla j =1
+99 y2 oo _21 4 0 32
i et i 2 4 SR A e
M, = fye dip= —== fye g+ fS’e o Lo
1 Y ~y=u
Ver Y, 27 y2r J 4

o el S i S

_ﬁ?afge dy—vﬁ!ue du =0 |

Ogdlnie z uwagi na nieparzystosé runkoji podcatkowej mamy
(i) M =0 dla j nieparzystych

Funkcja

oL aalfe
?"(9’) =.‘/Je 2! J’)i
ma pochodng
' g2 g3y ) LA .
My =e 2 (/g =¢' " V=gl e T () =y

i dla ; parzystego ma skoriczone minimum w punkcie y = 0

i dwa

skoriczone maksima w punktach y = ---]/J.-T U85 ='|/j_, a dla j niepa-

rzystego skoriczone minimum w punkcie y = -'Vf i skorczon
mum w punkcie y =7/ . Ponadto

1im #(y) = yl_{: +(y) =0

y-——-e

skad wynika, %ze dla kazdego ; > 1 funkcja J ma skoriczo
nie, Wobec tego na mocy wiasnodci (c77) mozemy dla ; ) 2
przez czedci jak nastepuje:

2

+ o0 oo 2,4
ot omerdlunguy emnyl ol
M = e dy= v—-——-—f (—e )d =
4 |/2ﬂ'ﬁi‘g Var -/ Y

e maksi-

ne waha-
catkowad
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oo .9'2
. __.5_’_ - L3 - !
=-y e T | ",__2; I72 & T dy= (j-1)M;_,

skad na mocy (i) i (ii)

(236) M. =

{o dla ,/ nieparzystych
of

1-3°..."(j=-1) = (j-1)!! dla ;/ parzystych

Na mocy (235) otrzymujemy stad kolejno

2 2
) My = @~ + S
(237
ma = 03+ Sasz
ﬂi = a4 + Sazsz B 33

Obliczymy teraz momenty centralne rozktadu normalnego., Mamy

+90 - 2 +00 2
-2 j’& ) ke R a8 Jq kot k
= -a) e dk =— —— e dy ="M
“ sV L, z%g yar < 3 4 &

i na mocy (236)

0 dla k nieparzystych
(238) M, o
s (k=1)11 dla k parzystych

W szczegdlnosci wariancja rozkladu normalnego jest réwna
#2= s

Zatem parametry a 1 s wystepujgce w definicji (230) maja prosta
interpretacje: a Jjest wartodcig sSrednig, s standardowym odchy-
leniem rozkiadu normalnego.

Wobec powyzszego standardowy rozkiad normalny jest to rozktad
normalny o wartoéci dredniej O i standardowym odchyleniu 1.

Na mocy (238) i wzordéw definiujgcych (206) i (207) obliczamy
wsp6tczynniki asymetrii i splaszczenia dla rozktadu normalnego.
Otrzymujemy
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a‘i = 0' 3‘2 =0

Znajdujemy teraz wyttumaczenie definicji (207) dla wspétczynnika
sptaszczenia, O ile bowiem dla wspétczynnikéw asymetrii punktem
odniesieniz byty rozklady symetryczne wzgledem wartosci sSredniej
X, dla ktérych jest zawsze j, = 0, i wobec tego wartosé wspéi-
czynnika T informuje o odcﬁyleniu rozkiadu od symetrii, o tyle
trzeba bylto stworzyé jakis punkt odniesienia dla wspétezynnikdw
sptaszczenia. Definicja (207) zostata tak skonstruowana, aby 7, =
= 0 wtadnie dla rozkiadu normalnego, a8 w konsekwencji, aby wspéi-
czynnik Ta informowat o sptaszczeniu rozktadu w pordwnaniu do
rozk*adu normalnego.

Obliczymy teraz funkcje charakterystyczng rozkladu normalnego.
Mamy

. _x-a)?
. 2
@(t) = : fe"-'x e ¥ dx
sy o 5%
i na mocy wzoru (221) z § 237

' oo _J'X.‘G)z
s, { " 2
@) = —= et xeo 2 =

\;|f23r
o0 _(X-(ﬂz ‘ﬁ‘_ﬁ.‘,‘z

. +o0
A . LS . - 2
- La '/.ed.‘.t e 2s% dx + fe‘tx-x—za-e < dx =
Y

syamr dJ V 2

. o _(r-a)\’
=/q - (}p(g) g A fer.fx e 257 dx
-0
4 _(x-a)? F
Wykazemy teraz, ze funkcja e‘“*e 2 " ma skonczone wahanie, czy-

li, ze funkecje

_(x-a)? lx-a)?
() cos tx-e 25 , sin tx-e 257

majg skoriczone wahanie na przedziale(-—x> 2 +40> « Dla # = 0 jest
to oczywiste, a dla ¢ i1 - ¢ wahania sa identyczne, wigc wystar-

24 - Wyklady...
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czy rozpatrzyé przypadek ¢ > 0, Rozwazmy przedzialy f‘=f<czJ|i s 5>

k= 400 =-1,0,+41,,.., gdzie dla pierwszej funkcji ¢, = 2*"2'1 —;1,
k+1 r
b, = 27*-?, a dla drugiej g = k'-t—, 5, = (/c+1.)7?r . Niech kOEJ’C

bedzie taksg liczba, Ze a eI . Wahanie kazdej 2z funkeji (%) na
kazdym z przedziatéw I, <4 3’ I Ik”_ jest mniejsze od 2, a wigce
wahanie na sumie tych przedziah&w mniejsze od 6., Dla &« (k -1 wa-
hanie na przedziale Ik dla kazdej z funkcji (%) jest mnie.jsze niz

fbx-agz (x-a)*
ST e 28% dx
hri

a dla £ > koti mniejsze niz

(a -an f ;—az'z
o zs?

Zatem wahanie kazdej z funkecji (%) na przedziale( -«; +o ) jest
mniejsze niz

+om _(.t-a}?'
8 32 e

i u=

f..l‘.
g 2
6 —
f (23{1) + st T oo

-

N
’fu
h|"ﬁ

Caltkujgc zatem przez czedci, =zgodnie =z wlasnosdcig (e77) catek
Lebesgue’a, mamy

, el T ro _(x-a)?
G(€) = ia-g(t) - % etxe 75 St [ oltx o Ty,
Jr

yar
-00

= ((a - 521‘) q(t}'

skgd

4 €

ot =(q - §

czyli

2 ;]
(10g ¢(¢)Y = (Ea ‘9:2)
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czyli

Ui
log ¢(t) = dat - =—5—+ log &, (= const, (>0

a stad

< 2,2
2 @l - Bt
@ (t) = Ce -G

Z warunku ¢(0) = 1 (wtasno$é (fchar2)) otrzymujemy C =1 i osta-
tecznie
2R

(239) PpY R S

W szczegdlnosci funkecja charakterystyczna standardowego rozkladu
normalnego ma postaé

£ b
LY =il

Wykorzystujac wtasnoéé (fchar5) funkeji charakterystycznej tatwo
mozna wyprowadzié wzér rekurencyjny na obliczanie momentéw (235),
Z tatwoscia dowodzimy bowiem przez indukcje, ze

k{\Jz sp(k+1)(t) E F’(k)(” - (¢a -Szt) - ks? y(l‘ '1)(5)

skad na mocy (fchar5)

2
(240) =a'm&f}‘5"’i_1,%=1' my = a

ket %+l

Obliczymy jeszcze entropie rozkladu normalnego

gx-a)z
logz(svi_ T2 ) ax

& = -

™
Y

e e
1 j. e*(.x;saz
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+o0 2 o0 2
log,(sy2m u log,e =
—-2—fe 2 du+———+2— aze 2 du

R 2ar \)

i na mocy (234) oraz (239)

& = log, s+ log,) 27 + % log,e =

Na zakoliczenie udowodnimy nastepujgce twierdzenie.

1052(2x63)

o=

(241)

Twierdzenie (A)
Ze wszystkich rozkladdéw ciggtych na prostej o danej wariancji

52 (0:¢ 52 { % ) 1 skonczonej entropii najwieksza entropie ma "tyl-

ko rozktad normalny.
Niech g(x) bedzie gestoscig prawdopodobieristwa dowolnego roz-

D
ktadu na prostej o wariancji " . Jest zatem
: S g(x) >0
fg(x)dx= 1
f(x-a)a g(x)dx = s ¢
gdzie

+ 00

x g(x)dx = a

Ponadto istnieje calka

&g d_ef__:[ g(x) logyg(x) dx, &<

(111)
Niech
ec _(x—a)"’
252

i
(x) = — e
f syar
bedzie gestodcia prawdopodobienstwa rozkladu normalnego o tej sa-

mej wartodéci dredniej a 1i wariancji 52.
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Rozpatrzmy funkecje

r(x,4) def _ [(1-DF(x) + Ag(x)] log, [(1-2) f(x) +2 g(x)]

Poniewaz £ >0 1 g > 0, wigc dla 0 ¢ 2 <1 jest
(1 -2)F(x) + 2 g(x) 2 0

i przyjmujac, ze O log20= 0, widzimy, Zze funkcja T jest okreslona
dla 0 { 1 ( 1 1 xe RBR. Wykazemy teraz, ze funkcja. ¢ jest cal-
kowalna w przedziale (-oj; +), W tym celu wystarczy wykazaé, ze
88 catkowalne funkcje

7, (x, 2) £ - £(x) 108, [(1 - DF) + 2 g()] =

]

~£(x) 1og, [£(x) +2(g(x) - F(x))]
r(x, A1) 8L - g(x) 1og, [(1 -2)f(X) + 29()] =

- g(x) logy [g(x) + 1= (F(x) = g(x))]

Mamy

7y (x, ) = =f(x) log, f(x) - £(x) 1°52[1 o l'ﬂf‘%ﬁc‘(ﬁ}

Funkecja -f(x) long(x) jest catkowalna na prostej, co wykazalismy
obliczajgac entropie rozktadu normalnego. Poza tym mamy

f(x) 1082[1*'2'%@] ‘( Iogze-f(x)-il ;; L)l ¢

€22 (g(x) + F(x))

(iv)

Zatem funkcja Ty jest catkowalna na catej prostej. Niech teraz

.«‘-Iie—f x:g(x)=0}

Funkcja T, jest oczywiscie calkowalna na zbiorze A, a na zbiorze
R - A mamy

z-g(";n = _g(x) logzg(x) -g(x) 10;2[14"(1"2) ﬂ%’%&&]
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Funkcja -g(x) logzg(x) jest catkowalna na zbiorze X - A na mocy
(iii). Ponadto

lg(x) log, | 1+(1-2) £xlogla) | ’w(xnogze-(i_,z) lf_(_(i‘(_.x;- x| ¢
< 2(1-A) (F(x) + g(x))

skad wynika calkowalnosé funkeji T,, a wige i catkowalnosé funk-
cji T na catej prostej.
Mamy dalej

o(x,A) - £(x,dg)
A - lo

A, 2,€<0;1>
A#4,

‘ (-2 73 (x, ) + 2 5(x, D = (1-45) 7 (x, A4)) - 4,75(x,4,) ’

1 (1-25) (T, (X, ) - 7, (x,2,)) -
A= A,

@-79) 73 (X, ) + 25 (7,00, D-75 (X, 4))) + @=-2;) 7, (x,2) R
-7,

e (2, 2) = £ (x, A9 Cy(x, V=1, (X, A))
ki lo)l = 4 + A, "“zﬁo 0 N
. ’ri(x,i) 0 té@x’a)l
Ale

T (x,4) - 7 (x,4,)

(1—15) o ioi 0 i
' )= £(x) X

= (1_10)'((1.) ‘ log, [1+,1_ﬂxijf(x_:|_ log, [14-/10 ﬂ%ﬁﬂ] ‘ y

glx)=F(x

‘ L8 teidy L f)- x)
X
(1—/10)f(x} 7 AO =
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@A =7g) (g(x)-F(x))
log (1 + Ejo)f(x)"'/lo?(x)
x4,

= (1=2;)f(x)

< 2(1-2,)F(x) ( (i-2 }fzx -{ Ao 9(X) [<

< 201-2)7() | LB [ < 2(700) + 9o

Nastepnie dla xec A
z’z(x,/l) - 'r:z(x,zlo)
A= 2

adla xe R-A

1+(1-3)£L%_’?.(_)_

log x)=-g(x)

= A49(x) ek (1 Ao)ﬂm%L
0

0

1 {. A=-RI(F(E) - g(x))
10g; \ 1 - T2, V7Y + A,9(x)
= Aogcx) 2- 4

Z Oix?%.ri + il.ogixi

C2(f(x) + g(x))

<

< 2AOg(x)

2zog(x)

a wreszcie na mocy (iv)

<

lri(x,ﬂ.) ‘( If(x)long(x) | +

f(x)log2 [1+}¢ i@{_ﬁﬂ]

K| F@) 1ogyf(x)| + 2(£(x) + g(x))

1 analogicznie
|t2(x,;t) |( ]g(x) 1ogzg(x)] + 2(F(x) + g(x))

Ostatecznie otrzymalidmy
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/\ 7 (x, ) =7(x, 1)
3,206(0,0 A= A9

A# A,

‘( | F(X)10g, A(X) | + | g(x)Logyglx) |+

+ 82(x) + 8g(x)
Wobec tego na mocy witasnosci (e59) dla funkeji

+ 00

A(2) =f T

-0

istnieje w przedziale (03;1) pochodna

h'(A) f " (x,2) dx-f[f(x) - g(x)] 108, [(1-DF(x) + Ag(x) ] ax+
+ log, € ![f(x) - g(x)] dx =

=_‘Zr[f(x) - g(x)] 10g,[(1-2) F(x) +.llg'(x)] dx =

=_I [£ () - 9(1)] 1ogy[f (x) + A(g(x) = £ (x))] ax =

=f f () long(xB dx - f g (x)10g, f(x) dx +

f [£(x) - Q(X)]logz(j, 3 _ﬂ%ﬁ_x_)

Poniewaz
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_fg(x) long(x) dx = — fg(.x)[-—long— lug2 lfzn'..

1

+o0
2 0g,¢
- 1052 e(xa—_g-)——} dx= log, s + log, y2JT+ r g f (x-a)ag(x) dx =
$ -1

loga.s‘ + 10g2 l/z:r + % log, ¢

i wobec tego na mocy (241)

ff(x) long(x)dx —f g (x) 1ong(x) dc=0

wiegce

H@ = [ [0 - g)] 10,;2(1 +lﬂ%ﬂ)ﬂ
Poniewaz dla 0< 1 < 1

F6) - 9(x) > 0 = 1ogy (102 L2 LG ) o

flx) - g(x)< 0= 10;2(1-»;19_(1_)70{;?;_(&) S0

AAY< o0, gly f #g

wiee

Oznacza to, %ze funkcja 4 maleje w przedziale 0 <A {1, Poniewaz

|20ea ) | ¢ ey Gad| + | 2 < | £ Togy £(x) | +

+ | g(x) logyg(x) | + 4f(x) + 49(x)

oraz

lim r(x,2) = - f(x) log,f(x)

lim o(x,2) = - g(x) logyg(x)
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wiec na mocy wiasnosci (047) catek Lebesgue’a

+o

11‘113 h () = —f £(x) 1og, f(x) dx

I
&y

1_1‘_1111 h () = —f g9(x) 10529(X) dx =6

-
i wobec powyzszego dla ¢ # £ Jjest

858,

co byto do dowiedzenia,

§ 247, Rozklad gamma

Rozkladem gamma nazywamy rozkiad ciggly o gestosei prawdopo-
dobienstwa

dl 0
(242) f(x) = I(X;b!r) ""J'(b,f') def a x g

iy < e dla x >0

gdzie b,reRAab,r20 a [ (r) jest tzw, funkcjg gamma Eulera

(243) r(r) dﬁfxr'ie"" dx, r>o.
0

Zanim przejdziemy do omawiania rozktadu gamma, wyprowadzimy
kilka podstawowych wtasnoéci funkcji /° . Mamy

(244) Fi(d),= 1

poniewaz

Dalej

(245) F(r+1) = r(r)
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poniewaz

= L]

Mr+1) = fx’e"‘ dy = =xte~%
0 0

+ rf S rC(r)
0

Catkowalisémy tu przez czesci zgodnie 2z wiasnoscia (c77) catek
Lebesgue'a, poniewaz funkcja x'e” *
dziale { 03 w), gdyz ma jedyne maksimum w punkcie x = r 1 z uwagi

r

na to, ze O . 0P i 18 lim x"e"* =0, wahanie jest réwne
2rfe”l { &, a

Ze wzoréw (244) i (245) wynika, ze

ma wahanie skoliczone w prze-

(246) ﬂ/;}zﬂ(rz) = (n-1)!

Funkcja /7 jest zatem uogélnieniem funkcji n! na wszystkie liczby
rzeczywiste dodatnie.
Wykazemy jeszcze, Ze
(247) r(%) =vr
3] =V
Istotnie mamjr

o +o0 2

ey |‘.£

i '-x 1T i ~o L

s d e fe 2 du = — f e 2 = 1/
J‘Vx x = ]/2 E u(23‘r) d

0

:\>|1-lL

Ze wzordw (245), (246) i (247) wynika, zZe

(%— 1)1 dla n parzystych
n
(248) F(—)=
. —-(331'—1&—1/ dla n nieparzystych
= (n-i)! n a nieparzystyc
2 ol a5
)

poniewaz dla = > 3 nieparzystych jest na mocy (245)

(322 r(25) - 5 2 () - -

a=l R=2 i )

=2 n-4 i 1 2 e -1)!

155 2 o f'p(-ﬂ— = 7=1.n=3 bﬁ n=-1] 7= Vr
) Al Al &SN ar
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Wracamy do omawiania rozkladu gamma, Dystrybuantg tego roz-
ktadu jest

0 dla x £ O
(249) F(x3b,r) =

X

bx
b” fr-i - bu i f r=i_-v
1’"(;"‘) u e du rﬁum v e 'dv =
0

0

Wykresy gestosci prawdopodobieristwa i dystrybuanty dla rozkitadu
gamma zalezg gidéwnie od wartodci parametru r :

F(x) b 00
1(’"(? =2 r)?
b
X X
FO) b
haEee s e el L L T
r"‘
> X

Obliczymy teraz funkcje charakterystyczng rozkladu gamma, Z de-
finicji mamy
=]
0

bf‘
AR

i na moey wzoru (221) z § 237

. 5" r tx r =bx b” i -(b=it)x ’
¢(t) = = fe e™"% dew = Sep—y f.‘r'(e dx
r(r) ’ G- (r) J
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Wykazujemy analogicznie, jak to uczynilidmy przy wyprowadzaniu
funkcji charakterystycznej dla rozkladu normalnego, ze funkcja
xfe'(b_it)x ma skoriczone wahanie na przedziale 03 ). Calkujac
przez czedci, zgodnie z wlasnosScig (c77), otrzymujemy

+ 00

z -br_ iy .
g(t) = - TE:T%STT?W—xre (b-it)x |
0
r=i =(b=it)x %
sl (7 -:t’!”(ri fx & o b =it p(¢)
0
skad
g’t; i RS
p(t T b =it
czyli
(1og ?(f))' = (=rlog (b=:t))
czyli
log ¢(¢t) = - r log(b-i¢) + 1ogC, ( = comst, C > O
Zatem
G T B AL
5 (b-:'f)r

Z warunku ¢ (0) = 1 (wtasno$é (fchar2)) otrzymujemy C = 5" i stad

(250) p(t) = ——
4

Wykorzystujgc wiasnosé (rcharS] obliczymy teraz momenty roz-
ktadu gamma., Z tatwoscig dowodzimy przez indukcje

/\ k) Ll EXE b 1
£ ot ?( (¢) = (;) r(r+1) ... +k=1) z:_:zzj:zz
b
skad
(251) /\,,,= rr+t)o.o(rvk=1) _ f'(.,-...k)

keJu & bk b*- r(r)
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Mamy w szczegdlnosci

%
(252) my = x =7

Momenty centralme liczymy ze wzoru (199) =z § 235. Otrzymujemy
w szczegélnosdci

7. r(r+1) _ r2 o
2 b2 b2 b2
PR (T2 DI B Y S (< RN 2" N
3 b b b2 53 b:]
2
r(r+1)(r+2)(r+3) r rir+1)(r+2) rc  r{r+1)
My e 1 Bt . Sk N P

5 3i i 3r(r+2)

Wariancja rozkladu gamma jest zatem réwna

a na mocy (206) i (207) wspétczynniki asymetrii g, 1 sptaszcze-
nia 7,

(254) R TR

Obliczymy jeszcze entropie rozkladu gamma, Na mocy definicji
(226)

e
6 - —f——(—”ar_ xr'ie-bx(flosgb ~ 1052‘”(") 7k (r-ijlogzx"
0

i r-i_-u
- bx logye) dx s —mfu e” " (logyb - log, /'(r) +
0

log,b-log, " (r) n
+ (r-1) logyu = « logze) du= - 2 F(r)z /ur'ie'“ du -
0

o0
-]

A log, €

r-1 r=1 5 om0 2 ra=u

=7l fu log,u-é¢ du + T u' e du
0 0
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Na mocy (243) i (245) otrzymujemy

(<]

(r-1)1og,e
E=r. log,e + log, r(r) - 1052{; = ) fur‘-i logeu-e"”du
0

i na mocy wtasnosdci (059) caltek Lebesgue’ a
(255) é = 1o 1 e rer)) - (r-1) 1log, e Cr
a1 -l s

§ 248, Rozklad x2

RozkXadem Xa nazywamy szczegdélny przypadek rozkiadu gamma,
gdy

bwd Full neN

gdzie n nazywamy liczbg stopni. swobody rozkladu X2 Na mocy
(242) gestosé prawdopodobieristwa rozktadu X wyraza sle wzorem

: de 0 dla x <0
(258) p(x) = X,;] (x)"—r' 2 -2

2.5 r) N

a F‘(z)dane jest wzorem (248),
Na mocy (250) funkcja charakterystyczna rozkladu X ma po-
staé

X
2 dla x>0

1
(1-24¢)

(257) g(t) =

n
2

2 na mocy (251) wyrazaja sie wzorem

r(z)

W szczegbélnodci wartoscig Srednig jest na mocy (252)

Momenty rozktadu ){

(258) 2k

(259) my =&=n
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