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Przedmowa. 

„Pomiary elektrotechniczne" powstały z moich wykładÓAY 
w laboratoryum elektrotecl iuicznem na Pol i technice hvowskiej . 
Stąd charakter książki metodyczny, przystosowany do wymo­
gów Avyższych szkół technicznych. Student znajdzie w niej 
wskazówki, j a k się ma brać do pomiaru, inżynier odświeży so­
bie poznane poprzednio metody. 

N in i e j s zy tom składa się z dwuch części i zawiera po­
miary zasadniczych wielkości e lektrotechnicznych (Część L ) , 
oraz badania i pomiary przyrządów, materyałów, i zo lacy i , lamp, 
akumulatorów (Część II.), stanowiące niejako praktyczne zasto­
sowanie poznanych zasad w I. części. Jest to cały obszar objętj' 
obecnie ćwiczeniami w Labora to ryum elektrotechnicznem I. na 
Pol i technice lwowskie j . 

Tom II., który znajduje się w opracowaniu, będzie zawie­
rał zakres laboratoryum II. i III., t. j . badania i pomiary ma­
szyn e lektrycznych, oraz zasady pomiarów pr zy Wysokiem na ­
pięciu. 

Z charakteru książki w y n i k a , że starałem się w niej 
uwzględnić przede wszy stk iem nowsze metody pomiarów i ba­
dań, oraz t. zw. metodjr k lasyczne, z którj^ch wyszły metody ; 

dziś stosowane w praktyce. P r z y opracowaniu części I. poło­
żyłem nacisk na celoAvość pomiaru t. j . na t o , aby ćwiczący 
zdaAval sobie sprawę z celu pomiaru i mógł należycie ocenić 
wartość samego pomiaru. W t y m celu uwzględniłem prawie' 
przy każdej metodzie sposoby wyznaczan ia błędów i naj lepszych 
warunków pomiaru. 

Słownictwo użyte w książce opiera się przeważnie na 
słownictwie przyj ętem przez Sekcyę elektrotechników Towa-
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rzystwa Pol i technicznego we Lwowie , a oznaczenia i kierunek 
obrotu wektorów na postanowieniach międzynarodowej k o m i s j i 
elektrotechnicznej (I. E . C ) . 

P r z y wydawnic twie i układaniu książki doznałem nader 
życzliwego poparcia i wskazówek prof. Romana D z i e śle wą­
s k i e g o , oraz obecnego ad junkta laboratoryum elektrotechnicz­
nego inż. Wacława G r u n t h e r a . N i ech m i będzie wolno złożyć 
i m na tern miejscu wyrazy podziękowania. 

Autor. 

We Lwowie , w październiku 1913. 
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Wstęp. 

1. Metody pomiarów. 

Pomiary elektrotechniczne, j a k wogóle pomiary wielkości 
fizycznych, mogą l y ć 

b e z p o ś r e d n i e , jeżeli polegają na porównywaniu mie­
rzonej wielkości z taką samą znaną n. p. pomiar długości za 
pomocą metra, pomiar oporu w mostku Wheatstone 'a, albo 

p o ś r e d n i e , przy których uwzględnia się także inne wie l ­
kości tworzące z mierzoną zasadnicze prawa matematyczne lub 
fizyczne, n . p. pomiar powierzchni zapomocą długości podnie­
sionej do kwadra tu , pomiar oporu na podstawie prawa Ohma. 

Wielkości e lektrycznych nie można mierzyć wprost , lecz 
zapomocą przyrządów, w których pomiar sprowadza się często 
do odczytywania podziałki (n. p. galwanometru), a więc do po­
miaru długości. P r z y pomiarach można w t y m względzie za­
stosować następujące metody: 

M e t o d ę o d c h y ł o w ą , która polega wprost na mierzeniu 
długości, o jaką się skazówka przyrządu mierniczego odchyl i . 
Wskazan i a przyrządu są wtedy zależne od różnych sił działa­
jących, j a k prąd e lektryczny, sprężjuia, magnes i tp. Z tego 
względu jest ona mniej dokładna, niż 

m e t o d a z e r o w a , p r zy której staramy się osiągnąć tak i 
s tan, aby działanie wyżej Avymienionych sił zmniejszyć do 
możliwych granic. Jest to najbardziej dokładny sposób pomia­
rów, wjnnagający jednak dłuższego czasu ; używa się go przeto 
głównie przy pomiarach bardzo dokładnych, laboratoryjnych. 

Zbliżoną do zerowej jest m e t o d a r ó w n y c h o d c h y l e ń , 
przy której pomiar polega na porównywaniu dwuch wielkości 
w ten sposób, że pomiar każdej wielkości obywa się osobno, 
ale t ak , że przy obu pomiarach wy twarza się ten sam stan 

Pomiary elektrotechniczne, t. I. 1 
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równowagi układu, sprowadzając oba razy skazówkę galwano-
metru do tego samego odchylenia. 

"W p r a k t y c e technicznej stosuje się p o A v s z e c h n i e metodę 
odchyłową. 

2. Błędy. 

Pomiaru bezwzględnie pewnego wykonać nie można i za­
wsze popełnia się b ł ąd , t. zn . że wartość otrzymana z pomiaru 
różni się od wartości rzeczywistej tej mierzonej wielkości o j a ­
kąś wielkość. Z tern należy się zawsze liczyć i uwzględniać 
wpływ błędów na w y n i k pomiaru. 

"Według pochodzenia rozróżniamy błędy: stałe i zmienne. 
B ł ę d y stałe. — Źródło i ch leży w samej metodzie po­

miaru lub w przyrządzie miern iczym, a mianowicie albo w t rwa­
łej zmianie stałej przyrządu n. p. skutk iem zan iku magnetyzmu 
magnesów lub siły skręcającej sprężyny, albo w czasowej zmia­
nie n. p. skutk iem tarcia chwilowego, działania obcych pól ma­
gnetycznych lub e l ek t rycznych , temperatury i tp. Błędy stałe 
mogą powstać także skutk iem niedbałości spostrzegającego. 

T a k i błąd można usunąć albo wyrównać przez zmianę me­
tody, przez sprawdzenie c z y l i wycechowanie przyrządu, przez 
powtórzenie pomiaru przy zmien ionym układzie połączeń, przez 
zmianę k i e runku prądu i tp . , a wreszcie przez zmianę spostrze­
gającego. 

Niektóre błędy stałe, n . p. skutk iem wpływu temperatury, 
można, znając i ch przyczynę i skutk i , uwzględnić rachunkowo 
przez wprowadzenie t. zw. j ) o p r a w e k . 

Uwzględnienie p o p r a w e k jest nieodzowne j jrzy pomia­
rach p r ecy zy jnych ; jeżeli j ednak błąd popełniony przez zanie­
dbanie poj i rawki jest znacznie mniejszy, aniżeli błąd popeł­
n iony przy spostrzeganiu, wtedy można poprawkę opuścić. Jako 
praktyczną granicę, powyżej której należy już poprąAvkę uwzglę­
dnić, można przyjąć T \ błędu granicznego. 

P r z y obl iczaniu poprawek posługuje się zwyk le wzorami 
skróconymi (p. str. 14). 

Błędy zmienne. — Są to błędy właściwe, występujące 
przy pomiarze zawsze, nawet jeżeli się usunęło błędy stałe. 
Objawiają się one tern, że przy pomiarze powtórzonym k i l k a ­
krotnie, otrzymuje się wartości różne. Błędy zmienne pochodzą 
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z niedoskonałości l udzk i ch zmysłów, którymi spostrzegamy, 
najczęściej oka , n . p. p r zy odczy tywan iu wychy len ia skazówki 
galwanometru, albo przy fotometrowaniu światła. 

P r z y nabran iu pewnej wprawy w odczy tywaniu i p r zy za­
stosowaniu należytych środków można odczytywać bardzo do­
kładnie, a więc zmniejszyć błędy; n i gdy i ch jednak nie można 
zupełnie usunąć. T a k i m i środkami pomocniczymi są nonius, 
szkło powiększające, skazówka bardzo cienka, podkładka zwier­
ciadlana do uniknięcia paralaksy i tp. 

Wyrównywanie błędów zmiennych wymaga całego sze­
regu spostrzeżeń; wtedy każde poszczególne spostrzeżenie bę­
dzie obarczone jakimś błędem. Te poszczególne błędy pozwa­
lają nam — na podstawie teory i błędów — określić wpływ 
błędu spostrzeżenia na w y n i k pomiaru. 

B ł ę d y z m i e n n e rozróżniamy według rodzaju nastę­
puj ące: 

1. Błąd graniczny A!)r. — Jest to największy błąd, 
j a k i wolno popełnić, a właściwie poza j a k i nie' powinno się 
wyjść przy pomiarze. Zależj^ on od dokładności lub czułości 
danego przyrządu mierniczego, a także od zdolności spostrze­
gania. 

Błąd gran iczny może być: 
b e z w z g l ę d n y , — j e ż e l i podaje się go wprost w jednost­

kach mierzonej wielkości; albo 
w z g l ę d n y , — jeżeli odnosi się go w procentach do mie­

rzonej wielkości. 
Błąd graniczny mogący powstać przy danej metodzie, 

można z góry określić, znając dany przyrząd i w a r u n k i po­
m i a r u ; zwyk le przyjmuje się n . p. że opornice zatyczkowe 
mają dokładność do 0 ,1— 0,2°/0, c z y l i i ch błąd gran iczny wy­
nosi 0,1—0,2°/0, normale samoindukcyjne 0,3—0,5°/0, przy­
rządy techniczne 0,5—l,O°/0, odchylenia igiełki galwanometru 
można odczytać z dokładnością 0,1—0,25 podziałki i t. p. Te 
błędy można sprawdzić przez wycechoAvanie danych przyrzą-
dÓAv i przez uwzględnienie dokładności spostrzegania. 

P r z y pomiarach e lektrotechnicznych, nawet jeżeli manry 
do czynienia z jedną t y lko zmienną, to j ednak nie otrzymu­
j emy szukanej wielkości wprost zapomocą bezpośredniego po-
rÓAvnania jej z jednostką, j a k to jest n . p. przy pomiarze dłu-

* 
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g o ś c i zapomocą metra , a w i ę c długości; zawsze p r z y c h o d z i 

j e s z c z e p r z y r z ą d pomocniczy, m i e r n i c z y , z a p o m o c ą k t ó r e g o po­
r ó w n u j e się daną w i e l k o ś ć z n o r m a l n ą i , z a l e ż n i e od sposobu 
p o m i a r u , mamy m e t o d ę zeroAvą lub o d c h y ł o w ą . W ten sposób 
mamy do c z y n i e n i a p r z y n a j m n i e j z dwiema w i e l k o ś c i a m i r ó ż n o -

r o c l n e m i , z k t ó r y c h j e d n a m o ż e być s t a ł ą , a d r u g a z m i e n n ą , 

obie j e d n a k obarczone są b ł ę d a m i , k t ó r y c h suma stanowi b ł ą d 

g r a n i c z n y . 

Najczęściej s t o s u j e się m e t o d y z e r o w e ; wtedy przy okre­
ślaniu błędu g r a n i c z n e g o n a l e ż y uwzględnić i b ł ą d , j a k i się 
popełnia p r z e z n i e d o k ł a d n e n a s t a w i e n i e s k a z ó w k i g a l w a n o -

metru na 0, w z g l . przez to, że g a l w a n o m e t r jest za mało czuty 
i nie reaguje do pewnej granicy na prąd płynący p r z e z n i e g o . 

To samo odnosi się do metody r ó w n y c h odchyleń. P r z y m e t o ­

d z i e o d c h y ł o w e j n a t o m i a s t mamy tern s a m e m b ł ą d graniczny 
o d c h y l e n i a g a l w a n o m e t r u z a w a r t y w s a m e j m e t o d z i e , g d y ż szu­
kana wielkość jest f u n k c y ą o d c h y l e n i a (n. p. pomiar p o j e m n o ­

ści p r z e z p o r ó w n a n i e ) . 

Błąd g r a n i c z n y o d c h y l e n i a g a l w a n o m e t r u w y z n a c z a się 
z a p o m o c ą badania t. zw. c z u ł o ś c i u k ł a d u ze w z g l ę d u na 

g a l w a n o m e t r . Jest to w p ł y w u m y ś l n e g o błędu, o d p o w i a d a j ą ­

c e g o n a j m n i e j s z e m u o d c h y l e n i u ga lwanometru, które się p r z y j ­

m u j e s t o s o w n i e do d o k ł a d n o ś c i m e t o d y , c z u ł o ś c i g a l w a n o m e t r u 

i zdolności s p o s t r z e g a n i a (0,1—0,25 podziałki). 
P r z y w y z n a c z a n i u błędu granicznego, jeżeli f u n k c y a po­

s i a d a tylko jeden człon, najlepiej jest stosować r ó ż n i c z k o w a n i e 

l o g a r y t m i c z n e , r ó ż n i c z k u j ą c l ogary tm f u n k c y i . 

2. Kład średni. — Jest to b ł ą d , j a k i się r z e c z y w i ś c i e 

p o p e ł n i a p r z y pomiarze; o b l i c z a się go na p o d s t a w i e r a c h u n k u 

p r a w d o p o d o b i e ń s t w a z całego s z e r e g u s p o s t r z e ż e ń . 

Błąd ś r e d n i może być: 
b ł ę d e m p o s z c z e g ó l n e g o p o m i a r u lub 

b ł ę d e m ś r e d n i e j A v a r t o ś c i p o m i a r ó w ; 
d a l e j m o ż e być: 

b e z A v z g l ę d n y lub 

A v z g l ę d n y , j a k p r z y błędach g r a n i c z n y c h ; 

A v r e s z c i e r o z r ó ż n i a m y b ł ą d ś r e d n i 

p r a w d o p o d o b n y Apr, k t ó r y otrzymuje się — Aved ług ra ­
chunku p raAvdopodob i eńs tAva — p r z e z ]Domnożen i e błędu śred-
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niego przez 0,674. O otrzymanej w ten sposób l iczbie można 
z równem prawdopodobieństwem powiedzieć, że błąd popełniony 
r z e e z y A v i ś c i e jest od n i e j zarówno Av i ęks z y j a k i mniejszy. 

3. Wyrównywanie błędów. 

Sposoby w3Tznaczania błędów i określania i ch wpływu na 
w y n i k pomiaru zależą od tego, czy metoda pomiaru posiada 
jedną c z y więcej zmiennych spostrzeganych (niezależnych). 

/. Metoda posiada jedną zmienną niezależną 

y=f(x). 
Wielkość y mierzy się zapomocą szeregu spostrzeżeń wie l ­

kości x, której funkcyą jest y. 
1. Błąd grauiczny. 
Błąd graniczny określa się ze względu na zmienne nieza­

leżną x} najlepiej zapomocą różniczkowania logarytmicznego, 
stosownie do metody, jakie j się używa. 

Funkcyę y = f(x), 
można przedstawić jako y=Cx 
z tego logarytm natura lny log„?/=log„C+log„2;, 

,, . , . , , . dy dC dx 
po zróżniczkowaniu będzie — = - j rH . 

y C x 
Ponieważ to są wartości skończone, piszemy 

Ay AC Ax 
~y~~ "C x' 

co przedstawia błąd graniczny względny. 
Jeżeli stała C jest liczbą niemianowaną, to jej pochodna 

AC 
= 0, c z y l i — odpada i błąd graniczny określa się błędem zmien-

\j 
nej. Jeżeli zaś w stałej C zawarte są pewne wielkości f izyczne, 
które ut rzymujemy podczas pomiaru stałemi, to one są także 
obarczone błędami, które trzeba uwzględnić. 

Ogólnie oznaczymy błąd g ran i c zny : 
a) bezwzględny A!/y = f(A,p) 
b) względny 4 ^ = ^(4/*) ^ e w e n t > w OJ^_ 

y t{x) 
P r z y metodach z e r o w y c h i r ó w n y c h o d c h y l e ń , trzeba 

jeszcze uwzględnić błąd gran iczny ga lwanometru, c z y l i t. zw. 
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c zu ł o ś ć uk ładu. Po sprowadzeniu układu do równowagi (gal-
wanometr na 0 lub na danem odchyleniu), zmieniamy x o óx tak 
długo, aż dostaniemy założone odchylenie Aa skazówki galwa­
nometru. W t e d y y obliczone według x-\-óx będzie 

y' =y+óy=f(z+óx), 

dy _ f(x+dx)—f{x) _ F{dx) 
a y f{x) f(x) ' 
co będzie miarą czułości układu. 

W t e d y błąd g ran i c zny : 

a) bezwzględny Agy=f(Ajc)+Óy, 

b) względny ^JJM + *Z ( e w e n t . w %). 

2. Błąd średni. 
Celem wyznaczenia błędu średniego robi się n spostrze­

żeń zmiennej niezależnej z i z poszczególnych spostrzeżeń obl i ­
cza się szukaną wielkość y. W ten sposób otrzymuje się n po­
miarów wielkości y, z których każdy obarczony będzie błędem 
Ay, powstałym skutk iem błędu spostrzeżenia Ax. 

D l a y = f(x) będzie w y n i k po iiwzględnieuiu 
błędu y + Ay = f(x + Ax), 
c z y l i Ay = f(x + Ax)—f(x), a więc 
błąd bezwzględny Ay = F(Ax), 

n i , - , i ~t 4v F(Ax) a błąd względny — = —-—-, 
y f(*) 

Z tego widać, że błąd średni w y n i k u jest funkcyą błędu 
spostrzeżenia. Jeżeli ta zależność jest l in i jna y=C.x, to błąd 
w y n i k u jest proporcyonalny do błędu spostrzeżenia; można 
więc odrazu obliczyć z n spostrzeżeń średni błąd x, wtedy 

Aii Ax 
błąd w y n i k u bezwzględny będzie Ay=C.Ax, a względny -=•-•-. 

y % 
Jeżeli funkcya ma kształt y=C.x-, 

1 + x) ' 

z tego na podstawie wzorów skróconych 

y + Ay = y(l + 2A*} 

Ax 
= y ^ y . 
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c z y l i Ay = 2y~ 

Ay 2Ax 
a — = , 

y x 
błąd względny w y n i k u jest więc 2 razy większy od błędu spo­
strzeżenia. 

Do tego samego dojdziemy stosując różniczkowanie loga­
ry tmiczne 

y=C.x% 

l°g* 2/ = log„ C + 2 log,, x 
dy_2dx 
y ~ x 

W podobny sposób można się przekonać, że jeżeli y=C^x, 
to błąd w y n i k u jest 2 razy mnie jszy od błędu spostrzeżenia. 

Z tego względu najlepiej jest przy obl iczaniu błędów po­
stępować t a k , j a k na początku wskazano , to jest obliczać je 
nie ze spostrzeżeń, lecz z poszczególnych pomiarów. 

Błędy średnie znajduje się więc w następujący sposób: 
R o b i się n pomiarów badanej wielkości y, z których oblicza 
się średnią arytmetyczną yi, i A v y z n a c z a się różnice A między 
poszczególnemi wartościami y a y;r, A = y^.—y, w t edy : 

b ł ąd ś r edn i : a) b e z w z g l ę d n y : 

1/S35) 
a) poszczególnego pomiaru : £ = ± y — — j -

V 2(A') 
—, i - = d 
nin—V 

b) w z g l ę d n y : 

a) poszczególnego pomiaru : ± — (ewent. w °/0) 

. . . . E 
/?) średniej wartości „ ± — ( „ n n ) 
Z n a k ± oznacza , że błąd spostrzeżenia, w ten sposób 

znaleziony, może być z równą dokładnością wzięty jako więk­
szy j a k i mnie jszy od rzeczywistej wartości. 

Bość spostrzeżeń n zależy od tego j ak pomiar wypada : 
jeżeli różnice między poszczególnemi spostrzeżeniami są nie­
znaczne, to można się zadowolić paroma spostrzeżeniami: 
zwyk le n = B do 10. Jeżeli o t rzyma się spostrzeżenie bardzo 
różniące się od reszty, to z dostateczną pewnością można to 
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przypisać fałszywemu spostrzeganiu i poprostu usunąć z ra­
chunku, a n a to miejsce wziąć inne. P r z y tern trzeba jednak 
postępować z wszelką uwagą, aby nie popełnić omyłki i prze­
konać się poprzednio, czy nie zachodzi tu j a k i błąd stały; 
wtedy należy go usunąć lub uwzględnić poprawkę. 

W ostatecznym w y n i k u pomiaru należy uwzględnić b łąd 
p r a w d o p o d o b n y , obl iczony z błędu bezwzględnego. 

Ponieważ szukana wielkość i jej błąd bardzo się od sie­
bie różnią co do wielkości, byłoby wykonywan ie działań n iemi 
bardzo żmudne, dlatego w tak i ch razach używa się — j a k to 
już zaznaczono — wzorów skróconych (p. str. 14.). 

Przykład: 
P o m i a r o p o r u ż a r ó w k i z a p o m c ą g a l w a n o m e t r u 

r ó ż n i c o w e g o . 
Opór badany X równa się oporowi porównawczemu R, jeżeli igiełka 

galwanometru stoi na zerze, co osiąga się przez regulowanie oporu li. Po­
miar powtórzono pięciokrotnie, przyczem otrzymano szereg wartości R 
czy l i X (ponieważ X = i ? ) , z których oblicza się średnią i wyznacza średni 
błąd według następującego protokołu pomiaru : 

L . p. R = X &X (AX ) ' 
1 294,2 0.0 0 ,00 

2 294 ,3 0,1 0 ,01 

3 294,1 294 ,2 - 0 , 1 0 ,01 

4 294,0 - 0 , 2 0 ,04 

5 294 ,4 0 ,2 . 0,04 

i (±xy = 0,10 
B ł ą d ś r e d n i : 

a) bezwzględny: 

a) poszczególnego pomiaru: s = ^ y J l ^ S = - t - " ^ ^ = -4- 0 . 1 5 6 ; 

F. 

(i) średniej wartości: E — -+- -,-- = -t- 0 . 0706 : 
V" 

Y) prawdopodobny średniej wartości: ± 0 ,0700 . 0 ,674 = ;+_ 0,0476. 

b) względny: 

a) poszczególnego pomiaru : -4-—= ±2q^2~~0i00053G=±0,0536%; 

<?) średniej wartości: ± Ę- — ± ° 'o ' 0 „ B = ± 0 ,00024 = =h 0 ,024 % . 

X Zoi:ti 
W y n i k o s t a t e c z n y : 

X = 294,2 ± 0 ,0476 Q. 

. B ł ą d g r a n i c z n y pomiaru t. j . największy, poza j a k i nie można 
wyjść, obliczy się według - ^ - = 4 ^ + ^ , gdzie XjR przyjmuje się ze 
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względu ua opornicę 0 ,1%) A V& wyznacza się, badając czułość układu, 
.leżeli przy zmianie oporu Ii o olł =0,05, otrzymaliśmy odchylenie igiełki 
galwanometru 0,1 podziałki, to 8 X = 0 , 0 5 . 

Błąd graniczny: 
a) bezwzględny: \gX «• OgR+ oX = 0,2942 - f 0,05 = 0,2992: 
h) względny: 

¥ = ¥ + ? = o ^ | M + o , « = o a B 1 6 9 = 0 2 1 r a % | 

.jest więc znacznie większy od średniego, co wskazuje, że pomiar został 
uskuteczniony z dostateczną dokładnością. 

//. Metoda posiada więcej zmiennych niezależnych. 
y—ftxi, x2, £•,,...). 

Wielkość y mierzy się zapomocą szeregu spostrzeżeń wie l ­
kości xi, x2i xs,..., których funkcyą jest y. 

T u mogą zachodzić dwa w y p a d k i : 

A. Zmienne niezależne spostrzega się jednocześnie. 

Wtedy błędy poszczególne wyznacza się ze względu na 
całą funkcyę. Błąd w y n i k u znajduje się zapomocą różniczko­
wania cząstkowego y=f(xi, x2, x3...). 

Ay = ± ^ ł l M ] ^ A . - u d / f o » * j y ^ ' • " W - j - . . , 
dxi

 1—~ dx2
 1 dx3

 J 

df\x x ...) 
Jeżeli oznaczymy 1 ' 2 ' " ' - przez Xn, a Ax„ przez e„, to 

oxn 

Ay = ±^£i±k2e2±X3E.i±-
Z n a k i J t oznaczają, że z góry nie można poAviedzieć, j a ­

kie będą znak i + czy —. 
1. B ł ą d g r a n i c z n y w y n i k u będzie sumą poszczegól­

n y c h błędów granicznych, t. zn. zakładamy, że wszystk ie znak i 
są dodatnie; 

bezwzględny: A,jy = 2(A, c) 
. , X,y 2(A, e) . „,. 

względny: ^ ?/ ^ e w e n w '<>)• 

Błąd graniczn} 7 obl iczamy zapomocą różniczkowania czą­
stkowego danej funkcy i . 

2. B ł ą d ś redn i w y n i k u będzie — według metody naj­
mnie jszych kwadratów — drug im pierwiastk iem z sumy kwa ­
dratów poszczególnych błędów; 

bezwzględny: Ay = f(AieiYi+ (t2£2)* + (^e,)2+ -
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względny: — = — — — 
6 y y 

Błąd średni będzie zarazem błędem prawdopodobnym. 
Praktyczn ie stosuje się to w ten sposób, że pomiar po­

wtarza się k i lkakrotn ie i każdorazowo obl icza się szukaną wie l ­
kość; ze znalez ionych w ten sposób wartości bierze się średnią 
i wyznacza średni błąd w y n i k u . 

Jeżeli funkcya ma ty lko jeden człon, to najlepiej zasto­
sować t u różniczkowanie logarytmiczne. 

Przykład: 
P o m i a r o p o r u z a p o m o c ą a m p e r m e t r u i v o l t m e t r u . 
Pomiar odbywa się przez przepuszczenie prądu J przez opór X i mie­

rzenie spadku napięcia E, spowodowanego danym prądem. 
W y n i k oblicza się na podstawie następującego protokołu: 

l . p. j e x Xi,- \x (\xy 
1 2,47 6,79 0,364 
2 2,20 6,12 0,360 
3 3,25 8,76 0,371 
4 2,78 7,63 0,365 
5 2,09 6,08 0,360 

B ł a d ś r e d n i w y n i k u : 

0,000 0,000000 
-0 ,004 16 

0,364 0,007 49 
0,001 1 
0,004 16 
- (AA')2 = 0,000082 

a) bezwzględny: A X = ± \ / O ' 0 0 0 0 8 2 4 . 0,002015, 
V 5 .4 

b) względny: ^ = + = ± 0,00558 = ± 0,558%. 

W y n i k o s t a t e c z n y : 
• X = 0,364 + 0,002015 Q. 

B ł ą d g r a n i c z n y wyznacza się według: 
LfJ LgE 

X J ' H ' 
gdzie AyJ" i UgE obiera się ze względu na skalę i dobroć przyrządów; am-
permetr i voltmetr można było odczytać z dokładnością do 2 dziesiątych 
części podziałki, co odpowiadało 0,02^4 i 0,02 V; w tern mieściła się i do­
kładność cechowania przyrządów, tak, że błąd graniczny względny jest 

^ = 0,02 + 0,02 == 0,04 --= 4%, 

a więc znacznie większy niż średni. 

B. Zmienne niezależne spostrzega się niejednocześnie. 

W t e d y błędy poszczególnych zmiennych wyznacza się 

osobno, a więc błąd gran iczny A,fci, A,,x2, Ag%a,..., zakładając go 
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d la każdej zmiennej i obliczając z tego — przy zachowaniu 
reguł podanych pod A— poszczególne błędy graniczne A„y', 
A,,y", A,jy'"których suma daje b łąd g r a n i c z n y w y n i k u 

a błąd średni Axn Ax2, Ax3..., obliczając średnie wartości xu X2, 
xs... i i ch błędy według I i tak otrzymane wartości wstawiając 
do wzoru na y, przyczem przyjmuje się po ko l e i , że jedna 
•zmienna jest obarczona błędem a inne n ie , w ten sposób 
otrzyma się szereg błędów Ay', Ay", Ay'"..., z których obl icza 
się ś r edn i b ł ąd w y n i k u 

Ay = W ) a + ( V ) , + ( V / ) 2 + -
Błędy względne obl icza się j a k poprzednio. 
Jeżeli nie idzie o wyznaczenie poszczególnych błędów Ax,, 

Ax.ż, Ax3... i i ch wpływu na w y n i k pomia ru , lecz ty lko o osta­
teczny błąd w y n i k u , to można z każdorazowych wartości xi, 
x2, x3... obliczyć y i z tak otrzymanego szeregu wartości y 
wziąć średnią i wyznaczyć średni błąd według I. 

Przykład: 
P o m i a r p o j e m n o ś c i k o n d e n z a t o r a p r z e z p o r ó w n a n i e 

z n o r m a l n y m . 
Ł * - , - I Ł - * 

Pojemność mierzona C=Cn , gdzie Cn jest to pojemność konden-

zatora normalnego, tutaj C,,=0,82ij..P', a, odchylenie odpowiadające poje­
mności C, a o2 pojemności Cn. Oba spostrzeżenia a, i a2 robi się. nieza­
leżnie od* siebie i powtarza 5 razy, •/. czego bierze się średnie wartości. 
Błędy wyznacza się na podstawie następującego protokołu pomiaru: 

L . p. « l ot, Aa, (A*,)2 •H O l * . Aa, 
1 7,025 0,028 0,000784 0,125 —0,040 0,001600 
2 7,025 0,028 0784 0,200 0,035 0,001225 
3 7,610 • 7,597 0,013 0169 0,250 0,105 0,085 0,007225 
4 7,550 -0,047 2209 6,150 —0,015 0,000226 
5 7,575 -0,022 0484 0,100 —0,005 0,004225 

* (A « , ) ' =0,004430 S(A«,)» =0,014500 

Pojemność badaną oblicza się Z wartości średnich: 

e~ 0 , ^ = 0 , 8 2 J . ' ^ 3 =0,82 .1,23=1,008pF. 
0,1(>5 

Płąd średni zmiennej a , : 

a) bezwzględny: Aa, = ± y S T = ± f ^ ^ i 0,01484; 

b) względny: ^ = ± ° # ^ = i 0 , 0 0 1 9 5 5 = ± 0 , 1 9 5 5 » / 0 . 
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Błąd średni zmiennej a2 '• 

a) bezwzględny: A « 2 = ± y 0 ' 0 1
2

4
0

5 0 0 = ± 0,0269; 

b) względny: A - 2 = ± 9£?JL-fc0,00436=+ 0,436"/0. 

B ł ą d ś r e d n i w y n i k u : 
a) ze względu na Aa, : 

cJH±±±=0,82 L f c « 4 
a, o,lbo 

a więc AC" = 6'—C" = 1,008—1,010=—0,002; 
|5) ze względu na A« 2 : 

° " = C " « ^ + A T 2
 = ° ' 8 2 6,ieB7+o5j269=1 

a więc A O " = C—0" = 1,008-1,003=0,006; 
czy l i ostatecznie błąd: 

a1) bezwzględny: A 0 = V(AC')' + (A C " ) 2 =Y ( - 0 ,002 ) J + (0,0O5)2=0,00538, 
, , AC 0,00538 

b) względny: = - j ^ =0,534%. 

W y n i k o s t a t e c z n y . 
C = l , 0 0 8 ± 0,00538 <xF. 

B ł ą d g r a n i c z n y wyznacza się przez różniczkowanie logarytmi­
czne wzoru na O i dodanie poszczególnych członów 

AyC^AyPn A g a , A g a 2 

(7 Cn a i a 2 ' 

gdzie przyjmuje się Ay CW ze względu na kondenzator normalny 0,1 "/o, 
a A y a , i A f /<2 jako odchylenia galwanometru balistycznego 0,25 podziałki. 

Błąd a) bezwzględny: Aff C=0,001 . 1,008 + 0,25 + 0,25 =0,501008, 
, , A,, O 0,001 . 1,008 , 0,25 , 0,25 _ , . . . 

b) względny: ^ - = - 1 ^ — + ̂  + ^ = ,,46%, 

jest więc znacznie większy od znalezionego średniego. 

Powyższe metody A i B mogą być kombinowane, t. zn . 
metoda posiada k i l k a zm i ennych , z których jedne są między 
sobą zależne, a inne nie. W t e d y należy g rupy zmiennych od 
siebie zależnych traktować razem. 

4. Najlepsze warunki pomiaru. 

Przez odpowiednią dyskusyę metody pomiaru można z góry 
określić w a r u n k i , w j a k i c h powin ien się pomiar odbywać, aby 
średni błąd względny w y n i k u był najmniejszy, c z y l i znaleźć 
m in imum błędu. 

Ponieważ ten błąd jest zwyk le funkcyą jednej lub k i l k u 
zmiennych, przeto m in imum tego błędu będzie, jeżeli pochodna 
tej f unkcy i będzie = 0 , a druga pochodna dodatnia. 
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Jeżeli więc y = f(x), to średni błąd względny 
dy F(dx) 

,.'•*, . . . ,. dw(x) . rt 

a m i n i m u m będzie jeżeli . U, a ct'(a;)">U. 

Jeżeli zaś y = f(xi, x.2, xi...), 
dy 

to — = (p(xi, x2, xi...), 
y 

a min ima poszczególnych błędów będą, jeżeli 
d(f(xux.ź, g 3 , . . . ) _ Q rfyfa,^, g 3 » - ) = u dy(%,i8ł, [ m q 

dr , dz 2 d.r3 

P r z y pomiarach e lektrotechnicznych — zwłaszcza w prak­
tyce — mierzona wielkość jest często funkcyą odchylenia ska-
zówki przyrządu mierniczego 

x=C.a, 
wtedy bład średni ckc^dcc 

x a 
Widać z tego, że błąd średni w y n i k u będzie tern mnie j ­

szy, i m odchylenie a większe. Stosownie do tego trzeba dobie­
rać takie w a r u n k i pomiaru, aby a było j ak największe. Pon ie ­
waż jednak a jest funkcyą x, nie można bez zmiany jednej 
wielkości zmienić drugą. Udać się to więc może wtedy, jeżeli 
x można zmienić o tyle, że ty lko jego pewną, ściśle określoną 
część się mierzy, n. p. przy pomiarze natężenia prądu galwa-
nometrem z zastosowaniem upustu; wtedy upust można tak 
zregulować, aby odchylenie a było największe. P rak tyczn i e 
osiąga się to przez użycie przyrządu o większej czułości na 
miejsce mniej czułego, któiy daje odchylenia w granicach po­
czątku podziałki. 

Przykład: P o m i a r n a t ę ż e n i a p r ą d u z a p o m o c ą b u s o l i 
s t y c z n y c h . 

Busola opatrzona jest upustem, który pozwala zmieniać dowolnie 
stalą C; natężenie prądu jest : 

J=C.tga, 

sredm błąd względny _ = _ _ , ( « ) . 

C . t g a 
M i n i m u m tej funkcy i będzie, jeżeli 

D < A ^ = 0 
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Warunek ten będzie spełniony, jeżeli a = 45° ; czy l i najlepszy waru­
nek pomiaru busolą stycznych jest wtedy, kiedy a = 45° , co można osią­
gnąć przez regulowanie upustu. 

Jeżeli nie można osiągnąć naj lepszych warunków pomiaru, 
to trzeba i le możności do n ich się zbliżyć, nie Avarto j ednak 
p r zy tern posuwać się do ostatecznych gran ic , gdyż błąd śred­
n i waha się bardzo mało w pobliżu teoretycznie naj lepszych 
warunków. Z tego powodu wystarczy znaleść najlepsze w a r u n k i 
pomiaru dla błędu g r a n i c z n e g o , którego wyznaczenie jest 
prostsze niż ś r e d n i e g o . 

Dyskusya błędu granicznego daje nam jeszcze inne wska­
zania, j a k należy pomiar odbywać. Z błędu granicznego oclrazu 
można \)ozn&ii, które Avielkości należy dokładniej od i n n y c h 
spostrzegać; będą to te , które dają dotyczący błąd gran iczny 
większy. Jeżeli Avięc przychodz i n . p. Ave Avzorze jakaś wie l -
kość podniesiona do kwadra tu , to jej AvpłyAV na błąd grani ­
czny Avyniku będzie 2 razy AATiększy niż i n n y c h ; jeżeli jest pod 
pierwiastkiem, to będzie 2 razy mnie jszy i t. p. 

Błędy graniczne poszczególnych zmiennych pozwalają 
rÓAvnież przepisać z góry, z jaką dokładnością należy Arykony-
wać poszczególne spostrzeżenia. Jeżeli błąd graniczny jednej 
zmiennej różni się znacznie od drugie j , n. p. z poAvodu mniej 
czułych przyrządów, to odczytyAvanie z Acielką dokładnością 
na i n n y c h przyrządach przyniesie t y lko nieznaczne popraAvie-
nie błędu rzeczyAvistego, nie zaAvsze jest Avięc konieczne. 

P r z y opisyAvaniu poszczególnych metod podano także naj­
lepsze AArarunki pomiaru. 

5. Wzory skrócone. 

W Avypadkach, w których jakiś wy raz matematyczny za-
Aviera człony bardzo od siebie się różniące, można zastosować 
w z o r y s k r ó c o n e , jeżeli ten Avyraz da się przedstaAvić w for- » 
mie ( l ±d ) ' " , gdzie ó jest Avobec 1 bardzo małe, a m jest jaką-
kobwiek liczbą, a A\ięc także 1. "Wtedy można Avyższe potęgi 
ó Avobec 1 opuścić, a Avzory przybiorą następujące formy: 

1. (l±ó)m = l±md. 

2. ^ l ± d = l = f c — t J . 
m 
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3- a + s y ^ m ó -

5. (1±<S)(l=fc<?) (l=fc|)... = l±^±e= ł=|d=. 
(l=b<J)(l±e). 0 

' ( ldz§) ( l i i ? ) . . 
7. s ind = <5 przeto sin (a; + <5) = s in x + ó cos a;. 
8. cosc5 = l cos(a;+d) = cosa;—dsina;. 

ó 
9. t g ó = (5 t g (aś+(5)= tga; + 

cos^a; 
10. l o g M ( l + (J)-d—1(52. 

11. l og „ (Z+<$ )= log n *+—— 

13. "\ 'd 1 d 2 =i (d 1 + <52), jeżeli d, i d2 bardzo mało się różnią. 
Znak ± i =F oznacza, że górne znak i odnoszą się do sie­

bie, a dolne do siebie. 

6. Interpolacya. 

Jeżeli przy pomiarze wielkości y, będącej funkcją x 
(rys. 1.), należy ją do pewnej ściśle określonej wartości x sprowa­

dzić (n. p. p r zy pomiarze 
oporu metodą odchyłową 
do pewnego odchylenia 
skazówki galwanometru) 
i nie można tego usku­
tecznić, a ty lko otrzy­
muje się wartości sąsied­
nie xl i x2, t a k , że 
Xi <C x < xi i a więc 
Vi > y > Vi, to można 
przyjąć, że część k r z y ­
wej objęta temi wie lko­
ściami, jest prosta. 

x—xt ; = . yt —y ^ y—yi 

v\—y% y-L—y\ 
Wtedy 



16 Wstęp. 

z tego j r—I f t+JS- ^-(*— 

Takie postępowanie nazywa się i n t e r p o l a c y ą. 
P r z y m e t o d a c h z e r o w y c h stosuje się interpolacyę, je­

żeli igiełki galwanometru nie można sprowadzić do 0. Jeżeli 
więc przy mierzeniu jakiejś funkcy i y, — która = k.x, skoro od­
chylenie igiełki a = 0, — nie można wartości x tak nastawić, aby 
a = 0, lecz otrzymuje się odchylenie : 

a' w prawo przy x' t. zn. zamiast y otrzymuje się y'. 
—a" w lewo „ x'+l „ „ „ „ „ „ y", 

to stosując interpolacyę i podstawiając za y wartości x, otrzy­
mamy : 

y=*'+ J,.+a, (*>+«') ^ y 1 1 

y = x'Ą— - , a więc ostatecznie 

y = k(x' 
\ a' + a"/ 

O ile te obie wartości, z których ma się obliczyć na pod­
stawie interpolacy i mierzoną wielkość, różnią się zanadto od 
siebie, tak że części krzywej objętej n iemi nie można uważać 
za prostą, to trzeba się uciec do i n t e r p o l a c y i g r a f i c z n e j . 
Do tego potrzeba jednak przynajmniej trzech wartości x, aby 
móc przez nie poprowadzić k r z y w e ; wtedy między n iemi na tej 
krzywej leży szukana wartość y. 

W razie, jeżeli mierzona wielkość leży poza znalezionemi 
wartościami, stosuje się gi-aficzną - e x t r a p o l a c y ę , która jest 
znacznie mniej dokładną od interpolacyi , ponieważ zwyk le trudno 
jest określić ze ścisłością dalszy przebieg krzywej , zwłaszcza 
na jej końcach. Z tego powodu dobrze jest znaleść więcej war­
tości x, głównie t a k i c h , które mają większy wpływ na prze­
bieg krzywej w s zukanym k i e runku . 

7. W y k a z y i wykresy. 

Jeżeli wyn ik i em pomiaru jest cały szereg wartości y, róż­
niących się od siebie a zależnych od a;, to d la lepszego prze­
glądu należy je ułożyć w w y k a z j ' , a na podstawie t y ch wy­
kazów sporządzić w y k r e s y . 
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Zwłaszcza te ostatnie dają nam nie ty lko obraz przebiegu 
szukanych wielkości, zmieniających się z i n n e m i , ale pozwa­
lają nam także zmniejszyć wpływ błędów, j ak i emi obarczone są 
poszczególne wielkości. Z w y k l e bowiem dostajemy jako w y n i k 
pomiaru jakąś krzywą, która musi mieć przebieg ciągły; na 
mocy więc interpo lacy i można z poszczególnych wartości wy-
pośrodkować właściwą krzywą. "Wtedy wartości zanadto odbie­
gające od tej k rzywe j , można uważać za błędne i ewentualnie 
dany pomiar poiirawić. Należy t u jednak postępować z wszelką 
ostrożnością, aby nie popełnić omyłki. Czasem przebieg k r z y ­
wej , który nam się wydaj e na p ierwszy r zu t oka nieprawdo­
podobny, jest najzupełniej uzasadniony. 

W y k r e s y mają wie lk ie znaczenie zwłaszcza przy pomia­
rach maszyn jako t. zw. c h a r a k t e r y s t y k i . W t e d y poszcze­
gólne wartości otrzymane przy pomiarze t. zw. odczyty, służą 
ty lko do oryentacy i p r zy wykreślaniu charakterys tyk ; z chwilą 
gdy to już mamy, t y lko wartości na t y c h k r z y w y c h się znaj­
duj ące, są dla nas miarodajne i n i emi należy się posługiwać 
przy dalszych obl iczeniach. Jeżeli n . p. p r zy pomiarze maszyny 
dostaliśmy cały szereg wartości napięcia i natężenia w funkcy i 
jakiejś innej wielkości, to chcąc otrzymać przebieg mocy w tej 
.samej funkcy i , nie można mnożyć t y ch poszczególnych warto­

ści przez s iebie, lecz na­
kreślić k r zywe napięcia 
i natężenia i dopiero odpo­
wiednie rzędne t ych k r z y ­
wych pomnożyć przez sie­
bie , a otrzymai się nową 
krzywą mocy. W ten spo­
sób wyrównuje się błędy, 
gdyż wartości na krzywej 
uważamy za poprawione. 

W y k r e s y należy najle­
piej tak sporządzać, żeby 
wartości zmiennej nieza­
leżnej x przedstawić jako 
odcięte, a funkcye jako 

rzędne. D l a przejrzystości należy o i le możności zaczynać za­
wsze od y=0 i x=0, aby punkt zerowy był w środku układu; 

9 
Pomiary elektrotechniczne, t. I. w 

1' r: 
MO \ MO w 
tao In 1 
tao In 7 , 

700 700 w 
000 fil> 000 fil> 
500 so 500 so 

ioo to ioo to 1 

300 id / 300 id / 
200 •JO 200 •JO 

100 10 100 10 
0 0 1 0 0 

10 15 20 25 30 35 W 
Rys . 2. 
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skale należy obierać dla t ych samych wielkości równe (n. p. 
wol ty w jednej s k a l i , ampery w jednej i t. p.) i zaznaczać je 
w równych odstępach od początku układu. Poszczególnych 
wartości znalez ionych, nie zaznacza się osobno. Natomiast nor­
malne wartości trzeba oznaczyć, aby móc się odrazu z wy­
kresu zoryentować co do własności danej maszyny. 

N a rys. 2. podany jest wzór, w j a k i sposób należy spo­
rządzać wykresy . Przedstawione t am są krzywe wydajności r\ 
i obrotów N w zależności od natężenia prądu J motorm szere­
gowego, biorącego przy pełnem obciążeniu normalnie 26,5.4. 
Część kreskowaną krzywej wydajności otrzymano przez extoa-
]>olacyę. 

O błędach i i ch wyrównywaniu w zastosowaniu do f i zyki i elek­
trotechniki można znaleść obszerniejsze uwagi w podanych dziełach 
K o h l r a u s c h a i G e r a r d a . 
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