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39^ O ?Rg."if.Sl'R2]JiW8TM TIK ŁADZI? S"i,. 

Sdzwąaay teras działanie na ciała satywae sił, 
'•«.blwielt sk cwanych w p r z e s t r z e n i . 
Rospoosniemj >d paru przypadków szczególnych. 
40, SKR"*?KLg. Prsjpuźday, ze układ sił je s t 

złożony z jednej siły /P/ i z jednej pary, któ
re j monent /P^J j e s t równoległy do siły / t . j . 
płaszczyzna pary j e s t do siły prostopadła/.. Ponis-
waż mement pary j e s t wektorów swobodny w, eioo po
czątek P jego możemy obrać' dowolnie, a wiec np. 
w punkcie przyłożenia siły B . Teki układ sił 
nazywa się S}U15THIKI3M. Usiłuje on nadać ciału 
ruch śrubowy. 

Gdy moment pary skrętnika j e s t zerem,, to skręt
nik sprowadza się do siły, a gdy siła skrętnika 
j e s t zerem, to sprowadza się on do pary, a więo 
siła i para 3ą saoaególiieiw przypadkami skrętnika. 

41 INNY UKMD Dajmy na to, - mamy^ukltad, zło
żony z siły P , przyłożonej ? punkcie B i z pa
ry, Rającej swa osi e Jakimikolwiek kierunku. Obierz 
»y ano gra pooaątok tego momentu w punkcie P i oz
naczmy kąt-, j a k i twprnj remont z siłą prses oL . 



1 A *3 
— J, £ i vJ — 

Dowiedżny, że TAKI UKŁAD DAJE SIC ZAWSZS SPROWA-
DZt<5 DO SKRĘTNIKA. 

Poprowadźmy w płaszczyźnie wektorów M, P 

prostą OC % prostopadłą do B* i rozłóżmy PI 

na 2 składowe w kierunku JP i SC „Te składo
we są odpowiednio równe Pf coSeC i P7SĆTIGL . 

Zwróżny uwagę na /VSC71Ć£,. Składowa t a ćsia-
' -3 płaszczyźnie, praeohodaącej przez punkt P 

i p ro st op ad łe j do X 

a a tego wynika, źe 
PtSĆrZaC j e s t mc-
aantem pary a leżąo** 
w jednej płaszczyź-

~-< nie z siłą P , a ta-
KUS.ĄĄ. ^a P a r a i taka siła 

sprowadzają się do 
jednej siły, która leży w t e j samej płaszozyź-
nie i j e s t odległa od siły P o = UD 

-i. 

W ten sposób spro wadził i a my dany układ do 
innego, złożonego z siły ^ i z pary, o momencie 

P7 COSĄ, , który j e s t do siły równoległy. Koż 
na przenieóó początek tego momentu do punktu 
przyłożenia siły, wówczas otrzymamy skrętnik 
e b..d. d. 



- 144 -

42. REDUKCJA MŁADO. Niecą będzie jakieś c i a 
ło sztywne i przypuśćmy, że działa nań układ, 
złożony z sił i j y ^ ^ ^ . , v, Układ t a k i moż
na sprowadzić do prostszego rćżncmi sposobami. 

Obierzmy np. w p r z e s t r z e n i dowolny punkt O 
i dowolną płaszczyznę P , Dowiedźmy, że układ 
powyćsay daje się sprowadzić do jednej siły, 
przyłożonej w punkcie O i do jednej siły / l u b 
ładnej pary/, działającej w płaszczyźnie F , 

Dajmy na to, że jed
na z sił układu np.-P 
przecina płaszczyznę 

F w punkcie P . 
Pcłącamy punkty 0 i O 
i oznaczmy prostą 
pr&eoięcia płaszczyzn 
PPG i P p r z e z - . 

Rozłóżmy siłę P na 2 składowe w kierunku OP 

1 X. i oznaczmy te składowe przea & i P f a 
następnie przenieśmy punkt przyłożenia siły GL 
do punktu O , A zatea oiłę tP rozłożyliśmy na 
2 składowe, Z którycb jedna j e s t położona w 
płaszczyźnie P , a druga, j e s t prayłożona a 
paukcie Tak banio uczyńmy z innem! siłami 
układu, to otrzymamy 7Z sił, położonych wpłaaz-
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ezyźnie F i ?z s i l , przy łożony oh w punkcie O.. 
i s s y s t k i e siły, przyłożono w O posiadają zawsze 
wypadkową, która jest również przyłożona w O t 

zaś wszystkie siły* działające w płaszczyźnie P 
dają się zawsze sprowadzić albo do jednej siły, 
albo do jednej pary o.b.d.d. 

Inny sposób uproszczenia układu przestrzenne
go j e s t następująoy: przypuśćmy, że siła P , 
przyłożona w 0 j e s t jedną z sił układu. Obierz
my w p r z e s t r z e n i dowolny punkt O , który nazwie
my PUHKTEM REDUKCJI lub ŚRODKIEM REDUKCJI UKM -
pW, Przyłóżmy W tym punkcie. 2 siły równe i od
wrotne, z których każda j e s t równa i równoległa 
dc P . Dana siła P i ~P tworzą parę, któ
r e j moment j e s t t a k i sam, jak moment siły P 
względem O } możemy więc daną siłę P zastąpić 
prze* t? parę i siłę przyłożoną w O . Postąpmy 
tak samo ze wszystkiemi innemi siłami układu, 
to otrzymamy Tl sił, przyłożonych w O i n 
par. 

Te n sił posiadają siłę wypadkową, którą 
oznaczymy przez P , a Tl par mają zawazo parę 
wypadkową, moment tej o s t a t n i e j oznaczymy przez 

STATYKA 7 Arkusz 1 0-ty 
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/V J e s t tc suma geometryczna momentów par 
składowy oh lub suma geometryczna jRomentów sił 
danych względem O , A WI$C CAŁY UKŁAD SPuClADZI-
LJŚMT DO IBIiSSI SIŁY I DO JEDNBJ PARY. e.b.d.d. 

£iła Tc? ii i e zależy, ani pod względem wielkoś
c i ani pod względem kierunku od położenia punktu 

w p r z e s t r z e n i . Jest to oczywiste, bo gdy 
obierzemy punkt ten g d z i e i n d z i e j , niż poprzednio, 
to wskutek tego ani wielkości ani też kierunek 
sił składowych nie ulegną zmianie, a więc nie 
zmieni się również wypadkowa 7ź . 

Inaczej j e s t z momentem /V pary wypadkowej, 
ten zależy oczywiście od położenia punktu O 

Widzieliśmy poprzednio, że siła M i para TV 
sprowadzają się do skrętnika, a więc UKłAD SIŁ 
DAJ 15 SEj ZAWSZE SPROWADZIĆ DO SKRĘTNIKA. Osią t e 
go skrętnika jes t prosta działania jego siły.. -Nosi 

. ona nazwę OSI CEBTRALNBJ UKŁADU LUB OSI POIflSOTA. 
Siła skrętnik? wypadkowego będzie równa 7? a 

para skrętnika będzie miała moment równy /y.Cosoi , 

gdzie ot j e s t kątem / 7ź, /V/ Inne mi słowy; mo
ment, pary skrętnika jes t równy rzutowi momentu TV 
na s i l e 7Z - Jest ooKywistem, że rzut ten j e s t 



niezależny od położenia środka redukcji w prze
s t r z e n i , a z tego wynika, że j e s t on d l a dane
go układu wielkością stałą, czy i i t.&w. pi e ̂  
zmiennikiem układu. 

43, AHALITYCZMB reZNAOZBNIB SKRĘTNIKA y'T?AD-
KOWgSO. 

B i ech będzie prostokątny układ współrzędnych 
X\ V y Z i pewien układ sił, składający się 
z siły P, , tworząeej z osiasd kąty aCr..rJ3t/$ 

i przyłożonej w punkoie Pi/Xi, yt 9 Z^ M t 

dalej z siły Ę , której-kąty kierunkowe są 
<?CZ 0J32 , ^ z i ktor.a przyłożona j e s t w 
Bz/^z, Z*/ i . t . d . Wszystkich sił jest 
7Ż Środek redukcji O obieramy za począ

tek układu współrzędnych, Oznaczmy siłę wypad
kową przoa 7Z , kąty, które ona tworzy z o s i a 
mi przez oCT,J3r,jfr » a moment pary wypadkowej 
przeje N i wreszcie kąty tego momentu z o s i a 
mi przez yn , /3n7 Tn . Mamy wyznaczyć R, /V 
i te sześó kątów. 

Dajmy na to, że do układu należy siła 
F>(ot,J39^r) , przyłożona w punkcie fl(x,y,z) 

Przyłóżmy w punkcio O dwio siły równe i od-
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wrotne, z których, każda j e s t równia i równoległa 
do P , Otrzymaliśmy więo siłę P , przyłożoną 
w O i parę, złożoną z siły danej P i z -P. 
Rozłóżmy siłę P , przyłożoną w O na 3 tń łado -
we w kierunku o s i i oznaczmy te składowe odpo
wiednio przez Px 9 7^ i Pz .Na zasadzie 
twierdzeń ogólnych o wektorach możemy napisać: 
7ź=Pcosct ; 71 =Poosj3 ; P* =Pcosf ; 

gdzie P, ^ są znane. 
Oznaczmy dalej moment pary P i ~P przez 

PI i rozłóżmy go na 3 składowe, również w k i e 
runkach o s i , Oznaczmy te składowe odpowiednio 
przez /1x,B?x,P?z . 

Składowe te wyznaczymy łatwo zważywszy, że 
moment pary P i ~P wzgl. punktu O j e s t to 
to samo, co moment siły P , przyłożony w P 
wscględem tegoż punktu. Wyprowadzono poprzednio 
/par, 11/, że 

P1X = V.PZ ~z.Ę-A7y =z.Px -x.Ę ;/7z=x.P„-x?ź 

c z y l i , że takie są momenty składowyeh Px 9 p, 
i P względem punktu O . 

Tak więc zamiast siły P mamy teraz 3 s i 
ły ?x > fi i , działające w kierunkach o s i 
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współrzędnych, oraz 3 momenty /¥x , /Vy , F?z 

skierowane również według tyoh o s i . 
Uczytfmy to samo ze wszystkiemi innemi siłami, 

to otrzymamy 3-n sił, skierowanyoh według o s i 
\ 3 ii momentów par, posiadających także k i e 
runki o s i . 

Siła R jedna z ośmiu niewiadomych, jeat 
wypadkową tyoh 3 TL sił i na t e j zasadzie wy
znaczymy ją. 

Rzuty siły R na osie X, y i z są równe 
sumom rzutów sił układu na odpowiednie osie. 
ożyli 

Rx — FF^. ; 7?y ~ FPY ) Fz -FF^ 
Stąd 

R = I/RT^R^FI 
Wyznaczymy teraz kąty kierunkowe siły F , 

o s y l i <ĆT,J3r, jfr . R»ut siły F na 
j e s t F^ , wiao j R X

 = FcosaCr akąd coso(r- ~p[ 

Tak samo otrzymamy; C05j3r =~^> ; Ć°^JPr = 7Z 

W ten sposób siła R została wyznaczona 
zarówno pod względem wielkości, jak i pod wzglę
dem kierunku. 



wyznacaymy teraz moment /V i jego kąty k i e 
runkowe <^n , J^n , ̂ fn • Ponieważ rzuty momentu 
aa oaie X, y i 2: są równe sumie rzutów momen
tów akładowyoh na odpowiednie o s i e , więc; 

/vx=Z/Vż /v^ZMj /vz=INz 

Stąd 

/V = V/VJ 70 +/V* 
Wresaoie będzie; 

C05oin — /y ) 0O5j3n - yy , Co$tfn ~ /V 
lyanacaymy jeazcze kąt V pomiędzy momentem 

wypadkowym /V i siłą wypadkową 7Z Wiemy, żo 

COS - CO$UT Cos</rt * C<?sj3r CosJ3n ^Cosfi Cosfi. 

Ponieważ we waorae tym waayatkie oosinusy są 
anane, więc i cos 1/ aoatał wyanaoaony, a tom s a 
mem i kąt v , Podatawiająo do ostatniego waoru, 
tyl k o 00 analeaione wartości na oosinuay, otrzyma
my; 

r CJ Kx/Vx^B^K^/yz 

Pomnóżmy obie strony tego wzoru praez /V , bę-
daiemy m i e l i : 
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Wyrażanie BćoaiA j e s t to r z u i momentu Ą' 
na siłę K t je3t to więc niezmi ennik układu sił, 
t.zn. że wielkość t a nie zależy od położenia środ
ka redukcji w p r z e s t r z e n i , a ponieważ i mianownik 

B j e s t wielkością aiezait.nną, w&ećs z tego wyniK'* 
że i l i c z n i k powyższego ułamka ma w&Hośó dla dane
go układu stałą, c z y l i jest również niefc«iennikiets 

Przypuśćmy. że 

I takim r a z i e , ^ak wynika z wzoru / l / cos?/=Oi 
a, Su. 

1/ — z .A więo moment pary wypadkowej jest, 
prostopadły do siły wypadkowej, a z tego mynika, że 
ta para i s$ła lezą w jednej płaszczyźnie, 

Wiadomo, iła i para, leżące w jednej płasz
czyźnie, sprowadzają asi$ zawsze do jednej siły.--
Wnioskujemy więc, że jeśli niezmiennik 

j e s t zerem, to układ sprowadza aie do )etip? j siły. 
Przypuśćmy teraz, że /2 = O . w' hym rac,!* ukł--.d 

sprowadza się do jednej pary. 



44. MRUBKI RÓWKOgAGI PRZBSTRZTO8G0 UKŁAJVQ 
SIŁ. 

Aby przestrzenny układ sił pozostawał w równowa
dze, j e s t koniecznem, aby siła wypadkowa i para wy
padkowa były zerami. Otrzymujemy więo warunki; 

7Z -O frj , rt=0. , . fej 
Lecz 7Ł = •*-7?y +7£2 i aby ono było równe ze

ru, to każdy z wyrazów, stojących pod pierwiastkiem 
musi oddzielnie byó zerem. C z y l i inną postacią wa
runku /!/ są 3 równania następujące: '/Ry-O 
Fz~0 . Iaacsej ZPX =Os ZP* ZĘ~0 

Tak samo ponieważ /V = V/Vx
z+/V*<-/V* więc A^-Ol 

/Vy=ć>; /VZ=G o s y l i =0 s£/*7y = = ó? 
Aby więo przestrzenny układ sił był w równowadze, 

musi byó spełnionych sześć warunków, a almaewicie: 
Sumy rautów wszystkich sił układu na o s i JC^^jZ 

powinny być zerami. 
Sumy momentów wszystkioh sił układu względem o s i 

X, z powinny być zerami. 
Ale za osie współrzędnych można obrać dowolne 

proste w p r z e s t r z e n i , a z tego wynika, że: JEŚLI 
PR2BSTRZBMT UKŁAD SIŁ JBST W RÓWNOWADZE, TO SUMA 
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r \ z h 

DB ' /•£ 1 DB 

Kys. 46. 

RZUTÓW SIŁ TEGO UKŁADU NA KAŻDY KIERUNEK ORAZ 
SUMA MOMENTÓW WZGLĄDEM KAŻDFJ PROSTEJ PRZESTRZE
NI JEST ZEREM. 

Rozpatrzmy pewien przypadek szoaególny. 
Załóżmy, że układ składa 

się s trzech sił Bx, Pz i 
Pz i że pozostaje on w 
równowadze. Dowiedziemy, że 
TE TRZY SIŁY UKŁADU LEŻ* W 
JBDNEJ PŁASZCZYŹNIE i p r z e 
chodzą przez jeden punkt. 

Obierzmy aa l i a j i działania siły P, dowolny 
punkt P i połączmy go z punktem B , wziętym 
dowolnie na l i n j i działania siły Pz . 

Ponieważ układ jes t w równowadze, więc suma 
momentów sił tego układu względem p r o s t e j P3 
musi byó zerom. Lecz siła P? przecina prostą BB 
więc moment j e j względem t e j p r o s t e j j e s t zerem. 
Tak Bamo moment siły J J względem pr o s t e j BB 
j e s t zerem, i z tego wynika, że i moment siły B3 

względem tejże p r o s t e j BB j e s t zerem. Lecz 
moment siły względem p r o s t e j t y l k o wtedy może byó 
zerem, gdy siła t a przecina ową prostą, z czego 



wnosimy, że siła P3 przecina prostą BB. 

Obierany d a l e j na l i n j . i działania siły P inny 
punkt C i połączmy go z B , to tak, iak po
przednio, dowiedziemy, źe prosta P/C przecina s i -

Z tego wynika, że siła P3 leży w płaszczyźnie 
PBC /bo przecina ona dwie prosie t e j płasz
czyzny/. Dowiedliśmy więc, że siła P3 , leży w 
jednej płaszczyźnie a siłą Pz . Należy jeszcze 
dowieść, że w t e j płaanozyfnie leży Pj , 

Gdy poprowadzimy w t e j płaszczyźnie PBC jakąś 
prostą, to powtarzając z nią rozumowanie poprzedza 
jąoe praekona&y eię, że ta prosta musi przeciąć 
siłę i ? 

Praypuśćmy, że .Z? j e s t tyra punktem przecięcia, 
to oczywiście punkt ten leży w płaszczyźnie BBC 
Tak więc już aaray dws punkty, siły F} /P i i ? / , 
leżące w płaszczyźnie BB C , a z tego wynika, że 
ta siła także leży w owej płacacayżaie o.b,d.d. 

45, PRZYKŁAD!. 1/ l i e e h będzie prostokątny 
układ współrzędnych oraa płaszozyzną, przecinają-
oa osie współ rzędny ob w punktach F/7B i C i 
tworząca aa tych osiach odcinki odpowiednio równe 

Przypuśćmy, że odcinki BB , BC, CP, OB, 



OB i OC wyobrażają siły, 
Chodzi o wyznaczenie kąta 

T/1 między silą wypadkową 
i momentem pa-ry wypadkowej. 

Za środek re d u k c j i obie
ramy początek współrzędnyoł 

O . Rzut 3iły wypadkowej 
na oś - ^ c / j e s t rów

ny sumie rautófc wszystkich 
sił układu, będzie więo; 

Oznaczmy rzuty siły 72 na osie y i z odpo
wiednio przez 7Zy i 72z , biorąc rzuty wszyst
ki c h sił układu na te o s i , znajdziemy 7?y * Z> 
oraz 7?z = C . 

Stąd 

Kys. 4 7. 

7Ł =Vaz + lx+c* 1 

Wyznaczmy teraz moment pary wypadkowej /V . 
Oznaczmy rzuty tego momentu na osi sc9 y j z odpo
wiednio przez A / X j A/y i A / z . Rsmt /Vx momentu 
jeat róway sumie momentów wszystkich sił układu 
względem oai JC , Biorąc te momenty, otrzymamy: 

= &•<?; By = ca ; /vz = a.ł?. 
Stąd 
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Ua zasadzie paragrafu poprzedzającego' 

cos v - ^ y=żc = = = p = = ^ 

2najd£my jeszcze warunki, j a k i e winny być 
spełnione, aby oś centralna układu przechodziła 
przez punkt O . 

Jeśli oś centralna praeohodzi przez punkt O t 

to układ sprowadza się do skrętnika, przycjsem 
moment pary tego skrętnika leży na l i n j i działa
n i a siły wypadkowej, c z y l i kąt 2^ j e s t równy O 
albo SP. 

W pierwszym przypadku cosir = / % w d r u g i -
zaś cosz^--/ , Ody podstawimy we wssorae / l / 
jakąś z tych dwóch wartości cos z?* i podniesie
my otrzymany r e z u l t a t stronami do kwadratu, to 
otrzymamy • 

lub 

az(bz-c2pbYcz-azJ*+cz(*z-ózf-o 

% tego wynika, że każda s wyrażeń, stojących 
w nawiasach je s t o d d z i e l n i e równe zeru /poniaważ 
cxZ^O, '&*f\0, c2fO /t 0 a y i i źz-cz = o,cz-az=o 
CLz-£z=0 t a stąd i -*.C ; c^±a, a-tź 
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zaś ograniczając nasza rozwiązania t y l k o do 
pierwszej ćwiartki otrayaaay i> = c • c = a 

cc = S lub a - & ~<r . 

I I / , Tarcza kołowa o promieniu = cc i cięża
rze O- j e s t zawieszona na ?z pionowych sznu
rach, przyczepionych w jednakowych odległoś
ciac h do j e j obwodu. Długość każdego samara = 
= 2 cc / c z y l i równa się średnicy tarczy/. P r z y 

łóżmy do tarczy parę 
sił, działającą w 
płaszczyźnie tarozy 
tak, aby pionowy j e j 
moment był skierowany 
w górę, Wskutek d z i a 
łania t e j pary t a r c z a , 
pozostając poziomą, 
obróci się i podnie
s i e się w górę, a 
sznury przybiorą poło
żenie ukodne. Tak 

o-

'Rys. 4>8. 

więc np. sznur BB/&'B'P/7"B"/zajął obecnie p 
łożenie BBA/'BJĘ*,/7'FB'Jy a ta r c z a w tem no-
wem położeniu j e s t o A wyżej od pierwotnego. 
Chodzi o wyznaczenie momentu pary, przyłożonej 
do tarczy. 
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Fa tarczę działają następując© siły; 1/ siła 
ciężkości & , przyłożona do środka tarczy Oa 

2/ para, o momencie nieznanym, który oznaczymy 
przez /V oraz 3/ naprężeni© ri sznurów, z któ
rych każde niech będzie S . Pod dział ani en 
tych sił tarcz a pozostaje w równowadze. 

Poprowadźmy przez środek O prostą pionową 
i weźmy rauty wszystkich 8ił układu na j e j k i e 
runek, to otrzymamy/ 

- a + n.S. cos/-O . . . . . . . (i) 

gdzie f oznaoza kąt każdego ae sznurów z p i o 
nem, 

Gdy ważmieoy momenty wszystkich sił układu 
względem prostej z , to będziemy m i e l i ; 

M— ?z.5. 5cn f.a. co5 -ff--- o (2) 

nent siły S wagi, prostej z został tu 
wyznaczony w anany już sposób, przez punkt O 
poprowadziliśmy płaszczyznę, prostopadłą do pro
s t e j z / c z y l i płaszczyznę tarosy/ i wyznaczy
liśmy moment rzut u siły & nfr, tę płaszczyznę 
względem runktu i ten moment j o s t równy momento
wi siły względem pr o s t e j z .3" 

Pomiędzy kątami tr i jf zachodzi prosty 
awiązei: zwróćmy uwagę na sznur &Ż3 w nowem po-



łożeniu, Ten sznur tworzy z pionom kąt *f t 

więc jego raut aa płaszczyznę poziomą j e s t 
równy Żaścnf . Lecz z trójkąta 
wynika,, ż© ton sam rzut j e s t równy 2cc.$Ć?2T 

2a. sc n f=- z a. sen -g- 8]cąd 

Podstawmy tę wartość ^ do /2/: 

n.S.a. sen /cos/ «yv jrś) 
Z równajfi /!/ i /3/ rugujemy ^ , dzieląc 

drugie z nich przez pierwsse. Otrzymany: 

-. ^ / = ^ W 

wyrazimy jeszcze Sc?z <f w f u n k o j i A 
Raut aznura na kierunek pionowy j e s t 

równy 2 cc cos f . Skądinąd wiadomo, że tan 
sam r z u t j e s t także równy 2cc-h , wiać 

Za. -Ą 

Zacosy^ 2a/i skąd cosf= — Z ć t 

a Sć/i - i podstawiając tę war

tość SóTl f do /4/, otrzymamy:, 
/ 7 ~ £ 

Wyznaczmy jeszcze naprężenie jednego ze 
sznurów. Z równania /!/ mairy; 
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S = a skąd ~ = 26L. a 

było zerem, to otrzymalibyśmy; 
a 

Gdyby h 

/7= O a S = 7% 

Ten wynik daje się przewidzieć bezpoared-
nio„ Gdyby ta r c z a podniosła się aż do s u f i t u , 
to byłoby h - Za , skąd P7= Q..a,S= <*° . 

Oznacza to, że nie możemy doprowadzić tarczy 
do s u f i t u , bo praedtfem sznury się zerwą. 

I I I / Prostokątny stół BBCD spoczywa 
na czterech nogach, umieszasettych w wierzchoł
kach. Długość stołu = CC t szerokość nad = 3 .. 
Bfa s t o l e kładziemy ciężar, ważący Q- ktf. 

Odległoed tego 
'^3 ciężaru od krawę

dz i fJD oa.nacsmy 
przez oc , odleg
łość zaś od krawę
d z i PB przez B J 

#t Załóżmy jessoae, 
że ciężar 6̂  j e s t 
tak w i e l k i , że cię
żar stołu wobec 

niego j e s t bardzo mały i można go nie brać w 
rachubo. 

Kys. 49 
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Mamy wyznaosyó reakcje, które podłoga wywiera 
na nogi stołu. 

Osnacamy te nieznane reakcje podłogi na aegi 
fi',B9 C i U odpowiednio przez 7S, 0 7?z t 7?3 

i 7B^ i obieramy układ współrsędnyoh w sposób 
t a k i : aa początek współrzędnych weźmy punkt , 
za oś x prostą BB , za oś y prostą BB 
i wreszcie aa oś z prostą, przechodzącą prsez B 
i prostopadłą do płaszczyzny stołu. 

Ha stół działa więo pięć sił: &, 7Z, 7S.• Bji BĄ 

i wsaystkie są skierowane pionowo, a z tego wynika, 
że rzuty każdej z nich na o s i cc i y są asrami, 
o a y l i , że biorąc rzuty na te o s i żadnych równań 
nie o 

P o l a t a j * tylko oś z i g d j w & i m i m j n v L t j ^ 
j e j kierunek, to będziemy m i e l i ; 

Biorąc momenty względem o s i cc i y otrzymamy; 

-K3b ~B*b +Qy = O . . ... . . . (z) 
Rza f. K3a - @.oc = O . (3) 

Suma momentów ®zgl$d©& o s i Z rósnisż n i s da 
żadnego równania, bo wszystkie siły układu «są do 
t a j o s i równoległe, a więc moment każdej a nich 
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ragłędem t e j o s i j e s t zerem. 
Otrzymaliśmy więc tr z y równania, zawierające 

ostery niewiadome i pezatem więcej równań ułożyć1 

a i e możemy. Z tego wynika, że reakcje 7ź/P7?Z:>7Z3 

i 72/, są nieokreślone; jedną z nich można zaw-
as« obrać dowolnie, a wtedy wyznaczymy tr&y po-
•oatałe. Innemi słowy: jes t nieskończona l i c z b a 
mkł&dów r e a k c j i , czyniących zadość warunkom rów-
m&i»ia. Tego rodzaju siły nazywają się STATYCZNIE 
I1BWTZHACZALH1MI, 

Jest rzeczą oczywistą, że w rzeczywistości 
reakcje te są określone, więc zachodzi pytanie, 
dlaczego nie możeasy ich wyznaczyć ? 

Otóż; nie uwzględniliśmy pewn®j wmZBej oko-
łicaności, przyjęliśmy bowie® miloąąoo, że stół 
j e * t ciałem sztywmem, a ciał t a k i c h m natura* 
niema - wszystkie ciała odkształcają się pod 
działania a ił. Już we wstępie do s t a t y k i po
wiedzieliśmy, że nie biorąc w rachubę o&kształ-
cal n o s c i oiał, ni© pomijamy jakiejś cechy drugo
rzędnej, lecz z&3adniozą właściwość oiał i gdy 
aię z nią nie liczymy, to otrzymuj»my nisjciedy 
roxwiąz»aie nieokreślone, albo nawet błędne.-
#e imfcetnie w tym ra»ie ze aprczystością l i -
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czyó się »usiay, praekeaywa mas ąwaga następują
ca: prsypulómy, a© mamy stół c esterach nogach, 
z których t r s y są drewni aaae, a czwarta atanowi 
miękka s p i r a l n a sprężyna, której dłu^eać n a t u r a l 
na a&ło prsewyżasa długość nogi, oaay»i$oie t a 
oewarta noga prawie a i e będzie podpierała etełu, 
gdyż naprężenie aprężyny jest bardao Bała. Alba 
też alach będzie płyta, s&wieszoaa na oatereoh 
pionowych ssnuraoh, prsyosea t r z y % n i c h są awyk-
łe, koaopae, a jeden c i e n k i guaowy, slab© rozciąg
nięty. I tu płytę będą podtrzymywały prawie całko
w i c i 8 t r z y fdarwaae sznury. 

% ftaszya sadaniu założymy, że odkształceni® 
j e s t wprost proporcjonalne do a Ił aaiałająoyeh, 
c z y l i , &e skrócenie nogi P a t o l u wynosi 
gdzie & j e s t współczynaikien proporojemalneeci. 
Tak aaao akróoenie mogi B j e s t /<&z i t,d. 
Przypuszczany proca tsgo, że bla t pozoataje płas
k i e , Aby uzależnić od s i e b i e te odkształcenia po -
lą ;..vr.y yxmkky B i. C oraz S. \ JJ , to na prze-
oięoiu pros ty oh BC i BB otrzymany punkt O , 
który j e s t środkiem prostokąta PB CD / c z y l i b l a 
tu atoła/. Końce przekątni PC opadły o 
i KB3 F więc tórodek t e j przekątni opadł o 
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z 
Koźoe drugiej praskąf,al opadły Q /c 7?z i 

Ą 72Ą a więc j e j środek o kR*. +Jz7?Ą s & g 9 

órodsk prsekąt&j. /7C j e s t również śro&kieaa , 
fi7?,+k7Zs . £7?*. ±7c£± v i więo 2 z B£ąd 

k± ix3 . . /V 

W ten sposób otrays&liómy jessose czwarte 
równanie i re&kojs podłogi dadsą się wysnaoayó. 
Zobsosyay, j a k i warunek powiniea być spełniony, 
aby cięśar Q wspierał uią t y l k o ma tmecn ae-
gaeh. Prsypadóay wi$o, se 723 = OT 8tedy rówaaais 
/!/, / 2 / ? /3/ i /4/ prseksatalcą się © nastegpu-

72+A - 61 y 

Ruguj «ogr | tych równasS reakcje fc, t 72.z i 72Ą 

X , V -~— + ~y— .-• y 

a 
2 

Jost ta rówaaait l i a j i p r s s t o j , prsycaest 
i są to o d c i n k i . Jakie t^orsy t a 
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prosta na osiach współrzędnych. Wynik ten ozna
cza, żs gdy ciężar O- będzie położony na t e j 
p r o s t e j , to stół będ&ie się wspierał t y l k o aa 
trz-tmh nogach. 

Gdy, powtarsająo poprzednie rozuaow&aie, z a 
łożymy kolejno, że Mt = 0, 7?*. ~ & i Bj - O , 
to otraynaay, że aby stół wspierał się t y l k o aa 

v. ;.-.b. uogaom, ta ciężar 6? anai I eż@ó na obwo
dzie reab*, którego wierzchołki są w środkach 
krawędzi stołu. 

4JL PRgmKŁI SZSZBOÓLHB ROTOWAGI PRZB-
STRZENKBGO UKŁADU SIŁ. 

l a ciało sstywas /7 , którego jeden punkt 
/rys,581/ j e s t nieruchomy, działają siły Ę, B, 
B, a prócz tego reakoja w punkcie O 

Chedsi o to, j a k i e warunki powinny byó spełnio
ne, aby ciało pozostawało w spoczynku. 

Obieramy sa środek re d u k c j i punkt O i spre-
waźaay ukł&d sił do jednej wypadkowej M i do 
jednej pary wypadkowej, a momencie W . Pepro-
wa£d$y prz©z punkt O , jakąkolwiek preatą JZ % 

byle nie prostopadłą do raoaeB.tu /V i weźay ne-
aeaty wszystkich a ił układu waględea t e j proatej. 
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xy$. SÓ>. 

l2om#at wypadkowej , a tak aaiao moment r e ~ 
a k o j i ciała ~B aa B , działającej w punkcie 0> 

względem prostej X, są ze
rami. Pozostają j ©szos* me
ment pary wypadkowej. Fomie-
waź prosta 'X s i e j e s t pres-
t opadł a do A/' , więc rzut 
tego mcmaatn na/tę prastą 
nie mogły by6 zerem i ni e 

zachód sio* równowaga, a 2 tego wynika, że 
WiRTJMISM KOfJIEGZNYM RÓWHOIiOI DANEGO OKŁADU 
JS37, ABY MOMJSKT PART WYPADKOM /V BIŁ ZERBM, 

c a y l i j aby siła geeste tryoaao Beauestów sił układu, 
względem O była ssrijflt* Łatwo sroausisc', że wa-
rmnek ten j e a t doatatooany. I a t a t n i e : przypuść* -

że /V = O \ zatem bały układ sprowadza się 
da siły B , przyłożonej w 'V i t a siła równo-
*T «i«& a reakcją R paska i© Ć? 

so i a i 
jes t ajieaowtkśa luźne w paakcie 

47. PB»]TK.tADY I . Sataba © d l 

ż.irze Q 
•ilag&~av9i ©d <? sata&r, opiera a i s a 

p.:o&awą eoiaaę, tworząc z nią d**y kąt oC 
Wipółozynnik t a r c i a między «atabą » ś*Sfi&ą }#>t 
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Przypuśćmy, że aataba się ohraoa, pozostając 
ciągi® w zetknięciu ze aeianą, c z y l i że opisuje 
na a i e j koło. Niech OB będzie p&caątkowem poło

żeniem sztaby, a 
OB - położeniem 

skrajnem, kiedy na
chodzi jesacze .rów
nowaga, ale t a r c i e 
jeat juń całkowicie 

y reswimi$te. Gdyby 
jaaaoae cokolwiek 
odchylić sztabę, to 

zaczęłaby ona już spadać. Chedai o wyznaczenie 
tego krańcowego położenia rónaoaagi aataby. Inne-
mi słowy: chodzi o >ryznaozenie kąta v --4. BOB. 

l a sztabę działają następujące Biły: 1/ siła 
ciężkości & , 2/ reakcja normalna /V śoiamy, 
3/ siła t a r o i a -/!/V , skierowana po stycanej 
do koła o promieniu T , które zakreśla sztaba 
przy obrocie, 4/ reakcja przegubu w punkcie O , 

o nieznanym kierunku i wielkości. 
iby nie wprowadzić r e a k o j i Hr.4, poprowadźmy 

przez punkt O prostą pionową z i wećmy me -
manty wszystkich sił układu względem ta} e r o s i e j . 



Moment siły O- względem pros t e j z j e s t zsrem, 
be siła ta je s t równoległa do n i e j . Moment siłyyvr 

j e s t równy /V: r. sin zr . W ce l u wyanaoaenla momen
tu siły //V prowadzimy płaszczyznę, prostopadłą 
do o s i z i przechodzącą prses punkt O i bierze
my moment rzutu siły fN na te płaszczyznę wzglę 
dem punktu O , te będzie te to same, co moment 
siły fN względem o s i z . Otrzymamy stąd, że me
ment ten j e s t : 

-frtcos zfa. scnoC i JV. r. sc n z? -frz, Cos z?, a. sc n .0) 

To równanie byłoby doatateoznem do wyznaczenia 
kąta Zr , ale wyznaczymy jeszcze i reakcję N . 

W tym oelu weźmiemy momenty względem pr o s t e j JC , 
prostopadłej do ściany i przechodzącej przez 
punkt O . Moment siły JV względem t e j pro s t e j 
j e s t zerem, moment siły O- j e s t & ~2 S o n t & 

wreszoie moment siły f'/V j e s t ~fN.T r więo 

Gi i r s e n - f N . r = O . . . . . . C^J 

Z / l / mamy 

r. sc?iz/- f Coszrcc serc oC ^ O . . . . 
a że r ~ ccCÓSĆC wiąz CoSoC.scm? -fsćn eCCasi? 

dzieląc praez Co5oC .ccswypadnie fć^toC 

Z / ? / mamy: 



Q.Sin zł _ O-tpA ' 

W przypadku szczególnym, g&y sztaba tworzy ze 
ścianą kąt oć - ^ otrzymujeniy ~ o t l ^ b 

tf , gdzie ^ j e s t kątem t a r o i a . 
Niech będzie jakiekolwiek ciało, osa&son© na 

o s i , sztywno złączonej z ciałem i przypuśćmy, że 
je s t osadzona* w dwóch łożyskach P i B , uważa
nych za punkty. 

Dajmy na t o , że na ciało działa układ, złożo
ny z sił Pi ?F£ >'Ę^ • • • • oraz reakcje łożysk.-
Obieramy łożysko P aa środek re d u k c j i i spro
wadźmy układ do jednej siły wypadkowej ^ i do 
jednej pary wypadkowej /V . 

Rozłóżmy siłę 72. na 2 składowe w kierunku PB 

oraz w kierunku do prostop d̂łyift"; Pierwszą 
z tych składowych oanaasmy przez 72Ł ., drugą 
przez 72z . Rozłóżmy dalej moment TV na dwie skła 
dowe w tych samych kierunkach i. oanaoamy skJadową 
w kierunku 77B praaa •% s sad drugą Bkładeaą 
przez /Vg , leźmy momenty wacry..: \ : c h 3ił układu 
względem prostej BB . momenty r e a k c j i łożysk, 
jak również momenty sił 72 ź i B.? oraz r«ut mc-



- 170 -

mentu /Vz są zerami. Pozostaje tyife© raut- «s«ea-
tu /V/ . 2 tego wynika* że warunkiem koniecznym 
równowagi układu j e s t , aby było /V± = O c z y l i , 
aby suma momentów wszystkich sił układu względom 
os i BB była zerem, 

Oanaozmy odległość łożysk BB przez cc , a 
każdą z aił pary Â , przez S , to oczywiście 

= #z , skąd ^ r - ' 
k więc para A^ składa ais, z dwóch t a k i c h sił 

S . Ta para wywołuje a k&ićys s łożysk reakcję 
rdw&ą i odwrotną da ^ Oasaosymy te reakcje 
przea i ~-5' , Inasei słowy i para /Vz równo
waży się s reakcjami łożysk B' i , 

Siła st a r a się wysunąć oś z łożysk. Ale 
łożyska nie aegą wywierać r e a k c j i , skierowanych 
wzdłuż o s i , a więc nie mogą też równoważyć 3iły 
Bź Jeśli wiąz ńie zaohodsi równość IB} ̂  0 

to .równowaga nie aoże być saohowaaa. A l t łożyska 
mogą być i tak ursądaone, aby &oglj w y w i e r a ć r e 
akcję wzdłuż ©Bi . Mosiaa w tym c e l u przymocować 
do o s i n pobliżu łożysk alwa pierścienie, które 
nie pozwoliłyby e s i praesuw&ć się. Wtedy składo
wa B£ »oia juś nie byó aerem i w takim r a s i e 
j e s t ona zrównoważona prsez reakcje osiowe łożysk 
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luftem! słowy: suma tych r e a k c j i osiowych j e s t 
równa składowej • R* . Je&nakow^ź nie mamy moż
ności wyznaczenia każdej e tyoh r e a k o j i o d d z i e l 
nie , gdyż więcej równań od jednego, aawierających 
te dwie reakcje, nie biorąc w rachubę sprężystoś
c i wała, nie otrzymamy. Mamy więc znów do cz y n i e 
n i a as reakcjami s t a t y c z n i e niewyanaoaalnemi. 

Prsypuśóay, że składowa 7Zy siły 72 j e s t 
serem. Posest&je jeszcze składowa 7?z tajże s i 
ły i j e s t ona zrównoważona, reakcją łożyska /7 , 
którą oanacaymy przez A> , w takim r a z i e ogólna 
reakcja, jaką wybiera łożysko P ' , jes t wypadko
wą. rea>c j i Rj i ,5• • . 

72 as., sz. 
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