48, MOMENT STATYCZNY PURKTU MATERJALNEGO.

Viech bedzie w praesirzeni jaked plmescayina,

kiérag oznsczymy przez ~ oras pewne clato, tak
cteserie jego w prazestrzeni dalo aig

okreslié es pomgos Lrmech wspsd Siragdaych, tak jak
poloZenie puﬂktﬁ geometryczaego, Cialo,tak zdefi-
njowans uezywed badeiemy PUNKYEM MATERTALNTM, -
Praypuddmy, #s dany punkt meisrialny na mase 272
1,80 jfest odlapt- od Plassazyzny 7~ o odlegtodsé
riwng =2

Ulwdramy iloczyn 722 Iloceyn tski nssywal
bedaieny MOMETOEN PIRRWSZEGD STOFNIA PUEKYTD 772

oy T Y i ol e R
WZGLEDRY PLASZOZYZRY /7~ . alde tef seadeied Qg -
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). PitZECTEINA ODLEGIOSC LAUPY PUNETOW Ma-

PRASZOUYENY . Nisoh bgdzie pewna
Licaba punikidw matc-l2igrck 1 powna pia ASZCEYZna
Vaneosymy medy syob punktéw przez 27z, |
R tegtosd ioh od plaszezyzny &
gdpowiednio nrme Ty L g Z,

2 2

» Utwérzmy momenty

statycmoes ftych wszystkich punktéw wrgledem plass

czyany /7 1 weimy gumg tyoh momentdw, to otrey -

many 777,72, +?7’22Z‘..,_ +77/ZJ.Z"3*‘._ lub Kkroc Gj.
2z

Suma ta nazyws 8i9 momemtenm statycszaym grupy
punktéw waglgdem plesacayzny &' | Hiekidre wyra-
3y te] sumy mogy byé dodatnie, inne wjsmne, a
wige 1 suma woze byé 2lbo dodatnis, mibe ujemna,
albo wreszcie réwna zorw,

Oznmcamy sumg mas wsaystkich punkidw csyli Zsx
przeg /7 i dobiersmy tsk sdlegloéd =, , aby za-
chodzila réwnedd.

AR M A AR (7

¥ tekim razie Z, nmaywamy éradnla sdleglos~

2ls grapy punkidéw od plzazszyzny 7 . Z /1/ wyni-

te, &8

=7
770 Z
= . e e
- .’_I &l j



DY /A~  przez 2,

o wwaiad

CRAYWEZY momsnt statycznj oialta wagleds

ny & ory

1086 cisla od plasscuysny /s

pianscayana & | jakigy

zlelny to cisle pa bardze drobus ez @8 -
Grwbns. shy kndde 3 nich mogls byé usaia-

k¢ materjalny. Osasosmy masy tych punk <

-

b i wyzna-

[

B& grupg pungiie meterjaluy:

pigsscsys

=

Dilide
11 2 7z snigdzisny, #» srednis Va8 g~

-3 o

révne

[4¥]

gdzle /7 OBRBoEN moge ofals

_§EQQ§§_¥§§§L Hleoh bedsis prostokgbny ukrad

wagGiizrsgdnych 2z asiami FoF, Z i poegsikisn O

i niech he
rych lub
nwagasd xe

VO T o ooy
: g!;«,,. A

.‘v::i

dzie jakakolwiek mrups runktéw patsrisl

J&K1a8 cinlo maberjalne, ktdre motfem:

W i - % o oy ey
3(;’- - s -Hi»-ﬂ»?::.f..—.,’?

[

|
4]
L4
.
-

17 crisge olais wagledom 1laag.

- = d . I
nZ o35 S fffz.x , 588 jesli T, pan

TOLVERE ¢ L op?uid cisda od el plaszogy ey

gerie /7 csnecss mase nig:

P, 772, .. & edlagledé ich od piassozys-
’ Z.zp . o }‘.{@é;eﬁy wigs dens gis-~
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Tak sems snejdsleny, Ze prrecistne edleglofoi

2y
; . I
S a - e , A e S o . e FfoE = I et mevet————— ———
cisia od plasscgyzn X UZ i X L§ B&! Y= Ty

. F

a } pu o} s o 5] o e e 3, / 5 o}
rego vapdlragdne sg vowme Y, ,Z;, Dajay an 4

3 e I oo B b wmaibaady & - [ ey
2e punk¢ 5 Jesi lym pubikion. Bgdaiemy geo naay-

rée

wali dredkiem nmsy oisis, zibe sredkiem cigikodci

el

ciala, chocisi cdregu musimy zerdaié uwage na to,
ze ta ostatnie naswa nie jest calkowicie wimdoi-
wa, be "drodek mesy" i "drodek cieikeodoi unie &

to dwa pojecia identyesne,

51. PRZRCIBINA ODLBAROSE CIipa
WIEK ‘&hah.zigﬂi. Dowisdziemy, ze ODLEGLOS bHQD~
KA CIEZRC&CI OD JAKITEJROLWIEE P
ROWRA PRZECIBINA] ODLI I CI

TZHY.

A O JARTRIKOL~

LASZCZYRNY JEST
EGEOSCY CTARA OD TEJ PLASZ-

Biech begdzie jakad Blaszosysas | majsoa
réwnanis ;
* 7] z “ ~r
£ COSA +77C083 + §Co05T ~d = O
D £ o o 0 "
ODéleglosd fyykﬂrﬁﬂ slemantn 77¢/%, v, 2 ) ciala
od plagzeayany 7 jest réens

& = eoSA FYLos 5 /3 .::/.c.;s{?}*---é".
Fonndimy obydwise strmny tai rdéwnosdci Pz ez 77z,

to atrsymesmy ﬁ24Z3=7?z(tff“v{ s 03ﬁ=+ cag/ﬂJD

2z moment colsze ciels wagledam
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Inaczej:
A

-

LT = COSAL e 2053 5 00 Cos)lirmmz-05
- 4 ‘

AT
HALG
271 = X, ;5 Y =Ty, ;2 rnz=/T2, 2t =T
ghdaie /7 cznacoze maLy cafLege ciala, a x1,,Y,, 2,
wapbétrzgdno Srodks aieskodoi.
Yiec )

Emd =r7x,co5K 174, COsf3 * Tz, Cosp -/ 8
albo h

Z 7. d = (T, 05K <y ¢ CO5/3 * Z, Cosp* - 5)
i se -
- XcosA +y, cos/3 +zocos/‘—5’:a’;
glsie &, omnacza odleglosé érodka oieikodoi ois.
ta od plassezyzny A |, wiec S rrdl - = e,

B ad = S 7708

Va4
4 tegs wynika, se: POLOZENIE PUNKTD 5 % CIELE

VIE
NIE ZALRZY OD ULEADU WSPOLRZGDNY 'CH, A %IEC T OD
POLOZENIA CIAZL W PRARSTRZENT.

I IERDZERTA POMOCNIC C4E: 1/ NWiech bgdzie

52. TWIBRDZ3

Eilks oiml; pierwsse z nich 0AnRoLymMy preez /

8‘14

a8y joge pries /7, | a frodsk oieskodei praez s, |

&

dlm drugiego ueyjemy cdpowiednis symboli 1%169,‘7

2
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1 t.d, Fieoh jesszcsez, 2. i t.4, 0Znacsaja
prescigtne odleglodoi cial I, II i t.d. ed danej
plagsczymny 5 Regkladamy kaide & oial ua drob-
26 elementy, z ktéryok typowym nieah bedsise 77,
pad odleg2oéd jego od rlaszesysay ~. == . ggu-
mujemy ilocayay 772z dla katdogo ofiala cddzisl-
nie, a nastqpnie wedmiemy sumg tyoh wazystkioh
sun. Qtraymemy 5 7. v o A et

Sems ta wyrase moment Btatyosny uklsdun oial

-

wzglodem plasscayzay .~ Poniewai;

Zyrz =7, z] ;X e e
Wiee moment stalyssny ukisdu aisl wegledem A7
Jest réwny /7,z; +/7,27 prasciqtaa odleyg-
2068 ukladu sd plasumozyzny wyaes |

2
o - /ZZQ +/)?;Z:7* e

4’~’ T ./Z»’-/‘f’zf. 1
Wyobraimy sobie, fe masa ejala I-go, skdncen-

'

trowala siq w punkoie 57 , nasa Il-go w S
it.4d,

Ctraymamy wigo gamiast ukiade afal $§T%p¢ puak -
t6w materjalnysh o managh L2 ,07,,. ... 4 preecist
na odleglodé tej grupy od plaszczyzay 7 jesu
réwna;

- ey v e

STATYES. Arhuss 12-ty.
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o

7 tego widad, &s gdy shodzl © wysznagzenl

C

grodka cieskodei pewnegoe ukledu cial, to mofemy
ewazad, ge mess kaif@sge 8 cial jeat skoncentue
wana w jeoge £rodiu aigékodel.

”Wiard&unis to bywa pleras uiytecsne 1 pray
wynnacgsnis drodke cigskedod oiala pojedydonags,
aiarss sis bowiem, e dane sg éredki siatkedol

nownyeh nzgfol Jege. W tyn rasie uwasawy kazdg

,
-

s czgdel zs panklt materjsiny o ma asie riwgej ma-

3ie owel ougdael | wyEnacsamy frodsk oigéhodol

11/, DFieoh bedzie jmkukolwiek plaszamsyans =
i pewak grupe puns Low w&b.adniﬁ*'" 2 alej leofg-
cymh Dausenmy tg plosscayang prses [, @ MAIy

tyoh punktéw przes 777, iy, .. Bomant statyosny
yasdego 2 tych punkidw waglgdem piapgazyiny ~
r'.'l?:r-% ".'.'v:.‘it'} i -; *E'r @ RaroM, = f\.&t‘,‘aﬂ i E’l‘ﬁf’ﬂ?s @%&t?ﬁﬁw

oab serem. & tegoe wynika, Ze

11T/, Picor bednis pewsa lioebs punkiés ma-

gerislnyel, pelosemyeh as prestej T . GEpAcERY
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te punkty przes 777,,772,, . 8redek cigikoéei te]
grupy punkiéw leiy w kasdej plasscsyfnie, prse-
chodsacej prazes presty . , a wigo lety na pros-
tej . .

IV/. Biech beda dwa punkty materjalue 77, {772,
Ha sasadzie poprtodsajaeogo twierdsenia srodek
oiggkegdoi S tych dwéeh panktéw leiy na proglej,
Iaozgoe) je. Ghedsi tylke ¢ wysnacsenie, w kidrys
punkcie ? » |

Ognacamy nieznans odlegledd .5 772, yrzes';z;
386 .5 777, .praes ag . Paprowadémy przes .5 plass.
osysng ./’ , prestopadla de prestej 772, 777,. Penie-
vas ta plaazozysnékprzeohedxi praez dredek oies-
kofoi grupy punktéw, wige moment statyosmay tej
grupy wsgledem /~ jest gerem.

Bedsie wie 772, %, 772, 2,=C 3z esego wynika,
gs .S ledy pemigdsy 772, 1 72, 1 “‘%—7%

Ceyli, &o SRODEK CIR2Ked0I PURKION 777, i 772,
DZIBLI ODGINEK 777,772, WEWNETRZNIR NA CZR3CI ODWROL-
KIE PROPORCJONALNR DO MAS TYCR PUNKTGN. Jedli w
praypadku ssosegélnym, masy 772,41 772, sy réwne,
te érodek cigikedol dsieli edoimek 777,772, na dwie
réwne osqfici.

V/. Biech bgdsie jakied ciale, skiIadajgoe Big
s dwdoh osedci uynotryosnyoh mechaniosnie x/

T v L Wy S B g tvs O

X/ Symejrja mechaniosna oiala polega na tem, ke
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ungleden piiasczysny 7 . 8redek olgikosci ka2 -
de§ pary elémentée sysetryoseyoh ledy w plaszosyd
nie P ; & iiéé i 8rédek oiqiékedoi oalego cia-
Ié lody w teéj plamsosyénie. Tak samo jedli cialo
na of symetzji, to dredek cieikedoi ciala lezy
aa tej osi; a jedeli oiale posiada drodek syme-
trji, to drodek teém jest sredkiem oigikedoi.

Préj pomccy tyoh twierdses dajg eiq wysnaosyé -
éredki oiqikedoi wielu oisd. Wige np. drodek oied
kefoi preta jednerodnege, ledy w fredku tege pre-
ta. 3redek ciqtkoioi'knli jednorodnej lesy w
6rodka kuli, Sredek ciqikesci kelewego oylimdra
jednerednege leiy w éredku esi oylindra i t.d.

63, &nodpEr G13EK0SCI PROJEATA. ¥ wierschelku
tr‘jkgta AL sg umieszczone trzy masy, £ kté-

ryeh katd;gjoat réwpa 772 ., Chodzi o wysnacszenis
Srodka ciedkodci

grupy, slofonej =
tyoh trsech punk-
" téw.
8rodek oiezkosci
dwdoh s tyoh trzech
zas np. tych, ktére

\
AT

\
\

RYS. 53.

- o) g W e =

ololanty symetryozne posiadajy lasy réwne, Cialo

l;lo rycsae geometrycinie wrgledem Ro-noj 2ass-
ysny mote Rie byé symetryosgne mechanicsznie.
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letg w /7 1 ¢ 1leisy w dredkn 7 dekn T C
Nodemy uwaiad, de nxéy tyoh dwéoh punktéw sg
skencentrowane w tym punkcie 27 , osyli, de w
punkoie .27 sgnajduje siq masa 27z . Polacemy
punkty 5 i 2 | to ecsywidoie na prostej 57
/asyli ne dredkowej boku (¢ / lesy drodek
cletkofol punktéw /51 C . Ten sam érodek
le2y réwnios ps kesdej innej érodkowej tréjka-
ta ABC, '

Poniewaz w punkoie 77 jest skoncenirowana
®as8 <777 , & mass w punkcie 5 jest 772 ’
wigo frodek oigiskedsi .5 punktéw 5 i 7
ledy v takiej edieglodol od 5 1 27 . 4e
LS =208,

Inpeuni siowy, 3RODEK c1pExodel danej grupy
punktdw LBZY BA JEDEEJ B8 SRODKOSYOH TROJE4TA
Y ODLEGLOSCI 2/3 TEJ SRODEOWEJ OD ODPORIBDRIRGO
FIBRICHOLKA. Po za roswigsaniem nassego wlagol -
wogo sadania, t.}. snalesfenia $redka ofgikodoi
danej grupy punktéw, otrsymalidmy jesscse dowéd
nastepujacego twierdzenia geome L rycsnego:
wasystkie Srodkowe tréjkata przesinaja sig w
jedmym punkoie.

_54. SRODEK 01pEX0401 JEDNORODNEGO POLA
TROJKATHRGO F5C . Podsiolmy dane pole na pas-
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-~

ki elementarse prostemi réwncleglemi do boku 5 C
i polgosmy 4drodek
tego boku </ &
wierzohotkiem A7
Prosta &7/ preetnie

prostq 7~ & , jedng

5 ouych réwnoleglyoh
doe 5C , w punkaie
N, ktéry jest ocsywisole érodkiem odoinka PR
Wideimy, 26 frodki wssystkich odoinkdw, réwno-
leglych do 5 ( leig ma 77 | |
Mosemy uoxynié kazdy pasek dowolnie waekim,

RS 54,

a satem drodek oigtkosdol kasdego s nich ledy w
drodku geomeiryosnym /podobnis, jak Srodek oied-
kodoi cienkiego preta/, osyli ma prostej 72 .-

g togo wynika, #e drodek cieikedol oarlege tréjkata
leiy na $rodkews) /72 . Dewiedsiemy tak samo, o
drodek cieikodoi tréjkata leiy na katdej s dwéoh
posostalych érodkowyoh t.j. leiy w tem samem miej-
gea, o0 frodek cigikefoi trseoch jednakewyoh mas,
umi esgosonych w wierscholkech.

. SRODBK CIBZKOSCI POLA TRAPEZU. Hiech be-
dsie trapes ABCLD ., Pedzielimy "go ne wazkie
pnlki proatoni r‘-nologloni do podntav dowiedzin-~

o %) i-‘m..\'u—.-.

T -....‘..—-
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By & ialwodolsg, 3e Srodek cigikefol trapaszu ledy

2R prostej, iuosgos)

D o
> T \ dredki podetaw, Omna-
= |
ol . \ seyuy Se #rsd¥i prass
- v sl
o o \ S7 v Y. Badsialmy
N/(? P : \ S

o A dalej trapes Z5C0

£ ] o s
! g ne dwa (rdjkaly: Y50

~~ l_/\f, B ~
i L5070 praskginis

ElEn &9 5L, Fraypadbmy, e

w punktach 5, § 5, leia frodki oierkedei ty=h
tréjkatén, Osaywifoie, fe drodek aietkodei 5 tra-
pesu leiy aw prosts] 2S5, , & 83 ledy en jedwo-
osednic na Srodkewe) /7, wige leiy w punkeis pres
aigsia sig 5, .5, e /7N . Punkt tenm moine wy-
‘znacuyé prsy pomeay komé+rukuji nestepaiane].
Osnacemy wysekodd przez ~2 , podelawg dolng
 press &, , géraa pried <, i praypubdmy, f¢ dre-
dek cigékedel S  jeat edlagly od podatawy delne)
o X, , a od gérnej ¢ X, . Peprowadimy preer pro-
8ty /75 plassozyzmy prostopadla do plassozysay
trapasu i‘wysnacsmy moment statyssey te] plsnsceys-
ny wzgleder prestej 75 . Hiad&ma, o pole irspesn

.A+ai%

jest réwme 5 . Jefld PrEes 7 cIROnyywy

: &l z L .
mane 1 nd pola trapesu, te — 7 z/c/” wyraie wues
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Gs+ &,
calego trapesu, a = %7”231 - Jest momen-
ten statyosaym
- 24 - trapezu wsgle-
o, 8 !
f 7 ® c dem /75 . Jest
| z, | rEecsa ocsywis-
!
% -5 tg, %6 polesge-
| :
x, | nie drodka
Nz 7 ) B cigikodoi nie
l ez j
B > moze byé sales-
Rys5. 56 .

ne 0d//7 , &

zalen bes straty na ogélnodei zadania woiemy za-
lodyd JS7 =7 , osyli, s moment statycsny tra-
Pesn wigledem 75 jest réwny:

L+ Ly,
Suma momentdw statyosnyoh trdéjkgtéw 557 i
LCL wagledem 75 jest réwna:

A b aul A
éi’é ;? v &2,8 Ty A R o iy Yl

A %e¢ oosywidols /L/ = /2/, wigo:

(&, *ﬁlz) /6 )
2 s

_ AL ak A
ek A7 2 1

akad

3ﬁa«ﬁjx;:ﬁn+2a%b%.u_...ﬁv
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Biergo mowent statyozmy trapesn wggledem C
ctreymany snalogicznie:

A+, ) Xy (R, *, ) . . . . . (%)

~

Detelao /3/ prses /4/ bedziemy misli:

.’Z‘,_ .%"l—az ;
e aﬂgé-_z_ B e A LS S T

Oosywifcie, de stosunek ton wyznaasa calkewisie
polotenie punkta .5 na gredkewsj /7N , gdyt

MSE _ Xz
SN T,

#ykredlimy réwnanie /5/, Odmierzymy na prostej

Rys. &

Z2C” od punktu 72 edoinek ZP= <&,, gaé na preste]
/75 ed punktu 5 - odoinek BR = <, 1 pelaosmy

pukty .~ { @ , %o w prsecigoiu ze dSrodkews /2
etreymamy ssukary srodek cleikediol .5 trapesm 75C.



Istetnio, & tréjkgicw pedobayoh /7o & { NVLOF
MS MR 2 Zy
mary: o o, & &8 7 E =:f§!7“5lz gad

2 o e
NP =, * 35 ME _ FErds
z 2 wigc T &Zz%%z_

56. SRODEK CIPZKOSCI MAS, UMIBSZOZGHYCH W
WIBRZCHOLEKACH CZBWOROSCIANU. Dajmy na to, e w

wierscholkach czwaroée%aan ABCLD sneiduja sie
cstery punkiy, kaidy ¢ masie 772 . Chsdzi o wy-
gnacgenie dredka ciéﬁkeéci iftej grupy punktdw,
dyznaczymy najpierw
§rodek cigitkedol mmnk-
téw, umiessosenych w
wigrzchetkach 5,

Fizypaddnry, fs puakl

7

77 iest Sym dredkiem

cigakedel. Nesemy uwa-
taé, te w punkcie 7  jest skoncentrowsna maga
= 3772 i sadanie nasze Bprowsiza sis de znaleszie
nia drodka cigikedci dwdeh mas: jsdnej, szneidujq-
cej sig w 7/372) 1 drugie] w mpwakcie ./ s72)
Slnkany drodek oigikadol ledy eozyviscie ns pres-
ﬁoj D7 w takioh silegledeiseh sd 77 & 7
he L5 = %Z]T . Tak same moglibydmy dowieds

-~
Coaey
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2e szukany dredek ei§$kaéci leiy na prostych,
laczaoyck LZay pesestale wierzchoiki csweredois-
na g6 Sredkami oiékkeéci éoian preeciwleglych,

a & togo wynika twiordsemis geometryozns tekie:
proste, Xjcsace vierscholki czworedoianm se Sred-
kami oieikesoi foisn preeciwleglych praecimajs
8ig v jednym punkoie.

Hoiemy josgome inacse] rezwigzad nasse gsada-
nie: snajddwy é:sﬂak'oiqikoéoi uss, omieszcsénych
w wiersohoXkach /7 i 2 . 8Szedex ten leiy, eesy-
widoie, w Srediu krawadai /77 w puntcis 2 .
Pak same & punkcie & , bvedasym dredkiem Rrawg-
dgi FC , lesy drodek cigikedoi mas, v gcoogs~
By w punktech 5 1 C | Hesemy wigo wwaied, e
w punktach ~° i (! 83 sgrupcwans masy, & kidrych
kazde jest réwma < 772 i ocsywidcle frodsek olgiz-
kofoi czweredcianu ledy w Sradkv »dcinka, iscsgce-
go puskty ~ 1 &

Desszlibydmy dc tego samegs drcdka siadkadal,
gdybyémy praaprowedsili peprzednis rosumswsnle
nad paraxi krawgdsl A5 1 2O e B4 AC,
a e tegs wrnika twicfdsen!e goometrycaia: trsy
preste, 150sac0 #redki prseciwlegiych krawgdzi
cswerofcianu preecinajg sig w jedaym pumkoise.



- 188 -

87. 8RODER ¢IBZKOScI OBIBTOSCI CZWOROSCIA -
8§ ABCD .

Dsielimy oxwerodojan na waratey olementarne

pPilasscxyznami réwuelegloni do jednej se 6oi@n.
lioch Jedng & tyoh Plasgosysn hedxie ¥l |
Aleoh L' bgdsie drodkiem krawedzi 5 . Pre-
s8Ya 7//" dsieli ne pél wssystkis edoimki takis,
jak'¢§cv » TéWnelegde do 5, a précs toge wi-
daé, #e proaie AL L we 8 réwnolegte. Gdy
odmiersymy /'= 75 55 | %o 7 bedsie dred-
kiem oigikodei pedstawy S50 . Peprowadémy pre.
% gty 2/, praetnis saa
@e w punkcie ¢
Z podobiednins $réjka -
téw wypadnie, ge

fQ(: 28 | zatem
Vi3 AE T GA

2oe
Q?/='j§"- , B G%ege

sudw wynika, ge jest
fredkiom gietkodoi trél-
kata &b < Widsimy, 8o dredki algtkedci wazy -
Btkich warstw elementaraych lozg na prestej JF” |

& Wiqc na tejse rroste) leiy éredek clgzkodci um-
iego oaworesciagu. Jredex clgékndci oswerodcienn
lety na kaide] precte}, acsaoel wisrsshelek .4
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dredkien cigikedci praeacivlieglej dciamny, & saten
ledy v tym samym punkoie, ce fredek cigdkedoi
ostoresh jednakewych maa, umieszcsenyoh ® wiers-
cholkaoh. Wiedome s twisrdzsenia peprecdzajgcege,
te jeat en odlogly'od wiarscholka /' ozworofeia-
au o odlegledd .5 = 47

Poprowsdfny jessose 5 wierscholka // preste-
padls de prseciwlegtej Scisny, & prees Sredek
oigeikedci .5 plassozyzng, réwnolegty do ~5C .
L podebiedstiwa tréjkatéu“vypadnie, te ta plass-
ozyzna preetnie owg prostopadlq w odlegtedoi 1/4
joj dlugedci od podstawy, oayli, e #rodek oleike-
Bol jest odlegly s 1/4 wysekoboi ozweredoisanu ed
-podstawny. '

56. SRODEK CIEZK08CI PIRAMIDY WIBLOKATERJ
1 STOZKA. |

Dowiedzienmy, so Srodek oigikodci piramidy wie-
lekatnej ledy na preste), 230z3ce] wierschelek pi-
ramidy ze dredkiem cigdkedoi podatawy w edlegledoi
1/4 wysokedci pirsmidy ed pedatawy. Istetnie:
postepujae pedobnis, jak w wypadku peprmedgajgoym,
dsielimy piramide ma warstwy slemsniarne plass-
osysnami réwnolegieni de pedstawy. dssysikie te
prseciqcia sy pedobne do pedstawy, a dredek ofigs-
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kodel kaidej warablwy ledy ne prostej, igczgse)
wierzchsiol. »s Srediism cigskesdel podstawy. Ooxy-
widoie | fredak cletksiol plramidy lezy ne tej
sams’ presis].

Bosxladeny uastgpnie podstawg na tréjkgty. de-
csge wiergchaiil Syob trdjkgtéw z wizrzchelkism
pixanidy, pedniclsy piremide ns csworedeisny, po-

Simy visrschelel. &vudki cleskedoi

N

ga i &d&j %3 ._,;3, w g_

wazyaiiich ogwoerpfoindde lessy » pisazosyfnie, réw-
6le i) de podetswy i polslenei w sdlegledei 1/4
waedlesl eysokotel el pedeisay. Re te] samej wyse~
kool ieiy drodshk oigdhedol piramidy o.%.d.4d,

Jeseli pedestava virawidy ject kvsywelinjewa, to
wwsizay j4 o2 wiolobek & nieskedesenie krétkich
bakack, Eypade wigo prawidle nuobigpzjgoes: Aby wy~
sadogyd dredek cloeskedsi steika, Inezymy wieracho-
zek V.  ge $rodkiem cigdkodol /' podstamy i ed-
misrzamy na V7 od wiaracholka VS =% VA .
Pyekt &7 bedsiis édrodkiom ciaikuéel etotka.

¥ arsypadiw sgaﬁégélngs, gdy damy atodek jest
prostym keloayr jege dredek olgikedsi ledy ma sai,
¥ odlegladd 374 wysersdol od wisrzcheiks, Dowiedxie
vy jessceme to twierdsenie hezpodrsdnis,

Hiech bedsie svokek prosily, kelewy, majgcy wyse-

=

sasd 07 4 i ket wiszsghelkewy = 2.
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Presz wierzohelek ~

popiswadimy plasgosysne

(= —~ﬁ<~m—~—~% /7 réunelogly do pedsta-
2 x v i

E- ,/j;X* _;M wg i ﬁyséacxay nonqnt sta-
\ ;“T?%Y"'“??L tyosny stetka wggledenm tqj
v I niuzgosysny. Podsielmy
| [ w tym oslu stolek aa

/‘ %~7 isakeficnsnie cienkie war-
R b Lo A stwy | gaaﬁasyanami réenc -

legoui do podstawy. Ei.ch
/'—E(;/’S. (7‘0‘ s T""’
o /‘/l 1

Vd bﬁdq dwienma ta..
kismi sq&z&ﬁna@ml piwssssyennni, Eytna cne s¢ stoi-
ka warateg o grubefci 7 . Ohjstedé tej warstuy,
rogace] Lyd uwaiara £& cylinder o wysokodel o 2
Jest STyt dlx , gdsie 7° ouzueczs premief kole
preekrein, Jedeli salotyay, e ggnteéd mesy etobks
jent /ﬁ/=a/' , to mase warsiwy begdsie réwna tak-
ke T/t g/x , a woment ghalyozay warstﬁy Wy gl g~
dem piaszosysny /~ bedsis T/ riax. X . Gsnecz-
Ry PrEOL AW ten slementazny moment stetyeszay, -

Poniswes 2":‘21{§é{ wiso mogzny ted naplead, i

I = GT 3020 o
GV =0T e . AL,
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Naaa oalego stoska jest réwnas objegtesos, BO~
mpokone§ preos gestosd, asyli

S Th g s T Al
/7= 7 = =L

Stad odlegiods drodka cigikeodet sfoska od plaps -

Y &
oBYERy / jest réwaa :Q7:'7gr*~j%2/€.

dtrsymaliémy wige rezultat ggodey ¢ poprse-
gssjaoyn.

}

59, SRODER cI¥FROSCI POBIERZCENT STOXEOWRS.
Riock dedsie snowu proaty etoisk kolowy o wyse-
kedoi 0=/ o promisniw podatawy=7" { twe-
Tagoe) - 2L . Boajdriemy pajpierw fredek olqikos
of pewiersohni baoshoj tegs stodka,

Brodek tem badsie
leial na osi mymetr§i
leb na esi 70 stog-
kA, trsebs wige jess.
ade tylko wyanaesyé

} poledenle toge Sropd-

R
;
|
N v ka 2a sel,

Podvicluy obwss

pedatawy ataika oa

Nigshaegozanis pala

elowenty i puskty
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podzialu polaczmy z wierzchotkiem /7 , to otrzyma~
my nieskoficzenie waskie tréjkaty. Srodek cigikosci
kazdego zﬁtych'trdjkatéw lezy na tworzgcej stozka
w odlegtodei 1/3 tej tworzgcej od podstawy stozka,
a z tego wynika, ze Srodki cigzkosci wszystkich
ﬁrdjkatéw bedg lezaly w jednej plasiczyzn‘e” réwno-
leglej do podstawy, Plaszczyzna ta dzielf" wysokoéé
stozka w stosunku 1:2 i w punkcie przebicia tej
ptaszezyzny 3 wysokodoig bedzie lezal srodek cigé-
koscil powieréchni boczne) stozka. Oznaczmy ten éro-
dek ;;rzez e OozyWiéc%ie O§;=%0/67L

Wyznaozmy teraz srodek cigikodci ealej powierzch
ni stozka, Wyznaczymy w tym celu moment s tatyozny
tej powiersohni wzgledem plasgozyzny podstawy,

Poniewaz masa powierzchni boczne] stoakazékv-{y
wynosi I/ 7-c , zed przeciginie odleglosé tej po-
wierzchni od plaszczyzny podstéwy Jest lé— , Wigo
moment statyczny catkowitej powierzchni stozka jest
réwﬁy tﬁL%%&l@. /moment statyczny podstaw jest
zeren/, Oznaczmy ten moment przez /V . Masa calko-
witej powierzchni stoika jest réwna '

M =T ra +Tr*=Trizr)

STATYEA. - Arkusez 13-ty.
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a wieo odleglosdd érodka cxezkoéoz tej powiérsch-
i od plaaacsyany podstawy jest

o Trahk __al
o I i +7)  Fla+r)

§ 60. SRODEK CIBZKOSGI LUKU KOLA. Niech be-
dzie oienki jednorodny pret, majacy’poétaé Tuku
kola. Polacamy koﬁce A i B tego preta ze

§rodkiem O kola 1 os-
naczmy kat 405 przes
- 24 , a promied kola
prazez 77 iby wyzna-

ogyé srodek cigskoéoi
tuku /75 postgpmy tak;
Polgosmy érodek C kola ze érodkien C tuku A5
Prosta o¢ Yworzy, dézypiécie, z promieniami
- OF 1 OB réwne katy «£ jest wiéc oeig sy-
metrji tuku /5 i na niej lezy drodek oigikodod
tego Tuku.

PoprowadZmy przez punkt O ptaszozyzng 7

prostopadls do OC i wyznaczmy moment statyczny
luku ~F wzgledem te]j plaszcsyszmy.

B tym celu podzielmy tuk /A5 na nieskofozenie
mate elementy, z ktfrych typowym nieck bedzie tuk
PP’ Quznacsmy kgbys 2P0C pxzag-—zﬂ el
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praes do . Qozywidcie dlugoté elementu FF°
Jest 7 Ao . Jezeli zaloéymy, jak zwykle, e
cigéar jednostki dlugodoi lul;ujW%Z , to ndd*
bedzie wyrasalo masq luku i gdy te mase¢ pomnoiymy
przes odleglodé elementu od plmezczyzny 7 ,
czyli przes 7 co5? |, to moment statyocsny te-
go elementu bedzie réwny;

AN=rdtrcosi*= ricosd dd;

moment zad statyosny oalego luku wynosi;

» L
N = TZC 6‘05'%@4{%=2r‘,5‘/¢zo€.

Masa calego luku /M=27AL , wige odlsglodé

érodka cigikodcl Xuku od plaszezysny /° jest
N Tﬁcﬂof

réwna xo=7,7"- Przypuéémy, 26 luk jest
C" 20

pélkolem. W tym razie A = 7‘ N R i

61. SRODEK CIBZKOSCI WICINKA KOLOWEGO.Biech

AHCB bedme Tukiemw wyclnka, a O ﬁrodkiem

Promied wyoinka oznaczymy przez 7° , a ket <705

przez 24 i prowadzimy dwusieczng COC kgta
/705 . Dzielimy naatqpme wycinek na elementar-
ne trdjkaty, o jednakowych polach, jednym z nick
jest dajmy na to OFF° . MoZemy skonoentrowad
masq tego tréjkata w jego srodku oigikedci t.]j.

w takim punkcie S; , ze (5 =3%0P . Cgynigo



to samo w kaﬁdym;tré;n
kgcie, otrzymamy aa@ieg
czgsteczek o jednako-

. Wych masach roszezonych
na tuku kolowym AB’
W granicy oczgstki te

utworzg jedrorodny uk

Eye.€3.

koia, mogemy wigc wy-
znaczyé srodek GiQZkOgoi wWycinka przy pomooy wzo-
réw par.poprzedzajgcego. Qdleglosé jego od Srod-
ke O bodaie z,=5% JZE. 4 2, jest

promieniem tuku A B .

Dla pola péikola otrzymamy L, = éé? o DG

JV
2

§ 62.. SRODER CTEZKOSCI ODCINKA KOLOWEGO. Wy-

znadzymy tatwo na zasaedzie paragrafu poprzedzajaf

cegc,,zwréoiwszy uwage na to, Ze odcinmek otrzymu-
je sig przez odrzucenie tréjkata od wycinka,

§ 63. SRODEK GI¢ZKO$CI RZUTU FIGURI PLLSKIEJ
Niech bed21e jakakolwiek flgura plaska majgca

pole /' i drodek cigikodci .5 . Wyznaczymy
rzul prostokgtny tej figury na jakgé p2aszczyzng.
Pole rzutu oznaczmy przez 2 , a grodek clgiko-~

. 4 . . . 2
Sol rzutu przsz 5 . Dowiedziemy, ze punkt &
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Jest rzutem Srodka cigikosci 5 , cayli, ze
RZ0T SRODKA CIBZKOSCI FIGURY PLASKIEJ JEST
SRODKIBM ¢IpZROSCT RZUTT J5J PIGURY. W tym celu
obieramy nagprzéd uklad wspélrzednych tak, aby
osie X, Y leialy w phszozyznle rzutdw, Ozna.cz
my kyt mledzy ptaszcazyznami F i F’ przez 7 .
W takim razie, jak wiadomo
FimFeosg: e WA A
Rozbijajac pole /’  na bardzo drobne elemen-
ty, niech pole jednego z nich bedzie réwne 1[ ,
a w5pélrzedne TS .Z . Pole rzutu tego elemsn-
tu ozneczmy przes // . wsﬁéirzédie tego razutu
bedg, oczywidcie, X, Y, O, zaf miedzyj% 1lf
dezie zachodzila zaleznodé taka:
_ [ =fcosy . o ol
Oznaczmy moment statyceny przes F’ weggledem
ptaszoeysny Yz . Bedzis onm oozywidoie, réw-
ny ésyfﬁc . Poniewat pole rsutu figury # jest
réwne F’ , a gestoéé powierszohniowa jest réwna
1, wigoc masa tego pola jest réwnies ', zaé
x = ZF’ jost odlag_loécia, érodka c;ezkoéci

figury F” od plészozyzny il Poniewaz ina-

/6'05;‘ 9. 3 Z"ix
Fleosy f‘9° LT

czej T,
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Ale temu samemu jest réwna wspéireedna I,
punktu S . Tek samo dowiedlibysmy, e wspdl-~
rzgdne Y, 1 Y% punk téw S5 1 S ag réwne,
Inpeni stowy punkt e jeet rzuten punktu .5

§ 64. SRODEK GIEZKOSGI POLA ELIPTYCZNEGQ.
Niecﬁ——laed21e ehpsa, majgom osi 2o i 26 . Cho-
dzi o wyznaozenie &rodka cigtkofol potowy tej
elipsy np. /75, /.
ﬁrqqu ten bédzie oosy-

wiGoie lezal ne proetej
™% 0B, jako na osi
symetrji, nalezy tylke

wysnacsy$ potoZenie
owego srodka na tej

osi. Dang elipsq meze-

my uwaiad za prostokqtny rsut kota, o drednioy
7, =2 1 o frodkn O ., % tego wyniks, e
OB, =6 jest rzutenm pronienia‘tégb kola, a za-
tem 4 = acos ] , gdsis 7° ozpsoza kat miedsy
vlassozyznami: elipey i kola. Stad; cos7 = &

ﬂanaosmy prses 7 drodek 6i§tkqtoi pétkala,
Ba zasadsio twierdsenis § poprredeajacego, rodek
cigtkoot S5 pola /A, B, /7, jest rzutem punktu

5, a gatem odoinek OS5 Jest.rznten odoin-

i)

é
ka 07 {1 05= 07’cas/‘ cgyll OS5 jij‘/‘a “FI7,
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gayz odlaglqé& srodsa pétkola od jego frodka
ciétkoéci jest réwna 34:% .

Aby wygnacsyé srodek cigékosci pola pételip-
8y 5,//,5, mokemy je uwazaé znéw, jako rzut
pétkola o dredmnicy = 242 i o érodku » RTEY~
tem jedna polowa tego pélkola gnajduje sie nad
plaszuzyznq elipsy, druga zad nad nig. Qoasywisdoise
-irodek cigizkodci .5, pélelipsy 5B, 7,5, leky
na osi OF, , ozyli razem ge érodkiem oigtkodoi
pélkola, gad odlegloéé jego od punktu jesi

084.= \397- , 0£yli jest taka sama, jak od-
legtodé érodka cigskedci pélkola od tegoi punktm
0

§ 65: SRODEE CIBZK0OSCI CWIARTKI BLIPSY np.

/7 05, wysnacsymy w sposéb taki: gwréémy uwa-
ge va dwie éwlartki elipsy, /7, 05, i A,05. Sro-
dek oiqzkodoci tych éwiartek lezy na jednakowyoh

odleglodoiach od osi /7, //, , a proste lacsaoa
| je musi przeohodzié przes punkt S . 'cz.yli ge
grodek cigikoéei éwiartki /7, 05, 1leiy na pros-
tej réwnoleglej do /7, /7, 1i przechodzgcej prsez
5 . & drugiej strony tak samo dowiedziemy, 4e
musi on leded na prostej, prsechodszgcej przez .5,
i.tdwnoleglej' do 55, 5, , a shtin szukany érodek
qiéékoéoi lezy w punkcie S’ na p}zeoiéoin, tych
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dwéch prbstyoh 0dleglosé punktu S’ od osi
/7.6@ jest, oczywidcie, rdwn§4‘2%7 , zas od-
legtodé od osi AFB, wynosi 3@7’

§ 66. éRODEK CIEBZEKOSCI STREFY EULISTEJ. Nlech
deZlS kula, 0 promlenlu..f’ i 4rodkun O .

prowadzmv dwie plaszczyzny réwnolegle, odlegle od
Y A §rodka kuli o &
SP 5 i 4(<r). 1
SR plagdosyany wya
tig ¢ powiergoh=
. nf kili strefq,
ktérej drodek

cigtkodci mamy wy-

|
l

I

5

znaczyd.
Obierzmy ukiad
wspbéirzqdnych w

%st.ééﬁ

sposdéb taki: za 9& Z weimy prosta, przechodzaca
przez O i prostopadly do plaszczyzn przekroju,
osi Y i Z ohjeramy w plaszczyénie prostopadlej
do X w punkcie O . |

Wysnaczmy mement statyngy strefy wzgledem
ptasaccyzny vOz ., K tyﬁ celu podzielmy po-

wierzchnig strefy na nieskoxczenie drobne elemen-~



T

ty, plas:.czyznamx prostopadlemi do osi X

Niech kolejme dwie 2z tych piaszczyzn przecinajg

obwéd kola, potozonego W plaszozyinie rysunku w

dwdch punktach P i A Mozemy uwazaé po-

» w1erzchnie, zavartg miedzy tem plaszczyznami za

§cigty stozek, a w takim razie masa jego [/b/—;)

wynosu ds 29.9/ . gdzie s 0znecza dlugoé(

wmku PZE , a y promied kota s"edmagu -

Stad moment statyozny tej powierzchni slemertar-

nej wzglgdem plaszozyzny z OY Jest

a]/V 6{5 2.9l = gdzie jest odoxqta

punktu 2 Ponlewaz ds*=dx*+ds*, a
z2*+y* = r* , skad 2 xdx +2.¢/&L’y 7

.:cc?x

; + Tzdx
lub dy=- [ , Wige ds* —/’-Y—-gg:e/‘é{‘:g TyT
r.ox

albo As= Y /znak "plus" bo 2ze wzroster X
wzrasta tei & /. Zatem d/l/'— -de Ry 9l x
skqd AN = rdz 2% . Glalknja,o otraymamy

/V=2977/4:'cc‘lx =\C/77"2/6Z‘-57. lﬁa_sé strefly
é

znajdziemy tatwo, zwaiywszy, e masa alementarna

r.ox
Y

dM=£ZS.Zy.'97= 2y 9= 77 clrw. 257

skad
17 A
= [/ rdr 297 =29 r(a-6)
45
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Szukana odleglod drodke cigikodei strefy od

ptaszczyzny YOz  jesi réwna =, = /\2—/-=%i
Jesli strefa jest pétkuly, to a=2 , 4=0

a8 wtedy =z = g

§ 67. SRODEK CIBZKOSGI WARSTWY SFERYGZNE].

Fieoh bedzie kula o promieniu 2 i przypudémy,

ze zostala g niej wycieta strefa dwiema ptasz -

ozyznami réwnolegtemi, ktérych odleglodei od §rod-
ka O kuli sg odpowiednio réwne 4 i & . Gho-
dsi o wyznacsenis srodka eigikosci objgtosoi sza-

wartej migdsy temi ptaszozyznami i strefg.Qblerz-
y -

 Px,y0) my uktad wspdlrsednych,
] dx jak w prayktadach po-
Sl przedszajgoych, Qozywid-
= e z oie $rodek cigzkodo!l war-
é siwy leiy na osi x
y’ palezy tylko lealeéé. od-
J; e  legloé6 jego od érodka O g
Podzielmy w tynﬁ celun
}?y.s. 66 . '

bryle na nfeakoﬂozenie
cienkie warstwy, plasrzosyznami prostopadiemi do
osi £ ., Dajmy na to, ie‘diie kolejne ptaszczyz-
ny podziatu sa odlegts od §rodka O , odpowied-
nioo x i z-+dz . Wysnacsmy moment statyozny
warst wy, sawartej migdsy temi plaszoszyznami



- 203 -

wzgledem plaszeczyeny YZ . Mozemy uwazaé tg
warstwe za nieskoﬂczenie cienki oylinder, ktdre-
go promief podstauy =Y , a wysokodé = Az
W takir razie szukany moment statyesny bedzie:
AN=9] y* dzx.x. o 8 Jedell uwzgledninmy,
e x*+y*=7* to otrzymamy; @’/V=97'r‘~x’jx.c‘/x
Moment statyocgzny calej strefy wzgledem osi X
Jest rgmy;

2 C7 2
/ *l/_(.ci____)/r ﬂ‘!/
Masa niesko;ﬁozenxe cienklej warstwy (/7 =7/ wyno-
ei

17 =97 g2 dx=T/(r*-x)d=x
skgd ¥

= ///z"' -x3)dx J%‘x— /——g///d -6/3r* Af-zm’/)}
Ssukana odleglodé drodka cieikodol oalej war-
stwy od punktu O jest wigo réwna;
N 3(arb)(eri-a*- 5%
Lot =7 4(3r*-a*-ab -6
¥ prsypadku szozegéloym, gy =0 , a a=7

Otriymamy dla péikuli: X, = -;é—r.

§ 68. PIERWSEE TWIRADZENIE GULDINA, Niech be-
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dzie prostokatny plaski uktad wspéirzgdnych x, v
Y Praypudémy, ze dana
PR Jest jakas linja, ma-
-~—35::I;2§X jaoa kogce 7 1 B .
\ : Y #ysnaczmy moment sta-

tyczny tej limji

wzgledem oai ¥ . § tym

df Xy Svale. - celu podzielmy tg li-
njqQ na nieskofczenie
mate elementy, z ktéryoh kazdy ma diugodé As
/ < — jest dlugodcig cale] linji ~5 /, Pray-
_pﬁéémy, 26 F/, jest jednym z tych elementdw,
Jezeli wspélrzedne jego oznaczymy przez X i ¥
to Jego moment ststyozny wgzglgdem osi Y bedzie
ads. x ~—=%8d, jako moment statycany calej linji
/75 wzgledem tej osi znajdaiemy Sdls. .
Prsypuéémy, 2e srodek cigtkodol linji 45
tnajduje siq w punkele S(2,,%) . F takin rasie,
oosywidcis: A |
S &5z =52,
Dajmy na $u, ze linja AE zaczqls sig obracad
dokola osi v i obréoila gig o mieskoficzenie ma-
by kgt &/7% . Kazdy puakt tej linji odbyZ nise-

skofozecie krdétkg droge prostopadly do pilaszozyz-


http://J~ols.sc
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ny ukladu wspél*zqdnyoh Droga punktu 7~ Wyn051
x. d , zasd powlerzchnla zakredlona przesg
wk &S przy tem nieskoxczenie maiem przesu-
niéoiu jest-&{5.17-4[$% . 3tad powierschnia,
zakreflona praez calg linjg 75 wyraza sig
przes
sz dd = AN gt o
a 26\/(2 SEs S s Wige owa powierzchnia
jest réwna 5.2, &F s gdyz A uwazamy 2za -
stale,
Przypuéémy, 2e linja ~B obréeilta siq o
' skofozony kat W¢ . W takim razie powierzchnia

przytem zakfeéiona jest réwna:

/.5'1‘ A —51‘/;// stx, /)

Poniewaz .x, % jest to droga, ktérg zato-
cayl drodek OLQikoéci ZEENS przj obrocie o kat
# , wigc mosemy powiedzies: POWIERZCENIA, ZA-
KRDéuOHA PRZEZ JAKKS LINJE PRZY OBROCIE JEJ DO-_
KOLA PEANEJ OSI JEST ROWHA ILOGZINOWI 2 DRUGOACI
TE] LINJI PRZEZ DROGE JAK ODBTL PRZYTEM Saonsx
CIEZKOS»I

PRZIKL§DI; 1/ Niech bedzie prosty stozek ko-
towy, majgcy prémieﬁ.podstamy 7 1 tworwgeg & .

¥yzraczyé powierzchnig boczng lsgo stoiln.
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Mozemy uwazaﬁ. 2e powierzchnia ta powstala
pxzsz obrét tworzgcej, dokola 031(7765). Ponie-
_wai grodek ciéékoéci tworzacej lezy w jej érodku
(C) , odleglym od osi obrotu o %: , Wieo dro-
ga, przebyta przez ten punkt przy obrocie jest

Z:=.2.571"i%; 3 Powierzchnia boazna stozka

jest wigc réwna iloczymowi ( przez A ozyli:
R E =9 ra

II/. Fiech bedzie koto, o piomieniu 77 io08Y
lesgoa 2z tem kolem w jednej plaszczyZnie. Prazy-
pusémy, ze odlag2oéé dSrodka kota od osi ¥ jest
réwna <& . Wyznaozyé powierzchnig utworzong przesz
obrét kota dokola krzywej tworzacej /kola/ jest
BT THE ST droga, zatocsona przez drodek oigiko-
Soi tej kraywej wyncsi 2.97.4, a zatenm saukang

powierzchnig S
S'= 297}12?9722 =457 . 7

§ 69. DRUGIE TWIERDZENIE GGLDINA. Niech bedzie
dana o ¥ i jakakolwiek figura plaska, o polu

Z , leigoa w jednej plaszcsyinie z tg 081ig.
Znajdimy moment statycany figury /# wsgledem
osi Y . ¥ tym celu podsielmy te figurg na nie-
skodozenie male elementy, z ktérych typows ma po-
le =dF i Jeat odlegle od o0si ¥ Z ., Momemt
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statyozny elementn AP wzgledem osi ¥  jest

19 < réwny 7. x , a moment

| 4 statyczny catej figury

] o ? wzgledenm tejse osi jest
] JdF .

R el Preypusémy, 2e odleg-

! 1086 drodka cigzkodei .5

| A pola od osi ¥ wynosi =z, ,

to oozywidcie J/Q¥?7~2 = =

Wyobrafmy sobie, 2e figura 7~ obrécila sigq
dokola osi ¥ o nieskofozenie maly kat a o*
Przy tym obrocie element dF zatooczyl bryile,
ktdrg mozna uwazaé za elementarny cylinder o pod-
stawie &F i wysokofei . &(7* . Zatem objqtosé
utworzonego oylindra jest A x. A7* , a obje-
todé bryly zatoczone] przez oala,figurq /" wynosi
~/Q¥77;r¢%@} 6525/&@7 x - dF jest sta-
e/, Ale pqniewaz‘J/Q¥77a: 2?.2; A wigo objetodé
ta = Az, oA . Praypudémy, ze figura /’ ob-
rGoila sig o skofazony kgt v . to bedziemy mog-

1i napisad:

/frd;/ -Fax Tkt

Wzér /1/ wyraza twierdsemie o ktére chodzilo,
Hpina jo wyslowlé tek: OBJ;TQIG BRILY, KTOR) Wi-
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TRORZYLIO POLE F  JEST RGWNI; ILOCZINCAI Z POLA

PRZEZ D£Uc04E DROGI , KT0R4 OBIEGL 3RODEK CIEZKOSCI
§ 70. PRZYKZADY. 1/ XNiech hedz:.e prosty, kolowy

stozek majacy promies podstawy =7 i wysokodé

=/ . Wyenaczyé objetosdd tego stozka,

Hoézem} uwvazaé, 2e objetoddé stozkowa powstala
przez obrét tréjkata ~7COF5  dokola osi 70 , a
zatem ta obj'gtoéé Jest réwna ilooczyncwi 2. pola
| t?éjkat_a A0OB przez droge,
jakg obiegt jego Srodek
ciqtkodci. Pole & A OB
jest réwne "Téé ., ponie~
waz drodek cigzkodci S
jest odlegly od srodka
wysokodei <0 , o
C5=5BC  wigc promief kola, jakie obiegl on

przy obrocie jest r6wny —;— » & droga przezef

29/ 7 T
przebyta wynosi T : . Stad szukana objgtodé
7 7.
réwoa sig: 2;2 2;77'= FIHr24.

I/, Biech bedzie koo, o proiieniu 72 i o ¥
lezgca z tem kolem w jednej plasuczyinie. Przyﬁuéé-.
By, 26 odlaglo'éé grodka kola od osi ¥ jeé» r6wna_

a4 . Wyznaczyd objgtosé, utworz.ma, przez obrét ko-
1a dokala osi ¥ |, oszyli ob;et.mé pierédcienia. -
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Pole figury tworsgsej jest xéwse o//7°° , a droga,
xtéra obiegl érodek ciezkcdci wymosi 29/«
Stad ssukana cbjelodl réwna sig:

G172 297 « = 297 "a.r*

I1I1. Wyznaczyé, opierajac ig na plerrszem
twierdzeniu Qﬁidia& grodek cigikodeci pélokregu,
o promienin 77 i drodku &

Qosywidcie sgukauny Srodek ﬁiéiﬁoéci lsdy na osi
symetrii pélkola t.j. nm prosteja praeckodzgcs;
przes drodek O i prostepadlej do kragoowe] Sred-
nicy ~5 . Dajmy na tc; e odlegtodgd drodka
oiqizkodei -5 od Srodka (¢ jest réwna

Przypuddmy, £¢ pfikole obraca siq dokola fred-
aicy A5 , to powierzchaie 2 pfzsz nie sato-
czona jest réwaam ilocayunowi & diugodei linji two-
rzgee] (=97 7 )przes droge, kidry cdbyl drodek
cigzkodei (=2 /VVLQ) . & matem 25’:£;7Ef.2:5:2;.
Lecs jest to powisrzchaia kulig s zatem;

P= 49/ r* , wie 1 2N 2,=4971*
skad %, é%= )

IV, ¥yznaczyd, opierajge niq na drugim tvier-
dgeniu Guldina, drodek cigqikodocl p6ikels, o pro-
mieniu 70 { §rockun & ;

ﬂ.t_hl.-- o ap -

STATIKA, | hrkusz l4-%y.
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Oxnaozny.odlegloéé grodka oigzkosdci .5° od
punktu O przes x, i preypudémy, 2s pdtkole
obraca sig okota 75 . ¥ takim rasie objqtofé
powstalej bryly wynosi \/_‘nga QJVUC . bLeos
_1est to kula, a gatem V = 97— - wigq

._//2"

297 x,= 59/ 77 wtad o:—?—-.

§ 71, UWAGT §AD 0GOLNOSCILY TEIERDZER GULDINA..

Jedli Pigura tworzgca przscinz of obrota, %o

twierdzenia Quidina sg niewaiZne, Isfotnie: pray-
puéémya ze punkty tej krasywej 7/, 1 /£ leig po
sgranadh odwrotnych osi obroﬁg, w tekim razie
édciete ich =z,, X, m#ja znakikodwrotns,,a zatenm
odpowiednie elementy powierzchni lub objétoéci,
jako sawierajace caynnik aiafwﬂ tgda mialy
takze znakl odwroins, Galka daje sumé takich ele-
‘mentdw wziétych 2 wia$ciwymi zunakemi, a wiec,
jezelx 0§ przecina figurg, to twisrdsenia Guldi -
ne dajg réznice powierzchani lubd objgtodol, kté-~
re zataczajg dwie cz@éci figury, polozone po odé
wrotnych stromach osi obrotu.

Twisrdzenia Gnldina dajg sig ungé’nzc w innym
kierunku,

Dajmy na to, ie figura 7  poruszes sig w

przéstrzsni tak, zs iej Srodek clgikodci S opi-
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Buje pewng linj§ krzywg . .-Erzypué&my, ie ta
figura 7’ pogzostaje wciaé normalng do < Dowie-
dziemy, Ze pray tym ruchu powstanie bryta, ktére;
objétoéé jest réwna polu figury /7 pomnozonem
przez droge drodka cigikodci.

Jeet to p;awie oczymiste., Gdy bowiem figura
porusza slg w opisany sposéb, to moZemy uwazaé, ze
obrace sig ona dokola osi chwllowyoh poloéonych
W Je] plaszozysnie. Przypuéémy, 26 w pierwsgej chwi-
1li figura # obrdeila sig dokola osi chwilowej o
kat o/ , W nastepnej ohwili o /7, , dalej o

Av, 1 t.d., to oczywigoie katdego obrotu chwi-
'lowego dotyocay twierdzenie Quldina, a wige dotyosy
tez ono ruchu catkowitego oﬁb d.d.

5 72, ZWACZENIE MBCHANIGZNE SRODKA MASY. Nieoh
bed51e prostokatny uk2ad wspélrzednyoh Dajmy na

to, 2e mamy jakleé cialo sztywne, dc ktérogo nalezg
punkty 7, (%,,Y,,2,), A, My 3
(X, %.,2,) .
: Przypuéémy, Ze na te punkty dzialajgq sily réwno-
legle; w punkoie /7, - asila % ,aw 4, - 2
dypadkowa tyoh si? réwna siq ich sumie i jest
do nich réwnoleg?a. Chodzi o wyznaczenis punktu

przylozenia tej wypadkowe]. Dajmy na te, ze wypad-



kowa 8it /, 1 /] leiy w punmkciae L Yi> 51/

z - to ocazywidcie
Ay Cy Lz
Vi A, L
o lub ' |
. O
0 xz . % z Pz
Stgd
// ) ) = 4
(BB B XA 4.0
4 RyS. 70.

Dale] ‘wyznaczmy wy-
padkowg sit (A -7 ) 1 /A . Pajmy na to, ze
iest ona preylozona w punkcie CZ@i,;Z,E). Otray~
many analogicznie do /1/:

(B+B+R)E =(B+B)f+5 %,

alho
(B+B+R)§ = BX B X B

Jogéls

(‘{? ""'L‘"'; 4/33 + . )j :/-3 2y ,-j:Z) = -/—[3;{' ¢ el
gdaie £ oznacsa odoigta punkiu CZ%J;g )
AP STy - 577 e
albo inaczej 527 =2/ x , skad ¢~ ):px

Tak Samo;

SN L G
7T 2P A AR

Welezy swréeid uwagg na te ckolicznodé, ze
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jek wynika z otrazymanyoh wzordw, wspélrzgdne punk-
tu & przyloisnia wypadkowej si ~ .5 7
nie maleig wcels od kierunku tych skZadowyoh. -
Preypudémy, 2e wezystkie skladowe obracajs sig do-

ool o

kota punkin ' , pesostajao riwnoleglemi. W takin
razie ish wrpadkowa teé bgdzie sig obracala dokola
tegus punkru Ten punkt ( nazywajg SBQDKZEE
UKLADU SX% ROWNOLEGRICH.

Higoh hedsis w urnestrseni jakied olialo autya-
ne. Podeieluny je na bardes drobne elemsaty, 2z kid-
rych jsden piech ma masg v, , dxugl 7, ... ...

Jedli cinlo znajduje sie w gnacsnej odleglodeil
od ércdka ziemi w stosunku do Jege rosmiardw, to
modns uwazed, fe olgisry elementéw tego ciala sg
proporcjonslns do mas. Tak wigo cigiar plerwssegc
, druglago (7/,//,72&, e a ke

alemsntu jesl réwny o 77,
gdzie ¢/ oznacza wg;éleaynnik proporxe jonalnogdel,
Linje dsialaxis tyoh sil aschodzg sig w &rodky
& ﬁién prey naszenm salozeniu co do odieglod-
ci nlals od tego Srodka, woZemy przyjaé, ie w pray -
klizsoiun linje te sg réwmolegle, a zatem stosujse
eyze) wyprowadscne wsory saajdaiemy, e wspdlrszgdue
punktu preylotenia wypadkbwej czyli USpdlriedne
$rodka 8il réwnoleglych sa:

i S o el LR L g b T



LT RIP T 2 g = Y o 2
4iéy77z PEER L s R N e

Ale tak samo, jak wiadomo, wyraisjg sié wepél ~
rzedno §rodka masy ciala. A zatem SRODEK SIL CI4-
ZENIA DZIALnJAGIGB NA RQVNE ELEMENTY CIARLA ZNAJDU-

Jy SIE W SBDDKU MASX i mozemy powxedzleé, zZe 811&
x/

Nalieiy przytem poczynid nastepujgce uwagi;

cigzenia jeat prazylozona w Srodku masy

1-0, 0 wypadkowej ail réwnoleglych moZe byé
mowa tylko w tym ra21e, gdy dzialajg one na cialo
satywne. A wigqc srodek cigzkodci w Scistym znacze-
niu tego éyrazn posiadajg tylko ciala sztywne, pod-
ozag gdy §rodek masy istnieje w kaidym ciels iw
katédym ukladzie cial,

2-0, Punkt prazylosenia sily cigzkodei w ciele
sstywnem tylko wtedy lezy w Srodku masy, gdy roz-
miary ciala sg drobne w stosunku do odlegtodei od
§rodka ziemi, Jeseli warunek ten nie jest spelnio-
ny, to linja dzlalania wypadkowe; sily cigikosci
moie nie przechodzidé przez Srodek masy, a gatem
ten punkt nie moie byé wéwozas uwazany za punkt
przytozenia tej sily.

Wladnie grodek masy w gsnaczeniu punktiu
1 ilgzeniu sily cigzenia nazywa siq érodk1em
cigzkodoi,

-»-».A.l-J'--'i-i'-.u " s 1] Ty e
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