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R O 2 D Z I A l TU. 

_48. MOMENT STATYCZNI PUMTTJ MATEaTAŁITOC. 

Niech będzie w p r z e s t r z e n i jakaś płs szczysna, 
którą oznaczymy przez F oraz pewne ciało, tak 
drobne( aby położenie jego w p r z e s t r z e n i dało się 
określić za psuecą trzech współrzędnych, tak jak 
położenie punktu ge ome^ry c za ego. Ciało,tak z d e f i ­
niowane ńaiiftad bodziemy PBIWftlk* 1ŁATERJALBTM. -
Prsyuuśćriy, żs dany punkt materjalny ma masę tri 
i , że j e s t odległa od płasaozyzny i 5 7 o cdległość 
równą Z 

Ut^órmj i l o c z y n i#2.2: I l o c z y n t a k i nazywać-
będziemy KGMMIrlH PXERW33E'30 STOPUIA PUKKTU ^ 
WZGLpM FŁASZOSmi Z77 , albo teł ozęśoioj bę­
dziemy używali &.1a baiifiożeiiia J.ogo aaawj t a k i e j ; 
MOMSKT STAr/c^n FOTOT ^ *£?t»JŚ PUSZCZYKI 
T7' . Ponieważ o d i eg} iić być dodatnia, 
rónna zeru i u jt-am, i i to i. afmta* statyczny :j*oż« 
być dodatni, rómy leżu tub u''«*n; 



49. PRZSCipffA 0-PŁ2CŁ0ŚC gHBFY PuFKTÓff MA -
g^jjglĆg ••!> PŁftSZC.,;.r'<-..wY. Klech będzie pewna 
1 i. ca ba punk i (5s aate t£ych i pewna płaszczyzna 
F . Oznaczymy mas) tych punktów przez TTZX , 
nz ,'//<:.,, ... a Legło^ó i c h od płaszczyzny F 

odpowiedz : praei ;r/r ; z : J , Utwórzmy momenty 
statyczne tych wszystkich punktów względem płasz­
czyzny F i weźmy sumę tych momentów, to otr a y -
manjr z>x * ni* Zz + tns z3 - lub krócej : 

F vri z . 

Suma ta nazywa się momentem statyczny* grupy 
punktów w agi 3 de a płaszczyzny F . Niektóre wyra­
zy t e j auay mogą być dodatnie, inne ujemne, a 
więc i suma może byc* albo dodatnia, albo ujemna, 
albo wreszcie równa zeru. 

Oznaczmy sumę mas wszystkich punktów c z y l i Zm 

praca FI i dobierzmy tak odległość Z0 , aby za 
chodziła równość: 

0Ze = F Tri Z . . . . , . . . fij 
H t&kirc r a s i e Z0 nasywarny średnią odległoś­

cią grapy pusktów od płaszczyzny F . Z /!/ wyni 
ka, tę i 



• Sfa{:9k£SB} - yggpgŁOŻÓ Ciała OB PŁASZCZ7ZNI 

Sieoh bę&aia terma pifcasEcaysna i jakieś 
oiała; Po&sielmy to cl*łe aa bardzo drobne CZQŹ-
ait las <? • . fcfsi&a a niob mogła być uwaaa-
na aa">aakt aaterjaliry. Oanaozmy masy tych punk 4-
$a« p r s e i Ifn^ ... a odległość ioh od płasaoays-
ny F przez Zj/Zz:) Mażemy więo dane o i a ­
ło uw&ż&ć za grupę punktów sa&ierj alnych i wyana-
ożywszy moment statyczny olała wagledem płasaosya-
ny ^ o s y l i /L. m z. aaajdzieay f ze średnia odleg­
łość ciała od pł&sao&ysny F j e s t rdwata 

Z,, - g d a i e / V oznsoaii masę -ciała. 
J S J S S J f t S ^ Sieob będzie prostokątny układ 

współrzędnych a osiami bf, Z, i pooaątkiem O 

i niech będzie jakakolwiek grapa punktów l a a t e r j a l -
nyoh lab jakieś ciało aefcerjalne, które modemy 
uważać aa yV.:l.v.' punktó* maierjainyoh. Osaaosmy 
prsez 5W typc; ";;:ę, a wspótraę&ae j e j wagle­
dem daaag* wkładu prsei Jfc, y i Ź . ffiadaaa; 
że a&se&i statyczny całego oiała względem płasn-
cayaay y Oz je st 2 ^ Z-jK , zaś jeśli. jt„ oana-
o«a praaoieiadi t^dgfe*Ś$ o-iała od t a j płaszczyzny 
C& Ą , gdaia /V oaaaaaa masę ciała. 



same Kii&i i o ay t że przeciętne odległości 
oiała od płaszczyzn xOZ i vcuy są: 

Z0~—yy> • He#e«y wyaaaoayd t a k i p'cnkt, któ­
rego tfajółrzę^n* są rosa* ^ , ^ , 2 ^ Dajmy aa to, 
że punkt S j e s t tym pu&kfcam. Bę&siemy go nasu­
wal i środkiem rasay oiał&, albo środkiem ciężkości 
ciała, chociaż ©drazu musimy Zwrócić uwagę na to, 
że ta o s t a t n i a nazwa ni© j e s t całkowicie właści­
wa, bo "środek masy" i ^środek aiężkońoi" nie są 
to dwa pojęcia identyczne. 

•51 . PRZECIĘTNA 0DLB0Ł0ŚĆ C I A Ł A OD J A K I E J K O L ­

W I E K F Ł A 3 Z C 3 X Z B I . Dowiedziemy, że ODLEGŁOŚĆ ŚROD­
KA C I Ę Ż K O Ś C I OD JAKIEJKOLWIEK PŁASZCZYZNY J E S T 

R Ó m PRZBGlftMłtf ODLEGŁOŚCI CIAŁA OD T U PŁASZ­
CZ TZII. 

Biech będzie ja&as' płaszczyzna F' , mająca 
równania: 

f cosd +7?cos/3 + ŻCOST - $~ O J C J ~s u 
Odległość typowego elementu m Z ) ciała 

od płaszczyzny F j e s t równa 
d JC C6S0C +. y'COSfi * z COST - S. 

Pomnóżmy obydwie strony tej równości pr& ©a m , 
to © i rs ymassy 7TIcl- ?m(x coscC tycOS/3 + ?:cos^T~$) 

a moment pałe.g| ciał* względem F ; 



IPm d - T, tri ( xcoscC+ y cos/3 +zcos(f-d) 

Inaczej 

£ r?i d - cos k £ m x * cos/3 Frny * Ćos*T£m z - SZ m 
A l e 

£nix - ,Vx0 \ Zmy F7 y0 ; ̂ m z ^ / z ^ 2 m =/V 
gdzie oznacza masę całego ciała, a J C 0 t y o t z c 

ŵsjbdłrzędno środka ciężkości, 
Więc \ 

Z 7TL d = /y/DC0 COSCTC ya COSJ3 +/¥zo CCSf-/'/£ 
albo 

Z?n.d = /^fa co Soi * ya cosjs * z 0 cosf - o) 
i że 

jr„ co set + y0 COSJ3 + z c co sp-S = da 

gdzie d0 oznacza odległość środka ciężkości c i a ­
ła od płaszczyzny F , więc Zrnd ~ FI ol0 

3 ^ 7 _ Z 771 d 

Z tega wynika, że: POŁOŻENIE PUNKTU S W CIFL8 
NIE ZALEŻY OD U1ŁADU WSPÓŁRZĘDNYCH, A ^ICG I OD 
POŁOŻENIA CIAŁA W PRZESTRZENI. 

• 

52. TiUBRDZBNIA POMOCNICZE: 1/ Niech będzie 
k i l k a ciał; pierwsse a nich osn&czymy przez / , 
masę jeg® prsem FIt , a środek ciężkości prsez St , 

<Łla drugiego użyjemy odpowiednie symboli l/,FI27S2 
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i t.d f B i ech jeesase zl,Zj*,.... i t.d, oznaoaają 
przeciętne odległości ciał 1, IX i t.d. od danej 
płaszczyzny F . Rozkładamy każda z ciał na drob­
ne elementy, z których typowym niech będzie ??z , 
sas* odległogg jego od płaszczyzny F. }* z • . Bsu-
mujemy ilooayny ?nz d l a każdego oiała o d d z i e l ­
n i e , a następnie weźmiemy aumę tych wsayetkioh 
sum. Otraymaay F,mz +FŁ -mź*. . s . . 

Sama t a wyraża moment statyoany okładu olał 
lem płasacgyzny F . Ponieważ; 

Etmz ±"Mtzi i £-mz =/'/-Z" 

więo moment statyczny układu ciał względem F 
j e s t równy ćt-gZ^ +jrtzz''-+.. , i prsaoittma odleg­
łość" układu od płaszczyzny F ttynSsll 

Wyobraźmy sobie, że masa Oiała I~$o, skoncen­
trowała się w punkcie ^ # saca IX~$3 w ^ 
i t.d. 

Otrzymamy więc zamiast układa ciał $r«pę punk­
tów materjalnych o aasach Mz,S4Z, i arsecięt 
aa odległośó t e j grupy ed płaszczyzny F jeai. 

8TATIia. Arkasa 12-ty. 
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Z tego widać* że gdy cbodsi o irysna03se.nle 
środka ciężkości pewnego okładu oiał, to moźemj 

uważać, że m&sa kas&ago a ciał jeat skoncentro­
wana w jego środku ciężkości. 

Twierdźcie to bywa nieras użjteozne i prgy 
wyanaoaańiu arodk& oiosko.śoi ciała pojedygosagp, 
ad&rsta się bowiemt że dane są środki oiaikośoi 
pawnych osaćoi jego. *T tym r&zie uważamy każdą 
| oaęśoł Ra punkt materjalny o masie równoj ma­
s i e ornej oseśoi i wyznaeaamy środek oiadkoaoi 
t a k i e j gr^py jc?i.nktów. 

15/. B i eon będzie jakakolwiek pł&ssaayaaa i 0 

* pewna grupa punktów r?atgrjalnyca w n i e j leżą­
cych, iammaamy tę płaaacayanę prsea F , a masy 
tych punktów prsea mz,.. . Ilement statyczny 
k£sde#o z ty ob. punkt, de wagi ę dam płmaaozyasy F 

j e s t oamy^idoif Lorom, «* satom i mement st a i y o a 
by ftWłsj grupy joat aarom. 2 tago wynika, że 
środek oiężkoaci t a j grapy lez y 1 płaasoayanie 

I I I / . pfamfc fcfdsjyi pama*.lioamm punktd# ma-
terjalnyoh, po^ieajjrch as prostej -x: - Osnfcosmy 

http://irysna03se.nl
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te punkty przez m
i9
 m

29
.. Środek ciężkości t e j 

grupy punktów leży w każdej płaszczyźnie, prze­
chodzącej prsea prostą x , a wito loży na pros­
t e j x . 

IT/. Sieoh będą dwa punkty aaterjalne mt i mz 

Ha aasadaie popraedaająoego twierdaenia drodek 
ciężkości S tyoh dwóoh punktów leży aa p r o s t e j , 
łąosąoej j e . Chodzi t y l k o o wyznaceenie, w którym 
punkoie ? 

Oaaaoamy nieananą edległedd S praes x± 

zad S'Ttż
A
 .przea oc

z
 . Poprowadźmy przea S płaaz-

oayaaf F , prostopadłą do pros t e j m^m^ Ponie­
waż t a płaszozyzna przechodzi prasa drodek cięż­
kości grupy punktów, ^ięo aoaoat statyoaay t e j 
grupy wsgledea F j e s t serem. 

Bodzie więo 7?^x
£
 ^?n

z
x
2
^ O z osogo wynika, 

że & leży poaięday m
x
 i ? r i

z
 i -gr = nz

t 

C a y l i , ae ŚRODEK CIJ2K9Ś0I P9HKTÓI ^ i W* 
DZIBLI ©BGIHJSK m

t
m$BfHĘTRZHIE HA CZ*Śai 0D1R0T-

BIS PH0P0R0J0HALHJ BO MAS TICH PoJITwI. Jeśli w 
przypadku saosegdlnya, maty mt i są równe, 
to środek ciężkości d a i e l i edoinek m t a a dwie 
równe osedci. 

f / . l i e o a bedaie jakieś oiało, składając© się 
a dwóch osesci symetryoaayoh aeohanioanie a/ 
%/ 3y»e»rja mechaniczna oiała polega na tem, de 
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waględea płaszczyzny T77 . firedak oiężkości każ­
dej pary elementów symetrycznych leży w płassczyś 
nia B , a więo i drodak eiężkośoi całego c i a ­
ła lady w taj płaszczyźnie. Tak aaao j e d l i oiało 
aa ad ayaetrji, ta środek ciężkości olała leży 
aa tej eei, a jeżeli ciała poaiada środek eyme-
t r j i , to środek ten jeat środkiem ciężkości. 

Pray pomocy tyoh twierdzeń dają eię wyanaoayd 
środki ciężkości wielu ciał. fiao np. dredek cięż 
kedoi pręta jednorodnego, lasy w środka tego prę­
ta. Środek eięakeśol k a l i jednorodnej lody w 
środka k a l i , środek oiędkeśoi kołowego oylindra 
jednorodnego loży w środku aa i oylindra i t.d. 

63. j j j j j g glfŻKOŚCI TRÓJK4TA. I wiersohełka 
trśjkąta BBC są umieszczone trzy masy, a któ-
ryoh każda jest równa 

' B 
7?Z 

C 

KO/s. 63 

Chodzi o wyznaczenie 
środka ciężkości 
grupy, ałożonej z 
tyoh traeoh punk­
tów. 

Środek ciężkości 
dwśoh a tyoh trzech 
•aa np. tyoh, które 

elementy syaetryozne posiadają aasy równo. Ciało 
eyaetryeaae geometrycznie względom pewnej płasz-
osyany może nie hyó symetryczna mechanicznie. 
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leżą «r/7 i r leży w środku JD soku MC . 

Możoay uważać» do masy tyoh dwóch punktów aą 
akonoentrowana w tyss punkcie B , o s y l i , da w 
punkoio .1) znajduje a l f maaa 2m. Połączmy 
punkty B i B , to oczywiście na prostej SB 

/ o a y l i na środkowej feeku BC / lasy środek 
oiężkości punktów BĄB i C . f a n san środek 
loży również na każdej innej środkowej trójką* 
ta BBC, \ 

Ponieważ w punkcie M jaat akonoentrowana 
masa 29-71 , a masa w punkcie B? jost , 
więo środek ciężkości ^ punktdw B i Z) 

loży w takiej odległości od B i B , do 

Innemi siowy, ŚROBSK 3IjiX0$CI danej grapy 
punktów LEŻY HA JSDBKJ U ŚRODKOsTOH TRÓJK4TA 

0 ODLEGŁOŚCI 2/3 TEJ ŚRODKOfSJ 00 O0POIIJSDBIJOO 
IIBHSGHOIIKA. Po aa roawiąsaniom naszego właśoi-
wego zadania, t . j . snalesienia środka eiężkośoi 
danej grupy punktów, otrzymaliśmy jaaaoae dowdd 
następującego twierdzenia geometryosnofo; 
wszystkie środkowe trójkąta praecinają aię w 
jędrnym punkcie. 

j j L Ś H O D B I CIĘŻKOŚCI JIDK0RQDa3(K> POŁA 
T R Ó J K Ą T S B B C , fodaiolmy daaa pola na pas-
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ki eleneatarae prostami równcległemi do boku BC 

/V , który jest oosywiśoie środkiem odcinka 
l i d z i a y , ie środki wszystkich odcinków, równo-

ległych do BC lezą na BB . 

Moteay uczynić każdy pasek dowolnie wąskim, 
a saten środek ciężkości każdego s nich lezy w 
środku geometryosnya /podobnie, jak środek cięż­
kości cienkiego pręta/, o t y l i na prostej BB 

1 tego wynika, śe środek oitskeśoi całego trójkąta 
losy na środkowej BB . Dowiedziemy tak sano, te 
środek ciężkości trójkąta lezy na każdej s dwóch 
pozostałych środkowych t . j . lesy w tea samem miej-
sou, oo środek oieskeśoi trseoh jednakowyoh mas, 
aaiessosoaych w wierzchołkach. 

53. ŚROPgK OlfJKOŚOI POU TRAP520. I i ech et-
dsie trspes PBCB , Podzielimy 'go na wązkie 
paski prosteai, równoległeai śe podstaw dowiedzie -

i połączmy środek 
tego boku B z 

wierzchołkiea B . 
Prosta PB przetnie 
prostą PO- , jedną 
z owych równoległych 
do BC , w punkcie 
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\/v 

mj s łatwością, i e środek oi$śko£oi fcrapesa leży 
na p r o s t e j , łącsąeej 
sroć&i podstaw. Qa&a~ 
osy^y te środki praes 
B? i N . F*dsielny 
dal«tj trap es BBCB 
aa dwa. trójkąty: 
i BCB prsekątnlą. 
BB i Pray?si»5my, 

K ' 

:t&c& St i Ą ieią środki oi$ekeeoi tyoa 
trójkątne. Gogywifoie, że środek oi$skos<si # t r a ~ 
pesu l e i y a& prostej *3r &z , a as leży aa jedćo» 
-oaeśnie aa środkowej ' wi§c leay a i n w S i t pr«»-
o i ^ o l a a i$ Ą ^ i fv7B , Pn&kt tea soiaa wy-
saaofiye' prsy peaeoy k o n s t r u k c j i naatejpająaaj. 

Osaaoaay wysokosó praes h t podstawę dolną 
prses , górną pz&ss ^ i prsypuśday» se śro­
dek oięikeśoi ^ j e s t ©dłegly od podstawy £oiftej 
o ^ ( a od górnej © ^ . Peprowadsay praea- pro­
stą BB płascasyafta. prostopadłą do płassosy sny 
trapesu i wysaaoeay soaeat statyczny t e j f l a o s o i y s -
ny wsględetsi prostej BB . BiadeNio, i© p o l * trapeaa 
j e s t równe 7 ^ * Jl . Jeśli prsos .j*f.. ©anfecftywy 

% 1 «* pola trapesu, to / w 
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całego trapezu, a % njVX£ - j set aoaeri-
t.em statyosaym 
trapesu wzglę­
dem BB . J e s t 
rseosą oosywis-
tą, se położę-
nie środka 
oiężkośoi nie 
może byó s a l e d -

RB5- 6 6 • ne od fi \ a 
satea boa s t r a t y na ogólności zadania możemy aa-
łożyć* MBi, t o a y l i , że moment statycaay t r a ­
pesa waględem BB j e s t równy: 

;i /Z? 
i * 

2 ! 
4 / 1 

i 
xt i \ i , 

5 M w* \.Sfe/ 

Sama momentów statyoanyoh trójkątów B/BBJ i 
BCB waględem BB j e s t równa: 

2 3 ^ Z 3 

A że oosywiśoie /!/ =72/, więo 

3 3 + Z 

3(U* 
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Biorąc moseent statyczny trapezu względem BC 
otrzymamy analogicznie; 

3{aź +az)xz ~(2aź +czz)Jz faj 

Daieląo /3/ przez /4/ będziemy m i e l i ; 

x
z
 ~ ax + fsj 

Oczywiście, ze stosunek ten wyznaosa całkowicie 
położenie punktu S na środkowej MN , gdys 

s/v ~ ocz 

lykreślimy równanie /§/. Odmierzymy na pros t e j 

.a 

BC od punktu I? odcinek BP = cXt, sad na p r o s t e j 
BB ed punktu B - odcinek B6L - ći^ i połąosmy 
pwj&kty JP i Q t to w przecięciu ze Środkową BIB 
otrzymamy szukany środek o i s s & s s c i B trapezu /73&0. 



3«J 

* B 
I s t o t n i e 3 s trójkąt ów podobnych BIS & i JYDP Ms _ Ma a, 9MJI ~£yy =f 77^5 , & 8 8 B26Ł - ~z 

MS 

SB 
Ct-2 

a. 

+ a, 
2, 

56. ŚR03IK C l j k o f e l BAS, BMIS3ZCS0SICH f 
WIERZCHOŁKACH OZfOROŚGIABU. Dajmy na to, ae w 
wieraohołkaoh casorośoiałłtt BBCB saajdują się 
ostery punkty, każdy • iK&aia 1TI . Ghodsi e wj-
saac&enie środka oięakości ,i t e j grupy punktów. 

fyanacsyny najpierw 
śrsdsk ciętkaśoi punk­
tów, unieasosonyeh w 
wierzchołkach BBC . 
P i ' ' . ' . ! • ; t-. p?.akt 
T ist tym środkiem 
ciężkości. Możemy uwa 

aad, aa w punkcie T j e s t skoncentrowana -sasa. 
- 3 ?71. i zadanie nas«e gprea&dsa. się do snalesie-

s i a środka oiędkeśoi dwdoh nas: jednej, znajdują-
oej się a. T{3-rri) i drugiej w paakoie B/frtj . 

Szukany średek aięsk^ści losy oo*yftiacie na pres-
t a j BB w takioh ©dległeściach ad T i D t 

do BS - 3/źBT . Tak same moglibyśmy dowieść 
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że szukany środek ciężkości lo s y aa prostych, • 
łączących tre y pesesta!® wierzchołki csworośoia-
na fis środkami ciężkości śoian prasaiwlogłyoh, 
a z togo wynika toierdsoaie geometryczna! t a k i e : 
proste, łączące wierzchołki czworościan* a$ śred-
kani oiężkośoi ściaa prseoiwlsgiych prseciaają 
s i o w jednym punkcie. 

Możemy jaszcze inaczej rozwiązać nasse zada­
n i e : s&aj&śsy drsdik oiężkośoi ^aa, amieescs^nych 
w wierzchołkach B i D . irodek ten lady, §csy~ 
wiście, w średku krawędzi BB w punkcie B . 
¥ak same w punkcie O- , będąaya środkiaa krawę­
d z i BC , leży środek ciężkości aaa, . ot seaś-
ay w punktach B i C , Heaeay aięc uważać, £e 
w punktach B i C są zgrupowane masy, fe których 
każdfc j e s t rdw&a Z ITI i oasywidcte środsk oięż­
kośoi czworościanu leży w środku edciaka, łączące 
go paakty B i & . 

B e s a l i by śay & o tego s aae go d i * da a e i e $T? 3. da i , 
gdybyśmy p r s o p r a a a d i i l i p*pr««df»ie rosurowanie 
nad p a r a l i krawadsŁ i i ? * ? Ub&&% / 7 C » 
a e tego wynika twierdzenie gaaaotryea-s.*: tray 
proste, łąoaąoa kredki praeciwległyoh kras?$dzi 
oaworedoiana prs<»cinają się w jedaya punkcie. 
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57. ŚRODSK CIĘŻKOŚCI OBJĘTOŚCI CZfQRQŚCIA-
I g P/B CD. 

Dsiellmy osworośoian na warstwy elementarne 
plassosyzaami równoległeni do jednej se śoiaa. 
B i ech jedną s tyoh płassosysn będzie ex q C i 
niech B będzie środki en krawędzi BC . Pre-
s t a BB d z i e l i na poł wssystkie o d c i n k i t a k i e , 
jak be , równoległo do BC , a prdoa tego w i ­
dać, se proste BB i ae są równoległe. Qdy 
odmierzymy BP= PB t to P będzie środ­
kiem oięzko&ci pe&et&wy BBC . Pepro&adśay pro-

stą BB , p r s e t n i e aaa 
w punkcie f 

Z podobieństw* trójką­
tów wypadnie, ae 

a / - BB. , zatem 
"""" y—7 /—» 

/ i? 
a ośege 

Z 

snd$ wynika, ze j e s t 
środki** oi^zkości trój-

CćbC . Widzimy, se środfci oiezkości wszj -
s t k i c h warstw elemeatarayoh leią aa pr o s t e j BP ; 
& wiać aa tejże pr a s t e j l a s y środek ciężkości oa~ 
i ago oaworeśoiaau.. Średeś o i c & t s s e i oaworeścianu 
l a s y aa kaide j p r o s t e j , łącaąoe-J wtmrs^aałak 4* 
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środkiem ciężkości przeciwległej solany, e zatem 
leży w tym samym ptmkoie, oe środek ciężkości 
ostereom jednakowych nas, uniesscsenyoa. w e i e r s -
ohołkach. iiedeme e twierdzenie peprse>Qkająaego, 
że j e s t en odległy od wierzchołka B oswortśoia-
aa e edległeśd BB = j^BB. 

Poprowadźmy jeszcze a wierzchołka B preate* 
padła de przeciwległej ściany, a przez środek 
ciężkości £ płaszczyzną, równoległą do BBC . 
2 podobieństwa trójkątów wypadnie, że ta płasz­
czyzna praetnie ową prostopadłą w odległości 1/4 
j e j długości od podstawy, ożyli, że środek oiężke-
śoi j e s t odległy e 1/4 wysekeśoi czworościanu ed 
podstawy. 

56. ŚgOgjg CIĘŻKOŚCI PIRAMIDI SIBL0K4THBJ 
I STOŻU. 

Dowiedziemy, że środek ciężkości piramidy wio-, 
lekątnej leży na p r o s t e j , łączącej wiorso&ełek p i ­
ramidy ze środkiem eiężkeśoi podstawy w odległości 
1/4 wysokości piramidy ed podstawy. I s t o t n i e : 
postępując podobnie, jak w wypadku poprzedzającya, 
d s i e l i a y piramidę na warstwy elementami płase-
osysnami róaneległemi de podstawy. i s e y s t k i e t*> 
przecięcia są podobne do podstawy, a środek elęa-
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kcsści k&źdej warstwy lady na p r o s t e j , łąoaąoej 
wierscA- i de śi*adkifis ciężkości podstawy. Gesy-
widoie 3 drodek o i e i k e d o i piramida leży na t e j 
saaej p r £ 5 t $ j . ' . 

Reski ad asay asatępaio podstateą aa trójkąty. i,ą-
caąe wierscŁsr •&! ty ob. trójkątów a wiereoaotkioa 
p i -Taisi dy, s d i i $ lay p i ra&ide aa os* o redo i asy, po -
siadające KCpdlay £l©rsok©ł*Ł, Środki oifdkodoi 
wsayslkiaa oswerodoiaalow leśą * pSasso&ydftia, rd«-
»sl#&'£aj do podstawy i połesenej w ediofłedoi ł/4 
w#$.dX$$ j «7 sok oś© i ad podstawy, l a t a j samej wyse-
fc«&ri r £red*k oi$sk»d«i p i rami dy o. »,a\d. 

Jeżeli podetawa p i r m i d w jaet krsyweliajowa, to 
awaśaay ją aieloaek § nieakeacsenit krótkich 
bwkaoh. gyp&de. «if,c prawi/ił© a&sttpsjąoe: Aby wy*, 
saaosyd środek eię«k«?śel s t o i k a , łąosyay aiersoho-
łek V ad średkiea oiojikedoi Z 7 podstawy i od-
a i er samy na l / i 7 ©d wierschołka VS - 3/4 VP 

F l s M -r badał* dredkioa ol?&€&śoi etoika . 
I prsypadka ssosegdlays, gdy daay aisśok j e s t 

praatywj kełowys jago śre&efc aitt.Ocedoi leży aa o s i , 
w. 9&laf2$&ę& 3/4 wy&eżj edoi ad aiarsafeałka. Bowiedsi© 
«y joaaeaa i s taiardąenio bespodredaia. 

l i e c h będais stadek prosty, kałfcwy, mający wyso-
i«dd //^ * i kąt aioracrkełkewj - 2&C . 
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Frsez wieraeaełak /7 

pap£'seadśay płasso&ySD.e 
Z 7 równoległą do podsta­
wy i wysnaosaiy moment s t a -
tyejany stożka wsględwa t e j 
«)>s.esasysay. Pedsielmy 
w lyn o s i a stożek aa 
Riesko^sasnia c i s a k i o »ar• 
•Jw* płassesycMusi, rdenc-
ie^eml do podstawy.Siech 
F i F" będą dwiema ta»-

kieai sąsiednieai płe#a*s^aąaai. Wytną eae se stoż­
ka warstwę o graceśoi ćlX . Objętcdd t e j warstwy^ 
mogącej byd aważaaą za cylinder o wysokości CłJC. 

oanaosa promień" koła i es" 7/ rz i. ń 2 '* 

preekreja. Jożeli sałeżyay, że gęstedĆ %asy stożka 
je s t pf^ź , te masa warstwy fcędaia równa ta k ­
że rz &icc % a aomeiit statyosay warstwy asglę-
d©» płasaoeySsy F eędaie 5%T*&cQC\ X . $t.aftcs*-
ay pr«c& GC/V< i e a elesjestajcay asoment statyosay\* 
Ponieważ r~ sc.£$#C , więo aeseay ted aapi»*d,. &* 

Stąd *oa©»t statyoany oe/i^a &to&ke-
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Masa- oałeg* e t e t o je»t rówaa objęt®£cif po 
aaososej prses gęstość. 

= 1 =r ,/ . 
Stąd odległość środka oię&kedoi s t o i k a od pł? 
oBysay j t a t równa jr„ - -7^- - y//h . 

fctrayiialiśay wi$e r o s u l t a t sged ras** 

89, S B C P M cifkożci poiigazcHgz sfoteowgF. 
Kiecn będsie snown prosty s t o i s k kołowy o wyso­
kości PO - h Q premieaiw podstawy =2* i tao-
raąeej 7 ^ . Zaajdsiesy najpierw śrądak eięifcot-
o l pesiei*ofc»i beosaej t*ge stożka, 

środak |as będsie 
iessfcł i a o s i ftynetr}'] 
l a b na /7ć? s t o i -
J$fkę ty«e!^ wiec }t«g* 
m* t y l k o w|«»ao«yd 
^ o l c i e a i ^ t©$© środ­
ka. 3& s a l . 

obwód 
pad&ta*y &t*stka «*a 
n i csk a ani 6 aa 19 
e> 1 ÓSP en ty i p ngk ty 
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podziału połączmy z wierzchołkiem H , to otrzyma­
my nieskończenie wąskie trójkąty. Środek ciężkości 
każdego z tych trójkątów leży na tworzącej stożka 
w odległości 1/3 t e j tworzącej od podstawy stożka, 
a z tego wynika, że środki ciężkości wszystkich 
trójkątów będą leżały w jednej płaszczyźnie, równo­
ległej do podstawy. Płaszczyzna ta d z i e l i wysokość 
stożka w stosunku 1:2 i w punkcie p r z e b i c i a t e j 
płaszczyzny z wysokością będzie leżał środek cięż­
kości powierzchni bocznej stożka. Oznaczmy ten śro­
dek przez Si . Oozywiście 

Wyznaczmy teraz środek ciężkości całej powierzeń 
n i stożka. Wyznaczymy w tym c e l u moment statyczny 
t e j powierzchni względem płaszczyzny podstawy. 

Ponieważ masa powierzchni bocznej stożka fyw-źj 
wynosi Z/7-T.C0 , zaś przeciętnie odległość t e j po­
wierzchni od płaszczyzny podstawy j e s t ~- , więc 
moment statyczny całkowitej powierzchni stożka j e s t 

T"- cc h 
równy — j — /moment statyczny podstaw j e s t 
zerem/. Oznaczmy ten moment przez N .. Masa całko­
w i t e j powierzchni stożka j e s t równa 

STATIKA. Arkusz 13-ty. 
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a więo odległość środka ciężkości tej'powierzch­
ni od płaszczyzny podstawy j e s t 

B7 r.a.h a.h 
3.9T.ri{a +r) 3(a+r) 

\ ęp. ̂ RDDEK. CIjZKOŚtU ŁUKP ŁOŁA, Hieoh bę-
daie c i e n k i jednorodny pręt, mający postać łuku 
koła. Połączmy końce fi i B tego pręta ze 

środkiem O koła i os-
nao?my kąt BOB przez 
2<£ , a promień koła 
przez T . aby wyzna-
ozyć środek ciężkości 
łuku BB postąpmy tak; 

Połąosmy środek O koła ze środkiem C łuku BB \ 

Prosta OC Jworzy, oczywiście, z promieniami 
• OB i OB równe kąty , j e s t więo osią sy-
m e t r j i łuku BB i na n i e j leży środek oiężkośoi 
tego łuku. 

Poprowadźmy przez punkt O płaszczyznę F 

prostopadłą do OC i wyznaczmy moment statyczny 
łuku BB względom t e j płaszczyzny. 

% tym c e l u podzielmy łuk BB na nieskończenie 
małe elementy, z których typowym niech będzie łuk 
BB'. Oznaosmy kąty; POC przez , POP * 
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prze?, dł . Oozywiście długość elementu PP 
j e s t rcŁw . Jeżeli założymy, jak zwykłev .że 
ciężar jednostki długości łukuy#=/ , to T-d^ 
będzie wyrażało masę łuku i gdy tę masę pomnożymy 
przez odległość elementu od płaszczyzny P , 
c z y l i przez T.C05 2/ , to moment statyosny t e ­
go elementu będzie równy* 

ciN= r.dł.r. cosz^= rzcosł.dł 
moment zaś statyczny oałego łuku wynosi; 

TV = ry cos^dtJl=2rz

fs-ćnoC. 
-s~d. 

Hasa oałego łuku M=2r.ot , więc odległość 
środka ciężkości łuku od płaszczyzny F j e s t 

Al r:5cnc<-
równa Xo=~FF~ ~jc. . Przypuśćmy, że łuk j e s t 

,57 2r półkolem. W tym r a z i e o ( = x i JC0
 = • 

6 1 . ŚRODEK CIĘŻKOŚCI WICINKA KOŁOWEGO.Niech 
FCB będzie łukiem wycinka, a O środkiem. 
Fromien\ wyoinka oznaczymy przez T , a kąt FOB 
przez ZoC i prowadzimy dwusieczną OC kąta 
F/OB . 3>zielimy następnie wycinek na elementar-
ne trójkąty, o jednakowych polaoh, jednym z nich 
j e s t dajmy na to OPP' . Możemy skoncentrować 
masę tego trójkąta w jego środku oiężkośoi t . j . 

2 
w takim punkcie Sg f że OSź —-jfOP . Czyniąc 
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to samo w każdym t r # j ~ 
kącie, otrzymamy sz.emg 
cząsteczek o j ednako-

, wych masach rozłożonych 
ha łuku kołowym fJB . 
W granicy oząstki te 
utworzą jednorodny łuk 
koła, możemy więc wy­

znaczyć środek ciężkości wycinka przy pomocy wzo­
rów par.poprzedzającego. Odległość jego od Śród-

^ 2.7^ Si?2ct r> 

ka O będzie JT, = - ^ j - — ^ — gdyż | r j e s t 
promieniem łuku /7!S . 

ot 

Dla pola półkola otrzymamy JCff = J.'<̂r , bo 

z . 2 

§ 62. ŚRODEK CIjlŻKOŹCI ODCINKA. KOŁOWEGO. Wy­
znaczymy łatwo na zasadzie paragrafu poprzedzają­
cego, zwróciwszy uwagę na to , że odcinek otrzymu­
je się przez odrzucenie trójkąta od wycinka. 

f _ 6 3 1 ŚRODEK GlgŻKOŚCI RZUTU FIGUR! PŁASKIEJ. 
Niech będzie jakakolwiek f i g u r a płaska, mająca 
pole B i środek ciężkości S . Wyznaczymy 
rzut prostokątny t e j f i g u r y na jakąś płaszczyznę. 

- i — ? 

Pole rzutu oznaczmy przez B , a środek ciężko­
ści rzut u przoz B? . Dowiedziemy, że punkt & 9 
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jeat rzutem środka ciężkości S , c z y l i , że 
RZUT ŚHODU CIĘŻKOŚCI FIGURI PUSKIBJ JEST 
ŚRODKIEM (!I$ŻKo£ci RZUTU JEJ FIGURY. W tym c e l u 
obieramy najprzód układ współrzędnych tak, aby 
osie X, y leżały w płaszczyźnie rzutów. Oznacz­
my kąt między płaszczyznami F i F' przez flT . 
li takim r a z i e , jak wiadomo 

F^Fcosf . y/y 
Rozbijając pole F na bardzo drobne elemen­

t y , niech pole jednego z n i c h będzie równe f , 
a współrzędne X, y, Z . Pole rzutu tego elemen-
t u oznaczmy przez /' . |3półrzędne tego rzutu 
będą, oczywiście, X, O, zaś między ̂  i f 
będzie zachodziła zależnoóó taka: 

f-fcosf. . .... .(z) 
Oznaczmy* moment statyczny przez F względem 

płaszczyzny yOz . Będzie on oczywiście, rów­
ny £jf'x . Ponieważ pole rzutu f i g u r y F j e s t 

/ równe F' , a gęstośó powierzchniowa j e s t równa 
TT7 ' 

1, więc masa tego p o l a j e s t również r , zaś 
S/x 

xj = — j e s t odległością środka ciężkości 
fi g u r y F' od płaszczyzny O Z . Ponieważ i n a -

, Efcost' , Zfx 
ozej JCC - JF.cos^- v i ą o = ~F 
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<7A. 

i l e tema samemu j e s t równa współrzędna SCa 

punktu S . Tak samo dowiedlibyśmy, że współ­
rzędne y0 i yj punktów S i S9 aą równe. 
Inaemi słowy punkt S j e s t rzutem punktu S . 

,j_64L ŚRODEK OlgŻKOŻCI POU SŁIPTYCZSEGO. 
Nieoh będzie e l i p s a , mająca o s i 2a i 2b . Cho­
d z i o wyznaczenie środka ciężkości połowy t e j 

e l i p s y np. / ^ Ą f7z 

Środek ten będzie oczy­
wiście leżał na prostej 

OSt jako na o s i 
s y m e t r j i , należy t y l k o 
wyznaczyć położenie 
owego środka na t e j 
o s i . Daną elipsę może­

my nważad za prostokątny rsut koła, o średnioy 
fltfl* = 2 i X " i o środku O . Z tego wynika, do 
OB± - i j e s t rzutom promienia tego koła, a z a ­

tem b - cZCOS^ t gdzie oznaoza kąt między 
płassozyznami: e l i p s y i koła. Stąd; COSjf- . 

"Oznaczmy przez T środek eiężkośoi półkola. 
Ha zasadzie twierdzenia $ poprzedzającego, środek 
eiężkośoi S p o l a j e s t rzutom punktu 
& , a zatem odoinek OS j e s t rzutem odoin-

ka OT i OS= OTcosf c z y l i OS'=J0asM, 
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gdyż odległość środka półkola od jego środka 
ciężkości jes t równa 3^f • 

Aby wyznaczyć środek ciężkości pola półelip-
sy Ą / ^ Ą , możemy je uważać znów, jako rzut 
półkola o średnicy = 2 CL i o środku O , przy-
tęm jedna połowa tego półkola znajduje się nad 
płaszczyzną e l i p s y , cLruga zaś nad nią. Qosywiśoie * 
środek ciężkości &t . półelipsy J3£ /9t3^ leży 
na o s i 0/7T , ożyli razem ze środkiem oiężkości 
półkola, zaś odległość jego od punktu O j e s t 
* /f cc 
OSź = j<yj- t c z y l i j e s t taka sama, jak od-

ległośó środka ciężkości półkola od tegoż punktu 
o . . " 
§ 65; ŚRODEK CIĘŻKOŚCI ĆWIARTKI KLIPSY np. 

wyznaczymy w sposób t a k i : zwróćmy uwa­
gę na dwie ćwiartki elipsy, /7 Z OBt i PtOBt. $ro-
dok oiężkości tych ćwiartek leży na jednakowych 
odległościach od o s i /J£/JŁ , a prosta łącsąoa 
je musi przechodzić przez punkt £ . C z y l i że 
środek ciężkości ćwiartki Bt OB£ leży na pros­
t e j równoległej do / 7 t i przechodzącej przez 
S . Z drugiej strony tak samo dowiedziemy, że 
musi on leżeć na p r o s t e j , przechodzącej przez St 

i równoległej do BtBz , a zatem szukany środek 
oiężkości leży w punkcie S na przecięciu, tych 
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9 dwóch prostych. Odległość punktu & od o s i 

rftrfz j e s t , .oozywiście, równa inrr , zaś od-
ległość od osi 3£3Z wynosi "Jjf . 

$ 66. ŚRODEK GIgZKOŹOI STRBFY KULISTEJ.Iiech 
będzie k u l a , o promieniu T i środku O . Po­
prowadźmy dwie płaszczyzny równoległe, odległe od 

środka k u l i o CL 
i b(ćf) , 

płaszczyzny wy* 
tną z powierzono 

-rSó n i k u l i s t r e f a , 
której środek 
ciężkości mamy wy­
znaczyć. 

Obierzmy układ 
współrzędnych w 

7?ys. OS. 

sposób t a k i : za oś cc weźmy prostą, przechodzącą 
przez O i prostopadłą do płaszczyzn prz e k r o j u , 
o s i y i z obieramy w płaszczyźnie prostopadłej 
do cc w punkcie O . 

Wyznaczmy moment statyozny s t r e f y względem 
płaszczyzny vOz . I tym c e l u podzielmy po­
wierzchnię s t r e f y na nieskończenie drobne elemen-
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t y , p i as z ozy z nami prost opadłe mi do o s i ^ 
Niech kolejne dwie z tych płaszczyzn przecinają 
obwód koła, położonego w płaszczyźnie rysunku w 
dwóch punktaoh JĘ i Px , Możemy uważaó po­
wierzchnię, zawartą między temi płaszczyznami za 
ścięty stożek, a w takim r a z i e masa jego (jw-f) 
wynosi ds. 2y. £77

 t
 gdzie ds oznacza długość 

łuku P7f , a y promień koła średniego.-
Stądf moment statyczny t e j powierzchni elementar­
nej względem płaszczyzny zObł j e s t 
d/V' = ds. Zy.~E77.JZ , gdzie X j e s t odciętą 

punktu JP . Ponieważ dsz=:dxz + dvz
 ę a 

xSL+y'- » r* , skąd 2 x d x + 2 y d y = & 

, . 7 X.dx j [p+y3Jdxz_ Pdxz 

lub czy- y f więc CCS = -gz y* 

7 T- dx 
albo czs= y /znak "plus" bo ze wzrostem ac 
wzrasta też S /, 2<atem d/f- -2y.Z77.x 
skąd d/V= r.dx. 2cJ/x* \ Gałkująo otrzymamy 

/V = 2$7.rj"xdx = 7777r*(az-&*J . Masę s t r e f y 

znajdziemy łatwo, zważywszy, że masa elementarna 

dM' = ds.2y.B7'= -^^^i/.57-i~dx.2
c

J7 

skąd 
M - / r dx. 257= 257r(a-7?) 
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$zukana odległość- środka ciężkości s t r e f y od 
płaszczyzny yOz j e s t rdwna xe •= 

Jeśli s t r e f a j e s t półkulą, to a = r 

a wtedy X o = -C~ 

z 
b = ć? 

$ 67. ŚRODEK GIgŻKOŚOI WARSTWY SgERIOZHEJ. 
Hieoh będzie k u l a o promieniu T i przypuśćmy, 
że została z n i e j wycięta s t r e f a dwiema płasz­
czyznami równoległemi, których odległości od środ­
ka O k u l i są odpowiednio równe b i o% . Cho­
d z i o wyznaczeni3 środka ciężkości objętośoi z a ­
wartej międay temi płaszczyznami i strefą.Obierz-

my układ współrzędnych, 
jak w przykładach po­
przedzających. Oczywiś­
ci e -środek ciężkości war­
stwy leży na o s i X , 
należy t y l k o znaleźć od-
lagłość jego od środka O , 

Podzielmy w tym c e l u 
bryłę na nieskodozenie 

oienkie warstwy, płaszczyznami prostopadłemi do 
o s i x . Dajmy na to, że dwie kolejne płaszczyz­
ny podziału są odległe od środka O , odpowied­
ni o o x 1 x+dx . Wyznaczmy moment statyczny 
warstwy, sawartej między t e a i płaszozyznami 
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względem płaszczyzny yz . Możemy uważać tę 
warstwę za nieskończenie c i e n k i c y l i n d e r , które­
go promień podstawy - y , a wysokość - dx 
I takim r a z i e szukany moment statyczny pędzie; 

dN=^&7.yz dx.jc. f a jeżeli uwzględnimy, 
że xz+yz^rz to otrzymamy; dN'*=&T(rK-x'j]x.dx 

Moment statyczny całej s t r e f y względem Osi X 
j e s t r$way; 

Szukana odległość środka ciężkości całej war* 
stwy od punktu O j e s t więo równa; 

jV 3 {a* i) (2 r^a2-- ó V 

I przypadku szczególnym, gdy &;s O f a a-r 
' 3 otrzymamy d l a półkuli: X0 = ~§~r. 

I 68, PIBRISfcg TlIIBDZMIS ftUŁPUU. Kieoh bę-
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dzie prostokątny płaski układ współrzędnych sc, y 

—k 
o SC 

7?t/s. £7. 

Przypuśćmy, że dana 
j e s t jakaś l i n j a , ma­
jąca końoe /7 i 23 . 

Wyznaczmy moment s t a ­
tyczny t e j l i n j i 
względem osi y . 1 tym 
c e l u podzielmy tę l i -
nję na nieskończenie 

małe elementy, z których każdy ma długość ds 

/ S- j e s t długością całej l i n j i BB /. p r z y ­
puśćmy, że BB£ j e s t jednym z tych elementów. 
Jeżeli współrzędne jego oznaczymy przez JT i ̂  , 
to jego moment statyczny względem o s i J3 będzie 
d&JC r zaś, jako moment statyczny całej l i n j i 
&B względem t e j o s i znajdziemy J~ols.sc . 
Przypuśćmy, że środek ciężkości l i n j i BB 

znajduje aię w punkcie S(x0fy0) . Ę takim r a z i e , 
oosywiście; 

Id. S. X, = S. SC, 
Bajmy na to, że l i n j a BB zaczęła się obracać 

dokoła o s i y i obróciła się o nieskończenie ma­
ły kąt dy' . Każdy punkt t e j l i n j i odbył n i e ­
skończeni© krótką drogę prostopadłą do płsszczyz-

http://J~ols.sc
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ny układu współrzędnych. $roga punktu P wynosi 
x. di? , zaś powierzchnia, zakreślona przez 

łuk ds przy tern nieskończenie małem przesu­
nięciu j e s t ds. x . dif . Stąd powierzchnia, 
zakreślona prsez całą linję PU wyraża się 
przez 

T ds.sc dtf = dtffx. ds fa) 
a że yxds ~ s.x„ , więc owa powierzchnia 
j e s t równa Sxpdv' , gdyż dif uważamy za 
stałe, 

Przypuśćmy, że l i n j a PB ohróoiła się o 
skończony kąt V . W takim r a z i e powierzchnia 
przytem zakreślona j e s t równa; 

Ponieważ X0 v j e s t to droga, którą z a t o ­
czył środek ciężkości S t przy obrocie o kąt 
/ , więc możemy powiedzieć: POWIERZCHNIA, ZA­
KREŚLONA PRZEZ JA|iŚ LINJ$ FRZI OBROCIE JEJ BO -
KOŁA PEWNEJ OSI JEST RÓSHA ILOCZYNOWI Z DŁUGOŚCI 
TEJ ŁIBJI PRZEZ DROG? JAK4 ODBIŁ PRZITE1C ŚRODEK 
CIĘŻKOŚCI. 

PRZYKŁADY: 1/ Niech będzie prosty stożek ko­
łowy, mający promień podstawy T i tworiącą ^ . 
Jyznaczyć powierzchnię boczną tego stożiii. 
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Możemy uważać, że powierzchnia t a powstała 
przez obrót tworzącej, dokoła osi (rfO) . Ponie­
waż środek ciężkości tworzącej leży w j e j środku 
(C) , odległyn od o s i obrotu o J- , więo dro­
ga, przebyta przez ten punkt przy obrocie j e s t 

/ = Z.J/ • —g- . Powierzchnia boczna stożka 
j e s t więc równa iloczynowi O przez Ct ożyli; 

z5v• -Jr• CL - 37. r*. a . 

II/, Niech będzie koło, o promieniu r i oś J/ 
leżąca z tem kołem w jednej płaszczyźnie. Przy­
puśćmy, że odległość środka koła od o s i y j e s t 
równa ct . Wyznaczyć powierzchnię utworzoną przez 
obrót koła dokoła krzywej tworzącej /koła/ j e s t 
Z.B/. T , a droga, zatoczona przez środek ciężko­

ści t e j krzywej wynosi 2.97.(76 , a zatem szukaną 
powierzchnią S : 

S= z$7r. 2.97.a = 7,97.za.r. 
$ 69. DRUGIE TWIERDZENIE OULDIHA..Hiech będzie 

dana oś y i jakakolwiek f i g u r a płaska, o polu 
F , leżąca w jednej płaszczyźnie z tą osią. 

Znajdźmy moment statyczny f i g u r y F względem 
o s i y . I tym c e l u podzielmy tę figurę na n i e ­
skończenie małe elementy, z których typowe ma po­
l e olF i j e s t odległe od o s i ~ x . flomeat 



statyczny elementu dF względem o s i y j e s t 
równy dF- X , a moment 
statyczny całej f i g u r y 
względem tejże osi j e s t 

fdF. x . 

Przypuśćmy, że odleg­
łość drodka ciężkości S 

i 

7sys. cs. pola od o s i & wynosić, 
to oczywiście fdF.x - F. Xc 

Wyobraźmy sobie, że f i g u r a F obróciła się 
dokoła ossi y o nieskodozenie mały kąt 
Przy tym obrocie element dF zatoczył bryłę, 
którą można uważać za elementarny c y l i n d e r o pod­
stawie olF i wysokości x.diJi , Zatem objętość 
utworzonego c y l i n d r a j e s t OIFJC. dtł , a obję­
tość bryły zatoczonej przez całą figurę F wynosi 
JdF. scdtf = dtfjdF. x. /bo di/- j e s t s t a ­
łe/, a l e ponieważ JdF.jc -F. x0 ą więc objętość 
t a '= Fxa. OIT/' . Przypuśćmy, że f i g u r a F ob­
róciła się o skodozony kąt , to będziemy mog­
l i napisać: 

J*F.x0.dł =F.xa.d. . . . . . . . . f/j 

izór /!/ wyxaża twierdzenie o które chodziło. 
Ifożna je wysłowić tak: OBJĘTOW BRTŁI, I I -
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TW0RZTŁ0 POLE B JEST RÓWN4 ILOCZZNO0I Z POU 
PRZEZ DŁUGOŚĆ DROGI, KTÓR4 OBIEGŁ ŚRODEK CIĘŻKOŚCI. 

} 70. PRZIEŁaDY. 1/ Xiech będzie pr o s t y , kołowy 
stożek, mający promień podstawy - T i wysokość 

-h . Wyznaczyć objętość tego stożka. 
Możemy uważać, że objętość stożkowa powstała 

przez obrót trójkąta FOB dokoła o s i BO , a 
zatem t a objętość j e s t równa iloczynowi z po l a 

A
trójkąta FOB przez drogę, 
jaką obiegł jego środek 
ciężkości. Polo A BOB 
j e s t równe z • , ponie­
waż środek ciężkości S 

B 
j e s t odległy od środka C 

Rys. 69, wysokości BO , o 
CS-yBC więc promień koła, j a k i e obiegł on 

przy obrocie j e s t równy -j- , a droga przezeń 
Z$T- 2" 

przebyta wynosi 3 . Stąd szukana objętość 
równa się; —^ j~ = jJ'-rz A. 

I V . l i i ech. będzie koło, o promieniu T i oś V 

leżąca z tern kołem w jednej płaszczyźnie, przypuść­
my, że odległość środka koła od o s i Hf j e s t równa , 

et . Wyznaczyć objętość, utworzoną przez obrót ko-
ła dokoła o s i y 0 c z y l i objętcfcó pierścienia. 
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Polo f i g u r y tworzącej j o s t rótfse c//0i t & droga, 
którą obiegł środek ciężkości wynosi ZŹJ/.ĆZ 
Stąd szukana objętość równa się; 

577rz Z77J7.CZ = z577za.rs'. 
I I I . Wyznaczyć, opierając s i o na pier*szem 

twierdzeniu Cnld.taa4 środek ciężkości półoJ£r%gu» 
o promieniu r i środku O . 

Oczywiści© stukany środek ciężkości leży na osi 
s y a e t r j i półkola t . j . na p r o s t e j , prseohodsąoaj 
przez środek O i prostopadłej do krańcowoj śred­
n i o / BB . Sajmy na t o , że odległość środka 
ciężkości ^ od .środka O j e s t równa X . 

przypuśćmy, se półkole obraca sio, dokoła śred­
nicy BB f to.powierzchnia P przez nie s a t o -
czona j o s t równa, iloczynowi z długości l i n j i two­
rzącej &t 2'Jpraez drogę, którą cdbył środek 
ciężkości Z&t.fC,) . * e&tem P.-Ś77r. ZJJ/X0. 

i e c z j e s t to powierzobni.A k u l i * a satem; 

= r * , pifo r. 2577x0 - #JJ7r* 
skąd ^ = ~£/T~ . 

IV, lysnaozyd, opierając się na drugim t w i e r -
dzeniu ..guldiaa, środek ciężkości półkola, o pro-> 
mieniu T i środku O , 

STaSIKa. arkasis 14-ty. 

http://z77j7.cz
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Osnaozay odległość środka oiężkośoi *5 od 
punktu O prssz x0 i przypuśćmy, s.e półkole 
obraca się około 7723 . f takim, r a s i e objętość 

S7F Tz c— 

powstałej bryły wynosi V =1 2J/x0 . Łsoą 
jeat to k u l a , a zatem V ~ -j-SJ.r3

 9 więc 
*^-2&Ax0= j57 2"3 stąd ^ y ^ ^ " . 

§ w a i g i g ootooSsiŁ | i g g g g j | % 3 Ł P I H A . 

Jeśli f i g u r a tworaąoa przeoina oś obrotu, to 
twierdzenia (Juldina są nieważne. I s t o t n i e : p r z y ­
puśćmy, że punkty t e j krzywsj 7% i Pz leżą po 
stronach odwrotnych o s i obrotu, w takim r a z i e 
odoięte i c h xiy xz mają znaki odwrotne, ,a zatem 
odpowiednie elementy powierzchni lub objętości, 
jako zawierające czynnik X. będą miały 
także znaki odwrotne, Gałka'daje sumę t a k i c h e l e ­
mentów, wziętych z właściwymi znakami, a więc, 
jeżami oś przecina figurę, to twierdzenia Guldi -
na dają różnicę powierzchni lub objętości, któ­
re zataczają dwie części f i g u r y , położone po od­
wrotnych stronach o s i obrotu, 

Twierdzenia Quldina dają się uogólnić w innym 
kierunku. 

Dajmy na t o , ae f i g u r a F porusza się w 
pr z e s t r z e n i tak„ że j e j środek ciężkości & o p i -
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suje pewną linj£ krzywą 3 . Przypuśćmy, że t a 
f i g u r a F pozostaje wciąż normalną do s . Dowie­
dziemy, że przy tym ruchu powstanie bryła, której 
objętość j e s t równa polu f i g u r y F , pomnożonem 
przez drogę środka ciężkości. 

Je s t to prawie oczywiste. Gdy bowiem f i g u r a 
porusza się w opisany sposób, to możemy uważać, że 
obraca się ona dokoła o s i chwilowych, położonych 
w j e j płaszczyżnie.Przypuśćmy, że w pierwszej chwi­
l i f i g u r a F' obróoiła się dokoła o s i chwilowej o 
kąt d'Ą , w następnej o b w i l i o d 9 dalej o 

d if2 i t.d. , to oczywiście każdego obrotu chwi­
lowego dotyozy twierdzenie Suldina, a więo dotyoay 
też ono ruchu całkowitego o.b.d. d. 

| 72. ZIAOZBHIS MgCEANIOZNS ŚRODKA MASY. Kieoh 
będzie prostokątny układ współrzędnych. Dajmy na 
to, że mamy jakieś ciało sztywne, do którego należą 
punkty P, (OC, ,yi;>Z,)? (0CZ , & , Z„) , 

' Przypuśćmy, że na te punkty działają siły równo­
ległe; w punkcie P£ - siła FI , a w F?z - Pz .... 

Wypadkowa tych sił równa się i c h sumie i j e s t 
do n i c h równoległa, Chodzi o wyznaczenie punktu 
przyłożenia t e j wypadkowej. J>ajmy na to, że wypad-



koma. sił 2^ i PZ l a s y w punkcie & $ * ) 
to oczywiście 

Dalej wyznaczmy wy -
sił ft^J. i 7 f . Dajmy na to, że 

je s t ona przyłożona w punkcie Cz(^ ?fz75j> Otrzy­
mamy analogicznie do /1A 

( p *k +ĘU - ( p *PJI * Ęx> 
albo 

fogóle 
Ę tjĘ fpji = P X, +PZ xz x3 

(Ę rf^ +p>*. . j j - P X, + 2% Xz HF* * * 
ie | oznacza odciętą punktu Cf^jg, 

albo inaczej J Z J P ̂ :2JP::X , skąd ^ ='^p 
Tak samo; 

I J 3 ^ 
f * 1 ? ~ PP 
lależy smrdoić uwagę na tę okoliczność, że 
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jak wynika z otrzymanych wzorów, współrzędne punk­
tu C przyłożenia wypadkowej sił I-i ? F^ tJ P3 , . . 

nie zależą wcals od kierunku tych składowych.-
Przypuśćmy, że wszystkie składowe obracają się do­
koła punktu Ć , pozostając równoległemi. W takiE 
rasie i c h wypadkowa też będzie się obracała dokoła 
tegoż punktu. Ten punkt C nazywają ŚBDD&IBM 
UKUDU SIŁ RÓ110LEGŁI0H. 

Leon będzie w p r z e s t r z e n i jakieś ciało sztyw­
ne. Podzielmy je na bardzo drobne elementy, z któ­
rych jeden niech ma masę łmi, , drugi 9f)^f 

i 

J«śli olało znajduje się w znacznej odległości 
od środka ziemi w stosunku do jego rozmiarów, to 
aożna uważać, że ciężary elementów tego ciała są 
proporcjonalna do mas. Tak więc ciężar pierwssegc' 
elementu j e s t r£wnj <2?Ht , drugiego m. . 

gdzio ć£ oznacza współczynnik proporcjonalności. 
<7CS, 

Linj® działania tyoh sił schodzą się * środkv 
s i e a i , a więc przy nasz aa założeniu co do odległoś-
c i o:'ała od togo środka, możemy przyjąć, że w przy­
bliżaniu l i n j a t« są równoległe, a zatem stosując 
pyżej wyprowadzone wzory znajdziemy, że współrzędne 
punktu przyłożenia wypadkowej c z y l i współrzędne 
środka sił równoległych są: 
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Ala tak samot jak wiadomo, wyrażają się współ -
rzędne środka masy ciała. A zatem ŚRODEK SIŁ CIĄ­
ŻENIA DZIAŁAJĄCYCH HA RÓŻNE ELEMENTY CIAŁA ZNAJDU­
JĄ ĄtĘ Ę. ŚRODKU MASI i możemy powiedzieć, że siła 
ciążenia j e s t przyłożona w środku masy . 

Haieży przytem poczynić następujące uwagi; 
1- o., O wypadkowej sił równoległych może być 

mowa t y l k o w tym r a z i e , gdy działają one na ciało 
sztywne. A więc środek ciężkości w ścisłym znacze­
n i u tego wyrazu posiadają tyl k o ciała sztywne, pod­
czas gdy środek masy i s t n i e j e w każdym c i e l e i w 
każdym układzie ciał, 

2- 0. Punkt przyłożenia siły ciężkości w c i e l e 
satywnem t y l k o wtedy leży w środku masy, gdy r o z ­
miary ciała są drobne w stosunku do odległości od 
środka ziemi. Jeżeli warunek ten nie j e s t spełnio­
ny, to l i n j a działania wypadkowej s i ^ ciężkości 
może nie przechodzić przez środek masy, a zatem 
ten punkt nie może być wówczas uważany za punkt 
przyłożenia t e j siły. 

j/ ffłaśnie środek masy w znaczeniu punktu 
przyłożenia siły ciążenia nazywa się środkiem 
ciężkości. 
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