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to stosunek ~JQ powinien byó jaknajsniej»»y. 
Jeśli nie chodzi o podniesienie oiesnru <2 , 

ale o to aby nie dopuścić do spadania jego, to 
najaniejesą s i l e , jaką nożna to nożynie"f znajduje 
się tak: Przypuśćmy, że siła P Jani tak nała, że 
ta r o i e w punkcie P j e s t ©ałkowiśsi® rozwinięte. 
Odyby t a silą P była cokolwiek mniej ssą, to już 
zaoząłby się spadek ciężaru. Bóżnica miedzy nada­
niem obscnen, a t y l k o oo rozwiążanem polega na tern 
że teraz t a r o i e działa w kierunku odwrotnym, niż 
poprzednio. Wobee tego należy we wzorce /4/ zmie­
nić t y l k o znaki przed tymi wyrazami, w skład któ­
rych wchodzi f . Wtedy pirayaaay-.; 

•pn P " T s i n ? 
f P +TStnf ' 

R O Z P Ę T A Ł V. 

0 S U O R A C H I Ł A Ń C U C H A 0 B 

32. POJBCIB SZKTJRA. Sznur, l i n a lub ła£o»*h po-
siadają tę własnoś^ że sogą w nich zachodzić t y l ­
ko naprężenia podłużne. Jeśli przypuścimy, że 

• ssaur j e s t przyaooowany do jakiegoś oiała, to a i e 
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możemy na nie wywierać aa pośrednictwem sznura 
iiinego działania prócz oiągaienia. 

Jeśli szaur odpowiada a o i s l e t e j d e f i n i c j i , to 
mówimy, że j e s t on doskonale w i o t k i . W sznurach 
i s t o t n y c h , a zwłaBsossŁ w grubych li&aefe, ®og% s a -
ohodzi 6 również i&ałe napr%żonia poprsecame. I d a l -
sayas ciąg.* będjsie mowa jedynie o Bsnuraoh doskona­
l e wiotkich, 

33. KAT MO IDA ŁUB KR8Y1A ŁAHCUCBOIA. Sieofc be­
k s i e jakiś oiężki sznur jednorodny l u b niejedno­
rodny, t.zn. ciężar jednostki jego długośoi noae 
nie być wielkością stałą. 

Umocujmy końce tego saaura w punktach /Y i 2/ t 

to przybierze on postać pewnej krzywej, którą na­
zywamy KATES0ID4 lub KRZX«4 ŁAŚCUOHOW^. 

Hajniżsay punkt Ą t e j krzywej nazywany j e j 
wierzchołkiem. Przetnijmy asaur w tym punkeie. 

Gdybyśmy c h c i e l i , aby ozęść /7/Y nie zmieniła 
się ani pod wsględem kształtu* aa i pod wsgledea po­
łożenia, to trsebaby praylożyo* w /7 pewną aiłę po­
ziomą 0 , równą naprężeniu, któro panowało w tym 
punkcie. 

Przypuśćmy da l e j , że samur został przecięty jeas-
c»e * ia i i y s punkcie, np, w S . $ tym punkoie )rsed 
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Rys. 37. 

rozcięciem panowało również pewne naprężenie w 
kierunku stycznej do łańcucko*ej i gdybyśmy o b o l e l i , 
aby część BB nie zmieniała się, ani pod względem 
kształtu, ani pod względem położenia, to trze baby 
przyłożyć w B siłę T /, równą owemu naprężeniu i 
działającą w kierunku styosnej. Na każdy element 
części BB sznura działa jeszcze siła ciężkości. 
Gdyby sznur zesztywniał, to równowaga nie zostałaby 
zachwiana. Możemy więo uważać sznur za sztywny, a 
zatem możemy mówić o wypadkowej 6L owych Bil cięż-
kośoi. Będzio ona przyłożona w środku ciężkości wy­
ciętej csęści sznura, 

A więo na sznur /który uważamy za sztywny/ d z i a -



łają 3 silyiS, T7 i. <2 Ponieważ zachodzi 
równowaga, więc te siły muszą przechodzić przez 
jeden punkt, a zatem STYCZNE W PUNKTACH f? i B 
DO ŁAŃCUCHOWEJ MUSZĄ SI? PRZECINAĆ NA PIONIE, 
PRZECHODZĄCYM PRZEZ ŚRODIK CIĘŻKOŚCI ŁUKU BB . 

Twierdsenie powyższe j e s t zupełnie ogólne, 
dotyczy ono wszystkich łańcuchowych. 

Wyprowadzimy teraz dwie inne ałasncdci kate-
no idy. *vx*/"3 

Rozłóżmy siłę / na 2 składowe: poziomą i pio­
nową i oanaczmy pierwszą z nich przez B , drugą 
zaś przez V . Weźmy sumę rzutów wszystkich sił, 
działających na łuk BB , na kierunek poziomy. 
Ponieważ rzuty sił V i (2 aą zerami, więo 
otrzymujemy B=S t.zn. NAPRĘŻEŃJA POZIOME Sh 
IB WSZYSTKICH PUNKTACH ŁAŃCUCHOWEJ JEDNAKOWE. 

Jeśli weźmiemy rzuty na kierunek pionowy, to 
otrsyffismy V = 6L , t.zm. NAPRĘŻENIE POZIOME (V) 
W JAKIMKOLWIEK PUNKCIE ŁAŃCUCHOWEJ JBST RÓWB C E ­
ZAROWI ŁUKU, 2AIARTEG0 MIEDZI TYM PUM T M A WIERZ­
CHOŁKIEM., 

34. KATBNOIBA POSPOLITA,. Niech będzie sznur jed­
norodny, umocowany w punktaoh/V i /V , Krzywa, 
jaką on tworay, zwisając, nazywa się ŁAŃCUCHOWA 
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POSPOLITĄ lub KATEH0TD4 POSPOLITĄ. Wyprowadsimy 
j e j równanie. 

Obieramy*ukł«ad współraędnych w sposób t a k i : 
i5 a oś y uważajmy pion, przechodzący prze a 
wierzchołek Fł katenoidy; aby zaś obrać p o i o -
żenia o s i X oznaczmy naprężanie sznura w wierz­
chołku F? przea S , Gdy pr&fct&iezfiy sznur w 
tym punkcie, to aby c«$46 F7.F1 nie zmieniła się, 
trzeba prayiożyć w B siłę, równą naprężeniu 
t . j . = S . Oan&czssy ciężar jednego metra sznu­
ra prawa H i przypuśćmy, że a. metrów sznu­
ra waży s kg. a s y l i 3 * A"<# . 

Urządźmy w W Kały blocsek i przesiawszy 
issnur o u metrów od F? w stronę N przerzuć­
my go prasę a ów b l i o s e k ; zwisająca część sznura 
wytworzy siłę = S i luk F7F7 nie .ulagnie 
żadnej sami»ni®, 

Koniao O zwisająoegO sznura obieramy właś­
nie sa początek współrzędnych, a prostą, przecho­
dzącą przez O i prostopadłą do o s i 1/ - za oś 
x . Weimy dowolny punkt B na katenoidzie. 

W tym punkcie działa pewne naprężanie T . Gdyby 
więo przeciąć sznur w punkcie B ; to d l a tego 
aby łuk BB nie zmienił się, tracba przyłożyć 
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w B siłę T . 

Zaloesy, że T metrów sznura waży T kg. t . j . 
T ^P'T . Ode t n i j my a u nur o r metrów wyżej od 
punktu B i przerzućmy go przez bloczek, umiesz­
czony w tym punkcie; zwisająca or$śó sanura wytwo­
rzy silę = T i łuk PB nie ulegnie żadnej 
śmianie. 

k więo, gdy na łuk PB działać będą aiły S 
i T , a opróca tago oiężar sznura, równy /CS 
/gdzie s oznaosa długość łuku PB /1 to t a 
cześć sanura pozostanie w równowadze. Z tego wyni­
ka, że siły S i T równoważą się. Ody weź­
miemy sumy rzutów tych cił,na k i e r u n k i : poziomy i 
pionowy x to otrzymamy równania; 

/c.r.ccs^ -KCC • o . i. . . . . /// 
, /ćr.Sćn?? ̂/<.s = o . . j' .. ... (zj 

gdzie ^ oanacza kąt, który styczna do łańcucho­
wej w punkcie B tworzy z osią x . Z /l/ i /2/ 
otrzymamy; 

r.cos 2/ * cc • &J 
r. sen 2? - s . . . . ... f Aj 

Podnoszą© do kwadratu równania /3/ i /4/ i do­
dając je znajdziemy, że: 2"z~az+s-z . . . fsj 



podzielmy równanie /4/ przez /3/, będaia• 

# , v 
Ponieważ 

gdzie X, y oznaczają współrzędne punktu B , 
zatem; 

&lv _ s_ B 

Otrzymaliśmy równanie różniczkowe z trzema 
zmiennemi £, y i ^ . Możemy się ;,eanas pozbyć 
jednej z n i c h np. S . Zróżniczkujemy w tym c e l u 
równanie /8/ ?*gl x • 

^x'z ~ a dx (ęj 
Jak wiadomo ds z \ dxz + dyz, 
skąd 

dsc~~ yt + tdocj . . . . . . (/Oj 

/Po*ostawimy znak -f- , bo 5 j e s t wzrastają­
cą funkcją zmiennej X /, Zatem podstawiając to 
do /9/ otrs,y«&»y; 

Otrzymaliśmy więo równanie różniczkowe drugie 



go rzędu z dwiema zraiennemi. Aby obniżyć rząd 
tego równania oznaczmy —;~ przez c z y l i 

• w 
Różniczkując /IZ/ względem X będziemy m i e l i 

Podstawiające /13/ do /ll/. ot rzymamy: i 

Otrzymaliśmy równanie różniczkowe pierwszego 
rzędu, Całkując o t r z y m a j : 

sc = a.fyty+\//+fzJ .... ^ 

gdzie /T7, j e s t stałą całkowania. Wyznaczmy tę 
stałą. W tym c e l u załóżmy X-0 . Tej wartośoi 
odpowiada wierzchołek /7 łańcuchowej; styczna w 
tym punkcie tworzy z osią X kąt 0°, a więc rów­
nież Jo-O. . Podstawiają© te wartości do równa­
n i a /15/ znajdziemy, że fJ,~ O , a więo 

X ^ al<^(p + M' 1+/0Z) . . . . //ój 
Rcwiążwy t a r a * równanie /16/ względem jo i 

aby tego dokonać przekształćmy je w sposób t a k i : 
JO + V7+/DZ = e * ///̂  

a bior&e odwrotność obydwóch śfc ron równania /l?.*' 
•Otrzymamy: x 
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O-dy po&nożymy l i c z n i k i mianownik prawej strony 
przez h + y/ +Jo* , to będzie: 

x 
/o - v/ +f>* = e" * . f/sj 

Gdy dodamy stronssii równania /17/ i /IB/, to 
będziemy m i e l i ; ^ 

h-ifcź ~e'^J f/9J 

a ponieważ Jo • , więo 

dv = i/c* ~e~"£jdsc 
Całkując te równania otrzymamy: 

y = § (t % + ć - "J ttf^ (zoj 

gdzie /72 j e s t stałą całkowania. Wyznaczmy tę s t a ­
łą. Jeśli założymy x = o , to odpowiada temu 
y = CL , a podstawiając w /20/ tę wartość y 

otrzymamy ffz ~ O t a więc: 

y = * ^ e " ^ . . /2// 

J e s t to równanie katenoidy p o s p o l i t e j . Z równa­
n i a tego wnosimy, że j e s t to kraywa przestępna, da­
l e j , że j e s t symetryczna względem o s i V , bo gdy 
podstawimy wartości f-x, Vj zamiast ( x , vj t 

to równanie nie ulegnie zmianie. Oś V nazywa się 
0314 łańcuchowej, oś x j e j KIEROWNIC4, a długość 
- PARAMETREM. W^znaofi^y teraz długość s łuku 0B 

w f u n k c j i X. . % różani a /O/ i P J p J ^ , . 
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Inaczej możemy napisać $ - cz./o '• bo i? -P 
zaś podstawiając wartość h z równania /19/ 
otrzymany; 

s •= ę.(c & - e" UJ . . . . . . (2zj 

Podnieśmy /Zl/ i /%%/' de kwadratu i ode t n i j my 
je stronami, to będziem| mieli t 

fi2e%/żćt~'£ = az c z y l i ^ ^ y * = > * 

a uwzględniając /5/ otraymEmy; 
y = r ^ 

To znaesy, ee Jtemieo l i n k i , praerzueony przez 
blok w punkcie swina az do kierownicy, c z y l i , 
ze naprężenie w tym punkcie j e s t rówmc aię&arowi 
l i s k i , o długości rzędnej P » 

£«.Uśności , zaohodaąee pomięday wielkościami 
ćZ, F, 5' , y I łatwo zapamiętać pr*y pomocy 
wykreśli następującego- Hi ©oh będzie ładcuchowa z 
wierzchołkiem 0 i osiami, obr&nemi, jak popraed-
nio. 

OM o ramy na ładononomej dowolny punkt B / r y s . 
ST/ i poprowadźmy a niego prostopadłą BO do o s i 

sc t a a j s j miodka c prostopadłą CD do 
stycznej w punkoie B \ Spodek t e j o s t a t n i e j oznaoz 
my prsea D , %. trójkąaie BOB kąt ^BCD-z^ 



i i równa s i t ką-fcowi nachylenia stycznej do os* 
Jtfc Pr4e* tego aachodsą saatępujące zależności 

:'Jfc =y ; 2D V1 •« U cos ifj 322 - ysU: fi 
ftad Owaglndniająo rómani a /3/. /4/ i /23/ możemy 

; Mftjąe n i f o w wyobraźni powyższy rysunek można 
pa»ię|a»6 główne zależności . charakteryzujące kate-
ao idę*. 

lysaataay josącze promień krwywiany'kdtenoidy w 
tawalayn aunkoio ap. w 23 .. Wiadomo, te promień 

cis 
I r s j w i a a i J* rjoat róway , a de d l a katenoi 
dy s*ębfyzt , więc J * = - ^ = cZ?& 

Bługeać normalnej w punkcie 23 j e s t rć-wa: 
_ y a, 

•&& -coszf ~~ co5*22-

% %e«o wynika, ż« DŁUGO- FR0*1E*IA. KH2YITZNY 
W DOfOLMT|[ POTKCIB n i l l O I D I J8^P RÓ9IA D^GOŚCl 
WORKA Mi U i TYM PUSKC U. * 

Dla promienia kraywizay w wiereohołku katenoidy 
fit = &J znajdsieay - ćfc . l a s i l n i e j będzie­

my otą^atli am kwńea ozaurw, ty« krzywizna łańcucko 
•ej w oriecaokeiku będeie mmiejeaa, t.en. tern więk­
szy będzie premie a krzywimy w tym punkcie, a z&tew. 
param*4r łaacachwwej wędzie wzrastał, a kierownica 
będzie sio oddalała. 



Przypuśćmy, Ze sznur przybrał kształt p r o s t e j . 
Wtedy promień krzywizny j e s t nieskończenie w i e l ­
k i , a zatem również i parametr łańouohowej ma 
wartośó^nieskończenie wielką i naprężenie sznura 
w wierzchołku j e s t nieskończenie w i e l k i e . Z tego 
wynika, że żadna siła nie może wyprostować całko­
wic i e sznura. 

35. PRZYKŁADY. 1/ Mamy ciężki sznur o długosoi 
l metr, prsyezem jeden metr jego waży /< kg. 

Jeden z kojców sznura j e s t umocowany w punkcie 
yV , z>aś drugi styka się w punkcie ff z "poziomą 
powierzchnią gruntu. Wysokość punktu /V nad po-
ziOmem - k , Wyznaczyć naprężenie 3znura w 
piaście /V . 

Ponieważ sznur jest* styczny do poziomu w punk­
ci e ż7 j więc ten punkt j e s t wierzchołkiem łańcu­
chowej. Prostą poziomą i odległą od /7 o (Z metrów 

uważajmy, jak po­
przednio, safi* oś ~x 
/ t . j i za kierownicę 
łań o ucho we j / , oczy­
wiście, że rzędna 
ptir.ktu /V będzie 



pręaania w 
jaat rówsie elfiltórtswi aaaara, aaisająaaga pioaowo 

es*., a wiso a <Saaay& ra-
(A*aj m%*4m t s a u r 

Poai*aai 1 A. uigitir® »a*y fcg. »• alfa aaprase 
al» w puakei* ^ aayjU 

•T~X{A* - • . . . . . . . 
M y w.is» równania *3yras3$gr a praes mwe*:'* 

»Salfc©4ei,. io fefAsiojg .asgli aaa^e\ aaaasia aa 

Poprowadisy e i y a w 4* I»#oaahoaaj a pankaia 
/7 £ p?$aiópad&$ &t kiarownicy, & s paak» 
ta. i£ pr©sfcf$|ji$Eą 3 < ? i© m%% etyeaaaj; Jak 
aiatoaa ©fiaiiaak JS?*? Jasi rtfaaj paraeat*ka«S &> 
l*ś$*®mm$ * mś /*TC ttajtyfota *aka /ftf . 

fafcafcaway afcfrt^aa1 aa ̂  w /!/. 

IX/. l a r,<;n-,']fte| fe*,>v& ̂ sałata?, «aj>*i*i« 
aawl dwa platśaiamla W 1 Ataa 



0 długości 2.1 .. Gdyby tam układ pozostawić 
samemu sobie, to Z X 

pierścienie i ^ 
zeezłyby się aa sobą 
i łasSauoh przybrałby 
położenie pionowe.~ 
Aby temu a*$Qbiea przy 
kłsdamy do pierścienia 

dwi« aiły równa i odwrotno. Każda z tych sił jest 
równa ciężarowi połowy długości łarfottona, c z y l i 
&l gdsie A ' oznacza oięńar /m. łajSouohau -
Chodzi o wyznaczeni® cdległoaoi pierścienia w mię 
nie równowagi, Tę nieznaną odległość oaaaoaymy 
przez 2 oc . 

Przypuśćmy, ze punkt Ff j e s t wierzchołkiem 
łańcuchowej. 2 jednej strony wiadomo, że naprężę 
n i a poziome są we wszystkich punktach łańcucho­
wej jednakowe, a więo naprężenie w naprężeniu 
w M~/<1 , a drugiej &&ś strony naprężenie w 
wierzchołku katenoidy jest KCC ; gdzie ozńa-
caa parametr t e j krzywej. 2 tego wynika, że 

xl = /<a lub / ̂ cz . ,,V;S ,. "Y/J 

t.aiu że połowa długość i ł. ano ucha równa się pa-
.rametrowi katenoidy. Zastosujmy wzór na długość 
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łuku kateaoidy, do łuku /7/7 • uwaględaiająo 
/!/ otraymamy / = -C (e f ~€~TJ, skąd 

_ X X 

-e~'* + e T - z . . (2) 

Wyznaczmy z tego równania X . Dla uproszczenia 
zakładamy e c =U • oczywiście- C 1 = i 
równanie /2/ przybierse postaó taką U~2T'^^o 

skąd u — / ± V~z~. 
Ale ^ aoze być tyl k o dodatnie, ba takim 

j e s t & 1 przy kaśdej wartośoi x . a więo we 
wzorze powyższym należy utw&ględaić t y l k o znak 
płua, Zatem 6 7 - / * , Logarytmująo to rów­
nań ie otraymamj : X ło^-(l + \żz). 

I I I / . D*r& gładkie kołki /V i /V lożą aa 
Jednym poziomie. Odległość pomiędzy nimi j e s t 
równa Zc . Sawieśmy na tyob kołkach ciężki 
sznur, w sposób, wskazany na rysunku. Jeśli 

sznur będzie zbyt 
krótki, to zsunie 
a i' 1 z kołków do środ­
ku. Chodzi o to,) j a ­
ka powinna5 być oonaj-
mniej długość sznu­
r a , aby równowaga by­
ła możliwa. 

\2C 

X X. 

^ys. 4 o. 
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Oznaczmy długość całego sznura przez 21 % 

długość części zwisającej pionowo przez V , 

zaa" długość łuku MA/ przez 2s .Ha zasa­
dzie znanych zależności będziemy mogli napisać: 

a dodając te dwa równania stronami otrzymamy: 
y+s-^ae^ , Ala ys = ć 

c 
więo l = a e00 . . (i) 

Należy znaleźć, przy .lakiej wartości parametru 
cc wartość l j e s t najmniejsza,, 1 tym celu 
różniczkujemy równanie / l / względom cc \ przyrów 
nujeay r e z u l t a t do zera: 

da a 

skąd 
ć^(4~ ĄJ-O; ź-%1'0 c afC 

Łatwo się przekonać, że ta wartość CC odpowia­
da minimum, 9 nie maksymua, gdyż o maksyaua w da-
nem żądaniu nie może byó mowy; ~ jakkolwiek dłu­
g i , a większy od minimuoi byłby sznur, zawsze zaj­
dzie równowaga, 

Podstawiając cc = c w /!/ otrzymamy: 
Zl * 2ct 

STATYKA. Arkusz 9-ty. 
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36, Dalszy ciąg t e o r j i łańcuoh&woj. 151«ob bę­
dzie łańcuchowa , utworzona przez sznur, przymo­
cowany w punktach /V i A/ , Osie obior&ssy, jak 
zwykle i pozostawiamy bez zmiany wszystkie po­
przednie oznaczenia. Wówczas będzie; 

Równanie to przekształcimy w sposób następują­
cy. 

Zmieńmy układ spółrzędnych, przesuwając oś X , 
równolegle do wierzchołka FJ i współrzędne bieżące 
w tym zmodyfikowanym okładzie oznaczymy przea | 
i f / r y s , 3?/ - to oczywiście x J ; y^.gPa, . 
Podstawiaiąo te wartości w / l / , otrzymany: 

Rozwińmy a szereg funkcje wykładńtoma * i 6 , 
Będziemy m i e l i 

e*-l+-ic *J^/W *'721C%/(v 

Dodając /3/ i /4/ otrzymamy; 

e~*+ę~ «- zjj. -*\o (~ćzj *T2tt(wJ+jteJ 
gdy£ wyrazy z nie p a r s y s t e a i potęgami jj znośscą oie. 
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Gdy wyrażenie /5/ podstawimy do równania /£/, 
to znajdaiony, że 

l a b a r d z i e j płaski j e s t sznur, tern większy 
je s t parametr ci . Jeśli sznur j e s t tak s i l n i e 
wyciągnięty, że Cl j e s t większe od C , gdzie 
Zc oznacza rozpiętość sznura, ożyli odleg­

łość M/V , to oczywiście j <• CC i jeat 
ułamkiwłaściwym. 

Jeśli sznur j e s t bardzo s i l n i e wyciągnięty, 
to ułamek ten j e s t mały, wobec czego anaozenie 
wyrazów z czwartą i wyższemi potęgami j e s t 
małe wobec wyrazu pierwszego i możemy je pomi­
nąć, poprzez tająo n» pierwszea przybliżeniu. 

CC K ^ z. 

Otrzymamy więc /£* ' f ^ / ^ / l u b ^=2cc^ 

J e s t to równanie paraboli z wierzohołkiea w 
/7 i stycanej do o s i odciętych. Więo w p r z y b l i ­
żeniu można uważać płaską łańcuchową za parabo­
lę i tak się często postępuje. 

Rozważmy teras pewien przypadek szczególny 
sznura niejednorodnego. 

Wieoh będzie t a k i sznur, umocowany w dwóoh 
punktach/V i /V . Przypuśćmy, że ciężar łuku ̂  
sznura j e s t wprost proporcjonalny do Jego rau-



t u poziomego. Chodzi o te, jaką linję tworzy 
sznur w tym r a z i e . 

Obierzmy za początek układu wierzchołek O łań* 
ouchowej i za oś rzędnych pion, przechodzący prze? 
O . Oś odciętych będzie styczna do łańcuchowej 

w O , Niech naprężenie sznura w punkcie O bę­
dzie równe 2? . Obierzmy dowolny punkt 3 łańcu­
chowej; naprężenie w nim będzie miało kierunek 
stycznej do łańcuchowej. Oznaczmy j e przez 7" i 
załóżmy, że styczna t a tworzy z o*sią X kąt Ir 
Gdy przetniemy sznur w punktach O i IB , to aby 
łuk OB pozostawał w spoozynku trzeba przyłożyć 
w tych punktach owe siły S i T . Rzut łuku 03 
na oś X j e s t równy X. , a zatem ciężar tego łu­
ku wynosi /<X gdzie sć oznacza ciężar j e d ­
nostki długości, 

Siły B y T i KX auszą być w równowadze, a 
z tego wynika, że rzuty i c h aa każdy kierunek są 
serami, 

feźay raut aa k i e r u n k i poziomy i pionowy, to 
otrzymamy bezpośrednio 

T CO5 2^ - S . . . . • . . fy) 
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D&ieląo /2/ pr? ez /!/ otrzymamy: cgizr^ ^ 

' a Dy K.3C 
& 'irj c^zr - ^ x t więc ~~B~' - J e s t *o rów-

nanie różniczkowe łańcuchowe;). Inaczej cX¥-~^~'uĄ 

Całkując to równanie otrzymamy ¥ — £S ^ ^ 

gdzie C j s s t stałą całkowania. Gdy X- O , to 
¥~ O , a z tego wynika, że G mus! być zerem 

Oatatocznie otrzymujemy więo S/= lub 
AT 

Jeat to rćwn&nie p a r a b o l i , której osią,jest oi 
raędnyoh i któm j e s t styczna do o s i odciętych w 
O A więc w danym ra z i e łańcuchowa ma kształt 

para o o l i " 
Powyższy wynik ma zastosowanie np. w mostach 

wiszących Kosty takie urządź* się w ten spopób; 
Na przeciwległych brzegach r z e k i zawiesza się dwa 
łańcuchy równoległe i przy pomocy prętów piono­
wych łączy się je z poziomym pomostem. Ten pomost 

* 

stanowi obciążenie łańcuchów A u ?żar prętów moż­
na pominąć/, kiór© j e s t proporcjonalne do długoś­
c i pomostu c z y l i do rzutu poziomego łuku. Z tego 
wynika, że łańcuchy utworzą parabolą. 

37. Sznur na powie radami. * Na aiemehemą tarczę 
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S+dS 

kołową fe s t zarzucony sznur, który styka się z nią w 
2/ punktach B i B , Połączmy te punkty se środ­
kiem tarczy i niech kąt\ zawarty między promieniami 

OB i OB bę­
dzie równy oC , 
a współczynnik 
t a r c i a między 
sznurami i t a r ­
czą niech będzie 

Przypuśćmy, 
że na jeden ko­
niec sznura d z i a ­
ła siła Q> , 

chodzi o t o , z jaką siłą B należy działać na dru­
g i konieo, by sznur zaczął się przesuwać. 

Obieramy na sznurze dowolny punkt C i połączsay 
go z O , a kąt BOC oznaczmy przez 2^ . Ważmy 
jeszcze inny punkt C, T nieskończenie b l i s k i i po­
łączmy go również z O \ to utworzy się kąt COC,-

. Ha nieskończenie krótki element 
sanura. CC, działają następujące siły: 1/ fapręże-
nie sznura równe S t na stycznej do niego w punk­
c i e C . Z/ faprężenie w punkcie C/ , również 

;. 4/. 
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styczne do sznura, Pod względem wielkości różnić 
silę ono będzie nieskończeni® mało od S i będzie 
równe S-*~ cis t gdyż naprężenia sznura wzrasta­
ją w kierunku /7 do . 3/ Reakcja tarozy, rów­
na. 72 . Możemy uważać, że j e s t ona przyłożona w 
środku U elementu CC, . Zakładamy, że t a r c i e 
taiędsy sznurem a tarczą jes t całkowicie rozwinię­
te, ale jeszcze i s t n i e j e równowaga. Reakcja two-
r&y z nora&lmą do tarczy kąt t a r c i a <f , pray-
te& j e s t ona zwróoona w lewo gdyż siła jP usiłu­
ją przesunąć sznur w prawo Te 3 Biły- Sj S^d? 

i 72 mają być w równowadze, a z tego wynika, że 
ich rzuty na każdy kierunek są zerami. 

Bierzeiay rzuty na kierunek stycznej do tarozy 
w punkcie JD : ponieważ siły S i £ + ds two-
raą z tą styczną kąty ~~z~ więc otrzymamy: 

(S + dsjcos 4r-Scos 4r %ąstntf. . M 
Rzuty na kierunek normalnej w tym samym punkcie: 

Ponieważ clT/' j e s t nieskończenie małe, prae-

ta Cos-^-J j S£n*£-- ~z"i a v / l / • 7V o t r a y -
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= Pscn*/ (3) 

(2S 'dsJ-^^Kcos/. . . . . rfrj 
Równania /4/ nożna napisać jaaaoze tak: 

o l s di/' 
gdyż ^ jeat nieskończeni* mała drugiego 
rzędu, a praeto aożna ją pominąć. 

Ody podzielimy równanie /3/ praaa /5/, to e t r a y -
3 "ęiiĄ'/* 00 tyY= f • S t ą d **My 

źiź- f olzJ1 » całkując-
ljj/S=/ft+C . . . 1 . .: .. . ^ 

gdzie j e s t stałą całkowania. Punktowi /7 odpo­
wiada TJ1- O , a naprężenie 5̂" w ty a punkcie rów­
na się 62 , więc 1^0.-0 i równanie /6/ będasi* 
brzmiało tak ty ~ck ~ f ^ wreszcie 

Mając wzór / ? / notesy łatwo wyznaczyć napręża­
ni e w każdym punkcie. Gdy założymy - , t c 
otrzymamy: 

< a ć / c C . . . . .Ce) 
Pray t a k i e j s i l e jeazoze saehoaai równowa­

ga, aby ssaur zaoaął e i f posuwać na tarcay, P pa­
wi ano być więk^& r. 
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Następujący przykład okaże, jak szybko wzras­
t a siła P \ ze zwiększeniem się kąta oL 

Przypuśćmy, że sznur j e s t całkowicie owinięty 
na ta r c z y , to równania /8/ p r z y b i e r z e postać t a ­
ką; P — Q.C^2J/ . Załóżmy, że sznur j e s t ko­
nopny, a tarcza drewniana. I tym ra z i e f j e s t 
b l i s k i ~2~~ , a zatem; P~ O- 6 t mś podsta­
wiając zamiast 6 i BA iob wartości będziemy 
m i e l i : P* ?t) ' = ^ Ą A więc siła, jaką 
trzeba działać na koniec sznura by ciężar O- , 
zawieszony na drugim koiou zaczął się poruszać, 
powinna być około 23 razy większa od 61 , 

Przypuśćmy teras, że sznur dwukrotnie owija 
tarczę. «tedy ©trzyBsmy: B ^ (3. e *fJ/-c2e2J=Sć9G. 
Zastosujemy wzór /8/ da rozwiązania n& stępujące,4 

go zadania praktycznego. 
Mamy wi&dt, ursądzoaą w sposób t a k i : na o s i , 

której śł&da2& w płaszesyśnie rysuaku j e s t punkt 
O , j e s t osadzony bęb^a o proa i e a i u 2" . Do 
bębna teg$ j@»t prsymooowaaa l i a k a , n& keiśeu 
której w i s i ciężar W . l a t e j samej o s i O 
j e s t osadsoaa t a r o i a o p r o a i e a i u B , aa j e j 
obwód sara&eaay sznur, obejmujący kąt cB i wy­
wieramy aa końce ssaura ei ij p i a . 
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Przypuśćmy, że 
P> GL , to siła P 
usiłuje nadać l i n c e 
ruch w kierunku wska­
zówki zegara, t a r c i e 
działa na linkę w k i e ­
runku odwrotnym, a na 
tarczę w tym samym.-
Gdy siła P będzie 
dostatecznie duża, to 
pod dział ©niea sił t a r -

J o i a t a r c z a zacznie się 
obracać, a ciężar pójdzie w górę Chodzi o t o , j a ­
kie powinny być oonajmniej do tego siły 3P i 62- , 
Przypuśćmy, że jeszcze zachodzi równowaga. Linka 
nie powinna się ślizgać po tar c z y , a zatem możemy 
uważać, że jest ona przymocowana do tarczy i £<s sj 
ły P. O- działają worost na tarczę. Tak więc l a 
ciało sztywne, składające sie z fcębna i tarczy 
działają 3 siły : P 7 5 i W i usiłują nadać au 
ruoh obrotowy -około punktu O . Warunki•« dosta­
tecznym równowagi jeBt, aby suma momentów względem 

O była zerem. ̂ Biorąc momenty względem tego punk­
tu otrzymamy PP ~ &B ~Wr^ O skąd: 



.39 

2P-GL- -J^r . frj 
Taką więc powinna być różnica sił i ć2 , 

aby zachodziła równowaga. Chodzi jeszcze o to , by 
P i. Q były jaknajaniejjaaa. Oczywistea j e s t , 
ze siła IP będzie najmniejszą, gdy Q* będzie naj-

P i Mniejsze. Cznaczny'stosunek przez Jt , to 

p - a A ( 2) 
i podstawiając t-:• wartość P do /!/ otrzymamy 

{Jt ~ i j s k ą d & - ^ a - T ; • • • A> 

Aby <9 było naiwniejsze, jt musi być n a j ­
większe. Hależy łvięc tylko znaleźć największą 
możliwe; wartość y*t ięcz stosunek ^ j e s t 
największy wtedy, gdy t a r o i e pomiędzy linką i 
t a rc są j e s t car. k o wi c i e t o z* i a i ęte . 1 ówozas 

Gdyby jeszcze Ji -'zrcało, to raczyłoby t o , 
że alba siła P wzrosła, albo O- ~ zmalała.>~ 
I jednym, jak i w drugi a wypadku rozpocząłby gr'.ę 
poślizg i i a f c i po tarczy. Podstawiając tę wartość 
JL do /3/ etrayaaay: 62 = ~~% 

z as W. _ V/ 2* 
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Ją Są to najmniejsze wartości sił P i GL 
żeli t a r c i e ma %yd mniejsze od granicznego, to 
traeba Bitniaj|szyć JL t powiększając i Q> . 

38, PRZYKŁAD, nieruchoma tarc z a o promieniu T 
j e s t osadzona na o s i w płaszczyźnie pionowej, Ha 

tarczę zarzucamy sznur, 
do którego końców, zw i ­
sających pionowo, p r z y * 
wiązuj omy ciężką smtabę 

PB o długości 2T 
i ,?adae 61 kg. Ha Bata-
bie w odległości SC od. 
j o j środka C z aw l e s s on o 
ciężar JP . Gdyby ciężar 
ten zawieszono w punkcie 

C , to wzrosłoby ty l k o naprężenie zwisających 
części sznurów, ale równowaga nie byłaby zachwia­
na. Nie zostsnio ona jednak zachwiana i wtedy, gdy 
przesuniemy ciężar P ze środka sztaby w lewo, 
lub a prawo na pewną odległość, nie przekraczającą 
pewnego maksyaum. przypuśćmy, że w punktach Z) i 
JD/ t odległyoh od C o X Są skrajne położenia 

ciężaru, a zatem ciężar 
możemy przesuwać dowol­

n i e między - punktami D i U/ , nie naruszająo rów 
nowagi. Chodzi o wyznaeaania t a j odległoaai SC 
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Cznac.*my naprężeni ę w sznuraoh przez S, i Sz 

Przy skrajnen położeniu oiężaru JF^ t t a r o i e j e s t 
całkowicie rozwinięte, a więc możemy zastosować 
wzór &, - Sz ć? 7 ^ W danym r a s i e oC = (TT ( więo 

s, ~ Ą . . , OJ 
Ponieważ sztaba pozostaje w równowadze, więc suma 
rautów sił S, , S2j P i Q- na każdy kierunek- i 
suma momentów względem każdego punktu muszą być 
zerami. Ody weźmiemy rzuty na kierunek pionowy, 
to otrzymamy; 

&, +sz = F+a . \ . . . . . aj 

Suma moaentów względem punktu C* będzie; 
S, T-SZT -FJC = O . (jj 

Podstawiając w /Z/ i /2/ wartość S, z /!/ otray-
•sainy; 

&z (e/rr+/J=.P+a ..... ./%/ 
a także 

fa} '/J = — fsj 

.Dzieląc /5/ praea /4/ znajdziemy, po przeksatał 

ocrdu ^ ~ ^ IF^T > Jeżeli X~r \ to 

można zawieszać ciężar jP w dolnym panamie s a t a -
bj r , wówozas 
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