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P ? P cosoC - O- strióC = o 

suma zaś rzutów tych sił na oś y /w kierunku A/ / 
j e s t równa 

'. A/~Pstnot - OCĆSOC'= o 
Stąd otrzymujemy: 

P^ Q 56-71 oC -PCO Set (jj 
orazI 

Reakcja oałkowita j e s t wypadkową tych 2 sił. 
Jeśli równia jest całkowicie gładka, t© reakcja 

styczna P jest zerem. Wtedy napiszemy; 
Q sen ot -pcosćC ~ O £&ąd P = Q.tćfoC 

Podstawmy te wartośó w /4/. Otrzymamy 

co można łatwo otrzymać bezpośrednio. 

R O Z D Z I A Ł TI. 

0 SIŁACH BÓWHOI^aŁIOH. 

20. WYPADKOWA SIŁ RQwT?0LBQŁY0B. Wiech będą 
dwie aiły równoległe P i y2^ , zwrócone w "cę sa
mą, stronę i mające punkty przyłożenia w Pf i Pz* 
Dowiedziemy, że siły te można zastąpić jedną, im. 



4? ~ 

lównoważną, 
s-\ m S-\ 

Połączmy punkty /?, 
i £7Z i przyłóżmy na 
prost e j 0, rf^ do 
tych punktów dwie s i 
ły równe i odwrotne, 
a więc nie zmieniają
ce skutku działania 
układu. Oznaczmy te 

/ •* siły przez Qy i Qz 

7^c/s. // 

. Znajdźmy wypadkową 
sił CL, i Pf oraa Qz i Pz . Oznaczmy je od
powiednio przez S/ i Sz . Siły i S'z wywrą 
ten sam skutek, co siły danet chociaż już równo-
ległemi nie są. Przenieśmy punkty przyłożenia 
sił i 0Z de punktu przecięcia JB pros-
tyoh i c h działania /siły i ^ działają na 
ciało sztywne/. Rozłóżmy znowu siłę jS, na 
dwie składowe, w kierunkach równoległych do Q, 
i P/ . Jako składowe otrzymamy dwie siły rów
no odpowiednio QLV i 2~ . Tak samo postąpimy 
z siłą SZ i otrzymamy dwie składowe, równe i 
równoległe do QZi PZ . Siły Q, i Q.Z , jako 
równe, odwrotne i działające na jednej p r o s t e j , 
znoszą się, zaś wypadkowa sił P, i PZ j e s t 



- 48 -

równa ioh sumie i posiada kierunek i c h l i n j i 
działania. Przenieśmy wreszcie punkt przyłoże
n i a siły wypadkowej do punktu C . Otrzymaliś
my więc, że co do wielkości wypadkowa P j e s t 
równa P, +PZ , zaś kierunek j e j jest zgodny 
z kierunkiem , 

Znajdźmy jeszcze położenie punktu C na 
pr o s t e j Py^z - *e£*ay momenty sił F, i P^ 
względem punktu C . Znajdziemy, że moment siły 
2?- j e s t równy — If.CB, t zaś moment siły P^ 

wynosi y" P^.CP^ . Moment wypadkowej względem 
tegoż punktu C j e s t równy zeru, a jednocześnie 
j e s t równy sumi® momentów sił składowych, bo 
oczywiście moment siły P względem dowolnego 
punktu je3t równy sumie momentów sił 0, i , 
ta zaś suma j e s t równa sumie momentów sił CL, , 
O-z;^, i Ą 1̂ -b ostatecznie sił F. i P& . 

Z tego wynika, że -~P, CDy ^F^ PF^ - O skąd 
CZ?, Pj 

cPz~ Ę 
Z podobieństwa trójkątów CP7/J7, i CPZFZ 

o t rzymu j emy c z ? c / C 7 / 

więc 
£3. - J l L 
CP7& 
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% tego wynika, że punkt O d z i e l i wewnętrz
nie odcinek P,PZ na dwie części, odwrotnie pro-
porojon&lnie do s i l Tj i Pz , 

Zwrócimy uwagę ns ważną okoliczność* następu
jącą: Położenie punktu C na pros t e j P,PZ 

j e s t niezależne od kierunku sił i ? i Pz a t y l -
ko od wielkości tych sił. Jeśli siły P, i P& 
zaczniemy obracać odpowiednio dokoła punktów P, 
i Pz tak, aby te siły pozostawały sta l e równo-
ległemi, to wielkość i c h wypadkowej 7? nie 
ulegnie zmianie. Będzie się ona obracała dokoła 
punktu C j będąc wciąż równoległą do P, i Pz . 
Z powodu t e j okoliczności nazwiemy punkt C środ
kiem sił równoległych* 

Rozpatrzmy teraz wy
padek , gdy siły Pf i Pz 

których wypadkową nale 
ży znaleźć, są. równo
legło, l e c z k i e r u n k i 
i c h są odwrotne. Zakła
damy przytem, że siła 

Pz j e s t większą niż P, . Rozłóżmy siłę Pz na 
dwie składowe równoległe i zwrócone w tę samą 

STATTJCą Arkusz 4-ty 
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stronę, z których jedna niech będzie równa 
pod względem wielkości J '• jeśli uwzględ
nimy kierunek/ i przyłożona • . Drugą skła
dową oznaczmy przez P . Jest ona przyłożona w 
punkcie C . Z tego, co powiedziano wynika, że 

Siła TĘ oczywiście wywiera ten sam skutek co 
siły dane. Siła ta je s t zwrócona w kierunku więk-
szej składowej i jest r^n^rj5żnicy sił 2^ i . 

Wyznaczmy jeszcze położenie punktu O . Otrzy
mamy jak poprzednio, że Cff. ~ ~3P^ * Znaczy to, 
że punkt C d z i e l i zewnętrznie odcinek /7 f?z 

na części odwrotnie proporcjonalne do sił JP, i 
Ą . ' 

Przekształcimy otrzymaną zależność, odejmując 
od stron po jedności. Znajdziemy; 

skąd 

Wzór ten pozwala znaleźć położenie punktu C 
na prostej fj/ fjz 

ZL, PARA SIŁ. Gdy mamy dowolną liczbę sił rów
noległych, to możemy wogóle wyznaczyć i c h wpadko-
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wą, wyznaczając najpierw wypadkową dwóoh s 
ni c h , następnie wypadkową t e j wypadkowej oraz 
t r z e c i e j siły i t.d. Może jednak zajść pe
wien, bardzo ważny wypadek szczególny. Przy
puśćmy, że siły 2^ i "JPX alą równe i odwrotne 
i nie działają na 1 punkt. W takim r a z i e wed
ług powyższych twierdzeń, 7? - O . Hiemniej jed
nak takie 2 siły się nie równoważą, jak wska
zuje doświadczenie. Przytem z wzorów otrzyma
nych wynika, że punkt przyłożenia siły /? je s t 
nieskończenie odległy /bo: Ą ~P-0/. W r z e 
czywistości takiemu wynikowi matematycznemu nie 
odpowiada n i c . Hie i s t n i e j e taka jedna siła, 
która mogłaby wywrzeć t a k i sam skutek, j a k i wy
wierają dwie siły równe i odwrotne / i nie d z i a 
łające na jeden punkt/. Takie dwie siły two
rzą układ, zwany parą sił. 

22. WŁASOIWOŚÓ PAR. Niech będzie para, zło
żona z sił ]p i 
Odległość sił pary, 

nazywać będziemy ramie
niem pary. Można uwa
żać* parę za układ sił 
i mówić o momencie 

/7, 

-P 
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układu względem punktu. Z par.12 widzimy, że 
moment ten j e s t wektoiem swobodnym; dowiedziemy 
to jeszoze bezpośrednio. Obierzmy dowolny 
punkt O w płaszczyźnie pary i wyznaczmy mo
ment układu względem tego punktu. W tym c e l u 
z O prowadzimy prostopadłą do sił pary i j e j 
punktu przecięcia z l i n j a m i działania oznaczmy 
przez fj, i Pz . 

Moment siły P względem punk bu O , będzie 
równy co do wielkości P. 5 zaś kierunek je 
gc będzie prostopadły do płaszczyzny rysunku i 
zwrócony w tę stronę, z której widać ruch c i a 
ła, zgodnie z kierunkiem ruchu wskazówki zega
ra. 

Moment siły ~P będzie równy ~P- OP^ i bę
dzie miał kierunek odwrotny do momentu siły./5, 

Obydwa te punkty leżą na jednej prostej i ma
ją k i e r u n k i odwrotne, a więc wypadkowa i c h j e s t 
równa i c h różnicy i ma kierunek momentu więk
szego,. W danym ra z i e t a wypadkowa wynosi 

p bĄ -P OP/Z - p(o/?, - opz)=PT. 
Z tego wzoru wynika, że moment pary sił nie 

z a l eź£ reoale od położenia punktu O na płaaz-_ 
ozycnie p*ry i j e s t równy s i l s pary, pomnożonej 
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przez ramię, przy tern jeśli para usiłuje obró
c i (5 ciało w kierunku ruchu wskazówki zegara, 
to saoment ten j e s t zwrócony do nas. Później 
uogólnimy to twierdzenie do wszystkich punktów 
p r z e s t r z e n i , 

Za. parę można też uważać dwie siły równe, 
odwrotne i działające na jednej p r o s t e j . W tym 
r a z i e moment pary względem dowolnego punktu 
j e s t zerem, bo ramię pary j e s t zerem, 

Przypuśćmy, że na ciało sztywne, działają 
dwie pary sił, leżące w jednej płaszczyźnie. 
Oznaczmy siły jednej z tych par przez P i 
~P , a drugiej przez O- i ~ <5 . Siły pierw
szej pary działają, dajmy na to , na prostych 
(Zt i CCZ , drugiej zaś na prostych Ą i 

7 

punkty przecięcia prostych Ctt z c?t oraz 
z hz oznaczmy odpowiednio przez C i P . 

Przenieśmy do punktu C punkty przyłożenia 
sił P i 61 i do punktu .27 punkty przyłożenia 
sił ~P i ~& . 

Wyznaczmy przy pomocy równoległoboku wypad
kową sił, działającyoh na C i oznaczmy ją 
przez P , a tak samo znajdźmy wypadkową ~P 
sił, działających na P . 
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Dwa równoległoboki 
przytem otrzymane, są 
sobie równe, mają bo
wiem boki równe i rów
noległe. A więc i 
przekątnie tych równo-
ległoboków t . j . wypad
kowe 72 i -/? są rów
ne i równoległe, oży
l i tworzą nową parę 
sił, którą nazwiemy 

4/ 

parą wypadkową danych par składowych. A więo, 
laająo dwie pary można zawsze znaleźć parę wypad
kową. Znajdźmy t e r a z , j a k i j e s t moment pary wy
padkowej . 

Ponieważ momenty pary względem wszystkich 
punktów płaszczyzny są równe, więc możemy o b l i 
czyć np. momenty par względem punktu Z) . 

Moment 7ź względem D , jako moment wypadkowy, 
je s t rowy sumie momentów sił składowych. Ale 
moment 72. względem JD j e s t to to samo, oo mo
ment pary wypadkowej, a więo moment pary wypadko-
wej j e s t równy sumie momentów par składowych. 

Można twierdzenie to uogólnić na dowolną l i c z -
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bę par, o s y l i że zawsze możemy wyznaczyć parę 
wypadkową, która wywrze ten sam skutek, co dane 
pary składowe, przyozem moment j e j jest równy 
sumie moment ów par składowych. 

Zachodzi ważny wypadek szczególny: Mamy, d a j 
my na te, dwie pary, których momenty są równe i 
odwrotne, W tym ra z i e moment pary wypadkowej 
j e s t zerem, a para taka nie wywiera żadnego skut
ku. Innemi słowy: 2 pary o momentach równyoh i 
odwrotnych równoważą się. 

Niech n a ciało sstywne działa para sil^/J , 

mająca moment M . Przyłóżmy do tego oiała i n 
ną parę (ZJ , złożoną z innych sił i posiadającą 
i n n e ramię, al© której moment też =/v i wreszcie 
przyłóżmy parę (3J o momencie = —f*l-

Momenty par (2>J i (3) są równe i odwrotne, 
wiec pary te równoważą się, z czego wynika, że 
te trzy pary wywrą ten sam skutek, oo par* dana 
fij . Ale pary (l) i (3) równoważą się także, 

bo momenty i c h są równe i odwrotne i gdy usunie
my te dwie pary, to pozostanie para (2>) , wy
wrze więc cna to samo działanie, oo te trzy.dane 
pary. 

Stąd wynika snów, że para (z) wywrze ton aam 
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skutek co para (l) , A satsm; działanie pary śnie
ży ty l k o od j e j momentu i można zmienić siły pary 
oraz rarlę, aby tylko moment pozostawał bes Zmia

ny, skutek dsiałani i 
/ // p 

/ 

X 
-*p~~ ofZ "~ 2 F 

pary nie ulega p r a j -
tem saiani e. 

Niech będzie t e -

/ 
~p* i 'Pc P r a s płaszczyzna r 

_p vj/ p w której działa pa
ra sił P i ~P . 

• przyłożonych w punk
tach FI i C , Poprowadźmy płaszczyznę F' , 
równoległą do płaszczyzny P i w t e j nowej 
płaszczyźnie poprowadźmy odcinek równy i równo
legły do PB , a końce jego oznaczmy przez C i 
I) Figura PB CD j e s t więc równoległobokiesa,: 

Przyłóżmy w punkcie C dwie siły równe i odwrot
ne, prsyozem każda z n i c h aa być równa i równoleg
ła do P . Tak samo w punkcie D przyłóżmy dwie 
siły równe, odwrotne oraz równoległe do P . Otrzy 
mamy w ten spozób układ, złożony a 6 sił, który 
wywrze ten sam skutek, oo dana para. 

Połączymy punkty P z D oraa P e C .Są 



to przekątnie równoległoboku, a więc się p r z e 
cinają. Niech O będzie tyra punktem przecię
c i a ; j e s t to także środek przekątni. Zwrócimy 
uwagę na siłę P , przyłożoną w /7 i na P f 

przyłożoną w P , Te 2 siły są równe, równoleg
łe i zwrócone w tę samą stronę, a więc wypadko
wa lob j e s t równa i c h sumie, je s t przyłożona w 
środku PP / c z y l i w O / i j e s t równoległa 
do sił składowych. Możemy więc uważać, że nia 
działają siły P /w P / i P /mPD /, a za
miast nich mamy siłę - 2P t przyłożoną w O 
i równoległa do P . 

Zwróćmy te r a i uwagę na siły- -p /w C / i 
"~P /w P / Są to dwie siły równe, równoległe 
i skierowane jednakowo, więc i c h wypadkowa j e s t 
równa *~ 2P i jest równoległa do n i c h , a 
punktem j e j przyłożenia j e s t O . Znów więo moż
na usunąć siły ~P /w C / i ~P /w B /, a 
zamiast ni c h przyłożyć tę n«wą wypadkową,. 

Mamy teras dwie siły; ZP i -2P , p r z y 
łożono w i skierowane odwrotnie, a więc 
znoszące się. 

Powstała więc tyl k o siła; ź"..PP w C i 
2". . . " J 0 , przyłożona w .Z? , które tworzą pa
rę i wrwrą ten sam skutek co dana t>ara, Komem-t 
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tej nowej pary j e s t oczywiście równy momentowi 
pary danej. Tak więc WMk PRZKSulf.&d BAią PARC 
BO PŁASZCŻYZNI, RÓWNOLBGiBJ DO PŁASZCZYZNY PARY 
I DZIAŁAHIB PARY POZOSTANIE KIE3MIENI0NEM. 

GDI DAHY JBST M01IE5T PARY, TO FARA TA JEST 
CAŁKOWICIE OKREŚLONA, 

I s t o t n i e : gdy dany jest moment pary V4/ , to 
wiadomo, że para działa w płaszczyźnie, prosto
padłej do momentu, w i ę c np. w płaszczyźnie prze
chodzącej przaz początek odcinka, wyrażającego 
mement, przyczem j e s t ona zwrócona, tak że d l a 
patrzącego z końca w kierunku pscsątku para ob
raca ciało w kierunku r u c h u wskazówki zegara. 

Ponieważ parę można przenosić dc płaszczyzny 
równoległej, a także przesuwać w płaszczyźnie 
pary, więc z tego wynika, że MOMBNT PARY JBST TO 
WEKTOR SWOBODNI. 

Uogólnimy teraz twierdzenie poprzednio do
wiedzione. 

Przypuśćmy, że na ciało sztywne działają dwie 
pary, z których pierwsza ma moment M, , druga 
zaś / V 2 . Dowiedziemy: 

l - o . że ISTNIEJE ZAWSZB-TAKA PARA, KTÓRA WI
ERZB TBH SAM SKUTSK, CO DWIE PARY DANB. Parę tę 
nazywamy wypadkową, a pary d&ae składowemi. 
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2«o. że MOMENT PART WYPADKOWEJ JEST SITM4 GEO-

MBTRICZN4 MOMENTÓW PAR SKŁADOWYCH. 
Niech X będzie 

prostą przecięcia płasz
czyzn par. Obieramy na 
n i e j dwa punkty /7 iB . 
Możemy tak przekształ
cić dane pary i tak j e 
przesunąć w i c h płass-

• 

czyznaoh, aby siły B 
i O- były przyłożone 

w /7 , i siły "B i ~& w B . Wyznaczmy teraz 
wypadkową B pierwszych dwóch i wypadkową ~B 
dwóch drugich. Oczywiście płaszczyzny równoległo-
boków są. równoległe, równoległoboki są przystają
ce, i c h boki równe i równoległe, a zatem przekąt
nie są także równe i równoległe, c z y l i siły B i 
~B tworzą parę, która wywrze ten sam skutek, 00 

obydwie pary dano. Moment siły A? względem punktu 
3 j e s t sumą geometryczną momentów sił 2? iB S L , 

innemi słowy moment pary wypadkowej j e s t sumą geo
metryczną momentów par danych, 

Twierdzenie to łatwo uogólnić: Przypuśćmy, że 
na dane oiało sztywne działa pewna l i c z b a par, o 
mementach B2t , PI 2 , Pl 3 i t.d. Momenty te są to 



wektory swobodne, możemy więc obrać i c h począ
tek w tym samym punkcie i wyznaczyć wektor wy
padkowy; odpowiadająca mu para wywrze ten sam 
skutek, co pary składowe. 

Przypuśćmy, że na ciało sztywne działa siła 
*2P , przyłożona w punkcie /7 i para, o momencie 
y V , leżą°fw jednej płaszczyźnie z siłą. Możemy 
siłę t e j pary i ramię obierać dowolnie, byleby 
moment był równy/*/ . Obierzmy więc 2? za siłę 
pary jR. , ramię zaś oznaczmy przez 2~ . W takim 
r a z i e P% - p2~ . Przesuńmy parę tak, aby punkt 

przyłożenia jednej z sił 
pary znalazł się w /7 i 
aby t a siła była odwrotna 

-P 

do 2? . Na punkt działają 
w ten sposób dwie siły rów-

Tżys.t?. \ n e . odwrotne, a więc rów
noważące się. Gdy usuniemy j e , to zostanie t y l k o 
jedna siła 3? , przyłożona w J3 , i siła t a wŷ  
wrze ten sam skutek, co dana 3 i ł a i dana para, 
j e s t to wypadkowa układu. 

GDI WICC DO SILI P. DODALI PARĘ , TO SKU
TEK BĘDZIE TEN, ŻE SIŁA PRZESUNIE SIĘ RÓWNOLEGLE. 

A? 
o T - -p . Zachodzi pytanie, w którą stronę 
siła się przesunie ? Otóż:Uement wypadkowej 
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względem każdego punktu musi być równy sumie 
momentów sił składowych. Moment danej siły p 
względem P j e s t równy zeru, więo moment wy
padkowy układu względem /7 musi być równy mo
mentowi pary. Gdy moment pary j e s t zwrócony do 
nas, to siłę P trzeba tak przesunąć, aby j e j 
moment względem /7 był też do nas zwrócony. 

ROZDZIAŁ I I I . 

0 P Ł A S K I M U K Ł A D Z I B S I Ł . 

UPROSZCZANIE PŁASKIEGO UKŁADU SIŁ. Miech na 
ciało sztywne działa 7Z sił; P, y P% 3 B%t .. . . piy 

leżących w jednej płaszczyźnie. Taki układ sił 
nazywa się UKŁADEM PŁASKIM. 

Gdy mamy płaski układ sił, to można zawsze 
znaleźć jego wypadkową; przenieśmy w tym c e l u , 
punkty przyłożenia Pj i d© punktu przeoię-
o i a i c h l i n j i działania i wyznaczmy wypadkową 
tych sił; dalej znajdźmy, w ten sam sposób, wy
padkową t e j wypadkowej i siły P3 i t.d. Osta-
teoznie dojdziemy do wypadkowej całego układu. 

Może tu zajść wypadek szczegółowy, dajmy na 
to, że znaleźliśmy wypadkową wszystkich sił 
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