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ROZDZIAŁ ISTgPHY. 

O S X A L A R A C H I W B X T O R A G H 

1. SEALABI. Wielkości, z kto* remi mamy do czy
n i e n i a w mechanioe, dadzą się podzielić na dwie 
k a t t g o r j e : SKALAHT i WBKTORT. 

Skalar j e s t tc wielkość nie pozostająca w 
świątka 9 żadnym określonym kierunkiem p r z e s t r z e -
n i . Daje się ona całkowicie określić jedną parą 
jednostek znanych. Tak np, skalarem j e s t cr.as.,-
Gdy powiedziano, że pewne wydarzenie trwało t y l e 
a t y l e godzin, ozy minut, to osas trwania tego 
wydarzenia j e s t całkcwioie określony. Zamiast po
dawać liczbę można wskaaać odcinek odpowiedniej 
s k a l i . Skala taka urządza się na l i n j i p r o s t e j , 
albc na j a k i e j innej l i n j i . Pewna znana długość, 
odmierzona na t e j l i n j i , odpowiada obranej j e d 
nostce. Skala czasu urządza się najczęściej na 
okręgu koła i zazwyczaj godzinie odpowiada łuk, 

OT t 

długości —Q— , gdzie V oznacza promień koła 
Prócz czasu do skalarów należą: masa, praca, 

siła żywa, potencjał i inne. 
2. IfKKTORY. Wektor j e s t to wielkość, pozostają 

ca w związku z pewnym kierunkiem p r z e s t r z e n i . Wek 
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tor n ie daje się całkowicie określić" za pomocą 
jednej l i o z b y , gdyż trzeba jeszcze wskazać ów 
kierunek. Tak więc wektor należy określać pod 
względem WIELKOŚCI i KIBRUUSU. 

Prostym przykładem wektora j e s t przesunięoie 
jakiegoś drobnego przedmiotu, powiemy punktu 
ruchomego. Dajmy na to, że punkt ten zafmuj© 
znane położenie /7 i wiadomo, że ma być pr z e -
sunięty o 3 metry. Dane te nie określają jeszcze 
przesunięcia, gdyż na i c h zasadzie nie umielibyś 
my wskazać, gdzie znajduje się punkt ruchomy po 
dokonaniu przesunięcia. Wiadomo jedynie, z e no
we położenie znajduje się gdzieś na powierzchni 
k u l i , zatoczonej z punktu /7 , promieniem 3m. 

Jeżeli posługujemy się metodami a s m l i t y G a n e m i 

to określamy kierunek przesunięcia lub wogóle 
kierunek wektora tak, jak się to robi w geomet-
r j i a n a l i t y c z n e j , t . j . za pomocą stosownych ką
tów kierunkowych. Jeżeli stosujemy metody wy-
kreślne, to określamy kierunek wektora odcinkiem 
p r o s t e j , na którym jeszoze wskazać potrzeba, w 

którą stronę j e s t zwrócony wektor. Jeżeli więc 
odcinek /V/V ma określać kierunek przesunięcia, 
to należy wskazać np» za pomocą straałki, ozy 
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przesunięcie aa się odbyć w stronę od /V dc A/ , 
osy też w stronę odwrotną. IT przypadku pierwszym 
punkt /V zwie się P0CZ4TKIBM odoinka, a /V -

Pod względem wielkości wektor określa się tak 
samo, jak s k a l a r , a więo liczbą albo długośoią, 
wskazaną na s k a l i Dogodnie j e s t odznaczać tę 
długość na tym samym odcinku, który ma wskazywać 
kierunek, albo wprost nadawać odcinkowi temu taką 
właśnie długość, Odoinek t a k i określa wektor n i e -
t y l k o 00 do kierunku, ale i 00 do wielkości. 

Przypuśćmy d l a przykładu, że na przyjętej ska
l i przesunięć, przesunięciu jednego metra odpowia
da jeden centymetr, W takim r a z i e przestaniecie, 
o którym wyżej była mowa, będzie całkowicie okreś
lone odcinkiem MN , wskazująoym kierunek przesu
nięcia i posiadającym długość 3 om. 

Do k a t e g o r j i wektorćw należą: siła, moment, 
szybkość, przyśpieszenie i t.d. 

3. RODZAJB WEKTORÓW. Przesunięcie punktu r u -
ohoaego z danego położenia 0 nazywamy WEKTOREM, 
ZWHZANIM z PTJHKTBM H . Umówiono się obierać 
początek odoinka /V>V , który ma określać prae-
sunięoie, właśnie w tym punkcie /7 . fjp sposobem, 
mając dany odcinek M/V , n i e t y l k o znamy przesu-
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niżcie co do wielkośoi i kierunku, ale wiemy 
jeszcze, z jakiego położenia wyrusza punkt 
przesuwany. 

Przypuśćmy t e r a z , że chodzi o przesunięcie 
nie punktu, leoz cienkiego i prostego pręta, 
powiedzmy l i n j i p r o stej w kierunku tejże pros
t e j . Oczywiście wszystkie punkty t e j pr o s t e j 
doznają jednakowych przesunięć, zarówno pod 
względem wielkości, jak i kierunku. Gdy znamy 
przesunięcie jednego punktu, to znamy przesunię
cie wszystkich innych, a zatem ta k i e przesunię
c i e prostej możemy oałkowioie określić za pomo
cą jednego odcinka. Początek tego odcinka obie
rzemy na t u r a l n i e w jednym z punktów przesuwanej 
p r o s t e j , w którymkolwiek, bo żaden nie wyróżnia 
się z pośród ogółu. Oozywiśoie i oały odo inek 
będzie leżał na t e j p r o s t e j . Takie przesunięcie 
prostej wzdłuż t e j p r o s t e j nazywamy WEKTOREM 
ZWI42ASIM Z TA PROSTA. 

Dajmy teraz na t o , że przesuwa się oała br y 
ła, przyozem wszystkie j e j punkty doznają prze
sunięć jednakowych, zarówno co do kierunku,jak 
i co do wielkości. Początek odcinka, określają
cego ta k i e przesunięoie, możemy obrać w dowolnym 
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punkcie bryły, albo nawet w dowolnym punkcie 
p r z e s t r z e n i , uważając, że bryła rozciąga się 
w pr z e s t r z e n i nieograniożenie. Takie przesunię
ci e bryły nazywa się ISKTORBM SWOBODfiTM. 

Wektory wogóle dzielą się na tr z y kategorje: 
wektory związane z punktami, wektory związane 
z prostemi i wektory swobodne, l e k t o r związany 
z punktem lub raczej odcinek, określający ten 
wektor, posiada zupełnie określone położenie 
w p r z e s t r z e n i . Wektor związany z prostą musi po
zostawać na pewnej określonej p r o s t e j , ale może
my go na n i e j przenosić dowolnie, wektor swobod
ny możemy dowolnie przenosić w p r z e s t r z e n i . 

4. SUMA GBOMBTBICZBA. W zakres mechaniki wcho 
dzą zagadnienia, w których mamy pewną liczbę wek 
torów oraz innyoh danych, a chodzi o wyznaczenie 
nowego wektora, ozyniącego zadość pewnym określo
nym warunkom. Zagadnienia tego rodzaju dają się 
często sprowadzić do pewnych działań typowych, 
które mamy właśnie poznać. 

Hieoh będą dwa wektory P~ 0/7 i CL - OB 
mające wspólny początek O . Mogą to być wekto
r y , związane z punktem O , albo wektory zwią
zane s prostemi OĄ i OB t albo wreszcie 



c wektory swobodne. Wyznaczmy 
nowy wektor R w sposób 
następujący: prowadzimy z 

O 

końca 23 wektora Cl o d c i 
nek SC , równy i równoleg
ły do Off . Otóż początkiem 

wektora /Z ma być punkt O , a końcem punkt C . 
Wyznaczenie takiego wektora 7Z nazywa się DO

DAWANIEM aB0KE5R2CZ™, albo WEKTOREM UPADKOWM, 
albo wreszcie wprost WIFADK0I4 IBKTORÓB P i GL t 

a ta dwa ostatni© WBKTOfclMl SKŁADOWYMI wektora 
M i Pisze wie symbol i uśnie; 

ożenie niż w algebrze zwykłej, c z y l i w algebrze 
skalarów. 

Z f i g u r y wynika bezpośrednio, że aoglibyśmy 
otrzymać wektor R , prowadząc a punktu P o d c i 
nek równy i równoległy do 03 , a zat®m wektory 
składowe są równouprawnione i w sumie P+& po
rządek składników nie odgrywa żadnej r o l i . 

Wyrazimy to" symbolicznie pisząc; P + Q. - G- +jp 
Wektor wypadkowy P laożna także wyznaczyć, 

?a>c przekątnie równoległo boku, zbudowanego na 

f równaniu t e n snaki — i ssają inne zna-
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Rys. X. 

wektorach składowych. 9iooh teraa będą 3 wektory 
P,, Fz:, P3 > posiada
jące wspólny początek 
O i położone j a k k o l 

wiek w p r z e s t r z e n i 
/ a więo niekoniecznie 
w jednej płaszczyźnie/ 

Wyznaczmy nowy 
wektor R w sposób następujący: z końca P, wek
t o r a P, prowadzimy odcinek Ą Pz równy i rów
noległy do wektora Pz , a następnie z punktu 
Pz prowadzimy Pz P3 , równe i równoległe do 
P3 . Początkiem szukanego wektora /? ma byó 
O , a końcem P3 . Wektor ^ sowie się sumą 

geometryczną albo wektoreem wypadkowym wektorów: 
P,7PZ,P3 które nazywamy składowymi. 

Piszemy: _, • . 
•R=P,+PZ+P3 

aby więc otrzymać wektor wypadkowy należy 
utworzyć wielobok Off,fIzP3 , którego boki są 
odpowiednio równoległe do wektorów składowych. 

Łatwo się przekonać, że porządek, w którym 
następują po sobie te bok i , n ie wywiera wpływu 
na wynik ostateczny* Z rys.Z widać, że P = P,.zPJI 

gdzie P,.z -P?+Pz . Lecz ot-rsymalibygiriy tę sama 
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sumę z , prowadząc z końca wektora 
odeinek.równy i równoległy do P, , a więc 
zamiana pomiędzy bokami OP, i P,PZ nie wy
wiera wpływu na sumę ostateczną. 

Można również uczynić zamianę pomiędzy boka
mi P,PZ i P2^3 c z y l i pomiędzy składnikami 
PZP3 ,00 nie wpłynie na sumę 7Z . Oczywiś

c i e odcinek Pz P3 j e s t równy i równoległy 
do sumy wektorów PZP3 , którą oznaczymy przez 

, a zatem R można uważać za sumę wekto
rów i ? i P2.3 \ leoz otrzymalibyśmy ten sam 
odcinek Pz fJ3 równy i równoległy do Pz , 
prowadząo naprzód z Pz odoinek równy i równo
legły do P3 , a następnie z końca tego odcin
ka odcinek równy i równoległy do P^ .Powiedzmy 
krótko, że suma geometryczna Z?+p2,+P3 nie z a 
leży od porządku składników. 

Tak samo zupełnie tworzy się suma geometrycz
na oztereoh, pięoiu i więcej wektorów i sumy te 
nie zależą również od porządku składników. 

Jeżeli wszystkie wektory składowe są położone 
na jednej p r o s t e j , to i wektor wypadkowy będzie 
leżał na tejże prostej i będzie równy sumie alge
braicznej wektorów składowyoh. Tak więo sumę 
algebraiczną możemy uważać za szczególny przypa-
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dek sumy geometrycznej. 

Często bardzo wypada rozwiązywać zagadnienia 
odwrotnie; dany j e s t wektor H , wyznaczyć pew
ną liozbę wektorów PI}PZ7P3, , d l a któ
rych 72 j e s t sumą geometryczną, c z y l i , innemi 
słowy, rozłożyć wektor 7Z na wektory składowe 
P,P2, Mogą być przy tern postawione je s z 
cze inne warunki, którym szukane wektory składo
we mają czynić zadość. 

5. R2UTI WEKTORÓW. I meohani oe często mamy 
do czynienia z prostokątnymi rzutami wektorów 
na płaszczyzny i proste. 

Rzut t a k i możemy zawsze uważać za wektor, 
którego poozątek i konieo są rzutami początku i 
końca wektora rzucanego ożyli oryginału. 

Hiech będą wektory P,,P2, posiadające 
wspólny poozątek O , l e c z położone jakkolwiek 
w p r z e s t r z e n i / r y s . 2 / . Utwórzmy wielobok 0/?,/3z 

i wyznaczmy wektor wypadkowy . Obierzmy nas
tępnie dowolną płaszczyznę rzutów i zbudujmy rzut 
całej f i g u r y na t e j płaszczyźnie. Części składo
we rzutu będziemy oznaczać temi samemi l i t e r a m i , 
co odpowiednie części oryginału, kreskując je 
d l a odróżnienia. Ponieważ rauty prostokątne 
dwóch odcinków, równyoh i równoległych, są równe 
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i równoległe, przeto odcinek flffflz będzie 
równy wektorowi p£ i równoległy do niego, od-
oinek /%' do Pj i t.d. Stąd wynika, że 
wektor P' będzie sumą geometryozną wektorów 
P/jP*', A zatem RZUT WEKTORA WPADKOWEGO 
NA PŁASZCZTZff? JEST SUMĄ GEOMETRIOZH4 RZUTÓW 
WEKTORÓW SKŁADOWYCH. 

UesyiiMy teraz raut t e j samej f i g u r y /Z/ na 
dowolnie obraną oś rzutów. Ba o s i t e j będziemy 
odróżniali kierunek dodatni od ujemnego, jak to 
się dz i e j e w geometrji a n a l i t y c z n e j . Jeżeli rzut 
wektora j e s t zwróoony w stronę dodatnią, to bę
dziemy go uważali aa dodatni, w r a z i e przeciwnym 
za ujemny. 

Widaó bezpośrednio z f i g u r y , że P oo do 
wielkośoi i znaku równa się sumie algebraicznej 
odcinków Q'fl,', P?,ffz,t gdzie porządek l i t e r 
określa znak, który składnikowi przypisać n a l e 
ży. Jeżeli np. punkt P7'z leży po st r o n i e do
datniej punktu P?/ , to odcinek &/P7* uważa
my za dodatni, w r a z i e przeciwnym za ujemny. -
Lecz 0'P?,'=P, odcinek j e s t równy oo do 
wielkości i zgodny oo do kierunku z i t . d . , 
a zatem RZUT WEKTORA WPADKO IEG0 HA OŚ JEST RÓW 
WY ™ i B HMBBRA#,21JEJ RZUTÓW WEKTORÓW SFMDO-
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wTCH. Twierdzeniu temu nadamy postad równania 
algebraioznego. 1 tym c e l a zawrzemy naprzód 
umowę następującą: jeżeli mamy dwie proste, 
na których odróżniamy k i e r u n k i , to za kąt po
między niemi będziemy uważali ten z dwóch ką
tów przeciwległych, którego obydwa boki biegną 
od wierzchołka. 

Oznaczmy teraz przez c(-,,c^z,- ^'^kąty 
pomiędzy wektorami 2? ,P2,.. . . 7Ź i o s i a ^ rzutów. 
I takim r a z i e rzuty tych wektorów na oś będą 
zarówno oo do wielkości bezwzględnej, jak i 
znaku odpowiednio równe: i2? COĆCC^ pz cosc£z ... 

K coso*lr i twierdzenie powyższe wyraai 
się tak: P cosaCr = pfcosot, ^^cos^^y^ krócej: 
7?cosoCr - ^iP]cesot . 

6. METODA AKALITICZHA SUMOWANIA. Ma dru-
giem twierdzeniu paragrafu poprzedzającego 
j e s t oparta metoda a n a l i t y c z n a wyznaczania wek
t o r a wypadkowego. 

Mamy więc wyznaczyć pod względem wielkości 
kierunku wektor wypadkowy danyoh wektorów 
I?7PZ. . . . , posiadających wspólny początek 
O . Obierzmy punkt O za początek p r o s t o 
kątnego układu współrzędnych X,y,Z i oznaczmy 
odpowiednio przez ^ ^ ^ Y ^ ^ ^ k ą t y , 
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które dane wektory tworzą z osiami, ożyli i c h 

kąty kierunkowe. Szukany wektor wypadkowy 
oznaczymy przez R , a jego rzuty na o s i 
przez Px , Py j, Pz . Ha zasadzie wzmiankowa
nego twierdzenia będzie: 

Px = ZPcos eC Py = ZPcc>sj3 Pz = ZPcoff 

Oznaczmy jeszcze przez &r firtTr) kąty k i e -
runkowe wektora P . Znajdziemy, że C^eC- -y^j 

CosJ3r = cesfc = . Mając 
<?(>r,J3r, ^r- znamy wektor wypadkowy co do 

wielkości i kierunku. 
7. RZUT TRÓJKĄTA. W dalszym ciągu będą uży

teczne pewne twierdzenia geometryczne, które 
przytoczymy na tern miejscu. 

Niech będzie trójkąt P8C i jego rzut 
0'B C na jakąkolwiek płaszczyznę P . O z 
naczmy przez & x S' po"? a oryginału i r z u 
t u , a przez <tC kąt pomiędzy płaszozyzną 
trójkąta i płaszozyzną P , dowiedziemy, że 

Rozważmy naprzód przypadek szozególny, gdy 
jeden z boków trójkąta np. PS j e s t równo
legły do P7 . Jeżeli CD j e s t wysokością 
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oryginału, to C 'D j e s t wysokością rzutu i 
S'~irfl'B'. C'D' . Lecz fl'£ = flB; C'l?'~ 

CDcosc^ t zatem & '=* TĘ. W-jBi C'Z>'cosoC -

&'.f &cosot o.b.d.d. 
Przypuśćmy t e r a z , że trójkąt ftBC ma poło

żenie jakiekolwiek. Poprowadźmy przez wierzcho
łek /7 płaszczyznę równoległą do F ; przet n i e 
ona bok JBC W punkcie JO i prosta 0V bę
dzie równoległa do F . Oznaczmy teraz przez 

S, i Sz p o l a trójkątów /9B2? i flCl? 

przez ff, i Sz p o l a i c h rzutów. Na zasadzie 
powyższego będzie - &,c<?s<£;, ST^-S^Ces^ skąd 
otrzymamy związek żądany. Twierdzenie powyższe 
daje się bardzo łatwo uogólnić. 

Przypuśćmy naprzód, że & i & są polami 
dowolnego wieloboku i jego rzutu na płaszczyznę 
F . l i e l o b o k możemy podzielić na trójkąty 
i stosując dowiedzione twierdzenie do każdego z 
ni c h i dodająo otrzymane równania, otrzymamy 
znowu ŹCOSeC . 

Gdy granicę f i g u r y płaskiej stanowi l i n j a 
krzywa, to możemy uważać taką figurę za wielobok 
o nieskończenie krótkich bokach, a zatem t w i e r 
dzenie nasze rozoiąga się do wszystkich f i g u r 
płaskioh. 
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8. MOMENT WZGLgDEM PUNKTU. I t e o r j i wektorów 
obok dodawania zasadniczą rolę odgrywają dwa 
działania inne. Wynikiem jednego z nich j e s t wek
t o r zwany ILOCZYNEM 1EKT0B0IYM, a wynikiem dru
giego s k a l a r , zwany ILOCZYNEM SKALAROWIM. D z i a 
łania te wyłożymy jedynie w t e j p o s t a c i , w której 
będą nam potrzebne, w dalszym ciągu n i e będziemy 
nawet używali powyższych zasad ogólnych, posłu
gujemy się zamiast tego nazwami MOMENT i PRACA, 
używaneki częściej w technice. 

Działanie pierwsze rozważymy na tern miejscu, 
o drugiem będzie mowa później. 

Niech będzie wektor TP-^rfB , związany z punk
tem lub prostą i niech będzie prócz tego punkt 

O . Poprowadśmy przez O prostą prostopadłą 
do płaszczyzny OffB . Gdy spojrzymy z jakiegoś s 

punktu C t e j prostej na płaszczyznę OBB t 

to aobaozyray, że wektor j?P j e s t , dajmy na to, 
zwrócony w tę stronę, w którą posuwa się koniec 
wskazówki zegarowej, obraoająo się około punktu 
O . Gdybyśmy p a t r z y l i na OZ7B z innego punk

tu tejże p r o s t e j , położonego na odwrotnej s t r o 
nie płaszczyzny, to d l a nas ZWROT wektora JP 
byłby odwrotny do biegu wskazówki zegarowej. 

Odetnijmy od punktu O w stronę C B/o umó -
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wionyen jednostek długości, gdzie oznacza 
odległość wektora P od punktu O i nasywa 
s i e KAMIENIEM MOMENTU, i ima mi słowy odmierzmy 
na OC t na odpowiedniej s k a l i , poMJbrdjna po
l e trójkąta OffJB , Otrzymamy wektor, związa
ny z punktem O i posiadający poozątek w O 
Wektor ten zowie się MOMENTEM WEKTORA P WZGLĄ
DEM O o Krótko rsówiąc, MOMENT WEKTORA P 
WZGLĄDEM PUNKTU O JEST TO WEKTOR, PROSTOPAD
L I DO PŁASZCZYZNY, ZAWIERAJĄCEJ O. i T , 
ZfRÓCONI W T$ STRONA Z KTÓREJ WIDAĆ P W KIERUN
KU BIEGU WSKAZÓWKI ZEGAROWEJ, A POD WZGL?DEM 
WIELKOŚCI ftOffi ILOCZINOWI Z WEKTORA P PRZEZ 
RAMIĘ. 

Oczywiście moment ani pod względem kierunku, 
ani wielkości, nie zależy od położenia wektora 

P na p r o s t e j PłJB „ 

Jeżeli punkt O leży 
na £?B , to moment j e s t 
równy zeru. 
> Nieoh będą wektory 

/typowy wektor 
P /, położone w jedney 
płaszczyźnie , np. w piasz-
czyźnie rysunku i posiada-

STATIKA, Arktiimy 2 - g i 



jąoe wspólny początek /7 . Ich. wektor wypadko
wy oznaczmy przez 7Ł , l i e c h będzie prócz tego 
w tejże płaszczyźnie jakikolwiek punkt O . 
Obierzmy O za początek prostokątnego układu 
współrzędnych, oś Z, obierzemy prostopadle 
do płaszczyzny rysunku, a oś y poprowadzimy 
przez punkt /7 Oczywiście momenty wszystkich 
wektorów ff,7l leżą na o s i Z , 
przypisujemy im znaki + lub ~ stosownie 
do tego, czy są zwrócone w stronę dodatnią czy 
ujemną t e j o s i . Oznozmy jeszcze prssz ^/,oCz,.. 

f kąty, które wektory P,97$>P9 • • . . 

tworzą z osią X , a przez ^fj^mP^j T 

i c h odległość od O . Biorąc rzuty na oś X. 
otrzymamy 7?cos f - 2LJPCOSC£ .lne4ymy następnie 
obydwie strony tego równania prs^s O/f? gdy 
uwzględnimy, że 0/3cQ5<ćrf° i 0/7cosf^r , to 
wypadnie 

Równacie t© wyraża twier&Kenio następując®: 
MOMENT IBK70B&. łTPAIftÓ iEOO WEKTORÓW, POŁOŻO

NYCH I JBDIBJ PUSZCZYŹIIS, WZGLCDBJI 
ŻS PIŁSZGZYZST JgST RÓMI SUMIE AMSBRAICZWIJ 
MOHENTÓ* ISKTORÓI SKUDOwTCH. 

Twierdzenie 'to j e s t przypadkiem szczególnym 
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/ / 

nys. 4. 

twierdzenia ogólniejszego, które poznamy w 
jednym z paragrafów następnych /10/. 

MOMTO ffZGŁPEM PB03TEJ, Eiecn będzie wek
tor P3 = PS , związany z punktem l u b prostą i 

jakąkolwiek prostą Z. 
Obierzmy na n i e j do
wolny punkt £ i 
wyznaczmy względem 
niego mement M 

wektora 
puśóay, że/V tworzy 

z prostą Z" kąt ^ ; w takim razi» rzut A/ mo
mentu na prostą Z j e s t równy P7cc>s^ . Dowie
dziemy, że rzut ten j e s t niezależny od położenia 
punktu C na p r o s t e j . 

W tym oelu poprowadźmy dowolnie płaszczyznę 
p , prostopadłą do p r o s t e j Z ; pr z e t n i e ona 
tę prostą w punkcie O , Jeżeli rzutem punktów 
P?, B na F są punkty P',3 , to rzutem 

trójkąta /PB C będzie trójkąt /7'3 C' , przy 
każdem położeniu punktu C na prostej Z . 
Podwójne pole trójkąta PB'C ~P7 i płaszczyzna 
PB C tworzy z r kąt ^ /płaszczyzny te sn 
odpowiednio prostopadła dc boków kąta /, a 7.a~ 



tem podwójne pole trójkąta /7'B'O = P?cos^/V 
Znaczy t e , że rzut A/ jeat d l a wszystkich 
punktów pr o s t e j Z wielkością stałą. Ten 
rzut N momentu P7 zowie się moment ess wekto
ra P waględem o s i Z . Jest to wektor zwią
zany z prostą Z i oczywiście równy co do 
wielkości i kierunku momentowi wektora p* =/7B 
względem punktu O . 

Znajdziemy jeszcze 
d l a wektora A' pewne 
wyrażenie, które by
wa często użyteczne. 
Dajmy na to, ż*CD~f> 
je3t najkrótszą od
ległością pomiędzy 
prostem! 

•V j e s t rzutem punktu D . Ponieważ p r o s t a 
CP) j e s t równoległa do płaszczyzny rzutów, 
przeto C-p * OD%A> . Prosta OD jako p r o s t o 
padła do PS i DD' j e s t prostopadłą do 
płaszczyzny rzucającej prostej PB f a więc 
do P7 S .Z tego wynika, żs OD j e s t ramie
niem wektora P ' i /V-p/o , Oznaczmy jeszcze 
przez TA kąt pomiędzy P i Z . . W^jt&kim r a 
z i e kąt pomiędzy _P [ ? ' będzie I g " " ̂  i 



P''-P'*in zA 
Ostatecznie otrzymamy; 

W - Pfiśiri 7/ 
Moment wektora P względem pro s t e j Z 

j e s t równy zeru. 
1. jeżeli jh~o t . j . jeżeli proste Z i 

PB się przecinają i 
2, jeżeli zA= <? t . j . jeżeli proste Z i 

f/B równoległe. 
Wogóle mement wektora względem o s i j e s t 

zerem, jeżeli wektor i oś leżą w jednej płasz
czyźnie. 

10. MOMENT WYPADKOWY. Miech wektory P^Ą, 
P,, ...... i i c h wypadkowa P i niech będzie 
prócz tego jakakolwiek p r o s t a Z . Prowadzimy 
jak poprzednio, płaszczyznę F prostopadłą 
do Z i przecinającą tę prostą w punkcie O 
Rzut P wektora P na P będzie wypadko 
wa r z u t ó w Ą ^ i ^ . . . wektorów P^P^Ę, ..... 
Ponieważ wektory i ^ i j , tworzą układ płaski, 
przeto moment wektora wypadkowego 7Z wzglę-
deuf punktu O będzie równy sumie a l g e b r a i c z 
nej momentów wektorów składowych Py\PZ,P^J 

względem Z . Wogóle moment wektora wypadkowo,. 
go względem o s i j e s t równy sumie momentów W6k~ 



torów składowych. 
Weźmy teras ten saia układ wektorów Ir?,7%,. 

.C, R i jak i k o l w i e k punkt O . Wyznacz
my wagi ędem O momenty /ty, MZx... . wektorów 
^M,Ę? oraz iaomenty A/ wektora 
M • Ponieważ A f , / ^ ^ą to wektory po
siadając© wspólny poozątek, możemy przet© wy
znaczyć i c h wektor wypadkowy; oznaczmy go 
prsoa /V' , Beisiedziemy, że /V i /V nie 
różnią się ani pod względem wielkości, ani 
kierunku. 

U tym ce l u poprowadźmy przez O t r z y eSie 
współrzędne oc,y3Z . Raut wektora //' na oś 
- 3? j e s t równy sumie rzutów wektora ' A?, A£... 
Leos rauty moment ów na oś SC są mo
mentami wektorów względem tejże, 
a suma i c h w myśl twierdzenia poprzedzającego 
jest równą momentowi wypadkowej 7£ względem 
X c z y l i rautowi moment a /V na tę prostą. 

Stąd wynika, że rzuty wektorów /V i /V na oś 
X pnuUią być równe, ponieważ też samo doty

czy dwóch o s i pozostałych, prse*o wektory ^ 
i. M' mit mogą się różnić pod żadnym względem, 
DewieÓ! :.&&y w; 30 twierdzenie t a k i e - moment 
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wektora wypadkowego względem dowolnego punktu 
j e s t równy sumie geometrycznej momentów wekto
rów składowych tegoż punktu. 

11. ANALITICZNE WYRAŻENIE MOMENTU. W prosto
kątnym układzie współrzędnych dany j e s t począ
tek M/^y^Żjwektora P oraz rzuty P*,P^Ti 

tego wektora na o s i . Pragniemy wyznaozyó moment 
/V wektora P względem początku O . Uczyni

my t u naprzód pew
ną uwagę ogólną, 
dotyczącą obiegu 
układów współrzęd
nych. 

Spójrzmy z j a 
kiegoś punktu o s i 
/rys.67, położone
go po s t r o n i e do
datni e j ed O t na 

tę osęsó płaszczyzny Xy t która leży pomię
dzy stronami dodatniemi o s i X i y , Wska
zówka, f i g a r a , leżącego na t e j płaszczyźnie 
tarczą do nas, posunęłaby się ed o s i OC ku 
c s i y . Powiemy, że es y następuje pe o s i 
X w kierunku ruchu wskazówki zegarowej.-
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TSL& s&sso 9Ś Z następuj® po o s i y i oś SC 

po o s i z . W t a k i sposób będziemy zawsze o b i e 
r a l i e«i współrzędnych, Ra załączonym rysunku 
naay wyobrażony ten wypadek, w którym wszystkie 
wielkości dane t . j X>y>zJP^Pz są dodatnie. 

Wyznaczmy naprzód rzuty /%} / % szukane
go mosaentu /V na o s i współrsędnych, c z y l i ao-
menty wektora P względem o s i . W tym c e l u 
rozkładamy wektor JP na 3 okłsdove w kierunkach 
o s i . Oozy^iśoie składowe'to są równe danym r z u -
tom • 

/Vz c z y l i aoaient w«ktor& j P względem os i 
Z j e s t równy sumie moKentów wektorów^Ty, 

Moment pierwszego je«t ró^ny - y . i ? /znak ~, 
gdyż moraent j e s t zwrócony «' kierunku ujemnym 
osi z /, mosant drugiego wy&osi i 
wreszcie mosent t r c e o i f g o j e s t równy zeru. Za
tem wypadnie /V7Z~ JCi^ -yj^ . Tak samo z n a j 
dziemy : 

a 

• /V- /V A 7 

Dal e j ot r zyoamy CoScC = - Jyf i ̂ (f" > 
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g i c i e °^JJ^' tjT oznaczają kąty kierunku Momen

t u PI . 

Jeżeli mamy wjznao&yó moment wektora T* nie 
względem początku O , le c z względem jakiegoś 
innego punktu O to we wzorach powyż
szych wypadnie zamiast X,yj'Z napisać ccjy^z' 
c z y l i współrzędne punktu M w układzie, któ
rego pocaątek leży w ^& , a o s i są odpowiednio 
równoległa do oc^y, 71 } zatem 

Będzie a atom 

12. 2LEL. ggKIPOfidl'. Sieoh "będą dwa wektory 
równe, równoległe, ale zwrócone w strony od
wrotne, laż&y z n i c h oznacsay przez P , a i c h 
początki odpowiednio praea Ą i Pz c Mówimy 
że te wektory tworgą parę wektorów, nazywamy 
płaszczyznę, w której one leżą, płaszczyzną pa
ry, a odległość pomiędzy nimi /oznaczmy ją 
przez / ramieniem pary. 

Obierzmy w p r z e s t r z e n i jakikolwiek punkt P 
i wyznaczmy wzglądem niego momenty P7' i /V 
obydwóch wektorów pary, a następnie sumę geo
metryczną P* tyoh momentów. Nazywamy P7 
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mementem pary względem punktu /7 0 Wyznaczymy 
ten moment przy pomocy wzorów paragrafu poprze
dzaj ąoego. 

W tym c e l u oznaczymy współrzędne punktów 
^o^zyćl odpowiednio przez fe*/, J Z,) 

(XZ}yz9 Z,z) i (X,y, z) , a rzuty na osi pierw
szego z wektorów pary przez 7^JI^J 7P2 \ w taki** 
r a z i e rzuty drugiego będą . Otrzy
mamy teraz łatwo rzuty mcaieatów /V i A7" 
na ©a Z , a mianowicie; 

/% '-(x/ -xjĘ-fyf -yjB c Mz'-ixŁ-xjĘ*(yz-yj% 

Oczywiście rzut wypadkowej /V , c a y l i 
/^=/%W^'' a więc 

Analogiczne wzory otrzymamy na A7X i 
l i d z i m y , że //Ł,/^/ 1 ^ są niezależna && 
(x

}y,^J , a więo moment pary A 7 j u s t inni 
co do wielkości, ani co do kierunku ni^zal&żny 
od położenia punktu fJ . Względem wuisyatkioa 
punktów p r z e s t r z e n i momenty pary wektorów są 
jednakowe, możemy więc powiedzieć, że moment pa
ry j e s t to wektor swobodny. 

Z ostatniego wzoru na widać, że momea&t 
pary n i e różni się od momentu pierwszego wekto-
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r a pary względem punktu f?z . Jest on więc 
prostopadły do płaszczyzny pary, zwrócony w tę 
stronę, z której widaó parę w kierunku ruchu 
wskazówki zegara, a oo do wielkości równy jPjb 

t . j . iloczynowi z wektora przez ramię pary. 

G Z J> ii 0 I-sza. 

STATYKA. 

_M^_sXał_l_e 

0 SIŁACH DZIAŁAJĄCYCH HA PUNKT. 

13. PRZBDlflOT I PODZIAŁ MBCKAHIKI. Wśród z j a 
wisk otaczającego nas świata wyróżniamy t.aw. 
zjawiska mechaniczne. Istnieją dwa rodzaje t a 
k i c h zjawisk, ruoh ciała względem innych ciał 
i odkształcanie się ciał. Pomiędzy t e n i k a t e -
gorjami zasadniczej różnicy nie&a, bo cdksatał-
canie polega na ruchu jednych cząstek względem 
innych, ale dobrze j e s t odróżniać te dwie kate-
gorje. 

Mechanika j e s t to nauka o tych mjawlskach me
chanicznych. 

D z i e l i się ona na dwie części, różne zasad-
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