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ROZDZIAL WSTEPNY.

0 SKALARACE I WwWEREKETORACH .

1. SEALARY, Wielkodci, 2 ktéremi memy do ozy-
nienia w mechanice, dadzg sié podgielid na dwie
kptegorje: SKALARY i WEKTORY.

Skalar jest tc wielkodé nie pozoatagqca w

gwiggku z zadnym okreSlonym kierunkiem przestrze-
ni. Daje sig ona calkowicie okredlié jedng pars
jednostek gnamyoh. Tak np., mkalarem Jjest czas. -
ady powiedsiano, se pewne wydarzenie trwalo tyle
a tyle'gddzin, ozy minut, to osas trwania tego
wydarzenia jest calkcwiocie okreslony. Zamiast po-
dawad liczbe mozna wskazad odoinek odpowiedniej
skali. Skala taka urzadza sig na linji prostsj,
albc ns jakiej imnej linji. Pewna znana dlugoéé,
odmierzona na tej linji, odpowiada obranej jed- -
noatoe. Skala oczasu urgzadza ai§ najczgéciej na
okrégu kola i zazwyczaj godsinie odpowiade 1uk,
dugosoi Q%ZL , gdzie 7° oznamoza promied kola.
Précz czasu do skalardéw naleig: masa, praca,

sita zywa, potencjal i inne,

_&, WEKTORY, Wektor jest to wielkosé, pozostaja-

oa w gwigeku z pewnym kierunkiem przostrzeni. Wek-
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tor nie daje sié calkowicie okredlié za poemocos
 jednej liosby, gdysz trszeba jeszcze wskazad 6w
kierunek. Tak wiéc wektor naleiy okreslaéd pod
wagledem WIRLKOSCI { KIERUNKU.

Proatym prsykiadem wektora jest przesurigoie
jakiegod drobnego preedmiotu, powiemy punktu .
rachomege. Dajmy na to; %26 punkt ten sajmuje
gnane potosenie A 1 wiadomo, e ma by§ prze-
suniéty © 3 metry. Dane te nie okreslajg jesszoze
prmomuniéoia, gdys na ioch zasadgie nie umielibys
ry wekazad, gdzie znajduje sig punkt ruchom& po
dokonaniu przesunigoia. Wiadomo jedynie, ze no-
we polozenie smajduje sie gdzies na powierzchmi
knli, zatoomonej & punktu <~ , promieniem JF77z.

Jeisli poslugujemy ailq metodami analitycznemi,
to okreslamy kierunek przesunigoia lub wogdle
kierunek wektora tak, jak si@ to robi w geomet-
rji analityosnej, t.j. za pomecs stosownych kg-
t6w kierunkowych. Jezeli stosujemy metody wy-
kredlne, to ckreflamy kierunek wektora odcinkiem
progtej, na ktérym jeszoze wskazaé potrzeba, w
ktérg atroné jest zwréoony wektorx. Jezelil wiéo
pdcinek /7/V ma ckredlad kierumek przesunigoia,

to nalezy wskagaé np. za pomoog strzalki, oazy
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przesunigole ma siq odbyé w atfong od /7 de /V
czy tez w stronq odwrotng. W przypadku pierwszym
punkt /7 zwis sie¢ POCZATEIEBM odoinka, a /V -
~ EONGEM.

Pod wzgi.edem wielkofci wektor okreéla sié tak
samo, jak skalar, a wigc liozbg albe dlugoéoig,
wskazana pe skeli. Dogodnie jest odanacsad te
diugosé na tym samym odoinku, ktdéry ma waskazywaé
kierunek, albo wprost nadawad odoinkowi temu takg
wiadnie drugodé. Odoinek taki okredla wektor nie-
tylko co do kierunku, ale i oo de wielkoéoi.

Preypudémy dla praykladu, ze na prayjetej ska-
11 przeauniqé, przesuniéciu jednego metra odpewia-
da jeden ceniymetr. W takim razle przesunigale,

0 ktérym wyszej byla mowa, bedzie calkowicie okreé-
lone odcinkiem /7/V | wekazmujgoym kierunek prasesu-
nigoia 1 posiadajgoym diugodé 3 om.

Do kategorji wektoréw nalets: sila, moment,
ssybkodd, przyspiessenie i t.d.

3. RODZAJE WEKTOROW. Prazesunigoie punktu ru-
chomego % danege polofemia /~ nasywamy WEKTOREM,
ZWIAZANYM 7 PUNKTEM /~/ . Uméwiono sie obieraé
poczatek odcinka /7 |, ktéry ma okrcélaé prse~
sunigoie, wtasnie w tym punkcie 7 . Iyi gposoben,

majac dany odecinek /7/V , nietylko snamy przesu-
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niéoia co do wielkodoi i kierunku, ale wiemy
jészoze, z jakiego potozenia wyrusza punkt |
praesuwany,

Preypufdémy teraz, 2e chodzi o przesunigcie
nie punktu, leocz oienkiego i'prostégo préta,
powiedzmy linji prostej w kierunku tsjze prds-
tej. Oazywidcie wszystkie punkty tej prostej
doznajg jednakowych przesunigé, zaréwno pod
wegloden wielkofoi, jak i kierunku. Gdy sanamy
przasuniécie jednego punktu, to znamy prsdsunie-
cie wszystkioh innyoh, a zatem takie preesunie-
cie prostej ﬁoéeny oalkowicie okreslié za pomo-
cg jednego odoinka. Pocsmgtek tego odoinka obie-
rzemy naturalnie w jednym 2z punktéw przesuwanej
prostej, w ktérymkolwiek, bo £aden nie wyréznia
Biq z pedréd ogdéiu. Oosywidocie i oaly odo inek
bedzie lezal na tej prostej. Tekie przesunigoie
prostej wzdius te] prostej nazywamy WEKTOREM
ZWIAZANYX 72 TA PROSTA.

'~ Dajmy teraz na to, Ze przesuwa sig oala bry-
ta, przyozem wsgystkie jej punkty doznajg pree-
sunigé jednakowych, zaréwno co do kierunku, jak

i co do wielkodci. Poozgqtek odocinka, okreslajg-

cego takie przesunigcie, mozemy obraéd w dowolnym



punkcis bryly, albo nawet w dowolnym punkcie
preeastrezeni, uwaizajgc, e bryla roscligga sie
w przestrseni nieograniczenie. Takie przesunig-
cie bryly nasywa siq WEKTOREM SWOBODEYM.

Wektory wogdéle dzielg sig¢ na trzy kategorje:
wektory swigzane z punktami, wektory zwigaane
g prostemi i wektory swobodne. Wektor zwiggany
z punktem lub raocze] odoinek, okredlajgoy tem
woktor, posiada supelnie okreélons polosenmie
w przestrzeni. Wektor swigzany ¢ prostg musi po-
zostawad na pewne] okreflonej prostej, ale mote-
my go na niej preenosié dowolnie, wektor awobod-
ny mozemy dowolnie przemosié w przestrsenmi.

_4. SUMA GEOMETRYCZEA. W zekres mechaniki wcho-
dza zagadnienia, w ktérych mamy pewng liczbq wek-

toxéw oraz innyoh danych, a chodzi o wyznaozenie
nowego wektora, osynigcego zadodé pewnym okredlo-
nyn warunkom. Zagadnienia tego rodsaju daja sigq
csgsto aprowadzié do pewnych dzialad typowych,
ktére mamy wtadnie poznaé.

Niech bedg dwa wektory #~=-04 i G=0F
majgoe wepélny poczatek (O . Mogs to byé wekto-
ry, gvigsane g punktem (¢ , albo wektery zwig-
‘gane s prostemi O/ 1 CO5 , albo wresccie



wektory swobodne. Wyznaosmy
powy wekter R w sposéb
nastgpujaoy: prowadzimy z
kofioa %5 wektora & odoi-
nek BC , réwny i réwnoleg-
Rys. 1 iy do OFA . Otéz poczgtkiem
wektora < ma byé punkt ¢ , a koficem pumkt C
Wyznaczenie takiego woktora A nasywa sig DO-
DAWANIEM GEOEETRICZEEM, albe WEKTOREM WYPADKOWYM,
albo wreszsie wprest WYPADKOWA WEKTOROW 72 { & ,
a te dwa ostatnie WEKTORAMI SKIADOWINI wektora
/2 . Pleze sigy symbolliaznie:
o =P+R
¥ towmaniu tem smeki = 1 + wmajs imme ana-

ozenie nis w algebree zwyklej, ceyli w algebrze
gkalardw. s

% figary wynika beszpoidrednio, e nbglibyémy
otrazymad wektor A< , prowadeggo & punktun 4~ odeci-
nek rdéwny i réwnolegiy do OB , a zatem wektory
skladowe sg réwneuprawnione i w sumie ~+& po-
readek skladnikéw nie odgrywa sadnej roli.

Wyrazimy to'symbolicznie pimssge: ZP*XR=&R 7P

Wektor wypadkowy A< moina takze wyznacgyé,

AYD praokatnig réwnolegioboku, shudowanego na
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woktorach skladowych. ¥iech teras beda 3 wektory

7,5, ,P, , posiada-

Jaee wapdéiny poozatek

O 1 poloicne jakkol-
wiek w przestrzeni

/a wigo niskoniscznie

¥ joedmej plaszcsyfnie/
Rys 2. Wysnaczmy nowy

wektor Z w sposéd nanﬁpujqoy: % kofioa /7, wak-
tora ~ prowadsimy odoinek ~ 4, réuny i réw-
nolegty do wektora 7, , a nastepnioc z punktu
/7. prowadsimy /7, /7, | réwne i réw'noieglé do
75 . Poosgtkiem Bsukanego wektera < ma byé
Q¢ , a kofcem 7; . Wektor A sowie lié sumg
geometryosny albo wektoresm wypadkowym wektordw:
5,7, 5 -,kt6re nasywany skladowymi.

Pigzeny: R=F +p +p

Aby wige otrsymsé wektor wypadkowy naleiy
utworgyd wielobok O/, /7, /7, | ktérego boki sa
odpowiednio réwnolegte do wektordw skYadowych.

Latwo siq praekonaé, ze porsgdek, w ktérym
naatépujq po sobie te boki, nie wywiera wplywu
na wynik ostateczny. 2 rys.2 widaé, ze /?=/?,_2 4
gdzie X, ,=72+7 . Leow otrzymalibyémy +e sama
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sume %, o .‘ prowadsac z kofca wektora 2
odoinek réwny i réwnelegly do 2, , a wiéo
zamiana pomiedsy bokami 04, i 4/, nie wy-
wiera wpZywu na am§ ostateczny.

Mozne réwniet uczynié zaﬁia.nq pomiedzy beka--
mi A/, i A/, ocsyli pomiedsy skladnikami

£/ F; , oo nie wplynie ns sumé AR . Qosywié-
cie odcinek 7, 4, jest réwny i réwnolegly
do sumy wekteréw 2 72, , ktérs 0OEnacLymy praes
Ri.; , & uatem R moina uwazaé ga sume wekto-
réw 2 i R,, ; leos otrsymalibyény ten sam
odeinek /7, /7, réwny i réwnolegly do 2Z, |,
prowadsac naprzdd & 7, odoinek réwny i réwno-
legty do /~ , a nastépnie % konica tego odoin-
ka ‘odcine'k réway i rdwnologly do 7, .Powiedsmy
krétko, se suma geometryosna 2 -7 »7, nis za-
lezy od porsqd]m sk¥adnikéw. \

Tak samo supelnie tworsy sié suma geometrycg-
na oztorooh,‘ piéoin i wigcej wektoréw i sumy te
nie zalety réwniot od porsadku. akladxiikdw

Jegeli nzystkie wektory aklado'o 8 potogone
na jednej prostej, to i wektor wypadkowy bedsie
lezal na tejze prostej i bedzie réwny sumiec alge-
braiocsnej wektoréw sktadowych. Tak wigo Bume
alg'ebraioa'na mozemy uwazad za sszozegblny przypa-



= i
dek sumy geometrycznej.

Czesto bardzo wypada rozwigzywaé zagadnienia
odwrotnie: dany jest wektor A , wyznaczyé pew-
ng 1iczb§ wektoréw 7,2, , 5, ... ..... , dla kté-
rych &  jest sumg geometrycszng, ozyli, innemi
stowy, rozlozyé wektor A na wektory skiladows
£, F,.......... Mogg byé praytem postawione jesz-
oze inne warunki, ktérym szukane wektory sktado-
we majg czynié zadoss.

_5. RZUTY WEKTOROW. ¥ mechanice ozgsto mamy
do czynienia z prostokgtaymi rzutami wektoréw
na ptaszozyzny i proste.

Reut taki moZemy zawsze uwazaé za wektor,
ktérego poozatek i koniec sg rzutami poczgtku i
kofca wektora rzncajogo osyli oryginalu.

Hiech béda wektoxry £, 7, ... .. posiadajgce
wapélny poosgtek O , lecoz poloione jakkolwiek
w preestrzeni /rys.2/. Utwérzmy wielobok O/, A,
i wyznaozmy wektor wypadkowy A . Obiersay nas-
téphie dowolng plaazczyth rautéw i zbudujmy rsut
catej figury na tej plassosyfnie. Czedoi sklado-
we rzutu bédziony osnacsaé temi samemi literami,
co odpowiednie osééoi oryginalw, kreskujac je
d1a odrétnienia. Poniewai rsuty prbstokqtno

dwéch odoinkéw, réwnyoh i réwnoleglych, sg rdwno
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i réwnolegts, prseto odoinek /%77; badzie
réwny wektorowi 7Z° i réwnolegly do miego, od-
oinek 4/, do 7 i t.d. Stad wynika, ze
wektor X bedzie sumg geome trycgng wektoréw
Z2.A.. . ... A satem RZUT WEKTORAL WYPADKOWEGO
NA P2LSZCZYZNF JRST SUHA GEOMETRYCZNA RZUTOW
WEKTOROW SKLADOWYCH.

Uesyfdnmy terazx rsut tej samej fignry /2/ na
dowolnie obrang eé rsutéw., Na osi tej bedziemy
odré¢niali kierunek dodatni od ujemnego, jak te
si§ dsieje w geometrji analityosmej. Jeteli rzut
wektora jest zwréoony w strong dodatnig, to be-
dsiemy go uwaiali sa dodatni, w ragie przeciwnym
ga ujemny.

Bidaé bespedrednio s figury, se R’ oo do
wielkodsi 1 znaku réwna si§ sumie algobraicenej
odoinkéw 04, , A 4, ., gisie porsadek liter .
okreéla znak, ktéry sktadnikowi praypisaé nale-
zy. Jezeli mp. punkt 4/, 1leay po stronie do-
datniej punktu 7  , to odoinek 4, /7, uwaza-
ay za dodatni, w razie przeciwnym sa ajemny. -
Leos 04, =7 adoinek <4, jest réwny co do
wielkogci i zgodny co do kierunku & .~ i t.d.,
'a zatem RZUT WEKTORA WYPADKOWEGO WA 08 JEST ROW-
¥Y SUMTE AT.GEBRAICZNEJ RZUTOW WEKTOROW SKEADO..
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WECH, Twierdzeniu temu nadamy poataﬁl réwnania
algebraioznego. W tym celn zawrzemy naprgdd
umow§ naatépujaoq; jeée’li' mamy dwie pioste,

na ktérych odrésniamy kierunki, to za kat PO~
migday niemi bedziemy uwazali tem z dwéch kg-
téw przeciwleglych, ktérego obydwa boki biegng
od wierzcholka,

Osnaoszmy teras przes o(,,o,,.. ... .., katy
pomigdzy wektorami 2,7, .. Ri osiwnutéy.
W takim razie rzuty tych wektoréw na od bads
saréwno oo do wielkodci bezwsglednej, jak i
znaku‘ odpowiednio réwne:. 7~ cosl,, £, cosLk, ... .

. R cosk, i twierdzenie powyissze wyrazi
slg tak: X cosd, =7 cosK, +PcosA,.1adb krécej:
Recosk, = ZFPcosk |

_6. METODA ABALITYCZNA SUMOWANIA. Wa dru-

‘giem twierdzeniu paragrafu poprzedzajgcego

Jest oparta meteda analitycsna wysnaczania wek-
tora wypadkowego.

‘Mamy wiéc wysnaosyd pod wzgledem wielkosci
kierunku wektor wypadkowy danych wektordw
Ll Lt , posiadajgoych wspélny poceatek
¢ . Obiersmy punkt (O gza poczatek prosto-
katnego ukladu wspélrzedaych X,Y,Z i cznaczmy

odpowiednio przes /oC,,/3, )’}), (4, fz,/i}kﬁt_y ’
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ktére dane wektory tworgzg z osiami, czyli ich
kqly kierunkows. Szukany wektor wypadkowy
oznacaymy przez A , a jego rzuty na osi
prees X,,~A,, <, . Na zasadzie wzmiankowa-

nego twierdzenia bedzis:
R = 2 cosL Py:gpcékya‘ Ry = ZFcod]"

R =VRy *Ry+Ry
Oznaczmy jeszose przesz (X, , ;Géﬁy)kgty kie -~

x

runkowe wektora A . Znajdeiemy, se (vsA=7~;
Cb%/g ==é§§J cpsér'=--zgﬁ . Majgc
Y o(r/ap /'~ znamy wekltor wypadkowy co do
wislkosoi i kierunku.
7. RZUT FROJEATA. W dalszym oiagu beds uiy-
teczne pewue twierdzenia geometryczne, ktére

prezytoczymy na tem misjscu. ,
Niech bedzie tréjkat SZC i jego rzut
7B 'C’ pa jakakolwiek plaszczyzne .~ . Of-
naczmy przes S5 i 5 pola oryginalu i rzu-
tu, a przes £  kat pomiédzy piaszozyzng
tréjkqgta i plasgczysng / , dowiedziemy, se
S = ScosL |
Rogwazmy naprsdéd przypadek szczegélny, gdy
jadoi £ bokéw tréjkata np. 75  jest réwno-
legly do 7~ . Jeteli (72 jest wysokofoig
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oryginalu, to CZ  jest wysokoscig rzutu i

S'=5AB CD’ . Lecs AB=FB, 0=
CDcosk , satem S =5 75! C’DcosaC—
5'= Scosl c.b.d.d.

Preypudémy teras, 2e tréjkgt ~75C ma poto-
senie jakiekolwiek. PoprowadZmy przez wierscho-
tek /7 plasscaysng réwnolegly do Z° ; prezetnie
ona bok ZC w punkcie 2 i prosta 42 be-
dsie réwnolegta do /' , Oznaczmy teraz przez

5, 1 5, pola tréjkatéw FB2 i ACD
preez 5, i 5, pola ich rzutéw. Na gasadzio
powyzszego bedzie 5 =S cosC; S,=5,to5A4; skad
otrzymamy swigzek Zadany. Twierdszenie po'yé;ze
daje si§ bardzo latwo uogélnid. |

Preypuéémy naprzéd, e S 1 5’ s polani
dowolnego wieloboku i jego rzutu na plaszozysne
& . Wielobok mozemy podzielié na tréjkaty
i stosujge dowiedzione twierdzenie do kaﬁdego 4
nich i dodajgo otrzymane réwnania, .otrzynaqy
gnowmn S '=.ScosL x |

Gdy granioce figury plaskiej stanowi linja
krsywa, to moiemy uwazaé taks figure za wielobok
o nieskodogenie krétkich bokach, a zatem twier-
dzenie nasge rosciaga si¢ do wszystkioh figur
ptaskich. |
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_8. MOMENT WZGLEDEM PUNKTU. W teorji wektoréw

obek dodawania sasadniczg role odgrywajg dwa

dzialania inne. Wynikiem jednego z nich jest wek-
tor awany ILOCZYNEM WEKTOROWYM, a wynikiem dru-
giego skalar, swany ILOCZYNEM SKALAROWIM. Dzia-
tania te wyloiymy jedynie w tej postaci, w ktérej
beds nam potrzebne, w dalssym ciggu nise bédziemy
nawet uiywali powyzszych sasad ogélnych, posiu-
gujemy aie zamiast tego nazwami MOMENT i PRACA,
ugywaneki czéécioj w teohnioce.

Dzialanie pisrwsze rozwazymy na tem misjscu,
o drugiem bedeie mowa pééniej.

Niech bedzie wektor ~°-/75 , zwigsany 2 punk -
tem 1ub prastg i niech bedzie préos tego punkt

O . Poprowadfémy przez ( prostg prostopadlsg
do ptaszosyzny OA5 . Gdy spojreymy z jakiegod
punktu C tej prostej na plaszesyzng O75 |
to zobaczsymy, ze wektor 7~ jest, damy na to,
zwréocony w te strone, w ktérg posuwa sig koniec
wokazéwki zegarowej, cbracajac sie okolo punktu
0 . Gdybyémy patrzyli na O45 & innego punk-

tu tejze prostej, petozonego na odwrotnej stro-
nie plamsgozyzny, to d1a nas ZWROT wektora Z
bytby odwrotny do biegu wskazéwki zegarowej.

Odetnijmy od punkta O w stfonécf 276 umé -
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wionych jedmostek diugodoi, gdzial/b 0LA’QZE
odlegtodé wektora 7~ od punktn O i nazywa
sie RAMIBNIRM MOMENTU, innomi stowy odmiersmy
na (CC , na odpowiedniej skali, pedwdjne po-
le tréjkgta OF75 . Otraymamy wektor, zwisza-
ey & punktem () i posimdajgey poomgtek w (7
Wektor ten zowie sig MOMENTEM WERKTORA 7 WZGLE-
DEM C . Krétko méwigc, MOMENT WEKTORA 2
‘WZGLEDEM PUNKTU (  JEST TO WEKTOR, PROSTOPAD-
LY DO PLASZCZYZNY, ZAWIERAJACEY O i P
Z¥ROCONY W 7 STRONE 2 KTOREJ WiDAC 7 W KIBAUN-
KU BIEGU WSKAZOWEY ZEGAROWEJ, A POD WZGLBDEM
¥IELKOSCI ROWNY ILOCZINOWLI Z WEKTORA ~ PRZEZ
RAMTE,

Oozywidcie moment ani pod wagledem kierunku,
ani wielkodci, nie zalezy od poltozenia wektora

= na'proétej AEB |
ek Jezeli punkt O lesy
: na <5 , to moment jest

... Téwny zeru.

, i

"7\ Fieoh beds wektory

% oo EMA, ... /typowy wektor
e R W i ‘
—a JE>LQ;:L“;;$¥ 3 2?’/, potozone w jedney

b iuszczyznie , np. w plasg-
/?ys. 3. = ' P i ok P
L czyfnie rysunku i posiada-

STATTKA,  (F 206 Arkuse 2-gi |
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jace wspélny poczgtek /47 . Ich wekteor wypadko-
wy oznaczmy przez A . ¥lech bedzis prész tego
w tejze plassczyfnie jakikolwiek pumkt O
Obierzmy O za pocsgtek prestekgtnege ukiadu
wepbélrggdnych, o8 Z  ebierzemy prostopadle
do ptasgegyzny rysusku, & of 1/ peprowadzimy
prees punkt 7 . Qosywiéeie momenty wszystkich
wektoréw £ /... .. .. R letg na osi Z ,
przypisujemy im znaki “* luk — glesownie
do tego, cay sg zwrbéoone w strong dodatnig czy
ujemng tej osi. Osnozmy jeszcze prrez K A, |
... . .¢ kgty, xtére wektory 2.2 . R
tworzg & osig X , a pruez’/?ykayﬁb)_,,,”..y"
ich odlegkosé od (! . Bierge rzuty na o8 X
otreymamy K cosy =2 PcosA Enekymy mastepnie
obydwie gtrony tego réwnania prsee O  gdy
uweglednimy, ge Of7cosd=/o i OF cos¥=2" , to
wypadnie
Rr = EZJ?}@.

Réwnarie te wyraza twierdzanis nastgpujaoce:

MOMENT WEKTORA WYPADKOMEGO WEETOROW, POR0Z0-
NYCH & JEDNEJ PZASZCZYZNIE, WZGLEDEM PUNXTU THRT-
ZB Pk SZGZYZEY JEST ROWNY SUMIE ALGEBRAICZNEJ
HOMENTOW WEKTOROW SKZADOWICH.

Twierdzsnie to jest przypadkiem szcesglluym



Sla

twierdzenia ogélniejszego, ktira poznamy w
jednym z paragraféw nastepnych /10/.

9. MOMEN? WZGLEDEM PROSTRI. Nieoh bedzie wek -
tor =45 | swigzany z punktem lub prosts i

jekakolwiek prasts =,

§ 7/7 A
"N\ .77 I\& Obiersmy ne niej do-
er\\*f‘*~~ B wolny punkt &
(g’ |
ol‘c::\ “f P wysnaczry wzgzledem
F : R nisgo memant /7

woktora /~ | Przy -

Rys. 4. pusémy, ze /7 twersy

g prests Z kq,t“f i ® tekim razie rzut /V me-
mentu na prostg = jest réwmy /7cos7 ., Dowis-
dziemy, ze rzut ten jest niezaleiny cd poltofenia
punkta € na prostej. '

W tyr solu poprowadimy dowelnie p2aszezyzng
/£’ , prostopadls do proatej Z ; przetnie ons
te prosty w punkoie O | Jegeli rzutem punk téw
7,8 na 5 oy punkty ~ 5 , to reutem
tréjkata 75 C  bedzie tréjkat ZB'C’, pray
kazdem polozenin punktu C  na prostej =
. Podwéjne pole tréjkata B C =/7 i plesscayzna
ABC  tworsy & F  kat /J~ /plaszczymny te sg
odpotié_dnio prestopadla dc bokdw kgta 7/, a 28~



—_gy =

tem podwojne pole tréjkata S5O0 =/7cos) =N
Znaczy te, 2e rsut /V  jeat dla wszystkich
punktéw preste} = wielkodcig stala. Ten
rzut /V  momentu /7 gowie sié momenten wekto-
ra 2 'pgléden ol Z . Jest to wektor swig-
gany 2z proets =Z i .ocaywidocie réway co deo
wielkofoi { kierunku momentowi wektora 2545
wzgledem punktu O .

Z g Znajdsiemy jeszcge

D
dla wektora /V pewne

o
}k{
by

|

1
! | wyrazenie, ktére by~
2\ |

75—

we ocggsto uzytecazne.
- Dajmy na to, éeCDVJ

jest nmajkrétszg od-

]

legluBcig pomigdazy
e A prestemi 75 i Z i

/

2] jest rzutem punktu /7 . Poniewaz prosta
CZ jest réwnolegta do plaszczyzny rzutéw,
przeto CZ -"-Oﬂéﬁ . Prosta 02 jako prosto-
padle do 25 1 D’ jest prostopadlg de
piaszosysny rsucajacej prestej <5 , & wige
do 7B’ . Z tego wynika, 28 OZ7° jest ramie-
niem wektora 2 i /V=P/’/9 . Oznaczmy jeszcze
pPrzez £ kgt pumigdey A i Z ,.% takim ra-

zie kgt pomigdsy 7~ { /7~  Dbedzie 2 ©

b



P =Pz 4
Ostatecznie otrzymamy:
| _ N =FEpsirn 20
¥oment wektora / wzgledem prostej =
jest réwny smeru, |
1. jegeli /:0 t.3. joé.éli preste =z i
A5 slg przecinaja 1 |
2. jeseli =0 t.j. jeseli prests z i
A5 8g réwnolegls, |
Wogéle mement wektora wzglédom esi jest

zerem, jeieli wekter i of leig w jednej plasz-

cgyfnie.
_10. MOMENT WYPADEOWY. Niech wektery L=
£, ... .1i ieh wypadkowa /& i niech bedzie

procz tego jakakolwiek prosta = . Prowadzimy,
jak poprsednio, p-laszoz,ymné Z prostbpadla,
de Z 1 przecinajgoq tq prosta w punkcie O
Reut < wektora < na 2 bedzie wypadko -
wa rzutdw P;ED,,/EJ wektoréw 2, 7 2 .
Poniewa? wektory ];’,7;7/ ...... tworsg uklad plaski, |
preeto moment wektora wypadkowsgo < wegle-
. dewmr punktu ¢ Dbedzie réwny sumie algebraios -
nej momentéw wektoréw skladowyoh 2,5 7, .. .

wzgledem Z . Wogéle moment wektora wypadkowe:.

80 wzgledem 08l jest réwny sumie momentdw wek -

1



o3

toréw skiadswych.

Wofmy toeraz ten sam uklad wektoréw 272
o I s el R i jekikolwiek punkt O . Wyznaoz-
ey wagledem O momenty /7 ,/7,. . wekteréw
PR FE ... .. ... . oraz momenty /¥ wektora
K . Poeniewat /Y7,/%, .. .. sa to wektory po-
siadajgee wspdélay poozgtek, mozemy przeto wy-
gnaczysd ich weskior wypadkowy, ocznaczmy go
przes /¥ . Dewiedsiemy, ze /V i /' nie
rdznig sié ani ped wxgléd@m wisikedci, ami
kisyunku,

% tym celu poprowadfémy preez ( trzy emie
-wﬁpélrgédne X, 7,2 . Rzut wektora /Y na of
Z  jest réwny sumie rzuidw wektoréﬁﬁz,ﬁg.”

Lecs rguty momentéw /7,/7,.....na o8 X 88 mo-
mentami wektordw £, 74 . ... .. wegleden tejze,

& sums ich w mydl twierdszenia poprzedzajacego

jest réwrg momentowl wypadkowej /< wegledem
X  czyli rezutowi momentu /' na te prosts.

Stad wyniks, ze rzubty wektordw AV i NV'na of
X mupsg byé réwne, poniswazi tes samo doty-

cey dwéeh osi pozestalych, prue*o wektoxy WV

i A& nie mogs sié réanid pod Zeduym waglodem,

Dewled! lduy wigo twiavdzenie tnkie - moment



- 23

wekiora wypadkowegs wzglédem dewolnego punktu

jest réeny sumie geome trycznej momentéw wekto-
row skiadowych tegei punktu, |
J1. ANALITYCZNE WYRAZENIE MOMENTU, W prosto-
kataym ukladzie wspélrzédnych dany jest poczg-
tek 7 (x Y, 7) wektora 2 oraz rauty 27 7
tego wektora na osi. Pragniemy wyznaocgyé moment
/7 wektora wzgléden peczgtkn O . Uozyni-

ny tu naprzéd pew-
ng uwage ogélmg,
dotyceges ebiegn
ukladéw wepbélrzmed -
nyoch.

|
{ Sp6jrsey & ja-
2 4 4T kieged punktu osi
/ :// /rys.8/, polozone -

ge po stremie do-

7 Rys. .
7 datniaj ed ¢ , na

t¢ oagdé plaszesyzny Xy |, kiéra leky pomig-
dzy stronami dedatmiemi esi Z i Y | ¥Wska-
£6wka zegara, lezacego na tej plaszosyfaie
tarcsg do nas, pasunelaby 8ig ed aBi X }u
681 Y . Powiemy, 3e e§ y nastopuje pe osi
2  w kierunku ruchu wskaséwki zegarowej. -



S5 .

Tak seso 06 2 nasiqpuje po esi U/ i o L
po o8i Z . ¥ taki sposéd bedziemy zawaze obie-
rali osi wepdlrzgdaych. He nalaoczonym rysunku
mapy wyobrazony ten wypadek, w ktdérym wszystikie
wielkebol deme t.j Z,V,2, 5 A F. a5 dodatnie.
Byzuacemy naprgdéd rzuty %, /7,, /7, ssukane-
go momentu /7 na osi wspélrse¢dnych, ozyli mo-
nenty wektora 7~ weogledem cei. W tym celn
rosktademy wektor 7~ mnm 3 sklsdowe w kierunkaoh
osi. Qozywidols skladcws te ss réwne danym rzu-
tom 5 A % .
/7, e&¥li moment wekitors /7~ wzg‘lédon oal
Z jeat réwny sumie momeutéw wektoréwZ A, /2
Moment pierwsmego joat réwny —y./  /znak -,
gdys moment jest swréosmy w kierunku ujemnyn
osi Z /, moment drugiego wymomi X 7 i
wresscioc moment trreciegs jest rdwmy seru. Za-
tem wypsdunie /7 =2/ -y/ . Tak ssma gnaj-
d::i.emy; .

MyRZH i My-zE-2E

N = \//—"7/\,‘2»/-/@2+ Mzz
W 7. e
Dalej ot rZymamy cosK =y 50% = /—ﬁ‘z/- 50/: —%—)



-
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gdzis X, /3, /7 oznaceajs katy kierunku momen-
ta /7
Jeneli mamy wyznmozyé moment wektora /~ nie

wzgledem poczatku O , lecz wegledem jakiego$
innege punktu 0'[;,?{, %), to we wzorach powys-
ssyck wypadsnie zamiaet Z yv'Z napisad 'y =z’
ozyli wapdirzgdne punktw 4~ w ukladzie, kté-
rego pocsatek leiy w & | a osi sy odpowiednio
réwnolsgie do X, Y Z , zatem

X=X~ ;Y=Y -p,z=2-%
Bedzins zatem

M, =(Z-5)B~G7/)R i t.4.

<

réwne, rdwnalegle, ale zwrécene w streny od-
wrotne. Kasdy z nich oznacgmy przez 7~ , a ich
pocsgtki odpowiedmio przez 4, i /7, . Méwimy
20 te wektory tworzg parg wektordw, nazywamy

plaszoeyzng, w ktérej ome leig, plasszesyens pa-

Ty, & odlegkodé pomiedzy nimi /ognacszmy jg

Praca /b / ramiemiem pary,

Obierzmy w przestrzeni jakikolwiek punkt <7
i wyanacegmy wzgledem niego momenty /‘7/ Sl
obydwéch wektordw pary, a nasiepnie sume geo- -
metryosng /7 f.yoh momeut 6w. Nazywamy /*/



momenten pary wzgledem punktu /7 . Wyzneozjymuy
ten moment pray pomocy wzoréw paragrafwu peprze -
dzajgacego.

¥ tym celu osmaceyuy wepllrzedme punktdw
Nl [T odpowiedunio przes 2.y, Z,)
(X, Ve, Z,)1 (2, ,Z) , a reuty na osi pisrw-
ssego 3 wekteréw pary preez /5, /7 72 ; w takim
razie rsuty drugiege beda —/7, 4, -2 . Otray-
memy teraz tatwe reguty mementéw 271 7

na e¢d Z , & wmianowicie:

P37 ~Z)B (Y, YR ¢ /xR

Oczywidcie rsut wypadkowsj /7 , cuyli
k] = MM a wies

%X B (Y )

Analoegiosne wzory otrsymamy ne /7 i /%,
Widsiwy, ze /%, /7, /7. 8a nlezsleine od
(2, ¥,2) , a wige moment pary /7 jest ani
co do wielkodci, ani co do kierunku niezalekny
od polozenia punktu /7 . Kag‘l_édem wasgystkich
punktéw przestrzeni momenty pary wektordw sa
jednakowe, moZemy wiéc powiedzied, Ze moment pa-
ry jest to wektor swo.bodny.

Z ostatniego wzoru na /7, widad, ie momemt

pary nie réini si¢ ¢d mementu pierwszege wekto-
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ra pary wegledem punktu 4/, . Jest on wigc
prodtopadly do plassczysny pary, swréoony w teg
strong, z ktérej widaé parq w kierunku rucku
wokazbwki zsgara, a oo do wielkodci réwnyjz7b

t.j. iloczynewi z wektora przez ramiq pary.

CZ&8C I-sza.

STATYKA.

Rozdzial 1.

0 SIZACH DZIALAJACYCH FA PUNKT.

13. PRZEDMIOT T PODZIALZ MECEARIKI. Wéréd zja-
wisk etaczajgocego nas Awiata wyrézniamy t.sw.
zjawiska mechaniogzne. Istniejg dwa rodeaje ta-
kich zjawisk, ruch oiala wegledsm innych cisi
i odksztaloanie sig@ vial, Pomigdzy temi kate-
gorjami zasadnicgzej réinicy niema, bo cdksztal -
. canie polega na ruchu jednych czastek wezgledew
innyeh; ale dobrze jest odrésmiad te dwie kate-
gorje, '

Mechanika jest to nauka o tych zjawiskach me-

chanicznych.

Dzieli siq ona na dwie oczefci, réiéne zasad-
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