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TOJOTPAPHNUECKHUE METO[BI HCCJIEJOBAHUA POPMbLI H
IEDGOPMAIINNA TBEP BIX TEJI H METOJ bl OBPABOTKH
HHTEP®EPOI'PAMMY)

H. HarusuHaa

Jlerunzpadckuil UHCMUMYM MOYHOU MEXAHUKU U ONMUKY

PaspurHe J1a3epHOI TEXHMKW ¥ royorpadym OTKPHIIHM GoNbIIne BOSMOYKHOCTH JJIT
CO3MANMA NPHHIMINAIIGHO HOBBIX, KOIE€PEHTHO-OITHYECKHX METONOB MCCIEIOBAHIS
(hopMBY 1 HANPSDKEHHO-AEhOPMAPOBAHEOI0 COCTOAHUA AU DY 3HO-pacCceHBaroMx o6 beK-
ToB, B macTosuee BpeMA 3HAYUWTEJILHEIE YCIIEXW JOCTHIHYTHl B olnacti pa3paboTiu
METOJOB M TPHUHIMIIOB IIOCTDOCHMS M3MEPHTENBHBIX CUCTEM paclpoOBKH KapTHH
B METOJax rosiorpaguueckoi murepdepoMeTpun M coeKi-uaTepdepomerp. B mepBom
ciayyae HauOoJiee TEepCHEeKTHBHLIM ABIACTCA METOX HBYX AMMH BOJNH. ORHAKO, OTCYT-
crBue TpeGyeMBIX PECMCTPHPYIOUIAX Cpel, HeOOXONMMOCTD KOMITEHCALHM HOIEepPEUHOro
cABUra M300pOKEHNA OIPAHNUYMBAIOT BO3MOMKHOCTH INMPOKOIrO HPHMEHEHMA 3TOrO Me-
TONA.

Metonasr cnexir-uaTephepomerpun ¥ crexn-ororpadur, NpeIbABILAA 3HAUNUTEIIb~
HO MeHbLIYE TPeOOBAHHS K PErMCTPUPYIOMIMM CPEaM B K YCIOBHMAM DErHCTPankH, ofec-
HEYMBAOT BO3MOMKHOCTS PETHCTPAMH ¥ TOCTENYIOMmei 06paGoTK: CHEKII-KapTHH C 10-
MOIIBIO 3JJIEKTPOHHBIX METONOB, T.€. A48T BO3MOXKHOCTH aBTOMATH3VIPOBATH IIPOLECC
V3MEPEHMS]. _

IIpu nayuennu necdopmanmit 0OBEKTOB € MOMOINBIO METOHOB roJjorpaduueckod Ho-
TephePOMETPHA M CHEKII-HHTEP(HEPOMETPHH OCHOBHEIE TPYIMHOCTH BO3HMKAIOT Ha STane
pacmmdpoBku MHTEpheporpamm. :

CoBpeMeHHBII YPOBEHb DPAasBUTUSL MEYOJOB IeTepOINUHHOM 00paboTku romorpadu-
YecKux uHTEpPdEPOrpaMM M CIIEKI-KaPTHH JAeT OCHOBAHUA HAJEATHCA, UTO yike B G-
sxafiem Gymymem GyayT Co3maHB! BHICOKO3(D(EKTHBHEIE, ABTOMATH3MDOBAHHBIE CHC-
TemMbl 00paboTku MHTEpdheporpamm. .

BosmixHOBEHME HOBOIO HAIPaBJIEHMA B MHTep(depomerpuy (ronorpaduyeckast HHTep-
(epoMeTpHa ¥ CHEKI-MHTEP(EPOMETPHA) TOIBOJIAIO OCYIIECTBIIATE KOHTPOIS muddys-
HO-PACCEHBAIOMIMX O0BEKTOB C WMHTEP(HEPOMETPHUECKOH TOUHOCTBI0, A TAKKE Deayd-
30Barb CPaBHEHME CBETOBBIX IIOJIEH, CYLIECTBOBABIIMX B PA3JIIYHLIE MOMEHTHI BPEMEHH.

® Praca wygloszona na XII Sympozjum Doswiadczalnych Badafi w Mechanice Ciala Stalego, War-
szawa—Jadwisin, 1986,
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Kax y»e yHOMHHANOCH, METOMBI KOTEPEHTHON OITHKY, OCHOBAHHBLIE HA IIPHHIUIIAX
ronorpadgpuuecioll uaTep(DePOMETPHH M CHEKI-HHTEPEPOMETPHII B HACTOSIIEE BPEMS
HAXOJIAT NIMPOKOE IPHMCHEHVE XIPH M3yweHHM (HOPMBI ITOBEPXHOCTH, BHOparui u me-
hopmanuii 0OBEKTOB.

I. B maumoii pafoTe BHAUAIE IIPOBOAMICH KPaTHUH AHAlM3 METOHOB royiorpaduyec-
xoli nuTepdEPOMETPHM ¥ OTMEIAIOTCA OCHOBHBIE TEHISHUMH Y MEPCHEKTHBBI HCIIONb+
30BAHMA HUX IJIf peHIeHHA IIPAKTMUYECKHX 3a7a4, B YACTHOCTH, JUIA HCCIEOBAHMA Me-
UK O~OMOTIOTHYECKHX, OOBEKTOB.

B ocuose ronorpad)myecKux METONOB H3ydYeHMA (DOPMBI ITOBEPXHOCTH OGHLEKTOB
JIEXKUT BO3MOYKHOCTH (DOPMEPOBAHMSA HMHTEeP(EPEHIIOHHON KADTHHBI, B XXOTOPOH HHTED-
(hepeHUHOHHbIE IONOChI ABJISIOTCS JIMHUSAMY DABHOTO YDOBHA M NPENCTABIIAKT HCCIE-
nyemelif 00BEKT B BHIE €ro TONOIPapMIECcKol KapThl.

HspectHo 1pH rosorpad)uuecKix MeTofa IOJyJYeHHs TOHNOrpamm OGBEKTA: METOJ
IBYX UCTOUHMKOR (MM METOJ CMEINEHHOIO MCTOYHMKA), MMMEPCHOHHBIH MeTox v me-
TON IBYX JUIHMH BOMH (BYXYacTOTHLEID). Paccrosnme Me)xIy CEKYIUMMA SKBHIMCTAHT-
HBIMH TUIOCKOCTSIMH B ToNOrpadh)MuyecKHX HHTep(eporpammax COOTBETCTBEHHO OIpexe-
JUIIOTCS BBIPAKEHHIMHA

' A

©) Ah = T Foosy)—nid 0577 @
A

2 =201 ©

B atux dopmynax €@ — yros Mexay MepBOHAYATBHBIM K IOCTEAYIOMHMM HANPaBIeH-
HMeM PacIIPOCTPaHEHHsT OCBEIAoNIero o0BeKT IMyuKa IIPH NEPBOH ¥ BTOPOH IKCIIO3UITHAX ,
A — JUIMHA BOJIHEL, 1y H Ny — MOKA3aTENM IIPEJIOMIIEHNS HMMEDCHH P IEPROH U BTO-
PO BKCITORHIMAX (MMMEPCHOHHBLE METOL), & Yy M ¥, — YIVIBI IIPEIOMIEHMA CBETa IIPH
COOTBETCTBYIOLIMX OKCIIOSHIIHAX.

Ay M A; — UIMHBI BOJIH NPHMMEHSIEMOTO MUIYYEHHsI OpH 3allMCH IIepBOl B BTOPOM Io-
JIOrPAMMBL OJJHOTO M TOrO e O0BeKTa.

Kax y>xe oTmeuanock, cpemy MeTOJOB KOHTPOJsL (HOpMEBEI IOBEPXHOCTH OOBLEKTOB
HaEGOMBIYIO IPOCTOTY MMEET METOX ABYX JUMH BOJIH. C IIOMOINBIO 9TOrO METONA MOMKHO
HCCTIENORATh OOBEKTE! NPOM3BOJIBHON (HOPMBI, B LUMPOKOM AHMANA30HE YIIPABJIATH IUa-
rom nonoc. OmHaxo, OTCYTCTBHE B PSE CJIyuaes TPeOyeMBIX MCTOUHMKOB CBeTa — Ja-
3€pOB AJIsI 3aIHCH rOJIOTPamMM, TPYTOEMKOCTH METONOB PaciIM(pPOBKM B 3HAYMTEIIBHON
CTEIIEHH OrPaHMYMBAET BO3MOMKHOCTH MPAKTHYECKOrO MCIOIB30BAHMA 3TOTO M JIPYTMX
METOHOB JJISA KOHTPOJA (DOPMEI TIOBEPXHOCTM OOBEKTOB.

C TOUKY 3pEHUA PErUCTPUPYIOIMX CpeX HAHGOJNBIINE IEPCIIEKTHBBI BO3JIATAIOTCH
Ha (HOTOTEPMOIIACTHYECKHE MaTepHaibl. JIPH MCIOJIb30BaHMH (HDOTOTEPMOILIZCTHIECKIX
PErHCTPUPYIOUIHX CPEL BPEMS IOIyYeHMA Tonorpadmyeckoil aurepdeporpammsl 00bexTa
METOJIOM JBYX IJIMH BOJH COCTARJAET BeumHy mopsnwa I cex. ameueitinee ymeHs-
II€HWE BPEMEHM IOIYWEHHsI Tonorpaduueckoi uarepdeporpammpl orpaHuunBaercs Gu-~
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SUYECKHMHM CBOMCTBAMHM CaMOH PETHCTPUPYIOMEH CPEABLI M BO3MOMHOCTAMU GLICTPOrO
nepexoia ¢ ONHOM JJMHBI BONHBI Ha APYIYX0 NPM 3aNKCH rojorpammel. Kpome Toro,
JOCTYIKEHME NPEACNBHBIX TOYHOCTHBIX XapaKTEPHCTHK NPU OnpeneieHuy GOpMbl I0-
sepxaoctH QD GY3HO~pacCeMBAIOIHX OOBEKTOB CBA3ZAHO C HEOOXOMHMOCTHIO KOMIICH-
carngK IIONIEPEYHOro CABMIA H300paxxenmii, yTo B CBOIO OYEDEAL HAKIAABIBAET Orpa-
HUYEHUA Ha JIMHCHHBIE pasMephl Hcoleayemeix o0bexToB. B mamux paGorax (paGorsi
ACHMPAHTOR) UIST MCCIENOBAaHKA (opmbl K geOPMALUH PAsIUYHBIX OOBEKTOB HAMK
GBUT IPUMEHEH METOX cMerieHHoro ucrounuka (Puc. I), METOQ BCTPEUHBIX IYUKOB IIO
Jemncroxy (Puc. 2) u meron npoexurn nojoc (Puc. 3).

3

Prec. 1. OmrHyeckas cxema PerHCTPalnH HHTepdeporpamMm MEeTOOM CMEINEHHOTO MCTOUHMKA; 1 —
nasep; 2 — KolumMarop; 3,4, 5, 6, 7, 9, 10, 11 — orparkarolue HIK MONXypo3paunble deprana, 8 —
N oOBeKT.

Y

Puc. 2. Meroa npoexuuu monoc muA Hogydeuuws Tonmorpaduueckux kapr uddy3HO-0TPAsKAIOMHX
ofpexroB; 1 — magep, 2 — KoONIMMATOpP, 3 — Trojorpamma, 4 — ofBeKT, 5 — ¢oToaunapar.

Al :/W gf
— G

Puc. 3. Onrnueckas cxema perucrpaulvy rojorpaduueckux n3oGpaneHui meropom ¥O. H. enucioka;
1 — nasep, 2-— mmacparma, 3 — corosaTBop, 4 — KONIMMATOpP, 5 — roJiorpamma, 6 — oOBEKT.

IT. OcranoBumcst Ha npoGneMax, KOTOPHIE PEIaIKCh NPH MCCIENOBAHUAK DasyHY
HEIX TIapamerpoB memuxo-OHonorudeckux 00beKTOB. MBI CTABHIM CIENYIOIIHE 33 auM:
— TONyYuTh OGBEMHYIO ONTHUYCCKYIO HH(DOpMAMEO 00 0GbeKTe M CO3HATH TAKHM
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00pasoM PeaIBHYI0 KapTHHY OOBEKTa JJA ODECHEUeHNs, HAPUMED, My3€eB YUeCHBIK
MHCTATYTOB COOTBETCTBYIOINUMY IOJOrPaMMaMU-3KCIIOHATAMM ; '

— HCCIEeZoBaTh TonorpadgpuuecKye KapTel ¥ Ae(OPMAITUIO CIOXKHBIX aHATOMHUYECKIX
TIperapaToB KOCTHLIX TKAaHEl uenoBeKa MUIA JPYTHX OpPraHoB;

— HCCIIEMOBATH H3MeHeHHe (DOTOYIPYIHMX CBOMCTB HCKYCCTBEHHBIX M TIpENapupo-
BaHHEIX ApTEPHit (COCYNOB) WeNOBEKA C NPHMEHEHMEM Armapara HCKYCCTBEHHOIO Kpo-
BoOOOpaneHust (2T IpobiieMa B HACTOALIEH paboTe He pacCMaTPMBAETCA).

ITepBas 3amauya OBLIA OCYLIECTBIIEHA C IOMOIIBEO MCIONB30BAHUA 3AIIKCH TOJIOPaMM
B ToJcToCHolubIx smyyscusix no cxeme IO. H. Ienncroxa. Peansuoe u300parkenue,
KAaK M3BECTHO, 00MagaeT 00BEeMHOCTHIO, TIyOHHON H300parkeHus, Hrpoif GIMKOB, Hapai-
JIAKCOM; MOSTOMY 2TO M30Gpa)KEeHue COOTBETCIBYET TOUHOM Komum muddysHo-0Tparka-
omero obpexra. Taxkue H300paYKEHHSI — ,,006pa3bI’” OOBLEKTOR ABJISAIOTCH, M0 CYIIECT-

" By, ONTHYECKAMM SKBHBAIEHTAMH OOBLEKTA, T.€. MMEIOT TAKYI0 CTPYKTYPY, KOTOpAs
BO3JEHCTBYET HA IJIa3 YENOBEKAa TAK, KAK M COOCTBEHHO OGBEKT.

B macrosuee Bpemss B CCCP (B JIenuurpane m Opyrux ropojax) CO3JaHBI My3eH
rojorpadHUecKuX SKCIOHATOB, KOTODbHIE MA0T NPENCTaBIIEHHE 00 9TOH YHHKAIBHON
BOSMOYKHOCTH roxorpacdun: cospaercs cuimHOe H 3hheKTHOE 3PUTENHHOE BIEUYATIIEHHE.

JIJIst KONIHMYECTBEHHOrO HCCieNoBaHHA Tonorpadmyeckux KapT audydysHo-orparka-
10MUX 00BEKTOR HCIIOJIB30BAIMCH OIITHUECKAsT YCTAHOBKA cMeleHHoro nerovyrnka (Puc. I)
M OIITHMUYECKAas cxema IDpoexuun moJioc (Puc. 2), a s usyuenda Ked)opmaiyit KOCTHEIX
traneit — cxema Jenucroxa (Puc. 3).

O6parumca K pe3yJibraram MCClefoBanuit ¢opmer u pedopmanum MequKo~6Hoso-
FHYECKHX 06beKToB. CoBpeMeHHast MOPMOJIOrHUIECKas HAyKa TPEGYeT TOUHOM KOJIMUecT-
BEHHOH MHOpMay o AehOpMHPOBAHHOM COCTOSTHMM M HM3MEHUHBOCTH Da3IMYHBIX
OpraHoB mox siusHueM GQYHKIHOHAILHBIX M IKCTPEMANGHBIX BO3AEHCTBHE. DTH BOI-
POCBI HEOGXOMMMO PACCMATPUBATS B TONOIDAGHUECKON AHATOMUR U SKCIIEPHMEHTAILHON
XMpYprUd.

Jsa u3yyernns rororpadh My IIOBEPXHOCTEH KOCTHBIXK TKaHeH ywm nedopmalmii axcne-
PHMMEHTAIbHO OBIMTKM OCBOEHEI JBA YKA3AHHBIXK BhINIE MerTona. B ofomx cirydasx OOBEKT
(KaK 1eN0e) MPU NEPBOM M BTOPOH IKCIIOZHUMAR OCTAETCHA HENOABIDKHBEM. JIIs Hccne-
JosaEMA xedopmamii vHTephepEeHIHOHHOE IIONE, BOCCTAHOBJIEHHOE C IOJIOIPaMMbI,
MHTEep(dEpHpYer ¢ H3MEHEHHBIM IIoNeM Ipu nedopmaruy ofbEKTa HIM C KOJUIHMHPO-
BaHHEIM (DPOHTOM JIyuei, pacIpOCTPaHAIOUINMCA II0f MpPYrHM yrjiom. Takum obpasom
OCYIIECTBIIAETCS KOTEPEHTHOE CIOYKEHHE 00LEKTHBIX BOMHOBEIX Ionelt. IIpu H3ywenvm
KOHTYPHEBIX KapT ofecIieyuBaiock ITOCTOSIHCTBO IIara murepdepeHMoHHEIX xIonoc. B co-
OTBETCTBMM C HHBAPMAHTHOCTHI0 (DOPMBI NOBEPXHOCTH HMHTEP(HEPOrpamMBI IO3BOJIAOT
TIDOBOJUTEH TOWHOE OITHCaHHE (POPMbBI ITOBEPXHOCTH HITH ec",ue<bopmauml. TIocnemuee
HMEET BOKHOE 3HAYECHHE IPH M3YUCHHH HHIMBUAYAIBHOM M BO3DACTHOH M3MEHUHBOCTH
PasIIMYHLIX OPrasHos. ‘ :

Jnsa m3aydenns pedopmaimy KOCTHBIX TKaHell uepemHoi KOPOOKH M BBISIBIICHUST
MeXaHu3MoB o0pasoBaHMs TpelMH K NEePesyIoMOoB OpUIO pa3paboTaHo CHENHAEHOE HA-
IPY30YHOE NPHCIIOCOOJIEHrE, MCKITIOYANOIee CMelleHrne oOBeKTa IIpH BO3PACTAHIY Ha-
IDY3KHU.

Jsst ypoberBa pacimdposku parepdeporpaMmm co3gaso DPHCNOcofiieHre, MOSBOM-
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SFOIee COBMECTHTh HCCIEXYEMYEH) TOUKY BOCCTAHOBJIEHHOIO H30ODPaMEHMA C TOUKON
HEPECEYEHHA OIITHYECKUX OCei BOCCTaHABJIMBAIOIIET0 I[yYKA M CHCTEMBI HAGIIIONCHUA.
Mosxzo GBIIO IIPOBOMUTE CUET IOJOC M ompenensates A/ — paccrossne MeXkmy perep-
HEIMI TOUKAMHK ITOBEPXHOCTH™, _

B xauecTse Ipumepa IPHUBOIMM DE3yILTAThl MO U3YYeHo AehOpMArMM OCHOBAHUS
yepenmoli KOpOoOKHM B IUMPDOKOM AHANa30HE MO3HpOBaHHON Harpyskw. Ha puc. 4 (a, 6)
NPEACTABJIEHB] MHTEP(EPOrpaMMbl IIPH JOCTATOUHO BBICOKMX HArpyskax. IIpu cpas-
HMTENBHO MAJIBIX HArpysKax o 15 kr ((usmonornueckas Harpy3Ka) BosHMEaeT aedop-
Manusl OTOEIEHBEIX YUYACTKOB, OBLIO YETKO BBIPAYKEHO CMENIEHWE KOCTHBIX DIIEMEHTOB
OTHOCHTEJIFHO APYF JAPYra 3a CYeT YIUIOTHEHMA MEXKKOCTHBIX INBOB; NPH HAIPY3KAX

Puc. 4a, Hurepdeporpamma Iecdopmaln OCHOBAHMA YepeMHOK KOPOOKM IPH M3MEHEHMH HAUDY3KU
or 60 mo 65 wr.
Puc. 46. nrepdeporpamma aeopManiy OCHOBANMA JEPEMHOH KOPOOKM YIPH MSMEHEHHH HACPY3KHA OT
93 nmo 95 xr.

s %) Meron pacumdponru uHTepGEPEHUMOHNBIX OJ0C ¢M. B paapene .
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20 - 30 Kr ¥ BbIIIE TOSBJIAITCS MHKPOTPEIIMHBL B 00JIaCTH KPBINBEB OCHOBHOM KOCTH
M BepxHeil credxy rirasuun. Puc. 4a. ITpy yBemryenus Harpy3xd Ko 90 KT U HECKOJIBKO
Brime (Puc. 46) uMeeT MECTO MOHONHTHOEe ofpasopanue. OOpazoBaHue TpelMd H Ire-
PENIOMOB HAYMHAETCA IfOCITE YIIPYyrof medopmaunpy OTAESNBHBIX KOCTEH IIPH HAarpyskax
100 xr u Beuue. JedopManuy OTAEIBHBIX YUACTKOR IPH MaJIbIX HAPY3KaX OUpenessd-
IOTCsI BEIMYMHON oxoso 2.1074,
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Purc. 4B. 3asBucumocts npoexuuii nepememeruii o X 1 Z TOYEK uepenHoil KOPoOKH NPR PaSIAUHLIX
HArpysKax.

Ha puc. 4B MOKa3aHbLI 3aBHCHMOCTA BEJMUMH IPOSKUMI NEPEMEMIEHMI TOYEK OCHO~
BAHMSI Yepena MpH pasiIYHBIX Harpyskax. Kax BHOHO H3 pHCYHKa, IIPH YBEJIHMYCHHU
HACPY3KW B3aVMHEBIC CMELIEHHs 3amMeTHO yBenmuunaioTcss. OpHaxo, HauuHass ¢ Harpy-
30K 60 Kr, pesepBBI CMEIIEHWA HCCAKAIOT M Ioiayudaerca 6Gostee moHOoMTHOe 00pa3o-
Baame (puc. 46). o ' '

Breiaenennsa 3axoHomepHOcTel nedopmanmil uepelnHol KOpoOKH MOIyT ObITH HCIIONE-
B0BaHR! JJIA NPHUENBHO! peHTreHorpaduu ¥ NPENCTABIAIOT HHTEPEC IS TPaBMaTo-
JIOrOB, MAaTO(H3UOIOrOB ¥ B CyAeOHO-MEJUITHHCKIX HMCCISIOBAHUAX.

ITI. Ofparem BHMMIHME HA SKCIEPMMEHTHI II0 IIOJYUYEHHIO KOHTYDHBIX KapT IIO-
BEPXHOCTEH TBEPIBIX TEJ, KOTOPHIE IIO3BOJIAIOT U3MEPATH OTCTYIUIEHHA (hOPMBI IIOBEPX-
HOCTHM OT 3aaHHOM (MU HOPMANHHON) ¢ Bechma Gosmimoit ToyHOCTHIO. AHaM3 obobmen-
HOI'O ypaBHEHHsI rosiorpadmueckoil unrepdeporpamms! P YCIOBHM, UTO KOOPIHHATHI
TOYEK MCCIIENYEMOif MOBEPXHOCTH HE CMEI(AIOTCS (ry = Fy = F), TIO3BOTMWII HaM HCIIONE-
30BaTh MOAHU(DHIMPOBAHHBIN BapHANT CMeleHHOro Mcrounwmka. Ocpeenue OOBEKTA
HPOM3BOAHIIOCE ¢ ABYX NPOTHROIIOJIOKHBIX CTOPOH. MeX Iy 9KCIO3UNKAMA HaIPaBJICHHE
OMOPHOI'O IYUKa M3MEHSUIIOCH Ha yrox ), KoTophlil olpemeisaer war ojtoc. MuHnmans-
HBIA 1ar osoc Ah BRIGHpaeTCss U3 yueTa CpeHero pasmepa MUKPOHEpOBHOCTEll W KpH-
Tepua Penea: Ak, < 0,1254h. KomiuecTsesHbie JaHHBIE HAOT BO3MOYKHOCTH IOCT-
POHTBb KOHTYD AH(D(DY3HOOTPDKAIMMK O0BEKTOB, ONPENEJIUTh PASUyC KDPHBU3HBI IIpU
3aaHHOM hopMe NOBEPXHOCTH MIIK ONPEIENIHTE YPABHEHUE TIOBEPXHOCTH.

Oxazanock Taroxe HeIecooGpasHEIM HCIONB30BATh ABA KOJUIMMMPOBAHHLIE BOJHO-
BBIE (DPOHTA, IEPECEKAIOLIMAECS YO HEKOTOPHIM YTJIOM, X IPHMEHWTH METOJ IIPOEKIHU
moJtoc. Toraa Ha sTaIre BOCCTAHOBJIEHVSI BOSHHKAIOT IOJIOCKL ¢ SKBUMCTAHTHBIM IL{ArOM.
ITomemaa o0BeKT B HHTEP(hEPEHITMOHHOE IIOJE, MOYKHO IIOJIYYHTH TOXOrPa(hHMUECKYIO
KapTy o0BeKra. '

OKCIIEPHMEHTANBHO IIOJYYEHb! KOHTYPHbIE KApThI PANA MEXAaHUUECKMX M MEIHKO- .
-Brosoriyeckix 06BexToB. B wactHOCTH, MeTOx MpoeKuuH mosoc (Puc. 2) GBI MCIIONB-
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Puc. 5. Cmemerme 3y6HOTO PAJAA B MPOLECCE OPTOJOHTHUECKOrO JIeYeHuss; | — HCXOQHOE IONIOMEHHE,
2 — nocne Kopperuuy

30BAH IPU KOHTPOJIE KOPPEKIMH DPACTIONIOKEHUST 9JIEMEHTOB 3yGHOro psaja 5 nporecce
opromonTuyeckoro Jeyenwsi. Ha puc. 5 pama xapruda DPACIIOJIOYKEH ST 3yOHOro pAMa
IO ¥ IOCIe TYPOBENECHWA JICUEHUsI. :

IV. Baxapim  9Tanom HHTeptpepomeTpuqecxoro HCCHENOBAHMUS sSBJSETCA paspa-
6oTKa METONOB paciumdpoBKy royorpadudeckux HHTEPGEpOrpamm IpY BBHICOKHX TPe-
GoBAHMAX K TOUHOCTH u3mMepenuit. IIpu uccnenoBanyuy gehopmaniii Hesio pacimdpoB-
KU SIBJAETCS OUIpeNesieHHe BEeKTOpa IEPEMENIEHHsI TOUEK INOBEPXHOCTHM r = Fp —Fj.
HauGosee pacpoCTpaHeHHbIR Crocof pacd(pOBKH COCTOUT B ONPENCIIEHHH TPEX IIPO-
eKIMii BERTOpA CMEIEHHsI [IPM MCHO/IB30BaHMM Tpex ypasrenmuidt. Merox E. b. Anex-
canpposa 1 A. M. Bonu-BpyeBuua npu 5TOM (pHKCUPYIOT HanpaBieHUs HaGII0EeHUS .
Paszpocts (pa3 Torma BBEIPAKAETCS B BHAC:

27
6= T(ns_"t) NA = r(n;—n)
rne n, — eOUHHYHBLIA BEKTOD OCBEIIEHHSA. n; — EMUHAYHBIA BEKTOP HabmopeHust,

N — TopsiAKOBBIL HOMep MuTepdhepeHIHOHHOM 110J10ChI. LI Onpenenenus r Habmxo-
AIOT ¥ OTCUMTBHIBAIOT WHMCIO MHTep(EPEHUMOHHEBIX MONOC N, MPOXOAANIME uepes3 He-
KOTOPYIO 30HY B KDKIOH MCCIEAYEMOH TOUKE IIOBEPXHOCTH IPU HU3MEHEHUH 11 . Torma
MOYKHO 3aMMCarb TPH YPaBHEHUA:

LNy A= r(nys—ny)
+Na 2 = r(nas—nsd) ®
+ N, A = r(ngs—nss)

OpraKo, I OIpPEENEHHA 3HaKa 11eecoofpasHo MCIOJB30BATh ETBEPTOE YPABHEHHE,

uTOGE! 3HATH HE TONBKO BENMYMHY, HO ¥ HANPABIEHHE BEKTOPa. DTO OCOGEHHO BAKHO
npm uccnenpBaHun JudOdy3HbIX 06bEKTOB CoxkHo# dopmbl. Torna

+ Ny A= r(ng—n-) (6)

Pemuennem STHX CHCTEM YDABHEHHI MOMHO OIPENENHTEH TAKOKEe HApaBJICHHC f. Kax
YIKE OTMEUANOCH, BBINO Pa3paboTaHo CIEUHANBHOE IpHCHocobieHue THO-1I, nmoseoia-
JOLIEE COBMECTHTH HMCCHENYEMYIO TOUKY BOCCTAHOBNEHHOrO W300PKEHHUA C TOUKOH Ie-
peceyeHnsT ONTHUECKHX Ocelt Iyyuka n; (0ck 0Z), BEKTOPOB By M OCH BPAIUCHUA CHCTEMBI
Habmopennss (oce 0Y).
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CymecTBeHHO, UTO BOCCTAHARIMBAIOMMH IIyyOK CBETA HANPABIICH II0 HOPMAJI K ro-
JorpamMme, 4YTO IIOSBOJIAET IIPH JIFOG0OM IXOBOPOTE roJIorpamMmel BOKPYT ocu 0Z rosydars
BOCCTaHOBJICHHOE H300paykenne OOBEKTA HEHCKAKEHHBLIM, a HCCIIENYEMAs TOUKA He
CMEIIAETCST C ONTHUECKOH OCH Cucrembl Habmromenwst (3puTenbHas Tpy6a). Ins msme-
HEHMsL yria HAGIIONEHMsi B 5TOM CIyYae JOCTATOYHO IIOBEPHYTh TOJOCPAMMY OTHOCH-
rensHo ocu 0Z Ha HEKOTOPBIA Yroij.

3T0 yCTPOHCTBO IIO3BOIMIIO H3MEPUTH SHAUECHHE Be}(Topa ¥ u gedopmanuro & = Alfl,
rae Al — nsmeneene pacCTOAHMA MEXAY (PHKCHPOBAHHBLIMH TOUKAMH HOBEPXHOCTH,
/ — HayanpHOE pacCrosiHue MEOXITy Touxamu. HanGoibluee CMEIIEHUE, KOTOPOE MOMKET
OBITH U3MEDPEHO, OIPAHIYMBAETCH IPOCTPAHCTBEHHOM YacTOTOR II0JIOC.

3HaunuTensHo GoNIbIME BO3MOXKHOCTH JAOT I€TEPOMAHHHBIC METOJBI, IIO3BOJITIONIME
MIPH BBICOKOH TOUHOCTH M3MEPEHHME ABTOMATH3MPOBATh Ipolecc 06paboTKu M opmaryL.
CymHOCTE TETEPOAMBHEIX METOAOB 3aKJIIOUAeTC B (DOPMHPOBAHHY CHHYCOMIAILHOIO
SJIEKTPUUECKOr0 CHrHana, B (aze KOTOPOro cOmep MTCss MHGOPMANMA O BeJIMYUHE
BEKTOPa CMEILUEHHA; BBICOKHE TOUHOCTHBIE XAPAKTEPUCTHKH OGYCNOBIEHBI BO3MOMKHO-
CTBIO HCIIONB3OBAHMSL IJEKTPOHHOH TEXHHKM JULA CUMTHIBAHMA HHMOPMAIMM C MHTEp-
dhepertonHOR KapTHHEBI. eTepoyHHAs cxeMa paciu(POBKHM IIPEATIoNaraer Haldyue
PasHOCTHOM YACTOTHI HHTEP(EPUPYOIMK CBETOBBIX IYUKOB, JIONKANEH B pagMORHa-
nazoHe. B pesynerate murepdepeHUHOHHAA KapTHHA ,,0eKur’’ MUMO (hOTONpHEMHMKA,
YTO M NPHUBOAHT K (POPMHPOBAHMIO Ha BEIXOAE OTOIPHEMHHUKA CHHYCONAAIIEHOIO 3IIEK-
TPpHYeCKoro cHruana. Merom rerepofusmoi rojorpadguuecKoil MHTEphEPOMETPHH M3~
BECTEH KaK Haubolee TOUHBIH.

Obvexkm:
it
x \\ / Ry
L ]
Tonozpamma

Puc. 6. Cxema npHEIHNE rerepoRURHON HHTEPDEDOMETPHK

TpaguIHOHHbBIH TPHHUWII peaTu3alMy MeTofa H300pasKed HA puc. 6. Ilpn szanvcu
TOJIOrPaMMBI HCHONBSYIOTCA fIBA PAasIMUYHBIX ONOPHBIX Myuxa R, M R, ¢ omwmaxomoH
ONTHYECKOH UacTOTOH w,. IlepBas sKCIOsHIMS (C HEBOSMYINEHHEIM OGBEKTOM) IIPOH3-
BOAUTCA C IOMOLUBIO OIIODHOrO ITyuKa R;, BTOpas 3KCIO3MUMSA IIDH H3MEHEHHH COCTO-
AHUA 00BEKTa — C OIOPHBLIM IYYKOM R,.

IIpx BOCCTAaHOBNIEHMM WYACTOTHI ITYYKOB R; M R, CHBHMIalOTCS HA BETUUMHBI —
.Q/2 H +£2/2. COOTBETCTBEHHO CIBMIAXOTCA UACTOTEI BOCCTAHOBJIEHHBIX gHTepdepH-
PYEOLUMX BOJHOBBIX (ppoHTOB*). II0STOMYy HHTEHCHBHOCT USIYUEHMS, WAYIIETO OT

*) IloppofHo o MeTome royorpadbmueckoil reTepoxumHol nHTepdepomeTprn cM. B [5].
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i

rONOTPaMMbE, MEHAETCA BO BPEMEHH C HACTOTOH OHeHuM 2 = w,; —w,, XeKawel B pa-
auopuanasode. Ha BeIxoAe (POTONPHEMHHKA (DOPMHPYETCH CHHYCOMNANBHBIA CHIHAIM,
(ha3a KOTOPOro MOXET OBITh M3MEPEHA C NOMOLIBIO IIEKTPOHHON TEXHUKH.

IIpumerende TeTEPOIUBHOr0 MurepdepOMETPa CHABHIA IIO3BOJISIET IOCTPOMTE CXEMY
pacudpoBki ronorpadMuecKux HHTEP(HEPOrPaMM JIMIIE C OJHHMM OMOPHBIM IXY4KOM
[2}. Cxema pacuradpoexn usofpaxeHa Ha puc. 7. Murepdepomerp caura oOpasoBaH

Yaxus nyyox

Tonozpamma
/ \,
// o \\
< d N |A BiAz By
A
B I /7 ;
Xl /7
1 IN L —fe
\/ Ay

- C3F
Puc. 7. Uurepdepomerp crsira, NpefHasHaueRHbI M obpaBoTkn uHTepdeporpamm . crnexi-do-
Torpaduii; A, B — coorBercrBeHHEBIE 3NIEMEHTHI CHeKn-uHTepheporpammbr, 1, 2 — AudpakHoHHBIE

peIueTKy, o — yroi Bperra, Ay u By, 42 B B; — MHuUMBIE H306paxenna Towexk 4 # B, d— BEKTOD
CMeIlICHHA CoeKI-HATepdheporpaMmmpl Mex(Ty 3KCHOSKUMAME, O — 00bexTHE, F — doronpuemMuux,
D — paccTosTHHE MEMXYy PELUCTKAMH.

IByMs IudpakudoHHeiMy pemerkamu 1w 2. Judpaxupondsie peleTKM CTPOAT ABE
maphl MHUMBIX H300pQIKEHME COOTBETCTBEHHBIX AJeMEHTOB A u B, BOCCTAHOBIIEHHOIO
¢ royorpaMmel p300parkeusi obbexra. CMElIEHHE COOTBETCTBEHHBIX 3JIEMEHTOR OIpe-
Jenserca MCKoMbIM BeKTOpoMm. d.

MoOKHO IIOKa3aTh, YTO IIPH BEINOIHEHHK ycnosma d = 2Dtga, rae o — yroy Bpar-
ra, Jlyuu a, u b;, ucxopaime us Touek A, u B,, COBIaAyT B IPOCTpaHcTBe. B ruroc-
xocti doronpuemuuka F 6ynyr HaGIIOfATECS uHTEPGh EPEHIHOHHEIE TIOJIOCHI, 06paso-
BaHHBIE B pesynsrarTe murepdeperym yueil a, u b;. Iomocesr, ofpazoBanHBIe B pe-
3ysbTare puTepepeHIHH BCEX JIPYrUX nap Jydelf, H300pa>KEHHBIX H2 DHCYHKE, JIOKA-
JNIM3YIOTCA BHE TNTOCKOCTH (HOTONIPUEMHMKE W HE PETHCTPUPYIOTCH .

JJ1s1 OCYIIeCTBNEHMSA IIPHHIMITE TETEPONNHUPOBAHIA HEOOXOMMMO CMECTITH 4acTOTy
OAHOTO M3 murepdepupyromux Jiyueit. C 9Toif NEnpro peurerka 1 CKaHWpPYyeT OTHOCH-
TEJBHO DPEmeTky 2 JI0 HAMPABJIEHMIO, OTMEYEHHOMY crpenkoii. WacToTer muTepdepn-
DYIOIMX JIydell OyXyT OTJIMUATHCS HAa BeIMumHy {2 = 2md/t, rue § — cKOpocTh IBH-
JKEHHA DEUIeTKH 1, ¢ — IMepHoN IUTPHXOB PEIISTKH. '

JHana3oH ¥ MOIpeIIHOCTE M3MEPEHMI MOYKHO OIEHHTE, HCIOJB3YS BEIDAKEHUE IS
PasHOCTH (a3 COOTBETCTBEHHBIX Jyuel, mpowemumx uurepdepomerp casura. Teope-
THYECKME aHATM3 NOKA3kIBAET, YTO MOYKHO IIPOM3BOAUTE USMEPEHMSA BEKTOPA CMEIEHMS
BeMUHHOH fo 7 MM ¢ TOUHOCTBIO He Xyxke 1/100 mosoce:.
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Taam o8pasom, MeTO[ reTeponrHIHON roJorpadruecKoil m{'rép(bepome'rppm TI03~
BOJISTET TIPOU3BOAUTH U3MEDCHMS C OUEHH GOJBIION TOYHOCTBIO. OIHAKO, CIIOMHOCTS
PETHCTpPaIy H PacHIM(ppPOBKH MHTep(heporpamm, MOBBNIEHHbIE TPeCoBaHUA K BHOpDO-
YCTOMYMBOCTH ONTHUYECKOH CXEMbl [ENAaloT IIPHMEHECHHME OTMEYEHXOro METONa JIOCTa-
TOYHO CJIOYKHEIM ¥ HE BCErIa BO3MOXKHBIM. XOpOLIO MSBECTHBIA METOX CIEKN- (OTo-
rpadun oTIIyaeTcs CBOeH IPOCTOTOH M cBOGOAEGH OT 3THX HemocTaTrkoB. Iloaromy pas-
BHTHE IIPHHITHIIA TETEPONHHHON MHTEP(hEPOMETPHH HY)KHO BUACT B METOAE CIEKI-(ho-
Torpadquu, T.K. OYAYT COUETaThCsi IIPOCTOTA PErHCTPANMM M TOYHOCTH H3MEPEHMIL.

Jiss pacunippoBkm crexni-pororpadyii MOMKHO MCHONBL30BATE CXEMY, IIPUBENEH-
HyX0 HA DHC. 7, 3aMEHHB IOJOrpamMmy cheki-(ororpadueil u IOMECTHB IIOCHISIHIOIO
B ofnactes ¢opmuposanusi ASHCTBHTEIEHOI0 M300pAIKEHMA, BOCCTAHOBJIEHHOIO C IoO-
yorpammel. PaBora ycrpoiictea o pacumndpoBre creri-dororpaduii apasornuga pac-
CMOTPEHHOMY BBIIE CJIy4aro ¢ rojorpaMmoii. TOUHOCTE HM3MEDEHHIH IIpH STOM MOXKET
Oprte 0,01 momocer. OmHAaKO KOCTHYKEHHE TAKOH TOUHOCTH CBA3aHO C BBICOKMMH Tpe6o-
BAaHUAME K IOCTHPOBKE 3JIEMEHTIOB yCTpoiicrBa. UyBCTBHTENEHOCTH YCTPOMCTBA I
paciunpoBxry crnexii-(hororpadnil oNpenessaeTcs yriom ¢ MexAy HanpapleHueMm Hal-
JEONIEHMST MHTEP(EPEHIMOMEEIX TONOC M HANPABJICHUEM OCBELICHMS, KAK JTO BHIHO
u3 puc. 8. Cmemenne ¢dasel paBHO

2
Ap == dsing.

Hanpumep, npu ¢ = 0,1 pag. usmenenue pasHocTd ¢as Ha 27 COOTBETCTBYET H3MEHe-
HHMIO BEKTOpa cMeuleHus 4 Ha 6 MKM.

Tnabn

Prc. 8. K Boopocy o UYBCTBHTENBHOCTH METoAa paciiudpoBKH cnexi-hoTorpadii.

Heo6xonumo ormeTurs, yro B PaboTe AKTMBHOE yWACTHE NPMHMMATH COTPYIHUKH
T. A. HMnemucras, B. B. Xonos, B. JI. Kazax.
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Streszczenie

METODY HOLOGRAFICZNE BADAN KSZTALTU I ODKSZTALCEN CIAL STALYCH ORAZ
METODY ANALIZY INTERFEROGRAMOW

W pracy opisano metody interferometrii holograficznej i ich zastosowanie w badaniu ksztaltow
i odksztalcen obiektéw biomedycznych. Opisane sa metody analizy interferograméow holograficznych
i interferencji plamkowej. Specjalng uwage skupiono na heterodynamicznej technice analizy interfero-
gramow, :

Summary

HOLOGRAPHIC METHODS FOR INVESTIGATION OF THE SHAPES' AND DEFORMATION
OF SOLID BODIES AND METHODS OF ANALYSIS OF INTERFEROGRAMS

In this article a few problems of holographic interferometry methods applied to the investigation
of the shape and deformations of the medicine-biological objects are discussed. The possible methods
of deciphering interferograms and spectrophotographs are described. A special attention is given to the
techniques of heterodyning for the interferograms processing. The optical diagrams are also given and
certain results of the experimental research.

Praca wplynela do Redakgeji dnia 1 czerwca 1987 roku
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HOMOGENIZATION OF FIRST STRAIN-GRADIENT BODY

SLAWOMIRA BYTNER
BArRBARA GAMBIN

Institut of Fundamental Technological Research, Warsaw

The problem of the homogenization of first strain-gradient body is studied by means
of the I'-convergence method. Assuming the form of internal energy for real e-periodic
structure the homogenized internal energy of the homogeneous (effective) body is deter-
mined. The coefficients in the homogenized energy functional are effective material
constants and they depend on the solutions of a so-called cell-problem. ‘

1. Introduction

Homogenization method is applied to describe the global elastic response of the non-
simple material body with periodic microstructure. As a result one obtain the closed
form of effective (homogenized) internal energy function in which any quantities can be
calculated explicitly for a given real structure as far as so-called ,,problem on a cell” is
solved. Microstructure is understood here as a real heteregeneous non-simple elastic
body (first strain-gradient model) whose properties vary rapidly and periodically with
space. The real dimension of a single cell of periodicity is big enough to apply the concept
of continuum but the number of cells is too large to apply any numerical procedure for
solving the proper system of partial differential equation. For this purpose one seek the
behaviour of limiting process when the numbers of cells goes to infinity and at the same
time their characteristic dimension becomes infinitely small. In the problem of the first
strain-gradient theory we deal with the system of partial differential equations of the 4"
order with rapidly varying coefficient and to get any limiting result we decide to use the
concept of [-convergence rather than homogenization theorem based on G-convergence
i.e. convergence of a sequence of the partial differential operators ([1] [2]). In mathema-
tical description is the problem going to the limit (I~convergence) of a sequence whose
terms are the energy functionals involving the small parameter ¢. The limit is a functional
with constant coefficients which we call effective material parameters. We follow the
homogenization theorem [4] and we apply it to the case of the first straln—gradlent model
of elasticity with perxodlc microstructure.
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2. Equations of the first strain-gradient model of elasticity

The statical equations of equilibrium are [5]:
T — My, utX; =0 imLcRijk=1,273, (2.1)
here v;; = 7, tu; denotes the stress tensor and the couple stress tensor, respectively.

X, is the body force vector per unit volume.
We suppose that the internal energy per unit volume has the form:

1 1
L (&), Higp) = 5 Ky &1y €+ 5 M jimn %1 %0mn+ N €1y %xam s 2.2)
where: .
Eij = Ud, s Higk = &g, i 2.3)
Kijkl = Kk!lj = Kjikh Mijklmn = Mimnijk 5 (2-4)

Nijktm = Njiklm s

and K, M;jximns Nijum are bounded and measurable functions in 2 (Qis a region in R?
occupied by the body).
Then the constitutive equations become:
Ty = 3'91/3511 = Kijpg €pat Nijpar %pars @2.5)
Pige = 05 [0%15 = Npgii &g+ M jipar %pgr - .
Moreover, we assume that the form (-, -) is positive definite i.e. there exists such
a number ¢ > O that for all X € 22 holds:

3
d(elj, ”ijk) =c¢ Z ('Ejzj‘*"%,‘zjk). (2.6)

1, k=1

Now, we define the microperiodic structure of the real medium.
Let:

Y=10,Y,]x [0, ¥,]x [0, Y;] =« R, @7
after [2] we shall call it a basic cell,
Moreover we assume that functions:
Kija()s Mipmn(3)s Nyjam() € LW(Y), yev, (2.8)

i.e. they are bounded and measurable functions and can be extended to the whole R?
as Y-periodic functions. Now we define ¥ periodic coefficients by the following assump-
tions:

Ko (%) = Kia(0),

| Mipimn(3) = Mipama(3), % =2, 29)

Nigim (%) = Nyjpa(y).
For a fixed ¢ the internal energy function per unit volume has the form:

: 1 . 1
(8175 %ipe) = ) Kipma(x) &gy &+ ) M ikimn(X) %4352t + Ngiam () €15 %k 1 (2.10)
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3. The Concept of I" — convergence and homogenization theorem
Let (X, v) be a topological space and (Fy), he N, Fi: X — Ra sequence of functions

(R denotes closure of R).
Following [4] we define:

Ir- (r)hmsupF,.(y)—suphmsupmfF,,(y) 3.D
Uer(x) h—»>ow yeU
y—»x
I'~(1)liminfF,(y) = supllmmfmfF,,(y) 3.2)
Si—0 ox) kb yeU
y—x

where 7(x) is the family of open sets, for the topology ¥, containing x.
When:

I'- (DHlimsup Fo(y) = '~ (D) liminf F(y). (3.3)
h—o© li—>0
y—rx yrx

We shall denote their common value by:

I (9) lim Fy(y), (3.4)
A0
y—>x
or briefly by:
S (2) lim F(x). (3.5
h—>a

We shall say that F = I'-(7) lim F,, iff
L]
VxeX F(x)=I(7)lim Fy(x). (3.6)
h—o0

In other words {F,}iex converges in the sense of I-convergence to the limit F(x). The
homogenization theorem given in [4] is used to formulate appropriate theorem in the
case of the first strain-gradient model of elasticity. In [4] the theorem is given for the case
of scalar field (see below) o« € R, but the proof of the theorem can be repeated in 3 di-
mensional case without any important changes. The proof is long and we decided to
omit it. Now, we shall formulate theorem:

let:

[P RBxR*x R¥*x R* —» R*,
(x, 0, 8,8 flx,a,8,8),
be an integrand satisfying: ‘

@) X = f(x, a, 8, &) is Y — periodic,
(Y is a basic cell in R3),
() &> f(x, «, B, £) is convex, " (3.7

(i) A€ < f(x, a, B, &) < AL+ a4+ |B12+1EP),
(4, 4 — constant),

() 1P, a, B, O =P (x, o, B E)I s(la—o'|+18-B"D,

(s — constant).

2 Mech. Teoret, i Stos. 3/88
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Let: x
F @ = [ 5%, Duo), D2uto)) i, 69
then,
| VR < 6,,
Vu € [WE2(R?)]? (O,-family of open bounded sets in R3),
I=(s~ W) lim F(u, Q) = Fo(u, Q), (3.9)
with
Fo(u, 2) = [ fo(u(x), Du(x), D*u(x))dx, (3.10)
2
and
.1 ,
fole, .8 = min - [ 05, 2, 8, DuCx)+)dy, 1)
ueWy v

where: Wy = {ue [WE2(R?), u is Y-periodic},
s — topology in W1:2(2).
The spaces W22(R3), W'2(£2) are the proper Sobolev spaces. Using (2,10) we define:

I, =G, = L KO)B++ MOEENOIBE (1)

. x

with y = -

Now, we verify the assumptions (i}—(iv).

The (i) follows from (2.8) and (2.9) i.e. from the assumption about periodic structure
of the body.

The (ii) follows from the square form of f as a function of &.

The (iii) is fulfilled becouse of (2.6) and the fact that all quantities Kj,(»), Mijma(¥),
Niyum(y) are bounded. '

The (iv) is proved by using the average value theorem. The energy density of the homo-
genized body writes:

OcWy

fo(B, &) = min 1_;! f [-;— KBB+ %M(D2@+E)(D2@+§)+Nﬁ(D2@+§)]dy, (3.13)
Y

(we use abbreviate notation).

To find @ which minimizes the functional we shall calculate the variations of integrand
with respect to @:

de l% KpB+ % M(D*@+ £)(D*0 + &)+ NB(D*O + 5)]. (3.14)
Assuming: '

66( ') = 09 (3'15)
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we take:
O = (M EE)+7() B(x) (3.16)

and as a final result we get the set of equations which should be fullfiled on the basic
cell Y

VV(MVVy) = —VVM, a1
VV(MVVY) = — VVN. (.17

The above system of equations determines the ,,cell-problem’. One can see that the coe-
fficients K (y) are not taken into account. The solution (y, %) exists and is unique (with
accuracy up to polinomial of the 1*' order) iff:

(x, %) is Y periodic and (x, ) € W*2(Y).
Substituting (3.16) into (3.13) we get:

1 1
Jolf, ) = (T%J%Kdy)ﬂﬂJr[m}f“j M(D2x+I)(D2x+I)] EE+
,1 1 2. N27, 1 2—
+[ 7] Yf~2—MD D ,{dy] ﬂﬂ+[—|Y| YfND xdy] BB+ (3.18)

1 2 2 1
+[-|—YTYf M(D?y+1)D*3dy ﬂf‘*‘[mny(DzX‘*'I)dy]ﬂf,
or:
fo(ﬂ H= K"fﬂﬂ+ MEEE+ N BE, (3.19)

where:

1 _
Kr=-L de T fMD2 Ddy+ - [ aND*gdy,
7] 7] RO T ) SR
Mef=% f M(D*y+1)(D*3+ D) dy, (3.20)
Y

ook f M(D*4+1)D7F dy+—|—y—' [ M2 g+nay.

The effective functional Fy(u, £2) has the simple form:
‘ 1 1 e
Fo(u: 'Q) = f(z' Kl?]'l‘d Ei5Er + _2‘ Miefl.clmnxijkxlmn +Ni.)jl.¢l'm Eij %ktm) dx' (321) )
2

It is clear that fields y and ¥ are not need to be known.
We use only the second derivatives of them.

2%
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4, Onpe-dimensional example

Assuming that all quantities depend on one variable only we deal with reduced problem
of (2.1):

dr  d? . ;
_3;__ dxz_‘u—*-X: 0 n Q < -Rl) (4'1)
where;
ey AU . d*u
v =K &
i 4.2)
8 & u
p=M (x) e LN T
If, independently, we formally reduced the cell problem to a one-dimensional we get:
d? d2 d?
WM(J’)WX(J’) d ——5 M(9),
yeY 4.3)
_d_z_M(y)i_( ) = __fl_._N( )
dyz dyz X Yy = dy2 J)-
The solutions (second derivatives of y, ¥) have the form:
2
d xgy) — 14 o ’
dy M(y) 44)
d*7() _ _C» _ N '
ay* MQ@) MO’
where:
I \—
Ci={(-—=,
' <M(y)/ .
NG 1
C, = { Cy, D= — f ddy.
Using formulae (3.20) we get:
[ 1\t _JN?
= <K+ > ) =G
Mef_<l -, @.5)

L \-1/ N\
ef — (. Mk
N ! N/
If one assumed the stronger conditions of continuity for the functions K (x), ]l[,-“j,,,,,,,;(x),
Nijkim(x) one can use the G — convergence method (compare [3], [6], [7]) to obtain the
effective properties of the medium under consideration. But in the case -this method
provides to a long calculations (4'® order differential operator) and the proof of the proper
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homogenization theorem is not trivial one. In contrast, the I-convergence concept applied
in this paper gives the results (i.e. effective material parameters) almost immediately and
in a very elegant manner.
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Pesome

TOMOI'EHM3AIIUA T'PATVEHTHOUI CPENBI ITEPBOTO IIOPSIIIKA

TIposesiena romoreHu3alyst TPagHedTHON Cpeanl nepBoro nopaaxa meromom I'-cxopmmoctr, Ilpen-
Jjaras BUJ BHYTPEBHON OSHEPIHH [N JCHCTBHTENHHON &-TIePHOOMYECKOH CTPYKTYDHI NOJYYEHO TLo-
MOTCHASHPOBAHHYIO BHYTPEHHYXO 9SHEPTHIO A opHopoasoH addexruBroi cpenni. Koaddununenrny
B TOMOICHH3HPOBAaHHOM (DYHKITMORANE IHEPrHH ABNAIOTCA 2(DPEKTHBHBIMA MATEPKANTLHLIMH IIOCTO~
AureiME. OHU 32BHCAT OT peLISHHA T. Ha3. 3a3jjauu Ha sueiixe,

Streszczenie
HOMOGENIZACJA OSRODKA GRADIENTOWEGO PIERWSZEGO RZEDU
Przeprowadzono homogenizacje os§rodka gradientowego 1-go rzedu metoda I'zbieznoéci. Zakladajac
postaé energii wewnetrznej dla rzeczywistej e-periodycznej struktury wyznaczono zhomogenizowana

energig wewnetrzna dla jednorodnego ciala efektywnego. Wspélczynniki w zhomogenizowanym funkcjo-
nale energii sa efektywnymi stalymi materialowymi. Zaleza one od rozwiazania tzw. problemu na komorce.

Praca wplynela do Redakeji dnia 28 wrzesnia 1987 roku.
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1. Wstep

Dotychczasowe metody obliczania obcigzenn krytycznych powlok dwuwarstwowych
pokrywaja si¢ ze znanymi metodami dotyczacymi konstrukcji przekladkowych. Ogélnie
mozna je podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza z nich dotyczy konstrukgji cienkich, dla kt6-
rych zaklada sie nieodksztalcalno$é rdzemia w kierunku poprzecznym. Oznacza to, Ze
modut Younga w tym kierunku jest nieskoriczenie duzy a przemieszczenie poprzeczne
rdzenia jest réwne przemieszczeniu okltadziny [1, 2]. Druga grupa to prace, w ktdérych
modut rdzenia w kierunku poprzecznym jest skoficzony a przemieszczenia sa nielinio-
wymi funkcjami. Zagadnienie statecznosci cylindrycznych powlok dwuwarstwowych
w tym ijeciu analizowano w pracach [3, 7]. W pierwszej z nich wykorzystano réwnania
réwnowagi okladziny uzupelnione o sily wynikajace z oddzialywania rdzenia na okla-
dzing. W drugiej autorzy poshuzyli si¢ modelem zblizonym do sprezystego podioza typu
Winklera, wprowadzajac tzw. wspolczynnik podioza, uwzgledniajacy jedynie sktadowa
promieniowsa reakcji rdzenia na oktadzing. Otrzymany w ten spos6b warunek wyboczenia
nie uwzglgdnia wplywu grubosei rdzenia na wielko$é obcigzen krytycznych.

Niniejsze opracowanie zawiera analizg tréjosiowego stanu przemieszczedh w wypel-
niaczu powloki dwuwarstwowei. Rozpatrywany cylinder warstwowy (rys. 1) sklada sig

Rys. 1. Cylinder dwuwarstwowy
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z cienkiej powtoki zewnetrznej (okladziny) i sprezystego wypeiniacza (rdzenia). Oktadzina
spelnia zatozenia dwuwymiarowej teorii powlok, rdzen (pelny lub rurowy) zatozenia
teorii trojwymiarowe;j. ,

Zatozono, Ze obciazenie zewnetrzne przylozone jest jedynie do okladziny, modut Younga
rdzenia jest znacznie mniejszy od modutu okladziny (E, < E,) oraz, ze podczas odksztal-
cenia nie ma ruchu wzglednego pomiedzy obydwiema warstwami. Dopuszczono moz- -
liwoéé niesprezystego wyboczenia okfadziny. Zastosowano zwiazki fizyczne teorii matych
odksztalcen sprezysto-plastycznych Henck’y-lljuszyna pomijajac efekt odcigzenia czeéci
przekroju i przesunigcia osi obojetnej. Przyjeto warunek niescisliwosci (v, = 0,5).

Dla tak okreslonego modelu wyznaczono funkcje przemieszczed w rdzeniu. Z zasady
prac wirtualnych wyprowadzono réwnania réwnowagi i zespét naturalnych warunkéw
brzegowych., W oparciu o otrzymane rozwiazanie analityczne obliczono obciaZenia kry-
tyczne dla osiowo $ciskanego cylindra z pelnym rdzeniem. Rozpatrzono stosunkowo
prosty przypadek wyboczenia osiowo-symetrycznego. Rozwigzanie teoretyczne pordw-
nano z wynikami badan do$wiadczalnych.

2. Przemieszczenia

2.1. Przemieszczenia okladziny. Zgodnie z przyjetymi zaloZeniami stan przemieszczen
okladziny jest zgodny z hipoteza prostych normalnych Kirchhoffa-Love’a. Przemiesz-
czenia w kierunkach x, #, z, dowolnego punktu oktadziny, oddalonego o z—R, od po-
wierzchni §rodkowej maja postaé:

U, = u“(z_-Rg)w,x,

. vg=v—(z—Rg)(W..9—‘v)L» . o M
W, = W.

2.2. Tréjosiowy stan przemieszezen rdzenia. Rdzen konstrukcji znajduje sie w tréjosiowym
stanie przemieszczenia. W og6lnym przypadku przemieszczenia rdzenia w kierunku

osiowym, obwodowym i promieniowym sa funkcjami trzech zmiennych x, &, z i nie sa
znane:

U, =U,x,?, 2),.
V,=Vu(x,?, 2), )]
W, = W.x,?,z2).

Mamy wigc do czynienia z tréjwymiarowym zadaniem teorii sprezystosci. Przedsfawiem'e

przemieszczen skladowych (2) jako iloczynéw przemieszczer okladziny w punktach

styku obydwu warstw [tj. dla z = R,—T)l pewnych nieliniowych funkcji zmiennej

z pozwala na rozdzielenie zmiennych a w rezultacie na sprowadzenie zadania tréjwymia-
rowego do dwuwymiarowego:
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U, = ug(z = R,— ——) 5(2),
y, — 'Ug(z —~ R,— ’7) - w(z), ©)

W, = wg(z =R ——%) p(2).

Nieznane funkcje 8(z), #(z), @(z) mozna wyznaczyé z warunkéw réwnowagi wewngtrz-
nej elementarnego wycinka rdzenia:

1
2 —_—— =
ViU, + =2, 0,.=0,
1 1 2 |
VZI/”+ 1_2 z @.19+ Z2 ”u.ﬂ_ 72 =05 (4)
1 2 w,
2 —_—— AR S,
VWt oy Oy Vo= 5 = 0,

gdzie:
, 1 1
V= ('-').xx+'z—2 (-, 00+ (--').zz+7 ).z

O = Uu,x+% Vu,.,+% Wt W, ,.

Podstawiajac rownania (3) do (4) otrzymujemy warunki réwnowagi wewnetrznej rdzenia
W postaci:

(al 6) zz+ _—’(al ‘5) +(1 +C*)(¢Z1 6) xx+ 2 (al 6) 0|9+
1 1 N .
C*——Z— (bl “),x0+C*T;‘ (W : (p).x+C*(w * (p).xz = 0,
(bl") zz+—(b1 %),z 4+ (b1%), x:c+(1+C*) (blx) o+
1 1 1 . '
_(bl")?+0*?(a16),xﬂ+0*’;(w'(p).f)z'l‘ \ )
1
+—r @+ 9)e =0,
9 Pexl+e)+ o (- ) e+ (0 @)t
1 1 1
+oz W @).00— o (- @)+c*(ar0),zatc* — (b12),0:+

1
—2—2 (2+C*)(b1 M)_,} = 0,‘
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gdzie:

t
a; = u+—'w,x7

2

1

t
bl = 'I)—i— 7(“7,19“7)) E..

Sa to réwnania rozniczkowe drugiego rzedu o pochodnych czastkowych zmiennych x, &, z.
Rozwigzanie powyZszych réownan ze wzgledu na funkcje 6 = 6(2), » = %(2), ¢ = @(2)
staje si¢ mozliwe dopiero po przyjeciu postaci funkcji u, », w zmiennych x i 4. Funkcje
te musza by6 tak dobrane, aby spetniaty warunki podparcia cylindréw na ich koricach. Do
wyznaczenia stalych calkowania niezbedne sa réwniez warunki brzegowe jakie muszy
- spetniaé funkcje 6(z), #(2), ¢(2). Z réwnosci przemieszczen okfadziny i rdzenia na po-

. 7 . . .
wierzchni ich polaczenia, tj. dla z = R, — - wynikaja zwigzki:

t t t

W dalszym ciggu zalozymy swobodne podparcie obciazonych brzegéw powloki
Odpowiada to nastgpujacym warunkom brzegowym dla x = 0i x = 1: w = 0 — zerowe
ugiecie; W+ w_,,‘,%f =0 — zerowy moment gnacy. Powyisze warunki spelniaja

o .
przemieszczenia okladzin w postaci:
u = A-cos(fx) - sin(nd),
v = B-sin(fx) - cos(nd), . @)
w = E- sin(fx) - sin(nd).
Odpowiada to zaloZeniu, Ze powierzchnia wyboczenia cylindra sklada si¢ z m péifal
w kierunku osiowym oraz 2n péifal w kierunku obwodowym.

Podstawiajac wyrazenia (7) do réwnan (5) i wprowadzajac oznaczenia A = ré(z),
K = px(z), D = Ep(z) otrzymujemy uklad réwnan jedynie ze wzgledu na funkcje 4,
X', D zmiennej z. Catkami ogélnymi tego uktadu sz funkcje:

A = ¢ BL,(B2)+ ¢1 BK(B2) + €3 Pz, 1 (B2) + €4 f2Kos 1 (B2) +
+CS ﬂZIn—l(ﬂz)',_CGﬂan—l(ﬂz)’

H = 0 -1, (B2)+ 2 - Ku(B2) + 5+ 20) L1 (B2) +
+e4(+20) Ky 1 (B2) +c5(n—20) I, 1(B2) + co(n—2a) K, _ , (B2),

D = ¢, 1,(f2) + ¢, K;(B2) +e5lzly, 1(B2) — Qa— 1) 1,4, (B2)] + ®)
+¢a[2Kp11(B2) — Qo~ 1) K,u 1 (B2)] + cs 251 (B2) +
—Qa—11,_,(B2)]+cs[zK; _1(fz) — Qa—1) K, (B2)],

gdzie: « = 2(1—w,).
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I,(Bz), K,(Bz) sa odpowiednio zmodyfikowana f-cja Bessela pierwszego rodzaju i f-cja
Mac Donalda rzedu n, przy czym:

1i(B2) = < 1,(62), itd.

Stale catkowania ¢y, ..., ¢¢ nalezy wyznaczyé z warunkéw brzegowych. Trzy z nich okresé-
lone sa warunkami réwnosci przemieszczen rdzenia i okdadziny dla z = R+c¢ (6). Pozo-
stale warunki dla przypadku rdzenia pelnego (R = ¢) wynikaja z nieokreslonosci funkgiji
K,(Bz) i z K,(Bz) dla z — 0, stad ¢, = ¢, = ¢g = 0. W przypadku rdzepia rurowego na
jego swobodnej powierzchni (z = R—c¢) zeruja si¢ napreZenia
;= Tz9= sz=0.

PoniZej, jako przyklad, rozpatrzony zostanie stosunkowo prosty przypadek osiowosy-
metrycznego wyboczenia cylindra z pelnym rdzeniem. Dla tego przypadku moZna
przyjac:

u=u(x); w= w(x);v=0. )]
Przyjmujac dalej n = 0 dostajemy z (8):

4= 0110(/32)_'[‘032]1(.32),
A =0, 10

® = ;1 1,(B2)+c5 [zIo(ﬂz) 2 1;: Ii(ﬂz)]
gdzie:
s = r=:261, 260 gy
o — EI,(2¢)~ I, (28¢)
20300~ 1201- 2D [ apo 1, 0p0)

3. Réwnania rownowagi i obcigZenia krytyczne

3.1. Energia potencjalna odksztalcenia okladziny i praca sil zewnetrznych. W dalszym ciggu
dopuécimy mozliwoéé utraty statecznosci przez okladzing poza przedzialem spreZystosci.
Energi¢ potencjalna odksztalcenia okladziny obliczymy w oparciu o teorig¢ maltych od-
ksztalcenn sprezysto-plastycznych Henck’y-Iljuszyna zkladajac, Ze material okladziny jest
niescisliwy (v, = 0,5) oraz przy pominieciu efektu odcigzenia czeci przekroju i przesu-
nigcia osi obojgtnej [6]. Dla osiowo-symetrycznej formy wyboczenia cylindra’ ma ona
postaé:

! 2n

1 2 '
= 7(‘){-6]‘ {ai—l [Dl (w.xx)2 +Bl(u.x)2] +a52B1 ‘ng) +201'231 u.x%’;}Radﬂdx:

(1D
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gdzie:

1 2
an = ¢+ '§"Pc: Ay, = —3“;00, ayz = ?‘Pu

Pe = ’E: Y = —E,v
Dla wyboczenia czysto sprezystego:

_ _ 1 - Ve
a11=azz=—"1_v2 y  A1a = 1—p2 "
1 t

Zakladajac, ze na krawedziach x = 0, x =/ dziala stale obcigzenie osiowe N,, praca sit
zewnetrznych na okladzinie dana jest zaleznoscig [5]:

1 2n

p— I 2
L= of of Ry No(w, )2 dSdx. (12)

3.2. Energia spreiysta rdzenia. Zgodnie z wezesniejszymi zaloZzeniami rdzend znajduje sig
w tréjosiowym stanie odksztalcenia. Energia sprezysta rdzenia dla osiowo-symetrycznej
formy wyboczenia cylindra dana jest zaleznofcia:
I 2n 2c

. Vu 2 2 2y
4, = Gufff [(1+ l_zv")(exﬂ+3zu+30u)+
00 0

2v, 1
+ 1 _21)" (exu 60u+ Epy Szu+ Ezu” Ex,,) + ‘3‘ '}’}:zu"' (13)

1 1
+5 Véaut 5 yio,.] zdz,
gdzie:
Exy = Uy x, Egu = __%i, E = Wu,z’
Vo = Uu.z+ Wu.x: Yxo — 0, Yoz = 0.

3.3. Réwnania réwnowagl. Uwzgledniajac (11), (12), (13) moZemy zapisaé catkowity
potencjat energetyczny cylindra jako:

II=U,+4,~L,. (14
Z warunku minimum potencjatu:
81T = 0 (15)
znajdujemy dwa lokalne réwnania réwnowagi powloki dwuwarstwowej: '
2A7 u_ZAl Uxxt (AB —AS) w.x"'AS Woxxx = 0,
244 W+2(A5 —AB) w.xx+2A2 W,oexxx T (A9 -4 s)u.x + (16)
+A3 Uxxx = Nx W,xxs
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oraz zespét naturalnych warunkéw brzegowych dla x = 0 i x = /:
241u A+ Azw o+ wds =0, .
Aotu— Azt +2(Adg— Ag)W,x~2A, W sz + Ny W, = 0, amn
24, W+ Azt +Asgw = 0, '
gdzie:
Aq, ..., Ay sa stalymi.

Przyjmujac dalej dla n = 0 przemieszczenia okladziny w postaci (7), otrzymujemy poszu-
kiwane rozwiazanie:

Ner = ﬁl‘) { [(do—A45) B+ B83A,] +2A4“2132(A6—A8)+2.54Az} s
B D .
A Gl ﬁ(alz"' ﬁzarle)+—Giﬂ3an
5= u (18)
2c

B
ﬂauFR 4(1+ )

2B 4 [10 2= tido r,,)] ;

d Be
B 20 -Z—ﬂ’
p2ai, — Ry~4(1+ 7
G,
2(1
gdzie: d = 2¢ (13 —13)— (ﬂjf ) 1,14,
IO = 10(2136)5 Il = 11(2130)’
1 .V 1 -
Al = TQ(I'F—I-:E) G,,X1+-2-.Bla11,

1 Py 12 1
1422 (1+ 1 2”)GuTX1+'E'D1al_1,

Ay = gt(1+1 o )GXl,

2v, i

1 1
A4_=—‘ 1+—_ G,‘(X2+X7)+ GX8+ ‘722 2 -Bly
R, 1-2, R, 12, 2 “**R

1

2y,
A5= .Rg 1_2 ,,(X3+X9)+a1231 R
2v, 1
ds = 1_2;:E'ZG"(X3+X9),
A ~1“G X.
) 7 2Rg_ u<i 5y
4 L 6 lx ’2X+2X)
§ = 2R, " 4+T 5 613
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Ag == ’—1'_“ Gu(2X6+tX5),

2R,
2¢ ‘ 2¢

X, = [ 20°()dz, X, = [ zlp(2), 2z,
0 ]

2c 2¢

X, =f 28(2) p(2),.dz, X4f = z[p2(2))dz,
0

0

2c 2¢

Xs = [ 216@).Pdz,  Xs = [ 2p(z) 8(2),.dz,
0 (¢
2c 2c

1
X, = —z—<p2(z)dz, Xg = f f]’(z)(P(Z).dea
0 e '

2c
Yo = [ o2 6@z,

Pt L}

Obciazenie Ny, uzaleznione jest od ilosci pétfal m. Najmniejsza wartoéé obciazen
krytycznych znajdujemy z warunku:

a]v:c:kr

. 0. ' (19)

Przyldadowa zalezno$é tedi‘etycznych obcigzen krytycznych, wg (18), w funkcji sto-
sunku ?/R, pokazano na rysunku 2. Do obliczeri przyjeto: /=10 m, = 1-10"3 m,
Gu[E, =1, 2, 3, 4-1075, » = 0,3, v, = 0,45.

3
i l [
8 4 \ 1=1m
2,5 %=03 |—
3 v =0,45
2
2 \\
1,6
A
15 25 35 45, 5,5x16°
Rg
E; -t
Rys. 2. Zalezno$¢ teoretycznych obcigzef krytycznych /o (cx = —="__ | w funkcji para-
- AT RAED

metru ¢/R,

1 —Gu[E; = 10-5, 2— GE; = 2-1075,
3—Gu/E =3-10"5 A4-—G,/E, =4-10"5
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4. Badania doswiadczalne

Badaniom, majacym na celu wyznaczenie wartofci obcigzen krytycznych powodu-
jacych utrate statecznosci, poddano cylindry z pelnym rdzeniem (rys. 3).

)
§:+Qq l P
)

Oktadzina
Rdzen piankowy

X

. |
Rys. 3. Cylinder z pelnym rdzenjem stosow. do badar

Z
l

. N
NN ANNANANRNNN
P

Rys. 4. Schemat zamocowania i obcigzenia cylindréw

Okladziny zewngtrzne wykonano z odcinkdéw rury PA-4N-tb ¢30x0,75 wg PN-70/
H-74592 o wilasnosciach E, = 0,72387x10° MPa, Ry = 0,153x10° MPa, R,,; =
= 0,191 x 10®* MPa, R,, = 0,259 x 10> MPa. Rdzenie wykonano ze sztywnej pianki poliu-
retanowej o gesto$ciach pozornych 100, 125, 150 kg/m3. Dla pianki przyjeto », = 0,
G, = 19,4 MPa. Dhigosci cylindréw wynosity 206, 5151 772,5 mm co odpowiada smuk-
fosciom A réwnym 20, 50, 75 (smukloé¢ graniczna 4, = 68,3)*.

Sposéb zamocowania i obciazenia cylindréw pokazano na rys. 4. Przykiadowe wykresy
‘obcigzenia w ukladzie Al [mm]—P [kG] pokazano na rys. 5. Jako wartosé sity krytycz-

*) Smukto$¢ liczona dla samej okladziny
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AL

Rys. 5. Wykresy obciazenia

nej P, przyjmowano maksymalna wartos$¢ sity jaka byt w stanie przenies¢ cylinder (war-
to$6 sity po przekroczeniu Py, gwaltownie malata). Pomiar umozliwiat dodatkowo obli-
czenie ilosci energii potrzebnej do osiggniecia sily krytycznej. Otrzymane wyniki zesta-
wiono w tabeli 1.

Tabela 1. Zestawienie obciazet krytycznych

: Ggstosé Py . P,
L.p. |Smuklosé g kpdosw. Energia kp tcor..
P o rdzenia do$wiadcz. paosw g teoretycz. pe
—| = | ke [k —~ Nl | — | kM| —
1 pusty 13,4 —_ 22,5 — 12,26 —
2 100 14,9 1,11 35,2 1,56
3 20 125 151 1,12 29,9 1,33 14,17 1,15
4 150 14,8 1,10 33,3 1,48 :
1 pusty 11,5 — 12,8 —
2 100 11,8 1,02 14,9 1,01
3 50 125 11,5 1,00 13,3 1,04 - —
4 150 11,2 0,97 12,2 0,95
1 "pusty 8,3 — 8,3 —
2 100 7,8 0,94 72 0,87
3 75 125 9,0 1,08 9,0 1,08 — —_—
4 150 7,6 0,91 6,5 0,78
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Z przeprowadzonych badafi wynika, ze wzrost sity krytycznej przenoszonej przez
cylinder z pelnym rdzeniem jest zauwazZalny w zakresie matych smuklosci. Dla A = 20
zaobserwowano ok. 109, wzrost Py, w stosunku do rur pustych. W zakresie smuklogci
bliskich granicznej (4 = 50 i 1 = 75) rdzen nie ma wplywu na wzrost sity krytycznej.
Podobnie gestos¢ zastosowanej na rdzenie pianki poliuretanowej nie ma praktycznie
wplywu na wzrost obcigzen krytycznych,

Dla matych smuklosci zaobserwowano znaczne zwigkszenie energii odksztalcenia
potrzebnej do wyboczenia preta. Dla A = 20, w zaleznosci od gestodei rdzenia, wynosit
on od 33% do 56%. :

Zaobserwowano rowniez, ze cylindry peilne odksztalcaty sie w inny sposéb anizeli
puste. Widoczne byly na nich liczne lokalne pdHfale przy zachowaniu kolowej postaci
geometrycznej przekroju.

5. Por6wnanie wynikéw teoretycznych z doSwiadczalnymi

Obliczenia obciazen krytyczaych wg (18) przeprowadzono jedynie dla cylindréw
o smuktosci 4 = 20. Wynika to z warunku (9), ktéry moze byé speliony jedynie w przy-
padku dostatecznie krepych cylindréw. Poniewaz dla tej smuklos$ci wyboczenie zachodzi
poza zakresem spreZzystym, energia odksztalcenia okladziny opisana jest zaleznoécia
(11). Wspétezynniki @, i ¢, wyznaczono z przebiegu krzywej jednoosiowego rozciagania
przyblizonej trzema prostoliniowymi odcinkami. Wyniki zestawiono w tabeli 1. Jak widaé
wspotezynniki kp o6, 1 kpseor., Okreslajace procentowy wzrost obciazen krytycznych dla

.a) |
| ——— T
0,9 W, ,@\ /
0,8 _ /
0,7 z

0,6

0,5 /
0,4 /
0,3 /

0,2 f
/. |
/ /

3 6 9 12 x10°[m] 3 6 ) 12 x10°[m]

Rys. 6. Wykresy teoretycznych funkcji przemieszczed w rdzeniu dla cylindréw o smukloéci A = 20: a—
przemieszczenie rdzenia w kierunku promieniowym, b -— przemieszczenie rdzenia w kierunku osiowym

3 Mech. Teoret. i Stos. 3/88
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cylindréw petnych w stosunku do pustych sa zblizone do siebie. Na rys. 6 pokazano
. .. . , o 4. @ . .
przebiegi teoretycznych funkcji przemieszczed § = — =7, obliczone dla cylin-

dréw o smuklosci 4 = 20, wg wzoréw (10).

Oznaczenia
Ey, Gy, v, —modul sprezystosei podiuznej, modut spreZystosci _poprzecznej i wsp.
Poissona dla rdzenia,
E,, Gy, v, —j.w. dla okladziny,
x, % z- — wspoélrzedne walcowe,
u, v, w — przemieszczenia pow. $rodkowej okladziny w kierunkach x, 9, z,
R, — promiefi pow. $rodkowej okladziny,
R — promieft pow. $rodkowej rdzenia,
2¢c,t,1 — calkowita grubos¢ rdzenia i okladziny oraz catkowita dhugo$é¢ cylindra,
. ,
k
¢ 1—-2y,
m-mn
A= 4
A, B E — amplituda przemieszczed powierzchni §rodkowej okladziny,
£y -3
D, =
! 12
'Bl = Et ©t
r—A+~/9E p-—B+ (nE B)— :
ﬂ
E., E, ——rnoduly plastycznosc1 dla okladziny
do
(Ec » B = "a?)
Ry, Ry.» — granica proporcjonalnosci i umowna granica plastyczno$ci dla okla-
dziny,

0 d 7]
(== W(---); ()= —W(;"); ()= oz

PR
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Peszome

VCTOMUUBOCTE OBYXCIIOMHBIX uHJII/IHJiPI/IqECKHx OBOJIOYEK,
TIOOBEPTHYTLIX OCEBOMY CXKATHIO '

PaGota ComepyKHUT aHAIU3 TPEXOCHOrO COCTOSAMHA IEpEeMEIUeHINI B 3an0MHuATeNe OBYXCIONHOH 06o-
JouxH. PaccMaTpHBaeMblil KOMIIO3UTHBIA HHIMHADP COCTOMT W3 TOHKO BHeuHel 06omoury (00IMIOBKH)
M YIOPYroro 3arofHUTENA, KOTOPLIE YCHEIUHO B3aHMOAEHCTRYIOT APYr ¢ Apyrom B COEMECTHOM pabore.
O6MUNOBKA YHOBJIETBOPSET OCHOBHBIM IIOJIOMEHHMAM HBYXMEPHON TeopHH 00OJIOUCK.

T{ns TaK TPUHATOR MOJENHM OIpedesleHbl (YYHKUHN NepeMemennit B sanomdaurene. Ha ocnoBe mo-
JIYYEHHBIX aHATMTAYECKAX PEIIeHHH BBIUHMCIICHb] KPHTHYUCCKAE HAIPY3KH TSI HOJBEPTHYTOrO OCEBOMY
CYKATHIO [HIMHADA CO CIJIOIHBIM 3aoJHNTeNReM. PaccMOTpeH cpaBHUTEIIBHO NPOCTOH CiayJail axCHalk-
HO-CHMMETPHUECKOT0 IPONOJIBHOTO B3rnda. PelreHye CpaBHEHO C HOCTYIIHLIMM PE3yJILTaTaAMU OILITHBIX
MCCIIeJOBaHHI.

Summary

STABILITY OF TWO-LAYER CYLINDRICAL SHELLS WITH AXIAL COMPRESSION

Analysis of three-axial displacements state in two-layer shell filler is described. Tested composite cylin
der consists of the thin external shell (lining) and elastic filler (core) — which are in ideal matching. Lining
assumptions of the two-dimensional satisfies layer theory, and the core-of the three dimensional theory.
For a such model displacement functions in the core were determined. On the base of analytic solution
we have obtained critical load for full core cylinder with axial compression. Relatively simple case of
axial-symmetrical buckling was examined. Theoretical solution was compared with accessible experimental
tests results. :

Praca wplynela do Redakcji dnia 5 lutego 1986 roku.
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ANALIZA ROZEKEADU NAPREZEN W SPOINIE KLEJOWEJ
POLACZENIA ZAKEADKOWEGO W ZAKRESIE ODKSZTAL.CEN
PLASTYCZNYCH

JaN GODZIMIRSKI

Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa

Zaproponowano metoda okreslania naprezen stycznych w spoinach klejowych polaczen
zakladkowych pracujacych na $cinanie w zakresie plastycznych odksztalced klejonych
elementéw oraz przy uwzglednieniu nieliniowo$ci charakterystyk klejow. Przyjeto dla
Kleju 1 klejonych elementéw model ciala sprezysto-plastycznego z wmocnieniem.

Wykaz oznaczen

G (Gy, G,)— modut sprezystosci postaciowej kleju

E — modul sprezystosci podtuznej klejonych elementéw

Ok — grubo$¢ spoiny klejowej

é — grubo$¢ kiejonego elementu

Y — kat odksztalcenia postaciowego

£ — wydtuzenie wzgledne

T — napre¢zenia styczne
o — paprezenia normalne

Oy — napreZenia normalne w klejonym elemencie wystepujace poza spoing

D — modut umocnienia klejonego elementu

Ro,2 — granica plastycznosci materiatu klejonego elementu

) — dhugo$é spoiny klejowej

z — poloZenie przekroju w ktérym w klejonym elemencie lub spoinie wystgpuje

— zmiana modulu sprezystosci.
T, — warto$é naprezed stycznych przy ktéryéh nastepuje zmiana modulu spre-

zystosci kleju. :

1. Wstep

Polaczenia zakladowe (rys. 1) sa najczeSciej stosowanymi w technice polaczeniami
klejonymi. Analiza rozkladu naprezed w spoinach takich polaczeri byla tematem wielu
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11 CC——T "4
——_—— 2 [C==_1°5
" 3 i ee—

Rys. 1. Przyktady kolejnych polaczen zakladkowych

rozwazan teoretycznych [1] [2] [3]. W rozwazaniach tych przyjmowano nastepujace
zalozenia upraszczajace:

— prace klejonych elementow w zakresie odksztatcen sprezystych,

— liniowo-sprezysta charakterystyke kleju,

— stalo$¢ naprezen wzdtuz grubosei spoiny klejowe;.
W najbardziej popularnej teorii Volkersena dodatkowo zalozono, ze w spoinach takich
potaczen wystepuja jedynie naprezenia styczne. :

Analiza naprezen w spoinach potgczen zakladkowych metoda elementéw skorniczonych
z wykorzystaniem maszyn cyfrowych [4] wykazuje, Ze w polgczeniach, w ktérych klejone
elementy nie sa obciaZone zewnetrznymi momentami gngcymi oraz sitami poprzecznymi,
teoria Volkersena dosyé dokladnie odzworowuje rozktad naprezen stycznych. Napre-
Zenia te nie sa naprezeniami jedynymi, ale one gtéwnie wplywaja na stopien wyteZenia
materialu spoiny.

Celem. niniejszej pracy jest sprawdzenie, jaki wplyw na rozklad naprezed stycznych
w spoinach polaczen zakladkowych ma przekroczenie granicy plastycznosci w klejonych

elementach oraz jak wplywa nieliniowo$¢ charakterystyk klejéw na wytrzymato$¢ takich
polaczen.

2. Zalozenia

W rozwazaniach pominigto naprezenia normalne wystgpujace w spoinach potaczen
zakladkowych i zaloZono, ze rozklad naprezen stycznych z dostateczng dokiadnoscia
odwzorowuje zalezno$¢ Volkersena [2]. Zaniedbanie niewspétosiowosci sit zewnetrznych
wydaje si¢ dopuszczalne w wypadku niektérych typow polgczen, np. przyklady 2, 3, 4, 5
na rys. 1 zwlaszcza, gdy klejone elementy sa cienkie. Oceniajac wplyw pracy klejo-
nych elementéw w zakresie odksztalcenn plastycznych na rozktad naprezen, zatozono
liniowo-sprezysta charakterystyke kleju, a oceniajac wplyw nieliniowosci- charakterystyki
kleju na wytrzymalo$é polaczenia, zatoZono prace klejonych elementéw w zakresie od-
ksztalcen sprezystych. Przyjeto, Zze zaleZno$é miedzy naprezeniami i odksztalceniami
kleju i klejonych elementéw mozna zastapi¢ modelem ciala sprezysto-plastycznego z wmoc-
nieniem (rys. 2). W wypadku klejonych elementéw metalowych zatoZenie takie nie budzi
zastrzezen. Taki wlasnie model metali przyjmuje si¢ z powodzeniem w obliczeniach para-
metréw przerébki plastycznej metali [S]. W wypadku klejéw zatozenie takie jest wigkszym
uproszczeniem, poniewaz Kleje sg ciatami lepkosprezystymi. Zalozenie to mozna uznaé
za dopuszczalne, gdy przyjmiemy, Ze rozpatrujemy wytrzymalo$é spoiny przy okreslonej
predkosci jej odksztalcenia. W rzeczywistosci predko$é odksztalcenia spoiny w jej réz
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nych przekrojach nie jest stata. Jednak badania wykazuja [6], Ze np. wytrzymatos¢ spoin
epoksydowych nie jest zalezna od predkosci odksztalcania w stosunkowo duzych ich
przedziatach (zmienianie predkosci od 5 mm/min do 90 mm/min praktycznie nie powo-
duje zmiany wytrzymatosci polaczen).

64

tga=E tgpB=D

Rys. 2. Wykres rozciggania materiatow sprezysto-plastycznych z umocnieniem: E — ‘modutl sprezystosci
podluinej, D — modul umocnienia

Biorgc pod uwage przyjete zatoZenia upraszczajace, a zwlaszcza pominigcie naprezef
normalnych w spoinach i zaloZenie stalosci napre¢zen na grubosci spoiny mozna stwier-
dzié, ze uzyskane zalezno$ci analityczne moga mieé tylko charakter pogladowy i shuzyé
do jakosciowej oceny wplywu nieliniowoscl charakterystyk materiatdw zakladkowych
potaczen klejonych na ich wytrzymato$é.

3. Rozklad napre¢zeh w spoinie polaczenia zakladkowego w zakresie plastycznych
odksztalcen klejonych elementow

Model rozpatrywanego polaczenia przedstawiono na rys. 3.

W
501 X
el
©, So2
Vo) b
11X L dx
1

Rys. 3. Model obciazenia polaczenia zakladkowego pracujacego na $cinania

Naprezenia styczne w spoinie sa funkcja kata odksztatcenia kleju (y) i jego modulu
sprezystosci postaciowej Gy:
T=1y Gy ’ 1
Uwzgledniajac przyjete zatozenia:
' dv =dy- G, )
Zmiang kata odksztalcenia spoiny na jej elementarnym odcinku dx mozna opisaé zaleZ-
noscig:
edx, edx, ’ 3)

KA T
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w ktorej:
6 . — grubod¢ spoiny,
edx, , edx, — odksztalcenia elementarnych odcinkéw klejonych elementéw spowodo-
wane wystepujacymi w nich napreZeniami normalnymi (o4 (x), 0,(x)).
W wypadku sprezystego odksztalcenia klejonych elementow:

_ o)
=

(4a)
a w wypadku odksztatcenia plastycznego:

_ Ro,2 a(x)—Ro,2
&= i + D . (4b)

Podstawiajgc (3) i (4a) lub (4b) do (2) otrzymujemy:
. o, (%) . dxG, _12@_ dxG,

A A A R (52)
_ Gy Ro,, |, 01(x) _ Roa o,(x) )
dT = 6—,‘ dx( El -+ D1 Dl E2 . (Sb)

Z warunku réwnowagi sit dziatajacych na elementarny odcinek klejonego elementu
(rys. 4):

do,(x) 8y = v(x)dx !
mozZna obliczy¢:
2
dr()) = LoD g, ©
60()+d6 B6(x)
I S —
)
" dx

Rys. 4. Obcigzenie elementarnego odcinka klejonego elementu polgczenia zakladkowego

Podstawienie zalezno$ci (7) do réwnania  (5a) umozliwia uzyskanie réwnania rdz-
niczkowego opisujacego rozklad naprezed normalnych w elemencie ,,1”” na odcinku
spoiny przy zalozeniu sprezystych odksztalceri obu elementdw:

d*oy(x) G [ a(® 02(%)
i = ) ®

. Z warunku réwnowagi sit dzialajacych na odcinek potaczenia klejonego (rys. 5)
otrzymujemy::

00101 = 61(x) O+ 02(x) 6. ' _ ®
Uwazglgdnienie zaleznoéci (9) umozliwia przedstawienie réwnania (8) w postaci:

d*o,(x) _ Gk0'1(x)-_ E b, +E,0, _ﬂ_ 0oy (10)
dx? O E 6,E, 8, 6 E.b,°
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601 6:1(x)

T~
=
6,(x)

Rys. 5. Obciazenie odcinka polaczenia zakladkowego

Jezeli w elemencie oznaczonym ,,1”” na pewnym odcinku zostanie przekroczona gra-
nica plastycznos$ci materiatu to réwnanie opisujace rozklad naprezed normalnych w ele-
mencie na tym odcinku przybiera postaé:

d*o,(x) G, [ Ro,2 Ro,2 0010, | 8, E,+6:D,
&2 8,0 ( E, D1 &, T g ps, an
Zalézmy, ze na odcinku spoiny 0 € x < z zostala przekroczona granica plastycznosci
w elemencie ,,1” i dla tego odcinka ObOquZ‘l.l_]e zaleznoéé (11), zaé dla odcinka spoiny
z < x < I obciazonego w zakresie odksztalcen sprezystych klejonych elementéw obowig- .
zuje zaleznoéé (10).
Zastosowanie podstawied:

ro Db ]/G,‘(H—T)
- E262 - 6K-D161 ’

oraz przyjecie warunkéw brzegowych:

dla x=0 o) =001,
dla x ==z 0'1(.7(-') = Ro,z,

pozwala uzyskaé rozwiazanie rownania (11) w postaci:

01 (x) =
1 D, T Oop Ry .2 ( _P_l)}
shnx{Ro,z ll 7 (1—?1)] Oo1 m}—shn(z‘ x){ 2T 14T 1 z, .
- \ shnz
" ' T | R Dl)
- 2| —=—=}. 12
+"°11+T+1+T( E, (12)

Zastosowanie podstawien:
S _ El 61 . Gk(l+S)
- E2 62 6k E] 61 ’
oraz przyjecie warunkow brzegowych:

dla x=2z o,(x)=Ro,2,
dla x =1 0'1(.7(-') = Oa

umozliwia rozwigzanie réwnania (10):

Ry, shm(l—x)— SSI GOI(Shm(I—x)+shm(x—z))

0,(x) = 00, ST1 + shm(i—2) . (13)
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Wykorzystujac réwnanie (6) mozna okresli¢ rozkiad naprezen stycznych w spoinie
na odcinku plastycznych odksztalcen elementu ,,1””

2T T\ N 1-T
GO+T) 4 chnx|Ro,2 73777 0o 1+T) chn(z x)(1+_'r R"'Zﬂ—r)
=V T sDp, Y shnz

(14)
i na odcinku odksztalcen sprezystych:

G.(1+9)5 Sil 001 (chm(I—x)—chm(x—2)) = Ro 2 chm(! - x)
K l/ 0. E) . shm(l—z) - (15)

W réwnaniach (12) (13) (14) i (15) wystepuje niewiadoma z okreflajaca polozenie
punktu, w ktérym poziom napreZen w mmiej sztywiym elemencie ,,1”° jest réwny granicy
plastycznosci materialu — R,,,. Zalezno$¢ miedzy wartodcia napreZzeR w nie objete]
spoing czgéci elementu ,,1” (0o(), @ wartodciag z mozna wyznaczy¢ z warunku, Ze napre-
Zenia styczne w punkcie x = z obliczone z zaleinosel (14) i (15) sa sobie réwne:

T(S+1) S~-T ]/(S+1)T chm(l—z) i}
v R . STTD hnzt sy TV @S shmi=z) 5
o R T Tehnz+ 1 GIDT S chm—n-1
T+1 (T+DS S+1  shm(—2) z

Uwzgledniajac, ze dla okre$lonych wymiaréw polaczen klejonych:
chm(l—z) ~ shm(l—z) » 1

zalezno$é (16) mozna uproécié do postaci:

S
T(S+1) - S—T +l/T(S+1) s

Go1 = Ro.s S(T+1) S(T+1) S(T+1) an
Tchnz+1 + a+8Tr S shnz
T+1 a+ns s¥1 "
a)

&
£ 300
=

200

100

Rys. 6. Zalezno$¢ maksymalnych naprezen stycznych w spoinie polgczenia zaktadkowego w funkeji napre-
zel normalnych wystepujacych w klejonych elementach: a) D = 10000 MPa, b) D = 20000 MPa, 1 —
6=1mm,2—46=0,5mm
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Warto$¢ maksymalnych naprezen stycznych wystepujacych w spoinach polgczen
zaktadkowych pracujacych na $cinanie w zakresie plastycznych odksztatcen klejonych
elementéw mozna wyznaczy€ z zaleznoscei (14) podstawiajac za x warto$¢ 0. W réwnaniu
(14) wystgpuja dwie zalezne od siebie wielkosci z 1 0o;. W zwiazku z tym, ze réwnanie
(17) trudno jest tak przeksztalci¢, aby uzyska¢ zalezno$¢ z = f (o,,) dla okrelonego
zlacza mozna sporzadzié wykres oo, = f(z) i z tego wykresu wyznacza¢ warto$¢ z dla
okre$lonego poziomu napreZen g .

Na podstawie zaleznosci (14) i (17) wykonano wykresy Tu.. = f(0o1) dla polaczen
zaktadkowych identycznych elementéw E; = E, i 8, = 0, (rys. 6). W obliczeniach zato-
zono: E = 72000 MPa, Ry, = 330 MPa, G, = 1000 MPa, §, = 0,1 mm, / = 25 mm.
Obliczenia i wykresy wykonano dla dwéch wartosci modutu umocnienia klejonych ma-
teriatdw: D = 10000 MPa i D = 20000 MPa oraz dwbch grubosci klejonych elementow
6 =05mmi d =1 mm. Stwierdzono, ze wzrost naprezen stycznych towarzyszacy prze-
kroczeniu granicy plastycznoéci w klejonych elementach jest mniejszy w wypadku ele-
mentdw cienkich, charakteryzujacych sig wigksza wartosciag modulu umaecnienia.

6, =441 MPa

T 1 )

"MP‘% 6 =1000 MPa
150 E =72000 MPo

D =20000MPo

100

50

i
I
[
|
L
11
z
Rys. 7. Rozklad naprezen stycznych w spoinach polaczen zakiadkowych jednakowo obciazonych przy:

1 — sprezystych odksztalceniach obu klejonych elementéw R,,, > 091 2 — przekroczeniu granicy pla-
stycznodci w klejonych elementach R, » = 330 MPa

"Na rys. 7 przedstawiono rozktad napreZef stycznych w spoinie polgczenia, w ktérego
elementach zostala przekroczona granica plastycznosci materialu. Na rysunku tym linig
przerywana zaznaczono rozklad naprezen stycznych, jaki wystapitby w tej spoinie przy
identycznej wartosci sit obcigzajacych potaczenie, jezeli klejone materialy charakteryzo-
walyby wigksza warto$¢ granicy plastycznosei i obciazone bylyby w zakresie odksztalcen
sprezystych (rozktad wyznaczony z zaleznosci Volkersena).

Pomimo zalozenia stosunkowo korzystnych warunkdéw pracy polaczenia (cienkie
elementy i wysoka wartoéé modutu umocnienia), wzrost wartoéci maksymalnych napre-
Zen stycznych w spoinie spowodowany przekroczeniem granicy plastycznosci klejonych
materialéw powinien wynosié¢ okoto 17%. '
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4. Wytrzymalo§¢ polaczenia zakladkowego przy uwzglednieniu nieliniowoSci
charakterystyki kleju

Rozpatrzono zaktadkowe potaczenie klejowe skladajace si¢ z dwoch jednakowych
elementéw pod wplywem obcigzenia ooy. Zmiang naprezenn normalnych w klejonym
elemencie tego polaczenia na odcinl_cu spoiny opisuje zaleZno$é:

d*o(x)  2G _ G .
T8 Es O T T s 8)

Przyjeto, ze w pewnej odleglosci od krawedzi spoiny klejowej x = z wystepuja takie
naprezenia w spoinie, ktérym towarzyszy zmiana modulu sprezystosci kleju. Wprowa-

dzono oznaczenia:
. 2G,
dlax<z G—-G,‘ 1 V—m—n,

. 2G,
dlax>z G=G, 1 l/ddkE_m’

przy ktérych rozwigzanie réwnania (18) ma postac:

o,(x) = Cre™+ Cze‘""+—agi dla x<z,
(19
mx —mx Oo1
02(x) = C3e"™ + Cye +—5- dla x>z
Wartosci statych catkowania C wystgpujacych w zaleznodciach (19) mozna wyzna-

czy¢ uwzgledniajac nastepujace warunki brzegowe:

dla x =0 0y = Op1,
X=z Gy = 0,3,
x=1z T, = T2,
)
X == v = 0.
2

Wyznaczenie stalych calkowania i podstawienie ich do zaleznosci (19) pozwala przed-

stawi¢ je w postaci:
! !
nshm (7— )—mchm (7— )

Gy = Ogy e "7 " ;
4nchnzshm (—2— —z) +4mshnzchm (é ——z)

-+

! !
mchm (—2— -—z) +nshm (—2——2)

Oo1

2

+ + 091 enF. g

(20)

4nchnzshm (% —z) +4mshnzchm (71 —z)
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ml ml
oo nle? e —e 2 e"”‘)

Oy = + l -
4nchnzshm (‘7—2) +4mshnzchm (é —z)

Uwzgledniajac zalezno$¢ (6) mozZna wyznaczy¢ rozkiad napreZen stycznych w spoinie
rozpatrywanego polaczenia. Dla x < z:

26,5
T(x) = Og1 '—E{ X

) ) ) N
—n(z—x) h(z—X) -
e {nshm(—2 —z) —mchm (—2 —z)}—e {mchm (2 H) +nshm(—2 —_ )}

4nchnz - shm (—é— —z)+4mshnz- chm (é——z)

(21)
Poniewaz dla wiekszosci polaczen klejowych moZna przyjac, Ze:
I} I}
shm (7—-2) ~ chm (T—Z)i
zalezno$¢ (21) mozna uprosdcié do postaci:
_ _5;6— (n—m)e "E=N— (n+m)e"F-*
= = o1 ]/ 2ES, 2(nchnz +mshnz) : 22)
Dla x = 0 napreZenia styczne osiagaja warto$¢ maksymalng:
G,0 mchnz+nshnz
o = Tmax = o1 ]/2E6k nchnz+mshnz 23)
Dla x = z zalezno$é (22) przybiera postac:
Tz = _0"01 Gua m (24)

2ES, nchnz+mshnz °

Naprezenia 7(z) sa naprezeniami, przy ktérych nastgpuje zmiana modulu sprezystosci
kleju. Dla okreflonego kleju maja one warto$é stalg i mozna je wyznaczyé z krzywej
rozciagania kleju.

W zwiazku z tym, Ze z zaleznoéci (24) trudno jest wyznaczyé z = f(0o1, 7(2)) W prak-
tyce korzystnie jest zalozyé kilka wartosci ,,z” 1 obliczyé oy, = f(z, 7(2)), a nastgpnie
zalozone wartoéci ,,z” 1 obliczone o,;, podstawi¢ do zaleznosci (23) w celu obliczenia
warto$ci maksymalnych napreZen stycznych Tpgyx-

Stosujac taki tok postepowania obliczono zaleZno$é Tm. = f{0o:) dla zakladkowego
polaczenia pracujacego na $cinanie. W obliczeniach przyjeto nasigpujace parametry
polaczenia: E = 72000 MPa, § = 2 mm, & = 0,1 mm, G, = 1000 MPa, z(z) = 40 MPa
oraz rézne wartoéci modutu umocnienia kleju G, = 800, 600 i 400 MPa. Wyniki obliczen
przedstawiono na rys. 8. W poréwaaniu z klejem o charakterystyce liniowo-spreZystej
stwierdzono wzrost wytrzymatoéci polaczei — wiekszy w wypadku kleju o mniejszej
wartosci modwlu umocnienia. '
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Rys. 8. Zaleznoé¢ maksymalnych naprezen stycznych w spoinach polaczen zakladkéwych w funkcji obcig-
zenia: 1 — Gy, = 1000 MPa (charakterystyka liniowa), 2 — G, = 800,3 — G, = 600, 4 — G, = 400 MPa
(charakterystyki nieliniowe)

Obliczanie maksymalnych naprezen stycznych w spoinach klejowych pracujacych
na $cinanie, przy zaloZzeniu nieliniowodci charakterystyk klejow jest kKlopotliwe i bardziej
pracochlonne w poréwnaniu z obliczeniami prowadzonymi przy zatoZeniu liniowej cha-
rakterystyki kleju. W pracy [7] sugerowano mozliwos$¢ uwzgledniania nieliniowosci cha-
rakterystyk klejéw poprzez wprowadzanie tak zwanego siecznego modulu sprezystosci
(tangens kata prostej taczacej poczatek i koniec krzywej rozciagania) i traktowania kleju
jako ciata liniowo-sprezystego o takiej wiasnie wartosci modulu sprezystosci. W celu
stwierdzenia, czy uproszczenia takie jest dopuszczalne obliczono zaleZno$ci Tmax = ICID)
dla dwéch klejéw o nieliniowych charakterystykach i poréwnano je z zalezno$ciami
obliczonymi z zastosowaniem siecznego modutu sprezystosci (rys. 9). Stwierdzono dopusz-
czalnoéé stosowania w obliczeniach siecznego modutu sprezystosci w wypadku malego
zakresu odksztalced plastycznych kleju.

A b

§ 50F a_ /l ——————— —

w40
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L—‘40r b
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] 1 [
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Rys. 9. Krzywe rozciagania czterech klejow (a, b, ¢ i d) oraz zalezno$ci maksymalnych naprgzen stycz-
nych w spoinach polaczesi zakladkowych w funkcji obciazenia obliczone dla tych klejow
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5. Whnioski

1. W wypadku przekroczenia granicy plastycznosci w klejonych elementach pota-
czenia zakladkowego pracujacego na $cinanie nastgpuje dodatkowe spigtrzenie naprezZen
w spoinie, a wiec spadek‘ Jjej wytrzymatosci. Warto$é przgrostu naprezen jest zalezna
gléwnie od wartoéci modulu umocnienia materiatu klejonego elementu, w ktérym zos-
tata przekroczona granica plastycznoéci — w wypadku nfniejszych wartosci modulu
umocnienia przyrost naprezen jest wickszy.

2. Nieliniowo$¢ charakterystyk klejow istotnie wplywa na wytrzymato$é polaczen
zakladkowych pracujgcych na $cinanie i nalezy ja uwzglednié w obliczeniach wytrzyma-
toéciowych. Spadek modutu sprezystoéci kleju wraz ze wzrostem jego odksztalcen korzyst-
nie wplywa na wytrzymatosé polaczen zaktadkowych. Jedynie w wypadku klejéw, ktére
charakteryzuje matly zakres odksztalcen plastycznych mozna uwzglednié¢ ich nieliniowosé
przyjmujac do obliczef zastgpcza wartoéé modutu sprezystoéci kleju réwna wartodci
modutu siecznego.
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Pesmome

AHAJIU3 PACHPEINEJEHUA HAIPSDKEHUIN B. KJIEEBOM CJIOE
COEODVHEHHNA B HAXJIECTKY B OBJIACTH IINTACTHUYECKHUX
JEPOPMATIMN

IIpenioyke MeTOR ONpeneIeHHsA HANPKEHHI CABHTA B KJICEBOM COeQHHEHHMH, KOTopoe paGoTaer
HA COABHT B 00NACTH IUIACTHUYECKHMX AedOopMALUY KIICEHBIX 3JIEMEHTOB, 4 TAIOKE NPH YYACTHM HelnHeH-
HOCTeH XapaKTePHCTHK Xutees. I KieA W FUTeeHBIX 2NEMEHTOB NIPHHATO MOLEJH Tesla YyUpyro-IacTH-
YECKOTO C YHPOUHEHHCM.,

Summary

ANALYSIS OF STRESS DISTRIBUTION IN THE ADHESIVE OF LAP JOINTS WITHIN THE
RANGE OF PLASTIC DEFORMATIONS

A method is proposed for defining the shearing stress in a glued joint that works in shearing within
the range of plastic deformations of glued materials with nonlinear characteristic of adhesive taken into
consideration. Models of elastic-plastic bodies with strain-hardening is assumed for the adhesive and
glued materials.

Praca wplynela do Redakcji dria 7 stycznia 1987 roku.
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MODELOWANIE PROCESU FREZOWANIA IGEOWEGO Z ZASTOSOWANIEM
METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH

EDMUND WITTBRODT
TADEUSZ ‘BOCHENSKI

Politechnika Gdariska

1. Wprowadzenie

Frezowanie iglowe jest Yviérowym sposobem obrébki, umozliwiajagcym usuwanie
warstwy materialu o grubosci od kilku setnych do kilku milimetréw. Biorgc pod uwage
uzyskiwang dokladno$é i chropowatoéé powierzchni, obréobke te mozna zakwalifikowaé
jako zgrubng ewentualnie ksztaltujacq. ‘

Frez iglowy (rys. 1a) jest narzedziem o elastycznej powierzchni roboczej utworzonej
z duzej liczby gesto upakowanych igiel, wykonanych z drutu sprezynowego ciggnio-
nego na zimno o §rednicy od 0.2 do 0.8 mm [3, 4, 5, 6, 7]. Powszechnie stosowana kon-
strukcja freza iglowego jest rozwigzanie przedstawione na rys. 1b. Igly freza 1 moga byé

Rys. 1. Frez iglowy: a) widok og6iny, b) konstrukcja narzgdzia

4 Mech, Teoret. i Stos. 3/88
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polaczone ze soba za pomoca spawania lub klejenia i wraz z tarczami 2 tworza wieniec,
ktéry jest osadzony na wystepach tarcz 4 i 5. Tarcze te, skrecane $rubami 7, posiadaja
nacigte zeby, ktére wchodza w wieniec powodujac zageszczenie igiel na powierzchni
roboczej freza. Pier§cienie 6 maja na celu przeciwdzialanie odksztalcaniu sig¢ igiel w kie-
runku poprzecznym do kierunku predkoéci skrawania.

Dotychczasowe badania ukierunkowane byly przede wszystkim na okreslenie wplywu
parametréw obrébkowych (predko$é skrawania v., predkosé posuwu vy i nastawiona
gleboko$é skrawania g,) na efekty technologiczne (rzeczywista gigboko$é skrawania g,, -
wydajnoéé i chropowatosé obrobionych powierzchni). Niektérzy autorzy w oparciu
0 przyjete uproszczone teoretyczne modele freza iglowego podejmowali proby analizy
wplywu wybranych czynnikéw na rzeczywistg glebokos¢ skrawania. JednakZe ze wzgledu
na zbyt duze uproszczenia modeli, ich wnioski i wyjasnienia sg rozbiezne, a czgsto nawet
sprzeczne [4, 6]. W zwiazku z tym podjeto si¢ przeprowadzenia badan niektérych czynni-
kow procesu frezowania iglowego oraz oceny ich wplywu na efekty technologiczne,
koncentrujac si¢ przede wszystkim na badaniu wplywu czynnikéw zwiazanych z narzg-
dziem na rzeczywistg gleboko$¢ skrawania. Celem tak przeprowadzonych badan oraz
analizy czynnikdw jest opracowanie zalozed projektowych i komstrukcyjnych frezéw
iglowych w aspekcie osiaggania optymalnych wiasciwosci uzytkowych narzgdzia w zalei-
noéci od zadania obrébkowego.

Zrealizowanie badafd do$wiadczalnych czynniké6w procesu frezowania iglowego
(zwlaszcza czynnikéw zwiazanych z narzedziem) byloby bardzo kosztowne i pracochlonne,
gdyz badania takie wymagalyby wykonania duzej liczby frezéw iglowych o zréinico-
* wanych wymiarach, $rednicach i dhugoéciach igiet oraz gestosci ich upakowania. Badania
te zrealizowano jako badania symulacyjne na teoretycznym dyskretnym modelu freza
igtlowego, a badania doswiadczalne ograniczono do wyznaczenia danych do modelu (sit
skrawania w zaleznoéci od parametréw obrébkowych i od czynnikéw zwigzanych z narze-
dziem) oraz do weryfikacji badan symulacyjnych [1].

2. Teoretyczny dyskretny model freza iglowego z zastosowaniem metody elementéw
skonczonych

Zadaniem dyskretnego teoretycznego modelu freza iglowego jest wyznaczenie rzeczy-
wistej glebokosci skrawania w zaleznoéci od czynnikéw zwigzanych z narzedziem i para-
metrami obrébkowymi. Z uwagi na duze przemieszczenia ostrzy igiel, dochodzace do 25 mm
[1, 5], model uwzglednia zaleZno$ci nieliniowe miedzy odksztalceniami a przemieszcze-
niami ostrzy igiel. Przyjeto nastepujace zalozenia:

— frez iglowy posiada stala gesto$¢ upakowania na powierzchni robocze],

— wszystkie igly sa utoZone prostopadle do osi obrotu freza,

— podczas obrobki igly oddziahuja na siebie tylko w kierunku ..,

— uloZenie igiel na powierzchni roboczej freza przy ich maksymalnej gestosci wpako-

wania tak jak na rys. 2 [4, 6].

Mechanizm usztywniania sig¢ czesci roboczej freza iglowego b@dqce_] w kontakcie
z obrabianym przedmiotem, a takZe bezposrednio poza nia, rzutuje na sposdb dyskrety-
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Rys. 2. Rzgdowe ulozenie igiel przy ich maksymalnym upakowaniu: B — szeroko$¢ powierzchni roboczej
freza, d — srednica igly

zacji modelu oraz na sposéb przeprowadzania obliczei. Pod wplywem sit skrawania igly
freza odksztaicaja si¢. Gdy odksztalcenie pierwszej igly jest wigksze od odksztaicenia
drugiej o wielko$¢ wystepujacego migdzy iglami luzu, nastgpuje podparcie pierwszej igty
druga, nastepnie drugiej trzecia, a pierwszej drugg i trzecia itd. (rys. 3). Dzigki temu uzy-
skuje si¢ wielokrotne zwigkszenie sztywnosci igiet w stosunku do ich sztywno$ci wiasnej
(5, 6].

; . ' 2

Rys, 3. Mechanizm podpierania si¢ igiel freza: a) igly nieobciazone, b) poczatek podpierania sig igiel, c)

igly wzajemnie podparte, d) dyskretyzacja igiel: 1 — skonczony element betkowy, 2 — skonczony element

pretowy, L, — luz wystepujacy miedzy iglami, m; — odleglo$¢ migdzy ostrzami igiel, yo; — kat natarcxa
ostrza igly
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Rys. 4. Technologiczne i geometryczne parametry skrawania podczas frezowania iglowego
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Dyskretyzacja modelu polega na przedstawieniu pojedynczej igly freza jako elementuy
belkowego. Oddziatywanie migdzy igtami (igly wzajemnie podparte) odzwierciedla wpro-
wadzony zastepczy element pretowy (rys. 3d), obciaZony sitami dzialajacymi w kierunky
osi preta. Model freza iglowego traktowany jest jako model dyskretny skladajacy sig z ele-
mentéw skoriczonych belkowych i pretowych. Przed przystapieniem do budoWy modely
obliczeniowego okreélono technologiczne i geomefryczne parametry skrawania oraz
sposéb obcigZenia poszczegdlnych igiet sifami skrawania (rys. 4). ZaleZno§ci matema-
tyczne miedzy charakterystycznymi parametrami skrawania wyprowadzono na pod-
stawie rys. 2 1 rys. 4, wychodzac ze wzoru na ggstos¢ upakowania igiet na powierzchni
roboczej freza [4, 6]:

Af > (1)

gdzie:

G — gestosé upakowania igiel,

i — liczba igiet freza,

A — pole powierzchni przekroju poprzecznego igly, mm?

Ay — pole powierzchni roboczej freza 1gtowego mm?
Otrzymano mnastgpujace zaleznosci:
— liczba igiel freza:

D
i=4-G- '_gz£’ . 2

-— liczba rzedéw igiel na szerokodci B freza:

4-G-B

VS ad 2
— liczba igiet w jednym rzedzie (na obwodzie): '
G =n-D
Z = _q d > (4)

gdzie:
Gm = Y 0.906 — maksymalna gesto$é upakowania igiet,

— Tuz migdzy iglami:

L,,zO.S-dl/n-(gé'—'—-l), mm ©)

— kat miedzy iglami:
2-d G,
B=—p— —g rad. : Q)
Liczbe igiet czynnych (bgdacych w kontakcie z obrabianym przedmiotem) okreglano:
a) w przypadku, gdy igly nie byly jeszcze podparte: ,

zz::"z_'w:g (7)
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gdzie:
p = py + 2+ ;s — Kat styku okreslajacy czgdé obwodu freza, powstajacy na skutek
zetknigcia z obrabianym przedmiotem, uwzgledniajacy kat v
_odksztalcenia pierwszej igly (rys. 4),
b) w przypadku, gdy wyznaczono liczbg igiel podpierajacych sig 7,:

czo=zo+z., gdy I,-B < p.tys,

Ze=1z¢, gdy L-B>wpatys, ®
' gd21e '
w—LA)IB, |
——wyznaczono metoda iteracyjna (rys. 3¢) w nastepujacy sposédb:
'P
2m,=we—->z,,.=i, )

i=1
m; — odlegto$é miedzy sasiednimi ostrzami igiet (rys. 3), (m; = djcosyq;) mm,
We = w,+ [0.5 D—(g,—g,)]- v, — droga ruchu wypadkowego, mm
w, =V D(g,—gr)— (8. —gr)> — czgéé drogi ruchu wypadkowego (w mm) powstajaca
na skutek odksztalcenia powierzchni roboczej freza iglowego (rys. 4), gdzie:
D — érednica freza iglowego, g, — nastawiona glebokoéé skrawania, g, — 1ze-
czywista gleboko$¢ skrawania. -

Sily obciazajace uklad przedstawiono analogicznie jak przy frezowaniu walcowym
przeciwbieznym frezem o zebach prostych. W celu okreslenia chwilowego nominalnego
pola przekroju warstwy skrawanej, ksztalt warstwy aproksymowano lukiem kola o pro-
mieniu R, ktérego $rodek przesunicty jest o wielko$é w), wzgledem osi freza (rys. 4).
W ten sposéb otrzymano zaleznoSci:

— kat skrawania:

on = ~7-, Tad, (10)
— jednostkowy kat skrawania:
0= é;”',rad, (11
Chwilowy sil¢ skrawania obliczono ze wzoru: 'A
sz = ks 'fz * Sin‘[@m"@(j'— 1)]: N, (12)
a chwilowa sile skrawania normalna
_Fy . | 13
F.ll_' s N dla J_1,2’3’-'-’Zc’ ( )
gdzie: '

ks — opbr wlasciwy skrawania, MPa
J: —posuw na obrét, mm,
u — wspolczynnik proporcjonalnoécei.
Opér wiasciwy skrawania k, oraz wspélczynnik proporqonalnoém u wyznaczono w sposéb
do$wiadczalny.
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Model obliczeniowy przedstawiono na rys. 5.

igha freza
(element belkowy )

X1

Element ms’ripczg
(element pretowy )

Rys. 5. Model obliczeniowy: x), x2, x3 — osie ukladu, wzgledem ktdrego obliczano przemieszczenia
ostrzy igiel (osie ukladu globalnego), 1, 2, ..., j, i ..., l» — numeracja wezlow,

Réwnania réwnowagi modelu obliczeniowego wyprowadzono korzystajac z réwnad
Lagrange’a 11 rodzaju. Uklad rozpatruje si¢ jako statyczny, zatem réwnanie Lagrange’a
upraszcza sig do postaci: :

g_sz,, dla i=1,2..,n, (14
gdzie:
U — energia potencjalna uktadu,
g; — wspolrzgdna uogdlniona,
J1 — sita uogdlniona,
n — liczba stopni swobody ukiadu.

- W pierwszej kolejnoéci rozpatrzono pojedyncza igle freza. Na rys. 6a przedstawiono
igle jako element belkowy o §rednicy d i dlugosci L. Poczatek ukiadu lokalnego xi., x,,,
X3¢ Przyjgto w miejscu utwierdzenia igly. O$ x,. pokrywa si¢ z osig obojetna igly. Na wezel
Jj dziata plaski uktad sit utworzony z normalnej sity skrawania F;; oraz gléwnej sily skra-
wania Fj,.

b)

X2

i

B

Rys. 6. Igla jako element belkowy w plaskim ukladzie sil: a) schemat ogélny, b) przemieszczenia wezidw
elementu oraz punktéw M i P
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Wspélrzednymi uogélnionymi elementu, wynikajacymi z charakteru obcigZenia, s3:
— wspdlrzedne translacyjne w kierunkach osi x;. i X,
— wspélrzedne rotacyjne wokol osi xj,.

Wektor wspblrzednych uogélnionych (wektor przemieszczen wezlowych elementu)
w ukladzie lokalnym ma postac:
ée = COl(&;, 4}1), \ (15)
gdzie: .

éj = @11 s ‘}Jz, 4}13)-
Wektor sit uogdlnionych ma postaé:

o= col(fi, f)), o (16)
gdzie:

fj = CO](ﬁn :f;:e afja)-

Po przekszta}cemach réwnanie réwnowagi modelu obhczemowego W postaci macie-
rzowej przedstawia si¢ nastepujaco [1, 8]:

K+ K,—Kg) g =f. 17
Po stwierdzeniu, Ze igly podpieraja si¢ wzajemnie dopisywana jest macierz sztywnosci
elementow pretowych zastgpezych:

(KL+KH_KG+K*)q=f: (18)
gdzie:
K, — macierz sztywnosci liniowej,
K, — macierz sztywnosci nieliniowe;j,
Kg — macierz sztywnosci- geometrycznej,
K* — macierz sztywnosci elementow zastepczych,
g — wektor przemieszczen korncdw igiel,
S — wektor sit uwzgledniajacy zaleznosci (12) i (13).
Elementy wektora przemieszczeti §i; = §i, = g3 = 0 (rys. 6a), a elementy wektora sit
fu, fu i f;3 sa reakcjami w miejscu utwierdzenia. Z uwagi na cel obliczen, jakim jest
Wyznaczeme wektora przemleszczen ostrzy igiet, elementy te mozna pominaé. Ponadto

fjl = —Fjl, sz = Fj, 1fj3 = 0. Wektory g, i f, maja wiec postaé:

Ge=col(@) i f.=col(f). 19
Macierz sztywnoéci belkowego elementu skofczonego wyprowadzono korzystajac

z macierzy funkcji ksztaltu [8, 9]:
— aproksymujacej przemieszczenia punktu Af lezacego na osi obojetnej elementu (rys. 6b)

x, \* x )P x x, \? x, \?
N.(x,) = 0 1—3(“2) +2(—L‘—) L[Ti—z(—LL) +(T‘H 0 (20)
5 & (L Zﬁ] 1_4zx_+3(_>1)2 0
L L L L _ L
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0

e Rl (TRl |

[ed]

~

— aproksymujacej przemieszczenia punktu P lezgcego poza osia obojetng elementu
(rys. 6b)

X1 6 Xy ' 4 3 2 X,
-2 — XXy (——l) — X, (1———x1+—2xl =
L L? L L L
N (x, x;) = .

% |2 2 x3 (x - @
G- B

Koficowa postaé macierzy sztywnosci w ukladzie lokalnym, po odrzuceniu wyrazéw
odpowiadajgcych weziowi i, przedstawia si¢ nastgpujaco

— macierz sztywnosci liniowej:

A 0 0
127 34
N 0 9 .
, =21 = T | @
67 o
0 -0 a4

gdzie:
A — pole przekroju poprzecznego elementu skonczonego '
I — moment bezwladnodci przekroju poprzecznego elementu skonczonego,
L

— dtugosé elementu skonfczonego
— macierz sztywnosci nieliniowej:

L) Tronlor B 1 Franoe )
~ E] 6 q 81 df 3 d¢ :
Koe=7| L+ 92 (2+ ”)I Doy rdh: Hgggsinis | @
' 2 q ds 11 4%
L2 q;3 (2+ jl)l H 20 15 g524;3 HTZE?Q}B
o f .
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—- macierz sztywnos$ci geometrycznej:

KGe = Fjl

1

10

__1_ , (24)

15

2L

465

Macierz elementu zastgpczego w ukladzie lokalnym, przy uwzglgdnieniu trzech stopni
swobody w wezle, ma postaé:

0 000 00
0 100 —10
. 0 000 00 -
¥ (o
Ke=Go 000 oo @5
0-100 10
0 000 00

gdzie:

G* — sztywno$¢ elementu zastepczego, N/mm.
Sztywno$¢ elementu zastepczego G*, z uwagi na przyjete zaloZenia, powinna si¢ zmieniaé
w zalezno$ci od liczby igiet podpierajacych si¢ oraz poloZenia igly w danej chwili. Sztyw-
no$é te wyznaczono z zaleznosci:

G**

Gt ===,

(26)

gdzie:
G** = 4-10* N/mm — poczatkowa sztywnos$¢ elementu zastgpczego, dobrana na
podstawie numerycznych obliczei testujacych,
l; -——liczba igiel wzajemnie podpartych.
Przy tak dobranej wartosci sztywnosci zastepezej G* otrzymuje si¢ dobra zgodnoéé wyni-
kéw obliczerr z wynikami eksperymentalnymi.
Liczba stopni swobody modelu w ukladzie globalnym wynosi:

I3

E’ lw’ (27)

n=n,l,/2 =

gdzie:

n, — liczba stopni swdbody wezla,

I, — calkowita liczba weztéw (lacznie z weztami i).

Na rys. 7 przedstawiono schemat budowy globalnej macierzy sztywnosci ukladu
réwnats (17) i (18). '

W pierwszym etapie, gdy L, > 0, budowana jest macierz sztywnoéci elementéw bel-
kowych. Macierz ta jest symetryczna macierza pasmowg. Gdy L, = ‘0 nastepuje dodanie
macierzy K7 elementéw pretowych. Macierz globalna zachowuje ukiad symetryczny
pasmowy., o
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Rys. 7. Globalna macierz sztywnosci ukladn: 1 — macierz elementu belkowego K, = K.+ K, —Kg,,
2 — macierz elementu pregtowego K¥

Rzeczywista gltebokoéé skrawania g, oblicza si¢ na podstawie wektora przemieszczer q.
Wektor ¢ wyznaczony w ukladzie globalnym o osiach X, X2, X5 (rys. 5) transformowany

= £
yx{

Rys. 8. Wyznaczenie rzeczywistej gleboko$ci skrawania

Yi

jest do ukladu o osiach xi, x3, x3 (rys. 8). Wyznaczenie g, polega na znalezieniu mini-
malnej wartodci y;, ktéra jest réznica migdzy g, 1 g, (rys. 8):

Ymin = gn— g, MM, (28)
Wartoéé y; wyznaczono z zaleznosci: _ B}
yy=wi+q,mm da j=1,2,..,1, (29)
gdzie:

wy= - {l=cosly, +p,— (= 1) A1}, mm, (0)

H

Program obliczen napisano w jezyku PASCAL, a obliczenia przeprowadzono na mik-
rokomputerze IBM PC. Gtéwny segment algorytmu programu przedstawiono na rys. 9.
Wezytanie danych obejmuje wielkoéci charakteryzujgce frez iglowy, parametry obrdb-
kowe, wartosci wspotczynnikéw do wzoréw na sily skrawania (w zaleznosci od obrabia-
nego materiatu). Wyznaczenie wielkoéci poczatkowych polega na obliczeniu oporu wias-
ciwego skrawania ks i wsp&lczynnika proporcjonalnosci » oraz technologicznych i geo-
metrycznych parametréow skrawania. PrzyloZenie maksymalnych wartosci sit skrawania
do igiet jeszcze nie podpartych odbywa si¢ krokowo. W podprogramie SILY, budujacym
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| Wezytanie danych |

Wyznaczenie wstepne
wielkodci poczgtkowych
1

(IS (i’)udowo k) |}

Drukowanie danych
i wiello$ci poczgtkowych

[l sy (budowa of)]
'3
> KROK=1 LKROK D>~

f=f + df " Wuznaczenie g, “

[[ v 2 (budowa Ka) ]}
T
[ Mx3 (budowa Ko ]|

Korewals, il MK 4 (K=K +KnKa)]|

poczqtka-
’ L]
[uce=k+y k) [ g, =5,

wych
| -
I GAUPASI (Kq=f)] L¥=%

¥
(| MK 5 (ustalanie 1,) ||

ET
y y
l Q=3 | , _ 49

Rys. 9. Schemat blokowy programu obliczeniowego

Druk: f,
¥ wielko%f:l' poég" ~-

kowe { ‘po ostathiej
korekgji )

wektor sil, elementy tego wektora dzielone sa przez wartosé LKROK. Obliczenia realizo-
wane sa ,,KROK”-ami, w ktérych elementy wektora sil powigkszane sa o wartosci df
Wyznaczone w podprogramie SILY. Réwniez w kazdym kroku budowane sa macierze
Ks i K,, poniewaz elementy tych macierzy zaleza od wartosci elementéw wektora ¢ i f.
Wektor odksztalcen g obliczany jest w podprogramie GAUPAS (metoda eliminacjt
Gaussa). Podprogramem ustalajacym liczbe igiel, ktére wzajemnie si¢ podpieraja jest
podprogram MK. 5. Liczba ta wyznaczana z nieréwnosci:

(ri=ai—r)) > L,,-cos(j—l_)é, dla j’= 1,2,...;1,, . (31)
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gdzie:

rj_y, ¥j — Przemieszczenia sasiednich ostrzy igiel,
przekazywana jest do podprogramu LICE. W podprogramie tym do globalnej macierzy
sztywno$ci K (rys. 7) dopisywane sa macierze sztywnosci elementéw pretowych.

W przypadku, gdy elementy wektora sit posiadaja maksymalne wartosci oraz gdy
elementy wektordw przemieszezen z poprzedniego i biezacego cyklu obliczen nie wykazujy
wigkszej zmiennosci od zatoZonej wartosci EPS = 0.01, nastepuje wyznaczenie rzeczy-
wistej glebokosci skrawania. Na podstawie obliczeri testujgcych stwierdzono, Ze warto
g- ustala sig (w ramach dokladnosci EPS), juz w drugim kroku obliczen (pgtla LIT 1,2),

3. Badania symulacyjlie na EMC

Badania przeprowadzono dla jednego rodzaju obrabianego materiatu Zeliwa szarego
ZL 250, oraz przy stalych wartosciach parametrow technologicznych: v, = 1.5 m/sig, =
= 1.14 mm/obrét. Modut Younga materiaty igiet £ = 2.15- 10° MPa. Program badan —
statyczny zdeterminowany, selekcyjny, jednoczynnikowy (symbol PS/DS-UP) — polegat
na wyznaczeniu kolejnych czynnikéw badanych przy ustalonych wartosciach (wartoéciach
centralnych) wszystkich innych czynnikéw, chwilowo nie bedacych przedmiotem badaf.
W tablicy 1 podano wartoéci czynnikéw badanych oraz podkreslono ich wartosci cen-
tralne, . '

‘Tablica 1. Wartosci czynnikéw badanych

Lp. Badax?y Wartosci czynnikéw badanych
czynnik |
1 d, mm 0.2 0.37 0.5 ﬂ 0.7 0.8
2 | L,mm 30.0 40.0 50.0 6_02 70:.70 —
3 |6— 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.85
4 | g mm 0.5 0.8 12 1.9 25 | 30

Na podstawie otrzymanych wynikéw badan symulacyjnych sporzadzono przebiegi
rzeczywistej glebokosci skrawania w zaleznoéci od'bad-anych czynnikow (rys. 10).
Analizujac otrzymane wyniki stwierdzono, Ze spoéréd czynnikéw zwigzanych z narze-
dziem najwigkszy wplyw na rzeczywista gleboko$é skrawania ma gestoéé upakowania
igiet freza. Natomiast $rednica i dhugo$é igiet sa czynnikami, ktérych wpltyw na g, jest
niewielki. o

W celu poréwnania wynikéw uzyskanych na drodze badan teoretycznych z wynikami
dos$wiadczalnymi, na rys. 10 naniesioho przebiegi uzyskane na drodze badan doswiad-
czalnych. Z poréwnania widaé, Ze wartoéci teoretyczne rzeczywistej glgbokoéci skrawania
sa wyzsze od wartoéci doswiadczalnych, przy czym dla makych wartosci czynnikéw bada-
nych biad miedzy wartoSciami g, nie przekracza 50%/. Natomiast przy centralnych i mak-
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a
-
-

gr,mm
:/ B
1 /
/4
p 7
9] —
b) 0 1 2 3 g,,mm
g,,mm
1)5
1 e
//’
0,5 ———

g,mm
T
0,5 =
03 40 50 60 70 | mm
d) ’
gr)rnmA
17 J\ -
0,5 [ =
0 02 04 08 08 dmm
Rys. 10, Przebiegi teoretyczne i do§wiadczalne rzeczywistej glgbokosci skrawania: przebiegi teo-
retyczne, — — — — przebiegi Tzeczywiste, 2) g, = f(gx), b) g = F(G), ) g = f(L), ) g = f(d).

symalnych warto$ciach czynnikéw badanych blad nie przekracza 109, Wigksze wartosci
teoretyczne sg prawdopodobnie spowodowane. migdzy innymi przyjeciem zaloZenia, Ze
igly odksztalcajg si¢ tylko w jednej plaszczyZnie, oddzialywanie miedzy iglami wystepuje
réwniez w jednej plaszczyznie, ktére w modelu sprowadzono do wezléw usytuowanych
tylko na ostrzach igiel.

4. Podsumowanie

— Zaprezentowany teoretyczny,- dyskretny model freza iglowego potwierdzony
weryfikacyjnymi badaniami do$wiadczalnymi umozliwil przeprowadzenie symulacyjnych
badan niektérych czynnikow procesu frezowania iglowego bez konieczno$ci wykony-
-wania wielu frezéw igtowych o zréznicowanych $rednicach i dlugosciach igiet oraz ich
gestosciach upakowanizi,

— wyniki badad symulacyjnych procesu frezowania iglowego pozwolily na stwier-
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dzenie, Ze spoéréd czynnikéw zwigzanych z narzedziem gesto$é upakowania igiet wywiera
najistotniejszy wplyw na rzeczywista gleboko$é skrawania,

— teoretyczny dyskretny model umozliwia optymalizacje czynnikéw procesu frezo-
wania iglowego oraz doboru charakterystycznych wielkosci narzedzia w zaleznosci od
zadania obrdbkowego.
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Peaome

MOJIEIVPOBAHUE HI'JIOBOI'O IIPOLIECCA PPE3EPOBAHNA
C I'PHMMEHEHHEM METOIA KOHEYUHBIX SJIEMEHTOB

OnNCaHo TeopeTHUECKYIo MOMEIb HIVIOBOrO XIporecca (hpesepoBaiusl C TIDUMCHCHHEM METONAa Ko-
HEYHBIX 3NIEMEHTOB. [IoNyUeHHbLIE aHANUTHUECKHE DPEe3YIIBTATHI CONOCTABJIEHO € I3MEpEHHbIMI Ha (hpe-
3epHoM cTaHKe. Hcenegosano Binspie NapaMeTpoB HJIoBoit (dhpesbl u rny6uns! (pesepoBaHust Ha TeX-
HoxorirdecKkue 3hgeKTE nponecca.

Summary
THE MICROSCALPING PROCESS MODEL USING THE FINITE ELEMENT METHOD
A theoretical model of the ,,microscalping™ process using the finite element method is presented. ‘

Results of the theoretical calculations are compared with those measured in an experiment. A special

atteption was payed to search influences of the tool parameters and depth of cut on selected technological
effects,

Praca wplynela do Redakcji dnia 25 lutego 1987 roku.
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ANALIZA NIELINIOWYCH DRGAN WEASNYCH BELEK
WIELOPRZESEOWYCH

ROMAN LEWANDOWSKI

Politechnika Poznariska

W niniejszej pracy podano numeryczne rozwigzanie dla geometrycznie nieliniowych
drgaf wlasnych belek ciaglych ktérych konce sa sprezyscie podparte w kierunku pozio-
mym. Pomini¢to poziome i obrotowe sily bezwltadnosci a belki traktuje si¢ jako uldady
z ciaglym rozkladem masy. Zastosowano pode_]sc1e wariacyjne, metod¢ elementow skon-
czonych oraz pewng procedure iteracyjna do wyznaczenia nieliniowych czestosci i postaci
drgan. Podano wyniki przykladowych oblicze numerycznych.

1. Wstep

Belki poddane drganiom o duzych amplitudach nalezy traktowaé jako ukiady nie-
liniowe. Analiza drga’ wlasnych oraz ustalonych, harmonicznie wymuszonych drgan
belek jednoprzgstowych byla przedmiotem szeregu publikacji spoéréd ktérych dla przy-
ktadu mozna wymienié prace [1+ 14]. W pracach [1+7] do rozwigzania problemu uzy-
wano przyblizonych metod analitycznych, 2 metode elementdw skonczonych zastosowano
w pracach [8-+14].

Przeprowadzono szczegétowe analizy wplywu poszezegdlnych parametrow belki na
czgstodel drgan wlasnych, We wszystkich pracach zgodnie stwierdza si¢ zasadniczy wplyw
odksztatcer osi belki oraz braku swobody przesuwu koficéw belki w poziomie na jej nie-
liniowe zachowanie. W pracach [7, 12] wykazano réwniez, Ze sprezyste podparcie koficow
belki w poziomie znaczaco zwigksza czestosci drgan wlasnych. Ponadto w [3, 13] stwierdza
si¢ nieznaczny wplyw poziomych sit bezwladnosci na czestosci drgan. Belki jednoprze-
stowe charakteryzuja si¢ wzrostem czgstoéci drgan wraz ze wzrostem amplitudy. Rzadko
wystepujace przypadki dla ktérych nastepuje zmniejszenie czgsto§ci drgan przy wzrasta-
jacych amplitudach oméwiono w [12].

W pracy [6] wykazano istotny wplyw nieliniowego, sprgzystego podparcia belki
w kierunku pionowym na czestoéci i postacie drgan.

Problem sprzgzenia postaci drgan w stanie ustalonym drgan harmonicznie wymu-
szonych analizowano w pracy [5], a w [14] podano nowa numeryczna metod¢ analizy
drgan ustalonych w otoczeniu rezonansu gléwnego.
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Autorowi nie sa znané prace dotyczace probleméw nieliniowej dynamiki belek ciag.
tych.

Niniejsza praca podaje przyblizone rozwigzanie zagadnienia drgan wlasnych geome.
trycznie nieliniowych belek ciagtych. W szczeg6lno$ci wyznacza si¢ nieliniowe czestodci
i postacie drgan. :

Podano wariacyjne sformulowanie problemu. Zalozono rozwiazanie harmonicznie
zmienne wzglgdem czasu, a wzgledem zmiennej prezestrzennej problem .sprowadzono do
rozwiazania nieliniowego zadania na wartoSci wlasne. Nieliniowy problem wiasny roz-
wigzano numerycznie. Zastosowano metodg elementow skoficzonych oraz wyprowadzono
dynamiczne macierze mas i sztywnodci elementow.

2. Sformulowanie problemu i jego rozwiqzhnie

W pracy analizuje si¢ drgania wlasne belek wieloprzgélowych opartych na niepodat-
nych podporach. Skrajne podpory maja wigzy sprezyste o wspodlczynnikach podatnoici
ko i k, krepujace swobodg przemieszczania koricdw belki w kierunku poziomym. Na belkg

ko ,,0 1My 2 e-1 e e+ n-2 - n-1
7 A m 7 ] L e ma, ) ul! Mmpa

-4-—5/V\,‘ . 1 O /\/\,_E_,
%I'I)Ai IQ'AZW : _.ZS.IE.AQ Tert Ao % ‘W’ I -A-In-1 In;AnA

1] Z : [ | len In-1.
- | -

Rys. 1. Widok rozpatrywanej belkl

dziata osiowa sila statyczna S, masa belki jest roztozona w sposéb ciagly na jej dtugodci,
a ponadto w pewnych punktach sa skoncentrowane masy skupione. Moment bezwlad-
nosci I(x), pole przekroju poprzecznego A(x) oraz jednostkowa masa belki m(x) sq stale
na pewnych odcinkach belki. Przykladowa belke wraz z uzywanymi oznaczeniami poka-
zano na rys. 1. .

Zwiazki geometryczne dla rozpatrywane_] belki majq postaé:

ou ow 2w
o= ‘3?*7(‘5?) T @D

gdzie u, w, &, % oznaczaja kolejno: poziome i plonowe przemieszczenie belki, odksztal-
cenie osi belki oraz jej krzywizne.

Zaktadajac, Ze poziome oraz obrotowe sity bezwtadnosci sa pomijalnie mate, z warunku
réwnowagi Z x = 0 i po uwzglednieniu (2.1);, otrzymamy nastepujace wyrazenie na sil¢
normalng w belce wywolana odksztalceniami osi belki:

NG = EA(x) [g—z + % (%:_) 2] . 22

Catkujac (2.2) w granicach od O do ! oraz uwzgledniajac warunki brzegowe u(0) =
= koN(t), u(l) = —k,N(t) mozemy wyraZenie na silg N(r) zapisaé w postaci:
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1

a 2
; N@) = 25 21k (793’.) dx, (2.3)

gdzie k=d +£A—(ko+k,.), d= Z l.A[l4., A oznacza poréwnaweze pole przekroju

poprzecznego belki. Ze wzoru (2. 3) Wymka Ze sila normalna N(¢) jest stala na dhugosci
belki.

Po wykorzystaniu powyzszych spostrzezen energie potencjalna i kinetyczna rozpatry-
wanego ukiadu mozna zapisa¢ w postaci:

1
EI(x) ( x4 f SN(t) N et
) EA(x) ) 2EA(x) 2.4)
+SN(2) - (ko+kn)+ N2(t) - (ko+ky),
1 n
K= [ 5 m@yics, t)dx+2—;— Mv2(). @.5)
0 e=]

Dwa ostatnie skiadniki w (2.4) uwzgledniaja wptyw podatnosci skrajnych podpér.
Poniewaz poszukujemy rozwiazan okresowych, wigc zakladamy, Ze w pierwszym
przyblizeniu przemieszczenia dynamiczne belki mozna aproksymowaé funkcja o postaci:
w(x, t) = av(x)coswt, .6)
gdzie v(x) oznacza nieliniowa posta¢ drgafi unormowang w ten sposéb aby dla x = X,
v(X) = 1, « amplitude drgad punktu x = X belki a w nieliniowa czgsto$¢ drgan. Rozwia-
zanie powysze spelnia warunki poczatkowe o postaci: w(x,0) = av(x), w(x, 0) = 0.
Jak wynika, np. z pracy [15], przyjecie w omawianym przypadku harmonicznego prze-

biegu drganii w czasie dobrze przybliZza rozwigzanie dokladne.

T
Podstawiajgc (2.6) do catki dzialania W = L f (K- U)dt oraz calkujac wzgledem czasu

w przedziale réwnym poszukiwanemu okresowi drgan T = Zn/w otrzymamy funkqo-
nal o postaci:

] . .
W) = %f wretmGw () drt g D) P Mvi- f o2EI(x )(‘(leg) dx—
o e=1

1 ‘ . 2.7
_ [ SC(z, ocz) f 3C%(v, 0% (1 3 2)
of 3EAG) T6EAG) 5 SC+1g ) kot o)
gdzie:
Edc? [ do 2
2y — ® b -
C(Y_)’ o?) = 2T ( T ) dx = const.

5 Mech, Teoret. i Stos. 3/88



474 R. LEWANDOWSKI

Warunek stacjonarnosci funkcjonatu (2.7) dla m(x) = m, M, = 0, A(x) = 4, I(x) = |
prowadzi do réwnania réZniczkowego o postaci:
d*v 3 d*v
. EIW - I:S-*-—Z C('U, az)] dx2 —wzm'zz(x) ={. (28)
Jaﬁ'c wykazano w pracy [7] rozwiazanie réwnania (2.8) dla jednoprzestowej belki ma
postac:

v(x) = Dychd — +D2 sh¢$—+D3 COSY — +D4Sinv il (2.9)

/
gdzie D,, D,, D;, D, to stale, oraz:

_ P Y _
6_]/"/4+ﬂ+2, p =

p* = o*mi*[(ED), y* —12(S+ C)/(EI)

b

(2.10)

Nieliniowo$¢ zadania wymaga ustalenia wlasciwej wartosci statej C. Mozna ja wy-
znaczyé stosujgc iteracyjny sposéb postgpowania podany w pracy [7].

Dla belki ciaglej stosuje si¢ metode elementéw skofczonych dla wyznaczenia nieli-
niowej postaci drgafi v(x). Belkg dzieli si¢ na elementy w ten sposéb aby w kazdym typo-
wym elemencie ¢ masa jednostkowa belki m(x) = m,, pole przekroju poprzecznego
A(x) = A., oraz jego moment bezwladnodci I(x) = I, byly stale. Ponadto miejsca wyste-
powania podpdr oraz mas skupionych winny pokrywaé si¢ z brzegami elementéw. Zwia-
zek (2.9) mozna teraz przyjaé jako rozwiazanie dla pojedynczego elementu skorczonego,
a stale D, potraktowaé jako uogélnione parametry weztowe.

Macierzowa postaé zaleznoéci (2.9) jest nastgpujaca:

2(x) = N'q,, (2.93)
gdZie: Nt(x) = {NI’N2’N3’N4}’ qe = {Di, ;; g; Di})

N, = ché,&, N, = shé.&, Ny = cosy. &, N, = sinv,é&,

= x/[e, ‘82' = wzmel:/(EIe), 73 = l?z' (S'*’% C)/(Ele),

4 4 2
5 = Ve _pe, Ve - Ve 4 _ Ve
. ]/l/ 4 TPt e l/]/ 7 P 5

a () oznacza transpozycje macierzy.

-

me, le,Ae
we a at L] b we
A e wix,t) b
. [¢] ! lfag ;
| le lo |
[ 2 2 !

Rys. 2. Element belkowy
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Kinematyczne warunki na brzegach elementu o(—0,51,) = 22, 2(0,5) = 2§,

do = @, —— = @f (poréwnaj rys. 2) pozwalaja na napisanie réwnarn:
dx |x=—051, dx |x=0,1,

ve=A;'q., q.=A.v,, 2.1
gdzie: vi= {05, @i, v5, P&}
V.5F,, ~1SF,, v3F,, I¢F,
1 v, F,, I§F,, —v,cF,, I.5F,
A= 2F F, | 6,8F,, LCF,, 6,5F,, ~LCF. |
- —6,CF,, —1,SF,, 6,CF,, —L&8F, |

Fy, = 8,Cc—v,53, F, =,C5+ 8,88, &= cosv,[2, § = sinv,/2, "1
C = ché,/2, S=shd,/2. 2.12)

Podstawiajac (2.9a) i (2.11) do (2.7) mozemy funkcjonat W(v) zapisaé w nastepujacej
postaci macierzowej:

(V) = - 02V MV —% aZV’KV—% CV, 0?)— 121;‘ SV, @), QT8

gdzie:

n

Eda? 2 Eda?
2y — t — t
C(V, o) 2k £ veB.ve = —— VBV, (2.13)

t R f f T t
v - {VI,VZ,---,ve, '-'5vn}a

M = M, +M,, M, oznacza diagonalng macierz utworzong z mas skupionych. Globalne
macierze M,, K, B powstaly w wyniku agregacji odpowiednio macierzy M., K., B,
elementu. Postacie M., K., B, podano poniZej:

M. = AX.A,, K. =AYA, B, =AZA,

1 2 ]

WFS’ O, WFZ, 0

”—;— . 0’ —Z].XF4, 0, —CS.E%Z_FI
X.= [ m(x)NN'dx = ml . ,
=ls L O _lF O
2 02422 ¥ ’ 2% %
2 1
O, 62—-|'-1’2F1’ O, '2_’VF6

5%
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§3 26%2 T
——2—F3, 0, —'W Fz, 0
&3 26%%
o 0, — e 0, 5,7
= —13 2621;2 ")3 ’
e 0 2t 0
206%? »3
0, - 5~ ’ 09 F
B 02492 2 6 ]
-5 26y ]
—E—F4, 0, _W Fy, 0
L 0 2.0y
> 0, —Z—F:,', 0, WFZ
Z,= [ N'N"dgx=1/]
) ! 2 g 0 2 F 0 ;
-z T8 Tl ? 2°®
2.6v v
0 WFZ’ 0, "i‘Fs
2.14)
o e —— e d
Fy = 84+2S5C, Fy, = 25C—0, Fs =v+25¢, Fs =v—25¢, () =

We wzorach (2.14), dla uproszczenia zapisu, opuszczono indeks e przy /, m, I, 9, ».
Warunek stacjonarnosci funkcjonalu (2.7a) 6W(V) = 0 prowadzi do ponizszego
réwnania:

w’MV—KV — [S+% (v, az)]BV =0. (2.15)

Roéwnanie (2.15) tacznie z odpowiednimi warunkami brzegowymi definiuje tzw. nie-.
liniowy problem wlasny [6, 10, 16 +18]. Kwadrat czg¢stosci drgast wiasnych jest nieliniowa
warto$cia wlasng, a wektor V nieliniowym wektorem wlasnym. Zauwazmy, Ze macierze
M, K, B oraz stata C sa ztoZzonymi funkcjami w i V.

Rozwigzujac powyzszy problem wiasny wyznaczymy w i V a tym samym rozwiagzemy
postawione w pracy zagadnienie. Rozwiazanie problemu liniowych drgafi wtasnych otrzy-
mamy po rozwigzaniun réwnania macierzowego (2.15) w ktérym formalnie podstawimy
=0,

Metod¢ rozwigzania nieliniowego problemu wiasnego opisano w nastgpnym punkcie
pracy.

3. Rozwijzanie nieliniowego problemu wlasnego

Teoria nieliniowych probleméw wiasnych jest do tej pory stosunkowo stabo opraco-
wana. Tym niemniej opracowano juz kilka efektywnych metod numerycznych za pomoca
ktérych mozpa uzyskac rozwigzanie. Omowienie tych metod mozna znalezé w pracach
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[17, 18]. W pracy [19] podano nowg metod¢ rozwiazania bedaca rozszerzeniem metody
wektorow iterowanych na przypadek nieliniowy.

Przystepujac do opisu metody rozwigzania problemu wlasnego opisanégo réwnaniem
(2.15) zaktadamy, Ze interesuje nas tylko jedno z rozwiazan ktére dla « zmierzajacego do
zera przechodzi w wybrana postaé 1 czgstodé drgan belki traktowanej jako ukltad liniowy.
Ponadto dazymy do numerycznego wyznaczenia krzywej szkieletowej i wobec tego zamie-
rzamy okreéli¢ w i V dla ciagu rosngcych wartoéci parametru a.

Rozwigzanie uzyskuje si¢ za pomoca opisanego ponizej procesu iteracyjnego. Zakla-
damy, Ze dla danej wartosci « znane jest przybliZenie poczatkowe C, w i V oznaczone przez
C;, w;, V; (indeks i oznacza numer iteracji).

Wybor poczatkowego przybliZzenia rozwiazania w zasadniczy sposéb wplywa na zbiez-
no$é procesu iteracyjnego. Na podstawie do§wiadczenh numerycznych stwierdzono, Ze
szybka zbiezno§¢ uzyskuje si¢ przyjmujace pierwsze przyblizenia w sposdb nastepujacy:
a) dla « = 0 (poszukiwanie rozwigzania liniowego problemu wlasnego) C; = 0, V, = 0,

w, = a # 0, gdzie a jest oszacowaniem poszukiwanej liniowej czestodci drgan w;,
b) dla « = A« (pierwszy przyrost amplitudy drgan) jako pierwszy przyblizenie postaci

drgan przyjmuje si¢ wybrang liniowa postac, w, i C; wyznacza si¢ ze Wzorow:

. 3E4 (V'BV)?
2 2, O 2
Wf = of +—g7— S VMY Aa? = ] +nAoc G3.D
- Ed 2
Cy = V'BVA, (3.2)

gdzie elementy macierzy B, M okreéla sie przyjmujac C = 0, o = oy,

c) dla kolejnych przyrostéw amplitudy drgad (op. o,., = o, +4de) jako pierwsze przy-
blizenie postaci drgan wybiera si¢ postaé wyznaczong dla «, a @, i C, wyznacza sig
ze Wzoréw:

w} = of+9 o3y, (3.3

= Ca ")( T2 ) | (3.9)

Wykorzystujac zwiazki (2.12) i (2.14) mozna, znajac C;, w;, V;, okxesli¢ macierze ‘
M., K., oraz B, a nastgpnie wygenerowaé macierze globalne M, K, B. Operacji tych nie
mozna wykona¢ tylko wtedy gdy w, pokrywa si¢ z jedna z liniowych czgstosci drgan w,,
elementu skonczonego traktowanego jako izolowana belka obustronnie utwierdzona.
W tym przypadku iloczyn wystepujacy w mianowniku wzoru (2.12) F, F, = O gdyz jest
on identyczny z lewg strona réwnania charakterystycznego belki obustronnie utwierdzo-
nej. Jezeli wigc w; % w ale w; = wg to nalezy zmieni¢ w; przyjmujac np. w; = 0,98w,;.
Jezeli za§ w; = w,; oraz w; = w to nalezy zmienié podzm} belki na elementy i w ten sposéb
doprowadzi¢ do zmiany wg.

Nastepnie podstawiamy macierze M, K, B oraz stala C do réwnania (2:15) i rozwig-
Zujemy otrzymany w ten sposéb zlinearyzowany problem wlasny. Jako nowe przyblizenia
Wiy, Yiy1 wybieramy to rozwiazanie zlinearyzowanego problemu wlasnego ktérego
wektor wlasny jest bliski dotychczasowemu przyblizeniu postaci drgan V.
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Z kolei wykorzystujac (2.13) wyznaczamy nowe przyblizenie stalej C. W zasadzie
wymaga to zastosowania pomocniczego procesu iteracyjnego gdyz, dla zadanego w,,,
V.1, elementy macierzy B, zaleza od C poprzez parametr . Doswiadczenia numeryczne
pokazaty jednak, ze bez szkody dla zbieznosci metody moZna zaniedbaé to sprzezenie
i okreélaé elementy macierzy B, na podstawie dotychczasowego przyblizenia stalej C,

Majac nowe przyblizenia rozwiazania nieliniowego problemu wihasnego Ci,y, o,
V.,1 przystepujemy do sprawdzenia warunkéw zbieznosci iteracji. Maja one postaé:

[Cra1~Cil € 8 Cryy, |07, —0F] < 220741, [[Vier = Vil < &5Vl (3.9

gdzie ¢,, €5, £3 oznaczaja przyjete dokladnosci obliczef, a || - || normeg euklidesowa wek-
tora. Jezeli powyZsze nieréwnosci sa spetnione to otrzymane ostatnio przyblizenie w i V
traktujemy jako rozwigzanie nieliniowego problemu wiasnego. W przeciwnym wypadku
powtarzamy opisane powyZej postepowanie iteracyjne przyimujac Ci,y, ®i4q, Viyy jako
nowe przyblizenie poszukiwanego rozwiazania.

Podobny do opisanego powyzej sposdb rozwiazania nieliniowego problemu wiasnego
zostal podany w pracach [8-11]. W niniejszej pracy zostat on rozszerzony na przypadek,
w ktorym macierze M, K, B zalezg od wartoéci wilasne;j.

4. Wyniki obliczen numerycznych

Postugujac si¢ opisana powyzej metoda uzyskano rozwiazania szeregu przyktadowych
zadan. Wyniki obliczenn wykonanych za pomoca maszyny cyfrowej przedstawiono na rys.
3+ 16. Uwagg skoncentrowano na analizie wptywu réZnych parametréw belki na zmiang
stosunku nieliniowej czestosci drgaf do czgstosci tej samej belki traktowanej jako ukiad
geometrycznie liniowy.

W opisanych ponizej przykladach kazde przgsto belki dzielono na dwa elementy skon-
czone. W wielu przypadkach mozna jednak bez szkody dla doktadnosci obliczen przyjaé
dhugosé elementu skorficzonego réwna dhugosci przesta betki, poniewaz przyjete funkcje
ksztaltu sa identyczne z funkcjami analitycznymi opisujacymi nieliniowg postac drgaf
belki jednoprzestowej o stalym przekroju poprzecznym.

Obliczenia wykonano przyjmujac &, = &, = &3 = 0,001 jako dopuszczalne wzgledne
bledy obliczen. Ponadto we wszystkich przyktadach dotyczacych belek dwuprzgstowych o
oznacza amplitude drgasi punktu polozonego w érodku lewego przgsta, a , podstawows
liniowa czgstos¢ drgai wlasnych rozpatrywanej belki. We wszystkich analizowanych
przypadkach maksymalna liczba wykonywanych iteracji nie byta wigksza od trzech przy
czym bezwymiarowy przyrost amplitudy przyjeto réwny Aafi = 0,5 (i oznacza promien
bezwladnosci przekroju lewego przesta). Dane podane w przykladzie pierwszym naleZy
traktowaé jako dane bazowe, w kolejnych przykladach zmieniaé sie beda tylko te dane
ktérych zmiana jest niezbedna do przeprowadzenia opisywanej analizy. Poza przykladem
pierwszym wszystkie pozostale analizy dotycza podstawowej czestosci drgan.

4.1. Przyklad 1. Przykiad ten ilustruje dokladno$é rozwiazania otrzymywanego 2za
pomoca metody elementéw skoriczonych. Wyznaczono krzywe szkieletowe dla dwdch
pierwszych czestoéci drgafi belki dwuprzestowej o réwnych rozpigtosciach przeset L,
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masach jednostkowych m(x) = m i charakterystykach geometrycznych I(x) = I, A(x) =
= A. Ponadto przyijgto ko, = k, = 0, S = 0. Na rys. 3 pokazano krzywe szkieletowe dla
belki spoczywajacej na podporach przegubowych, a na rys. 4 podobne krzywe dla belki

=< )
L

™
+

1 2 3 4 5 6 7

Rys. 4. Krzywe szkieletowe belki utwierdzonej na konicach

utwierdzonej na koncach. Dla duych amplitud drgan brak swobody przesuwu koricow
belki w poziomie znaczaco zwieksza czestoéei drgaf wlasnych. Poniewaz pierwsza postaé
drgan belki przegubowej jest antysymetryczna, wige kaZzde jej przeslo zachowuje sig tak
Jak izolowana belka jednoprzestowa. Podstawowa czesto$é drgan jednoprzestowej belki
przegubowo podpartej wyznacza sie ze wzoru [7]:

o Y 3 [a)?
(&) =] @D

P
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Wyniki pokazane na rys. 3 sa identyczne z wynikami analitycznymi. W podobny sposdb
wykorzystujac rezultaty obliczes zamieszczone w [7], sprawdzono pozostale krzywe
szkieletowe uzyskujac catkowity zgodnos$é wynikéw.

4.2. Przyklad 2 — wplyw podatnosci poziomej skrajnych podpér. Dla omow10nych powyzej be-
lek dwuprzestowych wykonano obliczenia zakladajac, ze ky = k, % 0. Wyniki obliczes
przedstawiono na rys. 5,6 dla réznych stosunkéw p = ko EA/L podatnosci skrajnej pod-

©Er

Rys. 6. Krzywe szkieletowe belki utwierdzonej o réznych podatnosciach poziomych podpdr skrajnych

pory do podatnosci jednego przgsta na rozciaganie. Znaczace efekty nieliniowe wystepuja
réwaiez w przypadku duzej podatnoéci- podpér — przyktadowo dla belki -przegubowej
0 ko =L/EAi a«f/i= 50w = 1,83 w,. Dla belek o swobodnych koncach mamy ky =
= kn = 00, co prowadzi do N(t) = 0, znikania czlon6éw nieliniowych w (2.15) i liniowego
zachowania ukladu.

4.3. Przyklad 3 — wplyw statycznej si}y osiowej S. Na rys. 7 i 8 przedstawiono krzywe
_szkieletowe belek poddanych dzialaniu statycznej sily osiowej S. Parametr s = S/S,
okresla stosunek sily osiowej do pierwszej sily krytycznej wyznaczonej wedtug teorii
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1 2 3 & 5 ‘¢ 71 8 8 40 1 12(&F
Rys. 7. Krzywe szkicletowe belki swobodnie podpartej poddanej dzialaniu sity osiowej
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Rys. 8. Krzywe szkieletowe belki utwierdzonej poddanej dziataniu sily osiowej

Eulera. Osiowe sily rozciagajace zmniejszaja efekty gometrycznej nieliniowosci w odrdz-
nieniu od sit §ciskajacych, ktére moga w bardzo znacznym stopniu je zwigkszyc.

4.4. Przyklad 4 — wplyw réimic w rozpietosci przesel Analizowano belke dwuprzestows
o stalej dhugosci réwnej 2L, i réznych proporcjach dhugoéci przeset A = I,/I,. Wyniki

T T T T

o

10 2 3 4 By
Rys. 9. Wplyw réznic w rozpigtodci przesel belki swobodnie podpartej na podstawowa czesto$é drgan
wlasnych
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Rys. 10. Wplyw roéznic w rozpieto§ci przgset belki utwierdzonej na podstawowa czesto§é drgafi wlasnych

obliczen przedstawiono na rys. 91 10. Wystepuje wyraZna redukcja efektéw geometrycznej
nieliniowosci, w tym takZe dla przesel o matych réznicach rozpigtosci. Przykladowo dla
belki przegubowej dla ktorej A = 1,10 i «/i = 5.0 efekty nieliniowe sa w przybliZzeniu
o polowe mniejsze niz dla belki o réwnych rozpieto$ciach przeset (4 = 1.0).

4.5. Przyklad 5 — wplyw réznic w szerokosci przekroju belki. W przykladach 5 i 6 zatozono,
Ze belka ma prostokatny przekrdj poprzeczny o wymiarach b i h, r62ny w kazdym przedle.

(?) T T T T

5

Rys. 11. Krzywe szkieletowe belki swobod-
nie podpartej w zaleznoéci od szerokosci
przekroju poprzecznego

Rys. 12. Krzywe szkieletowe belki utwier-
dzonej w zaleznosci od szerokosci prze-
kroju poprzecznego
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W omawianym przykladzie zmianie ulegaja proporcje migdzy szerokoéciami przekroju
b, /b, polami przekroi A4,/4, i momentami bezwladnosci 1, /T, podczas gdy promienie
bezwtadnosci pozostajg takie same i, = i, = i. Wyniki obliczed dla réznych stosunkéw
g = by/bs = 4,/4, = I [T, zaprezentowano na rys. 11 i 12. Dla obu sposobdw podparcia
wplyw nieliniowo$ci zmniejsza si¢ jezeli belka ma w kazdym przgsle inna szerokosé.

4.6. Przyklad 6 — wplyw réinic w wysokoéci przekroju belki. Jezeli w kazdym przeéle Wyso-
kos$é przekroju poprzecznego jest inna i wynosi odpowiednio 4,y i k,, to AyjAd, = &, [hz,
iyfiy = hyfha, It [T, = (hy/h2)?. Na rys. 13 i 14 pokazano krzywe szkieletowe wyznaczone

1 2 ) 4 (%P)Z

Rys. 13. Wplyw wysoko$ci przekroju belki przegubowo podpartej na czestosci drgah wiasnych

@r
Wp
Rys. 14. Wplyw wysokosci przekroju belki utwierdzonej na czestoéci drgan wlasnych

dla belek charakteryzujacych si¢ réznymi stosunkami A = h,/h,. Jako poréwnawczy
przyjeto promienn bezwladnosci i, . Réwniez w tym przypadku obserwuje si¢ zmniejszenie
efektow nieliniowych w belkach o zréznicowanych wysokosciach przekrojéw poprzecznych.

4.7. Przyklad 7 - wplyw liczby przeset. Dla belki przegubowo podpartej krzywa szkiele-
towa podstawowej czgstodci drgan nie zalezy od liczby przeset i jest opisana réwnaniem
(4.1), co w petni potwierdzily obliczenia numeryczne. Réwniez krzywa szkieletowa belki
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Rys. 15. Wplyw liczby przesel na czgstos¢ drgait wlasnych dla belki jednostronnie utwierdzonej
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Rys. 16. Wplyw liczby przgset na czgstodci drgan wlasnych belki obustronnie utwierdzonej

utwierdzonej na jednym koncu w bardzo malym stopniu zalezy od liczby przgsel. Na rys.
15 pokazano przykladowe krzywe szkieletowe dla belki jedno i tréjprzestowej. Parametr «
oznacza tutaj amplitude drgan punktu potozonego w Srodku rozpictosci pierwszego
przesla. Przeprowadzono réwniez obliczenia dla belki utwierdzonej na obu koncach
a wyniki obliczen przedstawiono na rys. 16. Zauwazmy, Ze wystepuje wzrost efektow
nieliniowych wraz ze wzrostem liczby przgset n. Dla belek o nieparzystej liczbie przeset «
oznacza amplitude drgan punktu lezacego na osi symetrii belki.

5. Uwagi koncowe

W pracy podano wariacyjne sformulowanie problemu nieliniowych drgan wilasnych
~ belek cigglych. Podano efektywna metode wyznaczania nieliniowych czestosci 1 postaci
drgan, wyprowadzono dynamiczne macierze mas i sztywno$ci elementu belkowego.
Opisany proces iteracyjny jest szybkozbiezny, a wprowadzenie dynamicznej wersji metody
elementéw skorniczonych wydatnie zmniejsza wymiar zadania.
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Przeprowadzono analizy wplywu réznych parametréw belek na nieliniowe czestodei
drgan wilasnych. Z analiz tych wynika, e nieregularnosci w budowie belki zmniejszaja
efekty geometrycznej nieliniowosci. Podobny efekt wywoluje dziatanie statycznych sit
rozciagajacych oraz zwigkszanie podatnosci skrajnych podpér na przemieszezenia poziome.
Z kolei dziatanie Sciskajacych sit osiowych oraz zwigkszanie liczby przeset w belce obu-
stronnie utwierdzonej zwigksza wplyw nieliniowosci na czestodci drgan wilasnych.
We wszystkich jednak przypadkach czestosci drgan rosna wraz ze wzrostem amplitudy
drgaf. Analizujac inne, bardziej ztozone przypadki mozZna sig s'podziewaé, ze w zalez-
nosci od doboru parametréw belki bedziemy mieli do czynienia z uktadami wykazujacymi
w rozaym stopniu efekty nieliniowe.
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Pesome

AHAJIA3 HEIMUHENHBIX COBCTBEHHBIX KOJEBAHUII MHOTOITPOJIETHBIX
BAJIOK

B Hacrofmeil paGoTe UPEICTABIEHO YHCIIEGHHBIE pPELIeHHe IS HeNMHEHHBIX, COBCTBEeHHBIX Kome-
famuit MEOTOITPOJIETHBIX GalOK, KOTOPBIX KOHIB! YIPYTo ONEPTh! B TOPH30HTANBHOM HAIIPABICHUH.
Panxe CUMTAIOTCS HEeNpPEePELIBHLIMKE CHCTEMAMu, KpoMe Toro B pabore mpeHeOperaeM rOPH30HTAILHEIMY
cHnamMy uHepuuK. IIpHMEHEHO BAPMAMOHHBLIN IIOJXON, METON KOHEUHBIX IJIEMEHTOB, 8 TAXOKE ONHY
HMTEPauMoOBHYIO TIpoUeAypYy VIS onpeleieHus HelwHeHHbrx wacToT ¥ ¢opm xonebanmit. ITpueenens
IpUMEPEl Pacu€ToRn.

Summary

THE ANALYSIS OF NON-LINEAR FREE VIBRATIONS OF MULTISPAN BEAMS

The paper presents a numerical solution for geometrically non-linear free vibrations of continuous
beams with elastically supported ends in the horizontal direction. The horizontaly and rotary inertia forces
can be neglected and the beams are considered as the systems with distributed mass, The variational appro-
ach, finite element method, and the iterative procedure are used for determining the frequencies and non-
linear modes of vibrations. Some numerical results are given.

Praca wplynegla do Redakeji dnia 10 marca 1987 roku.
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Politechnika Szeczecinska

1. Wprowadzenie

Wiasciwoéci dynamiczne ukladéw liniowych, a wiec réwniez i obrabiarek mozZna
opisaé przez zbior funkcji przejécia lub przez czgstosci wlasne i odpowiadajace im postacie
drgafi [1]. W ostatnim okresie obserwuje si¢ szczegélne zainteresowanie ta druga forma
opisu [2]. Wynika to niewatpliwie z faktw, Ze obraz postaci drgan zawiera czesto bardziej
czytelne informacje o wilaéciwosciach dynamicznych badanej obrabiarki. Z wizualnej
analizy zachowania si¢ obrabiarki lub poszczegélnych jej zespotéw przy czgstosciach rezo-
nansowych doswiadczony badacz moze wyciggnaé wnioski potrzebne konstruktorowi [3].
Metoda ta winna byé wige szczegblnie przydatna, gdy celem badan jest uzyskanie infor-
macji o tym jak nalezy przekonstruowaé obrabiarke, by uzyskaé lepsze jej wlasSciwosci
ze wzgledu na przyjete kryterium. Intuicyjne dotychezas propozycje zmian konstrukcyjnych
obrabiarki, w przypadku analizy modalnej moga by¢ wynikiem przeprowadzonych obli-
czen modelowych (przynajmniej w sensie jakosciowym) [4].

2. Zasady budowy modeln badawczego obrabiarki

Okreélenie postaci drgaf obrabiarki w oparciu o badania dodwiadczalne wigze sig
z koniecznoscia ustawienia na niej duzej liczby czujnikéw. Dokladno$¢ odtworzenia
drgari obrabiarki drgajacej z okre§long czestoécia wynika z liczby zastosowanych do pomiaru
czujnikéw oraz zlozonosci postaci drgafi odpowiadajacej badanej czestoéci. Przykladowo,
do badania postaci drgan tokarki autorzy pracy [4] zastosowali 160 czujnikéw. Nie zawsze

ofrodki badawcze zajmujace si¢ ta problematyka dysponuja aparaturg umozliwiajaca -

prowadzenie pomiaréw tak duzZej liczby sygnaléw réwnoczeénie.
Przedstawiona w tym opracowaniu analiza modalna jest pewna modyfikacja metod
przedstawionych w literaturze [2, 4, 10]. Bazuje ona na zaloZeniach metody sztywnych
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Rys. 1. Model badawczy obrabiarki — podzial na sztywne elementy skoficzone

elementéw skonczonych (SES) [5]. Badany uklad mechaniczny traktuje sig jak zespot
sztywnych bryt potaczonych elementami sprezysto-tlumigcymi (EST). Podziat badanego
uktadu na bryly sztywne odbywa si¢ na ogét w sposéb naturalny tzn. w plaszczyznach
styku poszczegdlnych jego elementéw (np. ptaszczyzny prowadnic, polaczen itp.) Mozliwe
sg tez podzialy elementéw jednolitych w sposéb sztuczny. Przyktadowy model badawczy
obrabiarki przedstawiono na rys. 1. Poza podzialami naturalnymi, stét i stojak frezarki
podzielono dodatkowo w sposéb sztuczny-umowny. Dzigki tak przyjetemu modelowi
obrabiarki w badaniach doswiadczalnych uzyskuje si¢ mozliwo$é rozwaZania zaréwno
analitycznego jak i do$wiadczalnego modelu badanego obiektu we wspdlnej przestrzeni
metrycznej [6]. Wylania sig wige mozliwosé jednoznacznego poréwnania sygnaléw z obu
modeli co ma istotne znaczenie np. w procesie identyfikacji parametréw modelu anali-
tycznego w oparcit o wyniki badan doswiadczalnych, Wprowadzenie zalozed metody
SES pozwala ponadto zminimalizowaé liczbg czujnikéw niezbgdnych do jednoznacznego
okreflenia ruchu elementéw obrabiarki, oraz rozdzieli¢ jego skladowe translacyjne i rota-
cyjne. W przypadku badania tak zlozonych obiektéw jak obrabiarka, problem ustalenia
najmniejszej niezbednej liczby czujnikéw jest wazny ze wzgledu na czas badan, oraz ilo§é
zdobywanych i dalej przetwarzanych informacji. Mozliwo$é rozdzielenia translacyj-
nych i rotacyjnych postaci drgafd ulatwia wnioskowanie konstruktora o przyczynach
wystepowania w obrabiarkach niekorzystnych zjawisk z dynamicznego punktu widzenia.
Lepsza w zwiazku z tym powinna by¢ efektywnoéé wprowadzanych przez niego zmian
konstrukcyjnych.

3. Pomiar parametréw przestrzennego ruchu bryly sztywnej

Kazda bryla sztywna w przestrzeni R® moze mieé szeéé stopni swobody. Jej ruch
w dowolnym nieruchomym ukladzie wspétrzednych opisuja trzy translacyjne i trzy rota-

cyjne wspoétrzegdne uogdlnione. Przedstawié je mozna w postaci wektora (macierzy ko-
lumnowej): ‘

Q1) = col{gi(0)}; = 1,2, ..., 6, 0y
gdzie: g,(t) — wspShrzedna uogélniona sztywnego elementu oznaczonego numerem i.
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Pomiar ruchu dowolnego elementu obrabiarki traktowanego jak sztywny moZliwy
jest przy uzyciu czujnikéw przyspieszen (sejsmicznych) odpowiednio na nim rozmiesz-
czonych. Kazdy czujnik zamocowany na bryle sztywnej wykonujgcej drgania mierzy jej
przy$pieszenie w punkcie pokrywajacym sig ze $rodkiem cigzkosci masy sejsmiczne;j
czujnika. Réwnanie opisujgce to przyépieszenie ma postac:

Pa(t) = po() +e(t) X r Fo(t) x [o(t) xr ], @)

gdzie:

pa(t) — wektor przyspieszenia punktu A4,

Ppolt) — wektor przyspieszenia punktu 0 (poczatku ukladu wspo{rzcdnych)

e(t) — wektor przyspieszenia katowego,

() — wektor predkosci katowej,

rs — wektor-promien tgczacy punkt O z punktem 4.
Jak wynika z pracy [7] przy katach obrotu ciata nie wigkszych od 1° przyspieszenie do-
$rodkowe stanowi mniej niz 19/ stycznego i moZe by¢ pominigte. Ponadto w przypadku
matych drgan okreslenie ruchu bryly sztywnej mozliwe jest zaré6wno przez pomiar przy-
$pieszent, predkosci jak i przemieszczen [4] tzn., Ze proces catkowania mozna realizowaé
zaréwno w odniesieniu do bezposrednio mierzonych sygnatéw jak i wyznaczonych z réw-
nania (2) przy$pieszen. Wobec powyZszego w prezentowane_] pracy dalsze rozwazania
prowadzone beda na przemieszezeniach,

Rys. 2. Skladowe przemieszczen SES w ukiadzie wspdlrzednych

Przemieszczenie punktu A4 bryly sztywnej (rys. 2) mierzone przez trzy czujniki usta-
wione ortogonalnie do siebie i réwnoleg{e do osi przyje;tego uldadu wspoIer;dnych opi-
suje réwnanie macierzowe [5]:

4= R-qo, ©)

6 Mech. Teoret. i Stos. 3/88
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gdzie:

q4 — macierz kolumnowa zawierajgca wspérzedne przemieszezenia punktu 4 bryly
sztywnej,

q4 = col{g1a(t), q24(t), 43A(t)}

R — macierz transformacji wspdlrzednych wogélnionych ruchu bryly
z punktu 0 do punktu A4,

sztywnej
100 O Fag —Fag

R: 0 l 0 —r34 0 ri4 , (4)
001 r,y —rig O

ri4 — WspOlrzedne wektora okreslajacego polozenie punktu 4 wzgledem 0,
qo — wspolrzedne wogdlnione ruchu bryly sztywnej okre$lone w punkme 0,
qo = col{go(), ..., gso() }

Aby pa podstawie pomiaréw wyznaczyé przemieszczenia uogélnione q, nalezy takze
w innych punktach bryly sztywnej umieéci¢ czujniki. L.gczna ich liczba nie moze by

mniejsza od szesciu, a liczba punktéw w ktérych je ustawiono — nie mniejsza od trzech,
Kazdy nastepny czujnik to dodatkowy wiersz w macierzy R. Przy frzech punktach pomia-
rowych mozliwe sz dwie wersje rozmieszczenia czujnikéw -—— w ukladzie 2-2-2 lub 3-2-]

3
g
q B o=
</ 50 T
~
N
934 , ;!
A .
Q24 330
A ol 920 Alsg
%g VAR B & 2
I'2B 1B
f3a 7&
q
90 np e e
o
.
Ton 3C

rx_ /
e .

Rys. 3. Ustawienie czujnikéw pomiarowych w ukladzie 3-2-1

W przypadku ukladu 3-2-1 pokazanego na rys. 3 istniéje mozliwo$¢ wyznaczeénia wspét-
rzednych uogélnionych q, gdy prawdziwa jest koniunkcja
~ vV (rg #FnpAlnaErpY (atndl i # ] ‘ ®
i,je{1,2,3)
W ogdlnym przypadku musi byé spelniony warunek

~V: L > {4,8,C}, ©
L
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gdzie:
i — numery wspolrzgdnych ukladu odniesienia,
{4, B, C} — zbiér punktéw w ktérych zamocowano czujniki,
L — dowolna prosta w przestrzeni R3,

Réwnanie (6) jest matematycznym zapisem powszechnie znanego warunku by punkty
mocowania czujnikéw nie lezaly na jednej prostej.

Wymagania dotyczace punktéw mocowania czujnikéw podczas pomiardw (zalez-
noéé 5) ograniczajace si¢ do nieréwnosci okreflonych wspéirzednych sa bardzo fatwe
do spelnienia. Celowe jest jednak mozliwie wyraZne réznicowanie tych wspoirzednych,
by rejestrowane przebiegi przemieszczen takZe wyraznie réznily sig migdzy soba. W réw-
naniu (3) obowiazuje zalozZenie, Ze uktady wspdlrzednych zwiazane z punktami 4 i O sa
do siebie réwnolegte. W przypadku nie spelnienia tego zaloZenia, réwnanie to bedzie
miato postaé:

q=86-R*:q, : )]
gdzie:
q — macierz kolumnowa zawierajaca przemieszczenia mierzone przez wszystkie
czujniki zamocowane na drgajacej bryle sztywnej,
R* — macierz transformacji o wymiarach 6 x6 uwzgledniajaca wspéirzgdne moco-
wania wszystkich sze$ciu czujnikdw na bryle sztywnej (zbudowana analogicz-
nie do R— wzér (4)),
© — macierz kosinuséw kierunkowych. .
Dla czujnikéw w ukladzie 3-2-1 (rys. 3) ma ona postaé:

| CcoS@ 11 COSQ, 2 COSPa13 0 0 0o -
COSQ 421 COSP 22 COSPa23 o 0 0
6 — COSQ 431 COSP 3, COSP.33 0 0 0
0 0 0 COSQpy2 COSPpy3 0 >
0 0 0 COSPpzz COSPpas 0
0 0 -0 0 0 COSQc3s |

Qaij— kqt zawarty miedzy osia i-tego czujnika w punkcie 4 oraz j-ta osia globalnego
ukladu wspéirzednych.
Przy trzech punktach mocowania czujnikéw, wyjéciowa postaé¢ macierzy © jest naste-
pujaca:

&, 0 0
0.=|0 &6 0],
0 0 O

gdzie: 4, B, C — nazwy punktéw mocowania czujnikéw,
COSQ@ 51 COSPq12 COSQP 3
O, = |COSP 21 COSP 22 COSP 423
COS@ 431 COSQP432 COSP 33
Macierz ©’ ma wymiary 9 x 9 i poszukiwang macierz @ otrzymuje si¢ z niej przez skres-
lenie wierszy oraz kolumn opisujacych poloZenie ,,brakujacych” czujnikéw w poszczegol-

6*
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nych punktach. Przykladowo wyzej zapisana macierz kosinuséw kierunkowych dla ukia-
déw czujnikéw z rys. 3 powstata po skresleniu z macierzy ©' wierszy, oraz kolumn opi-
sujacych potozenie czujnikéw g, w punkcie B, oraz ¢,¢ i g,c w punkcie C. Takich czuj-
nikéw po prostu nie ma. Jesli ktéry$ z elementéw badanego urzadzenia wiruje (np. narze-
dzie w modelu, z rys. 1), pomiar sktadowych jego ruchu przy uzyciu czujnikéw sejsmicz-
nych nie jest mozliwy. Jednakze z powodzeniem zadanie to mozna rozwigzaé uZywajac
pieciu czujnikéw indukcyjnych bezdotykowych, oraz czujnika drgan skretnych. Sposéb

k-ty element

i E/G'._u .
e //\«

baza
element k-1

b4

Rys. 4. Pomiar skladowych ruchu wirujacej tarczy; 1-5 — czujniki bezdotykowe, 6 — czujnik drgaf
skretnych (sejsmiczny)

« /

pomiaru pokazano na rys. 4. Macierz R* dla takiego ukladu pomiarowego przyjmuje
postaé:

—0 0 1 ray — Iy 0 -
001 ryy —rys 0
100 0 Fiz3 —F
* 33 23
R 001 ryy —rua (U ®)
010 —rys 0 Iys
000 0 0 1]

gdzie: r;; — i-ta wspolrzedna odleglosci j-tego czujnika od poczatku przyjetego ukiadu
wspolrzednych.
Czujniki indukcyjne mierza ruch w stosunku do bazy, na ktérej zostaly zamocowane.
Jesli baiq tg jest sgsiedni element badanego urzadzenia, ktdrego ruch mierzony jest czuj-
nikami sejsmicznymi, wowczas wykorzystujac mozliwo§é transformacji wspoétrzednych
uwogdlnionych, ruch elementu wirujacego w uktadzie bezwzglednym wyznaczyé mozna
z zalezno$ci (rys. 4): A
Qox = Qox+© * Rg* Qog—1, O®
gdzie: : ‘
qox — macierz zawierajgca skladowe ruchu wirujacej bryly sztywnej okreSlona
w ukladzie bezwzglednym,



ANALIZA MODALNA OBRABIAREK 493

qox — Macierz zawierajaca skladowe ruchu wirujacej bryly sztywnej okreslona
wzgledem elementu bazowego na ktérym zamocowano czujniki indukceyjne,

Rg — macierz transformacji przemieszczen bryly (k—1) bedacej baza, do ukladu
wspotrzgdnych bryly wirujacej (k),

qox—1 — macierz zawierajaca sktadowe ruchu bryly (k—1) bgdqcej baza do mocowa-

nia czujnikéw indukecyjnych. :

Podczas badania obiektéw skladajacych sie z r elementdéw, ktdre mozna traktowaé
jak sztywne, uktad pomiarowy powinien skiada¢ si¢ z 6n czujnikéw mierzacych sygnaly
wyjéciowe. W przypadku braku zestawu badawczego o duzej liczbie toréw pomiarowych,
przy zaloZeniu o stacjonarnosci obiektu, badania moZna prowadzi¢ etapowo przenoszac
czujniki na kolejne bryly. Wowczas wystarczy 6 czujnikéw mierzacych sygnaly wyjsciowe
oraz jeden do pomiaru sygnalu wejsciowego. W badaniach takich operowaé nalezy nie
sygnatami (przemieszczeniami) lecz zespolonymi funkcjami przejécia. Odniesienie prze-
mieszczen zmierzonych w wybranych punktach na obrabiarce do sygnalu wymuszenia
rozwiazuje problem przesuni¢¢ fazowych mi¢dzy sygnalami mierzonymi w kolejnych,
etapach badafi. Réwnanie (7) w tej sytuacji przyjmuje postac:

W =@0-R*-W,, (10)
gdzie:

W, = ‘j:((ji)“;) ; Wor = qf"&%’) mi=1,2..,6, an
n— numer czujnika,
i— numer skladowej zespolonej funkcji przejécia,
J(jo) — sila wymuszajaca drgania obrabiarki.
Po wyznaczeniu funkeji przejécia W w oparciu o pomiary dla kazdej bryly sztywnej roz-
wigzanie réwnania (10) ze wzgledu na W, nie stanowi problemu. W ten sposéb otrzymuje
si¢ pelna informacje o ruchu kaZzdego elementu badanego wrzadzenia (np. obrabiarki).
Infoniiacja ta jest opisana w ukiadzie wspéirzednych zwiazanym z kazda mierzona bryla.
Tak wyznaczone funkcje przejscia moga byé aproksymowane wyrazeniem [1]:

Wiljo) = ——rt D) Ty, (12
Jie=
gdzie:
m, — masa rezydualna,
Fy, Gy, Sy, R, — parametry wielomianu aproksymujacego,
X+ Ve — podatno$é rezydualna,
n — liczba rezonanséw na charakterystyce w rozpatrywanym przedziale
czestotliwosci

Taka postac charakterystyk wymaga znacznie mniejszych obszarow pamigci komputera
niezbednej do zmagazynowania wynikéw badarn, a jednocze$nie stanowi wygodng forme
wyjsciowa do estymacji parametréw modelu badanego.obiektu [1]. '
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4. Transformacja charakterystyk czestotliwosciowych

Czytelna informacje o wiasciwosciach badanej obrabiarki zawieraja graficzne obrazy
postaci drgan odpowiadajacych poszczegélnym czestosciom rezonansowym. W przypadku
prezentowanej metody badawczej dane niezbedne do uzyskania przejrzystego obrazu
postaci drgaf otrzgmuje si¢ w wyniku transformacji charakterystyk W, do kazdego naroza
bryly ktérej ruch one opisuja. Problem transformacj charakterystyk do dowolnego punktu
badanego obiektu pojawia si¢ takze w innych sytuacjach zaleznie od celu badan. Sposéb
realizacji tego zadania zaréwno dla funkcji przejscia w postaci tablicy jak i w formie aprok-
symowanej wzorem (12) jest przedmiotem rozwazan niniejszego rozdziatu pracy.

Ogélny przypadek transformacii charakterystyk wystgpuje wtedy, gdy rozpatrywane
uktady wspbirzednych sa przesunigte i obrécone wzgledem siebie. W tym przypadku
transformacje przeprowadza si¢ niejako dwuetapowo, najpierw do ukiadu Ax'y'z" prze-
sunictego réwnolegle o wektor ro4 wzglgdem ukladu wyjsciowego Oxyz (rys. 5), a nastgp-
nie dokonujac obrotu ukiadu Ax'y'z’ do 4x;y;zs-

2| 12
iz 2 1
]
|
1
| War
Zp ‘ 24 ) .
M3 Wag |
4 ¥g _ 1
’ !
4/
Py D<M, AL W . ‘
‘931 ‘ TpA tedeigin A2 __ Y
B v
- /// ar ,212 \\]wAS
s
ok <v"wG . Ry
‘9“ = 906 e d —
/ rBO ~ (Q"’ //
p
v, - P b
X, M, Y w7 AN
xg : 4903 ZA
N TG W A .
A / VOS Y
01 Ws
Wy ; XA
Wi . A
)
'] !
% X x N x

Rys. 5. Transformacija charakterystyk czgstotliwosciowych W z ukladu Oxyz do ukladu Ax,yiz:

W uktadzie Oxyz charakterystyki dynamiczne W; okreslone sg zalezno$cia (11).
Dla ukiadéw przestrzennych sily uogélnione f; tworza wektor f o szesciu skfadowych,

z ktérych trzy pierwsze sg sitami P dzialajacymi wzdluz osi ukladu, za§ pozostate trzy
momentami M wzgledem tych osi.
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Redukeja sity  do uktadu Ax'y’z’ okredlona jest zaleznoscig [5]:
fa=T,-0-f, (13)
gdzie: T, — macierz wspofczynnikéw redukeji sif,
za$ transformacja przemieszczen z punktu 0 ukiadu Oxyz do punktu 4 ukladu 4x’y’z’
wyraza si¢ zaleznoécig:
94 =T, 9o, (14)
gdzie: _
qo — macierz przemieszczen uogélnionych w punkcie 0,
T, — macierz transformacji przemieszczen.
Charakterystyke dynamiczna w punkcie 4 ukiadu 0x'y’z" || do Oxyz okreéli¢ wiec mozna
zaleznoscia :

' qa
24 i~ s 15
T a3
za$ zwiazek miedzy charakterystykami W i W, réwnaniem:
Wi=T-W, (16)

gdzie T jest poszukiwang macierza redukcji do uktadéw réwnoleglych.

Elementy T;; macierzy T wyznaczy¢ moina z réwnania (16) po jego rozpisaniu w postaci
jawnej i podstawieniu wartodci W; i Wj; wyznaczonych z zaleZno$ci geometrycznych
okreslonych na podstawie rys. 4. W rezultacie otrzymuje sig:

' 010 T,s O Tye
001 T T 0 .
™looom, o o | an
000 0 Ts5 O : '
000 0 O Tes |
gdzie:
| C, i=1,2,3,
T”‘ -—'El—' d]a. k — 4, 5, 6, . (18)
i .
ct :
Tkk - — dla k = 4, 5, 6, (19)
Cy
oraz: '
Cl = ijcos(p”, (20)
: =
P, P, P 3
Co=| Xoa You Zoa |+ Mcosgu, n=k-3 @)
COS(P,; COSQPu2 COSQ,s| =1
Py P, P, 3 '
Ct=| Xso Yoo  Zso |+ Micosg,. | (22)

COSQ,; COSQny COS@,3| =!
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W drugim etapie dokonuje si¢ transformacji chlarakterystyk W do ukladu Ax,y, z,
obréconego wzgledem Ax'y’z’ o kat okreslony macierza kosinuséw kierunkowych o',
COS?]“ COS"]lZ COS',]13
nl == COS'r}zl COS?}‘22 COS"]zS . (23)
COS7)33 COS732 COS%33

W rezultacie ofrzymuje si¢ ogdlny wzér na transformacje charakterystyk W z ukladg
Oxyz do przesunigtego réwnolegle i obrécon_ego wzgledem niego uktadu Ax,y;z,. Wzér
ten ma postac:

, W,=n-TW, (24)
gdzie: '
o ]
= r|o 5
1 0" @9

za$ macierz T okre$lona jest réwnaniem (17).

4.1. Transformacia charakterystyk aproksymowanych do dowolnego punktu bryly sztywnej. Jak wykaza-
no w pracy [1], charakterystyki dynamiczne wyznaczone doswiadczalnie w okre§lonym prze-
dziale czgstotliwosci (w4, wg) W punkcie £ dowolnego ukladu posiadajacego n sprzezonych
stopni swobody mozna aproksymowac¢ wielomianem o postaci opisanej zaleZnoécia (12).

Transformacja charakterystyk dynamicznych opisanych wielomianem aproksyma-
. cyjnym nie zmienia postaci wielomianu, lecz powoduje zmiang wspdtczynnikéw aprok-
symacji, przy czym zmianie ulegaja parametry m,, X;, y; Fy i Gy, gdyZ sa one funkcja
polozenia punktu, w ktérym zdejmowano charakterystyke, natomiast parametry S, i R,
nie ulegaja zmianie, gdyZ charakteryzuja one wlasnosci ukladu niezaleznie od miejsca
zdejmowania charakterystyki.

" Transformacje charakterystyk aproksymowanych przeprowadza sig¢ korzystajac
z zaleznodci (24), ktora w tym przypadku przyjmie postaé:
W, =T, W, : : (26)
gdzie: :
T, = 5+ T — macierz redukcji,
W — macierz charakterystyk opisanych réwnaniem (12),

W, — macierz charakterystyk zredukowanych z ukladu Oxyz do ukladu Ax, ylzl,
natomiast parametry mf, x;, ¥i, Ff, G}, wielomianu W przetransformowanego z ukladu
Oxyz do ukiadu 4x,y, z,, znajduje sig z ukladu réwnan powstajgcych po zapisaniu roéw-
nania macierzowego (26) w formie rozwinietej i po poréwnaniu w otrzymanych réwna-
niach skiadnikéw o tej samej postaci. d

Rownanie (26) w formie rozwinigtej ma postaé:

WL FTL T T [ WL

....................... | (262)

i

Wé _ _Tgy Téo ... Tes | L Ws_

pizv czym dlai=4,561 j=1,2,3 T, =0,
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Pierwsze z tych réwnan to:
Wi=T Wi+ T yWot Ti W+ T{aW,+ Ti{sWs+ T We.

Podstawiajac zamiast W; 1 W] wyrazenie (12) otrzymuje sig:

n

L N Fiolh
miw? | Lt TP 4 S, +jeR, i tiVie =

6 . n
1 2 Fy+jwGy,
T" . + Jk {k ” . .
1-21 ”[ myw? - —w? + S+ joR; FXio 0

W wyniku porownania w réwnaniu (28) odpowiednich skladnikéw otrzymuje sie:

1
= —,
D

m

j=1 4
6
X1 = Z T1;%50,
J=1
6
>
Yo =2, Tl.lyjo,
et

a
Fio= D) ThF, k=1..n,

j=1

‘6

5
Giu= D TiGy k=1..n.

Jj=1

497

@7

(28)

(29

(30)
(€)))
(32)

- (33)

W sposéb analogiczny z dalszych S5-ciu réwnan wynikajacych z réownania (26a) wyznacza
si¢ pozostate parametry charakterystyk przetransformowanych. Parametry te wraz z para-
inetrami opisanymi réwnaniami (29--33) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposdb:

aydla i=1,2,3; b)ydla i=4,5,6,

k=1,2,..,n k=1,2,...,n
6 -1 6 -1
- §" Ty Ty
m;= I 5 m;":‘ Z y
my my
Jj=1 ' j=4

6 6
=D Thx, X = Thx,
Jj=1 J=4
6 . 6 ’
Yi= D Thyn  ¥i= D Tiw,
j=1 j=4

6 - ! 6 :
CFy =D ThFu,  Fi= ) ThFy,
J=1 Jj=4

(34)
(35)
(36)

a7
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6 6
Gho= D THGu,  Gi= D) T}iGy. %)
j=1 =4

J

Z p}zedstawionych rozwazaf wynika, ze transformacja charakterystyk aproksymo- .
wanych jest bardzo prosta. Mozna wigc bezposrednio po zdjeciu charakterystyk dynamicz-
nych badanego obiektu przeprowadzi¢ ich aproksymacje, a wszystkie dalsze operacije
zwiazane z przetwarzaniem tych charakterystyk prowadzi¢ nie na tablicach lecz na wielo-
mianach.

5. Wyniki badan dos$wiadczalnych

Wykorzystujac metode zaprezentowana w pracy [1], oraz powyisze rozwazania prze-
prowadzono badania do$wiadczalne kilku obrabiarek. Podczas badan starano si¢ symu-
lowaé okreslone warunki pracy obrabiarki. W zwiazku z tym mig¢dzy narzedziem i przed-
miotem obrabianym instalowano sitownik hydrauliczny lub sprezynowy. Kierunek oraz
warto$é sily wywolanej w ten sposéb odpowiadaly stalej sktadowej sily skrawania symulo-
wanego procesu obrobki. Skiadowa zmienng generowano przy uZyciu impulsatora.
Parametry impulsu dobierano stosownie do wlasnosci badanej obrabiarki, oraz zakresu
czestotliwosci, w ktorym nalezalo wyznaczyé charakterystyki [11]. Przykiadowe charak-
terystyki czestotliwo$ciowe wyznaczone podczas badan jednej z obrabiarek przedsta-
wiono na rys. 6. Sa to charakterystyki otrzymane w wyniku pomiaru sygnaléw odpo-
wiedzi przez sze$é czujnikéw ustawionych w ukiadzie 3-2-1 (rys. 3). Obok kazdego z wy-
kresow zamieszczono w tablicy warto§ci parametréw opisujgeych charakterystyki aprok-
symujace.

Wyestymowane na podstawie tych charakterystyk parametry R i S zestawiono ponizej:

—.2084 E+4 —.5472E+5]°
S327E+4 3359 E+5

—.1595E+3 —.6467 E+3
4421 E4+2 1710 E+3

Zagadnienie interpretacji tych wynikdw, zwigzanie ich z adekwatnym modelem w sen-
sie jego struktury, to odrgbny problem, ktéry jest przedmiotem aktualnie prowadzonych
przez autoréw prac. 4

We wezesniejszej pracy [1] pokazano proces aproksymacji w odniesieniu do charak-
terystyk wyznaczonych analitycznie. Interesujaca jest odpowiedz na pytanie dotyczace
szybkosci zbieznoéci ‘procesu iteracyjnego w przypadku opisu charakterystyk wyzna-
czonych doswiadczalnie. Przykiad pokazujacy dokladnos$é dopasowania charakterystyki
aproksymowanej pokazano na rys. 7. W dmawianym przypadku pokazano kilka faz
zblizania si¢ do rozwiazania zadowalajacego. Okazuje sie, ze uzyskanie dobrej zgodnosei
obu wykresow wymaga wielu iteracji. Czas obliczen jest jednak na tyle krotki, Ze nie
stanowi to istotnego problemu. ‘
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Rys. 6. Przykladowe charakterystyki amplitudowo-czgstotliwoéciowe wyznaczone na stole jednej z bada-

nych obrabiarek
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uklad rzeczywisty
—— 5 krokéw iteracyjnych

—-~—10krokéw iteracyjnych
i 20 krokow iteracyjnych
~=—— 25 krokbw iteracyjnych

Re, mm/daN

Rys. 7. Charakterystyki aproksymujace po kolejnych krokach iteracyjnych (charakterystyka z rys. 6c)

Jednym z wazniejszych celéw prezentowanej pracy jest badanie postaci drgai obra-
biarek. Zgodnie wigc z zaloZzeniami metody zbudowano model obrabiarki (rys. 1) i dla
przyjetego wariantu,jej pracy (przypadku skrawania stwarzajacego okreslony stan obcig-
Zenia obrabiarki) wykonano pomiary [11; 12]. Na kazdej z umownie sztywnych bryt
instalowano po 6 czujnikéw sejsmicznych (jak na rys. 3) i wyznaczano charakterystyki
czgstotliwosciowe. W ramach niniejszej pracy dla zilustrowania wynikéw przedstawiono
dwie postacie drgan (56 Hz —rys. 8 i 376 Hz — rys. 9) jednej z wielu przebadanych frezarek
pionowych. Zachowanie si¢ obrabiarki podczas drgan przy tych czestotliwosciach mozna
oceni¢ w oparciu o obraz przedstawiony w lewej czeSci omawianych rysunkow. Sa to
w odpowiednim powickszeniu dwie skrajne fazy ruchu badanej obrabiarki. Obraz taki
rysowany jest przez komputer [8] na podstawie wyznaczonych doéwiadczalnie charakte-
rystyk oraz danych geometrycznych obrabiarki. Swoboda wyboru poloZenia obserwatora
wzgledem drgajacej obrabiarki stwarza mozliwo$é ogladania jej z wielu stron. Ten plaski
obraz moze staé si¢ wigc bardziej plastyczny i informacja o ruchu obiektu pelniejsza.

Istotnym uzupelnieniem prezentacji wynikéw badan jest mozliwo$¢ wygenerowania
wielu obrazéw drgajacej obrabiarki, bedacych kolejnymi fazami jej ruchu. Podanie kolej-
nych obrazéw w odpowiednim tempie na monitor komputera pozwala uzyskaé ruchomy
obraz drga_]qcej obrabiarki.

Postacie drgant ukladéw thmuonych opisuja liczby zespolone. Rzeczywiste zachowanie
si¢ obrabiarki w. takiej sytuacji poprawniej moze pokazaé¢ wilasnie ruchomy jej obraz.
Taka analiza pozwala na jako$ciowa oceng badanego obiektu. Do oceny ilosciowej potrzeb-
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na jest informacja o udziatach poszczegdlnych zespoidéw obrabiarki (w tym przypadky
bryt traktowanych jak sztywne) w drganiach wzglednych miedzy marzedziem i przed.
miotem obrabianym. Przyjety model pomiarowy oraz wynikajgca stad mozliwo$é trap-
sformowania przemieszczen zadanie to czynig realnym. Na rys. 8b przedstawiony jest
schematycznie uktad obrabiarki, na ktérym wida¢ tafncuch bryt ,,obejmujacych”™ proces
skrawania. Sa to bryly: 1 lub 2,4, 6,7, 8, 9, 10 i 11. Wszystkie one maja wplyw na przemie-
szczenia narzgdzia wzgledem przedmiotu obrabianego.

Na podstawie przeprowadzonych pomiaréw bezwzglednych drgan wszystkich elemen-
téw przyjetego modelu obrabiarki (rys. 1), mozna wyznaczy¢ drgania wzgledne wystepu-
jace miedzy stykajacymi-sie brytami. Miara wielkosci amplitud drgan wystepujacych
miedzy narzedziem i przedmiotem jest na rys. 8c stupek oznaczony numerem 11-1. Jest on
miara réznicy wspolrzednych ruchu elementu 11 i elementu 1, okreslonej w punkcie ich
styku. Stupki pozostale informuja o amplitudach drgan wzglednych miedzy kolejnymi
brylami (zgodnie z naniesionym na nich opisem). Zostaly one wyznaczone w plaszczyznie
styku miedzy odpowiednimi clementami, a nastgpnie przetransformowane do punkiy
styku narzedzia z przedmiotem obrabianym (N—P). Z rys. 8b wida¢, ze drgania wzgledne
(N —P) wyznaczyé mozna takze jako sume drgan wzglednych bryt ,,obejmujacych proces
skrawania (na rys. 8c zaznaczono je gwiazdkami). Sumowanie nie odbywa si¢ jednak
wprost, gdyz cze$é z tych elementéw wykonuje drgania przesuniete w fazie o ok. 180°
w stosunku do pozostatych, Bardzo dobrze uwidacznia to film. Rysunek (8a i 9a) niestety
w tym zakresie jest nieczytelny, wobec czego na histogramie (8c 1 9¢) obok gwiazdek dla
rozrdznienia faz podano znak ,,+ " lub ,,—”. Tak wigc w prawej czesci rysunkow 81 9
(ci d) przedstawione sa histogramy pokazujace wplyw drgan wzglednych poszczegdlnych
bryt na amplitudy drgan wystgpujaeych migdzy narzedziem i przedmiotem. Przyktadowo
stupek histogramu oznaczony numerem 1—4 informuje o tym, jak duzy udziat w drganiach
mi¢dzy narzedziem i przedmiotem ma ruch przedmiotu obrabianego (element nr 1)
wzgledem srodkowej czeéei stoht (element nr 4). Na rys. 8c i 9¢ udzialy wszystkich bryt
(w sensie amplitudowym) zrzutowane zostaly na kierunek, w ktérym amplitudy drgai
wzglednych narzedzia i przedmiotéw sa najwigksze. Te samga informacje lecz w rozbiciu
na wspolrzedne przedstawia rys. d. Na podstawie tak przedstawionych wynikow latwo
wskazaC ogniwa, ktdre sa najstabsze w badanej frezarce. Z przedstawionych rysunkéw
wynika, ze przy czgstotliwoéei 56 Hz najstabszym ogniwem frezarki jest grupa wrzecio-
nowa wraz z narzedziem skrawajacym, natomiast przy czestotliwosci 376 Hz — elementy
mocujace przedmiot obrabiany. Mimo iZ silnik (element nr 12) nie uczestniczy bezposred-
nio w faricuchu bryt ,,zamykajacych” proces skrawania — rys. 8b i 9b, to jednak sposéb
jego mocowania winien byé zmieniony (rys. 8 i 9), gdyz tak znaczna masa zamocowana
Jjest do korpusu obrabiarki za pomoca zbyt podatnych elementéw, wobec czego amplitudy
drgan silnika sq znaczne. Moga wigc zaistnieé takie sytuacje, kledy staje sig on generatorem
drgan calej obrabiarki.

6. Podsumowanie

Przedstawiona w pracy metoda badawcza umozliwia zaréwno jako$ciowa jak i ilodciowa
oceng wlasciwoéci dynamicznych ukladéw noénych (w tym réwniez obrabiarek) pa pod-
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stawie analizy postaci drgan. Przyjety model badawczy oparty na zaloZeniach metody
SES sprawia, ze w latwy sposéb mozna okredlié udziaty badanych zespotow obrabiarki
w drganiach wzglednych miedzy narzedziem i przedmiotem obrabianym. PowyZszy model
umozliwia takze skrécenie czasu badan w zwiazku z ograniczeniem do szesciu liczby
czujnikéw niezbednych do pomiaru drgan poszczegélnych elementéw badanego urzg-
dzenia. :

Testy efektywnosm procedur aproksymacji do$wiadczalnie wyznaczonych, charakte-
rystyk  czestotliwosciowych pokazuja, Ze uzyskanie zadowalajacych wynikéw wymaga
stosunkowo duzej liczby iteracji procesu obliczeniowego. Czas trwania takich obliczer
jest jednak nieporéwnywalnie krétszy od czasu wykonania samych badan, nie stanowi
zatem istotnego problemu. Aproksymacja charakterystyk prowadzi do wygladzenia ich
przebiegu, co zmniejsza bledy losowe, jakimi moga by¢. obarczone charakterystyki do$wiad-
czalne przed aproksymacja.

W rozwazaniach dotyczacych transformacji wskazano na mozliwos¢ wykonywania
tych operacji takze na charakterystykach aproksymujacych (opisanych zaleznosécia 12).

Wyniki badar dos§wiadczalnych (przedstawione przyktadowo na rys. 8 i 9) stanowia
bardzo czytelna informacje o zachowamu si¢ obrabiarki podczas drgad z okreslong
czestotliwoscia rezonansowa.

MoZna wiec stwierdzié, iz opracowana i przedstawiona w pracy metoda badanl obiek-
téw dynamicznych mozZe by¢ szczegdlnie przydatna przy badaniach prototypowych obra-
biarek, gdyz na podstawie otrzymanych plastycznych obrazéw zachowania si¢ badanej
obrabiarki przy danych wymuszeniach umozliwia wskazanie w sposob bezbledny ogniwa
najstabszego z punktu widzenia jego udzialu w drganiach migdzy narzedziem i przedmio-
tem obrabianym. Umozliwia to konstruktorowi w. sposob efektywny wplynaé na mini-
malizacje tych drgan. Jednoczeénie metoda ta pozwala na zbadanie catego obiektu dyna-
micznego, jakim jest obrabiarka, przy uzyciu tylko siedmiu czujnikéw pomiarowych.
Opracowana metoda aproksymacp i transformac_]l charakterystyk wyznaczonych do$wiad-
czalnie umozliwia przechowywanie ich w formie niewielkich tablic ze wspotczymuka.ml
wielomianéw aproksymujacych.
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Peaome

OPUMEHEHME 3JIEMEHTOB MOITAJIBHOI'O AHAJIMI3A
K JTHHAMUWYECKHUM MCCIIEDOBAHNAM CTAHKOB

B craTee TpeacTaBICHbI NIPDHMEDBI HCNOJIG30BAHUA IJIEMCHTOB MOOAILHOIO AHANHN32 B AVTHAMHUECKHY
MCCIEOBAHUAX METALIOPEKYIUX CTAHKOB. J{JIA IKCIEPHMEHTaNbBHO ONPENENEHHBIX AMITHTY HO-tha-
30B0O-YAaCTOTHBIX XAPAKTEPHUCTHK ITOKA3aHLI (-)qu)el(’l‘bl UX anpo}(cmnaum{ NpY HCIOJIB30BAKHKH METOO4
OIIMCAHHOTO B npeaburyiedi crathe [1]. TlokasaHo, uro nocne anpoKCHMaUMH YaCTOTHBIE XapaKTEPHCTHKI
BO3MOYKHO TPAHCPOPMUPOBATh COTVIACHO TIPARBMAAM IBIKEHUs YECTHOro Tena, HaxoRel, B craThe npen-
CTaBJIEHBI PE3y/IbTAThl MCCICHOBAaHWA PpasJIMUHBIX CTAHKOB, IOKAJLIBAIOLIME BO3MOMKHOCTE YKasaHHA
ux cnaboro 3BeHa.

Summary

PRACTICAL APPLICATIONS OF THE MODAL ANALYSIS ELEMENTS TO DYNAMICAL TEST
OF MACHINE TOOLS

The examples of the application of modal analysis in dynamic tests of machine tools have been pre-
sented in this paper. For experimentally obtained frequency characteristics the effects of approximation
have been shown by the use of the previously described [1] method. It has been proved that the frequency
characteristics can be transformed after the approximation in conformity with the principles of the rigid
body motion.

Finally, the results of tests made on various machine tools have been presented. These tests enabled
to indicate the weakest point in the machine.

Praca wplynela do Redakcji dnia 18 maja 1987 roku.
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1. Wstep

Problematyka przeplywéw cieplno-dyfuzyjnych sprzezonych z polem mechanicznym
jest jedna z podstawowych jakie napotykamy w zagadnieniach napreZen technologicznych
wystepujacych w dojrzewajacym betonie, napr¢zen w korodujacych konstrukcjach,
gruntach ekspansywnych, czy tez przy nakladaniu powlok ochronnych w metalach.
Z punktu widzenia budownictwa szczegblnie istotny jest pierwszy przypadek, kiedy wza-
jemnie oddziatywujace na siebie przeptywy wilgoci i ciepla oraz pola przemieszezen
determinuja pdzniejsze wiasnodci betonu i konstrukcji wykonanych z tego materialu.
W pracy podjeto prébe iloSciowego oszacowania wplywu wzajemnych sprzezehn miedzy
tymi polami, oraz wplywu tych sprzezer na pole napreZed, na podstawie rozwigzania
pewnego zadania poczatkowo-brzegowego. Rozwiazanie oparto na odpowiednim funkcjo-
‘nale [15], ktérego warunkami stacjonarnosci sa réwnania termodyfuzji podane przez
Nowackiego dla osrodka sprezystego [10, 11]i uogélnione przez Kubika [6] na zadania
sprzgtonej termodyfuzji lepkosprezystej. Wydaje sig, ze taka analiza sprz¢Zzen moze byc
celowa, gdyz autorzy niewielu publikacji z zakresu termodyfuzji sprezystej i lepkospre-
Zzystej skupiaja uwage na teoretycznych podstawach problemu [6, 10, 11, 24]. Znane sa
rozwigzania pewnych zagadnie brzegowych [2, 4, 8, 14] lecz brak jest tam przykiadéw
liczbowych obrazujacych rozwaZane procesy i mogacych postuzy¢ do analizy sprzeZen
rozpatrywanych wielkodci polowych.

2. Podstawowe zaloZenia i postawienie zadania

Sformulujemy teraz analizowane w pracy zadanie poczatkowo-brzegowe: Nalezy
wyznaczyé pola temperatury, koncentracji i przemieszczef,, oraz odksztalcen i naprezen
zdeterminowane przez zadane na brzegach wartosci temperatury i koncentracji, oraz
okrefli¢ wplyw wzajemnych sprzezen miedzy rozpatrywanymi polami na ich rozklad.

7‘
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Rozpatrzmy wiec warstwe o grubosci 4, w ktérej wystepuje pole temperatury @, koncen-
tracji C i przemieszczenia U; (rys. 1). Zakiadamy, Ze zagadnienie przez nas rozpatrywane
jest jednowymiarowe, tzn. wszystkie pola zaleza od jednej zmiennej przestrzennej x,,
oraz ¢ oérodek jest izotropowy, brak w nim Zzrédel ciepta i masy oraz sit masowych.

@pH (1)

CpH(t]

Nlj‘
b=

Rys. 1. Warstwa z polem temperatury, koncentracji i przemieszczenia

Warunki brzegowe podamy w temperaturze i koncentracji:

Q(i % t) = @,H@®), | C_(i —121, t) = C,H(1), 2.1)

natomiast za warunki poczatkowe przyjmujemy warto$ci przyrostéw entropii i koncen-
tracji ponad stan mnaturalny na calej grubosci warstwy réwne zero:

C(x5,0)=0, 0S(xs,0)=0. (.2)
Wtedy funkcjonal dla sprzezonych pol temperatury, koncentracji i przemieszczenia
przyjmie postaé (por. (2.31) w pracy [15)):
hj2

: . 1 o
F0,C, U]l = f [?E3333*dUs,3*dU3,3—(P33*dU3,3*d@+

—h2
1 1 K’
— n*dC*dC+7m*d@*d@— >
—K’dsss*l*dUg, 33*d@,3+K’¢33*n*dU3'33*dC’3+ (2.3)

’; Ix1+d0 5 xd0, 3 + K'lxnsd® 5 +dC 5+

@33*@33 *dU3,33 *dU3,33+

KH

K
""5‘ n*n*dC,s*dC,g,— 2T0

*@_3*d0,3]dx3.

W zaleZznosci (2.3) wielkoSci Ezzss, (33, @33, K, K sa odpowiednimi do rozpatrywa-
nego zadania skladowymi tensoréw funkcji materialowych Ejju[Pa)], @y [J/m3K], @)/
/kg] 1 tensoréw przewodnictwa dyfuzyjnego K;,;[kg?/Jms] i cieplnego K;[J/msK]. Z ko-
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lei ITT/kgK], m[J/m*K?], n[Jm?/kg?] sa funkcjami materialowymi, T,[K] jest ‘tempera-
tura stanu naturalnego, a H = H(t) oznacza funkcje Heavisid’a (por. [15]).
Powyzsze zadanie poczqtkowo-brzegowe rozwigzemy zmodyfikowana metoda bezpo-
érednig Ritza [23].

Przyjmujemy do rozwiazania nastepujace funkcje bazy:
— dla koncentracji:

fiulxs) = cos ”(2’; D xai fus(ts) = — ’”(2’;" D gin ”(2’;‘1) X3 (2.4)
— dla temperatury: _
g(x3) = cos»n(?',;—_l) X3, &i a(xs) = — n(y;—l) sin 7‘1(2];_1) X3, 2.5)
— dla przemieszczenia:
u(x3) = sin n(%~ X3, Uy, 3(x3) = az(ZI;— D cos n(zi_l) X3, (2.6)

Wartosci funkcjonatu (2.3) bedziemy poszukiwali na kombinacjach liniowych majacych
postaé:

n

O(xs3,t) = 80(’)‘*‘2_,1 ak(t)gl;(xS), .7

k=1
C(x3, 1) = fol)+ D, Bu(Dfilxs), | 2.8)

k=1
Ui(xs, 1) = uo(t)+ D, alt)us(xs). 2.9)

~ ‘ k=1 .
gdzie: : -

go(t) = O, H(1), (2.10)
fo(t) = C,H(2), B (2.11)
up(t) = —ii—: (o, Cop+ar@p) H(2)x3 = U, H(t)x3, (2.12)

przy czym or[K~'] i «[m3/kg] sa wspdiczynnikami rozszerzalnosci cieplinej i dyfuzyj-
nej natomiast »[ ~] jest wspSlczynnikiem Poissona.
Funkcje go, fo 1 uo spehniaja niejednorodne, natomiast funkcje gy, fi i ux — jednorodne
warunki brzegowe w temperaturze, koncentracji i odksztalceniach. &, (), bu(¥) 1 ci(2)
sg tutaj poszukiwanymi funkcjami czasu. Wystgpujace w funkcjonale (2.3) funkqe ma-
terialowe I, m, n przyjmujemy stale w czasie (por. [2])

(%) = lH(t), _ m(t) = mH(t), n(t) = nH(?), (2.13)
oraz zgodnie z [6, 10, 11, 16]: '
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15 7

3
Esa33 =—1’4‘G(t), P13 ='5—0CTE3333 = E'aTG(t))
7 3
Pz = —5 CcBazza = — 5 2.G(1), (2.14)
© .
= — = K’ - ¢
Dy prv T D, n

Natomiast z analizy funkcjonalu danego zaleznoscia (2.3) wynika kilka funkcji sprzega-
jacych pola termiczne, dy'fuzyjne'i mechaniczne, ktére po uwzglednieniu (2.14) mozna
przedstawi¢ w postaci:

1. Funkcja sprzegajaca pole mechaniczne z cieplnym zwiazanym z przeplywem ciepla:

3
x,,.l - ‘5—‘ aT. (2.15)
2. Funkcja sprzegajaca pole mechaniczne z cieplnym zwigzanym z przeplywem masy:
Koy = —% K'la,. 2.16)
3. Funkcja sprzegajaca pole mechaniczne z dyfuzyjnym:
Xr = %Dcac. .17
4. Funkcja sprzggajaca pole cieplne z dyfuzyjnym:
xu= DCI, . (2.18)

Wobec zalozenia (2.13) funkcje sprzggajace redukuja sig do roli wspolczynnikéw sprze-
gajacych (statych w czasie)

3. Rozwiazanie zagadnienia w warstwie lepkospreZystej

Przyjmujemy, Ze material warstwy podlega zjawiskom reologicznym opisywanym teorig
Artuniana [18], w ktérej przyjmuje si¢, Ze jadra w catkowych réwnaniach fizycznych s3
nieinwariantne wzgledem przesunieé skali czasowej. Natomiast wraz z uptywem czasu —
material taki moze byé opisany réwnaniami liniowej lepkosprezystosci o jadrach typu
splotu (por. [1, 7, 12, 13, 19]). Funkcja relaksacji ma wtedy postaé:

E - .
G(t) = —— > [E, Cpe~7 M +ECOt 1 H(1)], 3.1
115G, [Eo Cp () 3.0
"a jej transformata Laplace’a:
G(p) = E, Pry . (2)
- plp+y(1+EoCo)l

Dzigki zastosowanin metody bezposredniej Ritza zadanie szukania ekstremum funkcjo-
natu #[0", C", Uj] sprowadzilo si¢ do zadania poszukiwania ekstremum funkcji, ktorej
argumentami sa poszukiwane funkcje czasu a,(t), b(t) i ¢.(¢). Warunek istnienia ekstre-
mum tej funkcji prowadzi do ukladu trzech réwnan Eulera-Lagrange’a. Po dokonaniu
na tym ukladzie transformacji Laplace’a, uwzglednieniu (3.2) i wprowadzeniu oznaczet
z tabl. 1 otrzymamy:
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[a, %, +a,+aspla,+[b, xu]gk'*' [Cx Xea+ €% P+

CeMca Cr%aa P |- _ i *er
R peladm ] o9

[asx,]ac+ [b2 + b3 plb,+ [Cs *r+ ﬁ%].c_k = —jz_ Cypds, B4

Tabela 1. Oznaczenia wprowadzone na ukladzie réwnai Eulera-Lagrange’a w przestrzeni obrazu

Warstwa sprezysta Warstwa lepkosprezysta

E, ~ -
t) = E;H(t ED=60t)= ——" — 1+ EgCopt
E(t) = EoH(1) (1) O] 115, C [E;Coe oot .t H ()]
hl

a; = —m?(2k—1)>—
n

" ay = —n*(k—1)2Drhm

as = —hm
as = by = B*(2k—1)*h
as = ¢ = —73(Qk—1)3E,

dg = €2 = —ﬂ(Zk—l)tho
ar = ¢s = (2 —~1yE3Co
as = ¢7 = 2k— ) KpEECo
by = —n*(2k—1)2D.nh
by = —h3n
be = ¢3 = 7*(2k—1)°E,
| bs = ca = —nQk—1)*yE3 Gy,

15
= —— n2(2k—1)*hE,
Ca 14 ( ) 0

. E2
= —m*k—1)*
€s =~ @k=D" 5
15 ~
Cy = ——En’(Zk—l)zhyEgco
~ 2+Eoéo
= (k- 1)*E3y*Co —————
€10 ( YEGy*Co Dok
= ot zk___l 4E3
C1y 7 ( )'ES D.lh
dy = (= 1)***F°m|(2k—1)

d» = (=1 BE, Up [(2k—1)0,

dy = (=1 Hon)(2k—1)

15
de = ——— —1 k+1E hz
A 14( YHiE,

i

(_1)k+1thzé)_b‘/(7b L
ds = — (= 1) BPYEZCo Ub/Oy

ds

15 -
d; = g7 (—DgH H*yESCo
dy = — (=1 2yE; CoB,|Us
Ry = ‘}’(1 +E0C";)
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A7¥co Qg %e1 P bsnr
b b
[as"c1+as"clp+ TR, + P+ R, ] I¢+[ adr+——5H— +R0] [y (3.5)
Co D CroXcar
F+lcspacsxeynr+ +
[“”*5 SIS (p+Ro)2]
d, dg %y )
= 4U,,(d,,+d5:\c¢1+ p+R0 p+R0 .

Z ukladu réwnan (3.3)+(3.5) obliczamy wartoéci poszukiwanych funkcji ay(p), E(p)
¢(p) w przestrzeni obrazu. Dokonujac nastgpnie retransformacji Laplacc a po wstawienin
do (2.7)=+ (2.9) otrzymujemy poszukiwane wielkosci polowe:

n
4 2 1 n(Rk—1)
@"(X3, t) = @b [H(l)-}-; ak(f)COS '(—h—*x;; ) (3.6)
k=1
n ( k
4 a(2k—1
C'(xs, 1) = C, [H(t)+; E bk(t)cos—.—h—)— x3], G.7
k=1 .
Tabela 2. Wspélezynniki rozwigzania zadania poczatkowo-brzegowego w warstwie lepkosprezystej
a R’—R*A,+ R34, -R*A3+ RA,—
0
(R+P1x) (R+D26) (R+p3x) (R+par) (R+ psi)
b R®—R*B, +R*B; —~R*B:+ RB.— B
Do
(R+21)(R+p2)(R+pac)R+Pas)(R+Psk)
c —R*C,+R3*C>—-R2C3+RC4~Cs
°
(R+P 1) (R+p2x) (R+pax) (R+Ppax) (R+psi)
a Pic+Dh A+ 05 As+phAs+pudat As
poA
(Pok+ R) (P1x—p1k) (Pre— P21} (Pix— P3x) (Pix~ Pax) (P — P i)
b Pix+ptBi+pixBs+piBi+puBy+ Bs Bez czynnika w mi-
¢
(P + R (P —P1x) (Pix—p24) (Pix— 236) (Pix ~— Par) { Pk — Psx) nowniku, dla kto-
rego wyrazenic w
c Pic+ Dt Ci+ 05 C2+ 0k Cs+piCa+ Cs : pnawiasach (...) jest
£
(Pix+ R (Pi—p1x) (Pix— Pae) (Pix — P3¢) (Pix—Par) (Prx— DPsx) roéwne zeru.
a PietpteAi+picAz+pliAs+puAs+ As
Qir
P+ R)*(Pix—P16) (Prc—P22) (Px—P3x) (P1x— Pax) (Pic— Psx)
b Pic+phBi+pB2+pfiBs+puBs+ Bs Bez czynnika w mia-
DOix
(Pi+R*(pix—p 1) (Pix— P2x) (Pix— Pax) (Pre— Pax) (P1xc—DPsk) _ nowniku, dla kto-
' rego wyrazenie w
R PAPHCi+ PR Cotphi Ca+piCo+Cs nawiasach (...) jest
LR
(Pix+ R (pix—p1x) (Pix— p2x) (i —P31) (Prx—Pax) (Pik—Psx) rowne zeru.
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. 4 n ) -
Ui(xs, 1) = U, [H(t)x3+7{2 c,‘(t)s1n~—gf(iljl—l—)_ xs], (3.8)
=1
gdzie:
s .

alt) = A|goe 4 D gremm], (3.9)

=1
bi(t) = [boe"“+2 bier], (3.10)

=1
ci(t) = Q[EOC_R"*"Z Q:ep”‘t] s (3.11)

i=1

a wspdtczynniki g;, b, i ¢; znajduja si¢-w tabl. 2.
Wielkosci 4, 41, ..., 4s, B, By, ..., Bs, C, Cy, ..., Cs z tabl. 2 oraz z zaleznosci (3.9)+
+(3.11) sa funkcjami stalych materialowych, oraz wspélczynnikow sprzegajacych (2.15)+
+(2.18). Wystepujace w zaleznodciach (3.9)+(3.11) wielkosci py (@ = 1, ..., 5) sa pier-
wiastkami réwnania pigtego stopnia (p®+p*D;+p3D,+p?*D;y+pD,+D;s = 0), ktére
rozwigzywano numerycznie.

Pole odksztalceri dla danego zadania poczatkowo- brzegowego otrzymamy z zalez-
nosci na tensor odksztalcenia Cauchy ego [6, 10 11]:

SU=—(UIJ+UJ ,) g 833(JC3, t) =

= U,,[H(t)+ 4 Z(Zk e (t)cos (2]2 D x3]. (3.12) .

z kolei przystapimy do wyznaczenia sktadowych tensora naprezenia [6]:
JU :2y*d8;j+(ﬂ*da‘,‘k—yT*d@+yc*dC)6,1. (3.13)

Jezeli na zaleZznosci (3.13) dokonamy transformacji Laplace’a, skorzystamy ze zwiazkéw
(3.1) i (3.2), oraz z transformat wielkosci polowych (3.6)+(3.8), to po retransformacji
otrzymamy nastgpujace skladowe tensora napregZenia w przestrzeni oryginatu:

‘ E, .
0h1(x5, 1) = 03,(x3,1) = 02’] { > e13x(xs, 1) +
- [acC}’((xS’ t)+ “T@';Z‘(x3, t)]}, (3'14)
033(x3,1) =0, (3.15)

gdzie:

6355, ) = 6, [HO) + Ztakm ax(0leos 2D L e



514 M. WROBEL

ﬂi_ﬁ xa}, (3.17)

R 1) = GO+ D) )= B0 cos
: k=1

n

Banes, 1) = U HO) + & 3 Q= Dl can@l-c0 "D 2L 1

k=1
przy czym: S
ayp(t) = Ag [gote"’"+2q,R(ePlk'-—e'R')], .19
i=1
5
Bir(t) = Br [Bote™ ¥ + D) bin(e?s =), (3.20)
i=1
5
c(t) = Ca[cote ™+ D) cufers —e~%)], (3.21)
i=1 .
Ag = AyEyCy, By = ByE,C,, Cy = CyE,C,, (322

a wspélczynniki ao, bo, Co, @iz, bir, cir Znajduja si¢ w tabl. 2.

4. Realizacja numeryczna i zestawienie wynikéw

W oparciu o przedstawione rozwigzanie analityczne opracowano program na EMC
ODRA 1204 w jezyku Algol 60. Do przeprowadzenia obliczen wykorzystano nastepujace
wartosci odpowiednich wspdlczynnik6éw i funkcji materialowych dotyczacych dojrzewaja-
cego betonu (po sprowadzeniu do jednostek ukiadu SI):

— wspolczynniki dyfuzji D, [5, 17, 20] i przewodnosci cieplnej Dy [3, 9]:
D,=6-10"% [m2/h], D;=4-10"2 [m?/h], “.n

— wspolczynniki rozszerzalno$ci cieplnej oy [3, 9] i dyfuzyjnej o, [5, 7]:
oy = 47-10"¢ [1/K], o,=1.25-10"5 [m3/kg], “.2)

@

4 ®LK]
104 40
03735
10
a7
a6 251
05{ 20
041 e
o3
02t
011 37

0.5h

a0 o1 02 @3 04 ps §0-]

Rys. 2. Rozkiad temperatury w warstwie dla przypadku:
Ky = Kp = Xca = Hcg = 0
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gl
10 C kg Im3]
OB L
0.6
04
02

00 01 a2 03 o0& o5 }HI
Rys. 3. Rozklad koncentracji w warstwie dla przypadku:

XKy = Xy = Xca = ¥cy =0

ced
tof §¢ (kgim3)

10

29
08,
o7t
05t
05

0AT

a0 a1 02 a3 o+ o5 i3

Rys. 4. Rozklad koncentracji w warstwie lepkosprezystej dla czasu ¢ = 720 h

D #y=sr=%c3=0; i #0o0raz x, =xr=0;, ;%0 %0
Q@*xu#0, xr=xc3m0; x #0orazwx, #0; xr=0; %290, % v¥0
DHe=0; %r#0; 22=0; s, #0o0razx,=0; xr%0; x3#0; 2 #0
D #0; %r#0; 3 =0; xc, %00z % #0;%r#0, %290 x,.%#0

— wspélczynniki materiatowe m [3, 9], n, [ [21, 22]:
[ =13054 [J/kgK], m = 7862.5 [J/m*K?],
n = 134.2 [J/m3kg?], -
— wspolczynniki Cp i y [5, 7):
Co =9.75-10-° [m?/N], y = 12.46-10% [1/h], (4.4)

4.3)
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a0 o1 o0z a3 os a5 I3
Rys. 5. Rozklad koncentracii w warstwie lepkosprezystej dla czasu ¢ = 720 h
Q"u=xr=‘xcz=7‘cx =0
@Dx,. %0, xr=rxcz=wnxc;=0; oraz x#0; xr=0; %2%#0; x,=0
oraz #,=0; xr#0; %2 %0, % =0
@y =0; 2r#0; xcz=1xc, =0
O, #0;, #r#0, n;=%1=00r02 % #0; xr#0; xc2%#0; 2;5=0
xl=x1-=0; xc,;éo;. )tc;=0

— modut sprezystosci podiuznej E, [9] i wspélczynnik Poissona » [7]:
E;=2-1019 [Pa], v= —é- (-1, 4.5)

— warunki brzegowe w temperaturze 6, [3] i koncentracji C, [7]:
6, =40.0[K], C,= 10.8 [kg/m?]. (4.9
Wyniki numeryczne przedstawiono w postaci graficznej na rysunkach 2+15. Majac
na uwadze ograniczony obj¢to$é pracy zilustrowano ‘tu tylko najistotniejsze z nich
Ze wzgledu na symetrig zadania (rys. 1) na wykresach przedstawiono jedynie wyniki prze-
biegu proceséw dla polowy rozpatrywanej warstwy. Aby umozliwi¢ lepsza analizg ilo$-
ciowg prezentowanych wynik6w wprowadzono nast¢pujace zmienne bezwymiarowe;
X3 (0] C ' o
=5 @=9g Sf=¢ =5 @7
przy czym dla temperatury i koncentracji poziomem odniesienia sa zadane wartosci
temperatury i koncentracji na brzegach, natomiast dla naprezeii — poziom ustalonych
naprezen osiaganych w rozpatrywanym procesie w warstwie sprezystej. W trakcie analizy



Rys. 6. Rozklad naprezehh w warstwie lepkosprezystej dla czasu ¢ = 384 h

He =0 [xy =0 % =0 % %0 % #0

xT=OA KT":O Xt #0 T "-=0A7¢'|' =0
%c2 =0 |xc; #0 %cz # 0 #c2 =0 %3 #0
%, = 0 ®xey =0 ®cy =0 %y =0 %er = 0
®e =0 ® #0 ®e #0 %y =0 % =0
®r #£0 ®p # 0 ® 0 % 0 |xr =0
r_ ® r ® r # @ r = N

%c2 =0 %ca # 0 Xca2 =10 e, =0 |xc2a # 0
*®c1 =0 *c1 =0 #gy = 0 #c 0 |x%c: # 0

% =0 % #0 ®e ¥0 #e =0 e #0 ®, #0
®r #0 xr =0 xr =0 ®r # xr #0 xr #0
%c1 # 0 %c; =0 %cy # 0 #cy =0 ®’¢c1#0 *#cy = 0
*ca # 0 xc2 # 0 xc2 # 0 %2 #£ 0 %c2 # 0 xcy ¥ 0

00 02 G304 05 I

- 0,21

0.3+

04+

Rys. 7. Rozklad naprezen w warstwie lepkosprezystej dla czasu t = 720 h
%, =0 xy =0 (% #O0 ®e %0
®r =0 %r =0 lur =0 xr =0
A A
%c2 =0 ®ca #0 |2 #0 . |%2=0
ey = 0 %y =0 |x%ep =0 #ey =0

@

1517)



%y =0 %y =0 ®e #0 ® #0
#r %0 xr 0 wr #£ 0 xr %0
@ A A
2 %0 |%ca=0 |x%c2#0 %ca =0
xc1 =0 e = 0 ey =0 % =0
% =0 ([x, =0 % #0 %, #0
® ¥r =0 |xr =0 xr =0A xy =0
%ca =0 |#ca =0 ¥c2 =0 |xc2a #0
#c; =0 (%1 %0 %1 #0 |wey #0

e =0 f[xy =0 ¥y #0 Xy #0
Xr #OA xr ¥ 0 xr %0 xr #0
%c1 £ 0 %, =0 x%cy # 0 %c1 =0
%ea %0 |%c2 #£0 %ca ¥ 0 %ca £ 0

Q0 01 02 03 ot 05 _ %Y

86h

-81 6tMPa2
663

Rys. 8. Rozklad napreienn w warstwie lepkosprgzystej dla przypadku:
Ky = X1 = Xcz = %cy = 0.
Dla 7 = 96 h pojawiaja si¢ zauwazalne rdznice migdzy naprezeniami w warstwach sprezystej i lepko-

sprezystej
00 al 02 a3 04 a5 L=
-1
02
=2
—t = oo
Q4q -3 720h
-4 384h
061 .
_5
0816 9%h
+ =7
107 -
8 6 {MPa)
(-]

Rys. 9. Rozkiad napre¢zelt w warstwie lepkosprezystej dla przypadku:
#r # 0, Xy =xc3=1%c;=0
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Rys. 10. Rozklad naprezen w warstwie lepkosprezystej dla przypadku:

%cr # %c1 # 05 % =xr=0

® 6 [MPa]
ol-] ¢

Rys. 11. Rozkiad naprezeh w warstwie lepkosprezystej dla przypadku:
®r # %c2 £ 03 %=0; xc, #0

0] 0.5 1 2 4 8 16 24 48 96 192 384 T20 1440 .2880 tn
+ -1 1
0'21.
-.2 Q
D4t -3
-1, @
e
08t ~® @y-00
a9l @y
107 g~ — @Y 05 —— —— — — — — e ——————— —
6IMPa]
1 §-15¢

Rys. 12. Warstwa lepkosprezysta. Rozklad naprezef w czasie dla przypadku: %, = %r = %x¢c2 = %c1 = 0.
Linig przerywana ozpaczono poziom ustalonych naprgien (# = 2880h) w warstwie sprezystej

15191
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0 05 1 2 4 8 2% 48 96 192 384 720 1440 2880  t[h)

_1 1
02 2 @
-2 )
ast -3
4l . 2
0'6 -5 @ ‘=00
08t 6T @ ¥=03
- @ }=0.45
0} gf— == e e
¥ 6[MPa)
gt

Rys. 13. Warstwa lepkosprezysta. Rozklad paprezent w czasie dla przypadku: %, 5 %xcy % 05 %y = %¢y =
= 0. Liniag przerywana oznaczono poziom ustalonych naprezen (# = 5760h) w warstwie sprezystej

0 05 1 24 8 1B2% 48 9 192 386 720 140 2880  _t[h]

~1 < @
02 2

_2 3
04] -3 ‘

3

1 -4
0.6 —5 ®‘=0.0
08| -6 @y-03

- @1=045
10} ghm e e e —

Y 6 [MPa]
Yol-1

Rys. 14, Warstwa lepkosprezysta. Rozkiad naprezedi w czasie dla przypadku: s, 3% »r 3¢ %c2 3 %cy # 0.
Linig przerywana oznaczono poziom ustalonych naprezen (¢ = 5760 h) w warstwie sprezystej

prezentowanych. wykresow korzysta¢ malezy z definicji wspdlezynnikéw sprzegajacych
(2.15)+(2.18). Kazdy z nich w zaleznosci od stopnia sprzeZenia rozpatrywanego zadania
przybiera¢ moze bowiem warto$¢ rowna lub rézna od zera. W ten sposéb zadanie w spo-
s6b naturalny dzieli si¢ na szesnaécie elementarnych przypadkéw. I tak np. zadaniu
zupelnie niesprz¢Zonemu odpowiada przypadek wx, = xp = %, = %, = 0, natomiast
zadaniu w ktdrym wystgpuje pelne sprzezenie rozpatrywanych pél — przypadek x,3
#E Ry F Koy F ¥y # O
Brak peinego kompletu danych dla innych technologii sprawil, Ze przyjeto beton jako
rozpatrywany ofrodek. Nalezy jednak pamigtaé, ze w toku rozwigzania postawionego
problemu poczatkowo-brzegowego poczyniliSmy szereg zaloZen upraszczajacych, z ktd-
. rych najistotniejsze to pominigcie Zrdet ciepla i masy, oraz przyjecie statych (usrednio-
nych) funkcji materialowych okreélajacych wlasnosci fizyczne betonu. Okazuje sig, Ze
w sytuacjach, gdy zmiany temperatury i koncentracji wywolane reakcjami hydratacji
sa male w poréwnaniu ze zmianami tych wielkoSci spowodowanymi przeptywami ciepla
i masy, to zaniedbanie Zrédel ciepla i masy jest uzasadnione. Przyjecie takiego uprosz-
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0__ 05 1 2 4 8 164 48 95 192 38 720 %40 2880 _t[h]
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c2 g - T ry
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Rys. 15. Warstwa lepkosprezysta. Rozklad naprezed w czasie dla £ = 0.3. Linig przerywana oznaczono
poziom ustalonych naprezefi w warstwie spreZystej

czenia jak roéwniez przyjecie stalych (uérednionych) warto$ci wspotczynnikéw dyfuzji
i termodyfuzji jest na podstawie prac [17, 20, 22] obszernie uzasadnione w pracy [2].
Analizowane w pracy zadanie poczatkowo-brzegowe nalezy wigec traktowad jako
kolejne przybliZzenie tego zlozonego problemu. Ze wzgledu na ograniczona objgtodé pracy
nie bgdziemy tu przeprowadzali szczegétowej analizy otrzymanych wynikéw numerycz-
nych. Warto jednak zaznaczyé — pozostaja one w dobrej zgodnosei z wynikami innych
autordw. I tak, jezeli chodzi o wplyw sprzgzen na rozwdj pola cieplnego, oraz sprzeze-
nia cieplno-dyfuzyjne z pracami [2, 17, 20, 22], natomiast w zakresie zagadnien sprzeZe-
nia pola mechanicznego z polem koncentracji — z pracg [16]. Otrzymane wyniki nume-
ryczne w sensie opisanych wczesniej zaloZen upraszczajacych nabieraja znaczenia jako
wyniki ilosciowe obrazujace wplyw sprzezen rozpatrywanych pdl na siebie. Moga si¢ one
- okaza¢ pomocne w rozstrzygni¢ciu nierzadkiego dylematu, czy dane zadanie poczatkowo-
brzegowe rozwiazywaé jako niesprzezone, czy tez analizowaé bardziej zioZzone zadanie
sprz¢zone. \
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PeszwmMme

TEPMOIOHNPPYIHWOHHBIE ITEPEIUIBIBEI CBA3AHHLBIE C ITOJIEM
HAITPSDKEHHMSI B BA3KOVYIIPYIOCTHU

B pabore obcy:xneHo TepMonuddhy3noHHbIe NepenbiBbl CBA3aHHBIE C MEXAHHIECKHM IIOJIEM B Ofi-
HOPOJHOM, H30TPOMHOM, BA3KOYNpyrom ciioe. Ilpomecc BEISBLIBAIOT N2HHbIE BENWUMHEL TEMIIEPATYpPbI
M KOHLEHTPALMX HAa KpPax CJIOA, TaK JKE KaK IPOMCXOJHMT B KIIACCHYECKOM Ipolecce 3anapupanus Ge-
Toa., Jis peweHHs npoGNeMsl HCIOMB30BAKO COOTBETCTBYIOWIMA QYHKIKONAN M MOTUbHUHPOBAEHEEIL
HenoCpeACTREHHbI MeTof Purna. PeaysbraTe! IIpeacTaBieHo B rpaduueckoit gopae.

Summary

HEAT AND MASS TRANSFER PROBLEM COUPLED WITH STRESS FIELD
IN VISCOELASTICITY

Problem of heat and mass transfer coupled with stress field in homogeneous and isotropic viscoelastic
layer is treated. The process is based on the value of temperature and concentration on the boundary as
in technological processes in concrete. The solution is based on the appropriate functional and a modified
direct Ritz method is used. The results are represented in the diagram form.

Praca wplynela do Redakcji dnia 21 maja 1987 roku.
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W pracy opisano mozliwoéé zastosowania programowanych badan zmegczeniowych
do przyblizonego wyznaczania granicy zmeczenia. Proponowana metoda podobnie jak
metoda Locati oparta jest na hipotezie sumowania uszkodzen zmeczeniowych sformuto-
wanej przez Palmgrena i Minera. Na podstawie licznych wynikéw badan zmeczenio-
wych dokonano analizy przydatnosci proponowanej metody oraz zakresu jej zastoso-
wan.,

Wykaz wazniejszych oznaczen

i - — numer stopnia napr¢Zen w stopniowym programie,

k — liczba stopni naprezed spelniajacych warunek o, 2 Zg,

N, = In; —ogdlna liczba cykli obcigZenia programowanego do zniszczenia zmecze-
niowego prébki, '

n; — liczba cykli zrealizowana do zniszczenia zmeczeniowego prébki na i-tym
stopniu 7; = Any, '

n — ogo6lna liczba cykli w okresie programu,

nay -—liczba cykli o amplitudzie ¢, w okresie programu, '

s — odchylenie standardowe odpowiadajace granicy zmeczenia Zs W MPa,

Sz — odchylenie standardowe granicy zmeczenia w MPa,

Zg — granica zmeczenia w MPa (wielko$¢ losowa),

Zg — $rednia wartoéé granicy zmeczenia dla programu o okreslonej wartosci
Oumax W MPa, :

Zg —$rednia wartoéé granicy zmeczenia dla wszystkich warto$ci Ggma, W pro-
gramie o okre§lonej postaci w MPa,

¢ — wsp6lczynnik wypelnienia programu obcigzen ‘(widma obciaZen),

A — liczba powt6rzen okresu programu do zniszczenia zmeczeniowego probki,

8*
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Cai — amplituda naprezed i-tego stopnia w MPa,
Gamax = 0oy, — Maksymalna warto$¢ amplitudy napreZed w programie odpowiadajaca
- amplitudzie pierwszego stopnia.

1. Wprowadzenie

Dokladne wyznaczenie granicy zmegczenia wedlug metody schodkowej (staircase
method) i metody Probit, opisanych m.in. w pracach [1] i [2] wymaga przeprowadzenia
dhugotrwatych badafd zmeczeniowych na ponad 25 prébkach do bazowej liczby cykli
Ng od 5-106—5-107 cykli. Od dluiszego czasu poszukiwane sg metody skréconego
wyznaczania granicy zmeczenia. W literaturze opisano: metode brzegowa (boundary
technique) [3]1 [4] i pelnobazowych stopniowych przeciazen [5]. Metody te umozliwiajg
wyznaczenie parametrow statystycznych granicy zmegczenia na podstawie mniejszej liczby
prébek, jednakze z mniejsza dokladnoscia niz w przypadku metody schodkowej i Probit,

Niedogodnoscia w stosowaniu wymienionych metod poza czasochlonnoécig badan
jest to, ze wymagaja one wstgpnego oszacowania granicy zmeczenia z wzglgdnie duza
dokfadnoécia, dla przyjecia pozioméw naprezen, na ktérych badania te si¢ rozpoczyna.
Gdy takie oszacowanie (np. na podstawie wytrzymatosci na rozciaganie R,,, czy danych
literaturowych dotyczacych badafi zmegczeniowych podobnych prébek lub weziéw kon-
strukecyjnych) jest niedokladne, liczba prébek potrzebnych do badai rosnie o te liczbe,
ktéra przeznacza sig na wstepne badania, ktérych celem jest orientacyjne wyznaczenie
granicy zmeczenia. :

Wymienionych niedogodnoséci nie posiadajg t.zw. przyspieszone metody np. Locati
iProtta [6]. Pierwsza z wymienionych objeta zostala norma ZSRR [7]. W metodach tych
zastapiono obciaZenie zmienne sinusoidalnie o stalej amplitudzie, obciaZeniem progra-
mowanym. Skrécenie czasu badan otrzymuje si¢ przez zmniejszenie liczby badanych prébek
(wszystkie prébki ulegaja zniszczeniu zmeczeniowemu) oraz realizacja mniejszej liczby
cykli do zniszczenia probki niz przyjeta graniczna (bazowa) liczba cykli np. w metodzie
schodkowej, czy brzegowsj.

Metodami przyspieszonych badan, granicg zmeczenia wyznacza si¢ posrednio, co jest
powazna wada. Do obliczef stosuje si¢ ogélnie znana liniowa hipoteze sumowania usz-
kodzen zmeczeniowych Palmgrena-Minera. W wielu pracach m.n. [8] i [9] wykazano,
ze zaleznie od warunkéw obciaZed otrzymuje sie rézng zgodno$¢ tej hipotezy z wynikami
badari. Istnieja jednakze takie zakresy obcigzef programowanych, w ktérych zgodno$é
liniowej hipotezy jest zadowalajaca [10]. Podstawowym czynnikiem wplywajacym na
niezgodno$¢ hipotezy z wynikami badanf jest przyjecie do obliczen sumy uszkodzed nie-
dokladnego opisu wykresu zmgczeniowego jako linii famanej. Wykazano juz w pracy [11]
co potwierdzono takze w pracy [9], Ze szczegdlnie w zakresie naprezefi bliskich granicy
zmgezenia, wykres zmeczeniowy odbiega od przyjmowanej; powszechnie linii lamanej.

Celem pracy jest analiza mozliwosci zastosowania prog{amowanych badaf zmegcze-
niowych do wyznaczania granicy zmeczenia, poréwnanie proponowanej metody z metoda
schodkowa 1 metoda Locati oraz okreflenie warunkéw badan wptywajacych na doklad-
no§¢ wyznaczenia granicy zmeczenia wedlug proponowanej metody i metody Locati.
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2. Sformulowanie problemun

W metodzie wyznaczania granicy zmeczenia opartej na wynikach programowanych
badan, podobnie jak w metodzie Locati, zaktada si¢ shuszno$é liniowej hipotezy sumo-
wania uszkodzen zmeczeniowych:

ny
N, T

i=1

1,0 (1)

przy czym sumowaniu podlegaja liczby cykli »; na stopniach naprezeh o,; = Zg .

O) ‘} e a b a
6g \
\
\
\
\ .
Bat \\ 2
Boz " 4
5
605 5 3
7 IS T~ - ZGO
nj|=ng f ) T
—=
Ni= Ngg Ngp Nsg Nac N Tag . N
Na ni
ADy

Rys. 1. Schemat programdbw obciazen do wyznaczania granicy zmeczenia metoda : a) Locati, b) programo-
wanych badan

Spos6b postgpowania moze by¢ objasniony na przykiadzie metody Locati — rys. la.
Zastosowano tu program obciazen stopniowo rosnacych do fmomentu zniszczenia prébki
lub elementu konstrukcyjnego w purnkeie K, na poziomie naprezen a,,, po zrealizowaniu
7 stopni obcigzenia. Poniewaz nie jest znany rzeczywisty wykres Zmeczeniowy, przyj-

n| e
Ni |
Y
20 \
Y o
G
1,0 = 5
) c
\\\ d
N \O\
Q g
Zoy  Zo Zo, o 6q

Rys. 2. Schemat do interpolacyjnego wyznaczania granicy zmeczenia
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mujemy na podstawie literatury lub innych Zrédel orientacyjne wykresy a, b i ¢, wedhug
ktérych obliczane beda czastkowe uszkodzenia wedtug wzoru (1). Na podstawie otrzy-
manych z wzoru (1) wynikéw sumowania, dla poszczegdlnych wykreséw zmeczeniowych
sporzadza sie pomocaniczy wykres do interpolacyjnego wyznaczania granicy zmeczenia —
rys. 2. Granicy zmeczenia na tym wykresie odpowiada punkt G, dla ktérego suma uszko-
dzeh zgodnie z zaloZzeniem réwna jest 1,0.

W ten sam sposob postepuje sie dla dowolnego programu obcigZen o liczbie cykli
w okresie n;, powtarzanego do zniszczenia zmgczeniowego A razy — rys. 1b. W obu
przypadkach dla poszczegélnych wykreséw zmeczeniowych uwzglednia sig tylko poziomy
naprezen o, > Zg; (gdzie j = a, b, ¢), czyli dla wykresu a poziomy od 1—6, dla wykresu
b poziomy od 1-—4, dla wykresu ¢ poziomy od 1—3.

3. Wyniki badan zmeczeniowych i ich opracowanie

Dla oceny przydatnosci wymienionych w punktach 1 i 2 metod przyspieszonego
wyznaczania granicy zmeczenia przeprowadzono badania na prébkach z karbem (x =
= 1,65) wykonanych ze stali 45 w stanie normalizowanym w warunkach obrotowego
zginania. Opis prébki i pozostate wlasnosci mechaniczne podano w pracy [9].

3.1. Wyznaczenie granicy zmeczenia metodami schodkowa i Probit. POdetaWQ analizy byi 10Z-~
kiad granicy zmeczenia wyznaczony metoda schodkowa na 27 prébkach wedlug opisu
zawartego w pracy [2]. Schemat eksperymentu i wyniki badai pokazano na rys. 3a.

a) b) £
1796 A R
176,0 .. ] 3 3 | 10
172.4 - o—x _— 4 5 0,8
168'8' N " 3 5 0,6

8 5 - 4 9 0,44
’1‘:": - ~ o 1 {8 | ow

ool IR 1 |7 | om
122.2 I o——-o-tooo——— 0 3 0,0
150,8 ' L t 1 \ ! 1

! 1 5 0 15 20 % 30 PN 16 38

o brak pekniecia zmeczeniowego
x pekniecia zmeczeniowe probki

Rys. 3. Schemat badai zmeczeniowych metodg schodkowa i Probit

Z obliczen zamieszczonych w pracy [2], a dotyczacych omawianych w tej pracy prébek
otrzymano:

— $rednia wartoé¢ granicy zmeczenia
Zg = 165,5 MPa,
~— odchylenie standardowe
s = 10,33 MPa. -
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Wartosci te okreSlajg rozkiad normalny granicy zmeczenia. Nanoszac czestotliwo$é
wystgpowania zniszczenia probek na poszczegdlnych poziomach na siatke rozkladu

0,99 [}
- 25 =165,8 MPa
— sz= 6,0 MPa /
09— o84 ___ /
- o
g |
0,5
- 0389 ___ °
9
0,1 7
— s N ) N
L
0' 1 { 1 1

o |
1508 1544 1580 1618 1652 1888 V24 G_Mro

Rys. 4. Wykres$lne wyznaczanie rozkladu granicy zmeczenia metoda Probit

normalnego rys. 4 wyznaczamy Srednig warto$¢ granicy zmeczenia i jej odchylenie stan-
dardowe metoda Probit. Z danych na rys. 4 odczytujemy:;

Zs = 165,8 MPa,
oraz:
s, = 6,0 MPa.

Do wyznaczania tych danych wykorzystano wyniki badan metoda schodkows (rys. 3a)
uzupetnione dodatkowymi probami na dolnych poziomach naprezen (154,41 158,0 MPa)

350 T T
— a & \C
- N
6; 302 - N
N/mm? | N
250
200 ¢
[ 178
= \ I 166
| @D
- 199 ‘§ 154
160 n:
L
L1 7
104 [)5 106 Nc.n 10

Rys. 5. Schemat badaf zmeczeniowych metoda Locati probek z normalizowane] stali 45 dla trzech réznych
programéw obcigzen
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celem upewnienia si¢ o niepgkaniu probek oraz na gérnych poziomach (172,41 176,0 MPa)
celem potwierdzenia spostrzezenia o pekanitu probek (rys. 3b). Dane do wyznaczania
wykresu (rys. 4) wzieto z tabliczki zamieszczonej na rys. 3b.

3.2. Badania metoda Locati. Schemat badan zmgczeniowych metoda Locati przedstawiono
na rys. 5, na ktédrym oznaczono literami @, b i ¢ przyblizone wykresy zmeczeniowe obej-
mujace rozproszone wyniki badan w zakresie ograniczonej trwaloéci. Literami 4, Bi C
oznaczono programy obcigzen roZnigce sie przyrostem naprezen Ao na kolejnych stop-
niach, ktéry wynosi dla programu 4 — 25 MPa, dla programu B — 15 MPa i programu
C — 8 MPa. Liczba cykli na poszczegdlnych stopniach n; = 10° dla wszystkich progra-
mow. :

Wyniki obliczen sum uszkodzen zmeczeniowych Znm;/N; wedhig wzoru (1) podano
w tablicy 1 i na wykresie pomocniczym do interpolacyjnego wyznaczania granicy zme-

n
Tablica 1. Sumy uszkodzen Z‘TV‘— dla poszczegblnych programbéw ohciaZef
1

Program Obliczenia wedlug krzywej

obciazen a b ( c
1 2 3 ‘ 4
A 1,1 0,44 0,1
B 1,4 0,6 0,2
C 2,08 0,9 0,32

czenia (rys. 6). Krzywe 4, B i C pokazane na tym rysunku powstaly z polaczenia punktéw:
a-wyznaczonego na podstawie sumowania uszkodzeh wedlug wykresu zmegczeniowego
a z rys. 5, b — podobnie, z obliczer wedhtg wykresu zmeczeniowego b i ¢ — wyznaczo-
nego wedtug wykresu zmeczeniowego c. : "

Dla programu 4 punkty te sa bez oznaczen, dla programu B — ze znakiem prim (),
dla programu C — ze znakiem bis (). Dla Zn;/N; = 1 otrzymuje si¢ nastgpujace wartosci
granicy zmeczenia Zg, = 155 MPa, Zgp = 159 MPa, Z;c = 164,6 MPa.

3.3. Programowane badania zmeczeniowe. W programowanych badaniach zastosowano pro-
gramy obcigzefn z nieregularnym nastgpstwem stopni I, stopniowo rosmacych naprezei

\o"

>
_155____{ 4
./
/4
o,

50
1 160 70 e

Rys. 6. Wykres do interpolacyjnego wyznaczania granicy zmgczenia probek ze stali 45
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a b) c d
) 1 Lo Hi ) : Lo Hi Lo ) PR
P2 F2 3 2P F K
4
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6
B s | F1é Fy Fy

I

Rys. 7. Schematy programdw obcigzen zastosowanych w badaniach zmeczeniowych
Lo— Hi, stopniowo rosnacych a nastepnie malejacych naprezen Lo~ Hi— Lo oraz z pse-

udolosowa zmiang amplitud PR, pokazane na rys. 7. Dane liczbowe w ukladzie wartosci
wzglednych zamieszczono w tablicy 2. Badania programowane przeprowadzono na kilku

Tablica 2. Dane liczbowe programéw obcigzen

Nr poziomu i 1 2 3 4 5 6 7 8

CatCamax 1,00 0,875 | 0,750 | 0,625 | 0,50 0,375 0,250 | 0,125

0,34 | 0,006 | 0,012 | 0,038 0,08y | 0,138 0,205 0,305 | 0,170

‘n
@ =2 dia £ 0,56 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0;125 | 0,125 | 0,125 | 0,125 | 0,125
n

0,77 | 0,170 | 0,305 | 0,205 | 0,138 | 0,081 0,038 0,012 | 0,006

poziomach O, oraz dla trzech wartosci wspdlczynnika wypelnienia widma ¢ = 0,34,
0,56 i 0,77. Do obliczen sum uszkodzen przyjeto te same orientacyjne wykresy zmecze-
niowe, jak w punkcie 3.2 w badaniach metoda Locati. Dane liczbowe do wyznaczania
granicy zmeczenia, dla programu z nieregularnym nastepstwem stopni I i wspélczynnika
wypelnienia widma & = 0,34 podano w tablicy 3. Podobny zestaw danych dla widm
0f = 0,561 ¢ = 0,77 zamieszczono w tablicy 4, tu takze realizowano program obciazen L
W kolumnach 2 tych tablic podano maksymalne amplitudy naprgzed w programach
Oamax = Ogq . Wartobci napréiéﬁ dla pozostatych pozioméw ¢, obliczamy postugujac si¢
danymi z wiersza 2 tablicy 2. Podobnie znajac catkowita liczbg cykli do zniszczenia N,
podang w kolumnach 3 tablic 3 i 4 obliczyé mozna dla poszczegdlnych wartoéci £ warto$ci
n; = a; N, biorac dane «; odpowiednio dla ¢ z wierszy 3, 4 i 5 tablicy 2. Wartosci N; do
obliczenia sum uszkodzéri mozna odéczytaé (lub obliczyé z réwnan) z wykresow zmecze- -
niowych pokazZanych na rys. 5, przy czym 2, jest suma obliczong wedlug wykresu a,
25y — wedtug wykresu & oraz podobnie X jest suma obliczong wedtug wykresu c.
Wartoéci tych sum zestawiono w kolumnach 4, 51 6 tablic 3 i 4.

Z wykreséw pomocniczych. do interpolacyjnego wyznaczania granicy zmgczenia (tu
nie pokazanych ze wzgledu na ich duza liczbe) wyznaczono wartosci granicy zmeczenia Zg;
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zestawione w kolumnach 7 tablie 3 i 4. Dane zawarte w tych tablicach uzupelnione o war-
toéci érednie i odchylenia standardowe granicy zmeczenia wyznaczone dla poszczeg6lnych
pozioméw naprezen um.. (kol. 8).

Tablica 3. Dane liczbowe do wyznaczenia granicy zmeczenia probek z karbem :o = 1,65) wykonanych
z normalizowanej stali 45, obciazenie programowane I o wspélczynniku wypelnienia { = 0,34

Nr O amax N . Zg Zs
probki [MPa] 10+ ey Lo o [MPa] 2
1 2 3 4 5 6 7 8
1 13 0,6 0,28 0,12 150,0
2 18 0,83 0,41 0,2 152,5 155,13
3 365 24 1,09 0,54 0,27 155,5 5,41
4 35 1,59 0,8 0,4 162,5
5 67 1,82 0,74 0,34 163,0
6 63 1,72 0,7 0,31 162,0 162,13
7 325 77 2,09 0,84 0,4 165,0 72,37
8 48 1,30 0,53 0,26 158,5
9 140 1,76 0,84 0,39 163,5
10 80 1,03 0,5 0,24 155,0
11 100 1,25 0,6 0,27 158,0
12 95 1,19 0,57 0,25 157,5 158,24
13 285 120 1,50 0,73 0,35 161,5 3,26
14 77 0,95 0,45 0,22 153,5
15 9% | 1,20 0,57 | 027 157,3
16 1o | 1,37 0,66 0,31 159,6
17 150 0,96 0,31 0,15 153,8
18 130 0,83 0,28 0,11 152,0 155,30
19 245 200 1,28 0,42 0,20 157,4 2,88
20 220 1,39 0,46 0,22 158,0
21 4000 0,08 0,02 0,01
22 9500 0,19 0,04 0,02 —
23 205 17000 0,33 0,09 0,04 —
24 3500 0,07 0,02 0,01

Celem poszerzenia analizy o wplyw postaci programu obcigZzei na wyznaczang gra-
nicg zmeczenia przeprowadzono obliczenia dla programéw obcigzen o sekwencji Lo— Hi
(stopniowo rosnacych naprezen) odpowiadajacej obciaZeniu wedhig metody Locati,
sekwencji Lo~ Hi—Lo (stopniowo rosnacej nastgpnie malejacej) oraz pseudolosowej
zmiany amplitud naprefen PR. Badania te przeprowadzono dla programéw o { = O,34f '
Zestawienie danych Zg;, obliczonych wedhig tych samych zasad co te, ktére zestawiono
w tablicach 3 i 4, podano w tablicy 5.



Tablica 4. Dane liczbowe do wyznaczenia granicy zmeczenia prébek z karbem (o = 1,65) wykonanych

7 normalizowanej stali 45, obcigZenie programowsane I o wspblczynniku wypelnienia £ = 0,56 i ¢ = 0,77

Nr Oamax 5 N > x x Zg Z
probki {MPa] 10* @ ® @ MPa] P
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 5,1 1,29 0,65 0,31 158,4
2 352 5,0 1,27 0,64 0,31 158,0 159,33
3 5,6 1,42 0,71 0,35 160,3 1,60
4 5,8 1,50 0,75 0,37 161,4
5 8,9 1,26 0,60 0,29 158,0
6 312 11,2 1,60 0,77 0,35 162,5 159,43
7 8,2 1,18 0,58 0,28 157,0 T2,45
8 9,8 1,40 0,70 0,35 160,2
9 20,5 1,54 0,77 0,38 162,0
10 272 056 | 186 1,40 0,70 0,35 160,3 | 158,83
11 15,0 1,13 0,55 0,24 156,0 2,80
12 15,7 1,18 0,56 0,27 157,0
13 33,0 1,14 0,55 0,27 156,0
14 %2 55,0 1,90 0,93 0,45 165,0 163,08
15 60,0 2,08 1,02 0,50 166,3 4,76
16 55,0 1,90 0,93 0,45 165,0
17 180,0 2,29 1,09 0,33 167,4
18 192 110,0 1,39 0,65 0,20 159,7 165,3
19 170,0 2,17 1,03 0,31 166,5 3,76
20 183,0 2,33 1,11 0,34 167,6
1 5,25 1,48 0,72 0,34 160,7
2 24 6,25 1,78 0,86 0,41 164,0 164,3
3 7,5 2,14 1,03 0,49 166,8 2,66
-4 7,0 1,99 0,96 0,46 165,7
5 15,3 2,76 1,33 0,63 171,0
6 205 7,0 1,29 0,62 0,29 158,4 164,7
7 9,9 1,78 0,86 0,41 164,0 5,20
8 11,3 2,03 0,98 0,47 165,8
9 16,4 1,81 0,81 0,39 163,6
10 263 077 | 24,0 2,29 1,02 0,50 166,5 162,78
11 18,4 2,03 0,91 0,44 164,8 4,54
12 10,2 1,13 0,51 0,24 156,2
13 27,0 1,59 0,74 0,30 164,8
14 230 25,0 1,47 0,69 0,28 160,5 159,60
15 24,0 1,40 0,65 0,26 159,8 475
16 16,0 0,93 0,44 0,18 153,3
17 95,0 2,26 1,11 0,26 167,7
18 196 55,0 1,32 0,64 0,15 158,4 164,13
19 140,0 3,28 1,63 0,38 172,0 6,84
20 55,0 1,32 0,64 0,15 158,4

15311
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4. Analiza wynikéw badan

Szeroki zakres wynikéw badan programowanych umozliwia dokonanie analizy wplywu
réznorodnych czynnikéw zwigzanych z obciazeniem na dokladno$é oceny parametréw
rozkladu granicy zmeczenia a przede wszystkim wpltywu:

— poziomu napr¢zen maksymalnych w programie oy, =

— wspdlczynnika wypelnienia widma (programu) ¢,

— postaci programu (sekwencji obcigZen).

Przed analizg wplywu wymienionych czynnikéw nalezy dokonaé oceny metod schodkowej
i Probit stanowiacych podstawe poréwnafdi wynikéw badan granicy zmeczenia.

4.1. Uwagi o wynikach badai metoda schodkowa i Probit. Badania zmeczeniowe wedlug wy-
mienionych metod prowadzi si¢ na kilku wybranych poziomach wokét prawdopodobne;j
granicy zmeczenia. Na poziomach tych czgsé probek (lub elementéw konstrukeyjnych)
ulega zniszczeniu, czg§¢é nie ulega zniszczeniu. Wymaga to przeprowadzenia wigkszej
liczby préb (ponad 20), poniewaz peknigeie lub nie peknigcie prébki na wybranym pozio-
mie wskazuje na to, w ktérym kierunku (niZzszych lub wyzszych naprezen) lezy granica
zmeczenia, natomiast nie wskazuje jej wartosci. Metody Locati i proponowana, oparta
na programowanych badaniach, daje pojedynczy wynlk z kazdej indywidualnej proby,
a zatem moze by¢ ograniczona ich liczba.

Poréwnanie parametréw rozkladu granicy zmeczenia wedlug wzoréw Dixona-Mooda
w metodzie schodkowej i wedhig metody Probit wskazuje, ze wartoéci $rednie granicy
zmeczenia sg praktycznie jednakowe (165,51 165,8 MPa), natomiast odchylenia standar-
dowe réznig sig'istotnie (10,3 1 6,0 MPa). W wielu badaniach prowadzonych przez autora
na elementach konstrukcyjnych zréznicowanych pod wzgledem ksztattu, wymiaréw
i materialu potwierdzono wymienione spostrzezenie. Z poréwnywanych metod doklad-

als

‘Metoda schodkowa
B85

o

Metoda Probit

186,4
Metoda Locati
‘0 o o
Metody programowanych obcigzen
157, 7%
< O3 g =034
161,23
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163,12 _
<——=om— £ =077
160,7 .
L Wyniki
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[ | | It ] I 1 ] |
140 - 150 160 170 180- 190

%55
Rys. 8. Graficzne przedstawienie przedziatéw ufnosci dla granicy zmeczenia wyznaczonej réoznymi metodami
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niejsza w ocenie odchylenia standardowego jest metoda Probit (w przypadku prawidlowo
przeprowadzonego doswiadczenia). MoZna z latwoscia zauwazyS, Ze wyznaczone wedhug
metody schodkowej podwdjne odchylenie standardowe jest wigksze od rozpigtosci (roz-
rzutu) wynikow badan. '

Szerokosci przedziatéw ufnosci (na poziomie 0,95) dla wartosci §redniej (grube strzalki)
1 pojedynczych wynikéw (cienkie strzatki) dla granicy zmeczenia wyznaczonej metoda
schodkowa i Probit oznaczono na rys. 8. Przedzialy te stanowia tlo wynikéw badan pro-
gramowanych i badan metoda Locati.

4.2. Analiza wynikow programowanych badai.

a. Wplyw poziomu napr¢ien maksymalnych w programie- Programowane badania zmeczenio-
we przeprowadzono na kilku poziomach napreZen maksymalnych w programie w zakre-
sie od 205—365 MPa co w odniesieniu do granicy zmeczenia daje zakres (1,2—2,2) Z;.
Na poszczegblnych poziomach badano 4 lub 8 prébek. Srednie wartoéci granicy zme-
czenia na poszczegélnych poziomach o m,x W réZnym stopniu odbiedaja od wyznaczonej
metoda schodkowa 1 Probit. Mniejsze roznice otrzymano dla wyZszych pozioméw napre-
26N Ogpax- W przypadku programu Ii £ = 0,34 badania na poziomie 6,msx = 205 MPa
nie daty rezultatéw (nieprawdopodobnie niska warto§¢ granicy zmeczenia), stad w pozo-
stalych programach dla { = 0,34 nie obliczano granicy zme¢czenia, poniewaz badania te
zostaly przeprowadzone z podobnymi rezultatami. Na tak niskich poziomach oy,
w obliczaniu sum uszkodzen uwzglednia si¢ nieliczne najwyZsze poziomy naprezer (1
do 3) dlatego obliczenia granicy zmeczenia sa niedokladne. Gléwna jednakie przyczyna
wspomnianej niedokladnosci jest to, Ze wykresy zmeczeniowe, jak juz wspomniano w p. 1
w obszarze granicy zmeczenia nie sg linia Yamana. Wykres w zakresu ograniczonej do za-
kresu nieograniczonej trwatoici przechodzi fagodnym tukiem (rys. 9) z punktu B o rzed-

x

~,4 21 B

:

No N

Rys. 9. Schematyczny przebieg wykresu zmeczeniowego w obszarze granicy zmeczenia

nej okoto 1,4 Z¢ [9]1 [11]. W analizie niezgodno$ci hipotezy Palmgrena-Minera z wyni-
kami badai [10] wykazano, ze uwzglednienie tego przejécia tukiem istotnie wplywa na
zmniejszenie wspomnianej niezgodnosci. '

Roéznice pomiedzy granica zmeczenia wyznacZona metodami schodkowa i Probit,
a wyznaczona w programowanych badaniach przy wysokich naprezeniach Oumgx (nP-
Camox = 365 MPa, { = 0,34 tab. 3) wynikaja z matej liczby powtérzeh programu do znisz-
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czenia zmgczeniowego probki. Mata liczba powtérzen programu A prowadzi do niedoklad-
nej oceny trwalosci N, stanowiacej podstawe wyznaczania granicy zmeczenia Zg (w przy-
toczonym przykladzie — duzy rozrzut przy matej liczbie wynikéw).

b. Wplyw stopnia wypenienia programu ¢, Poréwnujac dane zawarte w tablicach 3 i 4,
stwierdzi¢ mozZna, ze dokladnosci w wyznaczaniu granicy zmegczenia sprzyjaja wyniki
badan programowanych z rosngcy wartoécia wspdlczynnika wypelniania £. Najblizsze
wynikom otrzymanym wedlug metod schodkowej i Probit sa wyniki programowanych
badan z zastosowaniem programéw obciaZen o wspélczynniku ¢ = 0,77, niezaleznie od
poziomu naprezen maksymalnych w programie o m.,. Jest to zgodne z wnioskami zawar-
tymi w pracy [10], w ktorej wykazano, ze dla wysokich wartosci wspélczynnika ¢ zachodzi
wyzsza zgodnos$¢ hipotezy Palmgrena-Minera z wynikami badan. Podkredlié nalezy, ze
program obciazenr w metodzie Locati posiada wspélczynnik wypenienia ¢ > 0,5 (zbli-
tony do 0,56).

c. Wplyw postaci programu, Programowane badania zmeczeniowe prowadzi si¢ z zasto-
_sowaniem programoéw o réznej sekwencji poziom6éw naprezenia. Omdwione do tej pory
zagadnienia dotyczyty badan z zastosowaniern programu o nieregularnym nastepstwie
stopni. Celem umozliwienia przeprowadzenia analizy wplywu postaci programu (sekwencji
obcigzenia i liczby cykli na poszczegblnych poziomach) wyznaczono granice zmeczenia dla
programdéw o sekwencji: stopniowo rosnacych naprezenn (Lo — Hi) najbardziej zblizonej
do programu obcigZen metody Locati, stopniowo rosngcych nastgpnie malejgcych napre-
zen (Lo— Hi—Lo) oraz pseudolosowego nastgpstwa amplitud (PR), w ktérym liczba
cykli na i-tym poziomie dazyla do 1,0. Wszystkie programy posiadaly { = 0,34. Z danych
zawartych w tablicy 5 wynika, Ze wplyw postaci programu na warto§¢ §rednia granicy
zmeczenia oraz odchylenie standardowe (za wyjatkiem poziomu O,m,, = 365 MPa) jest
maly. Z poréwnania tego wynika, ze nie ma potrzeby ograniczania liczby cykli w okresie
programu ponizej ogdlnych zalecen dla programowanych badan zmeczeniowych [9].

4.3. Analiza statystyczna wynikéw badah. Analiza statystyczna obejmowala wyznaczenie
wartoéci éredniej, i odchylenia standardowego i przedziatéw ufnoéei dla granicy zmeczenia
wyznaczonej w okre§lonych warunkach programowanych badan oraz badania istotno$ci
réznic tych parametréw w stosunku do wartoéci odniesienia otrzymanych wedtug metod
schodkowej i Probit. Na rys. 8, na tle przedziatéw ufnofci dla wynikow otrzymanych
metoda schodkowa i Probit naniesiono wyniki badan wedtug metody Locati i wyniki
programowanych badan zmeczeniowych (program I) dla poszczegdlnych wartosci wspét-
czynnika ¢ oraz wszystkich wynikdéw programowanych badaf wedlug programu I iacznie.
Wartoéci $rednie i odchylenia standardowe granicy zmeczenia dla poszczegdlnych pro-
graméw zestawiono w tablicy 6.

Z danych zawartych w tablicy 6 i na rys. 8 wynika, Zze wszystkie wyniki badan (wedtug
metod: Probit, Locati i programowanych obciaZzed) mieszcza si¢ w przedziale ufnosci
wyznaczonym metodg schodkowa.

Analiza statystyczna wynikéw badan dotyczyla oceny:

— typu rozk}adu,

— istotnoéci rdznic $rednich warto$ci granicy zmeczenia,

— istotnoéci réznic wariancji.
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Tablica 6. Zestawienie danych statystycznych
. Liczbha — Przedzial ufnosci dla
Lp. c()sl:}iwi;(::?;?lgl probek []\ffr;a] [MSPaJ éredniej pojedy.nczych
n wynikow
1 2 3 4 5 6 7 .
1 11,034 20 158,0 4,2 (156; 160) (149; 167)
2 |1, 0,56 20 161,2 3,8 (159,3; 163,1) (152,5 170)
3 I, 0,77 20 163,1 4,7 (161,2; 165,1) (154,4; 171,9)
4 | Lo-Hi, 0,34 20 158,2 5.1 (155,84 160,64) (147,525 168,96)
5 Lo-Hi-Lo, 0,34 20 159,6 6,8 (156,43 ; 162,85) (145,37, 173,91)
6 | PR, 0,34 .20 155,3 4,4 (153,22; 157,38) (146,05 164,55)

Z analizy tej wynika, ze we wszystkich przypadkach (dane Z;, zawarte w tablicach
3, 4 i 5) nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o rozkladzie normalnym granicy zme-
czenia. W analizie zastosowano test zgodnosci y2.

W analizie statystycznej dotyczacej $rednich wartosci stawiano hipoteze zerowa o réw-

noéci érednich Z,; z programowanych badan ze §rednia otrzymana wedtug metody schod-
kowej i metody Probit. W pierwszym przypadku uzyskano negatywny wynik testu dla
zbioréw danych (¢ = 0,34, I — dane z tab. 3, { = 0,34, Lo— Hi— dane z tab. 5, kol. 4,
oraz dla £ = 0,34, PR — dane z tab. 5, kol. 10). Z poréwnania do wynikéw otrzymanych
w metodzie Probit, tylko w przypadku programu: ¢ = 0,77, I — dane z tablicy 4, kol. 7.

Podobne pordwnanie wariancji wyznaczonych zbioréw danych wykazato, Ze negatywny
wynik otrzymano we wszystkich przypadkach programowanych badai w poréwnaniu
z metoda schodkowa, natomiast w poréwnaniu z metoda Probit jedynie w przypadku
programu { = 0,56, I — dane z kol. 7, tablicy 4.

Negatywny wynik testéw statystycznych w odniesieniu do éredme_] $wiadczy, ze wyzna-
czona w programowanych badaniach zmeczeniowych wartosé granicy zmeczenia jest
mniejsza od wyznaczonej metoda schodkowa i Probit. Natomiast w przypadku wariancji —
wskazuje na istotnie wigkszg warto$é odchylenia standardowego wyznaczonego metoda
schodkowa.

4.4. Przyblizona ocena skrécenia czasu badai. Przy zaloZeniu tej samej czestotliwosei f
obcigZen czas na wyznaczenie granicy zmeczenia metoda programowanych badari wynosi:

ZN

Dla programu I, { = 0,77, Oumax = 324 MPain, = 4 probk1 (dane z tablicy 4) otrzymuje
sie:

;-
T=--26-10%s.
S
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Natomiast rozklad granicy zmeczenia wyznaczony metoda schodkowa wedhug schematu
na rys. 3 wynosi dla n, = 27 prébek okolo

L1
Ty & nNg— = — 27- 5+ 106,
°r s

Czas na badania metoda schodkowa jest kilkaset razy wickszy

T, _ 275106
T, — 26-10°

~ 5.102%,

Podany przykiad jest oczywiscie orientacyjng oceng skrocenia czasu badan, ktéry zalezy
od liczby badanych prébek, zaréwno 7, jak i n,, warto§ci o,m,, 1 £ W programie. Z danych
zawartych w tablicach 3 i 4 wynika jednakze, ze szczegblnie warto$é odchylenia standar-
dowego dla wszystkich serii badan szybko si¢ ustala (np. poréwnujac przypadki n, = 4
i n, = 8 dla programéw I) natomiast w metodach schodkowej i Probit liczba tych préb
dla podobnej oceny wynosi ponad 25.

Oceniajac czas proby metoda Locati dla tej samej liczby prébek (dla danych z rys. 5)
otrzymujery, Ze jest on okoto

TE . 4-8-10°

7, ¥ %10 =12

razy dhuzszy od czasu programowanych badan przyjetych w programie.

5. Whioski

a. Analiza wynikéw badaii wykazala mozliwoéé zastosowania programowanych badan
zmeczeniowych do wyznaczania granicy zmeczenia probek i elementéw konstruk-
cyjnych przy speinieniu okre§lonych warunkéw.

b. Doktadno$é oceny granicy zmeczenia (odniesiona do doktadnych metod: schodkowej

i Probit) roénie w miare wzrostu wartoéci wspSiczynnika wypelnienia widma oraz dla
programow obcigZzen, w ktorych o, = 1,4 Z;.

c. Stwierdzone w badaniach istotne réznice w wartoéciach granicy zmeczenia dotycza jej
wartosci $redniej, nie stwierdzono natomiast istotnych réznic w wartosciach odchyle-
nia standardowego.

d. Dokladno$¢ oceny granicy zmeczenia wyznaczonej metods programowanych badaf
jest poréwnywalna z ocena wedhug metody Locati.

e. W wyniku przeprowadzonej analizy nie stwicrdzono istotnego wplywu postaci pro-
gramu (sekwencji obcigzenn i liczby cykli na poszczegélnych poziomach napreZen)
na warto$§¢ granicy zmeczenia.

f. Istotng zaleta proponowanej metody jest skrécenie czasu badan w wyniku realizacji
mniejszej liczby cykli dla osiagniecia wyniku niZz graniczna liczba Ng oraz badanie
mniejszej liczby prébek niezbednych do wyznaczania parametréw rozkladu granicy
zmeczenia.

9 Mech. Teoret. { Stos. 3/88
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6. Podsumowanie

Mozliwo$é oceny rozkladu granicy zmeczenia na podstawie programowanych badan
Zzmeczeniowych istotnie poszerza zakres ich zastosowarnl. Umozliwia wykorzystanie maszyn
do badan zmeczeniowych z programowanym obciazeniem. W przypadku programowa-
nych badan realizowanych dla oceny eksploatacyjnej trwalodci zmeczeniowej, mozliwoéé
jednoczesnej oceny granicy zmeczenia sprzyja dokonaniu zmian konstrukeyjnych w zakre-
sie wymiaréw, doboru materialu i technologii wykonania elementéw konstrukcyjnych.
Wyznaczone rozklady granicy zmeczenia umozliwiaja stosowanie probabilistycznych
metod obliczen zmeczeniowych, a nizszy (w stosunku do metod doktadnych) koszt tych
badan ma istotne znaczenie w nowych konstrukcjach przy koniecznosci weryfikacji wigk-
szej liczby wersji.

Z przeprowadzonej analizy wynikaja proste zalecenia dla realizacji omawianych
badan. Jesli inne wzgledy nie ograniczaja swobody doboru programu nalezy stosowaé
programy o duzych wartosciach wspolezynnika wypelnienia widma ¢ = 0,5 oraz o istotnie
wigkszych od przewidywanej granicy zmgczenia waitoéci maksymalnych naprezen w pro-
gramie Gumax = 1,4 Zg. Dobdr przyblizonych wykreséw zmeczeniowych do obliczed sum
uszkodzed wplywa w niniejszym stopniu na doktadnoéé oceny granicy zmeczenia. Poto-
Zenie tych wykreséw mozna korygowaé w trakcie obliczen tak aby punkt G na rys. 2 lezat
pomigdzy skrajnymi punktami a i ¢, lub w ich poblizu. Uwage t¢ latwo wykaza¢ anali-
zujac wplyw poloZenia wykreséw na rys. la (np. linie d'i €) na przebieg wykresu do inter-
polacyjnego wyznaczania granicy zmegczenia (polozenie punktéw d i €) na rys. 2. Przyj-
mujac wykresy b, ¢ i d na rys. 1a punkt G lezy poza punktami b, ¢ i d na rys. 2, co obniza
dokladno$é wyznaczenia granicy zmeczenia Zg.

Ogélnie nalezy stwierdzié, Zze proponowana metoda wyznaczania rozkladu granicy
zmgeczenia nie zastgpuje metod: schodkowej i Probit, a stanowi ich uzupelnienie podob-
nie jak znana metoda Locati.
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Pesxwme

IIPUMEHEHHME IIPOTPAMMUPOBAHHLIX VCTAJIOCTHLIX HMCCIETOBAHUI
K OIIPEIEJIEHIIO IIPENEJIA YCTAJIOCTU

B craTee IpEACTABNIEHO BO3MOMKHOCTSE IIPHMEHEHMS NPOrPAMMYPOBAHHEIX YCTAMOCTHBIX HCCIENo-
BaHM K NpUOINKEHHOMY ONPENEeNICHUIO IpefeNa yCTasoCTH.

TIpeanaraemMeli MeToX, Kak metoX JloxaTH, 6asHpyeT HA THIOTE3E IIHHEHHOTO CYMMHPOBAHMS YCTa-
snocTenix noBpergennii (IlaneMrpena — Maiinepa).

Ha npumepe MHOTMX Pe3yNsTATOB YCTANOCTHBIX MCCAEHNOBAHHI IPOM3BENEHO anaiu3 oONacTH ero
TIpUMEHEN .

Summary

APPLICATION OF THE PROGRAMMED FATIGUE INVESTIGATION TO THE FATIGUE LIMIT
EVALUATION

A possibility of application of the programmed fatigue investigation to an approximate fatigue limit
evaluation is presented in this paper. The proposed method, as the Locati method, is based on the fatigue
damage cumulation hypothesis which was formulated by Palmgren and Miner. The analysis of the useful-
ness of the proposed method and the range of its application based on many fatigue investigation results
has been made.

Praca wplynela do Redakcji dnia 4 czerwca 1987 roku.
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MINIMALIZACJA ZUZYCIA PALIWA W LOCIE NA ZADANA ODLEGEOSC

RYSZARD MARONSKI

Politechnika Warszawska

Zagadnienie minimalizacji zuzycia paliwa przez samolot w locie na zadana odleglosé,
mimo iZ uplynglo wiele lat od jego sformutowania, nie doczekalo sig, jak dotad, zadowa-
lajacego rozwiazania. W pracy wskazano na podstawowa trudno$¢ polegajaca na tym,
e o ile dla zaloZonej stalej wysokodci lotu pewne sterowanie z klasy funkcji przedziatami
cigglych moze spetnia¢ warunki konieczny i wystarczajacy optymalnosci na tuku osobli-
wym, o tyle dla zmiennej wysokosci lotu sterowanie optymalne w podanej klasie funkcji
moze nie istnie¢. W pracy omoéwiono niektére pojecia teorii sterowania optymalnego,
dokonano przegladu stosowanych modeli ruchu samolotu i na tym tle wskazano, na pod-
stawie cytowanej literatury, glowne kierunki poszukiwan rozwigzania zadania.

Wykaz wazniejszych oznaczen

A — punkt poczatkowy,

B — punkt konicowy,"

C, — wspblezynnik oporu aerodynamicznego,

Cro — WspOlczynnik oporu aerodynamlcznego przy zerowej sile nosnej,
C, —wspo}czynmk sily no$nej,

E — energia wladciwa samolotu, (energia przypadajqca na jednostke cigZaru)
— przyspieszenie ziemskie,

.~ hamiltonian,

— wysoko$é lotu samolotu,

— wskaznik jakosci, :

— wspdlczynnik w biegunowej samolotu,

— masa samolotu,

— masa zuzytego pallwa

—c1qg silnika, '

— opor aerodynamiczny,

— sita noéna,

o

SRR T



542 R. MARONSKI

— wspolezynnik jednostkowego zuzycia paliwa,
— pole powierzchni plata,

— czas,

— wektor sterujacy,

— predko$¢ lotu,

— wspdlrzedna poziomego polozenia samolotu,
~— wektor stanu,

— kat toru lotu,

— wspolezynnik wykorzystania ciagu (P, = 9Pgmay),
— wektor sprzgzony,

— gestos€ powietrza,

— funkcja fundamentalna rozwiazania.

~ il

S0 23R w &R TN

Znaczenie indeksow:

Vmax — warto$¢ maksymalna,

Ymin — Warto§¢ minimalina,

Ime — Warto$é odpowiadajgca minimalnemu oporowi,
) — pochodna wzgledem czasu,

)Y — pochodna,

)T — transpozycja wektora.

P N W Y N N

1. Wprowadzenie

Rozwazmy nastgpujace zagadnienie. Samolot porusza si¢ w plaszczyZnie prostopad-
lej do powierzchni Ziemi. Rozpoczyna swéj ruch w zadanym punkcie plaszczyzny i ma
osiagnaé inny zadany pupkt w taki sposdb, aby zuzyé najmniej paliwa. Czas przelotu
nie jest z géry zadany. Jak wida¢ sformulowanie problemu na tym etapie jest malo pre-
cyzyjne. Jego uécislenie moze nastapi¢ dopiero po dokonaniu wyboru modelu ruchu samo-
lotu. Omoéwieniu stosowanych modeli ruchu po$wiecono rozdziat trzeci niniejszego opra-
cowania, przedtem jednak (w rozdziale drugim) oméwiono wybrane pojecia teorii stero-
wania optymalnego. W rozdziale czwartym pokazano, dla tego samego modelu ruchu
samolotu, ale przy réznych zatoZeniach odnosnie stalosci wysokosci lotu, ze rozwigzanie
zadania moZe badZ zawiera¢ tuki osobliwe, badZz w ogdle nie istnie¢ w klasie sterowan
przedzialami cigglych. Rozdzial pigty zawiera krétkie omowienie wynikéw otrzymanych
przez innych autoréw. '

2. Wybrane pojecia teorii sterowania optymalnego

Najprostsze zadanie rachunku wariacyjnego sformutowane jest w nastgpujacy sposob:
poszukiwana jest taka krzywa opisana funkcjg y(x) przechodzaca przez wybrane punkty
4 i B, minimalizujgca catkowy wskaZnik jako$ci (funkcjonal):
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B
T= [ folx.y, y)ax, ¢y
A

w ktérym fo(x, », ) jest znana funkcja swoich argumentéw. Funkcje y(x) mozna wyzna-
czyé rozwiazujac rownanie Eulera-Lagrange’a [3, 4]:

d [ ) o6 _
E(ay’)’—aT”O’ @
z warunkami brzegowymi:
y(x) =y, y(xz) = ys. (3

Warunek (2) jest warunkiem koniecznym ekstremum, a otrzymywany jest z przyréw-
nania do zera wariacji funkcjonatu (1). Réwnanie (2) jest réwnaniem rézniczkowym dru-
giego rzedu, zatem jego rozwiazanie zawiera dwie stale dowolne, ktére moga byé wyz-
naczone z warunkéw brzegowych (3).
W szczegélnym przypadku podanego zagadnienia, gdy funkcjonal jest liniowy ze
wzgledu na pochodng 3':
B

J= [ oG »+rp(x, pdx, @
i .
réwnanie Eulera-Lagrange’a degeneruje si¢ do nastgpujacego réwnania algebraicznego:
w(x,y) =0, ©)
gdzie:
oy dp
‘U(X,y)—g—ﬁ- ()]

Funkcja w(x, y) nazywa si¢ funkcja fundamentalna rozwiazania [11], za$§ krzywa y(x)
bedaca rozwigzaniem réwnania (5) nazywa si¢ tukiem osobliwym (singular arc). Na ogoék
nie jest ona rozwigzaniem postawionego zadania, gdyz nie zawiera stalych dowolnych
pozwalajacych na spelnienie warunkéw (3). Dalsza konsekwencja jest réwniez to, Ze
inne warunki konieczne nie zachowuja tradycyjnej postaci.

Klasyczny rachunek wariacyjny nie uwzglednia ograniczen natozonych na pochodng
u =)', to jest ograniczefi:

Unin su S Upmax - ’ (7)

Ich uwzglednienie mozna uznaé za istotny wklad wspélczesnej teorii sterowania opty-
malnego. Dolaczenie ograniczei (7) do zagadnienia opisanego funkcjonatem (4) z warun-
kami brzegowymi (3) w istotny sposéb zmienia mozliwosé jego rozwiazania. Zdegene-
rowane réwnanie Eulera-Lagrange’a (5) jest warunkiem koniecznym optimum jedynie
dla tej czgsci krzywej p(x), dla ktdrej ograniczenia (7) nie sa aktywne, to znaczy:

Umin <u< Upmgx - (8)

Mozliwe jest zatem osiagniecie punktéw A i B ekstremali dla u = t,;, lub © = timgex.
Oryginalng, bo nie nawiazujaca do metodyki rachunku wariacyjnego, metode rozwig-
zania zagadnienia z funkcjonalem liniowym ze wzgledu na y’, podal i zastosowat do szeregu
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przypadkéw Miele. Metoda ta daje warunki konieczny i wystarczajacy optymalnosci,
dlatego teZ zostanie tu przytoczona.

Zaldzmy, ze wszystkie rozwiazania dopuszczalne zadania zawieraja sig we wnetrzu
krzywej domknigtej:

5(x, ) =0 - ©)
oraz, ze punkty poczatkowy 4 i koncowy B leza na tej krzywej
e(xa,y4) =0, &(xg, yp) = 0. (10)

Zalézmy ponadto, ze krzywa w(x, ¥) = 0 dzieli ten obszar na dwa podobszary, w ktérych
znak w jest okreslony, na przykiad taki jak na rysunku 1. Obliczmy teraz réznice wartosci

gll

Rys. 1. Obszar rozwigzan dopuszczalnych (AHGKB — krzywa minimalizujaca funkcjonat)

funkcjonatu (4) dla dwéch arbitralnie wybranych trajektorii ACGDB i AEGFB laczacych
punkty A i B:

Jaceos~J apera = f pdx +ydy— f pdx+ydy =
ACGDB AEGFB

= f pdx+ypdy+ ftpdx+1pdy, (11)
ACGEA GDBFG

skad, po zastosowaniu twierdzenia Greena otrzymamy:
Jacops—J arcrp = "‘ffCUdXdy'FffCUdXd}’: (12)
o 8

dzie w ane jest zwiazkiem (6), za§ « i B oznaczaja obszary ograniczone odpowiednio
krzywymi ACGEA i GDBFG. Jeteli w obszarze a o < 0, za§ w obszarze § o > 0, to
woéwczas: ‘

Jaceos > Jagcrs- (13)
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Ze wzgledu na to, Ze obie krzywe ACGDB i AEGFB mozZna wybraé dowolnie, to moZna
powiedzieé, Zze krzywa AHGKB minimalizuje funkcjonal (4). Szczegdly dotyczace innych
przypadkéw znajduja sie w pracy [l1].

W teorii sterowania optymalnego zadanie minimalizacji funkcjonatu sformutowane
jest w sposéb nastgpujacy: poszukujemy w klasie funkcji przedzialami ciagltych takiego
wektora sterowania u(z) ‘

Binin g ”(t) < Upax s (14)

aby catkowy wskaznik jakosci:

J= [ folx,u, v)at (15)

przy ograniczeniach w postaci réwnan stanu

x = flx,u,t) (16)
i zadanych warunkach brzegowych, osiggal minimum. Do wyznaczenia sterowania opty-
malnego u* mozna poshizyé sie warunkiem koniecznym minimum funkcjonalu — zasada

maksimum Pontriagina. W tym celu nalezy poszukaé sterowania maksymalizujacego
hamiltonian zadania:

w*(!) = argmax H(x,u,i,t)=

Upygn SUSU gy

= argmax [—fo(x,u,t)+i7f(x,u,t)]. (17)

Ui SUSHpgy

Wektor 4 nazywany jest wektorem sprzgzonym z wektorem stanu x, albo inaczej wektorem
mnozpikéw Lagrange’a. Spelnia on réwnanie:
; JdH
. el 18
e (18)

(Ze wzgledu na oczywiste podobienstwo do rownan mechaniki analitycznej réwnania
stanu (16) i sprzezone (18) nazywane sa takze réwnaniami kanonicznymi Hamiltona).
Rozwiazanie zadania sterowania optymalnego polega na rozwiagzaniu zagadnienia brze-
gowego dla réwnan stanu (16) i réwnan sprzgzonych (18) przy sterowaniu wyznaczo-
nym zwiazkiem (17). We wnetrzu zbioru sterowan dopuszczalych zwiazkowi (17) odpo-
wiadajg warunki:
Pierwszy z nich, po rozwiklaniu ze wzgledu na wektor sterowania, pozwala zwykle na
wyznaczenie sterowania optymalnego u*, drugi za$ oznacza, ze macierz drugich pochod-
nych hamiltonianu wzgledem wektora sterowania ma byé ujemnie okreslona. Jest to tak
zwany silny warunek Legendre’a-Clebscha. Jezeli macierz ta jest ujemnie poétokreslona
to méwimy, Ze spelniony jest staby warunek Legendre’a-Clebscha.

Postaé zasady maksimum danej zwiazkiem (17) pozwala na nastepujaca interpretacjg
geometryczng [12, 18]. Utwoérzmy zbidr predkosci uogdlnionych:

V(x, 1) = {f(x,u, 1), fo(x, 1, £): # € tpins Unax) }» - (20)
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jako zbidér miejsc geometrycznych konca wektora {f(x, u, 1), fo(x, u, )} przy ustalo-
nych x i #, podczas gdy u zmienia si¢ wewnatrz calego zbioru sterowan dopuszczalnych
i s Bmaxy - Zasada maksimum wyraza zadanie, aby w kazdej chwili czasu rzut wektora
OK na kierunek rozszerzonego wektora sprzezonego 4 = {4, —1} byt maksymalny
(punkt L na rys. 2a). Punkt L odpowiadajacy rozwiazaniu optymalnemu moze byé inter-
pretowany jako punkt wspdlny hiperplaszczyzny A stycznej do zbioru predkosei uogdl-
nionych i tego zbioru. Wektor sprzezony 2 jest wtedy wektorem normalnym do tej hiper-
plaszczyzny.
Rozwazmy nastgpujgce sytuacje:
1° — Zbiér predkosci uogdlnionych ¥ jest wypukly i ma on z hiperptaszczyzna A w danej

chwili czasu jeden punkt wspdélny. Rozwiazaniu optymalnemu odpowiada punkt L
wykresu (rys. 2a). :

a) b) / 5
~ M
"
A
Vix,t)

V(x,t)

Rys. 2. Wypukly zbiér predkosci uogdlnionych

2° — Zbidr predkosci uegdlnionych V jest wypukly i ma on z hiperplaszczna A nieskof-
czenie wiele punktéw wspélnych. Niech ¥, oznacza przecigcie zbioréw Vi 4 (na rys. 2b
odcinek MN). V4 jest zbiorem wypuklym z zatozenia wypuktoéci zbioru'V, Zaden punkt

ﬂl

~I ™

Y

Rys. 3. Niewypukly zbiér predkosci uogélnionych -
1
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zbioru ¥4 nie jest wyrdzniony -— zasada maksimum w swojej podstawowej wersji zawodzi.
Sterowanie odpowiadajace punktom zbioru ¥, jest osobliwe.

3° — Zbidr predkosei uogdlnionych ¥ nie jest wypukly (na rys. 3 krzgywa MPN), wowczas
mozna go uczyni¢ wypuklym w sposob sztuczny zastgpujac ten zbidr najmniejszym zbio-
rem wypuklym go zawierajacym (odcinek MN na rys. 3). Moze wéwczas dojéé do poje-
dynczego przelaczenia sterowania pomiedzy punktami M i N, moze byé jednak wygene-
rowany stan nalezacy do owego uzupelnienia zbioru, ktéry sam do zbioru ¥ nie nalezy,
a otrzymywany jest w wyniku nieskonczenie czgstych przelaczen sterowania pomiedzy
punktami zbioru ¥ (punktami M i N na rys. 3). Sterowanie odpowiadajace takiej sytuacji
bedziemy nazywali sterowaniem uwogdlnionym (chattering control).

Przytoczone przykiady wskazuja, Ze istotna ze wzgledu na istnienie rozwigzania w kla-
sie sterowaii przedziatami ciaglych wlasnoscia zadania jest wypuklo$é zbioru predkosci
uogdlnionych. Faktycznie znajduje to potwierdzenie w twierdzeniu egzystencijalnym
(porownaj [8], str. 284). Rozwiazanie zadania istnieje rowniez w przypadku szczegélnym,
gdy hamiltonian liniowo zalezy od sterowania (poréwnaj [8], str. 288).

Jezeli hamiltonian jest liniowo zalezny od sterowania, to na tuku osobliwym (przy-
padek 2°) pochodna hamiltonianu wzglgdem sterowania znika toZsamo$ciowo. Istotnie,
rozwazmy funkcjonal w postaci (4), to jest:

iB » ‘
J= f [p(t, )+ (2, x)uldt, 1
A
Z nastgpujacym réwnaniem stanu:
. dx
X == (22)
Hamiltonian ma wtedy postaé: ,
H= —g(,x)—yp(, x)ut+ Au. (23)
Dla zmiennej sprzgZzonej:
A= p(t, x) (24)

hamiltonian. nie zalezy od sterowania (jego pochodna wzglgdem sterowania znika)
Po wykorzystaniu (22) otrzymujemy nastgpujaca zaleZnosé:

da dp dy dx dy oy
_— —_—— T = . U, 5
dt ar  dx dt ot + ax (25)

Zmienna sprz¢zona A spelnia réwniez réwnanie (18):

. oH 3¢ oy ;
G T T T 26)

Odejmujac stronami réwnania (25) i (26) mamy:

2 2
w(t,x)=—alt—a—z=0, (VX))

czyli otrzymali$my réwnanie tuku osobliwego (poréwnaj (5)).
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Sterowanie na fuku osobliwym, dla hamiltonianu liniowo zaleznego od sterowania,
mozna wyznaczy¢ z warunku, e 9H(du jest tozsamosciowo réwne zeru. Otrzymujemy
wtedy cigg warunkow (poréwnaj [12, 20]):

oH d [ oH a2 { oH
H o, Z(_(97)_0, W(_&‘_)“o,..,. (28)

Mimo, ze w pierwszym warunku (28) pochodna dH/du nie zalezy od sterowania, to zalezy
od (x, 4, t), a zatem jej kolejne pochodne wzglegdem czasu moga jawnie zawieraé sterowa-
nie poprzez zwigzki (16) i (18). Nalezy jednak pamietaé, ze na fuku osobliwym warunek
konieczny Legendre’a-Clebscha spelniony jest jedynie w stabej postaci, dlatego trzeba
go badaé oddzielnie (poréwnaj [12, 18]).

3. Modele ruchu samolotu

W niniejszym rozdziale przedstawiono stosowany przez autora [9) model ruchu samo-
lotu traktowanego jak punkt materialny oraz pokazano przy jakich dodatkowych zalo-
Zeniach upraszczajacych moZna z tego modelu otrzymaé model najprostszy, tak zwany
model energetyczny [13]. Wszystkie modele ruchu badane w cytowanej literaturze mieszcza
si¢ w podanym przedziale, chociaz, z uwagi na rozmaito§¢ zatozen upraszczajacych poczy-
nionych przez ich autordéw, trudno omawiaé kazdy z nich oddzielnie. Model energe-
tyczny bedzie natomiast wykorzystany w rozdziale 4.

Zakladamy, Ze samolot ma stale zachowana réwnowage momentéw podtuznych
i jest traktowany jak punkt materialny poruszajacy si¢ w plaszczyZnie pionowej wzgledem
plaskiej powierzchni nieruchomej Ziemi. Zaktadamy ponadto, e wektory ciggu P; oraz
predkosci lotu ¥ sa wspétliniowe. Sily dziatajace na samolot przedstawiono na rysunku 4.

My

Rys. 4. Sily dzialajace na samolot

Z twierdzenia o pochodnej pedu wzgledem czasu otrzymujemy (pordwnaj [97):

MZ—I; = NPopax—Pr—Mgsiny, (29)
. dy
MV ——- = P,—Mgcosy. (30)

dt
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Powyzszy uklad réwnan uzupelniaja dwa zwiqzkf kinematyczne:
dn
717 = VSmy, (31)

dx
dt = Vcosy,” (32)

oraz zakladajac, Ze zmiana masy nastgpuje tylko w wyniku spalania paliwa, réwnanie
zmiany masy samolotu:

d
M~ 0. (33

Sita no$na P, i opér P, sa funkcjami predkoéci V, wysokoéci lotu A oraz kata natarcia,
a wspdlczynnik jednostkowego zuzycia paliwa Q zalezy od predkosci i wysokosci lotu.

Roéwnania (29)+ (33) tworza uklad réwnan stanu (16). Zmiennymi stanu sg wielkosci
stojace pod znakiem pochodnej, za$ zmiennymi sterujgcymi te wielkoéci, ktére nie dadza
sie wyrazié jako funkcje zmiennych stanu i czasu. WskaZnikiem jakosci jest masa zuzy-
tego paliwa w chwili koncowej m(tg), gdzie:

t
m(t) = [nQdt; m(1,) =0. (34)
14
Zamiast tego zwiazku wygodniej poshigiwaé si¢ réwnaniem:
dm .
o =9 (3%

z warunkiem poczatkowym m(z,) = 0. (Zachodzi oczywisty zwigzek miedzy masa samo-
lotu M a masa zuytego paliwa m: M(t) = M(t,)—m(1)).

W sformulowanym zadaniu zmienne stanu w chwili poczatkowej z, sa okreslone,
natomiast w chwili konicowej z5 moga by¢ ustalone lub dowolne. Zasigg lotu (xz—x,4)
jest zadany, czas przelotu (t5—1,) nie jest z géry znany i wynika z rozwiazania zadania.
Z uwagi na to, ze réwnania stanu s3 autonomiczne, zaé calkowanie réwnah rézniczko-
wych najlepiej przeprowadza¢ w znanym przedziale zmiennej niezaleznej, zamiast czasu
t wprowadza sie¢ zwykle nowa zmienna niezaleZng x wykorzystujac réwnanie (32). (Za-
gadnieniem analogicznym do rozwazanego jest zadanie maksymalizacji zasiggu lotu,
woéwczas wygodnle jest za zmienng niezalezna uwazaé zuzyte paliwo, ktorego ilogé prze-
Znaczona na przelot jest z géry znana),

Uproécimy teraz réwnania ruchu samolotu (29)-+ (33) otrzymujac tak zwany model
energetyczny. Wprowadzamy w tym celu nows zmienna stanu — energi¢ wlasciwa samo-
Iotu okreslona zwigzkiem

2
E=htb. (36)
2g
Rézniczkujac ten zwiazek wzgledem czasu, po uwzglgdnieniu (31) mamy:
—‘iE—'——Vm y+——d—V. - ) (37N

dt g dt



550 R. MARONSKI

Po wyznaczeniu z tego réwnania d¥/dz i wstawieniu do réwnania (29) otrzymujemy:

Mg ( dE . .
—7(7— Vsin y) = 1 Pypax— Px— Mgsiny, (38)
skad: .
dE | 4
dt (nPrmax —Px) m . (39)

Jest to najprostsze réwnanie rézniczkowe opisujace dynamike samolotu. Wyraza ono fakt,
Ze roznica mocy dostarczanej do ukladu i mocy traconej na skutek dyssypacji jest réwna
przyrostowi energii tego uktadu, stad tez nazwa modelu opisywanego tym réwnaniem —
model energetyczny. Ruch samolotu opisany jest wtedy réwnaniami (39), (36) oraz ZWigz-
kami otrzymanymi z zaleznosci (30) 1 (32) przy zalozeniu, Zze dy/dt = 0 i, Ze kat pochy-
lenia trajektorii y jest maly:

P,=Mg, _ (40)
dx .

Energetyczny model ruchu samolotu nie wymaga aby predkosé ¥ i wysoko$¢ lotu £
byly cigglymi funkcjami czasu. Obie te funkcje moga doznawaé nieciggloéci pod warun-
kiem, Ze energia wlaiciwa FE jest ciagly funkcja czasu. Wlasnosé ta odgrywa istotna role
w zagadnieniu rozpedzania z jednoczesnym nabieraniem wysokosci [13].

4. Rozwiazanie zadania dla modelu energetycznego

Celem niniejszego rozdziatu jest pokazanie, Ze dla energetycznego modelu ruchu samo-
lotu przy zaloZeniu stalej wysokosci lotu mozna wzglednie prosto otrzymaé rozwigzanie
optymalne metoda Mielego. Rozwigzanie to zawiera luk osobliwy odpowiadajacy lotowi
ustalonemu, co jest zgodne z intuicjg i praktyka. Odstapienie od zaloZenia o statej wyso-
kosci lotu prowadzi do zaskakujacego wniosku. Nie tylko otrzymane poprzednio rozwia-
zanie nie jest optymalne, rozwiazanie zadania moze w ogéle nie istnieé w klasie sterowan
* przedziatami ciaglych.

Przy zalozZeniu, Ze lot samolotu o stalej masie M odbywa si¢ na stalej wysokosci (h =
= const.) réwnania (39) i (35) po wykorzystaniu (41) przybieraja postacie:

av

—d.—x— = (nPsmax_Px)/MV’ | (42)
o v @)

Zagadnienie minimalizacji zuzycia paliwa, dla zadanych warunkéw brzegowych:

E(x4) = EA} E(xp) = Ez, m(x) =0, (“44)
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mozna sprowadzi¢ do zagadnienia minimalizacji catki liniowej:

B B
e = [ 12 5= [ yav+gmyas, (45
A 4
gdzie funkcje »(V) i p(V) mozna okresli¢ wyznaczajac n ze wzoru (42), wtedy:
oM QM P(V)
Q/)(V) - Psmax ? ¢<V) = VPsmax ' (46)

Posta¢ funkcjonatu (45) jest analogiczna do postaci danej wzorem (4). Przyjmujac, Ze
biegunowa samolotu dana jest w klasyczny sposéb:

Cx = Cx0+Ksz> (47)
po wykorzystaniu (40) z drugiego warunku (46) otrzymujemy:
QCc,V ocC
(p(V) = Psmlax + Psmax 2V3 ’ (48)
gdzie:
2M?*g?K

C, = 0.508Cyy, C,= (49)

N
Przy zaloZeniu, & Py, O, Ci, C, nie zalezg od predkosci lotu, funkcja fundamentalna
rozwigzania (6) ma postaé:
_ 9y dp QG 30C,
Rl " A S R (50)

Po przyréwnaniu jej do zera otrzymujemy rozwiazanie optymalne na huku osobliwym

Py —
V= ]/ 366,;2 = const. (5D
Z powyiszego warunku oraz z réwnania (42) wynika, Zze na huku osobliwym trajektorii
optymalnej cigg posredni silnika stale réwnowazy opdr aerodynamiczny samolotu:

Ps"—‘P.smaxn = P,. (52)

Granice obszaru rozwigzan dopuszczalnych na plaszczyZnie (x, V) wyznaczaja krzywe
poprowadzone z punktéw poczatkowego i koficowego, a otrzymane ze scatkowania réw-
nania (42) dla n =01 5 = 1.

Przyktadowe rozwiazanie zagadnienia dla samolotu klasy TU-134A zawiera rys 5.
Sklada si¢ ono z trzech odcinkéw: skrajnych, na ktérych ciag jest minimalny P, =0
i srodkowego, gdzie ciag ma warto$é posrednia.

Qdstapienie od zalozenia o stalej wysokosci lotu prowadzi do istotnych komplikacji.
Metody Mielego nie mozna zastosowaé, co wigcej, nabiera znaczenia kwestia istnienia
rozwigzania w klasie sterowan przedzialami ciagtych. Twierdzenie egzystencjalne (patrz
[8] str. 284) wymaga bowiem, aby zbiér predkosci uogélnionych byt wypukty. Dla ener-
getycznego modelu ruchu samolotu warunek ten nie jest spetniony, na co zwrdcono uwage
w pracy [19].
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Rys. 5. Rozwiazanie zagadnienia dla statej wysokosct lotu

Pokazemy teraz, ze uzyskane poprzednio sterowanie, w przypadkun gdy wysokoéé
lotu moze by¢ zmienna, nie jest optymalne. Lepsze od niego jest sterowanie uogdinione.
Rozwazmy ruch samolotu opisany modelem energetycznym. Réwnania tego modelu
po zmianie zmiennej niezaleZnej, sa nastepujace (poréwnaj zwiazki (39), (35), (40), (41),

G6):

dE ; :
G = E = (1P~ P2)| Mg, (53
dm ;
—r =™ =2V, 9
.= Mg, (55)
VZ
E=h+ Tg— . (56)

Minimalizowana jest masa zuzytego paliwa m(xp) przy warunkach brzegowych (44),
przy czym dla ustalenia uwagi przyjmujemy, Ze:

E(x,) = E(xp) = E,. (57
Biegunowa samolotu opisanajest zalezno$cia (47), za$ o wielkoéciach Piax, O, 0> Cyos K,

podobnie jak poprzednio zakladamy, Ze sg state. Dokonamy zamiany zmiennych w po-
dany w pracy [6] sposo6b:

E = E(Po/P.)pa> | (59
7= mV,,p]0, (59

gdzie (P,/Py)yax jest doskonaloScia maksymalng przy speinionym warunku (55):
(PofPJmax = ME|Ppor (60)
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P.mo jest minimalnym oporem przy spelionym warunku (55), V., jest predkoscia lotu
przy jakiej wystepuje opdr minimalny P, za§ p = Psuax/Pyxme. Po wykonaniu prostych
przeksztatceri réwnania (53), (54) przybieraja postacie:

A 1 1
E =77p—-'—2_(u2+"u—2), (61)
' = 1pfu, (62)
gdzie u jest predkoscia bezwymiarowa u = V/V,,,. Po wyeliminowaniu » z réwnan 61
i (62) mamy:
E' = 0—0.5[(a/m')? + (' [06)?] = f(i', 0), (63)
gdzie 0 = np (0 € o £ p). _ .
"~ Dla wybranego samolotu i ustalonych wspolczynnikéw wykorzystania ciagu % e
€0, 1) réwnanie (63) przedstawia rodzing krzywych pokazanych na rys. 6. Zakreskowana

m’ 4

gl-

% -2 U o 2 4 g/
Rys. 6. Dyskusja rozwigzania zagadnienia dla zmiennej wysokosci lotu

cze$¢ wykresu reprezentuje zbidr predkosci uogdlnionych. Réwnanie (63) nie zalezy
od czasu ani od wspélrzednej poziomego polozenia samolotu x, zatem otrzymany z niego
wykres jest stuszny w réznych chwilach czasu. Odcinek RU wykresu odpowiada lotowi
szybowemu, gdyz dla 7’ = 0 z réwnania (62) wynika, ze n = 0. Punkt U o wspolrzed-
nych (-1, 0) odpowiada lotowi szybowemu na takim kacie natarcia, Ze opor jest mini-
malny, wtedy z réwnania (61) wynika, ze u = 1. Krzywa UCD jest obwiednia rodziny
krzywych danych réwnaniem (63), przy czym o zmienia sig od 0 do p. Dla typowych samo-
lotéw zbidr predkosci uogdlnionych (zakreskowany obszar na rys. 6) nie jest wypukly,
co pociaga za soba istotne nastepstwa. Lot ustalony E' =0 spelnia warunki brzegowe
E(x,) = E(xg) — odpowiada mu punkt C wykresu. Punkt G pozwala jednak na zmniej-
szenie zuzycia paliwa, gdyz odpowiadajaca mu warto$é m' (a wiec ilo¢ zuzytego paliwa
na jednostke odleglosci) jest mniejsza. Sterowanie odpowiadajace temu stanowi moze
by¢ wygenerowane w wyniku nieskoniczenie czestych przelaczen ciggu pomiedzy punkta-
mi U {n=0)1iD (n=1), zatem lot ustalony dla przyjetego modelu ruchu samolotu
nie jest optymalny, co wigcej optymalne sterowanie ciagiem moze nie naleze¢ do klasy
funkcji przedziatami ciagtych.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3/88
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5. Uwagi o rozwigzaniach zadania

Przedstawiony w rozdziale 4 przyklad wskazuje na to, ze do zadania minimalizacji
zuzycia paliwa nalezy podchodzié do$é ostroznie. Znajduje to odzwierciedlenie w cyto-
wanych opracowaniach tematu. Do$§¢ wezesnie zauwazono bowiem, Ze rozwigzanie zada-
nia powinno uwzgledniaé tuki osobliwe, gdyZz wystgpowaly one w podobnych zagad-
nieniach dotyczgcych lotu rakiet w atmosferze. Zadania. takie z powodzeniem rozwig-
zywal Miele opracowang przez siebie metoda juz pod koniec lat pigédziesiatych (prace
te zostaly zebrane w publikacji [11]). Metoda ta, choé bardzo skuteczna, stosunkowo
rzadko moze byé stosowana, gdyz dotyczy jedynie funkcjonaléw w postaci (4). Dopiero
rozwdj metod wspodlczesnej teorii sterowania optymalnego dostarczyt narzedzi pozwala-
jacych na dalsze badanie problemu. Juz w 1971 roku podano wynik badania zbioru
pr@dkoéci' uogélnjonych dla energetycznego modelu ruchu samolotu F4 [19]. Zbidr ten
nie jest wypukly, a co z tego wynika, lot ustalony nie jest optymalny. Lepszy od niego
jest lot ze sterowaniem uogdlnionym ciggiem. Jedynie dla dystanséw lotu na tyle krétkich
aby lot ustalony w ogdle nie wystepowal, optymalna trajektoria sklada si¢ ze wznoszenia
na pelnym ciagu i lotu szybowego. Warto w tym miejscu zaznaczyé, Ze sterowanie prze-
laczne o czesto$ci przelaczen na tyle duzej, aby mozna je byto uzna¢ za przyblizenie ste-
rowania uogélnionego, nie jest realizowalne praktycznie. Zmiana obrotéw wspdélczesnego
silnika lotniczego wymaga kilkunastu sekund, nie méwiac juz o kwestiach trwatosci
sprzetu i komfortu lotu. Te wzgledy zapewne sprawily, Ze autorzy opracowania [19] w dal-
szych swoich pracach poszukiwali takiego modelu ruchu samolotu, dla ktérego trajektoria
optymalna bylaby zblizona do stosowanej w praktyce. W artykule [14], dla energetycz-
nego modelu ruchu wzbogaconego o réwnanie (31), pokazali oni, ze sterowanie posred-
nie ciggiem dla warunkoéw lotu ustalonego moze byé optymalse na tuku osobliwym.
Sterowanie to spelnia wéwczas warunki (28). Powyzszy rezultat zostat podwazony przez
Speyera [16], ktéry wykazal, ze rozwigzanie ustalone nie spelnia warunkéw koniecznych
Legendre’a-Clebscha. W kolejnym artykule polemicznym [15] Schultz pokazal, ze dla
modelu ruchu z pracy [14] wzbogaconego o réwnanie (30) sterowanie na tuku osobliwym,
odpowiadajace warunkom lotu ustalonego, spelnia warunki Legendre’a-Clebscha. Jed-
nakZe i ten rezultat zostal podwazony. W artykule [17] Speyer wykazal, ze dla przyjetego
przez Schultza modelu ruchu samolotu lot ustalony nie jest optymalny dla dostatecznie
dlugich czaséw lotu (powyzej 2.8 min.). Warunek konieczny Jacobiego nie jest wtedy
spelniony. Speyer wykluczyl réwniez sterowanie uogéinione jako nie optymalne. Mimo,
iz cytowana praca nie zawiera metody wyznaczenia sterowania optymalnego, jej autor
pokazal, Ze sterowanie okresowe ciagiem i sila noéna powoduje zmniejszenie wskaznika
jakoséci w poréwnaniu z lotem ustalonym. Zysk ten nie jest jednak duzy, nie przekracza
bowiem pot procenta. Tak wige poszukiwania modelu ruchu samolotu, dla ktérego lot
ustalony okazalby si¢ optymalny nie zakosnczyly si¢, jak dotad, powodzeniem.

Wydaje sig, ze prace dotyczace sformulowanego zadania mozna podzieli¢ na dwie
gléwne grupy:

— pierwsza, stara si¢ oszacowaé ile mozna zaoszczgdzié paliwa stosujgc sterowanie
uogdlnione lub sterowanie okresowe [5, 6, 17]:

— druga, kierujac si¢ wzglgdami praktycznymi, poszukuje rozwigzan suboptymal-
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nych otrzymanych w wyniku zaloZenia, Ze rozwiazanie istnicje w klasie sterowan prze-
dziatami ciaglych z uwzglednieniem tukéw osobliwych [9] (co w $wietle przytoczonych
rozwazan nie jest zupelnie pewne), badz zalozen réwnowaznych: o stalosci kata natarcia
7], o statosci wysokosci lotu [1] lub o réwnosci oporu aerodynamicznego i ciagu [2]
na odcinku trajektorii odpowiadajgcemu lotowi ustalonemu.

Jezeli idzie o pierwsza grupe prac to najpelniejsze oszacowanie oszczedno$ci zuzycia
paliwa dla modelu energetycznego mozna znaleZé w pracy [6]. Sterowanie uwogdlnione
w pordéwnaniu ze sterowaniem odpowiadajacym lotowi ustalonemu daje oszczednoscl
zalezne od parametril p = Pgpge/Pem, 1 53 one tym wieksze im wigkszy jest ten stosunek
(a wiec dla samolotéw o duzym nadmiarze ciagu w lotach na niewielkich wysokoéciach).
W skrajnych przypadkach, dla nowo projektowanych samolotéw, zysk ten moze siggaé
30%. Dla istniejacych samolotéw w lotach na duzych wysokosciach zysk ten nie przekracza
kilku procent, co jest wielkos$cia poréwnywalna z bledami wskaznika jako$ci wynikajg-
cymi z uproszczen modelowych.,

Jesli idzie o druga grupe prac to na uwage zashuguje praca [1] ze wzglgdu na prostote
stosowanej tam metody, a co za tym idzie, na szybko§¢é wykonywania obliczen, co w za-
stosowaniach praktycznych ma istotne znaczenie [10].

6. Uwagi kencowe

W pracy pokazano, ze dla tego samego energetycznego modelu ruchu samolotu, ale.
przy réznych zalozeniach odnoénie stato§ci wysokosci lotu, rozwigzania zadania minima-
lizacji zuzycia paliwa moga byé jakosciowo rézne. Przy zalozeniu, Ze lot odbywa si¢ na
stalej wysokosci, rozwigzanie ustalone (V = comst., 7 = const.) spetnia warunki konieczny
i wystarczajacy optymalnos$ci, wynik ten jest zgodny zaréwno z twierdzeniem egzysten-
cjalnym (patrz [8], str. 288) jak i z intuicjg. Préba uogdlnienia otrzymanego wyniku na
przypadek zmiennej wysoko$ci lotu moze prowadzié do bledu, gdyZz nie sa spelnione
zatozenia twierdzenia egzystencjalnego o wypuklosci zbiora predkosci uogdlnionych
(patrz [8], str. 284). Sterowanie uogdlnione jest wtedy lepsze od sterowania ustalonego,
co nie jest zgodne ani z intuicja, ani ze stosowana praktykg. Bardziej zlozone modele
ruchu samolotu wymagaja dalszych badan charakteru rozwigzania zadania.
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Pezwome

MHUHHUMAJIN3ALUA PACXOIA TOIUIMBA B ITOJIETE II0 3AJAHHOM PACCTOSHUHU

3ajaua MIUHUMANR3ALUH PACKOA3 TOTUIMBA CaMONETA B IOJIETE IO 33/IAHHOM PACCTOSHHM, XOTA MpoLI-
JI0 MHOTO JIET OT €if HopMyIMpOBKH, He HalUIa A0 CHX Iop ynoxsnemopm-em;ﬂoro pewieruss. B craten
TIOKa33HO, YTO OCHOBHAA TPYAHOCTh 3AKIHOYACTCS B TOM, UTO €CAM AJIA ONpPEJeIEHHON XIOCIOSTHHON BbI-
COTRI IoNETA ONPEXENEHHOE YIPaBIeHHE N3 KIIAcCa KYCOUHO HEIPEPLIBHBIX (hyHKIMM MOMKET BLIIONHATE
KOHEUHBIE M HEOOXOoMMMBIE YCHOBHS OXTHMANLHOCTH HA CHHTYJIAPHON Ayre, TO INA IIEPEMEHHOH BLI-
COTBI HoNéTa ONTHMANLHOE YIPABJIEHME B OTON KIACCE MOMKET HE CYIIECTBOBATE. B crarby maercsa obaop
HEKOTOPBIX NOHATHI TEOPHH ONTHMATIBHOIO YIIPABJICHHA, a2 TAloKe 0630p IpHMEHSIeMbIX MoAeneH mBu-
xenuA camonéra. Ha srom (oHe yxasaHo, Ha OCHOBE IMTHDPOBAHHOI JIMTEPATYDHI, OCHOBHOC HANpaB-
JIeHus pelleHHs 3a]auu. '

Summary

MINIMIZATION OF FUEL CONSUMPTION DURING FLIGHT ON A GIVEN DISTANCE

The problem of minimum fuel consumption by the aircraft for a given distance flight has been consi-
dered for years in many papers, however, the satisfactory solution of that problem has not been found yet.

In the paper it has been shown, that the solutions for control in the form-of piecewise functions exist
only for the flights of constant altitude, but may not exist for the more general cases. Some concepts of
optimal control theory are also discussed, models of aircraft motion are reviewed and, on the base of cited
references, basic directions of conducting the research are pointed out.

Praca wplynela do Redalcjl dnia 4 wrzesnia 1987 roku.
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Miedzynarodowa Konferencja
,Measurements of Static and Dynamic Parameters
of Structures and Materials”
Pilzno (Czechostowacja), 26-—29 maja 1987 r.

Konferencja zostala zorganizowana przez Czechostowacky grupe Komitetu Technicznego TC 15
Miedzynarodowego Stowarzyszenia Metod Pomijarowych (IMECO — International Measurcment Con-
federation). Gl6wna osobg w komitecie organizacyjnym byt doc. dr Jan Javornicky, znany z prac w dzie-
dzinie elastooptyki, ktory niestety zmar} 2 maja, na kilka tygodni przed rozpoczeciem Konferencji. Obrady
otwarte zostaly przypomnieniem tego wybitnego badacza, ktory takze w Polsce mial wielu przyjaciol.

Konferencja znalazla oparcie materialne w Zakladach ,,Skoda” a pét dnia przerwy w obradach poswie-
cono na interesujace zwiedzanie laboratoriéow badawczych i wytworni konstrukeji stalowych, nalezacych
do tego koncernu. ROwniez wybdr miejsca Konferencji — Pilzno — byl podyktowany zwigzkami orga-
nizatoréw z Zakiadami ,,Skoda”, ktorych tematyka badawcza pojawila sie takze w kilku referatach.

W konferencji uczestniczyto 210 os6b, w tym 58 z kilkunastu krajéw poza Czechostowacja. Z Polski
przyjechato 9 0s6b. Udziat wielu znanych specjalistow w dziedzinie badania naprezen i odksztalcert wplynat
na wysoki poziom czefci referatdw i na wartoéciowe dyskusje. Mozna tu m.in. wymieni¢ takie osoby, jak
H. Aben z Tallina (Estenia), J. W. Dally z Maryland (USA), K. H. Laermann z Wuppertal! (RFN),
A. Lagarde z Poitiers (Francja), C. A. Sciammarella z Chicago (USA), P. Stanley z Manchester (WI1k.
Brytania) i P. S. Theocaris z Aten (Grecja).

Szczegblnie nowoczesne metody i wazne wyniki zawieraly referaty dotyczace m. in. zaawansowanych
metod badatr elastooptycznych, zastosowan techniki Jaserowej, mechaniki pekania i pomiaréw zjawisk
dynamicznych. Badacze z Czechostowacji przedstawili szeroki wachlarz stosowanych metod i podejmowa-
nych zagadnied, w wielu przypadkach &ciSle zwiazanych z budowanymi konstrukcjami inzynierskimi
i urzadzeniami mechaniczaymi. _

Uczestnicy z Polski przedstawili réwniez kilka interesujacych referatow.

Obrady prowadzono w dwdch réwnoleglych salach, a oprdcz referatdw plenarnych zorganizowano
takze dwie sesje plakatowe, ktore spotkaly si¢ z duzym zainteresowaniem. Dyskusje obok kilku plansz
byly zywe i zapewne pomogly do nawiazania kontaktdw osobistych, a ta forma przedstawiania prac oka-
zala si¢ owocna.

Po obradach organizatorzy przewidzieli udany program spotkahi towarzyskich, polaczonych m. in.
ze zwiedzaniem pieknego rejonu wokét Pilzna,

Uczestnicy dostali dwa tomy materialéw konferencyjnych, w ktérych zamieszczono obszerne stresz-
czenia lub petne referaty w postaci nadestanej przez autorow.

Konferencja w Pilznie zostala sprawnie zorganizowana, a poziom wigkszosci referatébw byl dobry.

A. M. Brandt

{ I-sza Konferencja Mechaniki
Praga, 29.6—3.7.1987

Konferencja o pelnej nazwie ,,Wyniki badaf naukowych i osiagnigcia wielostronnej wspolpracy nau-
kowej Akademii Nauk Krajow Socjalistycznych™ zostala zorganizowana przez Instytut Teoretycznej
i Stosowanej Mechaniki Czechoslowackiej Akademii Nauk, w ramach udzialu Czechostowackiej Akademii
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Nauk w pracach Komisji Problemowej Wielostronnej Wspblpracy Akademii Nauk Krajow Socjalistycz-
nych — ,,Naukowe podstawy mechaniki maszyn, konstrukeji i proceséw technologicznych”. W dalszym
ciagn tytulu konferencji wyjasniono, ze tematem maja by¢ wyniki i perspektywy wspélnych badan w Aka-
demiach Nauk krajow socjalistycznych.
Udziat w obradach wzigto okolo 500 os6b, w tym 340 z Czechoslowacji. Tematyka Konferencn objela
bardzo szeroki zakres, kiéry podzielono na nastgpujace dzialy:
1A Teoria mechaniki i mechanizméw,
1B Drgania ukiadéw mechanicznych,
1C Mechanika ukladéw dyskretnych cial stalych,
2A Mechanika cial odksztalcalnych i systeméw,
2B Mechanika zniszczenia i trwalo$ci konstrukeji,
2C Rozprzestrzenianie si¢ fal w cialach stalych w stanach granicznych zniszezen z uwzgl@dmemem zagad-
nien statecznosci,
3 Mechanika struktur materialowych,
4. Geomechanika,
5. Biomechanika,
6 Hydromechanika ukladéw cieczy newtonowskich,
7. Hydromechanika cieczy anomalnych i ukladow cieczy,
8 Dynamika gazéw i uklady polifazowe, wymiana ciepla i masy,
9 Turbulencja i warstwy przyScienne,
10 Automatyzacja metod badawczych w mechanice.
Obrady prowadzqne byly w wielu salach réwnolegle oprocz referatdéw plenarnych, podczas ktérych
zorganizowano tlumaczenia na jezyki czeski, rosyjski i angielski. Odbyty sie takze sesje plakatowe.
Materiaty Konferencji wydane zostaly w postaci 8 toméw o lacznej objetoéci ponad 2000 stron.
W wydawnictwie tym umieszczono 366 Czechoslowackich i 445 zagranicznych referatéw lub streszczef.
Dzien wolny od obrad poSwiecono ma wycieczki do laboratorium badan mechanicznych Zakladow
Skoda w Pilznie i na zamek Karlsztejn. W tym dniu odbylo si¢ takze posiedzenie Komisji Problemowe;

oraz zebrania dwoch zespotdéw tematycznych (Grup Roboczych) — ,,Mechanika gruntéw i gérotworn™
i ,,Hydromechanika”. Odbylo si¢ takze posiedzenie Komitetu redakcyjnego wspélnego czasopisma Aka-
demii Nauk Krajow Socjalistycznych — ,,Uspiechi Mechaniki” — Advances in Mechanics.

Sekretarzem Komitetu Organizacyjnego byl Docent Dr Jan Javornicky, znany badacz w dziedzinie

elastooptyki. Niestety zmar! on 2 maja br, na ktr6ko przed rozpocz¢ciem obrad Konferencii, ktorej poswie-
cit wicle wysilku w ciagu ostatniego roku swego Zycia.
T Podczas obrad plenarnych warto wyr6znié m. in. wyklad Akademika G.G. Czornego (ZSRR) na
temat zastosowania technologii wybuchowych w przemyéle i budownictwie oraz Prof. dr Adama Bor-
kowskiego (Polska) o ksztalcenin w dziedzinie mechaniki. Roéwniez wiele mteresujacych wykladéw przed-
stawiono w poszczegbdlnych dzietach.

Poziom referatow przy tak znacznej ich liczbie byl nieréwny. Wydaje sie, Ze organizatorzy nie sta-
wiali zbyt ostrych kryteriow przy przyjmowaniu prac, stad niektore wystapienia mialy charakter przy-
czynkowy, a inne przedstawiane byly w tak krotkim czasie, ze wobec braku tlumaczen na sekcjach trudno
bylo doceni¢ ich warto$é.

Zamierzenia Konferencji zostaly niewatpliwie pomySlnie zrealizowane w sensie spotkania badaczy
z krajoéw socjalistycznych, ktérych rzadko widuje si¢ na zebraniach miedzynarodowych i wydrukowania
wielkiej liczby ich referatéw, co z pewno§cxa pomoze w dalszych kontaktach. Dyskusyjna jest natomiast
kwestia orgamzowam‘a oddzielnych spotkad w dziedzinie mechaniki, z ktérych wylaczeni sa badacze
z innych krajéw. Poniewaz obrady i wyklady tak plenarne, jak i w sekcjach, nie dotyczyly spraw organi-
zacyjnych ani koordynacji badan w krajach socjalistycznych, to uczestnictwo os6b z innych krajow mogioby
wplynaé jedynie na warto$¢ referatéw i dyskusji,

Dyskusje przewidziane jako spotkania ,,okraglego stolu” nie spehnily oczekiwan, gdyz zastapione
zostaly paroma przydiugimi wystapieniami o treéci zawierajacej og6lnie znane stwierdzenia lub dezyde-
raty. Rola dyskusji zostala niedoceniona przez organizatoréow Konferencji. Nie bylo na nie czasu takze
po wykfadach plenarnych i podczas obrad w sekcjach.
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Konferencja miala niejako podwojny charakter, stanowila bowiem réwniez krajowy kongres mecha-
nik6w. Sposrdd 21 referatow sekeyjnych — 18 zostato wygloszonych przez gospodarzy, podobnie na 253
komunikaty — 186 pochodzilo z CSRS. Odwrotna proporcja miala miejsce dla sesji plakatowych — na
70 komunikatéw jedynie 13 bylo z Czechoslowacji.

Kwestia celowosci organizowania podobnych spotkan spotkan w przyszlodci, jak réwniez ich formuta
bgda omawiane na najblizszym posiedzeniu Komisji Problemowej. Konferencja wykazala w sposéb bar-
dzo widoczny, jak wiele jest jeszcze do zrobienia w dziedzinie wspélpracy miedzy placéwkami badawczymi
i poszczegblnymi zespolami w krajach socjalistycznych. Nie przedstawiono, jak sie wydaje, ani jednej
pracy autoréw z dwéch lub wiecej krajow. Brakuje réwniez choéby informaciji wzajemnej w postaci np.
kalendarza organizowanych spotkan w dziedzinie mechaniki.

Powyzsze uwagi nie umniejszaja W zadnym stopnin warto$ci Konferencji i wydanych materialow,
a wysilek organizatoréw kierowanych przez Prof. J. Nemeca uwieficzony zostal pelnym powodzeniem.

A. Blinowski
A. M. Brandt

Mie¢dzynarodowa Konferencja
»Composite Structures 4’
Paisley (Szkocja), 27—-29 lipca 1987 r.

Czwarta Migdzynarodowa Konferencja na temat konstrukcji kompozytowych zostala zorganizowana
w Paisley College of Technology, podobnie jak poprzednie w latach 1981, 1983 i 1985 przy udziale Scotish
Development Agency i National Engineering Laboratory, a takze innych instytucji patronujacych i wspo-
magajacych finansowo. Giéwnym organizatorem jest dr Ian H. Marshall, a konferencje te sa juz uznanym
miejscem wymiany informacji w skali $wiatowej w dziedzinie materiatéw i konstrukcji kompozytowych.

Dwa referaty plenarne poprzedzily zebrania w sesjach specjalistycznych. Pierwszy z nich wygloszony
przez A. W. Leissa z Ohio State University (USA) obejmowal przeglad probleméw zwiazanych z analizg
i projektowaniem plyt kompozytowych, podlegajacych wyboczeniu. Autor zajal sie plytami o rozmaitych
strukturach wewnetrznych i réznych rodzajach anizotropii oraz uwzglednil niektdre zjawiska, kompli-
kujace stan naprezen i odksztalcen, jak wplyw otwordw, efektdbw lokalnych, nieliniowosci. Roéwniez zo-
staly omoéwione zjawiska po wystapieniu wyboczenia.

Drugi referat plenarny przedstawil C. W, Bert z University of Oklahoma (USA), ktory zajat si¢
najnowszymi wynikami badad w dziedzinie dymamiki konstrukcji kompozytowych. Referat obejmowat
zagadnienia i rezultaty badan do$wiadczalnych, ale takze prac teoretycznych i numerycznych. Tematyka
referatu dotyczyla zjawisk wystepujacych w najrézniejszych konstrukcjach kompozytowych, od rakiet
tenisowych az do elementébw pojazdow kosmicznych i rakiet bojowych. Oba referaty uzupelnione byly
obszernymi zestawieniami publikacji z ostatnich paru lat.

Nastepnie przedstawiono okolo 90 referatéw, podzielonych pa 28 grup jednolitych tematycznie
i wyglaszanych podczas trzech serii sesji rownoczesnych. Dalsze 15 prac pokazano jedynie w postaci pla-
katéw. Podzial referatéw na krotkie sesje umozliwit zebranie na kazdej z nich uczestnikéw istotnie zain-
teresowanych dang tematyka, co wielokrotnie doprowadzilo do rzeczowej wymiany pogladéw.

Sesje dotyczace glownie zagadnieri konstrukcji kompozytowych objely m. in. tematyke konstrukcji
lotniczych i pojazdéw kosmicznych, polaczen elementéw nosnych, turbin wiatrowych, rur i naczyn ci§-
nieniowych, uszkodzed i optymalizacii.

Pozostale sesje objely zagadnienia bardziej zwigzane z materialami kompozytowymi i dotyczyly:
mechaniki pekania i zjawisk wystepujacych podczas zniszczenia, wytwarzania kompozytéw, kompozytow
o matrycach metalowych, badan nieniszczacych, zjawisk termicznych i wplywu czynnik6éw zewnetrznych,
wreszcie zjawisk dynamicznych, pelzania i zmeczenia.

Podzial miedzy zagadnieniami konstrukcji i materialébw nie byt zbyt ostry, co pozwolilo na szersze
traktowanie poszczegdlnych zagadnien. Podczas wielu referatéw przedstawiono przyklady udanego sto-
sowania wszechstronnych metod badawczych, teoretycznych i do$wiadczalnych oraz zastosowan uzyska-
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nych wynikéw. Rozmaito$é zagadnienr i oryginalno$¢ wielu przedstawionych rozwiazan zadecydowaly
0 wysokim poziomie Konferencji.

Trudno jest w krotkim przegladzie wymieni¢ wszystkie szczegdlnie interesujace referaty. Wedlug
subiektywnej opinii recenzenta na wzmianke zasluguja m. in. prace L. Hollaway’a i A. Thorna na temat
badan kompozytowej konstrukeji skladanych anten, umieszczanych na statkach kosmicznych, A. J. Arse-
paulta o mechanizmie wzmocnienia w kompozytach SiC/Al oraz J. E. Schoutensa o projektowaniu kom-
pozytdow z metalowymi matrycami, a takze grupa referatéw dotyczacych zagadnief optymalizacii konstrukcji
kompozytowych.

W Konferencji wzigto udziat 200 uczestnikdéw z 27 krajoéw, przy czym az 140 oséb przybylo spoza
Wielkiej Brytanii. Program techniczny byl uzupelniony spotkaniami towarzyskimi, zorganizowanymi przy
wykorzystaniu szkockiego folkloru, lecz takze majacymi na celu ukazanie lokalnych mozliwosci badaw-
czych i przemystowych.

Referaty przyjete na Konferencji zostaly wydrukowane w postaci starannie wydanych dwéch toméw
przez Elsevier Applied Science Publishers, dostarczonych uczestnikom przed rozpoczeciem spotkania.

Zardbwno przebieg sesji technicznych jak i innych spotkati cechowala niezawodna organizacja i uprzej-
“mo$é gospodarzy.

A. M. Brandt

I-szy Kongres RILEM
»From Materlals Science to Construction Materials Engineering”
Versailles (Francja), 7—11 wrzesnia 1987 r.

Jest to bardzo charakterystyczne, Ze 1-szy Kongres przypada w 40-ta rocznic¢ powstania RILEM
(Reunion Internationale des Laboratoires d’Essais et de Recherches sur les Materiaux et les Constructions —
Miedzynarodowe Stowarzystenie Laboratoriow Badania Materialéw i Konstrukgcji). Stowarzyszenie to
bowiem jest jednym z najbardziej aktywnych i skutecznie dzialajgcych, ale jego dzialalnoé¢ jest bardziej
widoczna w zebraniach komisji roboczych, w publikacji waznego czasopisma i oglaszaniu zalecenn metod
badania materiatow i konstrukcji, niz w organizowaniu wspanialych i bogatych kongreséw. Rowniez
ten Kongres miat raczej charakter roboczy i byt skoncentrowany na podstawowych problemach nauki
o materiatach i konstrukcjach.
Kongres byl zorganizowany przez grupg francuskg RILEM pod klerunklem J. C. Parriaud, a Komi-
‘tet Naukowy Kongresu kierowany by} przez J. C. Maso. Blisko 400 uczestnikdéw z 35 krajow spedzito
5 dni obrad w znakomitych warunkach Palacu Kongreséw w Wersalu.
Referaty podzielono na trzy sesje réwnolegie. Byly one poprzedzone wprowadzajacymi wyktadami
o tych samych tytuh;ch, wygloszonymi pierwszego dnia Kongresu:
" 1. Struktura materialéw i kontrola porowatosci. Wplyw proceséw na mikrostrukture materialéw, J. M.
Haynes z Uniwersytetu w Bristolu, Anglia. '

2. Projektowanie i produkowanie materialéw zlozonych, U. Meier z EMPA w Dubendorf, Szwajcaria.
3. Wplyw czasu i otoczenia. Przewidywanie i kontrola nad zjawiskami dlugotrwalymi w materiatach,
S. Saundcrs z Washington State University, USA.

Inne trzy wyklady zostaly przedstawione na zaproszenie organizatoréw na poczatek kazdego z kolej-
nych dni obrad:

1. Materialy bardzo niejednorodne: wplyw ska.h i prawa zachowania, E. Guyon z Universite Paris Sud,
Francja.

2. Metody fizycme identyfikacji mikrostruktury, P.L. Pratt z Imperial College of Science - and- Tech-
nology, Londyn, Anglia.

3. Od nauki o materialach do inzynierii materialowej, H. Tavermer z koncernu Saint-Gobain, Francja.

Wyktady te zostaly zorganizowane w inny sposdb niz zwykle przy takich okazjach. Nie byly to bowiem
ani raporty o stanie wiedzy w danej dziedzinie, ani sprawozdania z referatow w poszczegélnych sesjach.
Dotyczyly one nowych dla wigkszosci stuchaczy dziedzin nauk podstawowych, z wyjatkiem ostatniego
wykladu, ktéry obejmowal aktualny przeglad niektorych badan w laboratoriach Saint-Gobain. Wykla-
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dowcy przedstawili nowe i niezmiernie interesujace dziedziny, ktérych zwigzek z sesjami polegal na poka-
zaniu mozliwoici nauk podstawowych w zastosowaniu do badania i wytwarzania materialéw i konstr-
ukcji. Koncepcja takiego zorganizowania wykladow wstepnych zadecydowala o ogélnym powodzeniu
Kongresu.

Kolejne sesje zawieraly interesujace zbiory referatébw i obejmowaly przeglad najnowszych badat
w wielu laboratoriach na §wiecie. Diugie dyskusje po wielu z nich wskazywaly zaréwno na zainteresowanie
jak i na kompetencje uczestnikow. Rowniez zorganizowane na zakoficzenie dyskusje ,,okraglego stoln”
i przedstawione syntetyczne raporty z sesji byly udane.

Udziat badaczy z Polski ograniczy! si¢ do trzech 0s6b i czterech referatow, zreszta dobrze przyjetych,
oraz do wspoéludziatu w raporcie z drugiej sesjt,

Uczestnicy otrzymali trzy tomy zawierajace wszystkie przyjete referaty. Natomiast wyklady i raporty
z sesji beda opublikowane wkrdtce w czasopi§mie RILEM.

A. M. Brandt

O Szkola ,,Sterowanie w mechanice’”

II-ga Szkola ,,Sterowanie w mechanice” zorganizowana przez Zarzad Glowny PTMTS odbyla sie
w dniach 21.09 - 26.09.1987 w o$rodku wezasowym kopalni wegla kamiennego Knur6ow ,,Buk® w miej-
scowosci Rudy k/Raciborza. Program Szkoly zostal uaktualniony o pewne nowe problemy sterowania
uvkfadami mechanicznymi z wykorzystaniem materialow przygotowanych dla I Szkoly zorganizowanej
w roku 1985,

Program II Szkoly ,,Sterowanie w mechanice’’

Ruch nieswobodny a sterowane uklady mechaniczne — Cz. 1 — prof. dr hab. R. Gutowski, mgr -inZz.
E. Jarzebowska

Ruch nieswobodny a sterowane uktady mechaniczne — Cz. 2 — dr inz. J. Pietrucha

Zasady wariacyjne w mechanice — doc. dr hab. S, Bednarz

Elementy nowoczesngj teorii sterowania — dr inz. J. Skrzypczyk

Uk{ady mechaniczne celowego dzialania — prof. dr hab. S. Dubiel

Uklady mechaniczne celowego dzialania ~ ujecie stochastyczne — prof. dr hab. B. Skalmierski
Sterowanie wiezami ciala odksztalcalnego — dr inz. J. Grabacki

Program szkoly wzbogacily trzy wystapienia:

— prof. dr hab. Roman Gutowski wyglosil okoliczno$ciowy wyklad z okazji 300-lecia wydania dziela L.

Newtona ,,Naturalis Philosophiae Principia Mathematica® pt.: ,,Yzaak Newton — czlowiek epoki”,

— prof. dr Jens Wittenburg wyglosit referat pt.: ,,An application of the Pontriagin maximum principle
to the slip motors control”,

— doc. dr hab. Stanistaw Kasprzyk wyglosit referat pt.: ,,Wykorzystanie dystrybucji do badania ukladow

mechanicznych”. Organizacji Szkoly podjal si¢ Komitet Organizacyjny:

Stanistaw Dubiel — przewodniczacy, Stanistaw Bednarz, Roman Gutowski, Bogdan Skalmierski
Jbzef Wojnarowski, Andrzej Buchacz, Alicja Diwiarek, Jadwiga Wojda.

Liczba uczestnik6w Szkoly — 32.
Prowadzacy zajecia: autorzy opracowanych dziatow jak w programie.

Ankieta ekspresowa przeprowadzona wérdd uczestnikéw potwierdzila potrzebe prowadzenia szkotly
o tematyce zgodnej z programem z rozszerzeniem pa tematyke praktyczna (stosowana). Miejsce szkoly
uznano za bardzo dobre.

Kazdy z uczestnikdéw otrzymat komplet materiatéw w formie ksigzki ,,Sterowanie w mechanice’’
wydanych w 1985 roku przez Wydzial Wydawniczy Wojskowej Akademii Technicznej z materialam
uzupelniajgcymi program. '

Rozszerzony program Szkoly wymagal prowadzenia wyktadow na sesjach przedpotudniowych i popo-
fudniowych w iloci 8 - 10 godzin dziennie. Jedynie w dniach 24.09. i 26.09. prowadzono sesje przedpo-
tudniowe zgodnie z opracowanym rozkladem zajgé.

Stanislaw Dubiel
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Sesja naukowa z okazji 300-lecia wydania dziela Newtona
,,Philosophiae naturalis principia mathematica’®

W dniach 9 - 10 pazdziernika 1987 r. Zarzad Gtéwny PTMTS przy wspéludziale Oddzialu Bielskiego
zorganizowal sesje naukowa w celu zaakcentowania znaczenia Principiéw Newtona w 300 lat po ich uka-
zaniu sig. Sesje te, w ktorej wziglo udziat 50 uczestnikow, w tym 6 uczonych z zagranicy, polaczono z wre-
czeniem dyploméw nowych czlonkom zagranicznym PTMTS: profesorowi Arturowi Berglesowi (Rens-
selaer Polytechnic Institute, Troy, USA) i profesorowi Uniwersytetu w Karlsruhe (RFN) Jensowi Witten-
burgowi. Dyplomy wrgczyt prof. Jozef Wojnarowski podkreslajac znaczace osiggnigcia nowowybranych
czionkéw zagranicznych PTMTS w dziedzinie mechaniki i ich rozlegte formy wspéidziatania z nauka
polska.

W czasie dwudniowej sesji wystoszono 16 referatéw, w tym 4 referaty uczestnikoéw zagranicznych.
Sesja byla dobra okazja nie tylko do refleksji nad znaczeniem i wplywem Principiéw na rozwéj mauk
Scislych, ale takze data asumpt do nowej perspektywy poznawczej w $wietle rozwoju mechaniki.

Nalezy podkresli¢, ze w obradach wzigli réwniez udziat Czlonkowie zagraniczni PTMTS profesorowie
Zdenek Sobotka z Pragi i Georg Rieder z Akwizgranu. Gosciem PTMTSu byt Sekretarz Generalny Jugo-
stowianskiego Towarzystwa Mechaniki dr Dobrostaw Ruzi€.

Sesja odbyla sie¢ w Domu Wczasowym Fabryki Samochodoéw Malolitrazowych ,,CENTRUM”
w Szczyrku, w ktorym uczestnicy spotkali si¢ z mitym przyjeciem.

Ponizej podajemy tytuly referatow w chronologicznej kolejnoSci ich wyglaszania:

Jozef Wojnarowski — Sladami Newtona,
Roman Gutowski — Dzialalno$¢ naukowa Newtona ze szczegbdlnym uwzglednieniem jego wplywu

na rozw6j mechaniki (w zastepstwie wyglosit Stanislaw Dubiel),

Artur Bergles — Enhancement of convective heat transfer — Newton’s legacy pursued,

Jens Wittenburg — Some aspects of dynamics multi-body systems,

Eugeniusz Brzuchowski — Zasady Newtona w niektérych przypadkach skrajnych,

Tadeusz Chmielewski — Wybrane problemy inZzynierii sejsmicznej,

© Andrzej Oledzki — Znaczenie praw Newtona we wspéliczesnych zagadnieniach techniki,

Georg Rieder — On analogies, dualities and topological questions between curl (incompatibility and
source) force in the statics of electromagnetic mechanic network of continua,

Czestaw Wozniak — O modelowaniu sprezysto-lepko-plastycznych kompozytdw,

Wieslaw Nagdrko — Podstawy mechaniki Newtona w §wietle rozwoju mechaniki,

Zdenek Sobotka — Parameters of evolution and intrinsic time measures in asymmetric plasticity
and rheology (ref. wygtoszony w jezyku polskim),

Antoni Jakubowicz — Stan nauki mechaniki w Polsce w XVIII wieku na przykladzie Koleglum
Nobilium,

Marian Kmiecik — Noépo§¢ kadtuba okretu,

Roman Nagérski — Mechanika ofrodkéw przeliczalnych,

Krzysztof Zmijewski — Komputerowa analiza materialow,

Alfred Stepniewski — Uzupelniona i uogblniona zasada d’Alemberta oraz uzupetnione II i III prawo
Newtona jako podstawowe prawa mechaniki klasycznej.

W drugim dniu obrad odbylo si¢ takze posiedzenie Prezydium Zarzadu Gléwnego PTMTS.

Jdzef Wojnarowskl

Sympozjum ,,Dwuwymiarowe aproksymacje trojwymiarowych zagadniedi w teorii sprezystosci”
Rzym, 20—-22 pazdziernika 1987 r.

W jednej z historycznych sal patacu Corsinich, bedacego siedziba Accademia Nazionale Dei Lincei,
odbylo sie sympozjum pod hastem podanym powyzej w tytule, W skiad komitetu organizacyjnego sym-
pozjum wchodzili znani profesorowie: G. Caricato, G. Fichera (przewodniczacy), L. Finzi, G. Grioli,
T. Manacorda i P. Podio Guidugli. Sympozjum otworzy! wiceprezes Akademii wybitny fizyk i uczen
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E. Fermiego profesor S. Amaldi. W obradach uczestniczylo ponad 50 os6b. Dwana$cie jednogodzinnych
wykladow wygtosili profesorowie z Wioch, USA, Holandii, Francji, W. Brytanii i Polski, nie przyjechat
zaproszony prof. D. Iesan z Rumunii. W chronologicznym porzadku wygloszono nastepujace referaty:

W. T. Koiter (Delft): The theory of thin elastic shells,

I. N. Sneddon (Glasgow) Relations between plane strain problems and axi-symmetric problems
in linear elasticity,

E. Sternberg (Pasadena, Caltech): Three-dimensional aspects of the plane problem in linear elasto-
statics,

P. G. Ciarlet (Paryz): Modelling and mathematical analysis of the junction between a three-dimensio-
nal elastic body and an elastic plate,

Z.S. Olesiak: On two and three-dimensional problems of elasticity with thermodiffusive effects,

C. O. Horgan (Michigan State Un.): Exponential decay estimates for the von Kdrmén plate equations
in nonlinear elasticity,

E. Benvenuto (Genua): Il contributo di Saint-Venant alla teoria molecolare dell’elasticitd,

G. Fichera (Rzym): Sforzi elastici piani,

M. Sokolowski (IPPT PAN): Approximate analysis of two-dimensional elastic media containing
cylindrical cavities and cracks,

B. Firmani: Il fattore di intensitd degli sforzi nello spigolo rientrate di un prisma sottoposto
a flessione non uniforme secondo la teoria di Sain-Venant,

E. Sanchez-Palencia (Paryz): Asymptotic and numerical study of some junctions in elasticity,

G. Grioli (Padwa): Il problema di Saint-Venant: confronti con la teoria esatta.

Accademia Dei Lincei jest jedng z najstarszych akademii nauk na $wiecie i zostala zalozona w r. 1603.
Lynx, po wiosku ry$, mial symbolizowaé dalekowzroczno$¢ i przenikliwo§¢é poczynad i wiedzy czlonkéw
Akademii. Uczonym, ktéry uczynit Akademig stawna byl Galileusz — czlonek tejze od r. 1611. Po dlugiej
przerwie dzialalno$¢ Accademia Dei Lincei zostata wznowiona w r. 1870. Na Zatybrzu w 17 wiecznym
palacu znanej rzymskiej rodziny Corsinich mieéci sie réowniez galeria obrazéw, oraz biblioteka zawierajaca
ponad 4000 rekopiséw, 3000 inkunabut, kolekcje cennych map i ksigzek powstatych od 16 wi¢ku, w tym
dzielo Kopernika ,,Revolutionibus...”. W sali, w ktorej odbyto sie sympozjum wykladali: Vito Volterra,
Guido Castelnuovo, Tulio Levi-Civita, Jacques Hadamard, Bugenio Beltrami, i wielu innych slawnych
uczonych. Do Akademii nalezeli Luigi Cremona, Enrico Betti, Ulisse Dini, Hermann von Helmholtz,
Robert W. Bunsen, C. R. Darwin.

W latach faszyzmu Akademia przezywala duie klopoty i przez 6 lat, dekretem rzadu Mussoliniego,
zostala poddana pod kuratele rzadowej Accademia d’Italia. Po wyzwoleniu we wrzesniu 1944 wznowila
dzialalno$é.

Z. S. Olesiak






SZKOYA LETNIA MECHANIKI PEYNOW
Mikolajki, 18—23 wrzesnia 1989 r.
Komunikat No 1

Sekcja Mechaniki Plynow Komitetu Mechaniki PAN, Instytut Budownictwa Wodnego PAN w Gdansku

oraz Akademia Rolniczo-Techniczna w Olsztynie organizujg VII Szkole Letnia Mechaniki Plynow.

1.

Cele Szkoly: Aktywizacja i podniesienie poziomu naukowego $rodowiska hydro- i aeromechanikéw
oraz npowszechnienie podstaw i metod opisn proceséw hydrodynamicznych w oérodkach z granicami
swobodnymi, :

. Miejsce i termin: Mikolajki, 18-—23 wrze$nia 1989 r. Czas trwania Szkoly: 6 dni.
. Uczestnicy Szkoly: Przewiduje sig¢ uczestnictwo ok. 120 os6b reprezentujgcych krajowe oSrodki nauko-

wo-badawcze i dydaktyczno-naukowe (placowki PAN, szkolnictwa wyZszego oraz placowki resortowe)
aktywnie pracujacych w dziedzinie mechaniki plynéw oraz przedstawicieli innych dziedzin nauki i tech-
niki zainteresowanych zastosowaniem mechaniki plynéw.

. Tematyka Szkoly: Podstawy i metody opisu proceséw hydrodynamicznych w osrodkach z granicami

swobodnymi — 32 godziny wyktadow.

. Opieka merytoryczna: Opieke nad strong merytoryczna Szkoly sprawuje Dyrektor Instytutu Budow-

nictwa Wodnego PAN w Gdarisku, prof. dr hab. Stanistaw Massel.

. Zgloszenie uczestnictwa: Zgloszenie uczestnictwa do dnia 30 maja 1989 roku, na adres:

SZKOLA LETNIA MECHANIKI PLYNOW
Katedra Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn ART
10-736 OLSZTYN-KORTOWO, Blok 50

. Materialy Szkoty : VJczestnicy Szkoly otrzymuja:

1 — Skrypt — 200 stron —— Wydawnictwo Szkoly — Podstawy i melody opisu procesébw hydrodyna-
micznych w o$rodkach z granicami swobodnymi — materialy wykladowe.

2 — Skrypt — 455 stron — Wydawnictwo ART — Olsztyn — Mechanika Plynéw w Przykladach —
Eustachy S. Burka i Tomasz J. Nalgcz.

3 — Materialy informacyjne i pomocnicze.

. Informacje dodatkowe: Przewiduje sig, Ze wszyscy uczestnicy zostang zakwaterowani w Osrodku Wcza-

sowym Olsztyiiskich Zakladow Opon Samochodowych w Mikolajkach.

Whpisowe, koszt zakwaterowania z pelnym utrzymaniem oraz koszt materialow Szkoly wynosi
32.000, — Zlotych. '

Kwote zlotych 32.000, -—— nalezy przekazaé¢ do dnia 30 maja 1989 roku na konto PKO — II Oddziat
w Olsztynie, Nr 51523-16186-132 z dopiskiem — Szkota Letnia Mechaniki Plynoéw —.

Kierownik Szkoly
Eustachy S. Burka






INSTRUKCJE DLA AUTOROW

Ogélne

W Mechanice Teoretycznej i Stosowanej drukowane sg prace przegladowe oraz oryginalne teoretyczne
i doSwiadczalne z zakresu mechaniki ciala stalego oraz cieczy i gazéw. Publikujemy réwniez dyskusje

naukowa oraz polemike dotyczaca prac z mechaniki, ktére ukazaly sie w MTiS lub w innych czasopismach
naukowych. .

W Biuletynie Informacyjnym drukujemy sprawozdania z konferencji naukowych z zakresu mechaniki
w kraju i za granica oraz z dzialalnodei Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.
Praca moze by¢ ztozona do druku w MTiS pod warunkiem jej nieopublikowania w innym czaso-
pi$mie. ’

Drukujemy w jezyku polskim oraz na zyczenie autoréw w jezyku angielskim pod warunkiem zlozenia
pracy w tym jezyku.

Prace nalezy nadsyla¢ na adres Redakcji badz jednego z redaktoréw, w dwéch egzemplarzach (ory-
ginal--kopia).
Praca zlozona do druku podlega recenzji.

Wszelkie zmiany (poprawki autorskie) po zakwalifikowaniu artykutu do druku i przekazaniu go do
drukarni moga by¢ dokonane tylko w czasie 1 korekty (na koszt autora).

Po opublikowaniu autorzy otrzymujg 25 egzemplarzy odbitek swojego artykutu.

Szczegblowe

1. Prace skladane do publikacji w. MTiS powinny zawieraé (wg. kolejnoSci)
a) Tytut
b) Imig, Nazwisko z podaniem miejsca pracy
¢} Abstrakt (w jezyku polskim)
d) Wlaéciwa pracg
e) Spis literatury
f) Streszczenia w jezyku
— praca w jezyku polskim — rosyjskim w maszynopisie i angielskim
— praca w jezyku angielskim -— polskim i rosyjskim.
2. Tekst powinien by¢ napisany po jednej stronie (nie na papierze kredowym) z zachowaniem podwéinych
odstepow i obustronnych margineséw — z lewej 6 ¢m, z prawej 1 cm.
3. Wzory nalezy wpisywaé czytelnie, w kolorze czarnym, z zachowaniem numeracji po stronie prawej
(nalezy zwrbci¢ szczegblng uwage na rozrdznienie 1 oraz litery 1, zera i litery o oraz litere ¢ i p).
4. Zyczenia autoréow dotyczace formy graficznej pracy w tym kraju czcionki, liter greckich itp. powinny
byé dolaczome na osobnej kartce, badz na marginesie (otkdwkiem).
5. Tablice wystepujace w tekscie nalezy dolaczyé na oddzielnych kartkach (jedna na stronie).
6. Podpisy pod rysunkami powinny by¢ wyszczegblnione oddzielnie, a nie pod rysunkami.
7. Prosimy o sporzadzanie wykazu literatury w sposéb nastgpujacy: W. Nowacki, Teoria Sprezystosci,
Warszawa PWN, 1970.
8. Odno$niki nalezy numerowa¢ kolejno w calej pracy, a nie wg strony.
9. Obowigzuje stosowanie ukladu jednostek SI.



Cena z} 180,—

Prenumerate na kraj przyimuje sie:
— do dnia 10 listopada na I p6irocze roku nastepnego i na caly rok nastepny,
— do dnia 1 ezerwea na II p6lrocze roku biezgcego.

Instytucje i zaklady pracy zamawiajg prenumerate w miejscowych Oddzialach RSW
,Prasa—Ksigzka—Ruch”, w miejscowo$ciach za$, w ktérych nie ma Oddziatéw
RSW — w urzedach pocztowych i u doreczycieli.

Czytelnicy indywidualni oplacaja prenumerate wylgcznie w urzedach pocztowych
i u doreczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuje RSW ,Prasa—Ksigzka—
Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnietw, ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa,
konto PBK XIII Oddziat w Warszawie N1 370044-1195-139-11, w terminach podanych
dla prenumeraty krajowej. Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice pocztg
zwykla jest drozsza od prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawedéw indywi-
dualnych i o 100% dla zlecajgeych instytucii i zakladébw pracy.

Blezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zaméwié we Wzorcowni Ofrodka
Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych PAN, Patac Kultury i Nauki, 00-801 War-
szawa oraz w ksiegarniach naukowych ,,Domu Ksigzki”.

Subscription orders for all the magazines published in Poland available through
the local press distributors or directly through the Foreign Trade Enterprise ARS
POLONA 00-068 Warszawa, Krakowskie Przedmie$cie 7, Poland. Our bankers: BANK
HANDLOWY WARSZAWA S.A.

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzy-
stwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje sie od r. 1963, a od 1967 r. jako
kwartalnik. (Warszawa, Patac Kultury i Nauki, Salea Kongresowa p. 309).

Mech. Teor. T. 26, z. 3, s. 409—560, Warszawa 1988, Indeks 36523
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