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I. W s t ę p . 

1. S t a t y c z n a wyznaczalność ustrojów płaskich. 

Belka, lub dźwigarem płaskim nazywamy ustrój materialny, 
złożony z (nieważkich) prętów lub ogniw (tarcz) sztywnych, le-
*30ych w jednej płaszczyźnie, który służy do przeniesienia na 
Z lcmię sil dzialająch w tejże płaszczyznę, czyli obciążeń. 

Pręty przenosić mogą tylko siły osiowe, zatem obciążone m o -
być tylko w węz łach . Ogniwa (tarcze) mogą przenosić prócz 

Sl> Os iowych także momenty zginające, mu-
S z § zatem posadać pewien moment bezwład­
ności. Mogą nimi być więc a) utwory o ścian-
C e pełnej (np. belki walcowane, blachownice ' ^ s j 
''P.), albo b) kratownice, składające s'ę z prę­
tów połączonych w sztywną kratę, albo wreszcie c) utwory mie­
wane, w skład których wchodzą częściowo elementy o ściance 
Pełnej, częśeowo elementy kratowe. 

•ymyjymjM Belką kratową (kratownicą płaską) nazywa-
gĘłWłłk my belkę, składającą się w całości z prętów nie-

wmmwaiâmm ważkich, połączonych ze sobą przegubowo w węz-
Hys. 2 ' i ch Siły zewnętrzne działają na nią (teoretycz­

nie) tylko w węzłach. 
Ogniwo (lub pręt) jest połączone stale i statycznie wyzna-

c Za ln i c z drugim ogniwem (prętem) w ogó le przy pomocy trzech 
PrCtów. Do ustalenia punktu (na płaszczyźnie) względem tarczy 
P°trzcba dwu prętów. Układ płaski, złożony 
2 * tarcz i iv węzłów (punktów), połączony bę- y i | ~ 
^ z 'e stale (sztywnie) i statycznie wyznaczalnie 

'nnym układem stałym, jeżeli posiada: 
p = ( 3 f + 2 w) prętów (1) 
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R y s . 4 

połączonych ze sobą odpowiednio, t i . tak, aby nie zachodził w y 
padek wyjątkowy, zresztą zdarzający sic w praktyce niezm ernie 
rzadko. 

Ziemie uważać można też za tarczę sztywną ; zatem dla sta' 
lego i statycznie wyznaczalnego ustalenia układu wzglądem ziemi 
potrzeba p = (3t + 2w) prętów, z czego część może przypaść na 

pręty istotne (ustrojowe), część na pręty pod' 
porowe (łożyskowe), część na przegubowe. 

Do ustaleira belek (dźwigarów) względem 
ziemi używamy zwykle łożysk, które w dział*1' 
niu swym są równowarte z pewną ilością pre.' 

tów, i które przy obliczaniu zastępuje się często tymi tzw pfÇ' 
tami łożyskowymi. 

Nazywając p,- = ilość prętów istotnych czyli ustrojowych, P( ' 
ilość piętów łożyskowych, pp = ilość prętów przegubowych, otrzy 
mamy dla belki stałej i statycznie wyznaczalnej czyli izostatyez 
nej potrzebną ilość prętów: 

p = p. + P l + P p = 

Podparcie stale i statycznie wyznaczał 
ne wymaga przynajmniei 3 prętów ło­
żyskowych. Wtedy : 
Pi T P—i 3 = 3 t + 2w — p — 3 (3) 

Rys 

Belka kratowa posiada wyłącznie pręty, 
więc f = 0, a wtedy p = 2 u>, względnie 
p, = 2 w - 3 (4) 

Warunki t ; se konieczne, iednak w wyjątkowych wypadkach 
mogą być niewystarczające. T e wyjątkowe wypadki zdarzaj l srt 
niezmiernie rzadko (por str. 290 i 550) przeto jc tu pomiiamy-

Rys 1 przedstawia belkę podpartą na jednej stałej i j e d n a 
ruchomej ukośnej podporze; rys. 2 i rys 3, belkę najczęściej prZ}'' 

chodzącą w praktyce tzw prostą, czy'1 

wolno podpartą, tj. wspierającą się n 9 

jednej stałej i ruchomej pionowej p ° " 
porze. Dla obciążenia p onowego, ob* 
jej oddziaływania są też pionowe. Obi 1 

czając oddziaływane nia łożysku stały111 

d!a dowolnego obciążenia, wyznaczana 
zwykle składowe tegoż, pionową i poziomą, czemu odpowiada]1' 
pręty łożyskowe pionowy i poziomy (por. rys. 3; oznaczenie rys ' 
2 jest mniej przejrzyste). 
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Jeżeli ta rcze ( rys. 3) zastąpimy belką kratową, posiadającą 
w węzłów (rys. 4), to według (4) ilość prętów i s t o t n y c h p ; = 2 w — 3. 

B e l k a p o d a n a n a rys . 1 n i e iest prostą, ale rozporową (bez 
Względu na swój wygląd) , gdyż oddziaływania je j d l a obciążenia 
P ionowego są ukośne. B e l k i r o zpo ro -
rowe o kształcie łukowym n a z y w a m y 
łukowymi ; na t om ias t b e l k a o kształ­
cie łukowym ( rys . 5), a le p o d p a r t a 
Jak na r y s 3, jest belką prostą, a n i e 
l u k i e m . Belkę według rys . 6 n a z y w a -
m y belką łukową ze z n i e s i o n y m p a r c i e m p o z i o m y m ; różni się 
Z r esztą o n a o d b e l k i łukowej podane i n a rys . 7 t y l k o t y m , że 
P o z o r n y pręt łożyskowy n a prawe j podpor z e z a m i e n i o n y tu zo­
stał p o z o r n y m ściągiem. 

Pręty us t ro j owe i pręty łożyskowe be l ek k r a t o w y c h można 
Pomiędzy sobą wymieniać, b y l e zostało zachowane równanie (1) 
1 °y le p r z y z a m i a n i e stałość i s t a t y c zna wyznaczalność nie były 
' k ruszone . Opuszczając np . w belce w o l n o podpar t e j ( rys. 5) pręt 
a k i zastępując go prętem łożyskowym m ( rys . 8) o t r z y m u j e m y 
'•"óty belkę s ta tyczn i e wyznaczalną (łuk trójprzegubowy). 

B e l k a AB ( rys . 9a) składa się z t r z e ch 
ogn iw , połączonych ze sobą : p i e rwsze 
z d r u g : m p r z y p o m o c y t r z e c h , d rug i e 
z t r z e c i m też p r z y p o m o c y t r z e ch prę­
t ó w ; uwzględniając t r z v pręty podpo ­
rowe , o t r z y m a m y 3 x 3 = 9 = 3 f prę­
tów łączących. Zamieniając pręty ab 

; c " prętami p o d p o r o w y m i m i n (rys. 9b ) , o t r z y m u j e m y belkę 
C,1*fiłą przegubową o 1 łożysku stałym, 3 r u c h o m y c h i 2 p r zegubach 

(układ w p r a k t y c e n i e k o r z y s t n y ) . Usuwając nad to pręt et 
ustępując go prętem podpo-

f ° V v ym h, o t r z y m u j e m y również 
,. kę ciągłą przegubową o 2 ło­
j k a c h stałych, 2 r u c h o m y c h , 

Przegubie stałym i 1 rucho -
. yrri (rys_ o c ) , c o d a j e u k ł ad 

0 r z V s t n i c j s z y i w n i eco z m i e -
a ion 

Ryś. 8 

B e l k i k 

3 4 Pod 

e J pos tac i często używany. 
Tatowe, którym b raku j e 
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n prętów do ilości wymaganej przez wzory 1—4, które zatem 
posiadają p = (3 t -|- 2 u>) — n prętów, nie są stale dla ogólnego 
układu sil zewnętrznych; nazywamy je belkami chwiejnymi 
n-tego stopnia. Ze zmianą obciążenia zmieniają one swój kształt 
i stosowane są bardzo rzadko. 

Do obliczcn;a belek posiadających n prętów więcej niż wy­
magają równania (1—4), więc p = 3t -\-2w-\- n prętów nie wystar­
czają równania równowagi, ale trzeba dołączyć do nich jeszcze 
n równań sprężystości. Belki takie nazywamy statycznie niewy 
znaczalnymi (hiperstatycznymi) n-tego stopnia. Statyczna niewy 
znaczalność może być zewnętrzna, jeżeli prętami nadliczbowymi 
są pręty podporowe, lub wewnętrzna, jeżeli są nimi pręty ustrojowe. 

2. L i n i e w p ł y w o w e ( l in i e w p ł y w u ) . 

Linie wpływowe (wpływu) pewnej ilości statycznej są to linie, 
których rzędne poda ą wielkość tej ilości statycznej pod wpływem 
poruszającego się ciężaru P = 1. W praktyce ciężar ten jest nai" 
częściej p :onowy. Powierzchnię zawartą między linią wpływową 
a osią, nazywamy powierzchnią wpływu (powierzchnią wpływową)-

Rys. 10 przedstawia lin;ę wpływu oddziaływania skrajnego A 
belki ciągłej dwuprzęsłowej, rys. 11 linię wpl'ywu oddziaływania 

środkowego ß belki ciągłej 
tró'przestowej. Jeżeli c;Ç' 
żar P = l znajduje się np-
w punkcie m (rys. 10), to 
oddziaływanie A wynos' 

m Js 8 1 • r ) m . T a l in ; a w p ł y 

wowa ma swój punkt obO" 
Rys. 10 jętny o rzędnej i | = 0 « C 

(gdy ciężar P = 1 stanie w C, 
oddziaływanie A = 0) oraz części: dodatnią (między punktami A i C) 
i ujemną (między C i li, gdy ciężar P = 1 stanie w n, oddziały 
wanie A = 1 • (— i] f l ) = — n , na podporze A występuje wtedy 
sita skierowana ku górze, która stara się belkę na tej podporze 
podmieść). 

Dla ciężaru P oddziaływanie A = Pi}m, względnie A=—P'l • 
Gdy na belce jest kilka ciężarów, to: 

A = Pl T i a +' P. i i . , = 2 P • i) ( 5 ) 

Dla ciężaru jednostajnie rozłożonego między m a h : 

1 

ł A-
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A = / p n dx = p / i i dx = p • F m n . (6) 
* rn rn 

Sdzie Fmn = J 11 dx przedstawia algebraiczną powierzchnię wpły-
m 

wową, zamkniętą między rzędnymi i l m a 'l . 

ft 
- — ~ 

* . 

Uli m w 
1 W u . 

t: Itili fn 1 1 IIÏTTrr-.Illlllllllllllllllllllll 

6. 
H 4 
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V. 
• 2 -

Rys. 11 

Zazwyczaj mamy do czynienia z ciężarem własnym g, rozlo-
fPnym na całej długości belki oraz z obciążeniem ruchomym (cię­
żary skupione P, lub obciążenie rozłożone zazwyczaj jednostajnie 
P)i które należy rozmieścić tak, aby uzyskać położenie najnieko­
rzystniejsze celem bezpiecznego obliczenia belki. Wtedy: 
najw. + ß = g ( l \ - r 2 ì + pFl + \ 

(7) 
- f S P n (rys. Ha) 

n a j w . - ß = g (F , - / • . , ) - p / ' . , -
— 2Pï\ (rys. Hb) 

Ciężary P rozmieszczamy tak, aby -P'] 
W i o największe. Jeżeli największa 
rzędna wyróżnia się wybitnie (rys. 13d) 
Umieszczamy w niej największy ciężar. ^ 

Jeżeli c ężary przenoszą się na belkę 
Pośrednio przez poprzecznice zachodzi obciążenie pośrednie wtedy 

c 'ężar P rozdziela się na P, = P - - ' " i P , = P ~ , których wpiyw 

Jest równy wpływowi siły P. Zatem : 
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a — m m 
P'*) = P , i l , + P„)i2 a stad n = i] 4 - — il., 

1 1 « A 1 I A 2 

Linia wpływowa pomiędzy poprzecznicami jest zatem zawsze 
prosta.. (Rys. 12). 

II. Belki o ściance pe łne j . 
3. Belka wolno podparta. 

Oddziaływanie : (rys 13 b). Dla P = 1 w odstępie a od A 
otrzymujemy : 

„ / — a / — a „ a a 
A = P — — = 1 - y - , B = P — = 1 t - (8) 

Linie wpływu maju kształt linii prostych, przy czym: 
dla a = 0 A - 1 ß = 0 ) . 
„ a = / A = 1 B = 1 r ; 

Siia pąprzeczna w punkcie 
nj równa się sumie wszy­
stkich sil działających po 
lewej stronie purlktu m. Siły 
poprzeczne T wynoszą więc : 
dla P między m a BT = + 
dla P między 
A a mT = A - P = — B 

Na lewej podporze odci ­
namy rzędną + 1, na pra­
wej — 1 i łączymy prostymi 
według rys. 13 c. Ważne są 
części zakreskowane, grubo 
wyciągnięte. 

Momenty zginające (rys. 
13d). D l a P - 1 między A um: 

M = B(l-x) = Pj(l-x) 

= l j (i - x). 

IDI a P = 1 między m a ß : 
/ — a 

M' = A X = P—j— • X 

Rys. 13 
1 

/ — 

(10) 
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M' 
M' 

= 1 
= 0 

M = 1 M' = 1 

Otrzymujemy zatem dwie linie proste: 

dla a = 0 M = 0 
a = l M = 1 • (/ — x) 

X (/ - x) 

l 
Linie wpływowe momentów można wykreślić, odcinając na 

pionowej przćz A długość x i łącząc B z A oraz analogicznie 
w ß długość (/ — -v) i łącząc B ' z A. Wygodniej jest obli-

X (1 - X) 

x (/ - X) 

l 

CZyć" w m rzędną i i . odciąć mm' = r\ i połą­

czyć m z A i B, zwłaszcza, że wtedy możemy przy jąć najwygo-
dnieszą podzialkę. Wierzchołki m' dla poszczególnych p u n k t ó w 
leżą na paraboli (rys. 13c) o równaniu: 

x (I - x) 
n = — 

Obciążenie pośrednie: Linia wpływowa sit poprzecznych otrzy­
muje kształt, jak na rys. 14a, i jest ważna dla całego przedziału 
'n n. Zatem i siła poprzeczna 
dla każdego punktu danego prze­
działu jest ta sama. 

Linia wpływowa momentów 
Przyjmuje kształt rys. 14b (por. 
rys. 12). Rysuje się najpierw 
linię wpływu bez uwzględnienia 
Poprzednie, a następnie wstawia 

'Prostą m n na długości danego 
Przedziału. 

Obciążenie jednostajnie roz­
łożone. Przyjmujemy, żc ciężar g 
Jest rozłożony jednostajnie na 
eałej belce, zaś ciężar ruchomy p 
U m i e s z c z o n y jest najniekorzyst-
niej ; 

Oddziaływanie (najniekorzystniejsze jest całkowite obciążenie): 

8 f b & 
najw. Ap = 1 pl = najw. BD 

Siły poprzeczne (w odległości x od lewej podpory): 
g a - 2 x). 

d i ) 
( 1 2 ) 

(13) 
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Rys. 15 

(15) 

Siły poprzeczne dla ciężaru stałego zmieniają się według linii 
prostej. 

D la otrzymania najw. T obciążamy belkę na długości (/ - x), 
dla otrzymania najmn T, na długości x (por. rys. 13c). Wtedy : 

p (/ — x)J . p x2 
najw. T p = — ; najmn. T„ = j j - (14) 

Największe siły poprzeczne dla ciężaru ruchomego zmieniają 
się według paraboli, której największa rzędna wynosi : J- pl, rzędna 

w środku belki ^ pl. Konstrukcja 

jej jest podana na tyś. 15. 
Momenty zginające (najniekorzy­
stniejsze obciążenie calkowte) : 

Mg = i g x (l - x) J 

najw. Mp = l p x (l — x)) 

Największy moment występuje 
w środku belki i wynosi : 

I g/-' = 0,125 g/- i 

i pl" = 0,125 p/-' f ( 1 6 ) 

Wielobok oddziaływań. Obciążenie bezpośrednie. Ustawmy 
na belce AB szereg ciężarów Pu P„, Ps (np. pociąg) tak, aby pierw­
szy ciężar P stanął na podporze B (rys. 16 a), odetnijmy ciężary 
Pi- Pi- Pt na p onowej przez A, wykreślmy promień e sznurowe 
dla bieguna, przyjętego w ß, a wreszcie narysujmy wielobok sznuro­

wy, poczynając od B. Wtedy rzędna 
II c w punkcie C określi wielkość od­
działywań a A, dla położenia pocią­
gu według rys. 16 b tj., gdy P, stoi 
w C. Jeżeli bowiem przedłużymy pro­
mienie wieloboku sznurowego, znaj­
dujące się na prawo od rzędnej i l c , aż 
do przecięcia się z tą rzędną, to od­
mierzą one na niej odcinki p , p„, P3, 
przy czym według (rys. 16 a) jest 
P, : K m P, : 1, p. 

najw. Mp = 

zatem : 1c = P , + 
2 

P l 

= P 2 

+ P3 

l 

I itd., 

A. 
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Olia poprzeczna w przekroju C jest z reguły największa wtedy, 
8dy na nim stoi pierwszy ciężar (rys. 16 b), zatem wykres oddzia­
ływań jest zarazem wykresem największych sil poprzecznych. 

Jeżeli pierwszy ciężar jest stosunkowo mały a od drugiego 
znacznie oddalony, to największa siła poprzeczna w danym prze­
kroju może wystąpić przy ustawieniu na nim drugiego ciężaru. 
Jeżeli między ciężarami skupionymi 
są też obciążenia ciągle, jednostaj­
nie rozłożone na pewnych długoś­
ciach, to należy je zamienić na cię­
żary skupione, zaczepiające w środ­
kach tych długości i w tak otrzy­
many wielobok wkreślić parabolę na 
długości obciążenia jednostajnego, 
(por. rys. 17). 

Obciążenie pośrednie Dla dane-
80 szeregu ciężarów (rys. 18 a) wy­
kreślamy wielobok oddziaływań B A0 

dla belki A B i takiż wielobok D C0 

dla belki (podlużnicy) C D przy po­
mocy bieguna D i sił P y P„, P 3 , od ­
ciętych na pionowej punktu C, a usta­
wionych według rys. 18 b. jeżeli pierwszy ciężar po:iągu, jadące-
80 w lewo, stoi w dowolnym punkcie /7 przedziału C D, to rzę­
dna y w tymże punkcie wielokoku BAn przedstawia oddziaływa­
nie A, rzędna n wiełoboku DC0 nacisk poprzecznicy C , zatem 

1) (j) (?) GL 

t i n 
. f I Î 1 T I î b I » I 'j' I t i 

i i 

R y s . 18 
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różnica y — n = A przedstawia silę poprzeczną T w przedziale 
C D. Będzie ona największa, gdy P stanie w miejscu, gdzie A 
jest największe (rys. 18 c i d). Wtedy Tmax = &max. W pobliżu 
podpory prawej dla otrzymania Tmax P, ma stać na prawej po-
przecznicy (położenie zasadnicze). Dla przedziałów bliskich pod­
pory A zwłaszcza, gdy przedziały są dość duże, a odstępy cię" 
żarów znacznie mniejsze, może dla Tmax stać drugi albo trzeci 
ciężar nad prawą poprzecznicą. Jeżeli przedziały są równe i gdy 
w pewnym przedziale nad prawą poprzecznicą ma stać P , to we. 
wszystkich przedziaach znajdujących się bliżej podpory B na pra­
wej poprzecznicy ma stać P albo P.,, we wszystkich zaś bliżej A, 
na prawej poprzecznicy ma stać P o albo P . 

Najwiçkszv moment w pewnym przekroju belki, a) Sposób 
analityczny. Z kształtu linii wpływowej d a przekroju C (rys. 1°) 

widać, że należy na nim usta­
wić pewien ciężar P. Nazwij-

ł my Kt wypadkową ciężarów na 
- długości AC, zaś Ra na długoś­

ci CR, to moment M = R, y, ł 
+ P V0 + Ri y i. Przez posu­
nięcie układu ciężarów w prawo 
(względnie w lewo) o dx zwię­
kszy się moment o dMn (wzgl. 
dMi ): Rys. 19 

dMp = Rt dyt - (P + RJ dy% = y0 

r R 
Analogicznie będzie dMt = y0 dx Î 

stać w C, to dMp < 0 i dM, < 0, czyli 

A' R. + P 

[ 4 -
P R 

< 
R + P 

> 
R 

p 

P + R i 1 
~b~~~] 

. Jeżeli P ma 

(17) 

Nazwijmy R. + P + R i = 

albo : 

b 

R, to zamiast (17) można napisać: 

+ P R R 
- > — > - ' 

/ a 
a 

r 

i i 

(iî, + P) > - R > R, 

(18) 

(19) 
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Jeżeli spełnia się t y l k o p i e rwsza n'erównosc, to należy układ 
W$źar6w przesunąć w p rawo tak , aby sąsiedni ciężar stanął w C 
1 zastosować powyższe k r y t e r i u m d a nowego położenia ciężarów. 

b) Sposób wvkreslnv. Wykreś lamy w i e l o b o k sił i w i c l o b o k 
sznurowy d l a danego szeregu ciężarów. U s t a w i a m y belkę AB tak , 

~ - 4 ^ 

1 -. 
— = 

i 

-il 

R y s . 20 

a U y przekrój badany C znalazł się na k i e r u n k u pewne j siły, np . Pn 

20). P i onowe p r ze z A i B wyznaczają na w i e l o b o k u s znu-(ry 
r ° w y m p u n k t y zamykającej A'B'. O d c i n e k n c (w ska l i długoś­
ci), pomnożony p r ze z biegunową II (w s k a l i sił), p r z eds t aw ia Mc 

Buy P3 s t o i w C . Jeżeli przekrój C w p a d n i e w k i e r u n e k siły 
' " t l e j , to w powyższy sposób o t r z y m a m y inną wartość >it.. P r ze -
S M wając więc belkę, z n a j d z i e m y łatwo największe i ) c ; w t e d y na jw . 

= na jw . n c //. P o d o b n i e z n a j d z i e m y na jw . vj d l a p r z e k r o j u 
^ b e l k i . Jeżeli jeden ciężar jest w y b i t n i e większy od i n n y c h , to 
2 w y k l e o n właśnie stanąć w i n i e n na b a d a n y m p r z e k r o j u . S p o s o b u 
t e ! J o używa się. gdy m a m y znaleźć najw. M w pewne j l i c zb i e prze ­
krojów, np . p o d poszczególnymi p o p r z e c z n i c a m i . P r z y obciążeniu 
D c zpośrcd. i im, zwłaszcza d l a m n i e j s z y c h be lek , t r z e b a j ednak d l a 
Wyznaczen ia p r z e k r o j u znaleźć bezwzględnie największy m o m e n t . 

Bezwzględnie największy moment max Â l m a x jest to najwię­
kszy m o m e n t , j ak i na dane j belce może w ogóle wystąpić d l a danego 
°b'ążcnia, obojętne w którym 
J c ' p u n k c i e . Występuje on w j a ­
kimś p r z e k r o j u b e l k i (przekrój 
n ' c b e z p i c c z n y ) , gdy n a n i m sta-
n ' e j eden z ciężarów układu n p . P 
^ r Vs . 21). Jeżeli n a z w i e m y : R 
Wypadkową w s z y s t k i c h ciężarów R y s . 21 

9 p \P 

" ' A t 
t i L L - T 

* ? ? 
— L —1 
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znajdujących się na belce, Q wypadkową ciężarów znajdują­
cych się na belce na lewo od P , to z równowagi względem 
B wynika : 

Al = R (/ — x — r) (20) 

stąd ~ • l = - R (21) • 
d x 

Moment w C : Mx = A x — Q q 

dMx I dA\ 
Z równania / — \ A + x —— • / = 0 

dx \ . dx I , 
otrzymujemy po wstawieniu równań (20) i (21) odstęp przekroju 
niebezpiecznego od podpory A 

x = J / - £ r = I (/ - r). (22) 

Zatem środek belki S polowi odległość r wypadkowej R od 
niebezpiecznego przekroju. W powyższym wyprowadzeniu przy­
jęto, że R, Q, r i q są niezależne od x czyli, że przy podporach 
nie ma obciążeń ciągłych. W przeciwnym wypadku wzory stają 
się bardziej zawiłe (por. wzory dla zasadn'czcgo obciążenia 
mostów drogowych). Zwykle na przekroju niebezpiecznym ma 

stać ciężar najbliższy 
wypadkowej, Jeżeli np-
na belce zmieszczą sie. 
ciężary P-, P 3 P4 i Ps 
(rys. 22), to przedłu­
żając boki 1 — 2 i 5 — 6 
aż do przeiięcia się. 
znajdziemy wypadko­
wą R tych ciężarów-
Najbliższą silą jest Ps-
Jeżeli w połowie mię" 
dzy P 3 i R umieścimy 
środek S belki AB, to 
zamykająca A' B' od­
cina na kierunku P ' 
w skali momentów 
wartość max Mmax. 

Jeżeli na belce znajduje się kilka równych ciężarów w równych 
od'eglosiach a od siebie, to dla parzystej ilości ciężarów od lc 
głość max Mmux od rodka belki e = r = 0,25 a ; dla niepd' 
rzystej ilości ciężarów max Mmax występuje w środku belki. 
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Użycie tablic. D l a mostów d r o g o w y c h ułożono tab l i c e (część 
ledenasta), które d l a d a n y c h n o r m i schematów obciążenia uła­
twiają zna j dowan i e oddziaływań, tudzież największych sił poprzecz ­
nych i momentów w d o w o l n y m p r z e k r o j u b e l k i w o l n o podpar t e j . 

4. B e l k a ciągła p r z e g u b o w a . 
a. Statycznie w\znaczni na b e l k a o n przęsłach c z y l i (n 1) 

Podporach pos i ada n t a rc z i (n — 1) przegubów, w t y m s stałych, 
r r u c h o m y c h . Wed ług równania (2), zważywszy, że pp — 2 s + r, 
]lość prętów łożyskowych p o w i n n a wynosić : 

Pl = 3 n — 2 s — r. (23) 
W j e d n y m pr/ęśle mogą być najwyżej d w a przeguby Z w y k l e 

I W y k o n y w a m y b e l k i ciągłe przegubowe , dając: ") w przęsłach 
skra jnych po i e d n y m przegub ie , w następnych zaś co drug ie przęsło 
Po d w a p r z eguby , fi) W przęsłach s k r a j n y c h n i e da j emy przegubów 
W następnych zaś co d rug i e przęsło po 2 p r z eguby W t e d y s = r 

Em' m 
c4 ! 1 ^ 

cf. 

Momenty 
H m 

, - -J Sity poprieane * m 

K y s . 23 

a. 

g-

h. 
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więc Pi = 3 n — 3 s — 3 (n — s). np. dla n = 5 s = r = 2, 
Pl = 3 (5 — 2) =• 9. W ten sposób rozkładamy belkę ciągłą prze­
gubową na belki wspornikowe i na wolno podparte, zawieszone 
na wspornikach 

Najpierw obliczamy belki zawieszone, względnie ich oddzia­
ływania, które są siłami zewnętrznymi dla belki wspornikowej, 
a następnie belkę wspornikową. 

b. Linie wpływowe Dla belki zawieszonej lin e wpływowe jak 
dla belki wolno podparte i, por. rys. 23a oddziaływanie w F, rys 23b 
siły poprzeczne i rys 23c momenty zgięcia. Dla punktu m' wspor-
nika'/l E linia wpływowa sił poprzecznych por rys. 23d. momen­
tów rys 23e. Dla oddzialywan:a A (rys. 23f) rzędna linii wpływowej 
w punkcie A AA' = I, rzędna w punkcie ß równa się 0. Crosta. 
A' B przedłużamy na zewnątrz aż do przecięcia się z pionowym' 
przez przeguby E i F. Punkty E' i F' łączy się ze skrajną pod­
porą C, względnie z przegubem D, Dla sity poprzecznej (rys. 23g) 
i momentu zginającego (rys 23h) w punkcie m linie wpływowe 
na długości A B, jak dla belki wolno podpartej ; na zewnątrz 
przedłużamy je jak wyżej. 

c. Szczególne przypadki Przęsła równe. Obciążenie jednostajne 
(g ciężar własny, p ciężar użytkowy, q = g -f- p). 

1) Belka dwuprzęsłowa (rys. 24). 

Najkorzystniejszy odstęp przegubu od pod­
pory środkowej x = «, /, 

przy czym 

Rys. 24' „ = I .9 è \ I (24) 

"1 w / ^ i 
Wtedy: Mt = M» = — qP, M3 = - g - ( l - « , ) 2 . ( " 

Jeżeli uwzględnimy tylko ciężar staty g, to dla « , = 0,1. 

M i = M2 = M3 = 0,0858 gP. ( 2 6 ) 

2) Belka trójprzęslowa (rys. 25a i 25b). 
miaf 3 MCadb 

Rys. 25 a Rys. 25 b 
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Układ a. D l a : = 0,5 ( l — V i — 4'i,) = y 

Jest: M , = Mt = - r - f l f t # i - 8 ( l — 2 a = ) 2 -

Gdy tylko ciężar s,taly g: 

I = 0,22, M , = M2 = 0,0858 g/2, Mz = 0,0392 g/-. 

Ufeiîad b. 

(27) ' 

(28) 

(29) 

D l a : a = 
3 4 (q + g) 

Jest : M = M = a 
i r » o 

(30) 

(31) q/2 

.'-'la samego ciężaru stałego g : Rjs- 26 
", = 0,125, M = M , = 0,0625 g/2, = °.°957 g/2. 
A * 1 ' -" przyjmując 

« = 0,172, M = 31., = M = 0,0858 g/2. 

(32) 

(33) 

5. Łuk trój'przegubowy. 

a.Stat vc/.na wyznacznlnośc. Łuk trójprzegubowy składa się z dwu 
t a r c z , zatem przy łącznej ilości prętów przegubowych i łożyskowych 
J ' = 6 jest statycznie wyznaczalny. 
^ożc to być zwykły tuk trójprzegu-
°o\vy (ryS - 26 dwa przeguby podpo-
r°wc, jeden środkowy), luk trójprze-
8ubowy wystający, wreszcie łuk trój-
f r 5 :egubowy ze ściągem o jednym 

stałym, a drugim ruchomym 
Rys. 27 (tys. 27). T e n ostatni ze wzg'edu na 

s w o j e podparcie nie należy właściwie do łuków, można jednak 
l'\vażać, że ściąg zastępuje poziomy pręt podporowy łożyska B, 
c ° daje znów schemat statyczny łuku. 

Dla wykreślenia oddziaływań wyznaczamy wypadkowe R,i R-> 
s " działających na lewą, wzg'ednie na prawą część luku. Jeżeli 
I l a łuk działa t\lko Rt (rys. 28a), to oddziaływanie ß, przechodzi 
n r z c z ß i C , gdyż prawa część jest nieobciążona. Kierunek od 
ulatywania /ł, znajdziemy przedłużając BC do przecięcia z R , 
w Punkcie ni i łącząc punkt Aim. Ciśnienie w przegubie C jest 
r ° w n c i wprost przeciwne oddziaływaniu ß, (rys. 28c). Wielkość 
° ddziaływań znajdziemy z trójkąta sil (rys. 28b). 
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R y s . 28 R y s . 29 

A n a l o g i c z n i e d l a p rawe j części obciążonej z n a j d z i e m y At i B}-
P r z y równoczesnym obciążeniu o b u części (rys. 29) o d d z i a ! y w a " ' c 

A jest wypadkową Ai i A„, B- zaś wypadkową B^ i Br 

A b y znaleźć A i B kreśli się trójkąty s i l A, B, R, i 4 . P.. 
a prowadząc -4' i ; A„ i B ' t f) ß zna jdu je os ta teczne À B i Ç 
d l a całkowitego obciążenia. 

Dodając g eome t r y c zn i e do oddziaływania / l k o l e j n o si ły P, ft 
P., (rys. 30b) o t r z y m a m y w i c l o b u k sił. 

R y s . 30a 

Odpowiadający mu wie-
'obok sznurowy 
(rys. 30 a) jest 
tzw. linią ciśnie­
nia (linią napo­
rową). Przecho­
dzi ona przez 
wszystkie prze­
guby i w dowoi-
nym przekroje 
przedstawia po­
łożenie i kieru­
nek wypadkowej 
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wszystkich sit zewnętrznych na lewo od przekroju, a tym samym 
wypadkowej ciśnień. Wielkość tej wypadkowej określa odpo­
wiedni promień w wieloboku sil (rys. 30b). 

b. Obliczenie przekroju. Moment osiowy w dowolnym punkcie 
I" luku wynosi (rys. 31a): 

M = A- a — P l b = C c (34) 
gdzie A jest oddziaływaniem, a i b odległościami prostopadłymi 
odpowiednich sil ; równy jest więc iloczy­
nowi wypadkowej ciśnień przez od<tęp 
linii ciśnień od środka ciężkości przekroju. 

Silą podłużną (normalną) N w danym-
Punkcie nazywamy sumę składowych pros­
topadłych do osi w danym punkcie wszys­
t k i c h sil działających po lewej stronic 
Przekroju. Siłą poprzecznąTnazywamy su­
mę składowych prostopadłych do osi (rów­
noległych do przekroju) tych sił; wywo-
'uje ona naprężenie ścinające (rys. 31b). 

Ponieważ na przekrój działa równo-
C 2cśnic .Al i N , przeto naprężenie w skraj­
a j warstwie górnej : 

M 

Rys. 31 a i b 

N 

7 + ag (35) 

Jeżeli mimośród jest e (rys. 32), to M = Ne. Moment bez­
władności przekroju / 
Promieniem rdzennym. 

V N -outem : ci = -« p 

N 

e 

+ — 
N i e 

Podobnie: i\j = •,-=- I 1 
r \ Co i 

Stąd widać, że aby " d było ściskanicm> 

liusi być e < c H . tzn. linia ciśnienia musi 

Pozostać w obrębie rdzenia przekroju 
donnent siły N względem punktu rdzen-
n c 8 o dolnego : 

Md = N (cd + e) = Nfd 

Fae • cd, jeżeli cd jest dolnym 

(36) 

Rys. 32 
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Moment statyczny powierzchni F względem tego punktu 

d' W i = F • c 
M 

Zatem: podobnie " d = (37) 

4 * 

1 J>N. 
1 1 \ 

i . W p i 
t m 

— 3; — 
U 3n - i 

c. Obciążenie pionowe — luk symc 
tryczny (rys. 33). Rozłóżmy oba od­
działywania na składowe poziome " 
i składowe pionowe Va i Vb . to z rów­
nania momentów względem B wynika, 
że Va równa się lewemu oddziały 
waniu wolno podpartej AB przy ty f f l 

samym obciążeniu ; zatem Vu - A 
podobnie Vb = B 

Celem znalezienia // wyznaczamy 
^ 33 moment zgięcia względem przegubu 

C, gdzie M = 0 Moment sił piono­
wych Vu , P,, P-,,.,. Pn po lewej stronie przekroiu wynosi : 

a y — - P c gdzie c, c., cn są odległościami sił P od 
>̂ 1 

przegubu C i jest równy momentowi Moc belki prostej o długości 
/ ze względu na punkt C, leżący w środku belki. Dla równowagi 
musi być Moc — H • f = 0 stąd 

M 

H — —j^ (38) 

Moment w dowolnym punkie m wynosi: 

Mm = A X - i P (X - a) - II y = M ü m 
(39) 

S. 

gdzie Mum jest momentem belki prostej ze względu na punkt m. 
d. Sila poprzeczna 

Id i podłużna. Celem obli­
czenia siły poprzecz-

V nej Tm i podłużnej-Nm 

\ rzutujemy siły po lewej 
r^y stronie przekroju na 

kierunek promienia 
krzywizny i stycznej 
(rys. 34). Dla belki 
prostej odpowicnia siła 
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Poprzeczna w y n o s i : Tom = A—P,. Rzutując Tom i S n a p r o ­
mień, o t r z y m a m y : 

7 m - rom c o s a — 1 1 s i n a (4°) 

Rzutując zaś na styczną t, o t r z y m a m y : 

Nm = Tom sina + 77 cos a (41) 

c. Wypadki szczególne: 1). D l a l u k u s y m e t r y c z n e g o o t r z y ­
mamy d l a obciążenia całkowitego j ednos ta jn i e rozłożonego: 

i K 
A = ß = j p l ; » = — 

P l " 

f 
(42) 

dla obciążenia j ednos ta jn i e rozłożonego n a lewej połowie łuku : 

f 

ZÌ ( 4 3 ) s i6f 

dla siły skup i one j P w środku : 

A = B=IP; H - U 
2 4f 

dla P w '/i rozpiętości: 

.4 
3 P P i 
• P ; ß = — ; H = — 

4 4 8f 

(44) 

(45) 

2) D l a łuku parabo l i c znego (rys. 35) o równaniu o s i : 

4f . . y = - A- (/ - x) (46) 

? t r z y m u j e m y d l a obciążenia całkowi­
t o g j ednos ta jn i e rozłożonego 

^ = 2 ^ + # ^ = ° ( 4 7 ) 

Rys . 35 

dla obciążenia j ednosta jn ie rozłożonego na lewej połowie l u k u : 

4 \4f 2 

P ' 2 », 
64 

3 5 Podręcznik Inżynierii 

(48) 
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N„ •= P 

dla siły skupionej P w środku: 

( ' f 

\Tf + l 
dla siły skupionej P w punkcie m 

P i l 3f 
N m = 2 (, 

Pl 
M = M = 

16 

Mm = + — P/ 
m 32 

= + ^ p , 
32 

(49) 

(50) 

Plaski luk paraboliczny 
(dla f :l < 1 : 6) jest bar­
dzo zbliżony do kołowe­
go; w prostszych wypad­
kach możemy przeto wzo­
ry 47—50 stosować i dla 
płaskich luków kołowych. 

f. Linie wpływowe. « ) Li ­
nie wpływowe składowych 
oddziaływań V a i Vb, jak 

ŁJ dla belki wolno podpartej 
] (por. rys. 13 b). 

|î) Linia wpływowa par­
cia poziomego H ma kształt 
linii wpływowej momen-

1 
tu dla belki prostej żc względu na punkt C z współczynnikiem -? 

(rys 3f). Dla luku symetrycznego linia wpływowa ma kształt 
trójkąta równorarniennego o największej rzędnej w środku, w f 

l 

noszącej n = —, Proste ac i bc odcinają na pionowych podpo­

rowych długości aa' = bb' 2f 

y) Siła poprzeczna wynosi: 

Tm = r „ „ cos a — H sin a Tom c o s a 

M 
• Ol sin «. 

gdzie Tom oznacza silę poprzeczną w punkcie m dla belki prostej-
Linia wpływowa jest więc różnicą rzędnych linii wpływowej 2 o m

 z e 

współczynnikiem cos a i linii wpływowej H ze współczynnikiem sin '<•, 

sino. . xii 
wzgl. l inii wpływowej MQC ze współczynnikiem —-— (rys 3 1 J' 
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Punkt obojętny i zna j ­
dz i emy , p r o w a d z ą c 
z p o d p o r y A równo-

ą do s tyczne j [do 
'uku w p u n k c i e m aż 
u o przecięcia z linią 
"C w p u n k c i e J ; cię-
z a r stojący b o w i e m 
w p u n k c i e J daje silę 
Poprzeczną I m = 0 
(gdyż r zu t powstające­
go w t e d y oddziaływa­
nia A na k i e r u n e k Tm 

Jest równy 0). Znalazł­
b y p u n k t J, możemy 
Wyznaczyć linię wpły­
wową siły Tm (zc 
W s p ó ł c z y n n i k i e m 
c os a), j a k d l a b e l k i 
Prostej t zw . zastępczej 
os ta jące j AJC (r. 37) 
2 zawieszoną w p u n k c i e 

Rys . 38 
35« 

R y s . 37 

C belką BC. P u n k t J może 
wypaść też między C i ß, 
a w t e d y l i n i a wpływowa n ie 
m a p u n k t u obojętnego, z w y ­
k l e d l a przekrojów bliżej środ­
k a i łuków płaskich (rys. 38). 

8) Siła podłużna. L i n i a 
wpływowa siły podłużnej ( rys . 
39) jest sumą p o w i e r z c h n i 
wpływowej Tom ze współczyn­
n i k i e m sin a i p o w i e r z c h n i 
wpływowej Moc ze współczyn-

cos « 

n i k i e m —-—. Zależnie od w i e l ­

kości o b u p o w i e r z c h n i l i n i a 

wpływowa siły podłużnej m o ­

że się składać z p o w i e r z c h n i 
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dodatniej i ujemnej (rys. 39e) lub też może być cala dodatnia 
(rys. 39 c i d). Ten ostatni wypadek otrzymamy dla dużego cfg </, 
więc w pobliżu środka i dla luków płaskich. 

F) Moment zginający. Moment osiowy w m wynosi: 
y 

Linia wpływowa momentu jest 
różnicą rzędnych linii wpły­
wowej momentów belki pro­
stej Mom i l inii wpływowej 
Parcia poziomego H ze współ­
czynnikiem y (rys. 40). Punkt 
obojętny i znajdziemy, pro­
wadząc z podpory A prostą. 
Przechodzącą przez punkt m aż 
do przecięcia się z linią RC. 
Ciężar stojący bowiem w J da-
JeAf m = o. Znalazłszy punkt 
'• możemy wyznaczyć dodat­
nią część linii wpływowej mo-
•nentu M jak dla belki pros­
tej zastępczej o długości AJ. 

i i 
i — ' — i 

'uli, 
p r — — - - i 

' i 

i 
i 

i ' i 
i j 

j 1 

1 1 
. ' l ' - "I ! 

Rys. 40 

III. Kratownice p łask ie . 
6. Wyznaczanie sil wewnętrznych w prętach. 

a. Metoda ogólna. Dla każdego (wyciętego) węzła dadzą ustawić 
s,e. dwa równania : 

- I7 = 0 oraz ? H = 0 

(por. str. 286). Otrzymamy zatem dla u' węzłów 2 iv równań rów­
nowagi ; dla wyznaczenia niewiadomych sil w prętach istotnych 
1 łożyskowych ilość niewiadomych musi być równa ilości równań, 
zatem musi być : 

2 w = p,. -f- p, = p 

względnie dla belki wolno podpartej (P/ = 3) : 

2 w — 3 = p, . 
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Równania te można rozwiązać np. przy pomocy wyznaczników, 
przy czym niewiadome dadzą się ostatecznie wyrazić w postaci 
ilorazu dwu wyznaczników ; wyznacznik A mianownika zależny 
jest tylko od kształtu kratownicy, zaś wyznacznik licznika A ( także 
od obciążenia. Jeżeli kształt belki jest taki, że A = 0, to siły 
wewnętrzne będą nieskończenie wielkie, jeżeli A Ł jj- 0, zaś nie­
określone, jeżeli A ( = 0. 

Tego sposobu obliczenia sil wewnętrznych używa się tylko wy­
jątkowo, jednak jest on punktem wyjścia dla innych sposobów. 

b. Metoda wielobokowa albo węzłów (plan sil Cremony) da się 
zastosować, gdy istnieje przynajmniej jeden węzeł, w którym 
schodzą się tylko 2 pręty. Stosuje się ją w przypadku, gdy chodzi 
o wyznaczenie sił wewnętrznych we wszystkich prętach od tego 
samego obciążenia, zatem głównie w budownictwie, przy obliczaniu 
zaś mostów dla ciężaru własnego lub ciężaru równego jedności 
przy wykreślaniu linii wpływowych (por. str. 302) Wiclobok sil 
zewnętrznych i wewnętrznych działających na dany węzeł, musi 
się oczywiście zamykać. 

c. Metoda przecięć prowadzi prędzej do celu, jeżeli chodzi 
o znalezienie siły wewnętrznej tylko w pewnym pręcie, (a nie we 
wszystkich . Da się ona zastosować wtedy, gdy badany pręt można 
przeciąć linią, która trafia jeszcze tylko dwa inne pręty. 

Siły zewnętrzne, działające na lewą (lub prawą) odciętą część 
belki (wraz z oddziaływaniem), których wypadkową jest siła po-1 
przeczna T (rys. 57) równoważą się z siłami wewnętrznymi DK.G 
w prętach przeciętych. Zadanie to można rozwiązać analitycznie 
(Ritter) lub wykreślnie (Culmann). Stosujemy przy tym to rów­
nanie równowagi, które da się rozwiązać najłatwiej. 

d. Metoda wymiany prętów pozwala na wyznaczenie sil wew­
nętrznych, gdy nie można zastosować metod poprzednich, więc 
gdy kratownica nic posiada żadnego węzła, w którym schodzą się 
dwa pręty, gdy przez nią nie można przeprowadzić żadnego prze­
kroju, który by przeciął' tylko trzy pręty. Stosując ją, opuszcza 
się jeden pręt, tzw. wymienny (względnie m prętów wymiennych) 
wstawia natomiast inny pręt tzw. zastępczy (względnie m prętów 
zastępczych), taki aby siły wewnętrzne w kracie można było wyzna­
czyć. Pręt zastępczy należy umieścić w miejscu tak wybranym, 
aby następne obliczenie było łatwe i aby nie dostać układu 
który byłby częściowo chwiejny, a częściowo hiperstatyczny-
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Rys. 41 

7. Teoria kinematyczna kratownic. 
Niezmiernie male przesunięcie ogniwa tarczy 1 w położenie 1' 

(rys. 41) można uważać za obrót jej okoto bieguna O. Przesunięcia 
(nieskończenie male) poszczegól­
nych punktów oraz ich prędkości 
(skończone) sa. prostopadle do od­
powiednich promieni (aO) i propor­
cjonalnie do nich. Obracając wszyst­
kie te prędkości o 90° (tzw. pręd­
kości prostopadle) otrzymamy figu­
rę a' b' c', podobną do abc; figura 
a' b ' c ' jest tzw. planem prędkoś­
ci prostopadłych. Wszystkie ce­
chy obrotu tarczy sztywnej będą 
Więc ustalone, jeżeli znany jest a) biegun obrotu O i prędkości 
Wzgl. przesunięcia prostopadłe któregokolwiek punktu, lub b) 
Prędkości (przesunięcia) prostopadle dwu punktów. 

Jeżeli przesunięcie dowolnego punktu a tarczy równa się pro­
mieniowi Oa, to punkt a' (a tym samym i każdy inny punkt planu 
Prędkości prostopadłych) nakrywa się z biegunem O. Przy pomocy 

planu prędkości prostopadłych można wy­
znaczyć siły wewnętrzne w kratownicy, 
a także określić, czy n ie zachodzi jej 
wewnętrzna ruchomość (por. str. 528 i 550). 

Łańcuchem wodzonym n-tego stopnia 
nazywamy ustrój płaski, składający się 
z tarcz sztywnych (str. 527), połączonych 

'i ze sobą przegubowo, posiadający o n prę­
tów mniej niż wymaga tego warunek p = 
= 3ł + 2 w. Np . opuszczając w belce 
(rys. 42a) pręt ab otrzymujemy łańcuch 

p, wodzony pierwszego stopnia (rys. 42 b), 
opuszczając pręty eb i cc/ łańcuch wo­
dzony 2 stopnia (rys. 42c). Pręty sztywne 
są tu równoważne z tarczami sztywnymi. 

Łańcuch wodzony 1 stopnia ma pojedynczą wolność ruchu, jeżeli 
bowiem jednemu jego elementowi nadamy jedno określone (jakie­
kolwiek) przesunięcie, to wszystkie punkty łańcucha są zmuszone 
do ruchu na określonych drogach. Podczas takiego ruchu każda 
tarcza sztywna odbędzie obrót około pewnego bieguna tak wzglę-

Rys. 42 
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R y s . 43 

d e m stałej z i e m i , j a k o też około biegunów względnych względem 
i n n y c h tarcz łańcucha wodzonego . 

T a r c z e s z t ywne , połączone ze sobą ( lub z z awsze sztywną i stałą 
ziemią) p r z y p o m o c y p r z egubu i s to tnego l ub uro jonego ( dwa pręty) 

obracają się względem siebie 
około tego b ieguna , por . rys . 
43, gdz i e ( l z ) , (3z) oznaczają 
b i e guny o b r o t u t a r c z 1 i 3 wzglę­
d e m stałei z i e m i , zaś (12), 
względnie (23), b i e g u n y ob r o tu 
t a r c z względem s ieb ie . P r z y 
p r z egubach u r o j o n y c h b iegun 
w każdej c h w i l i zna jdu je się 

w p u n k c i e przecięcia o d p o w i e d n i c h prętów, podczas o b r o t u prze­
s u w a się i b i e g u n ; d la tego w dane j c h w i l i n a z y w a m y go c h w i l o ­
w y m b i e g u n e m o b r o t u (por. l z na r y s . 43). T a k samo c h w i l o ­
w y m b i e gunem o b r o t u t a r c z y 2 względem z i emi na rys . 43 jest 
p u n k t (2z) przecięcia pros te j ( l z ) (12). 
o ra z (3z) (23) zaś na rys . 44 p u n k t 
(2z) przecięcia proste j ( l z ) (12) z prę­
t em p o d p o r o w y m 3. W ogóle na j edne j 
proste j leżą w s z y s t k i e t r z y b i e guny 
t r z e ch którychkolwiek ta rcz względem 
sieb ie , n p . d l a t a r c z m, n, z, b i e guny 
(m ri) (m z) i (n z) Jeżeli z a t em 
znane są np . b i e guny (m n) i (n z), 
to b i egun ( m z) ( o z n a c z o n y d w i e m a 
l i t e r a m i , n i e powtarzającymi się w o b u t y c h b i egunach -
p o w t a r z a się w obu) leżeć m u s i na proste j <jn ri) (n z) . 

R y s . 44 

l i t e ra » 

R y s . 45 

N a rys . 45 c h w i l o w y m 
b i e g u n e m o b r o t u t a r c z y 
1 względem 2 jest p u n k t 
(12) na przedłużeniu prę­
tów 3 i 4. B i e g u n ob r o tu 
(2z) z n a j d z i e m y w p u n ­
kc i e przecięcia proste j 
( l z ) (12) z przedłużeniem 
prawego pręta podporo ­
wego. B i e g u n (3z) leżeć 

552 



U S T R O J E S T A T Y C Z N I E W Y Z N A C Z A L N E — K R A T O W N I C E P Ł A S K I E 

musi w punkcie przecięcia prostych (13) (14) i (23J (24). K o n ­
trola: bieguny (34), (4z) i (3z) muszą leżeć na jednej prostej. 

Jeżeli przegub G jest w równowadze, to gdybyśmy pomyśleli 
sobie dowolne nieskończenie małe przesunięcie ( ) przegubu 
(przesunięcie przygotowane), to praca sil G , zaczepiających 
w przegubie byłaby równa iloczynowi przesunięcia (8g) przez 
rzut wypadkowej sił na (o ), albo co na jedno wychodzi sumie 
"oczynów sił G przez rzuty przesunięcia na kierunki tych sil. 
Ale wypadkowa sił będących w równowadze jest równa zeru, 
Więc i praca tych sil na przesunięciu przygotowanym czyli praca 
Przygotowana 2 G ; fi. = 0, przy czym fi,- jest rzutem przesunię­
cia o. na kierunek siły G ; . 

Jeżeli tarcza łańcucha wodzonego, 
niezależnie od badanych sil działają­
cych na nią, wykona obrót o niez­
miernie mały kąt <» około swojego 
bieguna O, to dowolny punkt tarczy 
8 (rys. 46), którego odległość od bie-
Suna wynosi r', wykona przesunięcie 

= i u T'. Przesunięcie to nazy­
wamy przesunięciem wirtualnym (tj. 
Możliwym) albo przygotowanym. Je­
żeli rzut tego przesunięcia na kierunek siły P, działającej w a. 
Jcst 8a , zaś ramię tej siły względem bieguna O jest r, to 6, = <" r. 
"oczyn P Ö8 nazywamy pracą przygotowaną siły P. 

leżeli tarcza jest w równowadze, to praca przygotowana sil 
p . działających na tę tarczę L = 'S ui Pr =' <u S (Pr) = 0, gdyż 
B (Pr) jako moment statyczny sil P, będących w równowadze, 
Jest równa 0. Jeżeli dowolny punkt łańcucha wodzonego dozna 
Pewnego niezmiernie małego przesunięcia możliwego, to wszystkie 
tarcze łańcucha wykonają obrót niezmiernie mały, każda około 
swojego bieguna, a siły działające na łańcuch wykonają pracę 
Przygotowaną -OS, Jeżeli łańcuch (a więc i każda jego tarcza) 
Jest w równowadze, to praca sił zaczepiających na każdej tarczy 
Jest równa zeru. 

Na tarczę działają oprócz sił zewnętrznych P jeszcze oddzia-
'ywania przegubów G i ewentualnie podpór C . Jeżeli pracę przy-

Rys. 46 
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gotowaną oddziaływań podpór nazwiemy L c , oddziaływań prze­

gubowych LQ, sił zewnętrznych Lp, to dla każdej tarczy jest 

Lp + Lc + LG — 0, więc dla wszystkich tarcz łańcucha jest 

- Lp + - L c = S L =0 . Przesunięcia łożysk stałych są równe 

zeru, zaś przesunięcia łożysk ruchomych są prostopadłe do kie­

runku oddziaływań, zatem S Lc = 0. Ponieważ każdy przegub 

jest w równowadze więc - LG = 0. 

Wobec tego : 

^ P = s P m S m = 0 • (SD 

Praca przygotowana sił zewnętrznych (wyłączając oddziaływa­
nia), działających na łańcuch wodzony, jest równa zeru. (Zasada 
pracy przygotowanej). Na tej zasadzie można obliczyć siłę we­

wnętrzne w dowolnym pręcie kratownicy 
statycznie wyznaczalnej. Należy tylko 
kratownicę zamienić na łańcuch wodzo­
ny przez opuszczenie badanego pręta 
(m n na rys. 47) i zastąpienia go dwie­
ma siłami S, zaczepiającymi w węzłach, 
w których byl osadzony, a działającym' 
w sensie ich zbliżenia, jeżeli był rozcią­
gany (rys 47) i przez udzielenie temu 

łańcuchowi możliwego niezmiernie małego odkształcenia. Jeżeli 
przyrost odległości węzłów opuszczonego pręta, mierzony w kie­
runku tego pręta, jest A s , to praca sit S jest — S A s . Równanie 
(51) będzie wtedy brzmieć : - P 8 m = S As 

2 P 6 
a stąd: S = — m (52) 

A s 

Można też siłę S wyznaczyć przy pomocy planu 
przesunięć (prędkości) prostopadłych. Jeżeli m W 
(rys. 48) jest przesunięciem prostopadłym punktu 
m, zaś odległość m' od kierunku siły P, zaczepia­
jącej w m, jest c m , to S m = cm, zatem prawo 
pracy przygotowanej (równ. 51) można wyrazie 
też w formie: 

y: P c = 0 (53) 
m m v 
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Rys. 49 jest przykładem zasto-.owania ostatniego równania. 
Wyznaczmy mianowicie napięcie S w pręcie ab pod obciążę-
niem P m , P„. 

Plan przesunięć prostopadłych tarczy I obieramy w jej bie­
gunie A, zatem punkty ó', a', n' leżą w A. 

Punkt B' leży na pionowej 
Podpory ß i na prostej S'B' || SB. 

Punkt b' leży na prostych 
S'b' \\Sb oraz B'b'\\Bb. 

Punkt m' leży na prostej 
S'm'II Sm oraz b'm'\\bm gdyż a 
czworobok 5 ' B ' m ' b ' — SBmb 
(por. rys. 41). 

• Uważając kierunek wskazó­
wek zegara za dodatni dla ilo­
czynów P cm, mamy równanie 

K c S c b = 0 

Rys. 49 

P c + 

czyl i : 

5 fc„ - C.) 

Jeżeli odległość węzłów a' i b', mierzoną na prostopadłej do 
ab, nazwiemy c b — c u = e. 

to : 
P c + P c S Pc 

(54) 
e e 

8. L i n i e wpływowe. 

Dla siły P = 7 pionowej i poruszającej się po belce otrzymu­
jemy według równań (52 lub 54): 

A s 
(55) 

og lędnie S Siła wewnętrzna w pręcie ab jest zatem 

v vprost proporcjonalna do przesunięcia pionowego, względnie pio­
nowej składowej prędkości danego punktu łańcucha wodzonego, 
2 a ś linia przesunięć (linia prędkości) tegoż ze współczynnikiem 

Jest linią wpływową siły S. 
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Pionowe przesunięcia poszczególnych punktów każdej tarczy 
wchodzącej w skład łańcucha wodzonego wynoszą xm • co, gdzie 
"j jest prędkością kątową (względnie kątem obrotu),"zaś xm od­
stępem poziomym punktów tarczy od bieguna obrotu. W linü 
przesunięć odpowiada każdej tarczy linia prosta, tym samym zas 
linia wpływowa dla każdej tarczy jest prostą, której punkt zero­
wy (obojętny) leży na pionowej bieguna (xm = 0, więc i przesu­
nięcie, względnie prędkość = 0). Biegun względny dwu tarcz prze­
suwa się dla obu tarcz o tę samą wielkość Muszą się w nim za­
tem przecinać linie wpływowe obu tarcz (względnie ich przedłu­
żenia). Stąd wynika kształt linii wplywowei : określone są bo­
wiem wszystkie punkty obojętne oraz wszystkie punkty przecie/ 
eia (załamania) linii wpływowej. Dla jej całkowitego określenia 
potrzeba określić jedną jej rzędną. Uczynić to można paru spo­
sobami; tu podajemy drogę kinematyczną oznaczenia rzędnych. 

Jeżeli ciężar P = 1 zaczepia w punkcie m tarczy A (rys. 50). 
któremu odpowiada pionowe przesunięcie 8 ] , to wedł. równania (55) 

Rys. 50 

A s 
Gdyby p u n k t m by' 

sztywnie złączony z tarczą B, to jego 

przesunięcie pionowe byłoby Sjj, a siła 

wewnętrzna w badanym pręcie s b y 

1 • ö „ 
łaby Sn = 

? A s 
= Hj|. Różnica tyc h 

Si ł S i 5, = 
°n — °i 

A s A s 
równa 

s ię r ó ż n i c y r z ę d n y c h p r o s t y c h w p ł y ­

w o w y c h , o d p o w i a d a j ą c y c h t a r c z o m A 

i B, z a t e m 

= Mn — ' l i = u ' , c z y l i p i o n o w e m u o d s t ę p o w i o b u p r o s t y c h w W . 
A o 

A s 

J e ż e l i o b i e t a r c z e ł ą c z y p r ę t b a d a n y , t o w z g l ę d n y o b r ó t o b u t a r c z 

A « = A s : r , g d z i e r j e s t o d s t ę p e m w z a j e m n e g o b i e g u n a (AB) o d prę ta Ł 
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P r z y r o s t p i onowego przesunięcia jest oczywiście : 
AT A S 

A o = ArAa = , (56) 

^ A S 
A o x 

w = — = - (57) 
A s r 

Jeżeli X = r , t o w = 1. 
Mając np . znaleźć linię wpły­

wową s i ty wewnętrznej w pręcie 
I k r a t o w n i c y AB (rys. 51), po­
stępujemy w sposób następujący: 
Przez opuszczen i e pręta p po­
wstaje łańcuch w o d z o n y , z łożony 
z d w u ta r c z I i II, których współ- K y s . " 
n y b i egun zna jdu j e się w węźle P w odległości r od p. N a p io ­
nowej p u n k t u P , t j . w P ' przecinają się z a t e m ob ie proste l i n i i 
^P ływowej , odpowiadające t a r c z o m I i II. Wykreś lmy dowolną 
Prostą A' P' C. W odległości p o z i o m e j r o d p u n k t u P ' tej proste j 
°dctnijmy DE = 1 ; p ros ta P ' E B' o g ran i c za rzędne l i n i i wpły­
wowej n a długości PB. Ponieważ b i egun 
t a r c z y I jest w A, zaś b i e g u n t a r c z y II leży 
'Ul 

p i onowe j p o d p o r y B, więc rzędne l i n i i 
opływowej w A i B są równe z e ru . Z a t e m 
P fzez p u n k t y A' i B ' , leżące n a p i o n o w y c h 
Podporowych p r z e c h o d z i zamykająca. 

W p r z y p a d k u , j a k na r y s . 52, zna j ­
dz iemy względne p i o n o w e przesunięcie p u n ­
ktu n t a r c z y B względem p u n k t u a t a r c z y 
S jeżeli, uważając tarczę C za nieruchomą, 
ndz i e l imy p u n k t o w i n przesunięcia pros to ­
padłego na ; w t e d y i p u n k t C w p a d n i e w a. 
Punkt b' leży na c ' b' |j cb, zaś ramię r ' J _ a b 
Jest równe A s (por. rys . 48), a składową 
Pionową przesunięcia jest n n' = x 
n i a : (54) i (57). „ 1-A-

i 

Rys . 52 

As , c z y l i według równa-

V (58) 
T' 

Linię wpływową siły wewnętrznej w pręcie ED b e l k i ^4B (rys.53) 
zna jdu j emy w sposób następujący: Opuszczając pręt ED o t r z y ­
m a m y łańcuch w o d z o n y 1 s topn ia , z łożony z ta rcz I i I II 
1 Prętów II i IV . Uważając tarczę I za nieruchomą, u d z i e l -
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AK 

my punktowi n zaczepienia 
P = 1 prędkość prostopadłą 
en = x, to punkt D' planu 
prędkości prostopadłych znaj­
dzie się w punkcie C, którego 
odległość od pręta DE jest r. 
Będzie więc 1 • X = r-S Z a ­
tem siła w pręcie DE, a zara­
zem rzędna w punkcie n linii 
wpływu siły wewnętrznej 
S = w = x;r. Dla x =r jest u> = l . 
Wykreślmy (rys. b) dowolną 
prostą AC. Z punktu C (na 
pionowej p-ktu C) wykreślmy 
C'D' tak, aby rzędna między A' C' a C' D' w odległości r od C' 
wynosiła w = 1, to linia łamana A' C' D' odpowiada dlugo.ściofl1 

AC i CD. Odpowiednio do rys. 52 wykreślmy DG |j Cis, z pun­
ktu G zaś prostą r' J _ ED 

\-B i ; (rys. 53). Z punktu D ' w y 
kreślmy prostą D' B' tak. 
aby rzędna pomiędzy C'D 
i D'B' w odległości r' od 
D' wynosiła W = 1, to 
D ' B ' odpowiada długości 
DB . Zamykającą jest pro­
sta y l ' ß ' . 

4) Belka wolnopodparta. 
a. Be/fci" o pasach równo­

ległych. Prowadząc prze­
krój i i na rys.54a otrzy­
mujemy G/i + Mm = C-
oraz Dh-Mn= 0; a stąd: 

siłę w pasie górnym : 

6 = - " = 

6. 

* ^ — 

i 1 
1 U ^ r ' • — 

<?. 

R y s . 54 

siłę w pasie dolnym : 

D = + — 

(59) 
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Zatem linie wpływu sił w pasach są liniami wpływu momen­

tów ze względu na punkty m, wzgl. n, ze współczynnikiem — 

(Por. rys. 54 b). 

Siłę w przekątnej otrzymamy, ustawiając równanie równowagi 
składowych pionowych sil działających na odciętą (lewą) część 

T 
belki. Wtedy : T = Kcosa = 0, a stąd: K = + (óO) 

COS a 

Dla słupów (przekrój 7/ — //) otrzymamy : V + T = 0, a stąd : 

V = - T (61) 

Linie wpływowe por. rys. 54 c i d. Linia wpływowa słupa V4 

Por. rys. 54. 

Dla tej samej belki, jednak o pomoście dołem, linia wpływo­
wa pręta V podana jest na rys. 55. Dla V4 siła wewnętrzna od 
obciążenia ruchomego = 0. Dla K i G linia wpływowa taka sa-
"la, jak dla pomostu górą. 

Przekątne spadające ku miejscu, gdzie T zmienia znak, są 
rozciągane, przekątne wznoszące się ku temu miejscu są ściska­
ne. Slupy są ściskane, jeżeli 
Przekątne sąsiednie są roz-
c'agane i odwrotnie. 

Dla szeregu (ciągu) cięża­
rów skupionych wygodnie jest 
W y z n a c z y ć największe siły 
zewnętrzne w krzyżulcach 
1 slupach przy pomocy wie-
'oboku oddziaływań. Ponieważ 

T 
K = ± 

Przeto największe siły wewnętrzne w przekątnych otrzymamy, 
Prowadząc w każdym przedziale wicloboku równoległą do od­
powiedniej przekątnej (por. rys 56). 

Najczęściej używamy kraty prostokątnej z przekątnymi spada­
jącymi ku środkowi, a więc przy obc. całkowitym działającymi ja-

55') 



S T A T Y K A B U D O W L I 

R y s . 56 

k o ścięgna (k ra ta N ; r y s . 55 i 56), 
aby uniknąć długich prętów ścis­
k a n y c h . B e l k o m d r e w n i a n y m na­
t om ias t da j emy często kratę pro­
stokątną z zastrzałami (mosty 
R y c h t c r a ) . K r a t a równoramienna 
(k ra ta V) jest n i e w y g o d n a ze 
wzg lędów k o n s t r u k c y j n y c h ( t rud­
ność p r z y t w i e r d z e n i a poprzeczn ie 
i z n a c z n y i c h odstęp) używana 
najczęściej w połączeniu ze s lu­
p a m i ( rys 59), a lbo z drugorzęd­
n y m p o d p a r c i e m (por. niżej ) . 

b. Belki o pasach nierównoleglych. Z równania momentów 
względu n a p u n k t m (rys. 57) : Mm = G r^, = 0 

o t r z y m a m y d la pasa 
górnego : 

Mn, 
G = 1 

«•„ I 
i (62) 

A n a l o g i c / m e d i a pa- 1 

sa d o l n e g o : 

M„ 
D = + — 

rd 
L i n i e wp ływowe s i l wew­

nętrznych w pasach są 

l i n i a m i wpływowymi mo­

mentów d l a punktów m i n ze współczynnikiem — 1 , względnie 

T 
^» 

/ 

-
\ ^ 
u A 

r 
r— z— 

- c 

R y s . 57 

+ 
1 

Z r ó w n a n i a m o m e n t ó w z e w z g l ę d u n a p u n k t p r z e c i ę c i a Sjs 

p a s ó w /:: T ]" z + Krfc = 0 o t r z y m a m y : 

2 2 1 . . . 1 2 1 
K = ± T — = ± T - , = ± Y 

r, b cos u. cos a. 

(63) 

gdz ie b = EF jest poziomą 
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zaś rt kątem o d c h y l e n i a krzyżulca od 
P'onu Y n a z y w a m y sprowadzoną silą 
Poprzeczną. Jeżeli po lewej s t r on i c 
Przekro ju nie ma żadnej siły zewnętrznej 
Prócz oddziaływania A, t o : 

K=ń- A - — (64) RVS. 58 
b cos a 

Jeżeli w y p a d k o w a s i l zewnętrznych na l ewo o d danego prze­
kro ju (rys. 58) jest p i o n o w a , to s u m a rzutów s i l G , A' i D n a 
Poz iom jest = 0, więc : G cos [i + D cos y + A sin et = 0 

stąd : A sin o. = 
A L 

COS f) + 
A L 

cos 

c z y l i : A = 
M, Af i 

sin </. ' 

I 

więc : A > 0, jeżeli (65) 

Przekątna jest za tem rozciągana, gdy spada w stronę, d l a 

kto M Af, 
°rej jest większe. Jeżeli n p . — 

h n . 

Af., 

h., ftj 
2, zaś ściskana 2 — 3 (tj wznoszą-rozciąyana jest przekątna 1 

A l 
L a się k u większemu — ) 

n • • 
Jeżeli zaś wysokości b e l k i (m ie r zone w węzłach) są wszędzie 

Proporc jona lne d o momentów, t j . jeżeli — , . 

t o siła wewnętrzna w przekątnych = 0. Ponieważ w i e l o b o k m o m e n ­
tów ( l i n i a s znurowa ) d l a obciążenia całkowitego j ednosta jnego jest 
Parabolą, p r z e t o d l a tegoż c a l k j ednos t . 
ciążenia siły wewnętrzne w przekąt-
n V e h be lk i pa rabo l i c zne j zbieżnej są równe 
Z e r u , siła wewnętrzna w pas ie p r o s t y m 
J e s t s ta la , w pas ie z a k r z y w i o n y m mało 

erma, wygodn i e jest n i e r a z w y k o r z y -
to p r z y obciążeniu stałym w ogóle, 

Z w ł a s zc za s y m e t r , wykonując j e d e n pas 

zrni 
stać 

k ra town icy o kształcie l i n i i momentów a d r u g i p ros ty . D l a d w u eię-
2 a r ó \ V s y m e t r y c z n y c h o d p o w i e d n i jest t r ape zowy kształt k r a t o w n i c y . 

T>n,l ss Zt. i 
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Jeżeli wie'obok momentów znaleźl śmy wykreślnie (rys. 60) 
*o M = Hn, gdzie jest rzęd.ią v.- e'oboku momentów, zaś M 

odlegiości; biegunową. Wtedy s 1 ' 
la w pasie np górnvm : 

M H 
G = = — i| — . 

r r 
Odnieśmy na odpowiedniej rzę­

dnej i] długość r, zaś z a długosz 
a b = H, to prosta a ' b ' przedsta' 
wia szukaną wielkość siły G. 

Linie wpływowe belek o pasach 
nierówr.oleglych nailepiej wyz0*" 
czyć metodą „oddziaływań = ' 
(rys. 61, 62 i 63) Jeżeli P = 1 stoi 
na prawo od prawej poprzecznie)' 
D, w odleg'osci A- od ß (rys. 6l)> 

to A = . = z (rys. b), zaś sil" 
Rys. 60 Oznacz"^' wewnętrzna K = y. 

i = , silę w pręcie K wskutek P = ' , czyli /! = I. Jeżeli aĄ 
. x 

KA = ,, to odcinek B D prostej B/l , jest linią wpływową c i , f l 

K na długości DB, ponie' 
waż siła K jest proporcjo" 
nalna do A (o ile P jest 
na prawo od D). Podobnie-
odcinając BB , = K B = 1, 
otrzymamy l inę wpływowa 
na długości AC. Na dłu­
gości CD linią wnlywowa 
jest C' D'. Jeśli chcemy 
mieć linię wpływowe wszy 
stkich prętów, najlepiej wy­
znaczyć wielkości = 1 
i Kg — i , przy pomocy p ' a " 
nu sil (Cremony) dla A = 1 

i siły P = — w przedosta­

li vs. 61 tnim węźle oraz dla B 
I 
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(o ile belka jest niesymetryczna). Jeżeli chodzi tylko o jeden 
Pręt, ,o nailepiej znaleźć KA = l i K B = , metoda Culmana (rys. 
62). Siły' D , K, G i A = 1, działając na lewą czc.se oilcię 
Przekro jem / — /, są w rów­
nowadze. Wypadkowa sil 
L> i A = 1 przechodzi przez 
Punkt A i nakrywa się z wy-
Padkową sil G i K', prze­
chodzącą przez n. Jeżeli 
(rys. b) ab = 1 = A, ac D, 
, 0 be II An jest wypadkową 
s ' l G i K. Jeżeli bd | G 
1 e<* II K, to cd = KA ^ , 

i Jest dodatnie 
l a od węzła 
6/ 

gdyż d z i a -
n. P o d o b n i e 

k B = l i J c s t u j emne , 
Sdyż działa do węzła n ( od­
ciętej p rawe j części b e l k i ) . 

e że l i pręt nr przedłużymy 
na ob ie s t r ony aż d o prze -
C lÇc'a się z p i o n o w y m i p o d -
PO- lporowymi, to z uwag i 
n a Podobieństwo c zworo ­
boku w m r A' A i m r 

• S z o d p o w i e d n i m i czwo­
robokami Culmanna jest 
U ' = - V A _ ! . m r 

Rys. 63 

i BAS' = • m r (por. 
rys. 62 c, linia wpływowa dla 
słupa mr). 

Linie wpływowe pasów belek 
wolno podpartych mają na całej 
swej długości ten sam znak, więc 
pasy są zawsze ściskane lub roz­
ciągane. 

Linie wpływowe krzyżulców 
(przekątnych i slupów) mają 
punkt obojętny i składają się 
z dwu gałęzi o różnych znakach, 
gdy punkt przecięcia odpowied-
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Rys. 64 

nich prętów pasów leży ( j^ 
zwykle) poza pcdporami A i °-
Położenie punktu obojętnego 
można wyznaczyć, przedlu' 
zając pas nie obciążony 
którym nie ma poprzecznie) 
aż do przecięcia z pionów}" 
mi podporowymi (w punk' 
tach A' i B ' , rys. 63) i łączne 
je z sąsiednimi węzłami oi' 
powiednich części pasa s i 0 1 

Proste As i Bm przecinają 
się w punkcie O, leżący1 1 

w pionowej nad punktem 
obojętnym. Na tej same] 
pionowej przetną się proste 
An i Br. Znając zaś położenie 

punktu obojętnego, wystarczy nawet dla bełek niesymetrycznych 
wyznaczyć tylko jeden plan sil, albo tylko KA = ] = AA" '• nlS 
przy czym AA" \ mn (por. rys. 63). 

Jeżeli punkt przecięcia odpowiednich pasów i znajduje sie. 
pomiędzy podporami, to linia wpływowa siły wewnętrznej w cdp 0 ' 
wiednim krzyżulcu ma na całej d!ugości ten sam znak (rys. 64)-
Jeżeli punkt i leży na pionowej podpory A, względnie B, W, 
odpowiednia część linii wpływowej spada do zera (rys. 65). 

c Bulka kratowa r o u ' " 0 ' 
legia z drugorzędnym pod' 
parciem (rys. 66). uzywan» 
dla znaczniejszych rozp:ętoS' 
ci, a właściwie d'à większych 
odległości węzłowych. D ' l ł 

wyznaczenia linii wpływ 0 

wych najwygodniej wyedręb' 
nić drugorzędny system od 
zasadniczego. 

Celem znalezienia l i " 1 ' 
wpływowe ' pasa np. G , z pod' 

parciem drugorzędnym (tu g ó r n e g o ) wyznacza się najpicr*' 
linię wpływową a' b' c ' dla układu zasadniczego. D!a układu dru­
gorzędnego 3 - 6 - 4 - 5 (rys. 66a) jako dźwigara samodzielnego, obci '1' 
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2onego silą P = 1 w 5' otrzymujemy silę dodatkową w pasie 
Kornym G s ' o wielkości 

M' V • 1 _ X 
s ' ~~/7 _ ' / J T - "ft; 

^'clkość przedstawia jednak wysokość trójkąta c'd'a, a stąd 
n 

N vynika kształt linii wpływowej, podany na rys. 66. 
Dla górnej części przekątnej głównej otrzymujemy silę dodat-

k 
0 w ą K3' o wielkości + (przez rozłożenie oddziaływania 

! Rys 66 

2 n a G,./ i K/, por. rys. 66 c). Linia wpływowa pręta V jest 

t r ( ) ikątem (rys. G6&). W pasie dolnym, w slupach głównych i w dol-
ych częściach przekątnych siły (i linie wpływowe) są takie same 

dla belki bez podparcia drugorzędnego. 
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d . Belka równoległa o kracie rólprzeka'niowej (krac ie K , rys . 6ÏÏ-
Ustawiając d l a p r z e k r o j u 1-1 równanie momentów względem P u n ' 
k t u 2. : Gh + M = 0, o t r z y m a m y : 

M M ,s 
G = — — , podobn i e : D = + — (fio' 

n h 

•K 

R y s . 67 

D l a przekątnych o t r z y m u j e m y , prowadząc przekrój 2-2 i us ta ' 
wiając równanie -H = 0 : 

K sin « -4- K ' sin o. = 0, a więc : K = — K ' (67) 
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Dla przekroju 3 3 i równania -V — 0 : 
K cos IL — K' cos ot -f- 7 " = 0 

T 
a stąd : K = - : , K ' = + (68) 

(69) 

2 cos a ' ' 2 cos a 
Dla przekroju 4 — 4 i -V = 0 : 

V+Kcosa = 0 F = — K c o s a =+ ' / 2 r . 
Linie wpływowe wszystkich tych sil są zatem liniami wpływo­

wymi momentu zginającego, względnie siły poprzecznej, z odpo 
x v icdnimi współczynnikami. 

Silę wewnętrzną w części slupa V (pomost na pasie dolnym) 
'najdziemy z równania — V = 0 dla węzła 2: 
V ' + K' cos <i + P d = 0 , 

Ë = - \ T + Pd (70) 

Zatem od linii wpływowej dla T • l 
należy odjąć linię wpływową siły węz­
łowej Pd (rzędna = 1 w węźle 2, rzędna 
~ 0 w węzłach 1 i <). 

Linię wpływową V s otrzymujemy, 

Prowadząc przekroje 5, 6 i 7 ; z warun-

S 7 

• A 
l i 

P * 
7 

ku v J/ = 0 (rys. 67 i 68) wynika: 
d , a przekroju 6 
~ Kj cos a + P — /4 ,= 0, K, COS a 
" 'a przekroju 7 
^ Kp cos U. + A 

Rys. 68 

- P) 

P — Ps = 0, K p cos a = i (P 
a Ponieważ: F s . = K ; cos u + K cos 

Wyżej otrzymane wartości otrzymujemy: 

e. Belka o kracie wielokro-
, n e ) (rys 69) jest właściwie 
statycznie nic wyznaczał na 
1 dla dokładnego oblicze­
nia jej trzeba wprowadzić 
równania sprężystości. Dla 
C e l ów praktycznych jednak 
nżywamy metody przybliżo­
nej- Kratownicę n-krotną roz­
kładamy na n kratown'c po­
jedynczych, z których każda 
dźwiga n-tą część obciążenia. K y s - °^ 

A) 

przeto podstawiając 
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M 
S i l a w pasie d l a każdej k r a t y p o j e d y n c z e j : S ( = — — , c z y i ' 

n n 
r a z e m : 

5 = 
n M 

1 n h 
S i l a wewnętrzna w krzyżulcu: 

1 

M 
(72) 

(73) 

X X X X 

K = 
n cos a 

W y k r e s l i n i i wpływowych o d b y w a się również na podstawie 
rozdziału k r a t y n -k ro tne j na n k r a t p o j e d y n c z y c h . 

f. Belka o kracie złożonej. 
« ) B e z s z t u c z n e g o n a p r ę 

ż e n i ą . Jest to k r a t a , posiadająca 
s l u p y przekątne, spadające w dwóch 
k i e r u n k a c h . Jest ona s ta tyczn i e nie-
w y z n a c z a l n a . a l e l i c z y m y ją w p r z y 
bbżeniu, j a k kratę z przekątnymi, 
spadającymi w l ewo oraz na kratę 
z przekątnymi, spadającymi w pra­
w o ( rys . 70). 

W t e d y siła w krzyżulcach: 
T 

2. 

Rys . 70 K = (74) 

(75) 

2 cos a 
w pasach : M 

S = ~h 
S l u p V w k r a c i e p i e rwsze j jest ściskany, w k r a c i e drug ie j 

rozciągany i w r e zu l tac i e n ies ie t y l k o różnicę ciężarów węzłowych 
V = Pd — Pj,, jest więc rozciągany, gdy p o m o s t jest dołem, zaś 
ściskany gdy pomost jest górą. 

ß) Ze s z t u c z n y m n a p r ę ż e n i e m (belka 
H o v e ' a r ys . 71). Jeżeli w belce k r a t o w e j złożonej, 
podpar t e j j eszcze r u s z t o w a n i e m tak, że ciężar własny 
k r a t y n i e wywołuje sił w prętach, naciągniemy 
s z tuczn i e śruby, c z y l i s p o w o d u j e m y s z tuczne nap i e ' 
e ia w słupkach V0, to powstaną we w s z y s t k i c h prę" 
t ach k r a t y s z tuczne siły wewnętrzne, a m i a n o w i c i e : R y s . 71 

w krzyżulcach: 
V. 

K.. = K' = (76) 
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z a ś w pasach: 
G0 = D0 = - K0 SM u = > V0 tg tt (77) 

Możemy wywołać t a k wielkie rozc iąganie V0 , aby K i K' 
u y l y zawsze ściskane, tj. takie, aby dla na jn i eko r zy s tn i e j s z ego 
obciążenia ruchomego była siła w odstrzale K' = 0. Odstrzałem 
n a z y w a m y ten zastrzał, który zasadniczo jest rozc iągany Musi 
więc być V0 = Tmex. Wówczas największa siła w zastrzale K 

osiąga taką wartość, jak gdyby ods t r z a ł ów nie było, czyli 
K =*= T sec », (78) max * max ' ' 

więc dwa razy większą aniżeli w kracie złożonej bez sztucznego 
naprężenia. 

Największa siła w pasie dolnym : 

M M mix 
D = 1- i V tûa = — — + 1 T tg u (79) 

Największa siła w pasie górnym : C m a x == — — . jeżeli 
h 

opuścimy dla większe j pewnośc i w p ł y w naciągnięcia ś rub . 

10 Belki ciągle przegubowe. 

Linie wpływowe prętów belki wiszącej CD są takie same, 
iak belki wolno podpartej na podporach C i D (rys. 72b). 

Jeżeli ciężar P = 1 znajduje się pomiędzy A i B, to we 
Wszystk ich prętach pomiędzy A i B s i ły wewnętrzne są tak ie 
same, jak dla belki wolno podpartej AB, natomiast we wszyst ­
kich prętach na prawo od B sity wewnętrzne = 0. Dla prętów, 
Zna jdu jących się na prawo od B, linia wpływowa nie posiada 
Przeto gałęzi na długości AB. Dla prętów pomiędzy A i B linia 
W p ł y w o w a na długości AB jest taka, jak d l a b e l k i wolnopod-
Partej AB, zaś na długości BD rzędne jej są p r o p o r c j o n a l n e 
do rzędnych linii wpływowej o d d z i a ł y w a n i a A (trójkąt o pod­
stawie B D o w i e r z cho łku w C, por. linię wpływową G , i K 
rys. 72 c i d). 

Ze względu na węzeł 8 mamy: 
A l » 

Al„ - G.> r , = 0, a stąd G , = — ( 8 0 ) 
r» 

Podobnie : 
A t 8 

D j = - - - - (81) 
ft. 
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tody Cullmanna dla przekroju it (rys. 72g). Gdy ciężar P = 1 
stanie w węźle 7, to St = 1 (por rys- 72f). W p ł y w ciężaru znaj­
dującego się na prawo od C na wielkość oddziaływania C maleje 
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z odległością od C do zera w punkcie D, zatem i rzędne linii 
wpływowych wszystkich prętów belki wspornikowej maleją na 
długości C D do zera według prostej. 

11. Łuki. 

a. Łuk trójprzegubowy (rys. 73). Dla wyznaczenia linii wpły­
wowych najwygodniej zastosować zasadę belki zastępczej (por. 
str. 547). Biorąc moment ze względu na punkt i (rys. 73a), otrzy­
mujemy dla pasa górnego : G / i ; + Moi = 0, a stąd : 

G = - - r ^ . (82) 
h 

Moment Moi = 0. gdy ciężar P = 1 znajduje się w punkcie 
171, zatem belka zastępcza ma długość AM. Linia wpływowa siły G 

jest linią wpływową momentu MOJ, pomnożoną przez — (rys b). 

Analogicznie znajdujemy linie wpływowe dla pasa dolnego 
(rys. 73c). 

Z równania momentów ze względu na punkt 

K f = 0, ą stąd K = j M0p (83) 

por. rys. d. 

Słupy: 

M0p - V l p = 0, V = (84) 
/> 

b. Łuk gibki z usztywnieniem belką przegubową (rys. 74) posiada 
- tarcze (belki kratowe) oraz w węzłów 'na rys. w = 5), zatem 
do uzyskan;a belki statycznie wyznaczalnej potrzeba według rów­
nania (1) (6 + 2 w) prętów. Mamy 2 w + 1 prętów istotnych, 
tj w + 1 prętów łuku i w wieszaków, nadto 2 pręty przegubu; 
z atem potrzeba (6 + 2 u') — (2 u> + 1 + 2) = 3 prętów ło­
żyskowych, tj. podparcie, jak dla belki wolno podpartej (prostej). 

K r z y ż u l c e . 
P mamy: 

M Op 

Linia wpływowa — 
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D l a obciążenia p i o n o w e g o oddziaływania sa. p i o n o w e . Skła­
d o w a p o z i o m a H s i l w prętach l u k u jest stała. Prowadząc prze­
krój 1 — 1 (rys. 74a) , o t r z y m u j e m y ze względu n a p u n k t O : 
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M0o + H f = 0. a S t ą d II = - (85) 

R y s . 74 

Sdzie i \J " 0 o jest m o m e n t e m sił zewnętrznych d l a b e l k i w o l n o p o d -

Partej w . p u n k c i e O . L i n i a wpływowa, por . r ys . 74b . 
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Siły wewnętrzne w prętach tuku Ł = 
H M Oo 

c o s «n f cos % 
Linie wpływowe Ł daje więc linia wpływowa H ze współczynnikiem 

1 
= sec a . 

cos ». 

Siły w wiesza­
kach znajdzie­
my, wycinając 
odpowiedni wę­
zeł górny (prze­
krój 2—2 i_rys. 
74 c) i rzutując 
sity w wyciętych 
p r ę t a c h na oś 
pionową. Wtedy 
Z H ( f g « j -

Celem znale­
zienia sity w pa­
sie górnym, np. 
(J' I prowadzimy 
przekrój 3 — 3 
przez węzeł m, 
wtedy M0m + 
f / . y m + G J , = 0 
a stąd G . = 

Linia wpływowa G , jest zatem 

sumą linii wpływowej // ze współczynnikiem 

1 

yn 

h 
oraz 

Mgm ze współczynnikiem (por. rys. 74d). Podobnie znaj­

dziemy linię wpływową pasa dolnego. 

Prowadząc wreszcie przekrój 4 — 4 i ustawiając dlań rów­
nanie — V - 0, otrzymujemy: 

T»n + Łm s i n "m ~ K s i n * = 0 

a stąd po podstawieniu wartości za Ł : 
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K = T0n + H tg a 

sin x 
(86) L i n i a wpływowa, por . rys . 74e . 

c. Łuk trójprzegubowy ze wspornikami ( rys. 75) L i n i e wpły­
wowe d l a l u k u bez wsporników przedłuża się aż do końców 
Wsporn ików , por . rys . b — l i n i a wpływowa parc i a p o z i o m e g o . 
P — pasa do lnego D, d — krzyżulca K. 

IV. Kratownice przestrzenne 
12. Statyczna wyznaczalność. 

Łożyska ustrojów p r z e s t r z e n n y c h mogą b y ć : 
a) stale ( rys . 76) ; w o b l i c z a n i u dają się one 
zastąpić t r z e m a prętami p o d p o r o w y m i , 

których siły wewnę­
t r zne są równe odpo ­
w i e d n i m składowym 
oddziaływania; b) r u ­
chome l i n ; o w c ( jedno­
k i e r u n k o w e , wahadło­
we) =dwu prętom p o d ­
p o r o w y m ; (rys. 77), 
poruszające się w l i n i i 

Prostopadłej do płaszczyzny przechodzącej p r z e z pręty p o d p o r o w e ; 
m o ż n a je wykonać j a k o wałkowe l ub p r z e suwowe ; c) r u c h o m e 
Płaszczyznowe ( w i e l o k i e r u n k o w e ) = j e d n e m u prętowi p o d p o r o ­
w e m u (rys. 78), poruszające się w płaszczy­
źnie prostopadłej do pręta p o d p o r o w e g o 
W' d o w o l n y m k i e r u n k u ; można je wykonać j a k o 
ku lowe l ub w a ł k o w e o d w u szeregach wał­
ków, r u c h o m y c h w d w u k i e r u n k a c h pros to ­
padłych do s iebie , w r e s z c i e j a k o p r z e suwne 
również w d w u _L do siebie k i e r u n k a c h . 

Stałość zewnętrzna us t r o ju w p r z e s t r z e n i 
" W a r u n k o w a n a jest spełnieniem sześciu w a ­
runków równowagi ; p r z e t o 6 prętów pod ­
p o r o w y c h usta la ciało w p r z e s t r z en i , (o i le 
n , e z a c h o d z i w y p a d e k wyjątkowy, w którym da się poprowadzić 
Prosta przecinająca ws zy s tk i e pręty p o d p o r o w e , w którym więc 
Podparc i e jest chw i e jne ) . N i e mogą za t em więcej niż t r z y pręty 
Podpo rowe leżeć w j edne j płaszczyźnie, an i przechodzić p r z e z 

Rys . 76 R y s 77 
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j e d e n p u n k t (względnie być równoleg le ) ; wreszc i e ciało m u s i być 
podpar t e co na jmn i e j w t r z e c h p u n k t a c h . 

Ponieważ każdy węzet p r z e s t r z e n n y daje t r z y w a r u n k i rów­
n o w a g i , p r z e t o s t a t y c zn i e wyzńaczalna k r a t o w n i c a p r z e s t r z enna 
m u s i posiadać p = 3 w (87) 
prętów i s t o t n y c h i p o d p o r o w y c h , z czego prętów p o d p o r o w y c h 
co na jmn i e j pp 6. Najczęściej s tosowane us t ro j e p r z e s t r z enne 
(kopuły d a c h y wieżowe, n a m i o t o w e , f i l a ry , i td. ) posiadają znaczn i e 
więcej prętów p o d p o r o w y c h . M i a n o w i c i e z w y k l e d l a n naroży 
pp = 2 n (w każdym węzie p o d p o r o w y m łożysko ruchome ) , je-
.żeli do t em is tn ie je pierścień p o d p o r o w y ; zaś p„ = 3 n (w każdym 

t 

Rys . 79 Rys . 80 R y s . 81 

węźle p o d p o r o w y m łożysko sta le ) , jeżeli pierścienia podpo rowego 
n i e m a . W t e d y d l a z a c h o w a n i a s t a t yc zne j wyznaezalności ilość 
prętów i s t o t n y c h wynosić mus i 

p, = 3 iv — 2 n, względnie p, = 3 w — 3 n (88) 
Z a z w y c z a j osiąga się to w ten sposób, że w k o p u l a c h pierścień 
najwyższy w y k o n y w a się j a k o o twa r t y (bez prętów wewnętrznych) , 
z w y k l e używany p o d latarnię, w dachach posiadających zaś os t ry 
s z c z y t , o p u s z c z a się w o b l i c z e n i u pręty s z c z y t owe , uważając je 
z wystarczającą dokładnością za ustrój drugorzędny (por . str . 581) 

N p . f i lar o pos tac i , j ak na rys . 79, jest s t a t y c zn i e w y z n a e z a l n y . 
pos iada b o w i e m w = 12 węz łów, zaś p = 3ó — 3 w prętów, w c z y m 
Pi — 311, p , = 6. Z a z w y c z a j j ednak o p u s z c z a się pręty is to tne 
1—3 i 9 — 1 1 , zwiększając o d p o w i e d n i o ilość prętów p o d p o r o w y c h , 
por. rys 80, gdz ie p, - 28, pp = 8, p = 28 + 8 = 36, o raz rys . 81. 
gdz ie p,. = 24, pp - 12, p = 24 + 12 = 36. 
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Rys. 82 

Statycznie wyznacza! ną kratownicę przestrzenną otrzymać mo-
Z n a : a) przez dołączenie do stałej podstawy, względnie stałej 
kratownicy nowych węzłów, każdego przy p o m o c y trzech prętów 
istotnych lub podporowych; b) przez połączenie ze stałą s t a t yc z ­
nie wyznaczalną kratownicą drugiej kratownicy statycznie wy-
?naczalncj przy pomocy sześciu p r ę t ó w ; c) przez wymianę prę-' 
tów w istniejącej statycznie wyznaczalnei kratownicy (por. r\s. 
'9—81 a także str. 578); wymieniać można pręty istotne między 
sobą lub z podporowymi, przemieszcza­
ne je w ogóle dowolnie, tak jednak, 
a ° y utrzymać wewnętrzną i zewnętrzną 
sta'ość kratownicy. 

Kształtem statycznie wyznaczalnej 
kratownicy przestrzennej jaki daje ująć 
S ,Ç najłatwiej a z którego dadzą się 
Wyprowadz ić prawie wszystkie używa­
ne postacie j e ^ kratownica siatkowa 
(i'Vs 82). Wszystkie lej pręty powią­
zane są w trójkąty, a leżą na powierzchni, zamykającej swoimi 
n'aszczyznami pewną przestrzeń. 

13 Wyznaczanie s i l wewnętrznych sv prętach. 

a. Wędy tróiprętowe. Przez kierunek siły P i jeden z prę-
t < U v , np 2 (rys. 83), przeprowadza się płaszczyznę (P-2) która prze­
gna się z pł. przechodzącą przez pozostałe pręt} (1- i) wg prostej (mn) 

P rozkłada się nastę-
P'tìe w obu r/utach na si-
' - i (m n). a wreszcie 

skUul(,wą (m n) na siły 
[ } 3 (rys 84) Wielkoś-
C l sił 1, 2 i 3 znajduje się 
'' kładu rzutów tychże sil. 

Zazwyczaj można icdną 
1 Płaszczyzn przeprowa-

z i ć równolegle, wzg l ę ­
dnie prostopadle do p lasz 
*yzny rzutowej, a wte-
" Wyznaczen i e sil we­

wnętrznych znacznie się 
"n ra szcza . 

37 
R y s . 83 

Podręcznik Inżynierii 577 
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M e t o d y tej używamy również, gdy w wę­
źle o większej ilości prętów t r z y siły wewnę­
t r zne sil n ieznane , a pozostałe w i a d o m e . 

b. Metoda momentów używana jest gdy 
k r a t o w n i c a n ie i r a węzłów trójprętowych. P r o 
w a d z i się płaszczyznę p r z e k r o j u tak, aby prze­
cięła ptęt, którego silę wewnętrzną c h c e m y 
wyznaczyć, wybierając j a k o oś momentów pro­
stą przecinającą możl iwie w ie l e p r z e k r o j o ­
n y c h prętów, us t aw ia równanie momentów 
siły zewnętrznej i siły s zukane j Jeżeli oś 
m o m e n t u p r z e c ina w s z y s t k i e pręty prócz ba­
danego (np. 5 na 6 przeciętych) wys ta r c z y 
j c d n , i równanie; o i le np . 4 na ó przeciętych należy ustawić dwa 
równania ze względu na dw ie osie. 

c. Metoda wymiany matów jest używana, gdy n ie m a węzła 
trójprętowego, lub gdy inne m e t o d y n i e dadzą się zastosować 
( znaczn ie częściej niż w k r a t o w n i c a c h płaskich) D o w o l n y pręt W* 

(rys 85), z w y k l e w pierścieniu 

R y s . 84 

3" 2Ji' górnym, o d r z u c a się (pięt wy­
m i e n n y ) tak, aby uzyskać przy­
na jmn ie j j eden węzeł o trzech i 
prętach nie leżących w jednej 
płaszczyźnie^ d l a u t r z y m a n i ! 
stałości u m i e s z c z a się nato­
m ias t w d o g o d n y m n i i c i scu 
nręt t zw . zastępczy Z . W tak 
o t r z ymane j k r a t o w n i c y wy zna 
cza się siły wewnętrzne S0 i Z0 

d l a obciążenia zewnętrznego 
(stan X. = 0) o ra z siły wew­
nętrzne St i Z ( d l a obciąże­
n i a s i l a m i = 1, zaczepiający­
m i w końcach usuniętego pręia 
wymi ennego w k i e r u n k a c h os' 
jego (stan A' = 1). Siły rze­
c z yw i s t e , występujące w ptWj 
t a ch , wynoszą : 

S0 4 W$» g d z i e : W = 
Z0 

ż, 
57S 
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Podobnie irożna zastosować d w u i wielokrotną wymianę prętów. 
Kra town ice p r z e s t r z enne h ipe r s t a t y c zne o b l i c z a się t ak samo j ak 
" i pe r s ta t y c zne płaskie; w ogóle j ednak s taramy się unikać tak iego 
k o m p l i k o w a n e g o o b l i c z e n i a , decyduiąc się racze j na pewne upros z ­
czenia i przybliżenia. 

14 Najczęśc ie j używane sy­
stemy k r a t o w n i c p r z e s t r z e n n y c h . 
Składają się one z narożników 
(k rokw i ) p r o s t y c h lub łamanych, 
P i e r ś c i e n i w i e l o b o c z n y c h o ra z 
Przekątnych ( p o j e d y n c z y c h lub po­
dwójnych g i bk i ch ) ; w s z y s t k i e prę­
ty leżą na p o w i e r z c h n i k r a t o w n i c y . 

a. Kopuły. W ę z ł y narożników 
' e żą na k r z y w e j ; w najczęściej 
używanych kopułach Schwed l e -
r °wskich — na pa rabo l i . Łożyska, 
' -wvklc ruchome o k i e r u n k u r u c h u 
Prostopadłym do jednego z p r zy -
' e 8 ' y c h pierścieni ( rys . 86) D l a 
kopuł o r zuc i e p o z i o m y m regu lar ­
nym i obciążenia rozłożonego j ed ­
nostajnie na całym pierścieniu (np. 

Obciążenie stale) ob l i c z en i e p r z e p r o w a d z a się następująco (rys. 87 ) : 

r|kj In \ k 
Pi-- Kn = " I * P] 

|?i \ i Ja 

R, = 
1 cos u Rn « 5 

2 cos a 
n-1 

1 

-1 

(89) 

(90) 

P l - ^ - l Ì - P 

d l a pierścienia murowego (najniższego) 

1 / a„ 
(91) 

Rys . 87 

2 cos a 

W e w z o r a c h t y c h 2a j est to kąt. j a k i 
zawierają d w a sąsiednie nręty pierście­
n i a . D l a kopuły ośmiobocznej u m i a ­
r owe j a = 67° 31)'. 
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D l a sit inacze j rozłożonych (np . w ia t i na j l ep i e j używać me­
tody M u l l e r - B r e s au 'a T V S 88). Obciążenie węzła (w węzłach niż­
s z y c h ztożone z silą wewnętrzna k r o k w i górnej i s k a d o w y n n prze­

kątnych w kie­
r u n k u tej kro-
k w i ) r o z k l a d a sw 
na silę w k i e r u n ­
ku k r o k w i do l ­
nej o ra z silę po­
ziomą z kió ivch 
to sił zna jduje­
m y s i ty r z e i z y -
w i s t e w k r o k w i 
i przekątnych 
d o l n \ c h . N i e c h 
o z n a c z a : kg, 
względnie r ß — 
składowe sny D 
= 1 w k i e r u n k u 
k r o k w i , wzglę­
dn i e pierścienia 

górnego. kd względnie rd — składowe siły D = 1 w k i e r u n k u k ro ­
k w i wzg ' edn i e pierścienia do lnego (wartości d l a każdego pręta 
i n n e ; na j l ep ie j wyznaczyć je wykieślnie) , to suma sił w y n o s i : 
w k i e r u n k u k r o k w i powyżej węzła n K^, = K, + kdf D ' , ^ 
w k i e r u n k u k r o k w i pontżei węzła n Kdn = + D'., 
w k i e r u n k u pierścienia prawego ^pn ~ K'.,+ r U | D ' , 
w k i e r u n k u pieiścienia l ewego : R „ = R'« + r f , 2 D'., ) 

O b l i c z e n i e r o z p o c z y n a się od pierścienia 
naiwyższeuo, gdz ie n ie m a prętów górnych, 
więc k g = Tg = 0 i obe jmuje k o l e j n o węzły 
tegoż P o t e m p r z e c h o d z i się do pierścienia 
następnego. Znając siły w prętach ponad 
m o t r z y m a m y z f i gu ry n i ew i adome Kj, 

i R/ a następnie siły r z e c z y w i s t e : 

Rys . 88 

(92) 

K 

K' dl D ' 

D"t = 

R"a = R 

In ' 

' d l D " 

R y s . 89 K„ = K d/i k 2 /)"„ 

(93) 
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U w a g a : , , p " o z n a c z a „prawy" , ,,/" 
•••ewy', „d" , d o l n y " , „ g " , górny ', „ n " 
dotvcz\ prętów, wychodzących z węzła 

»s" prętów wychodzących z wę/.la s. 
b. Dachy wieżowe (rvs. 89 i 90; p r zy 

nachy l en iu k r o k w i do p o z i o m u m n i e j s z y m 
<>d 45° n a z y w a m y ie namiotowymi) po­
gadają narożniki proste . U góry kończą 
s ' ę z a zwyc za j o s t r y m s z c z y t e m , w któ-
' v m zbiegaią się ws zy s tk i e naroża; w t e d y 
dla n naroży p r z y n o r m a l n i e s t o s o w a n y m 
Podpa r c iu -dach jest (n — 3) k r o t n i e 
h ipe rs ta t yezny . Siły w najwyższej czę­
ści d a c h u , uważanej z a układ drugorzę­
dny (por . s t r . 576), w y z n a c z a m y w t edy 
z w y k l e w przybliżeniu, ustawiając rów­
nanie momentów względem najwyższego 
Pierścienia ( rys . 90) : 

: S j = a : b, p r z e t o : 

A l a M a k 

' ' = ( a 2 +~26=) "s ina . = ( a 2 + 2t>2) h 

R y s 90 

ponieważ zas 

(94) 

W e w z o r a c h t y c h « jest kątem n a c h y l e n i a krówki do p o z i o m u , 
długością k r o k w i . 

P o z a t y m dachy te o b l i c z a się jak kopuły; 
w z o r y i w y k r e s y upraszczają się jednak w s k u ­
tek stałego p o c h y l e n i a k r o k w i . (S tosunck 
k : a, por . wzór 89, jest s ' a l y ) . 

N a parc ie w i a t ru można je też obliczać j a k o 
dźwigary k r a t o w e płaskie, zawar te między na­
rożnikami. Obciążenie węzłowe P rozkłada się 
na t r z y składowe, jedną P„ w k i e r u n k u na ­
rożnika i dw i e p o z i o m e P ' i P"h w płaszczyz­
nach przylegających śc'an- Następnie o b l i c z a 
się kratownicę płaską, j ako utwierdzoną dołem, 
na siły po z i ome P ' i P", leżące w je j płasz­
czyźnie. Siły w narożnikach są równe sumie 
o d p o w i e d n i c h składowych ' „ o ra z sił w p a ­
sach t y c h k r a t o w n i c płaskich. Siły w pozo-R y s . 91 
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s ta tych prętach w y z n a c z a się wpros t z o b l i c z e n i a o d p o w i e d n i c h 
k r a t o w n i c płaskich. 

O b l i c z e n i e dachów wieżowych ośmiobocznych ( rys . 91) da si? 
w myśl powyższego sprowadzić do o b l i c z e n i a więzara płaskiego 
ABO o p o w i e r z c h n i obciążenia według trójkąta (rys. 92). p r z y c z y m 
p = Ü.7 bw (iv = pa rc i e w i a t r u n a jednostkę p o w i e r z c h n i prosto" 
padle.j do k i e r u n k u w i a t ru ) . S i l y wewnętrzne w k r o k w i : 

G„ 
M 

+ 
m - 1 

sec fi . 
'm — l 

M. 
S„ = - sec fi 

O d p o w i e d n i o d l a ściany 
CDO: 

M„ 

•S ' 

+ sec |J, 

• sec p 

p r zy c z y m : M 

S i l a w przekątnej o długości d 

Siła w pierścieniu : 

w 

3 

Al m - l 

" m - 1 

P * " m - 1 

6 h 

(95) 

« m - 0.233 e m d m iv 

, ( l . °4 e m + 1 b m i l + 0,35 e m 6 m _ l ) 

(96) 

(97) 

Rys . 93 

Zupełnie p o d o b n i e o b l i c z a się f i l a ry wieżowe. 
7 " \ gdz ie d l a sił p o z i o m y c h zaczepiających powyżej 

aa j est V — ——- (rys- 93), o raz inne podobne 
b 

k o n s t r u k c j e p rzes t r zenne . 

c) Mosty i t p . k o n s t r u k c j e , r o zpa t r ywane 
wspólnie z p o p r z e c z n i e a m i , w i a t r o w n i c a m i p i c 
n o w y m i i p o z i o m y m i są też u s t r o j a m i p r z e 
s t r z e n n y m i . 
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V . P r zesun ięc ia k r a t o w n i c 
15. M e t o d y a n a l i t y c z n e . 

a. Prawo pracy przygotowanej. Jeżeli wezęl m k r a t o w n i c y d o z n a 

Przesunięcia mm' = 8 , to praca s i l P, , zaczepiających w m, 

równa się sumie i loczynów t y c h s i l p rzez r z u t y 8 ( p r z e su ­

nięcia ii n a k i e r u n k i tychże s i l , więc Lm = — Pt <\. • Jeżeli siły 

i są w równowadze, to w y p a d k o w a i c h lówna się z e r u ; z a t e m : 

S Pi o7 = 0 (98) 

" i o z n a c z a rzut d o w o l n i e pomyślanego (p r zygo towanego ) n i e zm i e r ­

nie małego przesunięcia p u n k t u zac z ep i en i a siły P,- na jej k i e r u n e k 

D l a każdego węzła k r a t o w n i c y , będącej w równowadze, można 
Pomyśleć pewne 8 i ustawić równanie (98). S k o r o te równania 
dodamy, to znak - rozciągać się będzie na wszys tk i e zewnętrzne 

y Q m działające na kratownicę i na napięcia w s z y s t k i c h prętów 
,S> k r a t o w n i c y N i e c h d o w o l n y pręt działa na dwa węzły na 
Pięciem 5, staiając się je zbliżyć (napięcie d o d a t n e = siła rozcią­
gająca). Jeżeli wsku t ek pomyślanych przesunięć o b u węzłów na­
stąpi i c h odda l en i e , c z y l i wydłużenie pręta O A * i to p raca p r z y ­
gotowana napięcia S jest — S • A -s' • S u m a prac w s z y s t k i c h 
Prętów ( c z y l i p raca p r z y g o t o w a n a s i l wewnętrznych) w y n o s i — 
"~ - S A s , wobec czego p rawo pracy p r zygo towane j b r z m i : 

- Q m ^ ^ S A s (99) 
c z y l i praca przygotowana sil zewnętrznych róirna sie pracy przy­
gotowanej sil wewnętrznych. 

Dany r z e c z y w i s t y układ sił Q m , działających w węzłach 

k r a t o w n i c y która jest w równowadze, powodu j e w jej prętach 

"upięcie .S' i wydłużenia A s , tudzież przesunięcia węzłów, których 

rzuty na k i e r u n e k sił Qm są < i m . Pomyślany (u ro jony , p r z ygo ­

towany ) układ sił Qm, w s k u t e k którego badana k r a t o w n i c a 

byłaby także w równowadze, wywołałby w prętach napięcia S. 

z a s t o s u j m y równanie (99) do pomyślanego układu s i l Qm i prze ­

sunięć, wywołan>ch r z e c z y w i s t y m układem Q m , to będzie : 

2 ~ Q m f i m = v S A s ( 1 0 0 ) 

Siły zewnętrzne Q składają się z s i l P m i oddziaływań C , 
którym w s tan ic r z e c z y w i s t y m odpowiadają przesunięcia pod-
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pór c , m i e r z o n e w k i e r u n k u s i l C (o i l e p o d p o r y n i c są abso­
l u t n i e s ta le ) . Równanie ( '00 będzie więc brzmiało: 

2 P m S m = S ŚAs - V C c (101) 

Jeże'i n i z w i e m v s długość, /' prz ikrói jednego pręta, /: m o d u ' 
sprężystości, u> W 'pólc/vnnik rozszerzalności, t p r z y r o s t tempe­
ra tury pręta i p o d s t a w i m y : 

s 
p = eJ 

t o : A s = ->Sp + aits, 

zaś : Z P ù = V S Sp + S ' S o i f j — 2 C c (102) 

Jeżeli p r z y g o t o w a n y m s tanem sił jest Pm = 1, to 

V P fi = 1 . fi 
— * m m ni 

Równanie (102) będzie w t e d y brzmiało: 

1 • fim = S S Sp + Ï Sa f s - V C c (103) 

W p r z y p a d k u b e l k i o ściance p e l n e i , sko ro o • dF jest 
napięciem p r z y g o t o w a n y m włókna o p r z e k r o j u dl, długości ds 
i wydłużeniu r z e c z y w i s t y m A d s , p raca p r z y g o t o w a n a sił we ' 
yynętrznych w y n o s i : 

L œ = j odF • Ads (104) 

( Z n a k / rozciąga się na Całkowitą objętość be l k i ) . 

Ale: A d s = I — + uif 4- ui A ' v\ds, (105) 
\ E h ! 

p r z y c z y m A f jest różnicą t empera tu r yvlókien s k r a j n y c h , górnych 
i d o l n y c h , v odstępem włókna o d os i obojętnej, h yvysokoseia 
b e l k i yv d a n y m m i e j s c u . 

~ . N M v .. . . . - Ń Mv 
D a l e j : O = - - - H — ; podobn i e zaś 0 + , ( W 

' F J F J 

P o d s t a w m y w z o r y (105) i ( 06 ) w (104 , to z uwag i na to, ze 
J dF = F — powierzchni p r z e k r o j u , / vd> = 0, z a ś / v 2 dF = J =* 

m o n e n r o y v i bezwładności przekroju, otrzymamy [ ana log iczn ie ctó 

w z . ( lO l ) , pomijając ( z w y k l e ba id zoma ły ) wpłyyy s i l poprzeczny c h l : 
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2 P,r, \ 

MM 
ds 

EJ 

1 < c = Lw = 

łJjds + 
A f — 

w - Mds 
h 

(107) 

Jeżeli wreszc i e układ skt f lda się z prętów i elementów 
p ściance neînèj ( tarcz s z t v w n y e h ) , to według równań (10-'), (103) 
i (107) p r awo pracy p r z ygo t owane j w y r a z i się: 

V Pm " « m + £ C c = V SSp + %$<»U + 
dt 

+ 
f — d s f ds 

\ Nntds + I MM + " N N - + \ Nntds + I 
j EJ J Et J J 

Mi ds (108) 

1 m 

R v s . 94 

Równanie (103) posłuży do wy zna ­
czenia uogólnionego przesunięcia fi,,, 
w stu nie r z e c z y w i s t y c h o b c i ą ż e ń 
(5, t, C ) , jeżeli j a k o obciążenie p r z y ­
gotowane, (które powodu j e n a p i ę c i a 
'S i o d d z i a ł y w a n i a C ) ob i e r z emy 
odpow i edn i o uogólnioną jednostkę siły. 
°Vs. 94 p r z eds t aw ia p i z \ g o t o w a n y s tan 

s i l (/',„ = 1 , A, B S) d l a wy ­
znaczen ia p i o n o w e g o ugięcia 
węzła m ( Podobn i e można zna ­
leźć przesunięcie p o z i o m e ; rze­
c z y w i s t e przesunięcie jest w y p a d -

95 kową obu przesunięć) R y s . 95 
p r z eds t aw ia uogólnioną jednostkę 

s ' ' v d l a w y z n a c z e n i a p r z y r o s t u poz i ome j odległości węzłów 
m i mt; rys 96 d l a w y z n a c z e n i a ob ro tu pręta mmt, w k i e r u n k u 
Wskazówek zegara ; rys. 97 d la 
Wyznaczen ia p r z y r o s t u kąta <pm 

'Między k i e r u n k a m i prętów k i /. 

R N S . 98a p r z e d s t a w i a przyüo 
t (>Wany s tan sił ( dw ie pary s i l na 
' f tn i ionach b i c, których m o m e n t y 

H rÓAtie 1, gdyż — • c = 1) d l a 

s 
/ 

A 
m 

R>s . 96 

W y z n a c z e n i a p r z y r o s t u k ą t a ' <i w t r ó j k ą c i e a , b , c w s k u t e k przy . -
l ' °s tu b o k ó w A a , A b i " A c . 

J e ż e l i s i l ę z a c z e p i a j ą c ą w w i e r z c h o ł k u k ą t a Y r o z ł o ż y m y n a 

s k ł a d o w e w k i e r u n k u a i b ( r y s . 98), t o n a p i ę c i e p r z y g o t o w a n e 
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Rys 

pręta a w y n o s i A == Ï : b sin y — 1 : hĄ 
zaś ß = — A cos y = — cos y : h i ana lo­
g i c zn ie C = — cos [i : h. 

Pomyślmy sob ie w wierzchołku u łożys­
k o stałe, w ^wierzchołku 7 łożysko rucho ­
me wzdłuż pręta b, to t y l k o siła 1 : c 

w wierzchołku f> może wykonać pracę na 
przesunięciu o = c A " , z a t e m pracę ( l : c ) ô = 

= 4 o . Równanie (103) p r z y b i e r z e kształt 

1. Ar« - "ÄAa f B A b 

A a 

— A a 1 ; -
C A c = ( A b cos y - } -Ac cos [>)=•" 

h 

a 

a. 

/ • 

bj V 
/•r 1 A . 

A b 

b 

b cos y 

h 

h 
A C 

c 
A a 

7̂< -r; 
a 
A a 

c cos fi 

' h: = 

- — j ctg{\ + 

A b 

b 
erg (109) 

więc : 

.leżeli wydłużenie A a spowodo ­
w a n e zostało naprężeniem Og i p r z y ­
ros t em t e m p e r a t u r y ta to : 

R y s . 98 A a o a 

• . 7= E• + W Ł - ITD-; 

£ A a = [ ( o , - o c ) + « , , E ( f a - r c ) ] c r g p - + i ( ö a - ö b ) + 

+ <°« ( ' . - ' « , ) ] c ' g v . 
D l a f, =F Ź6 = f c j e s t : 

£ A u = (oB — oc) c f g|î + ( o a — O ) c f g y (11°) 
W trójkącie prostokątnym ( rys . 99) y — 90", 

c f g y = 0 ; więc p r z y r o s t kąta os t rego : 
E A u = ( o a — oc) ctg |i 

p odobn i e : E A ß = ( o b — 0 C ) c/g o 

zaś p r z y r o s t kąta 90° : 
E A Y = ( Ö c — o a ) c/g |5 + ( o c — o„ ) c/g u 

L i n i a ugięcia (ugięta) pasa pomos t owego p o d cię­
żarem P = 1 w p u n k c i e a i r y s . 100 a) jest zarazem 

linią wp ływową p i o n o w e g o przesunięcia tego p u n k t u . Według 
b o w i e m p r a w a wzajemności przesunięć (por . s t r . 433), p i onowe 
przesunięcie o f c a p u n k t u b w s k u t e k ciężaru P = / w a jest takie 
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a. • ' ò. 

Samo, j ak p i onowe przesunięcie « S )
a D p u n k t u a p o d działaniem cię­

żaru l' = 1 w p u n k c i e b ( rys . 100 b) , c z y l i o f l l 7 = f>bu. 

b. Linia ugięcia ciągu prętów jako wielobok sznurowy ciężarów 
sprężystych W. N i e c h m — 1, m, m + 1 ( rys . 101) będą t r ze ­
ma sąsiednimi węzłami s z t y w n y m i łamanego ciągu prętów sa, sb.... 

a. 

b. 

c 

d. 

R y s . 101 
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tworzących między sobą kąt ftm, mierzony od dołu, zaś y m — i , 
y m' y m + \ ( r y s - c ) rzędnymi linii ugięcia. Równolegle przepro­
wadzone do boków a i b ugiętej (rys. c) z dowolnego bieguna 
O (rys. c), odcinają na pionowej odległej od bieguna o 1 odcinek 
W (tzw. ciężar sprężysty). 

Z rys. c i d wynika W : 1 == u : i b . 

Z rys. c zaś (u + Ayb) : ? 6 = A y a : / v 

c z y l i " u : > 6 = A y , : = i y f c : Xfc = W (111) 

Przesunięcie m względem m — / (rys. b) składa się geome­
trycznie z przyrostu A s a i obrotu o kąt A a , któremu odpowiada 
łuk s a A a . 

A y a = A s a sini -f- s
u ^ a * c o s ' i ; 

A s . 

- ' g i + A a . 

Więc : 

a stąd: = *yu • (.*, c o s 0 = 

A s , 
Podobnie : ' g P -h A/3 ; 

Więc według (111): 

As, 
A l e : 

W = A a — A K + 

A a -

A s , 
t<> a. - ' g P. 

AfS = A i » . 

zatem : I F A d . + ' " ' ' g [i - + c i f tóa (112) 

<AÄA> 

/TJ j 
x — 

' W . 

Rys. 102 

Linię ugięcia można przedstawić jako 
wielobok sznurowy o biegunowej = 1 

S dla ciężarów W, zaczepiających w węz-
-•- łach m, czyli j.tko linię momentów belki 

prostej obciążonej ciężarami sprężys­
tymi W. Zamykająca wicloboku sznu­
rowego wynika z warunków podpo­
rowych. 

Jeżeli chodzi o wyznaczenie pi°" 
nowych przesunięć wszystkich węzłów 
belki, to równanie (112) można zasto­
sować do ciągu złożonego z k r z y 
żulców belki (rys. 102). Dla węzła m 
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(rys. b) A ' ' m = — A(/>m. Kąty a i ß są to kąty między dodat ­

nim k i e r u n k i e m os i X, a przedłużeniem "prętów s a i sb, mie ­

rzone w k i e r u n k u wskazówek zegara ( rys . b ) . ^'Pm można zna ­

leźć z równania (110). 

D l a b e l k i o k rac i e prostokątnej 
(rys- 105) należy o d d z i e l n i e znaleźć 
l in i e ugięcia obu pasów. T u d l a 
Węzła 4 ciągu 3, 4, 5 kąt ß, zaś 
dla węzła 5 i ciągu 4, 5, 6 kąt « 
jest p ros ty , z a t e m rg |>, względnie 
' g " = c c . D l a ciągu 3, 5, 6 ' j e s t 
11 s = < 354 + <£ 456 + <£ 656' ; 

za tem A r, = A "354 + A " 4 5 6 + R y s . 103 

+ A " 6 5 6 ' • l - " 1 1 P a s a do lnego , 

Prostego, j e s t » 4 = - (A " 2 43 t A "345 + A "540Ì = Wi- Kł*Y 
są tu 0 . Zamykająca l i n i i ugięcia pasa górnc.'O w y n i k a 

stąd. że przesunęcie p i o n o w e 
węzła I równe jest skróceniu 
pręta U - l , zaś przesunięcie 
węzła 11 = skróceniu pręta 
11—12- P r z y r o s t g kątów 
w trójkącie znaleźć można 
wed ug równania (110), 

P r z y k ł a d . Ob' ic/yé 
ugięcie pasa do lnego b e l k i 
podane j na rys . 104. Długość 

Prętów x p r z ek ro j e t', siły wewnętrzne -S i naprężenia o = S : /•' 
/a- s t aw iono w tab . i c y I-

T A B L I C A I. 

Pręt 5 F S 0 
Pręt 

s F 5 0 
Pręt 

c m e m ' t k g ' c m * Pręt cm c m s t ki>/cm 

1 ~ 2 400 44 -1- 16 +• 364 1 4 360 60 — 28.8 — 480 
2 - 3 41 0 60 + 40 + (67 4 — 2 360 40 + 28,8 + 720 
3 - 3 ' 40.1 60 + 4S + 800 2 - 5 360 44 — 14.4 — 328 
4 - 5 400 5 — 32 - 4)2 5 - 3 360 44 1 14,4 + 328 
••> ~ 6 400 65 - 48 — 739 3 - 6 360 44 0 0 
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R y s . 105 

K r a t o w n i c a składa się z trójkątów rów-

B o r a m u - n n y c h (rys. 05) o p o d s t a w i e a = 4 rn 

i wysokości h = 3 m • 

B o k : b = c = V 3 2 + -;a" = V Ï 3 = 3,6 m. 
e rg ß = c/g y = 2 : 3 = 0,667. 

Poprowadźmy C D J _ AB, t o z równań 
AD' + C D 2 = 13. tudzież (3,6 - AD2 + 
+ CD- = 16, o t r z y m a m y / ID = 1,39 m, 
C D - 3,32 m , c/g a = 1,39:3,32 - 0,42. 

= (3,60 — 1,39) : 3.32 = 0,667. K o n t r o l a : c/g ß 

P r z y r o s t kąta n o b l i c z o n o t a b e l a r y c z n i e ( T a b l i c a I Ia ) wed lug 
w z o r u 110 : E & a ss 0.667 (-' n f l — r b — o c ) 
P o d o b n i e : £ A ß = 0,667 (rb — rfl) + 0,4.' (̂ b - r>'c) por. 
T a b l . l l b i E A Y = 0,667 ("c— " „ ) + 0,42 (,.c — V por . T a b i . I l e 
Kontrolę s t a n o w i w a r u n e k : 7: (A " + A I* + A ï ) = 0. 

T a b l i c e z m i a n y kątów. 

T A B L I C A I I a . 

1 2 3 4 . 5 „ 

a 2 
+ "c 

Ę A ™ 
0.667 

£ A « 

i 25 984 + 392 — 1376 — 918 
536 — 1478 + 328 — 1806 — 1203 
142 + 728 + 240 + 488 + 326 
253 + 1334 0 + 1343 + 890 
363 4- 1600 0 + 1600 + 10ö9 

T A B L I C A I I b . 

p — a 
a 

( - f c - .T f l ) . 0,667 °b — a c K - « c ) . - 0 . 4 2 E A P 

542 4- 164 + 109 - 1048 - 440 — 331 
653 4- 739 + 493 — 328 — 138 + 355 
4.'1 — 844 — 554 - 1200 — 505 — 1069 

523 — 995 — 665 — 656 — 276 — 941 

633 — 800 — 535 0 0 - 535 
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T A B L I C A I h 

Y CI 
c 

— o 
a 

( V - g . 0,667 o 
c 

- cb ( « c - « b ) - 0 , 4 2 E A Y 

452 • + 1212 + 810 + 1048 + 440 H- 1250 
563 + 1067 + 712 + 328 + 138 + 850 

412 + 356 + 238 + 1200 + 505 + 743 
523 — 339 • — 226 656 + 276 + 50 

633 — 800 - 535 0 0 + 535 

Ciężar sprężysty w w ę ź l e 2 .W, = A = — ( A f , 425 + A P421 + 

+ A Ys»>-
C z y l i : ' EW.2 = — (— 918 — 1069 + 50) = + 193'" kg/cnv 

Podübnic: EW3 = — (— 1203 — 941 — 535) = + 2679 kg/cm,» 

Oddziaływanie sprężyste: E [A] = E ( R 7 ä + W3) = 4616 k g / c m s 

i , . .. 4616 
U g i ę c i e w ę z ł a 2 : y 

Ugięcie w ę z ł a 3 : y 

4616 

400 - = 0,88 c m . 
2100.000 

800 

[A] ( s , _ 2 + s , _ 3 ) - W, 

1937 
'2—3 

2.100.000 
411O — : = 1.760 - 0,368 = 1,392 c m . 

2.100.000 

N a r y s . 106 m o ż n a p r z y r o s t ką ta fcj w p r z e g u b i e z n a l e ź ć 

Według r ó w n a n i a (10^), s t o su j ą c j a k o S n a p i ę c i a w s k u t e k d w u 

s i l na r a m i o n a c h 23 i 

/ 

F 

j'— 
R y s . 106 

— -

9 L, 2 

R y s . 107 

As cfisi 

w sensie zwiększenia kąta i ' 3 . L e p i e j j ednak znaleźć A i l . , ze 
związku między p r z y r o s t a m i kątów węzłowych A d , wydłużę 

HI 
n ' a n i i prętów A s i wydłużeniem cięciwy / o A / , p rzy 

1: r 
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c z v m H = napięcie, F = przekrój Ściągu O'i. Jeżeli pro t opad ' a 
odległość węzła m od cięciwy (r\s 107) jest równa v, to wsku tek 

p r z \ r o s t u A 0 m wzrośnie cięciwa o y A i > m . 

W s k u t e k p r z y r o s t u A s wzrośnie cięciwa 

A s . 
o A s cos E = — l . Z a t e m : 

s 

A / = E y A 0 + 
A s 

(113) 

W równaniu t v n i d l a r ys . 106 jest t>lko 
j edna n i e w i a d o m a A i ' 3 . 

Równanie 111 można napisać (por. 
rys . 101): 

U " 
y m ~ ym-\ ym+\ — y, 

— y m _ i • , - + yr, 
i i 

ym+i 

T 1 - 1 1 — 
Jeżel i : r - = Q m _ i , ; - + , ~ = Q m . r - = Q m + 1 , 

to według równ. (100) : Wm = ï Q S = S 'S*», (114) 

p r z y c z y m 6' są ts> napięcia w prętach w s k u t e k s i l Q , zaś 

A s r z e c z y w i s t e wydłużenia S u m a - 5 A s rozciąga się z w \ k l e 

t y l k o na k i l k a pręiów, na r\s . 108.na t r z y pręty, na rys . 10° i 111 

i _7 

Xi 

i/ iii 

it 

-Ha­

R y s . 109 R y s . 110 

na s i edem prętów, w i n n y c h prętach b o w i e m 5 = 0. N a rvs-

111 w żadnsm pręcie S nie jest = 0 , więc tu n ie wa r t o stoso" 

wać tej me t ody . 
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I— 
1 

X 

Rvs. I l l 

16 M e t o d a wykreślna. 

Jeżeli pręty a i b p e w n e j k r a ­
t o w n i c y płaskiej, schodzące się w węźle 
C , przejdą w s k u t e k je j odkształcenia 
z położenia ACB w położenie A, C t ß , 
(rys. 112), to każdy z prętów dozna je 

1) równoległego przesunięcia w położenie Al A', względnie ßj B', 
2) Wydłużenia A a , względnie skrócenia A b i 3) ob ro tu około 
Punktu A i t względnie Blt p r z y c z y m k o n i e c C pręta a op i su j e 
luk n i e z m i e r n i e maty , który za t em można zastąpić o d c i n k i e m 
M o , podobn i e ?{,_!_&. P u n k t 

-1 zna jdu j e się w p u n k c i e p r z e ­
j ę c i a p a i pb. 

Wykreślmy z dowo lnego p u n ­
ktu O (rys. 112b) przesunięcia 
W ę z ł ó w A i B, m i a n o w i c i e 
° 4 ' - 5 a i O ß i t

L 6 b ; to A'B' 
Przedstawia wza j emne przesunię­
t e węzłów A i B. Z p u n k t u 
^' wykreślmy wydłużenie Aa Ha 
* k i e r u n k u AC, zaś z ß ' Ab//b 
* k i e r u n k u CB ; z końców o d -
e " i ków A a i A b p o p r o w a d z o n e 
"a J _ a o ra z p b J _ b n i e ch się 

ecinają w C ' , to rys . b jest Prze 
id. entvezny z rvs . z a k r e s k o w a n y m , 
N v i s e OC'#CC1 = c,c jest p r z e ­
sunięciem węzła C , A'C' jest 
W z g l ędnym przesunięciem węzłów 
4 ' C . zaś B'C' węz łów ß i C 
^ "dobn ie można znaleźć p u n k t 

odpowiadający węzłowi D k r a t o w n i c y , nawiązującemu się 
>1„ węzłów A i C prętami AD i CD, ' i t d . R y s . b jest t z w . 

8 " « m przesunięć W i l l i o t a . 

Tężeli k r a t o w n i c a (rys. 113) jest s y m e t r y c z n a i s y m e t r y c z n i e 
e i i ! żona. 1O jeden pręt n i e dozna je z m i a n y k i e r u n k u (m iano -

, c i e . pręt, który leży w os i s y m e t r i i , względnie, którego ta oś jest 
S y u i e t r a l n a ; na rys . 113 pręt C D ) . O d c i n e k równoległy do tego 
Pręta C D " na rys . b, przedstawiający w pewne j s k a l i j ego 
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R y s . 113 

wydłużenie, względnie 
skrócenie, p r z eds taw ia 
z a ra z em w z a j e m n e 
(względne) przesunię­
c ie obu jego końeów. 
Można więc, podobn ie 
juk do punktów A' i B 
na rys . 112b do koń­
ców o d c i n k a C"D" na­
wiązywać da lsze pun­
k t y p l a n u W i l l i o t a -
Węze ł A ( rys. 113a; 
l o z v s k o stale ) jest nie­
r u c h o m y , z a t e m prze­
sunięcie r z ec zyw i s t e 
dowo lnego węzła C jest 
A' C'. N i e c h A" (rys-
113c) będzie rzutem 

p u n k t u l ' na pionową pr ze z A, zaś C" r z u t e m C ' na p ionowa 
przez C , to p i o n o w y o d c i n e k między C " . a zamykającą A"A 
p r z e d s t a w i a pionową składową przesunięcia węzła C . L i n i a 
A'C"D"B" j est linią ugięcia pasa do lnego , A"\"2"3"B" zflś 
pasa górnego. D l a przeirzystości z n a c z y m y na p l an i e W i l l i o t a 
wydłużenia i skrócenia grubo, zaś o d c i n k i t' c i e n k o . 

Jeżtli obciążenie jest n i e s yme t r y c zne , to n ie z n a m y k i e r u n k u 
żadnego pręta po odkształceniu. Jeśli p r z y j m i e m y , że dowo lny 
pręt nie z m i e n i a swego k i e r u n k u , a j e d e n z jego p r z ek ro j ow i 
np. środkowy, jest n i e r u c h o m y , to p l anem \vzględn\eh przesunięć 
nakreślonym d l a powyższych przyjęć ( fa łszywych) w y z n a c z o n y 
jest p r a w d z i w y kształt b e l k i ugiętej, l e c z w fałszywym poło­
żeniu. Odkształconą belkę, n iby tarczę sztywną, należy jeszcze 
przesunąć tak, aby odpowiadała w a r u n k o m p o d p o r o w y m . 

N i e z m i e r n i e ma le przesunięcie t a r c z y można uważać z a obrót 
około pewnego b i e guna (por . s t r . 551), a końce wektorów wycho ­
dzących z d o w o l n e g o p u n k t u O ' ( a lbo początki wektorów, któ­
r y c h końce zbiegają się w O ' ) , przedstawiających p r z e s u n i e 0 1 8 

lub prędkości punktów t a r c z y , tworzą figurę F " . p o d o b n ą do «!*? 
ne j t a r c z y , l ecz obróconą o 90°. R z e c z y w i s t e przesunięcie 
z i a C b e l k i jest sumą geometryczną przesunięcia O ' C ' w z g ' c 

594 



USTROJE S T A T Y C Z N I E W Y Z N A C Z . . P R Z E S U N I Ę C I A K R A T O W N I C 

dem p u n k t u O o r a z przesunięcia C ' 
C ' C " = C ' O ' + O ' C " . 

Ó ' z p o w o d u o b r o t u w i ę c : 

Całkowite r z e c z y w i s t e przesunięcie p u n k t u A ( łożysko stałe) 
A" A' = 0 ( rys . 114 a), więc przesunięcie jego w s k u t e k o b r o t u 

O ' . P u n k t / ł ' f i gury t' ", od której 

a 

be lk i odkształconej jest /I 
wychodzą w e k t o r y 
Przesunięć w s k u t e k 
ob ro tu , zbiegające 
s i e w O ' , n a k r y w a 
się więc z p u n k t e m 
A' p l a n u p r z e su ­
nięć względnych. 
P u n k t B " leży na 
Proste j A" B" ± 
^ ß . R z e c z y w i s t e 
Przesunięcie ß " B ' 
Punktu B możl iwe 
j f i s t t y l k o p o t o r z e 
" łożyska r u c h o m e ­
go, więc B' li" II ff. 
znając d w a p u n ­
kty A" i B " f ig . 
^ " , możemy ją w y ­
kreślić, a t y m sa-
niym wyznaczyć r z e c z y w i s t e przesunięcie dowo lnego węzła. N p . 
r z eczyw is t e przesunięcie węzła C jest w e k t o r e m C " C ' ( rys . b ) . 
Jeżeli c h o d z i t y l k o o p i o n o w e składowe przesunięć węz łów, to 
kreślenie f " jest z b y t e c z n e . 

•leżeli A0 leży na p i o n o w e j p u n k t u A i p o z i o m e j p u n k t u A", 
Podobnie B 0 , zaś C" na p i o n o w e j C i p o z i o m e j p u n k t u C ' , to 
P i onowy o d c i n e k pomiędzy C ' " i zamykającą A0 B0 jest p i ono ­
w y m przesunięciem <\. węzła C . 

doi 
Z a t e m A„ C'" D'" B'" ( r ys . 114 c) jest linią ugięcia pasa 

3 n e 8 ° . \ E " ' W" B ' " linią ugięcia pasa górnego b e l k i A B 
o B ' " pionową składową przesunięcia p u n k t u B'. 

P r z y k ł a d ( rys . 115). Znaleźć najw iększe ugięcie węzła 2 b e l k i 
, a ' 0 w e j ( r ys . a), obciążonej pociągiem ciężkim n o r m a l n y m ( n o r m a 

w « rozporządzenia b. M i n . K o l e i z 10. III. 1923 r ) 
38« 
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W t y m ce lu kreślimy linię wp ływową ugięcia węzła 2. W e ­
dług M a x w e l l s będzie to l i n i a ugięcia pasa pomos t owego pod 
ciężarem P = 1, zaczepiającym w węź le 2. N a t a b e l i z es taw io ­
no długości S, p r z e k r o j e F i napięcia S prętów. O s t a t n i a rub ry ­
k a poda je tysiąckrotne wartości wydłużeń prętów : 

Pręt s 
c m 

F 
c m 2 

S 

k g 

s » 
= E~F 
c m 

1();' 

it 650 308,8 1500 — 1 , 5 
c g= 650 359,2 — 1000 —0 ,86 

«0 g3 650 308,8 \ — 50(T —0 ,50 

OJ 
d, 650 208,4 750 + 1,11 

Ol >> 
c 

d2 650 208,4 + 1253 4- 1,86 
*o d, 650 208,4 752 + 1,12 

d< 650 208,4 + 251 + 0,37 

(Da l s z y ciąg t a b e l k i na s t ron i e następnej) 
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Pręt s 
cni cm-

5 
kg 

Ss 
103 ds = ~ 10' 
« , EF 

cm 

k. 460 359,2 — 1060 — 0,65 
O 
o * t 460 114,96 + 1060 + 2,02 

k3 460 114,96 + 354 + 0,68 
•N kt 460 52,0 — .354 — 1,49 

N k» 460 52,0 . + 354 ; + 1,49 
Ih k» 460 52,0 — 354 — 0,68 Ih 

k, 460 114,96 + 354 + 0,68 

ks 460 359,2 354 — 0,22 

Przyjęto moduł sprężystości E = 2100000 kg/cms. N a planie 
Williota (rys. b) przyjęto najpierw kierunek 4—3 jako stały. 
Punkty planu Williota odrzutowane na pionowych, przechodzą­
cych przez węzły A, 2, 4, 6, B ( rys. c), dają linię ugięcia pasa 
dolnego, a * zarazem linię wpływową ugięcia węzła 2. N a rys. 
11 i c nakreślono najniekorzystniejsze położenie pociągu. Naj­
większe ugięcie węzła 2 c\ = 1 0 - \ [16 (18 + 48) + 25 (121 + 
]20 + 118 + 116,5 + 115 4- 85 + 72,5 + 60 + 46 + 32,5)] = 1 0 ~ \ 
[16 -66 + 25 -886,5] = 1,06 + 23,16 = 23,22 mm. 
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