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B. Ustroje statycznie n iewyznacza lne 

Metoda o g ó l n y c h r ó w n a ń sprężys tośc i 
napisat 

śpi dr in i , Stefan Bryła 

prof. Politechniki Warszawskiej 

1. Równania sprężystości. 

Jeżeli belka, np. na rys. 1 jest nw-krotnie wewnętrznie 
lub n z krotnic zewnętrznie statycznie niewyznaczalna (hipersta-
tyczna por. str. 529), to przez opuszczenie rtw prętów istotnych, 
względnie ny prętów łożyskowych (pręty nadliczbowe) można kra­
townicę uczynić statycznie wyznaczalną (izostatyczną), czyli spro­
wadzić ją do układu zasadniczego (rys. b). Aby stan napięć w ukła­
dzie zasadniczym był identyczny ze stanem w belce rzeczywistej, na­
leży każdy opuszczony pręt łożyskowy zastąpić siłą, działającą w k i r 
runkutego pręta jako nacisk na belkę, zaś pręt istotny — dwiema sila­
mi zaczepiającymi w węzłach, w których był osadzony i działający­
mi w sensie ich zbliżenia, jeżeli pręt był rozciągany, zaś odda­
lenia, jeżeli był ściskany, a równymi co do wielkości napięciu 
tegoż pręta (tensory). Nazwijmy Xa, Xb, Xc, niewiadome od­
działywań opuszczonych podpór (prętów podporowych) względnie 
napięcia opuszczonych prętów istotnych (rys. b), R0, S0 reakcje 
podpór i siły wewnętrzne w układzie zasadniczym (rys. c) wsku­
tek sił zewnętrznych -P, zaś Ra, Sf l wskutek siły, względnie 

napięcia Xa — — 1 (rys. d) i odpowiednio Rb, Sh; Rc, Sc 

(rys. e i f) to w ustroju rzeczywistym (rys. a) na podstawie pra­
wa superpozycji reakcja pewnej podpory: 

R = R „ - R a X a - R b X „ - R c X c j 
zaś napięcie dowolnego pręta: I (W 

s = s0 - saxe-<sb xb-scxc I 

Gdyby w kratownicy prócz prętów były jeszcze element) 
o ściance pełnej, pracujące pod działaniem nie tylko siły osiowej 
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( zmiennej ) N, ale i m o m e n t u M, to w d o w o l n y m p r z e k r o j u by ­
łoby o d p o w i e d n i o do równań (1) : 

M = Mn - M. X. - Mh Xh - Mr A',. . . | 
(2) N = N - N , , X - N b x b 

Rys. 1 

Z a s t o s u j m y równanie pracy p r z y g o t o w a n e j d o rzeczywistego 
układu przesunięć ( rys . b) i p r z y g o t o w a n e g o s t anu napięć Xa - - - 1 
( rys . d ) , nazywając 8 a przesunięcie w układzie r z e c z y w i s t y m p u n ­
k t u z ac z ep i en i a siły Xu w k i e r u n k u siły A ' a = — 1, <\ p r z y r o s t 
r z e c z y w i s t y o d d a l e n i a węz łów, w których zaczep ia j ; ! siły A',,, zaś 
La = - R„ r pracę oddziaływań Ra na r z e c z y w i s t y c h przesunię­

c iach podpór r, to według równania (108) (str . 585 ) : 
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ts + 

r ds 

+ f N ° N E F + l N° 
łds 

ds 
M„ M — + ' 

EJ 

A t C A l ì , 

Ï + J A l a iu Bs 

(3) 

D l a tego samego s t anu s i l X a = —* 1 p r z y j m i j m y ko l e jno , 
j a k o s tan przesunięć, przesunięcia, s p o w o d o w a n e w układzie za­
s a d n i c z y m uogólnionymi s i l am i X a = — 1, X b = — 1 • • •, t u ­
dzież z m i a n y t e m p e r a t u r y całego układu o wielkości t z różni­
cam i t e m p e r a t u r y A f i n a z w i j m y przesunięcie p u n k t u zacze­
p i en ia siły X s w każdym powyższym w y p a d k u o d p o w i e d n i o o a a , 

ôat, to z równania (3) o t r z y m a m y : / 

- V o c " 
• - ò " EF 

+ [ M M d s + [ JV N d S T j u "u pj-r j w* »? E F 

ds 

= s s. s. 

EF 
s 

ËF 

ts + 

+ j M M,, 
EJ 
ds 

+ N„ N. 

ds 

EF 

ds 

EF 

" EF 
A f 

ds + Na tds 

(4) 

(5) 

Jeżeli s tan s i l jest S P ( rys . c), zaś s tan przesunięć Xu ' = — 1 
( rys . d ) , to jeżel i o m a jest przesunięciem p u n k t u z a c z e p i e n i a siły 
Pm w k i e r u n k u tejże siły w s k u t e k Xu = — 1, o t r z y m a m y ana lo ­
g i c zn i e do równań 4 : 

ds ds 

» EF ' J ***** EJ + J N « N ° E F ( 6 ) 

Jeżeli w równaniu (3) w s t a w i m y wartości n a S, M i N z rów­
n a n i a (1) i (2), to z uwag i na równ. (4), (5) i (6) będz ie : 
l. + i k*. - i " P m « „ . - Xa o „ - X b fiab - X 0 8 M + (7) 
a lbo : 
ö „ a * a + ° a b * b + 8 , c Xc + • • • = Hi Pm b'ma — Lu + &.t-Ò.. 

P o d o b n i e : 
6

a a *u + hi X b + ftbc X c + • • • = V l * J Sir. - !.. 4- 8, . _ S . \ (8) 

8 e . X . + f t c b X f c + r>cc*c + • • • 

"mb L b + hi—h 

T y c h t z w . równań sprężystości (por . s t r . 435), jest t y l e ile 
n i e w i a d o m y c h s t a t y c zn i e n i e w y z n a c z a l n y c h X ; można je więc 
rozwiązać. P r z y p o m o c y wyznaczników o t r z y m a m y : 
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Da Db Dr 

We wzorach tych : D = 

D ' 
= • 

<\c 

1 ô c a 0*1 «cc 

(10) 

przy c z y m fiba = o u b , r>c a = <\,c i <\b = 8 6 c (zasada wzajemności 
Przesunięć, por. str. 586) Da, (D ( ) , Dc...) otrzymamy, jeżeli 
W y r a z y pierwszej (drug'ej, trzeciej...) kolumny zastąpimy prawymi 
stronami, więc wyrazami wolnymi równań (8). 

Współczynniki przy niewiadomych X w równ. (8) otrzymamy 
z równań (4). 

Na podstawie prawa Maxwella można współczynniki: ö a a , O a b ł 

^ac i ' \ m otrzymać z planu przesunięć układu zasadniczego, obcią­

żonego siłą Xu = — 1". 

Linia ugięcia pasa pomostowego, wykreślona na podstawie 
tego planu, jest linią wpływową dla o m a , jeżeli siły Pm są pionowe. 
Mając linie wpływowe dla < i m a , o m b , 6 m c . . , otrzymamy linię 
opływową dla Da i tym samym dla X a na zasadzie równania: 

O . = d»a '\nb - dba Kb + <*c. fimC U Ö 

Przy czym np. d b a jest podwyznacznikicm otrzymanym z wyzna­
cznika D przez opuszczenie yviersza i kolumny, w których znaj­
duje się ô b 8 ' , więc np. w przypadku trzech niewiadomych: 

db° =\ leb fi'e ! = 8 * b " - 8~ i i - ( 1 2 ) 

cb cc 
Wybór ustroju zasadniczego jest przy tych działaniach do­

wolny. Jednakże nie każdy ustrój prowadzi równie szybko 
do celu. Należy więc wybierać takie ustroje, które stanowią 
Proste układy statyczne, CO wpływa na uproszczenie rachunku. 
Z drugiej strony trzeba dążyć do przyjęcia ustroju zasadniczego, 
który by jak najmmej różnił się w pracy od właściwego, wpływa 
t o bowiem silnie n a dokładność obliczeń. Jeżeli są duże rozbież­
ności w pracy obu ustrojów, wtedy często nie wystarcza obli­
czenie przy pomocy suwaka, albowiem o wynikach decydują 
wtedy niejednokrotnie niewielkie różnice w czynnikach równań. 
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Zasada najmniej szóści pracy odkształcenia. Jeżeli opuścimy 
wpływ t e m p e r a t u r y i p o d d a n i a się podpór, to równania spręży­
stości (8) można przedstawić w fo rmie p r z e j r z ys t e j : 

& L' 8 L 8 1 
= 0 . 

8 X , 
0 , 

8 X. = o, (13) 

p r zy c z y m p r a c a odkształcenia układu w y n o s i : 

L = J, Ï + 
M - ds 

irr+ 
(14) 

N - ds 
~E~F~ 

za pośrednictwem 
E F ' - J E J • ? 

Jest ona funkcją z m i e n n y c h Xa . Xb , Xc ..., 
równań (1) i (2). 

Z a t e m n i e w i a d o m e h i p e r s t a ' y c z n e A ' przyjmują t ak i e war-
tościi aby praca odkształcenia układu L, j a k o i c h f u n k c j a była 
najmniejsiością (nor . s t r . 430). 

P i e r w s z e z równań (13) możemy napisać: 
, S s ô S 

- EF ÒX~ + 
M ds 8 M 

E J o " X „ + 
N ds f> N. 
• E F ex. = 0 (15) 

P r z y k ł a d y . 
1. B e l k a j e d n y m końcem po­

z i o m o u t w i e r d z o n a , a d r u g i m 
w o l n o p o d p a r t a ( rys. 2) two­
r z y ustrój s t a t y c z n i e n i e w y z n a ' 
c z a l n y p i e rwszego s t o p n i a , gdyż 
d l a przejścia do u s t r o j u zasad­
n iczego w y s t a r c z y usunięcie jed­
nego pręta podporowego ( rys . b)-
M a m y też A l = MQ — Af f l Xa, 
por . równ. (2). 

C e l e m o b l i c z e n i a wielkości 
s ta t . n i c w y z n a c z a l n e j A ' a zasto­
su jemy równania (8), (4) i (6)-

W p r z y p a d k u s z t y w n y c h pod­
pór i stałego J będzie : 
X. . 8_„ = 2 P_ . o „ 

A',. = 

AL AJ„ dx 

M*. dx 
Rvs . 2 

(16) 

602 



USTROJE S T A T Y C Z N I E N I E W Y Z N A C Z A L N E 

"•) D l a obciążenia ciężarem j ednos ta jn i e rozłożonym g o t r z y m a m y 

\Madx = J ' gx : l • dx = J g/ 4 

f M . * d * . f • * » d i - I r l « stąd X „ 
8 o — J o %il 

M o m e n t w d o w o l n y m p u n k c i e : A l = A ' a x — l g A-2 

Największą wartość dodatnią osiąga mo-

9 ment d l a x = l i : M, mux 128 
g ' 2 : 

zaś największą ujemną na podporze prawej 
M = — 1 al-—mux s fc 

P) D l a obciążenia ciężarem s k u p i o n y m P 
(rys. 3) o t r z y m a m y , stosuąjc równania 
(8) i ( 16 ) : 

(/ - u)- ( 2 / + u) 

Hù'-Ppr-uJ. 

R>s. 3 

X. 
2 l* 

M o m e n t w d o w o l n y m p u n k c i e x > u : M = Xu x — P (x — u) 

2. B e l k a obu końcami p o z i o m o u t w i e r d z o n a (rys. 4) jest 
d w u k r o t n i e h i p e r s t a t y c z n a ; j a k o wielkości s t a t y c zn i e n i e w y z n a -
Czalne przyjęto m o m e n t y p o d p o r o w e Xu i Xb. Według równ. (2) • 

AJ = A l , M a X a - M b X b 

Według równań (8) i (4), przyjmując zune lne u t w i e r d z e n i e b e l k i 
1 stały moment bezwładności ./, o t r z y m a m y : 

S P ö 
* m um 

XaISaa-

xb 6bb 
(17) 

Przy c z y m : EJ • &aa - / A h dx 

(18) 

(por. r ys . c i d) . 

u ) D l a obciążenia ciężarem jednosta jn ie rozłożonym g na c a l c i 
d , ugośei b e l k i : A l ' =F »/» gX(I-.*), 
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Z p o w o d u s y m e t r i i : ïPmà„m = ï Pm tbm = / MQ Ma dx 

za tem z równań (16) i (18) : X a = X Ł = —•. 
1 — 

M o m e n t w d o w o l n y m p r z e k r o j u x: 

M = j É x ' \ l - X ) - X a ' ~ X - X b j 

iii2 

24 

12 

Oddzia ływania: # a = r ? b = '/. g ' 
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0) D l a obciążenia ciężarem s k u p i o n y m P ( rys. 5) 

- p
m \ m ='{M0MBdX=U{P x ' ~ X d* + 

iPu 1—X Pu 
+ / J ( '-*) — d * = — [2 ł» - 3 ul + m 

o u ' 

' P u JC Pu, . 
+ / T ( ' - A ) r d * = — [ / 2 - u 2 ] 

Z równań (16) i (18) i ostat­
nich dwóch : 

Pu 
XB = - p U-u)\ 

K . Pu* 
X 6 = ,„ U-u). 

R y s . 5 

Oddziaływania (por . równ. 1): R ., = — (/3 + 2 u : l — 3u" I). 

Pu2 

« 6 = ; r ( 3 / - 2 U ) . 

2- Kratownice płaskie statycznie niewyznaczalne (hiperstatyczne). 

W k r a t o w n i c a c h narażone sa w s z y s t k i e pręty wyłącznie na siły 
°siowe, więc równania (4), (5) i (6) upraszczają się o t y l e , że 
znikają całki prawe j s t r ony . 

Belka kratowa dwuprzęsłowa ( rys . 6). Opuszczając pod -
P o r Q C, o t r z y m u j e m y u-.trój z asadn i c zy (rys. b). Niewiadomą h iper -
s ta tycznq jest więc r e akc j a X c p o d p o r y C . Przyjmując p o d p o r y 
s z tywne , t i . Lc = 0 oraz 8 ^ = 0 i uwzględniając t y l k o wp ływ 
c " ; ż j ru ruchomego Pm = 1, o t r z y m a m y z równania ( 8 ) : 

Xc = KÒ~. 09) 
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Rys. (6) 

- P 
X = —-

m ^ me 
sn s,. 

Linia ugięcia pasa po­
mostowego AB wsku­
tek sity X c = — 1 czy­
tana w skali 1 : 6 C C , 
jest linią wpływową 
o d d z i a ł y w a n i a Xc. 
Można ją w y k r e ś l i ć 
przy pomocy ciężarów 
sprężystych W (por. 
str. 587), naniesionych 
w dowolnej skali przy 
pomocy d o w o l n e g o 
bieguna (rys. c), gdyż 
A ' c zależy od stosunku 
<\,c : ' \ c - Obierając 
ugięcie ô c c punktu C 
za jednostkę, możemy 
wprost o d c z y t y w a ć 

X c = ń m c - G d Y n i c 

chodzi o linie wpły­
wowe, tylko o wartość 
dla danego obciążenia 
stałego, to z równań (8) 
(4) i (6) otrzymamy: 

EF 
(20) 

przy czym wartości S0 i Sc znaleźć można z dwu planów Çre-
mony, jednego dla obciążenia ustroju zasadniczego siłami - Pm, 
drugiego dla obciążenia siłą Xc = — 1. Sila wewnętrzna w do-

:s, 
wolnym pręcie wynosi S = S0—SCXC= S( 

X, 

R y s . d przedstawia linię wpływową pręta G , rys. e zaś pręta K po­
dzielone odpowiednio przez G c i Kc, przy czym C i c i Kc są 
to siły w prętach G i K wskutek X c = — 1, więc 

G . 
CB 

AB 

A3 

~~h 

cn 

AB' 
czyli 

K, 

AB 

CB 
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3. Łuk k r a t o w y b e z p r z e g u b o w y ( rys . 7). 
Opuszczając pręty a, b i c, które możemy uważać za 

Pręty łożyskowe, o t r z y m a m y w s p o r n i k (ustrój z a sadn i c z y , r y s . b ) . 
Działając nań k o l e j n o siłą XB = 

- 1 , Xb = _ l , X 1 

a. 

R y s . 7 

i założenie j a k o n i e w i a d o m y c h 
i m o m e n t u X , w t y m p r z e k r o j u 
Wania jest t a k a sama jak 
W p o p r z e d n i m p r z y p a d k u , 
^ a r y s u n k u p o k a z a n o l i ­
l i e wp ł ywowe d l a s z u k a ­
n y c h wartości s t a t y c zn i e 
n i e w y z n a e z a l n y c h ( rys . 
7 e, d , e). 

\ 

4. W i e s z a r u s z t y w n i o n y 
belką kratową ( rys . 123). 
Jest o n u s t r o j e m stat . n i e -
W y z n a c z a l n y m p i e r w s z c -
8o s t opn i a . J a k o w i e l ­
kość stat . n i e w y z n a c z a l -

o t r z y m a m y t r z y p l a n y s i l , na ­
stępnie t r z y p l a n y przesunięć, 
a stąd t r z y l i n i e ugięcia pasa 
górnego (pomostowego ) , które 
są. l i n i a m i wpływowymi p r z e s u ­
n ą ć . 8 ma- bnib> < Smc. Można 
z n i c h skonstruować l in i e wpły­
w o w e n i e w i a d o m y c h X a , Xbt Xc 

( równ. 10), a następnie l in ie 
wp ł ywowe sił wewnętrznych 
w prętach i l in i e wp ł ywowe o d ­
działywań według równania (1). 

T e n sam łuk k r a t o w y lepie j 
j est j e d n a k obl iczyć p r z y zało­
żeniu innego u s t r o j u zasadn i -
dn i c zego . S t o s u n k o w o na jp ro ­
s tsza i najdokładniejsza d roga 
do o b l i c z e n i a p r o w a d z i b o w i e m 
p r z e z przecięcie łuku w k l u c z u 

siły p i o n o w e j X 2 , p o z i o m e j X 3 , 
( rys . 7b) . M e t o d a postępo-

H 

— I — i — X \ 1 

V V Vi V V V ww AK 

• 

R y s . 8 
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ną obieramy składową poziomą II naciągu w wieszarze N . 
Otrzymamy wtedy: 

N = H sec cp. \ (21) 

Siła w pręcie wiszącym (wieszaku) : 
Z = H A fg 99. (22) 

gdzie A t g cp jest różnicą tangensów nachylenia wieszara z lewej 
i z prawej strony wieszaka. Jeżeli wieszar jest parabolą, to 
A ig cp = const., więc i Z = const. Według równania (8) jest : 

/ H = — ' " (23 
• hh 

Jeżeli H' = — 1, to pręty wiszące naciskają na belkę usz­
tywniającą siłami A f g cp. Należy je uważać za ciężary działają­
ce w węzłach pasa górnego belki AB (rys. b). Plan Crcmony 
przedstawia wówczas siłę Slv zaś linia ugięcia pasa pomostowego 
(dolnego) linię wpływową hih' względnie II, jeżeli za jednostkę 
obierzemy <\/r Według równ. (4) i (6 ) : 

hh - - Sh F F - hih - - So Sh • 

S0 jest silą wewnętrzną w pręcie belki wolnopodpartej AB (jak 
gdyby wieszara nie było). 

Siła wewnętrzna w dowolnym pręcie belki usztywniającej 
(równ. 1) : 

5 = S „ - HSh = Sh ( - ° - H = Sh - s . (24) 

Linię wpływową 

= & - H = f (25) 

łatwo skonstruować na linii //, przez naniesienie linii wpływowej 
dla S0 w skali 1 : Sh (por. rys. c). 

5. Przykłady liczbowe, 
a. Obliczeni? wiçzara dachowego podanego na rys. 9. Cię" 

żary węzłowe pionowe P 3,0 t . 

' Jako ilość hiperstatyczną przyjmujemy silę w ściągu T = Xa. 
Wyznaczamy plan sił S0 dla obciążenia pionowego (rys. b) 
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i p l a n sił Sa d l a Xa •-= — 1 ( rys . c). Siły Sa w prętach 4, 7, 8 

• 9 są równe z e ru ( rys . d ) . D l a o b l i c z e n i a Xa m u s i m y przyjąć 

P r zekro j e prętów. W . m n i e j s z y c h k o n s t r u k c j a c h d a c h o w y c h mo ­

żemy uczynić to w sposób następujący. Jeżeli średni przekrój pa 

sa górnego w y n o s i /''a, to przekrój pasa do lnego w przybliżeniu 

7 S 

11 ' , Xa°-1 

Xa—1 Xi--f 
Rys. 0 

d = 0,6 -r- 0,8 /•',,, zaś przeciętny przekrój krzyżulców Fk = 0,2 

"T 0,5 Fą. W d a n y m w y p a d k u s z a c u j e m y : Fą = 40 c m 2 , Fd = 

* 3 2 c m : , Fk = 20 c m s , przekrój ściągu Fs = 15 c n r . P o d s t a w i a ­

ne w p i e r w s z y m z równań (8), s tr . 600. 

L « = 0. 6 a ł = 0, A',, = X c - 0. E \ = = A ' a i>a (wydłużenie 

S e i ; l g u ) o t r z y m a m y , 
- S 0 S , o +4350 

ł 0 * w i a . x u j a c z c względu n a A ' a . X , ° v • - r - j - = 6,17 t, 
^ ; - u '-' + < 024 

? 0 r - tabelę. Siły w prętach -S' - S0 — S a A ' a są około 50°/« m n i c j -

''odrçcznik Inżynierii 609 
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ff — 

S 

c m 

30040 
30040 
30040 

10] J ' 
11 
T 

300kW 
120015' 

0020 

s 
= F 

1 /cm 

i,3 

7,5 
7,5 

15 
7,5 

80 

—2,0 
—2,0 
—2,0 

+2 ,0 
- 2 , 0 
- 1 , 0 

4-4,0 
4-4,0 
4-4,0 

4-4,0 
4-4,0 
4-1,0 

S" Q 

30 
30 
30 

60 
30 
80 

-24,4 
-21,8 
-15,8 

702,41 

4-12,0 
—18,4 

0 

03 
o 

to 

4- 333 
+ 328 
4- 237; 

276| 

0 

-12,34 
-12,34 
-12,34 

-12 ,06 
- 9,46 
! - 3,47 

4- 360 4-12,34 - 0,34 

! — 1 2 , 3 4 - 6,06 
6,17 6,17 

szc niż S0. P o d o b n i e należy uwzględnić wpływ p a r c i a w i a t r u . 
P r z e k r o j e po t r z ebne będą mn ie j s z e , niż g d y b y ściągu n i c było, 
a w s k u t e k tego więzar h i p e r s t a t y c z n y w y p a d n i e o 25 •— 30°/n tańszy 
od w o l n o podpar t ego . 

b. Łuk usztywniony belką kratową o pasach równoległych (we­
dług Müller B r e s l a u , rys . 10) 

Jes t to ustrój d w u k r o t n i e s t a t y c z n i e n i c w y z n a e z a l n y . W lu­
k u powsta je rozpór p o z i o m y powyże j b e l k i usztywniającej X „ 
poniżej zaś tej b e l k i Xb . Równania sprężystości brzmią więc : 

X., 

8 
a 

<v 4- Xh 

ub = p„ (26) 
"ba " T *b • "bb = Pm • 8 m b + °b< ' 

D l a obciążenia Xu — — 1 pręty o znaczone na rys . a linią kres­
kowaną n ie mają żadnych naprężeń. 

W p ł y w z m i a n y długości krzyżulców b e l k i usztywniającej >,a 

wielkości Xa Xb daje się łatwo uwzględnić. Na leży w t y m celu 
znaleźć ciężary sprężyste W (por . s t r . 587). Oznaczając wysokość 

be l k i / i . długość krzyżulca |t, d l a pręta pasa (§^2b) o długoś­

c i 2 o t r z y m u j e m y : 
ym 21 

/•: F 
,, , I I l e w o z w r o t n e g o \ 

d l a krzyżulca ( p r a w o z w r o t n c
f c

g o I 

k 
S

u = ± ' g « m T " . A s a ± ' g " « E F 
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gdzie F i Fk oznaczają p r z ek r o j e pasów i krzyżulców przyjęte 

j a k o s ta le . W prętach l u k u leżących p o n a d belką występują 

Biły Se]= — " t óc . a m . N i e c h a j l u k m a w k l u c z u przekrój Fb, d l a 

pręta łuku nachy l onego p o d kątem " , „ n i e c h będzie 

F= Fh sec u , tak że z uwag i na s = l sec a 

'4" ? ł *j a+ a-ł ? t ^ a j r i - >| 34 s | g | s\ - t 

3 i i b ? t 9 10 !' I! 13 K « K 17 
Ib.) 

mm 
ł S-ł ^ S ł s i : - t ^ $t r,« S ł ~.t 5 ł ~ j s ł g ł 5 ł 

R y s . 10 

' 5 sec2 u • /. 

E • Fh 

t o d l a węzła pasa do lnego o t r z y m a m y ciężar sprężysty 

2 1 k' 'k 
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a po o p u s z c z e n i u c z y n n i k a stałego 
2 X 

Wm = y m + 1 «'S « 

/ i J EF 

'8 " m - l - . l ) F f c H 

D o tego samego w y n i k u p r o w a d z i ob l i c z en i e p r z y uwzglQ" 
d n i e n i u pasa górnego, i tak np . d l a węzła 3 jest 

l ' . F k3 

' K T » m w, = tg « 4 

Załóżmy, że węzły łuku leżą na pa rabo l i , to 

8 f0 /-
' g « „ , - ' g <*m + i Z1 

W , = 
y < - h 

' l0> ' F~k k3 

F k* 

D l a baa o t r z y m u j e m y wartość 

Sa" • s 16 y : 

- V Z . 8 = y 
- BF 

2 X io k* 
— + 2 - fö*a • — 

4 / i s EF 4 " ' n ' 

(27) 

£ • Fi + 
+ 2 - s e c 5 « • vTf.-

4 E n . 
.Tężeli p r z y j m i e m y z dostateczną dokładnością 

- * • s e c 1 a *> V0 1 - f 
16 /„ 

3 

w n a s z y m . p r z y p a d k u jest 1 + 
16 ff 

3 l' 
1.07 j , to w tedy : 

2 ?. ł 

" r" EF h* 

16 

10 

' 4 F f c X* + 
1 fc* 

+ 2 ' • • £ 
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nakładając Fk = 0,35 F i Fh = 2,5 F , otrzymamy przy uwzglę­
dnieniu wymiarów z rysunku : 

: „ , i i F ic» s i ; 

4f» /? = 4'4-4 m a w F]: . 3 = 0.35 • ^ = 4 , 0 

m • ' m 1 ' 

W3 = I F 1 7 = 2,6 
16 

E y * „ , = 2 (2,8« + 4,8« + 6,0=) + 6,4« + 2 (2,4= + 4,0' + 4,8«) = 264,32 
4 

io 4 

4>. Z < g « « n l = — (1 ,3* -i 1,1= + 0,9» + 0,7« + 0.5« + 
4 3,0 

+ 0,3« + 0,1«) = 6,07 

h " = W T > l 8 8 M + 6 ' 0 7 + 2 ' 1 0 1 = 8 6 ' 3 , E T Ï « 

Jeżeli teraz obciążenia W będziemy traktowali jako obciążenia 
belki . I ß i obi tczymy przynależne momenty M'm przy założeniu 

= 1, to uzyskamy między M'm i ugięciami 8 m a związek: 

h 2 'i.' 
8 = —-—- • M' 

E F h » » 

Dla momentów M'm otrzymujemy wartości: 

MS = 28,0 A f 5 ' = 142,0 MS = 201,0 
MS = 56,0 

84,0 
* 

56,0 
84,0 

MS = 166,6 M,' = 209,6 

M/ *= 114,6 M,' = 186,0 Wił? = 213,0 

N a rysunku 10(b) pokazano linią kreskowaną pręty nie podlc-
Bające żadnym naprężeniom pod wpływem obciążenia Xb = — 1. 
^•órna część luku jako nie biorąca udziału w pracy przy tym ob-

c '4żeniu została opuszczona. Dla pręta pasa ( * * n * * ° ) o długoś-
\dolnego/ 

0 1 2 /. otrzymujemy : 

c - r ' l ™ » __ ł|m. 'ih 
" h ' S b = h ' F F 

613 



S T A T Y K A BUDÓW LI 

D l a krzvzulców p i e r w s z y c h dwóch pól : 

d l a d o l n e j części l u k u : 

Sb = — s e c a m ; \sb = — s e c « m • — -
b 

2 l 
Stąd o t r z y m u j e m y (po p o d z i e l e n i u ciężarów W p r z e z ^ ^ ^ 

następujące w z o r y : 

T ' o 1 Ffc ?>a 

* r k '• 

W = i| (ważne d l a m = 3 do m = 17) m 'ni 

19 
Br ) 
I F k3 

Fi ' V 

i 

( 29 ) 

\ b = * - Sb . p = S y m - ,,„ j E > _ (31) 

W s t a w i e n i e wartości l i c z b o w y c h daje : 

Wi = wu n n i + 0,4 = 2,3 
3 , 6 — 1 , 9 

Wt = Wia = 3,6 + • 4 = 7,0 

= ' l m 

i . ' 3 
19 
Ï i r m = 2 • 1,9= + 9 • 3,6= + 8 • 5,1= = 331,94 

•) W m ie j s c e y l0 ws taw iamy 2 Â ; o b l i c z a m y więc p r zy z a ł o ż e n i 0 

sec (U = 1. Pon i eważ Z 7 : mus i być o z n a c z o n e , z a ł ożen i e t ak i e j e s t pfl| 
puszcza lnc . 
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. „ , 1,9*4-1,72 6,5 
('g " l + ' g "•>) = = -

" 3,0 . 3 
16 
g y m • % = 3,6 (2,8 -t- 4,8 4- 6,0) • 2 4- 3,6 • 6,4 + 

4 4- 5,1 (2,4 + 4,0 4- 4,8) • 2 = 235,20 

^ = Sh,65 + 8.67 4- 0,60] = 1 2 0 ^ 

*» = w h • 7 8 , 4 

M o m e n t y M" na s k u t e k obciążeń W wynoszą d i a /. = 1 : 

M," = 42 3 J M," = 167,5 I Ma" = 212,8 

M," = 82,3 M„" = 186,7 ! M » " = 219,7 

M s " = 115,5 M 7 " = 202,3 M,t" = 221,5 

M," = 143,2 I 
Między m o m e n t a m i M" i ugięciem ì ì „ l b występuje związek : 

2 a.* 
E • F • h 2 

Równania (26) zyskują obecn ie wygląd : 

bt 

(32) 

96.3 X a 4- 78,4 X f c = M'm + • 8. , 

78.4 X a + 120 X„ = M"m + 

e o daje d l a siły P „ , — 1 wartości : 

X„ = 0,0222 M'm - 0,0145. M"m \ 
xb = 0.0188 M"m — 0,0145 M'm I 
1 d l a z m i a n t e m p e r a t u r y 

X°> = ( 0 , 0 2 2 2 ń" ~ 0,0145 M 
A ' b ( = T j £ " ( 0 , ° 1 7 8 Ò ( " ~ ° ' ° 1 4 5 W 

^ z ędne l i n i i wpływowych o b l i c z o n e na pods taw i e równań (146) d l a 

i Xb nan i e s i ono n a rys . 10. 

e ż e l i obc iążymy każdy węze ł silą q • '• to o t r z y m a m y 

. X o = 14,5 q • ?.. Xb = 15,2 q • X 

^ ' d a ć więc, że max A ' ; l n i c w i e l e się różni o d max X!b 
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N a sku t ek równomiernego og r zan ia z n a j d u j e m y : 

K = i ' e ' * • Sa • « = a. 8 M = S E • t • Sb - s = e . t • l') 
I • h« 

s tud X„, = - 0,0145 t- • I: • t • F 

/ • h 1 

Xhl = + 0,0178 • e • E • f • F ------
2 ' 

i p r z y e • E = 250 (sta l z l ewna ) r = 35°, / = 60 m , / ; /. = — : 

X a ( = — 950 F Xbt = - 1160 F . 

D l a górnego węzła 3 b e l k i usztywniającej o t r z y m u j e m y m o m e n t 

M 8 f = — 1160 F • 5,1 

zaś d l a pręta pasa na p r z e c iw leżącego (do lnego ) 

D = - 1 1 6 0 ; 5,1 . F = - 3940 F . ' 
1,5 

G d y b y przekrój tego pręta byt równy wartości F , o t r z y m a l i ­
byśmy w n i m n a s k u t e k t y c h z m i a n t e m p e r a t u r y naprężenie 

o = — 394 kg/c m 2. 

*) S i ły w w ieszakach są w t y m wypadku uwzg lędn ione 
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