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Wstep

Wyznaczanie modeli matematycznych obiektow (zjawisk fizycznych, proce-
sow ekonomicznych, proceséw technologicznych, obiektéw biologicznych, obiektow
technicznych ...) jest waznym obszarem dzialalnosci badawczej. Przez pojecie
model matematyczny rozumie sie relacje ilosciowe miedzy wielkoSciami zwigzany-
mi z badanym obiektem. Moga wystapié¢ rézne sytuacje praktyczne i w konsekwen-
cji rézne modele matematyczne. Modele matematyczne znajduja wiele zastosowan
— pozwalaja na analize mechanizmoéw (praw) rzadzacych badanym obiektem, do-
bieranie optymalnych warunkéw pracy, prognoze, rozwiazanie zadania odwrotnego
(ocena pobudzenia obiektu na podstawie odpowiedzi) itd.

Proces wyznaczania modeli matematycznych z danych eksperymentalnych jest
zwykle ztozonym zadaniem zaleznym od wiedzy a priori o obiekcie i wlasnosci
wynikow pomiaréow (obserwacji). W najprostszej sytuacji model jest znany przed
doswiadczeniem z doktadnoscig do parametréow i wtedy wyznaczanie modelu po-
lega na estymowaniu wartosci tych parametréow, okresleniu ich doktadnosci i ob-
szaru stosowania modelu. Na drugim biegunie znajduje sie sytuacja, w ktorej
nie ma zadnych przestanek umozliwiajacych okreslenie klasy uzytecznych funkcji
i nalezy ja wyznaczy¢ na podstawie analizy danych eksperymentalnych. Stawia
sie wtedy hipoteze, ze model jest okreslony za pomoca pewnej rodziny funkcji
numerowanych parametrami, nastepnie estymuje sie te parametry i testuje hipo-
teze o poprawnosci przyjetego modelu. W wielu zagadnieniach praktycznych, na
przyklad w optymalizacji, celem modelu jest wyznaczenie ,optymalnego punktu”
i wtedy wystarczy wyznaczy¢ lokalny model obiektu odpowiedni dla najblizszego
otoczenia punktu optymalnego. W takiej sytuacji odpowiednig klasa funkcji sa
zwykle wielomiany.

W monografii przedstawiono metody wyznaczania modeli matematycznych
roznych klas obiektéw przystosowane do uwzglednienia szerokiej gamy sytuacji
praktycznych. Podstawowym narzedziem stosowanym w konstruowaniu modeli
matematycznych jest statystyka matematyczna, a zwlaszcza jej dzial — analiza
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regresji. Wazng role odgrywa réwniez sposob reprezentacji wynikow pomiaréw.
Omoéwiono dwa podejscia: analize przedziatowa i analize probabilistyczng. Efek-
tywne konstruowanie modeli matematycznych wymaga odpowiedniego potaczenia
metod reprezentacji wynikoéw pomiaréw z metodami estymacji parametréw mode-
li. Zatozono, ze Czytelnik jest zaznajomiony z podstawami matematyki na pozio-
mie wykladanym w wyzszych szkotach technicznych i przyrodniczych. Materiat
ten obejmuje analize matematyczna, algebre liniowa, rachunek prawdopodobien-
stwa i statystyke matematyczna. Elementy matematyki, ktére wykraczaja poza
standardowe kursy przedstawiono w dodatku.

Problematyka prezentowana w monografii ma bogata literature. Zagadnienia
sg reprezentowane na réznych poziomach $cistodci matematycznej od teoretycz-
nych opracowan, takich jak Rao [89], Seber [98] czy Searle [97|, po bardziej
praktyczne opracowania Sprenta [104], Drapera i Smitha [21] czy Brandta [12].
Wyboér odpowiedniego wariantu metody oraz jej przystosowanie do konkretnej
sytuacji praktycznej wymaga dobrej znajomosci metod wyznaczania modeli. Dla-
tego w niniejszej monografii podjeto probe przedstawienia problematyki w sposéb
przystepny dla reprezentantéw réznych dziedzin nauki, z zachowaniem wtlasciwe-
go poziomu abstrakcji matematycznej, ktéra pozwoli na odpowiednie stosowanie
roznych metod wyznaczania modeli matematycznych.

Podstawowym problemem dla badaczy wyznaczajacych model matematyczny
obiektu jest przystosowanie opracowanych metod matematycznych do konkretnej
sytuacji praktycznej, zwykle jest ona bardziej ztozona niz te, dla ktoérych opra-
cowano metody matematyczne. Rozwiazanie konkretnego zadania praktycznego
zazwycza] zwiazane jest z przyjeciem okreSlonych uproszczen, a to z kolei wyma-
ga dobrej znajomosci metod matematycznych oraz wlasnosci badanego obiektu,
a zwlaszcza odpowiedniego sprecyzowania zaltozeri wyjsciowych dotyczacych ob-
serwacji (wynikow pomiaréw). W celu zilustrowania réznych sposobow postepo-
wania zamieszczono wiele przykladow praktycznych.

Podstawowym narzedziem wyznaczania modeli matematycznych jest staty-
styka matematyczna, a zwlaszcza regresja liniowa. Dlatego w pierwszej czesci
monografii oméwiono podstawy statystyczne analizy danych eksperymentalnych,
natomiast w drugiej czesci analize regresji, poczawszy od najprostszego przy-
padku pomiaréw jednakowej dokladnosci i nieskorelowanych po bardziej zlozo-
ne sytuacje. W zamieszczonym dodatku podano informacje z algebry macierzy
i rachunku prawdopodobienistwa, ktéore wykraczaja poza standardowe kursy na
wydziatach inzynierskich i przyrodniczych.
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W rozdziale 1 oméwiono klasy modeli matematycznych stosowanych w r6znych
dziedzinach nauki i przedstawiono ich klasyfikacje. W rozdziale 2 przedstawio-
no roézne sposoby modelowania obserwacji, dzielac je na dwie podstawowe
grupy: ,przedzialowy model obserwacji’ stosowany przede wszystkim w fizyce
i zagadnieniach technicznych, gdy analizowane sa pojedyncze pomiary oraz
,probabilistyczny model obserwacji”’, stosowany gdy wykonywane sg wielokrotne
pomiary. Rozdziat 3 zawiera podstawy zmiennych losowych i ich zastosowanie
do zapisu obserwacji. W rozdziale 4 omoéwiono podstawy estymacji punktowe;j.
Rozdzial 5 dotyczy dwoch metod: wstepnej analizy bezposrednich obserwacji,
wykrywaniu ,odstajacych obserwacji” i detekcji trendu systematycznego w po-
miarach. W rozdziale 6 przedstawiono ogélna koncepcje analizy regresji i podziat
modeli regresji. Rozdzial 7 zawiera regresje liniowa, ktora jest podstawowym
narzedziem wyznaczania modeli eksperymentalnych. Po$wiecono w nim wiele
miejsca réznym aspektom, zwlaszcza planowaniu eksperymentéw optymalnych.
W rozdziale 8 omawiana jest ogélna metoda najmniejszych kwadratow, natomiast
w rozdziale 9 regresja nieliniowa. Opis modeli regresji z liniowymi ograniczeniami
zawiera rozdzial 10. Omoéwione tu metody wykorzystano w rozdziale 11 do
testowania poprawnosci wyznaczonego modelu. Rozdzial 12 dotyczy regresji
wielomianowej. W rozdziale 13 omoéwiono wybrane modele matematyczne
a zwlaszcza te, ktore mozna za pomoca prostych przeksztalceri sprowadzi¢ do
modeli liniowych. W rozdziale 14 przedstawiono metody kontroli czy spelnione
sa zalozenia wejSciowe modelu i wlasnosci obserwacji, ktére sa formutowane
na wstepie analizy; natomiast w rozdziale 15 omoéwiono klasy tak zwanych
estymatoré6w odpornych, odpowiednich do sytuacji, gdy gestosci obserwacji
znacznie odbiegaja od normalnych. Prace koriczy dodatek zawierajacy niezbedne
informacje z algebry liniowej oraz rachunku prawdopodobienstwa.

Wroctaw, lipiec 2011






Rozdzial 1

Modele matematyczne

1.1. Notacja

Macierze oznaczone sa duzymi literami i pisane pogrubiong kursywa A, B, X,
wektory malymi literami, pisane pogrubiona kursywa a, b, x, natomiast skalary
zwykla kursywa a, b, x. Jesli a jest wektorem o elementach a, ..., a, to zapisuje
sie go jako wektor kolumnowy a = [a1,...,a,]?, gdzie T oznacza transpozycje.
Norma (,,dtugosd’) wektora a oznaczana jest symbolem | a|| (w pracy uzywana
jest norma euklidesowa nazywana krotko norma), wiec

lall = (a.0)'* = (a"@)"/? = (af + a3 +--- +a)'%,

gdzie (a, a) = a’ a jest iloczynem skalarnym wektora a przez siebie.

Jedli macierz A o wymiarze n X m ma elementy a;j, to A = [(a;;)]. Sume
a11+age+. ..+ an, diagonalnych elementéw macierzy kwadratowej A o wymiarze
n X n nazywa sie Sladem macierzy (ang. trace) i oznacza symbolem trA.

Rzqd macierzy A definiowany jest jako maksymalna liczba liniowo niezalez-
nych kolumn lub, co jest réwnowazne, jako maksymalna liczba liniowo niezalez-
nych wierszy i oznacza symbolem rankA. Symbolem AT oznaczana jest macierz
transponowana macierzy A, wiec AT = [(aj;)]. Macierz transponowana A’ po-
wstaje z macierzy A poprzez zamiane wierszy z kolumnami. Wyznacznik macierzy
kwadratowej A jest zapisywany symbolem |A|. Jesli A jest macierza nieosobli-
wa (|A| # 0), to istnieje macierz odwrotna, ktora oznacza si¢ symbolem A~!.
Kazda macierz A~ , ktora spelnia rownanie AA~ A = A nazywa sie uogdlniong
odwrotnoscig lub pseudoodwrotnosciq macierzy A. Macierz A = [(a;5)] o wymia-
rze n X n i elementach lezacych na gltéwnej przekatnej di,...,d,, d; = a;; oraz
pozostatych elementach rownych zeru nazywana jest macierzq diagonalng i ozna-
czana symbolem diag|dy,...,d,|. Macierz diagonalna, ktorej wszystkie elementy
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lezace na gtéwnej przekatnej sa réwne jednodci nazywana jest macierzq jednost-
kowg i oznaczana symbolem I,,. Ponadto macierz kwadratowa o wymiarze n X n,
ktorej elementami sg jedynki oznaczana jest symbolem U,, natomiast macierz
sktadajaca sie z samych zer symbolem O.

Symbol R" reprezentuje n-wymiarowa przestrzen euklidesows. Co oznacza, ze
jesli z € R™, to x = [x1,...,2,]7, gdzie z; €R, i =1,...,n.

Macierz jednokolumnowa, o wymiarze n X 1, ztozona z jedynek, oznaczana
jest symbolem J,. Miedzy macierzami U, oraz J, zachodzi nastepujacy zwiazek:
U, = JnJg. Jesli wymiar macierzy jest jednoznacznie okreslony, to indeks n jest
pomijany; na przyklad, piszemy U zamiast U,,.

Pewnym problemem sg oznaczenia zmiennych losowych i ich realizacji. W ra-
chunku prawdopodobienistwa i statystyce matematycznej zmienne losowe ozna-
czane sg zwykle duzymi literami, X,Y, a ich realizacje malymi, odpowiednio
x,y. Jednak, taki system oznaczenl stwarza pewne trudnosci w analizie regres;ji,
szczegblnie w zastosowaniu do modeli wielu zmiennych, dlatego wielu autoréw
zajmujacych sie analiza regresji (np. Hocking [50]) stosuje te same oznaczenia za-
rowno do zmiennych losowych, jak i do ich realizacji. Ten system zostal przyjety
w pracy, wiec zar6wno zmienne losowe, jak i ich realizacje oznaczane sg matymi li-
terami, pisane kursywa, ,y, €, a z treéci wynika jednoznacznie aktualne znaczenie
symbolu. Wyjatkowo, gdy wystepuja ,,obok siebie” zaréwno zmienna losowa, jak
i jej realizacja, a stosowanie jednakowych oznaczenn mogloby stwarzaé watpliwosci,
to zmienne losowe oznaczane sa pelnym symbolem, np. z(w), a ich realizacja, bez
zmian, wiec x. Wektory i macierze losowe oznaczane sa tak samo jak wektory
i macierze o elementach skalarnych, tj. odpowiednio a, b, x, y oraz A, B, X, Y.

Symbole E[z] i D*[z] = 02, warto$é¢ oczekiwana i wariancja zmiennej loso-
wej x; cov[z,y] = ogy 1 corrlz,y| = pgy, oznaczaja odpowiednio kowariancje
i wspolezynnik korelacji zmiennych losowych z i y; natomiast E[x|y] warunko-
wa warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej = wzgledem zmiennej losowej y (zgodnie
z podana uwaga o oznaczeniach zmiennych losowych, w przypadku, gdyby mogty
powstaé¢ watpliwosci, stosuje sie pelne oznaczenie, wiec zamiast E[z|y], bedzie
Blo(@)ly() = y)).

Niech z = [x1,...,7;]7 bedzie k-wymiarowym wektorem losowym. Kowarian-
cje

coviz;,z;], i,j=1,....k

oznacza sie rowniez symbolem o;;, wiec cov|z;, ;] = 0y;.
Przyjeto, ze o4 = 02,i = 1,..., k, co oznacza, ze elementy lezace na przekatnej
sa wariancjami kolejnych zmiennych losowych. Odpowiednikiem wartosci oczeki-
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wanej zmiennej losowej jest dla wektora losowego x wektor wartosci oczekiwanych
E[a] = [E[z1],..., Bla]]T,

natomiast odpowiednikiem wariancji jest macierz kowariancji D[z] (nazywana
rowniez macierzq wariancyjno-kowariancyjng) zdefiniowana wzorem

011 012 ... Oik
0_21 0—22 PPN O—Qk
D[il?] = 9
k1 Ok2 ... Okk
gdzie 045 = cov(z;, z;], i,j =1,... k.

Jesli wektor losowy x ma jedna sktadowa z, £ = [z], to macierz kowariancji
D[z] sktada si¢ z jednego elementu, ktorym jest wariancja zmiennej losowej z,
a wiec D[] = D?[z].

Zmienna losowa = o rozkladzie normalnym i parametrach: wartosé oczeki-
wang E[r] = 6 i wariancje D?[z] = o2 oznacza si¢ symbolem z ~ N(6,02).
Jesli o jest k-wymiarowym wektorem losowym o tacznym rozkladzie normal-
nym, wektorze wartosci oczekiwanych 6 = [01,...,0;]7 i macierzy kowariancji
3 = [o4], i, = 1,...,k, to oznacza si¢ go symbolem x ~ Ny (0,X). Rozklad
Studenta z k stopniami swobody oznacza sie symbolem t, rozktad chi-kwadrat
z k stopniami swobody symbolem X%, natomiast Fishera—Snedecora z m i n stop-
niami swobody symbolem F, ;.

1.2. Ogoblna charakterystyka modeli matematycznych

Termin ,,model matematyczny” stosowany jest w réznych dziedzinach nauki
i nie ma jednej uniwersalnej definicji. Ogolnie mozna powiedzieé, ze model mate-
matyczny jest opisem ,obiektu”! (systemu) za pomoca jezyka matematyki. W na-
ukach Scistych przyjmuje sie czesto nastepujaca definicje zaproponowana przez
Eykhoffa [26]:

Modelem matematycznym nazywany jest opis istotnych aspektéw istniejacego
systemu (obiektu), ktory reprezentuje uzyteczna wiedze o tym systemie.

Definicja ta jest ogdlna i dla naszych celéw przyjmiemy nastepujaca definicje:

L Stowo obiekt uzywane jest tu w szerszym znaczeniu niz to wynika z jego znaczenia seman-
tycznego; oznacza rowniez zjawisko fizyczne, biologiczne, ekonomiczne itd.
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Tl —

Wielkosci %2 —— Wielkosé
wejsciowe ... .. Proces Y wyjéciowa

Rys. 1.1. Schemat modelu matematycznego procesu z k-wielkosciami
wejsSciowymi x1, ...,z 1 jedng wielkoscia wyjsciowa, y

Modelem matematycznym obiektu lub krétko modelem obiektu nazywa sie do-
wolne relacje matematyczne, jesli takie istnieja miedzy elementami zbioru zmien-
nych zwigzanych z badanym obiektem.

Relacje takie reprezentowane sa zwykle za pomoca: funkcji wyrazajacych zalez-
nosci miedzy zmiennymi, operatoréw algebraicznych dziatajacych na tych zmien-
nych, operatoréow rézniczkowych, itd. a przedmiotem analizy jest wyznaczanie
identyfikacji tych relacji. Czesto jedna ze zmiennych (lub wiecej) jest szczegolnym
przedmiotem zainteresowania i poszukuje sie zaleznosci tej zmiennej od pozosta-
tych zmiennych. Te wyrézniona zmienna nazywa sie odpowiedzig obiektu lub wrel-
koScig wyjSciowq, natomiast pozostate zmienne wielkosciami pobudzajgcymsi lub
wielkosciami wejsciowymi. Obiekt z k-wejsciami i jednym wyjsciem przedstawiono
schematycznie na rysunku 1.1.

Jedli analiza zwiazkéw miedzy zmiennymi, np. oparta na danych pomiaro-
wych, wskazuje na istnienie relacji miedzy wielkoscia wyjsciowa y a wielkosciami

wejsciowymi x1,...,T;, to mozemy sie spodziewaé istnienia pewnej zalezno$ci
matematycznej wyrazonej funkcja f, co zapisujemy
Y~ f@n, o). (1.1)

Na rysunku 1.1 pokazano graficzna reprezentacje relacji (1.1). Uzyto tu znaku
przyblizonej réwnodci, gdyz zaleznosé taka zwykle nie jest doktadna.

Przyklad 1.1. Okres T' wahadla matematycznego wyznaczany jest za pomoca

funkcji
L
T=2m|= 1.2
n/, (12

gdzie: L — dtugo$¢ wahadta, G — przyspieszenie ziemskie.

Doktadniejsza analiza praw rzadzacych wahadlem matematycznym wykazuje,
ze okres T zalezy réwniez od maksymalnego kata odchylenia «,,, wahadta od pionu
i jest rowny [27]
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w/2
T = 4\/2/ e 4\FK(,<), (1.3)
G Jo \/1— Kk2sin? o G
1

gdzie K = sin Sayy,.

Jesli maksymalny kat ., — 0, to wspolezynnik k — 01 calka eliptyczna K (k)
dazy do wartosci 7/2, K(k) — 7/2. Otrzymuje sie wtedy wzor (1.2). Wynika
stad, ze wyrazenie (1.2) jest przyblizonym modelem wahadla matematycznego
odpowiednim dla matych katéow odchyleri od pionu. Ponadto, w rzeczywistym
wahadle na okres wptywa kilka dodatkowych czynnikéw, takich jak na przykitad
opor powietrza. To powoduje, ze zamiast znaku rownosci uzytego we wzorze (1.2),
jak jest zwykle przyjete, bardziej odpowiedni jest znak =~ przyblizonej réwnosci
uzyty w wyrazeniu (1.1). O

1.3. Klasyfikacja modeli matematycznych

Modele matematyczne mozna klasyfikowa¢ wedlug réznych kryteriow:

Liniowe i nieliniowe modele. Model analizowanego obiektu nazywa sie
modelem lintowym, jesli wszystkie operatory uzyte w modelu, takie jak: opera-
cje algebraiczne, zaleznosci funkcyjne, operatory rézniczkowe itd. sa liniowe na
analizowanym zbiorze wartosci. Jezeli przynajmniej jeden operator nie spelnia
warunku liniowosci, to méwi sie o modelu nielintowym.

Zakwalifikowanie modelu do okreslonej grupy, liniowe czy nieliniowe, zalezy
od kontekstu. W typowych sytuacjach dotyczy zbioru wielkosci wejsciowych, na-
tomiast w analizie regresji (omawianej w dalszych rozdziatach) okreslenie model
liniowy oznacza liniowo$¢ modelu wzgledem jego parametréw, natomiast odpo-
wiedz uktadu y moze by¢ nieliniows funkcjg zmiennych wejsciowych.

Modele deterministyczne i stochastyczne (probabilistyczne). Jesli dla
kazdego zbioru wartosci wielkosci wejsciowych odpowied? jest jednoznacznie okre-
Slona, to jest to model deterministyczny. Jesli natomiast, odpowiedz (okreslona
przez model) ma charakter losowy — jest to model stochastyczny. Relacja (1.2)
— przyktad modelu deterministycznego, natomiast zalezno$¢ y = ax + ¢ jest
przykladem modelu stochastycznego, gdzie a i x — wielkosci deterministyczne,
a € — zmienna losowa. Wybrane klasy modeli stochastycznych beda przedmiotem
dalszej analizy.

Statyczne i dynamiczne modele. Model matematyczny nazywa sie mo-
delem dynamicznym, jesli zalezny jest od czasu — czas wystepuje jako wielko$é
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wejsciowa, w przeciwnym razie model nazywa sie modelem statycznym. Czesto
modele dynamiczne sg reprezentowane przez roéwnania rézniczkowe.

Modele o parametrach skupionych i parametrach roztozonych. Jesli
parametry modelu zmieniajg sie w funkcji pewnych wielkosci, to taki model nazy-
wany jest modelem o parametrach roztozonych, a jesli sa state, to model nazywany
jest modelem o parametrach skupionych. Na przyktad, jesli pojemno$é miedzy
dwoma przewodami elektrycznymi i ich rezystancja traktuje sie jako wielkosci
roztozone wzdtuz przewodow, to jest to model o parametrach roztozonych, a jesli
skupi sie pojemno$é i rezystancje w jednym punkcie, to ma sie do czynienia z mo-
delem o parametrach skupionych. Modele o parametrach roztozonych sg zwykle
reprezentowane przez roéwnania rézniczkowe.

Jedli modele wyznaczane sa na podstawie wynikéw obserwacji, to ze wzgledu
na btedy pomiaréw, zawsze wystepuje czynnik losowy. W dalszej cze$ci monografii
ograniczono sie do szczegblnego rodzaju modeli stochastycznych, a mianowicie
modeli statystycznych.

1.4. Modele statystyczne

Pojedyncza zmienng losowa y lub skoiiczony ciag, y1,. .., yn, zmiennych loso-
wych, ktore sa przedmiotem badan, nazywa sie wynikiem eksperymentu, wynikiem
pomiaru lub obserwacjg, a wyznaczony w eksperymencie ciagg wartosci badanych
zmiennych losowych (realizacji) nazywa sie wartosciami zaobserwowanymi lub
krotko obserwacjami. Tak wiec, termin obserwacja stosowany jest zaréwno do
zmiennej losowej opisujacej analizowang wielkosé, jak i do zaobserwowanej w eks-
perymencie wartosci tej zmiennej losowej. Nie prowadzi to do niejednoznacznosci,
gdyz z tekstu wynika zwykle jednoznacznie aktualne znaczenie tego terminu. Zbioér
realizacji y1,...,y, zmiennej losowej y nazywa sie przestrzeniq proby i oznacza
symbolem Y.

Niech { fp} bedzie rodzina rozktadéw prawdopodobienstwa okreslona na prze-
strzeni proby ) indeksowana parametrem 6 przebiegajacym zbior ©. Przestrzen
proby Y wraz z rodzina rozkladow {fy} nazywa sie modelem statystycznym, na-
tomiast odwzorowanie ) — RF statystykq [121] .

Przyktad 1.2. Wykonano pomiar pewnej wielkosci p € R. Wynik pomiaru y
jest obarczony bledem addytywnym &, co mozna zapisa¢ réwnaniem y = u + €,
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a serie n pomiaréw y; = u+ ¢4, ¢ = 1,...,n. Zalozono, ze € jest zmienna losowa
o rozkltadzie normalnym — rozktad zmiennej losowej y okreslony jest wiec wzorem

fzw(l/) = \/21—7mexp {_%i?(y _ M)2}-

Dla rozkladu normalnego obserwacje {y1, ..., yn} moga przyjmowaé¢ dowolne war-
tosci rzeczywiste, wiec przestrzenn proby ) = R™ i mamy tu do czynienia z naste-
pujacym modelem statystycznym

n

(R" { fuo (W15 - - ym) = (V210) ™" exp[—% Z(yz —1)?/20%) - p e RY, 0 > 0}).
i=1

Przyktadem statystyki moze tu byé¢ srednia arytmetyczna y obserwacji — od-
wzorowanie )) — R (estymator mierzonej wielkosci parametru p). Zmienna losowa
y ma rozklad bedacy elementem rodziny {f, +(y)} — rozktad normalny N(p,o?).
Na podstawie obserwacji wyznacza sie element z rodziny rozktadow, ktory jest
reprezentantem oceny; element ten zwykle wyznacza sie przez estymacje wartosci
parametréow p oraz o indeksujacych rodzine. Wyznaczanie modelu statystycznego
polega na tym, zeby na podstawie obserwacji y1, . . . , Y, zidentyfikowaé ten rozktad
— tu wyznaczy¢ oceny parametrow p oraz o. d

1.5. Modele regresji

Szczegdlnymi modelami statystycznymi, znajdujacymi duze zastosowanie
w roznych dzialach nauki, sa modele regresji, ktére oméwiono w dalszych roz-
dziatach. Przedstawimy jedynie ich krotka charakterystyke i podziat.

Podana definicja modelu statystycznego jest oparta na znajomosci funkcji ge-
stosci rozktadu obserwowanych zmiennych losowych. Model taki pozwala na pelne
okreslenie zwiazkéw probabilistycznych miedzy analizowanymi wielkosciami. Jed-
nak, w przypadku zmiennych losowych, wazna jest réwniez znajomosé ich parame-
trow, a przede wszystkim $rednich zmian (tendencji) losowej wielkosci wyjsciowej
y w funkcji wielkosci wejsciowych, zaréwno losowych, jak i deterministycznych. Ta-
kiej informacji dostarczajg modele regresji. Opracowane zostaly dwa podstawowe,
klasyczne modele regresji: linie regresji I rodzaju i proste regresji Il rodzaju oraz
tak zwany opisowy model regresji — nazywany rowniez krotko modelem regresyi.
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Linia regresji I rodzaju zmiennej losowej y(w)? wzgledem zmiennej losowej z(w)
jest funkcja m(z) zdefiniowana wzorem m(zx) = E(y(w)lz(w) = x) = E(y|z).
Okresla wiec wartosci $rednie zmiennej losowej y(w), gdy zmienna losowa x(w)
przyjmuje zalozone wartosci x.

Prostq regresji 11 rodzaju zmiennej losowej y(w) wzgledem zmiennej losowej
z(w) nazywamy linie o réwnaniu y = ax + b, ktéra minimalizuje odchylenie $red-
niokwadratowe zmiennej losowej y(w) od zmiennej losowej az(w) + b. Dla dwu-
wymiarowej zmiennej losowej o rozkladzie normalnym prosta regresji II rodzaju
pokrywa sie z linig regresji I rodzaju.

Wyznaczenie zaréwno linii regresji, jak i prostej funkcji wymaga znajomosci
tacznej funkeji gestosci wektora losowego [z,y]? (por. [65]), co rzadko zdarza si¢
w praktyce. Ponadto, w rzeczywistych sytuacjach, obok zmiennych losowych wy-
stepuja rowniez zmienne deterministyczne. Odpowiednim narzedziem do analizy
takich sytuacji jest opisowy model regresji nazywany krotko modelem regresji.

Ogolna postaé opisowego (parametrycznego) modelu regresji, dla k wielkosci
wejsciowych, oraz p parametréw okreslona jest wzorem

y=f(z1,...,2p501,...,ap) + €= f(x;a) + ¢, (1.4)

w ktorym x; sa deterministycznymi zmiennymi (z = [21,...,2x]7), a; parame-
trami (@ = [a1,...,ap|"), natomiast € jest sktadowa losowa nazywana czynnikiem
losowym lub btedem pomiaru.

Parametry a1, ..., a, sa liczbami staltymi nieznanymi przed eksperymentem.

Przyktadem modelu regresji moze byé¢ zaleznosé ceny jednostkowej, y, dziatki
budowlanej, w funkcji jej odleglosci od centrum miasta, z1, jej powierzchni, xo,
oraz odlegtosci od mediow, z3. Relacja miedzy takimi wielkosciami, model (1.4),
nie moze by¢ nigdy idealnie doktadna, poniewaz zawsze wystepuja fluktuacje o nie-
znanych przyczynach i nieodlaczne btedy pomiaréw. W opisowym modelu regresji
przyjmuje sie, ze wielko$¢ wyjsciowa y ma charakter losowy, natomiast wielkosci
wej$ciowe (zmienne objasniajace) moga mie¢ zarowno charakter deterministyczny,
jak i losowy.

Modele regresji (1.4) w zaleznosci od postaci funkcji f dzielone sa na dwie pod-
stawowe grupy: liniowe modele regresji, w ktorym funkcja f jest liniowa funkcja
parametréw a;, co oznacza, ze

2 Wyjatkowo uzyto tu pelnych symboli z(w) i y(w) na oznaczenie zmiennych losowych
zamiast uproszczonych symboli z i y, jak to jest w innych miejscach, gdyz oba znaczenia zmienne
losowe i ich wartosci wystepuja w otaczajacym tekscie obok siebie — a nawet w jednym wzorze.



1.5. Modele regresji 21

y=f(z;a)+e=a1x1 +agxa+ ...+ apxrp+¢ (1.5)

oraz nieliniowe modele regresji, w ktorych f nie jest liniowa funkcja parametrow.

Modele liniowe maja wiele zalet: estymacja parametréw modeli liniowych jest
relatywnie prosta numerycznie, mozna do nich bezposrednio stosowaé testy staty-
styczne itd. Liniowe modele stanowiag podstawe analizy regresji i bedg omawiane
doktadniej w dalszych rozdziatach. W wielu wypadkach celowe jest stosowanie
nieliniowych modeli regresji i poswiecono im kolejne rozdziaty.

W zaleznosci od sposobu wyznaczania funkcji f reprezentujacej model (1.4)
modele regresji dzielone sg na dwie podstawowe grupy: ,,modele empiryczne” i ,mo-
dele mechanistyczne”. Model empiryczny jest reprezentowany przez rodzine funkcji
(zwykle parametryczna), ktora jest wyznaczana na podstawie danych ekspery-
mentalnych. Postuluje sie, aby rodzina ta byta wystarczajaco ,elastyczna” i aby
wystepowala w niej funkcja odpowiednio dobrze dopasowana do analizowanych
danych.

Model mechanistyczny jest reprezentowany przez rodzine funkcji wyprowadzo-
na z matematycznego opisu ,mechanizmu” generujacego dane. W rzeczywistych
sytuacjach réznice miedzy tymi modelami sie zacieraja. Modele mechanistyczne
sg czesto wyprowadzane przy tak duzych uproszczeniach, ze niewiele odbiegaja od
modeli empirycznych, a mimo to sg niestusznie uwazane za modele w pelni me-
chanistyczne. W wielu sytuacjach praktycznych model mechanistyczny otrzymuje
sie z rozwigzania réwnan rézniczkowych. Zilustrowano ten proces na przykladzie.

Przyktad 1.3. W nieodwracalnej reakcji chemicznej substancja A transformuje
sie w substancje B, a nastepnie w substancje C'. Oznaczono wielkosci tych substan-
¢ji w czasie t odpowiednio symbolami A(t), B(t) oraz C(t). Réwnania rozniczkowe
rzadzace tymi transformacjami sa nastepujace

dfli” = A,
d?lt(t) = o A(t) — aaB(t),
dcdgﬂ = anA(l),

gdzie v oraz g sa nieznanymi stalymi. Zakladajac, ze A(0) = 1, rozwiazanie
wzgledem B(t) jest nastepujace
aq

B(t) = m[exp(—azt) — exp(—ayt)]. (1.6)
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Model przedstawiony w powyzszym przykladzie jest tak zwanym ,modelem
kompartmentowym” (ang. compartmental model). O

Wybrane klasy modeli matematycznych rozwijanych w réznych dziedzinach
nauki przedstawiono w rozdziale 13.



Rozdzial 2
Wyniki pomiaréw — obserwacje

Przedmiotem analizy danych sa liczby wyznaczane w eksperymentach, nazy-
wane w naukach technicznych warto$ciami zmierzonymi, warto$ciami zaobserwo-
wanymi lub ogoélnie obserwacjami. Przez to pojecie rozumie sie zaréwno wyniki
pomiaréw wielkosci fizycznych, takich jak predkosé rozchodzenia sie fali elektro-
magnetycznej w prozni, jak i zaobserwowane wartosci zmiennej losowej, na przy-
ktad liczbe oczek otrzymana w rzucie kostka do gry. W rozdziale tym przedstawio-
no ogdlng koncepcje modelowania obserwacji oraz dwa podstawowe sposoby ich
reprezentacji: przedziaty liczbowe i zmienne losowe. Pierwszy sposéb prowadzi do
,przedzialowej analizy” wynikéw pomiaréw, a drugi do analizy probabilistyczne;j.
Rozwazania rozpoczeto od ogdlnej dyskusji nad sposobami modelowania wynikow
pomiaréw, a nastepnie przedstawiono krétko przedziatowy model wyniku pomia-
ru. Model probabilistyczny przedstawiono w kolejnym rozdziale.

2.1. Addytywny model wynikéw pomiaru

Bedziemy stosowali addytywny model wyniku pomiaru, w ktérym liczba otrzy-
mana w eksperymencie nazywana ogdlnie obserwacjg lub w pomiarach fizycznych
wartoscig zmierzong jest suma dwoch sktadowych: wartodci obiektu nazywanej
wartoscig mierzong i btedu pomiaru, co przedstawiono schematycznie za pomoca
réwnania

obserwacja = warto$¢ mierzona + btad pomiaru. (2.1)

W zaleznosci od tego, jaki model reprezentuje warto$¢ mierzona rozréznia sie

trzy przypadki:

a) warto$¢ mierzona jest ustalona wartoscia liczbowa nazywana ,wartoscia praw-
dziwg” lub ,rzeczywista’,

b) wartos¢ mierzona jest wartoscia przypadkowa, ktora jest realizacja pewnej
zmiennej losowej,

c) wartos¢ mierzona jest funkcja pewnej wielkosci.
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W przypadku a) zatozono, ze obiekt mierzony jest opisany ustalona wartoscia
liczbowa nazywang ,wartosécia prawdziwg”’ lub ,rzeczywista’, definiowana za po-
moca skal pomiarowych, ktére oméwiono w tym punkcie. Model ten stosowany jest
w pojedynczych pomiarach. W drugim przypadku, b), obiekt przyjmuje wartosci
losowe i opisany jest za pomoca zmiennych losowych, ktore beda omoéwione w na-
stepnym rozdziale. W trzecim przypadku, c), obiekt opisano za pomoca funkcji
zwykle parametrycznej. Celem pomiaréow jest wyznaczenie tej funkeji lub/i wery-
fikacja hipotezy, ze zalozona funkcja (model) opisuje badany obiekt. Problemowi
temu po$wiecone sg dalsze rozdziaty.

Skale pomiarowe. Przedmiotem zainteresowania w pomiarach wielkosci fi-
zycznych jest ,wartos¢” badanej wielkosci. Przez to pojecie rozumie sie wyrézniong
ceche badanego ,obiektu” w, o ktorym zaktada sie, ze jest elementem zbioru 2
obiektow majacych te ceche. W teorii pomiaru wartosé wielkosci definiuje sie za
pomoca skal pomiarowych |2].

Przedstawimy teraz zarys koncepcji okreslania skal pomiarowych. W tym celu
na zbiorze ) (scharakteryzowanym przez badana wlasnosé) definiuje sie relacje
i operacje empiryczne, tworzac empiryczny system algebraiczny, natomiast zbioér
liczbowy, na ktorym zdefiniowane sa binarne relacje i operacje nazywa sie liczbo-
wym systemem algebraicznym [72|. W skalach pomiarowych najczesciej wykorzy-
stywana jest relacja liniowego porzadku < oraz operacja taczenia elementow o.

Dwuargumentowa relacja < okreslona na zbiorze () nazywana jest relacjg li-
niowego porzqdku [90], jesli jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna i spojna.
Jesli wy < wo, to méwimy, ze wo nie poprzedza w;. Przykladem relacji liniowego
porzadku na zbiorze R jest staba nieréwnos$é <.

Operacja tgczenia dwoch elementow, wi,ws € ) polega na tworzeniu z nich
trzeciego elementu ws € (2, co zapisuje sie wy o we = ws. Przykladem laczenia
dwdch mas jest ich potaczenie w jedna mase.

Skalg pomiarowq nazywa si¢ przeksztalcenie (homomorfizm) m : Q@ — RT U
{0} (m przeksztalca zbior  w zbioér liczb nieujemnych) empirycznego systemu
algebraicznego w liczbowy system algebraiczny, ktéry zachowuje relacje i operacje.

Zachowanie relacji oznacza tu, ze jesli w; < wa, to m(wi) < m(wz), a zacho-
wanie operacji o oznacza, ze

m(wy ows) = m(wy) + m(ws).
W zaleznosci od zastosowanych relacji i operacji w homomorfizmie otrzymuje

sie rozne skale pomiarowe. W przypadku skali ilorazowej wykorzystuje sie gléwnie
relacje porzadku < oraz operacje taczenia elementéw o.
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Wtasnosci przeksztalcenia nie ustalaja doktadnie skali pomiarowej. Dlate-
go dla jednoznacznego okreslenia funkcji m potrzebne sa dodatkowe zalozenia.
W przypadku skali ilorazowej wystarczy zdefiniowaé¢ warto$é odwzorowania dla
wybranego elementu, powiedzmy wg. Element ten nazywany jest wzorcem podsta-
wowym wielkosci zbioru 2. W przypadku skali przyrostowej nalezy zdefiniowaé
warto§é¢ funkcji m dla dwoch punktéw, natomiast dla skali porzadkowej nalezy
poda¢ funkcje monotoniczna — zdefiniowaé skale w nieskoiiczonej liczbie punktéw.

Na przyklad masa definiowana jest za pomocg skali ilorazowej, a wzorcem pod-
stawowym jest wzorzec kilograma, wy, dla ktorego przyjeto z definicji m(wg) = 1.
W ten sposob wszystkie obiekty o okreslonej masie maja wartos¢ m(w), ktora
nazywa sie wartosciqg rzeczywistq lub wartoscig prawdziwg elementu w i oznacza
poczatkowymi literami alfabetu a,b,... Skala pomiarowa definiuje warto$é¢ rze-
czywista kazdego obiektu w, ale nie jest ona znana (z wyjatkiem wzorca podsta-
wowego). Aby ja wyznaczy¢, nalezy przeprowadzi¢ eksperyment — zmierzyé m(w);
polega on na pordéwnaniu mierzonego elementu w z wzorcem podstawowym wy
poprzez odpowiednie wykorzystanie relacji i operacji definiujacych skale pomia-
rowa. Otrzymana w pomiarze ocene y wartoSci rzeczywistej m(w) = a nazywa
sie warto$cig zmierzong. Ze wzgledu na niedoskonalo$¢ narzedzi pomiarowych
wartos¢ zmierzona jest na ogoél rozna od wartosci rzeczywistej, y # a = m(w), co
oznacza, ze pomiar obarczony jest btedem.

Addytywne rownanie pomiarowe (2.1) w przypadku wyznaczania wartosci
prawdziwej a przyjmuje postaé

Yy =a-+e, (2.2)

gdzie € jest rzeczywistym btedem pomiaru.

W wielu przypadkach praktycznych pojecie wartosci prawdziwej nie jest jed-
noznacznie okreslone. Na przyktad w pomiarze srednicy waltka zaktada sie zwykle,
ze ma on przekrdj kotowy, o takiej samej $rednicy na calej dtugosci. Tymczasem
przekrdj rzeczywistego watka moze znacznie odbiegaé od kota i byé rézny w kaz-
dym przekroju poprzecznym. Co jest zatem Srednica rzeczywistego waltka — ,Sred-
nia” wszystkich $rednic, ,maksymalna $rednica”, ...?7 Nalezy postawi¢ pytanie,
czy przekrdj poprzeczny walka mozna, odpowiednio doktadnie, aproksymowaé za
pomocy regularnego konturu na przyktad elipsy?

Ogolnie warto$¢ mierzona moze by¢ funkcja parametryczng zalezng od pewnej
liczby wielkosci wejsciowych. W przypadku modelowania przekroju poprzecznego
walka za pomoca elipsy wielkoécia wejéciowa jest kat pomiaru biezacej $redni-
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cy wzgledem punktu odniesienia, natomiast parametrami maksymalna Srednica
i minimalna $rednica. Rownanie (2.2) w tym przypadku przyjmuje ogélna postacé

y=f(x1,...,201,...,0p) + ¢, (2.3)

gdzie x1, ..., 7} sg wielkosciami wejsciowymi, a a, ..., a, parametrami.

Wzor (2.3) przedstawia ,opisowe rownanie regresji”; ktore bedzie przedmiotem
analizy w dalszych rozdziatach.

W omoéwionych modelach wielkosci mierzone miaty charakter deterministycz-
ny, tymczasem spotyka sie obiekty, w ktorych wielko$ci mierzone maja charakter
losowy. Taka sytuacja wystepuje, gdy mierzymy Srednice drutu, ktéra zmienia
sie wzdtuz osi, a wiec wynik zalezy od miejsca pomiaru. Podobna sytuacja wy-
stepuje, gdy wykonuje sie pomiar $rednicy walka, ktéorego przekrdj nie jest ko-
tem, a miejsce pomiaru jest przypadkowo dobrane. Innym przyktadem moze by¢
okreslenie masy ziarna pszenicy pewnego plonu. Wartosci mas poszczegdlnych
ziaren réznia sie miedzy soba, a celem eksperymentu, w tym drugim przypadku,
moze byé wyznaczenie rozktadu prawdopodobiefistwa mas ziaren pszenicy. Cze-
sto upraszcza sie zadanie, wyznaczajac najwazniejsze parametry rozkladu; przede
wszystkim ,wartosé srednig”’, wokot ktorej grupuja sie masy poszczegdlnych ziaren
oraz miare rozrzutu mas wzgledem wartosci §redniej — odchylenie standardowe.
W takich przypadkach warto$é zaobserwowana, y, obcigzona jest dwoma czyn-
nikami losowymi, rozrzutem wartosci mierzonej oraz rozrzutem btedu pomiaru e
spowodowanym niedoskonaltoscia narzedzi pomiarowych, a réwnanie pomiarowe
(2.2) przyjmuje teraz postac

Y = T4 + €, (2.4)

gdzie x, jest zmienng losows charakteryzujacg mierzony obiekt, natomiast € jest
losowym btedem obserwacyi.

Przyjmujac wariancje za miare rozrzutu losowego, mozna wyr6znié trzy przy-
padki, w zaleznosci od relacji miedzy miarami rozrzutu wielkosci mierzonej i btedu
pomiaru:

a) D*[z,] < D*[e], b) D?[x,] > D?[¢], c¢) D*[z,) ~ D?[¢].

W przypadku a) miara ,rozrzutu” (np. odchylenie standardowe) wielkosci mie-
rzonej x, jest pomijalnie mata w poréwnaniu z rozrzutem bledu € narzedzia po-
miarowego i mozna ja zaniedbaé, przyjmujac, ze wielko$¢ x, ma ustalona wartos¢ —
rozpatrywane tu zagadnienie odpowiada przypadkowi, gdzie wykonuje sie pomiar
wartosci prawdziwej.

W przypadku b) rozrzut bledu e narzedzia pomiarowego mozna zaniedbaé
w poréwnaniu z rozrzutem wielkosci mierzonej, przyjmujac, ze € = const. Ozna-
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cza to, ze otrzymujemy w eksperymencie dokladne aktualne wartosci wielkosci
mierzonej zaklocone co najwyzej przez state obciazenie systematyczne Fle].
Obserwacje (wyniki pomiarow) analizuje sie w obu przypadkach, a) oraz b),
takimi samymi metodami. Jednak interpretacja jest inna. W przypadku a) mia-
ry rozrzutu obserwowanych wartoéci dotycza narzedzia pomiarowego, natomiast
w przypadku b) wielkosci mierzonej. Dla ustalenia uwagi w dalszej czesci skupiono
sie na rozpatrzeniu przypadkow a) oraz b). Przypadek ¢) wymaga okreslenia relacji
miedzy wariancjami wielko$ci mierzonej z, oraz btedu narzedzia pomiarowego €.
Jak wynika z podanych rozwazan, podstawowym narzedziem analizy obserwa-
cji sa zmienne losowe. Wyznaczenie ich opisu, jakim jest dystrybuanta lub gestosé,
wymaga jednak wielokrotnego powtarzania pomiaréw, tymczasem w praktyce
czesto ograniczono sie do pojedynczych eksperymentéw. W takiej sytuacji brak
jest odpowiedniej informacji umozliwiajacej modelowanie obserwacji za pomoca
zmiennych losowych i stosujemy w tym przypadku analize przedziatows.

2.2. Przedzialowa analiza wynikéw pomiaréow

Zalozmy, ze wartos¢ prawdziwa a jest okreslona za pomoca skali pomiarowej,
ale nie jest znana. W celu jej wyznaczenia przeprowadza sie eksperyment, w wyni-
ku ktorego otrzymuje sie wartosé zmierzong z', ktora jest oceng wartosci prawdzi-
wej a. W pomiarach bezposrednich wartos$é zmierzona x jest liczbg ,wskazywang”
przez narzedzie pomiarowe (w metrologii stosowane sa réwniez inne okreslenia:
wartos¢ wskazywana lub wynik pomiaru, natomiast w statystyce matematycznej
wartos¢ zaobserwowana lub krotko obserwacja).

Jak juz wspomniano, pomiary zwiazane sa z nieodtacznymi btedami, stad zwy-
kle warto$é zmierzona rézni sie od warto$ci prawdziwej, £ # a. Wynik pomiaru
powinien, oprocz wartosci zmierzonej, zawiera¢ oszacowanie roznicy miedzy war-
toscig prawdziwa a a wartoscia zmierzona x. Taka ocene w analizie przedziatowej,
okregla sie przez podanie gornego ograniczenia modutu bledu rzeczywistego (de-
finicja 2.1)

Definicja 2.1. Jedli z jest wartos$cia zmierzona wartosci prawdziwej a, to kazda
liczbe Ax spelniajaca warunek

|z —al < Az (2.5)
nazywa sie bledem granicznym (bezwzglednym) wartosci x.

1 W rozdziale tym wyjatkowo oznaczono wartos¢ zmierzong symbolem z, dla odréznienia
=
od biezacego argumentu mierzonej wielkosci oznaczonego symbolem z.



28 2. Wyniki pomiaréw — obserwacje

Btad graniczny jest, zgodnie z definicja podana w [42], przyktadem niepewno-
$ci pomiaru.

7 definicji btedu granicznego wynika bezposrednio, ze jesli pewna dodatnia
liczba Az jest bledem granicznym wartos$ci zmierzonej z, to kazda liczba wiek-
sza od Az jest rowniez bledem granicznym tej wartosci zmierzonej. Oznacza to,
ze bledy graniczne mozna zaokrgglaé¢ w gore. Nalezy jednak pamietaé, ze kazde
zaokraglanie prowadzi do zmniejszenia informacji o wartosci prawdziwej a, jaka
ma warto$é zmierzona x. Zaokraglanie btedéw granicznych nalezy przeprowadzaé
w ,minimalnym” stopniu.

Z nieréwnosci (2.5) wynika, ze warto$é rzeczywista nalezy do przedziatu licz-
bowego, ktorego srodek jest réwny wartoéci zaobserwowanej z, a szerokosé jest
dwukrotnie wieksza od bledu granicznego

a€ (z— Azx;z + Azx). (2.6)

Obie liczby, wartosé zmierzona oraz btad graniczny, niosg informacje o wartosci
prawdziwe;j.

Definicja 2.2. Przedzial liczbowy (z — Ax;z + Ax) zawierajacy warto$¢ praw-
dziwa a (speliajacy warunek (2.6)), nazywamy wynikiem pomiaru wartosci praw-
dziwej a i oznaczamy symbolem x £+ Azx.

7Z definicji tej bezposrednio wynika, ze wynik pomiaru z + Ax jest przedzialem
liczbowym (z—Ax; x+Ax) okreslonym przez pare liczb (z, Ax), w ktorej pierwszy
element jest wartoscig zmierzona, a drugi btedem granicznym pomiaru wartosci
prawdziwej a.

Odroznia si¢ tu pojecie wyniku pomiaru (przedzialu liczbowego) od pojecia
wartosci zmierzonej (liczby). W wielu opracowaniach, jak réwniez w mowie po-
tocznej, oba te pojecia sa utozsamiane — warto$¢ zmierzona nazywana jest wy-
nikiem pomiaru, co jest niesciste i moze prowadzi¢ do sprzecznosci.

Tak wiec pomiar w analizie przedzialowej polega na wyznaczaniu dwéch liczb
z oraz Ax. Pierwszg z nich, warto$é zaobserwowang x, odczytuje sie zwykle bezpo-
$rednio z narzedzia pomiarowego (ewentualnie koryguje sie odczyt, uwzgledniajac
zmiane warunkéw pomiaru w stosunku do nominalnych warunkéw pracy narzedzia
pomiarowego), natomiast druga, btad graniczny, wyznacza sie na podstawie infor-
macji podanej przez producenta narzedzia pomiarowego. W przypadku typowych
narzedzi pomiarowych sposob okreslenia btedu granicznego jest znormalizowany
lub okreslony zwyczajowo. Wielozakresowe woltomierze i amperomierze analogo-
we warto$¢ btedu granicznego maja podana przez tzw. klase kl, ktorg definiuje
sie sie nastepujgco:
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Definicja 2.3. Klasg kl analogowego narzedzia pomiarowego o zakresie z, nazy-
wamy najmniejsza nieujemng liczbe kl z zalozonego szeregu spelniajaca nieréw-
nos¢

Axmax

100% < ki, (2.7)

Tz
gdzie ATyax = MaX,e(o;,) |7 —al jest maksymalnym bledem bezwzglednym w za-
kresie x, (a jest prawdziwa wartoscia mierzonej wielkosci)?.

Zwykle przyjmuje sie nastepujacy szereg: ...0,1; 0,2; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 5.
Z nieréwnosci (2.7) wynika, ze jesli znana jest klasa kl, to wzgledny blad
graniczny 0z spelnia nieré6wnosé

Sz < k12, (2.8)
x

gdzie x, jest zakresem narzedzia pomiarowego, na ktéorym wykonano pomiar.
W przyrzadach analogowych wartosé klasy jest podawana w procentach (bez uzy-
wania znaku %), wtedy blad dx jest rowniez w procentach. Nieréwnosé (2.8) jest
zwykle wykorzystywana do wyznaczenia wzglednego granicznego btedu pomiaru.

2.3. Wyznaczanie bledéw granicznych
w pomiarach posrednich

Jesli pewna wielko$é fizyczna y jest zwiazana z innymi wielko$ciami z1, ..., z,
za pomocy znanej ciggtej funkcji

y=f(z1,...,20),

to wykonujac pomiary wielkosci x1,...,z, mozna wyznaczy¢ y, korzystajac ze
znajomosci funkeji f, ktéra nazywamy funkcjgo przeksztatcajgeq. Ten sposéb wy-
znaczania wielkosci fizycznych nazywany jest pomiarem posrednim wielkosci y. Na
przyklad, moc p wydzielajaca sie w rezystorze, przez ktéry ptynie prad staty <,
mozna wyznaczy¢, ze wzoru p = ir?, mierzac rezystancje r i prad i.

Przejdziemy teraz do zdefiniowania wyniku pomiaru posredniego w jezyku
przedzialowej analizy wynikéw pomiaréw.

Definicja 2.4. Niech z; + Azy,...,z,, + Az, beda wynikami pomiaréw war-
tosci prawdziwych, odpowiednio ai,...a,. Wynikiem pomiaru y £ Ay warto-
§ci prawdziwej b = f(ai,...,a,) nazywa sie najmniejszy przedzial liczbowy

2 Sg pewne przyrzady, w ktérych . nie jest zakresem, lecz innym punktem na skali.
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(y — Ay;y + Ay) = y = Ay zawierajacy wartos¢ prawdziwg b, jesli a; € z; £ Aw;,
1=1,...,n.

Zgodnie z zalozeniem funkcja przeksztatcajaca f jest ciagla, wiec taki przedziat
liczbowy (y — Ay;y + Ay) istnieje. Z definicji wynika, ze wartos¢ prawdziwa b
wielkosci y jest nie wieksza niz
M = - 2.
a;€ giiIAna?%?{i:I,...,n f(ah ’ an) ( 9)
i nie mniejsza niz
m =

flay, ... an), (2.10)

min
a;€ x, £ Az, i=1,...,n

wiec b € (m; M), przy tym jest to najmniejszy przedzial liczbowy o tej wlasnosci.
Na mocy definicji 2.2 warto$¢ zmierzona y, odpowiadajaca wartosci prawdziwej
b, jest srodkiem tego przedziatu

M
y=—"1" (2.11)
= 2
natomiast btad graniczny jego potowa
M —
Ay = — m (2.12)

Wynik pomiaru warto$ci prawdziwej b wielkosci y okreslony jest wiec wzorem
y = Ay, gdzie y oblicza si¢ ze wzoru (2.11), natomiast blad graniczny Ay ze
wzoru (2.12).

Przyklad 2.1. Przewodno$é¢ elektryczna g wyznacza sie, wykonujac pomiar rezy-
stancji r i korzystajac z zaleznosci g = 1/r. Rozwiazemy to zadanie na ogolnych
symbolach, kladac y = g oraz x = r, wiec y = f(z) = 1/x jest tu funkcja
przeksztalcajaca. Zaldézmy, ze wynik pomiaru wartosci prawdziwej a wielkosci
x wynosi z + Ax, przy czym wielkos¢ z jest dodatnia (co wynika z whasnosci
rezystancji r). Wyznaczymy z definicji wynik pomiaru y 4+ Ay wartosci prawdzi-
wej b = f(a) = 1/a. Przy tych zalozeniach maksimum M oraz minimum m sa
odpowiednio réwne

1 1

M= — _ .
z— Az’ m z+ Ax

Po podstawieniu tych zaleznosci do (2.11) otrzymuje sie warto$¢ zmierzona

Py 1 1
Q_QQ—AI’Q Tz 1622 (2.13)
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a do (2.12) blad graniczny

A
Ay = x

= i) (2.14)

pomiaru przewodno$ci g, przy czym, co tatwo sprawdzié¢, dy = dx. Ze wzoru
(2.13) wynika, Ze otrzymana z definicji warto§¢ zmierzona y rézni sie od wartosci
f(z) = 1/z otrzymanej przez podstawienie wartosci zmierzonej w miejsce argu-
mentu funkcji przeksztatcajacej f — jak to si¢ zwykle robi. Wiec zaleznos¢ y = 1/x
jest tylko przyblizong oceng wartosci zmierzonej y. Blad tego przyblizenia dazy
do zera, gdy btad wzgledny pomiaru dx — 0. Jednak przy duzych btedach pomia-
ru, na poziomie kilkadziesiat procent, przyblizenie y = 1/z moze by¢ zbyt duze
i nalezy stosowa¢ doktadny wzor (2.13). - O

Warto$é zmierzona i blad pomiaru dla funkcji liniowej?
y=f(x1,...,2n) = po+p121+ ...+ pnpn, w R i=0,1,...,n. (2.15)

Jesli wartosci prawdziwe aq, . .., a, wielkosci x1, ..., x, sa dodatnie, to na mocy
wzoru (2.9) otrzymuje sie

M = po + pa(zy +sign(pn)Azq) + ... + pn(,, + sign(un) Azy), (2.16)

a na mocy (2.9)

m = po + p1(zy —sign(pa)Azy) + ...+ pn(z, — sign(pn)Azy), (2.17)

gdzie sign(p) = 1 dla p > 0, sign(u) = —1 dla p < 0 oraz sign(0) = 0. Na mocy
(2.11) warto$¢ zmierzona y jest rowna

y=po+mzy + ..+ pinZy, = f2g, ., zp). (2.18)

Ze wzoru (2.18) wynika wazny wniosek, ze dla funkcji liniowej warto$¢ zmierzona
y jest obrazem wartosci zmierzonych zy, ..., z,, funkcji przeksztalcajacej f.

Po podstawieniu (2.16) i (2.17) do (2.10) otrzymuje si¢ nastepujacy wzor na
btad graniczny funkcji liniowej

Ay = |p1|Azy + |p2|Azg + ..+ |un| Az, (2.19)

3 W algebrze liniowej zalezno$é (2.15) nazywana jest funkcja afiniczna.
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Wyrazenia (2.18) i (2.19) okreslajace transformacje wynikow pomiaréw sa bar-
dzo proste. Dlatego w praktyce wykorzystuje sie je do przyblizonego wyznacza-
nia wynikéw pomiaréw w pomiarach posrednich, réwniez dla nieliniowych funkcji
przeksztatcajacych. Mozna to uzasadni¢ tym, ze zwykle wyniki pomiaréw okre-
slaja ,waskie” przedzialy liczbowe, a funkcje przeksztatcajace, f, sa ,regularne”
i w obszarze okreslonym przez btedy pomiaru mozna je aproksymowaé funkcja
liniowa rozwijajac w szereg Taylora w punkcie (z4,...,z,), stad

of

0
y:f(xlv"'axn)%f(xl""’$n)+8:£(xl_xl)+' 8$n( _In)v (2'20)

gdzie pochodne sa obliczane dla x; = z;.
Wspotcezynniki funkeji (2.15) okreslone sa wzorem

of 1=1

MZ:8x1/7 )

.. (2.21)

Na mocy (2.18) otrzymuje si¢ wzoér okredlajacy wartos¢ zmierzong y wielkosci y

y%f(gla'-win)a (222)

natomiast ze wzoroéw (2.19) oraz (2.21) btad graniczny wyznaczenia y

f | o af

Ay ~
y= Dy Y

f‘A + Azg+ ...+ Azy,. (2.23)

o

Zwyczajowo w wyrazeniach (2.22) i (2.23) stosuje si¢ znak réwnosci.

Wzory (2.22) i (2.23) sa podstawa obliczania wynikéw pomiaréw tak zwana
metoda rdzniczki zupelnej. Metoda ta jest znacznie prostsza rachunkowo niz
obliczanie wynikéw pomiaréw bezposrednio z definicji (poprzez obliczanie
maksimum M oraz minimum m) i dlatego jest powszechnie stosowana. Jednak,
nalezy pamietaé, ze

metoda rozniczki zupelnej jest metodg przyblizong, odpowiednio doktadng

jedynie, gdy funkcja transformujgca f jest w obszarze okreslonym przez

wyniki pomiaréw w przyblizeniu liniowa.

Przyktad 2.2. Obliczymy wynik pomiaru (warto$¢ zmierzona i blad graniczny)
metoda rézniczki zupelnej dla funkcji przeksztalcajacej, y = f(x) = 1/x z przy-
ktadu 2.1. Warto$¢ zmierzona metoda rézniczki zupetnej (2.22) wynosi y = 1/z,
wiec jest rozna od wartosci (2.13) otrzymanej z definicji. Roznica ta zalezy od
bledu wzglednego dx i jest tym mniejsza, im mniejszy jest btad pomiaru.
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Btad bezwzgledny (graniczny) obliczony metoda rozniczki zupetnej (2.23) wy-

nosi of A
x
Ay =|=—|Ax = —
Y ‘8:6‘ 22
i jest rowniez rozny od wartosci (2.14) tego bledu otrzymanego z definicji. Roznica
ta jest tym mniejsza, im blad pomiaru dx jest mniejszy. O

Metoda rozniczki zupelnej jest podstawowym narzedziem analizy pojedyn-
czych wynikéw pomiaréw. Omoéwienie wlasnosci tej metody oraz przyktady za-
stosowania mozna znalez¢ w podrecznikach metrologii. Podstawy matematyczne
oparte na analizie przedzialowej podal Muciek [79]. Przejdziemy teraz do mode-
lowania wynikéw pomiaréw za pomoca zmiennych losowych.






Rozdzial 3

Zmienne losowe — model wynikéw pomiaréow

Jesli obserwowane w trakcie eksperymentu wartosci wykazuja znaczacy charak-
ter losowy, to naturalnym narzedziem analizy takich danych jest rachunek praw-
dopodobienstwa, a wtasciwym modelem takich obserwacji jest zmienna losowa.
Pozwala to na wykorzystanie bogatego dorobku rachunku prawdopodobienistwa
i statystyki matematycznej. W rozdziale tym oméwiono podstawy matematyczne
zmiennych losowych, ich wtasnosci oraz sposéb wykorzystania do modelowania
wynikow pomiaréw. Przedstawione zostang réwniez elementy statystyki opisowej
— metody wstepnego opracowania danych eksperymentalnych, bez postugiwania
sie rachunkiem prawdopodobienistwa.

3.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

Niech {Q, A, P} bedzie przestrzenia probabilistyczna, w ktorej €2 jest zbiorem
zdarzen elementarnych, A zbiorem zdarzen losowych (rodzina podzbioréw zbioru
zdarzen elementarnych, A C 2), natomiast P miara probabilistyczna.

Definicja 3.1. Kazda funkcje z(w) : © — R, okreslong na zbiorze zdarzen ele-
mentarnych 2 o warto$ciach w zbiorze liczb rzeczywistych R, spelniajacg naste-
pujacy warunek: dla dowolnej liczby © € R zbiér tych zdarzen elementarnych,
ktore spelniaja nieréwnosé z(w) < x jest zdarzeniem losowym, co mozna zapisac
krotko {w : z(w) < z} € A — nazywa si¢ zmienng losowq.

Dla uproszczenia zapisu, jeSli nie powoduje to niejednoznacznodci, zmienng
losowa z(w) zapisuje sie krotko symbolem x, pomijajac argument w. Symbol x
oznacza zaréowno zmienna losowa (funkcje z(w)), jak i jej realizacje (zaobserwo-
wang warto$¢). Aktualne znaczenie symbolu wynika bezposrednio z tekstu.

W pomiarach wielkosci fizycznych €2 jest zbiorem standéw systemu pomiaro-
wego. Zmienna losowa jest definiowana, w tym przypadku, w sposéb naturalny
jako funkcja x(w), ktora okreslonemu stanowi w systemu pomiarowego przypo-
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rzadkowuje liczbe rzeczywista, zwykle jest to wskazanie narzedzia pomiarowe-
go. Liczbe t¢ nazywa sie wielkosciq zaobserwowang lub obserwacjg (w metrologii
uzywany jest rowniez termin warto$¢ zmierzona). Zmienna losowa, ktora opisuje
prawdopodobieristwo pojawienia sie okreslonych liczb w pomiarze wartosci praw-
dziwej a jest matematycznym modelem wyniku pomiaru (obserwacji). W analizie
probabilistycznej wynik pomiaru jest zmienna losowa, podczas gdy w analizie
przedzialowej wynik pomiaru jest przedzialem liczbowym zawierajacym wartosé
prawdziwa.

Zmienng losowa x(w) charakteryzuje sie za pomoca dystrybuanty, ktora jest
funkcja F(z) : R — (0; 1) zdefiniowana wzorem

F(z) = P{z(w) < x}. (3.1)

Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca; przyjmuje wartosci z przedziatu (0;1);
ponadto F(—o0) = 0 oraz F(oc0) = 1.

Szczegblng role w analizie danych pelnia zmienne losowe absolutnie ciggte, tj.
takie, dla ktorych dystrybuanta F'(x) ma pochodna w calym obszarze okreslono-
$ci, z wyjatkiem, co najwyzej przeliczalnej liczby punktéw. Pochodng dystrybu-
anty

f(x) = F'(x) (3.2)

nazywa sie funkcjg gestosci lub krétko gestoscig zmiennej losowej x. Zmienna
losowa jest okreslona, jesli znana jest jej dystrybuanta lub gestosé. Gestosé okresla
nastepujace réwnanie

| s@ds=1,

ktore wynika bezposrednio z wtasnosci dystrybuanty, F'(4+00) — F(—o00) = 1.

Dalej podano przyktady zmiennych losowych, ktére odgrywaja wazna role w
analizie danych eksperymentalnych.

Rozklad jednostajny. Zmienna losowa, ktorej gestosé jest stala w przedziale
(c;d), a poza nim jest rowna zeru, nazywa si¢ zmienng losowa o rozktadzie jedno-
stagnym. Zwykle, jako punkt wyjscia definiuje sie rozktad jednostajny na odcinku
(—0,5;0,5), ktorego gestosé jest rowna

_J 1, gdy |z <0,5,
)= { 0, gdy|z|>0,5. (3.3)
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Rozklad normalny. Zmienna losowa ma rozktad normalny, jesli jej gestosé
okreslona jest wzorem

(3.4)

Tak wiec zmienna losowa x o rozktadzie normalnym indeksowana jest dwoma
parametrami p oraz o, co zapisuje sie krotko z ~ N(u,0). Parametry te maja
wazne interpretacje, a zwlaszcza sa ,momentami” zmiennej losowej. Parametr u
jest punktem, w ktorym gestosé f(z) osiaga maksimum, a ponadto jest ona sy-
metryczna wzgledem tego punktu. Parametr o okresla smukloéé gestosci — czym
parametr o jest mniejszy, tym krzywa okreslona wzorem (3.4) jest smuklejsza,
a to oznacza, ze obserwowane wartosci skupiaja sie blizej wartosci oczekiwanej p.

Rozktad normalny, ktérego parametry wynosza u = 0 oraz ¢ = 1, tj. = ~
N(0,1) nazywamy standaryzowanym rozktadem normalnym.

Opracowano kilka modeli matematycznych, ktore uzasadniaja wystepowanie
rozktadu normalnego w praktycznych sytuacjach. Sa to: model Moivera—Laplace’a
[29], w ktorym rozklad normalny jest granica rozkladu dwumianowego, model
Herschela [89], w ktorym model normalny pojawia sie jako rozklad strzalow do
tarczy, model Hagena [89] opracowany dla teorii btedow. Ciekawa graficzna ilu-
stracja uzasadniajaca wystepowanie rozktadu normalnego jest tak zwana ,tablica
Galtona”, ktora mozna uwazacé za ilustracje modelu Moivera—Laplace’a.

Wazna role odgrywaja zmienne losowe, ktore sa funkcjami zmiennych losowych
o rozktadzie normalnym. Najwazniejsze z nich to:

Rozklad x?. Zmienna losowa ma rozktad X2 z n-stopniami swobody, je-
$li jest suma kwadratéw n niezaleznych standaryzowanych zmiennych losowych,

Z1,...,Tn, o rozkladzie normalnym, z; ~ N(0, 1), wiec
Xn=ai+ah 4ot (3.5)

Rozklad Studenta. Zmienna losowa t,, ma rozktad t Studenta z n-stopniami
swobody, jesli jest okreslona wzorem

o

t, = ) (3.6)
1.2
vV nXn
gdzie xq oraz x1, ..., x, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o standaryzowanym

rozktadzie normalnym.
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Rozklad Snedecora. Zmienna losowa F), ,, ma rozktad Snedecora' z (n,m)
stopniami swobody, jesli
1
nX
Fom = -t ; ) (3.7)

me

gdzie x2 oraz x2, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie x?.
Rozktady te beda wykorzystywane w dalszej czesci monografii.

3.2. Charakterystyki liczbowe zmiennych losowych

Gestosé jest doktadnym opisem zmiennej losowej, jednak do oceny jej wlasno-
$ci bardzo przydatne sa charakterystyki liczbowe, z ktorych najczesciej spotyka-
ne to: momenty zwykte, momenty centralne, wariancja, odchylenie standardowe,
wspolezynniki korelacji, wspotezynnik asymetrii (skognosé), wspotezynnik splasz-
czenia (curtosis), wartos¢ modalna, mediana, kwartyle, decyle, fraktyle; ponadto
parametry statystyk opisowych: §rednia arytmetyczna, srednia harmoniczna, sred-
nia geometryczna, $rednia trymowana (trymmed mean), moda dyskretna, mediana
dyskretna. Oméwimy wybrane parametry zmiennych losowych.

3.2.1. Podstawowe parametry zmiennych losowych

Zaczniemy od dwoéch podstawowych parametréw zmiennych losowych, jaki-
mi sa: wartos¢ oczekiwana i wariancja. Wartosé oczekiwana zmiennej losowej x,
nazywana rowniez warto$cig przecietng, zdefiniowana jest wzorem

=p= /O:o xf(x)dx. (3.8)

Warto$é oczekiwana ma nastepujace wlasnodci:

El] = ¢
Elax +b] = aE[z]+0b,
Elz+y] = Efz]+ Elyl,
yl

Elx

gdzie a, b, ¢ sa stalymi liczbowymi.

= FE[z|E[y], gdy x oraz y sa (losowo) niezalezne,

! Nazywany rowniez rozktadem F Snedecora—Fishera.
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Wariancjq D?[x] zmiennej losowej x nazywa sie wartoéé oczekiwana kwadratu
odchylenia zmiennej losowej od jej wartoéci oczekiwanej

D*[z] = Bl(z — n)?. (3.9)

Wariancja jest miarg rozproszenia zmiennej losowej wokoé!t jej wartosci oczekiwa-
nej. Pierwiastek z wariancji nazywany jest odchyleniem standardowym i oznaczany
symbolem o = D[z]. Wariancja ma nastepujace wlasnosci:

D3[c] = 0,
D?[ax +b] = a*D*[x],
D[z +y] = D*z]+ D?[y], gdy = oraz y sa (losowo) niezalezne,

gdzie a, b, ¢ sg stalymi liczbowymi.

Dla rozktadu normalnego N(u, o), warto$¢ oczekiwana jest parametrem pu,
E[r] = p, natomiast drugi parametr rozkladu jest wariancja D?*[z] = o2 (lub
odchyleniem standardowym o).

Dla rozktadu jednostajnego o gestosci (3.3) wartos¢ oczekiwana i wariancja sa
réwne odpowiednio

1
E[z] =0, D?*x]= o (3.10)
dla rozktadu x2
Elz] =n, D?[z] = 2n; (3.11)

natomiast dla rozktadu ¢, Studenta o n stopniach swobody

Elz] = 0, gdy n>1,

D?z] = L, gdy n>2; (3.12)
n—2
dla n = 1 wartos$¢ oczekiwana, a dla n < 2 wariancja, nie sg okreslone.
Warto$é oczekiwana i odchylenie standardowe sa wykorzystywane do opisu
parametréw wynikow pomiaréw w metrologii. Jesli zmienna losowa x reprezentuje
wynik pomiaru wartosci prawdziwej a, to réznice

A% = E[z] — a, (3.13)

nazywamy biedem lub obcigzeniem systematycznym wyniku pomiaru. Zwykle war-
tos¢é prawdziwa nie jest znana, wiec nie mozna bezpos$rednio wyznaczy¢ btedu
systematycznego ze wzoru (3.13). Jesli jednak mozna oceni¢ wartos¢ prawdziwa
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z doktadnoscia znacznie wigksza niz odchylenie standardowe o = Dlx], na przy-
ktad wykorzystujac odpowiednio doktadne narzedzie pomiarowe, to podstawiajac
we wzorze (3.13) te ocene zamiast a, mozna oszacowac wartos¢ btedu systematycz-
nego. W metrologii odchylenie standardowe o zmiennej losowej opisujacej wynik
pomiaru nazywane jest niepewnoscig pomiaru, natomiast wielokrotnosé odchyle-
nia standardowego ko niepewnosciq rozszerzong (por. [42]).

3.2.2. Momenty zmiennych losowych

Uogoblnieniem wartosci wartosci oczekiwanej i wariancji sa momenty zmiennych
losowych.

Momentem (zwyktym) rzedu k (k = 0,1,...) zmiennej losowej = nazywa si¢
liczbe

my, = Elat] = / T f(a)de (3.14)

Moment zwykly zerowego rzedu jest réwny jeden, mg = 1, natomiast moment
zwykly rzedu jeden jest wartoscia oczekiwana zmiennej losowej, m; = E[z] = p.

Duze zastosowanie znajduja réwniez momenty centralne okreslajace odchylenie
wzgledem wartosci oczekiwanej. Momentem centralnym rzedu k nazywa sie liczbe

o0
e = El(x — p)¥] = / (@ — ) fx)dz, k=0,1,... (3.15)
—0o0

Moment centralny zerowego rzedu jest réwny jeden, pug = 1, moment centralny
pierwszego rzedu jest réwny zeru, p; = 0, natomiast moment centralny drugiego
rzedu jest wariancja us = D?[x].

Dla rozkladu normalnego, x ~ N(0,0), o zerowej wartosci oczekiwanej, mo-
menty centralne sa rowne momentom zwyklym i przyjmuja wartosci [65]

(3.16)

1x3x5x---x(k—1)0* gdy k jest parzyste,
e = Mg = L
0, gdy k jest nieparzyste.

Tak wiec wszystkie nieparzyste momenty centralne zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym sa réwne zeru, natomiast momenty parzyste rézne od zera. W szcze-
golnogci trzeci moment pu3 = 0, a czwarty g = 30*. Wyniki te stanowia podstawe
definicji dwoch miar okreslajacych ,odleglto$é” badanej zmiennej losowej od rozkta-
du normalnego, sa to: ,wspotczynnik asymetrii” oraz ,wspotczynnik sptaszczenia”.

Wspotczynnik asymetrii (nazywany rowniez skosnosciq) zdefiniowany jest wzo-

rem
_ K3
o3’

gl (3.17)
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Dla rozkladéw symetrycznych wspoélczynnik asymetrii 41 = 0. Mianownik o jest
tu wprowadzony w celu normalizacji.

Drugi parametr, nazywany wspdtczynnikiem sptaszczenia lub kurtozgq, jest mia-
ra splaszczenia rozkladu wzgledem rozktadu normalnego i zdefiniowany jest wzo-
rem

gdzie py4 jest czwartym momentem centralnym, a o odchyleniem standardowym
rozktadu. Dla rozktadu normalnego kurtoza réwna jest zeru; dla rozktadu bardziej
,Spiczastego” niz rozktad normalny kurtoza jest wieksza od zera, a dla bardziej
.plaskiego” mniejsza od zera 2.

Innym parametrem zmiennych losowych jest réwniez warto$é modalna, nazy-
wana rowniez modg. Jest to liczba, dla ktorej gestosé f(x) osiaga maksimum.

Fraktyle. Uzytecznymi parametrami zmiennych losowych znajdujacymi za-
stosowanie w analizie danych eksperymentalnych sa fraktyle (nazywane réwniez
kwantylami) definiowane nastepujaco:

Fraktylem zmiennej losowej o dystrybuancie F'(z) nazywa si¢ liczbe x4 spel-
niajaca réwnanie

F(zg) =q, q€(0;1). (3.19)

Fraktyl x, dzieli o$ liczbowa na dwa podprzedzialy (—oo; x,) oraz (z4; 00) dla
ktorych prawdopodobienistwo, ze warto$é zmiennej losowej nalezy do pierwszego
przedzialu jest réwne ¢, a do drugiego réwne 1 — q.

Przyjmujac rozne wartosci liczby ¢ we wzorze (3.19), otrzymuje sie rozne frak-
tyle, zwtaszcza dla ¢ = 0,5 otrzymuje sie mediane

F($075) = 0, 5, (3.20)

ktora dzieli o$ liczbowa na dwa obszary o jednakowym prawdopodobienstwie.
Mediana stanowi podstawe konstrukcji waznej klasy ,statystyk odpornych”.
Innymi fraktylami sa kwartyle i decyle. Rozrozniamy: kwartyl dolny xo 25
i kwartyl gorny o 75 oraz decyle, xo1,0.2,...,%0,9, ktore sa fraktylami o war-
tosciach ¢ = 0,1; 0,2;...;0,9. Fraktyle znajduja zastosowania do prezentacji
graficznej zmian zmiennych losowych, np. szybkosci wzrostu dzieci, roélin itd.

2 Jedli 42 = 0, to mowi sie, ze rozklad jest mezokurtyczny; jesli 42 > 0, rozklada leptokur-
tyczny; a jesli y2 < 0, platokurtyczny.
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3.2.3. Statystyki opisowe

Zanim przejdziemy do dalszej analizy zmiennych losowych przedstawimy wy-
brane elementy statystyki opisowej, ktora zajmuje sie wstepna analiza danych bez
bezposredniego wykorzystania rachunku prawdopodobienstwa. Niektére z nich
maja zwiazek z parametrami zmiennych losowych, np. sa ocenami tych para-
metrow.

Srednia arytmetyczna. Sredniq arytmetyczng ciagu x1,...,T, hazywamy
liczbe

En:x (3.21)

Wykazano, ze srednia arytmetyczna jest ,najblizej” potozonym punktem od
Z1,...,Ty, W sensie metryki euklidesowej. W tym celu wyznacza sie taka ocene a
parametru a, ktéra minimalizuje réznice kwadratéw

Dodajac i odejmujac warto$¢ srednig & w nawiasie prawej strony powyzszego
réwnania otrzymuje sie:

Qa) = Y (& —2)+ (@ —a)

-

.
Il
fa

n

(i —7)* +2(Z — a) Z(ZL‘Z —Z) +n(Z — a)?
=1

I

-
I
—

(z; — )% 4+ n(Z — a)?, (3.22)

I

s
I
—

gdzie przy przejéciu od przedostatniego do ostatniego wyrazenia wykorzystano
rownosé > i (x; — ) = 0.

Wyrazenie (3.22) osiaga minimum wzgledem a dla a = Z, a wiec wartosé
$rednia minimalizuje sume kwadratéw réznic. Ta wlasno$é wartodci sredniej prze-
mawia za stosowaniem metody najmniejszych kwadratow.

Mediana proéby. Niech x1,xo, ..., z, bedzie prébg prostq — ciggiem n nieza-
leznych obserwacji zmiennej losowej o dystrybuancie F'(z). Obserwacje te porzad-
kuje sie wzgledem wzrastajacych wartosci, tworzac ciag

Z(1) < Z(2) <0 < Z(n)- (3.23)
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Mediang x,, proby xi,x2,...,x, nazywa si¢ Srodkowa liczbe w uporzadkowa-
nym ciggu obserwacji, gdy n jest liczba nieparzysta albo $rednig arytmetyczng
dwoch srodkowych liczb, gdy n jest liczba parzysta, wiec

ntly, d 1 ste,
. :{ T(ntl) gdy mn nieparzyste (3.24)

3(T(nj2) + T(nj2+1)), gdy n parzyste.

Mediana proby x,, wzor (3.24), jest oceng mediany x5, wzor (3.20), zmiennej
losowej x.

Przyktad 3.1. Por6wnamy wartosci érednie z warto$ciami mediany proéby dla
kilku ciagéw obserwacji, co pozwoli na poznanie ich wlasnosci. Zatézmy, ze do-
konano pieciu pomiaréw, ktore po uporzadkowaniu tworza zbior {1,2,3,4,5}.
Wartosé srednia i mediana préby wynosza odpowiednio

T =3, $m:$(3):3~

Tak wiec wartosé srednia jest rowna medianie, T = x,,.

Jesli dotaczy sie nowy pomiar o wartosci réwnej 0, to otrzyma sie probe ztozona
z szesciu elementow, {0, 1,2,3,4,5}, a jej wartosé srednia oraz mediana, na mocy
(3.24) wynosza, odpowiednio

r=2,5, x,=0, 5(33(3) + 1’(4)) = 2,5.

Ponownie wiec wartos¢ srednia okazata sie by¢ rowna medianie. Rownosé wartosci
$redniej i mediany nie jest tu przypadkowa — wynika z symetrii obu proéb.
Zalozmy teraz, ze wykonano kolejny, siédmy, pomiar i otrzymano wynik
z(7y = 97 — znacznie odbiegajacy od pozostalych; stad zbiér pomiaréw jest teraz
rowny {0,1,2,3,4,5,97}; wartos¢ $rednia i mediana wynosza odpowiednio

z = 16, T =0, 5(.%'(3) + $(4)) =2,5.

Wartosé srednia ulegla znacznej zmianie, co wynika z duzej jej wrazliwosdci na
yodstajace obserwacje” — jest to cecha ocen najmniejszych kwadratéow. Natomiast

mediana nie zmienita sie. Zauwazmy, ze jesli x7 > max{x1,...,zs}, to wartosé
7 nie zmienia wartosci mediany. Ten przyklad pokazuje podstawowa wlasnosé
mediany jaka jest ,,odpornos¢” na odstajace obserwacje. O

Analogicznie do mediany proby mozna konstruowaé fraktyle proby, np. kwartyl
dolny proby. Pozostawiamy czytelnikowi wyprowadzenie wzoréw.
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Omoéwimy jeszcze dwie Srednie znajdujgce zastosowania w analizie danych,
a mianowicie $rednig geometryczng i $rednig harmoniczng.
Sredniq geometryczng g dodatnich liczb x1,. .., x, nazywa sie liczbe

(3.25)

Jesli wszystkie z; > 0, to logg = % iy log z;. Srednia geometryczna znajdu-
je zastosowanie w ekonomii. Jesli, na przyktad w kolejnych czterech kwartatach
wzrost pewnej kwoty pieniedzy wynosi: 1,09; 1,06; 1,051 1,06 w stosunku do kwoty
z poprzedniego kwartatu, to $redni roczny wskaznik wzrostu tej kwoty jest srednig
geometryczna z kolejnych wzrostow.

Sredniq harmoniczng h, roznych od zera liczb z1,. .., z, nazywa sie odwrot-
no$é¢ dredniej arytmetycznej odwrotnosci tych liczb

131\
h (n ; xz> : (3.26)
Przyktad 3.2. Samoch6d przebyt droge ztozona z trzech odcinkéw, z ktoérych
kazdy ma dtugos¢ s. W kolejnych odcinkach poruszal sie z predkosciami vy, vo
i v3. Jaka jest Srednia predkos¢ pojazdu na odcinku 3s?

Rozwigzanie.

Czas potrzebny do przebycia i-tego odcinka wynosi t; = s/v;, i = 1,2, 3, wiec
czas potrzebny na przebycie catej drogi 3s jest rowny t = t; + to + t3. Srednia
predkos¢ vs na catej drodze jest réwna stosunkowi calej drogi, 3s, do catego czasu
t, wiec

3s 3s 1

- T s S s = )
I I T IEL I
U1 V2 U3 3\ V9 U3

Vs —

gdzie przy przejsciu od przedostatniego do ostatniego wyrazenia uproszczono dro-
ge s. Ze wzoru tego wynika, ze $rednia predkos¢ v jest rowna Sredniej harmonicz-
nej h predkosci w poszczegdlnych odcinkach drogi. O

3.3. Wektory losowe

Ciag zmiennych losowych {z;} = x1,...,x, okreslonych na tej samej przes-
trzeni probabilistycznej nazywa sie wektorem losowym i oznaczany jest symbolem
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X = [z1,m2,...,2,)7. Wartoscig oczekiwang E[X] wektora losowego X nazywa
sie wektor, ktérego elementami sg wartosci oczekiwane

E[X] = [Elx1], E[xa, . .., Elan]]"

poszczegdlnych zmiennych losowych.
Miarg zaleznosci losowej dwodch zmiennych losowych = oraz y jest kowariancja
zdefiniowana wyrazeniem

cov[z, y| = oay = El(x — E[z])(y — Ely])]; (3.27)
natomiast unormowana miara zaleznosci losowej jest wspotczynnik korelacyi

p= Lv[x’y], (3.28)
O30y

gdzie o, oraz o, sa odchyleniami standardowymi zmiennych losowych, odpowied-
nio x oraz y.
Wspotczynnik korelacji spelnia nieréwnosé

-1<p<L

Moéwimy, ze zmienne losowe x oraz y nie sq¢ skorelowane, gdy p = 0. Jesli
|p| = 1, to z prawdopodobieristwem 1 miedzy zmiennymi losowymi z i y spelniona
jest zalezno$é

P{y=ax +b} =1.
Zachodzi wazne twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Jedli zmienne losowe z i y sa losowo niezalezne, to
coviz,y] = p=0.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe — z tego, ze wspolczynnik korelacji
zmiennych losowych x i y réwny jest zeru, nie wynika, ze sa one losowo niezalezne.
Jedli jednak wspotezynnik korelacji p = 0 oraz wektor losowy [x,y]? ma rozklad
tacznie normalny, to = i y sa losowo niezalezne [65]. Wlasnosé ta wskazuje na
spos6b badania niezaleznosci losowej. Jesli chcemy sprawdzié, czy zmienne losowe
x 1 y sa niezalezne na podstawie ciagu obserwacji {(z;,y;)}, to nalezy w tym
celu wyznaczy¢ wspolczynnik korelacji z proby i sprawdzié¢, czy mozna przyjaé
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hipoteze, ze jest on rowny zeru oraz zbadaé hipoteze, ze obserwacje {x;} oraz {y;}
sg realizacjami zmiennych losowych o rozktadzie normalnym. Pozytywny wynik
obu testow wskazuje, ze obserwacje sg realizacjami dwoch niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach normalnych.

Odpowiednikiem wariancji zmiennej losowej jest dla wektora losowego
X = [x1,...,2,)T macierz kowariancji (nazywana réwniez macierzq wariancyj-
no-kowariancyjng), ktora okreslona jest wzorem

011 012 "' Oln
pIxX) = TR TR T (329)

Onl On2 -+ Onn
gdzie o35 = cov|z;, z;] sa kowariancjami zmiennych losowych z; oraz z;,
1,7 = 1,...,n. Zauwazmy, ze oy = O‘ZZ, co oznacza, ze kowariancja zmiennej

losowej wzgledem siebie jest jej wariancja.
n-wymiarowy wektor losowy X ma rozktad normalny, jesli jego gesto$é¢ okre-
$lona jest wzorem

F(r .y n) = M exp(—yl@— W S @), (330)

gdzie p = E[X] jest wektorem wartosci oczekiwanych, a ¥ = D[X] jest macie-
rza kowariancji wektora losowego X. n-wymiarowy wektor losowy o rozktadzie
normalnym oznaczany jest symbolem N, (u, ).

Szczegoblnie duze zastosowanie ma dwuwymiarowy rozktad normalny, ktorego
funkcja (wzor (3.30) dla n = 2) jest okreslona wzorem

1
f@y) = 2100y l—p2><
1 _ $2 — Ly _ _ 2
xexp{_2<1_p2) l(x 05 PG ng((,z M) |, (w Uﬂy) H

T

(3.31)

gdzie symbole x1 i w2 zostaly zastapione symbolami, odpowiednio x i y; pig 1 fiy
sg wartosciami oczekiwanymi, a o, i 0, odchyleniami standardowymi zmiennych
losowych, odpowiednio x i y; natomiast p jest wspoélczynnikiem korelacji tych
zmiennych. Gestosé¢ f reprezentuje powierzchnie w przestrzeni R3, ktorej maksi-
mum jest w punkcie (g, ity), natomiast przekroje plaszczyzng pozioma, lezaca
ponizej maksimum funkcji f sg elipsami. Nachylenie osi elips zalezy od wspo6t-
czynnika korelacji.
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3.4. Wyznaczanie rozkladu zmiennej losowej

Przedstawimy procedure wyznaczania rozktadu, funkeji gestosci f(x) lub dys-
trybuanty F'(x), badanej zmiennej losowej na podstawie zaobserwowanych jej war-
tosci 1, . .., x,. Stosowane sa do tego celu testy zgodnosci [66]. Testem zgodnosci
nazywany jest test do weryfikacji hipotezy dotyczacej zgodnosci zbioru realizacji
Z1,...,%y 7 rozkltadem hipotetycznym. Procedure wyznaczania rozktadu mozna
podzieli¢ na dwa kroki. W pierwszym okreslana jest rodzina, zwykle parame-
tryczna, do ktorej nalezy gestosé lub dystrybuanta, natomiast w drugim kroku
estymowane sa parametry i sprawdzana jest hipoteza, ze obserwacje pochodza ze
zmiennej losowej o zatozonym rozktadzie.

Jesli nie ma informacji a priori o rozkladzie, to nalezy okresli¢ klase funkcji
na podstawie obserwacji — proby. Do tego pomocny jest histogram lub wykres

dystrybuanty empirycznej. Dystrybuantg empiryczng proby x1, ..., T, nazywamy
funkcje
0 dla z< (1),
k
Fe(x) = — dla L) ST < T(t1), 1<k<n—1, (3.32)
n
1 dla z>xy),

gdzie x(1) < - -+ < x(y) jest uporzadkowanym ciagiem.

Na podstawie ,ksztaltu” histogramu lub dystrybuanty empirycznej nalezy po-
stawi¢ hipoteze, ze zmienna losowa nalezy do okreslonej rodziny rozktadéw, na
przyktad, ze jest zmienna losowa o rozkltadzie normalnym. Hipotetyczng gestosé
oznaczymy symbolem fo(z), a jej dystrybuante symbolem Fy(x). Nastepnie, wy-
korzystujac testy zgodnosci, sprawdzamy ,odlegtos¢” hipotetycznej dystrybuanty
Fy(z) od empirycznej dystrybuanty Fe(z) lub odlegtosé hipotetycznej gestosci
fo(x) od empirycznej fe(z). Jesli ta odleglosé jest ,mata” — nie przekracza war-
tosci krytycznej — to formutuje sie wynik testu nastepujaco ,nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy“, a jesli jest wieksza niz warto$é krytyczna, to hipoteze od-
rzucamy — przyjmuje sie, ze zmienna losowa nie nalezy do zaltozonej rodziny roz-
ktadéw. Poniewaz préba nigdy nie dostarcza catkowitej informacji o zbiorowosci,
wiec odpowiedZ obarczona jest pewnym ryzykiem. Mozna odrzuci¢ weryfikowana
hipoteze wtedy, gdy jest ona w rzeczywistosci prawdziwa (blad pierwszego rodzaju
nazywany réowniez poziomem istotnosci testu) lub przyjaé¢ weryfikowana hipoteze
jako prawdziwa, podczas gdy jest ona falszywa (blad drugiego rodzaju).
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W testach zgodnosci stosowane sa rozne miary (metryki) odlegtosci funkcji.
Najczesciej wykorzystywana jest metryka L

Ay = sup |Fe(x)— Fo(x)| (3.33)
—oo<xr <00
lub metryka Lo
o= [ fula) - fo(a)? o (3.34)

Metryka A; stosowana jest zwykle do badania odleglo$ci dystrybuant i na tej
podstawie zbudowany jest test Kolmogorowa, natomiast druga metryka, Ao, sto-
sowana jest zwykle do badania odleglosci gestosci i na tej mierze oparty jest test
x2. Omoéwiono test zgodnosci x?, ktory jest uniwersalnym testem przeznaczonym
do badania réznych rozkltadéw oraz tak zwane testy normalno$ci przeznaczone do
testowania hipotezy, ze proba pochodzi ze zmiennej losowej o rozktadzie normal-
nym.

3.4.1. Test zgodnosci x>

Test x? opracowany przez Pearsona w 1900 r. [86] stuzy do weryfikacji hipo-
tezy Hy, ze obserwowany ciag obserwacji x1, ..., 2, pochodzi z proby o gestosci
fo(x). W tescie tym bada sie ,odlegtos¢” hipotetycznej gestosci od histogramu
sporzadzonego na podstawie zaobserwowanych danych. Rozpoczniemy od podania
wskazéwek utatwiajacych sporzadzenie histogramu.

Zalozmy, ze dokonano m obserwacji xi,...,xT, zmiennej losowej z. Obser-
wacje te nalezy pogrupowaé w klasy — przedzialy liczbowe — za pomocy gra-
nic go, g1, - - -, gk; j-ta klasa ma granice gj_1 i g; (jest przedziatem liczbowym
(9j—1595)), gdzie k oznacza liczbe klas. Liczba tych obserwacji, ktore naleza do
Jj-tej klasy nazywa si¢ licznosciq klasy i oznacza symbolem n;. Licznodci speiniaja
warunek ny + ng + - - - + ng = n. Zalecana liczba klas k-histogramu wynosi [66]

k~ /n, (3.35)

przy czym nie stosuje si¢ wiekszej liczby klas niz 30. Za dtugosé klasy b (szerokosé
przedzialu) przyjmuje sie

b~ —,
k
gdzie R = Tmax — Tmin = T(n) — (1) jest rozstepem proby. Zeby wszystkie obser-
wacje znalazlty sie w klasach powinna by¢ spelniona nieréwnosé bk > R.



3.4. Wyznaczanie rozktadu zmiennej losowej 49

Histogram sporzadza sie nastepujaco: na osi poziomej zaznacza si¢ srodki albo
granice poszczegdlnych klas, a na osi pionowej licznosci n; lub czestosci

wj =
Zalecany jest drugi sposob. Srodki kolejnych klas oraz ich licznosci n; tworza tzw.
szereg rozdzielczy.

Zwykle przyjmuje sie, ze $rednia liczb obserwacji w poszczegdlnych przedzia-
tach powinna byé nie mniejsza niz pieé¢, a liczba klas nie powinna byé¢ mniejsza
niz sze$¢. Stad minimalna liczba obserwacji dla testu x? wynosi okolo 30.

Sposob konstruowania histogramu przedstawiono na przyktadzie.

Przyklad 3.3. Zalozono, ze dokonano n = 50 obserwacji. Zgodnie ze wzorem
(3.35) liczba klas powinna by¢ réwna /50 ~ 7,071, wiec przyjmuje sie k = 7.
Znajduje sie obserwacje maksymalng xmax oraz minimalna xni,; powiedzmy, ze
WYNOSZa ONe Tmax = 6,7 1 Tmin = 2,9, stad rozstep R = 3,8. lloraz R/k ~ 0, 543,
wiec przyjmuje sie dtugosé klasy b = 0,6. Wyznacza sie dolna granice pierwszej
klasy nieco ponizej xmin, stad go = 2,7. Nastepnie oblicza si¢ granice kolejnych
klas g1, ..., g7, dodajac b, stad otrzymuje sie ciag wartosci 2,7; 3,3; 3,9; 4,5; 5,1;
5,7; 6,3; 6,9.

Oblicza si¢ licznosci klas (liczby obserwacji w poszczegélnych klasach), ktore
dla tego przyktadu wynosza 4; 5; 7; 9; 12; 8; 5. Graficzng reprezentacje wynikoéw
w formie histogramu przedstawiono na rysunku 3.1 O

33

0,24 |- —
0,20 |-
0,16 |-
0,12 |-
0,08 |-
0,04 |-

1 1 1 1

Il
0 3,0 3,6 42 48 54 6,0 6,6 X

1 1 >

Rys. 3.1. Histogram skonstruowany dla prezentowanej w przyktadzie proby;
suma wysokosci rowna jest 1
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Niech p; oznacza prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa x przyjmuje war-
tosci z j-tego przedziatu, gdy hipoteza Hy jest prawdziwa. Prawdopodobienistwo
to mozna obliczy¢ ze wzoru

g;
pi= [ fola)do. (3.36)
gj—1
Liczby p; spelniajg zwigzek p1 + - - - + pr, = 1. Przecigtna liczba obserwacji, ktéra
,wpadnie” do j-tej klasy jest réwna np;; wartosci te nazywa si¢ licznosciami hipo-
tetycznymi, natomiast liczby n; (tych obserwacji, ktore ,wpadly” do j-tej klasy)
nazywamy liczno$ciami doswiadczalnymi. Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, to
licznosci do$wiadczalne powinny by¢ ,bliskie” licznosciom hipotetycznym. Person
zaproponowal [87] nastepujaca miare odleglosci miedzy tymi licznosciami

2 d (nj — npj)2
Q= (3.37)
j=1

natomiast Crameér [17] wykazal, ze prawdziwe jest twierdzenie 3.2.

Twierdzenie 3.2. Jezeli hipoteza Hy jest prawdziwa i liczba obserwacji w probie
dazy do nieskoriczonosci, n — 0o, to statystyka Q% ma asymptotycznie rozktad y?
0 k—p—1 stopniach swobody, gdzie p jest liczba parametrow gestosci fo(x), ktore
nalezy wyznaczy¢ z proby x1, ..., Ty, aby moc obliczy¢ prawdopodobieiistwa p;.

Mate wartosci sprawdzianu Q? przemawiaja za hipoteza, natomiast duze prze-
ciw. Wartos$é¢ krytyczng nalezy odczytaé z tablic rozktadu x? dla zalozonego po-
ziomu istotnodci testu.

Testowanie hipotezy o rozktadzie mozna przeprowadzi¢ wedtug nastepujacych
punktow:

1. Konstruuje sie szereg rozdzielczy — wyznacza sie klasy i licznodci.

2. Na bazie tych klas sporzadza si¢ histogram.

3. Wykorzystuje si¢ histogram do okreslenia gestosci fo(x;ar1,...,ap) z do-
ktadnoscia do nieznanych parametréw — postawienia hipotezy Hy.

4. Estymuje si¢ parametry aq, ..., a, gestosci fo(z;ai,...,ap).

5. Znajac fo(z;aq,...,ap) wyznacza sie prawdopodobieristwa p; — zwykle od-
czytuje je z tablic rozkladu hipotetycznego fj.

6. Oblicza sie sprawdzian Q? ze wzoru (3.37).

7. Wyznacza sie liczbe stopni swobody — wzér [ =k —p — 1.

8. Zaklada sie poziom istotnosci a (btad pierwszego rodzaju), zwykle
a = 0,05.
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9. Dla przyjetego « i obliczonego [ odczytuje sie z tablic rozktadu x? kwantyl
Yo spehiajacy wzor F(v,) = 1 — a — jest to wartosé krytyczna testu..

10. Poréwnuje sie sprawdzian Q2 z kwantylem 7, — jesli Q? < 7, to nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, w przeciwnym razie odrzucamy hipoteze.

Test X2 oparty jest na metryce As. Innym testem uniwersalnym jest test Kol-
mogorowa, ktory wykorzystuje metryke Aj. Zainteresowany czytelnik znajdzie go
w cytowanej literaturze, np. [29, 66]. W nastepnym punkcie oméwiono zmodyfiko-
wany przez Lilleforsa test Kolmogorowa przeznaczony do testowania normalnosci
rozktadow.

3.5. Testowanie normalnosci rozkladéow

Rozklad normalny odgrywa szczegdlna role w analizie danych i dlatego celowe
jest poswiecenie wiekszej uwagi testowaniu tego rozkladu. Do tego celu mozna
zastosowaé zarowno ogolne testy, na przyklad omowiony powyzej test x? czy test
Kolmogorowa [86], jak i specjalne testy normalnosci. Dalej zostang przedstawione
najwazniejsze z nich.

Test oparty na wspoélczynnikach asymetrii i kurtozy. Test ten wy-
korzystuje szczegdlng miare odlegtosci dowolnej dystrybuanty F'(z) od rodziny
dystrybuant normalnych Fpy. Poniewaz dla rozkladu normalnego wspoétczynniki
asymetrii i kurtozy sa réwne zeru, wiec jest rzecza naturalna, aby ,zmierzy¢”
odlegtos¢ dystrybuanty F(z) od Fy za pomoca nastepujacych miar (por. (3.17)
i(3.18)).

Iyl = £3 (3.38)

oraz

, (3.39)

gdzie p3 i pg oznaczaja odpowiednio, trzeci i czwarty moment centralny.

Mate wartosci wspotczynnikéw v i o przemawiaja za rozkladem normalnym,
natomiast duze przeciw. Wyznaczymy wartosci krytyczne tych wspotczynnikow
— powyzej ktérych nalezy odrzucié hipoteze o normalnosci badanego rozktadu.
Poniewaz miara ta opiera sie tylko na dwoch wspotczynnikach, wiec test ten moze
byé¢ stosowany, gdy dysponujemy duza proba.
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Niech t; i to oznaczaja estymatory wspoétczynnikéw, odpowiednio v i 7s,
otrzymane ze wzoréw (3.38) i (3.39), w ktorych zamiast o, puz i psa wstawiono
ich estymatory:

n

> (x;— )" (3.40)

i=1 i=1

6% =5 =

n
Z(xl _5)27 /13 =
i=1

Mozna wykazaé¢ (por. [17], s. 342-343), ze gdy liczba obserwacji n jest duza,
wowcezas wariancje tych estymatoréw sa w przyblizeniu rowne

6 24
D?[t]] ~ . oraz D?[ty] ~ . (3.41)

natomiast ich wartosci oczekiwane E[t;] = 01 E[ts] = 0. Znormalizujemy zmien-
ne losowe t; i to, dzielac je przez ich odchylenia standardowe, skad otrzymamy
nastepujace sprawdziany

ty to

SRS vai

Jesli hipoteza o normalnosci badanego rozktadu jest prawdziwa, to sprawdziany
q1 1 g2 maja asymptotycznie standaryzowane rozktady normalne, ¢ ~ N(0,1)
i g ~ N(0,1). Hipoteze o normalnosci rozktadu nalezy odrzuci¢, gdy wartosé
przynajmniej jednego ze sprawdzianéw jest, co do modutu, wieksza niz zatozona
granica — zwykle 3:

Vi, =2 (3.42)

|q1] >3 lub \q1| > 3.

Przyklad 3.4. Zal6zmy, ze dokonano n = 400 niezaleznych pomiaréw, na pod-
stawie ktorych, ze wzoréw (3.40) wyznaczono oceny parametrow, skad otrzymano:
odchylenie standardowe 6 = s = 0,95, trzeci moment centralny fi3 = 0,67 oraz
czwarty moment centralny 4 = 1,90. Sprawdzimy hipoteze, ze obserwowana
zmienna losowa ma rozkltad normalny.

Obliczono ocene wspodtezynnikéw vy 1 ye, skad 1 = 0,781 oraz v = —0, 667.
Po podstawieniu tych wartosci do wzoréw (3.42) otrzymano wartosci sprawdzia-
néow ¢q; = 6,38 i go = —2,72. Pierwszy z nich, ¢, znacznie przekracza wartosé 3,
wiec zmienna losowa ma rozklad asymetryczny. Drugi sprawdzian, ¢z, ma wartodé
zblizona do wartosci granicznej 3, co oznacza, ze splaszczenie rozktadu znacznie
odbiega od rozkladu normalnego. Koricowy wniosek: nalezy odrzucié¢ hipoteze
o normalnosci rozktadu. O
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Zaleta testu opartego na wspoélczynnikach asymetrii i kurtozy jest jego
prostota i to, ze dostarcza on informacji o ksztalcie analizowanej zmiennej
losowej.

Test Kolmogorowa—Lillieforsa. Test ten stuzy do weryfikacji hipotezy Hy,
ze badana zmienna losowa ma rozktad N(z, s1), gdzie T i s; sa ocenami nieznanych
parametroéw, odpowiednio u i o, rozkladu hipotetycznego N (i, o) otrzymanymi
z n-elementowej proby x1, ..., Z,. Test Kotmogorowa—Lillieforsa mozna przepro-
wadzi¢ nastepujaco:

1. Oblicza sig Z i 837 = 2 S0 (z; — T)2.

2. Oblicza si¢ dystrybuante empiryczna Fe(z) zgodnie ze wzorem (3.32).

3. Oblicza sie réznice

di = |Fo(z;) — Fe(xy)], 1=1,2,...,n,

gdzie Fj jest dystrybuanta rozktadu normalnego N (Z, s1); wartosci Fy(x;) odczy-
tuje sie z tablic standaryzowanego rozktadu normalnego u, wykorzystujac zalez-
nos¢ Fy(z;) = P(x < x;) = P(u < u;) = G(u;), gdzie v; = (z; — z)/s1, a G(u)
jest dystrybuanta rozkladu N(0,1).

4. Sposrod wszystkich réznic d; wybiera sie najwieksza

am = max |Fo(x;) — Fe(xs)|;

(2

5. W ostatnim kroku poréwnuje si¢ najwigksza réznice di* z wartoscig kry-
tyczna v, (1 — «), ktora odcezytuje sie z tablic opracowanych przez Lillierforsa [68|
(por. rowniez [66]) dla liczby obserwacji n i przyjetego poziomu istotnosci a.

Jezeli d* € (0;v,(1 —)), to proba nie przeczy hipotezie — nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy. Natomiast, jezeli d]” € (y,(1 — a; 1)), to hipotez¢ odrzuca
sie na poziomie istotnosci a.

Przyktadowe wartosci krytyczne testu Kotmogorowa—Lillieforsa dla o = 0,05
i r6znych n sa nastepujace:

n 31 40 50 100
(1l —«a) || 0,1599 | 0,1630 | 0,1488 | --- | 0,1031

Test Kolmogorowa—Lillieforsa stosowany jest dla liczby obserwacji od 30 do
100.
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Test Shapiro—Wilka. W tym tescie wykorzystywana jest nastepujaca staty-
styka testowa [101, 102]

(2 () @isn — 70)?
>imi(zi —T)? ’
gdzie réznice x(,_;11) — T(;) sa tzw. quasi-rozstgpami, natomiast [n/2] oznacza
czeé¢ calkowity liczby n/2. Dla i = 1 otrzymuje si¢ rozstep x(,) — x(1), czyli
réznice miedzy najwicksza wartoscia Tmax = T(n), & NAJMNIE]SZ Tmin = L(1)}
dla i = 2 roznice miedzy kolejnymi elementami itd. Parametry a;(n) sa stalymi
zaleznymi zar6wno od licznosci n-préby, jak i od numeru quasi-rozstepu i, stad
liczba parametréw jest bardzo duza i ro$nie szybko wraz z liczba obserwacji.
Wartosci parametréw a;(n) dla n < 50 podano w tablicach, np. |66, 77].
Parametry a;(n) mozna traktowaé¢ jako wagi poszczegolnych quasi-rozstepow.
Wagi te przyjmuja najwicksze wartosci dla najwickszego rozstepu (dla i = 1)
i szybko maleja dla kolejnych rozstepow. Na przyktad dla n = 30, poszczegdlne
parametry sa nastepujace:

i 1 2 5 10 15
;(30) || 0,4254 | 0,2044 | --- | 0,1870 | --- | 0,0862 | --- | 0,076

W:

(3.43)

Hipoteze o normalnosci badanego rozktadu odrzuca sie, gdy wartosé statystyki
W obliczona na podstawie wzoru (3.43) lezy poza przedzialem liczbowym

(W(0,5a,n); W(1 —0,5a,n)),

ktorego koncami sa kwantyle rozktadu statystyki W. Wartosci W (a, n) dla pozio-
mo6w ufnosci o = 0,01; 0,02; 0,05; 0,98; 0,99 podane sa w pracach [66, 77, 101].

Sposéb przeprowadzenia testu Shapiro-Wilka moze byé nastepujacy:

1. Porzadkuje si¢ probe i oblicza réznice x(,_;y1) — 2y dla i =1,2,...,n/2.

2. Odczytuje sie parametry a;(n) z tablic dlai =1,2,...,n/2.

3. Oblicza sie wartos¢ W, statystyki W ze wzoru (3.43).

4. Zaktada sie poziom istotnosci testu o (np. a = 0,1) i odczytuje z tablic
wartosci kwantyli W (3a,n) i W(1 — 3a,n).

5. Sprawdza sie, czy W, nalezy do przedzialu liczbowego (W (0,5, n);
W(1 —0,5a,n)) — jesli tak, to ,nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy”, nato-
miast jesli W, lezy poza tym przedzialem, to odrzucamy hipoteze o normalnogci
rozktadu na poziomie istotnosci a.

Test Shapiro—Wilka nalezy do najbardziej efektywnych sprawdzianéw normal-
nosci rozktadu [102]. W przypadku powstania watpliwosci, co do wyniku okreslo-
nego testu, nalezy zastosowaé kilka testow.
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Wisréd testéw normalnosci warto jeszcze wymienié graficzny test normal-
nosci”. Polega on na naniesieniu punktéw dystrybuanty empirycznej na wykres
w ktorym tak zmodyfikowano wspotrzedne, zeby dystrybuanta rozktadu normal-
nego w przedziale (—30;+30) byla linia prosta. Jesli punkty rozkladu empirycz-
nego uktadaja sie wokot linii prostej, to wykres potwierdza hipoteze o rozktadzie
normalnym. W pakiecie MATLAB odpowiedni wykres realizowany jest za pomoca
funkcji normplot.

3.6. Transformacja funkcji gestosci w przeksztalceniach
zmiennych losowych

W wielu przypadkach zmienna losowa x o gestosci f(z) jest przeksztatcana za
pomoca znanej funkeji, powiedzmy y = ¢(x). Mozna wykazaé¢ (por. np. [9]), ze jesli
W miejsce argumentu x podstawimy zmienng losowa, a ¢ jest funkcja borelowska,
to y = ¢(x) jest rowniez zmienna losowa. Wyznacza sie jej dystrybuante, G(x)
oraz gestosé g(y) = G'(z).

Niech I, = (—o0;y) oznacza lewa polprosta osi wspotrzednej, a ¢~ 1(E) prze-
ciwobraz zbioru E € R, tj. ¢ Y (E) = {z : y = o(x) € E}. W szczegdlnosci
¢~ 1(I,) jest przeciwobrazem polprostej (—oo;y). Z definicji dystrybuanty wyni-
ka, ze G(y) = P{y € I}, a to jest rowne prawdopodobieristwu, Ze zmienna losowa
x przyjmie wartosci ze zbioru ¢ ~1(I,). Stad dystrybuanta G(y) zmiennej losowej
1y jest réwna

Gly) = Plye I,} = P{z € o' (1)},
wiec

G(y) = /<pl(1 )f(x) dx. (3.44)

Wyrazenie (3.44) jest ogolna reprezentacja dystrybuanty zmiennej losowej y, jed-
nak nie jest odpowiednie do bezposredniego stosowania, gdyz argument y jest
Hwukryty” w obszarze catkowania. Dlatego dalsza analize przeprowadza si¢ dla ta-
kich funkcji, dla ktérych mozna tatwo obliczy¢ catke prawej strony rownosci (3.44).

Scisle rosnaca funkcja przeksztalcajaca. Dla funkcji Scisle rosnacej, ktora
nie ma asymptot (limy_,_o @(z) = —o00 oraz lim, .~ ¢(z) = 00) przeciwobraz
¢~ 1(I,) zbioru I, jest odcinkiem (—o0; ¢~ 1(y)), wigc na mocy (3.44)

)
G) = [ fayiz = F(e™\ ) - F(-o) = Fle™ ()

—00
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gdzie F(x) jest dystrybuanta zmiennej losowej .

Gestosé )
ey Tl ()
9(y) =G'(y) = o 1(y)

gdzie wykorzystano nastepujacy zwiazek miedzy pochodna funkcji i pochodna jej
odwrotnej:

(3.45)

dy 1
dr = d
dy

Scisle malejaca funkcja przeksztalcajaca. Dla tej funkeji przeciwobraz
¢~ 1(I,) zbioru I, jest odcinkiem (¢~ (y); 00), wigc

Gy) = [ fladde = F(-o0) = F™ ) = 1= F(¢ ™' ()

stad

-1
g(y) = G'(y) = _M'

Po potaczeniu wzoru (3.45) z (3.46) otrzymuje sie wyrazenie okreslajace gestosé
dla $cisle monotonicznej, niemajacej asymptot, funkcji przeksztalcajacej p(x)

o)
99) = 1)

Odcinkami monotoniczna funkcja przeksztalcajaca. Rozwazono przy-
padek, gdy funkcja ¢(x) nie jest monotoniczna, ale jej obszar okreslonosci mozna
podzieli¢ na skonczona liczbe odcinkéw, w ktérych funkcja jest monotoniczna.
Wtedy wyrazenie (3.47) mozna zastosowaé do kazdego odcinka osobno, sumujac
prawdopodobieiistwa, wiec
n -1
; m, gdy inf, o(x) < y < sup, p(z),
0, poza tym obszarem,

(3.46)

(3.47)

9(y) = (3.48)

gdzie dla kazdego y sumowanie przeprowadzane jest po wszystkich rozwigzaniach
Z1,...,Zn, rOWnania p(z) = y.

Przy wyprowadzaniu wzorow (3.45), (3.46) i (3.47) zalozono, dla ustalenia
uwagi, ze gdy |z| — oo, wtedy |p(x)] — oo. We wzorze (3.48) uwzgledniono
rowniez przypadek ogolniejszy, gdy funkcja ¢(z) ma asymptoty.

Omoéwimy kilka przyktadow.
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Przyktad 3.5. Zal6zmy, ze zmienna losowa x o rozkladzie jednostajnym na od-
cinku (—0,5;0,5),

fz) = 1, gdy —0,5<z<0,5,
] 0, poza tym przedziatem,

jest przeksztalcana za pomoca funkcji y = ¢(x) = ax+b. Roéwnanie y = az+b ma
dla kazdego y jedno rozwiazanie x = (y —b)/a, przy czym |y| — oo, gdy |x| — oc.
Pochodna ¢(z) = a, natomiast funkcja f(o~(y)) = 1, gdy y € (—0,5|a| +
b;0,5 |a| + b), stad na mocy (3.48)

1
£( ):{ T’ gdy —0,5]a|+b<y<0,5]al+0,

0, poza tym przedziatem.

Wynikiem wiec przeksztalcenia liniowego zmiennej losowej o rozkladzie jed-
nostajnym jest réwniez zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym. Srodek prze-
dzialu przemiescit si¢ z 0 do b, jego szerokos¢ zmienila sie z 1 na |a|, a wartosé
funkcji z 1 na 1/|al. O

Przyktad 3.6. Zal6zmy, ze zmienna losowa x ma rozktad normalny standaryzo-
wany, N(0,1); gestos¢ f(x) = \/%—Fexp(—%mz), a funkcja transformujgca, tak jak
w poprzednim przykladzie y = ¢(x) = ax + b. Wykorzystujac obliczone wartosci

we wzorze (3.47), otrzymano

1 1y=by2
— -3 (427)
= e 2% a .
9= a
Tak wiec transformujac rozktad normalny standaryzowany = ~ N (0, 1) funkcja

y = ax + b, otrzymuje sie rowniez rozktad normalny, y ~ N (b, |a|), o parametrach
b oraz |al. O

Przyktad 3.7. Zalézmy, ze celem wyznaczenia przewodnosci elektrycznej y izo-
latora zmierzono jego rezystancje x i otrzymano 10T€) £ 1TQ. Wynik ten zinter-
pretujemy jako zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym w przedziale 10 £ 1 =
(9;11)3, a wiec f(x) = 0,5 dla x € (9;11) oraz f(z) = 0 poza tym przedzia-
tem. Wyznaczymy gestosé g(y) rozktadu przewodnosci. Funkcja przeksztalcajaca
rezystancje na przewodnosé, y = ¢(x) = 1/z, jest funkcja monotoniczna i ma

3 Dla uproszczenia zapisu pomijamy wymiar wielkosci, tu TQ.
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dla kazdego y jedno rozwiazanie x = 1/y. Pochodna w punkcie y jest rowna
¢'(z) = —1/2% = —y?, stad na mocy (3.47)

1 1 1
1 — gdy — <y< -,
g(y):f( /y) _ 5,7 8 <v<g
0, poza tym przedziatem.
Tak wiec po przeksztatceniu zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym, otrzy-
mano zmienng losowa o rozkladzie typu hiperbolicznego. Wartosé oczekiwana
zmiennej  wynosi 10, natomiast warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej y jest row-
na

Ely] /1/9 L gy = 0,5108 2 = 0,100395 (3.49)
= PYD) =U,0l0g — = U, ) .
W= Yae &5

wice Ely] # 1/Elz].

Interesujace jest poréwnanie wartosci oczekiwanej E[y] = 0,100395 z warto-
$cig zmierzona y = 0,1010101..., ktora otrzymano dla tych danych, stosujac ana-
lize przedzialows, wzor (2.13). Sa to rozne oszacowania, obie wieksze od wartosci
f(10) = 0, 1, ktora sie otrzyma, stosujac metode rézniczki zupelnej (wzor(2.22)).
Roznice miedzy wynikami pokazuja, jak wazne jest wlasciwe sformutowanie zada-
nia i dobér odpowiedniej analizy matematyczne;j. O

7 przyktadu tego wynika nastepujacy wniosek: jesli wyznacza sie w sposdb po-
$redni warto$¢ wielkosci zmierzonej ¥, to przeksztalcenie wartosci zaobserwowanej
z na warto$¢ zaobserwowang y za pomocg wzoru y = ¢(z) (jak to si¢ zwykle ro-
bi) obarczone jest bledem. Zwykle jest on pomijalnie maly, ale w przypadku gdy
funkcja ¢ charakteryzuje sie duza nieliniowoscia w obszarze okre$lonym przez
blad pomiaru x, wéwczas moze on by¢ istotny i nalezy stosowaé przedstawiona
tu doktadng metode oceny wartosci.

Przyktad 3.8. Nalezy zbadaé¢ przeksztalcenie zmiennej losowej x ~ N(0,1) za
pomocy funkcji y = p(x) = 22, Dla y < 0 réwnanie y = 22 nie ma rozwiazan,
natomiast dla dowolnego y > 0 ma dwa rozwigzania x1 = —,/y oraz rs = +,/4.
Pochodna ¢'(¢7!(y)) = 2z i jest rowna —2,/y dla x = 21 oraz 2 /y dla z = 2.
Stosujac wzor (3.48), n = 2, dla y > 0, otrzymano

(v) S Ca)) I | () B e O . e 0

T T Wlmer e @)lomes 25 2y
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gdzie obie sktadowe sumy, dla rozwiazan =i i x2, sa takie same, co wynika z tego, ze
o(z) = 22 jest funkcja symetryczng wzgledem osi y. Po dodaniu obu sktadowych

1 —0,5y
/¢ 7, gdy Yy > 07
9(y) = V2my
0, gdy y <0.
Zmienna losowa y ma wiec rozktad x? (z jednym stopniem swobody). O

3.7. Funkcje dwo6ch zmiennych losowych

Zatozmy, ze dany jest wektor losowy [z, y] o tacznej gestosci f(x,y) oraz funk-
cja z = p(x,y). Wyznaczymy gestos¢ h(z) wektora losowego ¢ (z,y).

Niech D, = {(z,y) : ¢(z,y) < 2} bedzie zbiorem punktéw w przestrzeni R?
dla ktorych ¢(z,y) < z, wtedy dystrybuanta H(z) zmiennej losowej z okreslona
jest wzorem

H(z) ://Dz f(z,y)dzdy. (3.50)

Powyzsza catke oblicza sie dla takich funkcji ¢, dla ktérych mozna przeksztalcié
catke podwodjna i sprowadzi¢ do calki iterowanej. Przedstawimy wzory dla sumy
o(z,y) = x +y, iloczynu p(x,y) = zy i ilorazu zmiennych p(z,y) = z/y.

Dokonujac przeksztatcen funkcji jednej zmiennej oraz stosujac powyzsze ope-
racje dwuargumentowe, mozna otrzymac wiekszo$é praktycznych funkcji.

3.7.1. Suma dwéch zmiennych losowych — splot rozkladéw

Dla funkcji z = ¢(z,y) = x +y zbior D, = {(x,y) : z = x + y} jest polplasz-
czyzna lezaca ponizej prostej y = —z+ 2, rysunek 3.2. Pozwala to na sprowadzenie
calki podwojnej we wzorze (3.50) do calki iterowanej. Catkowanie przeprowadza
sie najpierw wzgledem zmiennej x, a potem wzgledem y, wtedy

H(z) = /_O:O dy /_: F,y)da. (3.51)

Dla niezaleznych zmiennych losowych gestos¢ f(x,y) = fz(x) fy(y), gdzie fz(x)
oraz fy(y) sa gestoSciami, odpowiednio zmiennej losowej x oraz y wyrazenie (3.51)
mozna zapisac

1) = [ iy [ fa@ds = [ £ @IF - y) - Fa(-o0)ldy,

z—
— 00
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Rys. 3.2. Prosta y = —x + 2z i obszar D, lezacy ponize]j prostej

gdzie Fy(x) = [ fz(x) jest dystrybuanta zmiennej losowej z. Uwzgledniajac row-
nos$¢ Fy(—oo) = 0 i obliczajac pochodna dystrybuanty H(z), otrzymuje sie

W) = H' @) = [ fule = 0)Syw)dy. (3:52)

Po przeprowadzeniu operacji catkowania w odwrotnej kolejnoéci, najpierw
wzgledem y, a potem wzgledem x, otrzymuje sie dualng postaé¢ gestosci

h(z) = / T @) fy (= — 2)da. (3.53)

o0

Tak wiec funkcja h(z) jest splotem funkcji f(z) i f,(y), co zapisuje si¢ krotko
h = fz* fy. (3.54)

Przyktad 3.9. Zalézmy, ze obie zmienne losowe x i y maja rozklad jednostajny
na odcinku (—1;1), wiec ich gestosci, odpowiednio f;(z) i fy(y), okreslone sa
wzorami

QMM=@@={85§gigéﬁﬁ3 (3.55)

Skorzystano ze wzoru (3.53). We wzorze tym pierwsza funkcja podcatkowa, f,(z),
jest (por. (3.55)) rowna 0,5, gdy |z| < 1, natomiast druga funkcja, f,(z — ), jest
rowna 0,5, gdy |z — 2| < 1; lub co jest rownowazne, gdy = € (z — 1; z + 1), (por.
rys. 3.3a). Tak wiec warto§¢ zmiennej z okresla polozenie przedziatu, w ktorym
fy(z — ) jest rowna 0,5.

Calkowanie przeprowadzono dla réznych przypadkow:

(1) Oba przedziaty (—1; 1) i (z — 1; z + 1) sa rozlaczne, rysunek 3.3b). Na-
stepuje to, gdy z 4+ 1 < —1 (prawy koniec z 4+ 1 przedzialu (z — 1; z + 1) jest
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mniejszy niz lewy koniec przedziatu (—1; 1)), lub gdy z—1 > 1 (lewy koniec z — 1
przedziatu (z — 1; z + 1) jest wiekszy niz prawy koniec przedziatu (—1; 1)). Oba
przedzialy sa roztaczne, gdy |z| > 2. Wtedy dla kazdego = przynajmniej jedna
funkcja podcatkowa we wzorze (3.53) jest rowna zeru, wiec h(z) = 0.

()
" ]
3 2 -1 0 1 2 3 =z
b) ‘fy(z—:z:)
—1  z+1-1 0 T 2 3 =z
‘fy(z—a:)
i ]
=1 241 0 1 2 3 =z
b (z — x
0 fy( )
3 2 1 0 2-1 211 oz

Rys. 3.3. Wykresy funkcji podcatkowych (3.53) z przykladu 3.9: a) gestosé f.(z) oraz
wykresy gestosci fy(z —x): b) dlaz < —2,¢)dla —2<2<0,d)dla0 <z <2

(2) Przedzialy (z —1; 2+ 1) oraz (—1; 1) maja cze$¢ wspdlna, przy czym lewy
koniec przedziatu (—1; 1) lezy w przedziale (z —1; z+1) (rys. 3.3c), co wystepuje,
gdy z—1 < —1oraz z+1 > —1. Wtedy obie funkcje podcatkowe sg rézne od zera
w przedziale (—1;z + 1) i catka (3.53) przyjmuje wartosé

/Z+111d z+2

h(z) = L ogptrE
Jest to réwnanie reprezentujace linie prosta taczaca punkt (-2, 0) z punktem
(0, 0,5).

(3) Przedzialy (z—1; z+1) oraz (—1; 1) maja cze$¢ wspodlna, przy czym prawy
koniec przedziatu (—1; 1) lezy w przedziale (z—1; z+1) (rys. 3.3d), co wystepuje,
gdy z —1 < 1oraz z +1 > 1. Wtedy obie funkcje podcatkowe sa rézne od zera
w przedziale (z — 1;1) i calka (3.53) jest rowna
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Rys. 3.4. Rozktad trojkatny — splot dwoch rozktadéw jednostajnych

Reprezentuje ona linie prosta taczaca punkt (—2; 0) z punktem (0; 0,5).
Po potaczeniu wszystkich przypadkéw w jeden wzoér otrzymuje sie tak zwany
rozktad Simpsona (trojkatny), rysunek 3.4, o gestosci

2
ZI , gdy —2<2<0,
h(z) = 212, ody 0<z<2, (3.56)
0, gdy |z| > 2.

Whiosek — ,splatajac” dwa rozklady jednostajne, otrzymano rozktad trojkatny. O

Przyktad 3.10. Nalezy wyznaczy¢ gestosé sumy trzech losowo niezaleznych
zmiennych losowych x1,x9,x3, kazda o rozkladzie jednostajnym w przedziale
(—1, 1). Sumujac najpierw dwie zmienne losowe, np. x; i x2, otrzymamy roz-
ktad trojkatny, a nastepnie dodajac zmienng losowa x3 o rozktadzie jednostajnym
i powtarzajac te sama procedure, otrzymamy

3_ 2
=, gdy |z] < 1,
— 3 12])2 .
0, gdy |z| > 3.

Funkcja ta sktada sie z odcinkéw paraboli i jest krzywa gtadka — pochodne le-
wostronne i prawostronne w punktach taczacych dwie sasiednie parabole sg sobie
rowne. Wykres jej ma ksztalt zblizony do rozktadu normalnego. Suma n takich
zmiennych losowych szybko zmierza do rozktadu normalnego, gdy n rosnie. Te
wlasno$é mozna wykorzysta¢ do konstrukeji prostego generatora liczb losowych
o rozktadzie normalnym. O

Generator liczb o rozkladzie normalnym standaryzowanym. Z twier-
dzen granicznych wynika, ze suma niezaleznych zmiennych losowych z1,...,x,
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dazy do rozktadu normalnego. Ponadto z przyktadu 3.10 wynika, ze zbiezno$é
ta jest bardzo szybka. Stad pomyst, aby skonstruowaé¢ na tej podstawie prosty
generator liczb losowych o rozktadzie normalnym.

Punktem wyjscia do konstrukcji generatordéw liczb losowych sa generatory liczb
pseudolosowych o rozkladzie jednostajnym na odcinku (0; 1). Wartosé oczeki-
wana zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym na odcinku (0; 1) jest réwna
E[z] = 0,5, natomiast wariancja D?[z] = 1/12, stad zmienna losowa

y=x1+---+x12—06 (3.58)

ma warto$é oczekiwang Ely] = 0 i wariancje D?[x] = 1. Jej gestosé sklada sie
z odcinkéw wielomianéw jedenastego stopnia i ma ksztalt bardzo zblizony do
standaryzowanego rozktadu normalnego. W miare potrzeby mozna tatwo popra-
wi¢ doktadnosé aproksymacji, sumujac wiekszg liczbe zmiennych losowych i stan-
daryzujac ja; na przyktad dla n = 48 zmienna losowa y = i(:l?l + -+ myg — 24)
ma w przyblizeniu rozktad N(0,1).

Przykltad 3.11. Nalezy wyznaczy¢ gesto$¢ sumy dwodch niezaleznych zmien-

nych losovvych1 T iy o standarylzowanych rozktadach normalnych; gestosci
2 2

flx) = L2 i f(y) = —L-e"2¥". Po podstawieniu tych wzorow do (3.53)

Var = Var
otrzymamy
1 00 142 —1(z—x)? 1 > —3[2%+(z—2)?]
h(z):%/_ e 2% e 2 dng/_ e 2 dz. (3.59)

Po przeksztatceniu wyrazenia w nawiasie kwadratowym wyktadnika ostatniego
cztonu powyzszego wzoru do postaci

1 1

2 2 2 2
— = (Vo — — z

x“+ (z —x) (V2z \/iz) + 5%

a nastepnie stosujac w (3.59) podstawienia t = v/2z — z/v/2 oraz dt = /2dz i po
przeksztalceniach, otrzymuje sie

1 1 >
W) = 5ot [ (3.60)

Calka [ e~3t dt = V2m, co wynika stad, ze [0 f(t)dt = 1, gdzie f(t) jest

o0
gestoscia zmiennej losowej N(0,1).
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Uwzgledniajac ten wynik we wzorze (3.60), otrzymujemy gestosé¢ rozktadu
normalnego, N (0, /2), o zerowej wartosci oczekiwanej i odchyleniu standardowym

\/iz
1 1 2

h(z) = —— e 2(:/V2?, 3.61
0= (3:61)
Ogolnie, jesli zmienne losowe  ~ N(py,0,) iy ~ N(uy,o0,) sa losowo nie-
zalezne, to ich suma z = x 4+ y ma rozktad normalny z ~ N(p,,0.), w ktérym
WPz = Wz + iy Oraz a§:a§+a§. |
7 podanego przyktadu wynika wazny wniosek: sumujgc niezalezne zmienne
losowe o rozktadzie normalnym, otrzymuge sie zmienng losowq o rozktadzie nor-

malnym.

3.7.2. Iloczyn i iloraz dwéch zmiennych losowych

Postepujac podobnie jak w poprzednim punkcie, otrzymano ze wzoru (3.50)
gestodé iloczynu z = x y niezaleznych zmiennych losowych

b = [ rte)fy () e (3.62)

oraz ilorazu z = z/y

M) = [ fule) o)l dy. (36

o
Wzory te pozwalaja na wyznaczenie gestosci réznych zmiennych losowych, na

przyktad zmiennej losowej o rozktadzie Studenta o n-stopniach swobody, ktory
jest okreslony wzorem

gdzie g, x1, . . ., Ty sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o zerowej wartosci ocze-
kiwanej i jednakowej wariancji o%. Rozktad Studenta nie zalezy od wartosci o2
i mozna przyjaé, ze x; ~ N(0,1), i = 0,1,...,n. Gestos¢ rozktadu Studenta moz-
na otrzymac, stosujac przedstawione dotychczas wzory na przeksztatcenia zmien-
nych losowych: kwadrat zmiennej losowej, suma zmiennych losowych, mnozenie
zmiennej losowej przez liczbe, obliczanie pierwiastka i na koncu ilorazu dwoch
zmiennych losowych.
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3.8. Przeksztalcenia zmiennych losowych
o rozkladzie normalnym

7 przeprowadzonej analizy wynika, ze wyznaczanie gestosci przy przeksztal-
ceniach jest ztozonym zadaniem, nawet dla ,prostych” transformacji. Pewnym
wyjatkiem moga byé zmienne losowe o rozktadzie normalnym, ktoére po prze-
ksztatceniach liniowych (afinicznych) zachowuja rozktad. Rozklad normalny jest
okreslony przez parametry, wiec w przeksztatceniach liniowych rozktadéw nor-
malnych wystarczy wyznaczy¢ parametry rozktadu, co jest znacznie prostszym
zadaniem. Rozpatrzymy transformacje wektoré6w losowych normalnych.

3.8.1. Transformacje liniowe wektoréw losowych
o rozkladzie normalnym

Niech X = [21,...,2,]T bedzie wektorem losowym o wektorze wartosci oczeki-
wanych £[X] = [E[x1],..., E[x,]]T oraz macierzy kowariancji D[X] = [0y;], gdzie
oij = cov[z x;]. Rozwazmy przeksztalcenie

Y=AX+b, (3.64)

gdzie A jest m X n wymiarowa, m < n macierza rzeczywisty, natomiast

b=[b,...,bn)T € R", wtedy [98]

E[Y] = AE[X]+ b, (3.65)
D[Y] = AD[X]AT. (3.66)

Wyrazenie (3.66) okresla transformacje macierzy kowariancji wektora losowego
przy przeksztatceniu liniowym.

Szczegodlna role odgrywa przypadek wzoru (3.64) dlam = 1, wtedy Y = y jest
zmienna losowa, A = [a1,...,a,], natomiast b = ag i w rozwinietej postaci wzor
ten mozna zapisaé

y=ag+a1x1+ -+ anTn. (3.67)
Na mocy (3.65) i (3.66)
Ely] = ap + a1E[z1] + - - + an Ely], (3.68)
n n
Dyl = o) = AZAT =" " aaj04, (3.69)
i=1j=1

gdzie o;; = cov|z;, 7.
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Zaleznos¢ (3.69) jest podstawa szacowania niepewnosci w pomiarach posred-
nich [42].

Jesli X ~ Np(p,X), to zmienna losowa y okreslona wzorem (3.67) ma row-
niez rozktad normalny (jako kombinacja liniowa zmiennych losowych normalnych),
ktorej wartos¢ oczekiwana E[y] = ag + ajpqg + - - + apfin, natomiast wariancja
jest okreslona wzorem (3.69).

Przyklad 3.12. Nalezy wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang i wariancje sredniej aryt-
metycznej pomiaréw zi, ..., x, wielkosci a, jesli Elz;] = a oraz cov(z;, z;] = oy
ih,j=1,...,n.

Macierz transformacji we wzorze (3.64) dla wartosci Sredniej T wynosi
A= [1/n,1/n,...,1/n] = [1,1,...,1]/n, natomiast b = 0. Wtedy na mocy
wzoru (3.68) wartos¢ oczekiwana wartosci $redniej jest w dalszym ciagu réwna
mierzonej wielkosci, E[Z| = a, co otrzymuje sie, podstawiajac we wzorze (3.68)
ag =0, a; = 1/n, i = 1,...,n oraz p; = a. Wiec $rednia arytmetyczna nie-
zaleznie od korelacji grupuje sie wok6l mierzonej wartosci a (jest ,estymatorem
nieobciazonym”). Nalezy tu zauwazy¢, ze wprawdzie $rednia arytmetyczna przy
tych ogdlnych warunkach jest nieobcigzonym estymatorem parametru a, to nie jest
ona estymatorem optymalnym — o ,minimalnej wariancji”. Metody wyznaczania
,optymalnych” estymatoréw zostang oméwione w dalszych rozdziatach.

Na mocy (3.69) wariancja Sredniej arytmetycznej wynosi

1 1 &

D[z] = —[1,1,... . 2 [1,1,..., 1] = = >"> oy, (3.70)
ne - -
i=1j=1

wiec jest rowna sumie wszystkich kowariancji podzielonej przez n?.

Wzor (3.70) pozwala na wyznaczenie wariancji $redniej arytmetycznej, gdy
znane sa wariancje 01-2 i kowariancje o;j, 4,7 = 1,...,n, tzn. gdy znana jest
macierz kowariancji ¥ = [0y;] (045 = cov[z;, x;]).

Jesli obserwacje nie sg skorelowane (05 = 0, gdy @ # j oraz o;; = 0?), to ze
wzoru (3.70)

20~ 1 & I & o
D [x]zﬁzau—ﬁzai. (3.71)
o i
Ponadto, jesli wszystkie wariancje sa jednakowe, o = o2, to
1
D?[z] = —o?, (3.72)
n

a wiec otrzymaliSmy znany wzoér wariancji wartosci sredniej jako szczegdlny przy-
padek wyrazenia (3.69). O
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Wykorzystamy teraz wzor (3.69) do przyblizonej oceny wariancji w przeksztal-
ceniach nieliniowych.

3.8.2. Ocena wariancji w nieliniowych przeksztalceniach
zmiennych losowych

Odstapimy obecnie od zalozenia liniowosci funkcji transformujacej y = ()
= ¢(x1,...,2y). Zalozymy jednak, ze w obszarze, w ktorym skupiona jest ,ma-
sa prawdopodobieristwa” wektora losowego X funkcja ¢(x) jest w przyblizeniu
liniowa, wiec mozna jg aproksymowaé¢ modelem liniowym, rozwijajac w szereg
Taylora wzgledem punktu wyznaczonego przez wektor wartosci oczekiwanych
o= [p1,. .., pn)T, gdzie p; = Efz;], i uwzgledniajac tylko pochodne pierwszego
rzedu, stad

y=o(z) ~ao+ AT (z" — "),

T
A [0@3@}
ox1 oxy,

Na mocy (3.65) wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej y wynosi

Elyl ~ p(E[z1], ..., Elza]) = o(p1, -« -5 pin),

a jej wariancja, na mocy (3.66)

ORI

i=1j=1

gdzie

Op 8g0
Ox; (9:1:]

(3.73)

Kladac pij = 0i;/(0i0;) (05 = \/04i), wzor (3.73) mozna przedstawi¢ w réwno-
wazne] postaci

Op 0
ZZ 32 ¢U%”JPZJ (3.74)

i=1j=1

Wzér ten umozliwia wyznaczenie wariancji D?[y], ale gdy znane sa wspotczynniki
korelacji p;;, co w wielu praktycznych przypadkach stwarza znaczne trudnosci.
Rozwazono wiec mozliwos$¢ oszacowania wariancji dla stabszych zatozen.

Ocena wariancji, gdy obserwacje nie sa skorelowane. Zatézmy, ze skta-
dowe wektora losowego X = [21,..., 2,7 nie s skorelowane, co oznacza, ze

) L, gdy i=y,
Pi=N 0, gdy i+
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Wtedy mieszane sktadniki sumy (3.74) sa rowne zeru i wzor ten upraszcza sie

D?[y) ~ En: <gz Uz‘>2 . (3.75)

=1

Wyrazenie to wymaga jedynie znajomosci wariancji obserwacji i jest czesto sto-
sowane do oceny niepewnosci typu A w pomiarach posrednich rozumianej jako
odchylenie standardowe o, [42] (lub niepewnosci rozszerzonej, ktora jest wielo-
krotnos¢ odchylenia standardowego).

Oszacowanie odchylenia standardowego, gdy obserwacje sa skorelo-
wane. Jesli obserwacje sa skorelowane, ale wspotczynniki korelacji nie sa znane,
to nie mozna wyznaczy¢ odchylenia standardowego ze wzoru (3.74), jednakze
mozna oszacowaé jego gérng granice. W tym celu zauwazmy, ze wyrazenie po
prawej stronie rownania (3.74) osiagnie maksimum, gdy wszystkie sktadowe sumy
sa dodatnie .

p oy
6.%1' %jp” >0

oraz |pij| =1dlai,j=1,...,n, wtedy

5| 0i05 = (i:

i=1

i
8.%'2'

2

Po obliczeniu pierwiastkéw obu stron powyzszego rownania otrzymuje sie naste-
pujace ograniczenie

o (3.76)

odchylenia standardowego zmiennej losowej y.

Wzor (3.76) wykazuje podobienstwo do wzoru (2.23) okreslajacego btad gra-
niczny Ay w pomiarach posrednich przy stosowaniu przedzialowej metody analizy
wynikéw pomiaréw. Bledom granicznym Ay, Axy,..., Az, odpowiadaja w ana-
lizie probabilistycznej odchylenia standardowe, odpowiednio oy, 04,,...,04, lub
ich wielokrotnosci.

Prawdopodobienstwo, ze nieréwnosé¢ (3.76) przejdzie w rownos$é jest male
i oszacowanie o, za pomoca tego wzoru jest zwykle z duzym nadmiarem.



Rozdzial 4

Podstawy estymacji punktowe;j

Estymacja parametréw modelu matematycznego stanowi podstawowy element
procesu jego wyznaczania. Wybor optymalnej metody estymacji zalezy od wielu
czynnikéw, a zwlaszcza od wlasnosci wynikéw pomiaréw. Przedstawiono kryteria
oceny jakosci estymatoréw oraz metody ich wyznaczania.

4.1. Podstawowe pojecia i definicje

Przedmiotem estymacji punktowej jest wnioskowanie, na podstawie obserwa-
cji, o wartoéciach nieznanych parametréw rozktadéw badanych zmiennych loso-
wych (np. gestosci). W rozpatrywanych tu zagadnieniach sa to zwykle parametry
modeli matematycznych badanych obiektéw. Ciag wartosci liczbowych x1, ...,y
obserwowanych w eksperymencie ma charakter losowy i dlatego traktowany jest
jako realizacja zmiennych losowych = = z(w)!. Ciag ten nazywamy prébg prostq,
jesli obserwowane zmienne losowe sa losowo niezalezne i kazda zmienna losowa
ma ten sam rozktad.

W estymacji punktowej pojedynczego parametru nalezy wyznaczy¢ (na pod-
stawie proby) taka liczbe, ktora w Swietle przyjetych kryteriow mozna uznaé za
jej ,najlepsze przyblizenie”. Jesli celem estymacji jest wyznaczenie ocen p parame-
trow ay, ..., ap, to grupujemy je w wektor a = [aq, ..., ap]T. W dalszej czesci, dla
ustalenia uwagi, bedziemy czesto rozwazali estymacje pojedynczego parametru,
by nastepnie uogdlni¢ analize na wektor parametrow. Przejdziemy obecnie do
omoOwienia pojecia estymatora.

1 Przypomnijmy, ze zaréwno zmienne losowe, jak i ich realizacje oznaczamy tymi samymi
symbolami, x, y, ..., a bezposrednio z towarzyszacego tekstu wynika aktualne znaczenie sym-
bolu. Jednak w przypadku gdyby moglto to prowadzi¢ do niejednoznacznosci, zmienna losowsa,
oznaczamy pelnym symbolem, z(w), y(w), ..., a jej realizacje z, vy, ...
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Kazda funkcje T'(z1,...,xy,) proby losowej x1,..., T, nazywamy statystykq.
Statystyka jako funkcja (borelowska?) zmiennych losowych jest tez zmienna losowa,
majaca rozktad zalezny od funkeji T' i rozktadéw zmiennych losowych x4, ..., x,.

Definicja 4.1. Kazda statystyke T,,(x1,. .., z,), ktorej wartos¢ mozna przyjac za
ocene nieznanego parametru a nazywamy estymatorem, a otrzymang na podstawie
realizacji zmiennych losowych wartos¢ liczbowa nazywamy oceng lub estymatq.

Dla uproszczenia zapisu bedziemy pomijali argumenty, oznaczajac estymator
krotko symbolem T;, lub a. Gestosé obserwacji ; powinna zaleze¢ od parametru
a, gdyz w przeciwnej sytuacji w obserwacjach nie bytoby informacji o wartosci
parametru.

Przyktad 4.1. Niech z,...,z, bedzie proba prosta, zmiennych losowych o roz-
ktadzie normalnym, z; ~ N(u,0), wtedy $rednia arytmetyczna Z jest estymato-
rem parametru pu. O

7 definicji 4.1 wynika, ze estymatorem moze by¢ dowolna funkcja zmiennych
losowych, ktoérej wartosé mozna przyjaé za ocene wyznaczanego parametru. Jesli
znana jest pewna liczba estymatoréw tego samego parametru, to powstaje pro-
blem wyboru najlepszego z nich. Stad pojawia sie potrzeba okreslenia kryteriow
pozwalajacych na wybér ,optymalnego estymatora” oraz metod wyznaczania es-
tymatoréw.

4.2. Wtlasnosci estymatorow

W teorii estymacji rozwaza sie trzy podstawowe wlasnosci estymatorow nie-
obcigzonosé, zgodnosé i efektywnosé. Przedstawimy kolejno te pojecia.

4.2.1. Nieobcigzonosé estymatorow

Pozadang wtasnoscia estymatora jest, aby jego realizacje grupowaly sie wokot
estymowanej wartosci a. Wtasnoé¢ te okresla sie za pomoca terminu nieobciazo-
no$¢ estymatora i definiuje nastepujaco.

Definicja 4.2. Statystyke T}, nazywamy nieobcigzonym estymatorem parametru
a, jesli dla kazdego n
E[T,] = a. (4.1)

2 Nie kazda funkcja zmiennych losowych jest zmienng losows, funkcja ta musi byé funkcja
borelowska, por. np. [9].
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Jedli T), nie jest estymatorem nieobciazonym, to nazywany jest estymatorem ob-
cigzonym, a roéznice
E[T,] —a

obcigzeniem lub btedem systematycznym estymatora. Jesli T,, # a oraz

lim 7T, = a,

n—oo
to T}, nazywamy asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem parametru a. Z de-
finicji 4.2 wynika, ze realizacje nieobcigzonego estymatora parametru a grupuja
sie wokol wartosci tego parametru.

Przyktad 4.2. Niech zi,...,z, bedzie obserwowana w eksperymencie préba
prosta, przy czym Elx;| = a, 1 =1,...,n, wtedy statystyka Z jest nieobciazonym
estymatorem parametru a, gdyz

_ 1
Elz]==) Elzi]=a
iz
O
Przyktad 4.3. Niech x1,...,z, bedzie proba prosta, dla ktorej E[x;] = a oraz
D*[z;] = 0%, i =1,...,n, przy czym parametry a oraz o nie sa znane. Do esty-
macji o2 stosowana jest wariancja proby
1 n
§2 = - Z(xl —7)?
=1
Zbadamy obcigzenie tego estymatora. W tym celu zauwazmy, ze
1 & o?
27 2
P = 5y D] =7,
i=1
ponadto
2 1¢ 2 1 2 1~ o o
s = —Z(xl—x) = —Z(ml — 20, +Z°) = —Z:vi — I,
n n “
i=1 =1 i=1
a stad
1 n
2 -
E[s2] = gZE[xl] — E[z°]. (4.2)
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Warto$é oczekiwana E[x?] pierwszej sktadowej wzoru (4.2) wynosi
E[z?] = E[(z;—a)*+2ax;—a*] = E[(zi—a)*|+a* = 0*+a?, i=1,...,n, (4.3)

natomiast drugiej
2

E[#?] = E[(Z — @) + 2a% — a®] = E[(z — a)® + a? = = + o (4.4)
n
Po podstawieniu tych wynikow do (4.2) otrzymamy
-1
Elsf) = 2—=0?, (4.5)
n

co oznacza, ze s° jest obcigzonym estymatorem parametru o2 (ale jest asympto-
tycznie nieobcigzonym estymatorem). Mnozac estymator s? przez wspotezynnik
n/(n — 1), likwiduje sie obciazenie i otrzymuje nieobciazony estymator wariancji

- _
57 = Z(ml —z)% (4.6)
n—1¢
=1
Estymator ten jest najczedciej uzywang oceng wariancji o2 O

4.2.2. Zgodno$é estymatorow

Pozadane jest, aby wraz ze wzrostem licznosci proby n wzrastata ,doktadnosé”
estymatora. Wtasnos¢ ta okreslona jest terminem ,zgodnos¢ estymatora”.

Definicja 4.3. Statystyke T}, nazywamy zgodnym estymatorem parametru a, jesli
nh_)rgo P{|T, —a|<e}=1 (4.7)
dla dowolnie malej dodatniej wartosci €.

Zgodnosé estymatora powoduje, ze oplaca sie powiekszaé¢ liczbe obserwacji,
gdyz wtedy maleje prawdopodobieristwo, ze odchylenie oceny od wartosci prawdzi-
wej przekroczy zadang wartosé. Zgodnosé nabiera znaczenia przy duzych prébach,
natomiast przy maltych probach wazniejsze znaczenia ma obcigzenie estymatora.

Nastepujace twierdzenie pozwala zbadaé zgodnosé estymatordw.

Twierdzenie 4.1. Jezeli T), jest nieobciazonym lub asymptotycznie nieobciazo-
nym estymatorem parametru a oraz

lim D?[T;,] = 0,

n—oo

to T}, jest zgodnym estymatorem.

Dowdd tego twierdzenia wynika bezposrednio z nieréwnosci Czebyszewa [86].
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4.2.3. Efektywnos$é¢ estymatorow

Pozadang wtasnoscig estymatora jest, aby jego realizacje miaty mozliwie malty
rozrzut wokot wyznaczanej wartoéci. Te wlasno$é okredla sie za pomoca pojecia
efektywnosci, ktora opiera sie na wariancji jako mierze rozrzutu.

Definicja 4.4. Niech {T}, i = 1,...,n bedzie zbiorem nieobciazonych estyma-
toréw parametru a. Estymator T,’f, 0 najmniejszej wariancji w tym zbiorze, tj.
spetniajacy warunek

D[TK] < DYT!], dla i=1,...n

nazywamy najefektywniejszym estymatorem w zbiorze {T¢}. Estymator, ktoéry ma
najmniejszg wariancje w zbiorze wszystkich mozliwych estymatoréw nieobcigzo-
nych nazywamy estymatorem najefektywniejszym.

Przyktad 4.4. Zaltozono, ze dokonano dwoch, losowo niezaleznych pomiaréw pa-
rametru a i otrzymano wyniki 7 oraz x2, o whasnosciach: E[xi] = E[xs] = a,
D?[z1] = D?*[z3] = 02 (warto$é o2 nie jest znana), cov|zy,z] = 0. Jako klase
estymatoréw parametru a rozpatrzymy kombinacje liniowe obserwacji

Ty = axy + Bxa.

Nakladajac warunek nieobciazonosci E[Ty] = aFE[x1] + SE[z2] = aa + Ba = a,
otrzymamy réwnanie o+ 3 = 1. Po podstawieniu w powyzszym wzorze 3 = 1 — «
otrzymuje sie nastepujaca klase estymatoré6w nieobcigzonych parametru a

Ty = axr; + (1 — a)zs.

Dla o = 1 otrzymano Ty = Ty = x1, wiec pierwsza obserwacja jest estymatorem
tej klasy; analogicznie dla a = 0, T = T% = x5 — druga obserwacja jest réwniez
estymatorem.

Wariancja estymatora 75 wynosi

DZ[TQ] =a’D? [z1] + (1 — 04)2D2[:U2] = [a2 +(1- a)2]a2,

wiec jej wartos¢ zalezy od wspotezynnika « i osiaga minimum dla « = 1/2. Stad
najefektywniejszym estymatorem parametru a, w klasie kombinacji liniowych, jest
statystyka

1
T = 5(%‘1 +$2) =I.
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Whiosek. Dla podanych zalozen najefektywniejszym estymatorem w klasie kom-
binacji liniowych jest srednia arytmetyczna. Jej wariancja D?[Tp] = (D?[z1]
+D?[x5]) = $0?, natomiast wariancja estymatora Ty = x1 wynosi D*[T}] = o>
i jest wieksza od wariancji wartosci $redniej — optymalnego estymatora. Analo-
giczna uwaga dotyczy estymatora T22. O

Przyktad 4.5. Wyznaczy¢ estymator parametru ¢ w warunkach z przyktadu 4.4
z jedng zmiang, odstepujemy od zalozenia, ze wariancje obserwacji sa takie same
i zastepujemy je zatozeniem, ze wariancja obserwacji x1 pozostaje jak w przykla-
dzie D?[r1] = 02, natomiast wariancja drugiej obserwacji xo wynosi D?[x5] = 202
Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze najefektywniejszym estymatorem nie-
obcigzonym w klasie liniowych kombinacji, dla tych zatozen, jest statystyka

1
T2 = gﬂfl + 51132.

|

7 analizy i przyktadéw wynika, ze relacje miedzy wariancjami poszczegdlnych
obserwacji w istotny sposob wplywaja na ,posta¢’ najefektywniejszego estyma-
tora. Analogiczna uwaga dotyczy réowniez korelacji miedzy obserwacjami, ktore
powinny by¢ uwzgledniane podczas wyznaczania estymatora.

W poprzednich przyktadach wyznaczano estymatory najefektywniejsze w kla-
sie kombinacji liniowych. Rodzi sie pytanie, do jakiego stopnia mozna minimalizo-
wal wariancje estymatoréw nieobciazonych? Czy jesli, na przyktad, rozszerzymy,
w przyktadzie 4.4 klase estymatoréw, to mozemy otrzymac efektywniejszy esty-
mator niz $rednia arytmetyczna? Odpowiedzi na to pytanie udzielili niezaleznie
od siebie Rao i Cramér [70]. Znana jest ona pod nazwa nierdwnosci Rao—Craméra,
ktorg przedstawimy dla jednego parametru.

Niech z1,...,z, bedzie ciagiem zaobserwowanych warto$ci n niezaleznych
zmiennych losowych o tej samej gestosci f(x;;a) zaleznej od parametru a. Wyra-
zenie

L=L(xy,...,zp;0) = fi(z1;a) fa(xe;a) - fn(zn;a) (4.8)

nazywamy funkcjqg wiarygodnosci, a

82111L] _WE [_821nf(x1;a)1

Oa? Oa? (4.9)

In—El—

tlosciq informacji w sensie Fishera lub krotko informacjg Fishera. Rao i Cramér
niezaleznie wykazali (por. [70]), ze wariancja dowolnego estymatora T,, parame-
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tru a, wyznaczonego na podstawie proby prostej xi, ..., x, spelnia nastepujacy
warunek . )
DYT,] > — = , 4.10
(T2 I B 0% In f(x1;a) (4.10)
nE |2 /L™
0a?

nazywany nierownosciq Rao—Craméra. Tak wiec wariancja dowolnego estymato-
ra jest nie mniejsza niz odwrotnosé informacji Fishera. Uogélnieniem informacji
Fishera, dla jednego parametru, jest dla wektora parametréw macierz informacyji
Fishera.

Przyktad 4.6. Zal6zmy, ze dokonano n pomiaréw parametru a i otrzymano

prébe prosta xi,...,Ty,, przy czym kazda obserwacja x; ma rozktad normalny,

x; ~ N(a,o) — gestosé U\}g exp [—% (m;a)2]

Wyznaczymy liczbe informacji w sensie Fishera tej proby wzgledem parametru
a. W tym celu obliczymy

1 _ 2
lnf(a:i;a):ln(a\/27r)—2<$1 a) , t=1,...,n,

o

oraz

P flra) 1

da? o?
i po podstawieniu do (4.9) liczba informacji I,, = n/o?, a stad i (4.10) wynika
dolne ograniczenie wariancji dowolnego estymatora 7, parametru a

02

D?[T,] > —. (4.11)
n
Zgodnie z nieréwnoscig Rao—Craméra nie istnieje nieobcigzony estymator pa-
rametru a z tej proby o mniejszej wariancji niz o2 /n. Zwykle do oceny parametru
a stosowana jest §rednia arytmetyczna T z obserwacji, ktérej wariancja wynosi

9 5 |1 & 1 - 5 1 5, o
D [Jﬂ =D ;; géglﬂi = ;ii'gig D [wi]:: ;;2710' = 4%77

wiec dla estymatora T,, = T nieréwno$¢ Rao—Craméra przechodzi w réwnosé.
Stad wazny wniosek, ze warto$¢ srednia z proby prostej o rozktadzie normalnym
N (z,0) jest najefektywniejszym estymatorem w klasie wszystkich mozliwych es-
tymatorow. O
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Warunek nieobcigzonosci moze jednak eliminowaé estymatory obciazone
w malym stopniu o by¢ moze istotnie mniejszej wariancji. Bywa réwniez, ze esty-
matory nieobcigzone, jak réwniez estymatory o minimalnej wariancji nie istnieja.
Rozpatrzono statystyke s? = ﬁ S (z;—)? oparta na obserwacjach z1, . .., o,
pochodzacych z rozkladu normalnego x; ~ N(u,0?). Wykazano (por. przyktad
4.3), ze E[s3] = 02, czyli s7 jest nieobcigzonym estymatorem parametru o2. Po-
niewaz [70]
(n—1)st

2
0_2 Xn—lu
wiec
n—1)s?
p " ) prz = o 1),
a stad
204
D?[s3] = :
[s1] n—1

Rozpatrzymy estymatory 75% parametru 02, ktore powstaja przez pomnoze-

nie s? przez liczbe 7. Dla v # 1 statystyka s? jest obciazonym estymatorem.

2

Wyznaczymy wartosé v, ktéra minimalizuje wariancje wzgledem o°, wiec

Elyst — o = Ely(s} - 0)* — 0%) — o(1 = )] = {ffl +(1 —W} ot

Wyrazenie E[ys? — 2] osiagga minimum dla v, = (n — 1)/(n + 1) i ma wartos¢
204 /(n + 1), ktéra jest mniejsza od wariancji D?[s?] = 20/(n — 1). Po podsta-

wieniu v, do vs? otrzymuje sie obcigzony estymator

1 n
N
n—&—l;(% z)

55 =

wariancji o2, ktéry charakteryzuje sie mniejsza wariancja niz nieobcigzony esty-
mator s? — jest estymatorem najefektywniejszym. Powstaje wiec pytanie, ktory
z nich nalezy wybraé¢? OdpowiedZ zalezy od celu estymacji i nie moze byé roz-
strzygnieta jedynie na gruncie analizy statystyczne;j.

Przedstawiona tu analiza wskazuje, ze w wielu przypadkach nie ma jedno-
znacznego rozwigzania i eksperymentator musi sam dokonaé¢ wyboru kryterium.
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4.3. Metody wyznaczania estymatoréow

Dotychczas oméwiono kryteria oceny estymatoréw. Przedstawiono trzy meto-
dy wyznaczania estymatoréw: historycznie najstarszg metode momentéw, metode
najwiekszej wiarygodnosci (NW) oraz metode najmniejszych kwadratow (NK).
Dwie ostatnie z wymienionych znajduja najszersze zastosowania.

4.3.1. Metoda momentow

Nalezy wyznaczy¢ oceny parametrow aq, . .., a, analizowanej zmiennej losowe;j
x. Metoda momentéw polega na poréwnaniu momentéw — najczesciej kolejnych —
rozkladu zmiennej losowej  (bedacych funkcjami nieznanych parametréw) z mo-
mentami proby. Otrzymuje sie, w ten sposob, uktad rownan, ktorego rozwiazanie
wyznacza estymatory. Opiszemy ten proces bardziej szczegotowo.

Niech

he(a,. .., ap), (4.12)
bedzie momentem zwyklym rzedu r, natomiast
1 n
my = — T 4.1
T n Z xz ( 3)
=1
momentem proby xq,...,x, rzedu r . Jesli p momentéw zwyklych rzedéw
T1,...,Tp poréwna si¢ z momentami zmiennej losowej odpowiednich rzedéw, to
otrzyma sie uktad p rownan
me, = he(ar,...,ap),
My, = hpy(ai,...,ap), (4.14)
my, = hrp (a17 s 7ap)7

przy czym rzedy momentéw dobierane sg tak, aby istnialo jednoznaczne rozwia-
zanie uktadu rownaii. Poszczegdlne rozwigzania wzgledem parametréw a; wyzna-
czajg estymatory. Przedstawimy przyktad z jednym parametrem.

Przyklad 4.7. Zalozono, ze znane jest n realizacji xz1,...,x, zmiennych loso-
wych N(a,0?). Nalezy wyznaczy¢ estymator parametru a metoda momentow.
Moment rozktadu pierwszego rzedu wynosi hi(a) = a, natomiast moment proby
my = Z. Uktad rownan (4.14) sprowadza si¢ do jednego rownania m; = hi(a). Po
podstawieniu my = & otrzymuje si¢ réwnanie T = a, ktérego rozwigzanie a = T
jest estymatorem parametru a.

a
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Zaleta metody momentéw jest prostota, natomiast podstawowsa wada, jak wy-
kazal Fisher (por. [86]), jest mniejsza efektywnos¢ w poréwnaniu z estymatorami
najwiekszej wiarygodnosci.

4.3.2. Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Metoda najwickszej wiarygodnosci, ze wzgledu na cenne wlasnosci i jasng
interpretacje, jest najwazniejsza, obok metody najmniejszych kwadratéow, metoda
estymacji. Jej podstawy teoretyczne opracowal Fisher.

Niech

L= fi(z1;a1,...,ap) fo(xo;a1,...,ap) -+ folznial, ..., ap) (4.15)

bedzie funkcja wiarygodnosci proby xi,...,xy, gdzie f(zi;a1,...,ap) sa gesto-
Sciami obserwacji. Warto$é¢ funkcji L nazywana jest wiarygodnosciq. Zasadnicza
idea metody NW jest, aby za ocene parametréw przyjaé takie ich wartosci, dla
ktorych wiarygodnosé jest najwicksza — funkcja L przyjmuje maksimum. Ponie-
waz In L osigga warto$¢ najwicksza dla tych samych wartodci parametrow, jak
funkcja L, wiec estymatory zwykle wyznacza sie, obliczajac maksimum In L — co
jest prostsze.
Maksimum funkcji L spelnia uktad rownan

OlnL
da;

0, i=1,....p, (4.16)

ktorego rozwiazanie wyznacza estymatory.
Przyklad 4.8. Na podstawie n elementowej proby prostej pobranej z populacji
o rozktadzie wyktadniczym

f(z;a) = ae™*, gdzie a>01ix >0,

wyznaczymy estymator NW parametru a. Funkcja wiarygodnosci

L= Hf(xi;a) = gt
i=1

wiec

n
InL=nlna— aZa:i.
i=1
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Przyrownujac pochodna tej funkcji do zera

OlnL n <
L -toS
da a “
i=1
i rozwigzujac réwnanie wzgledem parametru a, otrzymuje sie estymator

. n 1
G@= ——=—.
n =
Zi:l%’ x

|

Przyktlad 4.9. Na podstawie proby prostej x1, ..., x, pobranej z populacji o roz-
ktadzie normalnym N (u,0?) wyznacza sie, metoda NW, estymatory parametrow
p i o? tego rozktadu.

Funkcja wiarygodnosci

n 1 1 L 2
L:Ef(wi;a)zmexp [—22@02/0],

stad

__n 2 - 2
InL = 5 In(270°) — 552 Z(:UZ — ).

Obliczajac pochodng wzgledem 4, a nastepnie o2, otrzymuje sie uktad rownan

Oln L 1 & OolnL n 1 1 &
= —— i — =0 —_— = ——— —_— i — 220.
o D (wi—p) =0, = 57 T 5.1 2 (@i — 1)

2
i i=1

Po rozwiazaniu pierwszego réwnania wzgledem g otrzymuje sie estymator

2

natomiast po rozwiazaniu drugiego réwnania wzgledem o“ i podstawieniu z

W miejsce p otrzymuje sie estymator

Wykazano wiec, ze srednia arytmetyczna Z i wariancja proby 52 sa estymatorami
najwickszej wiarygodnosci parametréw rozktadu normalnego. O
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Przyklad 4.10. Na podstawie proby prostej x1,...,x, pobranej z populacji
o rozktadzie geometrycznym

f(z;a) =010 —-a)"ta, gdzie z=1,2,..., oraz 0<a<]l,

wyznaczymy estymator parametru ¢ metoda najwickszej wiarygodnosci. Funk-
cja f(x; a) okresla prawdopodobienstwo pojawienia sie wyrdznionego zdarzenia
losowego po raz pierwszy w z-tym doswiadczeniu, jesli kolejne do§wiadczenia sa
losowo niezalezne, a prawdopodobienstwo zdarzenia w kazdym doswiadczeniu jest
takie samo i wynosi a € (0, 1).

Jako przyktad sytuacji praktycznej opisanej przez rozktad geometryczny moze
stuzy¢ rzut kostka do gry. Prawdopodobienistwo pojawienia sie okreslonej licz-
by, powiedzmy szdstki, w kazdym pojedynczym rzucie réwne jest a, stad praw-
dopodobienstwo, ze ,széstka” pojawi sie po raz pierwszy w kolejnych rzutach
(x =1,2,...) wynosi f(1;a) = a, f(2;a) = (1 —a)a, f(3;a) = (1 —a)a
itd.

Funkcja wiarygodnosci

stad
n
InL=nlna+ z:(:v2 —1)In(1 — a).
i=1

Po obliczeniu pochodnej i przyréwnaniu jej do zera otrzymano

dln L 1 &
e S (@i —1) =0,
=1

da a l1—a

wiec
1
T

a= (4.17)
jest estymatorem parametru a. Wynik ten moze sie wydaé zaskakujacy, gdyz je-
steSmy przyzwyczajeni do estymatora rownego sredniej arytmetycznej, a tu otrzy-
malismy jej odwrotnosé. O

Jesli chcemy wyznaczyé¢ prawdopodobienistwo wyrzucenia ,szo6stki” w poje-
dynczym rzucie, to mozna zrobi¢ to w dwojaki sposob. Rzucaé¢ kostka n razy
i oceni¢ prawdopodobienistwo zdarzenia jako stosunek liczby wyrzuconych széstek
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do liczby wszystkich rzutéw lub w alternatywny sposéb, jak w omawianym tu
przykladzie, wykonywaé serie rzutéw i notowaé, w ktérym rzucie, x;, danej serii
po raz pierwszy pojawi sie szostka i oszacowaé a ze wzoru (4.17). Poréwnanie
wlasnosci obu metod pozostawiamy czytelnikowi.

4.3.3. Metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratow ma diuga historie. Przyjmuje sie, ze jej
koncepcja zostala opracowana przez Gaussa [86]. Niech 1, ..., z, bedzie zbiorem
zaobserwowanych wartosci n-elementowej proby prostej, ktérej rozktad zalezy od
nieznanych parametréw aq,...,a,. Wartodci tych parametrow nalezy oszacowaé
na podstawie zaobserwowanych wartosci. Niech g(ay,...,ap) bedzie znang funk-
cja parametréw aj, ktoéra okredla wartos¢ obserwacji. Posta¢ funkcji g zalezy od
specyfiki analizowanego problemu. Metoda najmniejszych kwadratéw (NK) polega
na takim wyborze ocen parametréow a;, ktore minimalizujg wyrazenie

Q= r%i_n Z[mz —g(a,... ,ap)]Q. (4.18)
7=

1=

Jesli g jest liniowa funkcjg parametréw a;, to oceny parametréw a; sg liniowy-
mi funkcjami obserwacji 1, ..., z,. Ponadto, co wykazemy p6zniej, dla liniowych
zaleznoéci i rozkltadéw normalnych oceny otrzymane metoda NK pokrywaja sie
z ocenami otrzymanymi metodg NW.

Poprzednio wykazalismy (por. (3.22)), ze jesli proba prosta 1, ..., x, pocho-
dzi ze zmiennych losowych o tej samej wartosci oczekiwanej réwnej a oraz tej
samej wariancji, to min, S/, (2; — a)? osiagane jest dla @ = Z, a to oznacza, ze
estymatorem wartosci oczekiwanej jest srednia arytmetyczna préby. Ta wlasno$é
wartosci Sredniej mogla byé podstaws sformutowania kryterium najmniejszych
kwadratow przez Gaussa.

Metoda NK jest podstawowym narzedziem analizy regresji i bedzie przedmio-
tem szczeg6towej analizy w dalszych rozdziatach.






Rozdzial 5

Wstepna analiza bezposrednich obserwacji

Szczegodlnie czestym przedmiotem analizy danych sa bezposrednie pomiary
ustalonej wielkoéci. Zwykle zakladamy, ze pomiary takie sg probg prosta, co
oznacza, ze kazda z obserwowanych zmiennych losowych ma ten sam rozklad i sa
one losowo niezalezne. Zalozenia te moga nie by¢ spetnione, co moze skutkowaé
w stosowaniu nieodpowiednich narzedzi analizy danych i prowadzi¢ do btednych
wnioskéw. Dlatego wstepnym krokiem analizy pomiaréw bezposrednich powinno
by¢ sprawdzenie zatozen wyjsciowych. Rozpatrzymy tu dwa rodzaje takich badaii;
pierwsze dotyczy wystepowania nietypowych obserwacji odbiegajacych wartoscia
od innych — w statystyce matematycznej nazywane sg one ,odstajacymi obserwa-
cjami” lub w metrologii pomiarami obciazonymi ,btedami grubymi”; natomiast
drugie, polega na sprawdzeniu czy kolejne obserwacje zachowuja stalo$¢ wartosci
oczekiwanej — co okre§lane jest terminem ,braku trendu systematycznego”’. Oba
rodzaje badan powinny by¢ przeprowadzane rutynowo.

Zalozono dodatkowo, ze obserwowane zmienne losowe reprezentowane sg przez
probe prosta yi, . .., yn 0 rozkltadzie normalnym y; ~ N(u, o). Zalozenia takie sa
czesto spetnione, a dla zmiennych o rozktadzie normalnym opracowano odpowied-
nie tablice statystyczne, ktére utatwiaja stosowanie testow statystycznych.

5.1. Odstajace obserwacje

W statystyce matematycznej odstajgcymi obserwacjami (ang. outliers) nazy-
wane sa obserwacje, ktorych wartosci znacznie odbiegaja od pozostatych danych.
Moze to by¢ spowodowane przez czynniki losowe, gdyz w duzej prébie moga wy-
stepowaé obserwacje znacznie rézniace sie od wartosci sredniej. W szczegélnosci,
jesli obserwowana zmienna losowa ma rozktad normalny N (u,o2), to obserwacje
grupuja sie wokot wartoséci oczekiwanej p, ale zgodnie z teoria, zmienna losowa
normalna moze przyjaé¢ dowolna wartosé liczbowa. Jednak duze odstepstwo od
wartosci §redniej moze by¢ spowodowane pojawieniem sie szczegdlnych okoliczno-
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Sci, ktore naruszaja mechanizm powstawania rozrzutéw losowych. Na przyktad,
moze ja spowodowaé nagly spadek, ,zapad”, napiecia sieci energetycznej zasilajacej
system pomiarowy. Odstajace obserwacje, ktorych znaczne odstepstwo od $red-
niej arytmetycznej spowodowane jest szczegblnymi okoliczno$ciami nalezy usunaé
z danych, o ile nie ma mozliwosci ich skorygowania. Przykladem odstajacej ob-
serwacji, ktora mozna skorygowaé jest obserwacja zaklécona ,czeskim btedem”
— blad zapisu spowodowany przestawieniem kolejnosci cyfr. Jednak przed decyzja
usuniecia odstajacej obserwacji, nalezy rozwazy¢, czy to odstepstwo nie jest zgod-
ne z zalozonym rozktadem, a jesli tak, to nalezy ja pozostawi¢. Innym sposobem
zmniejszenia wplywu odstajacych obserwacji na wyniki analizy jest stosowanie
statystyk odpornych.

Opracowano kilka testow pozwalajacych na wykrycie odstajacych obserwacji,
z ktorych najwazniejsze to test Grubbsa, kryterium Chauveneta oraz kryterium
Peircesa [40, 41, 105]. Ponizej przedstawiono najczesciej stosowany w praktyce
test Grubbsa.

Niech ymax bedzie maksymalng obserwacja w probie prostej y1, . . ., Yn. Grubbs
zaproponowal nastepujaca statystyke

y = dmax 2V (5.1)
S
ktora jest wzglednym odchyleniem maksymalnej obserwacji ¥Ymax od warto-
$ci Sredniej y odniesionym do oceny, s, odchylenia standardowego obserwacji,
s? = %Z(y, — )2, Jesli niezalezne obserwacje y; maja rozklad normalny,
yi ~ N(p,0?), to rozklad ilorazu v nie zalezy od parametréw p i o, lecz je-
dynie od liczby obserwacji n [70]. Kwantyle v, (a) (liczby spelniajace warunek
P{v > v,(a)} = a) rozkladu zmiennej losowej v zostaly obliczone dla pozio-
mow istotnosci a = 0,10; 0,05; 0,025; 0,01 (por. [40, 105]). Rozstrzygniecie
czy odstajaca obserwacje ymax nalezy odrzucié¢, przeprowadza sie na podstawie
relacji miedzy wartoscia ilorazu v a kwantylem v, («). Jesli v > v,, to usuwamy
obserwacje ymax z danych.
Test Grubbsa mozna przeprowadzi¢ wedlug nastepujacych punktow:
e zalozy¢ poziom istotnosci « (zwykle oo = 0,05);
e dla liczby obserwacji n i przyjetego poziomu istotnosci « odezytaé z tablic (np.
[70]) kwantyl vy, («);
e obliczy¢ wartosé ilorazu v ze wzoru (5.1);
e porownaé warto$¢ v z wartoscia v, (a) 1 podjaé decyzje: jesli v > vy, (a), to
obserwacje ymax nalezy odrzucié jako obarczong zbyt duzym bledem, a jesli
v < vp(@), to ,nie ma podstaw do odrzucenia obserwacji” ymax-
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Jezeli najmniejsza obserwacja ymin odstaje znacznie od wartosci éredniej ,
to mozna przystosowaé powyzsza procedure testowania maksymalnej wartosci

Ymax do testowania minimalnej wartosci ymin, zastepujac ciag yi,...,Yyn cia-
giem z1,...,2z,, zdefiniowanym wyrazeniem z; = —y;, ¢ = 1,...,n. Wtedy
—Ymin = Zmax, 2 = —7¥, natomiast s nie ulega zmianie. Mozna teraz zastosowaé

powyzsze postepowanie do ciggu obserwacji z;, badajac iloraz

Ly = Zmax — 2 _ ~—Ymin — (_Zj) _ Y — Ymin
s s s

Przedstawimy przebieg testu na przyktadzie!.

Przyktad 5.1. Dokonano n = 20 pomiaréw potozenia kreski na skali i odczy-
tano wartosci: 3,68; 5,08; 2,81; 4,43; 3,11; 2,95; 4,65; 3,43; 4,76; 6,35; 3,27; 3,26;
2,75; 3,78; 4,08; 2,48; 4,15; 4,49; 4,51; 4,84. Dziewietnascie pomiaréw zachowuje
si¢ regularnie — miesci sie¢ w przedziale (2,48; 5,08), natomiast pomiar dziesiaty
Y10 = Ymax = 0,35 ma znacznie wicksza wartosé. Zakladajac, ze pomiary te sa
realizacjami zmiennej losowej o rozkladzie normalnym i nieznanych parametrach
u oraz o nalezy zbadaé, czy pomiar ten, ymax, nalezy odrzucié jako obarczony zbyt
duzym bledem. Zatozono najpierw poziom istotnosci o = 0,05 i dla tego « i licz-
by obserwacji n = 20 odczytuje si¢ z tablic Grubbsa kwantyl v,(a) = v,(0,05)
= 2,623. Nastepnie oblicza sie kolejno: warto$é¢ srednia

1 20
j= — = 3,942
V=13 lyz 3,942,

1=

ocene odchylenia standardowego

1 20
s=\l35 > (yi —9)? = 0,943,

i=1
oraz ze wzoru (5.1) iloraz

6,35 — 3,943
_ 20T I 9 55n.
g 0,943 )59

Poniewaz v = 2,552 < 15(0,05) = 2,623, wiec obserwacje y10 = Ymax nalezy
pozostawic. O

! Na podstawie [70], s. 140.
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Dla wiekszych prob niz n = 30 mozna réwniez stosowaé uproszczone poste-
powanie oparte na regule ,trzech sigm”, zgodnie z ktérg wystarczy sprawdzi¢, dla
Ymax Czy spelniona jest nieréwnosé

Ymax — Y <3
s
lub dla yyin nieréwnosé
?] — Ymin <3
s

Jesli tak, to ,nie ma podstaw do odrzucenia odstajacej obserwacji” (ymax lub
Ymin ), W przeciwnym wypadku odrzucamy te obserwacje. Procedura ta odpowiada,
w przyblizeniu, procedurze Grubbsa dla poziomu istotnosci a = 0, 05.

Uwaga. W tescie Grubbsa zaktada sie, ze obserwacje pochodza z populacji
o rozkladzie normalnym. Dlatego przed jego zastosowaniem wskazane jest prze-
prowadzenie testu normalnosci, szczegédlnie w przypadku gdy wartosé v statystyki
Grubbsa jest zblizona do wartosci krytycznej v, ().

5.2. Badanie trendu systematycznego

Zwykle pomiary wykonywane sa w kolejnych momentach, wigc nalezy sie li-
czy¢ z wystepowaniem mechanizmoéw, ktére spowodujg, ze zalozenie o statosci
wartosci oczekiwanej, Ely;] = a, ¢ = 1,...,n, (jak rowniez wariancji) nie jest
spelnione. Moze to by¢ spowodowane réznymi czynnikami: zmiang temperatury
pracy zaréwno badanego obiektu, jak i elementéw systemu pomiarowego, starze-
niem sie elementéw, indukowaniem sie niepozadanego napiecia sieci energetycznej
na przewodach pomiarowych taczacych Zréodlo napiecia stalego z systemem po-
miarowym probkujacym sygnat itd. Efektem tych zmian jest pojawienie sie trendu
systematycznego w danych. Pomiary, w ktérych wystepuje trend systematyczny,
wymagaja innych narzedzi analizy danych niz pomiary stacjonarne. Nalezy wiec
zbadaé, czy w obserwowanych warto$ciach wystepuje trend statystyczny. Mozna
do tego celu wykorzystaé¢ analize regresji, o ktorej bedzie mowa w dalszej czesci
monografii. Prowadzi to jednak do rozbudowanej, czesto pracochtonnej analizy,
dlatego wydaje sie uzyteczne zastosowanie prostego testu nazywanego kryterium
Abbego [70], ktory umozliwia szybkie i skuteczne zbadanie hipotezy o braku tren-
du systematycznego w bezposrednich obserwacjach. Ponizej przedstawiono sposob
przeprowadzania tego testu.
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Kryterium Abbego opiera sie na poréwnaniu dwoch nieobcigzonych estymato-
row wariancji o proby prostej y1, . . ., Yn, 8 mianowicie wariancji proby

=t > 9 (52)

n—1 =
oraz statystyki
n—1
5.3
q ’I’L — 1 Z Yi+1 — ( )
z:l
Pierwszy z nich, s%, jest powszechnie stosowanym, nieobciagzonym estymatorem
wariancji, a jego wariancja wynosi D?[s?] = 20%/(n — 1), natomiast drugi,
2

q°, jest rowniez nieobcigzonym estymatorem wariancji pojedynczej obserwacji,
E[¢?] = 02, [98]. Estymator ¢ nie jest stosowany do oceny wariancji, gdyz jest
mniej efektywny niz estymator s7. Mozna wykazaé (por. [98]), ze
D?[s3] 2
A PRl T 3
a wiec wzgledna efektywno$é estymatora ¢? wzgledem s? jest réwna 2/3.

Oba estymatory s? i ¢? r6znia sie jeszcze jedng wazna wlasnoécig. Dla da-
nego zbioru obserwacji y1, ..., ¥y, estymator s7 nie jest zalezny od kolejnosci ich
wystepowania, natomiast estymator ¢? jest zalezny. Zaleznosé ta objawi sie tym,
ze jesli uporzadkuje sie obserwacje wedlug wzrastajacych wartosci, to wartosé
estymatora ¢ zmniejszy sie — zmaleja réznice y;11 — y;, podczas gdy wartosé s3
pozostanie taka sama. Mate r6znice miedzy sasiednimi obserwacjami wskazuja na
wystepowanie trendu systematycznego. Mozna wiec testowaé wystepowanie tren-
du, badajac relacje miedzy warto$ciami oczekiwanymi obu estymatoréw. W tym
celu tworzy sie iloraz )

q
r= 3 (5.4)

Jedli brak jest trendu systematycznego w obserwacjach, to wartosci ilorazu
r beda bliskie jednosci, E[r] = 1, a jesli wystepuje trend systematyczny, to be-
dzie on powodowal zmniejszanie sie wartosci ilorazu r. Wartosci kwantyli r,, (a),
P{r < rp(a)} = astatystykir dla o = 0,001; 0,01; 0,05 znajduja sie w tablicach
statystycznych, por. [70]. Kwantyle r,(a) dla o = 0,05 wynosza

n 5 10 20 30 40 50 60
r,(0,05) || 0,410 | 0,531 | 0,650 | 0709 | 0,746 | 0,772 | 0,791
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Wtasnosci statystyki r zilustrujemy prostym przyktadem.

Przyktad 5.2. Niech 0; 4; 1; 3; 2 bedzie ciagiem obserwacji otrzymanych w pew-
nym doswiadczeniu. Liczba obserwacji n = 5; érednia arytmetyczna ¢y = 2, warian-
cja proby s? = 5/2, natomiast ¢> = 13/4, statystyka r = ¢?/s? = 1,5 przyjmuje
wartos¢ wieksza od 1, co wskazuje na brak trendu systematycznego. Jesli jednak te
same obserwacje pojawilyby sie w innej, wzrastajacej kolejnosci 0; 1; 2; 3; 4 §wiad-
czacej ewidentnie o wystepowaniu trendu systematycznego, to wariancja proby nie
ulega zmianie, s7 = 5/2, natomiast statystyka ¢®> maleje do wartosci ¢> = 1/5,
a stad r = 1/5. Kwantyl podany w tabeli dla n = 5 wynosi 75(0,05) = 0,410,
wiec r < 75(0,05), co wskazuje na wystepowanie trendu systematycznego w ob-
serwacjach. |

Omoéwimy teraz przyblizona metode wyznaczania wartosci krytycznych r, ()
bazujac na tym, ze statystyka r ma asymptotycznie rozktad normalny. Ponadto
Hald [43] wykazal, 7e jesli obserwacje maja rozktad normalny, y; ~ N(u,02), i sa
losowo niezalezne, to statystyka r spelnia warunki

Elr] = 1,
DIl ~ n%l—l(l_ni1>'

Dla n > 30 mozna przyja¢, ze statystyka r ma, w przyblizeniu, rozktad nor-
malny o parametrach 1 oraz 1/(n+1), r ~ N(1,1/(n+1)). Normalizujac zmienna
losowa r, poprzez odjecie wartosci oczekiwanej oraz podzielenie przez odchylenie
standardowe, otrzymuje sie zmienng losowa u o rozkladzie normalnym standary-
zowanym

L

u=(r—1)vn+1~ N(0,1). (5.5)

Wyrazenie (5.5) umozliwia wyznaczenie (w przyblizeniu) kwantyli r,(«) staty-
styki r wykorzystujac ogdlnie dostepne tablice rozktadu normalnego. W tym celu
dla zadanego poziomu istotnosci « odczytuje sie z tablic rozkltadu normalnego
u ~ N(0,1) kwantyl u(a). Przeksztalcajac rownanie (5.5), otrzymuje sie naste-
pujacy wzor

u(a)

vn—+1

pozwalajacy wyznaczy¢ kwantyl r,(«) statystyki r. Na przyklad dla o = 0,05
z tablic rozktadu normalnego otrzymamy u(a) =~ —1, 65. Stad, na podstawie wzo-

ro(a) = 1+ (5.6)
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u (5.6), dla n = 32 (przykladowa liczba obserwacji), kwantyl r32(0, 05) statystyki

r Wynosi
—1,65

V33

Natomiast kwantyl r32(0, 05) odczytany, bezposrednio z tablic ilorazu r jest rowny
r32(0,05) = 0, 718, wiec obie liczby roznia sie nieznacznie — z rozktadu normalnego
otrzymali$my odpowiednio doktadne przyblizenie kwantyla r, ().

Uwaga. Zwykle tablice rozktadu normalnego podawane sa jedynie dla liczb
dodatnich. Wtedy nalezy odczytaé¢ kwantyl u(1 — «) 1 wykorzysta¢ wlasnosé sy-
metrii rozkladu normalnego, stad u(a) = —u(1 — «).

r32(0,05) ~ 1 + =0,713.

Przyklad 5.3.2 W fabryce produkowane sg elementy, ktorych podstawowym pa-
rametrem jest wytrzymalosé na $ciskanie. Wazna jest kontrola statosci warunkéw
procesu technologicznego — czy w miare uptywu czasu produkowane elementy nie
zmieniajg wytrzymaltosci. W celu sprawdzenia hipotezy o stalosci wytrzymatosci
na Sciskanie produkowanych elementéw, kazdego dnia jeden element poddawany
jest badaniom kontrolnym. Badania prowadzono przez kolejne 45 dni, otrzymujac
n = 45 pomiaréw. Na ich podstawie obliczono

2 485,6

2 2
s1 =848,5; ¢ 85,6 oraz r 848.5

=0,573.

e

Zalozono poziom istotnosci a = 0,05 i dla n = 45, odczytano z tablic kwantyl
r45(0,05) = 0,760. Iloraz » = 0,573 jest mniejszy niz kwantyl r45(0,05), wiec
nalezy odrzuci¢ na poziomie istotnosci a = 0,05 hipoteze o braku trendu syste-
matycznego wytrzymatosci produkowanych elementow. O

2 Na podstawie [70], s. 307.






Rozdzial 6

Modele regresji

W rozdziale 1 dokonano ogdlnego przegladu rodzaju i wlasnosci modeli mate-
matycznych znajdujacych zastosowanie w réznych dziedzinach nauki. Przedmio-
tem zainteresowania sg przede wszystkim modele statystyczne oraz metody wy-
znaczania i weryfikacji tych modeli. Podstawowym narzedziem analizy modeli
statystycznych jest analiza regresji. Zajmuje sie ona badaniami relacji miedzy
mierzalnymi wielko$ciami zwigzanymi z okreslonym zjawiskiem, gdy maja one
charakter stochastyczny. Ze wzgledu na bardzo duza réznorodnosé sytuacji prak-
tycznych opracowano rézne rodzaje regresji. W rachunku prawdopodobienistwa
definiuje sie dwa ,klasyczne” modele regresji: linie (funkcje) regresji I rodzaju
oraz prosta regresji II rodzaju. W modelach klasycznych zaktada sie, ze wszyst-
kie analizowane zmienne maja charakter losowy oraz ze relacja miedzy nimi jest
zdefiniowana przez taczna gestosé. Zastosowanie klasycznych modeli regresji jest
jednak ograniczone przede wszystkim tym, ze wymaga znajomo$ci gestosci roz-
ktadu, co rzadko wystepuje w sytuacjach praktycznych. Ponadto w modelach
matematycznych rzeczywistych obiektéow stosowane sg zaréwno zmienne losowe,
jak i deterministyczne. Do analizy takich modeli opracowany zostal opisowy model
regresji, nazywany krétko regresja liniowa, w przypadku zalezno$ci liniowych oraz
regresja nieliniowg w przypadku zaleznosci nieliniowych. Opisowy model regresji
jest bardziej uniwersalny niz modele klasyczne i moze by¢ stosowany w przypadku
znacznie stabszych zalozenn wyjsciowych, dlatego bedzie przedmiotem szczegdto-
wej analizy w nastepnych rozdzialach. Rozpoczniemy od krétkiego przedstawie-
nia klasycznych modeli regresji, a nastepnie zdefiniujemy modele regresji liniowej
i nieliniowe;j.

6.1. Linie regresji I rodzaju

Linie regresji I rodzaju zdefiniujemy dla wektora losowego [z, y]? ztozonego

z dwoch zmiennych losowych x oraz y o gestosci f(x, y). Przypadek dwoch zmien-
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nych pozwala na omoéwienie podstawowych probleméw, a uogdlnienie rozwazan na
wiekszg liczbe zmiennych jest naturalne i nie przedstawia trudnosci.

Zbiér punktéw w przestrzeni R? o wspotrzednych (z, y) spetniajacych réwna-
nie

z=mi(y) = Elz]y] (6.1)

nazywamy linig regresji I rodzaju zmiennej losowej © wzgledem zmiennej losowej
y, gdzie Elx|y] jest warunkows wartoscia oczekiwang zmiennej losowej = wzgle-
dem zmiennej losowej y (E[z|y] jest uproszczonym zapisem E|x|y(w) = y]). Linia
m1(y) okresla wiec $rednie wartosci zmiennej losowej = dla zalozonych warto-
Sci zmiennej losowej y. Jesli f(z, y) jest gestoicia wektora losowego [z, 3|7, to
zaleznos¢ my (y) mozna wyznaczy¢ ze wzoru [65]

v =m) = Blel] = 0 [ af@ v, (6:2)

gdzie .
)= [t yda.

Analogicznie linig regresji I rodzaju zmiennej losowej y wzgledem zmiennej
losowej x nazywamy funkcje

y = ma(z) = Elyla]. (6.3)

Funkcja ma () okresla §rednie wartosci zmiennej losowej y dla zatozonych wartosci
z. Jesli f(z, y) jest gestoicia wektora losowego [z, y]T, to [65]

y=ma(a) = Blyla] =+ [~ ufG.u)ay, (64

gdzie .
@ = [ty

Mozna wykazaé¢ [29], ze jedli para [z, y]T tworzy wektor losowy o lacznym
dwuwymiarowym rozktadzie normalnym i gestosci

1

f)= 2wo1094/1 — p? %

T — o)’ L= Ha)\Y — Hy — 1ty)®
Xexp{_Q(liPQ) [( Ug) g uaj((j,z ) (v %/2;0) }7(6.5)
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gdzie p, i py sa wartosciami oczekiwanymi, o, i 0y odchyleniami standardowymi
zmiennych losowych, odpowiednio x i y, natomiast p jest wspolczynnikiem kore-
lacji tych zmiennych losowych, to linia regresji, m1(x), I rodzaju zmiennej losowej
x wzgledem y jest linia prostg okreslong wzorem

T — Ha Y~ Hy

= : 6.6
o 7o, (6.6)

natomiast linia regresji zmiennej losowej y wzgledem x jest réwniez linia prosta
okreslona wzorem

oy or '

Obie funkcje mq(y) i mao(x) reprezentowane sa przez dwie rézne linie proste.
W szczegdlnosci w reprezentacji kierunkowej y = ax + b linii prostej tangens
kata nachylenia funkcji mq(y) wynosi

lo
a=--,
POz
natomiast funkcji mo(x)
9y
a=p—
Og

Katy nachylenia prostych r6znia sie, a réznica zalezy od warto$ci wspodlczynnika
korelacji p. Im mniejsza jest jego wartoéé bezwzgledna, tym wieksza jest wzajemna
roznica miedzy nachyleniami prostych. Kat miedzy prostymi dazy do 90°, gdy
|p| — 01 dazy do zera, gdy |p| — 1 (proste zblizaja sie do siebie).

6.2. Proste regresji II rodzaju

Proste regresji Il rodzaju stanowia aproksymacje sredniej tendencji linig pro-
sta. Definiuje sie je nastepujaco:

Prostg regresji 11 rodzaju zmiennej losowej y wzgledem zmiennej losowej x
nazywa sie linie prosta o réwnaniu y = ax+b, ktorej wspotczynniki sa tak dobrane,
aby Srednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej y wzgledem zmiennej losowej
ax + b bylo minimalne, to znaczy

Ely — (az + b)]*> = min. (6.8)
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Mozna wykazaé [29], ze prosta regresji II rodzaju zmiennej losowej x wzgledem
y okreslona jest wzorem (6.6), natomiast regresja II rodzaju zmiennej losowej y
wzgledem x wzorem (6.7).

Jak wynika z podanych rozwazan, wyznaczenie linii regresji zaréwno I, jaki
i IT rodzaju wymaga znajomosci gestosci wektora losowego, co rzadko zdarza sie
w praktyce. Ponadto w tych modelach przyjmuje sie, ze obie zmienne (w ogol-
nym przypadku wszystkie) maja charakter losowy. Te wymagania powoduja, ze
modele klasyczne maja male zastosowanie w praktyce, gdzie zwykle wystepuja
zaréwno zmienne deterministyczne, jak i losowe, a funkcja gestosci nie jest znana.
Dysponujemy natomiast skoriczong liczba obserwowanych wartosci zmiennych. Do
takich sytuacji lepiej dostosowany jest tak zwany ,opisowy model regresji’, ktory
bedzie przedmiotem rozwazan w nastepnych rozdziatach.

6.3. Opisowy model regresji

W opisowym modelu jedna ze zmiennych, nazywana odpowiedzig lub zmienng
zalezna, jest przedmiotem szczegdlnego zainteresowania i oznaczana symbolem y.
Pozostate zmienne z1, . . ., z; nazywane sa zwykle zmiennymi objasniajacymi (ang.
explanatory variables), regresorami lub niezaleznymi zmiennymi (nazwa zmienne
niezalezne w niektorych zastosowaniach moze by¢ mylaca). Zaklada sie, ze rela-

cje miedzy odpowiedzia y a zmiennymi objasniajacymi x1, ...,z mozna zapisacé
wzorem

y:f(xlw"axk)_‘_eﬂ (69)
gdzie zmienne objasniajace x1,...,xr sa zmiennym deterministycznymi, f jest

funkcja R¥ — R, natomiast odpowiedz y oraz sktadnik losowy € sa zmiennymi
losowymi.

Zaktada sie, ze warto$é¢ oczekiwana skladnika losowego e jest réwna zeru,
Ele] =0, lub co jest rownowazne, ze

Ely| = f(x1,...,x).

W wielu praktycznych sytuacjach model matematyczny f badanego obiektu jest
znany, z wyjatkiem pewnej liczby wspolczynnikow ay, ..., a, nazywanych para-
metrami strukturalnymi modelu lub krotko parametrami modelu. Model regresji
(6.9) mozna teraz zapisa¢ w postaci parametrycznej

y=f(z1,...,25501,...,ap) + €. (6.10)



6.3. Opisowy model regresji 95

Na przyktad, model matematyczny opisujacy zmiany napiecia y na kondensa-
torze elektrycznym o pojemnosci ¢, roztadowujacym sie w czasie x przez rezystor
o wartosci 7, mozna zapisa¢ rownaniem

y=flwa,7)=ae ™ +e,

gdzie o oraz T sy parametrami modelu, natomiast € czynnikiem losowym. Zwykle
podstawowym celem eksperymentu jest wyznaczenie modelu f badanego obiektu
oraz zakresu zmian zmiennych objasniajacych, w ktérym model poprawnie opisuje
badany obiekt. W wielu matematycznych modelach parametry maja interpretacje
fizyczna, a gtéwnym celem badaii moze by¢ ocena ich wartosci. W omawianym
przykladzie o oznacza napiecie poczatkowe, natomiast 7 stala czasowa obiektu
(T =rc), a gtownym celem badan moze by¢ na przyktad ocena stalej czasowej 7.

W podanym przyktadzie z kondensatorem model, funkcje f, mozna byto wy-
znaczy¢ z doktadnoscia do parametréw « i 7 ze znajomosci praw rzadzacych tym
uktadem. Jednak w wielu dziedzinach nauki, np. biologii czy ekonomii, procesy sa
bardzo ztozone i czesto nie ma teorii pozwalajacej na wyznaczenie modelu mate-
matycznego. W takich przypadkach pozostaje wykonanie eksperymentu i podjecie
proby wyznaczenia funkcji f na podstawie analizy wynikow pomiaréw. Pomocne
sa tu wykresy, zwlaszcza gdy mamy do czynienia z funkcja jednej zmienne;j.

Zmienne objasniajace dzielimy na regulowane i kontrolowane. W celu wyja-
$nienia tych pojeé¢ rozwazymy eksperyment majacy na celu wyznaczenie plonu
pszenicy y, z jednostki powierzchni w zaleznoéci od gestosci zasiewu x; oraz ilodci
uzytego nawozu xa. W kazdym eksperymencie ustalamy, ,regulujemy” poziomy
zmiennych x; oraz xa, dlatego sa one wielkoSciami requlowanymsi. Jesli dodatkowo
sprawdzamy (mierzymy) poziom pH gleby na kazdym doswiadczalnym poletku,
to nowa zmienna x3 jest wielkoscig kontrolowang.

Przedstawimy obecnie uzyteczny przyktad modelu eksperymentalnego podany
przez Hockinga [50].

Przyktad 6.1. Produkcja ptyt pazdzierzowych polega na mieszaniu drewnianych
wioréow z klejem, formowaniu z nich ptyt o zadanej grubosci, a nastepnie wygrze-
waniu w piecu w temperaturze x. Producent jest zainteresowany w okresleniu
relacji miedzy wytrzymaloscia y plyty a temperaturg = jej wygrzewania. W celu
wyznaczenia tej zaleznosci nalezy wyprodukowaé kilka ptyt, stosujac rézne tem-
peratury wygrzewania i zmierzy¢ ich wytrzymatosé. Bazujac na otrzymanych da-
nych, mozna podjaé¢ probe wyznaczenia modelu — zaleznosci funkcyjnej y = f(x).

Mozna sie spodziewaé, ze poszczegblne plyty wygrzewane w tej samej tempe-
raturze beda sie charakteryzowaly znacznym rozrzutem wytrzymalosci. Ponadto
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wyniki pomiaréw wytrzymaltosci ptyty y i temperatury = sa obciazone bledami
pomiarowymi. Jednak bledy te maja zwykle znacznie mniejszy rozrzut niz losowy
rozrzut wytrzymaltosci poszczegolnych ptyt. Mozna wiec przyjaé, ze temperatura x
jest w przyblizeniu zmienng deterministyczna, natomiast wytrzymalto§é y zmienna
losowa (losowe bledy pomiaréw wytrzymaltosci poszczegdlnych plyt sa zwykle po-
mijalnie mate w poré6wnaniem z rozrzutem wytrzymaltosci poszcezegdlnych plyt).
O

Zalozymy teraz, ze znany jest model matematyczny, okreslony funkcja (6.10)
z dokltadno$cia do nieznanych parametréw. W celu oceny wartosci tych parame-
trow nalezy przeprowadzi¢ pomiary odpowiedzi uktadu y dla réznych wartosci
wielkosci objasniajacych x;. Liczba pomiaréw n nie powinna by¢ mniejsza niz
liczba parametréw p. Pomiary mozna przeprowadzi¢ za pomocs, albo ,planowa-
nego eksperymentu”, albo ,obserwacyjnego eksperymentu”. Znaczenie tych pojeé
wyjasnimy na przykladzie wyznaczania modelu y = f(x,a1,...,a,) okreslajacego
zaleznos¢ wytrzymaltosci y plyt pazdzierzowych od temperatury x ich wygrze-
wania. Planowany eksperyment polega tu na ustalaniu temperatury na kolejnych
zatozonych poziomach, x1, xs, ..., wykonaniu pewnej liczby ptyt na kazdym po-
ziomie i pomiarze odpowiedzi y. Eksperyment obserwacyjny polega natomiast na
wykonywaniu plyt przy zmieniajacych sie losowo i mierzonych (kontrolowanych)
temperaturach.

Zmienne objasniajace moga by¢ iloSciowe, taka zmienna jest temperatura
w powyzszym przyktadzie, jak réwniez jakosciowe na przyktad zmienna wskaz-
nikowa sygnalizujace obecno$é pewnego czynnika lub jego brak. Uog6lnieniem
zmiennych jakosciowych sa zmienne lingwistyczne, tj. takie, ktore przyjmuja war-
tosci ze skoriczonego zbioru, gdzie elementami sg zwykle stowa. Zmienne te sa
stosowane np. w medycynie, gdzie lekarz ocenia stan chorego za pomoca stéw.

Zmienne wskazZnikowe wykorzystywane sa do kodowania obecnosci lub braku
pewnego czynnika w eksperymencie. Wyjasnimy pojecie na przyktadzie produkeji
plyt pazdzierzowych. Zatozymy, ze producent ptyt chce zbadaé i poréwnaé wtasno-
sci ptyt wyprodukowanych z uzyciem dwoch réznych klejow. W tym celu wytwarza
sie pewna liczbe plyt, stosujac zaréwno jeden, jak i drugi rodzaj kleju. Zalozono
dla ustalenia uwagi, ze zaleznosci wytrzymalosci od temperatury wygrzewania
sg liniowe dla obu klejéw. Mozna wyznaczy¢ osobne modele dla obu klejow, ale
lepiej poréwna sie ich wlasnosci jesli wyznaczy sie taczny model uwzgledniaja-
cy oba kleje. Wtasnie zmienne wskaznikowe umozliwiaja skonstruowanie takiego
uniwersalnego modelu

Yy =ap+a1x + a2z + ¢,
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gdzie z jest zmienna wskaznikows. Przyjmujemy z = 1, gdy stosowany jest pierw-
szy klej i z = 0, gdy drugi. Model taki reprezentowany jest przez dwie réwnolegte
linie proste o tym samym nachyleniu a; i o réznych punktach przeciecia z osig y.
Punkt przeciecia jest réwny ag + ao dla pierwszego kleju i réwny ag dla drugiego
kleju.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do opisowego modelu regresji na-
zywanego modelem regresji. Modele takie dzielone sa na dwie podstawowe grupy:
liniowe modele regresji i nieliniowe modele regresji. Model (6.10) jest nazywany
lintowym modelem regresyi, jesli f jest liniowa funkcja parametrow, stad

y=f(x1,...,2p;a1,...,0p) = a121 + a2x2 + ... + apzy + €. (6.11)

Liniowos¢ modelu regresji rozumiana jest wiec nie wzgledem zmiennych obja-
$niajacych xp, a wzgledem wyznaczanych parametréw modelu a;. Wielomian
ag + a1z + asx? jest liniowym modelem regresji, gdyz kladac z = x1 i 22 = 2o,
otrzymuje sie model ag + a1x1 + asxs.

Liniowe modele obejmuja szeroks klase funkcji i sa powszechnie stosowane.
Wynika to zaréwno z ich uniwersalnosci, jak i relatywnej prostoty obliczenn nume-
rycznych. Ponadto ulatwiaja glebsza analize, a zwlaszcza testowanie hipotez sta-
tystycznych. Praktycznie wszystkie funkcje gtadkie mozna z dowolng doktadnoscia
aproksymowaé¢ modelami regresji liniowej. Istnieja jednak sytuacje praktyczne, do
ktorych lepiej zastosowaé¢ modele nieliniowe. Na przyktad, gdy parametry modelu
nieliniowego maja interpretacje fizyczna, a parametry modelu liniowego nie ma-
ja. Inna sytuacja przemawiajaca za modelami nieliniowymi jest taka, ze réwnie
doktadny model liniowy ma wicksza liczbe parametrow.

W nastepnych rozdziatach oméwiono zaréwno liniowe, jak i nieliniowe modele
regresji.






Rozdzial 7

Regresja liniowa

7.1. Model regresji liniowej

W poprzednim rozdziale zdefiniowano ogélny model
y=f(z1,...,xp;a1,...,ap) = @121+ ... + apxp + € (7.1)

regresji liniowej (por.(6.11)). W modelu tym y jest zmienng losowa charaktery-
zujacy odpowiedz badanego obiektu; x1, ..., x, sa zmiennymi objasniajgcymi nazy-
wanymi rowniez regresorami; ai, . . ., Gp S§ nieznanymi parametrami, natomiast €
jest zmienng losowa reprezentujaca fluktuacje — ,,btad pomiaru”, przy czym & mo-
ze byé ,naturalng’ fluktuacja zwiazana z wlasnoscig badanego obiektu lub moze
reprezentowaé btad pomiaru odpowiedzi y. Przypomnijmy, ze liniowos¢ w nazwie
,Tegresji liniowej” oznacza liniowos¢ funkcji f wzgledem parametréow modelu a;.
Estymacj¢ parametréw a; przeprowadza si¢ na podstawie pomiaréw, w ktorych
dla zalozonych wartosci regresoréw xj, j = 1,...,p, wyznacza si¢ odpowiedzi y
obiektu. Zalozmy, ze zostalo przeprowadzonych n takich pomiaréw, przy czym
n > p (liczba pomiaréw powinna by¢ wieksza lub przynajmniej rowna liczbie
wyznaczanych parametrow), wtedy otrzymuje sie n ciagéw danych

{vi,xin, i, ..., xip}, 1=1,...,n,

w ktorych y; jest zaobserwowana odpowiedzig uktadu w i-tym eksperymencie,
natomiast x;;, ¢ = 1,...,n, j = 1,...,p, jest j-tym regresorem, x;, w i-tym
eksperymencie. Uwzgledniajac te wyniki w modelu (7.1), otrzymuje sie uktad
n réwnan eksperymentut

Yi = a1Ti1 + ...+ GpXip + €4, 1=1,...,n, (72)

! Stosowane sg rowniez nazwy réwnania fundamentalne i réwnania regresji.
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ktéry w notacji macierzowej przyjmuja postaé

n r1i1 Ti2 ... Tlp ai €1

€
Y2 _ | %21 22 T2p a2 + 2 (7.3)

Yn Tnl Tp2 .. Tnp Gp En

lub

y= Xa+e, (7.4)
gdzie y = [y1,...,yn)? jest wektorem losowym obserwacji, X = [z;;] jest n X p
wymiarows macierzq eksperymentu, a = [aq, ..., ap]T jest wektorem parametrow
modelu, natomiast € = [e1,... ,€n]T jest wektorem losowym ,btedéw obserwacji”.

Macierz eksperymentu X nazywana jest rowniez macierzqg regresji lub w ,pla-
nowanym eksperymencie” macierzq planu. Liczba wierszy macierzy eksperymentu
jest rowna liczbie obserwacji n, natomiast liczba jej kolumn jest réwna liczbie
regresorow p.

Jak juz wspomniano, podstawowym celem analizy regresji jest estymacja
parametréow a; na podstawie zaobserwowanych w eksperymencie odpowiedzi
Y1, - -, Yn. Estymatory te wyznacza sie zwykle, stosujac jedna z dwéch metod sta-
tystycznych: metode najwiekszej wiarygodnosci (NW) lub metode najmniejszych
kwadratow (NK). Metoda NW prowadzi do ,najefektywniejszych estymatorow”,
jednak wymaga znajomosci funkcji gestosci rozktadéw obserwowanych zmiennych
losowych, a to rzadko wystepuje w praktyce. Dlatego czesciej stosowana jest meto-
da NK, ktora moze by¢ stosowana w przypadku stabszych zatozen. Wykazemy, ze
dla modeli liniowych i normalnych rozktadéw obserwowanych zmiennych losowych
zarowno metoda NW, jak i NK prowadzi do tych samych estymatoréow (por. [50],
[70]).

Optymalne estymatory parametrow zaleza od wlasnosci obserwacji y;. Rozwa-
zania rozpoczniemy od najprostszej sytuacji, gdy btedy €; lub, co jest réwnowazne
obserwacje y;, spetniaja trzy podstawowe zalozenia:

(a) Ele;) =0, i=1,...,n — nie sa obciazone bledem systematycznym,
(b) D?[g;] =02, i=1,...,n — sa tej samej ,doktadnosci”,
(c) covles,e;] =0, dlai#j, 4,j=1,...,n — nie sy skorelowane.

Zalozenie (a) oznacza, ze przyjeto wlasciwa klase funkcji — poprawny model
matematyczny. Zalozenia (a) i (b) mozna zapisa¢ w zwartej formie, uzywajac
macierzy kowariancji D[y| wektora y nastepujaco

D[y = D] = 0”1, (7.5)
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gdzie 02 jest wariancja pojedynczej obserwacji (pomiaru), natomiast I,, jest macie-
rzg jednostkowg o wymiarze n X n.

Jak wspomniano, zadanie estymacji parametrow a mozna rozwiazaé¢ metoda
najwiekszej wiarygodnosci (NW) lub metoda najmniejszych kwadratow (NK).

7.2. Estymacja parametréow liniowego modelu regresji
metoda NW

Metoda NW wymaga znajomosci tacznej funkcji gestosci wektora obserwacji
Yy = [y1,...,9n)T. Zadanie rozwiazemy dla szczegolnego przypadku, gdy obser-
wacje y; lub, co jest tu réwnowazne, btedy pomiaréw ¢; maja rozktad normalny
i pokazemy jego zwiazek z metoda NK. Sformutowane w poprzednim punkcie trzy
zalozenia, (a), (b) i (¢), uzupelniono o czwarte:

(d) bledy e; (a stad i obserwacje y;) maja rozktad normalny, i = 1,...,n.

Jesli uwzgledni si¢ wszystkie zalozenia (a)—(d), to &; ~ N(0,0?), a zmienna

losowa y; ma rozklad y; ~ N(a12i1 + . .. + apTip, 02) 0 gestosci

1 .
fz(yZ) = ﬁ p{—ﬁ Za]xw , t=1,...,n.

Funkcje wiarygodnosci L(yi, . . ., yn) obserwacji y1, . . ., yn, otrzymuje sie, mno-
zac funkcje gestosci fi(y;) dlai =1,...,n (wykorzystuje sie tu zalozenie o braku
korelacji miedzy obserwacjami), stad

_ 1 & d
L(yla s 73/n) = (271'0'2) n/2exp{_ﬁ Z( Z xl] . (76)
i=1 j=1
Zgodnie z metodg NW szuka si¢ takich wartodci parametréow az, ..., ap, dla kto-

rych logarytm z funkcji wiarygodnosci
7 ) 1 n p 5
In L(y1, .-, Yn) = ) In(270”) — 257 Z(yz — Z(ijij) (7.7)
i=1 =1

osiaga maksimum. Ze wzoru (7.7) wynika, ze maksimum funkcji wiarygodnosci L
jest osiagniete (max L <= maxIn L), gdy parametry aq, ..., a, minimalizujg roz-
nicowa sume kwadratow

Qla) =) (yi — Y ajzi;)*. (7.8)
=1
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Warunek ten jest zgodny z kryterium metody NK. Wynika stad nastepujacy wazny
wniosek:

Dla liniowych modeli regresji i losowo niezaleznych obserwacyi o rozktadzie nor-
malnym obie podstawowe metody estymacyi, metoda NW i metoda NK, wyznaczajg
te same estymatory.

Ponadto, uwzgledniajac fakt, ze metoda NK jest prostsza numerycznie niz
metoda NW, otrzymuje si¢ praktyczny wniosek:

Dla liniowych lub w przyblizeniu liniowych modeli regresji oraz obserwacyi
o rozktadzie normalnym, lub w przyblizeniu normalnym nalezy stosowaé metode
NK.

Metoda NK prowadzi do optymalnych estymatoréw przy znacznie prostszych
obliczeniach niz w przypadku stosowania metody NW. Jesli jednak nie sa spelnio-
ne zalozenia (a)—(d), przynajmniej w przyblizeniu, to zaleca si¢ zastosowaé metode
NW. Nalezy jednak pamietaé, ze metoda NW wymaga znajomosci funkcji gestosci
rozktadéw obserwowanych zmiennych losowych.

Wyrazenie Q(a), (7.8), mozna zapisa¢ w nastepujacej macierzowej formie

Q(a) = (y— Xa)" (y - Xa), (7.9)
gdzie wykorzystano nastepujaca wlasnosé¢ iloczynu skalarnego wektorow: jesli
z2=21,...,2)" to (z,2) = 2l 2= 3", 22. Minimalizacja wyrazenia Q(a) ozna-

cza, ze metoda NK sprowadza sie do minimalizacji normy euklidesowej wektora
y — Xa, co mozna zapisaé

min Q(a) = min || y— Xa [>= min{(y ~ Xa)"(y - Xa)}. (7.10)

Minimum wyrazenia (7.10) wzgledem ay,...,a, mozna wyznaczy¢ albo me-
toda algebraiczna, albo ,,geometryczng”’. Rozwigzano zadanie obiema metodami,
gdyz wskazuja one na rozne wlasnosci estymatoréw. Wyrazenie (7.10) jest funkcja
kwadratowa wzgledem parametrow a;, a z tego wynika jednoznacznosé rozwiaza-
nia — istnienie jednego globalnego minimum.

7.3. Estymacja parametréw liniowego modelu regresji
metodg NK

7.3.1. Rozwigzanie algebraiczne

W metodzie NK poszukuje sie minimum funkcji Q(a), (7.9), co mozna wyzna-
czy¢, przyrownujac do zera pochodne czgstkowe wzgledem parametrow a;. Dla
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uproszczenia rachunkow wykorzystamy pochodne wektorowe (por. DODATEK
A.2.1), ktore pozwalaja w jednolitej formie macierzowej przeprowadzi¢ analize.
Wyrazenie (7.10) mozna, po przeksztalceniach, zapisa¢ w postaci

Qla)=y'y—a" X"y— y" Xa+ o' X" Xa. (7.11)

Obliczajac pochodna wektorowa tego wyrazenia wzgledem a (por. wzory (A.22)
i (A.23)), a nastepnie przyréwnujac ja do zera, otrzymuje sie

9Q(a)

e = VQ(a) = -XTy— XTy+2X"'Xa=0,
a

skad
X' Xa= X"y (7.12)

Wyrazenie (7.12) reprezentuje uklad p réownan liniowych z niewiadomymi
ai,...,ap Nazywany rownaniami normalnymai.

Jesli macierz eksperymentu X ma pelny rzad — réwny liczbie kolumn p, p < n,
to iloczyn X' X jest kwadratowa macierza nieosobliwg o wymiarze p X p, wiec
istnieje jednoznaczne rozwiazanie rownan normalnych (7.12)

a=(XT'X)"1xTy, (7.13)

ktore okresla estymatory NK parametrow a;. Symbol ~ uzywany jest tu do ozna-
czenia estymatora, zarowno NK, jak i NW.

7.3.2. Rozwigzanie geometryczne

Wyznaczymy obecnie wzor (7.13) ,metoda geometryczna”. Podejscie to po-
zwala na inne spojrzenie na metode NK, a ponadto jest przydatne w rozwigzaniu
wielu problemoéw.

lloczyn Xa wystepujacy w rownaniu eksperymentu (7.4) zapisano w postaci
kombinacji liniowej

Xa=a1 X7 +axXo+ ... —i—apo, (714)

kolejnych kolumn Xj,..., X, macierzy eksperymentu X. Symbol X; oznacza
j-ta kolumne? macierzy X. Zbior Q = {Xa : a € RP}, kombinacji liniowych

2 j-ta kolumna macierzy X oznaczona jest tu symbolem X, jako macierz. Jednak jedno-
kolumnowa macierz jest rowniez wektorem, wiec zgodnie z przyjetym systemem oznaczeri moze
by¢ rowniez oznaczana malg litera x;. W dalszej czesci stosuje sie oznaczenie macierzowe.
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A

X

B
Q={Xa:acRr} Xa

Rys. 7.1. Geometryczna ilustracja metody NK — wyznaczanie minimum odleglosci punk-
tu A (wektora obserwacji y) od plaszczyzny Q

a1 X1+. . .+ap, X, wektorow X1, ..., Xj,, jest wigc podprzestrzenig rozpigta na tych
wektorach i tworzy hiperptaszczyzne bedaca podzbiorem przestrzeni R™. Zgodnie
z zalozeniem, rzad macierzy eksperymentu X jest réwny liczbie jej kolumn, p,
a stad wynika, ze wektory Xj, ..., X, sa liniowo niezalezne i zbiér ich kombinacji
liniowych jest p-wymiarows podprzestrzeniag liniowa  przestrzeni R™. Wektor
Yy = [y1,...,yn]’ zaobserwowanych wartosci lezy zwykle poza hiperptaszczyzna
Q. Sytuacje te pokazano na rysunku (7.1) dla dwoch regresorow, p = 2. Hi-
perplaszczyzna () jest wtedy rozpieta na wektorach Xj oraz X i jest, w tym
przypadku, ptaszczyzna. Zgodnie z metoda NK poszukuje sie minimum wyraze-
nia (7.10) wzgledem parametréow ai,...,a, (w przykladzie przedstawionym na
rysunku dla parametrow a; i as). Zadanie wyznaczenia minimum wyrazenia Q(a)
polega wiec na znalezieniu takiego wektora ¢ € (2, nalezacego do hiperptaszczyzny
Q, ktory jest ,najblizej” wektora y. Z twierdzenia o rzucie ortogonalnym wynika, ze
wektorem tym jest ,rzut ortogonalny” wektora y na hiperptaszczyzne 2, rysunek
7.1.

Niech y = Xa oznacza rzut ortogonalny wektora obserwacji y na hiperplasz-
czyzne (), wtedy wektor y— Xa jest ortogonalny do dowolnego wektora nalezacego
do hiperplaszczyzny (2, a zwlaszcza, do jej generatoréow Xi, ..., X,. Zapisuje si¢
to symbolicznie X;1(y — Xa), j = 1,...,p. Illoczyn skalarny wektoréow ortogo-
nalnych réwny jest zeru, wiec

XT(y—Xa)=0, j=1...,p. (7.15)
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Uktad réownan (7.15) mozna zapisa¢ jednym, rownowaznym wzorem macierzowym
X"(y— Xa) =0,
ktory po przeksztalceniach przyjmuje postaé
X'Xa= X"y

OtrzymaliSmy wiec rownania normalne (7.12) poprzednio wyznaczone za pomoca
dziatan algebraicznych.

7.3.3. Wyréwnane oceny odpowiedzi i reszty

Przedstawimy obecnie ,wyréwnane oceny” odpowiedzi uktadu oraz ,reszty” —
réznice miedzy wyréwnanymi ocenami a odpowiedziami. Wyréwnane oceny i resz-
ty maja wazne zastosowania w analizie danych.

Element y;, ¢« = 1,...,n wektora y reprezentuje i-ta odpowiedZ badanego
obiektu, gdy regresory wynosza odpowiednio 1, ..., Z;p. Jesli w rownaniu (7.2)
podstawi si¢ estymatory a; parametréw w miejsce aj, j = 1,...,p, to otrzymuje

si¢ tzw. wyrdwnane (skorygowane) oceny

gji:flll‘i1+...+dp$ip, 1=1,...,n (716)
odpowiedzi uktadu y;. Wektor 4 = [91,...,%]"
znaczy¢ ze wzoru

wyréwnanych ocen mozna wy-

= Xa
= X(XTx)"'xTy
= Py, (7.17)

<>
|

gdzie przy przejéciu z pierwszej do drugiej réwnosci wykorzystano estymator
(7.13), natomiast
P=XX"x)"'x" (7.18)

jest macierzg rzutu ortogonalnego wektora obserwacji y na hiperplaszczyzne €2
nazywana macierzq kapeluszowq (nazwa pochodzi od angielskiego zwrotu ,,for
putting hat on” okreslajacego role tej macierzy ,ktadacej kapelusz na” y (por.
(7.17)).

Dla kazdego ciggu wartodci wejsciowych x;1, .. ., x; Wyznaczone sg dwie oceny
odpowiedzi uktadu: obserwacja y; (wynik pomiaru) oraz jej ,wyréwnana ocena’ ;.
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Wykazemy w dalszej czesci, ze wyréwnane oceny g; maja statystycznie lepsze
wlasnosci niz obserwacje ;.
Ro6znice
n-:y,-—g]i, izl,...,n (7.19)

miedzy obserwacjami y; a wyréwnanymi ocenami ; nazywa sie rowniez resztams
lub reziduami (ang. residuals). Wektor réznic r = [rq,...,r,])7 taczy wektor ob-
serwacji y z jego rzutem § = X' a na hiperplaszezyzne Q (rys. 7.1). Wektor ten
mozna obliczy¢ ze wzoru

>

r = y—
= y— Xa
= (L - X(X'X)"'X")y
= (I,— P)y. (7.20)

Kwadrat ||7||? ,dtugosci” wektora r nosi nazwe rdznicowej sumy kwadratéw (ang.
residual sum of squares) i oznaczany jest symbolem RSS = r!'r = ||r||?>. Roznico-
wa suma kwadratéow jest réwna kwadratowi odlegltoéci wektora y od hiperptasz-
czyzny ). Spelnia ona nastepujace zaleznosci

RSS=|rl* = (y- Xa)"(y— Xa)
yly—2a" XTy+ o X' Xa
yy—a' X y+a (X' Xa— X"y)

= yly—al X7y, na mocy (7.12)

= y'y-a' X Xa (7.21)
= |yl* - |1 Xal? (7.22)
= llyl* — 19> (7.23)

Omoéwimy jeszcze kilka faktéw zwiazanych z interpretacja geometryczna
rozwiazania. Przy wyprowadzaniu zaleznosci (7.21) zapisano rzut ortogonal-
ny wektora obserwacji y na hiperplaszczyzne  w postaci y = Py, gdzie
P = X(XTX)*lXT jest macierza tego przeksztalcenia reprezentujacego rzut or-
togonalny n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E,, na jej podprzestrzen (hiper-
plaszczyzne) 2, natomiast I, — P reprezentuje rzut ortogonalny na ortogonalne
uzupelnienie, O, hiperplaszczyzny Q. Réwnanie

y=Py+ (I, - Py
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jest dekompozycja wektora obserwacji y na dwie ortogonalne sktadowe y = Py
oraz v = (I, — P)y. Macierze P oraz I, — P odgrywaja wazna role w analizie
danych i majg kilka interesujacych wtasnosci, a zwlaszcza:

1. Poraz I, — P sa macierzami symetrycznymi i idempotentnymi.

2. tr [P] =p, natomiast tr[l, — P]=mn—p.

3. (I,—P)X=0.

Ad 1. Symetrie macierzy P latwo sprawdzi¢ bezposrednio. Ponadto
(I, — P)T = I, — PT = I, — P, wicc macierz I, — P jest réwniez symetryczna.
Dalej

P =X X"X)'X'Xx(X*x)"'Xx" = XI,(X"X)"' X" = P,
co dowodzi, ze P jest macierza idempotentna. Podobnie (I,, — P)? = I,, — 2P+ P?
= I, — P, wiec I, — P jest rowniez macierza idempotentna.

Ad 2. Poniewaz P jest macierzg symetryczna i idempotentna, wiec

rank P = trP.
Ponadto

trP = tr[X(X'X)"' X7
tr[ X7 X(XT X))
trl, (7.24)
= p (7.25)

Macierz I,, — P jest réwniez symetryczna i idempotentna, jak wykazano wyzej,
wiec
rank[I, — P] = tr[l, — P]=n —trP =n —p.

Ad3. (I, -P)X=X-X(X'X)"'XIX=X-X=0. m

Macierz kapeluszowa pozwala w prostej postaci wyrazi¢ macierz kowariancji
wektora wyrownanych ocen ¥:

D[y = D[Py
= PD[y P’
= o’P, (7.26)
gdzie przy przejsciu od pierwszej do drugiej réwnosci wykorzystano ,prawo propa-

gacji macierzy kowariancji’, a przy przejsciu z drugiej do trzeciej réwnosci idem-
potentno$é macierzy P oraz zalozenie, ze D[y] = 021,.



108 7. Regresja liniowa

Analogicznie postepujac, mozna wyznaczy¢ macierz kowariancji wektora réz-
nic

Dlr] = D[(I, - P)y|
= (I, - P)D[y|(L, - P)"
o*(I, — P). (7.27)

Zanim przejdziemy do przykladéw zastosowan regresji liniowej oméwimy jej
szczegblny przypadek, w ktorym model jest linia prosta.

7.4. Estymacja parametréw linii prostej

Rozwazania rozpoczniemy od linii prostej, y = ax, przechodzacej przez po-

czatek uktadu wspoélrzednych, wtedy: rownania fundamentalne y; = ax; + €,
i = 1,...,n; macierz eksperymentu X = [z1,...,2,]7, (XTX) = a2,
XTy = 3" 2;;. Po podstawieniu tych danych do (7.13) otrzymano ocene
L2 TiYi
= . 7.28

Rozpatrzymy obecnie sytuacje, gdy model matematyczny obiektu opisany jest
dowolng linig prosta y = ag + ai1x — jest to tak zwana regresja lintowa prosta.

Rownania eksperymentu wynosza y; = ag + a1z, ¢ = 1,...,n, wiecc X = [J,, ],
gdzie J, = [1,1,..., 17, ¢ = [z1,...,2,]7. Obliczymy kolejne elementy wzoru
(7.13)
T v n nx
X X= [ nz > x? ] '
1 Ly a? -z
XTX -1 — n ?
(X X) Ylxi —x)? [ -z 1 ],
oraz
Xy | 2 |
Y [ > LY ]

Po podstawieniu tych wynikéw do (7.13), po przeksztalceniach, otrzymuje sie
oceny

ag = Y—ar, (7.29)
Y- p@m-1

S (2; — 7)2 (7.30)
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Estymator (7.30) wspotezynnika nachylenia aq prostej rozni sie od estymatora
(7.28) nachylenia a prostej przechodzacej przez poczatek ukladu wspotrzednych.
Rowniez otrzymana tu linia prosta rézni sie od linii regresji I rodzaju, wzory (6.6)
i(6.7).

7.5. Przyklady zastosowan regresji liniowej

Przyktad 7.1. Nalezy wyznaczy¢ mozliwie najdoktadniej tadunek ¢ elektronu
za pomoca elektroskopu. W tym celu gromadzi sie, mozliwie mata liczbe elek-
tronéw na oktadkach oscyloskopu, po czym mierzy ich tadunek. Wykonano dwa
takie pomiary; w pierwszym z nich wyznaczono tadunek k; elektronéw, wynik yq,
a w drugim ko elektronéw, wynik yo. Réwnania eksperymentu w rozwinietej po-
staci sg nastepujace

i = kig+er,
Yo = kogq+ea,

a w zapisie macierzowym y = Xa + €, gdzie y = [y1,92]7, a = ¢, € = [e1,&2]T
oraz

k
X= l k; ] : (7.31)

Skladowe estymatora @ (wzor (7.13)) wynosza: X' X = k? + k3 oraz X'y
= k1y1 + koya, a stad, po podstawieniu do (7.13), otrzymuje sie nastepujaca ocene
tadunku pojedynczego elektronu

k1y1 + kayo

TR R

Na przyktad dla k1 = 3, a ks =4, ¢ = (3y1 + 4y2)/25.
Ze wzoru (7.12) obliczymy réznicowa sume kwadratow:
Tr=RSS = yly—al X'y
=y y— alkiys + kaya)
_ 2y Ryt key)?

Wynik ten wykorzystuje sie do badania doktadnosci oceny. O
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Przyktad 7.2. Nalezy wyznaczy¢, mozliwie doktadnie, gestos¢ p = m/v (ma-
s¢ wlasciwa) pewnego stopu zdefiniowana jako stosunek masy m ciata do jego
objetosci v. Zatozymy, ze w tym celu wykonano n réznych probek stopu, a na-
stepnie zmierzono ich masy i objetosci, i otrzymano ciag wynikéw pomiardéw
{mi,v;i}, 1 =1,...,n, na podstawie ktorych wyznacza si¢ ocene gestosci p metoda
regresji liniowe;.

W pierwszym kroku nalezy okresli¢ rownania eksperymentu. Wystepuja tu
dwie mierzone wielkosci, m i v, przy czym zadna z nich nie jest przedmiotem
szczegblnego zainteresowania, wiec nie ma przestanki wskazujacej, ktora z wielko-
ci m czy v nalezy przyjaé za odpowiedz uktadu, a ktora za pobudzenie (regresor).
Stosujac oméwiony model regresji, w zaleznosci od relacji miedzy btedami pomia-
rOw masy &,, i bledami pomiaréw objetosci €, mozna sformulowaé¢ dwa modele
regresji

m = pv + &py,

gdzie &, jest btedem pomiaru masy lub
V= —M + &y,

przy czym €, — blad pomiaru objetosci.

Oba modele sg przyktadami linii prostej przechodzacej przez poczatek uktadu
wspolrzednych, y = ax. Powstaje wiec problem wyboru jednego z nich. Mozna
tego dokonaé na bazie wtasnosci btedéw pomiaréw. W modelu regresji (opisowym)
odpowiedz y jest zmienng losows, a wielko$ci wejsSciowe, x, sa zmiennymi deter-
ministycznymi, dlatego uzasadniony jest postulat, aby za odpowiedz, y, przyjaé¢
te zmienna, ktora charakteryzuje sie wiekszym bledem pomiarowym, a za x, te
ktora mniejszym btedem.

Zatozymy, ze z analizy metrologicznej obserwacji wynika, ze wiekszym ble-
dem wzglednym charakteryzuja sie pomiary masy, wtedy zmiennej y wystepuja-
cej w modelu regresji odpowiada m, co zapisuje sie krétko, y < m, natomiast
regresorem x jest v, z <> v. Réwnania eksperymentu przyjma postaé

m; = pv; +em,;, t=1,...,n,

gdzie &,,, jest bledem pomiaru masy i-tej probki. W zapisie macierzowym
m = pv+ en, gdzie m = [my,...,mu)", v = [v1,...,0,)7 oraz e, =

[Emyy-- - ,amn]T, (wyznaczanym parametrem jest tu p, p <> a). Macierz ekspery-
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mentu X = v i po podstawieniu tych danych do (7.28) otrzymuje sie nastepujaca

ocene gestosci
n
D> mivi
=1

po=a=(vIv) Tl m="——. (7.32)

2
Z Ui
=1

Dla jednej probki stopu (n = 1), wiec pojedynczego pomiaru {mq, vy}, ze wzoru
(7.32) otrzymuje sie ocene p, = mjy /v, co jest zgodne z oczekiwaniami.
Poréwnajmy wynik jaki otrzyma sie, gdy objetosé v jest mierzona z wickszym
bledem wzglednym niz masa m, wtedy odpowiedni jest model regresji v = m/p.
W takim modelu v jest odpowiedzia uktadu, y < v, a m wielkoscia wejsciowa
(regresorem), x < m. Rownania eksperymentu przyjma teraz postacé

Vi = —m; + &y, t=1,...,n,

gdzie g,, jest tu bledem pomiaru objetosci i-tej probki. Przechodzac do zapisu
macierzowego otrzymuje sie v = —m + €,. Wyznaczanym parametrem jest tu
P

a = 1/p, wektorem obserwacji y = v, a macierza eksperymentu X = m. Po
podstawieniu tych wynikow do (7.28) otrzymuje sie ocene

m;v;
R - =1
a=(m'm)'mlv="0—.
> m;
i=1

Poniewaz p = 1/a, wiec po zalozeniu, ze bledy pomiaréw sa ,relatywnie mate”,

mozna przyjaé, ze p = —, a stad ocena gestosci
a

> mi

pm = (7.33)
m;v;
=1

()

Dla jednej probki stopu, n = 1, otrzymuje sie p,, = my/v1, a wiec zgodnie z ocze-
kiwaniami.
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Oba estymatory py,, wzor (7.32) i pp,, wzor(7.33) roznig sie miedzy soba. A wiec
wyboér modelu regresji jest istotny.

Latwo sprawdzi¢, ze jesli pomiary objetosci i masy wykonywane sa bez btedu,
to z obu modeli regresji otrzymuje sie ten sam wynik — ocena jest réwna wartosci
prawdziwej. To potwierdza poprawnosé¢ analizy.

Podany przyktad wykazuje, ze dobér odpowiedniego modelu regresji zalezy od
wlasnosci obserwacji (wynikow pomiaréow). Zazwyczaj wszystkie pomiary obar-
czone s3 btedami losowymi, gdy tymczasem w prezentowanym tu modelu regresji
liniowej przyjmuje sie, ze regresory (zmienne wejsciowe) znane sa doktadnie. Nale-
zy wiec zastosowaé¢ wlasciwe uproszczenia, ktére pozwola wybraé¢ taki model ana-
lizy regresji, ktory ,najlepiej” odpowiada rzeczywistym warunkom — w podanym
przyktadzie nalezatlo dokonaé¢ wyboru, ktéra zmienng mozna zakwalifikowaé jako
zmienng deterministyczna, a ktora jako zmienna losowa. Jednak nie zawsze takie
uproszczenie jest odpowiednie, gdyz obie zmienne moga by¢ mierzone z btedami
(wzglednymi) o zblizonym poziomie. Mozliwe sg rézne rozwiazania tego problemu.
Jedno z nich polega na wyznaczeniu prostej regresji, ,,mierzac”’ odlegtos¢ miedzy
punktami a modelem nie wzdluz osi wspétrzednych, jak jest w opisowym modelu
regresji, a ortogonalnie do prostej, co prowadzi do tak zwanej prostej regresji
ortogonalne). Wihasnosci regresji ortogonalnej oraz innych metod estymacji zbadalt
Wald [109], a zebrane metody podal Linnik [70]. Jednak tego typu podejscia sa
rzadko stosowane, gdyz utrudniaja stosowanie wielu statystycznych metod analizy.

Innym rozwigzaniem problemu estymacji dla zblizonych btedéw pomiaréw obu
zmiennych m i v (ogolnie y i x) jest przyjecie sredniej geometrycznej lub sredniej
arytmetycznej obu estymatoréw jako ocene koncowa. Przyjmujac érednia geome-
tryczna, otrzymuje sie

N = =11
P =V PmPv = n712 (734)

Wybér sredniej geometrycznej wynika stad, ze rézni sie ona od $redniej arytme-
tycznej w pomijalnie matym stopniu (po zalozeniu, ze wzgledne bledy pomiaréow
sa male), a $rednia geometryczna prowadzi do prostszych wzorow.

Podobnie jak poprzednio dla jednej probki stopu, n = 1, otrzymuje si¢ z (7.34)
ocene p=mq /vy . O

Przyktad 7.3. Kula o nieznanym ciezarze a umieszczona jest na desce odchylo-
nej o kat o od pionu i utrzymywana w réwnowadze za pomoca nici, przy czym kat
odchylenia jest regulowany. Nalezy wyznaczy¢ ciezar kuli na podstawie pomiardow
naprezenia y nici wykonanych dla réznych katow «. Opor tarcia pomingé.
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Zgodnie z rozkltadem wektoréw sit relacja miedzy ciezarem a a naprezeniem
okreslona jest wzorem y = a cos a. Zatézmy, ze wykonano n pomiaréw naprezenia

nici dla katow aq, ..., a, i1 otrzymano wyniki, odpowiednio y1, ..., ¥y, z btedami
£1,...,&n spelniajacymi zalozenia (a)—(c). Rownania eksperymentu sa nastepuja-
ce

Yy, =acosa; +¢€5, t=1... n,
a w postaci macierzowej y = Xa + €, gdzie y = [y1,...,ys)%, a = a,
X = [cosay,...,cosan]T, € = [e1,...,en]T. Jest to model regresji linii pro-

stej przechodzacej przez poczatek ukltadu wspélrzednych, w ktéorym regresory
x; = cos ay, wiec na mocy (7.28) otrzymano nastepujacy estymator ciezaru kuli

Y1 COS Q1 + Y2 cosag + ... + Yp COS vy

a= 2 2 2
COS“ (1 + Cos® vg + ... + C0s”

Dla jednego pomiaru y; i kata ai, z podanego wzoru otrzymuje sie ocene
a = y1/ cosay, a wiec taka, jaka otrzymuje sie bezposrednio z relacji y = a cos a.
Na podstawie wzoru (7.12) réznicowa suma kwadratow jest rowna

5 (y1cosag +yacosag + ...+ yp cosay)?
n

R'R=RSS=1yi+y5+... 4y —
vityat...ty cos2 g + cos2 ag + . .. + cos? ay,

7.6. Wyznaczenie modelu matematycznego baterii elektrycznej

Waznym problemem w elektrotechnice jest wyznaczenie modelu matematycz-
nego zrodel napie¢ (np. akumulatora) opisujacego zaleznos¢ pradu i od napiecia
u — funkcje i = f(u). W przypadku liniowych zaleznosci model taki reprezen-
tuje schemat zastepczy zlozony z idealnego Zrédla napiecia e oraz rezystancji
wewnetrznej r, rys. 7.2

Sita elektromotoryczna e zrédta napiecia oraz jego rezystancja wewnetrzna r
sg parametrami modelu. Wprawdzie moga mie¢ one interpretacje fizyczna, ale nie
mozna ich zmierzy¢ bezposrednio. W celu wyznaczenia ich wartosci podtacza sie
obciazenie rg i mierzy prad ¢ pobierany ze Zrédta oraz napiecie u na zaciskach
dla réznych wartosci obciazen. Zaleznosé miedzy mierzonymi wielko$ciami oraz
parametrami opisana jest réwnaniem

e—ir=u. (7.35)
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Rys. 7.2. Schemat zastepczy akumulatora ztozony z idealnego zrédla napiecia e oraz
rezystancji wewnetrznej r; symbol ¢ reprezentuje rezystancje obciazenia

Jest to rownanie liniowe wzgledem parametréw e oraz r. Jesli pomiary wielkosci
u oraz ¢ wykonywane bylyby bez btedéw, to wystarczytoby wykonaé je dla dwoch
wartosci rezystora rg. Wtedy otrzymuje si¢ dwie pary danych (uy,i1) i (ug,i2),
a po podstawieniu do (7.35) uktad dwoch rownan liniowych

e—ur = up,
e—19r = U9

z dwoma niewiadomymi e oraz r. Rozwigzanie wyznacza szukane warto$ci parame-
tréow e oraz r. Jednak takie podejScie ma tylko znaczenie teoretyczne. W praktyce
nalezy uwzgledni¢ bledy pomiaréw, jak rowniez zbadaé czy wzor (7.35) jest po-
prawny, ewentualnie, dla jakich wartosci pradéw ¢ moze by¢ stosowany z zatozong
doktadnoscia. Narzedzi do takich badan dostarcza aparat regresji liniowej, ktory
teraz zastosowano do wyznaczenia parametrow e oraz r.

Zalézmy, ze wykonano n pomiaréw par pradéw i napieé, i otrzymano wyniki
{(ui,i;)}, © = 1,...,n. Pomiary obu wielkosci obciazone sa bledami losowymi.
W regresji liniowej zaktada sie, ze tylko jedna zmienna, odpowiedz, jest zmien-
na losowa, natomiast druga, regresor, jest wielkoscia deterministyczna, aby wy-
korzystaé¢ narzedzia regresji liniowej, nalezy dokona¢ wyboru, ktéra z wielkosci
mierzonych u czy ¢ jest odpowiedzia uktadu, a ktéra regresorem. Odpowiednim
kryterium wyboru jest tu btad pomiaru. Rozpatrzono nastepujace przypadki:

1. Btad wzgledny (graniczny) di pomiaréw pradu jest istotnie mniejszy niz
btad wzgledny (graniczny) du pomiaréw napiecia, wtedy przyjmuje sie di ~ 0
iz (7.35) otrzymuje

up=e—ri;+tey, i=1,...,n, (7.36)

gdzie €, jest bledem pomiaru napiecia w;. Kladac y; = w;, z; = 1;, ag = e oraz
a1 = —r, otrzymuje sie réwnania eksperymentu

yi=ao+a1x; +ey, t=1,...,n,
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regresji liniowej prostej. Wzory (7.29) i (7.30) okreslaja estymatory ag oraz aj,
a stad estymatory é = ag oraz ¥ = —a; parametréw schematu zastepczego.

2. Blad wzgledny (graniczny) du pomiaru napiecia wu; jest istotnie mniejszy
niz btad wzgledny (graniczny) 07 pomiaru pradu i;, wtedy przyjmuje sie ou ~ 0
iz (7.35) po przeksztatceniach otrzymuje

iizg—}ui—i—aii, i=1,....m, (7.37)
roor
gdzie g;, jest bledem pomiaru pradu 4. Kladac y; = 4, =, = w, ap = e/r
oraz a; = —1/r otrzymuje si¢ rownania eksperymentu y; = ag + a1x; + €;;, tak
jak w punkcie 1. Ze wzorow (7.29) i (7.30) na regresje liniowa mozna wyznaczy¢
estymatory ag oraz a;, a nastepnie # = —1/a; oraz é = aogf = —ag/ay.

3. Jesli bltedy wzgledne pomiaru napie¢ i pradéw maja zblizone wartosci,
du; ~ §i;, to mozna stosowaé¢ inne miary odlegtodci funkcji od obserwacji, np.
oparta na metryce euklidesowej. Szczegdétowe omodwienie roznych metod estymac;i,
gdy obie zmienne obciazone sa bledami podal Wald [109]. Mozna rowniez, jak
w przykladzie 7.2, wyznaczy¢ oceny parametréw, wykorzystujac sposoby podane
w punktach 11 2 i jako ostateczna ocene przyjaé¢ srednia arytmetyczna lub srednig
geometryczna otrzymanych ocen.

Przedstawione tu rozwigzania nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci metod re-
gresji w rozwiazaniu tego zagadnienia. Na przyktad w celu poprawy dokladnosci
pomiaréw mozna zastosowaé, jako rg, regulowany precyzyjny rezystor wzorcowy
o wiekszej doktadnosci niz pomiary pradu i napiecia. Wtedy wykorzystujac zalez-
nos¢ u = irg, mozna w rownaniu (7.35) wyeliminowaé jedna ze zmiennych w lub i.
Eliminuje sie te zmienna, ktéra mierzona jest z wickszym bledem — dla ustalenia
uwagi przyjeto, ze jest nig prad ¢. Nastepnie dla réznych wartosci rg; rezystora rg
wykonuje sie pomiary napie¢ u;. Ktadac we wzorze (7.35) i = u/rg, otrzymuje sie
roéwnanie

U
u=e——r.
To
Wzér ten sprowadza sie do modelu regresji liniowej. Jesli btad wzgledny pomiaru
napiecia jest wiekszy niz dokladno$é wzorca rezystancji rg, to wzor ten mozna
przedstawi¢ w postaci
70
u =
T+ 70

€+ ey, (7.38)

gdzie €, jest bledem pomiaru napiecia. Réwnanie (7.38) nie jest liniowe wzgledem
parametru r, wiec estymacja parametréw wymaga nieliniowych metod regresji.



116 7. Regresja liniowa

Jednak, w tym szczegélnym przypadku, mozliwa jest transformacja do modelu
liniowego. W tym celu wyrazenie (7.38) mozna przeksztalci¢ do postaci

S =S4 -— g (7.39)

gdzie € jest bledem pomiaru odwrotnosci napiecia u. Kladac y = 1/u, = =
1/ro, ap = 1/e oraz a1 = r/e, otrzymuje sie y = ap + a1z + €, a wiec model
regresji liniowej prostej. Ze wzorow (7.29) i (7.30) wyznacza si¢ estymatory ag
oraz G; metoda regresji i nastepnie estymatory é = 1/ag oraz 7 = a1€ = a1 /ao.

Nalezy tu jednak uwzglednié¢ fakt, ze wraz z transformacja warto$ci mierzo-
nych, u — 1/u transformuja sie rowniez btedy pomiaréw (obserwacji) i jesli w po-
danym przyktadzie pomiary napie¢ u sa jednakowej doktadnosci, D?[u;] = const,
to ich odwrotnosci y; = 1/u; nie sa juz jednakowej doktadnosci, co prowadzi do
ogb6lnej metody NK. Niezbedne jest w tym przypadku wyznaczenie wag pomiaréw.
Zagadnienie to oméwiono w dalszych rozdziatach.

Na przykladzie wyznaczania modelu matematycznego akumulatora pokazano,
ze w wielu przypadkach rozwiazanie konkretnego zagadnienia moze by¢ zrealizo-
wane w rézny sposob, w zaleznosci od wlasnosci obserwacji i wtasnosci modelu.

7.7. Wlasnosci estymatora parametréw i wyréwnanych ocen

Zbadamy wybrane wlasnosci statystyczne estymatoréw, a zwlaszcza ich ob-
cigzenie 1 wariancje.
Jesli obserwacje nie sa obciazone, E[e] = 0, zalozenie 1, to
gla] = (XTX)7'X"Ely)
= (X'X)'xTXa
= a, (7.40)

a to oznacza, ze @ jest nieobcigzonym estymatorem parametrow a.
Jesli obserwacje y; nie sa skorelowane i maja taka sama wariancje (zatozenia
2 i 3, co zapisujemy D[e] = o2 I,,), to macierz kowariancji ocen wynosi

Dla] = D(X"X)'X"y
= (XIX) ' XIDly X(XTX)!
= AXTx) N XTx)(xTx)!
= (XTXx)"L (7.41)
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Przy przejsciu z pierwszej do drugiej linii podanego wzoru wykorzystano ,pra-
wo propagacji bledow pomiaréw”, D[Cy] = CD[y]CT, natomiast przy przejéciu
z drugiej do trzeciej linii, zaleznosé¢ D[y] = Dle].

Ze wzoru (7.41) wynika, ze oceny @; sa na ogot skorelowane, mimo ze obserwa-
cje y; nie sg skorelowane. Wyjatek stanowi jedynie przypadek, w ktérym kolumny
macierzy eksperymentu X sg ortogonalne, o czym bedzie mowa w dalszej czesci
tego rozdziatu.

Mozna wykazaé¢, por. [98|, ze wyréwnane oceny ¢y = Xa sa najlepszymi nie-
obciazonymi liniowymi estymatorami (estymatorami BLUE od ang. Best Linear
Unbiased Estimate). Jesli dodatkowo zalozy sie, ze ,bledy” ; maja rozktad nor-
malny ¢; ~ N(0,0?), co mozna zapisa¢ y ~ N,(Xa,c?I,), to estymatory a
parametréw maja minimalne wariancje w klasie wszystkich nieobciazonych esty-
matoréw — nie tylko liniowych (por. [89]).

Znajomosé estymatordéw a pozwala na ocene odpowiedzi uktadu y dla dowol-
nych wartosci wielkosci wejsciowych z1,...,z, (z obszaru okreslonosci modelu)
za POmMocy, wzoru

U =a171+ -+ app. (7.42)

Ze wzoru (7.42) mozna wyznaczy¢ wyréwnane oceny odpowiedzi dla wartosci
wejsciowych x;1,..., 2, ¢ = 1,...,n, tj. w punktach pomiarowych. Ocena g; dla
i-tego ciggu wartosci wejsciowych wynosi g; = a1xi1 + -+ - + apxip, t = 1,...,m,
a wektor tych ocen, w notacji macierzowej, y = Xa. Dla kazdego ciaggu wartosci
wejsSciowych sa dwie oceny odpowiedzi uktadu: bezposrednie obserwacje y; oraz
wyréwnane oceny ¥; (w zapisie macierzowym y oraz ¢). Poréwnamy ,efektywnos¢”
tych ocen.

Zgodnie z zalozeniem, wszystkie bezposrednie obserwacje maja taks sama wa-
riancje D?[y;] = 02, i = 1,...,n lub w zapisie macierzowym D[y] = o2I,,. Macierz
kowariancji wektora g wyréwnanych ocen okreslona jest wzorem

D[y] = D[Py = PD[yP"
= o*PIL, P =5%IP
— 2P, (7.43)

stad wariancje wyréwnanych ocen wynosza

D[] =pio®, i=1,....n, (7.44)



118 7. Regresja liniowa

gdzie pi; jest i-tym elementem przekatnej macierzy P. Mozna wykazaé (50|,
s. 196), ze elementy p;; speliaja nierownosé

1
— <pi < L
n

Wynika stad, ze wariancja kazdej wyréwnanej oceny jest mniejsza lub co najwyzej
réwna wariancji bezpogredniej obserwacji wynoszacej D?[y;] = o2.

Interesujace wiec jest poréwnanie $redniej wartosci, average(D?[f;]), wyréw-
nanych wariancji z wariancja bezposrednich obserwacji D?[y;] rownej 2. Slad
macierzy idempotentnej jest rowny jej rzedowi (por. A.1.5). Poniewaz P jest ma-
cierza idempotentna rzedu p, wiec tr P = p, a stad wynika, ze suma wariancji
wyréwnanych ocen jest rowna

n
> D?[j;] = o*trP = o”p. (7.45)
i=1
Wszystkich wyréwnanych ocen ¢; jest n — tyle samo co bezposrednich obserwacji,
wiec §rednia wariancja wyréwnanych ocen jest réwna

average(D[j;]) = Lo? = L D2Jy,]. (7.46)
n n

Wynika stad, ze srednia wariancja wyréwnanej oceny jest p/n razy mniejsza niz
wariancja o2 bezposrednich obserwacji. Na przyktad, jesli liczba obserwacji jest
czterokrotnie wieksza niz liczba parametrow, p/n = 1/4, to $rednia wariancja
wyréwnanej oceny jest czterokrotnie mniejsza niz wariancja bezposrednich obser-
wacjl.

Teoretycznie poprzez zwiekszanie liczby obserwacji mozna w dowolnym stop-
niu zmniejsza¢ wariancje wyréwnanych ocen, gdyz wtedy p/n — 0. Jednak,
w praktycznych zastosowaniach, nalezy sie liczyé¢ z wystepowaniem btedéw syste-
matycznych bezposrednich obserwacji oraz btedem modelu. Bledy systematyczne
nie sa eliminowane przez zwickszanie liczby obserwacji i stosowanie zbyt duzej ich
liczby nie przynosi istotnej poprawy doktadnosci. Bledy systematyczne zwykle
nie sa znane. Jest to podobna sytuacja jak w pomiarze bezposrednim wartosci
prawdziwej a, gdzie teoretycznie, zwickszajac liczbe pomiaréw i obliczajac sred-
nig arytmetyczna, mozna do zera minimalizowaé¢ blad pomiaru i stad wyciagnaé
bledny wniosek, ze zamiast kupowaé drogie narzedzie pomiarowe mozna to sa-
mo osiagnaé, stosujac wielokrotne pomiary narzedziem pomiarowym o mniejszej
doktadnosci. Jednak narzedzia pomiarowe maja zwykle znaczng sktadowa syste-
matyczng btedu pomiaru, a sktadowa systematyczna jest taka sama w kazdym
pomiarze i $rednia arytmetyczna jej nie eliminuje.
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7.8. Estymacja wariancji ¢? pojedynczej obserwacji

Wyznaczenie wariancji estymatoréw a parametréow modelu oraz wariancji es-
tymatoréw wyréwnanych ocen wymaga znajomosci wariancji o2 bezposrednich
obserwacji (por. wzor(7.41)). Tymczasem zwykle nie jest ona znana. Podstawa do
wyznaczenia wariancji pojedynczej obserwacji jest twierdzenie 7.1 [100].

Twierdzenie 7.1. Jedli réwnanie eksperymentu y = Xa + € spelnia warunki:
Ely] = Xa, gdzie X jest macierza o wymiarze n X p, rzedu p, p < n, macierz
kowariancji wektora obserwacji y jest rowna D[y] = 021, to statystyka

s, (y— Xa)T(y— Xa) rl'r RSS

2 = = = (7.47)
n—p n—p n-—p

jest nieobcigzonym estymatorem wariancji o pojedynczej obserwacji.
Dowod. Zgodnie ze wzorem (7.20) wektor reszt mozna przedstawi¢ w formie

r= (I, — P)y,
stad
(n-p)s* = (y—Xa) (y— Xa)=y" (I, - P)(I, - P)y=y" (I, — P)’y
y" (L, — P)y. (7.48)
Po uwzglednieniu réwnania (B.7) otrzymuje sie
Ely" (I, — P)y] = ¢*tr(I,, — P) + o X' (I,, — P)Xa = o*(n — p),
a stad po uwzglednieniu wzoru (7.48) E[s?] = 02, co konczy dowod. |

Przyktad 7.4. Zalézmy, ze eksperyment polega na n-krotnym bezposrednim po-
miarze parametru a, y; = a + ¢;, a wyniki ¥ = [y1,...,ya]? spelniaja okreslone
w twierdzeniu 7.1 warunki, wtedy X = [1,1,...,1]7, astad X’ X =n, X'y =
S,y i po podstawieniu do wzoru a = (X! X)~! X'y otrzymuje sie ocene pa-
rametru a = % S | y; =y oraz, na mocy (7.47), ocene wariancji o2

zn:(yz‘ -7
i=1

Obie oceny sa wiec zgodne ze znanymi wzorami ocen pomiaréw bezposrednich.

1

s? =
n—1

g
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7.9. Funkcje gestosci estymatorow

Przy wyprowadzaniu estymatoréw metoda NK wykorzystano zatozenia (a), (b)
i (c). Jesli dodatkowo zalozy sie, ze obserwacje y lub, co jest réwnowazne, btedy
maja taczny rozktad normalny, € ~ N, (0, 021,), zatozenie (d), to mozna wyzna-
czy¢ funkcje gestosci rozktadow poszczegdlnych statystyk wykorzystywanych w
analizie regresji na podstawie twierdzenia 7.2

Twierdzenie 7.2. Jedli obserwacje y maja rozktad normalny, y ~ N, (Xa, o%1,),
gdzie X jest macierza o wymiarze n x n rzedu p, to

1. @~ Ny(a,c?(XTX)™1).

2. (a—a)' X' X(a— a) ~ Xz

3. @ jest losowo niezalezne od s2.

4. RSS/0? = (n —p)S?/o? ~ X%_p-

Dowd6d pomijamy. Zainteresowany czytelnik moze go znalezé w cytowanej litera-
turze, np. [98]. Rozklad estymatorow wykorzystywany jest w analizie wlasnosci
estymatorow, testowaniu hipotez statystycznych itd.

7.10. Planowanie optymalnego eksperymentu

Wartosci regresorow, z;;, (elementéw macierzy eksperymentu X) wplywaja
na wlasnosci estymatorow, a zwlaszcza na ich wariancje, por. wzor (7.41). Dobor
takich wartosci regresoréw, x;;, ktére zapewniaja pozadane wlasnosci estymato-
row nosi nazwe planowania optymalnego eksperymentu. Przedstawimy wybrane
metody takiego doboru.

W punkcie 7.7 wykazano, ze macierz kowariancji ocen @ parametréw modelu
okreslona jest wzorem D[a] = o2(X” X) ™!, stad wariancje D?[d,] ocen sa elemen-
tami przekatnej macierzy kowariancji. Planowanie eksperymentu polega zwykle na
takim doborze wartosci x;;, ktére minimalizujg wariancje ocen. Jednak okreslenie
,optymalny plan eksperymentu”, czy minimalizacja wariancji ocen nie jest jedno-
znaczne, gdyz ocena moze dotyczy¢ réznych wielkosci, a zwlaszcza: tacznie wszyst-
kich parametréw modelu, wyréznionego parametru modelu, odpowiedzi ukltadu
dla zalozonych wartosci zmiennych objasniajacych, zadanej funkcji odpowiedzi
uktadu, sredniej wariancji wszystkich parametréow itd. Dlatego eksperymentator
powinien sprecyzowaé¢ kryterium optymalizacji odpowiednie do zalozonego celu
analizy. Na przyktad, gdy jeden z parametréw modelu jest stala fizyczng, woéwczas
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podstawowym celem eksperymentu moze byé¢ ,najlepsza”’ ocena wartosci tej stalej
i odpowiednim kryterium optymalizacji jest minimalizacja wariancji tej oceny.

Jesli nie okreslono wlasnego kryterium optymalizacji, to mozna odwotaé sie
do jednego z kilku uniwersalnych kryteriéw, z ktérych najczesciej stosuje sie:

e plan D-optymalny polegajacy na minimalizacji wyznacznika |D[a)| macierzy
kowariancji estymatoréw parametréow lub, co jest rownowazne, maksymalizo-
waniu wyznacznika | XT X,

o plan A-optymalny polegajacy na minimalizacji $redniej wariancji estymato-
row parametrow modelu, co sprowadza sie do minimalizacji $ladu macierzy
(XTX)L,

e plan E-optymalny polegajacy na minimalizacji najwiekszej wariancji estyma-
torow parametréw modelu, co sprowadza sie do minimalizacji maksymalnej
wartosci wlasnej macierzy (X7 X)~1,

e plan G-optymalny polegajacy na minimalizacji najwickszej ($redniej) wariancji
wyréwnanych odpowiedzi modelu y.

Pojecie planu D-optymalnego wprowadzit Kiefer [63]. Jego wlasnosci analizo-
wane byly przez wielu autoréw i opracowano szereg algorytmoéw numerycznych
realizujacych D optymalne plany. Przeglad ich mozna znalez¢é w pracach Fiedo-
rowa [28]. Dla duzej liczby wielkosci wejsciowych wyznaczenie macierzy ekspery-
mentu realizujacej D optymalny plan jest ztozonym zadaniem numerycznym, co
ogranicza zastosowanie tej metody.

Plan A-optymalny oparty jest na minimalizacji $ladu macierzy (XT X)~ !, pro-
wadzi, w wigkszosci przypadkéw do ortogonalnej macierzy eksperymentu X, co
wykazano w dalszej czesci. Ponadto wykazano, ze estymacja parametréw dla orto-
gonalnej macierzy X charakteryzuje sie wieloma innymi pozytywnymi cechami. Te
zalety powoduja, ze zalecana metoda jest optymalizacja przez doboér ortogonalnej
macierzy X.

Plan F-optymalny jest stosowany w przypadkach, gdy celem optymalizacji jest
minimalizowanie najwickszej wariancji estymatoréw parametréw. Kryterium to
znajduje zastosowanie, gdy celem jest minimalizowanie elementu o najwickszym
bledzie. Zadanie jest zlozone numerycznie.

Plan G-optymalny (nazywany réwniez planem Y-optymalnym) polega na ta-
kim doborze macierzy eksperymentu, aby wariancja estymatoréw odpowiedzi
uktadu byta minimalna. Plan G optymalny mozna realizowaé¢ w rézny sposob,
a w szczegdlnosci minimalizowaé $rednia wariancje wyréwnanych ocen, co na mo-
cy (7.43) sprowadza sie do minimalizacji $ladu macierzy P = X(X' X)~' X7,
tj. >y pii- Inna modyfikacja planu G-optymalnego jest minimalizacja warian-
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cji dla zalozonej wartosci wielko$ci wejsciowej. Taki plan znajduje zastosowanie
w prognozie. Realizacja planu G-optymalnego jest rowniez ztozonym numerycz-
nym zadaniem.

Podsumowujac ten krétki przeglad podstawowych planéw, nalezy stwierdzié,
ze z praktycznych wzgledow szczegolnie korzystny jest plan A-optymalny. Wyka-
zano, ze zadanie sprowadza sie, w wielu wypadkach, do stosowania ,ortogonalnej
macierzy eksperymentu”; a to pociaga za sobg, kilka innych pozytywnych wtasno-
$ci. Ponadto plan A-optymalny jest zwykle prostszy numerycznie niz pozostale
plany. Dlatego omoéwimy szerzej realizacje tego planu.

Wykazemy najpierw, ze mozna dowolnie zmniejsza¢ wariancje estymatoréw
parametréow a; modelu, zwigkszajac wartosci regresor6w x;;. Niech D[a] bedzie
macierzg kowariancji estymatoréw a otrzymanych dla macierzy eksperymentu X.
Jesli wszystkie elementy macierzy eksperymentu pomnozy sie przez A, to nowa,
spowiekszona”, macierz eksperymentu jest rowna X* = A X, a macierz kowariancji
estymatorow @" wyznaczonych dla powiekszonej macierzy wynosi

2 (XTX)!

Az
Wiec elementy macierzy kowariancji, a zwlaszcza wariancje D2[d}f] estymatorow
lezace na przekatnej, zmniejszyly sic A2 razy i jesli A — oo, to Dz[d;'f] — 0,
j=1...,p.

Mozna zatem dowolnie zmniejszaé¢ wariancje estymatoréw parametrow, zwiek-
szajac wartosci regresorow x;;. Jednak takie podejscie nie rozwigzuje w pelni
problemu, gdyz regresory sa zwykle wielkosciami fizycznymi i mogg przyjmowaé
wartosci tylko z ograniczonego obszaru. Ponadto w praktyce, gdy rosnie wartosé
wielkosci x;;, wtedy zwykle rosnie, co do modutu, wartos¢ odpowiedzi y;, a to
zwykle pociaga za soba wzrost wariancji pojedynczej obserwacji. Dlatego nalezy
rozwazy¢ rowniez zagadnienie doboru regresoréw, przy nalozeniu ograniczen na
ich wartosci. Najczesciej narzuca sie¢ warunek, zeby suma kwadratéow wszystkich
wartosci @1, ..., T1p, j-tej wielkosci, j = 1,...,p, nie przekraczala zadanej licz-
by, powiedzmy c?. Zadanie to mozna sformutowac nastepujaco (por. np. Hotteling
[55]):

Dla*] =’ (A XTAX) L =0

Twierdzenie 7.3. Niech X = [X1, ..., X,]T bedzie macierza eksperymentu, kto-
rej kolumny X, ..., X,, speiniaja warunki X]TX]- = || X;|*> = c?, wtedy wariancje
estymatoréw spetniaja nieré6wnosé

o? o?

D] > — = ——, j=1,...,p, (7.49)
T X



7.10. Planowanie optymalnego eksperymentu 123

przy czym rownosé jest osiagnieta (wariancja jest minimalna), gdy kolumny ma-
cierzy X sa ortogonalne, tj. gdy XjTXk =0, jesli j # k.

Dowod przeprowadzimy dla szczegélnego przypadku, dwoch regresordéw, p = 2,
a = [a1,a2]” (uogélnienie na dowolna liczbe regresoréw jest naturalne). Wte-
dy macierz eksperymentu ma dwie kolumny X = [Xj, Xo]T, gdzie X; =
[11,. .. ,aspl]T jest pierwsza, a Xo = [T12,...,Tn2]? druga kolumna macierzy X.
Tloczyn
rv | XTI P CP.Cap.€PD.¢
X' X = l X7 ] (X1 Xo] = l xX'x, xIXx, ],

a macierz odwrotna

(X' x)!

B 1 xXI'x, —XxIXx,
XTX, XIXo — (XTX)2 | -X3X1 XXy |’
gdzie wykorzystano rownosé XT X, = X2 X;. Wariancja D?[a;] jest pierwszym
elementem lezacym na przekatnej macierzy kowariancji D[a] = o2(X? X)~!, wiec
XTXx
DY i) =0 gt
Obie sktadowe mianownika, X7 X; X2 X, i (X7 X5)?, sa nieujemne, gdyz

X]-TX]- = || X;||%, ponadto XfXj = c?, j=12
7 nieré6wnosci Schwarza

(XTX5)? < XT' X1 XT Xo, (7.51)

(7.50)

wynika, ze mianownik prawej strony réwnania (7.50) jest nieujemny, wigc po-
mijajac w nim wyrazenie (XlTXg)Q, otrzymano nastepujace dolne ograniczenie

wariancji estymatora

o? o?

> = ;
XiXx: X
co dowodzi nieréwnosci (7.49) dla j = 1.

Wariancja D?[a1] okreglona wzorem (7.50) osiaga minimum, przy nalozonych
warunkach XjTXj = c?, Jj = 1,2, gdy wyrazenie (XlTXQ)2 osiagga minimum, a to

D?[ay] (7.52)

nastepuje, gdy X’{XZ =0 — gdy kolumny Xj i X5 sa ortogonalne.
Jesli X jest macierza ortogonalna, X’{XQ = 0, to uwzgledniajac ten warunek
we wzorze (7.50), otrzymuje si¢

2
2ra 1 g
[al] - ”X1||27
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wiec wariancja estymatora przyjmuje najmniejsza mozliwa wartosé (por. nierow-
nosc¢ 7.52)).
To koniczy dowod dla wariancji a;. Latwo zauwazyé, ze ze wzgledu na symetrie
estymatoréw aj i ao analogiczne wzory spelione sa dla wariancji D?[as).
Podobnie mozna wykazaé, ze twierdzenie 7.3 jest prawdziwe dla dowolnej licz-
by parametrow p. Oznacza to, ze dla kazdej macierzy eksperymentu

0.2

J

natomiast dla ortogonalnej macierzy eksperymentu

21 A .
D*[a;] = X j=1...,p. (7.54)
O

7 twierdzenia 7.3 i poprzednich rozwazan wynika nastepujacy wazny wniosek:
Nalezy tak dobieraé wartosci elementow macierzy eksperymentu, aby jej ko-
lumny miaty maksymalne normy, || X;||* = cjz = max 1 jednocze$nie bylty wzajem-
nie ortogonalne XiTXj =0 dla i # j. W przypadku gdy ze wzgledu na warunki
eksperymentu nie mozna zrealizowac ortogonalnych kolumn, wowczas nalezy mi-

nimalizowaé modut iloczynow skalarnych | X7 X;|.

7.11. Estymacja parametréw dla ortogonalnej struktury
macierzy eksperymentu

W modelu y = Xa + € przedstawiono macierz eksperymentu w postaci X =

[ X1,..., X, gdzie X, j = 1,...,p sa kolejnymi kolumnami macierzy. Model

y = Xa + € moze by¢ teraz zapisany w postaci kombinacji liniowej kolejnych
kolumn

y:a1X1+--~+apo+s. (7.55)

Zalézmy, ze kolumny X, macierzy X sa wzajemnie ortogonalne, X]TXk =0,
jesli j # k, to XT X jest macierzg diagonalna

x'x;, o - 0
X7 x — 0 Xix, .- 0
0 0 - XX,
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a jej odwrotna

(xTx;)! 0 e 0
(XTX)! = 0 (XpX)™h 0
0 0 e (XD X))

Natomiast drugi czlon estymatora a, (por. (7.13)) mozna zapisaé

Xy
ng

Po podstawieniu tych wynikow do (X X)~' X7y otrzymuje sie

a1 (X1 X)) 'XTy
) ag (X3 X2) !XTy
a— . == . )
ap (X,?Xp)_lX,?y

wiec estymator kazdego parametru a; mozna wyznaczy¢ niezaleznie od estymato-
row pozostalych parametréow za pomoca wzoru

XTy
a;i= 22 i=1,....p, 7.56
XX, j P (7.56)

natomiast wariancja estymatorow jest okreslona wyrazeniem (7.54).

Wykazano poprzednio, ze estymatory w modelach z ortogonalng macierza eks-
perymentu minimalizuja wariancje ocen i sg, pod tym wzgledem, optymalne.
7 otrzymanego teraz wyniku widaé, ze maja one kilka innych zalet, z ktérych
najwazniejsze to:

e dla kazdego j = 1,...,p estymator a; zalezy tylko od odpowiadajacych mu
regresoréow — kolumny X, a to oznacza, ze ocena a; nie zmieni si¢ jesli dodamy
parametr lub usuniemy pewien parametr,

e obliczenia numeryczne sa wyjatkowo proste, odwracanie macierzy sprowadza
sie do liczenia odwrotnosci liczb (dla dowolnej macierzy eksperymentu odwra-
canie macierzy X' X laczy sie czesto z duzymi problemami numerycznymi),
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e estymatory a;, j = 1,...,p nie sa skorelowane, co wynika z tego, ze macierz
XT X jest diagonalna, wiec odwrotna do niej jest réwniez diagonalna.
Obliczymy teraz wartosé réznicowej sumy kwadratow, RSS, ktora odgrywa

wazng role w analizie dopasowania obserwacji do modelu. Na mocy wzoru (7.21)
otrzymano

bl P
RSS=y'y—a' X'y=y'y—[ar,....0) | - |y=9'y—> 4;X]y
X] =1

Jesli przeksztalci sie rownosé (7.56) do postaci X;fpy = &jX;fFXj i podstawi ja do
ostatniego cztonu podanego wzoru, to otrzymuje sie nastepujaca zaleznosé

p p
RSS=y'y-> aX]X; =y y-> a|X;|* (7.57)
j=1 j=1

Wynika stad, ze obliczanie réznicowej sumy kwadratéw, RS.S, jest znacznie prost-
sze dla ortogonalnej macierzy eksperymentu niz dla dowolnej macierzy z ogélnego
wzoru (7.22). Ponadto posta¢ wzoru (7.57) pozwala na tatwa ocene wpltywu po-
szczegbdlnych parametréow modelu na doktadnosé jego dopasowania do obserwacji.
Wrynika to z tego, ze im wicksza jest wartosé sktadnika d? | X512, tym w wickszym
stopniu j-ty parametr ,zmniejsza” warto$¢ RSS, wiec ma wiekszy udziat w dopa-
sowaniu modelu do obserwacji. Wykorzystujac te wlasnos¢ wzoru (7.57), mozna
uszeregowaé parametry a; wedlug kryterium ich wplywu na dopasowanie — od
najwiekszej wartosci EL?HXjHQ do najmniejszej, a to ulatwia wykrywanie nieistot-
nych (nadmiarowych) parametréw. Parametr a;, dla ktorego wyrazenie a5 || X;/|?
jest znacznie mniejsze od odpowiednich wyrazeri dla pozostatych parametréw mo-
ze by¢ nieistotny i nalezy sprawdzi¢ hipoteze, ze jest on réwny zeru. Zadaniem
wykrywania nieistotnych parametréw zajeto sie w dalszej cze$ci monografii.

Przyktad 7.5. Chcemy wyznaczyé, mozliwie najdoktadniej, cztery masy
a1, a9,as3 oraz a4 za pomoca wagi dwuszalkowej, dokonujac czterech wazeni. Po-
miary mozna przeprowadzi¢ w roézny sposob: mierzy¢ osobno kazda mase albo
zmierzy¢ pewne kombinacje mas; np. sume kilku mas, czy réznice dwoch wybra-
nych mas. Powstaje wiec pytanie czy istnieje ,optymalny” schemat wazen, a jesli
tak, to jak go wyznaczy¢. Wykazemy, ze mozna taki schemat wazen okreslié,
wykorzystujac do tego celu wnioski z twierdzenia 7.3.
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Stosujac rownania regresji liniowej, mozna schemat i-tego pomiaru, i =
1,2, 3,4, zapisa¢ za pomoca nastepujacego réwnania eksperymentu

Yi = a1T41 + Q2%42 + a3%T43 + A4Tiq + €,

gdzie y; jest wynikiem, a €; bledem, i-tego pomiaru. Regresory x;; moga tu przyjac
jedna z trzech wartosci: 1, =1 1ub 0, z;; € {—1, 0, 1}, w zaleznosci od udziatu masy
a; w i-tym pomiarze. Jesli w i-tym pomiarze masa a; nie bierze udziatu, to ktadzie-
my w;; = 0, jesli bierze udzial i jest polozona po przeciwnej stronie niz odwazniki,
to kladziemy z;; = 1, a jedli po tej samej, to x;; = —1. Jedli na przyklad w pierw-
szym pomiarze na lewej szalce znajduje sie zaréwno masa aj, jak i odwazniki
WzOorcowe, a na prawej masy ao oraz as, to odpowiednie réwnanie eksperymentu
przyjmie posta¢ y; = —aj + a2 + a3 + €1, gdzie x1; = —1, x12 = 1, 13 = 1,
T14 = 0.

Ogolne réwnania eksperymentu w formie macierzowej, dla czterech wazen,
mozna zapisac

Y1 T11 X122 T13 14 a €1
y=Xate—= Y2 | _ | T21 T22 T23 T24 a2 + €2
Y3 31 X32 X33 T34 as €3
Ya T41 T42 T43 T44 a4 €4

Optymalizacja eksperymentu polega tu na takim doborze elementéw x;; ma-
cierzy X, aby otrzyma¢ minimalng wariancje estymatoréw parametréw. Na pod-
stawie twierdzenia 7.3 nalezy maksymalizowa¢ normy wektorow (por. (7.54)), co
w tym przypadku oznacza, ze x;; powinno by¢ réowne 1 lub —1. Ponadto nalezy
tak dobrac¢ elementy x;;, aby kolumny macierzy X tworzyly wektory wzajemnie
ortogonalne. Wartodci x;; dobiera si¢, wypelniajac kolejne kolumny macierzy X.
Najpierw wypelnia sie pierwsza kolumne jedynkami, stad X; = [1 1 1 1]7.
7 warunku ortogonalnoéci wynika, ze kazda nastepna kolumna powinna zawieraé
dwa elementy o wartosci 1 i dwa o warto$ci —1. Zgodnie z tym druga kolumna
moze byé nastepujaca: Xo = [1 1 —1—1]T trzecia X3 =[1 —1 -1 1]7; tatwo
mozna sprawdzié, ze jest ona ortogonalna zaréwno do pierwszej, jak i do drugiej
kolumny. Podobnie postepujac, wyznacza si¢ czwarta kolumne X, = [1—-1 1-1]T.
Stad macierz eksperymentu

11 1 1
11 -1 -1

X=1, | .| 1 (7.58)
1 -1 1 -1
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Wiersze tej macierzy okreslaja sposob przeprowadzania pomiaréow (przypo-
mnijmy, ze kolumny odpowiadaja parametrom, a wiersze pomiarom). Na przyklad
trzeci wiersz macierzy jest rowny [rs1, 32, 33, 234] = [l — 1 —1 1], co oznacza,
ze w trzecim pomiarze masy a; oraz a4 umieszczone sg na przeciwnej szalce niz
sg umieszczone odwazniki wzorcowe, a masy as oraz as po tej samej stronie.

Stosujac wzor (7.56), otrzymuje sie nastepujace estymatory poszczegdlnych
mas

a; = (y1 +y21ry3+y4) ,
by = (11 +y2;y37y4) ’
a3 = (y1*y2;y3+y4)’
Gy = (yryzlrysfyz;) ’

natomiast ze wzoru (7.54) otrzymamy oceny wariancji tych estymatorow

0.2

D*aj] = T i=1234
Wariancje ocen w planie ortogonalnym sa cztery razy mniejsze niz wariancje bez-
posrednich pomiaréw, ktore sa réwne 2. Stosowanie ortogonalnej macierzy eks-
perymentu pozwolito na czterokrotne zmniejszenie wariancji oceny (dwukrotne
zmniejszenie odchylenia standardowego) w poréwnaniu z pomiarami bezposred-
nimi.

Skonstruowanie ortogonalnego schematu wazen jest tu mozliwe, gdyz liczba
parametréw p jest rowna p = 2F, gdzie k € N. Jesli p # 2, to odpowiednia
macierz ortogonalna nie istnieje i wtedy nalezy tak dobraé¢ wartosci regresoréw
x;j, aby moduly iloczynéw skalarnych kolumn macierzy X byly minimalne. O

7.12. Optymalny plan w regresji liniowej prostej

Zbadamy obecnie mozliwo$é stosowania ortogonalnej macierzy eksperymentu
przy estymowaniu parametréw linii prostej y = ag + ajx. Dla ustalenia uwagi
zalozono, ze zmienna x przyjmuje wartosci z przedzialu (—1, 1). Zalozenie to
nie ogranicza ogélnosci rozwazan, gdyz jedli prosta wyznaczana jest w innym
przedziale, powiedzmy (c, d), to mozna sprowadzi¢ zadanie do przedziatu (—1, 1),
stosujac operacje centrowania i skalowania, tj. przeksztalcajac zmienna x na nowa
zmienna x* za pomocy funkcji

o 2 x_d+c
T d—c¢ d—c

(7.59)
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Latwo sprawdzi¢, ze jesli z € (¢, d) to 2* € (—1; 1).

Zalozymy, ze dokonano n obserwacji odpowiedzi y dla x = x1,...,x,, pray
czym n jest liczbg parzysta. Otrzymane wyniki mozna zapisa¢ w formie rownar
eksperymentu

Y; = ag + a1x; + &5, 1=1,...,n,

gdzie €; jest bledem pomiaru. Réwnania te przedstawimy w zapisie macierzowym
y = Xa+e, gdzie y = [y1,...,yn]” jest wektorem obserwacji, natomiast X =
[J, X1], jest macierza eksperymentu, w ktorej J,, jest n-wymiarowym wektorem
ztozonym z jedynek, natomiast X; = [z1,...,2,]7 jest wektorem zawierajacym
kolejne wartosci zmiennej objasniajacej x, z; € (—1;1).

Na podstawie wniosku z twierdzenia 7.3 wyznaczenie optymalnej macierzy
eksperymentu polega na takim wyborze wartosci regresoré6w, aby normy kolumn
macierzy X byly maksymalne i wzajemnie ortogonalne. Pierwsza kolumna, J,,
macierzy X ma wszystkie wartosci rowne 1, wiec nie ma mozliwosci doboru jej
elementéw, natomiast elementy, x;, drugiej kolumny, X7, powinny przyjmowaé
maksymalne, co do modutu, wartosci z przedziatu (—1;1), wiec 1 lub —1, zacho-
wujac ortogonalnosé¢ do pierwszej kolumny J,,. Wynika stad, ze n/2 elementow x;
powinno by¢ rowne —1 i n/2 elementéw roéwne 1; przy czym nie ma na tym etapie
analizy przestanek sugerujacych, ktore elementy powinny by¢ réwne 1, a ktére —1.
Na przyklad mozna zatozy¢, ze pierwszych n/2 wartosci rowna jest 1, a pozostale
—1, lub zmieniaé¢ na przemian 1 i —1 w kolejnych pomiarach. Dalej przyjmiemy
ten drugi wymieniony sposoéb? — regresory x; o nieparzystych numerach réwne sg
—1, a o parzystych 1, wiec x9x_1 = —1, natomiast g, = 1, kK =1,...,n/2. Stad
magcierz eksperymentu

1 —17

1 1

1 -1

1 1

1 -1
1

Do obliczenia estymatoréw parametréw ag oraz as wyznaczono kolejno

e N TN

3 Pomiary na przemian dla +1 i —1 moga byé korzystniejsze, gdy wystepuje trend syste-
matyczny.
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n
> i
—
XTy = Zn/2

Z(yzk — Yok—1)

k=1
Po podstawieniu tych wyrazen do wzoru (7.56) otrzymano

1 n
5 n > i
=1
[ d‘i ] =| | . (7.60)
- Z(y% — Yok—1)
n

k=1
Estymator wyrazu wolnego ag jest rowny wartosci $redniej obserwacji
dO =1,

natomiast estymator nachylenia a; jest rowny

. L _

a1 = 5 (J+1) = J-1),
gdzie §(y1) jest érednia z parzystych obserwacji (dla z; = 1), natomiast ()
jest Srednia z nieparzystych obserwacji (dla z; = —1). Dla dwoch obserwacji,

n = 2, metoda NK sprowadza sie do przeprowadzenia prostej przez dwa punkty
(x1, y1) = (=1, y1) oraz (x2, y2) = (1, y2), z podanych wzoréw otrzymano oceny
NI = i~ Be) = 5o~ )

5 9 (+1) — Y(-1) 9 Y2 — 1),
co jest zgodne z wyznaczeniem prostej przechodzacej przez dwa punkty. Zauwaz-
my, ze wyprowadzone wzory na estymatory ag oraz a;, wazne dla dowolnej liczby
n punktow pomiarowych (n jest parzyste), sa rownowazne metodzie polegajacej
na podzieleniu wszystkich punktéw pomiarowych na pary, w ktérych jeden pomiar
jest przeprowadzony dla x = —1, a drugi dla x = +1; wyznaczeniu prostych prze-
chodzacych przez te pary punktow (oceny ag oraz a; dla kazdej pary), a nastepnie
obliczenie koricowych ocen jako $rednich arytmetycznych ze wszystkich prostych.
Estymatory (7.60) mozna wiec interpretowac jako $rednie arytmetyczne z n/2
prostych, z ktérych kazda przechodzi przez dwa punkty. O

7 podanych rozwazan wynika, ze optymalnymi punktami pomiarowymi przy
wyznaczaniu linii prostej sa pary punktéow lezacych na granicy przedziatu liczbo-
wego, w ktorym wyznaczana jest prosta, a estymacja sprowadza sie do wyzna-
czenia linii prostej dla kazdej pary punktéw i wyznaczeniu konicowych ocen jako

&Ozg:
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$rednie arytmetyczne ze wszystkich prostych otrzymanych z par. Wynik ten jest
zgodny z intuicjg, gdyz dwa punkty lezgce na krancach przedzialu okreslonosci
doktadniej wyznaczaja prosta niz jakiekolwiek punkty lezace wewnatrz tego prze-
dziatu. Jesli wiec chcemy zwiekszyé doktadnos$é estymacji przez dodanie nowych
pomiaréw, to powinny one byé przeprowadzone réwniez na koicach przedziatu.
Rodzi sie wiec pytanie, dlaczego zwykle realizujemy inng strategie rozmieszcza-
jac punkty, na og6l, rownomiernie w calym przedziale, co w efekcie zmniejsza
doktadnosé estymacji parametréow. Taka strategia jest odpowiednia, gdy nie ma
pewnosdci, ze wlasciwym modelem jest linia prosta, wiec zeby to sprawdzié¢, nalezy
dokonaé¢ pomiaréw rozmieszczonych w calym obszarze okreslono$ci prostej. Gdy
zatem wlasciwym modelem jest linia prosta, optymalne punkty pomiarowe lezg
na krancach przedziatu okreslonodci, gdy natomiast zatozenie o liniowosci modelu
jest tylko hipoteza, sprawdzenie jej wymaga przeprowadzenia pomiaréw w calym
obszarze okreslonosci modelu.

Rozwazania pokazuja jeszcze jedna wazng wiasno$é modeli regresji. Otrzy-
muje sie optymalne rozwigzanie, jesli zatozenia wyjéciowe sg spetnione. W jakim
stopniu odpowiadaja one warunkom rzeczywistym eksperymentu? W jakim stop-
niu badany model speklia zatozenia? Na tego typu pytania musi odpowiedzieé¢
eksperymentator i odpowiednio do wiedzy dobra¢ metode estymacji i punkty po-
miarowe.

7.13. Regresja grzbietowa

W poprzednich punktach wykazaliSmy, ze jesli w podstawowym modelu li-
niowym y = Xa + € spelnione sa zalozenia €le] = 0 i Dg] = o%I,, to
a= (XTX)_lXTy jest nieobciazonym estymatorem o minimalnej wariancji, gdy
€ ma rozklad normalny i jest estymatorem nieobcigzonym o minimalnej warian-
cji w klasie estymatoréw liniowych bez zalozenia o normalnosci. Chociaz wynika
stad, ze a; sa estymatorami o minimalnej wariancji, to fakt ten nie gwarantuje,
ze ich wariancje sa mate. Wariancje D?[a;] moga by¢ szczegolnie duze, gdy X' X
jest tak zwana macierzg ,zle uwarunkowana”, to jest macierza, ktora jest ,bliska”
macierzy osobliwej. Dla takich macierzy stosunek najwiekszej do najmniejszej
wartosci wlasnej jest bardzo duzy. Jesli X' X jest macierza zle uwarunkowana,
to najmniejsza warto$é¢ wlasna, powiedzmy Ai, jest w przyblizeniu réwna zeru
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(w poréwnaniu z najwieksza wartoscia wlasng), wiec na mocy (A.2)

EP:D%@] = o2tr[(XT X))
j=1

P

- Ay
j=1

> oAt

Wynika stad, ze wariancja estymatoréw a; moze by¢ bardzo duza — zbyt duza
do celow praktycznych. Dlatego dla rozwiazania problemu estymacji, gdy X' X
jest macierza zle uwarunkowana, Hoerl i Kennard [51] wprowadzili nowa klase
estymatorow

ar) = (X"X+L)"' X"y, y>0, (7.61)

ktore nazwali estymatorami krawedziowymi (ang. ridge estimators)*. Jesli we wzo-
rze (7.61) podstawi sie X Xa w miejsce X7 y, to po przeksztalceniach otrzymuje

sie

a,y = (X'X++L) ' X" Xa
= [L +~+(X'X)" ' a
= Ca,

gdzie C = [I,, + fy(XTX)*l]*l. Wynika stad, ze gdy v > 0, wtedy a(y) dany
wzorem (7.61), jest estymatorem obciazonym — co jest niekorzystne.

Powstaje wiec pytanie, co przemawia za stosowaniem estymatoréw krawedzio-
wych. Hoerl i Kennard wykazali, ze dla kazdej macierzy eksperymentu X istnieje
taka warto$¢ wspolczynnika «y, dla ktorej suma wariancji estymatoréw a; i ob-
cigzenia jest mniejsza niz suma wariancji estymatoréw a;. Natomiast Goldstein i
Smith [38] oraz niezaleznie Loweree |71] wykazali, Ze istnieje v > 0, o tej wlasnosci,
ze dla kazdego estymatora a; jego blad sredniokwadratowy jest mniejszy niz od-
powiedni btad Sredniokwadratowy estymatora a;. Wyniki te wskazuja, ze mozna
tak dobra¢ warto$é¢ v, ze wprowadzone obciazenie estymatora zostanie w pelni
zrekompensowane przez zmniejszenie jego wariancji.

Pozostaje jeszcze problem doboru odpowiedniej wartosci «y, ktéra zapewni te
korzysci. Hoerl i Kennard proponuja w tym celu zbadanie zaleznosci sktadowych
estymatora a(y) oraz RSS od A. Pozwala to oceni¢, czy macierz XT X jest na

4 W literaturze technicznej ten rodzaj estymacji nazywany jest reqularyzacjg Tichonowa.



7.14. Algorytmy obliczeniowe analizy regresji 133

tyle zle uwarunkowana, ze nalezy zastosowaé estymatory krawedziowe. Podali oni
rowniez nastepujace wskazéwki doboru wartosci :

e system powinien by¢ stabilny numerycznie,

e wspoOlczynniki regresji powinny mieé sensowne wartosci,

e warto$¢ RSS nie powinna by¢ znacznie zwigkszona.
Wskazowki te sa jednak ogdlne i dobér trafnej wartosci v wymaga od ekspery-
mentatora przeprowadzenia analizy odpowiedniej do danego zagadnienia.

Warto tu wspomnie¢ o jeszcze jednej interesujacej wtasnosci estymatorow kra-
wedziowych, ktora wykazali Lindley i Smith [69], a mianowicie dla pewnej warto-
$ci wspotezynnika v = 02/02, gdzie o2 jest wariancja rozkladu a priori kazdego
parametru a;, estymatory krawedziowe sg rowniez estymatorami bayesowkimi pa-
rametréw a.

Na zakoniczenie analizy przedstawimy krotko jeszeze dwie sytuacje, ktére moga
wystapi¢ w praktyce, a mianowicie estymacja, gdy parametry a; moga przyjmowac
nieujemne wartosci oraz wystepowanie tak zwanych ,cenzurowanych obserwacji’.
Estymacje parametréow dla nieujemnych parametréw analizowal Waterman [111]
i wykazal, Zze mozna go sprowadzi¢ do problemu estymacji bez ograniczeni.

Drugi przypadek cenzurowanych danych polega na tym, ze wystepuja w prak-
tyce obserwacje, o ktérych mozna stwierdzié¢ jedynie, ze sa albo ponizej albo po-
wyzej pewnych wartosci. Sytuacja taka wystepuje, gdy przeprowadzany jest przy-
spieszony test zuzycia elementéw poprzez zwickszenie np. temperatury. Wtedy
pewne elementy moga ulec uszkodzeniu w czasie testu i nie mozna dla nich podaé
odpowiednich wartosci liczbowych. W tej sytuacji typowe metody estymacji nie
mogg by¢ stosowane i nalezy odwotaé sie do specjalnych opracowan. Metody es-
tymacji dla sytuacji, gdy wystepuja cenzurowane dane, opracowali Nelson i Hahn
[84] oraz Chen i Dixon [13].

7.14. Algorytmy obliczeniowe analizy regresji

Glownym zadaniem analizy regresji jest rozwiazywanie réwnan normalnych
i zwigzane z tym obliczenie macierzy X! X i jej odwrotnej. Czesto macierz X! X
jest zle uwarunkowana, co prowadzi do znacznych btedéw obliczen. Dla przypad-
kéw o niezbyt duzej liczbie warunkowej najczesciej stosowane sa: metoda elimina-
cji Gaussa, jej modyfikacja zwana operatorem wymiatania i dekompozycja Chole-
sky’ego. Jesli liczba warunkowa macierzy X! X jest duza, to wykonanie mnozenia
XT X zwigzane jest z duzymi bledami numerycznymi. Zaleca sie w tym przy-
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padku wyznaczenie dekompozycji Cholesky’ego bezposrednio z macierzy X (bez
obliczania iloczynu XTX) poprzez faktoryzacje QR zrealizowang za pomoca: zmo-
dyfikowanej metody ortogonalizacji Grama-Schmidta, odbicia Householdera lub
obrotow Givensa. Szczegoltowe omoéwienie tych metod znajdzie czytelnik w opra-
cowaniach Bjorka [8], Goluba [36] i Householdera [56].

W przypadku zle uwarunkowanych zadan zaleca sie stosowanie rozktadu ma-
cierzy X wzgledem wartosci osobliwych (SVD). Metoda ta jest najbardziej kosz-
towna numerycznie, ale rownoczesnie najbardziej stabilna. W dalszej czesci omo-
wiono metode oparta na operatorze wymiatania oraz metode oparta na SVD.

7.14.1. Obliczenia oparte na operatorze wymiatania

Operator wymiatania zostal zdefiniowany w dodatku (por. A.1.7). Teraz poda-
my spos6b jego wykorzystania w regresji liniowej. W tym celu tworzy sie macierz

XT'x X'y
v X yly

o wymiarze (p+ 1) x (p + 1). Mozna wykazaé (por. [100]), ze jesli przeprowadzi
sie operacje wymiatania kolejno wzgledem kolumn 1, ..., p, to otrzymuje sie

(xTx)-t a
—a Yy y—a

W  wyniku przeksztalceri otrzymuje sie macierz blokowa, ktérej sktadowe
(XTX)~', @ oraz RSS = y'y — a’ X7y sa podstawowymi elementami wyzna-
czanymi w kazdej analizie regresji.

7.14.2. Obliczenia oparte na dekompozycji SVD

Jesli X jest macierza o wymiarze n X p (p < n), rzedu k (k < p), to istnieje
(por. A.15) ortogonalna macierz U o wymiarze n X n i ortogonalna macierz V
o wymiarze p X p, dla ktérych

X = Ul lgp 1 VT (7.62)

gdzie D, = diag[di1, ..., dpp] jest macierza kwadratows, diagonalng rzedu k, kto-
rej elementy d;; = o; nazywane sa wartosciami osobliwymi macierzy X, natomiast
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0 jest macierza sktadajaca sie z zer o wymiarze (n — p) x p. Elementy macierzy
D, s3 zwykle uporzadkowane wedtug malejacych wartosci

012022 20> 041 =-=0p=0.

Faktoryzacja (7.62) nazywana jest rozktadem wzgledem wartosci osobliwych. War-
tosci osobliwe sg pierwiastkami wartosci wlasnych macierzy X' X.

Reprezentacja (7.62) jest nadmiarowa i pelna informacja zawarta jest
w k-pierwszych kolumnach macierzy U i k-pierwszych kolumnach macierzy V
(k = rank X) odpowiadajacych niezerowym wartosciom osobliwym. Tworzac ma-
cierz Uy z k-pierwszych kolumn macierzy U, macierz V} z k-pierwszych kolumn
macierzy V oraz macierz diagonalng Dj, otrzymang z macierzy D), po eliminacji
p — k ostatnich wierszy i kolumn otrzymamy réwnowazny rozkltad X = Uy Dy, V{,
ktory dla macierzy petlnego rzedu, k = p, przyjmuje postac

X=U,D,V]. (7.63)

Po podstawieniu wyrazenia (7.63) do (7.13) i wykorzystaniu ortogonalnosci ma-
cierzy sktadowych, tj. Ug U, = I, oraz Vg V, = I, otrzymuje si¢

a=V,D,'Uy. (7.64)

Zadanie obliczenia estymatoréw a jest tu szczegblnie proste numerycznie, gdyz
D, ! jest macierza diagonalng i obliczanie jej odwrotnosci sprowadza sie do obli-
czania odwrotnosci liczb.

Podobnie podstawiajac rozktad (7.63) do wzoru (7.18), otrzymuje sie wzor na
macierz kapeluszowa

P=U,U,. (7.65)

7 kolei réznicowa suma kwadratow, RSS= r!'r, moze by¢ obliczona z zaleznosci
r = (I, — P)y. Jesli korzysta sie ze wzoru (7.65) i idempotentnosci macierzy
I, — P, to otrzymuje sie

RSS =o' (I, - U, U])y". (7.66)

Obliczanie rozktadu SVD z definicji polega na obliczeniu iloczynu X' X, wy-
znaczeniu wartosci wlasnych, a nastepnie wektoréw wlasnych macierzy X' X
i XXT. Jednak w przypadku zle uwarunkowanych macierzy obliczenie tych ilo-
czynéw pogarsza doktadno$é obliczen. Dlatego zalecane jest stosowanie specjali-
zowanych metod. Polegaja one na redukcji macierzy X do macierzy bidiagonalnej
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A za pomocg przeksztatcenn Householdera, a nastepnie wyznaczenie wartosci wta-
snej i wektorow wlasnych macierzy AT A, ktore sa poszukiwanymi parametrami.
Szczegdltowy opis metod zostal przedstawiony przez Golube’a [36], Bjorka [8] oraz
Watkinsa [112].



Rozdzial 8

Uogoélniona metoda najmniejszych kwadratéw

Dotychczas analizowaliémy podstawowy model, y = Xa + €, regresji liniowej,
w ktorym obserwacje: nie sa obciazone bledem systematycznym, E[e] = 0, sa
jednakowej doktadnosci i nie sa skorelowane, D[e] = o21I,,. Ponadto, o macierzy
eksperymentu X zalozyliSmy, ze ma petny rzqd, rank[X] = p, gdzie p jest liczba
kolumn macierzy X, przy czym p < n, (n jest liczba wierszy macierzy X). Przy
tych zalozeniach podstawowa metoda estymacji jest zwykta metoda NK'. Jesli
odstepuje sie od wymienionych zatozeri, to estymatory otrzymane zwykta metoda
NK moga byé¢ dalekie od optymalnych i nalezy zastosowaé¢ uogélnionag metode
NK.

Podstawy i obszerny przeglad mozliwych rozwiazan uogélnionej metody naj-
mniejszych kwadratéow podali Goldman i Zelen [35]. Analizowali oni kilka od-
stepstw od zwyklej metody; a zwlaszcza macierz eksperymentu X niepelnego
rzedu, macierz eksperymentu z losowymi parametrami, macierz kowariancji nie-
pelnego rzedu itd. Opis réznych wariantéw uogoélnionej metody podali Rao [89]
i Searle [97]. Ograniczymy sie do najwazniejszego szczegdlnego przypadku uogol-
nionej metody NK, w ktorej uogélnienie polega na odstapieniu od zatozenia o jed-
nakowej wariancji obserwacji i braku korelacji miedzy nimi.

8.1. Estymacja parametréw modelu liniowego dla skorelowanych
obserwacji

Zalozymy, ze macierz kowariancji btedow obserwacji € jest rowna D[e] = X,
gdzie 3 jest macierza symetryczng i dodatnio okre$long. Znajomosé elementéw
macierzy 3 (wariancji i kowariancji obserwacji) umozliwia obliczenie estymatorow
NK. Jednak zwykle nie sg one znane, a wyznaczenie ich droga eksperymentalng
wymaga przeprowadzenia bardzo duzej liczby pomiaréw, czesto kosztownych. Dla-
tego rozwazymy mozliwo$¢ wyznaczenia estymatoréw przy stabszych zatozeniach.

1 Zazwyczaj okreslenie ,zwykla” jest pomijane.
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W pomiarach jednakowej doktadnoéci rowniez nie zaktadano znajomosci wariancji
o2 pojedynczej obserwacji, a jedynie, ze wszystkie wariancje s takie same. Analo-
gicznie postepujac zatozymy teraz, ze macierz kowariancji btedéw obserwacji jest
znana z dokladnoscia do statego wspotczynnika proporcjonalnosci o2, tj. ze

> =052V,

gdzie V jest symetryczna dodatnio okreslona macierza n x n, o znanych elemen-
tach v;;. Wspoétezynnik proporcjonalnosci zostal tu oznaczony symbolem warian-
¢ji, poniewaz przy odpowiednim przyjeciu wartosci elementéw V jest on warian-
cja. Na przyktad w pomiarach jednakowej doktadnodci i nieskorelowanych macierz
kowariancji ¥ = diag[o?,02,...,0?], jesli wiec przyjmie sie: V = I,,, to wspol-
czynnik proporcjonalnosci o2 jest wariancja pojedynczej obserwacji.

Poprzez odpowiednia transformacje obserwacji i macierzy eksperymentu spro-
wadza sie zadanie do zwyklej metody NK (pomiaréw jednakowej dokladnosci
i nieskorelowanych). Dla pojedynczej zmiennej losowej, taka transformacja pole-
ga na podzieleniu zmiennej losowej przez odchylenie standardowe. Wykorzystuje
sie tu nastepujaca wlasnoéé: jesli y jest zmienna losowa o wariancji o2, to y/o
jest zmienng losowa o wariancji 1. Dzielnikiem jest tu odchylenie standardowe
o — pierwiastek z wariancji. Podobnie postapimy z wektorem losowym obserwa-
cji. Odpowiednikiem wariancji o2 zmiennej losowej jest dla wektora losowego, jego
macierz kowariancji 3. Macierz te roztozymy na iloczyn pewnej macierzy i ma-
cierzy do niej transponowanej, co jest mozliwe jedynie dla macierzy symetrycznej
dodatnio okreslonej, a takie wtasnosci maja macierze kowariancji.

Poniewaz V jest dodatnio okreslong nieosobliwg macierzg symetryczng rzedu
n, wiec istnieje nieosobliwa macierz kwadratowa K o wymiarze n X n spelniajaca
rownanie (por. [98], A4.2)

V = K K",

Latwo sprawdzié, ze K jest macierza nieosobliwa, bo gdyby byto przeciwnie, wow-
czas jej wyznacznik bytby rowny zeru |K| = 0, stad wyznacznik V réwniez mu-
siatby by¢ rowny zeru, gdyz | V] = |[KK'| = |K||KT| = |K|?> = 0, a to przeczy
zatozeniu o nieosobliwos$ci macierzy V.

Transformacje rownan eksperymentu przeprowadzimy, mnozac je lewostronnie
przez K1, skad

K'ly=K'Xa+ K 'e. (8.1)
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Ktadac
z = Ky, (8.2)
B = KX, (8.3)
0 = Kle (8.4)

otrzymuje sie nowe, macierzowe rownanie eksperymentu
z= Ba+9, (8.5)

gdzie z jest transformowanym losowym wektorem obserwacji, B transformowana
macierza, eksperymentu, natomiast d transformowanym losowym wektorem ble-
dow.
Wektor wartosci oczekiwanych transformowanych btedéw obserwacji jest row-
ny
E[6] =E[K el = K '¢€le]= K '0=0, (8.6)

tak wiec transformowane obserwacje nie sg obciazone btedem systematycznym.

Macierz kowariancji transformowanych btedow oblicza sie, korzystajac z ,,pra-
wa, propagacji btedow”, D[Cy] = CD[y| C", stad

D[§] = D[K'e] = KD K" = K02 VK" = 2K KKTK ' = 51,

(8.7)
wiec transformowane pomiary nie sg skorelowane i sg tej samej doktadnosci. Ze
wzordéw (8.6) i (8.7) wynika, ze transformowany model (8.5) spelnia zalozenia zwy-
ktej metody NK, wiec mozna do estymacji jego parametréw stosowaé podstawowy
wzor a = (XT X)" ' XTy, skad otrzymuje sie

a=(B"B)"'B"z (8.8)

Znak * zastosowano tu dla odréznienia estymatora uogodlnionej metody NK od
estymatora zwyktej metody NK. Jesli podstawi si¢ do (8.8) wyrazenia (8.2), (8.3)
oraz (8.4), to otrzymuje si¢

& =(B"B)"'B'z = ((K_lX)T)(K_lX))_l (K 'X)TK 1y
= (XT(1'(KT)*1X)))_1 (XTKKT)_l y

= (XT V_lX)A xXT vy (8.9)
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W przeksztalceniach wykorzystano nastepujace witasnosci iloczynu macierzy,
transpozycji i odwrotnosci (CT)~! = (C™1)T oraz (CD)" = DT CT.

Wyrazenie (8.9) jest podstawowym wzorem shuzacym do oceny parametrow
uogblniong metoda najmniejszych kwadratéw. Zauwazmy przy tym, ze jesli
w (8.9) zastapimy macierz V macierza oV, to estymator a" nie ulegnie zmia-
nie. Stad wynika wazny wniosek, ze elementy macierzy V wystarczy wyznaczyé
z dokltadnoscia do wspoélezynnika proporcjonalnosci.

Wektor wartosci oczekiwanych ocen uogélnionego modelu wynosi

Ela] = E(XTVIX)TIXT vy
= (XTvix)IxXTvigly
= (XTvix)'xT'v'ixXa
= a7
wiec @* jest nieobciazonym estymatorem parametrow a. Wyznaczymy estymato-

ry kowariancji ocen @*. W zwyktej metodzie NK Dla] = o?(X? X)~!, wicc dla
modelu uogélnionego D[a*] = o?(BT B)~, stad po uwzglednieniu (8.3)

Dla’] = c*(XTVIX)~L (8.10)
Roznicowa sume kwadratéw obliczymy, wykorzystujac rowniez model po trans-
formacji, stad
RSS = (z— Ba")'(z— Ba")

= (y— Xa)' v i(y— Xa"). (8.11)

Mozna wykazaé, (por. [89]), ze nieobciazonym estymatorem wspotczynnika
proporcjonalnosci o2 jest

2 _ BSS _ (y— Xa") TV i(y— X&*)_

n—p n—p

(8.12)

Podobnie jak estymator a zwyktej metody NK, rowniez estymator @* uogblnio-
nej metody NK jest ,najlepszym liniowym nieobciazonym estymatorem” (BLUE
estymatorem).

Nasuwa sie pytanie: na ile istotne jest uwzglednianie macierzy V w uogdélnio-
nej metodzie NK — dla jakich warunkéw estymator a* jest taki sam jak a; lub
réwnowazne pytanie: kiedy mozna nie uwzgledniaé¢ faktu, ze D[e] = o021, a nie
= 02 V? Zagadnienie to badali McElroy [74] oraz Kruskal [64]. Otrzymane przez
nich wyniki mozna krétko zapisa¢ za pomoca twierdzenia 8.1.
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Twierdzenie 8.1. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby estymatory a*
oraz a byly takie same jest

RIVX] = RIX],
gdzie R[] oznacza przestrzen wektorowa rozpieta na kolumnach macierzy [*].

Ponadto, Watson [113] zbadal warunki dla ktorych oba estymatory a oraz a*
nachylenia prostej y = ax sa takie same i wykazal, ze zachodzi twierdzenie 8.2

Twierdzenie 8.2. Jedli y= Xa+¢e, X = [r1,...,7,]T, to estymatory a* oraz a
sg identyczne dla kazdego X wtedy i tylko wtedy, gdy V = al,.

7 podanych twierdzen wynika, ze jesli nie sg spelnione zatozenia zwyktej metody
NK, to nalezy stosowaé¢ uogélniona metode NK, gdyz w przeciwnym przypadku
estymatory nie bedg optymalne.

Stosowanie estymatoréw uogoélnionej metody NK wymaga znajomosci macie-
rzy V, czyli macierzy kowariancji z doktadnoscig do wspotczynnika proporcjonal-
nosci 02, a to w praktyce nastrecza znaczne trudnosci. Sa dwa wazne przypadki,
w ktérych macierz V mozna wyznaczyé relatywnie tatwo. Pierwszy jest wtedy,
gdy pomiary sa probkami pobieranymi w jednakowych odcinkach czasu i wtedy
mamy do czynienia z pomiarami skorelowanymi jednakowej doktadnosci i drugi,
gdy pomiary nie sa skorelowane, ale sa réznej dokladnosci, a to prowadzi do
,wazonej metody NK”.

8.2. Pomiary skorelowane jednakowej dokladnosci

Zalézmy, ze kolejne pomiary y; sa probkami pobieranymi w réwnych odstepach
czasu. Jesli kolejne probki sg skorelowane i reprezentuja stacjonarny proces sto-
chastyczny, to mozna zastosowaé¢ model autoregresji. W szczegdlnodci, jesli wspol-
czynnik korelacji miedzy sasiednimi probkami y; oraz y;+1,7 =1,...,n—1, wynosi
p, corr[yi, yir1] = p, to z zalozenia o stacjonarnosci wynika, ze corr[y;, y;] = pl" 7,
wiec

1 p P p"
p 1 p p!

V=| p* »p 1 P2 (8.13)
pn pnfl pn72 1
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Do wyznaczenia macierzy V wystarczy w tym przypadku ocena wspotczyn-
nika korelacji p miedzy sasiednimi probkami (po wykazaniu, ze probki spetniaja
warunki stacjonarnosci).

Estymacja wartosci oczekiwanej stacjonarnego procesu stochastycz-
nego. Czesto wykonuje sie bezposrednio pomiary y; = a + ¢; tej samej wielkosci
prawdziwej a z ta samg doktadnosciag D?[y;] = 0. Za ocene wartoéci prawdziwej
przyjmuje sie warto$é¢ srednig arytmetyczna. WykazaliSmy, ze jesli pomiary y; nie
sa skorelowane i sg tej samej dokladnosci, to $rednia arytmetyczna jest najefek-
tywniejszym estymatorem parametru a. Jednak w wielu wypadkach, zwlaszcza
w probkowaniu sygnatu w krotkim czasie pomiary sa skorelowane i powstaje py-
tanie czy $rednia arytmetyczna pozostaje w takim przypadku najefektywniejszym
estymatorem parametru a? Zbadamy zachowanie sie tego estymatora dla dwoch,
a potem trzech pomiaréw, co pozwoli na wyciagniecie ogélniejszych wnioskow.

Zatozymy, ze wykonano dwa pomiary y; i yo wielkodci a. Wtedy macierz eks-
perymentu X = [1 1]7, natomiast

1
V= l , ’1’] . (8.14)

Po podstawieniu tych danych do (8.9) otrzymano nastepujaca ocene
a* = 07 53/1 + O’ 5?/2

parametru a. Jak widaé ocena ta nie jest zalezna od wartosci wspodtczynnika ko-
relacji p, ktory sie zredukowal i jest rowna wartosci $redniej a* = 3§ = a, a stad
wynika wniosek:

Dla dwoch pomiaréw bezposrednich skorelowanych, jednakowej doktadnosci
warto$é $rednia arytmetyczna jest najefektywniejszym estymatorem.

Zbadamy przypadek trzech pomiaréw yi,ye,ys parametru a, X = [1 1 1]T.
Jesli sg to realizacje procesu stacjonarnego, to

2

A

1
V=1 p
?

(8.15)

T =D
_

Po podstawieniu (8.15) do (8.9) otrzymano ocene, ktora jest ztozonym wyraze-
niem zaleznym od p, dlatego podamy wyniki obliczent numerycznych. Rozwiazanie
mozna przedstawi¢ w formie kombinacji liniowej pomiardw

a* = wiyr + way2 + ways,
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waga pomiaru

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
rho

Rys. 8.1. Zalezno$¢ wag estymatora od wspotezynnika korelacji p (rho) stacjonarnego
procesu

w ktoérej wagi w; zaleza od wartosci p, a ich suma wynosi wy + wg + wg = 1.
Wartosci wag w; wyznaczone dla réznych wspolczynnikéw korelacji p podano
w tabeli i przedstawiono na rysunku 8.1.

p 0999 09 | 05 ] 00 0,5 0,0 | 0,9999
wi,wa || 0,2500 | 0,2564 | 0,2857 | 0,3333 | 0,4000 | 0,4762 | 0,5000
ws || 0,5000 | 0,4872 | 0,4386 | 0,3333 | 0,2000 | 0,0476 | 0,0000

Wynika z tego, ze wspotczynnik korelacji w znaczacym stopniu wplywa na postaé
estymatora. Waga wy zmienia si¢ od wartosci 0,5 dla p~ —-1do 0dlap~1, ato
oznacza, ze waga pomiaru yo zmienia sie od dominujacej do pomijalnie mate;j.
Wagi w; 1 wg (w3 = ws) zmieniaja sie od 0,25 dla p ~ —1 do 0,5 dla p =~ 1.
Dla pomiaréw nieskorelowanych, p = 0, wszystkie wagi sa takie same i wynosza
w1 = wg = wyg = 1/3; natomiast gdy p — 1, wowcezas a* — (y1 + y2)/2, a gdy
p— —1, wtedy @ — (y1 +y2)/2.

7 analizy wynika, ze
w przypadku silnie skorelowanych pomiarow nalezy uwzgledniaé korelacje miedzy
nimi — stosowanie Sredniej arytmetycznej moze daé oceny odlegte od optymalnych.

Mozna wykazaé, ze uwzglednienie wspotezynnika korelacji (uzycie estymatora
a" zamiast a) jest szczegodlnie istotne, gdy wspolezynnik korelacji p jest ujemny.

Jednak w wiekszosci przypadkéw praktycznych wyznaczenie macierzy V jest
obarczone duzymi ,kosztami”, co utrudnia stosowanie uogélnionej metody NK.
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Dlatego najczesciej rozpatruje sie szczegdlny przypadek tej metody, w ktérym
zaklada sie, ze obserwacje nie sg skorelowane, ale o réznej wariancji, a to prowadzi
do tak zwanej ,wazonej metody najmniejszych kwadratow”.

8.3. Wazona metoda najmniejszych kwadratéw

Zatozymy, ze obserwacje nie sa skorelowane, wtedy V jest macierza diago-
nalna, V = diag[vy,...,v,], ktorej elementy oznaczono pojedynczymi indeksami
v = v, @ =1,...,n. W estymatorach parametréow oraz macierzy kowariancji wy-
stepuje odwrotno$é macierzy V, dlatego wygodnie jest postugiwaé sie macierzg
wag

w=v1 (8.16)

W sformutowanych zalozeniach V jest macierza diagonalna, wiec réwniez
W = diag[ws,...,w,] jest macierza diagonalna, a jej elementy, w; = wj;, na-
zywane wagami obserwacji, sa rowne

1

Kladac w (8.9) V7! = W, otrzymuje sie wzor
a = (XTwXx) "' X" wy, (8.17)
na ocene parametrow w wazonej metodzie NK, a ze wzoru (8.10) macierz kowa-

riancji

Dla’] = (X" WX)L. (8.18)

Rozpatrzymy szczegdlne przypadki wazonej metody NK.

Linia prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspoélrzednych.
Wyznaczymy estymator parametru a nachylenia prostej y = ax, przechodzacej
przez poczatek ukladu wspotrzednych (w poprzednim rozdziale model ten zostal
wykorzystany do wyznaczenia gestosci wlasciwej p ze wzoru m = pv). Rownania
eksperymentu sg nastepujace

yi=ax; +¢, 1=1,...,n, (8.19)
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a w zapisie macierzowym y = Xa + ¢, gdzie @ = a, y = [y1,...,y)7, X =
[z1,...,2,)T oraz € = [e1,...,&,]T. Zalozmy, ze E[e] = 0 oraz D] = 02V =
o2diag[vy, . .., v,), wiecc W = diag[wy, ..., w,] = diaglv;}, ..., v; 1.

Poszczegolne elementy wzoru (8.17) wynosza

n
XWX = ) waf,
=1

n
=1

Na mocy (8.17) estymator a*, a na mocy (8.18) jego wariancje sa odpowiednio
réwne

n
Z WiT;iYi
i=1

it o= B (8.20)
Zwix?
=1
21 A% 02
D?[a*] (8.21)

prm— 7’”' .
> wir?
=1

Wzory te wskazuja, ze wagi obserwacji w istotny sposéb wplywajg na warto$é
estymatora parametru i wariancji, wiec powinny by¢ uwzgledniane w analizie.

Pomiary bezposrednie niejednakowej dokladnosci. Zal6zmy, ze dokona-
no n bezposrednich pomiaréw yi, ..., y, parametru a. Przyjeto, ze pomiary te nie
sa skorelowane i maja rozne wariancje. Dla tych zalozen V = diaglvy, ..., v,], przy
czym wartosci v; elementow tej macierzy lub, co jest rownowazne, wagi wy, . . . , Wy,
w; = 1/v;, sa znane. Wyznaczymy ocene a wazong metoda NK. Rownania ekspe-
rymentu y; = a+¢;, ¢ = 1,...,n. Model ten moze by¢ traktowany jako szczeg6lny
przypadek analizowanego modelu linii prostej (8.19) przechodzacej przez poczatek
uktadu wspohrzednych, w ktorym x; = 1,dlai = 1,...,n. Kladac x; = 1 w (8.20),
otrzymuje sie estymator

n
> wiy;
—g="2 (8.22)

> wi
i=1

ktory jest sredniq wazong, g, obserwacji yi,...,Yn.

d*
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Analogicznie postepujac, ze wzoru (8.21), otrzymuje sie ocene wariancji tego
estymatora

D?[j] = . (8.23)

Wystepujacy tu parametr o2 mozna wyznaczy¢ ze wzoru (8.12), ktory przyjmuje
postac

Z wi(y; — )2 (8.24)

Pomiary bezposrednie jednakowej dokladnosci mozna traktowaé jako szczegdl-
ny przypadek analizowanych, w tym przyktadzie, pomiaréw niejednakowej do-
ktadnosci, w ktorych wszystkie wagi sa réwne 1. Ktadac w podanych wzorach
w; =1, 1 =1,...,n, otrgymuje sie znane wyrazenia

1 n
=a=g=—%

ni:l2
Da*] = D2[a) = &,
82_ 1 n( A_—)2
l_n_lz yZ y 9

[y

)

ktore pokrywaja sie z ocenami pomiaréw bezposrednich, co potwierdza popraw-
nosé¢ analizy.

Przyktad 8.1. Wykorzystamy wyprowadzone wyrazenia do analizy bezposred-
nich pomiaréw parametru a o jednakowej doktadnosci, przy czym pomiary wyko-
nywane sg seriami o réznej dhugosci. Taka sytuacja jest w przypadku, gdy kazdego
dnia wykonuje sie serie pomiaréw pewnej ustalonej wielkosci a i po zakoriczeniu
kazdej serii analizuje sie jej wyniki. Zalozymy, ze wykonano k serii pomiaréw,
a liczba pomiaréw w j-tej serii, j = 1,...,k, wynosi n;. Otrzymuje si¢ w ten
sposOb nastepujacy zbior danych
Yyir Y12 - Yimy
Y1 Y22 ... Y2
CoT e (8.25)

Y1 Yk2 -+ Ykny
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w ktérym w kolejnych wierszach zapisane sa kolejne serie pomiaréw; pierwszy
wiersz zawiera pierwsza serie pomiardéw; drugi wiersz drugg serie itd. Tak wiec,
symbol y;; oznacza i-ty pomiar w j-tej serii. Pojedyncze pomiary sa jednakowej
doktadnosci, co oznacza, ze D?[y;;] = 02, oraz nie sa skorelowane cov([y;i, ypq] = 0,
jesli j #£ p lub i # q.

W kazdej serii wystepuja pomiary jednakowej doktadnosci, wiec optymalng
oceng parametru a w j-tej serii jest érednia arytmetyczna

1 &
n; —
=1
Kazda $rednia moze by¢ traktowana jako ,nowy” wynik pomiaru wielkosci a.
Wykonujac te operacje dla wszystkich srednich, otrzymuje sie wektor ,nowych”
obserwacji ¥ = [§1,%2,--.,%k]., ktore nie sa skorelowane (cov[¥m, 7] = 0, gdy
m # n), a ich wariancje sa réwne

Nowe obserwacje ¥, w odr6éznieniu od y;, nie sa obserwacjami jednakowej doktad-
nosci. Macierz kowariancji D|[y] wektora losowego ¥ jest wiec macierza diagonalna
Dly] = o2diag[1/n1,...,1/n], a to oznacza, ze V = diag[1/n1,...,1/n], oraz

W= V1!=diag[ni,...,n.

Tak wigc otrzymaliSmy interesujacy wynik, ze waga w; j-tej, nowej obserwacji y;,
Jj=1,...,k, jest r6wna liczbie obserwacji n; w j-tej serii pomiaréw. Po podsta-
wieniu obliczonej wagi do (8.22) otrzymuje sie ocene

k
> 55,
j=1
gdzie n = ny + - - + ng jest liczba wszystkich obserwacji, a z (8.23) ocene wa-

riancji D?[a] = o02/n. Latwo sprawdzi¢, ze rezultaty te sa zgodne z wynikami
otrzymanymi z bezposredniej analizy wszystkich pomiaréw. O

SN

a =

8.4. Szacowanie wag z niepewno$ci pomiaréow

Wyznaczanie wag w; pomiaréw, lub w ogélnym przypadku elementéow v;; ma-
cierzy V, sprowadza sie zwykle do estymacji pomiaréw i wspotczynnikéow korelacji,
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a to pociaga za soba koniecznos$é¢ przeprowadzania ,planowanego eksperymentu”,
w ktorym dla kazdego ciagu wartosci wielkosci wejsciowych nalezy wykonaé odpo-
wiednig liczbe pomiaréw wielkosci wyjsciowej — przynajmniej kilkanascie. W re-
zultacie nawet dla nieduzej liczby wielkosci wejsciowych liczba wszystkich pomia-
row potrzebnych do estymacji elementéw v;; moze by¢ bardzo duza, a zadanie
praktycznie niewykonalne.

W pomiarach wielkosci fizycznych wyznaczane sg niepewnosci poszczegolnych
pomiaréw na podstawie informacji podanych przez producentéw narzedzi pomia-
rowych. Powstaje wiec pytanie czy mozna te wyniki wykorzysta¢ do szacowania
wag pomiaréw? Pewna przeszkode stanowi fakt, ze pojecie niepewnosci pomiaru
nie ma jednoznacznej, $cisle okreslonej definicji. Uznawany w metrologii doku-
ment ,,JSO Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement” [42] definiuje
niepewnos$¢ pomiaru nastepujaco:

Niepewno$é pomiaru — parametr, zwiazany z wynikiem pomiaru, charaktery-
zujacy rozrzut wartosci, ktére mozna w uzasadniony sposéb przypisaé wartosci
mierzonej pomiaru?.

Autorzy dokumentu podaja kilka interpretacji niepewnosci, ze ,niepewnosé
moze by¢ odchyleniem standardowym, jego wielokrotnoscia lub potowa szerokosci
przedziatu ufnosci”. Jednak te informacje odwohujg sie do jezyka rachunku praw-
dopodobieristwa, natomiast popularnym, stosowanym przez producentéw apara-
tury pomiarowej sposobem okreslania niepewnoéci pomiaréw jest ,btad graniczny
pomiaru” A, ktory definiowany jest nieréwnoscia (2.7). Blad graniczny, zgodnie
z definicja 2.1 jest réwniez rodzajem niepewnosci pomiaru. Producenci aparatu-
ry pomiarowej podaja w specyfikacji narzedzia pomiarowego sposéb obliczenia
bledéw granicznych, wiec mozna uznad, ze sg one znane.

Definicja bledu granicznego nie jest oparta na pojeciach rachunku prawdo-
podobienistwa, wiec wykorzystanie btedéw granicznych do wyznaczenia wag po-
miaréw, ktore definiuje sie na gruncie rachunku prawdopodobienistwa, wymaga
dodatkowych zalozeri i komentarza.

Uwaga. Dalsze rozwazania przeprowadzono po zalozeniu, ze rozrzut obserwa-
cji (czynnik losowy €) w addytywnym modelu rownania pomiarowego y = x, + €,
wzor (2.4), spowodowany jest gtéwnie wlasnosciami narzedzia pomiarowego — roz-
rzut wartosci badanego obiektu jest pomijalnie maly, przypadek (a) (por. punkt
2.1).

Zalézmy, ze blad graniczny mozna w przyblizeniu okresli¢ jako nieujemna
liczbe A, dla ktorej prawdopodobienistwo

P{ly—al <A}~ 1, (8.26)

2 Thumaczenie z anielskiego oryginatu — Przewodnik, Glowny Urzad Miar, Warszawa 1999.
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lub w réwnowaznej formie P{|ly —a| > A} = a = 0 (W jezyku potocznym
mowimy, ze prawdopodobienistwo « jest ,pomijalnie mate”). Czesto wartosé bledu
granicznego A przedstawia sie jako wielokrotno$é k odchylenia standardowego o
obserwacji y

A = ko. (8.27)

Okreslenie ,pomijalnie maty” poziom prawdopodobienstwa nie jest jedno-
znaczne 1 zwykle zaktada sie, ze oznacza ono liczbe z przedziatu a € (0,003;0, 05).
Dla obserwacji o rozkladzie normalnym odpowiada to wartosci wspotczynnika
k € (2;3), wzor (8.27). Producenci aparatury pomiarowej nie informuja, na pod-
stawie jakiej procedury wyznaczyli btad graniczny swoich narzedzi pomiarowych,
jak réwniez nie podaja przyjetej przez nich warto$ci wspoédlczynnika k. Jednak
mozna zalozyé, ze dany producent ma ustalong procedure wyznaczania bteddéw
granicznych, w ktoérej przyjmuje taka sama wartosé wspotczynnika k dla wszyst-
kich produkowanych przez siebie narzedzi pomiarowych. Wykazano, ze zatozenia
te wystarczaja do oszacowania wag pomiarow.

Niech ¥ = [y1,...,yn]? bedzie wektorem wynikéw pomiaréw, natomiast
A = [Aq,...,A,]T wektorem ich niepewnosci — bledéw granicznych, ktorego
elementy A; sa znane. Zatozono ponadto, ze obserwacje y; nie sa skorelowane,
wiec ich macierz kowariancji wynosi D[y] = X = diag[o?,...,02], gdzie o2 jest
wariancja i-tej obserwacji. Przypomnijmy, ze X = 02V = 02 W, gdzie o2 jest
wspotezynnikiem proporcjonalnosci, wiec wariancja i-tej obserwacji

,_ 0

a?:via :Ei’ i=1,...,n. (8.28)
Obliczajac z (8.27) wartos¢ wariancji o2 dla i-tej obserwacji i wstawiajac ja do
(8.28) otrzymuje sie
A2 o2
—=—, t=1,...,n, 8.29
k2 w; ( )
gdzie wspotezynniki 02 oraz k nie sg znane. Mozna jednak przyjaé, ze wspotczynni-
ki te sa takie same dla wszystkich pomiaréw (co wynika z tego, ze kazdy producent
ma ustalong procedure wyznaczania niepewnosci swoich narzedzi pomiarowych).
Jesli napisze sie rownanie (8.29) dla dowolnej obserwacji j # i i podzieli je stro-
nami z (8.29), to otrzymuje sie nastepujaca relacje miedzy btedami granicznymi
i wagami poszczegdlnych pomiaréw
AZZ w;
—=—, 4,j=1,..., 8.30
N Rt N (8:30)

gdzie nieznane wspotczynniki k oraz o2 sie uproscily.
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Wagi wystarczy wyznaczy¢ z dokladnoscia do wspoélezynnika proporcjonal-
nosci (pomnozenie wszystkich wag przez te sama liczbe nie zmienia estymatora
parametrow), wiec jesli przyjmie sie warto$é¢ jednej wybranej wagi, na przyklad
w1, to pozostale wagi mozna obliczy¢ ze wzoru (8.30), ktadac w nim j = 1, skad

A\?
w; = wq (Az> , 1=2,3,...,n. (8.31)
Na przyktad dla w; = 1 ze wzoru (8.31) w; = (A1/A;)%

Ze wzoru (8.30) wynika, ze stosunek wag jest rowny kwadratowi stosunku
btedéw granicznych. Stad obserwacja o bledzie granicznym wiekszym przynaj-
mniej 4 razy od bledéw granicznych pozostalych obserwacji moze by¢ pominieta,
gdyz wplywa ona w pomijalnie matym stopniu na wynik koricowy. Na przyktad,
jesli zmierzymy srednice watka suwmiarka o btedzie granicznym 0,1 mm i éruba
mikrometryczng o btedzie 0,01 mm, to stosunek wag jest jak 1 : 100 i pomiary
wykonane suwmiarks mozna pominagc.

Przyktad 8.2. Zmierzono site elektromotoryczng wzorcowego, stabilnego zrodta
napiecia jednoczesnie dwoma réznymi woltomierzami W1 oraz W2 (tego samego
producenta). Woltomierz W1 wskazal wartos¢ U; = 1,9997 V na zakresie U, =
10 V, natomiast woltomierz W2 wartosé¢ Us = 1,9995 V na zakresie U,1 =2 V.
Zakltadajac, ze pomiary te nie sa skorelowane, wyznaczymy ocene mierzonego
napiecia.

Bledy graniczne wyznacza si¢ na podstawie nastepujacych formut (podanych
przez producenta woltomierzy).

W1: Ay =0,01%U; +0,01%U.1,

W2: Ay =0,02%U; + 0,01%U 2.
Ze wzoroéw tych wynika, ze blad graniczny pierwszego pomiaru wynosi A; ~
12 x 107* V, natomiast drugiego Ay ~ 6 x 107* V. Kladac w (8.31) w; = 1,
otrzymano wage drugiego pomiaru wy = 122/62 = 4, a po podstawieniu do (8.22)
ocene mierzonego napiecia

wiUp +waUs 1 x1,9997 + 4 x 1,9995

U = = =1,99955V.
w1 + way 1+4

Zgodnie z oczekiwaniami ocena U jest ,blizsza” pomiarowi Us — o mniejszym
bledzie niz U;. O



Rozdzial 9
Regresja nieliniowa

W rozdziatach 7 i 8 oméwiono model regresji liniowej (wzor (7.1)), w ktorym
zalezno$¢ mi¢dzy odpowiedzig y a pobudzeniem 1, ..., x, okreslona jest funkcja
liniowg wzgledem parametrow aq, . .., a,. W tym rozdziale rozpatrzono ogélniejszy
model (6.10), w ktéorym odstapiono od tego zalozenia. Podobnie jak w modelu
liniowym podstawowa metoda estymacji parametréw jest roéwniez metoda NK.
Jednak w odréznieniu od liniowego modelu regresji, w ktérym minimum sumy
kwadratéw wyznacza sie przez rozwiazanie uktadu rownan liniowych, dla nielinio-
wych modeli regresji nie mozna zwykle sprowadzié¢ problemu do réwnan liniowych
1 wyznaczenie minimum sumy kwadratéw moze stwarzaé znaczne problemy nu-
meryczne. W rozdziale tym przedstawiono: ogdlna koncepcje modelu regresji nie-
liniowej; funkcje, ktére mozna sprowadzi¢ do liniowego modelu regresji za pomoca
prostych przeksztatcen oraz podstawowe metody obliczenn numerycznych.

9.1. Model regresji nieliniowej

Podstawowy model regresji okreslajacy relacje miedzy odpowiedzig y badanego

obiektu a jego pobudzeniem x = [z1, ..., 2] prezentuje wzor
y=f(z;a) +e, (9.1)
w ktorym a = [ag, ..., ap]T jest wektorem parametréow, natomiast € sktadnikiem

losowym (np. btedy pomiaru). Zalozenie, ze f(x; a) jest liniowa funkcja parame-
trow a; definiuje liniowy model regresji, natomiast zalozenie, ze f(x;a) nie jest
liniowa funkcja parametréw prowadzi do nieliniowych modeli regresji. W mode-
lu regresji nieliniowej liczba parametréw moze byé rézna od liczby regresordéw
(we wzorze (9.1) k jest liczba regresorow, a p liczba parametrow), podczas, gdy
w modelu regresji liniowej liczby te sa takie same.

Duza popularnosé¢ modelu regresji liniowej jest efektem wielu jej zalet, a przede
wszystkim szerokim obszarem zastosowari, prostota obliczen i tatwoscia konstru-
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owania testow statystycznych. Praktycznie kazda ciagta funkcje mozna aprok-
symowaé z dowolng doktadnoscia modelem regresji liniowej. Wynika to stad, ze
wielomiany sg przyktadami modelu regresji liniowej. Moze wiec zrodzi¢ sie pyta-
nie, czy wobec tak duzej elastycznosci i tak szerokiego obszaru zastosowan linio-
wych modeli regresji jest potrzeba stosowania modeli nieliniowych? Odpowiedz
jest twierdzaca, istnieje bowiem wiele sytuacji, ktore przemawiaja za modela-
mi nieliniowymi. Przede wszystkim, gdy model nieliniowy wynika bezposrednio
z analizy teoretycznej badanego zjawiska — modelu mechanistycznego. W takich
modelach parametry maja czesto interpretacje fizyczna, a ich estymacja moze sta-
nowi¢ gtéwny cel eksperymentu. Nalezy rozwazy¢ stosowanie modelu nieliniowego
rowniez wtedy, gdy ma on ,prostsza strukture” — mniejsza liczbe parametrow
— niz réownie dokladny model liniowy. Warto tu odwotaé¢ sie do zasady zwanej
brzytwa Ockhamy”!, wedtug ktérej nie nalezy bez koniecznosci komplikowaé mo-
delu. Istotna trudnoscia w stosowaniu modeli nieliniowych jest znaczna ztozonosé
obliczeniowa estymatoréw w poréwnaniu z estymatorami modeli liniowych.

Istnieja funkcje nieliniowe, ktére mozna za pomocy prostych transformacji
przeksztalcié do zaleznosci liniowej, co umozliwia wykorzystanie aparatu mate-
matycznego regresji liniowej. Przedstawimy niektore z tych funkcji znajdujace
zastosowanie w praktyce.

9.2. Funkcje transformowalne do modelu liniowego

Funkcja Cobba—Douglassa. W ekonometrii stosowana jest tzw. funkcja
Cobba—Douglassa, ktorej ogdlna postaé jest nastepujaca

y = apx{'zy? ...z, (9.2)

przy czym zwykle k < 2. Funkcja ta wykorzystywana jest do modelowania wiel-
kosci produkeji y w zaleznosci od réznych czynnikéw, a zwlaszcza od naktadu
pracy x1 i naktadu kapitatu zo. Parametry ag, a; oraz as sg stalymi modelu; pa-
rametr a; nosi nazwe wspodtczynnika elastycznosci produkeji wzgledem naktadu
pracy, a parametr ag wspdlczynnika elastycznosci produkeji wzgledem kapitatu.
Obserwacje wielkosci produkcji y, przy danych naktadach pracy z; i naktadach
kapitatu xo, obarczone sa rozrzutem losowym. Logarytmujac obie strony réwnosci
(9.2), otrzymuje sie liniowy model regresji

L Pluralitas non est ponenda sine necessitate = Plurality should not be posited without ne-
cessity ttum. na ang. wg Encyclopedia Britannica.
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Y =co+a12] + aswh + ...+ apz) + €, (9.3)

gdzie ¥ =Iny, ¢, =Inag, 2, =Inz;, i =1,... k.
Jegli btad w tym modelu ma rozktad normalny, ¢ ~ N(0,0?), to model wyj-
$ciowy mozna zapisaé
y = apxi'zy? ... xpkp, (9.4)

gdzie In p = €. Tak wiec bledy w modelu (9.2) maja charakter multiplikatywny,
a nie addytywny jak to jest w rozpatrywanym dotychczas liniowym modelu re-
gresji. Rozktad btedu jest rozktadem lognormalnym. Alternatywny model, czesto
stosowany w praktyce, jest okreslony nastepujaca funkcja

y = f(z;a9,a1) = age™”. (9.5)

Bioassay model. W badaniach wplywu lekéw, witamin, hormonéw i innych
czynnikéw na zywe organizmy stosowany jest czesto tzw. bioassay model 2, ktory
umozliwia analize wptywu czynnika na organizm poprzez poréwnanie z przyjetym
WzOorcem.

Model ten opisany za pomoca funkcji

apx

y = f(z;a0,a1) = (9.6)

a +x
jest nieliniowym modelem regresji. Poréwnujac odwrotnosci obu stron réwnania
i ktadac by = 1/ag oraz by = a1 /ag, otrzymuje sie model liniowy

y' = by + b1, (9.7)

w ktorym nowa odpowiedzia jest ¥’ = 1/y, a nowym regresorem x’ = 1/x.
Model logistyczny. W analizie wzrostu organizméw zywych stosowany jest
model logistyczny okreSlony wzorem

eag—i—mz

PR 9.8)

y= f(xz;a0,a01) =

Poréwnujac odwrotnosci obu stron réownania (9.8), po przeksztalceniach i loga-
rytmowaniu, otrzymuje si¢ model liniowy

y = ag+ arz, (9.9)
w ktorym nowa odpowiedzia jest ' = Infy/(1 — y)].

2 Skrot od okreslenia w jezyku ang. biological assay = biological standardization.
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Przyklad 9.1.2 W rolnictwie badana jest skutecznosé preparatow stuzacych do
zwalczania owaddw. Nalezy wyznaczy¢ model okreslajacy skutecznosé nowego pre-
paratu w zaleznosci od jego stezenia x. Poszukiwana jest wiec funkcja, ktora
okresla frakcje owadow, y = f(z), ktore nie przezywaja zadanej dawki preparatu.
Przed badaniami mozna, na podstawie wstepnych rozwazan, przewidzieé¢ ogdlny
ksztalt funkeji f(z). Jest ona funkcja niemalejaca, co wynika z tego, ze jesli ste-
zenie preparatu rosnie, to frakcja owadow, ktére nie przezywajg réwniez rosnie.
Ponadto, zatozono, ze jesli nie stosuje sie preparatu, to wszystkie owady przezy-
waja, stad f(0) = 0; a jesli stosujemy maksymalne stezenie, x = 1, to wszystkie
owady gina, f(1) = 1.
Kandydatem na model moze by¢ funkcja

1

1 — elaotaiz)’ ap, ay > 0,

y = f(z;a0,a1) =

ktora nalezy do klasy modeli logistycznych. O

Przedstawione w tym punkcie funkcje transformowalne do modelu liniowego
sa raczej wyjatkami niz norma. W nastepnym punkcie oméwiono estymacje para-
metréw modeli nieliniowych.

9.3. Estymacja parametré6w modelu nieliniowego

9.3.1. Sformulowanie problemu

Podstawowym celem nieliniowe]j analizy regresji jest estymacja parametrow a;
modelu (9.1) na podstawie odpowiedzi uktadu. Zatozymy, podobnie jak w modelu

liniowym, ze dla n ciagow x; = [zi1, . . ., x| wartosci wielkosci wejSciowych, n > p,
wykonano pomiary odpowiedzi y;, ¢ = 1,...,n, a stad otrzymuje si¢ rownania
eksperymentu

yZ:f(wZ7a>+€’La Zzl?ana (910)

w ktoérych analogicznie do modelu liniowego odpowiedzi y; sa zmiennymi losowy-
mi, natomiast ¢; sa sktadnikami losowymi.

Zalozymy réowniez, ze obserwacje y; nie sa obcigzone btedem systematycznym,
co oznacza, ze Fle;] = 0; a ponadto, ze y; nie sa skorelowane i s tej samej doktad-

3 Na podstawie [121].
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nosci (D[y] = 021,). Przy tych zalozeniach estymator najmniejszych kwadratéow a
parametréw a minimalizuje réznicowa sume kwadratow RSS (funkcje kryterialng)

n
Q(a) = RSS =) [yi — f(z; a)]*. (9.11)
i=1
Jesli funkcje f(x;;a), ¢ = 1,...,n, sa rozniczkowalne wzgledem parametrow
aj, to estymatory a; spetniaja réwnania
0Q(a) .
=0, j=1,...,p. 9.12
D, j p (9.12)

Po wprowadzeniu oznaczenia

f(a) = [f(ml;a)v"'af(mn;a)]T7 (913)

roznicowa sume kwadratow RSS, wzor (9.11), mozna zapisa¢ w formie

Qla) = [y—fa)" [y—fla)
= lly—fla)’ (9.14)

wygodnej do dalszej analizy.

9.3.2. Metody iteracyjne wyznaczania minimum

Wyznaczanie minimum funkcji Q(a) jest szczegélnym przypadkiem zadan
optymalizacyjnych. Mozna wiec stosowaé¢ zaréwno ogblne metody minimalizacji
funkeji, jak i specjalne przeznaczone dla metody NK. Minimum funkcji Q(a) tylko
w wyjatkowych sytuacjach mozna wyznaczy¢ metodami analitycznymi. Zazwyczaj
musimy do tego celu wykorzysta¢ numeryczne metody iteracyjne.

Zanim przejdziemy do oméwienia podstawowych metod iteracyjnych przedsta-
wimy krotko dwa proste algorytmy optymalizacyjne, ktére moga by¢ przydatne
dla modeli majacych mala liczbe parametrow. Sa nimi przeszukiwanie siatek (ang.
grid search) oraz losowe przeszukiwanie (ang. random search). Przeszukiwanie sia-
tek polega na skonstruowaniu siatki w przestrzeni R? wyznaczajacej p-wymiarowe
prostopadloéciany pokrywajace obszar, w ktérym znajduje sie rozwigzanie a* —
minimum funkcji. W kazdym punkcie siatki wyznacza sie wartosci funkcji kry-
terialnej Q(a) i przyjmuje za ocene a rozwiazania a*, ten punkt siatki, w kto-
rym warto$¢ funkcji Q(a) jest najmniejsza. Szerokosé siatki okresla doktadnosé
wyznaczenia minimum. W celu osiagniecia zatozonej doktadnosci siatka musi by¢
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odpowiednio gesta, to jest taka, zeby w prostopadlodcianie otaczajacym minimum
wartos¢ funkeji Q(a) byla ,prawie stata”. Zageszczanie siatki przez przepotowienie
Scian prostopadto$cianéw zwieksza liczbe punktow do obliczen 2P razy.

Losowe przeszukiwanie polega na losowym wyborze kolejnych punktéw w prze-
strzeni rozwigzan, az otrzymamy odpowiednio doktadne przyblizenie minimum.
Bardziej doktadnie algorytm mozna opisa¢ nastepujaco: niech a® bedzie biezacym
punktem przeszukiwania. Losuje sie nowy punkt a’ lezacy na hipersferze o $rod-
ku w punkcie a® i zadanym promieniu r, a nastepnie sprawdza sie, czy jest on
lepszy od biezacego, Q(a™) < Q(ac); jesli tak, to nowy punkt przyjmuje sie za
biezacy a® = a* i powtarza proces, a jeli nie, to losuje nowy punkt a’ na tej
hipersferze. Proces kontynuuje sie, az osiggnie odpowiednio doktadne przyblizenie
minimum. Jedli w kilku kolejnych losowaniach, dla ustalonego a°, nie otrzymuje
sie ,lepszego” punktu, to zmniejsza sie promienn hipesfery i powtarza losowanie.
Proces przeszukiwania mozna usprawnié¢, stosujac algorytmy genetyczne.

Obie metody przeszukiwania sa proste numerycznie, lecz ,ekstremalnie kosz-
towne”, poniewaz niezbedne jest w nich wyznaczenie wartosci funkcji kryterialnej
w ogromnej liczbie punktéw, ktoérych nie mozna wykorzystaé¢ w pdzniejszych ob-
liczeniach. W rezultacie metody przeszukiwania znajduja zastosowanie do funkcji
o malej liczbie parametréw.

Najwazniejsze znaczenie praktyczne w zagadnieniach optymalizacyjnych ma-
ja metody iteracyjne, w ktorych kierunek poruszania okre$lony jest za pomoca
pochodnych lub innych technik. Pierwszym krokiem w tych metodach jest okre-
Slenie, ,odgadniecie”, przyblizenia poczatkowego aV) rozwigzania a*. Nastepnie
konstruuje sie algorytm iteracyjny, ktory z biezacej oceny a® oblicza nastepna
ocene a’, ,lepsza’ od poprzedniej. Wykorzystujac ten algorytm i ocene poczat-
kowa, generuje sie ciag rozwiazan (wektorow) a®, a? ... ktory powinien by¢
zbiezny do minimum.

Startujac z roznych, odpowiednio roztozonych, punktéw poczatkowych a(b),
mozna wyznaczy¢ wszystkie lokalne minima, a nastepnie wybra¢ najmniejsze
z nich jako minimum globalne. Odpowiedni algorytm powinien zapewniaé¢ reduk-
cje wartosci funkeji kryterialnej Q(a) w kolejnym kroku iteracyjnym: Q(a*+1)) <
Q(a(k)), k=1,2,.... Metoda iteracyjna, ktora zapewnia ten warunek, nazywana
jest metodq spadku (ang. descent method). Proces iteracyjny jest zatrzymywany po
skoriczonej liczbie krokéw, kiedy biezaca ocena jest wystarczajaco blisko rozwiaza-
nia. Okreslenie momentu zatrzymania algorytmu (stopowanie algorytmu) zalezy
od analizowanego problemu i moze byé¢ zlozonym zadaniem. Ogodlne wskazowki
i wykaz opracowan na ten temat podali Dennis i Schnabel [20].
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Metody iteracyjne, a zwlaszcza metoda spadku, polegaja umownie na poru-
szaniu sie w przestrzeni RP od biezacego punktu a‘ do kolejnego at wzdtuz linii
prostej, co mozna zapisaé

at = a° + 8¢, (9.15)

gdzie 6° € RP jest biezgcym krokiem iteracji. Krok ten wyznaczany jest zwykle
w dwoch etapach: w pierwszym obliczany jest biezacy kierunek d° (d° € RP),
w ktérym poszukiwane jest nastepne rozwiazanie, a w drugim okredlana jest ,,dtu-
gosé kroku” p¢ € RT, wiec

at = a° + p°d-. (9.16)

Proces doboru diugosci kroku p® nazywany jest Sledzeniem linii (ang. line
search). Szczegblny jego przypadek, polegajacy na znajdowaniu minimum funkcji
f(z, @) wzdtuz linii okreslonej przez biezacy punkt a® oraz kierunek d°, nazywany
jest doktadnym sledzeniem linii. Metoda doktadnego sledzenia linii wydaje sie by¢
optymalnym algorytmem. Jednak zwigzana jest ona zwykle z duzg liczbg, obliczen
i dlatego stosowane sa czesto inne metody doboru kierunku i kroku, a zwtaszcza

e metoda Gaussa-Newtona (GN),
e metoda Newtona (N) nazywana réwniez w statystyce metoda Newto-
na—Raphsona.

Kazda z tych metod ma wiele modyfikacji praktycznych. Obszerne oméwienie
problematyki mozna znalez¢ w literaturze, por. [20, 34, 62, 94, 99|.

9.3.3. Metoda Gaussa—Newtona

Metoda GN opiera sie na zastapieniu funkcji f(x; a) jej przyblizeniem linio-
wym [(x; @) w otoczeniu biezacej oceny a‘ i wyznaczeniu estymatorow parame-
trow metoda regresji liniowej dla tego modelu. Jesli model I(z; a) jest dobrym
przyblizeniem f(x; a), a biezace oszacowanie a° jest ,odpowiednio blisko” mini-
mum a*, to mozna sie spodziewaé, Ze nowe oszacowanie a’ jest lepsze niz a‘,
Q(a™) < Q(a°). Mozna wigc wykorzystaé¢ aparat regresji liniowej do wyznaczenia
nowej lepszej oceny. Przyblizenie liniowe konstruuje si¢ na podstawie rozwiniecia
w szereg Taylora funkcji f(x; a) wzgledem biezacego punktu a®. Proces ten nalezy
kontynuowac¢, az do uzyskania wystarczajaco doktadnego przyblizenia minimum.
Oméwiono go bardziej szczegdlowo.

Niech a¢ = [af, ..., ag]T bedzie wektorem biezacych ocen rozwiazania a* otrzy-
manych w k-tym kroku iteracji, wtedy stosujac liniowe rozwiniecie w szereg Tay-
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lora wzgledem a“ mozna funkcje f(x; a) aproksymowaé w otoczeniu tego punktu
modelem liniowym

(a5 0) = f(a @)+ 5 (0 —a) + o+ 2@ —ap). (07

Zakladajac, ze w rozpatrywanym obszarze model [(x; a) jest dobrym przyblize-
niem funkcji f(x; a), tj. [(x; @) = f(x; a), i-ta obserwacje mozna zapisac

C 8](‘ C 8f C
yi = f(xi; a°) + Dar . (e —af)+---+ a—ap ) (ap — ap) + 4, (9.18)
gdzie
of :M%m, i=1,...,n,5=1,....p, (9.19)
8aj x; 8aj a;alc

jest skréconym zapisem pochodnej w punkcie £ = x;, @ = a®. W notacji macie-
rzowej rownanie (9.18) ma postaé

yi =z a) +e = fz;a0°) + [Vf(xz;a) (a—a) +¢, i=1,....n, (9.20)

gdzie V f(z; a°) jest wektorem pochodnych funkcji f(z; @) w punkcie a = a¢ (por.
A.2.1). Po wprowadzeniu oznaczenia

0f(z; a) . .
xfj:TajiL‘:wi: 1217"'7”7.7:17"‘7]77 (921)
a=a

C

pochodne z7; utworza n x p-wymiarowa macierz eksperymentu modelu liniowego
I(z; a)
X = [xf]. (9.22)

ij
Pozwala to na zapisanie rownan eksperymentu (9.18) w postaci macierzowej
y= f(z;a°) + X°(a— a°) + ¢, (9.23)
gdzie y = [y1,...,yn|T jest wektorem obserwacji, natomiast

flz; o) = [f (@13 0%),..., f(zn; a)]"

wektorem wartosci funkeji f w punktach @i, ..., x, (por. (9.13)).
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Rownanie (9.23) mozna sprowadzi¢ do podstawowego modelu regresji liniowej
(y = Xa+e¢), przenoszac f(x; a°) na lewa strone, zastepujac wektor obserwacji y
wektorem roéznic

¥ =y flz ) (9.24)

i wprowadzajac wektor korekty
c“=a—a’, (9.25)

ktory peini role wektora parametrow (poszczegdlne roznice sa réowne rf =
yi — f(@i, a%), i =1,...,n; natomiast korekty ¢; = a; —a§, j =1,... p). Otrzy-
muje sie w ten sposoéb nowe macierzowe rownanie eksperymentu

" = X +¢, (9.26)
stad estymator ¢© wektora korekty okreslony jest wzorem
¢ = (X X9 X o, (9.27)
a nowe przyblizenie a™ rozwiazania, na mocy (9.25), wynosi
at =af+ ¢ = a’ + (X X)X o, (9.28)

gdzie wektor biezgcej korekty §¢ jest rowny ¢©. Oceny poszczegdlnych parametrow
WYNO0sza,

+ _ P o
aj =aj+¢j, j=1,...,p. (9.29)

Tak wiec stosujac metode GN wyznaczono nie tylko kierunek, ale i dtugosé
kroku. Nowa ocena zostata obliczona na podstawie lokalnego modelu liniowego
funkcji f(z; a), dlatego nalezy sprawdzi¢, czy funkcja kryterialna ulegla zmniej-
szeniu, tj. czy

Q(a") < Q(a"). (9.30)

Jesli nierownosé (9.30) jest spelniona, to przyjmuje sie nowa ocene jako lepsza,
a jedli nie, to nalezy zmniejszy¢ dhugosé kroku korekty stosujac metode wstecznego
Sledzenia (ang. back tracking). Sprowadza sie to do wyznaczenia nowej oceny ze
wzoru

at = a° + ue, (9.31)

gdzie p € (0;1). Takie rozwiazanie wynika stad, ze jak wykazal Hartley [46]
funkcja kryterialna Q(a) zmniejsza sie, w pewnym obszarze, jesli poruszamy sie
z biezacego rozwigzania a® w kierunku ¢°. Hartley zaproponowal rowniez metode
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wyznaczania wartosci wspotezynnika p we wzorze (9.31), dla ktorego funkcja kry-
terialna osiagga warto$¢ minimalng. Jednak sposéb ten prowadzi do zlozonych ob-
liczeri i dlatego nalezy rozwazy¢ zastosowanie nastepujacej strategii. Jesli dla no-
wego przyblizenia a™ wyznaczonego ze wzoru (9.28) (lub wzoru (9.31) dla p = 1)
funkcja kryterialna nie ulegnie zmniejszeniu, to nalezy przyja¢ we wzorze (9.31)
p=1/2. Jesli i dla tej wartosci nie otrzyma sie zmniejszenia funkeji kryterialnej,
to nalezy jeszcze bardziej zmniejszy¢ wspotezynnik u, np. p = 1/4. Proces ten
nalezy kontynuowaé, az do uzyskania zmniejszenia funkcji kryterialnej. Z twier-
dzenia udowodnionego przez Hartleya [46] wynika, ze taka wartos$¢ wspotczynnika
i istnieje. Przedstawimy przyktad ilustrujacy zastosowanie metody GN.

Przykltad 9.2. Wyznaczymy podstawowe czlony estymatora GN parametrow
modelu obiektu opisanego funkcja

f(@; a) = e 4 e,

w ktorej & = z jest wielkoécig wejsciowa (np. czasem), a a = [a1, as]” jest dwuele-

mentowym wektorem parametrow. Zaldézmy, ze dla czterech wartodci x1,..., x4

wielko$ci wejéciowej x wyznaczono odpowiedzi y1, ..., ¥4, i Ze spelniajg one zato-

zenia zwyktej metody NK. Do oceny a zastosowano metode Gaussa—Newtona.
Pochodna wektorowa funkeji f(x; @) wzgledem parametrow a

of
= Vf(z; a) = [ze®?®, ze®*]T.
Vi 0) = e, e
Niech biezace przyblizenie parametréw a wynosi a® = [a$,a$]?. Model linio-

wy (9.17) w otoczeniu punktu a® jest okreslony wzorem I(z; a) = f(x; a) +
e (ay — a$) + re?2%(ag — a$). Réwnania eksperymentu modelu liniowego wy-
znaczonego punkcie a® sa nastepujace

yi = €% 4 e 4 pie% (ay — af) + ze®(ag — a§) + 5, i=1,2,3,4,
elementy r; wektora réznic r°
¢ =y — f(@;a°) =y — (% 4 %), §=1,2,3,4;

natomiast biezaca macierz eksperymentu (por. wzor (9.21))

1€ g et
C C
X _ T0ed1%2  poels®2
- x3 eafa:g, xgeagxg ’
x4 ea‘f:m .%'46(15334
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stad

4 4
Z x?e&ﬁxi Z x’?e(aerag)xi
i=1 =1

4 4
Z xge(af—l-ag)xi Z 1‘362(15%
=1 =1

T

X X =

4
. 0 T
T, T;€
i=1

4
. 05T
r;x;e
=1

Po podstawieniu do (9.28) otrzymuje sie, nowa oceng a™ = a° + ¢°. Nalezy
jeszcze sprawdzi¢ czy roznicowa suma kwadratow RSS = Q(a) ulegta zmniejsze-
niu — to znaczy czy spelniony jest warunek Q(a™) < Q(a°) (por. (9.30)). Jesli
tak, to akceptuje sie nowa ocene, a jesli nie, to skraca krok ¢° (por. 9.31) zwykle
o polowe; zamiast ¢ stosuje sie krok 0,5¢° i kontynuuje proces iteracyjny az
otrzyma si¢ odpowiednio doktadne przyblizenie rozwiazania.

T

XC ,’,,C —

9.3.4. Metoda Newtona

Metoda Newtona polega na bezpo$rednim wyznaczeniu minimum funkcji kry-
terialnej Q(a), (9.11), wzgledem a. W tym celu konstruuje sie lokalny model
kwadratowy ¢(a) funkcji kryterialnej Q(a) w otoczeniu biezacego rozwiazania ac,
wykorzystujac liniowy i kwadratowy czton rozwiniecia funkcji w szereg Taylora.
Model ¢(a) jest ,funkcja kwadratowa”, ktoéra ma jednoznacznie okreslone i tatwo
wyznaczane minimum. Minimum to przyjmowane jest jako nastepne przyblizenie,
a™, w procesie iteracyjnym. Przedstawimy teraz ten proces bardziej szczegdtowo.

Kwadratowy model ¢(a) funkcji Q(a) w otoczeniu punktu a® otrzymamy, sto-
sujac jej rozwiniecie w szereg Taylora, skad (por. [20], s. 73)

q(a) = Q(a°) + VQ(a) T (a— a°) + %(a —a®)TH(a%) (a — a°), (9.32)

gdzie VQ(a®) jest operatorem nabla (pochodna wektorowa), a

9*Q(a)
8ai8aj

H(a") = V*Q(a) = [

Hessianem funkcji Q(a) w punkcie a = a°.



162 9. Regresja nieliniowa

Minimum funkcji kwadratowej ¢(a) otrzymuje sie po obliczeniu pochodnych
wzgledem parametrow a; dla j = 1,...,p i po przyréwnaniu ich do zera. Proces
ten z zastosowaniem pochodnych wektorowych zapisuje sie jednym réwnaniem
VQ(a) = 9Q(a)/0a = 0. Stosujac reguly obliczania pochodnych wektorowych
(por. A.2.1), otrzymuje sie¢ rownanie

Vq(a) =VQ(a°) + H(a’)(a— a°) =0, (9.33)
ktorego rozwiazanie wzgledem a
a® = a° — H(a®)"'VQ(a°) (9.34)

jest nastepna ocena minimum funkcji Q(a).

Korzystajac ze wzoru (9.34) mozna, podobnie jak w metodzie GN, skonstru-
owad ciag rozwigzan aV a? .. sprawdzajac w kazdym kroku iteracyjnym nie-
rownosé Q(at) < Q(a). Jesli nier6wnosé ta nie jest spelniona na pewnym eta-
pie, zwykle pierwszym lub drugim, to podobnie jak w metodzie GN stosuje sie
skrécenie kroku — ,back tracking”. Mozna wykazaé, ze przy spelnieniu pewnych
warunkow, skonstruowany w ten sposob ciag at), a®, ... jest ¢%zbiezny [20] do
rozwiazania a* (na przyklad ciag {z =1+ 2_2k} jest ¢? zbiezny).

Otrzymalismy w ten sposob ogdlny algorytm Newtona — dla dowolnej réznicz-
kowalnej funkcji kryterialnej. Obecnie wyznaczymy elementy wzoru iteracyjnego
(9.34) dla metody NK — funkeji kryterialnej

Q(a) => ri(a)?, (9.35)

i=1

gdzie
ri(a) =y — f(x;a), i=1,2,...,n. (9.36)

jest réznica miedzy i-ta obserwacja y; a odpowiedzia f(z;; a) dla pobudzenia ;.
Pochodna wektorowa, VQ(a), funkcji kryterialnej wynosi

= 2J'r (9.37)

gdzie
r= [n(a),rg(a),...,rn(a)]T, (9.38)
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natomiast
J = J(a)
i 67'1(0,) 8?”1(&) 1
Oaq Oa
dra(a) 8r2(pa)
= daq day, . (9.39)
8?"”( a) Ory(a)
L Oay Oay
Istnieje nastepujacy zwiazek
J=-X, (9.40)

miedzy zdefiniowana tu macierza J a macierza eksperymentu X zdefiniowana
wzorem (9.22) dla modelu liniowego, ktorej elementy x;; okreslone sa nastepujaco
(por. 9.21)
~ Of(z;a)
] 80/] I
Zaleznosé (9.40) wynika bezposrednio z definicji réznicy r;(a), wzor (9.36), stad
87“1'(0,)/809' = —8fz($l, a)/@aj.
Hessian H funkeji kryterialnej Q(a) jest macierza drugich pochodnych mie-
szanych funkcji Q(a), stad jego (r, s)-ty element jest rowny

i=1,....,n, j=1,...,p. (9.41)

T 8a7«8as
B ori(a) Or;(a) 0%r;(a) B
= 22 < 5a. da, +r a0, r,s=1,...,p. (9.42)

Korzystajac z macierzy J, mozna Hessian H funkcji Q(a) okresli¢ w nastepujacy
sposob

H=2J'J+ A), (9.43)
gdzie A jest p X p macierza o elementach (por. (9.42))

B " 0%r;(a)
Qrs = ;'Fz( )aaraas (944)
n 2 .
= Z(yZ — f(a; a))w, r,s=1,...,p. (9.45)
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Po uwzglednieniu zaleznosci (9.40) mozna réowniez wyrazi¢ Hessian w funkcji ma-
cierzy eksperymentu X modelu linowego

H=2(X"X+ A). (9.46)

Korzystajac z wzoréw (9.37) oraz (9.43) w powyzszym réwnaniu, po prze-
ksztalceniach, otrzymamy nows ocene

at =a — (J J+ AL (9.47)

gdzie J°, A€ oraz r° wyznaczane sa dla a = a®. Wyrazajac to rownanie w funkcji
macierzy eksperymentu X = —J, otrzymuje sie réwnowazny wzor na kolejny krok
iteracyjny w metodzie Newtona

at =a+ (X7 X+ A9 X (9.48)

Przypomnijmy, ze kolejny krok iteracyjny w metodzie Gaussa—Newtona jest okre-
slony wyrazeniem (9.28)

at = af + (X% X)X E, (9.49)

Tak wiec kroki iteracyjne w obu metodach Newtona i Gaussa—Newtona okreslo-
ne sa analogicznymi wzorami. Roznia sie jedynie macierza A, ktéra wystepuje
w metodzie Newtona, a nie ma jej w metodzie Gaussa—Newtona. Zaleta proce-
dury Newtona jest szybka zbieznos¢é w otoczeniu lokalnego minimum (dokltadnie
dowodzi sie, ze metoda Newtona jest g-kwadratowo zbiezna [20]).

Podstawowa wada metody Newtona jest to, ze obliczenie wartosci elementow
macierzy A wymaga znajomosci drugich pochodnych funkcji Q(a), a to w wie-
lu zastosowaniach jest problemem. Znacznie prostsza rachunkowo jest metoda
Gaussa—Newtona, ale jest wolniej zbiezna i wymaga dokltadniejszego przyblizenia
poczatkowego niz metoda Newtona.

Przyktad 9.3. Rozwiazemy zadanie z przykladu 9.2 metoda Newtona. W me-
todzie tej wystepuje dodatkowo macierz A, ktoérej elementy sg mieszanymi po-
chodnymi czastkowymi okreslonymi wzorem (9.44). Pochodne czastkowe funkcji
f(zi; @) wynosza

82f(1'i; a’) — ‘,1:26[11387;
6a18a1 ¢ ’

62f($i; a’) 2 _asw;

X a5 — Ie€ s
8a28a2

82f(a:i; a) _ 82f(a:i; a)
8@18@2 8&28(11

:07
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wiec na mocy (9.44)

4
Chm.
g nx?ealx’ 0
i=1

A= 4 ,
0 Z rix?etavi
i=1
a stad
4
Zx2 a$ xz + e Iz ngeri(aﬁaé)
XCTXC + A= 141 = 1 ,
Z z?emi(af—&-ag) Z :L‘2€a2$’ _|_ ea2xz)
i=1
wyrazenie to podstawiamy do (9.48) i wyznaczamy nastepna ocene a'. O

9.3.5. Uwagi o wyborze metod minimalizacji funkcji w metodzie NK

Przedstawione metody wyznaczania minimum funkcji kryterialnej Q(a) sta-
nowia podstawe do opracowania praktycznych algorytméw bedacych zwykle mo-
dyfikacjami metod podstawowych. Rozrboznia sie trzy sytuacje: zerowe-rdznice,
mate-réznice oraz duze-réznice. Terminy te odnosza sie do wartosci réznic r;(a)
wystepujacych we wzorze (9.35). Zerowe-roznice wystepuja wtedy, gdy model jest
doktadnie dopasowany do obserwacji y; w kazdym punkcie. Wtedy macierz A = 0
i obie metody GN oraz N pokrywaja sie. Male-r6znice wystepuja wtedy, gdy
elementy macierzy A sa znacznie mniejsze niz elementy macierzy X! X. Wtedy
zbieznosé ciggdéw iteracyjnych obu metod, GN i N, jest podobna i zalecane jest
stosowanie metody GN lub jej modyfikacji jako prostszej rachunkowo. W przy-
padku duzych roznic metoda GN moze by¢ wolno zbiezna lub nawet rozbiez-
na. Zalecana jest wtedy metoda Newtona i jej modyfikacje, a zwlaszcza meto-
da Levenberga—Marquardta, ktoéra zostanie oméwiona ponizej. Metoda ta jest
rowniez zalecana, gdy wystepuja problemy z wyznaczeniem drugich pochodnych
czastkowych. Omawiane metody moga byé¢ rozbiezne i wtedy nalezy rozwazyé
stosowanie innych metod, przeglad metod i ocene ich zakresu zastosowan mozna
znalezé w cytowanej literaturze [20, 99|.

Najczesciej stosowane sg dwie modyfikacje metody GN. Pierwsza z nich, zapro-
ponowana przez Hartleya [46], polega na okresleniu dtugosci kroku przez wyzna-
czenie minimum funkcji kryterialnej wzdtuz prostej przechodzacej przez biezace
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rozwigzanie a® o kierunku Gaussa—Newtona”. To sprowadza sie do wyznaczenia
wspotczynnika A, dla ktérego funkcja kryterialna wzdtuz linii

at =a‘+ )\C(XCTXt)_lX*CrC (9.50)

osiaga minimum, a nowy punkt okreslony jest wyrazeniem (9.50).

Duzg popularnoéé zdobyta druga z wymienionych modyfikacja metody GN za-
proponowana przez Levenberga w 1944 r. [67] (jej uproszczona wersje opublikowat
Marquardt w 1963 r. [73|) nazywana metodq Levenberga—Marquardta. Przedsta-
wimy teraz jej podstawy.

Modyfikacja Levenberga polega na tym, ze do wyrazéw lezacych na przekatnej
macierzy X' X, w wyrazeniu & = (X' X)~' X"y dodawane sg nieujemne liczby.
Pozwala to na dopuszczenie réwniez rozwiazan dla zZle uwarunkowanych macierzy
xXT'x (pomyst ten byl juz wezesniej wykorzystywany w regresji liniowej w postaci
tak zwanej ,regresji krawedziowej” (por. [98])). Wtedy zamiast wyznaczania nowe-
go przyblizenia a® ze wzoru Gaussa—Newtona (9.28) oblicza si¢ nowe przyblizenie
ze Wzoru

at = a° + (X% X+ uD) X 1, (9.51)

gdzie D jest macierza diagonalna zlozona z nieujemnych elementéw, natomiast
1 jest nieujemnym wspotczynnikiem liczbowym. Zwykle przyjmuje sie, ze D jest
macierza jednostkows, (D = I,) i wtedy

at =a‘+ (XT:TXC + uCIp)*lXtT . (9.52)

Gdy zachodzi ten warunek, kierunek Levenberga—Marquardta ,interpoluje” mie-
dzy kierunkiem Gaussa—Newtona, gdy u® — 0 oraz kierunkiem najwiekszego spad-
ku (Newtona), gdy pu¢ — oo (por. wzor (9.48)).

Opracowano rézne warianty metody Levenberga—Marquardta, ktore gtownie
zaleza od strategii doboru warto$ci wspodtczynnika u¢ w kolejnych krokach ite-
racyjnych. Najprostsza metoda doboru u® zostala zaproponowana przez Mar-
quardta. W pierwszym kroku tej strategii przyjmuje sie relatywnie mata war-
tos¢ wspoélezynnika u€, powiedzmy 0,01. Jesli w biezacym, k-tym, kroku itera-
cyjnym nowa warto$¢ przyblizenia a® okreslona wzorem (9.52) charakteryzuje si¢
mniejsza wartoécia funkcji kryterialnej niz poprzednia, Q(a™) < Q(a‘), wtedy
przyjmuje sie nowa ocene a’ za biezaca i zmniejsza warto$é¢ wspoltezynnika p, np.
u(kH) = u(k)/lO. W ten sposob ,zbliza sie” algorytm do metody Gaussa—Newtona
i rownoczesnie zwieksza krok nastepnej iteracji.

Jezeli jednak biezacy krok iteracji nie spowodowal zmniejszenia wartosci funk-
cji kryterialnej, to zwicksza sie wartos¢ wspolezynnika p€, np. p® — 10u®) | za
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kazdym razem, obliczajac krok (). Proces ten powtarza sie, az doprowadzi do
zmniejszenia funkcji kryterialnej i wtedy ponownie zmniejsza sie wartos$é wspot-
czynnika p(F).

Opracowano kilka innych modyfikacji metody Levenberga—Marquardta. Den-
nis i Schnabel ([20], s. 228) rekomenduja algorytm opracowany przez Moré’a [76],
ktory wykorzystuje tzw. ,Sledzenie linii”. Istnieje ogélna zgoda, ze algorytmy opar-
te na metodzie Levenberga—Marquardta sa odpowiednie do nieliniowej metody
najmniejszych kwadratow. Sa one do$é odporne na nietypowe sytuacje [99]. Jak
wykazal Nazareth [82| dla duzych réznic algorytm moze by¢ zbyt wolno zbiez-
ny lub nawet rozbiezny. Opracowano kilka algorytmoéw przeznaczonych do zadan
z duzymi réznicami. Przeglad takich algorytméw i innych bardziej uniwersalnych,
ich klasyfikacje oraz metody doboru przedstawili Gill i Murray (33, 34]. Z tych
metod szczegdlnie duza popularnoscia cieszy sie metoda simpleksow.

Metoda simpleksow. Interesujaca metoda wykorzystujaca ciekawy pomyst
jest opracowana przez Neldera i Meada [83] metoda simplekséw. Jest ona rela-
tywnie prosta w implementacji, nie wymaga obliczania pochodnych, ale jest wol-
no zbiezna, co ogranicza jej zastosowanie do modeli o malej liczbie parametréw.
Przedstawimy krotko koncepcje tej metody.

Dany jest uktad n 4+ 1 punktéow zg, z1,..., T, W przestrzeni euklidesowej R™.
Przez simpleks xgxy . .. x, rozumie sie zbiér wszystkich punktéow x postaci

T = Axo+ ANz1+ -+ Az, (9.53)

gdzie
M+--+A, =1, X\ >0,

a mnozenie punktu przez liczbe i dodawanie punktéw nalezy rozumieé tak jak
w przestrzeni wektorowej. Punkty x; nazywamy wierzchotkami simpleksu. Zakta-
da sie, ze punkty zg,x1,...,x, sa liniowo niezalezne, tj. Zze nie leza na jednej
hiperptaszczyznie (n + 1)-wymiarowej. Oznacza to, ze w R? punkty xo, z1, 22 nie
leza na jednej prostej, czyli simpleks xgz1x2 jest trojkatem (bez obwodu); analo-
gicznie w R? simpleks xgxz223 jest wnetrzem niezdegenerowanego czworogcianu
— punkty zg, z1, x2, 23 nie leza na jednej pltaszczyznie.

Wyznaczanie minimum metoda simpleksow polega na skonstruowaniu ciaggu
simplekséw, ktory ,zmierza” do szukanego optimum. Zaczyna sie od propozycji
simpleksu poczatkowego, ktory otrzymuje sie, typujac (n+ 1)-punktéw, a nastep-
nie przeksztalca go w kolejnych krokach, tak aby sie przemieszczal w kierunku
minimum i jednoczesnie sie zmniejszat. Ogolnie przeksztatcanie simplekséw polega
na ,uciekaniu” od punktu (wierzchotka simpleksu), w ktorym funkcja kryterialna
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jest maksymalna w kierunku punktow (wierzchotkow simpleksu) o matej wartosci
funkcji kryterialnej. Ten proces uwazany jest za zakoriczony, gdy simpleks zawiera
minimum, a jednoczesnie dtugos¢ maksymalnej krawedzi jest mniejsza od zada-
nego bledu oszacowania. Nalder zaproponowal cztery przeksztalcenia: odbicie,
rozcigganie, sptaszczenie i kontrakcja. Szczegdélowe omoédwienie tych przeksztal-

cen, jak réwniez propozycje innych rozwiazarn, mozna znalez¢é w literaturze, por.
[12, 83].

Przedstawiono tu ogdélny przeglad iteracyjnych algorytméw optymalizacyj-
nych. Wiele z nich ma kilka szczegdétowych wariantéw. W zlozonych sytuacjach
nalezy dokona¢ wyboru najbardziej odpowiedniego do rozwazanego problemu.
Wiele zalet majg algorytmy Levenberga—Marquardta, wiec nalezy w pierwszym
podejsciu sprawdzi¢ ich efektywnosé. W przypadkach gdy istnieje problem z wy-
znaczaniem pochodnych, nalezy sprawdzié¢ przydatnosé¢ metody simpleksow.



Rozdzial 10

Ocena parametréw modeli w obecnos$ci
liniowych ograniczen

W wielu sytuacjach praktycznych parametry ag,...,a, modelu matematycz-
nego moga przyjmowaé wartosci tylko z ograniczonego zbioru, a € A C RP. Taka
sytuacja prowadzi do zadania ,wyznaczania minimum z ograniczeniami”. W prak-
tycznych sytuacjach moga wystepowaé ograniczenia réznego rodzaju; na przyktad
pewne parametry majace interpretacje fizyczng przyjmuja tylko nieujemne warto-
$ci. Z kolei w wielu modelach dopuszczalne sg tylko takie wartoéci, ktore spetniaja
pewien uklad réwnan, bedacy konsekwencja praw rzadzacych analizowanym zjawi-
skiem. Klasycznym przyktadem sa katy trojkata, o, G, «, ktore spetniaja rownanie
a+pB+y=m.

Jako inny przyktad moga stuzyé cztery wzorcowe zrodta napiecia o warto-
Sciach ey, e, e3 oraz eyq. Jesli bada si¢ réznice d;; = e; — e, miedzy wartosciami
poszczegdlnych wzorcoéw, to sumy tych réznic, ktore tworza zamkniete figury
geometryczne” rowne sg zeru; na przyktad dla wzorcéw eq,es, es3 spelniony jest
warunek ,trojkata” dys 4 dag + ds; = 0.

Ogolne zadanie wyznaczania minimum funkcji kryterialnej metody NK z ogra-
niczeniami jest ztozone i nie ma uniwersalnych metod jego rozwigzania. W rozdzia-
le tym ograniczono sie do omodwienia podstawowego przypadku, gdy ograniczenia
sg okreslone za pomocg uktadu réwnan liniowych.

10.1. Model liniowy z ograniczeniami

Rozwazono zwykly liniowy model regresji postaci y = Xa+ e, w ktorym E[e]
=0, D[e] = 0%I,,; a wiec sa to obserwacje nieskorelowane o tej samej ,doktadno-
$ci”. Przypomnijmy, ze macierz eksperymentu X ma wymiar n x p, rzad p, przy
czym p < n.
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Zalozmy, ze parametry modelu a = [ay, .. . ,ap]T spelniaja nastepujacy uktad
q rownan liniowych

gi11a1 + gieas + -+ g1pap = Q1
ge1a1 + gosao + -+ + gopap = go (10.1)
gq1a1 + gg2a2 + -+ Ggpp = Gq
nazywanych réwnaniami wiezdw, ktore zapisano w formie macierzowej
Ga=g, (10.2)
gdzie G = [gi;] jest znana macierza o wymiarze ¢ x p rzedu ¢, przy czym
qg<pg=lg,---, gq]T jest znanym wektorem wspotczynnikéow réownan linio-

wych, natomiast a jest wektorem wyznaczanych parametrow. Zatozono, ze G jest
macierza pelego rzedu: rank[G] = ¢. Jesli ten warunek nie jest speliony, to
pewne réwnania wiezo6w sg kombinacja liniowa pozostalych i nalezy dokonaé ich
redukcji.

Estymacja parametréw a; metoda NK polega tu na minimalizacji funkcji kry-
terialnej Q(a) = (y — Xa)” (y — Xa), dla warunku, ze estymatory parametrow
spelniaja rownania wiezow (10.2). Jest to wiec problem wyznaczania minimum
warunkowego formy kwadratowej dla liniowych ograniczen. Do rozwigzania tego
zadania moga by¢ stosowane dwie metody: ,metoda elementéw” zwana réwniez,
dla pewnych ograniczen, ,metoda redukcji zmiennych” oraz ,metoda mnoznikdéw
Lagrange’a”. Obie metody prowadza do tego samego optymalnego rozwiazania,
jednak ich wlasno$ci numeryczne i wynikajacy stad zakres zastosowan sa rozne.
Metode elementéow stosuje sie, gdy liczba réwnan wiezéw g spelnia nieréwnosé
q > p/2; natomiast gdy liczba rownan wiezow jest mala, ¢ < p/2, stosuje sie
metod¢ mnoznikow Lagrange’a [70].

10.2. Wyznaczenie estymatoréw metoda redukcji zmiennych

Metoda redukcji zmiennych polega na wykorzystaniu réwnan wiezéw do re-
dukcji liczby zmiennych a;. Macierz G, zgodnie z zaloZeniem, ma rzad ¢, wigc
mozna wybra¢ ¢ parametréw sposrod aq,...,a, i wyrazi¢ je jako kombinacje li-
niowg pozostatych parametrow. W tym celu macierz G przedstawimy w postaci
macierzy blokowe]

G=[G|Gal,
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gdzie G jest macierzg ztozona z pierwszych p — ¢ kolumn macierzy G, natomiast
G2 jest nieosobliwa macierza kwadratowa o wymiarze g x g (rzedu ¢) ztozona
z pozostatych kolumn tej macierzy. Istnienie nieosobliwej macierzy G2 wynika
z tego, ze rank G = ¢ (jesli ostatnie kolumny sa liniowo zalezne, to nalezy zmieni¢
odpowiednio numeracje parametréow — przestawi¢ kolumny macierzy X). Rowna-
nie wiezé6w mozna teraz zapisac

G/ Gy [ o ] =g,
gdzie wektor parametréw a zostal podzielony zgodnie z podzialem macierzy G,
tj. a1 = [a1,...,ap—g)7 oraz ay = [ap_qt1,...,a,|T, wiec
Gia) + Gaay = g.
Rozwiazujac powyzsze rownanie wzgledem as, otrzymano
a = Gy (g— Gray). (10.3)

Wrynik ten wykorzystuje sie do eliminacji parametréw as z rownan eksperymentu
y= Xa+e. W tym celu dzieli si¢ macierz eksperymentu X w tej samej proporcji,
jakiej podzielona zostata macierz G, wiec

X = [X1] X3,

gdzie X jest macierza utworzona z (p — q)-pierwszych kolumn macierzy X, nato-
miast X» jest macierza utworzong z pozostatych g-kolumn tej macierzy. Réwnanie
eksperymentu mozna teraz zapisaé

a
y = [X1|X2][ e
az
= Xia1 + Xoa + €. (104)

Po podstawieniu do wzoru (10.4) zamiast ay wyrazenie (10.3), po przeksztal-
ceniach, otrzymuje sie réwnanie y — Xo Gz_lg = (X7 — X» Gz_l Gi1)a; + €, ktore
jest nowym macierzowym réwnaniem eksperymentu

Y, = Xra1 + ¢, (10.5)

gdzie wektor
Y=y~ X2Gy'g (10.6)
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reprezentuje transformowane obserwacje, natomiast
X, =X - XG'Gy (10.7)

jest transformowang macierzq eksperymentu.
Na mocy wzoru a = (XTX)_lXTy estymator NK parametréw a; jest réwny

&1 = (XZWXT)ilXZﬂyr’ (108)

natomiast estymator pozostatych parametréow, ay, otrzymano po podstawieniu do
wyrazenia (10.3) powyzszego wzoru, stad

&2 = G;l(g— Glfll). (10.9)

Przyktad 10.1. Zilustrujemy metode na przyktadzie wyznaczania katéw trojka-
ta. Wprawdzie w przyktadzie tym wystepuje tylko jedno réwnanie wiezoéw i trzy
parametry, wiec mozna go rozwigzac¢ krocej oméwiona w dalszej czesci rozdziatu
metoda mnoznikéw Lagrange’a, to pouczajace jest rozwigzanie zadania rowniez
metoda redukcji zmiennych.

Zalozono wykonanie pomiaréw katow trojkata aq, as, as, z taka samg doktad-
noécia, a wyniki wynosza, odpowiednio y1, y2, y3. Rownanie wiezéw jest okreslone
wzorem a1 + s + ag = w. W macierzowym réwnaniu eksperymentu, y = Xa+ €,
wektor obserwacji ¥y = [y1, Y2, y3]”
miast macierz eksperymentu jest macierza jednostkowa X = I3 (co wynika z tego,
ze sa to bezposrednie pomiary parametrow).

Elementy macierzowego rownania wiezow (10.2) wynosza: G = [1 1 1] oraz
g = [r] = m. W przykladzie tym jest tylko jedno réownanie wiezow, ¢ = 1, wiec

, wektor parametréw a = [a1, oo, a3]”, nato-

Gi=[11],Gy=1, a1 = [o1, )T, ag = [a3]7,
1 0 0
Xi=]011|,Xo=1]0]. (10.10)
0 0 1

Transformowane obserwacje y,, wyrazenie (10.6), oraz transformowana macierz
eksperymentu X,., wyrazenie (10.7) sa rowne

Yr = Y2 , Xp = 0 1]. (10.11)
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Po podstawieniu tych wartosci do (10.8) otrzymuje sie estymatory parametrow a;

) [ a1 ]
al = N =
a2

a po wstawieniu wyznaczonego tu estymatora a; do wyrazenia (10.9) estymator

= dy = gy + (D E R (10.13)
Tak wigc estymator &; kata a;, j = 1,2,3, jest réwny wynikowi pomiaru y;
tego kata plus czton korekcyjny [r — (y1 + y2 + y3)]/3, ktory jest rowny réznicy
miedzy doktadng wartoscia sumy wszystkich katow réwna 7, a rzeczywista war-
toscia sumy obserwacji y1 + y2 + y3 podzielona przez trzy. Korekcja polega wiec
na takiej transformacji warto$ci pomiaréw, aby suma estymatoréow byla réwna 7.
Zauwazmy, ze czton korekcyjny jest taki sam dla wszystkich katow, co jest efektem
zalozenia, ze pomiary sa jednakowej doktadnosci. a

[m—(y1+y2+y3)]
vt 3 (10.12)

[r—(y1+ya+ys)] |
y2 + 1 5 2 3

Przykltad 10.2. Dane sy cztery wzorce napiecia o nieznanych wartosciach
e1,e2,e3 i eq. Dokonano pomiaréw pewnych roéznic d;j, a wyniki wynoszg d;; =
e; —ej+¢;j. Zadanie polega na tym, aby korzystajac z warunku, ze sumy réznic po
zamknietych figurach sg réwne zeru, wyznaczy¢ estymatory roéznic spelniajace ten
warunek. Schemat pomiaréw réznic przedstawiono na rysunku 10.1, gdzie mierzo-
ne réznice daq, ds1, d41, ds2, d43 oznaczone sa strzatkami. Spelniaja one nastepujace
réwnania wiezéw

dor +ds2 —d31 = 0,

ds1 +dyz —dy = 0,

do1 +ds2 + dag —dan =

Jesli doda sie stronami pierwsze rownanie do drugiego, to otrzymamy trzecie
rownanie. Wiec jest ono funkcjg pozostatych réwnan i nalezy je usunaé. Otrzymuje
sie uktad dwoch niezaleznych réownan wiezéw

do1 —dg1 +d3za = 0,
dsy —dg1 +dgz = 0.

Elementy macierzowego rownania wiezow, (10.2), sa rowne

1 -1 0 1 0 0
G=1lg 1 1 0 1]’ 9_[0]’
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Es d32 Es

Rys. 10.1. Schemat poréwnan czterech wzorcowych zrodel napiecia ey, es, e3 1 e4.

gdzie kolejne kolumny macierzy G odpowiadaja kolejnym elementom réznic
d = [da1, d31, dyy, ds2, das] "

Niech y = [yo1,¥31,%41, Y32, v43]] bedzie wektorem pomiaréw (obserwacji),
roznic, y;; = dij + €;5, wtedy réwnania eksperymentu w zapisie macierzowym
sa nastepujace

y= Xd+e,

gdzie macierz eksperymentu jest macierza jednostkowa, X = I5, natomiast € jest
wektorem losowym bledéw obserwacji.

Macierz G zapiszemy w formie macierzy blokowej G = [G1|Gz], w ktore]
macierz G utworzona jest z trzech pierwszych kolumn macierzy G, natomiast
macierz Go z dwoch pozostalych, wiec

1 -1 0

Po podstawieniu tych wynikow do (10.6) otrzymuje sie (g =0)

Yy =9

W tej samej proporcji podzielimy macierz eksperymentu X = [X;|Xs] — trzy
pierwsze kolumny macierzy X tworzg macierz X;, natomiast dwie pozostate ma-

cierz Xo, wiec
| I3 10
Xl_[()}’ XQ—lI2‘|7
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gdzie symbol 0 oznacza macierz ztozong z zer. Macierz X; ma wymiar 2 X 3,
natomiast Xo wymiar 3 X 2. Po podstawieniu tych wynikéw do (10.7) otrzymano

1 0 O
0 1 0
Xr:l_g’]: 0 0 1],
! -1 1 0
0 -1 1
skad
2 -1 0
X'X,=L+Glg, =| -1 3 -1/,
0 -1 2
5 2 1
(XI'x)t==-12 4 21|,
1 2 5
Y21 — Y32
T, _ T, _
X,y =X, y=| ys1 +ys2 — ys3
Y41 + Y43
Na mocy (10.8)
(1:21 1 Sy21 + 2y31 + lyar — 3ys2 — lyas
a; = d31 | =2 2921 + 4ys1 + 2y41 + 2y32 — 2y43
ds Lyo1 + 2y31 + Sya1 + lys2 + 3yas3

Estymatory pozostalych parametrow otrzymuje sie ze wzoru (10.9), po
uwzglednieniu zaleznosci Go = 0 oraz g =0
_ 6?32 — Gia = 11 —3y21 + 2y31 + lyar + Sys2 — 1yas
dys 8 | —1y21 — 2y31 + 3ya1 — 1ys2 + Sya3

Zauwazmy, ze we wszystkich estymatorach wspoélczynniki liczbowe przy ob-
serwacjach odpowiadajacych ocenianej roznicy (te same indeksy) sa najwiecksze,
a najmniejsze sg wspoétczynniki, ktore nie majg wspoélnych indekséw z estymowang
roznica, co jest zgodne z intuicja. O
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10.3. Wyznaczenie estymatoréw metoda mnoznikéw Lagrange’a

Omoéwimy metode mnoznikéw Lagrange’a. Jej podstawy matematyczne poda-
no w dodatku (A.2.2).
Niech G; = [gj1 gj2 ... gjp| oznacza j-ty wiersz macierzy G, wtedy j-te
rownanie wiezow (10.1) mozna zapisaé
Fj(a) = gjia1+ -+ gjpap —9; = Gja—g; =0, j=1,...,q.

Funkcja Lagrange’a w tym przypadku jest rowna

V(a) = Q(a) = M(Gra—g1) =+ = Ag(Gga — gg),
gdzie A1, ..., Ay sa mnoznikami Lagrange’a (pomocniczymi zmiennymi). Definiu-
jac wektor A = [Aq, ... ,)\q]T, mozna funkcje Lagrange’a zapisa¢ w postaci

¥(a) = Q(a)-A"(Ga-yg)
= (y— Xa)'(y— Xa) - A" (Ga— g)
= y'y—a"'X"y—y" Xa+ a" X" Xa— A" Ga+A"g. (10.14)

Do wyznaczenia minimum funkcji Lagrange’a, ¥, nalezy obliczy¢ jej pochodne
wzgledem parametréw a; i przyrownac je do zera. Korzystajac z wlasnosci po-
chodnych wektorowych (por. Dodatek A.2.1), po przeksztalceniach, otrzymuje sie
réwnanie

0V (a)

e —2XTy+2X"Xa+ G'X =0, (10.15)

w ktorym uwzgledniono réwnosci a” X!y = y” Xa oraz AT Ga = a” GTX. Row-
nosci te wynikaja z tego, ze poszczegolne czlony sa liczbami (macierzami o wy-
miarze 1 X 1), a transpozycja liczb nie zmienia ich wartosci. Dwa czlony z prawej
strony rownania (10.15) maja mnoznik 2, natomiast trzeci mnoznik 1. W trze-
cim czlonie wystepuje wektor A wspoétczynnikow Lagrange’a, ktére sa jedynie
zmiennymi pomocniczymi. Jesli wiec zmniejszy sie dwukrotnie ich wartodci, to
w cztonie GT A wzoru (10.15) pojawi si¢ mnoznik 2. Dzielac, po tej zmianie, obie
strony rownania (10.15) przez 2 otrzymuje sie

—X'y+ XTXa+ GTXx=0. (10.16)

Dotaczajac (10.2) do (10.16), otrzymuje sie, po przeksztatceniach, uktad rownan
macierzowych

X'Xa = X'y—-GT), (10.17)
Ga = g (10.18)
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Jest to uktad p + ¢ réwnan liniowych z p + ¢ niewiadomymi: a = [ay, ..., ap|"
oraz A = [Aq,..., )\q]T, ktorych rozwiazania oznaczono symbolami ap oraz Ap.
Rozwiazujac pierwsze rownanie, (10.17), wzgledem a, otrzymuje sie
anr = (X'X)'XTy— (XTX)'G" Ay
= a— (XTX)"'G" Ay (10.19)

Przy przejsciu do ostatniej rownosci wykorzystano fakt, ze czton (XTX)*lXTy
jest réwny estymatorowi a parametréw a, w zwyklej metodzie NK — bez ogra-
niczenn. Wzor (10.19) nie nadaje sie bezposrednio do wyznaczania estymatorow
parametrow a, gdyz nie sa znane estymatory Ar mnoznikéw Lagrange’a. Mozna
je wyznaczy¢, jesli podstawi sie do rownan wiezéow (10.19) powyzej obliczony
estymator ag, skad

GX"X)"'G" Ay = Ga—g.

Po rozwigzaniu tego rownania wzgledem Ay i podstawieniu wyniku do (10.19),
otrzymuje sie

o = at (XTX) G [@(xTx)' 6" (g Ga). (10.20)

Estymator ay jest wigc suma estymatora a (parametréow bez ograniczerni) i cztonu
korekcyjnego, ktory jest proporcjonalny do roéznicy (g — Ga), czyli dokladnosci
spelnienia rownan wiezéw.

We wzorze (10.20) wystepuja odwrotnosci macierzy X' X oraz G(XT X)~1 G
Ich istnienie wynika z zalozenia, ze zaréwno X, jak i G sa macierzami pelnego
rzedu.

Bezposdrednie pomiary z liniowymi ograniczeniami. Waznym szcze-
golnym przypadkiem analizowanego zagadnienia sa bezposrednie pomiary (ob-
serwacje) parametrow, tj. gdy réwnania eksperymentu sa postaci y; = a; + &;
1 =1,...,n. Wtedy macierz eksperymentu X jest macierza jednostkows X = I,,,
a oceny parametréw sg bezposrednio réwne obserwacjom a = y. Po uwzglednieniu
tych wynikow w (10.20) otrzymuje sie nastepujacy wzor na estymatory pomiaroéw
bezposrednich w obecnosci liniowych ograniczen (10.2)

ag =y+ GT(GGT) (g - Gy). (10.21)

Oceny w tym przypadku wyznacza sie, dodajac czton korekcyjny GT(GGT)_l
(g — Gy) do bezposrednich obserwacji y.
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Przyktad 10.3. Rozwiazemy zadanie wyznaczenia estymatoréow katoéw trojkata
z przyktadu 10.1 metoda mnoznikow Lagrange’a. Jest to przypadek pomiaréw
bezposrednich i nalezy zastosowaé¢ wzor (10.21). Obliczymy poszczegolne czlony
tego wzoru. Macierz G = [1 1 1] (por. przyktad 10.1), stad

GG =3 = (GG")' = é

Wektor obserwacji y = [y1, %2, y3]”, natomiast g = 7, stad
Y1
g—Gy=m—[111]| yo | =7—(y1+y2+ys)
Y3

Po podstawieniu tych wyrazen do (10.21) i przeksztalceniach otrzymuje sie kon-
cowe oceny

é1 Y1 L] ™= W2+ us)
ag = | G2 | = | 12 +3 T—(y1 +y2+y3) |,
ag Y3 T— (1 +y2+y3)

ktore sa, zgodnie z oczekiwaniami, takie same jakie otrzymano metoda elementéw
(przyktad 10.1 wzory (10.12) i (10.13)). Jednak obliczenia sa teraz prostsze, co
wynika glownie z tego, ze zachodzi nieréwnosé¢ ¢ < p/2 (¢ = 1, p = 3), a to
oznacza, ze preferowana powinna by¢ tu metoda mnoznikéw Lagrange’a. O

Przyktad 10.4. Pouczajace jest rozwiagzanie przyktadu 10.2 metoda mnoznikdw
Lagrange’a i poréwnanie procedury i wynikéw z metoda elementéw. Podano tu
jedynie szkic rozwigzania, pozostawiajac pelne rozwiazanie przyktadu czytelniko-
wi.

Mamy do czynienia z pomiarami bezposrednimi, wiec stosujemy wzor (10.21),
w ktérym g = 0, stad

an = |I; - GT(GG") Gy

Jesli podstawi sie do tego wzoru

1 -1 0 1 0 0
G_lo 1 -1 0 1]’ g‘lo]’
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to po przeksztatceniach otrzymuje sie

5 2 1 -3 -1

2 4 2 2 2
I-G'(eéaH)'¢==| 1 2 5 1 3
813 2 1 5 -1

-1 -2 3 -1 5

Wektor obserwacji y = [y21, %31, Y41, Y32, ¥a3]? , wiec ze wzoru (10.21) mozna wy-
znaczy¢ oceny roznic d;j, stad na przyklad estymator roznicy ds; wynosi

!
a1 =do1 = §(5y21 + 2y31 + lys — 3ys2 — lyaz),

czyli taki sam wzor jak w rozwiazaniu metoda redukeji zmiennych (por. przyktad
10.2). O

10.4. Wlasnosci estymatoréw z ograniczeniami

Wykazemy, ze estymator (10.20) minimalizuje réznicowa sume kwadratow

ele = || Xayg — Xal|?, przy zalozeniu, ze spetniaja one réwnania wigzow (10.2).

W tym celu przeksztalcimy nastepujaco to wyrazenie
| Xa— Xa|? = (a—a)' X' X(a— a)
= (fl— ag + ag — a)TXTX(&— ag + ag — a)
(a—an)" X" X(a— ag) + (ag — a)" X" X(ay — a)
= || Xa— Xay|*+ | Xag — Xal. (10.22)

Przy przejsciu od drugiego do trzeciego rownania wykorzystano przeksztatcenie
(a—an)" X" X(ag — a) = AgGlag — a) = Ag(g— g) =0,

L T
oraz réwnanie (10.19), z ktorego wynika, ze (a — ag)? = Ay G(XT X)L
W rozdziale 7 wykazano, por. rys. 7.1, ze dla estymatora a bez ograniczeri,
zachodzi wzor

Q(a) = ||y — Xa|? = ||y — Xa|® + || Xa — Xa|?, (10.23)
wiec na mocy (10.22)
Q(a) = |y — Xa|” = |y — Xa|” + | Xa - Xax|* + || Xan — Xa|*.  (10.24)



180 10. Ocena parametréw modeli w obecnodci liniowych ograniczer

Roznicowa suma kwadratow @Q(a) osiaga minimum, wzgledem parametrow
a;, gdy ostatni czlon prawej strony wyrazenia (10.24) rowny jest zeru, stad Xa =
Xag = a= ag (co wynika réwniez stad, ze rzad macierzy X rowny jest liczbie
jej kolumn p).

Ktadac a = ag w (10.24), otrzymuje sie uzyteczny wzor

ly— Xau|? = |y— Xa? + | Xa - Xa|?, (10.25)
ktéry po wprowadzeniu oznaczen y = Xa oraz yy = Xay ma postaé

ly = 9ull* = lly—lI* + 15— yul* (10.26)

Zmnaczenie tego wzoru bedzie bardziej zrozumiale, jesli przedstawi sie go w formie
geometrycznej,

Geometryczna interpretacja metody NK z ograniczeniami. Na rysun-
ku 10.2 przedstawiono geometryczng ilustracje metody NK z réwnaniami wiezdw
(10.2). Powstal on z rozwiniecia rysunku 7.1 reprezentujacego podstawowa metode
NK (bez rownan wiezow). W metodzie NK bez ograniczenn wyznacza si¢ minimalna

QNQg={Xa:aec RPN Ga= g}

Q={Xa:ac RP}

Rys. 10.2. Geometryczna ilustracja metody NK z réwnaniami wiezéw — minimalizacja
odleglosci wektora obserwacji y (punktu A), od podprzestrzeni Q N Qg
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odlegtos¢ wektora obserwacji y od hiperptaszczyzny Q = {Xa : a € RP}, a roz-
wigzaniem jest wektor Xa, ktoéry jest rzutem ortogonalnym wektora y na hiper-
plaszczyzne €. Po dotaczeniu liniowych ograniczen poszukiwana jest minimalna
odlegtos¢ sposrod tych wektorow z hiperptaszezyzny Q (podprzestrzeni liniowej),
ktore dodatkowo spelniaja réwnania wiezow. Réwnania wiezéw okreslaja pod-
przestrzen liniowa 2. Oba warunki rownania eksperymentu i rOwnania wiezow
okreslaja podzbior QN Qg przestrzeni Q (podzbidr ten jest rowniez podprzestrze-
nia liniowa). Na rysunku zaznaczono go za pomoca linii prostej przechodzacej
przez punkty C i D.

Zgodnie z metoda NK nalezy wyznaczy¢ wektor nalezacy do QN Qq, ktory re-
alizuje minimalng odlegto$¢ wektora obserwacji y od tej podprzestrzeni. Wynikiem
jest rzut ortogonalny Xay wektora yna QNQq. Wektor y— Xays jest prostopadty
do podprzestrzeni Q2 N Qg (reprezentowanej na rysunku przez linie¢ prosta prze-
chodzaca przez punkty C i D). Ponadto wektor Xag (odcinek OD) jest rzutem
ortogonalnym wektora Xa (odcinka OB) na podprzestrzeni N Q. Stad ADB,
ABC, BDC oraz ABO sa trojkatami prostokatnymi, a wzory (10.22), (10.23),
(10.24), (10.25) oraz (10.26) wynikaja z bezposredniego zastosowania twierdzenia
Pitagorasa dla tych trojkatow i tak:

e wzor (1.21) z trojkata BCD; odcinek BC jest przeciwprostokatna,

e wzor (1.22) z trojkata ABC; odcinek AC jest przeciwprostokatna,

e wzor (1.23) wynika ze wzoru (1.22), w ktorym wykorzystano fakt, ze bok BC
jest przeciwprostokatng trojkata BCD.

Przedstawiona tu ilustracja geometryczna metody jest przydatna przy wypro-
wadzeniu wielu wzoréw i w badaniu hipotezy o poprawnosci zatozonego modelu.
Zagadnienie to oméwiono w nastepnym rozdziale.






Rozdzial 11

Testowanie hipotezy o wartosciach
parametréow modelu

Waznym elementem analizy danych jest sprawdzenie czy zalozony model ma-
tematyczny badanego obiektu jest ,zgodny” z obserwacjami. Zwykle zaktada sie
wstepnie, ze model obiektu nalezy do okreslonej klasy funkcji ,numerowanej” para-
metrami, na przyktad, ze jest wielomianem stopnia trzeciego. Nastepnie przepro-
wadza sie eksperyment i za pomoca metod estymacji wyznacza sie oceny parame-
tréw zalozonego modelu na podstawie otrzymanych w eksperymencie obserwacji
(pomiaréw). Nalezy sprawdzié¢, czy zatozona hipoteza o klasie modeli jest stuszna.
W wymienionym tu przykladzie moze to oznaczaé¢ pytanie czy wielomian trzecie-
go stopnia jest wlasciwym modelem — czy nie nalezy rozwazy¢ wielomianu innego
stopnia: nizszego lub wyzszego. Moze sie réwniez okazaé, ze zatlozono wstepnie po-
prawny model, ale otrzymana warto$¢ jednego parametru (lub kilku parametrow)
jest mata, zblizona do zera w por6éwnaniu z innymi parametrami i wtedy pojawia
sie nastepne pytanie: czy powinno sie przyjaé, ze parametr ten jest rowny zeru?
Wtasciwym narzedziem matematycznym do badania tego typu hipotez jest test
Fishera. W rozdziale tym oméwiono podstawy matematyczne tego testu i podano
przyktady zastosowari.

11.1. Test Fishera

11.1.1. Podstawy matematyczne testu

Zalozono, ze przedmiotem analizy jest podstawowy model regresji liniowej
y= Xa+ e, w ktérym X jest macierza eksperymentu o wymiarze n X p, n > p,
rzedu p; y jest n-wymiarowym wektorem obserwacji; a jest p-wymiarowym wek-
torem parametrow modelu, natomiast € jest n-wymiarowym wektorem losowym,
o ktérym zatozono, ze ma n-wymiarowy rozktad normalny, tj. € ~ N,(0,021,).
Przedmiotem analizy jest testowanie hipotezy H, ze wybrane parametry a; spel-
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niaja zatozone réwnania liniowe. Na przyktad, jesli @ = [a1,az,a3]? to hipoteza
H moze mieé¢ postaé: H : a; = 0. Innym bardziej ztozonym przyktadem hipotezy
liniowej moze by¢ uktad rownan: 2a; — az = 0 oraz a1 + as = 1.

Ogolnie dowolna hipoteze liniowsg H mozemy wyrazi¢ w formie ukladu g row-
nan liniowych. Wykorzystujac notacje macierzowa, hipoteze H mozna zapisaé

H: Ga=y, (11.1)

gdzie G jest znang macierza o wymiarze g X p rzedu p, ¢ < p, natomiast g
znanym wektorem liczbowym o wymiarze q. Macierz G oraz wektor g dla drugiego
z wymienionych przyktadéw, 2a; — a3 = 0 oraz a; 4+ az = 1, wynosza

2 0 -1 0
Jak wynika z réwnania (11.1) hipoteze liniowa H zapisuje si¢ w postaci rownari
wiezéw uzywanych do estymacji parametréw z ograniczeniami. Umozliwia to wy-

korzystanie wynikéw tej analizy do testowania hipotezy.
Istota testu Fishera polega na poréwnaniu réznicowej sumy kwadratow

RSS = (y— Xa)" (y— Xa) = |ly— Xa?, (11.2)

wyznaczonej dla estymatora a = (X? X)~' X'y, bez warunku (11.1), z réznicowa
sumyg kwadratow

RSSy = (y— Xan)" (y — Xan) = |y — Xay| (11.3)

wyznaczona dla estymatora (por. 10.20)
-1
a = a+ (X"X) G [GXTX)TIE] (9- Ga (11.4)

z warunkami (10.2). Dla powyzszych zalozen statystyka F' stuzaca do testowania
hipotezy H, okreslona jest twierdzeniem 11.1 (por. [98])

Twierdzenie 11.1. Jesli spelnione sa podane zatozenia, to
(a) RSSy — RSS = (Ga— g [GXTX)"'G"|"(Ga— g),
(b) E[RSSy — RSS] = 0%q+ (Ga— g)T[G(XT'X)"'GT|7 (Ga — g),
(c) jesli hipoteza H jest prawdziwa, to statystyka
(RSSy — RSS)/q _ (Ga—g)"[G(X"X)'G"]'(Ga— g)

B = RsSim—p) o
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ma rozklad Fishera z ¢ i (n — p)-stopniami swobody, F' = F,,_,, gdzie s> =
RSS/(n—p) = (y— Xa)!' (y— Xa)/(n — p) jest estymatorem wariancji o poje-
dynczej obserwacji.

Dowod. (a) Ze wzoru (10.25) RSSy — RSS = (a— ag)” X' X(a— ag) (por.

réwniez rys. 10.2 ); podstawiajac w miejsce @ — ay wyrazenie
-1
(XX 6T [GXTX) G| (Ga-g),

ktore wynika z (11.4), po przeksztalceniach, otrzymuje sie rownanie (a).

(b) Zgodnie z przyjetymi zalozeniami estymator a ma rozklad normalny, @ ~
N,(a,0?(XT X)~1)). Ponadto macierz G ma pely rzad, a stad wynika, ze wek-
tor losowy Ga ma réwniez rozktad normalny, Ga ~ N,(Ga,0?G(XT X)~'G").
Wprowadzono pomocnicze oznaczenia z = Ga — g oraz C = G(XTX)_1 G’
wtedy wektor wartosci oczekiwanych wynosi

g[z] = Ga— 9,

natomiast macierz kowariancji

Dalej na mocy twierdzenia o wartosci oczekiwanej formy kwadratowej (por. (B.6))
otrzymano

E[RRSy — RSS] = E[Z'C14

tr[oc*C' C| + (Ga— g)T C"}(Ga— g)

tr[o?I,) + (Ga— g)" C*(Ga - g)

= %+ (Ga—g)TC Y (Ga— g). (11.5)

(¢) Dowod tego punktu wykracza poza omawiany tu material i go pominieto;
znajduje sie on, miedzy innymi, w monografii Rao [89). O

Jezeli hipoteza H jest prawdziwa, to iloczyn Ga jest bliski g, wiec roznica
Ga — g jest mala, a stad roznica RSSy — RSS wystepujaca w statystyce F' (por.
wyrazenie (¢) w twierdzeniu 11.1) jest rowniez mata. Jesli Ga znacznie rézni sie
od g, to roznica RSSy — RSS, a w konsekwencji statystyka F' ma tendencje do
przyjmowania duzych wartosci.
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11.1.2. Wlasnosci testu F

Przedstawimy obecnie przestanki, ktére przemawiaja za stosowaniem testu F'.
Rozwazmy licznik

,  RSSy —RSS
T

statystyki F' (por. punkt (c¢) twierdzenia 11.1). Z punktu (b) twierdzenia wynika,
ze

, (Ga—g[6(X"X)'¢") }(Ga—g)
q

=02+,

gdzie 02 jest wariancja pojedynczej obserwacji, wiec wartosé oczekiwana E[s%]
moze byé¢ przedstawiona jako suma dwoch sktadowych: wariancji o2 pomiaréw
oraz nieujemnej liczby 6 (§ > 0, gdyz macierz [G(XT X))~ GT]~! jest dodatnio
okreslona), ktorej wartos¢ zalezy od tego, czy speliona jest hipoteza.

Jesli hipoteza H jest prawdziwa, Ga — g = 0, to § = 0 i statystyka s, jest
nieobciazonym estymatorem wariancji o2. Jak wykazano w rozdziale 7 réwniez
statystyka s> = RSS/(n — p), mianownik statystyki F, por. punkt (c) twierdze-
nia, jest nieobcigzonym estymatorem wariancji o2 pojedynczej obserwacji. Z tego
wynika, ze jedli hipoteza H jest prawdziwa, to

natomiast jesli hipoteza H nie jest prawdziwa, to 0 > 0 i statystyka F' ma tenden-
cje do przyjmowania wartosci wiekszych od 1. Dla rozstrzygniecia wynikéw testu
nalezy jeszcze okresli¢ warto$é krytyczng statystyki I, to jest taka liczbe, powyzej
ktorej odrzucamy hipoteze.

W celu wyznaczenia liczby krytycznej nalezy przyjac¢ poziom istotnosci « testu
i dla tego poziomu odczytaé wartosé krytyczna ~y(a) z tablic rozkladu Fishera
0 ¢ i n — p stopniach swobody. Liczba krytyczna ~y(«) jest fraktylem, tj. liczba
speliajaca warunek Fr(y(«a)) = a, gdzie FFr jest dystrybuanta rozkladu Fishera.
Jesli statystyka F', obliczona ze wzoru podanego w twierdzeniu 11.1 punkt (c),
dla otrzymanych w eksperymencie danych, przyjmuje warto$¢ wieksza niz v(«),
to odrzuca si¢ hipoteze, a jesli mniejsza, to stwierdza sie, ze ,nie ma podstaw do
odrzucenia hipotezy H”. Sposéb przeprowadzania testu zilustrowano przyktadami
(por. [98]).
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Przykltad 11.1. Zatozono, ze w celu sprawdzenia czy dwa obiekty maja taks sa-
ma mase wykonano za pomoca wagi dwuszalkowej trzy pomiary: masy a;, réznicy
mas aj — ag oraz sumy mas aj + ag, stad roéwnania eksperymentu sg nastepujace:

Yy = a1 +51,
Y2 = a1 — a2+ e,
Y3 = ai+as+e3.

Zalozono, ze spelniajg one podstawowe zalozenia testu, a bledy maja rozktad
normalny € = [e1, €2,€3]7 ~ N3(0,02%13).
Hipoteze H o réwno$ci mas zapisano w formie réwnania

H:alzag.

Wyznaczymy teraz kolejno elementy statystyki F' — wzoru (c¢) twierdzenia (11.1).

Rozpoczniemy od wyznaczenia estymatorow parametréw a; oraz as. Elementy

macierzowego réwnania eksperymentu sa nastepujace: wektor obserwacji y =

[y1,y2,y3]T, wektor parametréw a = [a1,as]?, wektor bledow & = [e1,e9,e3]7
i macierz eksperymentu

1 0

X=]1 -1

1 1

Hipoteza H jest rownowazna warunkowi (11.1), w ktorym
G=[1 -1}, g=0,
co mozna zapisaé

1 —1][2]:0.

Liczba obserwacji wynosi n = 3, liczba parametréow p = 2, a liczba réwnan wiezéw
q=1.
Macierz

10
111 30
0 -1 1 X

wiec estymatory parametréw sg okreslone wzorem
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|

Y1 +y2+ys
—Y2 + Y3

O wir

>
I
—

o= O

(}1 1 _ (XTX)_ley: [
a2

%(yl +y2 +y3)
%(—yz +3)

Na mocy (7.21)
RSS = yly—a' X" Xa
= yi 5 +u5 —3a; — 243,

a stad estymator o2

s> = RSS/(n—p)
= yi+y3+yi - 3af - 243,

gdyzn—p=3-2=1.
Pozostaly jeszcze do wyznaczenia dwa czlony Ga — g oraz G(XT X)~'GT
wystepujace w liczniku statystyki F. Pierwszy z nich wynosi

Ga—g = [1 —1“‘:‘1]—0

a2
= a1 — ag,
natomiast drugi
1
= 0 1
Ty \—1 T _ _ 3
GX'X)'G" = |1 1][0 5H1]
_ 3
= &

Po podstawieniu obliczonych wyrazeri do wzoru (¢) twierdzenia 11.1 otrzymuje
sie konicowg postac statystyki F

P (Ga)T[G(XTX)"'G") ' Ga

- W%y 11.6
52 (11.6)
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gdzie s> = RSS/(n—p) = RSS. Gdy hipoteza H jest prawdziwa, wtedy statystyka
F = FQ7n_p = F171

ma rozktad Fishera z (1,1) stopniami swobody.

Zakladamy poziom istotnosci testu « (zazwyczaj o = 0,05) i odczytujemy
z tablic rozkladu Fishera wartos¢ krytyczna (fraktyl) v4n—p(e) — dla a = 0,05
i warunkow zadania 7 1(0, 05) = 161. Obliczamy statystyke F' ze wzoru (11.6),
a nastepnie porownujemy ja z wartoscia krytyczna; jesli F > v, p—p(@), to odrzuca
sie hipoteze H, ze a1 = a9, a jesli zachodzi odwrotna nieréwnoéé, to ,nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy”. Wyjatkowo duza wartos¢ krytyczna statystyki
w tym przyktadzie wynika z matych wartosci jej stopni swobody (1,1). O

Przyktad 11.2. W przyktadzie tym wykorzystano test Fishera do zbadania kla-
sycznej hipotezy, ze dwa ciagi obserwacji o tej samej wariancji i rozktadzie normal-
nym pochodza z populacji o tej samej wartodci oczekiwanej. Zadanie to ma wiele
zastosowan; na przyktad poréwnanie skutecznosci dwoch technologii, poréwnanie
wplywu nawozenia na plon danego owocu itd.

Niech y1,...,yn bedzie ciaggiem niezaleznych obserwacji o rozktadzie normal-
nym N (ay, 0?), natomiast 21, . . ., 2, innym ciagiem niezaleznych obserwacji, réw-
niez o rozkladzie normalnym, N (a.,o?). Tworzy sie test sprawdzajacy hipoteze

H:ay=a,.
Rozwigzanie. Rownania eksperymentu dla pierwszego ciagu obserwacji wynosza
yi=ay+e, 1=1,...,n,

a dla drugiego
Zj=a,;+ényj, J=1,...,m.

Wspélne macierzowe rownanie eksperymentu

un €1

Y2 €2

Yn €n

__ ay __

Gy

21 En+1

Z2 En42
L “m | L En+m
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Tak wigc w modelu y = Xa + e, wektor obserwacji ¥y = [y1,Y2,---,Ynl
21,22, .., 2m|], macierz eksperymentu
S 0
1 0
1 0
X=| - ——|,
0 1
0 1
L 0 1 -
wektor bledow € = [e1,€2, - ,€nleni1sEnt2, s Entm]’, a wektor parametrow

a = [ay,a;)T; przy czym € ~ Ny (0,02, 41).

Hipoteza H : Ga = g przyjmuje taka sama postac¢ jak w poprzednim przykta-
dzie, a wiec G = [1 — 1] oraz g = 0. Liczba wszystkich obserwacji wynosi n + m,
liczba parametréw p = 2, natomiast liczba réwnan hipotezy ¢ = 1.

Obliczono poszczegdlne cztony sktadowe statystyki F'. Macierz

XTX:[n O]
0 m

i estymatory parametrow

O3
W

a= [ Oy ] = (X"X) ' xTy= [

ay

J[EDER
% Z}n:lzj ’

gdzie §j = %Z?:l y; oraz z = % > iy zj sa wartosciami Srednimi poszczeg6lnych
serii obserwacji. Otrzymany wynik, ze estymatorami parametréw a, oraz a, sg
srednie arytmetyczne z odpowiednich serii obserwacji, jest konsekwencja zatozen
i jest zgodny z intuicja.
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Pozostale czlony statystyki F' wynosza:

Ga—g = G, G, =9 %
RSS = y'y—a'X'Xa

n m

= Zy? +sz2- fny2 nz?
i=1 7j=1
n m

= D -9+ (27
i=1 j=1
1 1

GXTx)'G" = —+ —.

n.om

Po podstawieniu tych wynikow do wyrazenia (¢) w twierdzeniu (11.1) otrzymuje
sie statystyke F' stuzaca do testowania hipotezy H

(Ga)'[G(XTX)"'GT|"' Ga
qs?
(5 —2)?
52 ( + %) ’

F =

(11.7)

1
n

gdzie
s> = RSS/(n+m —p) = RSS/(n+m — 2).

Gdy hipoteza H jest prawdziwa, wowczas statystyka F' = F} ,,m—2 ma rozklad
Fishera o (1, n+m—2) stopniach swobody. Na przyktad jesli zalozy¢ poziom istot-
nosci testu aw = 0, 05, a liczba obserwacji wynosi n = m = 20, to z tablic rozktadu
Fishera odczytuje sie wartosé¢ krytyczna testu 1 n4m—2(a) = v1,38(0,05) = 4, 20.
Jesli obliczona statystyka F' ze wzoru (11.7) nie przekroczy wartosci 4, 20, to nie
ma podstaw do odrzucenia hipotezy H o réwnosci wartosci rednich. W przeciw-
nym razie odrzuca si¢ hipoteze. O

Warto zauwazy¢, ze zachodzi nastepujaca relacja miedzy rozktadem Fishera
F1 ) a rozkladem Studenta t,

2
Fl,k - tka

ktora jest czesto stosowana do testowania réwnosci wartosci oczekiwanych dwoch
rozktadow.
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11.2. Testowanie hipotezy o zadanej wartos$ci parametru

Waznym problemem jest zbadanie hipotezy, ze wybrane parametry modelu
przyjmuja zalozone wartosci. Jedli na przyklad celem badan byloby wyznaczenie
zaleznodci sity F' przyciggania sie dwoch cial o masach my i meo, oddalonych od
siebie na odleglosé r, to na podstawie eksperymentu sprawdza sie hipotetyczny

model
miymsa

F=k

)

rf
gdzie k jest staly grawitacji, natomiast 8 wyktadnikiem, ktérego ocena otrzymana
na podstawie pomiaréw, jak mozna sie spodziewaé, jest liczba zblizona do war-
tosci 2. Pojawia si¢ pytanie, czy mozna przyjaé¢, na podstawie takich pomiaréw,
ze 0 = 2. Przedstawiono sposob wykorzystania testu Fishera do rozwigzania tego
typu probleméw.
Rozpatrzono podstawowy model regresji liniowej

Yi = ao + a1z +axie + -+ ap 11+,  t=1,...,n,

gdzie obserwacje y; sa losowo niezalezne i majg taczny rozklad normalny, €; ~
N(0,02). Okreslono statystyke do testowania hipotezy H, ze parametr a; przyj-
muje zadana wartos$¢, na przyktad g:

H:aj=g. (11.8)

Przedstawimy sposob testowania tej hipotezy proponowany przez Sebera [100].
Uzyteczne bedzie wprowadzenie nastepujacego podzialu macierzy (XTX)*1
na macierze blokowe

. [ mT
(xTx)"! = [ - ’1’; ] (11.9)

gdzie [ jest macierza o wymiarze 1 x 1, czyli liczba, m jest macierza jednokolum-
nowa, natomiast D jest macierzg kwadratowa o wymiarze (p — 1) x (p — 1).

Hipoteze H, (11.8), mozna przedstawi¢ w formie macierzowej (11.1), gdzie a =
[ag, - .., ap—1]T jest wektorem parametréw, natomiast G = [0,...,0,1,0,...,0]7
jest jednowierszowa macierza majaca jedynke na pozycji j+1 i zera na pozostatych
pozycjach. Przy tych oznaczeniach wyrazenie Ga — g we wzorze (c) twierdzenia
(11.1) przyjmuje postaé

aj_ga

natomiast

[GXT"X)'G" =4y,
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gdzie dj; jest j-tym diagonalnym elementem macierzy D okreslonej w (11.9).
Uwzgledniajac te wyniki, statystyke F' mozna zapisaé

(a; — g)°

11.10
e (11.10)

F17n7p =

gdzie s2 = RSS/(n — p) jest estymatorem wariancji o pojedynczej obserwacji.
Statystyka F', jak zaznaczono we wzorze (11.10), ma (1,n — p) stopni swobody
i podobnie jak w poprzednim przyktadzie jest kwadratem t statystyki.

Przypomnijmy, ze dla rozstrzygniecia hipotezy H (11.8) nalezy obliczy¢ war-
tos¢ statystyki F' ze wzoru (11.10) i poréwnac ja z wartoscia krytyczna 1 ,,—p(c)
odczytang z tablic rozkladu Fishera dla zalozonego poziomu istotnosci a. Jesli
warto$é obliczonej statystyki F' jest mniejsza od warto$éi krytycznej, to ,nie ma
podstaw do odrzucenia” zatozonej hipotezy.

Seber 98] zaproponowal uzyteczny sposoéb uproszczenia obliczen numerycz-
nych oparty na dekompozycji macierzy D i wykorzystaniu wlasno$ci macierzy
blokowych. W tym celu macierz eksperymentu X przedstawimy w postaci

X= [1n7 Xr]a

gdzie 1,, jest pierwsza kolumna macierzy X ztozona z jedynek, natomiast X, jest
macierza ztozona z pozostatych kolumn macierzy X. Wtedy macierz X' X mozna
przedstawi¢ w nastepujacej postaci blokowej

=T
x| ™ nT
[nm xXI'x, |’
gdzie
S P - T
Tr = [l’.l,l‘.z,...,l'.p,l]

oznacza wektor (macierz jednokolumnowa) ztozony z wartosci $rednich odpowied-
nich kolumn macierzy X; 7.; = % e Tij
Stosujac reguly odwracania macierzy blokowej (por. A.1.5), otrzymuje sie

| Yn+2"Viz —zv!

T yv\—1
(X X) —V_li_ﬂ V—l )

(11.11)
gdzie V = XIXT —naz’, wiec
n

n
Uik = injxjk — ’I”Li'.ji'.k = Z(QJU — i:.j)(ac,-j — j?.k), j, k= 1, ey P
=1 =1
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Macierz D okreslona w (11.9) jest odwrotnoscia macierzy V, wiec
D=vVv1

Podejécie to pozwala na uproszczenie obliczeri elementéw diagonalnych dj; ma-
cierzy D znajdujacych sie we wzorze (11.10).

11.2.1. Testowanie hipotezy — nachylenie prostej o zadanej warto$ci

Zajmiemy sie teraz problemem testowania hipotezy H, ze wspoélczynnik na-
chylenia a; prostej y = ag + a1z przyjmie zadana wartos¢ g, H : a; = g. Na
przyklad H : a1 = g = 0. Hipoteza o zerowym nachyleniu prostej ma wiele
zastosowari, a zwlaszcza jest skutecznym narzedziem testowania hipotezy o braku
trendu liniowego w obserwacjach.

Niech y; = ag+a1x;+¢€;, i = 1,...,n bedzie uktadem n réwnan eksperymentu.
Testujemy hipoteze H : a; = g, gdzie g jest zadang stalg liczbowa. Macierz
eksperymentu jest tu rowna X = [1,,, ], gdzie 1,, = [1,1,...,1]7 jest wektorem
o dlugoéci n zlozonym z jedynek, natomiast & = [z1,...,2,]7 jest wektorem
sktadajacym sie z kolejnych wartosci wielkosci wejsciowej x. Macierz

T —
xx=| G ma=| 1 00

odwrotna ) )
_ 1 25 xd -
T 1 _ n ?
(XTX)™ = S 2 [ = ] (11.12)
oraz
XT _ Zyl )
Y [ Ty ]

Po podstawieniu tych wzoréw do a = (X? X)~' X'y, po przeksztalceniach, otrzy-
muje sie
apy = y—arx, (11.13)

a/l = =

>(xi — )? Y(wi —z)?

Wyréwnane oceny odpowiedzi uktadu wynosza

Ui = ap + a1z, i=1,...,n, (11.15)
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a na mocy (11.13)
gi=y+a(r;—7), i=1,...,n. (11.16)

Po uwzglednieniu tych wzorow w (11.10) i przyjeciu, ze p = 2 otrzymano staty-

styke
2

(a1 —g)
Flpo=—t"9 11.1
1,n—2 S2diy (11.17)

2 wariancji 02 pojedynczej obserwacji mozna obliczyé z poda-

gdzie estymator s
nych wzoréw

(n—2)s* = > (v — )
= Z lyi — 5 — a1(z; — 7))

= > -9’ —aly (z—2)? (11.18)
= Y wi—-0)7-> (-9 (11.19)
Weszystkie sumy sa liczone od ¢ = 1 do n, natomiast
1
di1 = =———.
11 S —2)?
Dla hipotezy H : a; = 0 statystyka
po_ (11.20)
N 82d11. '
Po uwzglednieniu (11.12) statystyke F' przeksztalca sie do
af
F= 2 (z; — ). (11.21)
Ze wzoru (11.19) otrzymuje si¢
Ywi—9? = Y wi—0)+> (5i—9)° (11.22)
= > wi— )+ (wi—v) (11.23)
gdzie
2 = > (9 — 9)?
> (yi — )
_ ai 3o (z; — x)°
> (yi —9)?

Yy — ) Xl — 2)?
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jest kwadratem ,wspoétczynnika korelacji préby” miedzy y a x. Wspotezynnik r
moze stuzy¢ za miare stopnia zaleznosci liniowej miedzy obserwacjami y a regre-
sorem x. Wynika to stad, ze na mocy (11.19) réznicowa suma kwadratow jest
nastepujaca funkcja r

RSS = Y- i)’
= 1=)> (i —w)* (11.25)

Tak wiec im wieksza jest wartosé 2 — blizsza jednosci — tym mniejsza jest wartosé
RSS, zwlaszcza gdy r? = 1, RSS = 0 i wszystkie obserwacje leza na prostej.
Jednak relacja miedzy wspotczynnikiem korelacji r a regresja jest bardziej ztozona.
Problem ten analizowal Warren [110].

Przedstawiono jeszcze uzyteczng zaleznosé statystyki F' okre$long przez wyra-
zenie (11.21) w funkcji r2. Z réwnania (11.25) otrzymano

RSS =(n—-2)s"=(1-r") (i — ) (11.26)
wiec
P GX(@-27(n-2)
T(21(n—_7“22))2(yi —9)?
= 43 (11.27)

Statystyka ta ma (1,n — 2) stopni swobody i jest kwadratem statystyki Studen-
ta stosowanej do testowania hipotezy H : a; = 0. Statystyka ta okre$lona jest

wyrazeniem

T = " (11.28)

VI =r3)/(n-2)

11.3. Wieloparametrowy wspoélczynnik regresji

Zajeto sie problemem testowania hipotezy, ze wszystkie parametry linio-
wego modelu regresji, z wyjatkiem ag, sa réwne zeru. Zatozono model y; =
ap + a1wyn + aswip + -0 + ap_1Tip—1 + &, ¢ = 1,...,n, wigc hipoteza
H:a; =ay = = ap—1 = 0; zapisano ja w formie macierzowej H : Ga = 0,
gdzie G = [0, I,_1] jest macierza o wymiarze (p—1) X p rzedu p— 1. Liczba réwnan
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wiezéw ¢ = p — 1; roznicowa suma kwadratow RSS = y’y — a’ X'y, natomiast
roznicowa suma kwadratéw dla warunku H

RSSy = r%(i)n Z(yl - a0)2
= Z(yi -7)?
= yy=ny
Uwzgledniajac te wyniki w wyrazeniu z punktu (c) twierdzenia, otrzymuje sie

(RSSi — RSS)/(p— 1)
RSS/(n —p)
(@ XTy—ng®) (n—p)

(yy—a' X"y (p—1)

F =

Gdy hipoteza H jest prawdziwa, statystyka ma (p — 1, n — p) stopni swobody, co
oznacza, ze F'= Fy_1 .
Uzyteczng miarg dopasowania estymowanego modelu liniowego do obserwacji
y; jest wieloparametrowy wspotczynnik korelacyi z proby. Wspéltezynnik ten jest de-
finiowany jako korelacja miedzy obserwacjami y; a ich wyré6wnanymi wartosciami
Ui, wiec
[ (i — 92X~ 9)2]"

Wyrazenie (11.29) mozna przeksztalci¢ do postaci

Parametr R? jest uogolnieniem parametru r2 dla linii prostej. W szczegdlnym
przypadku rownanie (11.26) przyjmie postaé

RSS =(n—-2)s>=(1-R*)> (yi —9)* (11.30)

Im wieksza jest wartosé wspotezynnika R2, tym lepsze jest dopasowanie obserwacji
do estymowanej powierzchni. Jesli obserwacje y; sa rowne wyréwnanym obserwa-
cjom 7);, otrzymuje sie doktadne dopasowanie oraz R?> = 1. Dla pojedynczego

regresora = oba wspotczynniki sa tozsame, R? = 72,
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W rozdziale tym przedstawiono podstawowe metody testowania hipotezy, ze
parametry modelu przyjmuja zalozone wartosci. Zaleta tych metod jest prostota
i szeroki zakres zastosowan. Nalezy jednak podkresli¢, ze metody te majg réwniez
pewne stabe strony. Na przyktad, jesli testujemy hipoteze, ze wszystkie parame-
try modelu, z wyjatkiem wyrazu wolnego ag, sg réwne zero, to moze si¢ pojawic
sytuacja, ze w jednoczesnym testowaniu wszystkich parametréw hipoteza jest od-
rzucona, natomiast w testowaniu indywidualnych hipotez; H; : a; = 0, Zadna
czastkowa hipoteza nie zostanie odrzucona. Miller analizowal réznego typu pro-
blemy wystepujace w testowaniu wartosci parametréow modelu regresji i podal
kilka interesujacych rozwiazan w |75].



Rozdzial 12

Regresja wielomianowa

Wiréd roznych klas modeli matematycznych szczegdlnie duze znaczenie maja
wielomiany. Wynika to z wielu ich zalet [96], wsrod ktorych najwazniejsze to:

e zbidér wielomianéw Py, stopnia nie wickszego niz m tworzy przestrzeri liniowa,

e wielomiany sa funkcjami gtadkimi,

e wielomiany nadaja sie do obliczert numerycznych — zwlaszcza komputerowych,

e pochodne wielomianéw sa roéwniez wielomianami,

e kazda funkcje ciagla okreslona w przedziale [c, d| mozna z dowolna doktadno-
§cia, w sensie normy | - ||, aproksymowaé¢ wielomianem (twierdzenie Weier-
strassa),

e macierze eksperymentu modeli wielomianowych maja pelny rzad (dla réznych
punktéw pomiarowych).

Zalety te powoduja, ze w przypadku braku wstepnych przestanek pozwalaja-
cych na wybor modelu pierwsza testowana klasa sg z reguty wielomiany. Waznym
zastosowaniem wielomianéw jest optymalizacja polegajaca na wyznaczeniu punk-
tow minimalizujacych tak zwana ,funkcje kosztéw”. Czesto model optymalizowa-
nego obiektu nie jest znany. Wtedy jedna z podstawowych metod optymalizacji
jest metoda iteracyjna z wykorzystaniem wielomianéw. W otoczeniu zadanych
punktow konstruuje sie lokalny wielomianowy model obiektu i wyznacza jego
optymalny punkt. Nastepnie w otoczeniu tego rozwigzania konstruuje sie nowy
model lokalny i wyznacza optimum. Ten proces kontynuuje sie, az do uzyskania
wystarczajaco doktadnego rozwiazania.

W rozdziale tym omoéwiono problemy konstruowania modeli wielomianowych
jednej zmiennej, ,funkcje sklejane” oraz wielomiany wielu zmiennych.
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12.1. Wielomiany jednej zmiennej

12.1.1. Problem obliczeniowy

Omawianie zagadnienia rozpoczeto od przedstawienia probleméw numerycz-
nych zwigzanych z wlasnosciami modelu wielomianowego. Ktadac z;; = 27 w ogol-
nym modelu regresji liniowej y; = ag+a1x;1+- - - +apx; p+¢€;, otrzymuje si¢ model
wielomianowy

yi:a0+a1xi+---+apr+5i, i=1,...,n. (12.1)

Macierz eksperymentu ma postaé

1 oz 2?2 - 2
1 2 p

X= 21 2 (12.2)
1z, 22 .- 2P

n

stad (rs)-ty element macierzy X' X jest rowny (X7 X),s = S7, z[ 7. Zalozymy,
dla ustalenia uwagi, ze elementy z; sa rownomiernie roztozone w przedziale (0, 1),
wtedy dla duzych n (rs)-ty element macierzy X X mozna zapisaé [30]

(XTX),s = an:xf—

- " (12.3)

Wynika stad, ze macierz X? X jest w przyblizeniu réwna macierzy H, | o wy-
miarze (p+ 1) X (p+ 1) lezacej w lewym goérnym rogu macierzy Hilberta

[ e L
Y= = N
= U= W=

Todd [106] wykazal, ze macierze H) 11 sa zle uwarunkowane. Miarg uwarunkowa-
nia macierzy A jest liczba warunkowa definiowana wzorem r(A) = || A|||| AL
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Dla macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej jest ona réwna stosunkowi maksy-
malnej A\pax do minimalnej Apin wartosci wlasnej macierzy A, kK(A) = Amax/Amin-
Liczba warunkowa macierzy jednostkowej wynosi 1, a macierzy osobliwej oc.

Liczba warunkowa macierzy X! X modelu wielomianowego rosnie szybko wraz
ze wzrostem stopnia wielomianu. Na przyktad dla wielomianu stopnia k& = 10
liczba warunkowa wynosi 3 - 1019 [98], a to oznacza, ze bledy obliczen zwickszaja
si¢ 3-10'° razy.

Numeryczne problemy zwigzane ze ztym uwarunkowaniem macierzy X' X
wzrastaja szybko wraz ze wzrostem stopnia wielomianu. Juz dla wielomianu stop-
nia 5 moga by¢ istotne. Zeby temu przeciwdziata¢, nalezy stosowaé odpowiednie
algorytmy obliczeniowe lub /i wielomiany ortogonalne. Opracowano kilka klas wie-
lomianéw ortogonalnych, ktére maja rézne zastosowania w zaleznosci od definicji
funkcji kryterialnej i miar odlegtosci miedzy funkcjami. Za przyktad wielomiandw
ortogonalnych znajdujacych duze zastosowanie moga stuzy¢ wielomiany Czeby-
szewa, [98].

12.1.2. Wybér stopnia wielomianu

Podstawowym zadaniem, przed ktérym zwykle stajemy, wyznaczajac modele
wielomianowe, jest okreslenie stopnia wielomianu aproksymujacego dane ekspery-
mentalne.

Opracowano wiele metod wyznaczania stopnia wielomianu [53, 80]. Najbar-
dziej znanymi sa: kryterium Akaike’a, metoda selekcji w przod i metoda wstecznej
eliminacji. Kryterium Akaike’a oparte jest na analizie funkcji wiarygodnosci, co
ogranicza jego zastosowanie w praktyce. Oméwiono krotko dwie pozostate wymie-
nione tu metody.

Metoda selekcji w przéd (SP) polega na dopasowywaniu do danych kolejnych
wielomiandéw o coraz wiekszym stopniu i badaniu ,doktadnosci dopasowania.” Wy-
znaczamy wielomian najpierw dla minimalnego stopnia, zwykle p = pmin = 1,
a nastepnie dla p = ppin + 1, P = Pmin + 2, ... Za kazdym razem oblicza si¢
warto§¢ réznicowej sumy kwadratow, @, = RSS,. W idealnym przypadku gdy
rzeczywistym modelem analizowanego obiektu jest wielomian stopnia p, cigg war-
tosci {Q} = Q1,Q2,... szybko maleje, az do elementu @, i dalej zmienia sie
nieznacznie. Ten punkt stabilizacji wskazuje na stopieri wyznaczanego wielomia-
nu. W przypadku pojawienia sie watpliwosci nalezy wykorzystaé test istotnosci,
testujac wartos¢ najwyzszego wspotczynnika ostatniego wielomianu. Jednak pro-
cedure te nalezy stosowaé ostroznie, poniewaz moze ona prowadzi¢ do btednych
wynikow. Na przyklad w dopasowaniu wielomianu do funkcji (w przyblizeniu)
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symetrycznej wspotezynniki o nieparzystych numerach maja mate wartosci w po-
rownaniu ze wspotczynnikami o parzystych numerach i moga by¢ nieistotne. Ciag
{Q}, bedzie sie na przemian stabilizowal i znacznie sie zmniejszal. Moga pojawic
sie rowniez sytuacje, gdy ciag réznicowych sum kwadratow {Q} stabilizuje sie
na okreslonym poziomie przez kilka kolejnych elementéw, aby potem ponownie
istotnie sie zmniejszy¢. W przypadku trudnosci w okresleniu punktu stabilizacji
ciagu {Q} nalezy si¢ odwota¢ do innej metody, a zwtaszcza do metody wstecznej
eliminacji.

Metoda wstecznej eliminacji (WE) bazuje na statystyce F'. Procedure zaczyna
sie od ,,dopasowania” wielomianu o wysokim stopniu, na przyktad p. Nastepnie
testuje si¢ hipoteze Hy, z uzyciem statystyki F, badajac czy wspolczynnik ayp,
przy najwigkszej potedze jest rowny zeru, Hy : ap = 0. Jedli wynik testu jest
pozytywny, to najwyzszy wspotczynnik eliminujemy obnizajac stopieri wielomia-
nu o jeden. Procedure powtarza sie kolejno dla wielomianéw o coraz nizszym
stopniu, az do momentu otrzymania negatywnej odpowiedzi, tzn. gdy akceptuje
si¢ alternatywna hipotez¢ H1, Ze a, # 0. Przyjmuje si¢, ze aktualna wartos$¢ p jest
wladciwym stopniem wielomianu.

Pozostato jeszcze skontrolowanie wartosci pozostalych wspotczynnikow wie-
lomianu, jeéli np. jeden z nich, lub wiecej, jest bliski zeru, to nalezy sprawdzié
hipoteze, czy mozna przyjaé, ze jest on réwny zeru. Sprawdzenia tego mozna
dokonaé¢ za pomoca statystyki F'.

12.2. Wielomiany ortogonalne

Jak wynika z analizy przeprowadzonej w rozdziale 7 szczegblnie uzyteczna jest
sytuacja, gdy kolumny macierzy eksperymentu sg ortogonalne. Mozna to osiagnaé,
stosujac wielomiany ortogonalne.

12.2.1. Podstawowe wlasnosci wielomianéw ortogonalnych
Rownania regresji zapiszemy w postaci
Y = bopo(l‘z') + blpl(iﬂi) + -+ bppp(xi) + &4, 1=1,...,n, (12.4)

gdzie p,(z;) oznacza wielomian stopnia r zmiennej x;, r = 0,1,...,p (parametry
modelu regresji skonstruowanego na bazie wielomianéw ortogonalnych oznacza sie
tu symbolem b;, dla odréznienia od parametréw w og6élnym modelu regresji ozna-
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czanych symbolem a;). Zatozono, ze wszystkie wielomiany w (12.4) sa ortogonalne
na zbiorze wartosci {z;}, co oznacza, ze

n

> pr(wi)ps(zi) =0,  dlar#s. (12.5)
i=1

Zapiszemy rownania (12.4) w formie macierzowej y = Xb + €, w ktorej b =

[bo, b1, ..., by]T jest wektorem parametréw modelu, a macierz eksperymentu
po(w1) pi(wy) --- pp(xl)
X — po(r2) pi(ze) - pp(w2)
pO(xn) D1 (xn> T pp(xn)

ma wzajemnie ortogonalne kolumny, stad

i P (i) 0 o 0
xT x — 0 i pi(z) - 0
0 0 SR VY (€2

jest macierza przekatniowa. Ze wzoru b= (XTX)*IXTy otrzymamy estymatory

B — > i1 Pr(3)yi
k = —-—

. k=0,1,...,p. (12.6)
?:11’%(%‘)

Kazdy parametr by jest estymowany niezaleznie od innych parametréw i zatozo-
nego stopnia p wielomianu. Jest to szczegélnie pozadana wlasno$é ortogonalnej
macierzy eksperymentu.

Wielomian pg(x;) ma zerowy stopien, wiec przyjmujac po(z;) = 1 w (12.6)
otrzymano

T ?:11‘%'
i=11

Jak widaé, estymator ten nie zalezy od wyboru punktéw x;.
Ortogonalnos¢ macierzy X ultatwia sprawdzenie hipotezy o stopniu wielo-
mianu. Zalézmy, ze chcemy sprawdzié¢, metoda wstecznej eliminacji hipoteze
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H : b, = 0 — ze stopien wielomianu wynosi p. W tym celu estymuje si¢ naj-
pierw parametry wielomianu p-tego stopnia i wyznacza dla niego réznicows sume
kwadratow

RSS, = yTy—i)TXTXi)

1=1 k=0 i=1
= D> w9~ 0 lZpi(@-)l . (12.7)
=1 k=1 i=1

Nastepnie estymuje sie parametry wielomianu (p — 1)-ego stopnia i wyznacza sie
roznicowa sume kwadratow

n

p—1 n
RSS,_1 = Z(yz — gj)2 — Z 6% [Zp%($l)] . (12.8)
k=1 =1

=1

Estymatory by w (12.7) i (12.8) sa takie same, co wynika z ortogonalnosci
kolumn macierzy X. Po uwzglednieniu w (12.8) wyrazenia (12.7) otrzymano

n
RSSp_1 = RSS, + 2> po(w:).
i=1
Wykorzystujac te wyniki oraz to, ze liczba réwnan wiezéw ¢ = 1, otrzymano
nastepujace wzory okreslajace statystyke F
RSS,_1 — RSS,
RSS,
n—p—1
R n
b2 > " pa(w:)
_ i=1
= TRSS, (12.9)
n—p—1

F =

Testowanie hipotezy o zerowej wartosci parametru przy najwiekszej potedze jest
proste — tak jak inne elementy analizy regresji, gdy macierz eksperymentu ma
ortogonalng strukture. Ta wlasno$¢ rowniez przemawia za stosowaniem metody
wstecznej eliminacji. Jednak warunkiem jej stosowania jest wyznaczenie ortogo-
nalnych wielomianéw w sensie zdefiniowanym wzorem (12.5).
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12.2.2. Wyznaczanie ortogonalnych wielomianow

Hayes [48] zaproponowal nastepujacy wzor rekurencyjny wyznaczania wielo-
mianéw ortogonalnych

Per1(7) = 2(x — agr1)pr(z) — bepr—1(), (12.10)
przy czym
po(z) = 1,
pi(z) = 2(x—ay).

Zaktada sie tu, ze zmienna x jest unormowana nastepujaco
-1 <z <1,

natomiast wspotczynniki ag4 1 oraz by dobiera sie tak, aby spelnione byty warunki
ortogonalnosci (12.5), stad

n
Z %Pz(%)
i=1

g1 = (12.11)
> pili)
i=1
oraz
n
pi(%)
by = G (12.12)
Zpifl(l’i)
i=1
gdzie k =0,1,...,p—1, bg = 0 oraz a; = . Algorytm obliczeniowy przeznaczony

do wyznaczania wielomianéw ortogonalnych opracowat Cooper [16].

12.3. Funkcje sklejane z odcinkéw, splajny

12.3.1. Problemy z dopasowaniem wielomianu do danych

W wielu praktycznych sytuacjach obserwuje sie czesto niewystarczajace dopa-
sownie wielomianu do danych, mimo zwiekszania stopnia wielomianu do duzych
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wartosci. Wystepuje to, na przyklad, gdy rzeczywista zaleznosé Ely| = f(z; a)
miedzy odpowiedzia y a pobudzeniem x ma odmienny charakter w sasiednich
obszarach dziedziny z (a jest wektorem parametréow funkcji). Brak dopasowania
moze sie objawiaé na rézne sposoby. Na przyktad réoznicowa suma kwadratow RSS
moze nie male¢ w wystarczajgcym stopniu nawet dla duzych stopni wielomianu
— rzedu kilkunastu. Brak dopasowania mozemy réwniez obserwowaé na wykresie
obrazujacym zalezno$¢ roéznic r; od pobudzenia x;. To niedopasowanie bedzie si¢
objawialo utrzymywaniem sie trendu systematycznego nawet dla duzych stopni.
Przypomnijmy, ze w przypadku osiggniecia odpowiedniego stopnia wielomianu
roznice r; powinny zawieraé¢ jedynie sktadnik losowy. Znane jest tez zjawisko
Rungego polegajace na tym, ze przy znacznym zwiekszeniu stopnia wielomianu
przechodzacego przez zatozone punkty obserwuje sie ,zafalowania” wielomianu
w obszarach miedzy sasiednimi punktami znajdujacymi sie w poblizu koricow
przedziatu okreslonosci modelu. Ten efekt jest zwykle obserwowany, gdy zalez-
no$¢ Ely] = f(z; a) ma catkowicie odmienny charakter w sasiednich segmentach
przedzialu okre$lonosci. Za przyktad moze shuzyé funkcja, ktéra w jednym prze-
dziale zmienia sie ,wolno”, a w sasiednim szybko i dodatkowo zawiera oscylacje.
Wystepuje to zwykle wtedy, gdy w sasiednich segmentach obszaru okreslonosci
dominuja rézne zjawiska fizyczne. Prostym przyktadem jest tu krzemowa dioda
polprzewodnikowa. Dla napie¢ dodatnich uw > 0,7 V zlacze diody znajduje sie
w stanie przewodzenia, a dla pozostalych, rowniez ujemnych, w stanie zaporo-
wym. Oba obszary opisane sg innym prawem fizycznym i innymi zaleznosciami.

Stosowane sa dwa podstawowe sposoby rozwiazania tego problemu [47]. Pierw-
szy polega na zastosowaniu odpowiedniej transformacji wielkosci wejsciowej x,
ktora ujednolica szybkosé zmian w réznych czesciach obszaru okreslonosci poprzez
,rozciaggniecie” tej czesci zmiennej x, w ktoérej sa szybkie zmiany i ,zageszczanie”
obszar6w o wolnej zmiennosci. Jesli w poblizu jednego korica przedziatu okre-
Slonosci zmiany sa szybkie, a w poblizu drugiego wolne, to odpowiednig funkcja
transformujaca moze byé¢ funkcja logarytmiczna. Problem pelnego dopasowania
mozna réwniez rozwigzaé, wprowadzajac dodatkowy czton nie bedacy wielomia-
nem, ktory wyeliminuje pozostaly po wstepnym dopasowaniu wielomianem trend
systematyczny. Do wytypowania odpowiedniej zaleznosci przydatna jest znajo-
mos¢ wykresow réznych funkeji. Wiele uzytecznych funkcji przedstawili Daniel
i Wood [18].

Innym sposobem definiowania modelu, funkcji f(z;a) = f, jest podzial prze-
dzialu okreslonosci [, d] modelu f na segmenty (Mg, A\ky1] za pomoca punktow
A, A2, Ax—1 (przy czym Ap < Ao < ... < Ag_1) 1 jej reprezentacje w kaz-
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dym segmencie (A, A;+1] za pomoca innej funkcji fx(x; ax). Mozna to zapisac
nastepujaco
filzya), c<z <A

folz;az), A1 <ax< A,
f(z;a,X) = .2( ? - ’ (12.13)

fr(z;ak), Ax—1 <z <d,

gdzie fr(z;ax),k = 1,..., K sa funkcjami parametrycznymi, natomiast ap =
[akl,...,akKj]T jest wektorem parametrow k-tej funkcji. Korice ¢ oraz d prze-
dziatu okreslonosci funkcji moga by¢ zaréwno skonczone, jak i nieskonczone, np.
¢ = oo oraz d = oo. Niektorzy autorzy stosuja jednolite oznaczenia koricow pod-
przedzialéw, ktadac \g = c oraz Ag = d.

Zwykle korice segmentéw A, k =1,..., K —1 nie sg znane i nalezy je wyzna-
czy¢ z danych eksperymentalnych. Funkcja f(x; a) zdefiniowana wzorem (12.13)
nazywana jest modelem wielofazowym, funkcjg wielofazowq lub funkcjq sklejang,
natomiast punkty A\ nazywane sa punktami zmian lub ztgczami. W praktyce
liczba segmentow, K, na ktory dzieli sie przedzial [e, d] nie jest duza (co najwyzej
kilka).

Jesli z analizy badanego zjawiska nie mozna okredli¢ funkcji skladowej
fr(z; ax), to zwykle przyjmuje sie, ze jest ona wielomianem. Jesli wszystkie funkcje
sktadowe fi(z;ar), k= 1,..., K sa wielomianami, to taka funkcje nazywamy wie-
lofazowym wielomianem lub sklejanym wielomianem. Szczegblng klase sklejanych
wielomian6éw stanowia ,splajny”.

12.3.2. Splajny

Prace wykorzystujace funkcje sklejane, a zwlaszcza splajny pojawity sie juz na
przetomie XIX i XX wieku. Jednak do poczatku lat 60. XX wieku byty relatywnie
nieliczne i dopiero od tego okresu widoczny jest szybki rozwéj teorii i zastosowarn
splajnéw. W okresie tym ukazaly sie réwniez gtowne opracowania. W poczatko-
wym okresie rozwoju funkcji sklejanych nie uzywano specjalnych nazw, dopiero
Schoenberg [95] uzyt okreslenia splajny (ang. spline functions, splines) ktore przy-
jeto sie i jest obecnie powszechnie stosowane. Splajny stanowig obecnie duzy dzial
metod matematycznych i w tym rozdziale podano jedynie podstawowe informacje
na ten temat. Podstawy teoretyczne splajnow opracowal Schumaker [96], nato-
miast wiele uzytecznych algorytmoéw obliczeniowych podal de Boor [19].

Splajny powstaly z potrzeby skonstruowania funkcji, ktére mialyby elastycz-
noé¢ sklejanych wielomianéw, a jednoczesnie osiagnety znaczny stopien gtadkosci.
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Definicja 12.1. Splajnem s(z) rzedu p z weztami A1, Ao, ..., A (przy czym \; <
A2 < ... < Ak) 1 przedzialem okreslonosci [¢,d] (—oo < ¢ < A\, Ax < d < 00)
nazywa sie funkcje

pi(x), ec<x <A,

), A <x< Ay,
s(z) = ?2() - ’ (12.14)

pK(x)v )‘K—l <z < d7

w ktorej poszczegolne sktadowe pi(z), k= 1,..., K sa wielomianami stopnia nie
wiekszego niz p — 1, a wszystkie pochodne funkeji s(z) rzedu do (p — 2) sa ciagte.

Z definicji wynika, ze funkcja s(x) jest gladka. Rzad, p, splajnu okreslony
jest stopniem uzytych wielomianéw pg(z). Stosuje si¢ splajny, co najwyzej rzedu
p = 4. Na przyktad w splajnach rzedu p = 4 wystepuja wielomiany stopnia co
najwyzej trzeciego, wiec

pi(z) = aop + a1px + agpz® + aspr®, k=1,... K. (12.15)

Splajny rzedu czwartego nazywane sg splajnami kubicznymi. Maja one 4 x K
parametrow.

Wyréznimy dwie podstawowe klasy splajnow: ze statymi weztami (okreslonymi
przed eksperymentem) oraz z wolnymi weztami (ang. free knots splines) wyzna-
czanymi z danych. Obszerng analize zagadnien zwigzanych z dopasowaniem splaj-
néw kubicznych ze znanymi weztami metoda najmniejszych kwadratéw przedsta-
wil Poirier [88]. Kilka uzytecznych informacji na ten temat podal rowniez Hayes
w pracach [47, 48|, a w szczegblnosci metody dopasowania splajnéw z wolnymi
weztami oraz Wold [118].

Reprezentacja splajnow w postaci (12.14) nie jest odpowiednia do obliczen
numerycznych i dlatego splajny kubiczne przedstawia sie, wykorzystujac funkcje
obcinajacg f(z) = (z)4, ktora jest rowna wartosci z, gdy argument funkeji jest
dodatni i réwny zeru, gdy argument jest ujemny, wiec

_ ) oz, o gdy 2>0,
(2)+ = max{z,0} = { 0. gdy z<0. (12.16)

Wykorzystujac funkcje obcinajaca dowolny kubiczny splajn s(x), (12.14), mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci (por. [96])

K
s(x) = ap + a1z + azx® + azz® + > bz — A} (12.17)
k=1
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Otrzymano wiec redukcje liczby parametrow z 4- K do 4+ K. Redukcja ta jest tym
wieksza, im wieksza jest liczba segmentéow K, na ktore podzielony jest przedziat
okreslono$ci modelu. Na przyktad dla K = 5 splajn przedstawiony w postaci
(12.14) ma 4-5 = 20 parametréow, natomiast w postaci (12.17) liczba parametrow
wynosi K + 4 = 9. Reprezentacja (12.17) ma minimalng liczbe parametrow, jaka
moze mie¢ splajn kubiczny z K weztami.

Z numerycznego punktu bardziej efektywna klasa sa ,, B—splajny”, nazywane
réowniez fundamentalnymi splajnami”. Wéréd nich podstawows grupe stanowia
,kubiczne B—splajny”, ktorych teorie podali de Boor [19] oraz Schumaker [96].

Kubicznym B—splajnem By (z) z weztami A1, . .., Ax nazywamy taki kubiczny
splajn, ktory jest rowny zeru poza przedziatem [Ag_g4, Ag].

Dla zdefiniowania petnego zbioru B—splajnéw wprowadzono osiem dodatko-
wych weztow, cztery wezly A_3, A_2, A_1, A\p ponizej pierwszego wezta A\; oraz
cztery wezty Ax i1, Ax12, Ak13, Ak +4 POWYZe]j najwiekszego podstawowego wezta
Ai . Dodatkowe wezly musza spetniaé¢ warunki

Ag< A o< A 1< )N<c

oraz
b < /\K-‘rl < )\K+2 < )\K+3 < AK+4.

Poza tymi warunkami dodatkowe wezly moga przyjmowaé dowolne wartosci
uwzgledniajace jedynie wzgledy numeryczne. Ponadto przyjmuje sie zwykle, ze
Ao = coraz Ag4+1 = d. Wykorzystujac dodatkowe wezly, mozna zdefiniowaé K +4
podstawowych splajnéow

¢ (z =X
Bi(z)= > - ., k=1,...,K+4 (12.18)
m=k—4
mj
oraz ogdlny splajn z weztami Ay, ..., Ax+4 ma jednoznaczng reprezentacje w prze-

dziale (c,d) w postaci
K+4

s(@) = ) MB(x).
k=1

Przedstawiono tu jedynie zarys teorii splajnéw. Dokladniejsza analize,
a zwlaszcza problemy dopasowania splajnéw metoda najmniejszych kwadratow,
mozna znalezé w pozycjach [19, 48, 96, 118].
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12.4. Wielomiany wielu zmiennych

12.4.1. Podstawowe definicje

Definicja 12.2. Wielomianem p(x1,...,%,) stopnia k nazywa sie kombinacje
liniowa
p(T1, .. Ty) = Z a;zyt - xya (12.19)
j=0
iloczynéw
Pt

w ktorych kazdy wykladnik sj; € NUO, i =1,...,m, j = 1,...,J jest liczba
naturalng lub zerem i dla kazdego sktadnika sumy wyktadniki te spetniaja nierow-
nos¢ s;1 + 82 + -+ -+ 5jm;m < K, przy czym przynajmniej dla jednego ze sktadnikow
nieréwnos¢ ta przechodzi w réwnosé s;i1 + sj2 + -+ + s, = k. Mowimy, ze wie-
lomian jest kombinacjq lintowq wyrazen x‘ij ! '1‘;j2 .
parametrami wielomianu stopnia k.

S j P . .
o)™, a wspoOlezynniki a; sa

Wielomian kwadratowy p(x1,x2) (stopnia 2) jest kombinacja liniowa sktadni-
kow
2 .2
17 T1, T2, T1X2, T, T9,
natomiast wielomian kubiczny, dwoch zmiennych, sktadnikéw
2 .2 .2 2,3 .3
1,21, 22, 2129, 21, 25, X122, L1275, T, T5.
Suma
2 2 3
p(z1,22) = ap + a127 + a2x1x2 + a3T1T5 + a4

jest przyktadem wielomianu kubicznego, w ktérym wystepuja parametry zerowe.

Powierzchnie kwadratowe
Najwicksze zastosowanie maja wielomiany drugiego stopnia, k = 2.
m m m
p(T1,. .., Tm) = ao+ Z a;Ti + Z Z Qi T Ty, (12.20)
i=1 i=1j=1

nazywane réwniez wielomianami kwadratowyms lub powierzchniami kwadratowy-
mi. Wielomiany kwadratowe w zapisie macierzowym maja postaé

p(x1,...,Tm) = ao + ax+ ' Az, (12.21)
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gdzie a = [ag,a1,...,a;5]",® = [z1,...,2m]" sa wektorami m zmiennych, nato-
miast A = [a;;] jest macierza symetryczng o wymiarze m x m. Zalozenie syme-
tryczno$ci nie zmniejsza tu ogdlnosci rozwazan, gdyz jesli A nie jest macierza
symetryczng, to ktadzie sie

aj =2 dla i,j=1,2,...,m, i <j

i otrzymuje rownowazny wielomian z macierza symetryczna.
Kazdy wielomian kwadratowy p(x1,...,2m) = p(x) jest suma funkcji afinicz-
nej
l(x) = ap + ax

oraz formy kwadratowe]
q(xr) = 2" Ax.

Wielomiany kwadratowe znajduja zastosowanie w wielu zagadnieniach, w szcze-
gblnosci wykorzystywane sa w zagadnieniach optymalizacyjnych. Gdzie zwykle
wyznacza sie¢ minimum ,funkcji kosztow” (lub maksimum ,funkcji zysku”). Ich
wazng zaleta jest to, ze maja jeden punkt ekstremalny, ktéry wyznacza sie, przy-
rownujac pochodne do zera.

Niech f(x1,...,2p) bedzie funkcja rézniczkowalng. Punkt o* = [27..., 7},
w ktorym pochodne czastkowe funkeji f(z1,...,z,) wzgledem wszystkich argu-
mentéw sg roéwne zeru nazywa sie punktem stacjonarnym tej funkcji.

Jesli macierz A formy kwadratowe] jest nieosobliwa, to stacjonarny punkt z*
okreslony jest wzorem

]T

)

1
T = —§A—1a. (12.22)

Wzor ten otrzymuje sie¢, obliczajac pochodna wektorowa funkeji (12.21) wzgledem
x 1 przyrownujac ja do zera (por. DODATEK)

op(z1,...,Tm)

= 2Az=0
o a—+ T ,

a nastepnie rozwiazujac to rownanie wzgledem .

Rodzaj punktu stacjonarnego wielomianu (12.21) zalezy od wlasnosci macierzy
A. Macierz ta jest, z zalozenia, nieosobliwa i symetryczna, wiec jej wartosci wlasne
sg liczbami rzeczywistymi réoznymi od zera. Mozna wykazaé, ze jesli macierz A
jest dodatnio okreslona (wszystkie jej wartosci wlasne sa dodatnie), to punkt
stacjonarny wyznacza minimum funkcji p(x1, ..., Z,,); jesli macierz A jest ujemnie
okreslona (wszystkie wartosci wlasne sa ujemne), to punkt stacjonarny wyznacza
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maksimum; a jesli wystepuja zaréwno dodatnie, jak i ujemne wartoséci wtlasne,
to punkt stacjonarny jest punktem siodtowym. Wtedy w pewnych kierunkach
funkcja rosnie, a w innych maleje.

Przedstawimy teraz wtasnosci wielomianéw kwadratowych na przykladzie wie-
lomianéw kwadratowych dwoch zmiennych. Tak jak w przypadku wielomianéw
jednej zmiennej, tak i dla wielomianéw wielu zmiennych podstawowa role od-
grywaja ortogonalne wielomiany Czebyszewa — szczegbtowe omoéwienie problemu
mozna znalezé w artykule Hayesa [48].

12.4.2. Powierzchnie kwadratowe dwoéch zmiennych

Szczegblnie duze zastosowanie znalazty wielomiany kwadratowe dwoch zmien-
nych

y = p(x1,22) = ap + a121 + az@2 + a1127 + a122172 + a3, (12.23)

Wielomiany te okreslaja powierzchnie w przestrzeni dwuwymiarowej. Nazywane
sg réwniez ,powierzchniami kwadratowymi”. Rozwazymy problem estymacji para-
metréow powierzchni kwadratowej i wyznaczenia wartosci, dla ktorej osiagane jest
ekstremum. Rozwazania te mozna bezposrednio zastosowaé¢ do wielomianéw kwa-
dratowych wielu zmiennych. Do ilustracji sposobu postepowania wykorzystamy
przyktad podany przez Hockinga [50], w ktorym badana jest zalezno$¢ wytrzyma-
tosci y plyty pazdzierzowej w funkcji dwoch parametréw procesu technologicznego
ich wytwarzania: temperatury x; oraz czasu wygrzewania xs. Gléwnym celem
analizy jest dobdr temperatury xj oraz czasu z3 dla ktérych plyta ma maksy-
malng wytrzymalosé. Zakladamy, ze zaleznos¢ miedzy y a x1 i x2 okreslona jest
rownaniem y = f(z1,z2) + €, gdzie € jest sktadnikiem losowym, ktory spelnia
warunki E[e] = 0 oraz D?[¢] = 0%. Funkcja f(z1,22) nie jest znana, ale moze by¢
aproksymowana z danych eksperymentalnych.

Jak wspomniano, model kwadratowy aproksymujacy funkcje f(z1,z2) wyzna-
cza sie na podstawie pomiaréw, stosujac zwykle metode najmniejszych kwadra-
tow. Wykonano pomiary w n punktach i, ..., z,, gdzie &; = [z, Ts2]” jest wek-
torem wartosci wielkosci wejéciowych w i-tym pomiarze, ¢ = 1,2, ..., n. Réwnania
eksperymentu dla modelu kwadratowego okreslone sa wyrazeniem

yi=ao+a x +x A+, i=1,...,n, (12.24)

gdzie y; — i-ta obserwacja odpowiedzi modelu, ag — parametr zerowy, a = [a1, as]”
— wektor parametréw liniowych , A — macierz parametréow kwadratowych o wy-
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miarze 2 X 2; x; = [.%ﬂ,.’,UQ]T — wektor i-tej wartosci wielkosci wejSciowych, na-
tomiast €; — sktadowa losowa i-tej obserwacji. Zalozono wykorzystanie metody
najmniejszych kwadratéow do estymacji parametréow a oraz A, skad otrzymuje sie
estymatory

. . . 1
do, a= [ o ] : A= l S ] : (12.25)
az 5@12 an

Po podstawieniu tych wynikéw do modelu y = ag + a’ x + ' Az otrzymuje sie
estymowany model
§=ao+alz+ zAx, (12.26)

a dla x = x; wyréwnane oceny
@¢:d0+dTa:i+miTﬁla:i, i=1,...,n.

Stacjonarny punkt modelu (minimum, maksimum lub punk siodtowy) mozna wy-

znaczy¢ ze wzoru (12.22)

1~ —
@ = —5A ‘a. (12.27)

Dla rozpatrywanego przykladu otrzymano nastepujace wartosci estymat
parametrow [50]

a0 = 76,92, &:[—3,04]’ ; [—0,60 —0,53]

—4,38 A= —0,53 —2,09
Wartosci wlasne macierzy A Wynosza
o | M| 2 |
A2 —0, 556

wiec jest ona ujemnie okreslona i wielomian kwadratowy p(z1,z2) ma w punkcie

stacjonarnym
" x] -3,15
r = % = s
x5 84,88
maksimum. Wartos¢ funkeji (w tym punkcie) wynosi ymax = 84,88. Dla kazdej
liczby yo < Ymax zbior punktow {x, z2} speliajacych rownanie

p(z1,22) = Yo

jest elipsoidg o punkcie centralnym x*.
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Szczegblng role w analizie pelni parametr aq9, ktéry jest wspotczynnikiem przy
iloczynie x1 - xo. Jedli ajo = 0, to gléowne osie elips sa rownolegle do podstawo-
wych wspotrzednych; ponadto wielomian kwadratowy dwoch zmiennych jest suma
dwoch wielomianow jednej zmiennej p(x1,z2) = p(x1) + p(x2), gdzie p(xy) oraz
p(z2) sa parabolami.

Zbior punktow {y,z1}, dla ustalonej wartosci drugiej zmiennej zo jest para-
bola, ktorej punkt stacjonarny jest rowny x} = —aj/2a1; dla dowolnej wartosci
drugiej zmiennej xo. Jesli ais # 0, to stacjonarne punkty sa opisane rownaniem

] = —(a1 + a122%) /2a171,

a wiec 7 jest funkcja 5. Mowimy, ze zmienne x1 oraz za ,,oddzialuja na siebie”,
zjawisko to nazywane jest interakcjq zmiennych.

12.5. Analiza odpowiedzi badanego obiektu — wyznaczanie
punktow ekstremalnych

Omoéwimy obecnie ogdlny problem analizy odpowiedzi badanego obiektu za po-
moca wielomianow, a zwlaszcza wykorzystanie aproksymacji wielomianami do wy-
znaczenia punktow ekstremalnych (maksimum lub minimum) odpowiedzi obiektu.

Zaloézmy, ze celem eksperymentu jest zbadanie zaleznosci odpowiedzi y pew-
nego obiektu od p zmiennych z1, ..., x, (wielkosci wejSciowych). Relacja miedzy
zmiennymi opisana jest zaleznoscia y = f(z)+e, RP — R, gdzie z = [z1,..., 7|
natomiast € jest zmienng losowa charakteryzujaca rozrzut procesu. Zwykle funkcja
f(z) nie jest znana, ale mozna ja aproksymowac, wykorzystujac dane eksperymen-
talne i dokonujac dopasowania odpowiedniego modelu regresji. Najczesciej wyko-
rzystuje sie do tego celu wielomian kwadratowy, ktéry jest zwykle wystarczajaco
doktadnym modelem lokalnym funkcji f(x). Najbardziej pozadana bytaby sytu-
acja, w ktorej dla kazdego ciagu wartosci wejSciowych x; przeprowadza sie przy-
najmniej kilkanascie eksperymentéw. Odpowiadatoby to w przyktadzie Hockinga
wytwarzaniu przynajmniej kilkunastu ptyt dla kazdej zalozonej temperatury z;
i czasu wygrzewania xo. Mozna wtedy doktadnie okresli¢ wtasnosci probabilistycz-
ne czynnika losowego ¢, co ulatwia skonstruowanie optymalnego modelu regresji.
Jednak na og6l nie dysponuje sie tak licznymi danymi, gdyz proces technologiczny
moze by¢ kosztowny lub/i trudno jest go zrealizowaé¢ dla pewnych wartosci wiel-
kosci wejsciowych z;. Ponadto czgsto nie ma informacji, w jakim obszarze moze
sie znajdowaé poszukiwany punkt optymalny procesu, a prowadzenie wielu kosz-
townych eksperymentéw w punktach oddalonych od optimum zwiazane bytoby

)
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z kosztownymi eksperymentami, ktére sa mato uzyteczne. Dlatego zalecana pro-
cedura jest przeprowadzenie ,ckonomicznego eksperymentu” (z minimalna liczba
danych) i liniowym (afinicznym) modelem celem wykorzystania go do wskazania
obszaru, w ktorym nastepuje poprawa wartosci wyjsciowej (funkeji kryterialnej) y.
Nastepnie przeprowadza sie kolejny ,ekonomiczny eksperyment” w tym obszarze
i wyznacza nowy obszar o lepszych parametrach. Proces ten jest kontynuowa-
ny, az do okreslenia obszaru, w ktérym moze si¢ znajdowaé punkt ekstremalny.
W obszarze tym przeprowadza sie szczegblowe badania, na podstawie ktorych
konstruuje sie model kwadratowy funkcji f(z) aproksymujacy analizowana funk-
cje f(x). Model ten umozliwia analize, wtasnosci funkcji f(z), a przede wszystkim
wyznaczenie punktu ekstremalnego. Przedstawimy teraz podstawy matematyczne
tego procesu.

12.5.1. Aproksymacja odpowiedzi modelem liniowym (afinicznym)

Metoda ta polega na przeprowadzaniu ciagu kolejnych eksperymentéw i wy-
znaczaniu w kazdym z nich kierunku wzrostu funkeji f(z), co umozliwia ,wspi-
nanie sie” po jej powierzchni. Dla punktéw oddalonych znacznie od punktu eks-
tremalnego powierzchnia jest wzglednie liniowa, wiec mozna ja aproksymowaé
hiperptaszczyzna

y=ap+az, (12.28)

gdzie wektor parametrow a = [aq, ... 7ap]T okresla kierunek najszybszego wzro-
stu lub najgszybszego spadku. Kierunek wzrostu modelu liniowego jest okreslo-
ny wektorem parametréw a, natomiast kierunek najszybszego spadku wektorem
—a. W celu wyznaczenia ocen parametréw modelu liniowego przeprowadzamy
eksperyment ekonomiczny, ktory zazwyczaj jest eksperymentem typu 2P. Jesli
V) = [a:gl), el xj(ol)]T jest punktem wyjsciowym badan, to przeprowadza sie eks-
peryment w malym prostopadtoscianie p-wymiarowym, ktérego punktem central-
nym jest (V). Oznacza to, ze przeprowadzamy pomiary dla wszystkich kombinacji
punktow ($§1)iAx§1),x§.1):tAx§-l)), i,j=1,...,p, i # j, gdzie A:rgl) oraz Awﬁ»l)
sg ,,malymi” odchyleniami od wspétrzednych punktu centralnego. Eksperyment
przeprowadzamy wiec w punktach lezacych na wierzchotkach prostopadtoscianu
p-wymiarowego, zbudowanego wokot punktu V). Liczba wszystkich takich punk-
tow jest rowna 2P, stad nazwa eksperymentu. Na przyktad dla dwoéch zmiennych,
p =2, ¢ = [x1,22]7, eksperyment jest typu 22, wiec przeprowadza si¢ w czterech
wierzchotkach prostopadtoscianu (z1 — Az, 29— Axs), (x1 — Azq, v+ Axs), (21 +
Axy, 9 — Axg) oraz (x1 + Axy, x9 + Axa).
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Ogoélnie dla p zmiennych dopasowuje sie model
Yrs = Q0 + @1%p1 + a2Zp2 + -+ apTrp + s, T, 5=1,...,2P. (12.29)

Stosujac metode najmniejszych kwadratow, estymuje si¢ parametry a; i stad
otrzymuje sie model liniowy

9§ =ag+ a1x1 + aoxs + - + &piﬂp, (12.30)

aproksymujacy funkcje f(x) w otoczeniu punktu V). Model ten w notacji ma-
cierzowej przyjmuje postac

§=ag+ a . (12.31)
Wektor a okresla kierunek najwiekszego wzrostu. Ze wzgledu na to, ze model
liniowy jest tylko przyblizeniem funkcji f(x), krok wzdluz tego kierunku ogranicza

sie za pomoca kuli o srodku w M) i promieniu r. Tak wiec zadanie okreslenia
nowego punktu mozna zdefiniowaé¢ nastepujaco: wyznaczy¢ maksimum

Go + ax

przy ograniczeniu

T r<ro.

Rozwiazaniem tego zadania jest punkt

NOJLE
lal

Jesli szukamy minimum funkcji, to poruszamy sie w przeciwnym kierunku.

Analogiczny eksperyment przeprowadza sie w ,matym” otoczeniu punktu z(2),
na podstawie ktorego wyznacza sie nowy liniowy model funkeji f(z). Okresla
sie w ten sposob kierunek najwiekszego wzrostu w tym punkcie, ,wspina si¢”
w tym kierunku i wyznacza nastepny punkt o lepszych parametrach (wigkszej
wartosci funkcji f(z)). W poblize maksimum tej funkeji, wartosci estymatorow
aj, j =1,...,p zblizaja si¢ do zera, stad uzyskanie poprawy moze by¢ trudne —
w poblizu maksimum zakrzywienie funkcji f(z) ma wieksze znaczenie. Aproksy-
macje wielomianem liniowym (afinicznym) nalezy zastapi¢ aproksymacja wielo-
mianem kwadratowym.
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12.5.2. Aproksymacja odpowiedzi modelem kwadratowym
wielu zmiennych

W poblizu maksimum funkcje f(x) aproksymuje sie modelem kwadratowym
ao + a’z + 2" Az. Model ten ma wiekszg liczbe parametroéw niz model liniowy
i dlatego nalezy zwiekszy¢ liczbe pomiaréw. Na przyklad przez stosowanie pla-
nu 3P, ktory polega na przeprowadzaniu pomiaréw we wszystkich kombinacjach
punktow (z; — Az, @, x; + Ax;), czyli wykonuje sie pomiary réwniez w punktach
centralnych Scianek i krawedzi prostopadtoscianu. Na bazie tych punktéw wyzna-
cza sie estymatory ag, a, A parametréw modelu i szuka maksimum wyrazenia

ag + ax + Az

Jesli macierz A jest ujemnie okreslona, to rozwiazanie problemu okreslone jest
wyrazeniem

natomiast jesli macierz A jest dodatnio okreslona, to rozwigzanie to wyznacza
minimum. Nie mamy informacji jak doktadnie maksimum wielomianu kwadrato-
wego aproksymuje maksimum funkcji f(zx). Dlatego wskazane jest powtorzenie
eksperymentu woké! maksimum modelu kwadratowego.

Przedstawiono tu jedynie zarys problemu wyznaczania punktéw optymalnych.
Rozwiazanie okreslonych zadan wymaga rozwiazania innych probleméw, a zwtasz-
cza:

e okreslenie momentu przejscia od modelu liniowego do modelu kwadratowego,
e okreslenie promienia 7, w otoczeniu ktérego wyznaczamy nowy punkt,
e wybranie eksperymentu typu 2P, typu 3P lub zdecydowanie sie na inny dobér
punktéw pomiarowych.
Szczegdlowe omowienie tej problematyki wykracza poza ramy monografii. Obszer-
na prezentacja sposobéw doboru punktéw optymalnych znajduje sie w nastepu-
jacych pozycjach literatury [6, 11, 46, 49].






Rozdzial 13

Wybrane klasy modeli matematycznych

Modele wielomianowe pozwalaja na dopasowanie modelu do danych z zatozona
doktadnoscia. Jednakze, jak wykazal Richardas [91]|, wykorzystanie wielomianow
czesto nie jest wilasciwe, gdyz otrzymane w ten sposéb parametry modelu na
og6t nie maja interpretacji fizycznej, a ponadto dla osiagniecia duzej doktadnosci
dopasowania niezbedne jest stosowanie wielomianéw wysokiego stopnia. Dlatego
w réznych dziedzinach nauki opracowywane sa specjalne modele matematyczne.
Modele opracowane na uzytek jednej dziedziny nauki moga znalezé zastosowa-
nie roéwniez w innych dziedzinach, dlatego przedstawiono wybrane klasy takich
modeli.

13.1. Modele wzrostu

Modele wzrostu sg stosowane w wielu dziedzinach nauki. Biolodzy interesuja
sie szybkoscig wzrostu roslin, réznych gatunkéw owadow, zwierzat, ...; probuja
zrozumie¢ mechanizmy rzadzace tymi zjawiskami. Chemicy interesuja sie dyna-
mika zmian skladu réznych substancji w reakcjach chemicznych. W rolnictwie
szybko$é wzrostu roslin uprawnych ma istotne znaczenie ekonomiczne i badany
jest wpltyw réznych czynnikéw na ten proces. W medycynie bada si¢ szybkosé
wzrostu réznych elementéw ciata ludzkiego, na przykltad guzéw nowotworowych.

Eksponencjalne modele wzrostu. Najprostsze organizmy zZywe rozmnazaja
si¢ przez podzial komoérek. Niech x oznacza czas, y wzrost, a y = f(x) funkcje
wzrostu. Zaktadajac, ze szybkosé wzrostu jest proporcjonalna do aktualnego wzro-
stu, otrzymuje sie r6wnanie rézniczkowe

dy _
de

ktorego rozwiazaniem jest model eksponencjalny

KY, (13.1)

y=f(z)= e“(x*'”, (13.2)



220 13. Wybrane klasy modeli matematycznych

gdzie k jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci, k > 0, a v parametrem. Model
ten jest odpowiedni jedynie do aproksymacji poczatkowej fazy wzrostu roélin.
Innym modelem stosowanym do aproksymacji poczatkowej fazy wzrostu jest
model potegowy
y = f(z) = az’. (13.3)

Model ten stosuje sie do wzrostu, ktory jest wolniejszy niz wzrost w modelu eks-
ponencjalnym.

Oba modele, zaréwno eksponencjalny, jak i potegowy, charakteryzuja sie nie-
ograniczonym wzrostem, podczas gdy wzrost istot zywych stabilizuje sie na okre-
slonym poziomie, wiec model taki powinien spetnia¢ warunek

mlg)gof(x) =a < 00,
gdzie a > 0 oznacza maksymalny wzrost. Wynika stad, ze szybkos¢ wzrostu maleje
do zera, dy/dx — 0, gdy czas © — 0.

Warunkiem prowadzacym do modelu opisujacego ograniczony wzrost jest za-
tozenie, ze szybkosé wzrostu jest proporcjonalna do réznicy miedzy maksymalnym
poziomem « a aktualnym wzrostem vy, stad

% = k(o —y), (13.4)

gdzie K jest wspolczynnikiem proporcjonalnosci. Po rozwigzaniu réwnania roz-
niczkowego (13.4) otrzymuje sie zaleznosé

y=[flx) =a—(a=pe ™, (13.5)

gdzie x > 0 oraz x > 0. Ponadto, zeby f(z) byto funkcja rosnaca musza by¢
spelnione nier6wnosci @ > 3 > 0. Parametry funkcji (13.5) maja nastepujaca
interpretacje: « jest koncowym, natomiast 8 poczatkowym wzrostem. Parametr
k okresla szybkos¢ wzrostu. Model (13.4) stosowany jest réwniez w nastepujacej
postaci

y=flz) =a—pBe ", (13.6)

gdzie o — ( zastapione zostalo parametrem (. Wystepuje rowniez nastepujaca
forma modelu o ograniczonym wzroscie

y=f(z)=a+p8p", 0<p<l, (13.7)

nazywana modelem monomolekularnym.
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13.2. Analiza szeregéw czasowych — modele autoregresji

W wielu zagadnieniach praktycznych analizuje sie ciagi danych zaleznych od
czasu, nazywane szeregami czasowyms. W naukach technicznych ciagg taki otrzy-
muje sie w procesie probkowania. Zwykle mamy do czynienia z probkowaniem
przeprowadzanym z réwnymi odstepami czasu nazywanym probkowaniem réwno-
miernym. W analizie regresji odpowiada to modelowi z jednym wej$ciem (regreso-
rem), ktory jest zmienna kontrolowana i jednym wyjsciem (predyktorem). Budowa
modelu na podstawie analizy regresji stwarza w wielu praktycznych sytuacjach du-
ze problemy. Objawia sie to pojawianiem sie dtugich ciagdéw réznic dodatnich, jak
rowniez dtugich ciagoéw réznic ujemnych. Moze byé to spowodowane przyjeciem
nieodpowiedniego modelu postulowanego dla E[y|z] lub duza korelacja miedzy ko-
lejnymi predyktorami. Szereg czasowy jest procesem stochastycznym i efektywna
metode ich modelowania zaproponowal Yule’a [119].

Idea pomyshu Yule’a polega na tym, ze szereg czasowy {y(n)}! zawierajacy
mocno skorelowane obserwacje, moze by¢ generowany przez ciag stochastycznie
niezaleznych losowych impulséw poddanych liniowej cyfrowej filtracji. Proces ten
przedstawiono na rysunku 13.1,Czysty sygnal losowy” oznacza zwykle losowy ciag

Cyfrowy
e(n y(n
0N 6 )
Czysty liniowy

Probki
sygnat
losowy sygnalu

Rys. 13.1. Model Yule’a generacji sygnatu losowego y(n) z szumu biatego e(n).

probek e(n) o rozktadzie normalnym, zerowej wartosci oczekiwanej, statej warian-
cji i nieskorelowany. Taki ciagg probek nazywany jest szumem biatym lub gaussow-
skim szumem biatym. Dokladniej mozna to zapisa¢ w postaci e(n) ~ N(0,02?)
oraz

02, gdy k=n,

CWMW@%H:{Q A,
gdzie 02 jest wariancja szumu biatego, D?[e(n)] = o2.

1y (n) oznacza n-ta wartosé¢ wyjsciowa. Oznaczenie takie stosowane jest réwniez w przypad-

ku prébkowania sygnatu y(t) z okresem T, gdzie symbol T jest czesto pomijany dla uproszczenia
zapisu — dokladnie byloby {y(nT)}.



222 13. Wybrane klasy modeli matematycznych

Ogodlnie relacja wejscie—wyjscie modelu przedstawionego na rysunku 13.1 moz-
na zapisa¢ w postaci nastepujacego schematu blokowego

liniowa kombinacja
aktualna kombinacja obecnych i
wartosé + | poprzednich | = | poprzednich
wyjsciowa wartosci wartosci

wyjsciowych wejsciowych

ktory reprezentuje ogblnag strukture filtru liniowego. W zalezno$ci od rodzaju kom-
binacji wartosci wejSciowych i wyjsciowych wyréznia sie trzy podstawowe modele
liniowe:

1. Model autoregresji, AR, (ang. autoregressive), w ktorym nie wystepuja po-
przednie wartosci wejsciowe (regresory).

2. Model sredniej ruchomej, MA, (ang. moving average), w ktérym nie wyste-
puja poprzednie wartosci wyjsciowe (predyktory).

3. Model mieszany autoregresji i sredniej ruchomej, ARMA, (ang. autoregressi-
ve moving average), w ktorym wystepuja poprzednie wielkosci zaréwno wejsciowe,
jak 1 wyjsciowe.

Szereg czasowy y(n),y(n — 1),...,y(n — M) reprezentuje realizacje modelu
autoregresji rzedu M, jesli spelnia réwnanie

y(n)+ay(n—1)+ ... +apmy(n — M) =e(n), (13.8)

gdzie ai,...,an sa parametrami modelu AR, natomiast predyktor £(n) jest szu-
mem biatym. Wyrazenie (13.8) mozna przedstawi¢ w postaci

yn) =biy(n —1)+ ...+ byy(n — M) +(n), (13.9)
gdzie by = —ay. Aktualna warto$é¢ predyktora y(n) jest wiec rowna kombinacji
liniowej przesztych wartosciy(n—1),...,y(n— M) plus wyrazenie £(n) okreslajace

btgd losowy (ta reprezentacja wyjasnia nazwe: model autoregresji). Oznaczajac
y(n — k) symbolem z(k), k = 1,..., M, otrzymuje si¢ model regresji, w ktorym
regresory sg przesztymi wartosciami predyktoréw.

W modelu sredniej ruchomej MA, filtr z rysunku 13.1 przyjmuje postaé

y(n) = bie(n) + bee(n — 1) ... + bge(n — K), (13.10)

gdzie by, ..., bg sa parametrami modelu MA, natomiast £(n) jest szumem bialym

o zerowej wartoéci oczekiwanej i wariancji 2.
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Przedstawiono tu jedynie koncepcje szeregéw czasowych, gdyz pelna anali-
za wykracza poza zakres monografii. Istnieje na ten temat obszerna literatura,
a w szczegdlnosei klasyczne juz pozycje Boxa i Jenkinsa [10], oraz Oppenheima
[85].

13.3. Modele kompartmentowe

Dotychczas analizowane modele byly rodzinami parametrycznych krzywych,
ktore mozna dopasowaé do danych eksperymentalnych otrzymanych z analizy
okreslonego zjawiska fizycznego (obiektu). Kazda taka rodzine dobiera sie do anali-
zowanego zjawiska fizycznego (procesu). Jednak w przypadku ztozonych obiektow,
w ktorych wystepuje kilka réznych zjawisk fizycznych, takie klasyczne podejscie
do konstrukeji modelu moze okazaé¢ si¢ nieodpowiednie. Jacquez [59]| zapropo-
nowal, aby analizowany obiekt podzieli¢ na kilka jednorodnych podsystemoéw,
ktore oddzialuja miedzy soba. Ponadto moze wystapi¢ oddzialywanie niektérych
podsysteméw z otoczeniem. Podsystemy te zostaly nazwane przez Jacqueza kom-
partmentams, a caly system modelem kompartmentowym. Model mechanistyczny
przedstawiony w przykladzie 1.3 jest modelem kompartmentowym sktadajacym
sie z trzech podsystemoéw. Oddzialywanie miedzy podsystemami opisane jest tu
rownaniami rézniczkowymi, ktorego rozwigzanie pozwala na wyznaczenie modelu
matematycznego obiektu.

Model kompartmentowy przedstawia sie zwykle za pomoca schematu blokowe-
go, na ktérym poszczegbdlne kompartmenty reprezentowane sa za pomoca blokow,
natomiast wymiana ,materialéw” miedzy nimi i otoczeniem, za pomocsg strzatek
(por. rys. 13.2).

Zrodlo
wody

Pszczola Miéd

| |

Rys. 13.2. Kumulacja materiatéw radioaktywnych przez pszczoty

Przyktadem modelu kompartmentowego jest system opisany przez Whitea
[115]. Analizowal on proces kumulacji napromieniowania radioaktywnego przez
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pszczoly znajdujace sie w érodowisku poddanym promieniowaniu. White badat
mozliwos$¢ wykorzystania pszczét do monitorowania skazenia radioaktywnego §ro-
dowiska naturalnego. W trakcie badan umieszczano pszczoly w zamknietym po-
jemniku, w ktéorym woda byta skazona radioaktywnym materiatem i badano aku-
mulacje promieniowania w ciatach pszczét. Do analizy tego zjawiska White zasto-
sowal model trzykompartmentowy przestawiony na rysunku 13.2. Oddziatywa-
nie skazonych pszczét na otoczenie i miodu na otoczenie zaznaczono za pomocy
strzatek. Rowniez strzalki reprezentuja ,,przekazywanie” materiatu radioaktywne-
go z wody do cial pszczol oraz wymiane materialu skazonego promieniowaniem
miedzy pszczotami a produkowanym przez nie miodem.

Konstruowanie modelu kompartmentowego polega na zapisie matematycznym
transportu materialu miedzy poszczegbélnymi ,kompartmentami” i otoczeniem
oraz rozwigzaniu otrzymanego uktadu rownan. Modele kompartmentowe znajduja
duze zastosowanie w roznych dziatach nauki, a zwtaszcza medycynie [59], farma-
kologii [108], biologii [5]. Obszerny przeglad réznych modeli kompartmentowych
i ich zastosowania przedstawili Seber i Wild [99].

13.4. Funkcje wymiarowe

W obiektach fizycznych, technicznych i wielu innych wykorzystywane sa zmien-
ne, ktore sg wielkosciami fizycznymi. Sktadajg sie one z wartosci liczbowej i ,,jed-
nostki” danej wielkoéci fizycznej utozsamianej z wymiarem wielkoSci nazywanej
krotko wymiarem. Na przykitad predkosé punktu poruszajacego sie wzdtuz linii
prostej zapisujemy v = 3m-s~!, gdzie liczba 3 jest miara predkosci, a m-s~!
jest jej wymiarem — symbol m oznacza tu metr, a s sekunde. Takie zmienne moz-
na traktowaé¢ jako pare (z,w), gdzie z € R, natomiast w € W jest wymiarem
(w przyktadzie z = 3, w = m -s71).

Zbior par {(x,w)} wraz ze zdefiniowanymi dziataniami nazywa se przestrzeniq
wymiarowq i oznacza symbolem II, a elementy przestrzeni wymiarowej nazywa sie
wielkoSciami wymiarowymi. Wymiar elementu X = (x,w) € II oznacza symbo-
lem [X], wiec [X] = w; na przyklad [3m-s7!] = m-s~!. Wlasnosci przestrzeni
wymiarowej pozwalaja, w wielu wypadkach, na znaczne uproszczenie procedury
wyznaczania modeli matematycznych obiektow. W punkcie tym przedstawiono
zarys wlasnosci przestrzeni wymiarowej oraz podano przyktad ilustrujacy sposoéb
wyznaczania modeli matematycznych w przestrzeni wymiarowe;j.

Na wielko$ciach wymiarowych wykonuje sie pewne operacje. Mozna mnozy¢
dowolne wielko$ci wymiarowe, ale nie mozna dodawaé¢ dwoch wielkosci o roz-
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nym wymiarze. Drobot [22, 78] wykazal, ze zbior II wielkosci wymiarowych wraz
z operacjami mnozenia i potegowania mozna traktowaé jako przestrzen wekto-
rows, w ktorej odpowiednikiem dodawania wektoréw x + y jest mnozenie XY
wielko$ci wymiarowych, natomiast odpowiednikiem mnozenia wektora przez licz-
be, ax, jest podnoszenie wielko$ci wymiarowej do potegi X%, o € R. Przestrzen
wymiarowa, (zbiér wielko$ci wymiarowych z mnozeniem i potegowaniem) tworzy
multiplikatywna przestrzen wektorowa [78|. Liniowej niezaleznosci wektorow od-
powiada w przestrzeni wymiarowej wymiarowa niezaleznosé, a bazie przestrzeni
wektorowej odpowiada baza wymiarowa. Podzbior IIy C II przestrzeni wymiaro-
wej, sktadajacy sie z tych wielkosci wymiarowych, ktérych wymiar jest rowny 1
(np. mm~! = 1) nazywa sie wielko$ciami bezwymiarowymi i utozsamia z nieujem-
nymi liczbami rzeczywistymi, Iy < RT U 0.

Modelem matematycznym praw fizycznych jest funkcja wymiarowa @ : 11" —
II, n zmiennych oznaczana symbolem

Y = &(X1,...,Xn). (13.11)

Zaktada sie, ze funkcje wymiarowe reprezentujace rzeczywiste obiekty maja dwie
wlasnosci: sa wymiarowo niezmiennicze oraz wymiarowo jednorodne. Pierwsza
wlasnosé oznacza, ze funkcja wymiarowa nie jest zalezna od ukladu jednostek
(przyjetej bazy wymiarowej [22, 78|), a druga, ze jesli argumenty niezalezne
X1, ..., X, zachowuja wymiary (zmieniaja sie tak, ze zaden nie zmienia swojego
wymiaru), to argument zalezny Y réwniez nie zachowuje wymiaru. Sciste defini-
cje tych poje¢ podano w literaturze, np. [22, 78|. Dla wymiarowo niezmienniczych
i wymiarowo jednorodnych funkcji wymiarowych zachodzi twierdzenie o reprezen-
tacji funkcji wymiarowej, nazywane rowniez twierdzeniem . Przedstawimy tresé
tego twierdzenia w uproszczonej formie.

Twierdzenie 13.1. Zalézmy, ze k-pierwszych argumentéw Xi,..., X, k < n,
wymiarowo niezmienniczej i jednorodnej funkcji wymiarowej @(X,...,X,) da-
nej wzorem (13.11) tworzy baze? podprzestrzeni wymiarowej rozpietej na jej ar-
gumentach Xi,...,X,, a pozostate argumenty Xgi1,...,Xg1r, n = k + 7 sa
nastepujacymi kombinacjami tej bazy

k
Xy =9 [[ X7 G=1,...,m, (13.12)
=1

2 Zalozenie, ze to pierwsze argumenty sa wymiarowo niezalezne i tworza, baze nie zmniejsza
ogolnosci rozwazan, gdyz zawsze mozna tak uporzadkowaé argumenty, aby byto ono spetnione.
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gdzie ¢1,..., ¢, € Ilp, a aj; € R, wtedy funkcja & ma reprezentacje
k
Y =&(X1,...,Xn) = fle1,--,00) [ X5 (13.13)
j=1

w ktorej f(¢1,...,pr) jest liczbowo-liczbowa, f : R” — R, funkcja argumentow
bezwymiarowych (¢ € RT), a wykladniki o; € R.

Czytelnikowi zainteresowanemu dowodem twierdzenia 7 poleca sie nastepujace
pozycje literaturowe [22, 78|.

Poréwnujac wymiary obu stron réownosci (13.12), mozna wyznaczy¢ wyktad-
niki aj;, a z rownosci (13.13) wyktadniki o;. Tak wigc, twierdzenie o reprezentacji
funkcji wymiarowej sprowadza wyznaczenie funkcji wymiarowej @(Xy,...,X,),
n zmiennych, do wyznaczania funkcji (¢1, ..., ¢, ), 0 mniejszej liczbie r zmiennych
i te funkcje nalezy wyznaczyé na podstawie eksperymentu. Poniewaz liczba argu-
mentow r funkcji bezwymiarowej jest zwykle istotnie mniejsza od liczby argumen-
tow n odpowiadajacej jej funkcji wymiarowej, wiec dzieki twierdzeniu m mozna w
znaczacym stopniu zredukowaé liczbe argumentéw wyznaczanej funkcji. Sposob
postepowania zilustrujemy na klasycznym przyktadzie dobrze ilustrujacym proces
wyznaczania funkcji wymiarowe;j.

Przyktad 13.1. Pokazemy jak mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie funkcje (1.2)
okreslajaca okres T' wahadla matematycznego®. Zalozmy, ze analizujac wstepnie
zjawiska rzadzace ruchem wahadla, stawia sie hipoteze, ze okres T jest funkcja
dhugosci L nici oraz masy M wahadla, wiec funkcja wymiarowa jest postaci T =
@(L, M). Oba argumenty L oraz M sa wymiarowo niezalezne, wiec tworza baze
wymiarows, co oznacza, ze liczba n wszystkich argumentéw funkcji @ réowna jest
liczbie k-argumentéw wymiarowo niezaleznych, n = k = 2; a liczba r argumentéow
wymiarowo zaleznych rowna jest zeru, r = 0 (funkcja ¢(L, M) nie ma argumentow
wymiarowo niezaleznych). Argument zalezny T nie nalezy do przestrzeni rozpiete]
na argumentach niezaleznych L oraz M. Wynika to stad, ze wymiaru [T] = s nie
mozna wyrazi¢ w postaci ,.kombinacji liniowej” wymiaréw [L] = m oraz [M] = kg
— brakuje wiec w funkcji @ argumentu, w ktoérego wymiarze wystepuje sekunda.

Analizujgc zjawiska fizyczne ruchu wahadta lub przeprowadzajac dodatko-
wy eksperyment, mozna wysnué¢ wniosek, ze okres wahadla zalezy réwniez od
przyspieszenia ziemskiego. Stawiamy wiec hipoteze, ze okres wahadta jest funk-
cja trzech argumentow: dlugosci L, masy M oraz przyspieszenia ziemskiego G.

3 Zaklada sie, ze funkcja ta nie byla znana przed eksperymentem.
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Poszukujemy wiec funkcji wymiarowej @(L, M, ). Zauwazmy, ze wymiar przy-
spieszenia [G] = m! - kg” - s72 zawiera sekunde s. Mozna wykazaé, ze wszystkie
argumenty L, M, G tej funkcji sa wymiarowo niezalezne, n = k = 3 i tworzag baze
wymiarowa podprzestrzeni II. Nie ma wiec argumentéw wymiarowo zaleznych,
stad 7 = 0 i funkcja bezwymiarowa sprowadza sie do statej: f(p1,...,0.) = .
Zatem na mocy twierdzenia o reprezentacji, rownanie (13.13), funkcja ¢ ma postaé

T = BLY MG, (13.14)

Wartoéci wyktadnikéw «;, a3 oraz as mozna wyznaczyé, poréwnujac wymiary
obu stron rownosci (13.14), [T] = [L]$[M]$[G]§, co sprowadza si¢ do rownania

g = (ml X kgO X 80)041 (mO . kgl . SO)ag (ml . kgO . S—2)a3.

Poréwnujac wykltadniki przy kolejnych jednostkach, otrzymuje sie uktad trzech
réwnan liniowych z trzema niewiadomymi, ktérych rozwiazanie wynosi ag = 1/2,

ag = 0 oraz as = —1/2. Po podstawieniu tych wartosci do (13.14) otrzymuje sie
L

T = —. 13.15

N (13.15)

Jednoznacznoéé rozwigzania uktadu réwnan wynika z wymiarowej niezaleznosci
argumentéw L, M, G.

Wyznaczylismy wiec funkcje @ z doktadnoscia do nieznanej statej liczbowej 3.
Tak proste rozwiazanie wynika z tego, ze wszystkie jej argumenty sg wymiarowo
niezalezne. Ponadto wyktadnik ag przy masie M jest rowny zeru, co oznacza, ze
okres nie zalezy od masy G.

Stalta 6 mozna wyznaczy¢, wykonujac jeden tylko eksperyment, a mianowicie
zmierzy¢ okres T' wahadla o zadanej dlugosci L umieszczonego w polu grawita-
cyjnym Ziemi, G ~ 9,80665 m/s%. Dane te nalezy podstawi¢ do wzoru (13.15)
i obliczy¢ z otrzymanego réwnania warto$é¢ 3. Jesli eksperyment zostal poprawnie
przeprowadzony, powinnismy otrzymac¢ wynik 5 & 27, a wiec wzor (13.15) przyj-
mie postaé¢ wzoru (1.2). Poprzednio wykazano, ze okres wahadla zalezy rowniez od
maksymalnego odchylenia wahadla. Powstaje pytanie dlaczego na gruncie analizy
wymiarowej nie wykryto tej zaleznosci. Wynika to z faktu, ze kat jest wielkoscia
bezwymiarowa, ktéra jest elementem neutralnym w przestrzeni wymiarowej. O

Podany przyktad, w ktorym wszystkie argumenty funkcji wymiarowej sg wy-

miarowo niezalezne, liczba r-argumentéw funkcji bezwymiarowej f redukuje sie
do zera, r = 0, a ona sama do stalej, jest raczej wyjatkiem. Na ogolt w funkcji @
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wystepuje obok argumentéw niezaleznych pewna liczba argumentéw zaleznych,
wiec funkcja bezwymiarowa f nie redukuje sie do statej. Nalezy jednak podkre-
sli¢, ze zwykle uzyskuje sie znaczna redukcje argumentéw, co znakomicie uprasz-
cza proces wyznaczania modelu — redukcja nawet o jeden argument moze znacz-
nie uprosci¢ proces jej wyznaczania. Jest wiele sytuacji praktycznych, w ktoérych
funkcja bezwymiarowa zawiera jeden argument i wtedy znakomitym narzedziem
ulatwiajacym wyznaczanie funkcji sa wykresy. Kilka interesujacych praktycznych
przyktadéw ilustrujgcych uproszczenie procesu wyznaczania funkcji wymiarowej
poprzez zastosowanie narzedzi analizy wymiarowej podali Kasprzak i Lysik [61].



Rozdzial 14

Badanie zalozenn wyjsciowych i analiza réznic

W dotychczasowej analizie podstawowego modelu regresji, y = Xa + €, za-
ktadalismy, ze obserwacje y; nie sg obciazone bltedem systematycznym; maja ta-
ka sama wariancje (sa jednakowej dokladnosci); nie sa skorelowane; ponadto do
pewnej analizy zaktadaliSmy dodatkowo, ze maja rozktad normalny. W rzeczywi-
stym eksperymencie pewna liczba tych zalozern moze nie by¢ speklniona. Dlatego
na zakonczenie analizy nalezy sprawdzi¢ poprawnosé¢ zalozen wyjsciowych i w
przypadku niespelienia niektérych z nich zmodyfikowaé je — zmieni¢ model, za-
stosowaé inne estymatory itd. W nastepnych punktach przedstawimy najczesciej
wystepujace sytuacje praktyczne. Szersze omoéwienie wystepujacych problemow
zainteresowany czytelnik znajdzie w literaturze |52, 81, 97].

14.1. Wlasno$ci macierzy kapeluszowej

Efektywnym narzedziem badania zalozeri wejsciowych sa réznice r; = y; — 9.
Wektor roéznic okreslony jest wzorem r = y — y = (I, — P)y, gdzie P =
X(XTX)*lXT jest tak zwang ,macierza kapeluszowa’. Podstawowe wtasnosci
macierzy P zostaly podane w rozdziale 7.

Obok macierzy kapeluszowej P, definiowanej dla podstawowego modelu regre-
sji liniowej, uzyteczny jest rowniez jej szczegdlny przypadek —,centrowana macierz
kapeluszowa” P, — definiowana dla centrowanego modelu regresji. Podstawowy
model regresji liniowej y; = ag + Z?:l ajrij + €, © = 1,...,n mozna zapisa¢
w ,centrowanej”’ postaci

p
yi="0+ Y aj(wy — ) +e, i=1....n, (14.1)
j=1
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gdzie vo = ag + a1x1 + - - - + apx,, natomiast

1
:Ej:—inj, j=1....p
ni:l

jest wartoscia Srednia j-tej kolumny macierzy X. Model y = Xa+e w centrowanej
formie ma postaé

y="dJ+ Xca.+e¢, (14.2)
gdzie a. = [aq,... ,ap]T jest wektorem parametréow centrowanego modelu, J =
[1,1,...,1]7 jest macierza jednokolumnows (pierwsza kolumna macierzy X), na-

tomiast X, jest macierza o wymiarze n X p utworzona z macierzy X po usunieciu
pierwszej kolumny i obliczeniu pozostatych elementow ze wzoru (X.);; = x; — 25,
por. (14.1). Wektor parametréow a. centrowanego modelu powstaje z wektora a
po pominieciu parametru ag.

Na podstawie (14.2) relacje miedzy macierza eksperymentu X, podstawowego
modelu, a macierza eksperymentu X, mozna zapisa¢ nastepujaco X = [J X.],
stad

T . n 0
X' X = [ 0 XX, ] ) (14.3)
gdyz JT' X, = 0 oraz
_ 1/n 0
T 1_
(X' X)"" = [ 0 (XIX.) 1 (14.4)

Ze wzorow (14.3) i (14.4) wynika nastepujaca relacja
1
P=-U-+ P, (14.5)
n

miedzy macierza kapeluszowa P = X(XTX)_lXT podstawowego modelu a ma-
cierza kapeluszowa
P, = X.(X'x.,)'xT (14.6)

centrowanego modelu, gdzie U jest n x n macierza sktadajaca sie z jedynek.
Oznaczajac elementy macierzy P, symbolami pg, ¢,k = 1,...,n otrzymamy

1
Pik = ” + Peiks (14.7)
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wiec kazdy element p;; podstawowej macierzy kapeluszowej jest wickszy od od-
powiedniego elementu p.;; centrowanej macierzy kapeluszowej o stata 1/n.

Ze wzoréw y = Py, (14.5) 1 (14.7) wynika, ze wyr6wnana ocene g; i-tej obser-
wacji y; mozna przedstawié¢ za pomoca wyrazenia

n
9 = > Piklk (14.8)
k=1
n
= 4+ Y Peiklk (14.9)
k=1

a wiec ocena g; jest rowna wazonej liniowej kombinacji wszystkich obserwacji
Y1, - - -, Yn z wagami okres§lonymi przez elementy macierzy kapeluszowej. Elementy
macierzy P sa wagami poszczegdlnych obserwacji przy wyznaczaniu wyréwnanych
ocen ¥;, wiec im wieksza jest wartosé¢ p;i, tym wicksza waga i-tej obserwacji.
Mozna wykazaé (por. [50]), ze jesli diagonalny element p; macierzy kapeluszowej
jest bliski jednosci, to pozostate elementy i-tego wiersza tej macierzy sa bliskie
zeru i méowimy, wtedy, ze i-ta ,obserwacja” jest wplywowa — ma ,duza wage”.

W rozdziale 7 przedstawiono podstawowe wtasnosci macierzy kapeluszowej;
obecnie uzupetniono je o dalsze pozycje.

Wtlasno$é 1. Macierze P oraz P, sa symetryczne, dodatnio okreslone oraz

rankP = trP=p+1,
rankP, = trP.=p.
Dowody tych réwnosci wynikaja bezposrednio z wlasnosci macierzy idempotent-

nych, por. A.1.5.
Wtlasno$é 2. Diagonalne elementy macierzy P oraz P, spelniaja warunki

1
— < pi <1,
n
0 < pai <1

Dowadd. Dolne ograniczenie elementéw diagonalnych macierzy P. wynika z tego,
ze jest ona dodatnio okre$lona, natomiast dolne ograniczenie macierzy P wynika
z rownania (14.7). Do okreslenia gornego ograniczenia wykorzystano wtasnosé
idempotentnosci obu macierzy P oraz P.. Idempotentnos¢ macierzy P, oznacza,
ze P2 = P., wiec

n
Peii = Pii + Zp?:ilm
ki
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a stad pei; < 1. Ponadto, jedli pe;; = 1, to pozostate elementy, pgk, i-tego wiersza
sa rowne zeru. Analogiczne wlasnosci ma macierz P.

7, przedstawionej analizy wynika, ze duza wartos¢ elementu diagonalnego p;;
(zblizona do 1) oznacza, Ze i-ta obserwacja, y;, ma duza wage. Nalezy wiec okre-
sli¢ wartos$¢ graniczna, powyzej ktorej mozna przyjaé, ze element p;; jest duzy —
wskazuje na wplywowa obserwacje. W literaturze spotyka sie rézne oszacowania
tej granicy. Na przyktad Huber [58] proponuje graniczna wartosé¢ rowna 0, 5. Cze-
sto nie przyjmuje sie ustalonej granicy, a sprawdza sie czy maksymalny element p;;
jest istotnie wiekszy od pozostatych elementow p;;,j # i. Jedli tak, to przyjmuje
sie, ze i-ta obserwacja jest obserwacja wplywowa.

Wtasnosé 3. Z definicji macierzy P, (14.6) wynika, ze diagonalne elementy
Deii, ¢ = 1,...,n, sa okreslone wzorem

-1
peii = (7 = 2)7 (X X.) (3 — @), (14.10)
w ktorym x; = [z1,...,2p| jest i-tym wierszem macierzy X, natomiast T =
[Z1,...,%p), gdzie T; = %Z?:l xij, 7 =1,...,p, jest Srednig arytmetyczng j-tej

kolumny macierzy X. Element p.; mozna wiec uznaé¢ za miare odlegtosci wektora
x; od wektora wartosci érednich z. Miara ta nosi nazwe odlegtosci Mahalanobisa
[50]. Zbiér punktow @; spelniajacy réownanie (14.10) jest elipsoida (dla p = 2
elipsa), na ktorej leza punkty rowno oddalone (w sensie odlegtosci Mahalanobisa)
od jej érodka z. Jesli P P, = I, (X, jest macierza ortogonalng), to
P
Peii = Y _(xij — ;)7 (14.11)
j=1

wiec element diagonalny pe;; jest kwadratem ,jodlegtosci euklidesowej” wektora ;
od wektora wartosci érednich z — dla macierzy ortogonalnej odlegtosé Mahala-
nobisa sprowadza si¢ do odleglodci euklidesowej, a zbiér punktow spekiajacych
rownanie (14.10) jest kotem.

Wtlasnoéé 4. Macierz kapeluszowa pozwala na wyznaczenie ocen wariancji
wyréwnanych obserwacji

D?[y;] = s*pis, i=1,...,n (14.12)
oraz wariancji roznic (reszt)
D?[f] = s*(1 —py), i=1,...,n. (14.13)

Dowdd pierwszej rownosci wynika ze wzoru (7.26), natomiast drugi ze wzoru

(7.27), gdzie wariancje pojedynczej obserwacji o? zastapiono jej estymatorem s2.
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14.2. Ocena wplywu pojedynczej obserwacji

W zbiorze danych moga wystapi¢ wplywowe obserwacje, ktére moga catkowi-
cie znieksztaltci¢ wyniki. Dlatego waznym elementem analizy powinna by¢ ocena
wplywu poszczegdlnych obserwacji na wynik konicowy i w przypadku wykrycia
,odstajacych obserwacji” nalezy rozwazy¢, czy usunaé je z danych.

Wplyw okreslonej obserwacji na wynik analizy mozna ocenié, badajac zmiany
estymatoréow spowodowane jej usunieciem. Badania takie nalezy przeprowadzié¢
dla wszystkich obserwacji. Wymaga to wykonania pelnej analizy dla n sytuacji
za kazdym razem dla n — 1 obserwacji, co w konsekwencji skutkuje konieczno-
$cia przeprowadzenia olbrzymiej liczby obliczert numerycznych. Velleman i Welsch
[107] zaproponowali procedure, ktora pozwala na wyznaczenie estymatorow dla
zredukowanych danych (po usunieciu badanej obserwacji) z estymatoréw wyzna-
czonych dla wszystkich danych, a to w decydujacym stopniu skraca obliczenia
numeryczne.

Dla wyprowadzenia odpowiednich zaleznosci ¢-ty wiersz macierzy eksperymen-
tu X oznaczymy symbolem ! | natomiast symbolem X(;) macierz eksperymentu,
ktora powstaje z macierzy X po usunieciu i-tego wiersza. Korzystajac z tych
oznaczen, mozna zapisac

n
X'x = Z o
k=1
= X)X + wix] . (14.14)
Obliczajac wyrazenie XF{i) X(;) z ostatniego rownania, otrzymamy

Xty Xy = X" X (L~ (X" X) ' @a] ). (14.15)

7

Przy wyznaczaniu estymatorow nalezy obliczy¢ macierz odwrotng. W tym celu
wykorzystamy nastepujacy wzoér

(I+ AB)™' =I1—- A(I+ BA)"'B, (14.16)
ktorego prawdziwos¢é mozna sprawdzi¢, mnozac lewostronnie obie strony réwnania

przez (I+ AB), nastepnie prawostronnie przez B~! i przeprowadzajac redukcie
elementow.
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Kladac w (14.16) A = —(XT X)~la; oraz B = x! i wykorzystujac to wyrazenie
w (14.15), otrzymuje si¢

(X X)) = (IP_(XTX)_liBie’B;TF)il(XTX)_l
= (L+ (X" s - ol (X X)2) el ) (XTX)

1
= (Ip + (XTX)_lacia:;fF> (xTx)~1. (14.17)
1+ pii

Wykazemy teraz, ze wzoér (14.17) pozwala na wyznaczenie estymatorow
poszczegblnych parametréw a; z n — 1 obserwacji otrzymanych po usunigciu
i-tej obserwacji bezposrednio z estymatoréw a okreSlonych dla wszystkich n
obserwacji. Takie rozwiazanie umozliwia istotne skrécenie analizy.

Estymacja parametréw modelu po usunieciu i-tej obserwacji. Niech
&(i) oznacza estymatory parametréw a = [ag,a, ..., ap]T wyznaczone 7 danych
Yoy = [Wis s Yimt,Yirts -5 yn]”
(Xz;) X(;)) ! estymatora a;) okreslony jest wzorem (14.17), natomiast drugi czon

, w ktorych pominieto i-ta obserwacje. Czton

T . . N ) .
X(i)y(i) mozna wyznaczy¢, rozwigzujac rownanie

n
X'y = > mu
k=1
= Xj;)y(i) + Tiyi, (14.18)
wzgledem X%;) Yy, gdzie @ =[x, ... ,ip) jest i-tym wierszem macierzy eks-

perymentu X. Uwzgledniajac oba wyrazenia w estymatorze, a = (XTX)_lXTy,
otrzymamy

Q>

T —1 vT
o = XunXe) Xoye

a— " (XTX)"g, (14.19)

1 —pii
gdzie r; = §; — y; oznacza i-ta réznice pelnego modelu regresji. Jak wynika z tego
wzoru, zmiana warto$ci estymatoréw po usunieciu i-tej obserwacji zalezy od
wektora x; (i-tego wiersza macierzy X), wartosci roznicy r; oraz od odlegtosci
elementu diagonalnego p;; od 1.
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Wyznaczanie réznic po usunigciu i-tej obserwacji. Niech g;;), j =

1,...,n, oznacza wyréwnang ocen¢ odpowiedzi y; wyznaczong na podstawie ob-
serwacjl Yy = [Y1, -+, Yi-1,Yit1, - - - yn]? (otrzymanych po usunieciu i-tej obser-
wacji) i niech

rit) = Yi = 956) (14.20)

oznacza j-ta roznice otrzymang z danych y;). Z réwnania (14.19)

T/~ ~
r =i = (4 —a)
ri

= —— ' pi. 14.21
1—py ( )

Szczegolnie interesujaca jest i-ta roznica r;;) = yi —Yi(;), @ wige réznica migdzy
obserwacja y; a jej wyréwnang oceng wyznaczong z modelu bez tej obserwacji.
Ktadac j =i w (14.21), po przeksztalceniach, otrzymuje sie

1—pi

Ti(i) (14.22)
Tak wigc rozmica r;;) odpowiadajaca i-tej obserwacji y; wyznaczonej po
jej usunieciu jest znacznie wieksza od rdéznicy r; okreslonej ze wszystkich
obserwacji, je$li odpowiedni element diagonalny p;; macierzy kapeluszowej jest
w przyblizeniu réwny jeden, p; ~ 1. Stad odpowiednia miara wplywu i-tej
obserwacji jest diagonalny element p;; macierzy kapeluszowe;j.

Obliczanie ocen odpowiedzi obiektu po usunieciu i-tej obserwacji.
Niech @(i) oznacza n-wymiarowy wektor odpowiedzi (wyréwnanych ocen) wy-
znaczonych z pominieciem i-tej obserwacji. Na podstawie (14.19) zmiana ocen
odpowiedzi po eliminacji ¢-tej obserwacji wynosi

#X(XTX)*% (14.23)

Y—Yu =
stad i-ty element tego wektora

. " Pii

=Y +ri————. 14.24
Yi = Y@) i (1 — pz‘i) ( )
Roéznica g; — ;) jest miara zmiany wyréwnanej oceny odpowiedzi y; spowodowang
i-ta obserwacja. Na podstawie (14.23) kwadrat dtugosci wektora y — Y(;) wynosi

2
~ ~ ~ ~ T
(%= 9)" (¥~ Y)) = i (1 — pu) . (14.25)
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Wynika stad, ze calosciowa miara zmian wyréwnanych ocen zalezy tylko od
dwoch parametrow: r; oraz py;.

Estymacja wariancji ¢? po usunieciu i-tej obserwacji. W wielu zasto-
sowaniach wystepuje potrzeba wyznaczenia estymatora wariancji o2 z danych
otrzymanych po usunieciu i-tej obserwacji. Zmiana estymatora s? (wariancji o2)
spowodowana usunieciem i-tej obserwacji jest dobrym wskaznikiem jej wplywu na
wyniki analizy. Korzystajac z wzorow (14.21) oraz (14.22) otrzymano roznicowa
sume kwadratow RSS(;) obliczona z danych bez i-tej obserwacji

2 2
7=1

2 i
= i — . 14.26
jZ::l R ey ( )

Stad ocena s%l.) wariancji o2 wyznaczonej na podstawie obserwacji Y (z modelu
po usunieciu i-tej obserwacji) okreslona jest wzorem (por. [50])
—p—-1 1 2
s%l-) = (n—p )82 — i (14.27)
(n—p—2) (n—p—2) 1—pi
Przedstawiona analiza zostata przeprowadzona dla eliminacji jednej obserwacji
z danych. W praktyce moze powstaé¢ potrzeba eliminacji, w jednym kroku, kilku
zmiennych. Zagadnienie to jest skomplikowane i brak jest odpowiednich narze-
dzi analitycznych. Stosowane sg wiec metody graficzne. Syntetyczng analize tych
metod opracowal Hocking [50].

14.3. Analiza r6znic

W badaniu poprawnoéci zalozenn wyjsciowych oraz dokltadnosci dopasowania
matematycznego modelu do obserwacji duza role odgrywa analiza réznic (nazy-
wanych rowniez resztami lub residuami), ktora obecnie oméwimy.

14.3.1. Wlasnosci réznic

Przypomnijmy, ze i-ta réznice definiuje sie wzorem r; = y; — ¢;, natomiast r =
[r1,...,m]T = y—y = (I, — P)y jest wektorem roznic, gdzie P = X(X' X)~1 X7 .
Ro6znice maja kilka zastosowan praktycznych.
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Wtasno$é 1. Suma roznic jest réwna zeru
> ri=0. (14.28)

Dowéd. Estymatory NK minimalizuja sume 3, (y; — ap — a12i1 — -+ — apip)?.
Pochodna wzgledem parametru ag (jak i pozostalych parametrow) jest rowna zeru
w punkcie a = a, stad

> (yi — o — 1w — -+ — apxip) = > (yi — §i) = Y _ri =0,
:

i i
co koniczy dowdd. O
Wiasnosé 2. Jesli obserwacje y; (jak rowniez bledy ¢;) spelniaja podstawowe
zalozenia: £[e] = 0 oraz De] = oI, ( = D[y]), to macierz kowariancji wektora
jest rowna

D[r] = ¢*(I, — P). (14.29)

Dowéd. D[r] = D[(I, — P)y] = (I, — P)D[r|(I, — P)T = (I, — P)o*IL,(I, —
P)T = 62(I, — P), co konczy dowod. Podczas przeksztatcenn wykorzystano prawo
transformacji macierzy kowariancji (btedow), idempotentnos¢ macierzy I, — P
oraz symetrie tej macierzy.

Wilasnosé 3. Jesli do zatozen sformutowanych do wlasnosci 2 dodamy zato-
zenie o normalnosci rozktadu € ~ N, (0,021,), to wektor réznic r ma tak zwa-
ny ,utomny! rozklad normalny”. Utomno$é wynika z tego, ze macierz I, — P
jest niepelnego rzedu. Rozkladem brzegowym réznicy r; jest rozklad normalny
N(0,0%(1 — pi;)) o parametrach 01 02(1 — pj;).

14.3.2. Skalowane, standaryzowane i studentyzowane réznice

Wektor r otrzymuje sie jako transformacje liniowa wektora obserwacji,
r = (I, — P)y. W wyniku czego rdéznice r; maja inne wlasnosci probabilistyczne
niz obserwacje y;. Dlatego do badan wlasnosci estymatoréw NK stosuje sie
czesto przeksztalcone roznice. Najwazniejsze takie przeksztalcenia to skalowanie,
standaryzowanie i studentyzowanie réznic.

! Moéwimy, ze normalny wektor losowy ma utomny rozklad normalny, jesli jego macierz
kowariancji ma rzad mniejszy niz jej wymiar.
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Skalowane ré6znice. Najprostszym sposobem przeksztatcenia roznic jest po-
mnozenie przez wspotczynnik liczbowy zmieniajacy ich wartosci, tak by ich sred-
nia wariancja byla w przyblizeniu réwna jeden. W tym celu oblicza sie $rednig
wariancje roéznic

o*(n —p)

1< 2 1 2
— 3" D[] = —o*tr[L, — P) = ——. (14.30)
n i=1 n "

Nastepnie, zastepujac w powyzszym wzorze wariancje o2 jej oceng s2, definiuje
sie skalowane réznice 18| wzorem
T T

TR —p) /2 [ )T (14.31)

gdzie przy przejéciu od drugiej do trzeciej roéwnosci zastosowano estymator
s2 = rI'r/(n — p) wariancji o2. Skalowanie, jak wspomniano, sprowadza roznice
do takich wartosci, zeby ich $rednia wariancja bylta réwna jednosci. Jednak nie
zmienia relacji miedzy nimi, a to ogranicza ich zastosowanie. Dlatego czesciej
stosuje sie standaryzowane lub studentyzowane réznice.

Standaryzowane réznice. Z zaleznosci (14.29) wynika, ze D?[r;] = o2(1 —
pii), wiec naturalnym sposobem standaryzacji jest podzielenie roznicy r; przez
jej odchylenie standardowe, ktore wynosi o+/(1 — p;;), przy czym w praktyce ze
wzgledu na nieznajomos$é wariancji o2 pojedynczej obserwacji zastepuje sie ja
estymatorem s2. W ten sposéb definiuje sie standaryzowane réznice

ri
d; NE Tk (14.32)
Wykresy standaryzowanych roznic d; w zaleznosci od odpowiedzi y; sa zblizone do
wykreséw skalowanych roznic ¢;, czy zwyklych réznic r;, z wyjatkiem obserwacji,
dla ktorych odpowiednie elementy p; macierzy P, lezace na jej przekatnej, sa
znacznie wieksze od pozostalych elementéw — zblizone do jedynki.

Standaryzowane ro6znice sa podstawowym narzedziem analizy modelu,
a w szczegblnosci moga stuzyé za miare doktadnosci dopasowania poszczegdlnych
obserwacji do modelu — duza réznica §wiadczy o stabym dopasowaniu obserwacji,
natomiast mata o dobrym. Jednak maja one wade zwigzana z wtasnoscig metody
najmniejszych kwadratow. Jesli wystepuje odstajaca obserwacja, to odpowia-
dajaca jej roznica przyjmuje duza warto$é, co powoduje znaczne zwiekszenie
roznicowej sumy kwadratéw i w konsekwencji zmniejsza wartodci wszystkich
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standaryzowanych roznic (a to skutkuje obnizeniem skutecznos$ci metody). Aby
wyeliminowa¢ te niedogodnosé, Hartley [45] zaproponowal procedure polegajaca
na ponownym dopasowaniu modelu z uzyciem danych z pominieciem odstajacych
obserwacji, a to doprowadzito do zdefiniowania tak zwanych ,studentyzowanych
réznic”.

Studentyzowane réznice. Odstajace obserwacje moga wprowadzaé znaczne
btedy estymacji. Do oceny wplywu i-tej obserwacji dopasowujemy model, wyko-
rzystujac n — 1 pozostatych obserwacji y1,...,%i—1,Yi+1s---,Yn, W ktorych po-
minieto i-ta obserwacje. Na podstawie zredukowanych obserwacji wyznacza si¢
wyréwnang oceng ¥;;) odpowiedzi y; w i-tym punkcie oraz oceng s%i) wariancji
o?. Roznica T(i) = Yi — Ui(s) moze by¢ stosowana jako ocena jakosci dopasowania
modelu w i-tym punkcie. Aby poprawié¢ efektywnosé analizy, standaryzuje sie
roznice r(;), dzielac ja przez estymator jej odchylenia standardowego i otrzymuje
sie w ten sposob tak zwane studentyzowane roznice

=L YO (14.33)
D2[y; — Gi()]

Studentyzowane roznice sg szczegodlnie korzystne do identyfikacji odstajacych
obserwacji. Podstawowg przeszkoda w ich stosowaniu jest jednak potrzeba prze-
prowadzenia pelnej analizy n razy, do wszystkich obserwacji ¢ = 1,...,n, a to
wymaga przeprowadzenia olbrzymiej liczby obliczeri numerycznych. Jednak ob-
liczenia te mozna znacznie skrécié, stosujac wzory opracowane przez Vellemana
i Welscha [107]. Pozwalaja one na obliczenie studentyzowanych roznic na pod-
stawie analizy przeprowadzonej dla wszystkich obserwacji. Mozna wykazaé (por.
[50]), ze

r
b= — (14.34)

s2. (1 — pii)

(’L) (43
gdzie s%i) jest ocena wariancji o2 wyznaczona z yi, ..., Yi—1,Yit1, - - »Yn. T ocene

mozna obliczyé ze wzoru
2 n—op &2 ( 1 > r?
) n—p—1 n—p—1/1—ps
52 9
_ —p—d? 14.35

i —p—d) (14.35)

w ktorym d; jest standaryzowana roéznica okreslona wzorem (14.32).
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Z poroéwnania wzoréw (14.34) oraz (14.32) wynika, ze spelniona jest nieréwnosé
t; > d;.

Studentyzowane réznice sg czulszym wskaZznikiem ztego dopasowania odstaja-
cych obserwacji do modelu niz standaryzowane réznice.

Ze wzgledu na analogie do rozktadu Studenta obie statystyki d;, (14.32) oraz
t;, (14.34), nazywane sa przez wielu autoréw tak samo — studentyzowanymi roz-
nicami. Wartosci ich réznia sie jedynie ocena wariancji o2 znajdujacej sie w mia-
nowniku. W wyrazeniu (14.32) estymator jest oparty na wszystkich obserwacjach,
a statystyka d; nazywana jest wewnetrzng studentyzowang roznicg. W wyrazeniu
(14.34) estymator o2 nie uwzglednia i-tej obserwacji, a statystyka t; jest nazywana
zewnetrzng studentyzowang roznicq.

14.3.3. Wykresy réznic

Rozpatrzymy niektore graficzne metody analizy réznic. Wykresy te pozwalaja
na wykrycie wielu odstepstw od przyjetego modelu i sprawdzenie poprawnosci
przyjetych zatozeri. Sa one podstawowym narzedziem kontroli poprawnosci
otrzymanych wynikéw. Typowe odstepstwa od zalozern wyjsciowych modelu
mozna wykry¢, analizujac zmiany réznic w funkcji réznych wielkosci. Najlepiej
wykorzystaé standaryzowane réznice d; lub studentyzowane réznice t; i sporzadzié
ich wykres wzgledem odpowiedzi (predyktora) y; lub wyréwnanych odpowiedzi g;.

Detekcja odstajacych obserwacji. Wykresy réznic pozwalaja na relatywnie
tatwa detekcje odstajacych obserwacji. Dla duzej liczby obserwacji, n > 30, prosta
i skuteczng procedurg jest regula ,trzech sigm”, ktéra prowadzi do sprawdzenia,
czy maksymalna standaryzowana roznica, dyax = d; spelnia nieréwnosé

‘dl’ > 3.

Jesli ten warunek jest spelniony, dla pewnej obserwacji i zostanie ona odrzucona,
to nalezy sprawdzi¢, w analogiczny sposéb, czy wéréd pozostalych obserwacji jest
odstajaca obserwacja.

Dla mniejszej liczby obserwacji, n < 30, nalezy stosowaé t statystyke lub inne
funkcje. Efektywna miare pozwalajaca na wykrywanie wptywowych (odstajacych)
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obserwacji zaproponowal Cook [14, 15]. Miara ta, nazywana odlegtoscig Cooka,
zdefiniowana jest nastepujaco

(¥ — 9" (e — )
(p+1)s?
(ag — a)" X" X(ay) — a)
(p+1)s?
2

DiiT;
= i . 14.
(p+1)s*(1 — pii)? (14.36)

D; =

Drugie réwnanie otrzymuje sie po wyrazeniu odpowiedzi ¥y w funkcji estymowa-
nych parametréw, natomiast trzecie, korzystajac ze wzoru (14.25).

Mianownik prawej strony pierwszego réwnania (14.36) jest kwadratem odle-
glosci miedzy wektorem ¢ wyréwnanych odpowiedzi wyznaczonych na podstawie
wszystkich n obserwacji a wektorem wyréwnanych odpowiedzi @(i) wyznaczonym
z n— 1 obserwacji (po eliminacji i-tej obserwacji). Statystyka D; jest miara wply-
wu i-tej obserwacji na wszystkie oceny odpowiedzi. Mianownik (p + 1)s? jest
elementem normalizujacym.

Weisberg zbadal wlasnosci statystyki D; [114]. Dla testu sprawdzajacego
wplyw i-tej obserwacji zatozyl poziom istotnoéci o = 0,5 i stad otrzymal na-
stepujacy warunek

D;>1

wskazujac, ze i-ta obserwacje mozna uznaé za wplywowa.

W praktyce stosuje sie réwniez inng, uproszczong procedure. Oblicza
sie odlegtosci Cooka dla wszystkich obserwacji i poréwnuje sie je miedzy soba.
Wystepowanie odlegtodci znacznie wiekszej od pozostalych wskazuje na wpltywowa
obserwacje. Jednak, jak wykazal Hocking [50|, w przypadku wystepowania kilku
obserwacji wplywowych w jednym zbiorze test oparty na odlegtosci Cooka moze
da¢ btedne wyniki.

Badanie normalnosci rozkladu obserwacji. Po eliminacji odstajacych
obserwacji nalezy skontrolowaé, czy pozostate obserwacje maja rozktad normalny.
Badanie to najlepiej przeprowadzi¢, wykorzystujac standaryzowane roznice d;.
Mozna stosowaé rézne testy normalnosci (omoéwione w rozdziale 3). Zaleca sie
jednak zastosowanie, przede wszystkim graficznego testu normalnosci. W tym
celu porzadkuje sie standaryzowane roznice wedlug wzrastajacych wartosci
day < d@g) < --- < d() 1 nanosi wykres wartosci dg;) w punktach (i — %)/n
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na tak zwana ,normalna siatke”. Mozna do tego wykorzystaé¢ specjalistyczne
oprogramowanie komputerowe (w pakiecie MATLAB funkcja normplot).
Jesli spelnione sa zalozenia o rozktadzie normalnym, to punkty te powinny
w przyblizeniu leze¢ na linii prostej. Pojedyncze punkty oddalone od linii
prostej wskazuja na odstajace obserwacje. Nalezy podkresli¢, ze dla matej liczby
obserwacji n zwykle nie jest mozliwe rozstrzygniecie, czy odstajaca obserwacja
powinna byé odrzucona.

Badanie zmian ré6znic w funkcji wyréwnanych ocen. Wiele odstepstw
od zalozern mozna wykryé, badajac wykresy zmian roznic d; (lub ¢;) w funkcji
roznych zmiennych.

@
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Rys. 14.1. Typowe wykresy roznic: (a) odpowiedni wykres, (b) wykres wskazujacy, ze

wariancja obserwacji wzrasta wraz ze wzrostem wartosci odpowiedzi y, (c) obecnosé

trendu systematycznego wskazuje na nieodpowiedni model, (d) obecnosé liniowego trendu
wskazuje zazwyczaj na bltedy w obliczeniach numerycznych
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1. Badanie zmian wariancji obserwacyi w funkcji odpowiedzi. W przypadku gdy
wariancja odpowiedzi y; (bledu obserwacji ;) jest stata, wtedy wartosci réznic d;
powinny mie¢ jednolity rozktad. Taka sytuacje mozna zaobserwowaé na rysunku
14.1a, gdzie roznice rozlozone sa jednolicie w pasie o jednakowej szerokosci. Na
rysunku 14.1b przedstawiona jest inna, typowa sytuacja, gdy réznice roztozone sa
w obszarze w ksztalcie rozszerzajacego sie klina. Wykres taki wskazuje na wzrost
wariancji obserwacji wraz ze wzrostem odpowiedzi — zwykle jest to jednoznaczne
ze wzrostem numeru obserwacji i. Nalezy w tym przypadku zastosowaé transfor-
macje ,stabilizujacg” ich wariancje lub stosowaé¢ wazona metode NK.

2. Sprawdzanie adekwatnosci modelu. Na rysunku 14.1c réznice ukladaja sie
wokol krzywej, a nie wokot osi poziomej jak na rysunku 14.1a. Jest to typowa
sytuacja, ktora wskazuje na nieodpowiedni model. Nalezy zastosowaé¢ inny model
matematyczny obiektu lub uzupelié poprzedni o linie trendu dopasowana do
sredniego wykresu zmian réznic. Przyktadem moze byé sytuacja, gdy zatozono
liniows, zalezno$é¢ y = ag + a1z, a tymczasem wlasciwym modelem jest funkcja
kwadratowa y = ag + a1z + asz?.

3. Btgd w obliczeniach. Ukladanie sie réznic wokoét linii monotonicznej, np.
prostej jak pokazano na rysunku 14.1d moze wskazywaé¢ na btad w obliczeniach.
Nalezy skontrolowaé program komputerowy.

Wykres réznic w funkcji pominietej zmiennej. Kazda zmienna, ktéra
wplywa na odpowiedz systemu powinna by¢ uwzgledniona jako regrersor (pobu-
dzenie) x. Jednak eksperymentator nie ma czesto informacji o wszystkich istot-
nych zmiennych wpltywajacych na odpowiedz i moze niektére pominaé. Wykres
zmian réznic wzgledem pominietej zmiennej moze pomoc wykryé taka sytuacje.
Przeprowadzenie odpowiedniego testu wymaga jednak informacji o wartosciach
przyjmowanych przez pominieta zmienng w czasie eksperymentu. Przyktadem
zmiennej, ktora czesto jest pomijana, jest czas. Zwykle pomiary wykonywane sa
w kolejnych punktach czasowych, wiec odpowiednim wykresem sprawdzajacym,
czy czas zostal pominiety, jest wykres roéznic d; w funkeji 4, ktéry moze wskazaé
na istnienie korelacji miedzy kolejnymi réznicami. Korelacje mozna zaobserwowaé
na wykresie zaleznosci réznic od czasu lub/i stosowaé testy statystyczne. Czesto
stosowany jest do tego celu test zaproponowany przez Durbina i Watsona [23].
Stuzy on do testowania hipotezy H, ze wspoOtczynnik a w modelu autoregresji
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Yi = ay;—1 + €; jest réwny zeru. Durbin i Watson zastosowali statystyke

D="=2__ (14.37)

oparta na kryterium Abbego, [70]. Dla tej statystyki i réznych poziomoéw istotnosci
obliczyli wartosci graniczne dy, i dy (odtworzone nastepnie przez Abrahama [1])
oraz wykazali, ze zalezg one jedynie od liczby regresorow (dla modeli z wieksza
liczba regresorow). Testowanie hipotezy polega na zbadaniu relacji statystyki D
wzgledem granic dr, i dyy, i podjeciu decyzji: jesli D > d,, to hipoteza H jest
przyjmowana, gdy D < dj, odrzucona; natomiast test nie rozstrzyga, gdy dy <
D < dy.



Rozdzial 15

Estymatory odporne w analizie regresji

7 dotychczasowej analizy wynika, ze gdy obserwacje y; spetniaja podstawo-
we zalozenia analizy regresji, a zwlaszcza maja rozklad normalny, wowczas es-
tymatory wyznaczone metoda najmniejszych kwadratéw maja wiele pozadanych
wlasnosci. Przede wszystkim dla modeli liniowych pokrywaja sie z estymatorami
najwiekszej wiarygodnosci i sg wzgledem podstawowych kryteriow optymalne.
Jednak wsroéd badaczy jest obecnie $wiadomosé niebezpieczeristwa, jakie niesie
dla metody NK pojawienie sie nietypowych danych, a zwtaszcza odstajacych ob-
serwacji [4, 92]. Ponadto, jesli rozktad prawdopodobieristwa obserwacji odbiega
od rozktadu normalnego, na przyktad jest tak zwanym ,rozkltadem dlugoogono-
wym”, to wyniki otrzymane metoda najmniejszych kwadratéw moga by¢ dalekie
od optymalnych [3|. Odstajace obserwacje pojawiaja sie czesto w rzeczywistych
danych i moga by¢ niezauwazone, zwlaszcza gdy obliczenia przeprowadzane sa
za pomocg komputera. Nie tylko odpowiedZ y ukladu moze byé obciazona nad-
miernymi bledami, rowniez regresory x (wielkosci wejsciowe) moga ,odstawaé” od
$rednich wartosci, prowadzac do pojawienia sie tak zwanych ,punktéw dzwignio-
wych” (ang. leverage points). Oba rodzaje odstajacych obserwacji moga znacznie
znieksztalcié wyniki otrzymane klasycznag metodg NK. Warto tu podkreslié, ze
w przypadku gdy wystepuje wiecej niz jeden regresor, odstajace obserwacje moga
nie by¢ bezposrednio widoczne na wykresie i sa trudne do wykrycia.

Dla zaradzenia tym problemom opracowano specjalne estymatory nazywa-
ne odpornymi (ang. robust estimators). Estymatory odporne charakteryzuja sie
znacznie zmniejszong wrazliwoscia na odstajace obserwacje, a jednocze$nie na-
wet dla rozktadéw normalnych ich wtasno$ci w niewielkim stopniu odbiegaja od
wlasnosci estymatoré6w najmniejszych kwadratow. Wada ich jest jednak wicksza
ztozonosé obliczeniowa i czesto trudnosci w interpretacji wynikéw. Odporne meto-
dy estymacji stanowig obecnie duzy dziat statystyki matematycznej. W rozdziale
tym ograniczymy sie jedynie do krotkiego omdwienia podstaw estymacji odpornej,
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a zainteresowanemu ta problematyka czytelnikowi poleca sie monografie Hubera
[58] 1 Rousseeuwa [92].

15.1. Odporno$é estymatoréw na odstajace obserwacje

Zanim przejdziemy do przedstawienia estymatoréw odpornych oméwimy
,punkt zalamania estymatora” — miare odpornosci estymatora na zaklécone ob-
serwacje zaproponowang przez Hodgesa [52].

Niech I' = {z,...,2,} bedzie n-elementowym zbiorem, w ktéorym z =

(i1, ..., Tip, yi) sa clagami danych, T regresorami, Y; = a1 + -+ ApTip + &
obserwacjami, ¢ = 1,...,n, i niech

Tl =a (15.1)
bedzie dowolnym nieobcigzonym estymatorem parametrow a = [aq, . .. ,ap]T wy-

znaczonym metodami regresji z danych I'. Symbolem I oznaczymy ciag danych
utworzonych ze zbioru I', w ktorych k-elementéw zostato zaktdéconych — zastapio-
nych przez dowolne wartosci liczbowe; natomiast symbolem O(k; T, I') oznaczymy
maksymalne obciazenie estymatora 1T spowodowane takimi zakt6ceniami, wiec

O(k; T, I') = Sup T () = T(I)], (15.2)

gdzie supremum wyznaczane jest po wszystkich zaktéconych ciagach danych I.
Jesli obciazenie O(k; T, I") jest nieskonczone, to k odstajacych obserwacji moze
mie¢ dowolnie duzy wplyw na estymator T. Mowimy wtedy, ze estymator sie
zatamuge.

Miara odpornosci estymatora na odstajace obserwacje jest punkt zatamania
estymatora T, ktorym jest liczba

ﬁ(T,F)—mkin{::O(k;T,F)—oo}. (15.3)
Tak wiec punkt zatamania jest réwny stosunkowi najmniejszej liczby danych,
ktérych zmiana moze spowodowaé¢ dowolnie duze obcigzenie estymatora T do
liczby wszystkich danych n. Estymatory odporne powinny mieé¢ jak najwicksza
warto$¢ punktu zatamania, przy czym nie mozna przekroczy¢ wartosci 0, 5. Jesli
B(T,I') = 0,5, to oznacza, ze dla takiego estymatora nawet potowa danych moze
byé zakltécona.
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W estymatorach NK zmiana jednej danej, na przyktad y;, moze spowodowaé
dowolnie duzg zmiane wartosci estymatora, stad punkt zalamania metody NK

jest réwny

O(k:T,T) = % (15.4)

i dazy do zera, gdy n — oo. Oznacza to, ze punkt zalamania estymatoréw NK
wynosi 0. Zilustrowano to prostym przyktadem 15.1.

Przyklad 15.1. Zatézmy, ze dokonano n pomiaréw bezposrednich wielkosci a
i otrzymano y; = a + ¢;, ¢ = 1,...,n. Elementy z; zbioru danych I' sa réwne
zi = (1,y;); w modelu tym wszystkie regresory x;; sa réwne 1. Jesli spelnione
sa podstawowe zalozenia analizy regresji, to nieobciazonym estymatorem NK pa-
rametru a jest Srednia arytmetyczna a = y. Zalézmy, ze jedna obserwacja, dla
ustalenia uwagi przyjeto, ze jest nia y;, zostanie zaktdcona, jezeli y; — oo, to
estymator ¢ parametru a dazy do nieskoniczonodci, a stad wynika, ze obciazenie
estymatora dazy do nieskoriczonosci dla k = 1, wiec punkt zalamania k/n esty-
matora ¢ dazy do zera, gdy liczba obserwacji dazy do nieskoriczonosci. Jesli za
estymator parametru a przyjmiemy mediane proby, to tatwo zauwazyé, ze do-
wolna zmiana pojedynczej obserwacji, np. y; — 0o nie powoduje istotnej zmiany
estymatora, wiec punkt zalamania mediany jest G(T,I') > 1/n. Czytelnikowi
pozostawiamy wyznaczenie punktu zalamania mediany préby dla dowolnej liczby
obserwacji. O

15.2. M-estymatory

Sposréd wielu klas estymatoréw odpornych duze zastosowanie znalazty
M-estymatory. Zawdzieczaja to zaréwno swoim wlasnosciom, jak i tatwej inter-
pretacji. Przedstawimy podstawy M-estymatorow.

Przypomnijmy, ze metoda najmniejszych kwadratéw polega na wyznaczeniu
takich warto$ci parametréw, ktére minimalizuja sume

Q@) = min Y
J -
)
gdzie
i =Y — (xilal +"'+w’ipap)7 ] = 1)"'7”7 (155)

jest roznicag migdzy obserwacja y; odpowiedzi uktadu a jej oceng xj1a1+- - - +xipay
otrzymang dla dowolnych wartosci parametrow a;.
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Podstawowa wada metody NK jest duza wrazliwo$¢ na odstajace obserwacje.
Wynika to stad, ze réznice podnoszone sa do kwadratu, a to powoduje, ze od-
stajace obserwacje wptywaja na estymatory NK w znacznie wiekszym stopniu
niz regularne punkty. W rezultacie istnienie odstajacych obserwacji wprowadza
znaczne btedy estymacji NK.

Juz w 1887 r. Edgerworth [92] zaproponowal alternatywna metode estymacji
(do metody NK), w ktorej minimalizowana jest suma wartosci bezwzglednych
odchyleri

o(a) = min Y || (15.6)

Rozwiazanie to nazywane jest rowniez regresja L; (oznaczenie pochodzi od ozna-
czenia normy Lj). Problem minimalizacji normy L; mozna zredukowaé¢ do ,li-
niowego programowania’, gdzie do wyznaczenia minimum stosowana jest zwykle
metoda simpleksow. Jednakze, jak wykazali Rousseeuw oraz Leroy [92], s. 11-12,
norma L nie zabezpiecza w pelni przed wpltywem odstajacych obserwacji.

Naturalnym uogolnieniem metod Lj i Ly (NK) jest metoda L,, p € (1;2),
w ktorej minimalizowane jest wyrazenie

= mi 1P
g(a) = n&;nz IrilP,  1<p<2 (15.7)

i

Dla p = 2 otrzymuje sie metode najmniejszych kwadratéw — norma Lo. Niekto-
rzy autorzy (na przyktad Andrews [4] i Hogg [54]), proponuja przyjecie kompro-
misowej wartosci p = 1, 5. Jednakze, jak wykazujg badania przeprowadzone przez
Rousseeuwa i Leroya [92], r6wniez i to rozwiazanie nie jest w pelni zadowalajace.

Nastepnym krokiem w rozwoju estymatoréw odpornych byty zaproponowa-
ne przez Hubera [57, 58] tak zwane M-estymatory. Bazuja one na zastapieniu
wyrazenia |r;[P w roznicowej sumie kwadratow (15.7) przez pewna funkcje p(r;)
roznicy r;, skad otrzymuje sie

g(a) =min}  p(ri), (15.8)
=1

gdzie p oznacza symetryczna funkcje (taka, ze p(—t) = p(t)) z jednoznacznie okre-
slonym minimum w zerze. Funkcja ta nazywana jest funkcjg kryterialng. Ktadac
p(t) = 2, otrzymuje sie klasyczng metode najmniejszych kwadratow — regresje
Lo, podobnie ktadac p(t) = |t| otrzymuje sie regresje Li. Tak wiec M-estymatory
mozna uwazac za uogdlnienie estymatoréw L.
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Minimum funkcji g(a) okreslonej wzorem (15.8) wyznacza sie posrednio, ob-
liczajac jej pochodne wzgledem parametréw a; i przyréwnujac je do zera. Stad
otrzymuje sie uktad réwnan

n

i=1

w ktorym funkcja i jest pochodna funkcji p. Stosowane sg nieliniowe funkcje 1,
jak réwniez takie, ktore nie majg pochodnych w kazdym punkcie i wyznaczenie
minimum funkcji g(a) moze stwarza¢ znaczne problemy numeryczne.

Rousseeuw wykazal (por. [92], s. 12), Ze rozwiazanie uktadu rownan (15.9) za-
lezy od sposobu skalowania osi y. Dlatego zaleca sie stosowanie standaryzowanych
roznic, wtedy rownanie (15.9) sprowadza si¢ do

n

S w(rifo)xg, j=1,...,p, (15.10)

i=1
gdzie & jest biezaca estymata wariancji.

Zasadniczym problemem w konstruowaniu M-estymatoréw jest odpowiedni
dobor funkceji kryterialnej p odpowiedniej do analizowanego problemu i zapewnia-
jacej pozadane wlasnosci estymatora. Najwieksze zastosowanie znalazta nastepu-
jaca funkcja kryterialna zaproponowana przez Hubera [58]

1,2
st It| < h
= 2> ;
p(t) { h|t| —in%, |t| > h, (15.11)

gdzie h jest parametrem, ktéry przedstawia sie zwykle w formie iloczynu
h = cs,

w ktorym c jest liczbg dobierana do analizowanego problemu, natomiast s jest od-
pornym estymatorem odchylenia standardowego o pojedynczej obserwacji. Opcjo-
nalny parametr ¢ pozwala na podzial obserwacji na dwie grupy. Obserwacje, dla
ktorych roznice sa mniejsze niz cs, zalicza sie do pierwszej grupy i maja one
wieksza wage — taka jak w metodzie NK. Pozostale obserwacje, odpowiadajace
im réznice sa wieksze niz cs, maja mniejsza wage, a wiec w mniejszym stopniu
wplywaja na estymatory. Eksperymentator powinien dobra¢ odpowiednia do celu
wartos$¢ parametru ¢. Huber [58] proponowal ¢ = 2, 1.

Zaproponowana przez Hubera funkcja p(t) (wzor (15.11)) ma interesujace wla-
snosci. Dla matych bledéw stosowane jest kryterium najmniejszych kwadratow,
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metryka Lo, natomiast dla wiekszych btedéow metryka L. Parametry funkcji p(t)
zostaly tak dobrane, aby byla ona funkcja ciagta. Ze wzoru (15.11) wynika, ze
funkcja ta zachowuje wtasnosci estymatorow z metryka Lo (NK) dla malych roz-
nic r; i wlasnosci estymatoréw L; dla duzych roznic. Zaleta jej sa relatywnie
proste obliczenia numerycznie. Ponadto M-estymatory sa statystycznie bardziej
efektywne niz estymatory Li, jednak ich punkt zatamania jest rowny 1/n — wiec
nie uzyskuje sie poprawy punktu zatamania zaréwno wzgledem estymatoréow z me-
tryka Lo, jak i metryka L.

Niski punkt zatamania M-estymatorow stymulowal badania majace na ce-
lu poprawe ich wlasnoéci. Wynikiem tych badan bylo miedzy innymi opracowa-
nie uogdlnionych M-estymatoréw. Charakterystyczna cecha tych estymatorow jest
funkcja wag w(t) pozwalajaca na elastyczne zmniejszanie wptywu odstajacych ob-
serwacji. Oméwiono podstawowa klase tych estymatoréw, tak zwang ,jiteracyjna
metode najmniejszych kwadratow”.

15.3. Iteracyjna metoda NK z doregulowaniem wag

W celu rozwigzania problemu znalezienia minimum sumy (15.8) zalozono, ze
funkcja kryterialna p(t) jest rézniczkowalna. Ponadto uwzgledniono fakt, ze roz-
wigzanie jest szczegolnie proste, w metodzie NK, tj. gdy funkcja p(t) jest postaci
p(t) = t2. Obliczajac pochodng funkcji kryterialnej (15.8) M-estymatoréw, otrzy-
mamy

dg(a) < 0p(r;) Or;
8(1]' N ; a’l“i Gaj
" 6”
= ;w(ri) <2ri%>, (15.12)
gdzie
1 9p(r;
w(r) = 5- g;) (15.13)

jest funkcja wag.

Dla kryterium NK, estymatory Lo, p(r;) = r?, wiec po podstawieniu do wzoru
(15.13) otrzymuje sie wagi w; = 1. Wynika stad nastepujacy iteracyjny schemat
obliczeniowy iteracyjnej metody NK z doregulowaniem wag:

1. W pierwszym kroku algorytmu iteracyjnego przyjmuje sie takie same wagi,
(1)

zwykle w(r;”’) = 1 — wyznacza si¢ estymatory metoda NK.
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2. Wyznacza sie estymatory a') NK, minimalizujac funkcje Qa) =X ri
3. Znajac oceny a, wyznacza sie réznice 7"52) = r; — dla drugiego kroku
iteracyjnego.

4. Dla tych réznic wyznacza sie nowe wagi wZ@) ze wzoru (15.13).
5. Wyznacza sie nowe estymatory &(2), stosujac wazong metode NK, tj. mini-

malizujac funkcje
_ (2),.(2)
Qa) = E w(r,)r; ™. (15.14)

(3)

6. Korzystajac z otrzymanych estymatoréw, wyznacza si¢ nowe roéznice r;

itd.

Proces iteracyjny kontynuuje si¢ az do uzyskania odpowiednio doktadnego
rozwiazania.

Stosujac kryterialna funkcje M-estymatoréw zaproponowana przez Hubera
(15.11), otrzymuje si¢ wagi

1 |’FZ| < h,

w(ry)) =9 h iril > h, (15.15)
|7l

gdzie h = cs, s jest estymatorem odpornym wariancji o, natomiast ¢ jest zalozo-

nym wspolczynnikiem. Huber przyjmowal warto$é¢ ¢ = 2, 1.

Idea metody jest widoczna. W pierwszym kroku zaczyna sie od metody NK,
wagi w(r;) = 1. W nastepnych krokach, jesli reszta r; jest mata (mniejsza od okoto
2,1 o), to przypisuje si¢ jej wage 1. Jesli duza, z; > h, to zmniejsza si¢ wage,
przy czym maleje ona w miare wzrostu reszty. Metoda jest efektywna, jednak jej
punkt zalamania jest w dalszym ciagu rowny 1/n. Rowniez inne rodzaje ogolnych
M-estymatoréw nie poprawiaja punktu zalamania. Omoéwimy teraz estymatory
medianowe charakteryzujace sie wickszym punktem zatamania.

15.4. Estymatory medianowe

Zaréwno M-estymatory, jak i uogélnione M-estymatory maja punkt zalamania
1/n. Pojawia si¢ wiec pytanie, czy istnieja estymatory o wigkszym punkcie zata-
mania. Pozytywna odpowiedz dal Siegel [103|, definiujac tak zwane estymatory
z powtarzang mediang, ktorych punkt zalamania wynosi 50%. Jest to najwiek-
sza warto$é, jaka moze osiagnaé punkt zatamania, gdyz jesli ponad 50% danych
jest znieksztalconych, to nie mozna okresli¢, ktoére z nich sa poprawne. Jednak
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estymatory z powtarzana mediang majg kilka wad. Przede wszystkim wymagaja
bardzo duzej liczby obliczen i nie sg ekwiwariantne do liniowych przeksztalceri
regresorow x;;. Estymatory te znalazly zastosowanie jedynie do modeli o malej
liczbie parametréw. Estymatorami o duzej wartosci punktu zalamania, ktore zna-
lazty szersze zastosowanie sa ,estymatory najmniejszej mediany kwadratow” [93]
oraz ,trymowane estymatory najmniejszych kwadratow” [92].

Estymator parametréw a nazywamy estymatorem najmniejszej mediany kwa-
dratow (NMK), jesli minimalizuje wyrazenie

min med r2, i=1,...,n, (15.16)

gdzie med 72 oznacza mediang zbioru {r?}. Minimalizacja przeprowadzana jest
wzgledem parametrow a = [aq, ... ,ap]T. Duza odpornosé estymatoréw NMK wy-
nika z dziedziczenia przez nie wlasnosci mediany. W szczegélnosci punkt zata-
mania estymatorow NMK jest rowny 1/2 (50%), a wiec przyjmuje najwicksza
mozliwa wartos¢, jaka moze osiagnaé jakikolwiek estymator. Podstawowa wada
estymatorow NMK jest staba zbieznosé algorytmoéw numerycznych.

Kompromisowym rozwigzaniem, ktére z zachowaniem duzej wartosci punktu
zalamania estymatora charakteryzuje sie relatywnie szybko zbieznym algorytmem
numerycznym, jest zaproponowany przez Rousseeouwa [93| trymowany estymator
nagmniejszych kwadratéw (TENK) zdefiniowany wzorem

k
min » ), (15.17)
Y

gdzie 1"(21),1"(22), . ,r%n) jest uporzadkowanym ciagiem kwadratéow reszt 72, nato-

miast k jest liczba naturalng mniejsza niz n, doktadnie £ < n. Minimum wyrazenia
(15.17) wyznacza sie wzgledem parametrow ay, ..., a,. Tak wiec trymowany es-
tymator najmniejszych kwadratéw jest po prostu ,zwyklym” estymatorem NK,
z ta rbzmica, ze pomija pewng liczbe obserwacji charakteryzujacych sie duzy-
mi resztami. Dzieki temu mozna uzyska¢ duza warto$é wspolczynnika zatamania
estymatora. Zaleta tego estymatora jest dziedziczenie wlasnosci estymatora NK,
a zwlaszcza jego prostota. Wartosé punktu zatamania TENK zalezy od wartosci k,
czyli liczby uwzglednionych danych. Najwieksza wartos¢ wspodtczynnika zatamania
estymatora, zblizona do 50%, osiaga sie, gdy liczba uwzglednianych obserwacji k
wynosi okoto n/2; przypomnijmy, ze k powinno by¢ nie wieksze niz n/2.

Wobec duzej liczby réznych estymatoréw odpornych pojawia sie problem wy-
boru klasy estymatoréw i nastepnie konkretnego estymatora w danej klasie. Na
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przyktad w przypadku M-estymatoréow nalezy dodatkowo wybraé¢ funkcje kryte-
rialna p(t), natomiast w przypadku estymatorow TENK nalezy dobraé liczbe k
uwzglednianych w analizie obserwacji. Wybor zalezy od celu i zatozonych wtasno-
$ci estymatorow. Na przykiad, jesli obserwacje maja rozklad zblizony do normal-
nego, a ponadto pojawiaja sie obserwacje odstajace od innych w stopniu niewiele
odbiegajacym od rozktadu normalnego, to dobrym rozwiazaniem sa M-estymatory
z funkcja kryterialna Hubera (15.11). W przypadku gdy moze pojawi¢ sie duza
liczba znacznie zakl6conych obserwacji, wtedy nalezy wybraé¢ estymator NMK lub
prostszy rachunkowo estymator TENK.






Dodatek A

Wybrane wiadomo$ci z podstaw matematyki

A.1. Algebra macierzy

A.1.1. Wektory wlasne i wartosci wlasne

Niech A bedzie macierza kwadratows o wymiarze n x n. Jesli dla niezerowego
wektora x i pewnej liczby A spelnione jest réwnanie

Ax = )\,

to x nazywamy wektorem wtasnym, a A wartoscig wtasng macierzy A. Jesli x jest
wektorem wtlasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wtasnej A, to kazdy
wektor azx, gdzie a € R, jest roéwniez wektorem wlasnym odpowiadajacym tej
samej wartosci wlasnej. Wektory wtasne odpowiadajace tej samej wartosci wlasnej
tworza jednowymiarowa przestrzen wektorowa.

Przenoszac w podanym réwnaniu czton z prawej strony na lews, po przeksztat-
ceniach, otrzymuje sie rownanie

(A—\)z =0,

ktore ma rozwiazanie, gdy

|A — AIL,| = 0.

Wyznacznik |A — A\I,| jest wielomianem charakterystycznym macierzy A. Pier-
wiastki tego wielomianu sg wartosciami wlasnymi macierzy A. Macierz kwadra-
towa A o wymiarze n X n ma n wartosci wlasnych (w przestrzeni zespolonej).

1. Wartodci wtasne macierzy symetrycznej sg rzeczywiste.

2. Wektory wlasne z; i z;, odpowiadajgce roznym wartosciom wlasnym A; i Aj,
sg ortogonalne.
Dowéd. Z definicji Az; = \jz;, Az; = A\jz;. Mnozac pierwszg réwnosé lewo-
stronnie przez .'I:]T, a druga przez :L';‘F ; nastepnie odejmujac otrzymane réwnosci
stronami, otrzymuje sie

(Ai — Aj)a] @i = 0,
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a stad :B;‘Fazz = 0, co jest warunkiem ortogonalnoéci. O
3. Rzad symetrycznej macierzy A jest réwny liczbie jej niezerowych wartosci
wlasnych.
Dowédd. Dla dowolnej symetrycznej macierz A istnieje macierz ortogonalna C,
dla ktorej A = CTAC, gdzie A jest macierza diagonalna. Uwzgledniajac fakt,
ze jesli D jest dowolna macierza nieosobliwa, n x n, to rank(A) = rank(DA)
otrzymamy: rank(A) = rank(CT A C) = rank(A), a rzad macierzy diagonalnej A
rowny jest liczbie jej niezerowych elementéw. O

A.1.2. Slad i rzad macierzy

Sladem macierzy kwadratowej A = [a;;] 0 wymiarze n X n nazywamy sume
jej diagonalnych elementéow

tl“(A) = Z (e
=1

Jedli wymiary macierz sg zgodne, to
1. tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
2. tr(AB)= tr(BA).
Obie wlasno$ci mozna tatwo sprawdzi¢ bezposrednio.
3. Jesli A jest macierza symetryczna o wymiarze n X n i wartosciach wtasnych
Al,...,)\n, to

tr(A) =Y "\ (A1)

Dowédd. Poniewaz A jest macierza symetryczna, wiec istnieje macierz ortogonalna

C taka, ze CT AC = diag[\y,...,\,] = A, lub co jest réwnowazne A = CACT.

W zwiazku z tym tr(A) = tr(CACT) = tr(CCTA) = tr(A) = 7, \i, gdyz dla

macierzy ortogonalnej C~' = CT. O
4. Dla zalozen jak w poprzednim punkcie

n

tr(A™Y) = Z A7h, (A jest nieosobliwa) (A.2)

i=1
Dowo6d. Poniewaz A = CTAC, wiec A~! = CTA7IC, stad tr(A71) =
tr(CTA1)C) = tr(A7Y) =37, A 0
Rzedem macierzy kwadratowej A = [a;;], oznaczenie rank(A), o wymiarze

n X n nazywa sie liczbe liniowo niezaleznych kolumn tej macierzy. Mozna wyka-
zaé, ze liczba liniowo niezaleznych kolumn jest réwna liczbie liniowo niezaleznych
wierszy.
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A.1.3. Macierze ortogonalne

Macierz kwadratowa C, o wymiarze n X n, nazywamy macierzq ortogonalng
jesli €' = CT'. Macierze ortogonalne maja nastepujace wlasnosei:

1. Wiersze i kolumny macierzy ortogonalnej C' sa ortogonalnymi wektorami
o normie 1.

2. |C| = +1.

3. —1<Cij<1,gdyi7éj.

4. Macierz ztozona z wektoréw wlasnych macierzy symetrycznej jest ortogo-
nalna.

A.1.4. Macierze idempotentne

Macierz kwadratowa P, o wymiarze n X n, nazywamy macierzq idempotentng
jesli P? = P. Symetryczna idempotentna macierz nazywana jest macierza rzutu-
jaca. Macierze idempotentne maja nastepujace wlasnosci:

1. Symetryczna macierz P jest idempotentng macierzg rzedu r, r < n, wtedy
i tylko wtedy, gdy r jej wartosci wlasnych rowna jest 1, a n — r wartosci wlasnych
réwna jest 0.

Dowod. Jesli P jest macierza idempotentng, to z rownosci Px = Az, po lewo-
stronnym pomnozeniu obu stron réwnania przez x!, wynika \z!z = z! Pz =
' P’z = (Px)T(Pz) = M2’z Odejmujac pierwsze wyrazenie od ostatniego,
otrzymuje si¢ réwnanie A(A — 1)z’ £ = 0 lub po uproszczeniu A(A — 1) = 0, stad
wartosci wlasne moga by¢ rowne 1 lub 0. O

2. Jesli P jest macierza rzutujaca, to tr(P) = rank(P).

Dowdd. Jesli rank(A) = k, to k jej wartosci whasnych rownych jest jeden, a po-
zostalych n — k zeru jest 0. Z (A1.2.3) wynika, ze tr(A) =Y A =k. O

3. Jesli P jest macierza idempotentna, to I, — P jest réwniez macierza idem-
potentng.

Dowod. (I, — P)?=1,-2P+ P*=1,- 2P+ P=1,— P. O

A.1.5. Macierze blokowe

Jesli macierze A i C sg symetryczne, to

A B|' [A'+ED'E" —ED!
B C B ~DB'E" Dt

gdzie D= C'A"'B i E= A"!'B.
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Wzér ten mozna sprawdzi¢ bezposrednio, sprawdzajac, ze po pomnozeniu wyj-
Sciowej macierzy przez odwrotng otrzymuje sie macierz jednostkows.

A.1.6. Faktoryzacja macierzy

Rozwiazanie uktadu réwnan liniowych Az = b, A € R™" x, b € R" zapi-
sywane jest symbolicznie wzorem & = A~'b. Jednak, jak pisza Dennis i Schnabel
[20], czytelnik mato obeznany z numerycznymi algorytmami rozwiazywania row-
nan liniowych moze odnies¢ z tego zapisu wrazenie, ze w rzeczywistych algoryt-
mach (stosowanych w pakietach komputerowych) oblicza si¢ macierz odwrotna
A~ i nastepnie mnozy sie ja przez b. Tymczasem efektywne algorytmy rozwia-
zywania uktadéw réwnan liniowych wykorzystuja techniki faktoryzacji macierzy,
ktore polegaja na roztozeniu macierzy A na iloczyn

A=A - Ay----- Ay,

gdzie kazda z macierzy A; ma postaé¢ tatwa do rozwiazania uktadu rownari (obli-
czenia odwrotnej). Zwykle liczba elementow w rozktadzie wynosi k = 2 lub 3. Dla
dowolnej macierzy kwadratowej dwoma waznymi faktoryzacjami sa PLU oraz
QR, gdzie P jest macierzg permutacji, L macierza dolng trojkatna, R i U macie-
rzami goérnymi trojkatnymi, €) macierza ortogonalna.

Dla macierzy A symetrycznej i dodatnio okreslonej (z taka mamy do czynienia
w metodzie najmniejszych kwadratow, gdzie A = XTX) efektywnym algorytmem
jest faktoryzacja Cholesky’ego A = LLT lub A = UT U, gdzie U jest macierza
gorna, a L dolna trojkatna. W metodzie najmniejszych kwadratéw wazna role od-
grywaja rowniez: ,rozklad macierzy wzgledem wartosci osobliwych (ang. singular
value decomposition (SVD)) oraz ,operator wymiatania” (ang. sweep operator).
Przedstawimy najwazniejsze z tych metod.

A.1.7. Operator wymiatania

Operator wymiatania (sweep operator) jest uzyteczna modyfikacja metody eli-
minacji Gaussa, pozwalajaca na efektywne odwracanie macierzy i rozwigzywanie
uktadéw réownan liniowych. Przedstawimy podstawy operatora sweep opracowane
na bazie artykulu Goodnighta [39].

Macierz A jest transformowana do macierzy B wzgledem k-tego elementu
diagonalnego

B = Sweep(k)A, (A.4)
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gdy elementy b;; macierzy B zdefiniowane sa wzorami

1
b = —,
ALk
bik = - ik ) { # k;)
Qkk
Qafj .
bk] = 7Ja J 7& ka
Ak
Ak . .
sz = aij—ilakk], Z%k,j#k

Mozna wykaza¢ (por. [39]), ze w wyniku przeprowadzenia operacji sweep na
wszystkich diagonalnych elementach otrzymuje sie macierz A~'. Ponadto ope-
racja sweep jest przemienna

Sweep(k)Sweep(r)A = Sweep(r)Sweep(k)A.

Powtorzenie operacji wzgledem tego samego elementu, na przyktad k, kasuje po-
przednia, tj.
Sweep(k)Sweep(k)A = A.

A.1.8. Dekompozycja Cholesky’ego

Mozna wykaza¢ (por. [100]), ze jesli A jest macierza symetryczng i dodatnio
okreslong o wymiarze p X p, to istnieje jednoznacznie okreélona macierz tréjkatna
gorna U, p x p, dla ktorej A = U’ U. Elementy u;; macierzy U mozna obliczyc
w kolejnych krokach ze wzorow

Krok 1.
uil = +aii, (A.5)
wy = % i=2,3,....p. (A.6)
Krok 2. Dlai=2,3,...,p—1
u; = 0, j<i, (A7)

i1 5\ V2
u; = aii_zkzluki ; (A.8)

i—1
Q5 — Zkzl Uk Uk
)
Ui

j=i+1,...,p. (A.9)
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Krok 3.

_ 1/2
Upp = (app - Zizi u%l) . (A.10)

Istotne jest obliczanie elementéw u;; w odpowiedniej kolejnosci, gdyz przy
obliczaniu kolejnych elementéw wykorzystywane sa wartosci poprzednio wyzna-
czone. 7Z zatozenia o dodatniej okreslonosci macierzy A wynika, ze wyrazenia pod
pierwiastkiem sa nieujemne.

Macierz T odwrotna do gornej trojkatnej U jest rOwniez macierza gorng troj-
katna, a elementy jej mozna tatwo wyznaczy¢, wiec odwrotng do A oblicza sie ze
wzoru

At =y (U = 717, (A.11)
gdzie
1 .
tiz’ = —, Z:L...,p, (A12)
(%73
J;A Wiptrs
- W i—it1.p. (A.13)
(13

Stad rs-ty element macierzy B! jest rowny

P
(B™Y),, = Ztrktska s=r,r+1,...,p. (A.14)
k=s

A.1.9. Rozklad wzgledem wartosci osobliwych

Obliczanie iloczynu X7 X i nastepnie (X7 X)~! powoduje utrate doktadnosci
estymatorow, szczegdlnie w przypadku, gdy macierz ta jest Zle uwarunkowana.
Mozna uniknaé tych probleméw, stosujac rozktad macierzy X wzgledem warto-
ci osobliwych SVD (skrot angielskiego okreslenia singular value decomposition).
Podamy podstawy tego rozktadu, polecajac czytelnikowi zainteresowanemu bar-
dziej szczegdltowo tym zagadnieniem monografie Kennedy’ego i Gentlea [62], prace
Golub’ea [36], Bjorka [8] oraz Watkinsa [112].

Dowolna macierz X, o wymiarze n X p, rzedu k < p (p < n) moze by¢ przed-
stawiona w postaci

X=UDV!, (A.15)
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gdzie U jest macierza ortogonalna o wymiarze n x n, V jest macierza ortogonalng
o wymiarze p X p, natomiast D jest macierza o wymiarze n X p (takim jak macierz
X), ktorej elementy przyjmuja wartosci d;; = o0; >0dlai=1,...,k,dyy =0;,=0
dlat = k+1,...,p oraz d;; = 0 dla ¢ # j. Wielkoéci o; sa uporzadkowane
01209 =20 > 0Opy1 = -+ = 0p = 01 nazywane wartosciami osobliwyms,
natomiast (A.15) nazywany jest rozktadem wzgledem wartosci osobliwych macierzy
X, zapisywany w skrocie SVD (od ang. singular value decomposition).

Mozna wykazac, [20], ze rozktad SVD istnieje, diagonalne elementy o; macierzy
D sy pierwiastkami wartosci wlasnych macierzy X! X, kolumny macierzy U sa
wektorami wlasnymi macierzy XX, a kolumny macierzy V wektorami wlasnymi
macierzy X' X. Istnienie tych pierwiastkow wynika z poldodatniej okreslonosci
macierzy X! X.

Rozktad SVD upraszcza obliczenia, gdyz

XIx=vD*Vl oraz (XTX)"'=VI(D*lv,

wiec obliczenie macierzy odwrotnej sprowadza sie do wyznaczenia kwadratow liczb
i ich odwrotnodci, gdyz odwracanie macierzy ortogonalnej jest szczegdlnie proste
— polega na wykonaniu transpozycji.

Biorac pod uwage czysto algebraiczny sens rozkladu SVD dowolne zerowe
wiersze i kolumny macierzy D sg nadmiarowe Mozna je wyeliminowa¢, jesli w roz-
ktadzie (A.15) podzieli sie odpowiednio sktadowe macierze, tworzac macierz Uy
z pierwszych k kolumn macierzy U, macierz V, z pierwszych k kolumn macierzy V
oraz macierz kwadratows Dy, o wymiarze k X k, utworzong z pierwszych k kolumn
i k wierszy macierzy D. Stosujac te oznaczenia do (A.15) otrzymuje sie

D, 0 Vi
p—

a stad wynika alternatywna posta¢ rozktadu SVD

X = U,D, V. (A.16)
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A.2. Optymalizacja

A.2.1. Reguly obliczania pochodnych wektorowych

Niech f(z) oznacza funkcje skalarng zmiennej wektorowej = [z1,...,z3]7,

f:R¥ — R. Pochodng wektorowq (gradientem) lub operatorem nabla funkcji f(z)
wzgledem x nazywa sie

of(=)
8951
of (x .
Vit =@ ] (A17)
0f (x)
Oz
natomiast wektor wierszowy oznacza sie
Of(x) |0f(x) Of(x) Of(x)| _ T
3:1:T - a.’El ’ 81172 8l'p —(Vf(il})) N (A]‘S)
Symetryczna macierz
I |
8xlax1 81’18xn
Hy = : : : (A.19)
rr 0
0z, 011 0z, 0%y,

o wymiarze n x n drugich pochodnych funkeji f(x) nazywa sie Hessianem. Indeks
[ w Hj okrefla funkcje, ktorej dotyczy Hessian. Jesli z tekstu jednoznacznie wy-
nika, jakiej funkcji dotyczy Hessian, to pomijany jest indeks i piszemy krotko H.
Wykorzystujac operator nabla, mozna Hessian zapisaé¢

OV f(=)
H = 5T (A.20)
= V2f(z). (A.21)
Jesli f(x) = b’ x, gdzie b = [b1,...,bk]T jest wektorem liczbowym, to

o(b"z)  o(z'b)
ox Oz

= b. (A.22)
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Wzor A.22 tatwo sprawdzi¢ bezposrednio, zauwazmy, ze b’ = 2! b.
Jedli f(z) = 2! C x jest forma kwadratowa okreslong przez symetryczna ma-
cierz C = [¢j;] 0 wymiarze n x n, to

o(z'' C z)

5. =2Cu. (A.23)

Dowéd. Pochodna wzgledem j-tej zmiennej wynosi

d(z" C x) d
i, %(Z;Cz‘m%‘)

7

= 2¢cjx;+ 2 Z Cij T

J#i
= 2 Z Cijl' Ji
J
= 2( CZB) Js
gdzie symbol (Cz); oznacza j-ty element wektora Cz. Uwzgledniajac pochodne
dla j =1,...,n, otrzymuje sie wzor koricowy 2 Cz. O
Jesli

f@)=co+clz+ 2 Cx

jest funkcja kwadratowa, gdzie ¢o = [co1, ..., con]?, € = [c1, ..., cpn] oraz C = [c;j]
jest macierza symetryczng o wymiarze n X n, to

Vflx) = c+2Cxz, (A.24)
H = 20 (A.25)

A.2.2. Wyznaczanie minimum warunkowego metoda mnoznikow
Lagrange’a

Nalezy wyznaczy¢ minimum funkcji n zmiennych
Q(ylv s 7yn)7
ktore spetnia m réwnan wiezéow, m < n

EFi(yt,-..,yn) =0, j=1,...,m. (A.26)
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Zalozmy, ze funkcje D(yi,...,yn) oraz Fj(y1,...,yn), j = 1,...,m, sa dwu-
krotnie rézniczkowalne. Wprowadzimy pomocniczg funkcje ¥, nazywana funkcjg
Lagrange’a

m
V(Y1 yYn) = P(Y1, -+ Yn) — Z NiEj(yis - ), (A.27)
j=1
gdzie wspolczynniki A\; nazywane sa mnoznikami Lagrange’a. Oblicza si¢ n po-
chodnych funkcji ¥(yi,...,yn) wzgledem y; i otrzymuje n rownan
ov(yy,...
OPy1o-estn) g 1y g (A.28)
Yi

Jesli dotaczymy do tych réwnan m réwnan wiezéw, to otrzymuje sie tacznie
n+m rownan (A.26) oraz (A.28) i tyle samo niewiadomych y1, ..., Yn, A1, .., Am.
Rozwiazanie tego uktadu réwnan wyznacza minimum warunkowe funkcji &.



Dodatek B

Wybrane elementy rachunku
prawdopodobienstwa

B.1. Operator wartosci oczekiwanej i operator kowariancji

Niech x = [1,...,2,]T bedzie n-wymiarowym wektorem losowym. Wartoscig
oczekiwang wektora losowego x nazywa sie wektor

T
Ela] = [Eln], Elwal, .., Blwn]| -

1. Jesli x jest wektorem losowym, n-wymiarowym, a A jest macierza rzeczy-

wista n X n wymiarowa, to
ElAx] = A€la]. (B.1)

2. Jesli x oraz y sa wektorami losowymi, n-wymiarowymi, a A oraz B sa
macierzami rzeczywistymi n X n wymiarowymi, to

E[Ax+ By| = A€l + BEly), (B.2)
Elaz+ by] = a&lx] + bE[yY]. (B.3)
Jedli € = [x1,...,2,]7 jest wektorem losowym, to macierz kowariancji D|x]
okreslona jest wzorem
covlry,z1] covl[ri,za] ... cov|xy,xy) 011 012 ... Oin
cov|xza, 1| covixra,ma| ... cov]xa,xy] 091 022 ... O9p
COV[Zp, T1] COV[Tp, 2] ... cOV[Ty, ] Onl On2 ... Opn

gdzie 0 = cov[w;, x;]. Zauwazmy, ze cov|z;, x;) = 0y = D*[x;] = o?.
Na podstawie zdefiniowanej wartosci oczekiwanej wektora losowego & mozna

zapisa¢ macierz kowariancji nastepujaco

Dl = £[(x— Ela)(z — E[2])7]. (B4)
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3. Jesli y = Ax, gdzie A jest macierzg m X n, to
D[Ax] = AD[2]A”. (B.5)

Wzor ten dla m = 1 nazywany jest prawem propagacji kowariancji lub pra-
wem propagacji btedow pomiaréw. Ma on duze zastosowanie, zwlaszcza w ocenie
niepewnosci pomiaréw w pomiarach posrednich.

Dowoéd. Oznaczajac y = Az, otrzymamy D[y] = E[(y — Ey))(y — E[Y)T] =
El(Az— E[Ax))(Ax — E[A])T] = AE[(x— E[a]) (= — E[x])T|AT = AD[2]AT. O
Dla funkcji jednej zmiennej D*[ax + b] = a®> D?[x].

B.2. Srednie i wariancje form kwadratowych

Funkcja
Q = .'L'TAZB: ZZaijxixj

i=1j=1

nazywana jest formaq kwadratowq, gdzie A jest symetryczna macierza kwadratows
nxn,ax=I[x,... ,a:n]T wektorem. Forma kwadratowa wektoréw losowych ma
nastepujace wazne wlasnosci

1. Jesli Elx] = p = [p1, ..., un)T, D] = = [oyj], to
Elz" Aa] = tr(AX) + uT Ap. (B.6)
Dowéd. Zauwazmy, ze (z — p)T A(z — p) = ' Az — pT Az — =" Ap + T Ap,
wiee Ela’ Aa] = El(z — p)! A(z — )] + Elu Aa) + Ela’ Ap] — Elu Ap)] =
El(z—p) Al — )] + p" Ap = 327 327 ai Bl(w; — i) (x5 — )] + p" Ap =
i 20 aijog 4+ pt Ap = tr(AZ) + pT Ap. 0

2. Jedli zmienne losowe z; nie sa skorelowane, ¥ = o2 1,,, to wartosé¢ oczekiwana
formy kwadratowej () mozna wyznaczy¢, stosujac regute:

Elz" Az] = 0% (suma wspotczynnikow dla z7) + pu! Ap. (B.7)

Dow6d wynika bezposrednio z B.6.
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3. Jesli zmienne losowe z; nie sa skorelowane oraz Elz;] = p; = 0 i D*[z;] =
02, to wartosé¢ oczekiwana formy kwadratowej Q = (z1 —x2)? + (29 — 23)%2 +... +
(Tp_1 — x,)% wynosi

n—1
E[ Z(Iz - x,-.,.l)ﬂ =2(n —1)0?.
i=1
Dowéd. Q =230 22 — 22 — 22 —2 Z?;ll x;x;1+1. Elementy lezace na przekatnej
macierzy A wynosza a; = a, = loraz ag = ag...,a,—1 = 2, wiec trA = 2(n—1),
a stad E[Q] = 2(n — 1)02. O
4. Jesli zmienne losowe x; nie sa skorelowane, E[xz;] = p; = 0 oraz D?[x;] = o2,
to nieobcigzonymi estymatorami wariancji o2 sg statystyki:

s? = 1 zn:(x - 5)2
n — 1 gt K3 9
1 n—1
2 _ e )2
qg = 2(n — 1) pt (xl x2+1) .

Pierwsza statystyka jest zwykle stosowana do oceny wariancji o2 pojedynczej
obserwacji. Wynika to stad, ze ma ona mniejsza wariancje niz statystyka g2
Mozna wykazaé, ze D?[s?] = 20%/(n — 1) oraz ze gdy n — o0, wowczas
D?[¢%] — 30%/(n —1). O

B.3. Wielowymiarowy rozklad normalny

Wielowymiarowy rozklad normalny przedstawimy, korzystajac z analogii do
jednowymiarowego rozktadu normalnego. W tym celu zmodyfikujemy gestos$é jed-
nowymiarowego rozktadu normalnego

flz) = \/;—m exp [— %(w - M)Q],

wprowadzajac nowa zmienng v = o2, zamiast o2 stad
1 1 _1 }
x) = exp | — —(x —p)v (z —p)|.
f@) = = exp | = 5@ =)
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n-wymiarowa gesto$¢ okreslona jest wyrazeniem

1 1 _
f(xlv"'a'rn):%exp _i(m_u’)Tz 1(13—[1,) ) (BS)
gdzie £ = [z1,...,2,]", = [p1,..., )7, T jest dodatnio okreslona, symetrycz-
na macierza rzeczywista o wymiarze n X n, natomiast k jest stata

k= (27)2"|3|z.

Mowimy, ze wektor losowy & ma n-wymiarowy rozktad normalny, jesli jego
gestos¢ okreslona jest wzorem (B.8). Mozna wykazacé, ze wektor wartosci oczeki-
wanych wektora losowego x rowny jest p, natomiast macierz kowariancji X.

Jedli wektor losowy & ma n-wymiarowy rozktad normalny o wektorze wartosci
oczekiwanych p oraz macierzy kowariancji 3, to fakt ten zapisujemy krotko x ~
Np(p, 2). Jedli n = 1, to opuszezamy indeks i piszemy z ~ N (u, 0?).

Rozpatrzmy dwuwymiarowy rozktad normalny, ktéry odgrywa wazna role
w analizie zmiennych losowych. Wtedy @ = [1, z2]7, p = [u1, po],

2
N 011 012 . 01 pPo102
= = 2
091 099 pPO2071 Iop ’

gdzie 017 = a% , 099 = o%, 012 = 091 = po103, natomiast p jest wspotczynnikiem
korelacji zmiennych losowych x1 i xo. Wyznacznik macierzy ¥ jest réwny

=] = oio3(1-p%),

a jej odwrotnosé

1 P
1 o2 B
-1 _ 01 0102
> S 1=p) | _r 1
0109 O'%

Po wstawieniu tych wzorow do wyrazenia (B.8) otrzymuje sie gestosé dwuwy-
miarowej zmiennej losowej

Flar,w2) S
T1,T2) =
b 2wo109y/1 — p?

X exp {—2(1 i p [(961 —m)? 2p(:€1 — ) (z2 — p2) N (9 — M2)2] }’

2 2
o1 0102 o5

Ze wzoru tego wynika, ze jeSli zmienne losowe x; oraz xs nie sa skorelowane,
p=0,to f(x1,22) = fi(z1)f(x2), wiec sa losowo niezalezne.
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