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Wstęp 

 
W dniach 14–16 września 2015 r. w Hotelu Novotel Gdańsk Marina w Gdańsku 
odbyła się XXIV Konferencja Naukowa Sekcji Klasyfikacji i Analizy Danych PTS 
(XXIX Konferencja Taksonomiczna) „Klasyfikacja i analiza danych – teoria i za-
stosowania”, zorganizowana przez Sekcję Klasyfikacji i Analizy Danych Polskiego 
Towarzystwa Statystycznego oraz Katedrę Statystyki Wydziału Zarządzania Uni-
wersytetu Gdańskiego. 

W trakcie dwóch sesji plenarnych oraz 13 sesji równoległych wygłoszono  
58 referatów poświęconych aspektom teoretycznym i aplikacyjnym zagadnienia 
klasyfikacji i analizy danych. Odbyła się również sesja plakatowa, na której zapre-
zentowano 14 plakatów. 

Teksty 24 recenzowanych artykułów naukowych stanowią zawartość prezen-
towanej publikacji z serii Taksonomia nr 27. Teksty 25 recenzowanych artykułów 
naukowych znajdują się w Taksonomii nr 26. 
 

Krzysztof Jajuga, Marek Walesiak 
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 BADANIE STABILNOŚCI  
TAKSONOMICZNEJ CZYNNIKOWEJ  
METODY ODLEGŁOŚCI PROBABILISTYCZNEJ 

 STABILITY OF THE FACTOR PROBABILITY  
DISTANCE CLUSTERING METHOD 
DOI: 10.15611/pn.2016.427.18 

Streszczenie: Czynnikowa metoda odległości probabilistycznej (Factor Probability Distan-
ce Clustering), tworząc liniową kombinację oryginalnych zmiennych, prowadzi do mniej-
szej liczby ortogonalnych czynników, a następnie dokonuje podziału obiektów przy zasto-
sowaniu metody odległości probabilistycznej (Probability Distance Clustering). Metoda ta 
może w znaczący sposób poprawić dokładność rozpoznawania rzeczywistej struktury grup; 
ponadto w przypadku dużych zbiorów danych może się przyczynić do podniesienia stabil-
ności rozwiązania. Głównym celem artykułu będzie zbadanie stabilności czynnikowej me-
tody odległości probabilistycznej. Przyjęte w pracy kryterium stabilności można sformuło-
wać następująco: metodę grupowania uznaje się za stabilną, jeżeli uzyskane przy wielokrot-
nym jej zastosowaniu wyniki grupowania nie różnią się między sobą. 

Słowa kluczowe: taksonomia, grupowanie, stabilność, czynnikowa metoda odległości pro-
babilistycznej. 

Summary: Factorial clustering methods have been developed in recent years thanks to the 
improving of computational power. They have been proposed in order to cluster large da-
tasets, where large is referred to the number of variables. The factor probability distance 
clustering method performs a linear transformation of original variables into a reduced num-
ber of orthogonal ones and in the next step it clusters transformed data by means of proba-
bility distance method. This method can significantly improve the algorithm performance; 
moreover large datasets can be partitioned into clusters with increasing stability of the re-
sults. The main aim of this article is a study of stability of the factor probability distance 
clustering method. 

Keywords: taxonomy, stability, factor probability distance clustering method. 
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1. Wstęp 

Stosowanie metod taksonomicznych w jakimkolwiek zagadnieniu grupowania 
wymaga zapewnienia wysokiej zgodności między strukturą grup obecną w zbiorze 
danych, a strukturą uzyskaną w wyniku grupowania. Ona bowiem warunkuje sku-
teczność wszelkich decyzji podjętych na podstawie uzyskanych rezultatów. Przez 
pojęcie dokładność grupowania należy rozumieć zdolność metody do rozpoznawa-
nia rzeczywistej struktury grup. Jednocześnie pojawia się coraz więcej licznych 
zbiorów danych, charakteryzowanych przez dużą liczbę zmiennych, co sprawia, że 
klasyczne algorytmy taksonomiczne mogą się okazać niestabilne [Vichi, Kiers 
2001]. Przez stabilność należy rozumieć niezmienność rezultatów podziału przy 
wielokrotnym stosowaniu metody. Dlatego też w literaturze wciąż proponowane są 
nowe rozwiązania, których zadaniem jest poprawa zarówno dokładności grupowa-
nia, jak i stabilności rozwiązań w stosunku do tradycyjnie stosowanych metod (np. 
k-średnich). Przykładami mogą tu być metody polegające na zastosowaniu podej-
ścia zagregowanego [Dudoit, Fridlyand 2003; Hornik 2005; Leisch 1999], metoda 
propagacji podobieństwa [Frey, Dueck 2007], metoda odległości probabilistycznej 
[Israel, Iyigun 2008] czy też czynnikowa metoda odległości probabilistycznej [Get-
tler Summa, Palumbo, Tortora 2011]1. 

Celem artykułu jest przedstawienie wyników dotyczących badania stabilności 
czynnikowej metody odległości probabilistycznej. Badanie to przeprowadzone 
zostanie w porównaniu do stabilności klasycznej metody k-średnich. 

2. Taksonomiczna czynnikowa metoda odległości probabilistycznej 

Czynnikowe metody grupowania pojawiły się w celu podziału zbiorów danych 
charakteryzujących się dużą liczbą cech. Ogólnie rzecz ujmując, tego rodzaju me-
tody składają się z dwóch kroków: 

1) liniowej transformacji wyjściowych zmiennych do mniejszej liczby czynni-
ków; 

2) grupowania obiektów w przekształconej przestrzeni cech. 
W literaturze po raz pierwszy takie dwuetapowe podejście zostało zapropono-

wane w 1984 r. [Lebart, Morineau, Warwick 1984].  
Metoda czynnikowej odległości probabilistycznej (Factor Probabilistic Di-

stance Clustering – FPDC) to metoda nieparametryczna, będąca uogólnieniem 
metody odległości probabilistycznej (Probabilistic Distance Clustering – PDclu-
stering). W metodzie tej wspomniane wcześniej dwa kroki można bardziej szcze-
gółowo przedstawić jako: 
                      

1 Wyniki badań dotyczących dokładności i stabilności metod zagregowanych można znaleźć np. 
w pracach: [Rozmus 2010, 2012, 2013]. 
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1) dekompozycję macierzy odległości między obiektami a zalążkami skupień 
za pomocą metody Tuckera 3 (Tucker3 decomposition, three-mode factor analysis 
– 3MFA, three-mode principal component analysis – 3MPCA); 

2) grupowanie obiektów w przekształconej przestrzeni cech za pomocą metody 
odległości probabilistycznej. 

Według autorów metody połączenie transformacji czynnikowej oraz metody 
odległości probabilistycznej powoduje, że grupowanie staje się bardziej stabilne, 
odporne na występowanie obserwacji odstających; możliwe jest także grupowanie 
obiektów ze zbiorów o dużej liczbie zmiennych, czy też charakteryzujących się 
skupieniami o różnej liczbie obiektów, bądź też o nieeliptycznych kształtach. 

Algorytm omawianej metody można przedstawić w następujących krokach: 
1. Losowa inicjalizacja macierzy zalążków skupień C o elementach ckj (k = 1, 2, 

…, K to liczba skupień; j = 1, 2, …, J – liczba zmiennych). 
2. Obliczenie elementów 3-wymiarowej macierzy odległości między obserwa-

cjami a zalążkami skupień (rys. 1): 

gijk = |xij – ckj|, 

gdzie i = 1, 2, …, I to liczba obserwacji. 

 
Rys. 1. Trójwymiarowa macierz odległości między obiektami a zalążkami skupień 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Kolda, Bader 2008]. 

3. Dekompozycja macierzy odległości za pomocą metody Tuckera 3 (rys. 2) 
[Tucker 1966]2: 
                      

2 Dekompozycja Tuckera jest odpowiednikiem analizy głównych składowych dla danych 3-wy- 
miarowych. W metodzie tej 3-wymiarowa macierz dekomponowana jest na tzw. tensor główny (core 
tensor) Z oraz macierze składowych (component matrices) A, B, D. Tensor główny ma wymiary  
P × Q × R, gdzie P, Q i R to liczba składowych głównych, które określają także liczbę kolumn  
w macierzach składowych A, B, D [Tucker 1966]. 
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gdzie: p = 1, 2, …, P; q = 1, …, Q; r = 1, 2, …, R – liczba składowych w dekom-
pozycji; aip, bjq, dkr –  elementy macierzy składowych A, B, D; zpqr – ele-
menty tensora głównego Z. 

 

 
Rys. 2. Dekompozycja Tuckera 3 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Kolda, Bader 2008]. 

4. Współrzędne *
iqx  obiektów w zredukowanej przestrzeni zmiennych pocho-

dzących z dekompozycji Tuckera wyliczane są jako: 

*

1
.

J
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j

x x b
=
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5. Grupowanie obiektów z kroku 4. za pomocą metody odległości probabili-
stycznej. 

Metoda odległości probabilistycznej to metoda iteracyjna, w której przynależ-
ność obiektów do grup jest oparta na odległości (zazwyczaj Euklidesowej) obiek-
tów od centrów skupień. Według A. Israela i C. Iyiguna [2008] w metodzie tej: 
„Mając dane skupienia, ich centra oraz odległości obserwacji od tych centrów sku-
pień, prawdopodobieństwo przynależności obiektów do skupień jest odwrotnie 
proporcjonalne do odległości od centra skupienia, które jest brane pod uwagę”. 



180 Dorota Rozmus 

Metoda ta zatem określa przynależność obiektów do grup jako prawdopodobień-
stwo przynależności do skupienia pk(xi), zależne od odpowiedniej odległości dk(xi). 

Jak twierdzą autorzy, metoda ta jest prosta, szybka (wymaga niewielkiej liczby 
iteracji), odporna (niewrażliwa na obserwacje odstające) i daje wysoką poprawność 
wyników grupowania. 

Schematyczny opis algorytmu metody odległości probabilistycznej – dla uła-
twienia – zaprezentowany jest dla przypadku dwóch klas [Israel, Iyigun 2008]: 

Inicjalizacja. Mamy zbiór danych X, dowolne dwa punkty c1, c2 stanowiące po-
czątkowe zalążki skupień oraz ε > 0. 

Iteracja: 
Krok 1. Oblicz odległości d1(xi), d2(xi) dla wszystkich x ∈ X, np. według formuły 
euklidesowej3: 
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Krok 3. Jeżeli 1 1 2 2 ε+ +− + − <c c c c  zatrzymaj działanie algorytmu, w przeciw-
nym przypadku wróć do kroku 1. 

                      
3 Wybór odległości euklidesowej autorzy uzasadniają tym, że jest to powszechnie i często stoso-

wana metryka. W swojej pracy wspominają także o możliwości zastosowania innych metryk, np. 
odległości Mahalanobisa [Israel, Iyigun 2008]. 
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3. Wyniki badań empirycznych 

Badanie stabilności czynnikowej metody odległości probabilistycznej przeprowa-
dzono w odniesieniu do stabilności metody k-średnich. Zastosowana została miara 
stabilności dla par podziałów (pairwise stability) zaproponowana przez L.I. Kun-
chevą i D.P. Vetrova [2006]: 

1 ,
     

2 , ),
( 1)

M

m l
m l M
m l

Stab IR(P P
M M ≤ ≤

<

=
⋅ − ∑  

gdzie: M – liczba podziałów; IR – Indeks Randa [Rand 1971]; Pm, Pl – grupowanie 
na podstawie m-tego i l-tego podziału. 

W badaniach zastosowano zbiory danych udostępniane przez Uniwersytet Kali-
fornijski, które standardowo wykorzystywane są w badaniach porównawczych4. 
Ich charakterystyka zawarta jest w tab. 1. 

Tabela 1. Zastosowane zbiory danych 

Nazwa zbioru Liczba  
obserwacji Liczba cech Liczba grup 

UCI segment 2 310 19   7 
UCI sat 4 435 36   7 
UCI opt digits 3 823 64 10 
UCI EEG       80 14   2 
UCI spect 14 980 14   2 
UCI movement libras 360 90 15 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html].  

Każdą z metod – tj. k-średnich5 i czynnikową metodę odległości probabili-
stycznej6 – zastosowano 50 razy, uzyskując w efekcie 50 podziałów (M = 50)7, 
których stabilność została zbadano za pomocą miary Stab. By uzyskać szerszy 
pogląd na wartości miary Stab dla tych metod, całe badanie powtórzono 10 razy. 
Wyniki dla tych 10 powtórzeń przedstawiono za pomocą wykresów (rys. 3). 

Patrząc na wyniki przedstawione na rys. 3, widzimy, że czynnikowa metoda  
odległości   probabilistycznej   (FPDC)   charakteryzuje   się  wyższymi  wartościami 
                      

4 Struktura grup znana jest a priori. 
5 Do obliczeń zastosowano funkcję kmeans w programie R z algorytmem metody k-średnich za-

proponowanym przez J.A. Hartigana i M.A. Wonga [1979]. 
6 Czynnikowa metoda odległości probabilistycznej znajduje się w pakiecie FPDC w programie R. 
7 Liczba grup przyjęta w badaniu odpowiadała rzeczywistej liczbie grup w każdym zbiorze da-

nych. 
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Rys. 3. Wartości miary stabilności dla czynnikowej metody odległości probabilistycznej (FPDC)  
i metody k-średnich (KMEANS) 
Źródło: opracowanie własne.  

miary stabilności Stab niż metoda k-średnich (KMEANS). Największe różnice 
między wartościami miary Stab dla badanych dwóch metod można zaobserwować 
dla zbioru UCI segment, a najmniejsze dla UCI sat. Biorąc jednak pod uwagę fakt, 
że miara Stab przybiera wartości z przedziału 〈0, 1〉, to uzyskane wyniki dla meto-
dy FPDC (miara Stab nie przekracza wartości 0,4), świadczą jednak o dosyć niskiej 
stabilności tej metody w przypadku zastosowanych zbiorów danych.  

4. Zakończenie 

Czynnikowa metoda odległości probabilistycznej łączy ze sobą transformację 
czynnikową (dekompozycja Tuckera 3) oraz grupowanie obiektów za pomocą me-
tody odległości probabilistycznej. Połączenie to pozwala m.in. na zwiększenie 
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stabilności wyników grupowania, grupowanie obiektów ze zbiorów o dużej liczbie 
zmiennych, czy też o nieeliptycznych kształtach skupień. 

Celem artykułu było zbadanie stabilności czynnikowej metody odległości pro-
babilistycznej. Badanie przeprowadzono w porównaniu do stabilności klasycznej 
metody k-średnich. W świetle uzyskanych wyników można stwierdzić, że metoda 
czynnikowa charakteryzuje się większą stabilnością niż metoda klasyczna.  
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