Co to jest Groupland

Olga Macedonska

Streszczenie

Groupland jest ptaska planeta, gdzie grupy mieszkaja w obszarach
okreslonych przez ich wtasnoéci, na przyktad grupy skoiiczone, grupy
rezydualnie skoniczone, grupy spelniajace tozsamogdci, grupy o réznych
typach wzrostu, itd. Uwidocznia to zaleznosci miedzy wlasnogciami
i utatwia formulowanie probleméw. Waznym jest duzy obszar grup
lokalnie gradowanych, gdzie pewne znane problemy maja pozytywne
rozwiazania.

Podstawowe wiadomosci z Teorii Grup mozna znalezé w ksiazce ,Wstep
do Teorii Grup” autorstwa C. Bagiriskiego [3|. Nizej podajemy réwniez naj-
wazniejsze terminy w jezyku angielskim, poniewaz w tym jezyku Groupland
figuruje w literaturze i w sieci (http://mat.polsl.pl/groupland).

Zbior X generatorow grupy F' lub polgrupy F nazywamy wolnym zbio-
rem generatorow, jezeli dowolne odwzorowanie zbioru X w dowolng grupe
G (potgrupe G), mozna przedtuzy¢ do homomorfizmu grup ¥ — G (ho-
momorfizmu potgrup F — G). Grupe posiadajaca wolny zbior generatorow
nazywamy grupa wolna (a free group). Polgrupe posiadajaca wolny zbior
generator6w nazywamy polgrupa wolna (a free semigroup). Zapis ele-
mentoOw za pomocy generatorow wolnych jest jednoznaczny.

Oznaczmy przez F» potgrupe wolng rangi 2, czyli o dwoch generatorach
wolnych. Mowimy skrotowo, ze grupa G zawiera JF5 jesli pewna podpoélgrupa
w G jest izomorficzna z F5. Kazda niecykliczna grupa wolna zawiera F.
Wiadomo, ze F;, zawiera polgrupe wolna o nieskoriczonej ilosci generatorow,
wiec waznym jest fakt czy dana grupa G zawiera JF, czy nie. Grupy abelowe
lub grupy skonczone nie zawieraja JF», poniewaz réwnosci gh = hg lub g™ =
g" przecza jednoznacznosci zapisu elementow.

Groupland [20| jest ptaska planeta (rysunek 1), gdzie grupy mieszkaja
w obszarach okre§lonych przez ich wtasnosci. Grupy nie zawierajace F»
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Rysunek 1: Groupland.

zajmuja lewa polowe Gruplandu. Grupy zawierajace F, zajmuja
prawa polowe Grouplandu.

Grupy i polgrupy rozwazane nizej maja zapis multyplikatywny, a element
neutralny oznaczony jest przez e. Grupe wolna niecykliczna oznaczamy litera
F. Tozsamoscia polgrupowa (semigroup identity) nazywamy wyra-
zenie

w(z,y,...,2)=v(x,y,...,2), (1)

gdzie stowa u,v sa zapisane bez odwrotnosci zmiennych, na przyktad tozsa-
mos¢ przemienno$ci mnozenia xy = yx lub tozsamosé skonczonego wyktad-
nika " =1, n > 1 sa tozsamosciami poélgrupowymi. Moéwimy, ze grupa G
spetnia tozsamosé, jesli po podstawieniu do (1) elementéow grupy zamiast
zmiennych oraz elementu e zamiast symbolu 717, otrzymamy réwnos$¢ w gru-

pie.

Niech G bedzie dowolna grupa. Komutatorem elementéw a,b € G
nazywamy element postaci a~'b~'ab, oznaczany skrotowo przez [a,b]. Zau-
wazmy, ze |a,b]”! = [b,a]. Podgrupa G’ generowana przez wszystkie komu-
tatory w grupie G jest nazywana komutantem grupy G (commutator
subgroup). Grupa G jest abelowa (przemienna) wtedy i tylko wtedy gdy



G' = {e}. Przez a® oznaczamy element b~'ab (sprzezony z a za pomocy
b). Podgrupe N w grupie G nazywamy dzielnikiem normalnym (normal
subgroup) jesli razem z kazdym elementem a zawiera ona wszystkie elemen-
ty sprzezone z a za pomoca elementow z G.

Komutant G’ jest dzielnikiem normalnym w grupie G. Wynika to z row-
nosci: (ajas)’ = afa i [ar,a9)’ = [a%,al]. Kazdy dzielnik normalny N
w grupie G okresla grupe ilorazowa G /N, elementami ktorej s warstwy Ng.
Grupa G/G' jest abelowa, a grupe F//F' nazywamy grupa wolna abelowa lub
wolna w rozmaitosci grup abelowych.

Podgrupa F* generowana przez k-te potegi wszystkich elementéow w gru-
pie F' tez jest dzielnikiem normalnym, poniewaz (a*)’ = (a®)*. Grupe F/F*
nazywamy grupa relatywnie wolna o wyktadniku £ (czyli speliajaca tozsa-
mosé 2% = 1).

Zauwazmy, ze tozsamos¢ ry = yx i tozsamos¢ [z, y| = 1 sa rownowazne,
ale tylko pierwsza ma postaé¢ tozsamosci potgrupowej. Mozemy rozpatrywac
komutatory iterowane. Pokazemy, ze tozsamosé¢ [[z,y],y] = 1 jest rowno-
wazna tozsamosci potgrupowej xy?xr = yx?y. Mianowicie, jesli grupa G spel-
nia tozsamos¢ [[z,y],y] = 1, to tez spehia tozsamos¢ [[x, xy|, zy] = 1, oraz
tozsamosé [z, y|[[x, xy], zy|[y, ] = 1. Ostatnia sprowadza si¢ po przekszalce-
niu do (yz%y)~(zy?r) = 1, czyli mamy zy’r = yz’y.

Grupe spelniajaca tozsamosé [...[[z,y],y],...,y] = 1, gdzie y powtarza
sie n razy, nazywamy grupa n-engelowa. Problem czy taka grupa zawsze
spelnia tozsamo$¢ potgrupowa byl postawiony w roku 1963 przez Shirshova
(|17], 2.82) i nadal jest otwarty dla n > 4.

Dla dowolnej grupy G wprowadzmy komutanty iterowane. Oznaczmy
1(G):=G, %(G):=G=[G,G], ... Yu1(G):=mm(G),G],n>2.

Jesli v,41(G) = {e} oraz v,(G) # {e} to grupe G nazywamy nilpotentna
(nilpotent) klasy n.

Mowimy, ze grupa G jest rozszerzeniem grupy z klasy A za pomocy grupy
z klasy B jesli zawiera ona dzielnik normalny N nalezacy do klasy A taki,
ze grupa ilorazowa G /N nalezy do klasy B. Jedli klasa A sktada sie z grup
nilpotentnych, a klasa B — z grup skonczonych, to grupe G nazywamy pra-
wie nilpotentna (nilpotent-by-finite). Zawiera ona nilpotentny dzielnik
normalny N taki, ze grupa ilorazowa G/N jest skonczona.



W roku 1953 A. Malcev [21] i, niezaleznie, w 1963 B. Neumann i T. Ta-
ilor |24], pokazali ze grupa nilpotentna spelnia tozsamosé¢ potgrupowa. Toz-
samo$¢, ktora znalazt Malcev dla grup nilpotentnych klasy m ma postaé
P,=Q,, gdzie P,, Q),, s3 stowami na literach x, vy, 21, . . ., z,, zadanymi w na-
stepujacy sposob: Py:=x, Qo:=vy; P, :=xzy, Q1:=yzx oraz, dlan > 1,
Pn = Pn—lann—la Qn = Qn_lznPn_l.

Jesli grupa G ma nilpotentny (klasy n) dzielnik normalny N, a grupa
G/N ma wykladnik k (spelnia tozsamosé ¥ = 1), to G spelnia tozsamosé
polgrupowa otrzymana z P, =), przez zamiane zmiennych x,y, 21,..., 2,
na ich k-te potegi z*, y*, 28 .. . 2F

W pracy [18] J. Lewin i T. Lewin pokazali, ze jesli grupa G spelnia tozsa-
mo$¢ potgrupowa, to kazda tozsamosé spetniona w G jest rownowazna pewnej
tozsamosci potgrupowej. Pozwala to na rysunku 2 Grouplandu wyznaczy¢
nastepujace roztaczne obszary gdzie sa grupy:

— bez zadnych tozsamosci (no identities),
— z tozsamosciami nie-polgrupowymi (non-semigroup identities),
— z tozsamosSciami polgrupowymi (semigroup identities).

Zauwazmy, ze grupy spelniajace tozsamosci potgrupowe nie moga zawieraé
F>, poniewaz kazda tozsamos$é polgrupowa implikuje tozsamos$é o dwodch
zmiennych (wystarczy zamieni¢ i-ta zmienna na zy’), a generatory wolne
w JF5 nie moga by¢ zwigzane zadna zaleznoscia.
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Podgrupa N w grupie G ma indeks k, jesli G jest suma k warstw postaci
Ng. Podgrupa N jest dzielnikiem normalnym indeksu k wtedy i tylko wtedy
gdy |G/N| = k. Grupe G nazywamy rezydualnie skoniczong (residually
finite), jesli przeciecie wszystkich jej podgrup skonczonego indeksu jest try-
wialne (rowne {e}). P. Hall w pracy [13| pokazal, ze grupa wolna F' jest
rezydualnie skoniczona. Grupy prawie nilpotentne skoficzenie generowane sa
takze rezydualnie skoniczone. Grupa quasi-cykliczna Cpe nie jest rezydualnie
skoriczona (jest to grupa izomorficzna z grupa pierwiastkow z jedynki stopnia
Pty n=1,2,3...).

Rozwazmy szereg komutantow

GV .=[G,Gl=¢", G =¢,G], ... GMW.=[Gg"Y GV n>2

Jesli G™ = {e} oraz GV # {e}, to grupe G nazywamy rozwiazalng
(soluble) klasy n. Z definicji wynika, ze kazda grupa nilpotentna jest roz-
wiazalna, bo G™ C ~,1(G), n > 1. Grupe rozwiazalna klasy 2, (G"”={e}),
nazywamy metabelowa (metabelian). Wolna grupa metabelowa F/F”
jest rezydualnie skonczona [13]. Grupa ta zawiera potgrupe wolna Fs [21],
a wiec nie spelnia zadnej tozsamosci polgrupowej (spelnia ona tozsamosé
[[z,9],]2,t]] = 1). Przyktad skonczenie generowanej grupy rozwiazalnej,
ktora nie jest rezydualnie skoniiczona, podal G. Baumslag w pracy [4]. Grupe
nazywamy prawie rozwigzalna (soluble-by-finite), jesli zawiera ona roz-
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wigzalny dzielnik normalny N taki, ze grupa ilorazowa G//N jest skonczona.
Obszary grup rezydualnie skoriczonych i prawie rozwigzalnych widzimy nizej.

Rezydualnie skonczone

/7 . 2

Grupy béz tozsamosci p(’)’ré\(upowych

Grupy \‘
toz Sciami
Z tozsamosciami A\ /

potgrupowymi

Prawie nilpotententne Grupy skonczone Prawie rozwigzalne
skonczenie generowane

Kazda podgrupa rozna od calej grupy nazywa sie podgrupa wtasciwa.

Pojecie grupy lokalnie gradowanej (locally graded) zostalo wprowa-
dzone przez Cernikova w 1970 roku [8]. Grupe nazywamy lokalnie gradowana,
jesli kazda nietrywialna skoniczenie generowana podgrupa w G ma wlasciwa
podgrupe skoriczonego indeksu.

Przyktad grupy, ktora nie jest lokalnie gradowana, podat G. Higman [14].
Jest to nastepujaca grupa okreslona za pomoca prezentacji, czyli zapisana
przez elementy tworzace a, b, ¢, d i zaleznosci pomiedzy nimi:

G={(a,b,c,d|b*=b*,c"=c? d°=d?* a’=a?).

Jest to grupa nieskoriczona, skonczenie generowana nie posiadajaca podgrupy
wlasciwej skoriczonego indeksu. Oznacza to ze grupa G nie jest lokalnie

gradowana. ) ]
Na rysunku 4 klase grup lokalnie gradowanych przedstawiono za pomoca

duzej zo6ttej elipsy. Widag, ze wszystkie grupy rezydualnie skoniczone i prawie
rozwiazalne sg lokalnie gradowane.



Grupy bez tozsamosci Rezydualnie skonczone

Grupy
z tozsamosciami
potgrupowymi

Prawie nilpotententne Grupy skonczone Prawie rozwiazalne

skonczenie generowane  Rozszerzenia grup nilpotentnych za pomoca
grup lokalnie skonczonych o skornczonym wyktadniku

Grupe nazywamy lokalnie skoriczona (locally finite), jesli kazda jej
skoriczenie generowana podgrupa jest skonczona. Grupa ma skoriczony wyk-
tadnik, powiedzmy n, jesli g" = e dla kazdego elementu ¢ w G. Mowimy,
ze grupa G jest rozszerzeniem grupy nilpotentnej za pomoca grupy
lokalnie skonczonej o skoriczonym wykladniku (nilpotent-by-locally
finite of finite exponent), jesli G zawiera nilpotentny dzielnik normalny
N taki, ze grupa ilorazowa G/N jest lokalnie skoriczona o skoriczonym wy-
ktadniku. Jak mowiliSmy na stronie 4, takie grupy spelniaja tozsamosci
poétgrupowe.

W roku 1953 powstata hipoteza o stusznosci stwierdzenia odwrotnego,
ze grupa spetnia tozsamosci potgrupowe tylko wtedy, gdy jest rozszerzeniem
grupy nilpotentnej za pomoca grupy o skonczonym wyktadniku. Kontrprzy-
ktad znaleziono dopiero w roku 1996 |26| przez Olszanskiego i Storozhewa.
Okreslono rodzine grup spetniajacych tozsamosci potgrupowe i nie posiada-
jacych nilpotentnego dzielnika normalnego z ilorazem o skonczonym wyktad-
niku. Konstrukacja bazuje na geometrycznej teorii Olszanskiego, opisanej
w ksiazce [25]. Grupy te nie sa lokalnie gradowane, a wiec znajduja sie w ob-
szrze 15 Grouplandu na rysunku 5.



Jednak w klasie grup lokalnie gradowanych ta hipoteza jest prawdziwa.

Jak wynika z [5] i (|7] Corollary 1), grupa lokalnie gradowana spelnia tozsa-
mos¢ polgrupowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozszerzeniem grupy nilpo-
tentnej za pomoca grupy lokalnie skonczonej o skoriczonym wyktadniku. Jest
to widoczne na mapie Grouplandu w postaci obszaru z czerwonym przerywa-
nym brzegiem. Obszar ten jest czesScia wspolng obszardéw grup spekniajacych
tozsamo$¢ potgrupowsa i grup lokalnie gradowanych.
Niech lg(g) oznacza dlugosé elementu g € G w najkrotszym zapisie przez
generatory ze skonczonego zbioru S. Wzrostem grupy nazywamy funkcje
fs(n) rowna liczbie elementow w grupie G, dla ktorych ls(g) < n. Typy
wzrostow sa niezalezne od uktadu generatoréw i sa nastepujace: Grupa G
ma wzrost wielomianowy jesli istnieja liczby A, d > 0 takie, ze dla kazdego
n € N zachodzi fs(n) < An?. Grupa ma wzrost wykladniczy, jezeli istnieje
stala rzeczywista C' > 1 taka, ze fg(n) > C™ dla kazdego n € N.

Zgodnie z wynikami Gromova [11], Milnora [22]| i Wolfa [30], obszar grup
wzrostu wielomianowego jest taki sam, jak obszar grup prawie nilpotentnych.
Stynny problem o istnieniu grup o wzroscie posrednim, czyli pomiedzy wie-
lomianowym i wyktadniczym, postawiony przez Milnora w 1968 roku [27],
zostal rozwiazany w 1984 roku przez R. Grigorchuka, ktory podal pierw-
szy przyktad grupy posredniego wzrostu [10]. Przez ponad dwadziescia lat
wszystkie znane przyktady takich grup (np. [1], [12], [29]) byly grupami rezy-
dualnie skoriczonymi. Jednak w 2002 roku A. Erschler skonstruowata pierw-
sze przykltady grup wzrostu posredniego, ktore nie sg rezydualnie skoniczone
[9]. Grupy te sa lokalnie gradowane, poniewaz zgodnie z ([9], Theorem 1) sa
one skoniczonymi rozszerzeniami rezydualnie skonczonych grup Grigorchuka,
a klasa grup lokalnie gradowanych jest zamknieta wzgledem rozszerzen.



Wprowadzimy numery dla oznaczenia obszarow.

Grupy
z tozsamosciami

potgrupowymi Policykliczne
Prawie nilpotententne Grupy skonczone Prawie rozwiazalne

skonczenie generowane  Rozszerzenia grup nilpotentnych za pomoca
grup lokalnie skonczonych o skonczonym wyktadniku

Numery obszaréw po prawej stronie Grouplandu, gdzie grupy zawieraja wolna
podpolgrupe, maja (dla wygody adresowania) gwiazdki. Obszar 1 sktada sie
z grup wzrostu posredniego, a obszary 11-14 — z grup o wzroscie wielomia-
nowym. Pozostale obszary zawieraja grupy o wzroscie wyktadniczym.
Obszary 12, 13 i 7* zawieraja grupy policykliczne. Grupe nazywamy policy-
kliczna jesli posiada ona szereg subnormalny o cyklicznych ilorazach. Grupy
policykliczne sa rezydualnie skoriczone ([23] 32.1). W ([28] 4.7) pokazano, ze
skoniczenie generowane grupy rozwigzalne nie zawierajace JF» musza by¢ po-
licykliczne, a stad, zgodnie z (|28] 4.12), musza by¢ prawie nilpotentne. Jako
przyktad grupy policyklicznej zawierajacej F> mamy grupe zaproponowanag
przez B. Neumanna

G={a,b,c | [a,b]=1,a"=ab, b =a’bh),

ktora, jak pokazano w (23] 32.35), generuje cala rozmaitos¢ grup meta-
belowych, oznaczang przez 2%. Wynika stad, ze G nie moze by¢ prawie
nilpotentna, wiec musi zawiera¢ F.

Jest mozliwe, ze wiele pytan majacych negatywne odpowiedzi w ogol-
noéci, maja odpowiedz pozytywna w klasie grup lokalnie gradowanych. Na
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przyktad, pytanie czy kazda n-engelowa grupa jest lokalnie nilpotentna jest
znane od roku 1936, kiedy to Zorn udowodnil, ze skonczona n-engelowa
grupa jest nilpotentna. Pozytywne odpowiedzi byly znalezione dla rozwia-
zalnych grup n-engelowych (Gruenberg, 1953), rezydualnie skoriczonych grup
n-engelowych (Wilson, 1991), proskoriczonych grup n-engelowych (Wilson
i Zelmanov, 1992), patrz |6]. Problem jest nadal otwarty w ogolnosci. Jed-
nak Kim i Rhemtulla w |16| pokazali, ze kazda lokalnie gradowana grupa
n-engelowa jest lokalnie nilpotentna.

Stynny Problem postawiony przez Burnside’a z 1902 roku dotyczy grup
o n generatorach, speliajacych tozsamosé z* = 1 (patrz np. [2|). Grupy te
nazywane sa teraz grupami Burnside’a i oznaczane B(n, k). Pytanie brzmi,
czy taka grupa moze by¢ nieskoniczona. Dopiero w 1968 roku udowodnione
byto przez Novikova i Adiana istnienie nieskoriczonych grup Burnside’a dla
duzych k i dowolnego n > 1.

Mozemy udowodni¢, ze w klasie grup lokalnie gradowanych powyzszy Pro-
blem Burnside’a ma rozwiazanie pozytywne, czyli, ze kazda lokalnie grado-
wana, skonczenie generowana grupa G, spelniajaca tozsamoéé¢ z¥ = 1, musi
by¢ skonczona. RzeczywiScie, z prac E. Zelmanova wynika, ze kazda grupa
z tozsamodcia 2% = 1 ma tylko skoriczenie wiele grup ilorazowych skoniczo-
nych, wiec musi mie¢ minimalny dzielnik normalny NV, skoficzonego indeksu
w G (|G : N| < 00). Zatem, na podstawie ([15] 14.3.2.), podgrupa N jest
skoriczenie generowana. Jesli N # {e}, to lezac w grupie lokalnie gradowa-
nej, N musi posiada¢ podgrupe wlasciwa H (to znaczy N 2 H), skoniczonego
indeksu w N (|N : H| < o0). Stad |G : H| = |G : N|-|N : H| < oo, czyli
|G : H| < co. Wtedy, na podstawie Twierdzenia ze strony 196 w [19]|, H po-
siada podgrupe K charakterystyczna w G (a wiec normalng w G), ktora ma
skoniczony indeks w G (|G : K| < 00). Mamy wiec ze N i K sa dzielnikami
normalnymi w GG, o skoriczonych indeksach. Przy tym N jest minimalny o tej
wlasnosci, a jednoczes$nie:

GDON2HDK.

Przeczy to minimalnosci N. Pozostaje wiec przypadek N = {e}. Poniewaz
N jest podgrupa skoniczonego indeksu, oznacza to, ze G jest grupa skonczona
co konczy dowod.

Grupa Burnside’a B(n, k) jest izomorficzna z grupa F'/F* rangi n. Nie-
skonczone grupy Burnside’a nie sg lokalnie gradowane, poniewaz na podsta-
wie prac E. Zelmanova, posiadaja minimalny dzielnik normalny skonczonego
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indeksu. Wynika stad ze nieskoniczone grupy Burnside’a (na przyktad grupa
F/F%%) leza w obszrze 15 Grouplandu. Dla k = 5 powyzszy problem Burn-
side’a jest nadal otwarty. Gdzie lezy grupa F'/F® nie jest znane. Moze ona
by¢ w obszarze 15 lub w obszarze 13 jesli jest skoiiczona, bo musi wtedy
mie¢ rzad nieparzysty i, na podstawie Twierdzenia Feita i Tomsona, musi
by¢ rozwigzalna, a zatem policykliczna.

Zadanie 1 Dla kazdego obszaru znalezé¢ przyktad grupy nalezacej do niego.

Zadanie 2 W jakich obszarach nie ma grup skonczenie generowanyh lub nie
ma grup nieskonczenie generowanych?

Zadanie 3 W jakich obszarach nie ma grup relatywnie wolnych?
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