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ELIPTYCZNE ARBELOS

Marcin Szweda

marcin.szwedal@wp.pl

Kiedy po raz pierwszy przeczytaliémy artykul Jonathana Sondowa (opubli-
kowany w grudniu 2013 roku w Amerykarniskim Miesieczniku Matematycz-
nym) dotyczacy pojecia i wlasnosci parbelos, czyli parabolicznego odpo-
wiednika arbelos — powszechnie znanej, klasycznej figury geometrycznej,
byliSmy zaskoczeni!

ByliSmy zaskoczeni tym, ze tak pézno zajeto sie tym ,uogélnieniem”
(ponad 2000 lat po Archimedesie) i zaczeliSmy sie zastanawiaé, co wiasci-
wie wiadomo o innych stozkowych analogonach arbelos? Juz na poziomie
eliptycznego arbelos — najbardziej naturalnego uogoélnienia klasycznego ar-
belos — nie spotkaliSmy zadnych innych cytowan (poza wspomnianym wy-
zej artykutem Sondowa), Zadnych informacji, czy wskazéwek. Mimo tego,
parafrazujac samego Hilberta, chcieliSmy przyjrze¢ sie eliptycznemu arbe-
los, musieliSmy przyjrze¢ sie eliptycznemu arbelos. Jak sie teraz okazuje —
warto bylo przyjrzec sie temu pojeciu. Co prawda, jesteSmy dopiero na po-
czatku $ciezki badan, wiec i nasze odkrycia bliskie sa fazie koncepgji i pro-
stych obserwacji, ale juz nagradzaja poSwiecony przez nas czas i poniesiony
trud badawczy. Naszymi skromnymi obserwacjami i odkryciami, jak réw-
niez watpliwo$ciami, pytaniami, hipotezami na temat eliptycznego arbe-
los, chcieliSmy wreszcie podzieli¢ sie z wiekszym gronem matematykow,
zwlaszcza z milosnikami geometrii.

PS. , Historia pojecia arbelos ginie w mrokach dziejow” (R. P. Boas).

Archimedes poswiecit arbelos odrebna prace — nie zachowata sie jednak
zadna kopia tej pracy.

Archimedesowi przypisuje sie odkrycie w arbelos tak zwanych bliZnia-
czych okregéw Archimedesa. Leon Bankoff ( XX-wieczny amerykariski zna-
wca tematyki arbelos — z zamitlowania matematyk, z zawodu dentysta) w
1974 roku odkryl, ze mamy trojacze okregi Archimedesa (-Bankoffa), a w
cytowanej ponizej pracy panéw D. S. W. Y. wyrézniono juz 29 takich spe-
cjalnych okregéw i na dokladke nieskoriczenie wiele w tzw. ciagu okregéw
Petera Woo. Pappus z Aleksandrii jest odkrywca (jak przyjmuje sie obecnie)
ciagu okregéw wpisanych w arbelos, zwanego faricuchem Pappusa i intere-
sujacego twierdzenia o promieniach tych okregéw.

Jeszcze do niedawna arbelos nazywano zamiennie ,nozem szewski” (ang.
,shoemaker’s knife” — wylacznie takim okre$leniem postugiwat sie w swo-
ich pracach Leon Bankoff), chociaz jak sie wydaje nie jest to najlepsze okre-
Slenie (zobacz odpowiednia argumentacje w pracy R. P. Boasa), lepiej brzmi
sformutowanie , koci pazur”?!
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Arbelos



Klasyczne arbelos Parbelos Eliptyczne arbelos 3D-arbelos eliptyczne n-eliptyczne arbelos 3D-arbelos z 4. sferami  Dodatki

KLASYCZNE ARBELOS

Arbelos (gr. apfBuvlos 'ndz szewski’) to figura geometryczna,
ktéra powstaje przez ograniczenie ptaszczyzny trzema
wzajemnie stycznymi pétokregami lezacymi po tej samej
stronie prostej zawierajgcej ich srednice. Pierwsza wzmianka

0 niej pojawia sie w Liber Assumptorum (ang. Book

of Lemmas) — facinskim ttumaczeniu dzieta Archimedesa, gdzie
wérdd pietnastu twierdzen dotyczacych okregéw zawart trzy
mdwigce o wtasnosciach arbelos.

_ .

RYSUNEK:

N
// \ / - \\\ Arbelos.
[ \
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WEASNOSCI KLASYCZNEGO ARBELOS

Gérna i dolna krawedz arbelos majg takg samg diugosé,

Pole powierzchni arbelos jest rowne polu kota o $rednicy
BD (jak na rysunku),
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WEASNOSCI KLASYCZNEGO ARBELOS

~
Niech / bedzie wspolng styczng potokregéw AB i BC.
Niech E bedzie punktem stycznosci prostej / i potokregu
AB, natomiast F punktem stycznosci prostej / i pétokregu
BC (E # Bi F # B). Wtedy punkty E i F lezg na odcinkach
odpowiednio AD i CD. Nalezg one réwniez do okregu o
$rednicy BD, a odcinek EF tez jest Srednicg tego okregu.
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WEASNOSCI KLASYCZNEGO ARBELOS

Niech ' i I'; beda okregami znajdujgcymi sie po réznych
stronach odcinka BD, stycznymi do tego odcinka oraz
dolnej i gornej krawedzi arbelos. Okregi te (nazywane
okregami Archimedesa) majg te same $rednice réwne
iloczynowi dtugosci odcinkow AB i BC podzielonemu
przez dtugo$¢ odcinka AC.

D

RYSUNEK:
Okregi
Archimedesa.
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WEASNOSCI KLASYCZNEGO ARBELOS

Okazuije sie, ze istnieje wiele szczegdblnych okregdw
zwigzanych z arbelos, ktére sg przystajace do okregéw
Archimedesa'. Oto przyktady kilku z nich:

Okrag Kj (zwany trojaczym
okregiem Bankoffa) jest okre-
giem przechodzacym przez
punkty A, B, C,

gdzie A i C sa punktami stycz-
nosci mniejszych potokregéw
tworzacych arbelos z okregiem

Ky

wpisanym w arbelos, a punkt B
jest punktem styczno$ci mniej-
szych pétokregdédw tworzacych
arbelos.

RysUNEK: Okrag Ki — przystajacy
do blizniaczych okregow
Archimedesa.

'zob. C.W. Dodge, T. Schoch, P.Y. Woo, P. Yiu, Those Ubiquitous
Archimedean Circles, Math. Magazine 72 No. 3 (1999), 202-213
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WEASNOSCI KLASYCZNEGO ARBELOS

Okrag K> (zwany czworaczym ‘e
okregiem Bankoffa) jest okre- -

giem o maksymalnym promie-

niu wpisanym w odcinek pét- \

okregu, odciety przez cieciwe

styczng do mniejszych okregow  Rrysunek: Okrag Ko — przystajacy

tworzacych arbelos. do blizniaczych okregow
Archimedesa.
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WEASNOSCI KLASYCZNEGO ARBELOS

Uprzednio skonstruowany
okrag K. odbijmy symetrycznie
wzgledem cieciwy  stycznej
do mniejszych potokregéw i
budujmy tréjkat ABC — jak na
rysunku. Wéwczas kat CAB ma
miare 90°. RYSUNEK: Tréjkat ABC jest
prostokatny.
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WEASNOSCI KLASYCZNEGO ARBELOS

Lancuchem Pappusa nazywamy nieskonczony cigg okregéw
wpisanych w arbelos jak na ponizszym rysunku. Ma on
nastepujgcg wtasnos$c:
Odlegtos¢ srodka n-tego okregu tancucha Pappusa od
odcinka AC jest réwna n-krotnej dtugosci $rednicy tego
okregu.

RYSUNEK:

4 tancuch
Pappusa.
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Parbelos
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PARBELOS

Parbelos jest parabolicznym odpowiednikiem arbelos, ktéry
powstaje przez zastgpienie potokregdéw ograniczajgcych
arbelos odpowiednimi tukami parabol zwréconymi w te sama
strone (odcinki tgczace ogniska parabol z ich wierzchotkami sg
réwnolegte i zwrocone w te samag stroneg).

RYSUNEK: Parbelos.
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PARBELOS

Odcinkiem charakterystycz-
nym dla paraboli petnigcym
te sama role co $rednica pot-
okregu jest odcinek nazywa-
ny latus rectum. Przechodzi
on przez ognisko danej pa-
raboli, jest rownolegty do jej
kierownicy i jego oba konce
nalezg do paraboli.

Kazdy z dwoch dolnych tu-
kow parbelos jest styczny do
gornego, jednak w odréznie- RYSUNEK: AB — latus rectum.
niu od arbelos nie sg one

styczne wzajemnie.
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WYBRANE WEASNOSCI PARBELOS

Gorna i dolna krawedz parbelos majg takg samag dtugosé
Niech punkty G, H i I bedg wierzchotkami parabol, ktérych
latus rectum sg odcinki, odpowiednio, AB, AC i BC.
Czworokat BIHG jest rownolegtobokiem, a pole
powierzchni parbelos jest % razy wieksze od pola

powierzchni tego rownolegtoboku.
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CIEKAWOSTKA!

Wspo’fczynmk pojawia sie tez w odkrytych przez samego
Archimedesa "stosunkach geometrycznych":

pola odcinka paraboli do pola odpowiedniego trojkata
wpisanegi w ten odcinek,

we wzorze na objetos¢ kuli.

Michael Golomb oraz Hiroshi Haruki udowodnili?, ze jesli
odcinek paraboli zastgpimy odcinkiem elipsy, to stosunek pola
tego odcinka do pola odpowiedniego tréjkata wpisanego w ten
odcinek jest wigkszy niz %, natomiast w przypadku odcinka
dowolnej gatezi hiperboli mamy, ze analogiczny stosunek pél
jest mniejszy niz 3. 4 3 Michael Golomb podat réwniez
uogolnienia n-wymiarowe tych faktéw, m.in. dla kwadryk.

2M. Golomb, H. Haruki, An Inequality for Elliptic and hyperbolic segments,
Mathematics Magazine, 46 No. 3 (1973), 152-155.

3Dowod podat O. Botemma w Archimedes Revisited, Mathematics
Magazine, 57 No. 4 (1984), 224-225.
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WYBRANE WEASNOSCI PARBELOS

Styczne do odpowiednich tukéw parbelos w punktach A, B
i C tworzg prostokat nazywany prostokatem stycznym do
danego parbelos. Pole parbelos jest rowne 2/3 pola tego
prostokata.
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WYBRANE WEASNOSCI PARBELOS

Okrag opisany na prostokgcie stycznym do parbelos
(zdefiniowanym w poprzedniej wtasno$ci) przechodzi przez
ognisko gérnej paraboli (zobacz punkt F na rysunku
ponizej).
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WYBRANE WEASNOSCI PARBELOS

Pod kazdym z dolnych tukéw parbelos konstruujemy nowe
parbelos, podobne do wyjsciowego. Z tak powstatych
czterech nowych tukéw, dwa $rodkowe sg przystajgce, a
dtugosé kazdego z nich jest réwna potowie Srednigj
harmonicznej dtugoéci dolnych tukéw wyjsciowego
parbelos.
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Eliptyczne
arbelos
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ELIPTYCZNE ARBELOS

Rozwazmy teraz eliptyczne arbelos, czyli obszar pomiedzy
dang pételipsa, a wpisanymi w nig dwiema mniejszymi
poételipsami, odpowiednio stycznymi do siebie i do wigkszej
pételipsy.

b, b

2(1_1 202

RYSUNEK: Analogon arbelos dla elips.
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ELIPTYCZNE ARBELOS

Dane sg elipsy:
(x—a)®  y*
2 B
_xx
(a1 +a)? b
Chcemy, aby spetniony byt warunek:

1, (1)

—1. @)

Y>vy,

ktory gwarantuje, ze elipsa opisana wzorem (1) miesci sie
wewnatrz elipsy opisanej wzorem (2).
Warunek wystarczajacy podamy w formie lematu.
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ELIPTYCZNE ARBELOS

elipsa (2) elipsa (2) elipsa (1)

a ta
1 a, a+a

RYSUNEK: Przyktad spetniajgcy

warunek Y > y. RYSUNEK: Przyktad, w ktérym

y>Y.
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ELIPTYCZNE ARBELOS

Pytamy sie, przy jakim dodatkowym warunku na wspoétczynniki

ai, ao, bo i b, dla kazdego x € [ay, a1 + ao] wartosci y = y(x) i

Y = Y(x) wyznaczone z (1) i (2) spetniajg nierownos¢ Y > y?

Innymi stowy, kiedy mniejsza elipsa opisana wzorem (1) miesci
sie w wiekszej — opisanej wzorem (2). Odpowiedz na to pytanie
podaje nastepujgcy lemat.

LEMAT (WARUNEK WYSTARCZAJACY NA Y > y)
Jesli spetniony jest jeden z warunkow:

2.2 b b=by 1+ 2
ao a + as ao

to zachodzi nierownosc 'Y > y.
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ELIPTYCZNE ARBELOS

Dowdd: Rozwazmy funkcje:

_ (a1 +¢)? e
f(e) = b (1_(a1+32)2>—b§ (1—a§>, 3)

gdzie ¢ € [0, ao]. Mamy:

2 2(81 + 5) 225 bg b2 231 b2
b et =2 5 o 2
(81 + 32) as as (31 + 82) (31 + 82)

f'(e) =

skad tatwo wynika, ze jesli:
b_ b
a a + a

(4)

to f(¢) jest malejaca w przedziale ¢ € [0, as]. Poniewaz
f(a2) = 0, a przy warunku (4) mamy f(0) >0,to Y > y w
zadanym przedziale.
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ELIPTYCZNE ARBELOS

Przypu$cmy wiec, ze % > . Mamy:

a+a

agbz(az + 231) — (b2(31 + 82))2

f(0) =
(0) @+ 22 :
oraz ) )
1),,(32) _ bs(ay + ap) — axb
2 ap(ay + ap)

Poniewaz f(ax) = 0 oraz f/(0) < 0 i interesuje nas jedynie
sytuacja, gdy f(¢) > 0 dlae € [0, a,], wiec musi by¢ f'(ax) =01
f(0) > 0, czyli:

b=bz |1+ 7. (5)
b2 b2(ap—e _
(wtedy £(0) = 2% >0 f/(c) = —% <0). O
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ELIPTYCZNE ARBELOS — PRZYKLEAD

Uwaga:

Dwustronny warunek (5) z kohca powyzszego dowodu
zilustrowany jest na ponizszym rysunku. Tutaj zewnetrzna
potelipsa posiada poétosie a; + a» = 9, b = 3, a wewnetrzne
potelipsy potosie: a; = 5, by = /5, a» = 4, by = 2. Zwigkszenie
wartosci by i b, wigzatoby sie z wyjsciem wewnetrznych elips
poza zewnetrzng elipse.

RYSUNEK: Arbelos eliptyczne odpowiadajgce optymalnemu doborowi
wewnetrznych elips.
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ELIPTYCZNE ARBELOS — WEASNOSCI

Pole eliptycznego arbelos jest rowne:
1
P = 5(71'(81 + ag)b —rmaiby — 7T32b2) =

]
= é(ﬂ(fh + ag)(b— by — bp) + wayba + wagby),

czyli jest rowne:
potowie sumy pol elips o poétosiach ay i by oraz ax i by
(zamienione sg pétosie mniejszych elips), jesli tylko
b = by + bo,

RYSUNEK: Interpretacja geometryczna otrzymanego wyniku.
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ELIPTYCZNE ARBELOS — WEASNOSCI

potowie sumy pol elips o poétosiach ay i b oraz a i by plus
lub minus potowa pola elipsy o jednej pétosi a; + ao, tj.
odpowiadajacej potosi wyjsciowej duzej elipsy i 0 potosi

|b — by — bo|, wynikajacej z niezbilansowanej pétosi duzej
elipsy przez sume dtugosci odpowiednich potosi
mniejszych elips.

RYSUNEK: Interpretacja geometryczna otrzymanego wyniku.
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ELIPTYCZNE ARBELOS — WEASNOSCI

W szczegélnosci, jak widzimy, klasyczne arbelos (ij. arbelos
kotowe) ma pole rowne polu elipsy o potosiach rownych
promieniom dwéch mniejszych okregdw.

) 4
a
_, )
4

RYSUNEK: ROwnos¢ pdl arbelos i elipsy.
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ELIPTYCZNE ARBELOS — WEASNOSCI

W przypadku, gdy mimosrody wszystkich trzech elips
tworzacych dane arbelos eliptyczne majg identyczng
warto$¢, co jak tatwo wynika z definicji mimosrodu
oznacza, ze:

b _b_b_ i

a+a a a

wowczas zachodzi réwno$¢ pomiedzy dtugoscig gérnego i
dolnego brzegu arbelos eliptycznego (przypomnijmy, ze
wtasno$c¢ ta zachodzi tez w parbelos i ma zwigzek z
uniwersalng statg paraboliczng).
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ELIPTYCZNE ARBELOS — WEASNOSCI

Uzasadnienie tego faktu wynika natychmiast Z nastepujacej

. o , . 2
zaleznosci na obwod / elipsy % + }éz =1, b < a, mianowicie:

2m
/:a/\/1 — e2cos? tdt =
0

B (2n—1)1 20
_2”a< Z (@n) '2n—1 ’

= /1 — (2)2 jest mimosrodem elipsy. O
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ELIPTYCZNE ARBELOS — PROBLEMY

Czy w dane eliptyczne arbelos, ktére tworzg potelipsy o
jednakowym mimos$rodzie ¢, mozna wpisaé blizniacze
elipsy Archimedesa (tj. elipsy przystajace o tym samym
mimosrodzie ¢) — jak na ponizszym rysunku.

QU e R

RYSUNEK: Blizniacze elipsy Archimedesa.
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ELIPTYCZNE ARBELOS — PROBLEMY

Uzasadnienie (?):

W przypadku, gdy wszystkie trzy elipsy tworzgce arbelos majg
jednakowe mimos$rody odpowiedz wydaje sie by¢ twierdzgca.
Wynika to z uogélnienia zagadnienia blizniaczych okregdw
Archimedesa. Uogélnienie to powstaje przez odpowiednie
przeskalowanie osi OX lub OY. Wowczas okregi przechodza
na elipsy (o tych samych mimo$rodach) i nadal pozostajg
odpowiednio styczne.
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ELIPTYCZNE ARBELOS — PROBLEMY

Czy eliptyczne arbelos posiada wtasno$¢ Zarankiewicza*?
Innymi stowy, czy dla dowolnego punktu P € Fr(E) brzegu
danego eliptycznego arbelos E istnieje punkt Q € Fr(E)
taki, ze odcinek PQ dzieli dane arbelos na dwie czesci o
jednakowych polach?

“Zainteresowanych biografig i przede wszystkim osiggnieciami naukowymi
Kazimierza Zarankiewicza — wybitnego polskiego topologa (i nie tylko, byt
rowniez gtéwnym inicjatorem powstania Polskiego Towarzystwa
Astronautycznego, ktérego zostat tez pierwszym prezesem) odsytamy do
pracy przegladowej: S. Bergman, R. Duda, B. Knaster, J. Mycielski, A.
Schinzel, Kazimierz Zarankiewicz 2.V.1902-5.1X.1959, Wiadomosci
Matematyczne tom 9, nr 2 (1967), 175-185.
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ELIPTYCZNE ARBELOS — PROBLEMY

Rozwiazanie: Rozwazmy odcinek "zaczepiony" w punkcie P.
"Wedrujac" drugim koncem odcinka po brzegu eliptycznego
arbelos dostajemy podziat tej figury na dwie czesci (ktére nie
muszg by¢ w "jednym kawatku"). Konstruujac funkcje S,
odmierzajgca pole jednej z czesci tego podziatu, zauwazymy,
ze jest ona ciggta i przyjmuje wartosci od 0 do wartosci pola
catej figury. Z wtasnosci Darboux przyjmuje wiec wartos¢ réwng
potowie pola eliptycznego arbelos.




Klasyczne arbelos Parbelos Eliptyczne arbelos 3D-arbelos eliptyczne n-eliptyczne arbelos 3D-arbelos z 4. sferami  Dodatki

3D-arbelos
eliptyczne
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE

Rozwazmy teraz "proste tréjwymiarowe arbelos eliptyczne" (w
skrécie "3D-arbelos eliptyczne™), okreslone jak na ponizszym
rysunku (rozwazamy elipsoidy obrotowe otrzymane w wyniku
obrotu odpowiednich trzech elips wokot osi OX, ponadto
zaktadamy, ze ax > by, k =1,2, a> boraz

b > max {b1 (1 + j—f) , b> (1 + Z—;)} — warunek gwarantujgcy,
ze wewnetrzne elipsoidy nie beda "wychodzi¢" ponad

zewnetrzng elipsoide).

RYSUNEK:
3D-arbelos
eliptyczne.
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE — WEASNOSCI

By uogéIni¢ dyskusje do R3, w naszym przypadku na elipsoidy
obrotowe, postuzmy sie nastepujagcym znanym faktem. Oto6z,
pole powierzchni elipsoidy obrotowej, otrzymanej w wyniku

obrotu wokot osi OX elipsy <y v 1, gdzie a > b jest rowne:
a b2

2rab

27b? + arcsine, (6)

gdzie ¢ jest mimosrodem tej elipsy.
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE — WEASNOSCI

Obliczamy roznice P; pdl powierzchni pomiedzy gornym i
dolnym ptatem okres$lonego wczesniej 3D-arbelos eliptycznego.
Na podstawie wzoru (6), znajdujemy:

a+a)b , ab .
Py = (wb2+ Warcsme)—(waJr 7T611arcsm51> ~
1

— <7rb22 + 7ra:b2 arcsin 52) — (m(ay + ao)b — wayby — masby) .
2
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE — WEASNOSCI

W przypadku, gdy wszystkie trzy mimosrody majg identyczng
wartos¢, co jak tatwo wynika z definicji mimosrodu oznacza, ze:

b2 iz Y

ai+a a a

(co jest dopuszczalne wg wczesniej podanego warunku), czyli:

b:(1+az)b1:<1+a1)b2.
a4 ao

Woéwczas dostajemy:

beby—by=b——3 _p_ % _p_o
as + a a + a
b2 B b12 B b22 _ b2 2aia _9 ab ab (8)

(a1 + ap)? ai+a a+a
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE — WEASNOSCI

Stad mamy:
Py = n(b? — b — b3)+
_ (arcsme B 1) (a1 + a2)(b — by — bo) + a1by + aphy) =

ab a»b (arc sine
(s . T
a+a ag+a

=2

5 —1) (a1bz + asby) ,
arcsine arcsine

gdzie ~ sin(arcsine)

Gdy mamy do czynienia z kulami (wowczas e — 0, &CSine _, 4,
b = ay + ao) dostajemy:

Py = 2nbiby = 2maq ap.
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE — WEASNOSCI

Zatem pole P; jest sumg podwojonego pola elipsy o pétosiach
aib i a»b
a + as as + as
oraz pomnozonej przez wyrazenie (@ - 1) sumy pdl elips
o pétosiach a4 i bo oraz as i by.

T |

ay +ax

RYSUNEK: Interpretacja geometryczna otrzymanego wyniku.
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE — OBJETOSC

Najpierw przypomnijmy, ze objetos¢ elipsoidy )a‘—i + ﬁ—i + j—z =1
jest réwna %WabC. Stad szukana objeto$¢ 3D-arbelos
eliptycznego wynosi:

2 2 2
Vjy= §7T(a1 + ag)bz — §7Ta1 b12 — g?‘ragbZQ =

- 2”31 (62— by2) + gwag(bz _ b2).
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3D-ARBELOS ELIPTYCZNE — OBJETOSC

W szczegdlnosci, gdy b = by + bo, co obejmuje tez przypadek,
gdy rozwazane elipsoidy sg kulami, to dostajemy:

2 4
Vp=—=m (31 bg + 32b12) + o7 (a1bibs + axby1bo) =

3 3
2 2
= §7Ta1 bg(bg + 2b1) + §7T32b1 (b1 + 2b2),

czyli sume objetosci dwéch elipsoid o pétosiach ay, by, b, oraz
ao, by, b, i sume objetosci dwoch potelipsoid obrotowych o
pétosiach ay, bo, bo i ao, by, by lub, co jest rbwnowazne, sume
objetosci dwdch pételipsoid o pétosiach ay, bo i bo + 2by oraz
a, by i by +2bs.

Zauwazmy, ze gdy mamy do czynienia z kulami, to dwie
pierwsze elipsoidy tez sg obrotowe.
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n-eIiBtyczne
arbelos
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N-ELIPTYCZNE ARBELOS

n-eliptycznym arbelos bedziemy nazywa¢ figure (zbudowang
z elips) okreslong na ponizszym rysunku, takg ze:

a=a +a—+...+ap,

I\l Rey

>%, k=1,2,...,n.
ak

RYSUNEK: n-eliptyczne arbelos.

Dodatki
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N-ELIPTYCZNE ARBELOS

Podobnie jak to byto w przypadku eliptycznego arbelos mozna
pokazaé, ze warunek:

b > %, k=1,2,...,n,

a ag
wystarczy, aby n-eliptyczne arbelos byto dobrze zdefiniowane,
tzn. aby dolne potelipsy nie "wychodzity" poza gérng krawedz
eliptycznego arbelos.

tatwo mozna zauwazy¢, ze jesli wszystkie sktadowe potelipsy
w n-eliptycznym arbelos majg takie same mimosrody, to
dtugo$¢ tuku goérnej pételipsy jest rowna dtugosci dolnej
krawedzi (czyli sumie dtugosci tukow n — 1 dolnych pételips).
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3D-arbelos
Z czterema
sferami
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3D-ARBELOS Z CZTEREMA SFERAMI

Zajmijmy sie najpierw znale-

zieniem wzoru wigzgcego pro-

mien R zewnetrznej potsfery z .
promieniami ry, ro, rz mniej- {’
szych pétsfer. Dodatkowo zat6z- ’

my, ze Srodek zewnetrznej sfery ’
znajduje sie w trdjkacie, ktére-

go wierzchotkami sg Srodki we- ‘
wnetrznych pétsfer — jak przed-
stawiono na rysunku. RYSUNEK: Podstawa 3D-arbelos z

czterema sferami.
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3D-ARBELOS Z CZTEREMA SFERAMI

Wowczas ze wzoru Herona zastosowanego do tréjkatéw
01 02 03, OO1 Oz, 002 03, OO1 03 otrzymujemy wzor:

\/(r1 + o+ 1r3)rirar = \/R(Fi’ —rn—r)nnR+ \/F{(R —n—r)nn+
+ \/R(R — P — I’3)f2l’3. (9)

Wykonuijgc przeksztatcenia algebraiczne® potrafimy wyznaczy¢
nastepujgcy wzér:

rnrrs
2\/f1 I’2f3(l’1 + r+ f3) — Ml — N3 — I3

R (10)

5z0b. J. Mellender, C. N. Mills, P. D. Thomas, C. F. Pinzka, An Arbelos —
solution of the problem 447, Math. Magazine 35 No. 1(1962), 57-58.
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3D-ARBELOS Z CZTEREMA SFERAMI

Teraz zajmijmy sie przy-
padkiem, gdy srodek O
okregu opisanego znaj-
duje sie poza trjkatem
010,05 — jak przedsta-
wiono na rysunku.

RYSUNEK: Podstawa 3D-arbelos z
czterema sferami.
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3D-ARBELOS Z CZTEREMA SFERAMI

W tym przypadku réwnanie generujgce promien R
(odpowiednik (9)) miatoby postac:

\/(f1 + I+ r3)nrers = \/R(R — N =)+ \/R(R — Iy — I13)lal3—
—\/R(R—ﬁ —I’2)f1l’2. (11)

Roéwnanie to rowniez implikuje wzor (10), czyli:

o rrnrs
2\/I’1 I’2f3(l’1 + o+ r3) — R —nr— f2l’3.
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3D-ARBELOS Z CZTEREMA SFERAMI

Wzér wigzgcy promien R zewnetrznej potsfery z promieniami
r, r2, r3 mniejszych pétsfer mozna wyprowadzi¢ takze z
nastepujgcego réwnania Kartezjusza dla wartosci krzywizn
¢y, Co, C3, CR, Czterech parami stycznych okregdw®:

(c1 4 o+ c3+ cg)? = 2(c2 + 2 + ¢2 + c3),

gdzie ¢k = £, k=1,2,3 0raz cg =

1
5

RYSUNEK: Sytuacja, ktérg
opisuje réwnanie
Kartezjusza.

8zob. A.A. Kirillov, A Tale of Two Fractals, Birkhauser, New York 2013.
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WNIOSKI

Uogdlnienie pojecia arbelos na elipsy wydaje sie by¢ naturalne.
Otrzymane wyniki pokazuija, ze wiele wiasnoéci zachodzacych
dla klasycznego arbelos mozna uogdini¢ na eliptyczne arbelos.
Cho¢ przedstawione wtasciwosci sg dos¢ proste, pokazuje to
jednak, ze warto przyjrze¢ sie bardziej szczegbétowo temu
uogOdlnieniu, pod katem innych wtasnoéci. Jednak ze wzgledu
na brak czasu nie udato nam si¢ odpowiedzie€ na wiecej pytan
dotyczacych eliptycznego arbelos.
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Dodatki

(Przedstawimy tutaj wyniki, ktére otrzymaliSmy przy okazji pracy nad
arbelos. Nie sg one bezposrednio zwigzane z omawiang tematyka,
tym nie mniej jednak sg warte uwagi.)
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KONCENTRYCZNE RODZINY ELIPS

Rozwazaé bedziemy zagadnienie, w ktérym dana jest rodzina
elips wspotsrodkowych o tym samym mimos$rodzie . Okazuje
sie, ze pomiedzy dowolne dwie elipsy nalezace do rozwazane;j
rodziny mozna wpisa¢ nowg elipse (0 mimosrodzie ¢ i
odpowiednich dtugosciach pétosi).

Nie byto by w tym nic dziwnego, gdyby nie fakt, ze te elipse
mozna "przesuwac" i nadal pozostanie styczna.
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KONCENTRYCZNE RODZINY ELIPS

Niech dane beda dwie elipsy o
jednakowym mimos$rodzie, kto-
rych srodek jest w tym sa-
mym punkcie. Bez zmniejszania
ogolnosci przyjaé mozemy, ze

elipsy te majg nastepujace row- / s
nania: 1 ky
L

()

2
X
&  o2ad (12)
5 21 RYSUNEK: Przyktad rozwazanego
)L % =1, (13) zagadnienia.

przy czym przyjmujemy
a > ao.
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KONCENTRYCZNE RODZINY ELIPS
Rozwazmy rodzine elips:

(x —¢)? N (y —n)?

2 222
a3 a?as

=1, (14)

gdzie az = #52%.
Znajdziemy teraz parametry & i n, w taki sposob aby elipsa (14)
byta styczna do dwdch poprzednich (tzn. do elips (12) i (13)). W

tym celu policzmy wspétczynnik kierunkowy stycznej do elipsy
(14):

(0%
y—n
oraz wspotczynnik kierunkowy stycznej do elipsy (13):

/——0425
4 y
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KONCENTRYCZNE RODZINY ELIPS

Poréwnujac oba wspétczynniki kierunkowe i przechodzac na
wspotrzedne eliptyczne, po prostych przeksztatceniach
otrzymujemy:

n=~¢algl.
Teraz skorzystamy z faktu, ze elipsy muszg mie¢ punkty
wspdlne — punkty stycznosci (obliczenia prowadzimy dla elipsy
(13) i (14)):

(agcost—¢&)  (aapsint—n)?

2 252
a5 a?as

=1,

Prowadzac dalsze obliczenia i korzystajac z tego, ze n = {atgt
otrzymujemy:

- 2apcost + 2as| cos |

5 =apcosttascost = (axtas)cost.
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KONCENTRYCZNE RODZINY ELIPS

Wykonujac analogiczne oblicze-
nia dla elips (12) i (14) oraz
wybierajgc wspélne rozwigza-
nie otrzymujemy:

B

§=2%%2cost 4‘ =
dla dowolnego ¢ € [0, 27].
Uwaga: $rodek rozwazanej ro- RYSUNEK: Przyktad rozwazanego
dziny elips koncentrycznych, Zagadnienia.
Srodek elipsy wpisanej oraz
punkty stycznosci sg wspotlinio-

we.
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Dziekuyj
za uwage.
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