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Gr. E n e s t r ö m : Uber Probleme der mathematischen Geschichtsschreibung.

Über Probleme der mathematischen Geschichts
schreibung.

Von G. E n e s t r ö m  in Stockholm.

Wie jede andere historische Wissenschaft hat auch die mathematische 
Geschichtsschreibung teils ein besonderes Material zu sammeln, teils das
selbe nach gewissen Grundsätzen zu ordnen, und wenn die Grundsätze 
leicht anzuwenden sind, kann die Reihenfolge der Bestandteile des Materials 
im großen und ganzen als eindeutig bestimmt betrachtet werden. Denken 
wir uns zum Beispiel, daß das Material aus Sätzen über Thetafunktionen, 
die im 19. Jahrhundert veröffentlicht worden sind, besteht, und nehmen 
wir an, daß diese chronologisch nach den Druckjahren der Schriften, in 
denen sie zuerst veröffentlicht wurden, geordnet werden sollen, so bietet 
die Arbeit, sobald das ganze Material gesammelt und mit den nötigen 
Angaben versehen worden ist, kaum irgendwelche Schwierigkeiten dar. 
Fordert man dagegen, daß die Sätze alphabetisch nach den Namen der 
ersten Entdecker geordnet werden sollen, wird die Sache schon ein 
wenig verwickelt, denn bevor man das Ordnen beginnen kann, muß man 
in gewissen Fällen besondere Untersuchungen anstellen, die vielleicht nicht 
immer zu einem sicheren Ergebnis führen. Noch verwickelter wird die 
Arbeit, wenn man z. B. verlangt, daß die Bedeutung der Sätze für die 
Funktionentheorie bei ihrem Ordnen in Betracht gezogen werden soll, so 
daß die wichtigsten Sätze eine besondere Abteilung bilden. In diesem und 
ähnlichen Fällen müssen also gewisse Fragen erledigt werden, bevor die 
eigentliche historische Darstellung in Angriff genommen werden kann, 
und diese Fragen nenne ich Probleme der mathematischen Geschichts
schreibung.o

Man sieht sofort ein, daß diese Probleme nicht nur von der Art 
des Materials, sondern auch von dem Zweck der Darstellung abhängen, 
und je wichtiger das Ergebnis ist, das man durch die historische Dar
stellung erzielen will, um so schwieriger werden die Probleme, die zu 
lösen sind. Bezweckt man beispielsweise, zu ermitteln, was die mathe-

Bibliotheca M athematica. III. F olge. X I. 1



G. E n e st r ö m .

matischen Theorien für die Kultur bedeutet
keiten meines Erachtens so gro , a es n̂  U Ü1 nur auf eine
auch nur einen Versuch zu mac en, sie z , ,rke ¡ck , daß man vor
einzige Schwierigkeit aufmerksam zu machen, daß ein wesent-
läußg das folgende Problem l o s e n  mu .  , ,  , k u  ,1er mathe-
licher Teil der Geistesarbeit, die bisher für ä "  ^ G e b ie t e  der 
mat,scheu Theorien verwendet worden ist - -  » d « e n ^  ^  ^  
Kultur zu Nutzen gekommen wäre, wie weiteres
sehen?“, und diese. Problem ist ^ X m ü  m t i r  ™ «tscheiden, ob 

“f ^ e n t n d T a - n  Ä e m a t i k  für die ¿ultur nützlich oder

"  Z Z  wichtige. Problem der mathematischen Geschichts
schreibung, das tatsächlich gestellt worden ist, beziehti sich auf die ^  
scnreiou D, griechischen Mathematik. Das Problem

lautet Welches^ waren die A a c h e n  des Verfalles der griechischen 
Mathematik und welche Maßregeln sollten also ergriffen werden, um fu 
die Zukunft einen ähnlichen Verfall der mathematischen Forschungsarbeit 

• r 9« * cv, ¿ieses Problem möchte ich als bis auf weiteres un

schließen darf, wie die zweite Frage beantwortet werden soll
Allerdings können geistreiche Verfasser, wenn sie auf dem mathe

matisA historischen

über Probleme dei soe en ^  ^  ^  Behandlung einfacherer Pro- 
18t es dringen zu e ^  der Bearbeitung einer Entdeckungs-

“ rh ich te  der Mathematik treten sehr oft Fragen auf, die Probleme 
öenannt werden könnten. Teils sind die Quellenwerke aus denen der 
itohstoff entnommen werden soll, oft unvollständig oder unzuverlässig, 
teffs haben die früheren Arbeiter auf dem mathematisch-historischen 
Gebiete nicht selten das von ihnen benutzte Material unkritisch oder 
nachlässig bearbeitet. Im letzten Fall« kann die Frage durch Zuruck-

T ^ T c o n r a u  H. Müller , Studien zur Geschichte der M athematik insbesondere 
des mathematischen Unterrichts an der Universität Göttingen xm 18. Jahrhundert; 
A b h a n d l. z u r  G esch . d. m a th e m . W is s . 18, 1904, S. 63. .. 7 t  ■ r,

2) Vgl. G. Eneström, Über planmäßige Arbeit a u f dem 
Forschungsgebiete; B ib l lo th .  M a th e m . 8 ,, 1901/8, S. 11. . . . .

3) Siehe P T a .» . .» ,  L e era i Probleme de VUstoire des mathemaUgues anc.ennes; 
B u lle t ,  d. ,e . m a th e m . 9 „  1885, S. 1 0 1 -1 2 0 . W ieder abgedruck t, L a  

grecque, Paris 1887, S. 1 17.



gehen auf die Quellen erledigt werden, aber viel schwieriger wird natürlich 
die Sache, wenn die Quellen selbst unvollständig. oder unzuverlässig sind 
oder auf mehr als eine Weise gedeutet werden können.

Besonders häufig kommen die Probleme in der Entdeckungsgeschichte 
der Mathematik des Altertums vor, und ihre Erledigung erfordert im 
allgemeinen besondere philologische oder literaturhistorische Kenntnisse.

ft genügen auch nicht solche Kenntnisse, um die Probleme endgültig 
zu lösen, z. B. in betreff der Fragen: Hat P v t h a g o b a s  den pythagoreischen 
Lehrsatz gekannt? Wann lebte H e b o n ? Was meinte E ukl xdes  mit der 
4 Definition des 1. Buches der Elemente: „Die Gerade ist die Linie die 
auf gleiche Weise (¿g Uov) in betreff ihrer Punkte gelegen ist.« ’ Die 
letzte Frage ist besonders interessant, weil es sich herausgestellt hat daß 
die wahre Bedeutung des Ausdruckes g  teov schon zu Zeiten des P hoklos  

verloren gegangen war. Auch in der Entdeckungsgeschichte der Mathe
matik des Mittelalters spielen die Probleme zuweilen eine wichtige Rolle- 
mh brauche nur beispielsweise auf die folgenden Fragen hinzuweisen: 
Wann lebte J o b d a n u s  N e m o ba b it js? Und welches ist die von ihm verfaßte 
Algorismusschrift? Hinsichtlich der ersten Frage ist es bis auf weiteres 
zweifelhaft, ob sie jemals befriedigend erledigt werden wird, und für die
definitive Beantwortung der zweiten Frage ist noch nicht genügendes
Material gesammelt worden.

Dagegen werden Probleme, die von der Natur der Quellen abhängen 
um so seltener, je mehr man der Neuzeit näher rückt, weil die Quellen
werke immer vollständiger und zuverlässiger werden. Allerdings kann 
auch die Entdeckungsgeschichte der modernen Mathematik Probleme 
dieser Art bieten, die nicht ganz leicht gelöst werden dürften, und hier 
unten bringe ich einen Beleg dafür.

Vor einiger Zeit bemerkte ich in einem kleinen Artikel über die
Geschichte der krummlinigen Koordinaten»), daß es am richtigsten sein 
durfte, diese Geschichte mit G a u s s  beginnen zu lassen. Die Bemerkung 
veranlaßte einen geschätzten Mitarbeiter der B ib lio th eca  M athem atica  
mir brieflich mitzuteilen, er halte für sehr wahrscheinlich, daß schon 
K u l e k  krummlinige Koordinaten benutzte und er verwies mich auf eine 
stelle der EüLEBschen Adversaria. An der fraglichen Stelle2) bezeichnet 
E u l e b  die Koordinaten eines beliebigen Punktes einer gegebenen Fläche 
durch t, u, v und bemerkt, daß jede dieser drei Größen als Funktion 
von zwei anderen voneinander unabhängigen Veränderlichen r und s aus-

T ’ nÊ ST‘riM ’ ,  ? he> d a s a n 9 eU lche Vorkommen krummliniger Koordinaten bei
LibiBNiz; B ib h o th .  M a th em . 103, 1909/10, S. 47.

2) L. E uler, Opera postuma 1, Petropoli 1862, S. 494 — 496.

Über Probleme der mathematischen Geschichtsschreibung. 3
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G. E n e s t r ö m .

gedrückt werden kann. Ferner b e t e t e t  ^ ^ ä ß e n
gegebenen Fläche, und nimmt an, daß Wirklichkeit
für den Punkt .  nur die Größe S ' J “ “,  0rt de. Punkte. .
der Ort des Punktes r  die Gleichung tatsächlich zwei Parameter-
die Gleichung r -  Konst.; dies. O rte sind a lsoatsach  ^
linieu der gegebenen Flache un le era ’ ^  (ljQeD1 einzigen
linige Koordinaten. Anderseits deutet E u n n ’ j h „ Gebilde betrachtet.
Worte an, daß er d t e e ^ n  e r l i e h e ^ r a u m l  ^  lm m m .
Wenn man E u l e b  auf Grund der 0 semen Worten einen
liniger Koordinaten ' f  > ä„ m enlialleI1 ist, und die Frage
Sinn geben, der nicht a u .d ru c  ^  ^  ^  ^  geometasohe
ist: „Kann man annehmen, daß tannt hat?“ Ein moderner
Bedeutung der Veränderlichen zu'beantworten,

5 L I Ä Ä .  -pt -
erledigt werden kann. b t veraniaßt worden

Die Probleme, die nicht von den nenne ich die
sind, können oft sehr leicht ge ° S ^  n? Hat Leibmz krummlinige 
Fragen: War 1 aber jedenfalls nicht be- 
Koordinaten benutzt? g ^  ^  ^  die p ELLSclle Gleichung
sonders schwierig is z. • Erledigung, wenn es sich um
behandelt? Sehr schwierig '‘ T̂TJunT r w e l c h e  gar keine
verdächtige Angaben trüberer ^  ^ g ^  ^
Belege gebracht worden sin ^  ^  ^  ^  m f )  uhrte

schienenen Abhand un An„aben über Rechenunterricht im Mittel-

der bhandlung seme

Vernutungen als historische Tatsachen dargestellt hat. 
eigenen Vermutun Problemen der Entwickelungsgeschichte derIch komme jetzt zu den^ProbRmen^ ^  ^  oder Un.

Mathematik. Hier sondern um die Auffindung eines Zusammen-
r i e h t , gkeit emzdne g ^  ^  Z m m o a b m g  nicht unmittelbar

,: : gd“en2 QueUeu hervorgeh. Die am meisten vorkommenden Probleme

sind die zwei is, er Mathematiker einen wichtigen Satz,
1 ntht n lw e is l ic h  bekannt war, autgestellt hat; es

wird gefragt, aut welchem Wege er zu diesem Satz gekommen ist.



2. Es handelt sich um die Entdeckung einer gewissen mathematischen 
Theorie; es wird verlangt zu untersuchen, welche früheren mathe
matischen Errungenschaften als Vorarbeiten für diese Theorie be
trachtet werden können.

Hinsichtlich des eisten Problemes kann man zwei Fälle unterscheiden, 
je nachdem der fragliche Satz wahr oder falsch ist. Ist der Satz falsch* 
kann das Aufstellen desselben ganz einfach als ein Versehen oder aus der 
individuellen Begabung des betreffenden Mathematikers erklärt werden, 
aber unter Umständen ist es von Interesse zu untersuchen, ob nicht das 
Versehen teilweise mathematisch-historisch erklärt werden kann. Da ich 
indessen in einem früheren Artikel den Gegenstand ziemlich ausführlich 
behandelt habe, erlaube ich mir auf diesen Artikel zu verweisen.1)

Ist der Satz dagegen wahr, muß man sich in erster Linie genaue 
Kenntnis der Geschichte des betreffenden Zweiges der Mathematik ver
schaffen und überlegen, ob der Mathematiker wirklich imstande gewesen 
ist, den Satz selbst zu entdecken. Wenn dies nicht der Fall ist, muß 
man natürlich versuchen seine Quelle ausfindig zu machen. Selbstver
ständlich können in jedem Falle nur solche Wege in Betracht kommen, 
die der Entdecker des Satzes nachweislich oder wenigstens wahrscheinlich 
benutzen konnte. Aber je verwickelter das Verfahren und je willkürlicher 
der Ausgangspunkt desselben ist, um so weniger befriedigend wird die 
Lösung des gestellten mathematisch-historischen Problems und um so mehr 
ist es zu empfehlen, entweder von der ganzen Sache Abstand zu nehmen 
oder eine bessere Lösung zu suchen. Als Beispiel einer Lösung, die aus 
dem soeben angeführten Grunde verfehlt sein muß, nenne ich den Versuch
G. W e b t h e i m s ,  die bei H e b o n  vorkommende Annäherungsformel ] / m  =  a

+  (ä -f l ) d l + ad t herzuleiten i wo a =  E  f y m ) ,  d, =  m -  a3, d2 =  (a +  l ) 3 -  m. 
W e b t h e i m  nimmt an, daß H e b o n  die Methode des doppelten falschen An
satzes benutzt hat, und daß er — (a +  1 )^  und ad, als die Fehler, die 
den Annahmen a und a +  1 entsprechen, betrachtet hat. Allein tatsächlich 
gibt es keinen Beleg dafür, daß die griechischen Mathematiker überhaupt 
die Methode des doppelten falschen Ansatzes kannten, und die Voraus
setzung inbetreff der zwei Fehler ist nicht nur durchaus willkürlich, 
sondern überdies höchst unwahrscheinlich.2)

1) G. E neström, Zur Frage der verschiedenen Arten mathematischer Geschichts
schreibung; B ib l io th .  M a th e m . 10s, 1909/10, S. 3 — 4

2) G W ertheim , I I e r o n s  Ausziehung der irrationalen Kubikwurzeln ;  Z e it  seh r , 
f ü r  M a th e m . 44, 1899, Hist. Abt. S. 1— 3. Vgl. B ib l io th .  M a th e m . 8S, 1907/8,
S. 412. — Um zu ersehen, zu welchen eigentümlichen Ergebnissen die letzte Voraus
s e t z u n g  W e r t h e i m s  führt, braucht man nur m =  3 ,  also a =  1, dt =  2 ,  dt =  5  zu setzen. 
Dann sind in W irklichkeit die Fehler, die den Annahmen p m  = a und p m  =  a -f 1

Über Probleme der mathematischen Geschichtsschreibung. q



G. E n e s t r ö m .

Die Ermittlung des W ege, auf dem em “ ^ X T e L iL e 'T r  
wichtigen Satz gekommen ist hat ohne Zwe ^  Erachten. die
Mathematik großes Interesse, aber vie wi g Wahrheit ist
zweite Art von Problemen, die ich oben er™ bf J 1* / Mathematik, über 
es ja der Hauptzweck der Entwm keiungsges^ ^  gebeQ; und
den Zusammenhang der mathematisc en darum, die
in der zweiten Art von Problemen handelt es s i c h ^  
aktenmäßigen Angaben über diesen Zusammenhang den
für diesen Zweck ist es fast immer nc> ig, c• ^  ^  aufzusteUen.
allgemeinen Gang der Entwicke unS Artikel1) über die Hypothesen

geäußert und

L t i —
die hier in Betracht kommen, ist e, ebenso wichtig daß man in J 
einzelnen Falle genau untersucht, oh und auf welc e eise ru 
rungenschaften der Mathematik als Vorbereitung zu einer neumi T e o r  
zu bezeichnen sind. Leider übersieht man nicht selten die Wmhtigke t 
L e ,  Verfahrens und stellt gleich anfangs Hypothesen auf, wodurch d, 
l e b e n  erwähnte Untersuchung verhindert wird, oder man unterlaßt diese be 
aus anderen Gründen. Einen besonders lehrreichen Fall dieser Art bieten 
die Darstellungen der Vorgeschichte der Koordinatengeometne.

Im Jahre 1817 veröffentlichte S. Gokteih eine Abhandlung 
d ie ,e i Gegenstand-), worin e , drei Stufen des Koordinatbegriffes unter
schied, nämlich: 1. man nimmt zwei schon vorhandene oder zwei beliebig
gleichartig« Linien als Achsen an, und die Punkte der Operationsflache 
werden auf diese bezogen; 2. man konstruiert zu bestimmten Abszissen 
die Ordinaten und verbindet die so erhaltenen Pnnkte durch einen Zug, 
o man stellt eine Kurve durch eine wirkliche Gleichung zwischen zwei 
als Koordinaten aufgefaßten veränderlichen Größen dar. Er untersuchte 
weiter, welche Vertreter die drei Stufen gehabt kaben, und gelangte dabei

entsp rechen^  — 0,442 und + 0 ,558 , während sie nach der Voraussetzung W e r t h e i m s  

_ 4  und 5 w erden, also mehr als achtm al größer als die w irklichen! F reilich sucht 
W e r t h e i m  deu Konsequenzen zu entgehen, indem er als Fehler n ich t die w i r k 
l i c h e n  Fehler, sondern die Größen -  d, nnd d, be trach te t, aber man sieht leicht, 
daß die Sache dadurch nur wenig verbessert w ird, wenn a eine große Zahl ist.

1) G. E n e s t r ö m ,  Über die Bedeutung historischer Hypothesen fü r  die mathe
matische Geschichtsschreibung; B ib l io th .  M a th e m . 6 „  1905, S. 1— 8.

2) S G ü n t h e r ,  Die Anfänge und Entwickelungsstadien des Coordmatenprincvpes; 
A b h a n d l .  d. n a tu r f .  G es. zu  N ü r n b e r g  6, 1877, S. 3 - 5 0 .  Italienische Über
setzung: Le origini ed i gradi di svüuppo del principio delle coordmate; B u l l e t t .  d i 
b ib l io g r .  d. sc. m a te m . 10, 1877, S. 363 — 406.



zu dem Ergebnis, daß die Griechen noch nicht zur zweiten Stufe vor
gedrungen waren. Dagegen sei diese Stufe im Mittelalter von O r e s m e  

erreicht worden, während die dritte Stufe erst bei F e r m a t  und D e s c a r t e s  

nachgewiesen werden könne.
 ̂Gegen diese Darstellung der Entwickelung des Koordinatenbegriffs hat

H. G . Z e u t h e n  hervorgehoben1), daß sie von einer willkürlichen Voraus
setzung ausgeht, und diese Bemerkung ist meines Erachtens durchaus 
begründet. G ü n t h e r  hat nämlich nicht bewiesen, daß die zwei ersten 
Stufen für das Hervortreten des vollständigen Koordinatenbegriffs notwendig 
sind, und er hat nicht einmal nachgewiesen, daß sich der Begriff auf diese 
Weise entwickelt hat Es ist nicht ungewöhnlich, daß ein mathematischer 
Begriff zuerst bei der Behandlung einer speziellen Frage, für welche die 
Benutzung des Begriffs eine fast selbstverständliche Sache ist, hervortritt, 
und daß man erst viel später die Bedeutung des Begriffs für eine ganze 
Theorie entdeckt. Meines Erachtens liegt gerade in betreff des Koordinaten
begriffs ein solcher Fall vor.

Aber auch mit der ZEUTHENschen Darstellung der Geschichte des 
Koordinatenbegriffs kann ich nicht einverstanden sein. Z e u t h e n  hat selbst 
hervorgehoben, daß er die Anwendung der Koordinaten bei den Griechen 
als eine Tatsache betrachtet2), und ich will nicht behaupten, daß er dabei 
durchaus unrecht hat. Dagegen hat er meiner Ansicht nach mit Unrecht 
unterlassen, genau  zu untersuchen, bis zu welchem Grade die Koordinaten
anwendung der Griechen als eine wirkliche Koordinatengeometrie betrachtet 
werden darf. Allerdings weist er nach, daß bei A p o l l o n iu s  die Gerade 
und die Kegelschnitte durch Größen definiert werden, die tatsächlich 
Koordinaten sind, so daß man aus den Definitionen so fort ihre Gleichungen 
in rechtlinigen Koordinaten herleiten kann. Allein die Grundeigenschaften 
der Gerade und der Parabel sind eben der Art, daß ihre Definitionen 
sofort durch zwei Koordinaten ausgedrückt werden können; für die Ellipse 
und die Hyperbel findet ein ähnliches Verhältnis statt, aber dennoch ist 
es kaum richtig, daß die Definitionen dieser Kurven bei A p o l l o n iu s  un
zweideutig als Gleichungen zwischen zw ei Koordinaten aufgefaßt werden 
müssen. Im Gegenteil könnte man sagen, daß in den Definitionen drei 
Koordinaten Vorkommen, nämlich eine Ordinate und zwei Abszissen, und 
daß A p o l l o n iu s  die Bedeutung eines im voraus bestimmten Anfangspunktes 
des Koordinatensystems weder explizit noch implizit andeutet, so daß 
man eigentlich nicht von einer K oordinatengeom etrie, sondern nur von

Über Probleme der mathematischen Geschichtsschreibung. 7

1) H. G. Zeuthen , Note sur l’usage des coordonnées dans l’antiquité et sur 
l’invention de cet instrum ent; B u l le t .  d e  l ’a c a d . d a n o is e  d es  s c ie n c e s  1888, 
S. 139—140. 2) Zeuthen, a. a. 0. S. 128.



G. E n eström .

einer Ordinatengeometrie sprechen kann.1) Noch weniger 
behaupten, daß ApomoH.cs einen Fingerzeig gegeben hat w »  andere 
Kurven dirch eine Relation zwischen zwei Koordinaten dehniert werden

^01mAußer den oben erwähnten Arten von niathematisch-historischen 
Problemen gibt e , natürlich noch andere, aber die meisten 
sind sehr nahe mit jenen verwandt und die übrigen sin mein 
entweder unlösbar oder von untergeordneter Bedeutung. Ein von 8®™s 
Verfassern mit besonderer Vorliebe behandeltes Problem iS as o .
Zwei Mathematiker haben etwa gleichseitig dieselbe oder fast diese 
Entdeckung gemacht; es wird verlangt, zu ermitteln inwieweit sie von
einander unabhängig gewesen sind. Allerdings sind lese ro 
selten von Interesse, aber wenn ihre Behandlung mit einer vollständigen 
Darstellung der Prioritätsstreitigkeiten, wozu die gleichzeitige n ec unQ 
Anlaß gegeben hat, verbunden wird, kann die Behandlung leicht so aus
führlich werden, daß sie nicht durch die Bedeutung der Frage motiviert ist.

Bisher habe ich von Problemen gesprochen, deren Lösung für eine 
vollständige und zuverlässige Darstellung der Geschichte der Mathematik 
notwendig oder wenigstens wünschenswert ist. Indessen gibt es au 
Fragen ähnlicher Art, deren Erledigung recht eigentlich den Zweck hat, 
die historische Darstellung wertvoller und interessanter zu machen. Hierzu 
gehört zum Beispiel die Würdigung der verschiedenen Errungenschaften 
auf einem bestimmten Gebiete oder der wissenschaftlichen Wirksamkeit 
eines bestimmten Mathematikers, und da es sich nicht um nackte Tatsachen 
handelt, könnte man auch diese Fragen mathematisch-historische Probleme 
nennen Ihre Behandlung stimmt auch insofern mit der der eigentlichen 
Probleme überein, als in beiden Fällen wirkliche Sachkunde und kritische 
Schulung nötig sind. Wie leicht man sonst zu unzuverlässigen Ergebnissen 
kommt zeigt u. a., was M. C a n t o r  in seinen Vorlesungen über Geschichte 
der Mathematik von der „bahnbrechenden“ Arbeit des J o r d a n u s  N e m o r a r i u s  

auf einem gewissen Gebiete zu erzählen hat.2)
Diese bahnbrechende Arbeit des J o r d a n u s  besteht nach C a n t o r  dann, 

daß jener in seiner Aritlimetica fortwährend allgemeine Buchstaben statt 
besonderer Zahlen benutzt. Allein erstens kann man diese Benutzung nicht

D Das h a t auch Z e u t h e n  selbst später anerkannt (siehe Geschichte der Mathe
matik im  XVI. und XVII. Jahrhundert, Leipzig 1903, S. 195: „d ie  O rdinaten sin 
hei ihnen [den griechischen M athem atikern] mehr im allgemeinen von der Lage des 
Punktes au f der Abszissenachse, von dem sie ausgehen, als gerade von der Abszisse

dieses Punktes abhängig gem ach t“). . . . . . .
2) M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der M athematik 2 , Leipzig 1900,

S. 61— 62.
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„bahnbrechend“ nennen, da J o r d a n u s  nicht verstanden hat, die End
ergebnisse der von ihm ausgefiihrten Rechnungen vermittels der ursprünglich 
gewählten Buchstaben darzustellen; aus diesem Grunde erwies sich die 
fragliche Bezeichnungsweise in den meisten Fällen als unzweckmäßig, so 
daß sie nur ausnahmsweise zur Anwendung kommen konnte. Zweitens 
wird die Bezeichnungsweise, von der C a n t o r  spricht, mit der EuKuoischen 
identisch, wenn man die bei diesem in Zusammenhang mit den Buchstaben 
vorkommenden Linien streicht, und diese einfache Modifikation kann kaum 
bahnbrechend genannt werden.1) Drittens besitzen wir nicht die Original
manuskripte der Schriften des J o r d a n u s ,  so daß wir nicht definitiv ent
scheiden können, ob dieser wirklich Buchstaben ohne Linien benutzt hat 
oder ob vielleicht das Weglassen der Linien von späteren Abschreibern 
herrührt. Die Art und Weise, wie C a n t o r  in diesem Falle die Bedeutung 
des J o r d a n u s  würdigt, kann also von drei verschiedenen Gesichtspunkten 
aus als unzuverlässig bezeichnet werden.

Ein anderes Beispiel derselben Art befindet sich in einer kürzlich er
schienenen Abhandlung über L u d o l f  v a n  C e u l e n . 2)  E s  wird darin bemerkt, 
daß die Schrift v a n  C e u l e n s  Van den Circkel (Delft 1596) eine merk
würdige Methode der abgekürzten Division enthalte, und daß diese die 
erste gedruckte der fraglichen Art sei.3) Wenn man indessen den Bericht 
über das Verfahren v a n  C e u l e n s  näher untersucht, so findet man, daß es 
aus zwei Teilen besteht, von denen allerdings der eine methodisch genannt 
werden kann, nämlich die vorläufige Berechnung einer Tabelle der Zahlen 
n ■ D, wo D  der Divisor und n =  1, 2, 3, . .  ., 9 ist, und Anwendung dieser 
Tabelle bei der Division. Allein dieses Vorgehen war in der zweiten Hälfte 
des 16. Jahrhunderts allgemein bekannt4), so daß es gar nicht als eine 
Entdeckung v a n  C e u l e n s  bezeichnet werden kann, und übrigens ist das 
Vorgehen keine abgekürzte Division im gewöhnlichen Sinne des Wortes. 
Anderseits ist es richtig, daß der zweite Teil des Verfahrens eine Art von 
abgekürzter Division ist, aber es ist bis auf weiteres höchst unwahrschein
lich, daß die Abkürzungen nach irgendeiner M ethode ausgeführt worden 
sind. V a n  C e u l e n  will die Zahl 3104408  582 051595 051 714 durch die 
Zahl 4 876 393 597 557 198 936 703 dividieren, und die Abkürzung besteht 
darin, daß er allmählich bei den Subtraktionen die letzten Ziffern der oben 
erwähnten Divisorentabelle wegläßt, so daß der letzte Subtrahendus nur 
5 Ziffern enthält, während die entsprechende Zahl der Tabelle 23 stellig

1) Vgl. G. E nestböm, B ib l io th .  M a th e m . 7S, 1906/7, S. 85 — 86.
2) H. Bosm ans, Un émule de V i è t e .- L ü d o lp h e  v a n  C e u l e n ; A n n a l e s  de l a  

s o c i é t é  s c i e n t i f i q u e  de  B r u x e l l e s  84: 2, 1910, S. 88— 139.
3) H. B osmans, a. a. O. S. 109— 111.
4) Vgl. G. E neström, B ib l io th .  M a th e m . 10,, 1909/10, S. 180.



ist. Überdies kürzt v a n  C e u l e n  an ein paar Stellen auch den Dividendus 
auf ähnliche Weise ab. Er hat also erkannt — was jeder geübte Rechner 
sofort einsehen muß — , daß die letzten Ziffern eines großen Divisors im 
Laufe einer langen Annäherungsdivision bedeutungslos werden, aber ein 
methodisches Verfahren sucht man bei ihm vergebens. Im Gegenteil 
rundet er nicht einmal die Zahl 859 ab, wenn diese durch Streichung 
der letzten Ziffer 9 der Zahl 8599 erhalten worden ist. Es ist darum 
meines Erachtens eine unrichtige Würdigung der Verdienste v a n  C e u l e n s  

um die abgekürzte Division, wenn man behauptet, daß er die erste 
Methode  dieser Art veröffentlicht hat.

Die vorhergehenden Zeilen beanspruchen gar nicht, den Gegenstand 
erschöpfend behandelt zu haben. Ihr Zweck ist in erster Linie, die 
Schwierigkeiten hervorzuheben, die mit einer exakten Bearbeitung der 
Geschichte der Mathematik verbunden sind. Leider ist die Ansicht noch 
sehr verbreitet, daß man eine wissenschaftliche Abhandlung auf diesem 
Gebiete anfertigen kann, wenn man erst die Quellenwerke aufsucht, daraus 
die nötigen Exzerpte macht und endlich dieses Material etwa wie einen 
Artikel einer politischen Zeitung bearbeitet. Allerdings kann die Ver
öffentlichung des Materials, das in einer solchen Abhandlung enthalten 
ist, sehr nützlich sein, aber die Urteile, die gefällt werden, werden leicht 
minderwertig, weil der Verfasser nicht erkennt, daß er es mit mathe
matisch-historischen Problemen zu tun hat, die nach den oben von mir 
angegebenen Gründen behandelt werden sollen.

10 G. Enestböm: Über Probleme der m athem atischen Geschichtsschreibung.
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Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise1) 
yon Abul-Kaihän Muh. el-Biruni.
Ü berse tzt  und mit Kommentar versehen  

von H e i n r i c h  S u t e r  in Zürich.

E in le itu n g .2)

Du weißt wohl, Gott stärke dich, was für eine Ursache mich bewog, 
nach einer Anzahl von Beweisen zu forschen zur Bewahrheitung einer 
Behauptung der alten Griechen betreffend die Teilung der gebrochenen 
Linie in jedem (beliebigen) Kreisbogen mittels der auf sie von seiner 
Mitte aus gezogenen Senkrechten, und was ich für eine Leidenschaft für 
diese Sache empfunden habe, und was für eine Neigung, immer wieder 
den Blick darauf zu richten, so daß du mir wegen der Beschäftigung mit 
diesen Kapiteln der Geometrie Vorwürfe gemacht hast (?), ohne Kenntnis 
zu hahen von dem wahren Wesen dieser Gebiete, das eben in jeder Sache 
in dem Hinausgehen über das Genügende besteht. Wenn du doch, Gott 
stärke dich, genau achten wolltest auf die Ziele der Geometrie, die in 
der Bestimmung der gegenseitigen Verhältnisse ihrer Größen mit Rück
sicht auf die Quantität bestehen, und daß sie es ist, durch die man zur 
Kenntnis der Größe aller meßbaren und wägbaren Dinge gelangt, die 
zwischen dem Mittelpunkt der Welt und der äußersten Grenze der sinn
lichen Wahrnehmung liegen. Und wenn du doch wüßtest, daß mit ihnen 
(den geometrischen Größen) gemeint sind die (bloßen) Formen, losgelöst 
von der Materie, und daß wir die Richtigkeit der Beweise mit Hilfe der 
bildlichen Darstellung so klar machen können, daß es (das Verstehen) 
den Geometern nicht so schwer fällt, wie den meisten Logikern und 
Philosophen.3) Was immer für einen Weg in seiner Kunst er (der Geo
meter) beschreiten möge, so wird er durch das Mittel der Übung von

1) Der vollständige arabische T itel lau te t: K itab istikhrädj e l-autär f i ’l-d ä ’ira 
bi-khawäss el-khatt el- m unham  el-w äki ' f ih a  =  das Buch der Auffindung der Sehnen 
im Kreise m ittels der Eigenschaften der in ihn fallenden gebrochenen Linie.

2) Dieses W ort steht nicht im  Text.
3) D. h. das Verständnis der geometrischen Sätze ist leichter als das der Sätze 

der reinen Logik und Philosophie, weil es durch bildliche D arstellung (Figuren) 
un terstü tz t wird.



den physischen Lehren emporgeführt zu den göttlichen, die schwer zu
gänglich sind wegen der schweren Verständlichkeit ihres Sinnes (ihrer 
Bedeutung) und der schweren Erreichbarkeit ihrer Quellen (ihres Ur
sprungs) und der Subtilität ihrer Wege (Methoden) und der Majestät 
ihrer Sache, und wegen des Umstandes, daß es nicht jedem möglich ist, 
sich eine Vorstellung von ihnen zu machen, und besonders dem nicht, 
der von der Kunst der Beweisführung sich abwendet. Du hättest recht, 
Gott stärke dich, mich zu tadeln, für das, was ich erwähnt habe, wenn 
ich die Aufsuchung dieser Wege (Methoden) insgesamt unterlassen hätte, 
und die Zeit für etwas verschwendet hätte, von dem das leichtere schon 
genügen würde; oder wenn die Arbeit nicht bis zu dem Punkte gelangt 
wäre, der die Grundlage für die Astronomie bildet, nämlich bis zur Be
rechnung der Sehnen im Kreise und der Verhältnisse ihrer Größen zu 
der angenommenen des Durchmessers. Es sind mir nun aber von den 
Beweisen zu jener Behauptung eine große Menge in die Hände gekommen 
von den vortrefflichsten Männern der Wissenschaft, und ich habe mich 
bemüht ihre Richtigkeit zu prüfen, und die Beweise zu denselben zu 
ordnen. So häufte sich bei mir ein Material an, in das ich oft meine 
Blicke werfen konnte, getrieben von der Liebe zur Wissenschaft und der
Verehrung für jene vortrefflichen Gelehrten , so daß ich schließlich
ihr Genosse wurde in der Aufstellung von Beweisen zu jenen Behaup
tungen, wie man im Verlaufe der Abhandlung sehen wird. Diese ist
durchaus aus den Elementen der Geometrie hervor ge gangen, und es
gründet sich auf sie die Beantwortung vieler Fragen, die an mich ge
stellt worden sind. Alles dieses habe ich für dich gesammelt und habe 
jeden Beweis seinem Urheber zugeteilt, wie es meine Gewohnheit ist, da
mit du sie ins Auge fassest und erkennest, wie sie alle auf den einen 
Punkt zurückgehen, und was sich daraus schließlich ergibt für die
Kenntnis der Sehnen. Und so ist denn meine Entschuldigung dir gegen
über in Ordnung oft ist der Tadler selbst tadelnswert. Nur hei
Gott, dem Allmächtigen und Allweisen ist die Hilfe!

D ie erste B ehau ptu ng.

Wenn in einen beliebigen Kreisbogen eine gerade Linie ungleich 
(d. i. in zwei ungleiche Teile) gebrochen gelegt wird, und von der Mitte 
des Bogens eine Senkrechte auf sie gefällt wird, so wird sie (die ge
brochene Linie) dadurch halbiert. Zum Beispiel: A B G  sei die gebrochene 
Linie im Bogen A B G ,  und von der Mitte B  dieses Bogens sei die
Senkrechte D E  auf sie gefällt, so sage ich, daß die gebrochene Linie 
A B G  halbiert sei, d. h. daß A E  =  E B  -(- B G .  Gott weiß am besten 
das Richtige!

2 2  H e in r ic h  S u t e r .



Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise usw. 13

a) Bew eis  dazu von A b c h i m e d e s  im Buche der Kreise.
Er sagt: Man mache [Fig. 1] Bogen D H  =  D B  und E Z  =  E B  und 

ziehe D Z  und D A ,  so ist, weil D E  gemeinschaftlich, und die beiden 
Winkel bei E  rechte sind, D B  =  D Z ,  also 
auch D H  =  D Z.  Und weil Bogen D B  =  D H  
ist, ist auch der übrigbleibende (von der Hälfte)
Bogen A H  =  BG-, nun sind die zwei Winkel 
H D A  und D A B  zusammen =  dem Winkel 
D B A  oder dem Winkel DZB-, aber Winkel 
D Z B  =  Winkel Z A D  + Winkel Z D A ,  also 
ist Winkel Z D A  =  Winkel H D A ,  ferner 
R H  =  D Z  und A D  gemeinschaftlich, also ist 
A Z  =  AH')-,  aber A H  =  B G  und E Z  =  E B ,  also ist A Z  +  E Z  =  E B  
+  B G ,  q. e. d.

b) Bew eis  von A b u  S a ' i d  M u h . b . ' A l i  e l - D a e i b  e l - D j o b d j a n l 2) 

Es gibt auch einen Beweis von A bu S a ' i d  e l - D a e i b ,  der ähnlich 
demjenigen des A b c h i m e d e s  ist. Er sagt: Man mache (s. vorige Figur) 
Sehne A H  =  B G ,  ferner A Z  =  A H  und ziehe A D ,  D Z ,  D H .  Dann 
ist, weil Bogen A D  =  D G ,  und Bogen A H  =  B G  angenommen wurde, 
auch Bogen D H  =  D B ,  also ist Winkel H A D  =  Winkel D A Z ,  und 
A H  =  A Z ,  und A D  gemeinschaftlich, also ist H D  =  DZ-, aber H D  =  D B ,  
also auch D Z = D B ; aber D E  senkrecht auf B Z ,  also B E  =  E Z ,  mit
hin A Z  +  E Z  =  E B  +  B G ,  q. e. d.

c) Zweiter  Bewe is  von A s o h i -  
m e d e s  im Buche der Kreise.

Er sagt: Wir verlängern [Fig. 2] A B  
über B  hinaus und machen E Z = A E ,  
und ziehen D A ,  D G , D B ,  D Z .  Dann 
ist, weil die beiden Sehnen A D  und G 
D G  gleich sind, und auch A D  =  D Z ,  
auch D Z  =  D G ,  und weil die beiden 
Winkel D A B  und D G B  gleich sind, 
da sie auf demselben Bogen stehen, und 
ebenso die beiden Winkel D A E  und D Z E

1) Man beachte, daß h ier u. a. a. 0 . die Kongruenz der Dreiecke wohl der 
Kürze halber nicht ausgesprochen is t, sondern sofort auf die Gleichheit der übrigen 
Stücke geschlossen wird.

2) Ygl. H. S u t e r , D ie Mathematiker und Astronomen der Araber, etc. in  A b 
h a n d lu n g e n  z. G esch . d. m a th e m . W is s e n s c h .  10, 1900, p. 27, Nr. 48.
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gleich sind, ist auch Winkel D Z B  — Winkel D G  JB. Und weil Bogen 
D A  =  D G ,  und Bogen A R G  gemeinschaftlich, so ist Bogen D A R G  
=  Bogen D G R A ; aber Winkel D B G  steht auf dem Bogen D A R G ,  
und die beiden Winkel D A B  und A D B  auf dem Bogen D G  H A  
nämlich Winkel D A B  auf dem Bogen B D ,  und Winkel A D B  auf dem 
Bogen B G A ,  also ist Winkel D B G  =  Winkel D A B  -f- Winkel A D B ; 
aber Winkel D B Z  ist als Außenwinkel des Dreiecks D B A  =  Winkel 
D A B  +  Winkel A D B ,  die ihm gegenüber liegen, also ist Winkel D B G
— Winkel D B Z ; soeben wurde aber bewiesen, daß Winkel D Z B
— Winkel D G B ,  also ist auch Winkel G D B  =  Winkel Z D B ,  und 
D Z  =  D G  und D B  gemeinschaftlich, also ist B G 1) =  B Z ,  also 
B G 1) +  BE=> Z E ,  d. h. =  A E ,  q. e. d.

d) Bew eis  von A b ü ’ l - H a s a n  A d a r k h ü d ä  b . U s h t ä d h  (sic) 
H a s h b a s  (od. H a s h t a s ? ) . 2)

Von ihm hat man hierüber einen dem vorangegangenen nahe ver
wandten Beweis. Er sagt: Wir verlängern A B  (s. vorige Figur mit der 
Linie Z G )  und machen E Z  =  A E ,  und ziehen D A ,  D B ,  D Z ,  D G , Z G \  
dann ist, weil A E  =  E Z  und E D  gemeinschaftlich und die Winkel bei 
E  rechte, A D  =  D Z  =  D G ,  und die Winkel D A B ,  D Z B  und B G D  
sind untereinander gleich, und das Dreieck D Z G  ist gleichschenklig, 
also Winkel D G Z  =  Winkel D Z G \  wenn wir nun von diesen die beiden 
gleichen Winkel D G B  und D Z B  wegnehmen, so bleibt Winkel B G Z  
=  Winkel B Z G ,  also ist auch B G  =  B Z ,  nun ist B Z  -f B E  =  A E ,  
also auch B G  +  B E  =  A E ,  q. e. d.

e) Dr it ter  Bew e is  v o n  A r c h i m e d e s  im B uche der Kreise .
Derselbe wurde auch gefunden in Fragen (Problemen) von Griechen, 

von denen es nicht sicher ist, ob sie von A p o l l o n i u s  seien, und die von 
Y ü h a n n I  b . Y ü s u f 3) übersetzt worden sind. —  Er sagt: Wir verlängern 
A B  (s. Fig. 2) und machen E Z = A E  und ziehen D G , D B ,  D Z \  weil 
nun D G  eine Sehne im Kreise ist, so ist das Bogenstück D B G  kleiner 
als der Halbkreis, denn es ist nicht möglich, daß es größer sei, weil der 
Bogen A D  gleich dem Bogen D G ,  und es nicht möglich ist, daß es in 
einem Kreise zwei gleiche Bogen gebe, von denen jeder größer als der 
Halbkreis ist, ohne daß sie ein gemeinsames Stück hätten; also ist der 
Winkel D B G ,  welcher ihr (der Sehne D G )  gegenüberliegt, ein stumpfer; 
und weil A D  eine Sehne im Kreise ist, so ist das Bogenstück D G A

1) Der Text h a t D B .  2) Siehe Kommentar.
3) Ygl. H. S u t e r , 1. c. p. 60, Nr. 131, und den Kommentar.
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größer als der Halbkreis, also der Winkel D B A ,  welcher ihr (der 
Sehne A D )  gegenüberliegt, ein spitzer, also ist der Winkel D B Z  ein 
stumpfer. Ferner sind die Winkel D Z B  und D G B  gleich, ebenso die 
beiden Linien D G  und D Z ,  also ist ihr Verhältnis zu der Linie D B  
dasselbe, mithin haben die beiden Dreiecke D B Z  und D B G  je einen 
Winkel gleich (G =  Z), und die Seiten, welche zwei andere Winkel ein
schließen, sind proportional, und die beiden Winkel D B G  und D B Z  
sind jeder größer als ein rechter, also sind die übrigen Winkel auch 
gleich, und die beiden Dreiecke sind ähnlich, also sind sie auch kon
gruent1), nun ist B Z  = B G ,  also B G  +  B E  =  A E ,  q. e. d.

f) Zweiter Bew eis  von A b u  S a ' i d  e l - D a b i r  e l - D j o e d j ä n i .

Er sagt: Wir verlängern [Fig. 3] A D  und machen D H  =  A D  und 
beschreiben um D  mit dem Radius D H  einen Kreis, so ist klar, daß 
er durch die Punkte A  und G 
geht, und es ist A H  sein Durch
messer; wir verlängern noch A B ,  
bis es den Kreis in Z  trifft, und 
ziehen Z G  und D G.  Dann ist 
Winkel A D G  =  Winkel A B G ,  
weil sie auf demselben Bogen 
stehen, und Winkel A D G  ist das 
Doppelte des Winkels A Z G ,  weil 
sie auf demselben Bogen stehen, 
der eine aber (den Scheitel) im 
Mittelpunkt, der andere auf dem Umfange hat, also ist Winkel A B G
auch das Doppelte des Winkels A Z G ; aber Winkel A B G  ist gleich
Winkel A Z G  +  Winkel Z G B ,  also ist Winkel Z G B  =  Winkel B Z G ,
mithin auch B Z  =  B G ’, damit steht also fest, daß, wenn irgendeine Ge
rade aus A  gezogen wird, die den Kreis A D B ( G )  schneidet und der 
Schnittpunkt mit G verbunden wird, dann diese Verbindungslinie gleich 
ist dem Stück dieser Geraden, das zwischen die beiden Kreise fällt; wird 
nun das gemeinsame Stück B E  zu beiden gleichen Strecken addiert, so 
hat man: E Z =  B G  4- BE-, weil aber der Punkt D  der Mittelpunkt des 
Kreises A G Z  und A Z  eine Sehne desselben, und D E  eine Senkrechte 
auf sie ist, so ist A E = E Z ,  aber eben wurde bewiesen, daß E Z = B G  + B E ,  
also ist A E  =  B G  +  B E ,  q. e. d.

1) Im Text steht natürlich „g le ich “ , wie auch stets bei E u k l id e s . Der Ver
fasser dieses Beweises muß hier zuerst die Ähnlichkeit der beiden Dreiecke D B Z  
und D B G  nachweisen (nach E u k l id e s  VI, 7), weil kein Kongruenzsatz besteht für 
zwei Seiten und den der kleineren gegenüberliegenden Winkel.
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v )  B e w e i s  v o n  A b u  S a ' i d  A h m e d  b. M u h .
_  1

b . ' A b d e l d j a l i l  e l - S i d j z i . )

Er sagt: Wir verlängern [Fig. 4] A B  und machen B Z  =  B G  und 
ziehen D Z ,  Z G ,  DG.  Weil nun B G  =  B Z ,  ist auch Winkel B G Z  
=  Winkel B Z G ,  aher Winkel A B G  ist gleich der Summe dieser beiden,

also ist er das Doppelte von einem der
selben, also ist auch Winkel A D G ,  der 
gleich Winkel A B G  ist, das Doppelte des 
Winkels B Z G ,  also geht der Kreis, der 
um den Mittelpunkt D  mit dem Radius 
A D  beschrieben wird, durch die Punkte 
G und Z,  weil die beiden Winkel A D G  
und A Z G  auf demselben Bogen dieses 
Kreises stehen, und der Winkel A D G  

seinen Scheitel im Zentrum und der Winkel A Z G  auf dem Umfange 
hat; mithin ist A D  =  D Z ,  also Winkel D  A E  =  Winkel D Z E \  aber D E  
ist senkrecht auf A Z ,  also A E  =  EZ-,  es ist nun B Z + B E = B G  +  B E  
aber E Z  =  A E ,  also auch A E  =  B G  + B E ,  q. e. d.

h) Z w eiter B ew eis von A h m e d  b . ' A b d e l d j a l i l  e l - S i d j z i .

Er sagt: Man beschreibe [Fig. 5] über A D  den Halbkreis D E A  
und verlängere A D ,  und mache D H  =  A D ,  und beschreibe über dem 
Durchmesser A H  den Halbkreis H G A ,  man verlängere A B  bis Z  und 
ziehe Z H  und Z G . 2) Weil nun die beiden Kreise A G H  und A E D  sich

im Punkte A  berühren, hat man 
die Prop. A D  : D H  =  A E  : E Z ,  
weil die beiden Winkel A E D  und 
A Z H  rechte sind, und daher die 
beiden Dreiecke A E D  und A Z H  
ähnlich sind; also ist A E  =  E Z ; 
und weil die beiden Winkel A D G  
und A B G  gleich sind, und der 
Scheitel des Winkels A D G  im 
Mittelpunkt des Kreises A H G ,  und 
der Scheitel des Winkels A Z G  auf 

seinem Umfange liegt, ist Winkel A B G  das Doppelte des Winkels A Z G ,  
und auch gleich Winkel B Z G  +  Winkel B G Z ,  also ist Winkel B Z G  
=  Winkel B G Z , also B Z = B G ; es ist aber B Z  +  B E  =  A E ,  wie 
soeben bewiesen wurde, also ist B G  +  B E  =  A E ,  q. e. d.

1) Das M anuskript ha t „ e l-S h k r i“ . Vgl. H. S u t e r ,  1. c. p. 80, Nr. 185.
2) Dieses fehlt im M anuskript.

B ig . 5.
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i) D ritter  B ew eis von A b u  S a ' i d  A h m e d  b . M u h .

B. ' A b D E L D J A L I L  E L - S l D J Z I . 1)
Er sagt: Man ziehe [Fig. 6] D Z  parallel A B  und Z H  parallel DE ,  

daun ist Bogen D B  =  Bogen A Z ,  also bleibt (nach Subtraktion von 
A D  =  DG)  Bogen D Z  =  Bogen BG,  also 
ist auch Sehne D Z  oder E H  =  Sehne B G ; 
es ist aber auch A H  =  B E ,  also A H  +  E H  
=  B E  +  BG,  q. e. d.2) ß

k) B ew eis von dem 
K a d i  A b u  ' A l i  e l - H o s e i n  

b . e l - H ä b i t h  e l - D j a n ü b i  ( ? ) s)

Er sagt: Es werde der Bogen A Z  gleich 
dem Bogen B D  gemacht (vgl. Fig. 6 mit den 
Linien B D  und A Z ) ,  und die Senkrechte Z H  gezogen, ferner A Z ,  DB,  
D Z .  Weil nun die Winkel Z H A  und D E B  rechte Bind, und die Winkel 
Z A B  und D B A  ebenfalls gleich sind, da sie auf den gleichen Bogen Z D B  
und D Z A  stehen, und Sehne A Z  =  D B  ist, so sind die Dreiecke A Z H  
und B D E  kongruent, und also auch ihre entsprechenden Seiten gleich, 
also Z H  =  D E ,  diese sind aber auch parallel, also ist auch Z D  gleich 
und parallel EH-,  ferner ist auch A H  =  B E ,  ebenso D Z  =  BG,  weil sie 
Sehnen der gleichen Bogen D Z  und B G  sind, also ist auch E H  =  BG,  
mithin A H  + E H  =  E B  -f BG,  q. e. d.

1) Z w eiter  B ew eis von dem
K a d i  A b u  ' A li  e l - D j a n ü b i .

Er sagt: Es werde [Fig. 7] E Z  =  E B  
gemacht und D B  und D Z  gezogen. Man 
vervollständige den Kreis um A B G  und 
verlängere D Z ,  bis es den Kreis in H  
trifft, und ziehe A H ,  HG.  Weil nun 
E Z  =  E B  und D E  gemeinschaftlich, 
und die beiden Winkel bei E  rechte sind, 
so ist D Z  =  D B ,  und die beiden Winkel 
D Z E  und D B E  sind gleich, ebenso

1) H ier h a t das M anuskript „ e l-S h k z I“ .
2) Dies ist unbedingt der kürzeste Beweis dieses Satzes.
3) Da die d iakritischen Punkte fehlen, ist dieses W ort ganz unsicher. Vgl. H. S u t er ,

1. c. p. 197, Nr. 491; h ier habe ich die Lesart H a b u b i gew ählt, ferner habe ich ihn



ist Winkel D Z E  =  Winkel A Z H  als Scheitelwinkel, und Winkel A H Z 
=  Winkel D B E ,  weil sie auf demselben Bogen stehen, also ist m e 
A H Z  =  Winkel A Z H ,  also A H  =  A Z .  Ebenso ist Winkel D H G  =  
Winkel A H D ,  weil sie auf gleichen Bogen stehen, also ist Winkel D H G  
=  Winkel A Z H ,  dies sind aber Wechselwinkel, also ist A B  parallel GH ), 
also Bogen A H  — Bogen BG,  also auch Sehne A  H  =  BG-, es wurde aber 
bewiesen, daß A H  =  A Z  ist, mithin ist auch A Z  =  BG,  also A E  -  B E  

+  BG,  q. e. d.

m) B ew eis  von A b u  N a b e  M a n s ü r  b . ' A l i  b . ' I r a k .8)

Er sagt: Man schneide [Fig. 8] von A E  das Stück E Z  =  E B  ab
und ziehe °DZ, ebenso die Sehnen A D  und DG,  die gleich sind, da sie 
zu gleichen Bogen gehören; ferner ist Winkel A  =  Winkel G, weil sie auf

dem gleichen Bogen B D  stehen, dann ist 
es nicht möglich, daß die Linie A Z  größer 
oder kleiner als B G  sei. Wenn es mög
lich wäre, so sei sie zuerst größer als B G ; 
wir machen A H  =  BG,  dann ist jede der 
Linien A H ,  A D  gleich jeder der Linien 
BG ,  GD,  und die beiden Winkel A  und 
G sind gleich, also müssen auch die beiden 
Seiten B D  und D H  gleich sein; nun ist
aber E Z  =  E B  und die Höhe D E  gemein-

Fig.s. schaftlich, also D Z  =  D B ,  also wären nun
die zwei Seiten D Z  und D H  des Dreiecks D Z H  gleich, also auch die
Winkel bei H  und Z  gleich, und die beiden Seiten B D  und D H  sind 
auch gleich, also die Winkel bei B  und H  im Dreieck B D H  gleich, 
mithin wäre Winkel D Z H  =  Winkel D B Z ,  d. h. der Außenwinkel des 
Dreiecks B Z D  wäre gleich einem der Innenwinkel, die ihm gegenuber- 
liegen, dies ist ein Widerspruch (also kann A Z  nicht größer als B G  
sein). * Auf dieselbe Weise wird bewiesen, daß es nicht möglich ist, daß 
sie kleiner (als B G )  sei, also muß A Z  =  B G  sein; nun ist E Z  =  E B ,
also A E  — E B  +  BG,  q. e d.

n) B ew eis von A b u  ' A b d a l l a h  M u h  b . A h m e d  e l - S h a n n i .3)

Er sagt: Man vervollständige [Fig. 9] den Kreis um A B G  und ver
längere die Senkrechte D E  bis zum Punkte Z  des Umfanges, und ziehe

H e in r ic h  S u t e r .

1) Das M anuskript h a t H D .  2) Vgl. H. S u t e r , 1. c. S . 81, b r . 186.
3) Vgl. H. S u t e r , 1. c . S . 97 , Nr. 216 .



AG,  ebenso den Durchmesser D H T K  des Kreises, so ist derselbe senk
recht auf AG ;  man ziehe ferner K M  parallel E Z  und noch K Z  so ist 
Winkel T A H  =  Winkel H D E  wegen der 
Ähnlichkeit der Dreiecke A H T  und D E H ,  
also ist Sehne B  G =  Sehne Z K ; und weil 
Winkel D Z K  ein rechter ist, da er in den 
Halbkreis fällt, ebenso die Winkel M  und E  
rechte sind, so ist die Fläche M Z  ein Recht
eck, und deshalb K Z  =  E M ,  also auch 
E M  =  B  G. Und weil die Senkrechte 
K M  =  Z E ,  ist auch A M  =  B E ;  soeben 
wurde bewiesen, daß E M  =  BG,  also ist 
A M  -f- E M  — B E  -(- BG,  q. e. d.
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o )  Z w eiter B ew eis v o n  A b u  ' A b d a l l a h  e l - S h a n n i .

Er sagt: Wir machen [Fig. 10] Bogen A Z  =  Bogen B G  und ziehen 
GZ,  und verlängern G B  über B  hinaus, und machen G H  =  G Z  und 
ziehen DH, DG,  A Z ,  DZ ,  DB.  Weil nun G H  =  GZ  ist, und DG  
gemeinschaftlich, und Winkel H G D  =  DGZ,  
weil sie auf den gleichen Bogen B D  und 
D Z  stehen, so ist D H  =  D Z ,  aber D Z  
=  D B ,  also auch D H  — D B ;  wir ziehen 
nun die Senkrechte D T  auf B H ,  so ist 
bekannt, daß sie H B  im Punkte T  halbiert.
Addiert man nun zu der Linie H B ,  die 
im Punkte T  halbiert ist, die Linie B G ,  so 
ist H G  - B G  + B T 2 =  G T 2;1) addieren wir 
beiderseits das gemeinsame T D 2, so haben 
wir: H G - B G  +  B T 2+ T D 2, d.h. H G - B G  
+ B D 2=*GT2+ T D 2= G D 2; aber H G  =  A B  
und A D  =  GD,  also ist: A B  ■ B G  -f- B D 2 Kg. 10.
=  A D 2, oder A B ■ B G  +  B E 2 4- D E 2 — A D 2 — D E 2 +  A E 2; wird das 
gemeinsame D E 2 beiderseits subtrahiert, so bleibt A B - B G  +  B E 2 
=  A E 2, also wird die Summe der Linien A B  und B G  im Punkte E  
halbiert,2) q. e. d.

1) Nach E u k l i d e s  II, 6.
2) Nach E u k l i d e s  II, 5 (Umkehrung), die Umkehrung ist freilich bei E u k l i d e s  

nicht bewiesen.
2*



p )  Z w eiter  B ew eis v o n  A d a r k h ü d ä 1) b. U s t ä d  D j a s h n a s  ( sic).

Er sagt: Wir verlängern [Fig. U ]  G B  über B  hinaus und ziehen 
von I)  aus die Senkrechte D Z  auf die Verlängerung und ziehen A D ,  DO,  
so sind in den beiden Dreiecken D Z G  und D A E  die Winkel D B A

und D Z G  gleich als rechte, ferner Winkel 
Z G D  =  Winkel E A D ,  weil sie auf dem
selben Bogen stehen, also sind die Drei
ecke ähnlich, aber A D  =  DG,  also ist 
auch D Z  =  D E  und G Z  =  A E ,  es ist 
ferner klar, dab DZ * + B Z *  =  D E *  + BE*,  
aber D Z *  =  D E 2, also ist auch B Z *
=  BE*,  also B Z  =  BE-,  aber G Z  =  A E ,  
also ist GB  +  B E  =  A E ,  q. e. d. Und 
Gott weiß es besser und ist weiser!

q) D r itter  B ew eis  von A b u  ' A b d a l l a h  e l - S h a n n i .

Er sagt: Wir ziehen [Fig. 12) A G  und beweisen zuerst, daß D E  E B
o-leich dem Unterschied der beiden Dreiecke A D G  und A B G  ist Zu
diesem Zwecke verlängern wir die Senkrechte D E  bis zu ihrem Schnitt
punkte Z  mit A G  und fällen die Senkrechte D H  auf AG,  und B T  senk
recht auf D H  und bezeichnen den Durchschnitt von A B  und D H  mit 
K *). Weil nun die beiden Dreiecke A E Z  und A K H  ähnlich sind, so 
sind auch die Winkel Z und K  gleich, und Winkel D A Z  =  Winkel D B K ,

weil sie über gleichen Bogen, näm
lich den Hälften des Bogens A B G  
stehen, also ist Dreieck D A Z  ähnlich 
Dreieck D B K ,  also besteht die Prop. 
A Z  : Z D  =  B K :  D K ,  aber A Z  : Z D  
=  A K  : D K B) =  A H  : D E ,  wegen der
Ähnlichkeit der Dreiecke; aus dem gleichen
Grunde ist B K  : D K  =  B E  : D T ,  also 
ist auch A H :  D E  — B E :  D T ,  also 

A H  ■ D T  =  D E  • B E \  aber A H - D T  ist der Unterschied der Produkte 
D H  A H  und T H  A H ,  und dies ist gleich dem Unterschied der Drei
ecke A D G  und A B G ,  also ist das Produkt D E  B E  gleich dem Unter
schied der Dreiecke A D G  und AB G*) .  Wir machen nun E S  =  E B  
und ziehen D S ; dann subtrahieren wir das gemeinsame Dreieck A M G

1) Das M anuskript h a t AdkhüdI .
2) Im Text steht T, in der F igur aber K.  3) Dies is t nicht richtig.
4) Der Beweis ist, wie m an sieht, verdorben; s. Kommentar.

2 0  H e in k ic h  S u t e r .



(von beiden Dreiecken), so bleibt: Unterschied der beiden Dreiecke A D M  
und B M G  gleich dem Produkt D E  B E  gleich Dreieck D B S -  deshalb 
ist der Unterschied der beiden Dreiecke A D M  und D B G  =  Dreieck D M S  
mithin ist Dreieck A D S  =  Dreieck D B G ,  und die beiden Seiten AD ,  
D S  sind gleich den Seiten GD, D B ,  also ist auch Seite A S =  Seite B G 1)- 
nun haben wir E S  =  E B  gemacht, also ist auch A E  = B E  A  BG,  q. e. d!

Es ist auch erlaubt, die Sache umzukehren und die Gleichheit der 
Differenz der beiden Dreiecke A D G  und A B G  mit dem Produkte D E  ■ B E  
aus der Halbierung der gebrochenen Linie durch die Senkrechte {DE)  
nachzuweisen. Zu diesem Zwecke setzen wir S E  =  B E ,  ziehen DS,  DB,
so sind diese beiden gleich, und weil A E  =  B E  -f BG,  ist A S  =  BG,
also sind jetzt die beiden Seiten A D ,  A S  des Dreiecks A D S  gleich den 
beiden Seiten DG, B G  des Dreiecks DBG ,  und Winkel A  =  Winkel G, 
also sind die beiden Dreiecke A D S  und D B G  kongruent, also ist der 
Unterschied der beiden Dreiecke A D S  und B M G  =  Dreieck D M B ,  mit
hin der Unterschied der Dreiecke A D M  und B M G  =  Dreieck BDS-,  aber 
Dreieck B D S  =  D E  ■ BE-,  ferner ist der Unterschied der Dreiecke A D M  
und B M G  gleich dem Unterschied der Dreiecke A D G  und A B G ,  also 
ist der Unterschied der Dreiecke A D G  und A B G  gleich dem Produkt 
D E  B E ,  q. e. d.

r) V ierter  B ew eis von Abu ' A b d a l l a h  e l - S h a n h i .

Er sagt: Man mache [Fig. 13] E H  =  E B  und ziehe D H ,  D B ,  D A ,  
D G ,  G A ,  so ist klar, daß D H  =  D B  ist, also sind die Dreiecke A D G  
und D B H  gleichschenklig; in diesen beiden 
Dreiecken sind die Winkel £  und G gleich, 
da sie auf demselben Bogen stehen, also sind 
die Dreiecke auch ähnlich, mithin ist Winkel 
A D G  =  Winkel B D H ;  wird von beiden der 
gemeinsame Winkel H D M  abgezogen, so 
bleibt Winkel A D H  =  Winkel G D B ; aber 
die Seiten A D ,  D H  des Dreiecks A D H  
sind gleich den Seiten D G ,  D B  des Drei
ecks G D B ,  also ist auch A H  =  B G ,  mithin A H  +  H E  d. h A E  
=  B E  +  B G 2), q. e. d.

s) Z w eiter  B ew eis von A b u  N a s r  M a n s ü b  b . ' A l i  b . ' I r a k .

Er sagt: Wir machen [Fig. 14] A Z  =  B G  und ziehen A D ,  B D ,  D Z ,  
dann sind die Seiten A D ,  A Z 3) gleich den Seiten DG,  B G  und Winkel
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1) H ier dürfte fiinzugefügt sein: weil W inkel B G D  — W inkel D A S .
2) Der Text h a t A G  3) Der Text ha t D Z .
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H e in r ic h  S u t e r .

F ig . 14.

D A B  =  Winkel B G B ,  weil sie auf demselben Bogen stehen, also ist auc
J ) Z  =  B D ,  also Dreieck B B Z  gleichschenklig, mithin teilt die Senkrechte
B E  die Basis B Z  in zwei Hälften im Punkte E,  also B E - E Z  daher
ist, da auch A Z  =  B G ,  A Z  +  E Z  d. h. A E  =  B E  -f B G ,  q. e. d.

Wenn wir aber den anderen bedanken-
gang einschlagen1) , wenn wir nämlich be
weisen wollen, daß das Produkt D E  B E ,  
d. h. das Dreieck D B Z  gleich sei dem Unter
schied der Dreiecke A D G  und A B G ,  so 
machen wir A H  =  M G  und ziehen H Z  ), 
dann sind die beiden Dreiecke A H Z  und G M B  
kongruent, also auch D H Z  und D M B  kon
gruent, mithin die Dreiecke B M G  + B M D  
+  D M Z  =  Dreieck AD M -,  fügen wir beider

seits Dreieck A M G  hinzu, so haben wir: Dreiecke A D M  +  A M G  =  
Dreiecke A M G  -f B M G  +  B M D  +  D M Z ,  also der Unterschied der 
b i e n  Dreiecke A D G  und A B G  -  Dreiecke B M D  +  D M Z  =  Dreieck 

B D Z  =  D E  B E ,  q. e. d.

t) B ew eis von A b o  'A H  e l - H a s a k  b . e l - H o s b . k  e e - B a s e ! . ' )

Er sagt: Man mache [Eig. 15] Bogen =  Bogen and siehe
D B  D Z  AZ,AD-, ferner mache man und siche DH-,  M
nun' Bogen D Z  -  D B  ist, ist Winkel Z A D  -  Winkel D  A B  und wed

D B  =  D H ,  ist Winkel D B A =  Winkel 
D H E , und weil Figur B D Z A  em Kreis
viereck ist, ist Winkel A Z D  +  Winkel A B D  
=  zwei Rechten; soeben wurde aber gesagt, 
daß Winkel A B D  =  Winkel D H E ,  also ist 
auch Winkel A Z D  + Winkel D H E  =  zwei 
Rechten, aber auch Winkel D H E  +  Winkel 
D H A  =  zwei Rechten, also ist Winkel A Z D  
=  Winkel DHA-,  ferner wurde gezeigt, daß 
Winkel Z A D  =  Winkel D A H  ist, und 
A D  ist gemeinschaftlich, also sind die 

beiden Dreiecke A Z D  und A H D  kongruent, und ihre entsprechenden 
Seiten also gleich, also A Z  =  A H ,  aber A Z  -  B G , - )  weil ihre Bogen

1 )  W ö r t l i c h  „ w o l l e n “ ; e r  k o m m t  h i e r  j e d e n f a l l s  a u f  d e n  d r i t t e n  B e w e is  e l -  

S ha n n is  z u  s p r e c h e n ,  d e n  e r  e tw a s  k ü r z e r  u n d  a u c h  r i c h t i g  g e h e n  will; v g  . om -

m e n t a r  z u  q . 2 ) D e r  T e x t  h a t  B Z .
3) Y g l .  H . S u t e r ,  1. c. S . 9 1 , N r .  2 0 4 ;  e s  i s t  d ie s  d e r  b e k a n n t e  Ib n  e l - H a i ta m .

4) Im  M a n u s k r i p t  s t e h t  A B .

F ig . 15.



gleich sind, also ist auch A H  =  B G ,  H E  ist aber =  B E ,  mithin ist 
A E  =  B E  B G 1), q. e. d.

u) B ew eis von mir zu diesem  (Satze).
Ich sage: Man vervollständige [Fig. 16] den Kreis und ziehe DB,  

DG, D A ,  mache E Z  =  E B ,  ziehe D Z  und verlängere es bis zu seinem 
Durchschnitt H  mit dem Kreis. Nun ist 
A D  =  D G ,  da sie die Sehnen gleicher 
Bogen sind, und D B  =  D Z  wegen der B 
Kongruenz der Dreiecke B D E  und D E Z ,  
und Winkel B G D  =  Winkel B A D ,  weil 
sie auf demselben Bogen stehen, und 
Winkel B D G  =  Winkel Z D A ,  denn Winkel 
D Z B  =  Winkel Z D A  +  Winkel Z A D ,  
also auch Winkel D B Z  =  Winkel Z D A * )
+  Winkel Z A D ; nun steht Winkel D B Z  
auf der Hälfte (A D )  der Summe der beiden 
Bogen (d.h. des Bogens A B G ) ,  und Winkel 
Z A D  auf dem Bogen D B  von der anderen Hälfte (DG),  also bleibt für 
Winkel Z D A  der Bogen, der D B  zur Hälfte ergänzt, d. h. der Bogen B G ,  
aber Winkel Z D A  steht auf dem Bogen A H ,  also ist Bogen A H  
=  Bogen B G ,  also auch Winkel B D G  =  Winkel Z D A ,  mithin sind die 
Dreiecke B D G  und A D Z  ähnlich und gleich3), also A Z  — B G ,  aber 
E Z  =  E B ,  also ist A Z  + E Z  =  E B  +  B G ,  q. e. d.

v) Z w eiter B ew eis  von mir.
Ich sage: Man vervollständige [Fig. 17] den Kreis und verlängere die 

Senkrechte D E  bis zu ihrem Durchschnitt Z  mit dem Kreise, ziehe den 
Durchmesser D H T  und T E L  parallel zu D E Z ,  
so ist, weil D Z  parallel T L  und beide von 
den Enden des Durchmessers ausgehen, Bogen 
D G Z  =  Bogen T A L ; wir ziehen L D ,  dann 
ist Winkel D L T  ein rechter, weil er im Halb
kreis liegt, und die Winkel L K E  und D E K  
sind auch rechte, also ist Fläche L E  ein Recht
eck, also L D  =  K E ; man ziehe vom Mittel
punkt H  die Linie H M S  parallel zu D E Z ,  
so schneidet sie die Sehnen A B  und L D  Fig. 17.

uas  auch der Auffindung der Sehnen im Kreise usw. 23

1) J56r fehlt im M anuskript. 2) Im M anuskript steht D Z  A.
3) Birüni is t der einzige der hier auftretenden A utoren, der für „kong ruen t“ 

„ähnlich  und gleich“ sagt.



unter rechten Winkeln und halbiert sie daher auch, also ist L S  
=  S D ,  und K M  =  M E ,  mithin ist auch A K  =  E B ,  und L D  
=  K E  =  B G  (weil Bogen L D  =  Bogen B G ) ,  also ist A K  +  K L  
=  E B  +  B G ,  q. e. d.1)

2 4  H e in r ic h  S u t e r .

w) D r itter  B ew e is  von m ir aus m einem  B u ch e „Ü ber die n ü tz 
lic h e n  F ragen  und die r ic h t ig e n  A n tw o rten  .2)

Ich sage: Man verlängere [Fig. 18] A B  über B  hinaus und mache 
B K =  B G ,  und ziehe G K ,  D K ,  D A ; man ziehe ferner B T  senkrecht 
auf GK , so wird G K  halbiert, weil die Schenkel B G  und B K  gleich 
sind und die Winkel des Dreiecks T G B  werden gleich den entsprechenden

Winkeln des Dreiecks T B K .  
Weil nun Winkel A B T ,  
der Außenwinkel des Drei
ecks T B K ,  =  Winkel B T K  
+  Winkel B K T  ist, und ebenso 
Winkel D B G ,  der Außen
winkel des Dreiecks B T G ,  
=  Winkel B G 1  +  Winkel 
B T G  ist, und Winkel B G T  
=  Winkel B K T  ist, und die 
Winkel B T G  und B T K  

rechte sind, so ist Winkel A B T  =  Winkel D B G ; ferner ist Winkel A B T  
-f- Winkel T B K  =  Winkel D B G  +  Winkel G B T ,  nun ist aber Winkel 
A B T  +  Winkel T B K  =  zwei Rechte, also ist auch Winkel D B G  
+  Winkel G B T  =  zwei Rechte, mithin ist die Linie D B T  eine Gerade, 
und sie steht senkrecht auf K G  und teilt sie in zwei gleiche Teile, 
also ist auch D G  =  D K ,  es ist aber auch D A  =  DG,  also ist D A  
=  D K ,  die Senkrechte D E  halbiert also die Gerade A K ,  folglich ist 
A E  =  E B  +  B K ,  aber B K  wurde =  B G  gemacht, also ist A E  =  E B  
+  BG,  q. e. d.3)

1) H ier folgt noch: Beendigt is t der zweite Beweis von mir.
2) Der H aupttite l dieses Buches is t eigentlich „Ü ber die Gründe der Tafeln 

des K h w a r i z m i “ ,  was vielleicht durch wiederholtes Abschreiben weggefallen ist. 
Vgl. meine Nachträge und Berichtigungen zu dem oben zitierten Buche, in A b 
h a n d lu n g e n  z. G esch . d. m a th .  W is s e n s c h .  14, 1902, S. 171, wo s ta tt „Fehler“ 
zu setzen is t „G ründe“ (oder Begründungen).

3) In diesem Beweise kommt ein Fehler vor, s. Kommentar.
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x) V ier ter  B ew eis von mir, den ich in den „Gründen der T afeln  
des H a b a s h “  angew andt habe.1)

Ich sage: Man mache [Fig. 19] E H  =  E B  und ziehe DH, DB,  so 
sind die Dreiecke D E B  und D E H ,  die bei E  rechtwinklig sind, kon
gruent, also D B  =  D H.  Dann ziehe man A D ,  DG*) und verlängere 
G B  bis Z.3) Dann wird, weil Winkel D B G  auf dem Bogen D A G  steht, 
seine Ergänzung zu zwei Rechten, d. h. Winkel D B Z ,  durch den Bogen 
D B G  gemessen, der gleich Bogen A D  ist und auf dem der Winkel D B A  
steht, also ist Winkel D B A  =  Winkel D B Z  =  Winkel D H E ,  also ist 
auch Winkel D B G  =  Winkel D H A ;  ferner stehen die Winkel D A B  und 
D G B  auf demselben Bogen (sind also gleich), also ist auch Winkel A D H  
=  Winkel B D G ,  und D H  =  D B ,  also Dreieck A D H  kongruent Drei
eck DB G ,  mithin A H  =  BG]  wir haben aber E H  =  E B  gemacht, also 
ist A H  E H  =  E B  -(- B G ,  d. h. der Punkt E  halbiert wirklich die 
gebrochene Linie A B G ,  q. e. d.

Aus diesem ergibt sich auch, daß, 
wenn über derselben Kreissehne als Basis 
zwei Dreiecke gezeichnet sind, von denen 
das eine gleichschenklig, das andere nicht 
gleichschenklig ist, der Umfang des ersten 
größer ist als der des zweiten; denn wenn 
wir A  G ziehen, so ist sie die gemeinsame 
Basis der Dreiecke A D G ,  des gleich
schenkligen, und A B G ,  des ungleich
schenkligen, und es ist nun A D  4) > A E ,  ebenso D G 5) (= A D ) > B E  
+  BG,  wird noch beiderseits das gemeinsame A G  addiert, so ist: A D  
+  D G  +  A G  >  A E  4- B E  -(- B G  4- AG,  also sind die Seiten des Drei
ecks A D G  zusammen größer als die Seiten des Dreiecks A B G ,  q. e. d.

Das ist, was mir bekannt geworden ist von den Wegen (oder Methoden) 
der Gelehrten für den Beweis jener Behauptung; die Griechen haben aber 
noch eine andere Behauptung aufgestellt, zu der ebenfalls die Gelehrten 
dieser Kunst6) Beweise gaben. Unter diesen gibt es solche, welche das

1) Vgl. meine oben zitierten Nachträge, S. 171; der vollständige T itel dieses 
W erkes lautet: Vervollständigung der Tafeln des H a b a s h  durch Gründe und Reinigung 
ihrer Sätze von Irrtüm em .

2) Die Linie B G  fehlt im M anuskript. 3) U nbestimm t.
4) Das M anuskript h a t A B .
5) Das M anuskript ha t hier: B A  und B G ; vielleicht wollte BieünI schon die

beiden ersten Ungleichheiten addieren und sagen: also A B  4  B  A E 4  E B \ B G .
6) E l  - B I k ü n i  nennt die Geometrie eine Kunst (sanä'a) s ta tt eine W issen

schaft (’ilm).



Vorangehen des (eben bewiesenen) Satzes über die Eigenschaft der ge
brochenen Linie erfordern, und sie müssen deshalb nach diesem kommen; 
es gibt aber auch solche, welche jenen (ersten) Satz entbehren können. 
Da nun eine Umstellung stattgefunden hat (d. h. da diese Beweise, die 
des ersten Satzes nicht bedürfen, doch nach jenem kommen), so ist durch 
sie (d. h. diese Beweise) eine Verifizierung jener ersten Behauptung er
möglicht, d. h. die zweite Behauptung wird dadurch unter die Prämissen 
der ersteren gerückt.1) Nachdem wir nun die vielen Beweise (für die 
erste Behauptung) alle nacheinander gegeben haben, stellen wir diejenigen 
für die zweite Behauptung auch zusammen und setzen sie also zwischen 
den ersten und den Schlußteil.2)

D ie z w e ite  B ehau ptu ng.

Wenn in einen Kreisbogen eine gebrochene Linie gelegt wird, die 
den Bogen halbiert, hierauf in denselben Bogen eine zweite gebrochene 
Linie, die den Bogen in zwei ungleiche Teile teilt, so ist das Produkt

des einen Teils der den Bogen halbierenden 
Linie in den anderen gleich dem Produkt 
des einen Teils der den Bogen in zwei 
verschiedene Teile teilenden Linie in den 
ändern mehr dem Quadrat der Sehne, die 
zwischen den beiden Teilpunkten liegt. 
Z. B., der Bogen A B G  [Fig. 20] enthalte 

die gebrochene Linie A B G , er werde halbiert im Punkte D, und in ihn 
die gleich gebrochene Linie A D G  gelegt3), so sage ich, daß A D  DG
( =  A D 2) =  A B B G  +  B D 2.4)

Jeder einzelne von jenen (Gelehrten) hatte versucht, die Schwierigkeit 
dieser Sache (dieses Beweises) möglichst zu erleichtern und sie (ihn) zu 
kürzen, und es kamen dabei die verschiedensten Arten zum Vorschein, 
wie wir aus ihren Berichten selbst sehen werden, so Gott will.

«) B ew eis  dazu; ich  habe ihn  gefu n d en  in  den F ra g e n 5), die 
Y ü h a n n Ä b . Y ü s u f  aus dem G riech isch en  ins A ra b isch e

ü b e rse tz t hat.
Er ist ganz ähnlich einem Beweise, den A b u  S a ' I d  e l - S i d j z i  und 

A b u  ' A l i  e l - B a s r i  gegeben haben. Zieht man in einem gleichschenkligen

1) Diese Stelle is t etwas schwierig, ich habe ihr keinen anderen Sinn zu geben gewußt.
2) Auch dies is t ziemlich frei übersetzt, ich glaube aber doch den richtigen

Sinn getroffen zu haben.
3) H ier ist der Text etwas verdorben, die ungleich gebrochene Lime wird zwei

m al genannt. 4) Über diesen Satz s. Kommentar.
5) M asä’il =  Fragen, U ntersuchungen, Probleme.

2 g  H e in r ic h  S d t e r .



Dreieck eine Gerade von der Spitze zur Basis, die diese in zwei ungleiche 
Teile teilt, so ist das Produkt dieser beiden ungleichen Teile mehr dem 
Quadrat dieser Geraden gleich dem Quadrat eines Schenkels. Das Drei
eck sei A D H  [Fig. 21] und A D  
=  D H ,  wir ziehen in demselben zur 
Basis die Linie D B  beliebig, nur 
nicht senkrecht auf sie, so sage ich, 
daß A B  ■ B H  +  B D 2 =  A D 2. 1) B e 
weis: Wir beschreiben um das Drei
eck A D B  einen Kreis und ziehen D E  
senkrecht auf A B ,  so ist, weil A H  
im P u n k tet halbiert wird und in zwei 
ungleiche Teile geteilt ist im Punkte B,
A E 2 =  A B  ■ B H  +  E B 2,2) fügen wir beiderseits D E 2 hinzu, so haben wir:
A E - +  D E 2 (d. i. A D 2) =  A B  ■ B H  -f E B 2 +  D E 2 =  A B - B H  +  B D 2.
Es wurde nun in den Beweisen zur ersten Behauptung gezeigt, daß
B H  =  B G  ist, wenn Bogen D  B G  =  Bogen A D  gemacht wird; man ziehe 
BG, DG,  so ist nun also A B  B H  =  A B  B G  und man hat nun: 
A D 2 =  A B  ■ B G  +  B D 2.3) Dies (d.h. dieser Beweis) gehört also zu den 
Anhängen (d. h. zu denen, welche den Beweis der ersten Behauptung 
voraussetzen). — Was Abu Sa'id el-Sidjz! und Abu 'A li e l-B asei an
betrifft, so setzen sie die gebrochene Linie A B G  in den Bogen A D B G  
und behaupten dann, daß A B  ■ B G  -f B D 2 =  A D 2 sei; hierauf machen 
sie zum Beweise B H  =  B G  und führen dann den Beweis weiter wie oben.

ß) B ew eis dazu von A b u  N a s e  M ansüe b  ' A l i  b . 'Ieäk .
Ich sage4) [behaupte) [Fig. 22], daß A B  ■ B G  + B D 2 =  A  D 2. B e

weis: Ich verlängere B G  über B  hinaus und ziehe D Z  senkrecht auf 
die Verlängerung, D E  senkrecht auf A B ,  ferner 
noch D B ,  A D ,  DG.  Weil nun Winkel A B G  2 
gemessen wird durch die Ergänzung des Bogens 
A D B G  zum ganzen Kreis, wird Winkel A B Z  3 
gemessen durch den Bogen A D B G ,  deshalb ist 
Winkel E B D  =  Winkel D B Z , weil Bogen A D  
=  Bogen D G 2), ferner ist D B  den beiden Drei
ecken B D Z  und B D E  gemeinsam, und Winkel 
E  =  Winkel Z  als rechte, also ist B E  =  B Z :
-------------------------  5 F ig . 22.

1) Im Text steht A B * . 2) Nach E u k l i d e s  II, 5 .
3) Im Text ist der Schluß durch Auslassungen und unrichtige B uchstaben etwas 

verdorben.
4) V°r Lesern „ Ich  sage“ sollte eigentlich den ändern Beweisen entsprechend

stehen: „E r sag t“ . 5) Der Text h a t B G .
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ferner ist D G 2= G Z 2+ D Z 2 und B D 2 =  D Z 2 +  B Z 2, alsc»ist D G 2~  
B D 2 +  G Z 2— B Z 2, es ist aber G Z 2 — B Z 2 =  G B 2 +  2 G B  B Z ,  und 
A E  =  B E  + BG:  es wurde schon bewiesen, daß E B  =  B Z ,  also ist 
A B  =  B G  +  2 B Z ,  mitbin D G 2 =  B D 2 + A B  ■ B G 1), q. e. d. — Dieser 
Beweis gehört zu den Anhängen, wegen der ohne Beweis aufgeste ten 
Gleichheit von A E  und B E  +  BG.

y )  Z w eiter  B ew eis v o n  A b u  N a s r  b . ' I r a k .

Er sagt: Man verlängere [Fig. 23] G B  über B  hinaus und ziehe 
D H  senkrecht auf GH,  mache H Z  =  B H ,  und ziehe D Z ,  so ist, weil 
D G 2=  D H 2 +  G H 2 und D B 2 =  D H 2+  B H 2, auch D G 2=  D B 2+ B G 2 
+  2 B H  B G 2)-, aber H Z  =  B H ,  also D G 2 =* D B 2 + B G  • GZ-, weil nun
Winkel G =  Winkel A,  und D B  den Winkel A B Z  halbiert, und Winkel
Z  =  Winkel D B H  ist, ist auch Winkel A B D  =  Winkel G Z D ,  und da

D G  =  A D  ist, so ist auch A B  =  GZ-, es
wurde aber eben bewiesen, daß D G 2 =  D B 2 
+  B G  G Z ,  also ist auch D G 2 (oder A D 2)
=  D B 2 +  A B  ■ BG,  q. e. d.3) — Dieser Be
weis gehört zu den Vorausgehenden (Voran
zustellenden), weil er der (ersten) Eigen
schaft der gebrochenen Linie nicht bedarf, 
ja er gehört sogar zu ihrem Fundament, 
weil mit ihm jene erste Eigenschaft bewiesen 
werden kann.

S) B ew eis  v o n  A b u  S a ' i d  e l - S i d j z i .

Er sagt: Wir verlängern [Fig. 24] A B  über B  hinaus, so daß Drei
eck A D Z  gleichschenklig wird in bezug auf die Schenkel A D  und D Z ,
wie vorher4); dann beschreiben wir um das Dreieck A D Z  einen Kreis, 
verlängern B D  bis zum Durchschnitt mit diesem Kreise in H und 
ziehen Z H ; dann ist A B  B Z  =  B D  B H ,  aber B D - B H  + B D 2 =  
B D  ■ D H 6)-, weil nun Winkel D Z A  =  Winkel D H Z ,  da sie auf den

1) Dies is t etwas kurz, deutlicher wäre: es is t also B G 7A ^ B G  B Z = B G  A B ,
also D G * = B D 2+ A B ' B G .   ̂ j

2) Dies is t w ieder kurz ausgedrückt, deutlicher w äre: auch D  G*= D  B * — B  H  
+  G H t = D B * - B H t + { B G  +  B H ) * = * D B t +  B G 2+ 2 B H -  B G .

3) Die Linie D G  fehlt im  M anuskript.
4) d. h. wie in seinem ersten Beweis zur ersten Behauptung.
5) Im Text steht B H  D H ;  dann fehlt wahrscheinlich noch: also B D  D H

=  A B  B Z + B D * .

2 g  H e in r ic h  S u t e r .



gleichen Bogen A D  und D Z  stehen, und Winkel D  gemeinschaftlich ist 
so ist Dreieck D B Z  ähnlich Dreieck D H Z , also besteht die Proportion: 
D H  : D Z  =  D Z  : B D ,  also B D  ■ D H  =  D Z 2, aber B D  D H  =  A B  B Z  
+ B D 2, also A B  B Z  oder A B  ■ B G  
+  £ D 2 =  D Z 2 =  A D 2, q. e. d —
Dieser Beweis gehört zu den An
hängen, weil darin die Gleichheit von 
B Z  und B G  vorausgesetzt ist; wenn 
aber der Beweis auf die gleiche 
Weise geführt würde wie vorher1), 
so käme man damit auf die (erste)
Eigenschaft der gebrochenen Linie, 
und der Beweis wäre dann einer von 
den vorausgehenden. ^
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s) B ew eis v o n  A b u  ' A b d a l l a h  e l - S h a n n i .

Er sagt: Man mache [Fig. 25] Bogen A Z  =  B G  und ziehe GZ,  ver
längere B G  über B  hinaus, und mache G H  =  GZ,  und ziehe D H ,  D Z ,  
ferner D T  senkrecht auf B H \  weil nun G H  =  GZ,  und GD  gemein
schaftlich,*) und Winkel H G D  =  Winkel 
DGZ,  weil sie auf den gleichen Bogen B D  
und DZ,  so ist D H  =  D Z ,  aber D Z  =  B D ,  
also ist auch D H  =  B D ,  und D T  senk
recht auf B H ,  also ist auch T H  =  B T ,  
mithin H B  eine Gerade, die im Punkte T  
halbiert und um B G  verlängert ist, folg
lich ist G H  ■ B G  +  B T 2 =  G T 2;3) fügen wir 
auf beiden Seiten D T 2 hinzu, so haben wir:
G H  ■ B G  +  B T 2 +  D T 2=  G T 2+  D T 2, oder:
G H  B G  + B D 2=  G D 2] aber A B  =  G Z  =  G H ,  also ist A B  ■ B G  +  
B D 2 G D 2, q. e. d. — Dieser Beweis gehört zu den Yorausgehenden, 
weil er jener Eigenschaft (der gebrochenen Linie) nicht bedarf.

£) B ew eis  dazu von mir.

Ich sage: Wir ziehen [Fig. 26] D H  parallel A B ,  ferner noch A H ,  
A D ,  H B ,  BD .  Weil nun Bogen A D  =  D G ,  und Bogen A H  =  B D ,  so

1) d. h. wie in seinem ersten Beweis zur ersten Behauptung.
2) Hier ist im Text wiederholt, daß nun G H  und D  G einzeln gleich seien

G Z  und DG.  3) Nach E u k l i d e s  II, 6
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ist auch Bogen D H  =  H G ,  also sind 
auch ihre Sehnen gleich; weil nun A H D B  
ein Kreisviereck ist, so hat man: A D - B H  
=  D H  ■ A B  4- A H  ■ B D \  aber D H  =  B G ,  
und A D  =  B H  und A H  =  B D ,  also ist 
auch A D 2 — A B  ■ B G  -f B D 2, q. e. d. 
Dieser Beweis gehört auch zu den voraus
gehenden, aus demselben Grunde wie der
vorige.1)

F ig . 26.

rj) Z w eiter B ew eis von mir.

Ich sage: Wir ziehen [Big. 27] die Senkrechte D E  auf A B  und er
richten über A E  das Quadrat A Z ,  und über B E  das Quadrat E T ,  ver
längern T E  bis L ,  machen E M  =  E B ,  ziehen JUSO  parallel E Z

und vervollständigen die Fläche A E H 2), 
so ist klar, daß A M  =  B G ,  es ist aber 
A M  der Unterschied zwischen den beiden 
Teilen der Basis des Dreiecks A B D ,
nämlich zwischen A E  und E B ; ebenso 
ist klar, daß A M  =  E Z ,  und deshalb 
Fläche E F  =  M L  ist, da auch T E  
=  MS',  nun ist die Fläche T H ,  d. h. das 
Quadrat A Z  vermindert um das Quadrat 
B E  (=  E S )  =  L T  ■ T F  =  A B  ■ A M  =  

A B  B G ; addieren wir hierzu B D 2, und zwar so, daß wir zuerst das 
Quadrat B E  oder E S  addieren, dann haben wir das vollständige Quadrat
E H  ( =  A E 2)\ hierauf addieren wir noch (zu diesem) D E 2\ nun ist
D E 2 -f- A E 2 =  A D 2, also haben wir: A B  • B G  +  B D 2 =  A D 2, q. e. d. —  
Dieser Beweis gehört zu den Anhängen, weil er jener (ersten) Eigen
schaft der gebrochenen Linie bedarf.

■9') D r itter  B ew eis von m ir, ohne B ez ieh u n g  (?)3) zum A lm agest.

Man zieht [Fig. 28] die Senkrechte D E ,  ferner A D ,  macht A H ^ B D  
und zieht D T  parallel A H ,  so ist es gleich A H  und also auch gleich

1) Dieser Beweis von e l - B i r ü o t  ist der einfachste derjenigen für die zweite 
Behauptung.

2) Besser wäre wohl A B  F H ,  oder einfach B H .
3) Siehe Kommentar.
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B D ,  und Winkel D T A  ist ein stumpfer, D
also ist A D 2 =  A T 2 +  D T 2 +  A T B T  
(denn B T  =  2 E l r)-  aber A T  B T  A  A T 2 
=  A B  ■ A T ,  also ist A D 2 =  D T 2 +
A B  A T =  B D 2 + A B - A T 1), aber A T  
=  D H  =  B G ,  also ist A D 2 =  J5D2 +
A B  • B G ,  q. e. d. — Dieser Beweis ge
hört zu den vorausgehenden.

F i g .  2 8 .

i) V ierter  B ew eis von mir.
Ich sage: Man ziehe [Fig. 29] die Senkrechte D E  auf A B  und mache 

E M  =  E B ,  so ist B M  eine Gerade halbiert in Punkte E,  und verlängert 
um die Gerade A M ,  dann ist A B  ■ A M  +  E M 2 =  A E 2- man addiert 
auf beiden Seiten D E 2, so ist A B  ■ A M  
+  E M 2 +  D E 2 =  A E 2 +  D E 2, aber D E 2 
+  E M 2 ( =  E B 2) =  B D 2, und A E 2 +  D E 2 
=  A D 2, also ist A B  ■ A M  +  B D 2 =  A D 2, 
q. e. d.2) Dieser Beweis gehört zu den An
hängen aus den schon erwähnten Gründen.

Das ist, was von ihnen (den Gelehrten) 
an Beweisen zu dieser zweiten Behauptung 
aufgestellt worden ist. Und fürwahr, diese 
beiden Sätze leuchten hell hervor aus den 
Elementen der Geometrie, und es werden 
auf sie wichtige Dinge3) zurückgeführt; . . .  ich habe mich auf sie gestützt 
in einer Anzahl von Fragen (Problemen), über die ich befragt wurde, 
und von denen ich, was ich noch in Erinnerung habe, erwähnen werde, 
mit der Hilfe Gottes, seiner Gnade und seiner Leitung.

Die Aufgaben.
1. E s so llen  aus zw ei gegeb en en  P u nk ten  zw ei Gerade g e 

zogen  w erden, die e in en  geg eb en en  W in k el m ite in an d er b ild en , 
und deren Sum me g le ic h  e in er g egeb en en  Geraden is t, von  mir,

M enelatjs wollte im zweiten Satze des dritten Buches seines Werkes 
über die Elemente der Geometrie beweisen, wie in einem gegebenen Halb-

1) H ier ist der Text etwas unklar, es kommen W iederholungen vor.
2) Dieser Beweis is t unvollständig, da noch bewiesen werden sollte, daß A M  

=  B G  is t; e l - BIrünx h a t vielleicht au f einen der Beweise der ersten Behauptung 
verwiesen und diese Verweisung ist weggefallen.

3) asbäb, eigentlich „M otive“ ; am besten wäre vielleicht „Sätze , Problem e“
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kreis eine gebrochene Linie gezeichnet werde gleich einer gegebenen Linie;
er schlug aber hierzu einen sehr langen W eg ein.1) Nachher behandelte 
sie (diese Aufgabe) T h ä b i t  b . K u r r a  in seinem Kommentar dieses Buches 
(des M e n e l a u s ) auf einem ungefähr so langen Wege wie M e n e l a u s  selbst. 
Nachdem nun aber die Eigenschaften der gebrochenen Linie bekannt ge
worden sind2), so ist die Behandlung dieser Aufgabe des M e n e l a u s  eine 
leichtere geworden, und sie erstreckt sich nun sogar allgemeiner auf alle 
Bögen eines gegebenen Kreises (nicht nur auf den Halbkreis). Hierauf 
verfaßte A b ü ’l - D j ü d  M u h  b . e l - L e i t h 3) ,  Gott erbarme sich seiner, über 
diese Aufgabe eine Abhandlung und löste sie auf einem Wege, der über 
alle Maßen lang und schwierig war. Als nun aber A b u  S a ' i d  A h m e d  b . 

M u h  b . ' A b d e l d j a l i l  sich mit ihr beschäftigte, fand er einen Weg der 
Auflösung, der den höchsten Grad der Leichtigkeit erreichte. Wir weichen

Wir wollen von den gegebenen Punkten A  und G ans [Fig. 30] 
zwei gerade Linien ziehen, die sich in einem Punkte schneiden und einen 
Winkel miteinander bilden gleich dem Winkel S, und deren Summe gleich 
der Linie T H  ist. Wir ziehen A G  und beschreiben darüber em Bogen
segment, das den Winkel S  (als Peripheriewinkel) faßt, es sei das Bogen
segment A D G ,  und D  sei die Mitte desselben, wir ziehen AD-, es ist 
nun notwendig, daß die gegebene Linie T H  größer sei als A G ,  aber 
nicht Größer als das Doppelte von A D*) ,  damit das Erreichen des Ge
suchten möglich sei. Hierauf beschreiben wir über A D  einen Halbkreis, 

K o m m e n ta r .  2) W örtlich „ v o r a u s g e g a n g e n  s i n d “ .

D

A

nicht weit von ihm ab 
in dem (Beweise), den 
wir gefunden haben 
mit Hilfe der Eigen
schaften der gebroche
nen Linie in einem 
Kreisbogen und ihre 
Teilung durch die Senk-

S
T

Fig. 30.

-fa rechte, die von der 
Mitte des Bogens auf 
sie gefallt wird; folgen
des ist das Verlangte:



er sei A K D  4), und legen in denselben die Sehne A E  =  |  TH,  und ver
längern sie bis zum Durchschnitt E  mit dem Bogensegment, und ziehen 
B G 2), so sage ich, daß A B  +  B G  =  T H  sei und Winkel A B G  
=  Winkel S. B ew eis: Wir ziehen D E ,  so steht es senkrecht auf A B  
und weil diese Senkrechte vom Mittelpunkt des Bogens A D G  ausgeht, 
ist A E  =  E B  +  B G ,  aber A E  wurde gleich \ T H  gemacht, also ist 
B B  +  B G  gleich der ändern Hälfte von T H ,  also A B  -j- B G  =  TH -  
ferner ist Winkel A B G  =  Winkel S, weil er in einem Kreissegment steht’ 
das einen ihm gleichen Winkel faßt; q. e. d.

2. Von zw ei gegeb en en  P unkten  aus zw ei Gerade zu z ieh en , 
die einen  g egeb en en  W in k el m iteinander b ild en , und deren  
D ifferen z  g le ich  einer g e 
gebenen  Geraden is t , von  
mir.

Wir wollen sie (die beiden 
Geraden) von den Punkten A  
und G  aus [Fig. 31] ziehen, sie 
sollen einen Winkel einschließen s  
gleich dem Winkel S  und ihr 
Unterschied soll gleich der Linie 
T H  sein. Wir ziehen A G  und 
beschreiben darüber ein Bogen
segment, das den Winkel S  (als 
Peripheriewinkel) faßt, halbieren 
es im Punkte D. Dann ver
vollständigen wir Bogen A D  zu einem Halbkreis, ziehen A D ,  DZ ,  A Z ,  
machen Z K = - ^ T H ,  ziehen K L 2) senkrecht auf A Z ; dann machen wir 
D B  =  Z L  und ziehen A B ,  B G ,  so behaupten wir, daß A B  — B G  =  TH.  
B ew eis: Man ziehe D E  senkrecht auf A B ,  dann ist Winkel D B E  =  
Winkel D Z A ,  denn sie stehen auf dem gleichen Bogen A D ,  ferner Winkel 
B E B  =  Winkel Z K L  als rechte, also ist Dreieck D E B  ähnlich Dreieck 
K L Z ; aber wir haben D B  =  Z L  gemacht, also sind sie auch kongruent4), 
folglich ist K Z = E B ,  aber K Z  wurde gleich \ T H  gemacht; aus dem 
was vorangegangen ist, ist aber bekannt, daß E B  gleich der Hälfte des 
Unterschiedes von A B  und B G  ist, also ist 2 E B  =  A B  -  B G ,  und 
da die Hälfte des Unterschiedes gleich der Hälfte von T H  ist, so ist 
der ganze Unterschied gleich TH .  Die Möglichkeit dieser Aufgabe

1) K  fehlt in der Figur. 2) Im Text steht B D .  3) Im Text steht G L .
4) In der F igur des M anuskripts ist das Dreieck K L Z  viel kleiner als das 

Dieieck D L B  gezeichnet, ferner sind die Buchstaben K  und L  vertauscht, und 
D E  steht ganz schief au f A B .

B ib lio theca  M athem atica . m. F olge . X I. o
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B Z

0  \/  M

T
Fig. 32.

unterliegt der Bedingung, daß K Z  nicht größer sei als A G 1), sonst 
wird das Gesuchte nicht gefunden. Das ist, was zu beweisen war, Gott 

weiß es besser.

A nderes V erfahren h ierfü r , von  mir.
Wir ziehen [Fig. 32] A  G und beschreiben darüber einen Kreisbogen, 

der einen Winkel fasse gleich dem Winkel S, halbieren den Bogen im
n Punkte D  und ziehen DG,  er

richten D K  senkrecht auf A  G, 
machen K L  =  \ T H  und ziehen 
L M  parallel D K  und M O  
parallel K L 2), machen Sehne 
D B  =  D M  und ziehen A B ,  
B G ,  s o  haben wir, was wir 
wollten. B ew eis: Wir ziehen 
D E  senkrecht auf A B ,  so ist 
klar, daß Dreieck D B E  ähn
lich Dreieck D GK ,  weil Winkel 

D M -W in k e l D G K ,  da sie auf gleichem Bogen A D  stehen, und die
Winkel bei Eund K  rechte sind; und weil parallel K G ,  ist auch

. i D M =  D B ,  also sindDreieck D M O  ähnlich Dreieck D B E ,  es ist^aber u  ’ n _ RT
die Dreiecke auch kongruent3), mithin ist M O  — B E ,  aber M O  ,
also S K - K L - W  es ist aber schon B B

ist, also ist 2 B E  =  A B  BG,
und demnach diese Differenz 
gleich T H ,  q. e. d.

3. Von zw ei gegebenen  
P u n k ten  aus zw ei Gerade 
zu z ieh en , d ie e in en  g e 
geb en en  W in k e l e in s c h lie 
ßen , und deren P rodukt 
g le ic h  e in er gegeb en en  
F lä ch e  is t , von  mir.

Die beiden Geraden sollen 
von den Punkten A  und G 
[Fig. 33] ausgehen und den 
Winkel S  einschließen und 
ihr Produkt soll gleich derF ig . 33.

11 Im Text steht AD-,  besser wäre übrigens: Z K Z < A G ,  oder T H  <  A G .
2) Im Text steht K M .  3) Dieser Satz fehlt im M anuskript.



Fläche T  sein. Die Linie, die die Fläche T  potenziert, sei K-  wir ziehen 
und beschreiben über ihr einen Kreisbogen, der einen Winkel fasse 

gleich dem Winkel S, halbieren ihn im Punkte D, ziehen A D ,  beschreiben 
darüber einen Halbkreis A H D ,  tragen in demselben die Sehne A H  =  K  
ab, und ziehen DH-, hierauf machen wir D B  =  DH,  ziehen A B  und 
B G ,  so behaupten wir, daß A B  ■ B G  =  Fläche T  sei. B ew eis: Es ist, 
nach dem, was wir früher bewiesen haben, A D 2 =  B D 2 4 - A B  ■ R H  nl™ 
A D 2 -  B D 2 =  A B  ■ BG,  aber A D 2 -  B D 2 =  A H 2, da wir B D  =  D H  
gemacht haben, also ist A H 2 =  A B  ■ B G ,  aber A H 2 =  K 2 =  T, also ist 
A B  ■ B G  =  T,  q e. d.

Anderes V erfahren äh n lich  dem vorhergehenden  
von Abu 'Abdallah e l -Shahhi.

Man ziehe [Fig. 34] A G  und beschreibe darüber einen Kreisbogen 
der einen Winkel faßt gleich dem gegebenen Winkel S, und nehme°die 
jerade K  als die Fläche T  potenzierend an, und ziehe die Sehne A D  

nach dem Mittelpunkt des Bogens A D G 1)-, es ist nun notwendig, daß K  
kleiner sei als A D ,  sonst ist die Auffindung des Gesuchten unmöglich.2) 
Es sei nun also K  kleiner als AD-, dann ziehe man die Sehne BD,  die 
die Differenz A D 2 -  K 2 potenzieren soll, und ziehe A B ,  BG,  so behaupte 
ich, daß A B  ■ B G  gleich der Fläche T  sei. B ew eis: Wir beschreiben 
aus dem Mittelpunkt D  mit dem Radius A D  den Kreisbogen A L H G  
verlängern A  D  und A  B  bis & *
zum Umfang dieses Bogens 
und ziehen D H ,  so ist klar, 
daß es gleich A D  ist; wir 
machen D Z  =  B D ,  so ist 
klar, daß auch A Z  =  B H  
ist, und Winkel A Z D  ist ein 
stumpfer, also A D 2 =  A Z 2 s 
+  D Z 2 -f- A Z  • B Z ,  aber 
D Z  =  B D ,  und A Z 2 +
A Z ■ B Z  =  A B  A Z  =
A B  ■ B H ,  also ist auch 
A D 2 =  B D 2 A- A B  ■ BH-, 
wir haben aber A D 2 — K 2
—----------------------  F ig . 31.

1) Das M anuskript ha t A D B .
2) Diese D eterm ination ist bei der vorigen Auflösung von EL-BiRÜm jedenfalls 

durch das Abschreiben weggefallen.
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. „a a r  R H  — K 2 =  T.  Hierauf ziehen wir noch _ B D *  gesetzt, also ist A B  ■ B H  -  K  J- ^  ^
G H ,  GL ,  G D 1),  dann ist Winkel A D G  -  Wm ^  ^  ^
über demselben Bogen stehen, also auch Winkel L D G  .
t d  w e H le  Winkgel A L G  und A H G  auf gleichem B o g ^ n  -  
Bie ebenfalls gleich, also ist Dreieck L D G  'ähnlich Dremck ff  B ö ) ,  abe  ̂
Dreieck LD G  ist gleichschenklig, also auch Dreie ’
=  BG, also ist auch A B  ■ B G  gleich der Flache T,  q. e. d. )

4 Von zw ei g eg eb en en  P u n k ten  aus zw ei G erade zu zieh en , 
die e in en  g eg eb en en  W in k e l e in sch lie ß e n , und deren Verha m s  
o-leich einem  g eg eb en en  V erh ä ltn is  sei.
g Wir ziehen [Fig. 35] die Geraden von den Punkten A  und G ans, 

I l e n  d n  n W i l l  einschließen gleich dem Wm W S ,  und das V e .
816 8 hältnis der einen zur anderen sei gleich

dem Verhältnis L : K.  Wir nehmen an, 
die beiden Schenkel T Z  und Z H  schließen 
den Winkel S  ein und T Z  sei gleich K  

A und Z H  =  L; wir ziehen T H ; hierauf be
schreiben wir über A G  einen Kreisbogen,
der einen Winkel gleich dem Winkel S  faßt, 
und machen Winkel G A B  =  Winkel Z H T  
und ziehen BG,  so behaupten wir, daß wir 
gemacht haben, was verlangt wurde. B e
w eis: Da Winkel T Z H  =  Winkel A B G  
und Winkel T H Z  =  Winkel G A B ,  so ist 
Dreieck A B G  ähnlich Dreieck H Z T  und

es besteht die Proportion: A B  : B O - B Z  : T Z ,  aber H Z : T Z - L : K ,

al8° üLTTst i e  i e t t e _ (wahicbelnHeb: Aufgabe dieser Art)- wenn sie
i icllt mit den Eigenschaften der gebrochenen Lime gelost wurde, 

auch nie , „ r t wed durch die übrigen Aufgaben man natur
habe ie sie oc , keineswegs in meiner Absicht, das
gemäß an sie £ rbrt w d _ )  Es ^  ^  ^  ^  ^

Thema vollstan g ^  ^  Ei haften der beiden Behaup-

r gTn, d ^ u s g e g a n g e n  sind, studierte, wie ich im folgenden noch

1 ) Im Texte steht G Z ;  von diesen drei Linien is t nur G H  gezogen in dei

F i g u r  d e s  M a n u s k r ip t s .

S  E s l s t  wohl e t w ^ z u  viel gesagt, wenn el-BFrün-T diese Lösung der seinigen 
\  •. Vnlfpn daher dafür, dieser Zusatz im  T itel sei n ich t von e l -B ikuni.

ähnlich nenn ^  „ber8etzt) ich wußte aber der Stelle keinen anderen Sinn

zu gehen.

K
Fig. 35.



\
verschiedenes bringen werde, was mir und anderen hierüber in den Sinn 
gekommen ist.

5. K on stru k tion  eines D reieck s in einen  gegeb en en  K reis, 
wenn die Summe sein er S eiten  g le ich  einer gegebenen  Geraden 
is t ,  von mir.

Wie zeichnet man in einen gegebenen Kreis ein Dreieck, dessen 
Seitensumme gleich einer gegebenen Geraden ist? Es sei diese Gerade 
[Fig. 36] H T ; es ist notwendig, daß H T  nicht größer sei als die Summe 
der Seiten des gleichseitigen Dreiecks, das in den Kreis gezeichnet werden 
kann. Man nehme auf H T  einen Punkt K  beliebig an1), und lege in 
den Kreis eine Sehne A G  =  H K ,  halbiere den Bogen MG im Punkte D, 
ziehe A D ,  beschreibe über demselben einen Halbkreis A E D ,  lege in den
selben die Sehne A E  rrn_____________ K  t
gleich der Hälfte von “ ’ 1
K  T, verlängere A E  D

bis B  und ziehe BG,
so ist das Dreieck /  /  /  \  \
A B G  dasjenige, dessen j  /  \  \
Seitensumme gleich# T  / /  \  \
ist. B ew eis: A G  ist \  J
gleich H K ,  und A E ,  V- - — \  /
das gleich der Hälfte C\~
der gebrochenen Linie 
A B G  ist, gleich \ K T ,  
also ist die gebrochene 

=-: Linie A B G  =  K T ,  mithin ist der Umfang des Dreiecks A B G  =  H T ,
und das ist, was von uns verlangt wurde.

6 .  B ew eis des V erfahrens des A r c h i m e d e s  zur A u ffin d u n g  
der H öhen  der D reieck e , deren S e iten  g eg eb en  sind , und der 
durch die H öhen g eb ild e ten  S e iten a b sch n itte , von mir.

A r c h im e d e s  sagt: Man subtrahiert das Quadrat eines der beiden 
Schenkel vom Quadrat des anderen und dividiert den Rest durch die 
Basis, addiert das Ergebnis zur Basis und nimmt die Hälfte der Summe, 
so hat man den größeren Abschnitt (der Basis), subtrahiert man aber das 
Ergebnis der Division von der Basis und nimmt die Hälfte der Differenz, 

jiD so hat man den kleineren Abschnitt.2) — Der B ew eis , um den ich ge
fragt (gebeten)’ wurde, ist folgender: Das Dreieck A D B  [Fig. 37] sei
gegeben, seine Höhe sei D E :  man beschreibe um dasselbe einen Kreis•m' _______________

1) Es fehlt die D eterm ination, daß H K  k leiner als die Hälfte von H T  an
genommen werden müsse. 2) Siehe Kommentar.
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und mache Bogen DG  =  A D  und ziehe BG ,  zeichne über A E  das 
Quadrat A Z  und über B E 1) das Quadrat T E ,  und mache E M — E B , 
ziehe M O  parallel E Z  und T E L  parallel A B ,  und vervollständige die 
Fläche A F ,  so ist, weil B D 2 =  D E 2 +  B E 2 und A D 2 =  A E 2 +  D E 2,

D E 2 beiden gemeinsam; wenn wir also
B D 2 von A D 2 subtrahieren, so erhalten
wir A E 2 — B E 2, es ist aber klar, daß 
diese Differenz gleich dem Gnomon Q G N  
ist; weil ferner T K  =  K S  =  S M ,  und 
T F  =  K Z  =  A M ,  sind die Flächen T Z ,  
K  0, M L  einander gleich, also ist Fläche 
T H  =  Gnomon Q C N ; aber T F  =  A M  
=  BG,  weil A M  und M E  bzw. gleich 
B G  und B E  sind, also ist Fläche T H  

F z  0 H — A B  • BG]  teilen wir sie durch die
Flg-37- Basis (AB) ,  so erhalten wir BG,  addieren

wir dieses zur Basis, so haben wir die gebrochene Linie A B G ,  ihre Hälfte 
ist A E 2), der größere Abschnitt; subtrahieren wir B G  von der Basis, so 
bleibt B M ,  und seine Hälfte ist B E ,  der kleinere Abschnitt, q. e. d.

An Stelle der Differenz A D 2 — B D 2 kann man auch das Produkt
aus der Summe und Differenz von A D  und B D  setzen, weil dieses
gleich jener ist, also ist auch A E 2 — B E 2 =  ( A E  A  B E )  ( A E  — B E )
=  A B  ( A E  -  B E )  =  A B  ■ A M  =  A B  ■ BG.3)

Z w eiter B ew eis von m ir, le ic h te r  (k ü rzer) als der erste.
Wir nehmen [Fig. 38] dasselbe Dreieck A D B  an und beschreiben 

um es einen Kreis und machen Bogen D G  — A D ,  ziehen B G ,  machen
E M  — E B ,  so ist, weil A D 2 =  B D 2 
-f A B  ■ B G  (wie früher schon bewiesen 
wurde), A D 2 B D 2 =  A B  - B G ; dies 
teilen wir durch A B ,  die Basis, so er 
halten wir B G ,  addieren wir dieses zur 
Basis, so erhalten wir die gebrochene 
Linie A B G ,  ihre Hälfte ist A E ,  sub
trahieren wir B G  von der Basis A B ,  so 
erhalten wir M B ,  seine Hälfte ist E B ,  
q. e. d.

2) Der Text hat A D .
3) H ier fehlt wahrscheinlich noch: „also is t auch A D *  — B D *  = A B  ■ B G ,  was 

w ir schon früher auf anderem W ege bewiesen haben.“

1) Der Text h a t M E .



7. B ew eis  zum V erfahren  des A e o h i m e d e s  zur B erechnung  
der D reieck e aus dem Ü berschuß ihrer S eiten  (sic), von A b u  

' A b d a l l a h  e l  S h a n n I .

A r c h i h e d e s  sagt: Wenn wir die Fläche jedes Dreiecks aus seinen 
Seiten kennen wollen, so nehmen wir den Überschuß der Hälfte der 
Seitensumme über jede der drei Seiten, bilden das Produkt dieser drei 
Überschüsse, und multiplizieren es noch mit 
der halben Seitensumme, und ziehen die 
Wurzel aus diesem Produkte, so haben wir 
die Fläche des Dreiecks. —  A b u  'A b d a l l a h

sagt: Der B ew eis hierzu ist folgender:
Wir nehmen [Fig. 39] das Dreieck A B G  
und beschreiben um dasselbe den Kreis A B B G ,  
und es sei D  der Mittelpunkt des Bogens 
A B G ,  wir ziehen von demselben die Senk
rechte D E  auf A B ,  und ebenso die Senk
rechte D Z  auf A G 1), und ziehen A D ,  DG,  DB-, dann beschreiben wir
aus dem Punkte A  mit dem Radius A Z  den Bogen Z H T ,  der die Linie 
A E  im Punkte H  und die Linie A D  im Punkte T  schneidet; dann ist 
A D 2 =  A Z 2 +  D Z 2 2), ferner ist A T  =  A Z ,  also D T 2 + 2 D  T  ■ A T  =  D Z 2 
(=  A D 2 — A T 2)-, weil wir A T  =  A Z  gemacht haben, ist auch D Z 2 
=  D E 2 4- E H 2 +  2 A H  ■ E H 3); nun ist Dreieck D E B  jedem der Dreiecke 
D G Z  und D A Z  ähnlich, weil die Winkel A G D ,  A B D  und G A D
unter sich gleich sind, da jeder von ihnen auf der Hälfte des Bogens
A D B G  steht, also besteht die Proportion: D E : E B = D Z : A Z ,  aber 
D Z  : A Z  — D Z 2 : D Z  • A Z  =  D Z  ■ A Z  : A Z 2, ebenso hat man auch: 
D E 2 : D E  ■ E B  =  D E  ■ E B  : E B 2. Wenn man Glieder einer Proportion 
von den entsprechenden Gliedern einer anderen Proportion, deren Ver
hältnisse mit denen der ersteren gleiche Werte haben, subtrahiert, so
bilden die Reste wieder eine Proportion. Subtrahiert man nun D E 2 von 
D Z 2, so erhält man, wie wir oben gezeigt haben: E H 2 +  2 A H  ■ E H  
oder E H  ( A E  +  A Z ) ,  und subtrahiert man D E  ■ E B  von D Z  • A Z ,  
oder 2. Dreieck B D E  von Dreieck A D G ,  so erhält man Dreieck A B G ,  
wie wir bei den Eigenschaften der gebrochenen Linie gezeigt haben;
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1) Der Text h a t AD.
2) Im  M anuskript steht A E 2 -\- D E s, was ja  auch rich tig  ist, aber hier nicht 

in Betracht kommt.
3) Hier fehlt eine nähere Begründung dieser Gleichung, s ta tt einer solchen ist 

dieselbe wiederholt; die Begründung wäre etwa folgende: Es ist A E 2 =  A H 2 
-f E H 2 - \ -%AH ■ E  H,  beiderseits D E 2 addiert und berücksichtigt, daß A  E 2 -)- D  E 2 
=  A D -  = A Z i - \ -DZ* =  A H *  +  D Z i, g ib t: D  ZA =  D E *  +  E H *  +  2 A H  ■ E H .



40 H e in k ic h  S u t e r .

subtrahiert man ferner E B 2 oder K Z 2 (nachdem man K Z — E B  gemacht 
hat) von A Z 2, so erhält man G K  ■ A K 1)-, es ist also Dreieck A B G  
mittlere Proportionale zwischen E H  (A E  +  A Z )  und G K  • A K 2). Nun 
ist E H  der Überschuß von A E  +  A Z ,  d. h. des halben Umfangs des 
Dreiecks A B G  über die Seite A G ,  weil wir A H  =  A Z  =  G Z  gemacht 
haben, und weil B E  die Summe der beiden Seiten A B  und B G  halbiert 
im Punkte E ; ferner ist A K  der Überschuß von A E  +  A Z  über die 
Seite A B ,  weil wir K Z  =  E B  gemacht haben3); ferner ist G K  gleich 
dem Überschuß von A E  -j- A Z  über die Seite BG*),  also sind E H ,  A K  
und G K  die Überschüsse des halben Umfangs des Dreiecks A B G  über 
jede einzelne der drei Seiten; multiplizieren wir nun die Fläche A K  ■ G K  
mit der Fläche E H  { A E  +  A Z ) ,  so haben wir den ersten Überschuß 
mit dem zweiten, und das Produkt mit dem dritten Überschuß und das 
neue Produkt mit A E  +  A Z ,  d. h. mit der halben Summe der Seiten 
multipliziert, und das Resultat ist gleich der Fläche des Dreiecks A B G  
multipliziert mit sich selbst, q. e. d.

Ist das Dreieck gleichschenklig, wie z. B. das Dreieck A B G ,  so hat 
man die Proportion: B Z 2 : B Z  ■ A Z  =  B Z  ■ A Z  : A Z 3 Wir haben nun 
aber bewiesen, daß B Z 2 =  D T 25) +  2 B T  ■ A T  =  B T  { A B  +  AZ)' ,  ferner 
ist B Z  ■ A Z  =  Fläche des Dreiecks A B G ,  und A Z '2 =  Fläche A Z  ■ ZG-, 
bildet man also das Produkt A Z  ■ Z G  =  A T  ■ A Z 6), so hat man das 
Produkt des einen Überschusses mit dem ändern, hierauf dieses Produkt 
mit B T ,  d. h. mit dem dritten Überschuß, und dieses neue Produkt mit 
{ A B  +  AZ),  d. h. mit der halben Summe der Seiten multipliziert, so hat 
man das Quadrat der Fläche B Z  ■ A Z ,  d. h. des Dreieckes A B G ,  q. e. d.

8. B ew eis  des den In d iern  zu g esch r ieb en en  V erfah ren s für  
die B erech n u n g  ein es einem  K reise e in b esch r ieb en en  T ra p eze s7), 
v o n  A b u  ' A b d a l l a h - e l - S h a n n x .

Wenn wir die Fläche des Trapezes haben wollen, das in einen Kreis 
einbeschrieben ist, so nehmen wir die Überschüsse des halben Umfangs

1) A u s f ü h r l i c h e r :  A K 2 -\-1 A K  ■ Z K =  A K  (A K  -f- 2 Z K )  =  A K  ■ G K.
2) Der Text hat G K  ■ K B .
3) Es ist näm lich: A E  A Z  — A B  =  Z A H - \ - E H  — A B  =  A H  — B  E  =  A Z  

— K Z  =  A K .
4) Dieser Satz fehlt im M anuskript, dafür is t der vorhergehende Satz w ieder

holt; die Begründung für G K  ist folgende: Es ist A E - \ - A Z  — B G  =  B G - \ - B E  
+  A Z -  B G  =  B E +  A Z  =  Z K +  G Z =  G K.

5) Das M anuskript ha t B K 1. 6) Das M anuskript ha t A T  - KZ .
7) Es sollte heißen „Trapezoid“ (arab. el-shabih bi ’l-muriharif =  das dem Trapez 

ähnliche); vielleicht ist el-shabih weggefallen, oder e l - B i r ü n !  bezeichnet nach E u k l i d e s  

alle N icht-Parallelogram m e m it dem Namen „Trapeze“ ; vgl. übrigens C a n t o r ,

Vorlesungen I*, S. 608 — 612.
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desselben über jede einzelne Seite, bilden das Produkt dieser vier Über
schüsse und ziehen die Wurzel aus demselben, so ist diese der Inhalt 
jenes Trapezes. Zum B ew eise  zeichnen wir [Fig. 40] das Viereck1) 
A B G D  in den Kreis A B G D  und halbieren jeden der Bogen B A D ,  B G D  
in den Punkten E  und Z, ziehen B E ,  E D ,  DZ ,  B Z ,  E A ,  E Z ,  und die 
Senkrechten E H  und Z T  auf A B  bzw. BG,  der Durchschnitt von B D  und 
E Z  heiße K.  Nun sind die Dreiecke E H A  und E K D  ähnlich, und 
E D  länger als E A ,  folglich ist auch K D  länger als AH-,  ferner ist

JB Cr D GrB T  = ----------   , wie wir früher bewiesen haben, also ist B T  länger als
K D 2), also noch um so mehr länger als AH-,  auf gleiche Weise zeigt 
man, daß B H  länger als G T  ist. Nun schneide man von B H  die Linie 
H L  =  G T  ab, und von B T  die Linie T  3 I 2) =  AH-,  weil nun der Über
schuß der Fläche E B Z D  über die Fläche 
A B G D  =  E H - A H  + Z T ■ GT*),  und Drei
eck E H A  ähnlich Dreieck E B Z  ist, so be
steht die Proportion: E H : A  H  =  E B : B Z 5)-, 
ebenso ist Dreieck T Z G  ähnlich Drei
eck E B Z ,  also besteht die Proportion:
G T 6) : Z T 6) =  E B  : BZ-,  man hat ferner:
E B : B Z  =  E B 2: E B  ■ B Z  =  E B  ■ B Z- . BZ 27) ; 
nun ist E B 2 =  E B - E D ,  und B Z 2 =
B Z  ■ D Z ,  und E B  ■ B Z  =  Fläche E B Z D ,  
also ist diese Fläche geometrisches Mittel 
zwischen E B  ■ E D  und B Z  ■ DZ-, aber 
Addition entsprechender Glieder von Pro
portionen mit gleichen Verhältnissen gibt wieder eine richtige Pro
portion, also hat man: E H 2 +  G T 2 : E H  ■ A H  +  Z T  ■ G T  =  E H  ■ A H  
+  Z T  ■ G T  : A H 2 +  Z T 2.6) Das gleiche gilt auch für die Subtraktion 
entsprechender Glieder solcher Proportionen; wenn wir also E H 2 -f G T 2, 
d. h. E H 2 + H L 2 von E B 2 subtrahieren9), so bleibt B L  (A L A  A D ) ,

1) H ier braucht der Verfasser das allgemeine W ort „Viereck“ sta tt „Trapez“ .
2) W eil K D  die Hälfte von B D  ist, denn E Z  ist ein Durchmesser und steht

senkrecht auf B D .  3) Der Punkt M  fehlt in  der F igur des Textes.
4) Nach dem 3. Beweis von el-Shannx zur ersten Behauptung, s, oben S. 20 

und 21; übrigens gehört dieses nocht nicht hierher.
5) Der Text ha t M D .  6) Der Text h a t K  an Stelle von T.
7) Der Text ha t B E 2.
8) E rg ib t sich durch A ddition der entsprechenden Glieder der beiden P roportionen:

E H 2: E H  ■ A H = E H A H :  A H 2 und 
G T 2: G T  ■ Z T = G T  ■ Z T : Z T 2.

9) Es w ird nun als Subtrahend die eben genannte Proportion und als Minuend 
die Proportion E B 2: E B  B  Z  — E B  B  Z : B  Z 2 angenommen.
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weil, wenn wir E H 2 von E B 2 abziehen, H B 2 bleibt, und wenn wir 
H L 2 von # R 2 abziehen, B L 2 A  2 B L  H L  bleibt, das aber =  B L  
( B #  +  B B ) ist, aber B H  =  A H  4- A D ,  also ist der Rest =  B L  ( A L  
_j_ A D ) ’, wenn wir ferner die Summe der Flächen E H  ■ A H  und Z T  • G T  
von E B  ■ B Z ,  d. b. der Fläche E B Z D  subtrahieren, so ist der Rest 
die Fläche A B G D ,  und wenn wir die beiden Quadrate A H 2 und Z T 2, 
d. h. die beiden Quadrate T M 2 und Z T 2 von B Z 2 subtrahieren, so ist der 
Rest die Fläche B M  (G M  +  GD), nach dem was wir soeben bewiesen 
haben.1) Also besteht die Proportion:

B L  ( A L  +  A D )  : A B G D  =  A B G D  : B A I  ( G M  +  G D )2), 
also ist die Fläche A B G D  mittlere Proportionale zwischen B L  ( A L  A  A D )  
und B A I  ( G M  4- GD).  Und weil B H  =  A B  + A B  und B T  =  i -----

. , y, tt a\ , A B  +  A D  +  B G + G D
nach dem was vorausgegangen ist, so ist LtL  ) +  B 1 =  ^
d. h. gleich der halben Summe der vier Seiten des Vierecks A B G D ;
ferner ist die Differenz ( B H  +  B T )  — A B  =  B M ,  weil wir T M =  A H
gemacht haben; weiter ist ( B H  +  B T )  — B G  =  B L ,  weil wir H L  =  G T
gemacht haben. Es ist aber A H  A D  +  GD  +  G T  auch gleich der
halben Summe der Seiten des Vierecks A B G D ,  nach dem was wir früher
bewiesen haben, also ist ihr Überschuß über A D  =  G M  A  G D 4); ebenso
ist ihr Überschuß über GD  =  A  L  A A  D 5). Also sind die Linien B L ,
A L A  A D ,  G M  A  GD, B M  die Überschüsse der halben Seitensumme
des Vierecks A B G D  über jede einzelne seiner Seiten; es wurde aber
eben gezeigt, daß die Fläche A B G D  das geometrische Mittel zwischen
B L  ( A L A  A D )  und B M  ( G M A G D )  sei, also ist das Produkt B L
( A L  A  AD ) ■ B AI  (G M  +  GD)  gleich dem Quadrat der Fläche des Vierecks
A B G D ,  mithin ist die Wurzel aus jenem Produkte das Gesuchte, q. e. d.

9. D ie A u fgab e von den beiden  P alm en , dem F lu sse  und 
den beiden  V ö g e ln , d ie in den B üch ern  der A lgeb ra  v e r b r e ite t  
is t ,  von mir.

Wir nehmen B Z  und A H  der Länge nach gegeben an, sie befinden 
sich an den beiden Ufern des Flusses, dessen Breite A B  sei; es erscheint 
an der Oberfläche des Wassers ein Fisch, da stürzen sich auf denselben 
von den Gipfeln der Palmen zwei Vögel und treffen zu derselben Zeit bei 
ihm zusammen, wie findet man hieraus die Entfernung des Fisches von

1) Es is t näm lich: B Z t — ( T M i A Z T * )  =  B T i — T M 1= { B M A  T M ) 1— T M 2
= b m * A 2 B M-  t m = b m  {b t a  t h i ) = b m ( G t a g d a t m ) = b m (GM-\ - g D).

2) Diese Proportion habe ich der besseren Übersicht halber hinzugefügt, sie
steht nicht im M anuskript. 3) Der Text h a t A D .

4) Es ist näm lich: A  H A  G D  +  G T =  T M  +  G D  +  G T =  G M  +  GD.
5) Es ist näm lich: A H  +  A D  +  G T =  A H A  A D  +  H L =  A L  +  A D .
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den Ufern des Flusses und die Länge des Fluges der beiden Vögel in 
der Luft? Die Antwort lautet: Wir multiplizieren jede einzelne Palmen
länge mit sich selbst und teilen den Unterschied dieser Quadrate durch 
die Breite des Flusses, und addieren das Resultat zum Divisor und nehmen 
die Hälfte der Summe, so ist dies die Entfernung des Fisches vom Fuß
punkt der kürzeren Palme; subtrahieren wir aber jenen Quotienten von der 
Breite des Flusses, so erhalten wir die Entfernung desselben von der 
höheren Palme; wenn wir die Länge einer Palme mit sich selbst multi
plizieren, ebenso die Entfernung ihres Fußpunktes von der Stelle des 
Fisches mit sich selbst, und die Wurzel aus der Summe dieser Quadrate 
ziehen, so haben wir die Länge des Fluges jedes Vogels. B ew eis: Es 
seien [Fig 41] A H  und B Z  die Längen der beiden Palmen, A H  die 
kürzere, und es sei E  die Stelle des Fisches auf dem Wasser, wir 
ziehen E H  und E Z ,  so müssen diese gleich sein, weil die beiden Vögel 
sie in gleicher Zeit durchiliegen, 
deshalb ist auch die Summe der 
Quadrate von B Z  und B E  gleich 
der Summe der Quadrate von A E  
und A H ,  also ist auch B Z 2
— A H 2 =  A E 2 — B E 2.1) Hierauf 
zeichnen wir das Dreieck A D B ,  
indem wir A D  =  B Z  und B D  
=  A H  machen, und ziehen DE ,  
so behaupte ich, daß es senkrecht
auf A R  stehe. Beweis hierzu: Wir Fig. a.
zeigen, daß es nicht anders sein kann Angenommen, es stehe nicht senk
recht auf A B ,  so ziehen wir die Senkrechte D T  auf A B ,  dann ist 
A D 2 — B D 2 =  A T 2 — B T 2, aber wie wir oben gezeigt haben, ist A D 2
— B D 2 =  B Z 2 — A H 2 =  A E 2 -  B E 2, daher wäre A T 2 — B T 2 =  A E 2
— B E 22), also wäre sowohl D T  als D E  senkrecht auf A B ,  mithin hätte 
das Dreieck D T E  zwei rechte Winkel neben dem Winkel E D T ,  dies ist 
ein Widersprach, also ist D E  senkrecht auf A B ,  nicht D T .  Hierauf 
beschreiben wir um das Dreieck A D B  einen Kreis und machen Bogen 
D B G  =  Bogen A D ,  dann ist A B G  eine gebrochene Linie im Kreise, 
und die Senkrechte D E  auf A B  halbiert sie im Punkte E,  und es ist 
A D 2 — B D 2 =  A B  ■ BG-, teilen wir also A D 2 — B D 2 oder B Z 2 — A H 2 
durch A B ,  so erhalten wir BG,  addieren wir dieses zu A B ,  so haben 
wir die gebrochene Linie A B G  und ihre Hälfte ist A E ,  und dies ist die

1) H ier folgt eine Begründung von diesem, die ich nicht verstanden habe, ich 
sehe auch n icht ein, wieso eine solche nötig  sei.

2) Der letztere Satz fehlt im M anuskript.
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Entfernung des Ortes des Fisches von dem Fußpunkt der Palme A H ,  und
wenn wir A E  von A B  subtrahieren, so bleibt B E ,  die Entfernung des
Fisches vom Fußpunkt der Palme B Z ,  q. e. d.1)

10. D ie A u fg a b e  m it dem H o lzsta b , von m ir, sie  kom m t 
eb e n fa lls  in den B üchern  der A lg eb ra  vor.

Die Frage ist folgende: Es ist ein Holzstab von bekannter Länge
gegeben, befestigt im Boden und senkrecht auf demselben stehend; er 
wird gebrochen und neigt sich so, daß die Spitze den Boden erreicht, und 
man kennt die Entfernung der Spitze auf dem Boden vom Fußpunkt des
Holzstabes, wie erhält man die Stelle des Bruches (d. h. ihre Höbe über

K dem Boden). Ich sage: Man multipliziere die Hälfte 
der Entfernung der Spitze auf dem Boden von dem
Fußpunkt des Holzstabes mit sich selbst und teile
das Produkt durch die Hälfte der Länge des Holz
stabes, subtrahiere das Ergebnis von der Hälfte der
Länge des Holzstabes, so bat man die Länge des
Stückes, das noch aufrecht steht; addiert man es 
aber zur Hälfte der Länge des Holzstabes, so bat 
man die Länge des abgebrochenen und geneigten 
Stückes. Es sei [Fig. 42] der Holzstab K G 2), senk
recht auf dem Boden A  G, er sei gebrochen im Punkte B,  
aber nicht ein Teil vom ändern getrennt, so daß
die Spitze im Punkte A  den Boden erreicht, so
sollen wir die Größe von B G  bestimmen. Wir be

schreiben um das rechtwinklige Dreieck (A B G ) einen Kreis, und halbieren 
den Bogen A B G  im Punkte D,  ziehen D E  senkrecht auf A B  und D T  
senkrecht auf AG.  Da nun D T  vom Mittelpunkt des Bogens { A B G )  
ausgebt und senkrecht auf seiner Sehne steht, so halbiert sie die Sehne 
und ist ein Teil des Durchmessers3), deshalb ist der Punkt H,  in dem 
sich zwei Durchmesser schneiden, der Mittelpunkt des Kreises, und Drei
eck D E H  ist ähnlich Dreieck A H T ,  und D H  =  A H ,  also sind sie auch 
kongruent4), mithin ist auch D E  =  A T ,  ferner bat man die Proportion: 
A E  : D E  =  D E  : E B ,  aber A E  ist die Hälfte der Länge des Holzstabes5), 
und D E  =  A T ,  also ist E B ,  das Gesuchte, bekannt6); addieren wir es

1) Siehe Kommentar. 2) Der Text h a t K D .
3) Eine Interlineam ote in anderer Schrift verweist au f E uklides III, 1.

A. JB 1 JB Q
4) Dieser Satz fehlt im Text. 6) Denn A E  = ------ --------

u
D K 5 A T 1 A T 26) E B  — --------=  — =■ =  j , wie es im  Anfang der Aufgabe ausgedrückt
A E  A E  -„-KG

is t in W orten.

F i g .  42 .
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zu A E ,  so erhalten wir A B ,  das was vom Holzstab gebrochen ist; sub
trahieren wir es von A E ,  d. b. von E B  +  BG,  so erhalten wir BG,  das 
noch auf dem Boden senkrecht stehende Stück, q. e. d.1)

11. D ie A u flö su n g  (A u ffin d un g) der G leich u n g  und ihre  
Z erte ilu n g  (oder V e r te i lu n g 2) für die H ä lfte  des ex zen tr isch en  
K reises, von mir aus m einem  B uche, das über d iesen  G egen
stand handelt.

Es sei [Fig. 43] der Kreis T Z  der exzentrische Kreis um den Mittel
punkt D, und es sei B  der Mittelpunkt des zur Ekliptik konzentrischen 
Kreises (des Pareklipticus), und der Durchmesser, der durch beide Mittel
punkte geht, sei T D B Z ; ferner sei T  das Apogeum des exzentrischen 
Kreises, und Z  sein Perigeum. Wir nehmen die Sonne im Punkte A  an, 
so ist H i 7 der Teil3) (das Argument); 
wir ziehen A H  senkrecht auf den 
Durchmesser, so ist es der Sinus 
des Arguments, und H D  der Sinus 
seiner Ergänzung (sein Cosinus), 
wir ziehen noch A  D  und A  B.
Nun ist bekannt, daß Winkel T D A  
die mittlere Anomalie mißt, und 
daß Winkel T B A  die wahre (eigentl. 
korrigierte) Anomalie mißt. Weil 
nun Winkel T D A  der Außenwinkel 
des Dreiecks A D B  ist, ist er gleich 
Winkel D B A  -f- Winkel D A B ,  also ist Winkel D A B  der Unterschied 
zwischen Winkel T D A  und Winkel DBA-,  aber der Unterschied zwischen 
der mittlern und der wahren Anomalie ist die Gleichung, also mißt Winkel 
D A B  die Gleichung der Anomalie T B A  und wir wollen ihn bestimmen. 
Wir fällen D E  senkrecht auf A B  und beschreiben um das Dreieck A D B  
einen Kreis und ziehen BG,  und beschränken uns auf diesen Fall von 
den verschiedenen Fällen der Gleichung4), denn die übrigen werden auf 
analoge Weise behandelt5). Wir sagen: Es ist bewiesen, daß A B 2 =  A D 2 
4- D B 2 -f 2 D B  ■ D H ,  weil Winkel A D B  ein stumpfer ist; wenn wir 
also den doppelten Cosinus des Argumentes, also 2 D H ,  mit D B 6), das

1) Siehe Kommentar. 2) Siehe Kommentar.
3) Der Teil der Sonnenbahn vom Apogeum an, auch die Anomalie (mittlere)

genannt.
4) d. h. auf diesen W ert der Gleichung in den verschiedenen Stellungen der Sonne.
5) W örtlich: „werden an ihm (oder durch ihn) gemessen.“
6) Der Text ha t fehlerhaft „m it dem doppelten D B “.



gleich dem Sinus der größten Gleichung ist1), multiplizieren, und das 
Produkt zu der Summe von A D 2, dem Quadrat des Sinus totus (Radius)
und D B 2, dem Quadrat des Sinus der größten Gleichung, addieren, so
erhalten wir A B 2, und ziehen wir die Wurzel hieraus, so haben wir A B .  
Und weil nun die Linie A B G  eine gebrochene ist im Bogen A B G ,  und 
von der Senkrechten D E  halbiert wird, ist A D 2— D B '  +  A B - B G ]  sub
trahieren wir also D B 2, das Quadrat des Sinus der größten Gleichung 
von A D 2, dem Quadrat des Sinus totus, so bleibt A B - B G ,  und teilen
wir dieses durch A B ,  so erhalten wir BG,  addieren wir dieses zu A B
und nehmen die Hälfte der Summe, so haben wir A E ,  subtrahieren wir 
aber B G  von A B ,  so erhalten wir 2 BE-, teilen wir dieses durch zwei 
und subtrahieren sein Quadrat (das Quadrat der Hälfte) von D B 2, so 
bleibt D E 2, und D E  ist die Sehne des Winkels der Gleichung im Kreise mit 
dem Durchmesser AD-,  wenn wir aber D K  parallel A B  ziehen und A M  
senkrecht D K ,  so ist Fläche A E  D M  ein Rechteck, und A M ,  das gleich 
sin A D K  ist, ist gleich D E ,  aber Winkel A D K  — Winkel D A B  als 
Wechselwinkel, also ist D E  auch der Sinus der Gleichung im exzentrischen 
Kreis für das Argument A T ,  und A E  ihr Cosinus, q. e. d.2)

12. B erech n u n g 3) des v e r fin s te r te n  S egm en tes des e in en  der 
b eid en  leu ch ten d en  K örper (S on ne und Mond) von  m ir, aus 
m einem  B uche „über die n ü tz lic h e n  F ragen  und die r ic h tig e n  
A n tw orten  zu den B eg rü n d u n gen  der T a fe ln  des K h w ä r i z m i “ .

Es sei [Fig. 44] der Kreis D T Z L  der verfinsternde (Körper) um 
den Mittelpunkt A,  und der Kreis D K Z H  der verfinsterte um den 
Mittelpunkt B] aus den Tafeln kennt man die Durchmesser der beiden

Kreise in dem Maße 
der größten Kreise, 
d. h. in demjenigen, 
in welchem der größte 
Kreis auf der Kugel 
360 Teile hat4), und 
wir wollen nun die 
Fläche des Stückes 
(Doppelsegmentes) 
D K Z L  kennen, 

welches vom Kreise
-----------------------------------  F i g .  4 4 .

1) Dies ergib t sich aus dem punktierten  Dreieck D N B ,  das in der F igur des 
Textes n ich t gezeichnet ist.

2) Siehe Kommentar. 3) W örtlich „K enntnis“ .
4) d. h. einfach: Man kennt die Durchmesser der beiden Kreise in Graden, 

Minuten usw.
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D K Z H  durch den Kreis D T Z L  verfinstert wird, in dem Maße, in 
welchem der ganze Kreis D K Z H ' )  12 (Teile) zählt. Wir ziehen DZ,  
BD, B Z ,  A D ,  A Z  und die Linie T A B H ,  die durch beide Mittelpunkte 
geht; diese (Linien) alle sind Bogen, wir können sie aber als gerade 
Linien annehmen wegen der Kleinheit ihres Maßes im Verhältnis zum 
Umfang des Kreises, von dem T A B H  ein Bogen ist. Wir beschreiben 
nun um das Dreieck A D B  einen Kreis und machen in demselben Bocken 
D B G  =  Bogen A D  und ziehen B G ; weil nun A B G  eine gebrochene 
Linie im Bogen A D B G  ist, so ist, wenn wir von der Mitte D  des 
Bogens die Senkrechte D E  auf sie fällen: A D 2 — B D 2 =  A B  BG,  teilen 
wir dieses durch A B ,  das gleich der Breite des Mondes hei der Mond
finsternis, und gleich dem Mukkam2) bei der Sonnenfinsternis ist, so er
halten wir BG,  addieren wir dieses zu A B  und teilen die Summe durch 
zwei, so haben wir A E ,  also sind nun A E  und E B  bekannt3); wir wissen 
ferner, daß E L i )- E T  — D E 2; aber D E  ergibt sich in dem Maße, in dem 
die Durchmesser der beiden Kreise gegeben sind, wir haben aber keine 
Sinus nach diesem Maße berechnet, so daß wir aus D E  (direkt) den 
Bogen D L  finden könnten, deshalb müssen wir dieses D E  umwandeln in 
das Maß, in dem B D 5) der Sinus totus ist; wir multiplizieren es also 
mit dem Sinus totus (also mit 60J’) und teilen das Produkt durch A L 6), 
so ergibt sich D E  in dem verlangten Maße; wir suchen zu ihm den 
Bogen in den Sinustafeln, so haben wir den Bogen D L  in dem Maße, in 
welchem der Umfang des verfinsternden Kreises { D T Z L )  360 Teile hat; 
da wir nun das Verhältnis des Bogens D L  zum Umfang des verfinstern
den Kreises kennen, so müssen wir auch seine Größe kennen in dem ersten 
Maße, in dem wir zuerst den Durchmesser des verfinsternden Kreises an
gegeben haben; weil nun aber das Verhältnis des Durchmessers zum Um
fang gleich ist dem Verhältnis 1 : 3^, so multiplizieren wir T L  mit 3y, 
und erhalten so den Umfang des Kreises T Z L D ,  und das Verhältnis von 
D L  in diesem Maße (dem gesuchten) zum Umfang des Kreises T Z L D  
in diesem Maße ist gleich dem Verhältnis von D L  in dem Maße, in dem 
der Umfang des ganzen Kreises =  360 ist, zum ganzen Umfang (also zu 
360). Und wenn wir nun das Gesuchte, d. h. D L ,  gefunden haben, so 
multiplizieren wir es mit A L ,  so haben wir die Fläche des Sektors A D  L Z ,

1) d. b. sein Durchmesser.
2) Dieser Ausdruck bedeutet w örtlich: festgesetzt, genau bestim m t; w ir können 

ihn  durch keinen technischen Ausdruck wiedergeben, es is t natürlich  die Entfernung 
der M ittelpunkte von Sonne und Mond.

3) Hier dürfte bem erkt sein, daß dann auch E L  und E T  bekannt sind.
4) Im M anuskript steht A E .  5) Soll wohl heißen A B .

6) Im M anuskript ist dieses Verfahren verkehrt angegeben: .° 0 ar\
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und wenn wir A E  mit D E  multiplizieren, so erhalten wir ^  Flache des 
Dreiecks A D Z ,  und der Unterschied dieser beiden Flachen ist die Flache 
des Segmentes D L Z E .  Hierauf wenden wir das g l e i c h e  Verfahren an 
auf den Bogen D K  und den Sektor D K Z B  und das Dreieck D , 
wodurch wir die Fläche des Segmentes D K Z E  erhalten, die Summe 
beider Segmente ist die Fläche des verfinsterten Stückes, nur ist sie m 
dem Maße gefunden, in dem H K ,  der Durchmesser des verfinsterten 
Kreises gegeben war, d. h. die erste Zahl, die wir aus den Tafeln erhalten 
haben; es ist also nötig, daß wir sie umwandeln in das Maß, in welchem 
der ganze verfinsterte Kreis (d. h. sein Durchmesser) =  12 ist Weil nun 
das Verhältnis eines Teiles des einen Kreises zu dem ihm ähnlichen Teil 
des ändern Kreises gleich ist dem Verhältnis der ganzen Kreise zuein
ander, und zwei Kreise sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser verhalten, 
so ist das Verhältnis des verfinsterten Stückes in dem Maße, m dem wir 
es erhalten haben, zu seiner Fläche in dem Maße, in dem der Durchmesser 
des verfinsterten Kreises =  12 ist1), gleich dem Verhältnis des Quadrates 
des Durchmessers des verfinsterten Kreises, wie wir ihn aus den Tafeln 
erhalten haben, zu 144; hieraus wird die Fläche des verfinsterten Stückes 
gefunden in dem Maße, in dem wir sie verlangt haben, q. e. d. Gott weiß 
besser das Richtige!2)

13. B ew eis zum V erfah ren  des M u h . b . e l - S a b b I h 3)  bei der 
B eo b a ch tu n g  der Sonne.

Es sei [Fig. 45] der Kreis A B G  der Kreis der Morgenweite4), in ihm 
seien parallele °Sehnen L D ,  K T ,  A B  gezogen, die bekannt sind, denn

sie sind die doppelten Sinus der Morgen
weiten der Sonne am Ende gleicher Bogen
längen gezogen, gesucht ist der Durch
messer des Kreises. Man ziehe A D ,  so 
ist dieses gleich der Sehne K T ,  weil 
Bogen L D  mit den beiden gleichen L K  
und D T  zusammen gleich ist Bogen L D  
mit den beiden gleichen L K  und K A  
zusammen; wir machen noch Bogen D G  
=  A D  und ziehen B G b), so ist es 
gleich L D ; weil nun M D2 gleich ist

1) Im Text fehlt das W ort „Durchmesser“ wieder.
2) Siehe Kommentar.
3) Vgl. H. S u t e r ,  1. c . p. 19, nr. 40.
4) Sa'at el-mashriJc =  Amplitudo ortiva-, dieser Kreis is t doch wohl der Horizont.
5) Im Text steht nur G.



D B 2- \ - A B B G ,  so ist Sehne D B  bekannt; wir ziehen B E  senkrecht 
auf A B ,  so ist B E  bekannt, denn B B  ist bekannt und E B  =  ^ S ~ LDl)-, 
wir ziehen den Durchmesser B E  und AE-,  nun ist Dreieck B B E  ähn
lich Dreieck B A E ,  also besteht die Proportion B B  : B E  =  B E  : A B ,  
also ist der Durchmesser B E  auch bekannt, er ist der doppelte Sinus2) 
der ganzen Morgenweite gemäß seiner Stellung (Lage), q. e. d.

14. A ufgabe, die n o tw en d ig  is t  für die K enntn is der E n t
fern u n gen , von m ir aus m einem  B uche „über die H inw eisun g  
der h im m lisch en  E rsch ein u n g en  au f die ird isch en .“8)

Die Dreiecke Z A B  und Z B B  [Fig. 46] sind rechtwinklig in bezug 
auf die beiden W inkel A  und B,  und sie stehen beide über derselben 
Basis B Z*) ,  man ziehe T E  senk
recht auf B Z ,  T  sei der Schnittpunkt 
der Sehnen B Z  und A B .  Wie kann 
man T E  bestimmen, aus den be
kannten Seiten der beiden Dreiecke?
Wir ziehen A B ,  so ist es bekannt 
aus dem Kreisviereck A B B Z ,  weil 11 
B Z  die Basis der beiden recht
winkligen Dreiecke und also der 
Durchmesser des Kreises ist, denn es 
ist: A B D Z = A Z - D B  + A D - B Z .
Hierauf beschreiben wir um das Dreieck A B B  einen Kreisf>) und machen 
Bogen D B G  =  Bogen A B  und ziehen B E  senkrecht auf AB-,  nun ist 
die Linie A B G  eine gebrochene im Bogen A B G  und die Höhe D E  teilt 
sie in zwei Hälften, deshalb ist A D 2=  A B  B G  +  B D 2; A D ,  A B  und 
B D  sind bekannt, also auch B G ,  mithin auch A E  und B E 1'), und weil 
Winkel B D T  ein rechter und D E  senkrecht auf B T ,  ist B E - E T  
=  D E 2-, teilen wir also D E 2 durch B E ,  so haben wir E T ,  also kennen 
wir auch BT-, nun ist B T : T E = B Z : A Z  (weil Dreieck A B Z  ähnlich 
Dreieck B T E  ist), hieraus findet man T E ,  q. e. d.

1) Im Text heißt es: Hälfte A B ,  L B ,  d. i. nach arab. Ausdrucksweise —^ .
2

2) Im Text steht nur „Sinus“ .
3) Dieses Buch findet sich im Verzeichnis seiner Schriften, das er selbst ver

faßt h a t (Chronologie orientalischer Völker, herausgegeben von E. Sachad, Leipzig, 
1878, p .  XXXXI1I).

4) W as dieses B Z  bedeute, w ird nicht gesagt.
5) Es hätte  natürlich vorher gesagt werden sollen, daß man über B Z  als Durch

messer einen Kreis beschreiben müsse.
6) H ier fehlt: also auch B E  (bekannt).

B ib lio th e ca  M athem atica . I I I . F olge . XI. a
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15 K en ntn is des B ogen s der R ückkehr der P la n eten , ans 
m einem  B uche „über die E n tk r ä ftig u n g  der V erläum dung durch  
B eib rin g u n g  von B ew eisen  zu den O peration en  e l-K h w a rizm is  ) 

Es sei [Fig. 47] der Kreis S O I )  der Epizykel des Planeten um den 
Mittelpunkt B,  und A  sei der Mittelpunkt des Weltalls und das Ver
hältnis der Hälfte von OB,  also DT ,  zu A D  sei gleich dem Verhältnis 
der Bewegung in der Länge zur Bewegung der Anomalie (vom Apogeum 
des Epizykels aus)»), dann ist der Punkt D  der Ort des Stillstandes (des 
Planeten)3) und K D  die Hälfte des Bogens der Rückkehr. Nachdem nun 
P t o l b m a u s 4)  sowohl A D  als D T  gefunden hatte in Teilen, von denen A B  
60 zählt, beschritt er für die Kenntnis des Winkels D B K ' )  den Weg, den er 
bei allen (ähnlichen) Operationen des Almagestes eingeschlagen hatte. Wir

(dagegen) zeich
nen nun um das 

Dreieck A D B  
einen Kreis und
schneiden von ihm 
den Bogen D G
=  A D  ab, und
ziehen B G 6) und 
D E  senkrecht auf 
A B .  Weil nun
A B G  eine ge
brochene Linie im 
Bogen A D G  ist, 
so ist A D 2=  B D 2

-1 - A B  BG-, A D  ist nun bekannt, B D  ebenfalls als Radius des Epi
zykels, A B  ist gleich 60p, also kann B G  gefunden werden, indem wir 
B D 2 von H D 2 abziehen und den Rest durch A B  teilen; wenn wir nun 
B G  zu A B  addieren und die Summe durch zwei teilen, haben wir A E ,  
also ist auch E B  bekannt, also auch D E  in Teilen von A B .  Man 
hat nun die Proportion: D E  in Teilen von A B : B D  in Teilen von 
A ß  =  D E  in solchen Teilen, in denen B D  der Sinus totus ist : B D  
dem Sinus totus; haben wir nun D E  so verwandelt und suchen dazu 
den Bogen, so ist dies der Bogen D K ,  der gesuchte, q. e. d

1) Es is t dies das zweite der im Verzeichnis seiner Schriften angeführten W erke
(s. oben S. 49, Note 3).

2) d. h. m it ändern W orten: gleich dem V erhältnis der G eschwindigkeit des
Epizykels zu derjenigen des Planeten. 3) d. h. des R ückkehrpunktes.

4) Siehe Kommentar. 5) Der Text h a t D B T .
6) In der F igur des Textes fä llt G in den Kreis S O  K,  was natürlich nicht

richtig  ist.

H e in r ic h  S u t e r .
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Zur Auffindung des gesuchten ist ein leichterer Weg möglich, aber 
der Grund, daß wir diesen nicht gewählt haben, ist der, daß wir uns 
dann von den beiden erwähnten Eigenschaften (der gebrochenen Linie) 
und von der Hervorhebung ihrer mannigfaltigen Anwendungsfähigkeit 
getrennt hätten.1)

A n w en d u n g  der E igen sch aften  der geb rochenen  L in ie a u f die 
A uffindung der S ehnen  in  einem  K reise von  bek ann tem  D urchm esser.

Nachdem nun im vorhergehenden das behandelt worden ist, was im 
Anfang der Abhandlung versprochen wurde, so gehe ich nun an die Voll
endung des Begonnenen und sage:

16. A u ffin d u n g  (w örtlich : K enntn is) der Sehne der E r
gän zu ng  jed es B ogen s zum H alb k reis , w enn die Sehne d ieses  
B ogen s g eg eb en  ist, von mir.

Wenn die Sehne eines Bogens bekannt ist, so ist auch die Sehne 
seiner Ergänzung zum Halbkreis bekannt. Z. B. Es sei [Fig. 48] die 
Sehne B G  bekannt, der Durchmesser des 
Kreises sei A B  und auch bekannt, so sage/ O
ich, daß auch A G  bekannt ist. Zum Beweise 
dessen halbieren wir den Bogen A B G  im 
Punkte D  und ziehen D E  senkrecht auf A B ,  
und H T  senkrecht auf A G \  nach dem was wir 
in der Aufgabe über den Holzstab bewiesen 
haben, halbiert die Senkrechte D H T  die Sehne 
A  G, da sie vom Mittelpunkt D  des Bogens aus
geht, und H  der Mittelpunkt des Kreises ist; 
ferner sind nun die ähnlichen Dreiecke H D E  
und T A H  auch kongruent, also ist D E  =  A T ,  und weil D E  senkrecht 
auf A B ,  besteht die Proportion: A E ,  <f. h. - B B G : D E  =  D E :  E B

  ß  Q
d- h. 2 2)> also ist D E  oder A T ,  das gleich der Hälfte der ge
suchten Sehne ist, bekannt, q e. d.

Die B erech n u n g auf diesem Wege ist, trotzdem sie länger ist, 
leichter, als wenn man das Quadrat der Sehne B G  vom Quadrat von A B  
abzieht, und aus der Differenz die Wurzel zieht, denn hier addieren wir 
den Durchmesser und die gegebene Sehne und multiplizieren die Hälfte 
dieser Summe mit dem Unterschied zwischen dem Durchmesser und dieser

1) W ir glauben m it diesen W orten den richtigen Sinn des etwas eigentümlich 
abgefaßten Zusatzes wiedergegeben zu haben.

2) Im Text heißt es: A B  ^  B G  ̂ jj^be qen kürzeren Ausdruck gesetzt
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F i g .  4 9 .

Hälfte, und ziehen die Wurzel aus dem Produkte und verdoppeln sie, so 
haben wir die Sehne des Ergänzungsbogens des gegebenen. )

17. K en n tn is der Sehne des d o p p elten  B o g en s  aus der des

ein fach en , von mir.
Wenn die Sehne eines Bogens in einem Kreise von bekanntem Durc i-

messer gegeben ist, so ist auch die Sehne d e s  doppelten Bogens bekannt.
Z. B. Sehne A B  [Fig. 491 sei gegeben, und Bogen B G  sei gleich A  ,

so ist AGr die gesuchte (Sehne). Wir 
ziehen die Radien B Z E  und A E ]  weil 
nun A E 2 =  A B 2 B E 2 — 2 ■ B E  - BZ,^ 
und weil A E  =  B E ,  so ist A B  
=  2 B E - B Z ,  also ist B Z  bekannt, dies 
ist aber der Rest von B E  und Z E ,  Z E  
aber ist die Hälfte der Sehne des Supple
mentes von A G . 2) B erech n u n g: Man 
multipliziere die bekannte Sehne mit sich 
selbst, und teile die Hälfte des Resultates 
durch den Radius des Kreises, subtrahiere 

das Ergebnis vom Radius, verdoppele den Rest und multipliziere dies mit 
sich selbst, subtrahiere das Produkt vom Quadrat des Durchmessers und 
ziehe die Wurzel aus dem Reste, so hat man die Sehne des doppelten 
Bogens der gegebenen Sehne.3)

A nderer W eg h ierfü r  von mir.

Man ziehe die Höhe E H  auf A B ,  dann ist Winkel B A Z  =  Winkel B K # ,  
und die Winkel bei H  und Z sind rechte, also sind die Dreiecke A B Z  
und B E H  ähnlich, mithin besteht die Proportion: A B  : A Z  =  B E  : E H ,  
also ist A Z  bekannt, mithin auch AG.  B erech nu n g: Wir multiplizieren 
die gegebene Sehne mit sich selbst und subtrahieren das Quadrat vom 
Quadrat des Durchmessers, ziehen die Wurzel aus dem Viertel des 
Restes, multiplizieren diese Wurzel mit der gegebenen Sehne und teilen 
das Produkt durch den Radius, verdoppeln das Ergebnis, so haben wir 
die Sehne des doppelten Bogens der gegebenen Sehne.4)

18. K en n tn is der Sehne des h a lb en  B o g en s  aus der des
g an zen , von mir. _

Wenn die Sehne eines Bogens in einem Kreise von bekanntem Durch
messer gegeben ist, so ist auch die Sehne des halben Bogens bekannt.

1) Siehe Kommentar.
2) W ie sich aus dem von m ir ergänzten Dreieck A G B  ergibt.
3) Siehe Kommentar. 4) Siehe Kommentar.



Z. B. A G  ist gegeben1), und Bogen A B  =  BG,  so sage ich, daß auch A B  
bekannt ist. Wir ziehen die Radien B Z E  und A E ; weil nun A B '2 =  A E 2 
-f B E 2— 2 B E Z E ,  und A E  und B E  bekannt sind, und ebenso Z E  als 
die Hälfte der -Sehne der Ergänzung von AG,  ist auch A B  bekannt. 
B erechnung: Man multipliziere die gegebene Sehne mit sich selbst, sub
trahiere das Quadrat vom Quadrate des Durchmessers, ziehe die Wurzel 
aus dem Viertel des Restes, multipliziere diese Wurzel mit dem Durch
messer2), subtrahiere dieses Produkt von der Hälfte des Quadrates des 
Durchmessers3), und ziehe die Wurzel aus dem Reste, so hat man die 
Sehne des halben Bogens der gegebenen Sehne.4)

A nderer W eg h ierfü r, von mir.

Er besteht darin, das Z E , die Hälfte der Sehne der Ergänzung 
von A G  (zum Halbkreis)5), vom Radius B E  abgezogen, den Rest B Z  
ergibt, und daß dann A B  bekannt ist, weil A B 2 =  A Z 2 B Z 2. 
B erechnung: Man multipliziere die gegebene Sehne mit sich selbst und 
subtrahiere das Quadrat vom Quadrat des Durchmessers, ziehe die Wurzel 
aus dem Reste und subtrahiere sie vom Durchmesser, teile den neuen 
Rest durch zwei6), multipliziere das Ergebnis mit sich selbst und addiere 
das Produkt zum Quadrat der Hälfte der gegebenen Sehne und ziehe die 
Wurzel aus der Summe, so hat man die gesuchte Sehne des halben Bogens.

19. K en ntn is der Sehne der halben Sum me zw eier B ogen , 
deren Sehnen  b ekannt sind , von mir.

Sind die Sehnen zweier Bogen 
bekannt, so ist auch die Sehne der 
halben Summe der Bogen bekannt.
Z. B. Die beiden gegebenen Sehnen 
seien A B  und B G  [Fig. 50], Bogen 
A D  sei gleich DG,  ich sage, daß die 
Sehne A D  bekannt sei. B ew eis: Man 
ziehe die Höhe D E  auf A B  (und 
verlängere sie), und ziehe vom Mittel
punkt H  des Kreises die Senkrechten
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1) Siehe die vorhergehende F igur ohne die Höhe E H .
2) Der Text ha t „R adius“.
3) d .h . von A E 2- { - B E 1; hier ist übrigens der Text verdorben: s ta tt '„sub

trahiere steht „ad d ie re“, und s ta tt der „H älfte des Quadrates des Durchmessers“
steht „Q uadrat des Durchmessers“ . 4) Siehe Kommentar.

5) Siehe die vorhergehende F igur ohne die Höhe E H .
6) Der letztere Satz fehlt im Text.
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B T  und H K ,  so ist klau, daß H K  die Hälfte der Sehne ^

T o n  A B  zum Halbkreis und gleich K T  ist, und A E  ist 2

K E - ^ > )  K E  ist aber auch gleich der Hälfte der Sehne, die T o m

Punkte D  aus parallel1 der 8* ^ “  ^ ¡ j ’ ™  p trchJefse^

ü  B r> “ r » “ rahiert m l  T t  von so bleibt D i  dies ist afto
bekannt ebenso ist A E  bekannt, also auch A D  B erech n u n g: Wir 
addieren die Hälfte der kleineren Sehne zum Radius und subtrahieren sie 
auch non ihm und multiplizieren*) die beiden Resultate und ziehen aus 
dem Produkt die Wurzel; hierauf subtrahieren wir das Quadrat er 
größeren Sehne rom Quadrat des Durchmessers und ziehen aut, dem. Wer 
dieser Differenz die Wurzel, und subtrahieren diese Wurzel t o u  dem Be
haltenen (d. h. der ersten Wurzel), hierauf multiplizieren wir den Rest 
mit sich selbst und addieren hierzu das Quadrat der halben Summe der 
beiden (gegebenen) Sehnen, ziehen die Wurzel aus der Summe, so ist dies 
die Sehne der halben Summe der beiden Bogen, deren Sehnen gegeben

sind.3)
20 K en ntn is der Seh ne der E rg ä n zu n g  e in es B ogen s zum  

H alb k re is , wenn die Seh ne des B o g en s b ek a n n t, w enn gegeb en  
is t  d ie Sum me des D u rch m essers und der E rg ä n zu n g sseh n e , 
jed es  von d iesen  aber e in ze ln  u n b ek an nt is t , von  mir.

Diese Aufgabe führt auf die vorangegangene über den Holzstab zu
rück Es sei [Fig. 51] A G  die bekannte Sehne, und die Summe der r-

gänzungssehne B G  und des Durchmessers 
A B  sei bekannt, aber jede einzelne dieser 
Größen unbekannt. Wir halbieren den 
Bogen A B G  im Punkte D  und fällen 
von hier aus die Senkrechten D E  auf A B  
und D H T  auf AG-, in dem was voran
gegangen wurde bewiesen, daß H  der 
Mittelpunkt des Kreises ist, und daß 
H T  =  Z).E (wegen der Kongruenz der 
Dreiecke D E H  und A T H ); nun besteht

A T I  J  * - A B  ~\~ B  G T )  JAdie Proportion: A E  d. 1. ----- ^

=  D E  : B E ,  (da nun D E  =  A T ,  also bekannt, so ist auch B E  
bekannt), addieren wir dieses zu A E ,  so erhalten wir den Durch

H e in r ic h  S u t e k .

„  AB BG
1) K E  =  A E  — A K — A E  =

2) D e r  T e x t  h a t  „ s u b t r a h i e r e n “ . 3) Siehe Kommentar.



messer, und subtrahieren wir es von A E ,  so erhalten wir BG,  die ge
suchte Sehne. B erechnung: Multipliziere die Hälfte der bekannten 
Sehne mit sich selbst und teile das Produkt durch die bekannte halbe 
Summe aus Durchmesser und Ergänzungssehne, was sich ergibt, addiere 
zu dem vorigen Divisor, so hast du den Durchmesser, subtrahierst du es 
von dem Divisor, so hast du die Sehne des Ergänzungsbogens.1)

21. K en n tn is der Sehne ein es B ogen s und der Sehne seiner  
E rgän zu n g , wenn bekannt is t  der D urchm esser des K reises und 
die Sum m e der beiden Sehnen , d agegen  ihre D ifferen z un
b ek ann t, von mir.

Es sei [Fig. 52] der Durchmesser A G  gegeben und die Summe der 
beiden Sehnen A B  und B G  ebenfalls, wir sollen jede einzelne dieser 
Sehnen suchen. Wir halbieren den Bogen D
A B G  im Punkte D  und ziehen D E  senk
recht auf A B .  Weil nun A B G  in zwei 
gleiche Teile geteilt ist im Punkte E  und 
in zwei ungleiche im Punkte B ,  so ist 
A B 2 +  B G 2 =  2 A E 2 +  2 E B 22)- aber 
A G 2 =  A B 2-\ -BG2', wenn wir also von 
A G 2 seine Hälfte wegnehmen, so ist der Rest =  A E 2 E B 2\ nun ist A E 2 
bekannt, weil A E  = -----2~ ~ ’ wenn wir es also von jenem Rest sub
trahieren, so bleibt E B 2, also ist dann auch E B  bekannt, wenn wir dieses 
zu A E  addieren, haben wir A B ,  subtrahieren wir es von A E ,  so haben 
wir BG,  was wir wollten. B erechnung: Wir multiplizieren die Hälfte 
der Summe der beiden Sehnen mit sich selbst, und subtrahieren das 
Produkt von der Hälfte des Quadrates des Durchmessers und ziehen die 
Wurzel aus dem Reste; wenn wir diese Wurzel zur halben Summe der 
beiden Sehnen addieren, so haben wir die längere Sehne, subtrahieren wir 
sie von dieser halben Summe, so haben wir die kürzere Sehne.3)

A nderer W eg h ierfü r, von mir.

Man schneide (siehe Fig. 52) von A E  das Stück E Z ^ E B  ab, so 
bleibt A Z  =  BG,  also ist B Z  im Punkte E  halbiert; wenn A Z  dazu 
addiert wird, so ist die Summe der Quadrate von A B  und A Z ,  also 
A G 2= 2 E B 2+ 2 A E 2-, wenn wir also von A G 2 2 A E 2 subtrahieren,
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1) Daß diese Aufgabe einen praktischen W ert habe für die Berechnung der 
Sehnen im Kreise, kann man wohl n icht behaupten; ee-BieiIm wollte wohl nur zeigen, 
wie leicht sie m it Hilfe der Eigenschaften der gebrochenen Linie zu lösen sei.

2) IN ach E u k l i d e s  II, 9. 3) Siehe Kommentar.
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welches bekannt ist, so bleibt 2 B B \ also ist auch E B  bekannt; addieren 
wir es zu A E ,  so erhalten wir A B ,  subtrahieren wir es von A E ,  so 
bleibt A Z  =  BG.  Die B erech n u n g ist im übrigen dieselbe wie vorher.

22. K en ntn is der Seh ne der D ifferen z  zw eier  B o g en , deren  
Sehnen  gegeb en  sin d , aus der Seh ne ihrer Sum m e, und 
K en n tn is der Sehne ihrer Sum m e aus der Seh ne der D ifferen z ,
v o n  A b u  N a s r  b . ' I r a k .

Er sagt: Es seien [Fig. 53] die Sehnen A D  und B D  gegeben und 
man mache Sehne D G  =  A D  und ziehe B G ,  A B ,  so ist Sehne B G  die 
Sehne der Differenz der beiden Bogen A D  und D B ,  und A B  die Sehne 
ihrer Summe. Wenn nun B G ,  die Sehne der Differenz bekannt ist, so 
wollen wir A B  berechnen, die Sehne der Summe. Es ist bekannt, daß

A D 2 =  A B  ■ B G  +  B D 2-, wenn wir also 
B D 2 von A D 2 abziehen, so bleibt A B  ■ B G ,  
es ist aber B G  gegeben, also ist auch 
A B  bekannt, was wir wollten. B ere ch 
nung: Jede der beiden gegebenen Sehnen 
wird quadriert, der Unterschied dieser Qua
drate genommen und durch die Sehne des 
Unterschiedes der beiden Bogen dividiert, 
so hat man die Sehne der Summe der
selben. — Wenn aber A B  bekannt ist und 

man soll B G  finden, so wird analog wie vorhin verfahren, weil wieder 
A D 2 =  A B  ■ B G  +  B D 2, nur ist jetzt A B  bekannt und gesucht. 
B erech nu n g: Jede der beiden gegebenen Sehnen wird quadriert, die 
Differenz der Quadrate durch die Sehne der Summe der Bogen geteilt, 
so hat man die Sehne der Differenz derselben.1)

23. K en n tn is der Seh ne der Sum m e und der Seh ne der
D ifferen z  (zw eier B ogen ), die eine aus der ändern, von mir.

Es seien [Fig. 54] die beiden Sehnen A D  und B D  gegeben und
die Sehne A B  der Summe ihrer Bogen; wir wollen die Sehne B G  der 
Differenz ihrer Bogen kennen.2) Man ziehe D E  senkrecht auf A B ; weil

nun 4 Ö 2=  A B 2+  B D 2— 2 A B B E ,  so ist A B ' ~ ^ ^ =  B E ,

d. h. bleich der Hälfte des Unterschiedes der Sehne der Summe und der

1) Siehe Kommentar.
2) Es is t dies also dieselbe Aufgabe wie die vorige, der T itel hä tte  also etwas 

kürzer gefaßt werden können.
A D * — B D *

3) Der Text h a t unrichtig : -----2 A B ------
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Sehne der Differenz. B erechnung: Multipliziere jede der gegebenen 
Sehnen mit sich selbst, subtrahiere das kleinere Quadrat vom größeren 
und den Rest vom Quadrate der Sehne 
der Summe der beiden Bogen1) und divi
diere die Hälfte des Resultats durch 
die Sehne der Summe, das Doppelte des 
Quotienten subtrahiere von der Sehne 
der Summe, so bleibt die Sehne der 
Differenz. — Und wenn die Sehne der 
Differenz gegeben ist und wir wollen 
die Sehne der Summe finden, so machen 
wir E Z =  D E  und ziehen DZ.  Dann ist 
D Z  =  D D  und

A D 2 =  D Z 2 +  A Z 2 +  A Z - B Z { =  2 A Z E Z ); 
aber A Z  =  DG,  also ist D Z  bekannt. B erechnung: Multipliziere die 
kleinere Sehne und die Sehne der Differenz jede mit sich selbst, addiere 
die beiden Quadrate und subtrahiere die Summe vom Quadrate der 
größeren Sehne, und teile den Rest durch die Sehne der Differenz, und 
das Resultat addiere zu der Sehne der Differenz, so hast du die Sehne 
der Summe.2)

24. K en n tn is  der Sehne der Sum me und der D ifferen z  
(zw eier B ogen ), jed e der beiden  für sich , ohne daß die eine der 
ändern bedarf, von mir.

Es seien [Fig. 55] die Sehnen A D  und D G  bekannt, wir ziehen D Z  
parallel A D ,  so ist es gleich D G 3), wir ziehen D E  senkrecht auf AD.  
Wenn wir nun die Sehne der Diffe
renz kennen wollen, so ziehen wir vom 
Mittelpunkt H  des Kreises die Senk
rechte H T K  auf D Z ; es ist nun be
kannt, daß der Unterschied der beiden Q 
Bogen A D  und D G  (=  D Z )  gleich der 
Summe der beiden Bogen A Z  und D D  
ist, und weil H K  die Hälfte der Sehne 
der Ergänzung von D Z  oder D G ,  also bekannt ist, und H T  die 
Hälfte der Sehne der Ergänzung von A D ,  also auch bekannt ist, so
ist der Unterschied beider, d. h. K T ,  auch bekannt, also auch D E ,

D

1) Dieser letztere Satz fehlt entsprechend dem eben genannten Fehler im Text.
2) Siehe Kommentar.
3) D  i s t  n a t ü r l i c h  d ie  M it te  d e s  B o g e n s  A B  G, w a s  z u  e r w ä h n e n  v e rg e s s e n  

w u r d e .



( A B )  und der halben Summe der beiden Sehnen  ̂  ̂ A E j

also ist auch D B  bekannt, das beide potenziert, mithin auch die Sehne 
des doppelten Bogens von B D  (d. h. des Bogens A B  -  BQ).  B e 
rechnung: Wir ziehen vom Quadrat des Durchmessers die Quadrate der 
beiden gegebenen Sehnen einzeln ab, ziehen aus dem Viertel jeder Diffe
renz die Wurzel, und multiplizieren den Unterschied beider Wurzeln mit 
sich selbst und addieren das Ergebnis zum Quadrat des halben Unter
schiedes der beiden Sehnen2), und teilen die Summe durch den Durch
messer und ziehen das Ergebnis vom Radius3) ab, verdoppeln den Rest ), 
erheben ihn ins Quadrat, subtrahieren dieses Quadrat vom Quadrate des 
Durchmessers und ziehen aus dem Reste die Wurzel, so ist dies die Sehne 
der Differenz. — Was die Kenntnis der Sehne der Summe anbetrifift, 
d. h. von AG,  so ist, wenn D E  bekannt ist, auch A D  bekannt, weil sein

Quadrat gleich D E *  +  A E 2, und A E  =  A B  + B G , und wenn nun A D

bekannt ist, so ist A G  die Sehne des doppelten Bogens von A D ,  also 
auch bekannt. B erechnung: Sie ist dieselbe wie die vorangegangene 
für die Sehne der Differenz bis zu dem Punkte, wo wir die Differenz der 
beiden Wurzeln erhalten und diese ins Quadrat erhoben haben; zu diesem 
Quadrate addieren wir nun das Quadrat der halben Summe der beiden 
Sehnen und teilen die Summe durch den Durchmesser, subtrahieren den 
Quotienten vom Radius, verdoppeln den Rest5), multiplizieren dieses mit 
sich selbst und subtrahieren das Ergebnis vom Quadrat des Durchmessers 
und ziehen die Wurzel aus dem Reste, so ist diese die Sehne der Summe 
der beiden Bogen.6)

25. K en n tn is der Sehne der D ifferen z  und der Seh ne der 
Sum m e, jede für s ich , von A b u  N a s e  b. ' I r a k ,  aus seinem  B uche  
g en an n t „der k ö n ig lich e  A lm a g e s t“.

Er sagt: Von zwei Bogen seien die Sehnen bekannt, so ist auch die 
Sehne der Differenz der Bogen bekannt, sowie die Sehne ihrer Summe. 
Z. B.: die Sehnen [Fig. 56] A D  und B D  im Kreise A D B G  seien ge
geben, so sage ich, daß die Sehne der Differenz sowie die Sehne der

H e in r ic h  S u t e r .

das gleich K T  ist; ferner ist E B  der Unterschied der größeren Sehne

1) E infacher wäre gewesen: E B  = ------ --------
u

2) Der Text ha t w ieder: Unterschied der größeren und der halben Summe der 
beiden Sehnen.

3) Der Text h a t „D urchm esser“ . 4) Dies fehlt im  Text.
5) Im Text folgt noch „und  verdoppeln den D urchm esser“ , was unrichtig  ist.
6) Siehe Kommentar.



Summe ihrer Bogen bekannt sei B ew eis: Wir machen Bogen D G  =  A D  
und verlängern B G  über B  hinaus und ziehen D Z  senkrecht darauf; 
weil nun B D  bekannt ist und die Proportion besteht: B D : B Z  =  
2 r : der Ergänzungssehne von A D  (denn Dreieck D B Z  ist, wie leicht ein
zusehen, ähnlich dem Dreieck gebildet aus dem Durchmesser, der Sehne 
A D  und ihrer Ergänzungssehne)1), ist B Z  bekannt, also auch das Ver
hältnis des Durchmessers zu B Z ; aber auch das Verhältnis G D 2 : B D 2 
ist bekannt, also auch GD 2: GD2 — B D 2\ aber GD2 — B D 2=  G Z 2 -  B Z 2, 
also ist das Verhältnis von GD 2 zu jeder der Größen G Z 2 und B Z 2 
bekannt. Aber das Verhältnis des Durchmessers zu B Z  wurde schon als 
bekannt erklärt, also ist auch das Verhältnis des Durchmessers zu jeder 
einzelnen der Linien GZ  und B Z  bekannt2), also auch B G  bekannt. 
Man ziehe auch A B  und senkrecht darauf D E ; weil nun A D : A E  
=  2r  \ der Ergänzungssehne von B D,  so ist 
das Verhältnis A D  : A E  bekannt, aber man 
hat auch B D  : B Z  =  2r  : der Ergänzungs
sehne von A D ,  also ist auch das Verhältnis 
B D  : B E  ( B Z  =  B E )  bekannt, (also ist 
sowohl A E  als B E  bekannt), also auch 
das Verhältnis des Durchmessers zu jeder 
der Linien A E  und B E ,  also auch sein 
Verhältnis zu ihrer Summe. Ferner, weil 
A D  =  GD,  und Winkel A  =  Winkel G, 
und Winkel Z  =  Winkel E ,  ist A E  — GZ, 
und weil B D  gemeinschaftlich den beiden 
Dreiecken D B Z  und D B E  und Winkel D B Z  =  W inkel D B E ,  ist 
B E = B Z ; nun haben wir (früher) bewiesen, daß A E  — B E  =  BG ,  
also ist B G  bekannt, q. e. d. — B erech n u n g für die Sehne der Differenz: 
Man multipliziere die kleinere Sehne mit der Ergänzungssehne der größeren 
und teile das Produkt durch den Durchmesser, dies ist das erste zu Be
haltende; hierauf multipliziere man jede einzelne der gegebenen Sehnen 
mit sich seihst, subtrahiere diese Quadrate voneinander, und addiere den 
Rest zum Quadrat des ersten zu Behaltenden, ziehe die Wurzel aus der 
Summe und subtrahiere von derselben das erste zu Behaltende, so hat
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1) W as in K lammem steh t, is t im Text m it etwas vielen W orten dargestellt, 
ich habe es deshalb etwas gekürzt gegeben.

2) S ta tt dieser etwas kom plizierten und besonders durch Herbeiziehung des 
Durchmessers etwas sonderbar gewordenen D arstellung hätte  man viel einfacher

G D 2
gesagt: q ^ ist  bekannt, da G D  und B Z  (letzteres aus der vorher auf

gestellten Proportion) bekannt sind, so is t auch G Z  bekannt.



man die Sehne der Differenz. — B erech n u n g  für die Sehne der Summe: 
Man multipliziere die größere Sehne mit der Ergänzungssehne der kleineren 
und teile das Produkt durch den Durchmesser, dies ist das zweite zu 
Behaltende; werden nun die beiden zu Behaltenden addiert, so hat man 
die Sehne der Summe der beiden Bogen, werden sie aber voneinander 
subtrahiert, so hat man die Sehne der Differenz der beiden Bogen, und 
das ist, was wir wollten.1)

26. K en ntn is der Sehne der D ifferen z  und der Seh ne der 
Sum m e auf einem  dem v o ra n g eg a n g en en  des A b u  N a s e  M a n s u e  

b . ' A l i  äh n lich en  W ege, von mir.
Die Sehnen A D  und B D  [Fig. 57] sind gegeben, Bogen D G  =  A D  

gemacht, dann ist A B  die Sehne der Summe und B G  die Sehne der 
Differenz. Wir ziehen vom Mittelpunkt H  die Senkrechte H Z  auf A D

und ziehen A H ,  dann ist Winkel A H Z  
=  Winkel D B A ,  weil D B A  auf dem Bogen 
A D  steht und vom Umfang ausgeht, A H Z
aber auf dem halben Bogen steht und vom
Mittelpunkt ausgeht; also sind die beiden 
Dreiecke A H Z  und B D E  ähnlich, also 
besteht die Proportion: A H : H Z  (=  Hälfte 
der Ergänzungssehne von A D )  =  B D  : B E ,  
also ist B E  bekannt; aber B D 2 =  B E 2 
+  D E 2, also ist auch D E  bekannt; ferner ist 

A D 2 =  D E 2 +  A E 2, mithin ist auch A E  bekannt, und wenn wir A E  
und B E  addieren, haben wir die Sehne der Summe, und wenn wir B E
von A E  subtrahieren, so haben wir die Sehne der Differenz. — B e 
rechnung: Man multipliziere die halbe Ergänzungssehne des größeren 
Bogens mit der kleineren Sehne und teile das Produkt durch den Radius, 
so hat man das erste zu Behaltende; dann multipliziere man dieses mit 
sich selbst und subtrahiere das Quadrat vom Quadrat der kleineren Sehne 
und ziehe die Wurzel aus der Differenz, so ist dies das zweite zu Be
haltende, dieses multipliziere man mit sich selbst und subtrahiere das 
Quadrat vom Quadrat der größeren Sehne und ziehe die Wurzel aus der 
Differenz; wenn wir nun diese Wurzel und das erste zu Behaltende 
addieren, so haben wir die Sehne der Summe, und wenn wir das erste 
zu Behaltende von dieser Wurzel abziehen, so haben wir die Sehne der 
Differenz, und das ist was wir wollten.2)

g Q  H e in r ic h  S d t e r .

1) Siehe Kommentar.
2) Siehe Kommentar.
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27. K en ntn is der Sehne der Summe und der Sehne der 
D ifferen z , von mir, in den B egründungen  der T afeln  des H a b a s h .

Wenn die Sehnen zweier Bogen in einem gegebenen Kreise bekannt 
sind, so ist auch die Sehne der Summe sowie die Sehne der Differenz 
der Bogen bekannt. Z .B .1) A D  und B D  sind gegeben in einem Kreise 
von bekanntem Durchmesser, wir ziehen A B ,  so ist dies die Sehne der 
Summe ihrer Bogen; dann machen wir Bogen D G  =  A D  und ziehen 
B G ,  so ist dies die Sehne der Differenz der beiden Bogen A D  und BD.  
Nun sage ich, daß A B  sowohl als B G  bekannt sind. B ew eis: Wir 
ziehen vom Mittelpunkt H  die Senkrechte H Z  auf A D ,  und von D  aus 
D E  senkrecht auf A B ,  und ziehen noch A H ,  dann sind, weil Winkel 
A H Z  auf der Hälfte des Bogens steht, auf welchem der Winkel D B E  
steht, diese beiden Winkel gleich, also Dreieck A H Z  ähnlich Dreieck 
D B E ,  also besteht die Proportion A Z : A H  =  D E : B D ,  also ist D E  
bekannt; aber B D 2 =  D E 2 +  B E 2, also ist auch B E  bekannt; ferner ist 
A D 2 =  A E *  -f D E 2, mithin ist auch A E  bekannt, also auch A B ,  das 
gleich A E  4- B E  ist; aber D E  halbiert die gebrochene Linie A B G ,  
mithin ist der Unterschied zwischen A E  und B E  =  BG,  also ist auch 
dieses bekannt. B erechnung: Man multipliziere die kleinere Sehne mit 
der Hälfte der größeren und teile das Produkt durch den Radius, so hat 
man die Senkrechte (DE) ,  dann subtrahiere man das Quadrat dieser 
Senkrechten sowohl vom Quadrate der kleineren als auch vom Quadrate 
der größeren Sehne, ziehe aus beiden Differenzen die Wurzeln, so ist die 
Summe dieser Wurzeln die Sehne der Summe der beiden Bogen, und die 
Differenz der beiden Wurzeln die Sehne der Differenz der beiden Bogen.2)

Man sieht, daß die Ausdrücke für die Sehne der Summe und die 
Sehne der Differenz gemeinsame Glieder haben; der Grund hierfür ist der, 
daß die Sehne B D  zugleich die Sehne der Differenz der beiden Bogen 
A D  und BG'6) und die Sehne der Summe der beiden Bogen A D  und 
A G B  ist, und deshalb ergibt sich leicht die Kenntnis der einen von ihnen 
auf dem von uns erleichterten Wege und dann aus dieser die Kenntnis 
der anderen auf demselben Wege (?)

Nun ist die Auffindung der Fundamentalsehnen4) mit Hilfe dieser 
Eigenschaften (der gebrochenen Linie) auf ähnliche Weise zu erreichen, 
wie wir es in den Begründungen der Tafeln des H a b a s h  getan haben; ich 
gebe diese Berechnungen im folgenden wieder, weil dies der passende Ort 
dafür ist.

1) Siehe die vorhergehende Figur.
2) Siehe Kommentar 3) Der Text ha t B D .  *
4) d. h. der Seiten des Acht-, Fünf- und Zehnecks; Drei- und Viereck sind

ihrer Einfachheit wegen gar nicht berücksichtigt in  den folgenden Berechnungen.



62 H e in r ic h  S u t e r .

28. A u ffin d u n g  der Seh ne (S eite) des A ch teck s in einem  
K reise, dessen  D u rchm esser bekannt ist.

Es sei B D  [Fig. 58] ein Achtel des Umfanges des Kreises D B Z ,  
so ist die Linie B D  die Sehne (Seite) des Achtecks, ich sage nun, daß 
sie bekannt sei. B ew eis: Wir ziehen den Durchmesser D A Z ,  der Mittel
punkt des Kreises sei A , wir ziehen ferner A B  und D E  senkrecht auf
A B ,  beschreiben um das Dreieck A D B  einen Kreis und machen Bogen 
D B G  =  AD-, weil nun D E  die Hälfte der Sehne des doppelten Bogens 
des Achtecks ist, so ist sie die Hälfte der Sehne des Vierecks, und 
Winkel D A B  ist der achte Teil von vier Rechten, also die Hälfte eines 
Rechten, und Winkel A E D  ein Rechter, also Winkel A D E  auch die

Hälfte eines Rechten, mithin A E  =  D E ,  
und jede von diesen Linien ist die Hälfte 
der Sehne des Viertelkreises; wir verlängern 
A B ,  bis E H  =  A E  ist, dann ist klar, daß 
BEL =  B G  ist, weil D E  jede der Linien 
A B G  (die gebrochene) und A B H  (die ge
rade) halbiert; ebenso ist 
A D 2= B D 2+ A B  - B G  =  B D 2 +  A B  BH-, 
BEL ist aber gleich ALL (Sehne des Viertel
kreises) — A B  (Radius)1), also ist B D  be
kannt. B erechnung: Man subtrahiere den 
Radius von der Viereckseite2), multipliziere 
die Differenz mit dem Radius und sub

trahiere das Produkt vom Quadrat des Radius, ziehe die Wurzel aus dem 
Reste, so ist diese die Achteckseite. — Diese Aufgabe kann so gelöst 
werden, oder auf dem Wege, den wir früher für die Kenntnis der Sehne 
des halben Bogens aus der des ganzen eingeschlagen haben.3)

29. A u ffin d u n g  der S e ite  des Z ehnecks (und F ünfecks).
Es sei B D 4) [Fig. 59] die Seite des Zehnecks, so sage ich, daß sie 

bekannt sei. B ew eis: Wir ziehen den Durchmesser D A Z ,  der Mittel
punkt sei A ,  ziehen A B  und beschreiben um das Dreieck A D B  einen 
Kreis, machen darin Bogen D B G  =  A D ,  und ziehen B G ; weil nun 
Winkel D A B  ein Zentrumswinkel auf dem Bogen B D  ist, so ist er der 
zehnte Teil des Umfanges des Kreises B D Z ,  er liegt aber im Umfang 
des Kreises A D B ,  überspannt also von diesem den fünften Teil des Um

•  1) Der letztere Satz fehlt im Text
2) Im Text steht „doppelte V iereckseite“ . 3) Siehe Kommentar.
4) Im Text steht A B



fanges; ferner sind A D  und A B  gleich, also ist jeder der Bogen A D  
und A G B  zwei Fünftel1) des Umfanges, aber Bogen D B G  ist gleich 
Bogen A D ,  also ist auch D B G  zwei Fünftel1) des Umfanges; nun ist 
aber, wie bekannt, D B  ein Fünftel des Umfanges, also sind die beiden 
Bogen D B  und B G  gleich groß; nun ist A B G  eine gebrochene Linie 
in diesem Kreise, also AD~ =  BD*  +  A B  ■ B G  =  B D 2 +  A D  ■ BD,  also 
verhält sich die Linie A D B  wie eine gerade, die im Punkte D  nach 
dem äußeren und mittleren Verhältnis geteilt ist2), der größere Teil ist 
A D ,  und bekannt als Radius des gegebenen Kreises, der kleinere Teil 
ist BD,  die Seite des Zehnecks, sie ist also auch bekannt. B erechnung: 
Du addierst zum Quadrat des Radius seinen vierten Teil, ziehst die 
Wurzel aus dieser Summe und ziehst von 
dieser Wurzel den Viertel3) des Durch
messers ab, so hast du die Seite des Zehn
ecks. —  Dies ist ganz entsprechend dem
jenigen, was bewiesen wird im 1 1 . Satz 
des 2 . Buches der Elemente über die 
Teilung einer Linie nach dem genannten Ver
hältnis.

Und weil ein Fünftel des Umfanges das 
Doppelte des Zehntels ist, und die Sehne 
des doppelten Bogens bekannt ist, wenn die 
Sehne des einfachen gegeben ist, so ist auch 
die Seite des Fünfecks bekannt, q. e. d.4)

Mit diesen Sätzen ist es nun nach der Berechnung der Fundamental
sehnen im Kreise möglich, auch die übrigen aufzufinden nach dem im 
Almagest eingeschlagenen Wege; denn mit der Kenntnis des Satzes über 
die Sehne der Differenz (zweier Bogen) findet man die Sehne, die zwischen 
dem Fünftel und Sechstel (des Kreisumfanges) liegt (also von 12°), und 
mit der Kenntnis der Sehne des halben Bogens (aus der des ganzen) ge
langt man zur Sehne von 3°, und mit der Kenntnis der Sehne des 
doppelten Bogens (aus der des einfachen) und dem Satz über die Sehne 
der Summe (zweier Bogen) ergeben sich die Sehnen aller Bogen von 3° 
zu 3°. Was dann die Sehne des Bogens von 1 ° anbetrifft, so würde ihre 
Ableitung ermüdend (oder zu schwierig) sein5), und da in dieser Sache 
nach der Erfindung eines Kunstgriffes getrachtet wird, um dieselbe an
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1) Im Text steht „e in  F ün fte l“ .
2) Aus der angeführten Gleichung folgt näm lich: A D  -f B D  : A D  =  A  D  : B D .
3) Im Text „d ie  H älfte“ . 4) Siehe Kommentar.
5) Dam it is t wohl die W iedergabe der Darstellung des Almagestes gemeint.



genähert, wenn auch nicht genau, zu finden, so strenge nun deine Ge
danken an, Gott stärke dich, über das, was ich für dich gesammelt habe, 
und fasse es genau ins Auge, damit sich dadurch über dir öffnen die 
Quellen des Scharfsinns, etc. . . -1) und zwischen mir und dir der Gegen
stand des Tadels beseitigt werde. Loh sei Gott für seine große Güte 
und das Gehet über seine guten Geschöpfe. Beendigt (ist die Arbeit) mit 
der Hilfe Gottes, er ist groß, und seines guten Beistandes, denn er ist der 
Barmherzige und Gnädige!

H e in r ic h  S u t e r .

K o m m e n t a r .
Dieses eigentümliche Buch des großen und vielleicht gründlichsten 

arabischen oder besser persischen Gelehrten e l - B i r ü n i , dessen Ruhm 
S achau durch die Herausgabe der Indischen Chronik und der Chronologie 
der orientalischen Völker zu erneutem Glanze erhoben hat, wurde wohl in 
erster Linie in der Absicht geschrieben, die Grundlagen der Trigonometrie, 
insbesondere die Herstellung der trigonometrischen Tafeln zu befestigen. 
Interessant erscheint dabei zum vornherein, daß e l - B i r ü n i  nach der 
Methode der Alten, insbesondere des P t o l e m ä u s ,  vorgeht, d. h. die Sehnen  
der Summe und Differenz zweier Bogen etc., und nicht die S in u s der
selben berechnet; es scheint dies für jene Zeit noch leichter gewesen zu 
sein, indem man sich eben zu diesem Zwecke unmittelbar auf den ptole- 
mäischen Lehrsatz und einige andere im Almagest vorkommende Sätze 
stützen konnte, und ja durch einfache Halbierung sofort aus den Sehnen 
die Sinus erhielt. Dann mag in zweiter Linie das Interesse an den beiden 
Hilfssätzen an und für sich und ihre große Anwendungsfähigkeit zur 
Lösung einer Reihe der verschiedenartigsten Probleme, die mit der Sehnen
rechnung direkt nichts zu tun haben, ein Grund dafür gewesen sein, daß 
sich so viele arabische Mathematiker und insbesondere e l - B i r ü n i  s o  ein
gehend mit diesem Stoffe beschäftigt haben.

Der erste Satz findet sich, wenn auch in anderer Form ausgesprochen 
(von einer gebrochenen Linie ist nicht die Rede) schon im Almagest des 
P t o l e m ä u s 2) ,  und wieder in etwas anderer Form im Liier assumptorum3), 
das von den Arabern dem A r c h i m e d e s  zugeschrieben wurde. P t o l e m ä u s  

benutzt ihn zur Lösung der Aufgabe, aus der gegebenen Sehne eines 
Bogens die Sehne des halben Bogens zu berechnen. Hierzu wäre aber

1) Hier folgen einige kurze Sätze, die m it etwas anderen W orten dasselbe 
sagen wollen, wie der vorhergehende Satz, die aber stark  verdorben zu sein scheinen.

2) Vgl. Gl . P tolemaei Opera, edid. J. L. H e i b e r g  I , 39.
3) Vgl. A rcsim ed is opera omnia, edid. J. L. H e i b e r g  II, 431.
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dieser Satz keineswegs nötig gewesen, der pythagoräische Lehrsatz hätte 
vollkommen genügt, so daß uns der Weg des P t o l e m ä u s  geradezu als ein 
Umweg erscheinen muß. In der Tat löst auch e l - B i r ü n i  die genannte 
Aufgabe ohne Benutzung dieses Satzes, also auf einfachere Weise als 
P t o l e m ä u s ;  man ersieht hieraus, daß es wohl in der Absicht e l - B i r ü n i s  

lag, sich soviel als möglich, wenigstens in den Beweisen, von dem Wege 
des P t o l e m ä u s  z u  entfernen und selbständig vorzugehen; es zeigt sich 
dies auch noch am Schlüsse der Arbeit, indem e l - B ï r ï ï n î  die ptolemäische 
Berechnung der Sehne von 1° aus denjenigen von i y 2° und 3/4° über
geht, da sie ihm wohl als ein zu wenig streng mathematisches Verfahren 
erscheinen mochte und man zu seiner Zeit, wie er sich ausdrückt, an 
einem Kunstgriff herumstudierte, die Sehne von 1° auf anderem, wie er 
glaubte leichterem Wege und genauer zu finden.1)

Für uns hat die Arbeit e l - B i r ü n i s  einen nicht unbedeutenden histo
rischen Wert, ja sie kann vom Standpunkte ihres Verfassers aus geradezu 
als eine historische bezeichnet werden; e l - B ï r ï ï n î  hat allé Beweise der 
beiden Sätze, die ihm bekannt waren, gesammelt und die Autoren der
selben angegeben; er hat auf Arbeiten der Griechen und Indier hin
gewiesen und auf Aufgaben aufmerksam gemacht, die in arabischen Büchern 
über Algebra zu seiner Zeit vorkamen; er hat damit seinen historischen 
Sinn, den er durch seine oben genannten Hauptwerke so glänzend be
kundet hat, wieder bewährt.

Wir freuen uns, daß es uns vergönnt war, diese interessante Arbeit 
des großen Gelehrten zur Veröffentlichung zu bringen; es wurde uns dies 
ermöglicht einerseits durch die Liberalität des Herrn Dr. Th. W. J u y n b o l l  

von der kgl. Bibliothek zu Leiden, der den Codex Warneri 513, in dem 
sich unsere Abhandlung auf fol. 107b bis 128a befindet, für längere Zeit 
Herrn Prof. Dr. E. W i e d e m a n n  in Erlangen zur Benutzung überlassen hat, und 
anderseits durch die Liebenswürdigkeit des letzteren Gelehrten, der für mich 
Photographien in Weiß auf Schwarz von der Arbeit ausführen ließ. Beiden 
Herren spreche ich an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank für ihr 
freundliches Entgegenkommen aus.

Das Ms. 513 Warneri ist undatiert, aber aus einer Besitzernotiz geht 
hervor, daß es vor dem Jahre 1522 geschrieben worden ist. Es ist ziem
lich schön und gleichmäßig geschrieben, doch fehlen oft diakritische 
Punkte, was glücklicherweise in mathematischen Manuskripten weniger 
stört als in anderen, da so oft dieselben bekannten technischen Aus-

1) H ieraus kann m an wohl den Schluß ziehen, daß die von G h i y I t h  e d - d i n  e l -  

K I s h t  angewandte Methode, die bekanntlich in der angenäherten Berechnung der 
reellen W urzel einer kubischen Gleichung besteht, damals noch n icht erfunden war. 

Bibliotheca M athematica. III. Folge. XI. 5
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drücke wiederkehrem Die Titel zu den und nur selten
gaben sind rot geschrieben, die Figuren le 0

fehlerhaft. Chronoloqie orientalischer Völker
Wie E. S achau in seiner Ausgabe der hi9tonSchen und

(p. LXIX— LXX) ausführt, war n -B ia u sis  Stil Bci reibt hier-
philosophischen Werken kein leichter; einer in seinen
über: „Es war nicht die Gewohnheit unser M e t e r s , ^  ^
Schriften verschiedene Methoden diskut , s0 driickte
wenn er einmal ein Beispiel ga , ŵa s mi t  beredten Worten, 
er sich in verschlossenen en un y r̂stelieil sind.“ Als besonderes
aber doch mit solchen cle se r B° e8 ^  ^  außer0rdent-
Kennzeichen seines Stils gdrucks« Aus diesen Gründen bildet
liehe Kürze und Pragnanz des Abhandlung die schwierigste Partie
aueb die Vorrede n i!h t leicht zu verstehend«
derselben, ebenso om tlbersetzung derselben
Stellen vor. Für die gütige Hilfe, d e ^  ^  orfentalischen
Herr Dr J H a u s h e e r , Professor der Iheoiogie unu 
Sprachen an der Universität Zürich, geleistet hat, spreche ,ch ihm

dieser Stelle meinen besten Dank aus.
E l-B irüni wendet sich _im V o r w e g  an ^

war, nnd der mit diesen g e o m ^  £ £  
E L  B irün-is nicht einverstanden gewesen zu sein scheint. Es wäre mog , 

daß dieser Ungenannte der A r*

- “ .S e m  ( n t - B , « s )  Namen

e‘° 'SFto°dieftnunVfolgenden Bemerkungen zu den einzelnen Be™ se“ ”ni 
Aufgaben habe ich diese zum Zweck der Rnckverweisung mit Buchstaben 

l°7ahlen versehen, die natürlich im Manuskript fehlen, nnd zwar 
B ew “  zur ersten Behauptung mit lateinischen, die zur zweiten mit 
Griechischen Buchstaben und die darauffolgenden Aufgaben mitarabisc e 
Ziffern Was meine Übersetzung des arabischen Textes betrifft, so hab 
ich denselben ziemlich wörtlich wiedergegeben, dagegen habe ich mic 
selbstverständlich überall bei Gleichungen, Proportionen usw. unserer 
mathematischen Operationszeichen bedient sonst wäre die Darstellun 
auch dar zu breit geworden. Was in runden Klammern steht, sind von 
mir hinzugefügte Ergänzungen oder Erläuterungen.

! )  V a l  H .  S u t e r ,  1. c. p. 79, und Nachträge (A b k a n d l. z u r  G e sc h . d. m a th e m . 

W is s e n s c h .  14, Leipzig 1902) p. 172.
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a) Nach diesem Titel hätten also die Araber ein Buch, über die Kreise 
gekannt, das sie dem A r c h i m e d e s  zugeschrieben haben. Es wäre möglich, 
daß dieses Buch in Verbindung stünde mit dem Liber assumptorum, daß 
dieser vielleicht nur ein Teil oder eine Auswahl aus dem Buche der 
Kreise gebildet hätte; ich stelle diese Vermutung deshalb auf, weil die 
Figur des 3. Satzes des Liber assumptorum mit der Figur dieses dem 
A r c h i m e d e s  zugeschriebenen Beweises bis auf die Linie BG, die d o r t  

fehlt, übereinstimmt; im Liber assumptorum wird freilich nur bewiesen, 
daß, wenn B D  — D H  und B E  — E Z ,  auch A H  =  A Z  sei.

d) Der Verfasser dieses Beweises ist, nach den Namen zu schließen, 
ein echter Perser; ich habe sie gegeben, wie sie im Texte stehen, aber 
die Lesarten sind unsicher, weil die diakritischen Punkte teilweise fehlen. 
Dieser Autor wird auch in der Chronologie orientalischer Völker von e l -  

B i r ü n i  (p. 44 und 99 des arabischen Textes, p. 54 und 107 der englischen 
Übersetzung) zitiert und heißt daselbst A d h a r k h ü r a  b . Y a z d ä n k h a s i s ,  der 
Geometer. A d h a r k h ü r a  oder besser A d h a r k h o r I  bedeutet im Persischen 
„der Feueresser“; Y a z d ä n  ist „der Genius oder Schöpfer des Guten“, aber 
K h a s i s  oder, wie unser Manuskript hat, H a s h b a s  oder H a s h t a s  ist sehr 
wahrscheinlich verdorben; statt Y a z d ä n  könnte freilich auch die Lesart 
unseres Manuskriptes, U s h t ä d  oder besser U s t ä d  =  Meister, die richtige 
sein; wir überlassen weitere Hypothesen hierüber besseren Kennern des 
Persischen. Über diesen Gelehrten wissen wir weiter nichts, als daß er 
ein Zeitgenosse e l - B i r ü n i s  war.

e) Hier wird also wieder eine griechische Schrift über mathematische 
Fragen genannt, die weder griechisch noch in arabischer Übersetzung auf 
uns gekommen ist und über deren Verfasser die Araber selbst im Un
gewissen waren. — Was den Übersetzer dieser Schrift, Y ü h a n n ä  b . Y ü s u f ,  

anbetrifft, so ist es nicht unwahrscheinlich, daß er selbst einen Beweis 
zu dieser Behauptung zu geben versucht hat, denn im Pariser Ms. 2457,10° 
befindet sich eine Abhandlung des A h m e d  b . M ü h . e l - S i d j z i ,  worin er über 
den Irrtum des Y ü h a n n ä  in seiner Lösung der Aufgabe der Teilung einer 
Geraden in zwei gleiche Teile handelt. Wahrscheinlich sollte es hier statt 
„einer Geraden“ heißen „der gebrochenen Geraden“.1)

q) Man wird etwas erstaunt sein über diesen komplizierten Beweis 
von e l - S h a n n i ,  der von demselben Satze drei wesentlich einfachere ge
geben hat; der Grund hierfür wird sofort klar, wenn man den Beweis zu 
Aufgabe 7 betrachtet, zu welchem er den hier gegebenen gebraucht. — 
Übrigens ist der Beweis fehlerhaft; es wird die unrichtige Proportion auf
gestellt: A Z  : Z D  =  A K  : D K ,  und doch kommt schließlich der Verfasser

1) Vgl. H. S u t e r ,  1. c. p. 60, nr. 131.
5*
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auf die richtige Gleichung A H  ■ D T  =  D E  - B E .  Wir können mittels 
Proportionen keinen kürzeren Beweis finden, als folgenden: Es ist 
A E  : A Z  =  B T  : B K ,  ferner

B T  : A E  =  D T  : D E  (weil A  B D T  ~  A  A E D ) \  

hieraus durch Multiplikation:
B T  : A Z  =  B T - D T  : B K  - D E  =  A  B D T  : A  B D K  =  D T  : DK-, 

ferner ist wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke A D Z  und B D K ,  sowie 
A D H  und B D E \

A Z  : B K  =  A D  : D D  =  A H  : B E -

durch Multiplikation der beiden Proportionen B T  \ A Z  =  D T  : D K  und
MZ : B K  =  A H - . B E  ergibt sich:

B T  : B K  =  A H  ■ D T  : D K  - B E ,

i tt _  B T  ■ D K  ■ BE'  
und hieraus: A.£L-d i  — »

D K  B T
aber B K - D E  =  D K - B T ,  also D E  =  - 

mithin ist A H - D T  =  B E - D E .

Einen viel einfacheren Beweis des Satzes, daß A  MDG -  A  A B  G = BE-DE  
sei, gibt ohne Proportionen Abu Nasr b . 'Irak am Schlüsse des Be

weises s). . , ,
wl In diesem Beweise EL-Bmiisis kommt em Fehler vor, er setzt

etwas voraus, was erst bewiesen werden soll, nämlich daß B R i 1 eine ge
rade Linie sei, wenn er sagt, daß W.nkel D B G  als Außenwinkel des 
Dreiecks B T O -  Winkel B O T  + Winkel B T O  sel. Dieser Beweis muß 

, „ haben denn wir können el-BFrüni kaum einen
solchenTehUr zumuten Nach unserer Ansicht kann nach den Voraus^ 

i pt BTrünIs der Beweis nur so weiter geführt werden: Es ist
T \ T d B K  ^ W M D B Ö ,  denn beide machen mit dem Winkel 

nr Z  7  - Rechte aus Winkel D B G  nämlich deshalb, weil er auf dem

C n S Ä  ^  WiQkel DBA aUf n  BT  B MD BDgT-zusammen aber den ganzen Kreisumfang ausmachen (da A  >’
also .st A  D B K  kongruent A  D B G ,  mithin ist D G  =  D K ,  usw.

Z w eite  B eh aup tu n g.
Dieser Satz gilt auch, wenn die Punkte A ,  D,  B ,  O  in einer Geraden 

iV ori ed Hb,b e u g  II, 5), wie dies ja auch beim ptolema,sehen 
T  L  und selbstverständlich auch be, der ersten Behauptung der Fall ist. 

»1 Die Worte „ohne Beziehung zum Almagest' sind unklar, aber ich 
das arabische iMhhier nicht anders als durch „Beziehung ode,
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auch „Rückverweisung “ übersetzen; er will vielleicht damit sagen, seine 
Figur und damit auch sein Beweis seien nicht dieselben wie bei P t o l e -  

m äus (Abnagest, ed. H e i b e r g  I, 3 9 ) ,  aber P to le m ä u s  beweist ja daselbst 
einen ganz anderen Satz; diese Bemerkung wäre bei Beweisen zur ersten 
Behauptung eher am Platze gewesen.

Die A ufgaben.
1. Die Araber haben also ein Werk des M e n e la u s  über die Elemente 

der Geometrie gekannt, das auch der F ilm st') nennt, und auf das vielleicht 
P r o k l u s  hindeutet im Kommentar zu E u k l i d s  Elementen (ed. F r i e d l e i n ,  

p . 3 4 5 ) .2)  Die Aufgabe, die M e n e la u s  im 2 . Satze des 3 . Buches seiner 
Elemente gelöst hat, muß aber doch etwas anders gelautet haben, als sie 
e l - B i r ü n i  ausdrückt, denn sonst könnte er kaum „einen sehr langen 
Weg füi die Lösung gebraucht haben. Es wird dann von e l - B i r ü n i  auch 
der Kommentar des T h a b i t  b. K u r r a  z u  diesen Elementen des M e n e la u s  

angeführt, der auch im Fihrist genannt wird, und T h a b i t  soll einen bei
nahe ebenso langen Weg zur Lösung der genannten Aufgabe gebraucht 
haben.

2. Es ist nicht recht zu verstehen, warum e l - B i rüni  den Bogen D A  
zu einem Halbkreis ergänzte, um in das Dreieck D Z A  hinein das Dreieck 
L Z K  zu konstruieren, er hätte einfach D  mit G verbinden können und 
in das Dreieck D G A ,  das bei G den gleichen Winkel hätte wie Dreieck 
D Z A  bei Z,  das Dreieck L Z K  zeichnen können, wie er es auch im 
folgenden Beweis getan hat Es handelt sich nämlich darum, das Dreieck 
A D B  zu konstruieren aus A D ,  B E  und Winkel B-  da nun die Größe 
und Lage von A.D schon gegeben ist, so kann die Konstruktion nur so 
ausgeführt werden, daß das Dreieck B D E  aus B E  und Winkel B  zuerst 
irgendwo anders konstruiert wird, um B D  zu erhalten, das kann aber in 
jedem Dreieck mit dem Winkel B  geschehen.

6 und 7. Es ist interessant, daß die Araber diese beiden Aufgaben 
A rc h im e d e s  zuweisen und nicht H e r o n ,  in dessen Metrica, die zweite auch 
in der Dioptra, sie Vorkommen. Daß die Aufgabe 7 älter ist als H e r o n ,  

habe ich schon in meiner Rezension zu den Metrica (B ib lio th . Mathern. 
73, 1906, p. 100) bemerkt, sie könnte also ganz wohl von A r c h im e d e s  

herstammen; aus dem Buche der Kreise ist sie wohl nicht, sonst wäre 
dies im Titel bemerkt, wie dies in den Beweisen zur ersten Behauptung 
der Fall war.

1) Ygl. H. S d t e b , Bas Mathematikerverzeichnis im Fihrist;  A b h a n d l.  z u r  
G esch . d. M a th e m . 6, 1892, p. 19.

2) Ygl. auch A. B j ö r n b o ,  Studien über M enelaos’ Sphärik; A b h a n d  1. z u r  

G esch . d. m a th e m . W is s e n s c h . 14, 1902, p. 5 und 7.



7 und 8. Diese Beweise zu den Formeln für den Inhalt des D '
«cks und des Sehnenviereeks aus den Seiten bilden wohl die interessanteste 
Partie der Abhandlung. Beide Beweise sind gew.3 sehr o ^ n eU  zu
nennen; der zweite stützt sich natürlieh auf den ersten und ist der e g Z  erhaltene Beweis dieses Satzes ans dem Altertum und MrtteWte 
man beachte anch, dai n l-B iM n  die Formel den Indiern zuwei t 
kannte jedenfalls die Arbeiten Beahmjqoftas, hat er doch, « «  51 
dem Y e^ icb n is seiner Schriften erfahren, die sich auf die Rechenkuns 
beziehenden Stellen au, dem B r a h m a - Siimübersetzt « sons
„och vielfach mit indischer Mathematik und Astronomie beschäftigt Die 
beiden Beweise stammen nach m-Bfnüm von A bo A boallah Bi-Snimi, 
der sich uns also hier als einer der geschicktesten und originellsten
Mathematiker der Araber präsentiert. Der Beweis für den Dreieeksmh.lt 
ist wahrscheinlich auch noch in Kairo vorhanden. ) -  Da dieser Bew 
wie fast alle der arabischen Mathematiker, etwas weitläufig und unube -
Tichtlich ist, so mag es angezeigt sein, denselben hier kurz zu schemati-
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sieren:
Er braucht dazu zwei Hilfssätze, nämlich die erste Behauptung, daß 

A V  B E  4- B G  ist, und dann das, was er im Beweise q) zur ersten
ib i, a  A D G - 2 A B D E =  A A B G  sei

Behauntuna bewiesen hat, daß A  ALU r
7. K g 39) Au, ähnlichen Dreiecken erhält e, dann die Proportion. 
D E - B E  -  D Z * A Z ,  hieraus durch Erweiterung der Verhältnisse die

beiden Proportionen:
B Z 2 : D Z  ■ A Z  =  D Z  - A Z  : A Z 2,
D E 2 : DE- B E  =  D E - B E : B E 2.

Da alle diese Verhältnisse den gleichen Wert haben, erhält er durch 

Subtraktion der entsprechenden Glieder.
D Z ,  D E ‘ : D Z . A Z - B E - B E  =  D ZAZ-DE-BE:AV -

% - T a BG,  und das vierte gleich A K - G K ,  also hat man:
(A  A B G ) 2  =  ( A E + ä Z ) - E H - A K - G K  oder:

( A  A B G ) 2 =  s(s  - A G )  (s -  A B )  (s -  BG).

w -n • l diesem Beweise zu bemerken, daß er nur so geführt
werden klnn" wenn die beiden Palmen zusammen höher sind als die Breite

des Flusses.

' ^ T h .  S u t e r ,  Die Mathematiker und Astronomen der Araber etc. p. 97 -98 .
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10. Eine Randnote zu dieser Aufgabe in anderer Schrift sagt: „Aus 
dieser Aufgabe wird klar, daß, wenn von einem rechtwinkligen Dreieck 
die Summe der Basis (Hypotenuse) und einer der Seiten (Katheten) ge
geben ist, ebenso die andere Seite, dann die Basis und die erste Seite 
gefunden werden können.

Für die Aufgaben 9 und 10, die algebraisch so leicht lösbar sind, 
erscheint ein geometrischer Beweis mit Hilfe der beiden Eigenschaften 
der gebrochenen Linie etwas gesucht; wir erkennen hieraus aber nur, wie 
sehr es e l - B í r ü n T  darum zu tun war, die ausgedehnte Anwendungs
fähigkeit jener Eigenschaften zu zeigen. — Die Aufgabe 9 befindet sich 
algebraisch gelöst bei e l - K a r k h i . 1)

11. Mit dem Worte táktthu  =  „ihre Verteilung“ meint wohl el-BírünI 
die verschiedenen Werte, die die Gleichung annehmen kann für alle 
Punkte des Halbkreises T A Z .  D B  (s. Fig. 43) ist hier wie auch bei 
el-B attäni aufgefaßt als Sinus der größten Gleichung, also als 
sin D N B ; bei der Bewegung der Sonne ist diese Größe identisch mit der 
Exzentrizität (gleich dem doppelten Wert der heutigen Exzentrizität der 
Erdbahn), bei der epizyklischen Theorie der Planetenbewegung ist sie 
gleich dem Radius des Epizykels. Ptolemäus und el-B attäni berechnen 
die Größe A B  mit Hilfe des pythagoräischen Lehrsatzes, el-BIrüni da
gegen mit Hilfe des Kosinussatzes; denn so dürfen wir wohl seine Gleichung 
A B 2 =  A D 2 +  D B 2 +  2 D H  ■ D B  nennen, wenn er unmittelbar nachher 
hinzufügt: „wenn wir also den doppelten Kosinus des Argumentes, also 
2 D H  mit D B  multiplizieren und das Produkt zu A D 2 +  D B 2 addieren, 
so erhalten wir A B 2“. Daß er sich deshalb der allgemeinen Bedeutung 
dieses Satzes für die Trigonometrie vollständig bewußt gewesen sei, wollen 
wir nicht behaupten, aber ohne Übertreibung kann man doch sagen, der 
Kosinussatz für das ebene (speziell stumpfwinklige) Dreieck finde sich in 
dieser Aufgabe el-Birünis angewandt.

12. Auch diese interessante und keineswegs leichte Aufgabe löst e l -  

Bírüní durch Anwendung der beiden Sätze über die gebrochene Linie. 
Man vergleiche mit dieser Lösung diejenige e l - B a t t ä n I s 2) ,  bei der wir 
allerdings über den wichtigsten Punkt der Lösung, nämlich über den 
Weg, auf dem er die Formeln für die beiden Pfeile E K  und E L  ge
funden hat, im Unklaren gelassen werden.3)

1) Siehe A. H o c h h e im , A l  K ä ß  f il  Hisäb des A l k a r k h i  III, Halle a/S. 1 8 8 0 , S. 2 6 .

2) Vgl. e l-B a ttä m , Opus astronomicum, ed. C. A. N a llin o , I , p. 99—100 und 
2 7 5 — 2 7 6 .

3 )  Sc h i a p a r e l l i  g ib t an dem eben zitierten Orte (p. 2 7 6 )  eine elegante hypo
thetische H erleitung, die uns nur für einen A raber etwas zu algebraisch Vorkommen 
w ill; immerhin müssen wir zugeben, daß es sehr wahrscheinlich ist, daß e l - B a t t ä n i  

seine Resultate m ittels des Satzes E u k l . I I ,  1 3  gefunden haben werde.
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14 Diese Aufgabe ist allerdings ohne Anwendung der beiden Be 
hauptungen n .1  einfacher zu lösen: W egen öer A hnlichke.t der Dre.ecke 
T H B  und A B Z ,  ebenso T H Z  und B D Z  b a t m an:

B  H  A B  d H Z  =  B Z
t h ^ a z  un T H  b d

B Z   A B  B Z  __ A B  B D  + A Z^JDZ
addiert: T H  =  X Z  B D  A Z B D

B Z  A Z  B D  
und hieraus: T H  =  B D  + A Z  ■ D Z

Trigonom etrisch ergibt sich, wenn die W inkel A B Z  und D Z B  mit « 
bzw. ß bezeichnet werden, die ganz einfache Form el:

T H  =  —c o t  a +  c o t  ß

Man vergleiche dam it die Aufgabe I b k  e l - H a i t a m s ,  die wir in der 
B ib l io th .  M a th e m . (83, 1907, S. 2 7 - 3 0 )  veröffentlicht haben.

15 P t o l e m ä u s  bestim m te (.Almagest , ed. H e i b e e g  II, 4 o 0 - 4 9 4 )  für 
jeden der fünf P laneten den Bogen D K  ¡(bzw. den W inkel D B K )  und 
schlug, wie e l - B T r ü n t  bem erkt, bei allen fünf Berechnungen denselben 
W eg ein; er m eint dam it w ahrscheinlich den Satz: K ennt man in einem 
Kreise die Summe oder Differenz zweier Bogen und ebenso das Verhältnis 
der Sehnen der doppelten Bogen (oder der Sinus der einfachen), so kann 
m an die Bogen einzeln finden. Diesen Satz benutzt P t o l e m ä u s  viel und 
beweist ihn  daher schon im ersten Buche des Ahnagestes (ed. H e ib e r g ,

I, 7 0 — 74).
16. E l -B irünI  sagt am Schlüsse der A ufgabe, seine Berechnung der

Ergänzungssehne >“  als i ie  “ ch

dem pythagoräischen Lehrsätze ( y A B 2 — B G 2), und dies is t in der Tat 
auch rich tig , denn bei Sexagesim albrüchen sind M ultiplikationen viel kom
plizierter auszuführen als bei ganzen Zahlen und Dezimalbrüchen. Aber 
warum  h a t e l - B i r ü n I  den geom etrischen W eg eingeschlagen, da er doch 
o-ewiß, wie sich später noch zeigt, die G leichheit (a +  b)(a  — 6) =  a2 — b2 
o-ekannt h a t?  W ir denken, er habe wiederum  bloß die Anwendungs
fähigkeit jener Sätze über die gebrochene Linie auch auf diese einfache 
Aufgabe zeigen und vielleicht auch einen geom etrischen Beweis für diese 
algebraische Form el geben wollen, die bei E u k l i d e s  in dieser Form nicht 
vorkommt.

17. Die Regel EL-BfRÜNi’s heiß t in einer Form el ausgedrückt so:
/  /  A B i \ 2A Q  =  y  A D 2 — B E  — un(I verw andelt sich, wenn w ir trigono-



metrische Beziehungen einführen und den Winkel A E B  mit a bezeichnen, 
in folgende:

o  ■ 1 / 1 0 1 /  4 r ! s i n2 22r  sin a =  y  4r2 - 4  ( r  )  oder:

sin a = ] / 1  -  ( l  -  2 sin2|-)2 =  j /4  sin2 y - 4 sin4y

=  2 sin y j / 1 — sin2y  =  2 sin — cos y -  

Die Formel für den zweiten Weg ist einfacher:
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- A B 12 a b ]/^E LE ~
A G  =  -g-g  oder trigonometrisch:

. 4r  s i n i i j / V 2—r 2sin2i i  4 r ä s i n ü  c o s ü2r  sin « =  *JL_ 2 =  JL L oder;

2 a asin — COS — •
U U

Das Fehlen einer algebraischen Formelsprache ist wohl der Grund dafür, 

daß 2A B "j/ - nicht zu A B ] / A D 2 — A B 2 abgekürzt worden ist.

18. Nach der Berechnung el-B irüni’s ergibt sich die Formel:

trigonometrisch:

2r  sin y  =  Y 2 r2 -  2 r ] /r 2 -  r2 sin2 « =  j /2 r* -  2 r2 cos u

„ j   • cc -1 / l  — cos aoder: sin — =  ( / ---- ------

Die Formel nach dem zweiten Weg ist:

a b  - Ä f ,

die ebenfalls wieder auf die obige trigonometrische Formel führt. — 
Man beachte, daß bei den beiden Aufgaben 17 und 18 keiner der beiden 
Sätze über die gebrochene Linie zur Anwendung kommt.

19. Die beiden gegebenen Sehnen seien A B  =  sx und B G  =  so 
führt die Berechnung el-BirünIs auf die Formeln:

M - | / ( r  +  | ) ( r - 4 ) _ l / i l ! y *  „ n d  Ä D ^ , y D E ’ + ( i p f -

Es ist nun, wenn die zu den beiden Sehnen gehörenden Zentriwinkel mit 
a und ß bezeichnet werden:
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Sj =  2 r sin y> j / r 2 — y -  =  r cos y?  s2 =  2 r sin  ̂> | //r2 4 r cos y

also -D-ß =  r cos y  — r cos y> mithin

A D  = ] / (r cos y  -  r cos y ) 2+ (r sin T  +  r sin I") oder: 

2r  sin ( ^ )  = " j /2 r2 -  2 r2 (cos f  cos |  -  sin f  sin | )  oder:

sin
:Co8( ^ )

2

21. Diese Aufgabe hat wie Nr. 20 keinen praktischen Wert für die 
Berechnung der Sehnen im Kreise, sie hat aber insofern ein Interesse
für uns, als sie auf eine quadratische Gleichung führt, die mit Hilfe der
ersten Eigenschaft der gebrochenen Linie sehr leicht geometrisch gelöst 
wird. Wir geben im folgenden die algebraische Lösung:

Es sei A B  =  x  und B G  =  y, A G  =  d und A B  +  B G  =  s, so hat

man: x +  y =  s und x 2 +  y2 =  d2,

hieraus erhält man für x  und y die Werte:

- I + y y - T -  2 ' = 2 _ I/ T “ T ’
die m it den R esu lta ten  e l -BTiiünTs übereinstim m en.

22. Die Lösung dieser Aufgabe ergibt sich sofort aus der zweiten 
Behauptung: A D 2 =  A B  ■ B G  + B D 2-, hieraus folgt nämlich:

, „  A D *  — B D *  , A D *  — B D *
A B  =  B G   Und B G  =  A B --------

In trigonometrischer Form heißt die zweite Behauptung über die ge
brochene Linie, wenn die Zentriwinkel der beiden Sehnen A D  und B D  
mit a bzw. ß bezeichnet werden:

4 r2 sin2 -|- =  2 r ■ sin (y y * ) 2 r • sin ( y y )  +  4 r2 sin2 $-

oder: sin2 y  =  sin (^ y^ ) sin ( y y )  +  sin2 y '

hieraus ergeben sich die beiden Formeln:

. /« + f5\ sin8Y - sill2Y . / * - ß \  sin» Bin* 4
S m (  2 ) -  8 i n ( ^ )  ' S m (  2 ) -  8 i n ^ )

23. Dies ist eine andere Lösungsart von el-Birüni für die vorher
gehende Aufgabe. Sowohl die Berechnung für die Sehne der Summe als



die für die Sehne der Differenz sind komplizierter als bei A bu N a s e  b. 
' I r a k ,  führen aber nach einfacher Umformung auf dieselben Formeln; 
man begreift daher wirklich das Verfahren e l - B T r ü n ü s  nicht recht.

24. Bezeichnen wir die beiden Bogen mit bt und b2, ihre Sehnen 
mit Sj und s2, so führt die erste Berechnung für die Sehne der Differenz 
auf folgende Formel:
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Sehne (b1— b2) =  I /  4r2- 2 r
(!= £ ,)■ +

wie man sieht ein sehr komplizierter Ausdruck! Nun ist s1 = 2 r s i n — >

s2 =  2r  sin -jy ] / 4* 4 Sl =  r cos ~j/4i 4 S8 =  r cos y  > Sehne (bx — b2)

=  2r  sin 2~ )  i diese Werte in die obige Formel eingesetzt, gibt:

/ a - ß \  1 /  [ 2 r 2 — (r sin A _  r sia  (r cos y  — r  cos y)*"| 2
2 rs i n ( V )  =  K 4 "2- L  -̂------ 1----------r—  1 J ’

was schließlich auf folgende Formel führt:

sm( V ) = l / / l - cos2
Analog führt die zweite Berechnung auf die Formel:

sin p ir )  = l / 1 - cos2

25. Die Berechnung für die Sehne der Differenz führt auf folgende 
Formel:

Sehne (5X -  b2) =  j / )  +  Oh2 — 

Trigonom etrisch:

„ s „ l /4 r2-
V )  -

2 r s i n  ( ^ )

4 r 2 sin2 4  . Cos2 A „  o 4 r 2sin 4  • cos A
 ---  (- 4 r2 sin2 —----- 4r2 sin2 --------------   —4 r 2 2 2 2 r

=  2r~ j / sin2 y  • cos2 y  +  sin2 y  — sin2 y  — 2 r sin y  • cos y -

Ersetzt man cos2 “ unter der Wurzel durch 1 — sin2 so erhält man2 2
sofort: (a — ß\ cc ß cc . ß

8m ( i )  =  Sm T  C0S 2 “  C0S T  Sln 2

Wie man aus dem Gang der Lösung ersieht, ist dieselbe jedenfalls 
etwas verdorben; A bu N a s r  will auf zwei Arten nachweisen, daß B G
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bekannt ist; die erste Art mit den Verhältnissen ist nicht ganz klar, die 
zweite ist ebenfalls nicht einwandfrei; der Beweis, daß B E  =  B Z ,  sollte 
nicht erst am Ende kommen. Eigentümlicherweise entspricht auch die 
Berechnung gar nicht der Analysis; aus der Proportion: A D :  A E  =  2 r : der

Ergänzungssehne von B D  würde sofort folgen: A E  = ------------ >

die Berechnung aber gibt für A E  den Ausdruck } / A D 2 — B D 2 B Z 2.
Auch die zweite Berechnung (für die Sehne der Summe) ist jeden

falls verdorben, es sollte dort wohl heißen:
„Berechnung für die Sehne der Summe: Addiert man zu der vorhin 

(bei der ersten Berechnung) erhaltenen Wurzel das erste zu Behaltende, 
so erhält man die Sehne der Summe.“

Und nun ist wahrscheinlich zu dieser Berechnung folgender Zusatz 
gemacht worden, von dem die ersten Worte weggefallen sind:

jj „Man kann auch kürzer so verfahren:
Man multipliziere die größere Sehne usw.“ 
(das Folgende wie in der Übersetzung).

Es ist schade, daß diese Lösung der 
wichtigen Aufgabe uns nur verstümmelt 
überliefert worden ist. Wie leicht ergibt 
sie sich aus der Figur A b u  N a s r ’s ,  wenn 
wir noch die beiden rechtwinklichen Drei
ecke A D H  und B D F  [Fig. 60] hinein
zeichnen, die den Dreiecken B D E  bzw. 
A D E  ähnlich sind,und die konsequenter
weise auch A b u  N a s r  hätte zeichnen 
sollen. Man hat die beiden Proportionen:

B D  : B E  =  2r  : D H  (Ergänzungssehne von A D )
A D  : A E  =  2 r : D F  (Ergänzungssehne von BD),

hieraus:
A D  D F  

2 r

und hieraus durch Addition: 

und durch Subtraktion

A E  —

d. h. in trigonometrischer Form:

. „  B D  D H  , A D  D F  
A B =  gf— +  2r -

A E  — B E  =  B G  =  A D : D F  -  B 1 ) . n n ,
2 r 2 r



, . / a  u ß a . ßoder: sin 1 - 1 =  sin -  • cos y  -f- cos y  • sm ^

und entsprechend die Formel für BG =  2r  sin ~ -J ■

26. Da die Auflösung ähnlich der vorigen ist, so lassen wir ihre 
Wiedergabe in Formeln weg. Wir begreifen aber nicht, warum el-BibünI 
das kürzere Verfahren, das A bu  Nasr am Schlüsse erwähnt, nicht berück
sichtigt hat; er hätte bloß noch von H  aus die Senkrechte auf B D  zu 
fällen gebraucht, um ein zweites zu Behaltendes in der viel einfacheren 
Form _____

„ l / l r 1 — i j 2 . a  Hsi y — 7—-  2 r  s in  — ■ r ■ cos V
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zu bekommen. So hätte er dann ebenfalls unsere heutigen Summen- und 
Differenzformeln erhalten.

27. Hier kommt e l -B F r ü n i unseren einfachen Formeln schon wieder 
näher als in der vorhergehenden Aufgabe. Die Formel für die Sehne der 
Summe heißt nach der Berechnung:

Sehne (6X +  \ )  =  ] / s x2 -  ( |^ ) 2+ ] / s 22 -  

in trigonometrischer Form:

;r sin

1 / A 2 ■ 2 * 4 r ’ sin! f - é r ’ sin’ A » 4 r2 sin1 A . 4 r2 sin* £
=  y  4 r 2 s in 2 y -----------------— t------------- +  y  4 r  sm 2 f -----------------------  I

oder: sin ( -y  ^  =  j /s in 2 y  ( l — sin2 y )  -f | / s i n 2  ̂ ( l  — sin2 y )

a p a . p
=  s i n  -  ■ COS y  +  COS y  S in  y

Es ist dies dieselbe Formel, die A bu ’l - W e f a  in seinem Almagest gibt.1)
28. Nach der Berechnung ist:

s8 = V r 2 — r(si — r) =  }/2r2 — rs4 =  r ]/2  )/2.

Wie er am Schlüsse sagt, fände man auch dasselbe nach den beiden 
Lösungen der Aufgabe 18, in denen die Eigenschaften der gebrochenen 
Linie nicht benutzt sind.

1 ) Vgl. C a r r a  d e  V a d x  im  J o u r n a l  a s i a t i q u e  198, p. 416 — 418.



29. Hier wird die quadratische Gleichung
A D 2 =  B D 2 +  A D  - BD  

mit der Unbekannten B D  =  s10 gelöst nach der Formel:

BD ^  = VUU- - 1 =yp - f
Wir haben gesehen, daß die Abhandlung e l - B irünis verschiedene 

Beweise und Lösungen von Aufgaben enthält, die nicht ganz einwandfrei 
sind, es sind dies die Beweise q) und w), und die Aufgaben 9, 25 und 26 
und einzelne Stellen in anderen Beweisen und Aufgaben. Einige dieser 
Darstellungen mögen wohl deshalb fehlerhaft geworden sein, weil viel
leicht Randnoten, von denen wir zwei in der ersten Hälfte der Arbeit 
getroffen haben, durch Abschreiber in den Text aufgenommen worden 
sind; es scheint dies insbesondere bei der Aufgabe 25 der Fall gewesen 
zu sein, denn der Beweis dafür, daß, wenn die Sehnen zweier Bogen 
gegeben sind, auch die Sehne der Differenz dieser Bogen bekannt sei, 
weicht mit seiner Herbeiziehung von Verhältnissen der Sehnen zum 
Durchmesser so stark von den übrigen Beweisen A bu N asrs ab, daß 
diese Hypothese sehr viel Wahrscheinlichkeit für sich hat. Aber auch 
Auslassungen mögen hier und da vorgekommen sein.

Es wäre nicht ausgeschlossen, daß die Abhandlung uns in dem 
Leidener Manuskript nicht vollständig erhalten wäre. In dem oben 
zitierten Verzeichnis von e l- B ir ü n is  Schriften steht nämlich bei dieser 
Arbeit bemerkt, sie umfasse 80 Blätter (w a rd k a ),  während die hier über
setzte im Leidener Manuskript bloß deren 20 enthält, allerdings recht 
klein und eng beschrieben. Solange wir nicht ein zweites Manuskript 
dieser Abhandlung auffinden, bleibt diese Frage eine unentschiedene; 
freuen wir uns vorläufig über das viele Schöne und historisch Wertvolle, 
das die Abhandlung, wie sie uns erhalten ist, darbietet.

78  H e i n r i c h  S u t e r :  Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise usw.
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A Note on Johannes Schonerns.
By D a v id  E u g e n e  S m it h  in New York.

In examining some manuscripts in the P limpton Library in New 
York, I recently came upon a small volume that at one time belonged 
to J ohann Chri
stoph N eustet-
t e r . He was the r-¿^, rgb  <•<»-* •'*- & t 9 r-c f~
son of S ebastian 
N eustetter, and 
a nephew of the 
celebrated E ras
mus N eustetter 
who was born 
on November 7,
1523, as this ma
nuscript asserts.
J ohann was con
nected with the 
“Domstift” at 
Bamberg at the 
time of his death, 
and held several 
offices of pro
minence. He is 
addressed by one 
of his contempo
raries as follows:
“Nobili et sum- 
mae spei Ado- 
lescenti J oanni 

Christophoro 
N eustettero, 
cognomento 

S turmero, Bam-
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bergensi, Wirzburgensi et Combergensi Canonico.” The volume is made 
up of horoscopes, partly of fifteenth and sixteenth century rulers and 
noblemen, partly of other well-known people of the period, and partly 
of members of the N e u s t e t t e r  family. On looking through these horos
copes to see if any mathematicians were included I came across one of 
S c h o n e r u s , of which I have had a photograph made which is reproduced 
herewith. Although it gives us little new information concerning the 
birth and death of this well-known writer, it confirms the dates already 
known, and adds the hours and minutes after the fashion of the time. 
It tells us that J o h a n n e s  S c h o n e r u s  ( S c h ö n e r ) of Karlstadt, near Würz
burg, who afterward lived at Nürnberg, was born on January 16, 1477, 
at 11 hr. 0 min. P. M., and that he died on January 16, the anniversary 
of his birth, 1547, about 2 P. M. Those who still take an interest in 
astrology may care to study this “parva tabella” that was prepared not 
long after S c h o n e r u s  died, and estimate the correctness of the prognosti
cations of his ruling stars.

gO D a v i d  E u g e n e  S m i t h :  A Note on Johannes Schonerus.
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Kleine Mitteilungen.
Kleine Bemerkungen znr letzten Auflage1) von Cantors 

„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik“.

Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen“.
BM =  B ib l io th e c a  M a th em a tica .

Über frühere Bemerkungen siehe BM 1 0 s (1909/10), S. 241—250.

2 : 104. Z. 6 wäre es vielleicht angebracht, vor „ J o r d a n u s “  ein „schon“ 
einzuschalten, um hervorzuheben, daß auch C a m p a n u s  den Ausdruck „angulus 
contingentie“ benutzte. Vermutlich ist der Ausdruck älter als J o r d a n u s ,  denn 
„contingere“ und „contingens“ waren schon im 12 . Jahrhundert gewöhnliche 
Terme für „berühren“ und „Tangent“, z. B . bei P l a t o n e  T i b u r t i n o  („circulus . . .  
omnia latera contingens“ ; Liber embadorum, herausgeg. von M. C u r t z e ,  A b h a n d l.  
zu r  G esch . d. m a th em . W iss. 12, 1 9 02 , S. 118) und bei G h e r a r d o  C r e m o n e s e  
(„posuit duos circulos sese intrinsecus contingentes “, „linea contingens cir- 
culum “ ; A n a r i t i i  in decem libros priores elementorum E u c l id is  commentarii, 
ed. M. C u r t z e ,  Leipzig 1899 , S . 121, 130). Auch im 13. Jahrhundert findet 
man dieselbe Terminologie z. B  bei L e o n a r d o  P i s a n o  („latera omnia contingant 
circulum “ ; Scritti, pubblic. da B . B o n c o m p a g n i  2, Roma 1862 , S. 1 9 2 ) und 
W i l h e l m  v o n  M o e r b e k  („ducatur enim contingens que eaza\ H e r o n ,  Opera 
n  : 1, ed. L. N ix  et W. S c h m id t ,  Leipzig 1 9 01 , S . 3 2 8 ) E n e s t r ö m

2 :  482 . N ach den neuesten Forschungen (siehe L . F r a t i ,  S c ip io n e  
d a l  F e r r o , B o l l e t t .  d i b ib l io g r .  d. sc. m a tem . 12, 1 9 1 0 , 1 —  5) ist 
S c ip io n e  d e l  F e r r o  am 6. Februar 14 6 5  in Bologna geboren. Nach F r a t i  
wurde die Tochter des d e l  F e r r o  erst nach dem Tode des Vaters am
8. Januar 1527  m it A n n ib a l e  d e l l a  N a v e  verheiratet. Im  Jahre 1525  (oder 
1 5 2 6 ) siedelte d e l  F e r r o  nach Venedig über, kehrte aber bald nach Bologna 
zurück.   G . E n e s t r ö m .

2 : 4 9 7 . Zu den „w esentlichsten U m ständen“ aus dem Leben T a r t a g l ia s  
könnte vielleicht gerechnet werden, daß er längere Zeit in Verona wohnhaft 
war, vermutlich als Lehrer der Mathematik. N ach seiner eigenen Aussage 
am Anfänge des 6. Buches der Quesiti et inventioni verweilte er dort zehn 
Jahre, aber aus den Angaben des 9. Buches derselben Arbeit wird man ver
sucht anzunehmen, daß sein Aufenthalt in Verona noch längere Zeit dauerte,

1) Dritte Auflage des 1. Bandes, zweite Auflage der 2. und 3. Bände.
Bibliotheca Mathematica. m .  Folge. XI. g
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/ • r\ ■+ T5 Ria 1 533 (siehe Quesito X V II). Seine
nämlich von 1521  (siehe Quesito I )  his (  l g  Monat e (siehe Bagio-
Lehrertätigkeit in Brescia dauerte dagegen n V enedig 1 6 0 6 , S. 50).
n a m e n t i  I p r u  I« s u a  t m v a g l M «  i n v e n M n e ;  Ausgabe Vene<l.g

3  : 3 1 0 . Naeb Herrn C « t o »  (Z. 3 5 - 2 6 )  behauptete das C W « räum 
e p is to lic u m , daß L eibn iz die Reihe für ,  aus den ihm zugesehickten B 

G eeoorys au C o llin s  kannte aber
genau Aus dem olg .nden  A W M t  M e t e n ,  und allerdings

l ib t  die Z w e i t e  A uflage des " u m m e r c m m  e p i s t d i a m  an , daß die „Historióla  
g Qle °  , ,  A lle in  die b e id e n  Ausgaben der btreit-
1 6 7 6  an Leibniz gesandt w u r d ,. A l em W J 9 !*  daß Leibniz
schrift gehen a u s d r ü c k l ic h  an (ed. B io t  et I s f o r t  d. v o
schon 1 6 7 5  von der Entdeckung Gregorys Kenntnis bekam , und zwar durch 
eine von Oldenburg verfertigte lateinische Übersetzung «mes engbschen Briefes 
von Collins. Darum sagt auch die „R ecensio lib n  die bekanntlic von 
N ewton selbst herrührt (a. a. 0 . S. 18 ): „In  epístola a Collinio scripta dataque 
15 Apr 1 6 7 5 , Oldenburgius ad Leibnitium  m isit . . . [senem ] pro inventione 
arcu, cujus tangens data e s t“. S tatt „aus den ihm zugeschickten Bnefen  
Gregorys an Collins“ sollte also bei Herrn Cantor „aus der ihm 1675  zu- 
ireschickten Übersetzung eines B riefes von Collins an Oldenburg  stehen.

Durch diese Verbesserung der ÜANTORSchen D arstellung wird der Absatz
S 3 1 0  Z 2 7  S. 311 Z. 15 gegenstandslos und sollte also an dieser stelle
gestrichen werden. Indessen berichtet Herr Cantor darin über die „H istorióla“ 
von Collins, und da er sich S. 327  auf diesen Bericht beruft is t es an
gebracht, den Absatz zum Gegenstand einer besonderen Bemerkung (siehe unten) 
zu machen.   G. E neström.

3 . 3 i o  3 i i .  W as Herr C a n to r  hier über die „H istorióla" von I o l l in s
sagt ist meiner Ansicht nach w esentlich irreleitend, w eil es zwei verschiedene 
Schriften gab, die im  C o m m e r c iu m  e p is to lic u m  gelegentlich „H istorióla genannt 
w urden, und 'w eil Herr C an tor  diese zw ei Schriften nicht unterscheidet. Die 
zwei Schriften befinden sich noch im Archiv der „R oyal soc ie ty“ ; die erste hat 
den T itel: „E xtracts from Mr G reg o r ie s  le tters“, die zw eite hat die Überschrift: 

To L eib n itz  the I 4 th  o f June 16 7 6  about Mr G reg o r ie s  rem ains“. Die 
'erste Schrift, die C o llin s  am Anfang eines Briefes an D av id  G reg o r y  vom
1 1 . A ugust 1 6 7 6  unter dem Nam en „H istorió la“ erw ähnte, war eine Sammlung 
von Briefen und anderen P apieren , die zweite ein A uszug aus dieser Sammlung. 
D ie zweite Schrift is t  verm utlich die „N arratio“, von der C o llin s  in dem 
soeben zitierten B rief spricht; in  einem undatierten Brief von ihm  an O ld en 
burg wird diese Schrift teils „A ccount“ , teils „E xtracts from Mr. G reg o r y ’s 
letters, to be lent Monsieur L e ib n itz  to peruse“ genannt, und N ew to n  hat 
die Schrift w enigstens zweim al ganz einfach „E xtracts o f G r e g o r y ’s letters“ 
genannt (siehe B e n  B r ie fw e c h s e l  v o n  G. W . L e i b n i z  m i t  M a th e m a t ik e r n ,  herausgeg. 
von C. I. G e r h a r d t I, Berlin 1 8 99 , S. 2 8 8 , 2 9 3 ). Es lag  also sehr nahe, die

1) oder dem ihm zugeschickten Briefe? In den beiden Auflagen der Vorlesungen 
steht „aus den (!) ihm zugeschickten Briefe(!)“.
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zwei Schriften zu verwechseln, und offenbar haben schon die Herausgeber des 
Commercium epistolicum sich eine solche Verwechselung zu Schulden kommen ge
lassen, denn sie übersetzten das W ort „A ccount“ durch „H istorióla“ und fügten 
dem oben zitierten undatierten Brief von C o l l in s  eine Bemerkung hinzu, die 
als eine Bestätigung der Verwechselung betrachtet werden kann. Auch Herr 
C a n t o r  unterscheidet die zwei Schriften nicht, und eben darum wird seine Dar
stellung irreleitend. Beachtet man dagegen, daß es zwei von C o l l in s  an
gefertigte Schriften gab, so verschwindet der scheinbare Widerspruch zwischen 
den Behauptungen des Commercium epistolicum und dem B rief von O l d e n b u r g  
an L e ib n iz  vom 26. Juli 1676 . Dieser Brief enthält nämlich eine Abschrift 
der kleineren „H istorióla“, während L e ib n iz  die größere „H istorióla“, die für 
die „ B oyal society“ zusammengestellt wurde, nie zu Gesicht bekam.

    G. E n e s t r ö m .

3 : 3 2 7 .  Herr C a n t o r  behandelt hier die Frage, ob die sogenannte 
„H istorióla“ des J. C o l l in s  wirklich 1676  an L e ib n iz  abgegangen sei, und 
kommt dabei zu dem Ergebnis, daß dies nicht der F all gewesen ist. Nun 
wird in der zweiten Auflage des Commercium epistolicum ausdrücklich gesagt, 
die Übersendung habe 1676  stattgefunden, und diesen Ausspruch erklärt Herr 
C a n t o r  auf folgende W eise:

Man hatte auf irgend eine Weise Kenntniß davon erhalten, daß am 
26. Juli 1676  ein Brief O l d e n b u r g s  an L e ib n iz  abgegangen war. Man 
wünschte nachzuweisen, daß L e ib n iz  damals im  Besitze der „Historióla“ 
war. Man behauptete kurzweg, dieselbe habe jenem Briefe beigelegen, 
eine kühne Behauptung, wenn O l d e n b u r g s  Briefentwurf nicht erhalten 
war, eine freche Lüge, wenn solches der Fall gewesen sein sollte.

Gegen den ersten Punkt dieses Passus habe ich nichts W esentliches zu be
merken; ich mache nur darauf aufmerksam, daß das im Commercium epistoli
cum angegebene unrichtige Datum 26 . Juni (statt Juli) im 3. Bande ¡S. 6 22 )  
der Opera omnia von J. W a l l is 1)  steht, so daß die W orte: „au f irgend eine 
W eise“ vielleicht durch eine etwas bestimmtere Angabe ersetzt werden konnten. 
Dagegen kann ich nicht mit dem zweiten Punkte: „Man wünschte nachzu
weisen, daß L e ib n iz  damals im  Besitze der H istorióla w ar“ einverstanden sein; 
vielmehr scheint mir lediglich ein Flüchtigkeitsfehler bei der Herausgabe der 
2. A uflage des Commercium epistolicum vorzuliegen, und dieser Fehler war eine 
F olge der Übersetzung des W ortes „A ccount“ durch „H istorióla“ (vgl. oben 
die Bemerkung zu S. 3 1 0 — 311). In W irklichkeit bekam ja L e ib n iz  1676  
einen ausführlichen Auszug aus der „H istorió la“, und ich verstehe nicht, warum  
man in England ganz besonders hätte nachweisen wollen, daß L e ib n iz  16 7 6  
im  Besitze dieser Schrift selbst war. Allerdings enthielt die größere „Historióla“ 
den vollständigen Tangentenbrief N e w t o n s , also auch das B e i s p i e l  der Tan
gentenmethode, und auf Grund dieses Umstandes konnte der Verfasser der 
„Recentio lib ri“ die boshaften W orte „Methodum ducendi tangentes, quam  
methodum D. L e i b n i t iu s  differentialem postea vocavit“ hinzufügen. Aber 
sicherlich legten N e w t o n  und seine Anhänger auf diese W orte keinen besonderen 
W ert, denn g e n a u  dasselbe Verfahren hatte S l u s e  schon 1673  in den

1) A uf Grund eines Druckfehlers steht BM 10,, 1909/10, S. 77, Z. 14: „23 Julii“ 
statt „26 Julii“.
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i -  n  S 6 1 4 3 - 5 1 4 7 )  veröffentlicht und v ie lle ich t
P h i l o s o p h i c a l  t r a n s a c t i o n s  ( i ,  S. 5 1 4 0
ließ  O l d e n b u r g  eben darum  das B eisp ie l der CANTORSchen E rk läru ng

N och  w eniger kann ich  m it dem  bei . zuw eilen  g e n e ig t se in  kann, 
einverstanden sein. Gern gebe ich  zu , ^ dl6 zuversich tlich  aus-
das W ort „ F rech h e it“ zu benutzen, z. B . gelob ter m a th em a tisch 
gesprochenen B ehaup tun gen  und U rteile  g es besser, das W ort
h istorischer A rbeiten  l ie s t ,  aber m einer A n ich t u w ^  ^  ^

n ich t anzuw enden. N o ch  schlechter i  p  en b a n d e lt, w e il m an  uber-
w enn  es sich  um  m a th e m a tisch -h isto n s  a b s i c h t l i c b e  U n w ahrheit
h au pt nie m it S icherheit 6 9 ). B esonders u n sym p ath isch  w irkt
vo r lieg t (vg l. z. B . BM 83 , /  » H errn C a n t o r  und zw ar aus
in  diesem  F a lle  der A usdruck die un rich tige  Angabe,
zw ei versch iedenen Gründen. E  « W a k te r is ie r t  so fort erklärt, wenn
d i.  H err C“ T0B dnr*  ^ h  dem selben In halt 
m an sich  erinnert, da ^ C a n t o r  se lb st eine un rich tige  Angabe

f i i Ä ' g e b - h t ,  ,1 t er S. 79 b eh a u p te t, daß L .t .h ia  gegen  

A p ril 16 7 5  se in e  R eihe für J  an O hn E -m m o eandte, o b g le ich  e ,  aus dem von

BM 1 0 3, 190  9 /1 0 , S. 7 0 - 7 1 ) . _____________________  G .  E n e s t r ö m .

3  • 406 . D ie Angabe (Z. 2 2 — 2 4 ): „E r ( N e w t o n )  gibt z u  verstehen, man 
lr- Formeln für die Summen höherer W urzelpotenzen, so für die Summe 
6 r o t e n r  f i n t o ,  w . « !  ohne dieselben anzugeben“ is t nicht ganz genau. 
I ,  * S k « ä  gibt N nw ro» ausdrücklich an , w ie die Eekursronsformel für 
I  Sum m , d »  r »  Potenzen einer Gleichung » “  örades gebrldet werden soü, 
wenn . <  ». Er behauptet soga , ausdrücklich, daß diese Kekursronsform. „m  
• n •+ tU“ 71 b auch für r  >  n  g ilt , eine B ehauptung, die freilich fo im ell be 
anstandet werden kann, da man nicht aus seinen Ausführungen deutlich erste t,
wie das letzte Glied der Formel für r >  n gebrldet werden so«.

3  : 500 . Herr C a n t o r  gibt hier den vollständigen T itel von S t o c k h a u s e n s  
H istorischen A n fa n gsgründen  der M athem atik  an und charakterisiert die Schritt

auf folgende W eise: .
D as Büchelchen hat dadurch ein gew isses Interesse, daß m  ihm von

Berühmtheiten des 1 7 . und 18 . Jahrhunderts die Rede ist, die heute kein 
Mensch mehr kennt, während w irklich hervorragende M athematiker nur 
ganz obenhin genannt werden. E ine gelungene V erwechslung ist die des 
J o h n  N e w t o n ,  des Verfassers der 1 6 5 8  gedruckten Trigonom etría  B ri- 
tannica, m it I s a a c  N e w t o n .  D a des Letzteren Geburtsjahr 1 6 4 2  a u s d r ü c k 
lich  angegeben is t , so meinte S t o c k h a u s e n  offenbar, N e w t o n  habe jene 
Trigonometrie m it 16  Jahren veröffentlicht.

In  betreff dieser Charakteristik ist folgendes zu bemerken.
I  D i e  B e n e n n u n g  „ B ü c h e l c h e n “  i s t  k a u m  a n g e b r a c h t ,  d e n n  d i e  Schrift 

e n t h ä l t  (4 0 )  +  4 4 2  +  (4 6 )  =  5 2 8  D r u c k s e i t e n ,  u n d  d a s  F o r m a t  ( e t w a  d a s  der 
H E iB E R G S c h e n  E u k l i d - A u s g a b e )  i s t  n i c h t  f ü r  i h r e  Z e i t  u n g e w ö h n l i c h  k l e i n .
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II. Es ist richtig, daß einige hervorragende Mathematiker, besonders aus 

der ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts nicht und andere nur im Vorübergehen 
erwähnt werden, aber dieser Umstand erklärt sich sofort, wenn man bemerkt, daß 
die spezielle Geschichte der reinen Mathematik eigentlich nur die drei Abschnitte: 
Rechenkunst, Geometrie, Trigonometrie umfaßt, wozu am E n d e  d es B u c h e s  
(nach der Baukunst!) ein kurzer Abschnitt über die Geschichte der Algebra 
hinzugefügt ist. Man könnte also sagen, daß S t o c k h a u s e n , abgesehen von den 
acht Seiten 4 35  — 4 4 2 , die sich auf die analytische Geometrie und die höhere Ana
lysis beziehen, nur die Geschichte der e le m e n ta r e n  reinen Mathematik behandelt.

III. Es ist richtig, daß S t o c k h a u s e n  in den Abschnitten über die Ge
schichte der reinen Mathematik viele Personen nennt, die man nicht in den
CANTOKSchen Vorlesungen wiederfindet, und daß er sehr oft das W ort „be
rühm t“ anwendet. A llein bei ihm hat dies W ort offenbar die Bedeutung „be
kannt“, und als bekannt betrachtet er vorzugsweise Personen, die Lehrbücher 
oder zusammenfassende Arbeiten der Mathematik herausgegeben haben. Neben
bei bemerke ich, daß S t o c k h a u s e n  m it besonderer Vorliebe L e h r e r  der Mathe
matik erwähnt. Beispielsweise beginnt S t o c k h a u s e n  einen langen Absatz 
(S. 5 8 — 64) auf folgende W eise: „A uf Teutschen Universitäten, Academien 
und Gymnasien sind übrigens noch in den neuesten Zeiten als öffentliche Lehrer 
der Mathematik bekannt worden, folgende Herren“, und was danach folgt, kann 
gewissermaßen als ein Adreßbuch der damaligen deutschen Mathematiklehrer 
betrachtet werden.

IV. Da Herr Ca n t o r  die Verwechslung des J o h n  N e w t o n  m it I saac

N e w t o n  ironisch „gelungen“ nennt, so kann bemerkt werden, daß sogar 
bei L e ib n iz  wenigstens einmal dieselbe Verwechslung vorkommt (siehe
Mathematische Schriften, herausgegeben von C. I. G e r h a r d t  7, Halle 1863 , 
S . 2 1 4  Z. 2 9 — 31: „sed longius rem provexit J o h a n n e s  (!) N e u t o n u s  Anglus, 
praestantissim i ingenii M athematicus, qui ex quacunque aequatione radicem  
extrahit ope seriei infinitae“).

V. Es ist mir unverständlich, wie Herr Ca n t o r  im Jahre 1901 die letzten 
Zeilen seines von mir zitierten Passus zum Abdruck bringen konnte. Bekannt
lich hatte Herr C a n t o r  sowohl in der 1 . (S. 1 12 ) wie in der 2. (S. 123 — 124) 
Auflage des zweiten Bandes der Vorlesungen angegeben, daß J o h a n n e s  
d e  M u r is  etwa 1 3 1 0  geboren war, und daß die Abhandlung Speculum musicae 
aus dem Jahre 1321  stam m t, so daß J o h a n n e s  d e  M u r iS eine Schrift mit 
etwa 11 Jahren verfaßt hätte, wenn die beiden Angaben richtig wären; ander
seits hatte Herr Ca n t o r  im Vorworte (S. IV) der 2 . A uflage hervorgehoben, 
daß auf Grund des Datums 1321  der Abhandlung Speculum musicae das Ge
burtsjahr 1 3 1 0  unrichtig sein m u ß . Herr C a s t o r  hatte also 1901  einen 
rein persönlichen Beleg dafür, daß die zwei bei S t o c k h a u s e n  vorkommenden 
Jahreszahlen 1642  und 16 5 8  nicht „offenbar“ (!) eine einzige Deutung zulassen.

VI. Wenn die soeben zitierten Zeilen der Vorlesungen einen Sinn haben, 
so bemängelt Herr Ca n t o r  S t o c k h a u s e n , w eil dieser nicht sofort beobachtete, 
daß eine im  Jahre 16 4 2  geborene Person nicht 1 6 5 8  die Trigonometría hri- 
tannica veröffentlichen konnte. Aber diese Bem ängelung kann selbst bean
standet werden. Allerdings ist es nicht gewöhnlich, daß Mathematiker schon 
m it 16 Jahren Schriften veröffentlichen, aber als unmöglich kann es nicht be
zeichnet werden. Nach der gewöhnlichsten Angabe war F . W . A. M u r h u r d  
am 7. Dezember 17 7 9  geboren, und er veröffentlichte 17 9 6  vier verschiedene
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, . . i i TT  ̂ P aw tor selbst ( Vorlesungen  2 2,
Abhandlungen. Von Bl. P ascal berichtet H en  Jahren ein W erk
S. 6 7 9 ): „Sicher (!!) is t, daß er im A lter von erst ^  ßg ( 7 b f _
über K egelschnitte verfaßt h a t“, und von ■ • 0 l Air a u t  der Pariser
U sm g en  V-, S. 7 7 9 ): „M it kaum 16 (II) J a t o »  014
Akademie eine große Abhandlung ein. Pmr>fehlen, den Bericht

Aus den oben angeführten Gründen » o c t o i j h  empie ^  ^

ü b e r  d ie  Historischen Anfangsgrunde dei }n n z u w eisen , d a ß  d ie  N o tizen ,
zu re d ig ie re n . A n d e rse its  e rla u b e  ic m ir, a i d ie  a u f  G ru n d  des g u ten
die  S to ck h a u sen  ü b e r se in e  Z e itg en o ssen  b r i n g ^  k ö n n e n . S B e i.
N a m e n re g is te rs  le ic h t au fzu fin d en  sm  ’ nocj E ulers Verdienste um die
sp ie lsw e ise  h a t  S i g m u n d  G ü n t h e r  ( i -  G e g o h . d . N a t u r _
mathematische und physikalische Geographie, A re  Bemerkung:

• 1 i q 0 Q « 4 8 1 1  d en  A s tro n o m  W in s h e im  e rw ä h n t,  m it  a e r  tfem erK u n g .
Ü b e r  W in s h e im s ' P e rsö n lic h k e it  u a d  L , , s t „ » g e n  s .n d  w ir  e in e  M .t te ü u n g  »  

m ac h en  n ic h t  im s ta n d e “. A lle in  w en n  G o » t b M  a u f  d e n  G e d a n k e n  gekom m en  
w äre  das R e g is te r  von  S to ck h a u sen s  A rb e it  e in z u se h e n , so w u rd e  e r  so fo rt 
d ie  A n g ab e  b ek o m m en  h a b e n :  „ C h r is t ia n  N ic o l , v on  W in d s h e im  [s ta n d  noch  
n e u e rlic h !  a ls  d r i t te r  [P ro fe sso r  d e r  A s tro n o m ie  a n  d e r  A k a d e m ie  d e r  W issen  
sc h ä fte n  in  S t  P e te r s b u r g ] “ , u n d  a u f  G ru n d  d ie se r  A n g a b e  h a t t e  G ü n t h e r  
se h r  le ic h t w e ite re  A u fsch lü sse  ü b e r  W in s h e im  e rh a l te n  k ö n n e n . D e r  w irk 
lich e  F a c h m a n n  a u f  dem  m a th e m a tis c h -h is to r is c h e n  F o rs c h u n g s g e b ie te  w ird  
d a ru m  g an z  g ew iß  n ic h t  v e rsu c h e n , d ie  SiocKHAUSENSchen N o tiz e n  ü b e r  n u n 
m e h r  w en ig  b e k a n n te  M a th e m a tik e r  lä c h e r lic h  zu  m ac h en  w ed er d a d u rch , daß 
e r  d iese  P e rsö n lic h k e ite n  „ B e rü h m th e i te n ,  d ie  h e u te  k e in  M en sch  m e h r  k e n n t  ,

nennt, noch auf andere W eise.
Betrachtet man dagegen S to ck h a u sen s  Arbeit als ein Lehrbuch der Ge

schichte der Mathematik, so muß zugegeben werden, daß sie nicht zu empfe en 
ist auch wenn man von der Behandlung der Geschichte der höheren Mat e- 
mätik absieht. Ich habe schon oben im  Vorübergehen betont, daß S tock- 

h a u sb n  vorzugsweise Lehrer der M athematik und Verfasser von mathematischen 
Lehrbüchern erwähnt. Seine Literaturangaben sind darum recht unvollständig, 
und über die Geschichte der mathem atischen Theorien gibt er nur wenige 
Aufschlüsse; auch unrichtige Angaben können bei ihm ohne Schw ierigkeit nach- 
gew iesen werden. Anderseits hat S to c k h a u se n  in der Vorrede ausdrücklich 
hervorgehoben, daß sein Buch ursprünglich für seinen eigenen Gebrauch be
stim m t w ar, und daß es gedruckt wurde, w eil ihm kein bequemes Handbuch 
der Geschichte der M athematik bekannt war.

Bevor ich diese kleine Ehrenrettung St o c k h a u se n s  schließe, erlaube ich 
m ir, aus seiner Arbeit eine Stelle (S . 6 — 7) zum Abdruck zu bringen, an 
welcher von dem N utzen des Studiums der Geschichte der M athem atik ge
sprochen w ird, und welche Stelle meines Erachtens noch heute gelesen zu 
werden verdient.

D ie F rage, ob die Historie von der M athem atik einem , der diese 
W issenschaft zu erlernen bemühet is t , nöthig und nützlich sey? möchte 
mancher m it N ein  beantworten, und das v ielleicht nur aus diesen Schein
gründen: W eil 1. einer ein guter M athematicus seyn könnte, ohne die 
Historie seiner W issenschaft zu wissen. 2. W eil die Gelehrten sich um 
keine Art der H istorie weniger bekümmert hätten , als um diejenige, 
welche die Schicksale der Mathematik erzählet, und 3. w eil auch in  den



Kleine Mitteilungen. 87
mathematischen Vorlesungen wenig oder nichts von dieser Historie ge
dacht würde, daher dieselbe so nöthig und nützlich nicht seyn müste. 
Ich gebe alles dieses gerne zu: nur die Folgerung leugne ich. Es ist
w ahr, es kann einer eine gründliche Erkenntniß in der Mathematik er
lernen, ohne viel von der Historie derselben zu wissen: allein würde es 
nicht besser seyn, wenn sich diese bey jener fände? Würde man nicht 
viele Lehrsätze deutlicher erklären können, wenn man zugleich ihren
Ursprung oder die Umstände ihrer Erfindung wüßte? Würde dieses
nicht die schönste Gelegenheit zu vielen neuen Erfindungen geben? Und 
würde nicht wenigstens mancher viel leichter und geschwinder zu einer 
gründlichen Erkenntniß dieser schönen W issenschaft gekommen seyn, 
wenn er sich besser mit der Geschichte derselben bekannt gemacht, und 
also die diensamste Bücher derselben zu erwählen gewußt hätte? Es 
ist ferner auch wahr, daß keine Historie so schlecht ausgearbeitet, als 
die von der Mathematik . . .  So fehlet es ja  auch gewiß nicht an 
solchen M athem aticis, welche den Nutzen von der Historie der Mathe
matik öffentlich in ihren Schriften angepriesen . . . Der dritte Einwurf 
hat fast gar keiner W iderlegung nöthig. Denn wie könnte es wohl m ög
lich seyn, so viele Disciplinen in einem Jahre zu erklären, wie gewöhn
lich, und auch zugleich von allen und jeden eine Historie zu geben?

G. E n e s t r ö m .

8 : 550 . Der Passus (Z. 2 0 — 2 2 ): „ E u l e r  mußte froh sein, als Schiffs
lieutenant in der russischen Flotte Verwendung zu finden“, soll gestrichen 
werden, w eil die Angabe nur eine Phantasie des Herrn Ca n t o r  ist; freilich ist 
es in diesem Falle leicht, zu finden, wie die Phantasie entstand. In seinem  
Eloge de L e o n a r d  E u l e r  (St. Petersbourg 1 7 8 3 , S. 12) berichtet nämlich 
N. F u ss , daß sich E u l e r  nach dem Tode der Kaiserin C a t h a r i n a  I. ent
schloß, D ienste bei der F lotte zu nehmen, und daß ihm der Admiral S i e v e r s  
eine Leutnantsstelle anbot. Nun bin ich persönlich überzeugt, daß dieser 
Bericht von N. Fuss ungenau ist, denn weder in den Briefen E u l e r s  aus der
z e it  17 2 8  — 1 7 3 0 , noch in den Akten der Petersburger Akademie habe ich 
die leiseste Andeutung von dem fraglichen Beschlüsse E u l e r s  auffinden können, 
und wenn es sich um solche Umstände handelt, die N . Fuss n u r vom Hören
sagen haben konnte, is t sein Eloge gar keine zuverlässige Quelle. Anderseits 
ist diese Frage von untergeordneter Bedeutung, denn N. Fuss fügt selbst hinzu, 
daß sich die Umstände glücklicherweise zum V orteil der Akademie änderten, 
so daß E u l e r  die Stelle eines Professors der Naturlehre erhielt. Darum sagt 
z. B. R . W o l f ,  der gewissenhaft die Angaben von N. Fuss wiedergegeben hat, 
daß E u l e r  im  B e g r i f f e  w a r , das Anerbieten des Admirals S i e v e r s  an
zunehmen, als sich die Verhältnisse änderten (Biographien zur Kulturgeschichte 
der Schweiz 4, Zürich 1 8 62 , S. 92). Die angebliche Verwendung E u l e r s  als 
Schiffsleutnant is t, wie gesagt, eine Phantasie des Herrn C a n t o r ,  die wohl 
zum erstenmal 1 8 7 7  im 6. Bande der Allgemeinen deutschen Biographie in die 
Öffentlichkeit drang und später von anderen Verfassern (siehe z. B. M. R ü h l - 
m a n n , Vorträge über Geschichte der technischen Mechanik, Leipzig 1885 , S. 1 81 )  
als eine Tatsache betrachtet worden ist. ( j .  E n e s t r ö m .



3  : 5 8 7 . In  d em  B e ric h te  ü b e r  d en  D ’A L E M B E R T S c h e n  B ew eis des F u n  

m e n ta lth e o re m s  d e r  A lg e b ra  k o m m t fo lg en d e r Passus^ m_ j  . ^ x m - 2 _(. . .

E in  im a g in ä re r  W e r t  fü r  x  e in g e se tz t w ird  *  y o n  ^  v e rsch ie d en e n
- \ - f x  m it  e inem  b a ld  ree llen , b a ld  com p lex en , j 
W e r te  h e rv o r t re te n  lassen .

N u n  is t  fre il ic h  d ie  D a rs te ld ü n g  d’A le m b e r t s  *n  v ie le n  S to  en  m c w e n i g e r  

a ls  d e u tlic h , a b e r  d en n o ch  s in d  d ie  W o r te :  re e l /  ,  =  alsQ is t  y

- +a +s ' - w

hZ
C a ktok  selbst berttthtende Zusatz: „jederfaUs wo». A wsekiedene» 0 em r 
eine ünricbtigkeit enthält, was schon aus dem e.nfache» Bmp.,1 X x + x  äh 
h =  1 hervorgeht. Hier ist nämlich A  =  1 -  1 +  1 — 1, und wenn “  
für * den imaginären Wert > / -  1 einsetzt, bekommt man für y den Wert 
_  -i/ZTi — 1 =  1, also genau denselben Wert wie früher.

Abgesehen von den oben bemerkten Fehlern kann man gegen den 
CANTORschen Bericht die A usstellung m achen, daß gerade der w ichtigste Punkt 
des D’ALEMBERTSchen Beweises stillschw eigend ubergangen wird. Einen s e i  
guten Bericht hat bekanntlich L a gra n ge  m  seiner Abhandlung Sur la  foime 
des racines imaginaires des equations (N o u v . m em . de 1 a ca d . d. sc. de B e r lin  
1 7 7 2 , gedruckt 1 7 7 4 , S. 22 2  —  2 5 8 ) gebracht. G. E n estr ö m .

g g  G .  E n e s t r ö m .

3  . 5 9 0___5 91 . Der CANTORSche Bericht über das Verfahren Maclaurins ,
um W urzeln aus selbst m it Irrationalitäten behafteten Bm om ien auszuziehen, 
gibt zu verschiedenen Bemerkungen Anlaß. Erstens is t es ein w e n i g  auffällig, 
daß Herr C a n t o r  hier das Verfahren so  a u s f ü h r l i c h  behandelt, während er 
S. 3 99  s t i l l s c h w e i g e n d  übergeht, daß dasselbe Verfahren für beliebige 
W urzelexponenten schon in der A riihm etica  un iversa lis  N e w t o n s  vorkommt 
(vgl. BM 1 0 3, 1 9 0 9 /1 0 , S. 78 ). In W irklichkeit stim m t das Verfahren wesent
lich m it dem überein, das D e s c a r t e s  schon 1 6 4 0  durch J. v o n  W a e s s e n a e r  
veröffentlichte (vgl. BM 1 0 3, 1 9 0 9 /1 0 , S. 6 3 - 6 4 )  und der Bericht kommt 
also in den V orlesungen  eigentlich ein ganzes Jahrhundert zu spät.

Aber noch auffälliger ist, daß Herr C a n t o r  einen so ausführlichen Be
richt gebracht h at, ohne zu untersuchen, ob derselbe verständlich sei oder 
nicht. Daß nicht alles in Ordnung ist, wird ein M athematiker schon aus dem

Passus (S . 5 9 0  Z. 36  — S. 591  Z. l ) ;  „und 2 x  =  r  +  ~ ,  ein W ert, den man
r  +  —

zu berechnen im stande ist und der 2 f genannt w ird, so daß x  =  t = — “ 

in Verdacht haben, denn warum sollte M a c l a u r in  für die Größe x  ein neues 
Zeichen t einführen? A llein sobald man die Schlußformel Y  A  +  B  =  t  +  "j/f2 — n  
gesehen hat, weiß man m it Sicherheit, daß der Bericht einen w esentlichen
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Fehler enthalten muß, denn teils is t t — —-  im allgemeinen keine g a n z e¿t
Zahl, wenn A 2 und B 2 ganze Zahlen sind, teils kann die Schlußformel im 
allgemeinen kein exaktes Resultat geben, w eil sie im plizit den a n g e n ä h e r te n  
W ert r enthält. In W irklichkeit bekommt man ja durch Einsetzen des W ertes 
von t in die Schlußformel

also Y  A  +  B  =  r, d. h. eben den angenäherten W ert, von dem man aus
ging. Der Fehler des CANTORschen Berichtes besteht natürlich darin,

I 71

r + 7daß bei M a c l a u k in  t nicht gleich —-—  ist, sondern die g a n z e  Zahl bedeutet,
I 71

r + 7
die der Zahl —-—  am nächsten ist, und dadurch wird die CANTORsche Herleitung

der Schlußformel fehlerhaft. Beiläufig bemerke ich, daß bei M a c l a u k i n  r eine 
g a n z e  Zahl ist, und daß der CANTORSche Bericht, auch abgesehen von dem 
wesentlichen Fehler, keineswegs einwandfrei ist. Beispielsweise sagt Herr C a n t o r :  
„Ist A  oder B  imaginär, so verweist M a c l a u k i n  auf D e M o i v r e “ . Allein in 
Wirklichkeit widmet M a c l a u k i n  den Binomien der Form A  +  ü j / — 1 v ie r  
Druckseiten; erst am  E n d e  seiner Behandlung dieses Falles verw eist er auf 
D e M o iv r e ,  und zwar auf einen in den Vorlesungen nicht erwähnten Anhang 
zur Algebra S a ü n d e r s o n s  sowie auf einen Artikel in den P h i lo s o p h ic a l  
t r a n s a c t io n s  40, 1 7 38 , S. 46 3  —  478 . q  E n e s t b ö m .

3 : 894 . In meiner früheren Bemerkung (BM 93, 1 9 0 8 /9 , S. 3 4 9 ) soll 
Z. 4 v. u. „im  April 1 7 4 0 “ statt „etw a 1 7 4 1 “ gesetzt werden (siehe BM 103, 
1 9 0 9 /1 0 , S. 276  die Bemerkung zu 3 : 6 8 8 ) .  Ferner soll Z. 6 — 14 v. u. 
statt: „und nach P. H. Fuss . . . verfaßt wurde“ gesetzt werden:

„und nach den Protokollen wurde diese Abhandlung am 30. März 1739  
der Petersburger Akademie vorgelegt“. g  E n e s t b ö m .

3 : 894 . Hier könnte bemerkt werden, daß D a n i e l  B e r n o u l l i  schon im  
April 1 7 4 0  die unvollständige lineare Differentialgleichung wter Ordnung mit kon
stanten Koeffizienten integriert hatte (siehe Excerpta ex Utteris a D . B e r n o u l l i  
ad L . E u l e r ; C o m m en t, a cad . sc. P e tr o p . 13 [1 7 4 1 /3 ] , 1751 , S. 1 1 — 14). 
A llerdings wurde B e r n o u l l i  von E u l e r  angeregt, sich mit diesem Gegenstand 
zu beschäftigen, und E u l e r  hatte ihm brieflich das R esultat für n  —  4 m it
geteilt; dann entdeckte B e r n o u l l i  selbst die allgemeine Methode, auch für den 
Fall, daß die H ilfsgleichung mehrere gleiche Wurzeln enthält.

Am  Ende der Seite sollten die W orte: „von dem 1743  gezeigten W ege“ 
modifiziert werden. In W irklichkeit bezieht sich der N achweis bei E u l e r  nur 
auf den Versuch, das Integral einer Differentialgleichung dritter Ordnung durch 
d r e i s u k z e s s iv e  I n t e g r a t io n e n  zu bestimmen. Aber bekanntlich hatte 
d ’A l e m b e r t  in seiner Abhandlung Suite des recherches sur le calcul intégral 
(M ém . de l ’a ca d . d. sc. de B e r l in  4 (1 7 4 8 ) , 1 7 50 , S. 2 8 9 ) ein besonderes
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Verfahren angegeben, um eine lineare D ifferen tia lg le ich u n g  > .»  Ordnung: a« in te-

Srt » n ,C “ h " ^ ^ c T a “  ? ” o b £  ¿°e ¿ M .  m u a ^ e s

in betreff des Verfahrens d’A lembbrts „fast uuOberwmdhche Rechn«ngs; 
in  neuen ues . W nürheit wird bei E uler auch nicht

Ä  Ä - Ä U  -  r - : : r

Anfragen.
1 4 8  Sätze ü b e r  ebene gem iscb tlin ige  F ig u re n  im  M itte la lte r. Be

kanntlich beschäftigt sich E u k lid e s  in den E lem en ta  nur ausnahmsweise mit 
ebenen gem ischtlinigen W inkeln oder Figuren. Von gem ischtlinigen W inkeln  
behandelt er im Vornbergehen (III: 16, 3 1 ) den K o n t i n g e n z w i n k e l  sowie dre 
W inkel der Kreissegmente, von gem ischtlinigen Figuren die Kreissegmente u 
die Kreissektoren. D agegen scheinen die gem ischtlinigen Figuren in den vor
euklidischen Lehrbüchern eine bedeutendere Rolle gespielt zu haben (siehe J. . 
H eib erg , M athem atisches z u  A r i s t o t e l e s ;  A b h a n d l. z u r  G esch . d. m a th em . 
W is s  1 8  1904 , S. 25 — 2 6 ) , und auch im M ittelalter kommen Satze über
Figuren dieser Art vor, die nicht von E u k lid e s  behandelt worden sind. Em  
solcher Satz findet sich am Ende des 3. Buches der J o r d a n i  N e m o r a r i i  Geo- 
m etria  vel de t r ia n g u l i s  libri I V  (siehe die Ausgabe von M. Cu r t z e , Thorn 
1 8 8 7 , S. 27 — 28), und die fraglichen Figuren werden auf folgende W eise ge- 
bildet. Sei ABC  ein beliebiges ebenes geradliniges D reieck, so verlängert 
man die Seite AB  von A  aus und konstruiert einen Kreis, der die Seite A L
und die Verlängerung von BA  bzw. in  D  und E  berührt. Dann ist die
Figur E D  CB von drei Geraden und einem Kreisbogen gebildet; von den vier 
W inkeln der F igur sind zw ei geradlinig, der dritte ist ein Kontingenzwinke 
und der vierte 1 8 0 °  größer als der Kontingenzwinkel.  ̂ J ordanus konstruiert
eine Reihe solcher Figuren und w eist auf Grund der Konstruktion nach, da
jede Figur kleiner als die vorhergehende ist.

E s wäre von Interesse ausfindig zu m achen, oh ähnliche Figuren von 
anderen Mathematikern vor J ordanus behandelt worden sind.

G. E neström.
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Kezensionen.
L e  o p ere  di Galileo Galilei. Edizione nazionale sotto g li auspicii di sua 

maesta il re d'Italia. Yolume XX ed ultimo. Firenze, Barbera 1909  
589  +  (1 ) S. 4°.

Vor 22 Jahren berichtete ich in dieser Zeitschrift (2 2, 1888 , S. 90 ) über 
den Plan der von Herrn A. F a v a i io  in Angriff genommenen neuen Auflage der 
sämtlichen Werke G a l i l e i s ,  und vier Jahre später gab ich (a. a. 0 . 62, 1892 ,
S. 26 —  2 7 ) über die zwei ersten Bände dieser A uflage Auskunft. Seitdem  
sind, w ie die Abteilung: „Neuerschienene Schriften“ der B ib l io t h e c a  M a th e -  
m a t ic a  zeigt, neue Bände regelmäßig erschienen, und im Jahre 1909  wurde 
das Unternehmen von Herrn F a v a e o  durch die Herausgabe des 20. Bandes 
abgeschlossen.

Dieser Band ist im  wesentlichen ein Registerband. Nach einem Bericht 
(S . 9 — 1 5 ) über die Grundsätze, die bei der Bearbeitung der Register befolgt 
wurden, bringt Herr F a v a e o : 1. „Indice dei volum i“ (S. 1 7 — 46), 2. „Indice 
dei facsim ili“ (S. 4 7 — 53), 3. „Indice dei nomi e delle cose notab ili“ (S. 55  
—  3 5 7 ), 4. „Indice biografico“ (S. 359  —  5 61 ). Dann folgen (S. 5 6 3 — 5 89 )  
einige kürzere Nachträge zum Briefwechsel und zu den „D ocum enti“ des 
19. Bandes der Werke.

Das größte Interesse bietet natürlich das zweite Register dar, das ein 
Namen- und Sachregister ist und etwa 3 00  zweispaltige Quartseiten umfaßt. 
D ie 19 früheren Bände der „edizione nazionale“ bringen den Forschern, die 
quellenmäßige Auskunft über das Leben und die wissenschaftliche W irksamkeit 
G a l il e is  suchen, eine sehr vollständige und zuverlässige Sammlung von Akten
stücken, und von diesem Gesichtspunkte aus kann die Auflage als muster
gü ltig  bezeichnet werden. Anderseits hat Herr F a v a e o  bei der Herausgabe 
dieser Bände nur ausnahmsweise etwas getan, um den Bearbeitern der Ge
schichte eines besonderen Gebietes der reinen oder angewandten Mathematik 
zu erm öglichen, sich über die etw aige Tätigkeit G a l il e is  auf diesem Gebiete 
leichte Auskunft zu verschaffen. W enn man z. B. zu wissen w ünschte, ob und 
auf welche W eise G a l i l e i  die Streitfrage über den Kontingenzwinkel behandelt 
hat, und wenn man nicht anderwärts etwas von dieser Sache erfahren hätte, 
so müßte man alle Abhandlungen und Briefe G a l i l e i s , die möglicherweise in 
Betracht kommen könnten, Seite für Seite durchsehen; die einzelnen Bände 
enthalten nämlich keine Sachregister, aus denen man entnehmen kann, welche 
Gegenstände darin behandelt worden sind. Durch den „Indice dei nomi e delle 
cose n otab ili“ beabsichtigt Herr F a v a e o  diesem Mangel abzuhelfen, und in 
W irklichkeit bekommt man dadurch in gewissen Fällen die gewünschten Auf
schlüsse; beispielsweise gibt es S. 66 ein Schlagwort „A ngolo dei contatto“,
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das auf den bekannten Brief Galileis an G. C. Gloriosi vom 30 . Oktober 
1635  verweist Untersucht man indessen genauer das R egister des Herrn 
F avaro so dürfte man bald finden, daß er bei der Bearbeitung desselben 
I avaro, so flu_ w i s s e n s c h a f t l i c h e  W irksam keit Galileis Bezug

11 T f h T ' l d l  t  e rs te r  L i D i e  d as S tu d iu m  des M e u s c h e n  8 l m »

« T l il m  u n d  se in e r B ezieh u n g en  z u  d en  Z e itg en o ssen  e r le ic h te rn  w o llte . D iesen  G a l il e i u n a  se k ^  ^  ^  R e g lg te rs  an g e d e u te t,

un“  fn der Tat is t der „Indice dei norm“ der w ichtigste Bestandteil desselben. 
Um nur einen einzigen B eleg hierfür zu geben, bemerke ich , daß das Schlag 
w“r tH ,C a v a lie r i ,  B ona v en tu ra“ mehr als sechs Spalten m  Anspruch nimmt, 
und daß die Angaben, die gebracht werden, zum größten T eil die rem pei 
sönlichen Beziehungen zwischen den zwei Gelehrten hetreffem D agegen habe 
ich durch Stichproben gefunden, daß es oft sehr schwierig oder sogar unmög
lich is t, vermittels des Registers die Stellen aufzufinden, wo sich G a l i le i  über 
gewisse spezielle Gegenstände geäußert hat. B eispielsweise hat G a l i l e i  am A n
fänge der „Giornata prima“ des Dialogo sopra i due m a sstm i sistem i del mondo 
den Satz ausgesprochen, daß es nur drei Gerade geben kann , die in einem
Punkte Zusammentreffen, und so beschaffen sind, daß jede derselben auf den
zwei anderen senkrecht steht. W ill man nun das R egister benutzen um die 
betreffende Stelle (S. 38 des 7. Bandes der „edizione nationale ) wieder
zufinden, so sucht man wohl erst das Schlagwort „Geom etna auf, aber dort 
(S. 2 0 0 ) handelt es sich nur um Geometrie im  allgem einen, und Verweise auf 
die speziellen geometrischen Schlagwörter fehlen leider vollständig. Man muß 
also selbst die passenden Schlagwörter aussinnen, und komm t w ohl dabei m 
erster Lime auf „A ngolo“ (S. 66), „L inea“ (S. 2 3 0 )  und „P unto“ S. 2 9 8 ) zu 
denken, aber keines dieser Schlagwörter bringt die gewünschte Auskunft. Da
gegen wird unter „D im ensioni dei corpi“ auf S. 34  des 7. Bandes verwiesen, 
und dadurch könnte man vielleicht zuletzt auf die Seite 38  desselben Bandes 
geführt werden. Durchaus erfolglos ist indessen mein Versuch gew esen, auf
Grund des Registers die Stelle zu finden, w o Galilei „das rechtwinklige
Achsenkreuz zur Festlegung der Punkte im Raume benutzte“ (siehe E. P ascal, 
R epertorium  der höheren M athem atik  I I :  1, zweite A uflage, Leipzig 1 9 1 0 , S. 86); 
vermutlich bezieht sich diese Angabe auf eine Stelle der Seite 37 des 7. Bandes, 
die gewissermaßen vom rechtwinkligen Achsenkreuz im Raume handelt.

°Nun kann ja Herr F a v a ro  einw erfen, daß er nur ein R egister der „cose 
n o t a b i l i “ versprochen h at, und daß die von mir erwähnten Sachen nicht 
besonders w ichtig sind. Natürlich is t dieser E inw urf nicht unbegründet, aber 
für die m athem atisch-historische Forschung wäre es zu w ünschen, daß man 
bei der Herausgabe der sämtlichen W erke älterer M athematiker m öglichst voll
ständige Sachregister hinzufügte, wie es z. B. die Herausgeber der Oeuvres 
c o m p le te s  d e  C s r i s t i a a n  H u y g e n s  getan haben.

Das vierte Register des Herrn F avaro hat den Zweck, biographische 
N otizen über die Personen zu bringen, die in den 19 früheren Bänden er
wähnt worden sind, und ist also ein Ersatz für die Fußnoten biographischen  
Inhalts, die man gewöhnlich in den Ausgaben der W erke älterer Mathematiker 
findet. Ohne Zweifel kann es angebracht sein , solche biographische Angaben 
zu einem besonderen Verzeichnis zu vereinigen, wenn es sich um Persönlich
keiten handelt, die einen gewissen Einfluß auf das Leben und W irken Galileis 
geübt haben. A uf der anderen Seite sind natürlich in der A uflage des Herrn
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F a v a r o  viele Männer erwähnt, die eigentlich gar nichts mit G a l i l e i  z u  tun 
gehabt haben, und es hat keinen Sinn, alle diese in die biographische Liste 
aufzunehmen. Herr F a v a r o  ist auch derselben Ansicht gewesen, und er hat 
sich darum auf die Zeitgenossen G a l i l e i s  beschränkt. Selbstverständlich kann 
man darüber streiten, ob diese Art und W eise, die Grenzen der Personenliste 
zu bestimmen, die zweckmäßigste gewesen ist; Herr F a v a r o  betont ausdrück
lich , daß er früher an andere Lösungen der schwierigen Frage gedacht hatte. 
Seine größte Bedeutung bekommt jedenfalls das vierte Register durch die An
gaben über die Männer, die direkt oder indirekt mit G a l i l e i  in Beziehung 
gestanden haben, und von diesen Angaben sind sehr viele aus ungedruckten  
Quellen entnommen. Leider ist es zuweilen unmöglich gewesen, genauere bio
graphische Notizen über Persönlichkeiten zu bekommen, die in der Lehens
geschichte G a l i l e i s  eine wichtigere Rolle gespielt haben, so z. B. hat Herr 
F a v a r o  fast gar nichts über die Lebensumstände J o h a n n  E i t e l  Z u g m e s s e r s  
ermitteln können; allerdings hat er endgültig festgestellt, daß Z u g m e s s e r  aus 
Speier („Spirensis“) und nicht aus Steiermark („Styrensis“, vgl. K e p l e r i  Opera 
omnia, ed. C h . F r i s c h  2, Frankfurt 1859 , S. 5 7 3 ) stammte.

In  betreff der biographischen Notizen über Personen, die eigentlich  
nichts m it G a l i l e i  zu  tun gehabt haben, erlaube ich mir zu bemerken, daß 
es meines Erachtens angebracht gewesen wäre, diese Notizen abzukürzen. 
Dadurch hätte man auch vermieden, durchaus unnötigerweise ungenaue oder 
irreleitende Angaben zu bringen, z. B. in betreff des D e b e a u n e  (S. 3 8 7 ), dem 
„alcuni studi sulla costruzione (!) delle equazioni“ zugewiesen werden; be
kanntlich lautet der T itel der fraglichen Schrift: De aequationum natura, con
stitutione (!), et limitibus, und sie enthält gar nichts über Konstruktion von 
Gleichungen im gewöhnlichen Sinne dieses Ausdruckes. Zu einer ähnlichen 
Bemerkung gibt die Angabe (S. 5 5 7 ) A nlaß, daß in dem Hemisphaerium 
dissectum (1 6 4 8 )  von R. W h it e  „tentativi di integrazioni“ Vorkommen.

Bevor ich diese kurze Besprechung des Registerbandes der neuen G a l i l e i- 
Ausgabe schließe, kann ich nicht umhin, Herrn F a v a ro  zu  beglückwünschen, 
daß sein großzügig geplantes Unternehmen, das seit Jahrzehnten seine Zeit 
und seine Arbeitskraft in Anspruch genommen hat, jetzt zu einem guten Ende 
gebracht worden ist. Die 20  Bände sind für die Personengeschichte eine 
Fundgrube von wertvollen Notizen; auch die Geschichte der mathematischen 
W issenschaften wird von dem darin enthaltenen Material großen Nutzen ziehen.

S to ck h o lm . G. E n estr ö m .
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D as Zeichen * b ed e u te t, daß d ie  betreffende S ch rift der R ed a k tio n  n ic h t V orgelegen hat.

Autoren-Register.
A hrens, 11. 
A ndré , 42.
A ppell, 39. 
A uerbach , 10 
B erberich , 36, 41. 
B jörnbo , 19. 
B ono la , 8 
B rica rd , 39.
B ryk , 31.
B uchka , 1.
C ajori, 25. 
C an to r, 5. 
C ard inaal, 4.

D ecourdem ancbe, 9.
D ingeldey , H ., 43. 
E n eström , 2, 28, 33. 
F av a ro , 22 — 24. 
G alilei, 23.
G auas, 30.
G ram , 26.
G ray , 27. 
H a rtm a n n , 15. 
H asse lberg , 37. 
H eiberg , 14.
Ib n  a l H a itam , 20. 
K ap teyn , 4.

a) Zeitschriften. Allgemeines.
Archiv für die Geschichte der Natur

wissenschaften und der Technik, her
ausgegeben von K v o n  B u c h k a ,  H. S t a d 
l e b ,  K. S u d h o p f .  Leipzig. 8  °. [1

2 (1910) : 6.

Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift für 
Geschichte der mathematischen Wissen
schaften. Herausgegehen von G. E n e -  
s tk ö m . Leipzig (Stockholm). 8°. [2

10, (1909/10) : 4.

Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G. L o b i a .  Torino (Genova). 8°. [3

12 (1910) : 2.

Revue semestrielle des publications mathé
matiques, rédigée sous les auspices de 
la société mathématique d’Amsterdam 
par H. d e  Y e i e s ,  J. C a b d i n a a l ,  J. C. 
K l u y v e r , W. K a f t e ï n  , P. H. S c h o u t e .  
Amsterdam. 8°. [1

1 8 : 2  (octobre 1909 — av ril 1910).

C a n to r , M., V o rlesungen  ü b er G eschichte der 
M athem atik . 1* (1907). [K leine B em erk u n g en :]  
B ib lio th . M athem . 10„ 1909/10, 341. (G. Eneström.)
  2 a (1900). [K leine B em erk u n g en :]  B ib lio th .
M athem . 10„ 1909/10, 344—347. (G. Eneström, A. 
Sturm) — 3 3 (1901). [K leine B em erkungen :] 
B ib lio th . M athem . 10„ 1909/10, 348—349. (G. E ne
ström.)

S m i t h ,  D.E., B a ra  a rith m e tica  (1908). [R ezension :] 
Science S22, 1910, 114—115. (E. C a j o r i . )  — T he 
p o p u la r  Science m o n th ly  (L ancaster) 77, 1910, 
226  —  2 3 5 . ( L .  C. K a r p i ń s k i . )  [6

L ilid , B ., Ü ber d a s  le tz te  E e rm atsche  T heorem  
(1910). [R ezension :] B u lle t, d. so. mathfem. 84„ 
1 9 1 0 ,1 2 1 -1 2 2 . (J. H .) [7

K aye, 17, 18. 
K le in , 29. 
K luyver, 4. 
L ebon , 35. 
L iebm ann , 8. 
L in d , 7. 
L in d s te d t, 38. 
L o ria , 3, 41. 
M anv ille , 34. 
M iller, 32. 
O lhers, 30. 
S ch illing , 30. 
S chon te , 4.

S m ith , 6.
S tad le r, 1.
S tru n z , 16.
Sudhoff, 1. 
T rueb lood , M ary, 21. 
V acca , 13.
V oss, 12.
V ries , 4. 
W ied em an n , 20. 
W ie le itn e r , 44.

Bonola, K., D ie n ic h te u k lid isc h e  G eom etrie . H isto 
r is c h -k r i t is c h e  D ars te llu n g . D eu tsch e  A usgabe 
v on  H  1.IEBMANN (1908). [R ezension :] M o n a tsh .fu r  
M athem . 21, 1910; L it.-B e r. 41—42. (H . H ahn .) [8

D eco u rd em an ch e , .1. A ., T ra ité  p ra t iq u e  des poids 
et m esures des p eu p les  an c ien s  e t des A rabes 
(1909). [B ezension :] B u lle t, d. sc. m a thém . 34„ 
1910, 122—123. (J. T.) t9

* A uerbach, F e lix , Geschichtstafeln der 
Physik. Leipzig, Barth 1910. [10

8° 150 S .   [1 M k.] — [B ezension :] N atu rw iss.
B u n d sc h a u  25, 1910, 411. (Meitner.)

Ahrens, W., M ath e m atisch e  U n te rh a l tu n g e n  u n d  
Spiele. Z w eite  A uflage . I  (1910). [R ezension :] 
N atu rw iss. R u n d sch au  25,1910, 501. (Meitner.) [11

Voss, A., Ü ber das W e sen  d e r M a th e m a tik  (1908). 
[R ezension :] M o n a tsh .fü r  M athem . 21 ,1910 j L it.- 
B er. 40— 41. (H . H ahn.) I12

b) Geschichte des A ltertum s.
Yacca, G., Sulla storia del principio 

d’induzione compléta. [13
B o lle tt. d i b ib lio g r, d. sc. m atem . 12, 1910, 33 35. 
— D er V erfa s se r  i s t  d e r A n sich t, daß schon 
E uklidks das f rag lich e  P r in z ip  b e n u tz t h a t.

H e lb e rg , J .  L . ,  J e v te p a t ipçovtiôei (1909). [R ezen
sion  :] B u lle t, d. sc. m a thém . 34„ 1910, 180. [14

H artm ann, N ., D es P ro k lu s  D iad o ch u s ph ilo so 
ph ische A n fa n g sg rü n d e  d e r M a th e m a tik  (1909). 
[R ezension :] A rch . d e r M athem . 163, 1910, 344
345., (E. H oppe.) B 5

c) Geschichte des M ittelalters.
*Strunz, F r., Geschichte der Natur

wissenschaften im Mittelalter. Im 
Grundriß dargestellt. Stuttgart, Enke 
1910. [16

8°. — [4 M k ]
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Kaye, G. R ., The source of Hindu mathe

matics. [17
J o u rn . o f the  ro y a l as ia tic  society  1910, 7 4 9 —760.

Kaye, G. R ., T he two Aryabhatas [18
B ib lio th  M athem . 1 0 3 , 1909/10, 289 — 292.

B jö rn b o . A. A ., A l-C h w arizm i’s trigonom etriske  
T a v le r (1909). [R ezension :] B u lle t. d. so. m athbm .
34 ,, 1910, 179. [19

W iedemann, E ., Ibn  a l H aitam s Schrift 
ü ber die sphärischen  H ohlspiegel. [20 

B ib lio th . M athem . 10 ,, 1909/10, 293 — 307.

d) G e sc h ic h te  d er  n e u e r e n  Z eit.

Trueblood, Mary Esther, John  Dee and  
h is „ fru itfu l p re fa c e “ . [21

T he p o p u la r  science m o n th ly  (L ancaster) 77, 
1910, 236 — 241.

Favaro, A., Galileo Galilei. M odena, 
Form igg in i 1910. [22

8°, 74 S. +  P o r trä t . — [1 lira .]  — P ro fili N. 10.

Favaro, A., Galileo Galilei. Pensieri, 
m o tti e sentenze t r a t t i  da lla  edizione 
nazionale  delle opere. F iren ze , B ar- 
b e ra  1910. [23

32°, X V II  +  414 -I- (1) S. — [2.25 li r e ]

Favaro, A., L a com e ta  d i H ailey  nel 
cartegg io  G alileiano. [24

R iv is ta  d i as tro n o m ia  (Torino) 4, 1910. 3 S.

Cajori, F ., On the invention of the slide 
rule. [25

Colorado, College, P u b lica tio n s, G eneral series 
n° 47, 176—185.

G ra m , J .  P . ,  N ogle B em aerk n in g e r om F e rm a t’s 
T a lte o ri (1909). [R ezension:] B u lle t, d. sc. m a- 
th6m  342, 1910, 179—180. [26

G ray , G. J . ,  A  b ib lio g rap h y  o f  the  w orks o f I . N ew 
to n  (1907). [R ezension:] B ib lio th . M athem . 103, 
1909/10,351— 3 5 4 .  (G. E n e s t r ö m . )  [ 2 7

E neström , G.j Eine Legende von dem 
eisernen Fleiße Leonhard Eulers. [28

B ib lio th . M athem . 103, 1 9 0 9 / 1 0 ,  308 — 316.

K lein , F ., B erich t ü ber den S tand  der 
H erausgabe von G auß’ W erken. VIII. [29

Göttingen, Ges. d. W iss., N ach ric h ten  1910 (Ge- 
schäftl. M itt.). — [W ied e r a b g e d ru c k t:] M athem . 
A nn . 69, 1910, 444— 445.

S c h il l in g ,  W ., W ilhe lm  O lbers IE : 2  ( 1 9 0 9 ) .  [R e
zen sio n :] D eu tsche  L ite ra tu rz . 31, 1 9 1 0 ,  2 4 2 1 — 
2 4 2 3 .  ( O .  K n o p f . )  [ 3 0

B ry k , O ., E n tw ick e lu n g sg esch ich te  d e r re in en  u nd  
angew an d ten  N atu rw issen sch aften  im  X IX . J a h r 
h u n d e r t (1909). [R ezension  ] M onatsh . fü r  M a
them . 21, 1910; L it.-B er. 58— 59. (St . M.) [31

M iller, G. A., Historical sketch of the 
development of the theory of groups of 
finite order. [32

B ib lio th . M athem . 103, 1909/10, 317— 329.

E n e s trö m , G., Über die Geschichte der 
Potenzreihen, deren Exponenten eine 
Potenzreihe ntcr Ordnung bilden. [33

B ib lio th . M athem . 1 0 ,, 1 9 0 9 / 1 0 ,  350. — A nfrage.

M a n v ille . O ., L es découvertes m odernes en p hy 
sique  (1909). [Rezension:] M onatsh. fü r  M athem  
21, 1909 ; L it.-B er. 48. (K. P rz .)  [34

B e b o n , E .,  H e n ri P o incaré (1909). [R ezension:] 
New York , A m eric. m athem . soc., B u lle tin  17. 
1910 ,42  — 43. (J. W . Young.) [35

e) Nekrologe.
Johann Gottfried Galle (1812—1910), [36

N aturw is8. R undschau  25, 1910, 426. (A. B er-
BERI CH. )

Daniel Georg Lindhagen (1819—1906). [37
Stockholm, Y etenskapsakad ., L e fn ad steck n in g ar 
4, 1910, 191— 215 +  P o rträ t . (B. Hasselberg.)

Didrik Magnus Axel Möller (1830—1895). [38
Stockholm, Y etenskapsakad ., L e fn ad steck n in g ar 
4, 1910, 1— 66 -f- P o r trä t . (A. Lindstedt.)

Louis Raffy (1855—1910). [39
P a ris , Soc. m athém . de F ra n c e , B u lle tin  38, 
1910, 243 — 248. (P. Appell, R. B ricard.)

Eugène Rouché (1832—1910). [40
B ’enseignem en t m athém . 12, 1910, 425.

Giovanni Schiaparelli (1835—1910). [41
B ib lio th . M athem . 103, 1909/10, 330—340 -j- P o r
trä t .  (G. Loria.) — N atu rw iss. R u n d sch au  25, 
1910, 413— 414. (A. B erberich.)

f) Aktuelle F ra g e n .
A n d ré , D ., Des no ta tio n s  m a thém atiques  ( 1 9 0 9 ) .  

[R ezension:] New York, A m eric. m athem . soc., 
B u lle tin  1 7 a t  1 9 1 0 ,  4 3  — 4 5 .  (G. A. M i l l e r . )  [ 4 2

* D in g e ld ey , H ., Etymologisches Fach
wörterbuch zur Mathematik, Physik und 
Mineralogie. Breslau, Hirt 1910. [43

8°. — [1,60 M k.] — [R ezension :] M onatsh . fü r  
M athem . 21, 1910; L it.-B er. 64.

[Internationaler Mathematikerkongreß in 
Rom 1908.] [44

Z e itsch r. fü r  m athem . U n te rr . 41, 1910, 372 — 
385. ( H .  Wl E L E I T NE R. )

[Französische Mathematiker-Versammlung 
in Toulouse 1910.] [45

L ’enseignem en t m athém . 12, 1910, 415 — 421.

[Schweizerische Mathematiker-Versamm
lung in Basel 1910] [46

L ’enseignem en t m athém . 12, 1 9 1 0 ,  422 — 423.
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Wissenschaftliche Chronik.
Ernennungen.

  P riv a td o zen t K. B ä d e c k e r  in  Je n a  z u m

Professor de r P hysik  an  d er U niversitä t 
daselbst.

—  „In stru c to r“ R. P h . B a k e r  in  Iow a zum 
Professor der M ath em atik  an  der U ni
v e rsitä t daselbst.

— Professor 0 . B olza zum  H o n o ra rp ro 
fessor d er M athem atik  an  der U niversitä t 
in  F re ib u rg  i. Br.

—  P rofessor H. L. B r o n s o n  an der „M c 
G ill un iv ers ity “ zum  Professor der Physik  
an  d er „D alhousie u n iv ers ity “ in  H alifax.

—  D ozent S. C a r r d s  in  B esançon zum 
Professor der höheren  A nalysis an  der 
U n iv ersitä t daselbst.

—  „ In s tru c to r“ G. R. C l e m e n t s  am  „W il
liam s co llege“ zum  Professor de r M athe
m a tik  an der U n iversitä t von N o rth  Caro
lina.

— Professor F. W . D y s o n  in  E d in b u rg  
zum  „ A stro n o m e r-R o y a l“ .

—  P riv a td o zen t V. W . E k m a n  in  L und 
zum  Professor der M echanik u n d  m ath e
m atisch en  Physik  an  der U n iversitä t da 
selbst.

— Dr. A. E m c h  in  B asel zum Professor 
d e r M ath em atik  an  d er U n iversitä t von 
Illinois in  U rbana.

— Professor W . M. Kutta in  Jen a  zum 
Professor der M athem atik  an  der T ech
n ischen  H ochschule in  Aachen.

  P riv a td o zen t M. N ä b a u e r  in  M ünchen
zum  Professor d er Geodäsie an  d er T ech
n isch en  H ochschule daselbst.

— Dr. V. N. R o s e v a r e  zum  Professor der 
M athem atik  an der n eu  eröffneten U ni
v e rs itä t in  N a tal.

—  Professor J. B. S h a w  in  D ecatu r, 111., 

zum  P rofessor der M ath em atik  an  der 
U n iv e rsitä t von Illinois in  U rbana.

—  P riv a td o zen t A. S z a r v a s s i  in  B rünn 
zum  Professor d er P h y sik  an  d er deu tschen  
T echn ischen  H ochschule daselbst.

T odesfälle.
—  C h a r l e s  B a r t o n  H i l l , früher Astro

nom am „Lick observatory“, gestorben 
in San Francisco den 25. August 1910, 
47 Jahre alt.

—  M a u r i c e  L é v y ,  Professor der Mathe
matik und Mechanik am „Collège de 
France“, geboren zu Ribeauville (Elsaß) 
den 28. Februar 1838, gestorben in Paris 
den 30. September 1910.

—  J a c o b  L ü r o t h , Professor der Mathe
matik an der Universität in Freiburg i.Br., 
geboren in Mannheim den 18. Februar 
1844, gestorben in München den 14. Sep
tember 1910.

—  E u g è n e  R o u c h é , Professor der Mathe
matik am „Conservatoire des arts et 
métiers“ in Paris, geboren in Sommières 
(Gard) den 18. August 1832, gestorben zu 
Lunel den 19. August 1910.

—  T h o r v a l d  N i c o l a i  T h i e l e , früher Pro
fessor der Astronomie an der Universität 
in Kopenhagen, geboren in Kopenhagen 
den 24. Dezember 1838, gestorben daselbst 
den 26. September 1910.

—  W i l h e l m  T h o m é , Professor der Mathe
matik an der Universität in Greifswald, 
geboren zu Dollendorf b. Bonn den 13. März 
1841, gestorben in Köln den 1. Oktober 1910.

—  P h i l i p p  W e i n m e i s t e r , Professor der 
Mathematik an der Forstakademie in Tha
randt, geboren in Kassel den 27 .August 1848, 
gestorben in Tharandt den 27. August 1910.

—  T e m i s t o c l e  Z o n a , Direktor der Stern
warte in Palermo, geboren in Porto Tolle 
(Rovigo) den 7. Mai 1848, gestorben in 
Palermo den 2. Mai 1910.

V orlesungen über G eschichte der 
m athem atischen W issenschaften.

— An der Universität von Illinois in 
Urbana hat Professor G. A. M i l l e r  im 
Sommer 1910 fünf Vorlesungen über die 
historische Entwicklung der Mathematik 
gehalten.
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Sopra una relazione che passa fra due antiche 
soluzioni del problema di Délo.

Di G in o  L o r ia  a Genova

Fra i vari metodi che gli antichi concepirono per inseriré fra due 
segmenti rettilinei due medie proporzionali, ve ne sono due che, almeno 
nella forma sotto cui ci vennero tramandati, per condurre alio scopo esigono 
si proceda per tentativi; uno é  da E u t o c io  attribuito a P l a t o n e 1) ,  mentre 
all’ altro viene dallo stesso commentatore collegato il nome di A p o l l o n io  

Pergeo2), quantunque lo si ritrovi in un’ opera di E r o n e  Alessandrino.3) 
Ma, invece che a tentativi, si pud ricorrere al „método dei luoghi geo- 
metrici“; ed allora si trova, quale linea ausiliare, una medesima curva 
razionale del terzo ordine, la quale, 
per tale ragione, appare come una 
duplicatrice per eccellenza: il mo
strare ció é appunto lo scopo delle 
linee che seguono.

Supposto che i segmenti A B  
=  a e B r  =  b fra cui debbonsi in
seriré le due medie siano disposti 
ad angolo retto (Fig. 1), é noto che 
per seguiré la via indicata da P l a 

t o n e  bisogna determinare sopra i 
prolungamenti di quei segmenti due 
punti A  e E  tali che gli angoli 
TA E , A E A  risultino entrambi 
retti. A tal fine si congiunga r  
ad un punto arbitrario M  della

£

r
/ /

/ Y
/ /

/ /
/  /

/  /
/  /  

y "  /
M \  A  B A'A y

\  X
\  N. / /

/  /
\  \ /  /P \  \  'X

\  /̂ l
V'

E
V

Fig. 1.

1) A rchim edes, Opera omnia, ed. H eib erg  3  (Leipzig 1881), p. 66 —  70.
2) Id. p. 7 6 — 78. A p o llo n iu s , Quae graece exstant, ed. H eib erg  2 (Leipzig 1893), 

p. 1 0 4 — 105.

3) C arra de V a u x , Les mécaniques ou l’élévateur de H éron d’Alexandrie (Paris 
1894), p. 52.
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retta A B ,  si conduca da M. la perpendicolare p  a quella congiungente e 
finalmente si abbassi da A  la perpendicolare n sopra p. 11 luogo geo 
métrico N del piede N  di questa perpendicolare segberá la retta B T  m un 
certo numero di punti, ognuno dei quali, assunto come punto E, dará 
una soluzione del problema. Questo é cosi ndotto alia ricerca dei punti 
comuni alie due linee BT, N. Per determinare di quale specie sia la 
curva N notiamo che, al variare del punto M  sopra la retta A B ,  varia 
puré la retta p  ed inviluppa una parabola avente per fuoco T e A B  per 
tangente al vértice, onde il luogo del punto N  altro non e cbe la podaría 
del punto A  rispetto a questa parabola. Per tróvame l’equazione as- 
sumiamo per assi delle x  e delle y  le due rette B T  e B A  e cbiamiamo 
m  l’ordinata del punto Jf; allora le due rette p  e n avranno per equazioni

b x  — m y  +  m2 =  0; |- +  =  0.

L’equazione cercata si otterrá eliminando m  fra di esse, onde é 

x 3 — x y  (a — y )  -f  b(a — y )2 =  0;

9 8  G in o  L o r ia .

per semplificare questo risultato porremo

a — y =  X ,  x  =  Y  
ed otterremo cosi l’equazione

(1) Y ( X 2 +  Y 2) +  X ( b X - a Y )  =  0.

La curva é dunque un’ ofiuride.1)
y Nel secondo dei 

metodi sopra ri- 
cordati si suppone 
ancora di avere 
disposti ad angolo 
retto i due seg- 
menti a¡3 =  a, (iy 
=  b fra cui deve 
effettuarsi l’inser- 
zione di due me
die (Pig. 2), s’im- 
magina di com
pletare il rettan- 
golo a ¡i y 8 e di 
segnarne il centro 
£ e si riduce la

1) Cfr. G. L o r ia , Spezielle algebraische und transzendente ebene K urven , 1. Aufl. 
(Leipzig 1902), p. 49; 2. Aufl. (Leipzig 1910), 1. Bd., p. 60.



questione a condurre per il punto d una retta tale che, dettene r¡ e £ le inter- 
sezioni con le rette dy  e da, sia arj =  e£. Ora per far cio si puo procedere 
come segue: si conduca per il punto /í una trasversale arbitraria a tagliare 
in p la retta yd e se ne determini la seconda intersezione v con la circon- 
ferenza di centro s e raggio ay, variando quella trasversale il punto v 
genererá una linea N, di cui ogni intersezione con la retta da conduce 
ad una soluzione del problema. Per trovare l'equazione della curva N  
sceglieremo come assi coordonati le rette fia e Py, le coordinate del 
punto s saranno — > — e come equazione della trasversale guidata per p 
si potra assumere la seguente

V  =  QX.

La circonferenza di centro e e raggio ay é invece rappresentata dall’equa- 
zione

+  V* -  {ax +  by) =
Q 9

L equazione della linea N nascerá eliminando p fra le due ultime equa- 
zioni scritte, onde é

> ■ -« *  +  » ( » -

Liberata dai divisori quest’ equazione si vede conteneré il fattore y — I 
(come era facile prevedere); tolto il quale rimane

(2) y{xi + y2) +  x(bx — ay)  =  0.

L’identitá di questa equazione con la (1) mostra che la curva da 
essa rappresentata é di nuovo un’ ofiuride. Cosi resta dimostrato 
quanto asserimmo nell’ esordio e di questa curva viene segnalata una 
nuova generazione.

Sopra una relazione che passa fra due antiche soluzioni del problema di Délo. 9 9
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H e i n r i c h  S u t e i i .

Das Bucli der Seltenheiten1) der Rechenkunst 
von Abu Kamil el-Misrl.

Ü bersetzt und mit Kommentar versehen  
von H e i n r i c h  S u t e r  in Zürich.

Im N am en  G ottes, des B arm herzigen  und G nädigen! E s sp rich t  
S h o d jä '  b . A sl a m , bekannt unter dem N am en  A b u  K a m il : Ich  k enne eine  
besondere A rt von R ech n u n gen , die bei V ornehm en  und G eringen , bei 
G elehrten und U n geleh rten  zirku lieren , an denen sie sich  ergötzen  und  
die sie neu und schön finden; es fragt einer den ändern (über ihre A u f
lö s u n g )2), dann wird ihm  m it einer u n gen au en , nur verm u tu n gsw eisen  
A ntw ort gean tw ortet, sie  erkennen darin w eder ein  P rinzip  n och  eine  
R egel. E s p flegten  v iele  V ornehm e und G eringe m ich  über A u fgab en  
der°R echenku nst zu fragen , dann antw ortete ich  ihnen  für jed e einzelne  
A ufgabe m it der ein zigen  A n tw ort, w enn es k eine andere gab; aber oft  
gab es für eine A ufgabe zw e i, d rei, v ier und m ehr A n tw orten , o ft auch  
w ar eine A ntw ort unm öglich . J a , es ge lan g te  sogar zu m ir eine A u f
gab e, die ich lö ste  und für die ich  sehr v ie le  L ö su n g en 3) fand; ich  prüfte  
die Sache eingehender und kam  auf 2 6 7 6 4) r ich tige  L ösungen . D a war 
m eine V erw underung hierüber groß , und ich  m achte die E rfah ru n g , daß 
ich , w enn ich  von  dieser E n td eck u n g  erzäh lte , angestau n t oder u n fä h ig  
erachtet wurde, oder daß d iejen igen , die m ich  n ich t kannten, e inen  fa lsch en  
V erdacht gegen  m ich  faßten. D a en tsch loß  ich m ich , über d iese R ech 
nungsart ein B u ch  zu schreib en , um  die B eh an d lu n g  derselben zu er
leich tern  und (dem  V erstän dn is) näher zu bringen. D ieses habe ich  nun

1 ) T arifa , pl. T a rä ’if  =  seltene, kostbare  Sache.
2) W as in  runden  K lam m ern s te h t, is t  von m ir zur näh eren  E rlä u te ru n g  

h inzugefügt.
3) So übersetze ich  k ü n ftig h in  m ehr m ath em atisch  das a rab isch e  d jaw äb , 

pl. ad jw iba  =  A n tw ort; A bu K Im il b rau ch t d ie P lu ra lfo rm  d jaw äb ä t.
4) D er T ext h a t  u n rich tig  2696; 70 und  90 können  im  A rab ischen , w enn sie in  

W orten  ausg ed rü ck t s in d , le ich t verw echselt w erd en ; sp ä te r  e rsch e in t noch e inm al 
die fa lsche, ab er auch einm al die rich tig e  Zahl.



begonnen, und ich werde die Auflösungen erklären für die Aufgaben1), 
die mehrere Lösungen haben, und für diejenigen, die nur eine, und für 
solche, die gar keine Lösung haben, mit Hilfe eines sicheren Verfahrens; 
endlich werde ich die Aufgabe behandeln, von der ich gesagt hahe, daß 
sie 2676 Lösungen habe. Dann werden der Verdacht und die Vermutungen 
wieder verschwinden, und meine Aussprüche werden bekräftigt werden, 
und die Wahrheit wird zum Vorschein kommen. Wenn ich über diese 
und ähnliche Aufgaben noch mehr von den (verschiedenen) Meinungen 
hinzufügen wollte, die mir in betreff der großen Zahl der Lösungen zu
gekommen sind, so würde die Sache zu weitläufig werden.

Zu dieser Art von Rechnungen gehört, Gott stärke dich2), folgende 
Aufgabe: Eine Ente (ist zu kaufen) für 5 Drachmen, 20 Sperlinge3) für 
1 Drachme, ein Huhn für 1 Drachme und ähnliches mehr; es werden 
dir 100 Drachmen oder mehr oder weniger gegeben, und es werde zu 
dir gesagt: Kaufe dir dafür im ganzen 100 Vögel oder mehr oder weniger 
von diesen verschiedenen Arten; die Antwort für solche und ähnliche Auf
gaben besteht dann darin, daß du sagst: Von den Enten so viele, von
den Sperlingen so viele, von den Hühnern so viele, (natürlich) ganze,
kein Bruch dabei, d. h. keine halben, drittel, viertel usw. Vögel; und
wenn bei einer Art ein Bruch vorkäme, so darfst du ihn auch nicht mit 
einem Bruche einer anderen Art vereinigen (um so Ganze zu erhalten). 
Wenn der Fragesteller zufrieden wäre mit diesem (d. h. mit Lösungen in 
Brüchen), so bekäme er in allen Aufgaben dieser Art Lösungen ohne 
Zahl, die nur beschränkt würde durch die Hinfälligkeit (den Tod) des 
Antwortenden.4) — Der Fragesteller darf aber auch andere Fragen stellen, 
indem er z. B. sagt: Wenn dir 100 Drachmen oder mehr oder weniger 
gegeben werden, und zu dir gesagt wird: verteile sie unter 100, oder 
mehr oder weniger Personen, Männer, Frauen,* Knaben usw., und gib 
jedem Manne so viel, jeder Frau so viel, jedem Knaben so viel usw., 
wie viele Männer, Frauen, Knaben usw. sind da? Oder es werde gesagt: 
Kaufe daraus Schwerter und Lanzen oder verschiedene andere solcher 
Dinge, die keine Teilung zulassen, wenn dann die Zahl der Arten dieser 
Dinge bekannt ist, und ein Schwert so viel kostet, eine Lanze so viel 
und ein Bogen so viel, wieviel Stücke trifft es auf jede Art? Der 
Fragende kann auch dem Gefragten sagen, ob die Zahl der Männer größer 
oder kleiner sein soll, als die der Frauen, oder die der Knaben usw. Ist
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1 ) D er T ex t h a t h ie r  n u r den S ingular.
2 ) d. h. fü r das rich tig e  V erständnis des folgenden.
3) 'U s fü r, pl. 'a sä f ir  =  Sperling , F in k  oder je d e r  k leine  Vogel.
4) So w ird h ie r  die u n end liche  Z ahl d e r L ösungen um schrieben.



nun dieses alles, soweit es möglich ist, festgestellt, so wird der Gefragte 
au die Auffindung der Lösungen gehen, er wird sie genau prüfen un 
wenn unter ihnen solche sind, die der Aufgabe entsprechen, wird der 
Fragesteller zustimmen, wenn solehe sind, die nicht entsprechen, wird er
sagen: dies ist nicht möglich.

Aufgabe l 1) Es werden dir 100 Drachmen gegeben und du sollst
aus diesen 100 Vögel von drei Arten kaufen: Enten, Hühner und Sper
linge; eine Ente kostet 5 Drachmen, je 20 Sperlinge 1 Drachme ein 
Huhn 1 Drachme, so ist die Rechnung folgende: Nimm die Z a h le r  
Enten =  x an, so kosten sie bx  Drachmen und die Zahl der Sperlinge y, 
so kosten sie ± y  Drachmen2), dann bleiben von den (100) Drachmen 
noch übrig: 100 - b x  -  von der Zahl der Vogel bleiben noch • 
100 -  x -  V3) Da nun ein Huhn 1 Drachme gekostet hat, ist die Zahl 
der übrigbleibenden Vögel, d. h. 100 -  .  -  Sf der Zahl der übrig
bleibenden Drachmen, d.h. 1 0 0 - 6 * - * *  nachdem wiederhergestellt 
und ausgeglichen worden ist, hat man: 4 * - g y  (geschrieben: ^  und 
1 V) also y =  4x  +  Ax. Da wir die Zahl der Enten =  * und die Zahl 
der Sperlinge =  y gesetzt haben, so ist klar, daß die Zahl der Sperlinge 
gleich 4 mal und ¿m al die Zahl der Enten beträgt Nehmeri wir nun 
die Zahl der Enten =  19 an, so ist notwendig die Zahl der Sper g ,
also die Zahl der Hühner = 1 ,  weil diese =  100 weniger die Zahl 
Enten weniger die Zahl der Sperlinge ist. -  Diese Aufgabe laßt keine 
andere Lösung zu, denn soeben wurde gezeigt, daß die Zahl Sper 
4mal und ¿m al die Zahl der Enten betrage, also ist die kleins e Z h
für die Enten, damit kein Bruch entstehe, 19, würden wir aber die Zahl
der Enten =  38 setzen, so würde die Zahl der Sperlinge =  160 werden 
und so wäre die Aufgabe unvernünftig, denn die Zahl einer Art wäre
orößer als die Gesamtzahl (der Vögel).

Aufgabe 2 Wenn dir 100 Drachmen gegeben werden und zu dir
o-egao-t wird: Kaufe aus diesen 100 Vögel von drei Arten, Enten Tauben 

nd 'Hühner die Ente zu 2 Drachmen, je 3 Tauben zu 1 Drachme unc 
je 2 Hühner zu 1 Drachme, eo ¡et die Rechnung folgende: Dn kaufst 

Tauben für * *  Drachmen und y Hühner für , y  Drachmen, dann
t iAA i r — U  Drachmen, der Enten bleiben noch

10 0  T x - y ,  und da jede 2*Drachmen kostet, so kosten alle 200 - 2 x -  2y

Die A ufgaben  sind  im  T ex t n ich t n um eriert.
2) D ie e rste  U nbekann te  (x) n en n t S hod ja ', wie a lle  a rab isch en  M athem atiker,

0hap - D i n g ;  die zw eite (y) n e n n t er d ln ä r (D enarius) =  e in  G oldstück.
31 Alle in  der A bhan d lu n g  vorkom m enden G le ichungen  sind , w ie in  dei A lgebra

de8 Mu b M üsa, v o lls tänd ig  in  W o rten  au sg e d rü c k t, d ie  le tz te re  h e iß t also in
Ü berse tzu n g : H u n d e rt Vögel w en ig er ein D ing u n d  w en iger e in  D in ar.

^ Q 2  H e i n r i c h  S u t e r .



Drachmen und dies ist gleich dem, was von den Drachmen übriggeblieben 
ist, also =  100 — j-x — \ y .  Gleiche aus, so hast du: 100 — l \ y  =  1-f-z1), 
also ist x =  60 -  da wir nun die Zahl der Tauben =  x gesetzt haben 
und die Zahl der Hühner =  y, so ist die Zahl der Tauben gleich 60 
weniger ^ der Zahl der Hühner; die kleinste mögliche Zahl für die Zahl 
der Hühner ist also 10, nehmen wir diese so an, so wird die Zahl der 
Tauben =  51, also die Zahl der Enten =  39, also gibt es 51 Tauben, 
10 Hühner und 39 Enten. — Es sind aber für diese Aufgabe, wie ich 
im folgenden zeigen werde, noch andere Lösungen möglich; es wurde 
nämlich gezeigt, daß die Zahl der Tauben gleich 60 weniger ^ der Zahl 
der Hühner sei, nun können wir immer weitere 10 zu der Zahl der 
Hühner hinzufügen, was dann jedesmal übrigbleibt von 60, nachdem man 
^ der jeweilen um 10 vermehrten Zahl der Hühner abgezogen hat, ist 
die Zahl der Tauben2), und was dann jeweilen noch übrig bleibt von den 
100, ist die Zahl der Enten.3) Dieses Verfahren (d. h. die Zahl der 
Hühner immer um 10 vermehren) setzt man fort, solange ^ der Zahl der 
Hühner noch kleiner ist als 60, wenn aber diese Zahl die 60 überschreitet, 
so hört das Richtige auf und die Lösung ist falsch. Addieren wir also 
zu der zuerst angenommenen Zahl 10 der Hühner noch 10, so wird die 
Zahl derselben 20, subtrahieren wir ^ von 20 von 60, so bleiben 42, 
und dies ist die Zahl der Tauben, und was von 100 übrig bleibt, ist die 
Zahl der Enten und diese ist 38.4) Nimmt man die Zahl der Hühner 
30 an, so wird die Zahl der Tauben 33 und die Zahl der Enten 37; ist
die Zahl der Hühner 40, so ist die der Tauben 24, die der Enten 36;
ist die Zahl der Hühner 50, so ist die der Tauben 15, die der Enten 35;
ist die Zahl der Hühner 60, so ist die der Tauben 6, die der Enten 34.
Hier hören die richtigen Lösungen auf, denn wenn wir noch ein weiteres 
10 zur Zahl der Hühner hinzufügen, so ist ihre Zahl 70, und ^ hiervon
sind 63, also größer als 60 und es sollte nun größeres von kleinerem
abgezogen werden, was unmöglich ist.5) Diese Aufgabe hat also 6 richtige 
Lösungen.6)

Aufgabe 3. Wenn dir 100 Drachmen übergeben werden und zu dir 
gesagt wird: Kaufe dafür 100 Vögel von vier Arten, Enten, Sperlinge, 
Tauben, Hühner, die Ente zu 4 Drachmen, 10 Sperlinge für 1 Drachme7), 
2 Tauben für 1 Drachme und das Huhn zu 1 Drachme, so ist die

1) Hier hat der Text bloß x. 2) Der Text hat hier „Enten“.
3) Der Text hat „Tauben“.
4) Von hier an kürze ich die sehr breite Darstellung wesentlich.
5) Wörtlich: dies ist ein Widerspruch und unmöglich.
6) Dieselben werden zum Überfluß nochmals aufgezählt.
7) Hier hat der Text unrichtig: und die Sperlinge zu 10 Drachmen.
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Rechnung folgende: Du kaufst x Enten für 4a; Drachmen, y Sperlinge 
für YoV Drachmen und z Tauben1) für \ z  Drachmen-, dann bleiben von 
den Drachmen noch übrig 104 — 4 x — ~̂ y — \ s ,  und für die Hühner 
bleibt die Zahl 100 — x — y — z\ wie wir gesagt haben, kostet 1 Huhn 
1 Drachme, also ist der Preis für die Hühner gleich ihrer Anzahl, mithin 
ist 100 — X — y — z =  100 — 4 x — ¡-0y — \  z, gleicht man aus, so erhält 
man X =  +  \ z. Setze nun y  =  10, oder gleich einem Vielfachen
von 10, so ist dies die Anzahl der Sperlinge, und z =  6, oder gleich 
einem Vielfachen von 6, so ist dies die Anzahl der Tauben, dann ist x, 
d. h. die Anzahl der Enten =  4, denn dies ist gleich der Zahl der 
Sperlinge mehr der Zahl der Tauben; die Anzahl der Hühner ist nun 
die Ergänzung dieser Zahlen (10, 6 und 4) bis auf 100, also gleich 80; 
dies ist eine Lösung. Willst du eine zweite Lösung, so vermehre die 
Zahl der Sperlinge wieder um 10, lasse die Zahl der Tauben unverändert 
gleich 6. die Anzahl der Enten ist dann wieder gleich ^ der Zahl der 
Sperlinge mehr |  der Zahl der Tauben; so entsteht bei jeder Vermehrung 
der Zahl der Sperlinge um 10 eine andere Lösung als die erste. Dieses 
Verfahren wird fortgesetzt, bis die Zahl der Sperlinge auf 70 gelangt ist, 
von da an ist keine Vermehrung mehr möglich, weil, wenn die Zahl der 
Sperlinge 80 würde, und die Zahl der Tauben 6 wäre, dann die Zahl der 
Enten auf 25 käme (f0 von 80 +  \  von 6), also die Zahl der Sperlinge 
Tauben und Enten zusammen schon größer als 100 wm-e, und doch soll 
sie mit der Zahl der Hühner erst 104 ausmachen. Wenn du also bis 
auf 70 (für die Zahl der Sperlinge) gelangt bist so gehe wieder zur 
ersten Lösung zurück und vermehre nun die Anzahl der Tauben jedesmal 
um 6 ohne die Anzahl der Sperlinge (10) zu verändern; du erhältst dann 
zuerst 12 Tauben und die Zahl der Enten wird dann 5 (10 von 10 +- 
von 12), also ist die Zahl der Hühner die Ergänzung dieser Zahlen (10 
S  und 5) bis auf 100, d. h. 73. Hierauf lasse die Zahl der Tauben auf 
,2 stehen und vermehre die Zahl der Sperlinge jedesmal um 10; dies 
kannst du’ fortsetzen, bis die Zahl der Sperlinge auf 60 gestiegen ist, 
weiter hinauf ist es unmöglich zu gehen, wie man auf dieselbe Weise 
wie vorher zeigen kann. Dann gehe wieder zum Anfang zuruck und ver- 

hre die Zahl der Tauben nochmals um 6, dann hast du 18, und lasse 
d̂  L Z  der Sperlinge auf 10 stehen, dann hast du als Zahl der Enten 
fi f 3  ̂von 10 4- |  von 18), also als Zahl der Hühner 66. Hierauf lasse 
die Zahl der Tauben auf 18 stehen und vermehre die Zahl der Sperlinge 
jedesmal um 10; dies kannst du fortsetzen, bis die Zahl der Sperlinge

1 ) D ie d r itte  U n b ekann te  (*) n e n n t S h o d j ä '  fa ls , pl. fu lüs -  O bolus, Pfennig, 

wie auch  H. C h a l f a  UI, 63 ang ib t.
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auf 60 gestiegen ist, von da an ist eine Vermehrung unmöglich. Dann 
vermehre wieder die Zahl der Tauben um 6, so daß sie jetzt 24 beträgt 
und lasse die Zahl der Sperlinge wie im Anfang gleich 10, dann hast du 
als Zahl der Enten 7, also als Zahl der Hühner 59.*) Dann lasse die 
Zahl der Tauben auf 24 stehen und vermehre die Zahl der Sperlinge
jedesmals um 10; dies kannst du fortsetzen bis die Zahl der Sperlinge
auf 50 gestiegen ist, von da an ist eine Vermehrung unmöglich. Dann 
kehre wieder zurück und vermehre die Zahl der Tauben wieder um 6, 
dann ist ihre Zahl 30, und setze die Zahl der Sperlinge (zuerst) gleich 10, 
und verfahre weiter wie vorher, indem du wieder die Zahl der Sperlinge 
jedesmal um 10 vermehrst, bis ihre Zahl 40 beträgt, von da an ist keine 
Vermehrung mehr möglich. Mit der Vermehrung der Tauben um 6 fahre 
nun so weiter fort, und verfahre auch wie vorher mit der Zahl der 
Sperlinge, bis die Zahl der Tauben auf 66 gestiegen ist2), und die Zahl 
der Sperlinge 10 beträgt, dann ist die der Enten 143) (^ von 10 -f J 
von 66) und für die Hühner bleibt noch die Zahl 10.

Setzest du nun aber (im Anfang) die Zahl der Sperlinge gleich 5
(statt 10) und die der Tauben gleich 3 (statt 6), so wird die Zahl der
Enten gleich 2 (®0 von5 +  y  von3) und die Zahl der Hühner wird gleich 90.4) 
Fährt man nun in der gleichen Weise wie vorher fort, so erhält man 
wieder richtige Lösungen; man lasse also zunächst wieder die Zahl der 
Tauben gleich 3 und vermehre die Zahl der Sperlinge jedesmal um 10, 
so erhält man wieder die Zahl der Enten, indem man ^ der Zahl der 
Sperlinge und 7 der Zahl der Tauben vereinigt, und die Zahl der Hühner, 
indem man die jeweilige Ergänzung bis auf 100 bestimmt. So kann man 
fortfahren, bis die Zahl der Sperlinge auf 65 gestiegen ist, eine weitere 
Vermehrung ist nicht möglich. Hierauf vermehrst du die Zahl der 
Tauben um 6, so daß sie jetzt 9 beträgt, und lassest zuerst die Zahl der 
Sperlinge gleich 5, vermehrst sie dann nachher jedesmal um 10, wie es 
vorher gemacht Avurde; so kannst du auf diese Weise fortfahren, bis die 
Zahl der Tauben auf 69 gestiegen ist, und die Zahl der Sperlinge 5 be
trägt.5) Auf diese Weise ergeben sich 986) Lösungen dieser Aufgabe, 
von denen ich dir eine Anzahl in folgende Tabelle eingetragen habe:7)

1 ) D er Satz „ d a n n  h ast du . . . H ühner 5 9 “ feh lt im  Text.
2) Siehe K om m entar.
3) D er T ex t h a t  1 1 .
4 )  D er le tz te re  Satz feh lt im  Text.
6) Siehe K om m entar.
6) D er T ex t h a t  infolge der be iden  F eh ler (s. K om m entar) n u r 96.
7) E r fü g t h inzu : „ d am it sie in  deinen H än d en  se i, w enn du  e tw as suchst, 

e rle ich te rt w erde d ir  dein W unsch, so G ott w il l!“



1 0 6  H e i n r i c h  S d t e r .

S perlinge 1 T auben E n ten H ühner

10
1

6 4 80
20 6 7 67
30 6 10 54
40 6 13 41
50 G 16 28
60 6 19 15
70 6 22 2
10 12 5 73
20 12 8 60
30 12 11 47
40 12 14 34
50 12 17 21
60 12 20 8
10 18 6 66
20 18 9 53
30 18 12 40
40 18 15 27
50 18 18 14
60 18 21 1
10 24 7 59

Aufgabe 4. Es werden dir 100 Drachmen übergeben und es werde 
zu dir gesagt: Kaufe dafür 100 Vögel von vier Arten, Enten, Tauben, 
Lerchen, Hühner, die Ente zu 2 Drachmen, 2 Tauben für 1 Drachme, 
3 Lerchen für 1 Drachme und das Huhn zu 1 Drachme, so ist die Rech
nung folgende: Du kaufst x Enten für 2x  Drachmen, y Tauben für -\y  
Drachmen, z Lerchen für \ z  Drachmen, dann bleiben von den Drachmen 
noch 100 — 2x  — \ y  — \ z  übrig, und die Zahl der Hühner ist noch 
100 — x — y — z\ du kaufst das Huhn zu 1 Drachme, also ist der Preis 
der Hühner gleich ihrer Anzahl, also hast du die Gleichung: 100 — x — y 
— z =  100 — 2 X — \  y -  hieraus erhältst du nach Ausgleichung: 
% — ^ y  _j- -|- Nun setze y, d. h. die Zahl der Tauben gleich 2, und z, 
d. h. die Zahl der Lerchen gleich 3, dann wird x, d. h. die Zahl der 
Enten gleich 3, also ist die Zahl der Hühner, was noch übrig bleibt von 
100, d. h. 92. Nun untersuchst du, welche weiteren Lösungen die Aufgabe 
noch habe, nach dem was vorangegangen ist, und du wirst finden, daß 
sie 304 Lösungen hat; ich habe einige derselben für dich in folgende 
Tabelle eingetragen1):

1) Hier folgt derselbe Satz wie oben.
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Tauben Lerchen Enten Hühner

2 3 3 92
4 3 4 89
6 3 5 86
8 3 6 83

10 3 1 80
12 3 8 77
14 3 9 74
16 3 10 71
18 3 11 68
20 3 12 65
22 3 13 62
24 3 14 59
26 3 15 56
28 3 16 53
30 3 17 50
32 3 18 47
34 3 19 44
36 3 20 41
38 3 21 38
40 3 22 35

Aufgabe 5. Wenn dir 100 Drachmen übergeben werden und zu dir 
gesagt wird: Kaufe für sie 100 Yögel von drei Arten, Enten, Hühner, Sper-
linge, die Ente zu 3 Drachmen, 3 Hühner für 1 Drachme, 20 Sperlinge
für 1 Drachme, so ist keine Lösung möglich, wie sich aus folgendem 
ergibt: Wenn du x Enten für 3x  Drachmen, y Sperlinge für ^ y  Drachmen 
gekauft hast, so bleiben von den Drachmen 100 — 3x — y übrig, und 
für die Hühner bleibt noch 100 — x — </; du kaufst aus den übrigen 
Drachmen Hühner und zwar, wie gesagt, 3 für 1 Drachme, so erhältst 
du dafür 300 — 9 x — ~ y x) Hühner, und dies ist also = 1 0 0  — x — y\ 
nach der Ausgleichung hast du: 200 + f0y2) =  3x, also ist x =  25 +  ^ ys) ; 
da wir die Zahl der Enten gleich x und die Zahl der Sperlinge gleich y 
gesetzt haben, so ist die kleinstmögliche Zahl für die Sperlinge 160, denn 
so viel ist nötig, damit davon ganzzahlig werde; dann wäre aber die 
Zahl der Sperlinge größer als die Gesamtzahl der Vögel, dies ist ein 
Widerspruch.

1) Für A hat der Text A + A.
2) Dafür hat der Text A_lJ_.

10  1 20

3) Der Text hat unrichtig A - f A ,  es sollte heißen: A +  rD •iu  zu 10 i lb()



Aufgabe 6. Wir kommen nun zu der Aufgabe, von der wir im 
Anfang unserer Schrift gesagt haben, daß sie 2676 Lösungen habe, sie 
lautet also: Wenn dir 100 Drachmen gegeben werden und zu dir gesagt 
wird: Kaufe dafür 100 Vögel von fünf Arten, Enten, Tauben, Ringel
tauben1), Lerchen und Hühner, die Ente zu 2 Drachmen, 2 Tauben für 
1 Drachme, 3 Ringeltauben für 1 Drachme, 4 Lerchen für 1 Drachme,
1 Huhn zu 1 Drachme, so ist die Rechnung folgende: Du kaufst x  Enten 
für 2x  Drachmen, y Tauben für 1 y Drachmen, z Ringeltauben für \-z 
Drachmen, m2) Lerchen für \ u Drachmen, so bleiben von den Drachmen 
noch übrig 1 0 0 - 2 und für die Hühner bleibt die 
Zahl 100 — x — y — z — w; da nun 1 Huhn 1 Drachme kostet, so hat 
man die Gleichung:

100 -  x  -  y -  e -  u  =  100 -  2 x  -  ± y  -

nach der Ausgleichung hat man:

* =  | ! / + 23« +  7 m- 
Da wir die Zahl der Tauben =  y,  die Zahl der Ringeltauben =  z,  die 
Zahl der Lerchen =  u gesetzt haben, und die Zahl der Enten =  x, so ist 
die Ergänzung bis auf 100 jeweilen gleich der Zahl der Hühner; du 
kannst nun (zuerst) y =  1, z — 3 und u =  2 setzen; im allgemeinen ist 
es freilich notwendig, daß du für y die kleinste Zahl setzest, die durch 2 
teilbar ist, und diese ist 2, und für u die kleinste Zahl, die durch 4 teilbar 
ist, und diese ist 4. Daß wir zuerst y =  1 und u =  2 gesetzt haben, 
geschah deshalb, weil ja dann \ y  und \-u  zusammen = 2 ,  d. h. eine 
ganze Zahl ausmacht3); hierzu addieren wir \ z ,  d. h. 2; da wir 0 =  3 
gesetzt haben, so haben wir x — 4. In allen Aufgaben dieser Art, die 
dir begegnen, schlage nun diesen Weg ein, so wirst du schließlich sämt
liche Lösungen der Aufgabe erhalten, so Gott will.4) Wenn wir dann
mit dieser (ersten) Art unseres Verfahrens fertig geworden sind und die 
Sache gründlich durchgeführt haben, wenden wir uns wieder zu unserer 
zweiten Annahme5), wo wir y =  2, z =  3, u =  4 gesetzt und x  =  6 ge
funden haben.

Wir beginnen also mit der ersten Art und setzen y =  1, 0 =  3, 
u =  2, dann ist x =  4 und dies sind die Enten, wie du in der Tafel

1 ) F ä k h i ta , pl. faw äk h it =  E in geltaube.
2) Für diese vierte Unbekannte gebraucht S h o d j ä '  das Wort khutam oder 

khatim, pl. khawätim =  Siegel, Ende.
3) Daß y  =  1 und u — 2 die kleinste) öglichen Werte für diese Unbekannten

sind, ist wohl auch noch mit ein Grund, daß diese zuerst genannt wurden.
4) Dieser Satz paßt nicht gerade hierher, die Ordnung der Sätze scheint hier

etwas gestört worden zu sein. 5) Wörtlich „Seite“.

^ Q g  H e i n r i c h  S u t e r .



siehst, und was als Ergänzung bis 100 bleibt, sind die Hübner und das 
sind 90. Dann schreibe für die Zahl der Ringeltauben (sz) zwei 3 (je
weilen schief) untereinander in die Tabelle, wie du siehst, und ebenso für 
die Zahl der Lerchen (w) zwei 2 (schief) untereinander, und vermehre die 
Zahl der Tauben (y) um 2, dann beträgt sie 3, dann ist die Zahl der
Enten (x) =  5, d. h. y  von 3 mehr J- von 3 mehr |  von 2, also die
Zahl der Hühner die Ergänzung bis auf 100, d. h. 87. Dann vermehre
die Zahl der Tauben wieder um 2, so hast du 5, und lasse die Ringel
tauben =  3 und die Lerchen =  2, dann ist die Zahl der Enten =  6 und 
die der Hühner =  84, wie du in der Tafel siehst.1) So fahre fort, bis

Das Buch der Seltenheiten der Rechenkunst von Abu Kami! el-Misrl. 109

auben Ringeltauben Lerchen Enten Huhn

1 3 2 4 90
3 3 2 5 87
5 3 2 6 84
7 3 2 7 81
9 3 2 8 78

11 3 2 9 75
13 3 2 10 72
15 3 2 11 69
17 3 2 12 66
19 3 2 13 63
21 3 2 14 60
23 3 2 15 57
25 3 2 16 54
27 3 2 17 51
29 3 2 18 48
31 x 3 2 19 45
33 3 2 20 42
35 3 2 21 39
37 3 2 22 36
39 3 2 23 33

die Zahl der Tauben auf 59 gekommen ist und die der Enten auf 33 
und die Hühner auf 3. Dann vermehre die Zahl der Lerchen um 4, so 
daß sie 6 werden, lasse die Ringeltauben auf 3 stehen und nimm die 
Zahl der Tauben (zuerst) wieder 1 an, dann ist die Zahl der Enten =  7 
und die der Hühner =  83, wie du in der Tafel siehst2); dann vermehre

1) Wir stellen die Tafel hierher, wiewohl sie erst zwei Seiten nachher folgt.
2) Diese und die nachher erwähnten Tafeln sind nicht mehr vorhanden, ich 

lasse daher auch künftig diesen hinweisenden Satz weg.



die Zahl der Tauben immer wieder um 2, lasse das übrige wie vorher 
und verfahre ebenso, bis die Zahl der Tauben auf 551), die der Enten auf 
342), und die der Hühner auf 2 3) gelangt ist usf.4) In allen Fällen 
fahre so lange fort, bis du zu Ende gekommen bist, und dies findet 
jedesmal dann statt, wenn die Hälfte der Tauben und zwei Drittel der 
Ringeltauben und drei Viertel der Lerchen zusammen 100 oder mehr aus
machen; dann kehre so weit zurück, bis jene Summe kleiner als 100 wird, 
so daß für die Hühner noch etwas übrig bleibt. So fahre also fort, bis 
die Zahl der Tauben auf 3, die der Ringeltauben auf 3, die der Lerchen 
auf 50, die der Enten auf 41 und die der Hühner auf 3 gekommen ist. 
Von hier an hört nun die Zahl 3 der Ringeltauben auf, bis jetzt hast du 
212 Lösungen erhalten; nun erhöhe jene 3 der Ringeltauben auf 6, die 
Zahl der Tauben nimm 1 an, und lasse die Zahl der Lerchen wieder 2, 
so wird die Zahl der Enten =  6, und für die Hühner bleibt die Zahl 85. 
Dann verfahre mit der Zahl der Tauben, Ringeltauben und Lerchen wie 
vorher, bis die Zahl der Tauben auf 1, die der Ringeltauben auf 6, die 
der Lerchen auf 50, und die der Enten auf 42 gekommen ist, dann ist 
die der Hühner =  1. Nun ist es mit den Lösungen, in denen die Zahl 
der Ringeltauben =  6 beträgt, zu Ende, und die Zahl der Lösungen, die 
du bis jetzt hast, beträgt 403. Nimm jetzt die Zahl der Ringeltauben =  9 
an, die Zahl der Lerchen wieder =  2 und die der Tauben =  1, so ist die 
Zahl der Enten =  8, also die der Hühner =  80; dann verfahre wieder 
wie vorher. Und so fahre nun auch mit der Vermehrung der Ringel
tauben um 3 immer fort, bis die Zahl dieser auf 51, die der Lerchen
auf 6, die der Enten auf 39, die der -Tauben auf 1 und die der 
Hühner auf 3 gekommen ist.5) Dann hast du bis jetzt im ganzen 14426) 
Lösungen.

Nun kehre zur zweiten Annahme zurück, wo wir die Zahl der Tauben 
=  2, die der Ringeltauben = 3 ,  die der Lerchen = 4  gesetzt haben, 
woraus sich dann für die Enten die Zahl 6 und für die Hühner die Zahl
85 ergab. Dann verfahre ganz gleich, wie du bei der ersten Annahme

H e i n r i c h  S d t e r .

1) Der Text hat 51. 2) Der Text hat 35.
3) Der Text hat 1; die Zahlen des Textes stimmen für die Lerchenzahl 10

(statt 6), die im Text ausgelassen worden ist, ich habe darum auch die Stelle für 
die Lerchenzahl 14 weggelassen.

4) Hier wiederholt der Verfasser nochmals das Verfahren, d. h. Vermehrung 
der Lerchen je um 4, Beibehaltung der Zahl 3 für die Ringeltauben usw., ich lasse 
diese Stelle weg.

5) Dieses ist nicht die letzte Lösung, sondern: 64 Ringeltauben, 2 Lerchen, 
39 Enten, 3 Tauben, 2 Hühner.

6) Die richtige Zahl ist, wie ich durch genaue Prüfung gefunden habe, 1443,



verfahren bist1), bis die Zahl der Ringeltauben auf 51, die der Lerchen 
auf 4, die der Enten auf 39, die der Tauben auf 4 und die der Hühner 
auf 2 gekommen ist; dann hast du im ganzen nach beiden Annahmen 
2676 Lösungen gefunden. — Lob sei Gott für das, was er hiervon uns 
gelehrt hat, für alle Zeiten! [Wenn du willst, so verfahre mit den Lerchen, 
wie du verfahren bist mit den Ringeltauben und mit den Ringeltauben, 
wie du verfahren bist mit den Lerchen und mit den Tauben auch in 
gleicher Weise, so Gott will.]2) Beendigt ist das Buch mit dem Lobe 
Gottes und seines Propheten.
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Anhang.
Auf Fol. 101 102 befindet sich, durch 42 Blätter getrennt von der

Abhandlung S h o d j ä ' s ein Bruchstück, und zwar das Ende einer Arbeit 
über den gleichen Gegenstand, das ich ebenfalls hier in Übersetzung 
wiedergebe. Für das Weitere vergleiche man den Schluß des Kommentars:
............ (die Zahl z der Sperlinge ist also) 60 — x — y, und ihr Wert
(t* )  mithin =  8 y 3) ja: — \y 'i  setzen wir dies in die zweite Gleichung 
(3a: -¡- 2 y  +  \ z  =  60) ein4), so erhalten wir:

3 z +  2 y  +  8-f — \ x - \ y  =  60;

gleichen wir aus, so haben wir: 2 \ x +  =  machen wir alles zu
Siebenteln, so erhalten wir: f x  + f y  =  ^ ,  oder: 20a; +  13y =  360.5) 
Hierauf bestimme man nach den Regeln der Zahlenlehre6), wie 360 in 
zwei Teile geteilt werden kann, von denen der eine durch 20, der andere 
durch 13 teilbar ist. Hast du diese gefunden, so ist die Lösung möglich, 
sonst nicht, wenn man die Lösung nur in ganzen Zahlen haben will. Der 
Beweis hierfür ist aufgezeichnet in einer7) Abhandlung, die ich hier weg
lasse wegen ihrer Länge und der Beschränktheit meiner Zeit. Man findet 
die eine Zahl gleich 260, die andere gleich 100; teilen wir 260 durch 13, 
so haben wir 20 und dies ist die Zahl der Hühner, und teilen wir 100

1 ) d. h. verm ehre jew eilen  die T auben  um  2 , die R in g eltauben  um  3 ; die 
Lerchen um  4.

2) W as in  eckigen K lam m ern s te h t,  verstehe ich an  d ieser Stelle  n ic h t, der 
Satz sche in t e ingeschoben zu sein.

3) Der T ex t h a t  nu r

4) D er T ex t lau te t h ie r  etw as a n d ers , ab e r fü r m ich w egen des Feh lens des 
A nfangs unverständ lich .

5) Diese G leichung ohne den N enner 7 feh lt im  Text.
6) S a n ä 'a t e l-a 'd ä d . 7) Im T ex t s te h t d er b estim m te  A rtikel.



durch 20, so haben wir 5 und dies ist die Zahl der Rebhühner; a 
wir beide Zahlen und subtrahieren die Summe von 60, so er a en 
35 und dies ist die Zahl der Sperlinge. Drns ist eine Losung ) der 
Aufgabe; aber sie hat noch viele Lösungen; wenn du die Sache naher 
betrachtest und meinen Weg in diesem Beispiel einschlagst, so wirst  ̂du 
zur Wahrheit gelangen. Schon habe ich dem Rechner von Oman ) 
334 Lösungen übermittelt; ich nahm (nämlich) zuerst von der (an
genommenen) Zahl der Tauben (340) 5 weg und teilte das übrige m die 
möglichen Teile, dann nahm ich von den Tauben 10 weg und teilte das 
übrige wieder in die möglichen Teile, hierauf 15, dann 20, dann 2o usf. 
Jetzt kommt dir noch die Aufgabe zu, jeweilen nur eine (statt fünf) von 
der Zahl der Tauben wegzunehmen, und das Übngbleibende jeweilen auf 
alle möglichen Arten zu teilen; ich habe dies getan und so alle möglichen 
Fälle erschöpft, wie es in der folgenden Tabelle zusammengestellt ist. ) 
Denn bei Gott ist die Hilfe und auf ihn das Vertrauen in jeder Lage! 
Schaue nur auf die wunderbare Ordnung dieser Zahlen!

p } 2  H e in b ic h  S u t e r .

T auben R ebhühner H ühner Sperlinge

1 108 18 273
1 95 38 266
1 82 58 259
1 69 78 252
1 56 98 245
1 43 118 238
1 30 138 231
1 17 158 224
1 4 178 217

Kommentar.
Das arabische Manuskript dieser Abhandlung befindet sich im Leidener 

Kodex Gol. 199 und nimmt dort unter anderen Abhandlungen die sechste 
Stelle ein (fol. 50b — 58b). Die Abschrift wurde zwischen 608 und 615 
d H. (1211 1218 n. Chr.) von dem Schreiber M e s 'F d  b . M u h . b . ' a l F e l -

1 ) „ L ö su n g “ w ird  h ier durch  k ism  =  Teil, A rt w iedergegebeu.
2) Dieses „R ech n er von 'O m a n “ is t unsicher.
3) Von d ieser T abelle  gebe ich  n u r den A n fan g , näm lich  d ie 9 L ösungen , in  

denen  die Z ahl de r T auben  =  1 is t ;  im  T ex t g eh t sie b is zur Z ahl 1 1  de r T au b en  
und  g ib t im  ganzen  98 Lösungen.



D j u l f a r i  Q  gemacht; die Schrift ist klein, hühsch, regelmäßig, doch stört 
oft das Fehlen diakritischer Punkte, auf die Seite kommen 17 Zeilen. Bis 
jetzt ist von dieser Schrift kein zweites Exemplar in arabischer Sprache 
bekannt; in hebräischer Übersetzung existiert sie noch in München2), und 
in lateinischer sehr wahrscheinlich im Pariser Manuskript 7377 A, Nr. 6 
unter dem Titel: „Anonymi tractatus de arithmetica“. Herr Prof. Dr. 
E. W ie d e m a n n  in Erlangen ließ das Manuskript von Leiden zu seinem 
eigenen Gebrauch kommen und verschaffte mir auf meinen Wunsch hin 
Photographien in Weiß auf Schwarz von dieser Abhandlung und vom 
Anhang, für welches Entgegenkommen ich ihm an dieser Stelle den ver
bindlichsten Dank ausdrücke. Ebenso halte ich mich zum besten Dank 
verpflichtet gegenüber der Verwaltung der kgl. Universitätsbibliothek zu 
Leiden, die mir den Kodex noch zur nachträglichen näheren Untersuchung 
nach Zürich (Universitätsbibliothek) gesandt hat.

Was den Verfasser der Abhandlung, S h o d j ä '  b . A s l a m , anbetrifft, so 
verweise ich auf meine Arbeit: Die Mathematiker und Astronomen der 
Araber und ihre Werke3)-, er ist nach M u h . b . m u s ä  e l - K h w ä r iz m i  der 
älteste arabische Algebraiker, von dem uns noch Schriften erhalten sind. 
Er lebte zirka 900 n. Chr. in Ägypten, seine Blütezeit fällt eher noch 
vor dieses Jahr. Er war nach dem, was wir bis jetzt von ihm kennen, 
einer der bedeutendsten Mathematiker der Araber und besonders mit den 
indischen Methoden in der Algebra vertraut.

Die erste Frage, die sich uns beim Studium dieser Abhandlung 
aufdrängt, ist natürlich die über den Ursprung und den historischen 
Zusammenhang dieser Aufgaben, die im Anfang des 16. Jahrhunderts 
unter verschiedenen Namen wie „regula virginum“, „regula potatorum“, 
„regula coeci oder ,,coeti <4) in den Rechenbüchern der deutschen 
Rechenmeister und Cossisten, wie A dam  R i e s e , ^G r a m m a t e u s , A p ia n , 

R u d o l f f  u . a. auftreten.
In abendländischen Quellen treffen wir zuerst auf eine ums Jahr 1000 

im Kloster Reichenau geschriebene Handschrift mit der Abhandlung „pro- 
positiones ad acuendos juvenes“5), die als 34. und 38. Aufgabe ähnliche 
Beispiele für die „regula coeci", wie wir sie im folgenden nennen wollen, 
da dies immer noch der gebräuchlichste Name ist6), enthält, wie sie uns 
hier S h o d j ä '  bietet; diese Abhandlung wurde vom Herausgeber der Opera

1) Von einem Ort Djulfar im Gebiete von Merw.
2) Vgl. B ib lio th . M athem . 1 0 3 , 1909/10, S. 34.
3) A bbandl. zur Gesch. der m athem . W issensch. 1 0 ,  1900, S. 43.
4 ) Vgl. B ib lio th . M athem. 6S , 1905, S. 112.
5 ) Vgl. C a n t o r , Vorlesungen I 2, S .  7 8 4  —  7 8 9 .

6) S h o d j ä  hat gar keinen Namen für die Regel.
B ib lio theca  M athem atica . m .  F o lge . X L  o
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A l c u in i , dem Abt F r o b e n iu s  von St. Emmeran (1709 91), dem A l

zugeschrieben, was aber keineswegs sicher ist, wir setzen 
ihr erstes Auftreten im Abendland auf das Jahr 1000 an.

Bei den Indern treffen wir von den uns bekannten Schritten zuers 
bei B haskaba (ca. 1150) auf solche Aufgaben. In der Vtja Ganita dieses 
Gelehrten1) findet sich folgendes Beispiel: 5 Tauben sind zu haben tur
3 Drachmen, 7 Kraniche für 5, 9 Gänse für 7 und 3 Pfauen für 
9 Drachmen. Bringe 100 dieser Vögel für 100 Drachmen als Dank
bezeugung für den Fürsten.“ Am Anfang der Aufgabe fügt B h a s k a b a  

hinzu: „Beispiel aus alten Autoren“. Also ist diese Aufgabe bedeutend 
älter als B h a s k a n a , vielleicht kommt sie schon bei M a h a v i r a 2) (ca. 850) 
vor, von dem nächstens ein mathematisches Werk zur Veröffentlichung 
gelangen wird, wahrscheinlich aber noch früher.

Bei den Arabern finden wir nach S h o d j ä '  einige ähnliche Aufgaben 
bei e l - K a r k h i 3) , sie handeln aber von Münzen ungleicher Feinheit und 
nicht von Personen verschiedenen Geschlechtes, oder Vögeln verschiedener 
Art und werden auch als Mischungsrechnungen behandelt und gelöst.

Das dem Alter nach nächste Werk nach dem Vija Ganita des 
B h a s k a b a  ist der Liber Abbaci des L e o n a r d o  von Pisa, wo folgende Aufgabe 
steht4): Für 30 Denare sollen 30 Vögel, Rebhühner Tauben und Sperlinge 
gekauft werden, wieviel Stück trifft es auf jede Art? Es folgt dann5) noch 
eine solche Aufgabe mit vier Vogelarten, Rebhühner, Tauben, Turteltauben 
und Sperlinge, an Zahl wieder 30. Die erste Aufgabe löst L e o n a r d o , indem 
er sich vielleicht an e l - K a b k h i  anlehnt, ähnlich wie die Mischungs
rechnungen, in der zweiten nähert er sich etwas mehr der Methode S h o d j ä ' s .

Von L e o n a r d o  an treffen wir bis auf die ersten deutschen Rechen
bücher (c. 1482) hie und da6) solche Aufgaben; bei den deutschen Rechen
meistern sind die verschiedenen Vogelarten verschwunden und es treten 
an ihre Stelle meistens Männer, Frauen und Jungfrauen, weshalb die 
Regel dann vorherrschend „regula virginum“ genannt wird.

Aus der Vergleichung der Aufgaben und aus dem, was wir bis jetzt 
von L e o n a r d o s  Quellen wissen, ergibt sich mit f a s t  absoluter Sicherheit, 
daß L e o n a r d o  auch hier wieder, wie bei den mit Hilfe der Algebra ge

1) Vgl. C o l e b r o o k e , Algebra ivith arithmetic and m ensuration, usw., London 
1817, S. 233 — 235.

2) Vgl. den Artikel von D. E. S m ith : The Ganita-Sara-Sangraha o f M a h a v i r Ä cZ r y a  
in B ib lio th . M athem . 9S, 1908/09, S. 106—110.

3) E l-K ä f i ,  edid. A. H o c h h e im , III. Teil, S. 19 — 20.
4) Siehe die Ausgabe von B. B onco m pa g n i, Rom 1857, S. 165.
5) A. a. 0. S. 165—166.
6) Vgl. B ib lio th . M athem . 5S, 1904, S. 201—202; 6S, 1905, S. 399.



lösten Aufgaben über Zehn- und Fünfecke/) bei S h o d j ä '  oder einem seiner 
Kommentatoren in die Schule gegangen ist. Denn wie wollte man es 
sonst erklären, daß L e o n a r d o  ganz dieselben Vogelarten wählt wie 
S h o d j ä ' ?  Was den letzteren anbetrilft, so ist wohl ebensowenig daran 
zu zweifeln, daß er auch hier, wie in ändern seiner Arbeiten, sich auf 
indische Quellen stützt. In der TVahl von Vögeln, die allerdings andere 
sind als bei den Indern, was sehr erklärlich ist, in der Wahl der Zahl 
100 für die Summe der Vögel und der Preise, und in der Art der Auf
lösung, die bis auf die Behandlung der reduzierten Gleichung mit zwei 
Unbekannten so ziemlich dieselbe bei Indern und Arabern ist, bieten sich 
genügende Anhaltspunkte zu diesem Schlüsse.

Ob nun die Aufgaben in dem Reichenauer Manuskript aus arabischen, 
indischen oder anderen Quellen stammen, ob die indischen Aufgaben 
dieser Art wirklich original oder den Indern auch von einem ändern 
Volke zugekommen seien, das sind Fragen, die kaum jemals sicher zu be
antworten sein werden, und es wäre deshalb eine unfruchtbare Aufgabe, 
uns weiter in Konjekturen hierüber einzulassen.2)

Die Arbeit S h o d j ä ' s bietet sich übrigens, wenn wir sie mit der Auf
gabe bei B h ä s k a r a  vergleichen, als eine recht selbständige dar, und zwar 
in verschiedener Hinsicht: Erstens wählte er für die Unbekannten nicht 
Farbennamen wie die Inder, sondern Namen von Münzen; zweitens geht 
er bis zu Aufgaben mit fünf Unbekannten, während wir bei den Indern, 
soweit wir ihre Schriften kennen, nur solche mit vier Unbekannten 
treffen; drittens weicht er auch in der Methode der Auflösung etwas 
von jenen ab, allerdings, wie man zugestehen muß, nicht ganz zu seinem 
Vorteil; das Verfahren S h o d j ä ' s , das die Kuttaka-(Zerstäubungs-)Methode 
umgeht, läßt sich nur leicht an wenden, solange die Koeffizienten der Unbekann
ten und besonders die absolute Zahl nur klein sind; ist der Wert der letzteren 
recht groß, so artet dasselbe in ein langweiliges Probieren aus. Die indische 
Zerstäubungsmethode kam den Arabern jedenfalls etwas zu mechanisch und 
deshalb nicht leicht verständlich vor, sie suchten sie deshalb durch einen 
natürlicheren, dem Verständigen sich von selbst darbietenden Weg zu 
ersetzen. Man kann freilich darüber noch im Zweifel sein, ob S h o d j ä '  die 
indische Zerstäubungsmethode überhaupt gekannt habe, sehr wahrscheinlich 
aber ist es, daß sein Kommentator, denn als solchen wollen wir den Ver
fasser des Anhangs betrachten, sie kannte, indem er auf ein Buch hin
weist, in welchem er das Verfahren auseinandergesetzt habe, eine Zahl in 
zwei Teile zu zerlegen, von denen der eine durch eine gegebene Zahl, der
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1) Vgl. B i b l i o t h .  M a th e m .  1 0 3, 1909/10, S. 15—42.
2) Vgl. B i b l i o t h .  M a th e m . 8 S, 1907 08, S. 415.



andere durch eine zweite solche teilbar sei; er nennt allerdings 
thode nicht, aber sie kann ja von der indischen, bzw. modernen nie 
wesentlich verschieden gewesen sein.

Ist nun auch die Behandlung der unbestimmten Gleichungen, wie wir 
sie bei Shodjä' treffen, vom modernen mathematischen Standpunkt aus 
eine ziemlich primitive zu nennen, so steht dieser Mathematiker doch 
bedeutend höher als die meisten deutschen Rechenmeister und Cossisten 
des 16. Jahrhunderts, indem er nicht nur nackte, dem Nichtmathematiker 
meistens unverständliche Regeln aufstellte, wie jene, sondern seine Art 
der Lösung zu erklären und zu begründen suchte. Auch gehen die Auf
gaben der genannten Rechenmeister, soweit wir sie kennen, nicht über 
drei Unbekannte hinaus; sie bilden auch kein eigenes Kapitel in ihren
Rechenbüchern, wie bei Shodjä', sondern sind ungeordnet unter ändern
Aufgaben zerstreut.

Betrachten wir nun die einzelnen Aufgaben und ihre Auflösungen 
noch einmal kurz nach unserer heutigen Darstellungsweise.

Aufgabe 1. Diese führt auf die beiden GleichungenO
x +  y +  z =  100

5x +  ^ y +  z — 100.

Diese beiden Anfangsgleichungen fehlen in allen sechs Aufgaben, es 
findet sich jedesmal nur die aus der Elimination der letzten Unbekannten 
sich ergebende Gleichung vor, die in diesem Falle heißt:

100 — x — y =  100 — 5x  — ± y ;
hieraus folgt:

4x  =  !|i/, oder y =  4x +  ^ x .

Diese Aufgabe hat nur eine Lösung: x =  19, y =  80, z =  1. 

Aufgabe 2. Es ergeben sich die beiden Gleichungen

x +  y +  z =  100
y «  +  \ y  F 2* =  100;

hieraus folgt durch Elimination von z:

200 -  2x -  2 y =  100 -  \ x  -  \-y,
hieraus:

1 0 0 -  1 ^ =  i i *  

oder: x =  60 — x90y .

x wird ganzzahlig und positiv für y =  10 bis =  60, die Gleichung hat 
also sechs Lösungen.

- j ^ g  H e i n r i c h  S u t e r .
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Aufgabe 3. Man erhält die beiden Gleichungen 

x +  y - \ - z  +  u =  100 
4* 4- jö«/ + \ z  4- u =  100.

Hieraus ergibt sich durch Elimination von u die Gleichung 
100 -  x -  y -  z =  100 -  4x — ± y  — i* .  

hieraus: 3 x =  ^ y  +  \ z

Diese Gleichung hat zwei Reihen von Lösungen, denn x wird ganz- 
zahlig einmal für y =  10, 20, 30 . . .  und * =  6, 12, 18 . . ., das andere- 
mal für y  =  5, 15, 25 . . . und g =  3, 9, 15 . . . Im ganzen ergeben 
sich 98 Lösungen, der Text gibt nur 96 an; aus der ersten Reihe ist 
die Lösung y =  10, z =  72, x =  15, u =  3, aus der zweiten Reihe die 
Lösung y =  b, 0 = 7 5 ,  x =  14, w = 6  weggelassen worden. Hierauf 
wird auch in zwei Randbemerkungen durch einen Glossisten oder Kom
mentator, mit Namen Afdal ed-din 'Omar b. 'Allän, aufmerksam ge
macht, über dessen Lebensverhältnisse ich keine Angaben gefunden habe.

Aufgabe 4. Sie führt auf die beiden Gleichungen 

x + y + z + u =  1 0 0

-f~ \ y  +  +  u =  100.
Hieraus erhält man durch Elimination von u die Gleichung 

100 -  x — y  — 0 =  100 -  2x  — \ y  -  \ g  
und hieraus: x =  \ y  \ z

x wird ganzzahlig für gerade y  und für durch drei teilbare z; die Lösung
mit der kleinsten Zahl der y  und der größten Zahl der z ist: y  =  2,
z =  57, x =  39, u =  2; die Lösung mit der kleinsten Zahl der z und der 
größten der y  ist: y  =  62, 0 =  3, z  =  33, u =  2; sämtliche Kombinationen 
unter den y  und z ergeben 304 Lösungen.

Aufgabe 5. Die beiden Gleichungen sind

oder: x =  10 V +  !*•

x + y 0 =  100 

+  ToV+  T * =  1 0 ° ;  

woraus sich nach Elimination von z ergibt:

und hieraus: 
oder:

100 — x — y =  300 — 9x — ~y  
^00 +  \ \y  =  8x 
x =  25 +  ~^y.



D er k le in ste  gan zzah lige W ert für x würde sich  ergeben  f" J 
also  h at d iese A ufgabe k e in e  L ösung.

A u f g a b e  6 . D ie  beiden G leichu ngen  lauten:

x  +  y  +  z  +  u - \ - v  =  100 

2x +  \ y  +  \»  +  t m +  v =  10f)'

Hieraus folgt durch Elimination von v:

100 — x — y — 8 — u — 100 — 2x \ y  t u>
und hieraus: x — \ y  +  \ z  +

Auch bei dieser Aufgabe gibt es wie bei Aufgabe 3) zwei Gruppen 
von Lösungen; die eine wird erhalten, indem man für y alle geraden 
Zahlen von 2 an, für z alle durch 3 teilbaren Zahlen von 3 an, und für 
u alle durch 4 teilbaren Zahlen von 4 an setzt; die größtmöglichste Zahl 
für die y ist 58, für die z 51, für die u 52; es handelt sich also darum, 
aus den drei Reihen von Zahlen:

2, 4, 6 , ............................58 (y)
3, 6, 9 , ............................51 0 )
4, 8, 1 2 , ............................52 (w)

je eine aus der ersten Reihe mit einer aus der zweiten Reihe und mit 
einer aus der dritten Reihe zu kombinieren; es dürfen aber jeweilen nur 
solche Zahlen kombiniert werden, die der Bedingung genügen:

x +  y +  z +  u oder 1 \ y  + 1 \ z  +  1 f-M <  100

man erhält so 1233 Lösungen. — Die andere Gruppe wird erhalten, indem 
man für y alle ungeraden Zahlen von 1 an, für z alle durch 3 teilbaren 
Zahlen von 3 an und für u die jeweilen um 4 wachsenden Zahlen von 
2 an setzt; die größtmögliche Zahl für die y ist 59, für die z 54, für 
die u 50; es handelt sich also darum, aus den drei Reihen von Zahlen:

1, 3, 5 , ............................59 (y)
3, 6, 9 , ............................54 (e)
2, 6, 1 0 , ............................ 50 0 )

wieder wie im vorigen Palle und mit derselben Beschränkung Kom
binationen zu je dreien zu bilden; die Zahl der Lösungen ist in diesem 
Falle 1443, also die Gesamtzahl der Lösungen 2676. — S h o d ja ' hat, wie 
man aus der Aufgabe ersieht, die zweite Gruppe zuerst behandelt, die 
erste nur ganz kurz berührt.

j  j  g  H e i n r i c h  S d t e r .



Das Buch der Seltenheiten der Bechenkunst von Abu Kamil el-Misri. 119

Anhang. Leider haben wir hier nur ein Bruchstück einer Abhandlung 
ähnlichen Inhaltes vor uns, der Anfang fehlt. Die Vermutung liegt nahe, 
es möchte dieses Bruchstück aus einem Kommentar der Arbeit Shodjä's 
stammen, und der Kommentator vielleicht der oben genannte Verfasser 
der beiden Glossen A fdal ed-din 'Omar b. 'A llan, sein. Wir gehen hier 
den Anfang dieser Aufgabe, wie er dem Schlüsse entsprechend ungefähr 
gelautet haben mag:

„Es kauft jemand 400 Vögel von vier Arten, Tauben, Rebhühner, 
Hühner und Sperlinge; eine Taube kostet eine Drachme, ein Rebhuhn 
3 Drachmen, ein Huhn 2 Drachmen und 7 Sperlinge eine Drachme. Er 
hat 400 Drachmen, wieviel kann er von jeder Art kaufen? Man nehme 
die Zahl der Tauben =  340 an,1) setze die der Rebhühner =  x, die der 
Hühner =  y, dann ist die Zahl (g) der Sperlinge also =  60 — x — y . .

Nachdem die Zahl der Tauben (u) =  340 angenommen war, hatte 
man also die beiden Gleichungen:

x +  y +  0 =  60 
3 x +  2y +  ~z =  60,

aus denen durch Elimination von z sich ergab:

20x + 1 3  y =  360.

Diese Gleichung und auch die folgenden, die sich bei anderer An
nahme der Taubenzahl jeweilen ergeben würden, scheinen nun, nach dem 
Text zu schließen, auf andere Art gelöst worden zu sein, als es von 
S hodjä' geschehen ist, und dieser andere Weg wird, wie oben schon 
bemerkt wurde, wohl mit dem indischen Zerstäubungsverfahren identisch 
oder doch verwandt gewesen sein. Was die Zahl der Lösungen anbetrifft, 
so wird dieselbe ca. 1700 betragen; ich habe die Lösung der Aufgabe 
nicht vollständig durchgeführt, sondern nur die Fälle geprüft, in denen 
die Zahl der Tauben durch 5 teilbar ist, also die Fälle von 395 bis 
5 Tauben. Bei diesen ergaben sich im ganzen 3412) Lösungen, also wird 
die Zahl aller etwa 5 mal größer sein. Bei 395 bis 370 Tauben gibt es 
keine Lösungen, bei 365 eine, bei 360 wieder keine, von 355 an gibt es 
stets Lösungen bis auf 5 Tauben hinunter, in welchem Falle man neun 
Lösungen erhält; auch die vier Fälle von 4 bis 1 Taube ergeben jeder 
neun Lösungen.

1) Warum gerade diese Zahl gewählt wird, weiß ich nicht.
2) Der Text hat unrichtig 334, diese Zahl würde auch nicht stimmen, wenn an 

jener Stelle nur die Fälle von 340 bis auf 5 Tauben hinunter gemeint wären, denn 
diese Zahl ist 337.



Ü b rigen s sind b e i dieser A u fgab e die sich  jew eilen  ergeb enden  
G leich ungen  m it zw ei U n b ek an nten  auch ohne das Z erstaubu ngsver a ren  

sehr le ich t zu lösen . B e i der G leichun g 2 0 *  +  1 3 y  -  ■ 6 er 
so fort die r ich tige  Z erlegu n g von  3 6 0 ;  nehm en w ,r  nun die  
2 0 *  +  1 3 i/  =  1 5 7 2 , die sich  bei der A nnahm e v o n  1 3 8  T au ben  erg b , 
so is t  so fort k lar , daß m an für y  nur so lch e W erte  setzen  darf ur 
w elch e  l? ,y  am  E n d e eine 2  und als Z ehnerziffer eine ungerade Z ahl 
au fw eist, dam it 2 0 *  oder 1 5 7 2  -  1 3 y  durch 2 0  te ilb ar  w erd e^  dms sin  
also  die W erte  4 , 2 4 , 4 4 ,  6 4 , 8 4 , 1 0 4 ,  denen die W erte  7 6  6 3  5 0 ,  3 7 , 

2 4 , 11  fü r  *  entsprechen . N ic h t in  a llen  F ä llen  aber is t  die Sache so  
le ic h t , und dann k om m t es eb en , w ie  sch on  erw ähn t, a u f e in  o es 
P rob ieren  hinaus. A u f d iese W e ise  sch e in en  eine R eih e von  M athem atikern  
v o rg eg a n g en  zu sein , w ie z. B . L e o n a r d o  v o n  P i s a  m  seinem  Flos ), 
C h u q u e t  in  sein em  T r i p a r t y 2), I s m u s  A l g e b r a s  (oder sein  deutscher  
K om m en tator) in  seiner A lgebra* )  und P . A p i a n  in  seiner K a u ffm a n n s  

Rechnung.4)

1) Scritti di L e o n a r d o  P i s a n o ,  pubb l. da  B. B o ncom pagni 2 ,  Rom  1 8 6 2 ,  S. 2 4 7 — 2 4 8 .

2 )  B u l l e t t .  d i  b i b l i o g i .  d. sc. m a te m .  13, 1 8 8 0 ,  S. 6 5 2 .

3) A b b a u  d l. z u r  G e s c h . d e r  m a t t e m .  W i s s e n s c h .  13, 1 9 0 2 ,  S. 5 7 1 — 5 7 3 .

4) P. T r e u t l e i n ,  L a s  Rechnen im  16. Jahrhundert, in  den  A b h a n d l .  z u r  
G e s c h .  d e r  M a th e m .  1, 1 8 7 7 ,  S. 9 1 ,  un d  G. E n e s t r ö m  in  B i b l i o t h .  M a th e m . 7 „  

1 9 0 6 / 7 ,  S. 3 9 2  — 3 9 3 .

1 2 0  H e i n r i c h  Suter: Das Buch der Seltenheiten  de r R ech en k u n st usw.
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Hindu numerals in tlie Filirist.
By Louis C. K a r p i ń s k i  in Ann Arbor.

S il v e s t r e  d e  S a c y 1)  was one of tbe first to call attention to the 
two forms of numerals in use among the Arabs. The type of numerals 
ordinarily2) called Indian are quite like the modern Arabic (of Arabia), 
while the gobar (or dust) forms resemble somewhat these which we use. 
The term gobár is connected with the fact referred to by a l - B ir ü n í  in 
his work on India, that the Hindus performed arithmetical calculations 
on a sand board.3) In a work4) translated by W o e p c k e  the designations 
Indian and gobar are interchanged, Indian being applied to the modern 
European forms and gobar to the Arabic. At first the supposition was 
made that the gobar system was characterized by the use of superposed 
dots to denote the successive powers of ten, thus 2 for 20, 2 for 200 
and so on. However, as W o e p c k e  shows5), this usage was not confined 
to either of the two types, as in fact in one manuscript the notation of 
the superposed dots is employed with both the gobar and the Indian 
forms. It is hardly necessary to state that both types were also used 
without the superposed dots. The gobar forms, it is stated by H o s e in  

ib n  M u h a m m a d  a l  M a h a l l í6) , were commonly employed in the Occident 
while the Indian forms were more common in the Orient.

1) Grammaire arabe, Paris 1810, Tome I planche VIII.
2) So in the three Arabic works, of the fifteenth to the eighteenth centuries, 

cited by W o e p c k e  in  his Mémoire sur la propagation des chiffres indiens; J o u r n a l  
a s i a t i q u e  16, 1863, p. 58—69.

3) The story is told in the first passage cited by W o e p c k e  (Propagation des 
chiffres indiens, p. 60) that a man from India spread dust on a board and showed 
how to perform arithm etical operations thereon.

4) Introduction au calcul Gobârî et H aw âî; A t t i  d e  11 ’ a c c a d e m ia  p o n t i -  
f i c i a  d e i  N u o v i  L in c e i  19, 1866, p. 361— 383.

5) Propagation des chiffres indiens, p. 244—246, note.
6) Propagation des chiffres indiens, p. 63.
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Confirmation of the early use of the gobar numerals in the West is 
given by two Spanish manuscripts1) of the tenth century which contain 
the gobâr characters without the zero. In both cases the reference is 
an addition to the first chapter of the third book o f the Origines of 
I sid o bu s  of Seville, in which the Roman numerals are under discussion. 
“ Item de figuris arithmeticis. Scire debemus Indos subtilissimum ingenium 
habere et ceteras gentes eis in arithmetica et geometria et ceteris libe- 
ralibus disciplinis concedere. Et hoc manifestum eBt in novem figuris, 
quibus désignant unumquodque gradum cuiuslibet gradus. Quarum hae 
sunt forma”: and the nine figures follow.

Probably the oldest known Arabic work containing all the numerals 
is the one written at Shiraz by the geometer A h m ed  ib n  M uh am m ad , ib n  
'A b d e l - g a x îl , A bu  S a ' î d , a l - S ig z î2)  in the year 970 A . D. The forms 
used do not correspond, as a whole, to either of the types mentioned; 
the two is given both as the Arabic lJ and in a form not unlike the 
modern 2.

The Fihrist (987 A. D.) gives an account3) of an Indian notation 
employing dots placed below the numerals. Both W oepck e  and d e  S ac y  

were familiar with Arabic manuscript copies of this work and it is rather 
surprising4) that neither of these scholars noted the passage of which I 
present here a free translation5):

“A word about  India .”

“ These people differ in languages and in religions, and they have a 
number of writings. Someone who traveled in their countries told me 
that they have about two hundred different writings (alphabets). He said 
that he saw a golden idol in the house of the sultan which was said to

1) P. E w a l d ,  Mitteilungen; N eues A rch iv  d. G e s e lls ch a ft  fü r ä ltere  
deu tsch e G esch ich tsk u n d e  8, 1883, p. 354—364. One of the manuscripts is of 
976 A.D. and the other of 992 A.D.

2 ) W o e p c k e ,  Sur une donnee historique relative ä Vemploi des chiffres indiens 
•paries Arabes; A nnali di scien ze  m atem atich e  e f is ich e  6, 1855, p. 321— 324.

H. S u t e r , Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke; 
A bhandl. zur Gesch. d. mathem . W iss. 10, 1900, p. 80.

3) Professor B r ü n n o w (Princeton University) and I recently chanced upon this 
passage in looking through the Fihrist.

4) It is possible that the section in question was not present in the manuscripts 
to which they had access. The passage is found on pages 18 and 19 of the Kitab 
al Fihrist by G. F l ü g e l ,  Leipzig 1871— 72. This work was given out after Professor 
F l ü g e l ’ s death by J. R o e d ig e r  and A. M u e l l e r .

5) I am indebted for the translation to Dr. A. Y o iia n n a n , Columbia University.



Hindu numerals in the Fihrist. 123

be tke picture of Buddha. It is a man sitting on a chair, numbering1) 
•with the fingers of one of his hands thirty. Upon the chair was writing 
like this2):

l  t ^
r  I*"

And this man, mentioned above, says that mostly they write by 
nine letters, like this3):

1 1 Vfaf-rtf /»

and they represent: Jb ^  ^ » o  „. v  i This terminates i n i ? ,  and then 
they turn again to the first letters and put the dots under them, thus:

These then become: J  ^ ^  d  J increasing by tens (ten and
ten) and ending in They write then in this way, putting two dots
under every letters, thus:

V . 3  0  V  T  r . i- 
3

1) The Arabic word used by the -writer is given in E. W. L a n e ’ s An arabic 
cnglisli lexicon (London 1863— 1893) as meaning to number with the fingers. So 
also in the notes by F l ü g e l ,  Fihrist, Vol. II, p. 10.

2) Dr. Gray (Columbia), who has been kind enough to examine this inscription 
somewhat carefully, has not been able to locate the alphabet of the writing. It is 
unlike any of the forms given by B ü u le k ,  Indische Paläographie. As other in
scriptions and alphabets in the Fihrist (oi which the manuscript from which these 
are taken is of date 1220 A.D.) are accurately copied, it is to be presumed that 
this one is also.

The forms written below in this inscription, and in the number series are 
variations found in other manuscripts.

3) F l ü g e l  gave a resum<5 of the Fihrist in 1859 in tho Z eitsch r. d. deutschen  
m orgen länd . G esellsch . 13, 1859, p. 559—650: Cher M u h a m m a d  id n  Js s a k ’s 
Fihrist al-'ulum. In regard to this paragraph he says: “ Der Verfasser, der nun nach 
Sind . . . übergeht, läßt dieses Gebiet von einem Volke bewohnt sein, dessen Sprache 
ebenso in verschiedene Dialekte wie seine Religion in verschiedene Secten zerfalle. 
Es bediene sich mehrerer Schriftarten . . . ,  von denen der Verfasser einige erwähnt und 
ihre Eigenthümlichkeiten bezeichnet. Die Zahl der Buchstaben ist nicht groß, sie 
ergänzen aber die fehlenden durch Beifügung von Puncten.”  In view of the fact that 
the explicit statement is made “ increasing by tens” and the further fact that these 
forms are found later as numerals, it is certain that the writer is giving here a 
system of numeration.

Later in his critical notes (Kildb al-Fihrist, Vol. II, Leipzig 1872, p. 10) F lü g el  
refers to the third line, having two dots below, as a “ Zahlenreihe” , calling attention 
to the omission of the eighth symbol in all codices which he used.

Possibly these subscript dots are used here only as we use Roman numerals. 
W o e p c k e  (Propagation des chiff'res indiens, p. 245—246) states that this is the way 
in which the superposed dots are employed and not for computations.
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T hese th en  are i ;  3  a ¿a a  j i  j  J i 1), en d ing  in  T hen  is w ritten  the
first le tter  as it  is orig inally , and th is is the figure o f  the le tter  ... , 
p lacin g  three dots under each  letter  lik e  th is. S o  th ey  com e to a ll the  
letters o f  the m u'jam  (P ersian  le t te r s )2), and th ey  w rite  w h atever th ey

p lease .” 3)
In  the n ex t section  in  w h ich  the p eop le  o f  th e  Soudan  are discussed  

the w riter states th at th ese p eop le do n o t have any w r itin g  o f  th eir  ow n  
but that th ey  use the h in d ija h ,  m ean in g  th e  characters w h ich  have ju st  

been explained.
W ith  the s in g le  excep tion  o f  the f iv e , th ese  form s are a lm ost iden

tica l w ith  num erals used in  an arithm etic  in  th e  P lim p to n  library by 
D ja m schid  w h ich  w as w ritten  in 15 1 6  A  D . E v en  th e  five is on ly  s lig h tly  
different. T heir correspondence to  m odern A rab ic form s is apparent.

1 ) ( jb  or 2  is om itted.
2) These le tte rs  rep re sen t th e  h ig h e r h u n d red s and  1000 .
3) M eaning  ev id en tly  th a t  th ey  could w rite  any  n u m b er as la rg e  as you please. 
I t  is ra th e r  s trik in g  th a t  th e  s ix teen th  cen tu ry  m an u scrip t, c ited  by  W o e p c k e

(Propagation des chiffres indiens, p. 509) should  give th e  system  w ith  th e  superposed 
dots to  th e  sam e n u m b er ( 1000, o r 1  w ith  th ree  dots) as i t  is here  given.



L. C. K a r p i n s k i :  Robert of Chester’s Translation of the Algebra of Al-Khowarizmi. 1 2 5

Robert of Chester’s Translation of the Algebra of 
Al-Khowarizmi.

By L. C K a r p i n s k i  in Ann Arbor.

The important role played by the Algebra of A l-K howarizmi is 
attested by the numerous works of the fifteenth and sixteenth centuries 
which contain either excerpts from the Latin versions or translations from 
the Latin into German or Italian. The library of Mr. G. A. P limpton1) 
includes three manuscripts which treat of algebra after the manner of the 
great Arab writer. Probably the most important of these is the „Liber 
Mahucmeti de Algebra et almuchabala. 1. recuperationis et oppositionist“ 
of date 1456, probably a German or Austrian product. This follows quite 
closely the L ib r i3) version, but contains some material not found in the 
text published by L ibri. An Italian mathematical treatise of about 14644) 
gives an almost word for word translation of the sections in which A l- 
K howarizmi explains the six fundamental equations. Not only in Italy 
and Germany but in France also this algebra was studied, for R ollandus5), 
writing in 1424, devotes considerable attention to the subject, following 
A l-K howarizmi’s method of presentation.

F or the sake of completeness it may be well to recall here The 
Algebra o f  Mohammed B en Mu sa6) in  Arabic and English, and another 
Latin translation7) attributed to  Gerard op Cremona.8)

1) See D. E. S m ith ,  B ara  Arithmetica, Boston 1908.
2) S m i t h ,  1. c., p. 454—456. The .1. in the above title is the ordinary ligature 

for „id est“. I find the same symbol in the Vienna codex, Nr. 4770, f. 10a, with 
meaning „id est“.

3) Histoire des sciences mathématiques en Italie, Vol. I, Halle 1865.
4) S m i t h ,  1. c , p .  459. The date 1464 occurs so frequently in the problems that 

it seems a more probable date than 1460 as given by Professor S m i t h .

5 )  S m i t h ,  1. c .  p. 446— 447.
6) By F r .  R o s e n , London 1831, from an Oxford manuscript of 1342.
7) B. B o n c o m p a g n i ,  Bella vita e delle opere d i G h e r a r d o  C r e m o n e s e ;  A tti d. 

Accad. pont, dei nuovi L ince i, June, 1851. The algebra is given on pages 28—51 
of the reprint, together with a plate.

8) See A. A. B j o r n b o ,  B ib lio th . M athem. 63, 1905, p. 239 —241; G. E n e s t r ô m ,  
1. e. 9S, 1908/9, p. 73—74.



S t e in s c h n e id e r 1)  directed attention to the translation of A l - K h o w a - 

r iz m i’s Algebra by one R o b e r t u s  C e s t r e n s i s 2)  (probably R o b e r t  o f  R e a d in g )  

which is found in Cod. Yindob. Nr. 4770, f. la— 12b. To this same manu
script C u r t z e 3) made reference in a later article. W a p f l e r 4) has given 
a brief description of a similar manuscript in the K. Bibliothek in Dresden 
(codex Dresd. C 80, f. 340a—348b). The commentary5) on A l - K h o w a r iz m i’s 

Algebra by A d r ie n  R o m a in  was based upon R o b e r t ’s translation. Aside 
from the 'texts here cited the Columbia University Library possesses a 
copy of R o b e r t ’s version in the handwriting of J o h a n n  S c h e u b e l  ) (oi 
S c h e y b l ).

The title page of S c h e u b e l ’s manuscript reads as follows:
Breuis ac dilucida regularum Algebrae descriptio, autore J o a n n e  

S c h e u b e l io , in inclyta Tubingensi academia E u c l id is  professore ordinario.')
Huic accedit liber consumatissimi mathematici J o r d a n i ,  d e  datis:
Liber praeterea, continens demonstrationes regularum Algebrae, Arabice 

olim conscriptus.
Qui ambo eodem S c h e u b e l io  nunc primum, quantum fieri potuit 

emendate in lucem aedita, et aptissimis atque utilibus exemplis illu- 
strata sunt.

G ra tia  e t p riu ileg io .

The algebra is briefer than S c h e u b b l ’s published algebra of 1551 and 
with different problems (in general) although the plan is much the same.8) 
The „De datis“ is of interest chiefly because it indicates the prominence

1) Z e itsch r. d. d eu tsc lien  m orgen länd . G esellsch . 25, 1871, p. 104, and 
Z eitsch r. fü r M athem. 16, 1871, p 392—393.

2 )  R o b e r t  o f  C h e s t e r .

3) C e n tra lb la t t  f. B ib lio th ek sw esen  16, 1899, p. 289.
4) Zur Geschichte der deutschen Algebra im  15. Jahrhundert; Programm 

Zwickau 1887.
5 )  H .  B o s m a n s  , Le fragment du Commentaire d’A drien Romain sur V Algèbre de 

M a h u m e d  B e n  M u s a  E l - C b o w â r e z m ï ; A nnales de la socié té  sc ie n tif iq u e  de 
B ru x e lle s  80, 1906, p. 267—287.

6) This copy was acquired some years ago through Professor D. E. S m i t h  who 
later secured photographs of pages from S c h e u b e l ’s  manuscripts in Tübingen. A 
comparison of the handwriting leaves no doubt that this was the work of S c h e u b e l ’s  

own hand. Even in the extended biography of S c h e u b e l  by H. S t a i g m ü l l e r  (Abhandl. 
z. Gesch. d. M athem . 9, 1899, p. 429—469) no mention is made of this work which 
was evidently prepared for publication.

7 )  This i s  t h e  s a m e  a s  h i s  d e s i g n a t i o n  of h i s  t i t l e  a n d  r e s i d e n c e  i n  h i s  E u c l i d  

e d i t i o n  o f  1550 ( S t a i g m ü l l e r ,  1. c .  p .  436).
8) S c h e u b e l ’s  E u c l i d  edition (1550) is prefaced by a „Brevis regularum algebrae 

descriptio, una cum demonstrationibus geometricis“ (76 pages). The text is different 
from that of this manuscript and from his 1551 algebra.

^ 2 g  L. C. K a k p i n s k i .



given to this work of J o r d a n u s  by mathematicians of the sixteenth cen
tury. In addition to the statement of the propositions, 113 in number 
and divided into four books, S c h e u b e l  usually adds to each example a 
„Solutio per regulam Algebrae“ in which he uses the algebraic symbolism 
,,co“ for „cosa“ (x), the square root sign y  for „substantia“ (x2) and ,,N“ 
ioi „numerus , as well as +  and — signs. The explanatory text is not 
as complete as that given in the work ,,De numeris datis“ edited by 
T r e u t l e i n 1) , nor is the wording of the propositions exactly the same.

R o b e r t  o f  R e a d in g 2)  ( R o b e r t u s  R e t in e n s is ) ,  famed as the first 
translator of the Koran, is said to have travelled extensively before set
tling in Spain to make translations from the Arabic. His version of the 
Koran was completed in 1143 which labor he regarded as only pre
paratory to his study of astronomy and astrology. In an introductory 
letter to his translation R o b e r t  dedicates himself to these sciences. In 
1144 A. D. he finished the work ,,De Compositione Alchemiae“ and in the 
year 1147 A. D. (1185 of the Spanish Era), P t o l e m y ’s ,,De Compositione 
Astrolabii“. The Algebra was written in 1144 A. D. The correspondence 
of the dates of the translation of the Koran by R o b e r t  d e  K e t e n e  with 
the dates of these astronomical and other works by R o b e r t u s  C e s t r e n s is , 

together with R o b e r t  o f  K e t e n e ’s avowed purpose of devoting himself 
to scientific labors would seem to establish conclusively that these various 
spellings stand for the same name.

The S c h e u b e l  manuscript gives no less than three designations which 
might serve as 
title of the al
gebra. The title _ j  ^
page proper to ' tM-etr W A 6 v ,w v iv ^ o
R o b e r t ’s exposi- ■ cv'vvyLvvtxvvjp —
tion (p. 71 of the 
Ms.) reads: Liber
Algebrae et Al- ^.^jQ ■
mucabola, conti- j \ q

nens demonstra- _  V .G — U
tiones aequatio- . r  ^  £
num regularum J D .
Algebrae. ^  ^
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1) A b h an d l. z. G esch. d M athem . 2, 1879, p. 135 — 166.
2) Ih e  biographical notes are taken largely from the D ictionary o f national 

biography. Vaiious other forms of the name are given, including „ R o b e r t  the 
Englishman“, and R o b e r t u s  C e s t i e n s i s .



Ab incerto authore olim arabice conscriptus atque demde a R o b e r t o  

C e s t r e n s i , in ciuitate Secobiensi anno 1183, vt fertur, latino sermoni
donatus.

At tbe top of the next page begins: „Liber Algebrae et Almucabola, 
de quaestionibus arithmetieis et geometricis. In nomine dei pii et miseri- 
cordis incipit liber Restanrationis et Oppositions numen quern aedidit 
M a h o m e t  filius Mosi A l g a u r iz in , dixit M a h o m e t , Laus deo creatori, qui 
bomini contulit scientiam inueniendi vim numerorum.“ At tbe end stands 
(p. 122 of the Ms.): „Laus deo praeter quem non est alius. Finis libri 
restaurationis et oppositions numeri quem R o b e r t u s  C e s t r e n s is  de Arábico 
in latinum in ciuitate Secobiensi transtulit anno millesimo centesimo octo
gésimo tertio.“1)

The divisions of the work are very similar to those of the L ib r i  

version, and indeed to the R o s e n  and B o n c o m p a g n i editions. A compaiison 
of the four renderings gives little evidence of different Arabic originals 
except that there is a long introduction in the Arabic as given by R o sen , 

and the geometrical problems and the inheritance problems which form 
so large a part2) of that edition are not found in any of the other 
versions. Differences in terminology and construction are frequent and, 
we may say, inevitable in translating into Latin from such a fundamen
tally different language as the Arabic. Similar variations would doubtless 
occur in three separate English or French translations of the same Chinese 
original.

R o b e r t ’s version of the algebra begins with a consideration of numbers 
as derived from unity and proceeds to a discussion of the three classes 
of numbers of restoration and opposition, — roots, squares and numbers. 
The designations herein used are radix and occasionally res for root,

^ 2 g  L. C. K a r p i n s k i .

1) The Vienna codex begins: „In nomine dei pii et misericordis Incipit liber 
restaurationis et oppositionis numeri quem edidit Mahumed filius M oysi Augaurizim“, 
and it ends: „Explicit liber restaurationis et oppositionis numeri, quem R obertus 
C estren sis  ex arabico in latinum in civitate Sectobiensi transtulit Era MCLXXXIII.“ 
S te in sch n eid er  (Z e itsch . f. M athem . 16, 1871, p. 376) gives the name of the city 
(Segovia) as Segobiensi. C urtze (1. c.) misreads the date as MCLXXXII.

A drien  Romain (Bosm ans, 1. c.) w rites A l-K how arizm i’s name „Mahumed filius 
M oysis A lgaoriz im .“

The Dresden codex has further variations: „In nomine dei pii misericordis 
Incipit liber instauracionis et opposicionis numeri quem edidit M achumed filius 
Moysi A lgaurizm.“

The author is indebted to Professor E. D in tz l  for photographs of the Vienna 
codex 4770, f. l a —12b, and to Mr. L. L. L ocke for the above reproduced photograph.

2) Of 174 pages of translation (with some notes) 89 pages are devoted to „On 
Legacies“ and over 15 pages to „Mensuration“.



substantia for square and numerus or solus numerus for number alone. 
The six cases1) as taken up are entirely similar in order and in the 
numerical data of the problems to those in the other editions noted above. 
So also the geometrical explanations follow, on the whole, the corresponding 
sections. °

Among the differences in terminology especially worthy of note are 
the words used for tens, — articuli2), greater numbers8) and nodi*). The 
Arabic word of which these terms represent diverse conceptions is 'uqüd 
which means tens. The verb from which this word is derived has the 
meaning „to knot", the connection evidently being with the ancient prac
tise of tying knots on a string to indicate tens.

The chapter „on Mercantile Transactions" is found in S c h e u b e l ’s manu
script as the „Caput rerum venalium", and also without separate title in 
the Vienna codex, although according to W a p p l e r 5)  it is not found in the 
Dresden manuscript. The content follows closely the L i b e i  text. Some 
interest attaches also to a chapter heading „Caput adiectionis et diminu
tions"') ( S c h e u b e l ) or „ M a h u m e d  de additis et diminutis" (Vienna). The 
paragraphs dealing with the addition and subtraction of the square root 
of two-hundred7) do not appear.

S c h e u b e l  adds without the name of R o b e r t  o f  R e a d in g , „Addita 
quaedam pro declaratione Algebrae" (p. 123— 157 of the manuscript). 
Herein are duplicated many of the problems of the text proper and further 
some problems found in the L i b e i  and R o s e n  versions. While these may 
go back to R o b e r t  it is possible that S c h e u b e l  had some other source 
of information in regard to A l - K h o w a r iz m i’s Algebra. Included also is 
the work on the root of two-hundred in the form of four „aenigmata" 
with a slightly varied geometrical explanation.

In order to give the reader a clearer notion of the variations in the 
three manuscripts of this translation b y  R o b e r t  o f  C h e s t e r  I add here
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1 ) x t =  a x , x i =  n, a x  =  n ; a x ^ - ^ b x ^ n ,  a ix  4 - n  =  bx, b x  -\- n  =  ax*.
2 )  L i b r i  text and the B o n c o m p a g n i  text.
3) R o s e n ,  1. c.

4) S c h e d b e l  manuscript and Vienna manuscript. See also W o e p c k e ,  J ou rn a l 
A s ia t iq u e  16, 1863, p. 276.

5) L. c. p. 1. A side from this the Dresden manuscript is complete.
6) H. S u t e r ,  Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke,

Leipzig 1900, p .  10. A l - K h o w a r i z m i  i s  given a s  the author of a work „Über die Ver-
me rung und die Vermindung“. See also E n e s t r ö m ,  B ib lio th . M ath em  8 . 1907/8 
p. 184—185. 3 ’

7) L i b r i ,  1. c. p. 271—273; R o s e n ,  1. c. p. 27 and 31 — 33; B o n c o m p a g n i ,  1. c., re
print p. 40. ’

B ib lio theea  M athem atica. m .  Fo lge. X I



corresponding sections from the S cheubel , the Vienna, and the Dresden ) 
manuscripts. The use of the word „rumbum“ for „square" is striking.

S cheubel m anuscript, p. 81 and 82:
Dixit A lgaurizin

. . .  Sex sunt modi de quibus, quantum ad numeros pertinet, suffi- 
cienter diximus. Nunc vero oportet vt quod per numeros propo- 
suimus ex geometrica idem verum esse demonstremus. Nostra lgitur 
prima propositio talis est.

Substantia et 10 radices 39 coequantur drachmis.
Huius probatio est, vt quadratum cuius latera (p. 82) ignorantur, 

proponamus . . .
Dresden manuscript, f. 341b:

Dixit A lghuarizim  Sex autem sunt modi de quibus quantum ad 
numerum pertinet sufficienter diximus Nunc vero oportet ut quod 
numero proposuimus geometrice idem verum esse probemus Nostra 
ergo prima proposicio talis est Substantia et X radices XXX et 
nouem coequantur dragmatibus Huius probacio est ut Rumbum ) 
Cuius latera ignorantur proponamus

Vienna manuscript, f. 3a:
. Dixit A lguarizin  Sex autem sunt modi de quibus quantum ad 

numerum pertinet sufficienter diximus Nunc vero oportet quod 
numero proposuimus geometrice idem verum esse probemus Nostra 
igitur prima propositio talis est Substantia et 4 radices 29 coe
quantur dragmatibus Huius probatio est vt rumbum cuius latera 
ignorantur proponamus . . .

S cheubel m a n u sc r ip t, p. 92 and 93:
Nunc pario quomodo res vel radices, quando vel solae vel cum 

illis numeri fuerint: aut quando ex eis numeri extracti, seu cum 
ipsae ex numeris extractae fuerint, ad inuicem multiplicentur, vel 
quomodo ad inuicem iungantur, vel ex aliis diminuantur deinceps 
dicendum est.

In primis, ergo sciendum est, quod numerus cum numero multi- 
plicare non possit, nisi cum numerus multiplicandus toties sumatur, 
quoties in numero cum quo ipsem multiplicatur, vnitas reperitur. 
Cum ergo nodi: seu incerta et obscura cognitio3): numerorum et

1) I am indebted to the Directors of the Dresden and Leipzig University 
Libraries for photographic reproductions of the Dresden manuscript.

2) In margin the scribe has written „rumbum“.
3 )  This p h r a s e  is interjected, evidently by S c h e u b e l .

^ g Q  L. C. K a b p i n s k i .



cum illis aliquot vnitates propo- (p. 93) sitae fuerint, aut si vnitates 
ab illis subtractae fuerint, tunc multiplicatio quater repetenda erit, 
Hoc est nodi primo cum nodis, vnitates deinde cum nodis, et nodi 
cum vnitatibus, ac tandem vnitates cum vnitatibus multiplicandae 
erunt.

Dresden manuscript, f. 343 b.
. . . Nunc ergo addendum est quomodo res: radices quando sole 
fuerint, uel quando cum illis numeri fuerint aut quando ex eis 
numeros extraxerunt, seu quando ipse ex numeris extracte fuerint 
ad inuicem multiplicentur, ei qualiter adinuicem iungantur et qualiter 
quidam ex aliis diminuantur In primis ergo sciendum est quoniam 
numerus in numerum multiplicari non posset nisi numerus dupli- 
candus tociens duplicetur quociens in numero quern ipse multipli
catio vnitas reperitur Cum ergo modi numerorum et cum illis ali
quot vnitates proposite fuerint aut si vnitates ab illis subtracte 
fuerint tunc multiplicatio quater repetenda erit id est modos1) in 
prima modis multiplica et vnitates et iterum vnitates in modis et 
vnitates in vnitatibus

Vienna manuscript, f. 6a:
. . . Nunc ergo dicendum est quomodo res id est radices quando sole 
fuerint uel quando cum illis numeri fuerint vel quando ex eis 
numeros extraxerint seu quando ipse ex numeris extracte fuerint 
adinuicem multiplicentur et qualiter adinuicem iungantur et qualiter 
quidam ex aliis diminuantur In primis ergo sciendum quoniam 
numerus in numerum multiplicari non potest nisi numerus multi- 
plicandus tociens duplicetur quociens in numero in quam ipse multi- 
plicatur vnitas reperitur Cum ergo nodi numerorum et cum illis 
aliquot vnitates proposite fuerint aut si vnitates ab illis subtracte 
fuerint tunc multiplicatio quater repetenda erit id est nodos in nodis 
multiplica et vnitates in nodis et iterum vnitates in nodis et vnitates 
in vnitatibus
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1) „modos“ instead of „nodos“, later the scribe uses „n“.



132 F l o r i a n  C a j o r i .

Fourier’s improvement of the Newton-Kaphson method 
of approximation anticipated by Mourraille.1)

By F l o r i a n  C a j o r i  in Colorado Springs.

It is well known that the N e w t o n - R a p h s o n  method of approximation 
to the roots of numerical equations, as it was handed down from the 
seventeenth century, labored under the defect of insecurity in the process, 
so that the succesive corrections did not always yield results converging 
to the value of the root sought. The earliest removal of this defect has 
been attributed to F o u r i e r 2), and is generally considered among the more 
important results reached by F o u r i e r  on numeral equations.

It is the purpose of this note to point out that, in this improvement, 
F o u r ie r  was anticipated 50 years by J. R a y m . M o u r r a il l e .

Regarding the N e w t o n - R a p h s o n  method of approximation, L a g r a n g e  

expressed himself in his Resolution des équations numériques3) as follows: 
„. . .  elle n’est pas toujours sûre; car en négligeant à chaque opération 
des termes dont on ne connoît pas la valeur, il est impossible de juger 
du degré d’exactitude de chaque nouvelle correction; et il peut arriver, 
dans les équations qui ont des racines presque égales, que la série soit 
très-peu convergente, ou qu’elle devienne même divergente après avoir 
été convergente“ Again in Note V of the same publication (p. 140): 
„. . . il est difficile, peut-être même impossible de trouver à priori un

1) In another article we shall point out that what is called „ N e w t o n ’s  method 
of approximation“ in modern texts is not N e w t o n ’s  method at all, but R a p h s o n ’s  

modification of it.
2) See for instance, A. L o e w y ’s  translation of F o u r i e r ’s  Analyse des équations 

déterminées, O s t w a l d ’s  K la ss ik e r  No. 127, Leipzig 1902, p. 244; G. F o u r e t ,  Sur la
méthode d'approximation de N e w t o n , Paris 1891, p. 5 ;  A. X a v i e r ,  Approximations 
numériques, Paris 1909, p. 132. F o u r i e r ’r  improvement of the N e w t o n - R a p h s o n  me
thod was given in two publications: a) Question d’analyse algébrique; B u lle tin  des 
sc iences, p a r  la  S oc ié té  P h ilo m a tiq u e  de P a ris , 1818, p. 61— 67; b) Analyse  
des équations déterminées, Paris 1831. 3) Paris 1798, p. 3 .
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caractère pour ju ger  si la  condition  dont il  s’ag it est rem plie ou non“, 
and (p . 1 4 1 ) „ d ’où l ’on peut conclure en général que l ’usage de la  
m éthode dont il  s ’ag it n ’est sûr que lorsque la  valeur approchée a  est 
à la  fo is  ou p lus grande ou p lus p e tite  que chacune des racines réelles 
de l ’équation , et que chacune des parties réelles des racines im aginaires.“ 

M o u r r a il l e , as w e sh a ll see , had rem oved these d ifficu lties th irty  
years before L a g r a n g e  issued h is book o f  1798 . M o u r r a il l e ’s researches  
are contained in h is T r a i té  de la  résolution  des équations.1)

M o u r r a il l e  was for 14 years, u n til 1782 , secretary „de la  classe des 
sc ien ces“ o f  the academ y at M arseille. A bou t the tim e o f  the F rench  
R evolu tion  he becam e m ayor o f  M arseille and during the p o litica l uphea
vals th a t fo llow ed  h e  w as accused  o f  several crim es.2)

In  the preface to  h is T r a i té  M o u r r a il l e  states th at he has consu lted
mi on ly  th e  researches o f  N e w t o n , M a c l a u r in  and som e other E n g lish  w riters,
tie and th e  F rench  w ork (the A n a ly se  dém ontrée) o f  R e y n e a u . H e w as a
ss. great adm irer of th e  NEWTONian and an op pon en t o f  the LEiBNizian ex-
ing p osition  o f  th e calculus. O f N e w t o n ’s m ethod o f  approxim ation  h e  says,
ha „C ette M éthode fa it l ’O bject principal de m on O uvrage“ (P réface p. I),
ore and he exp la in s p. I ,  „M ais a u -lieu  que N e w t o n  déduit cette  M éthode,

d’un  raison nem ent purem ent an a ly tiq u e, je  la  dérive de la  Propriété  
ut générale des Courbes.“ I t is w orth y  o f  n otice  that both  N e w t o n  and

L a g r a n g e  approached the problem  b y  purely  an a ly tica l considerations, 
j and L a g r a n g e  considered its so lu tion  d ifficu lt, i f  n o t im p ossib le , w h ile

M o u r r a il l e  and F o u r ie r  both  introduced also geom etrica l considerations  
n and th ereby arrived at an a ly tica l criteria w h ich  are suffic ien t to  insure
ei security  in  the operation  o f  N e w t o n ’s m ethod. M o u r r a il l e  g ives 66

draw ings.

oit M o u r r a il l e  exp la in s the elem en ts o f  the th eory  o f  eq u ation s, g ives
0jj theorem s on  th e lim its  o f  roots due to  R o l l e ,  g iv e s  N e w t o n ’s, M a c l a u r in ’s

W): 7 .

1) Traité de la résolution des équations en général. Premiere partie. Des équa
tions invariables. A Marseille, A Paris, MDCCLXV1II. (The second part, D e la ré
solution des équations fluxionnelles, I have not seen, but I take it to he the work 

thod published in 1781 under the title Traité des fluxions.) This large quarto volume of
ios* 445 pages has remained quite unnoticed by mathematicians. It is referred to by

W. F. A. Mubhard in his Litteratur der math. Wiss., Zweiter Band, Leipzig 1798, 
tom P- 299. The only review of it that we have seen is in the Jo u rn a l des Sçavans,
r k ’ March 1769. Moorraille is not given in Poggendorff’s Handwörterbuch, nor have we
jjjni seen mention of him in publications on the solution of numerical equations,
nt- 2) For biographical data, see Histoire de l’académie de Marseille depuis sa fon-
iti dation en 1726, jusqu’en 1826; par J. B. Lautard, Ie partie, Marseille 1826, p. 266,
IjH 382, 389, 396, 465; 2e partie Marseille 1829, p. 49, 334. Also Histoire de Marseille,

par A u g u s t i n  F a b b e ,  Tom e second, M arseille e t P a ris  1829, p. 409, 496.



and C a m p b e l l ’s tests for imaginary roots, explains how to try for linear 
and quadratic rational factors and commensurable roots of an equation 
deduces analytical conditions for maxima and minima, for direction of 
curvature and for points of inflexion. The general conclusion at which 
he arrives is that N e w t o n ’s method always proceeds with security, if one 
selects as the first approximation a value A  for x, such that the curve 
is convex toward the axis of x for the interval between A  and the root. 
The main difference between the old mode of procedure and his own is 
that the old does not specify whether the first approximation shall be 
taken larger than the required root or smaller, while his revision of it 
does so specify. M o u r r a il l e  considers the special case of multiple roots, 
and the case where a root is at a point of inflexion of the curve while 
the curve is at the same time concave toward the axis of x on both 
sides. He does not always rely upon the looks of the curve to deter
mine the convexity; he can tell this with greater certainty by examining 
the fluxions, especially near a point of inflexion (p. 428).

To explain his ideas and to point out the insecurity of the old 
process, M o u r r a il l e  considers the following figure.1)

1. Let P  be a variable point on the axis of x between A  and P. 
From P  imagine the ordinate drawn to the curve, also the corresponding 
tangent. Designate the subtangent by Pp. M o u r r a il l e  says that, to his

knowledge, no one be
fore him has pointed 
out that the correction 
to the assumed approxi
mation to the root, ob
tained by the N e w t o n - 

R a p h s o n  method, repre
sents geometrically the 
length of the subtan
gent to the curve. As 
P  moves from JT to 
B, p  moves from N  
toward B. If OP is 

,u taken between O n  and
On, the subtangent is very large and N e w t o n ’s process causes divergence 
from the value of the desired root OP; that is, the process fails. Suppose 
the part of the curve R'p"m reached down far enough to cut the axis 
of x in the points C and D, near the point P, and that p  corresponds

^ g q  F l o r i a n  C a j o r i .

1) Fig. 54 in his book, see pages 342 — 345.



to a point in the arc B'C  which is convex to the abscissa, then the 
second and all subsequent subtangents yield approximations to the root 
OC, instead of the desired root OB. This same wrong root is appro
ached, if p  corresponds to certain points in the arc p! B' or to certain
other parts of the curve. Or we may obtain some other root OB in 
place of the desired root OB.

2. If OP  =  On, then p  falls at x, which corresponds to v on the 
concave part Bp  of the curve. On the second application of the process 
the point p  returns to the starting point n. Thus, repeated applications 
cause oscillations to and fro, but no approach to the root.

3. There is a point n', such that p  falls at t', which corresponds to 
v' on the curve. The second application of the process places p  at B, 
thus yielding the desired root accurately.

4. There is a point n", such that p  falls at Q, which corresponds to
the point of inflexion B, so that the second step yields the position T
on the convex side of B, from which the desired root OB  is safely 
approached.

5. The point n is therefore „la Limite entre la convergence et la diver
gence de la suite“; between n and B  there is convergence, between n 
and II  there is divergence. The point n' and certain other points yield 
the answer accurately after a finite number of trials. This fact is of 
no service in finding incommensurable roots, for On' is then itself in
commensurable; for commensurable roots simpler solutions exist. When 
OP  lies between On and OB, the successive subtangents do not all have 
like signs and the convergence is usually not as rapid as when the start 
is made in the interval BQ, where the approach to the root is continuous. 
Hence, the advantage of starting on the convex side lies not only in 
perfect security, but usually also in greater speed. We may interpolate 
here the remark that Newton, in his only illustration of his method of 
approximation, takes the equation x 3 — 2 x  — 5 =  0, and letting x  =  2, 
starts on the side of the curve concave toward the axis of x ,  correspond
ing to a point P  in Mourraille’s figure, located between n and B. The 
first correction of the assumed value yields x  =  2 • 1, which corresponds 
to a point between B  and Q, on the convex side. It is to he noticed 
that Mourkaille establishes for an interval x =  O n  and x — O Q  the 
necessary and sufficient conditions, expressed geometrically, for the suc
cess of the N e w t o n - R a p h s o n  process of approximating to the required 
root OB.

6. Some writers aim at greater security in the process by retaining 
terms of the second degree in the calculation of the first correction to 
the assumed value, but M o u r r a il l e  points out that in some cases better
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values are obtained by using tbe term of the first degree without that
of the second degree (p. 347).

7. In the case of equal roots the curve is convex toward the axis
of x on both sides of the root-value, and one may begin with a value
greater or less than the root, at pleasure.

8. If the axis of x  cuts the curve at a point of inflexion, and the 
root is not a multiple root, then the curve may be concave toward the
axis on both sides of the point. In this case find the second fluxion
(or the 4th, 6th, . . .  if necessary). As the root is common to the given 
equation and the second fluxion, solve the latter (p. 336).

9. To ascertain whether certain roots are distinct roots, multiple
roots or imaginarles, M o u r r a il l e  (p. 441) advances a new test of his own. 
„Si . . .  on prend séparément pour A  les valeurs des deux abscisses, entre 
lesquelles se fait le changement de signe des premieres fluxions, et qu’on 
en tire les deux suites A +  S +  S' +  S ”, etc., et A  +  <S +  S' +  S", etc. 
exactes1) jusques à la place insensible dont j’ai parlé dans la Regle 
pratique de cet Article; alors si ces deux suites ont la même valeur, il 
seroit inutile de faire d’autres recherches, et je crois qu’on peut fort 
bien conclure sans erreur sensible, que ce sont deux, ou un plus grand 
nombre pair de Racines égales; mais si ces deux suites ont des valeurs 
différentes, ce seront deux Racines inégales; et enfin si ces deux suites 
étoient divergentes après avoir commencé d’être convergentes, on pour- 
roit conclure qu’il y a là deux, ou un plus grand nombre pair de
Racines impossibles.“

The rule given in this last quotation is the same as part of „Rule 
B “ invented later by F o u r i e r *), but F o u r i e r ’s treatment is far more prec
ise and exhaustive.

F o u r i e r ’s rule of procedure for single roots in his improvement of 
the N e w t o n - R a p h s o n  method, is as follows: If one and only one root of 
the equation f (x)  =  0 lies between the real numbers a and b, then the 
N e w t o n - R a p h s o n  method yields with certainty successive approximations 
to this root, if the first two derivatives of f (x)  do not vanish for values
of x  lying in the interval between a and b, and if, of these two limits,
that one is chosen which, when substituted for x  gives to f (x)  and f " (x)  
the same sign.

It has been pointed out by D a r b o u x 3)  and others that the condition 
named by F o u r i e r ,  that f ' {x ) must not vanish in the interval, is not

1) These S’s are the values of the successive subtangents in the N e w t o n -  

R a p h s o n  process.
2) F o u r i e r ,  Analyse des équations déterminées, Paris 1831, p. 121.
3) N ouvelles anna les de m a th é m a tiq u e s  8,, 1869, p. 17—27.

2 2 0  F l o r i a n  C a j o r i .



necessary. It is interesting to observe that M o u r r a il l e  did not impose 
this condition, and, therefore, deduced a simpler set of sufficient con
ditions than did F o u r ie r . M o u r r a il l e  nowhere epitomizes his analytical 
rule into a single statement, but he insists that the approximation begin 
on the side close to the root where the curve is convex to the axis of x. 
Now the test for convexity does not involve the question of the vanish
ing of the first fluxion. On page 440 he considers two small ordinates 
having the same sign and lying close to each other, between which the 
first fluxion vanishes. It is the case of two nearly equal roots. „Si les 
secondes fluxions ne changent pas de signe dans l’intervalle entre ces 
Racines, on sera assuré que la courbe est convexe vers l’abscisse de part 
et d’autre de cet intervalle, et par conséquent concave dans cet intervalle; 
mais si les secondes fluxions changent de signe dans cet intervalle, ce 
changement de signe fera connoitre les Limites entre la concavité et la 
convexité de la courbe . . On page 428 he speaks of a positive ordin
ate diminishing during approach of a root from an upper limit, while 
the first fluxion decreases also, thus indicating convexity at that place.
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Über Jacobis Auffassung des realen Integrals 
als einer mehrdeutigen Funktion.

Von L. S c h l e s in g e r  z . Zt. in Frankfurt am Main.

In allen mir bekannten Lehrbüchern der Integralrechnung und der 
Funktionen theorie, älteren und neueren, findet man die folgende Auf-

X

fassung vertreten: Ein Integral ff(x)dx,  wo o eine reale Größe, f(%)
a

eine reale Funktion der realen Variabein x bedeutet, ist eine eindeutig 
definierte Funktion seiner oberen Grenze; ist f(x) auch für komplexe 
Werte von x erklärt, also z. B. eine rationale oder algebraische Funktion, 
und faßt man jenes Integral als in der Ebene der komplexen Variabein x 
auf irgendeinem beliebigen Wege erstreckt auf, so wird es im allgemeinen 
eine unendlich vieldeutige Funktion von x. Es ist  nicht  möglich,  
diese Mehrdeutigkeit  des Integrals hervortreten zu lassen, so 
lancre man x auf die realen Werte beschränkt.Ö

Die Richtigkeit des ersten Teiles dieser Aussage steht unzweifelhaft 
fest. Die zweite (in dem gesperrten Satze enthaltene) Behauptung ist 
bisher auch niemals angefochten worden. Ich will in den folgenden Aus
einandersetzungen zu zeigen versuchen, daß sie unhaltbar ist, und daß 
J acobi in seinen Vorlesungen Methoden angegeben hat, die es ermöglichen, 
im Gebiete der realen Variabein die Mehrdeutigkeit eines Integrals 
einer realen Funktion einer realen Variabein zur Evidenz zu bringen. 
Diese Methoden sind in dem Teile von J acobis Vorlesungen über elliptische 
Funktionen von 1835/1836 entwickelt, den Herr Gu n d e l f in g e r 1) ver
öffentlicht hat, sie sind aber, wie Herr Gu n d e l fin g e r  a. a. 0. hervorhebt, 
auch schon von R o senhain  in seiner Preisschrift2) vollständig angegeben 
worden. Implizite enthalten sind sie jedoch, wie ich nachweisen werde, 
schon in den §§ 4, 5 von J acobis Abhandlung im 13. Bande (1835) des 
CRELLESchen Journals.3)

1 ) B i b l i o t l i .  M a th e m .  9 , ,  1908/9, S . 211— 226.
2) Siehe die deu tsche  Ü b erse tzu n g , O s t w a l d s  K l a s s i k e r  d e r  e x a k t e n  W i s s e n 

s c h a f t e n  No. 65 , S. 78, 79.
3) J a c o b is  W e r k e  Bd. I I ,  S . 23; d a tie r t  F e b ru a r  1834.
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Ich disponiere meine Darlegung dieser Methoden folgendermaßen:
1. Zeige ich, durch welche Erscheinungen das Bedürfnis wachgerufen 

wurde, ein Integral einer realen Funktion als mehrdeutige Funktion der 
oberen Grenze charakterisieren zu können;

2. Entwickle ich die von J acobi gegebene Methode an einigen der 
von J acobi selbst behandelten Fällen von Integralen (mehrdeutiger) 
algebraischer Funktionen und zeige im Anschluß daran, wie dieselbe 
Methode auf Integrale eindeutiger Funktionen übertragen werden kann;

3. F ix iere  ich die h istorisch e S te llu n g  dieser JAcoBischen M ethode 
a ls M ittelg lied  zw ischen  C a u c h y  und P u iseu x , R ie m a n n ;

4. Weise ich darauf hin, daß dieser Methode auch bei dem gegen
wärtigen Stande der analytischen Erkenntnis und vielleicht noch über 
diesen hinaus eine prinzipielle Bedeutung beizumessen ist.

I.
Für die Umkehrungsfunktion des elliptischen Integrals erster Gattung

dx Qi real und kleiner
(1) — f y = a:2 • l — fc2*2 als Eins)

beweisen sowohl A b e l 1) als auch J acobi2) die Periodizität mit Hilfe des 
Additionstheorems.3) D. h. sie zeigen, daß die Umkehrungsfunktion 
x =  l(u), die Eigenschaft hat:

X(u) =  X(u +  4 rnK +  2m'K'

wo K , K'  die kompletten Integrale, m, m' ganze Zahlen bedeuten. Be
trachtet man also in der Gleichung x =  X(u) u als Funktion von x, so 
ist diese Funktion unendlich vieldeutig (auch wenn man nur reale Werte von 
u in Betracht zieht, d. h. die imaginäre Periode ganz beiseite läßt), während 
das Integral doch, sofern man das Vorzeichen der Quadratwurzel fixiert, 
eine eindeutige Funktion der oberen Grenze ist. Eine ähnliche Diskrepanz 
zeigt sich auch schon für das trigonometrische Integral

(2) u =  /* dx .
’ J V l - x *

1) R e c h e r c h e s  s u r  le s  fo n c t io n s  e l l ip t iq u e s  § 4; Oeuvres ( e d .  S y l o w  e t  L i e '  

I, p. 271.
2) F u n d a m e n ta  n o v a  § 19; W erke I, p. 85.
3) In derselben Weise verfährt auch G a u s s  (W erke Bd. VIII, S. 94), um zu 

zeigen, daß die inverse Funktion des Integrals j  —_ . . . .  die reale Periode 6if> (siehe 
a a. 0.) besitzt. J  l/U -fa:3
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D ie se r  Z w ie sp a lt  h a t  n ich ts  B e u n ru h ig e n d e s , w e n n  m an  s ic h  d a m it 

ab fin den  w il l ,  daß d u rch  das In te g r a l eben  n u r  ein e p a r t ik u la re  L ö s u n g  

d er G le ich u n g  x  — X(w) d a rg e ste llt  w ir d , w ie  es j a  a u c h  n u r  e in e  p a r t i

k u la re  L ö s u n g  d er D if fe re n tia lg le ic h u n g

d i

d x  ÿ i - x 2- l - k 2x ‘

lie fe rt . U n d  in  d er T a t  fin d en  w ir  a u c h  h e i J a c o b i  n ic h t  d as B e d ü r fn is , 

d iesen  Z w ie sp a lt  zu  b e s e it ig e n , so la n g e  d ie  G le ic h u n g  x  =  l ( u ) ,  d ie  u 
in  se in e r v o lle n  M e h rd e u tig k e it  lie fe r te , e in e  e in d e u tig e  is t ,  a lso  e in e  g u t  

fa ß b a re  F o rm  h a t , w ie  fü r  d as In te g r a l  ( 1 )  o d er (2 ) . E in e  Ä n d e ru n g  

w ird  e rs t  w ü n sc h e n sw e rt , w en n  es s ich  um  e in  h y p e re ll ip t is c h e s  In te g r a l 

h an d e lt

(3 ) u  =  f /  ( « +  ß * ) d x  _____ ( 1 > & *> A * > m *> 0 )
J  V x {  1 — x ) { l — V x ) ( \  — V x ) ( \  — ^ x )  
o

dessen  U m k e h ru n g s fu n k tio n  k e in e  „a n a ly t is c h e “  im  S in n e  J a c o b i s  i s t ,  fü r  

die a lso  k e in e  e in d e u tig e  G le ic h u n g  z w isc h e n  u  u n d  x  e x is t ie r t , a u s  d er 

u  in  se in er v o lle n  M e h rd e u tig k e it  a ls  F u n k t io n  v o n  x  en tn o m m en  w erd en  

kön n te.

I I .

J a c o b i  b ew e ist d ie  P e r io d iz itä t  d er U m k e h ru n g s fu n k t io n  x  =  X (u) 
des In te g r a ls  ( 3 )  in  se in e r A b h a n d lu n g  im  1 3 .  B a n d e  des C sE LLE sch en  

Jo u r n a ls  a u f  fo lg e n d e  W e is e .1) D u rc h  ein e S u b s t itu t io n  v o n  d er F o rm

d 4- c  s i n 2 qp
x  =  T T ------/  +  g sm  <p

d ie fü r  je d e s  d er sech s In te rv a lle

A  A  1 1 1 1  1 1  1 1  ,-  oo • • • 0, 0 • • • 1, 1 • • • i%> k, ■ ■ ■ l t > ^  l-oo

an d ers  e in z u ric h te n  i s t 2), w ird  d as In t e g r a l  ( 3 )  in

C +  d
(m  - f  n  s in 2 cp)dtp

p 2 s in 2 qp - 1 — q s in 2 qp ■ 1 —  r 2 s in 2 qp

1) A b e l  gibt in  einer nachgelassenen A rb eit (O e u v r e s  I I ,  p. 40) ein anderes 
V erfahren an; vie lle ich t läßt der Schluß der A bhandlung (O e u v r e s  I ,  p. 517) die  
Deutung zu, daß A b e l  später diese Periodizität m it H ilfe  seines Theorem s bewiesen 
habe, also ähnlich, wie fü r die elliptische Funktion. Jedenfalls wäre diese Deutung
v ie l naheliegender als die von B j e r k n e s  (N i e l s  H e n r i k  A b e l , s a  v ie  e t s o n  a c t io n

scien tifiqu e, P a ris  1885, p. 216) vorgeschlagene.
2) F ü r das In tervall 0 . .  1 ist z. B. einfach x  =  s in 2 qp zu setzen.
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t ra n s fo rm ie rt , w o  p 2, q 2, r 2 re a l und k le in e r  a ls  1  s in d , und dann  das m it 

d m u ltip liz ie rte  In te g r a l  in  ein e R e ih e

2 A.
—  cp - f  A t s in  2  <p +  -A-<i s in  4  cp +  • • • in  inf-

e n tw ic k e lt , w o

2
^ P  (m +  »  sin* ( p ) d q j

rJ  }/1 — p* sin 2 qp ■ 1 — q* sin* <p • 1 — r* sin* <p

ist. V e rm e h rt  m an dann  cp um  j e ,  so b le ib t  x  u n g e ä n d e rt , w äh ren d  u  
s ic h  u m  2 A S  ve rm eh rt.

In  d ieser tr ig o n o m e tr isc h e n  S u b st itu t io n  lie g t  —  w ie  ich  in  der E i n 

le itu n g  b em e rk t h ab e —  im p liz ite  sch on  je n e  JA co m sch e  V e ra llg e m e in e ru n g  

d es re a le n  In te g r a lb e g r if fs , d ie in  den h ie r in  B e tr a c h t  ko m m en d en  F ä lle n  

e in  re a le s  In te g r a l  a ls  m e h rd e u tig e  F u n k t io n  d er o b eren  G ren ze  ersch ein en  

läß t. V e r fo lg t  m an  n ä m lic h  die Ä n d e ru n g  v o n  x ,  d ie e in er V e rm e h ru n g  

vo n  cp um  je  e n tsp r ic h t , so s ie h t m a n , daß z. B . fü r  d as In te r v a ll  

0  <  x  <  1  und fü r  x  =  s in 2 cp, z u n äch st x  b is  zu  dem  W e rte  x  =  1  h in  

w ä c h s t , d an n  v o n  1  b is  0  ab n im m t, um  dann  w ie d e r b is x  zu w ach sen . 

W ä h lt  m an  e tw a  zu A n f a n g 1) fü r  0  <  x  <  1  d ie  Q u ad ratw u rze l p o s it iv , 

so  daß a lso

] / x ( l  — x )  =  sin  cp cos cp, 0  <  cp < 2

i s t ,  so h a b en  w ir ,  w en n  cp den W e rt  - e rre ic h t h a t  x =  1 ,  > Ä c (l — :r) =  0 ;  

w ä c h s t  cp d an n  w e ite r  v o n  — b is  Jt, so is t  1 > * ^ 0  und ]/x(l — x ) <  0, 

un d  w en n  e n d lic h  cp v o n  n  b is  je  +  cp zu n im m t, so is t  y ' x ( l  — x )

w ie d e r p o s it iv  un d  x  is t  zu se in em  A u sg a n g s w e r te  z u rü c k g e k e h rt. W ir  

h a b en  a lso
( 0 +  71 X  1 0  X  X  1

f - f+ f - M - M '
0 0 x  1 0 0 0

w o u n te r  den In te g ra lz e ic h e n  ste ts  d e r  p o s it iv e  W e rt  d er Q u a d ra tw u rz e l 

zu  d en k en  ist. H ie rd u rc h  is t  g e z e ig t , daß die V e rm e h ru n g  des im  g e 

w ö h n lic h e n  S in n e  —  d. h. a u f  dem  „ k ü r z e s te n  W e g e “  vo n  0  b is  x  —
i

g en o m m en en  In te g r a ls  ( 3 )  um  den P e r io d iz itä tsm o d u l 2 j  d ad u rch  e rz ie lt
o

w ir d , daß m a n , s ta tt  vo n  0  b is  x  m it p o s it iv e m  In k re m e n t und p o s it iv e m  

V o rz e ic h e n  d er Q u a d ra tw u rz e l zu in te g r ie re n , z u n ä ch st v o n  0  n a c h  1  m it  

p o s it iv e m  In k re m e n t un d  p o s it iv e r  Q u a d ra tw u rz e l, d an n  v o n  1  b is  0  m it

1) Vgl. Jacobi, a. a. 0 . S. 32 unten.
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n e g a tiv e m  In k re m e n t un d n e g a t iv e r  Q u a d ra tw u rz e l, e n d lic h  v o n  0  b is  X  

w ie d e r m it p o s itiv e m  In k re m e n t und p o s it iv e r  Q u a d ra tw u rz e l in te g r ie rt . 

D ie  Ä n d e ru n g  des V o rz e ic h e n s  d er Q u a d ra tw u rz e l an  den  V e r z w e ig u n g s 

ste lle n  1  und 0  is t  dem  G esetze  d er K o n t in u itä t  g e m ä ß , u n d  in so fe rn  

fr e i v o n  je d e r  W il lk ü r ,  a ls  h ei a b w e ic h e n d e r W a h l des V o rz e ic h e n s  e in  

t r iv ia le s  R e su lta t  (n ä m lic h  d er u rsp rü n g lic h e  In te g r a lw e r t  o d er N u ll)  en t

steh en  w ü rd e .1) W ir  e rh a lte n  a lso  a u f  G ru n d  d ie se r  In te rp re ta t io n  d er 

v o n  J a c o b i  i m  B a n d e  1 3  des C itELLEschen J o u r n a ls  a n g e w a n d te n  t r ig o n o 

m e trisc h en  S u b st itu t io n  die fo lg e n d e  D e u tu n g  fü r  d ie  P e r io d iz itä t  d er 

U m k e h ru n g s fu n k tio n  vo m  S ta n d p u n k te  der In te g ra lre c h n u n g  a u s :

M an  k a n n  a u f  d e r  r e a l e n  A c h s e  v e r b l e i b e n d  v o n  0  n a c h  x  h in  

a u f  v e r s c h i e d e n e n  W e g e n  in te g r ie re n , w en n  m an  n u r  das H in -  un d 

H e rin te g r ie re n  zw isch en  V e rz w e ig u n g s p u n k te n  z u lä ß t , d. h . s ic h  n ic h t 

a u f  p o s it iv e  In k re m e n te  d x  b e s c h r ä n k t , un d  e rz ie lt  d a m it, in d em  m an  

d er Q u a d ra tw u rz e l ih re  M e h rd e u tig k e it  b e läß t u n d  b eim  P a s s ie re n  d er 

V e rz w e ig u n g sp u n k te  die F r e ih e it  der W a h l fü r  das V o rz e ic h e n  d e r Q u a d ra t

w u rz e l u n te r  W a h ru n g  der K o n tin u itä t  a u sn ü tz t , e in  v e r a l l g e m e i n e r t e s  

I n t e g r a l ,  d as e in e  u n e n d lich  v ie ld e u tig e  F u n k t io n  d e r o b ere n  G ren ze  is t ;  

d ie versch ie d e n e n  D e te rm in a tio n e n  d iese r F u n k t io n  e n tsp re c h e n  g e n a u  d er 

P e r io d iz itä t  d er U m k e h ru n g s fu n k tio n  u n d  ih re r  d u rch  d ie Q u a d ra tw u rz e l 

se lb st  v e ru rsa c h te n  D o p p e lw e rtig k e it .

D ie se  V e ra llg e m e in e ru n g  d es B e g r i f fs  des I n te g r a ls  z w isc h e n  rea len  

G ren zen  fin d et s ich  in  d er V o r le s u n g  J a c o b i s  v o n  1 8 3 5 / 1 8 3 6 2) fü r  d ie  

In te g ra le

X X  X
f*  d x

0

m it vo lle m  B e w u ß tse in  ih re r  T ra g w e ite  a u se in a n d e rg e se tz t  un d  is t  au c h  

sch o n  b e i R o s e n h a i n 3)  in  d e r d er P a r is e r  A k a d e m ie  1 8 4 6  e in g e re ic h te n  u n d  

1 8 5 1  p u b liz ie rte n  P re is a rb e it  a ls  vo n  J a c o b i  h e rrü h re n d  w ie d e rg e g e b e n . 

D aß  fü r  J a c o b i  ein  u n m itte lb a re r  Z u sa m m e n h a n g  z w isch e n  se in e r M eth ode 

v o n  B a n d  1 3  ( 1 8 3 4 )  un d  d er v o n  1 8 3 5 / 1 8 3 6  b esta n d en  h a t , u n te r lie g t

1) W il l  m an der unter dem Integralzeichen stehenden Quadratw urzel w irk lic h  
ih re  volle M ehrdeutigkeit belassen, so muß man —  sowie dies nach dem Gesetze  
der K on tin u itä t m öglich w ird —  die b e i d e n  M öglichkeiten fü r das Vorzeichen in  
Betracht ziehen. E s lieg t also, da die eine —  n äm lich das Beibehalten des V o r
zeichens, m it dem man in  dem Verzw eigungspunkte angekommen ist —  ein triviales  
Ergebnis liefert, in  der A usnutzung der anderen M ö g lich keit in  der T a t kein e rle i 
W illk ü r. V gl. auch den „ N a c h tra g “ am Schlüsse dieses Aufsatzes.

2) Siehe G u n d e l f i n g e r . B i b l i o t h .  M a th e m . 9S, 1908/9, S. 212 —  225.
3) A  a. 0 . S. 226.

f ‘  d x ___________ l ‘________________

!> Y 1  — x *  ■ 1  — k 2x 2 ’  J Y ( x  — a 1 )(x  — a,

d x

){x  -  a3)(x  -  a i )(x  -  ab){x  -  a6)
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w o h l ke in em  Z w e i fe l 1 ) ;  es k ö n n te  vo m  S ta n d p u n k te  des H is to r ik e rs  n u r  

n o c h  fr a g lic h  e rsch e in e n , ob J a c o b i  sc h o n , a ls  er 1 8 3 4  die tr ig o n o m e tr isc h e  

S u b st itu t io n  a n w a n d te , d eren  g eo m e trisch e  B e d e u tu n g  a ls  ein  H in - und 

H e rin te g r ie re n  a u f  der x - A c h s e  g e k a n n t h a t , und ob er, w en n  dies n ich t 

d er F a l l  w a r, g an z  v o n  se lb st, od er u n te r irg e n d e in e m  äu ß eren  E in flu ß  den 

Ü b e rg a n g  v o n  d iese r S u b stitu tio n  z u  d er g eo m etrisch en  D a rs te llu n g , w ie  

w ir  s ie  in  d er V o r le s u n g  vo n  1 8 3 5 / 1 8 3 6  fin d e n , v o llz o g e n  h at. W ir  

w e rd e n , um  die In d iz ie n  fü r  d iese  versch ied en en  M ö g lich k e ite n  g e g e n 

e in a n d e r a b w ä g en  zu  k ö n n e n , sch o n  h ie r  dem  E in flu ß  n a c h g eh en  m üssen , 

d en  C a u c h y s  M ém oire  su r les in tegrales définies p r ise s  entre des lim ites  
im a g in a ires  v o n  1 8 2 5 3) a u f  J a c o b i  a u sg e ü b t bat.

W ir  b rau ch en  h ie r k e in e  gen au e  A n a ly s e  des CAucHYSchen „M é m o ire “  

zu  g e b e n 3), es g e n ü g t  der H in w e is  d a ra u f, daß C a ü c h y ,  n achd em  er das 

In te g r a l  e in er e in d e u tig en  F u n k t io n  f ( s )  der k o m p le x e n  V a r ia b e in  s  =  x  +  y i ,  
zw isch e n  den k o m p le x e n  G ren zen  x 0 +  i y 0 und X  +  i Y  e n tla n g  e in er 

K u r v e  x  =  cp(t), y  =  cp(t) d e fin ie rt h a t , z e ig t , w ie s ich  je n e s  In te g r a l 

v e rä n d e r t , w enn  je n e  K u r v e  v a r iie r t  un d  b ei d er V a r ia t io n  ein  U n e n d lich 

k e itsp u n k t  vo n  f ( z )  ü b e rsc h r itte n  w ird . A ls  K o n se q u e n z  dieses T h e o re m s
Z

e rg ib t  s ich  z. B .,  daß j ^  ein e m e h rd e u tig e  F u n k t io n  d er o b eren  G ren ze 

1
i s t ,  w enn das In te g r a l in  d er k o m p le x e n  E b e n e  a u f  b e lie b ig e m  W e g e  e r

s tre c k t  w ird . —  V o n  In te g ra le n  m e h rd e u tig e r a lg e b ra isc h e r  F u n k t io n  

h a n d e lt C a u c h y  in  dem  „M e m o ir e “  vo n  1 8 2 5  n ich t. J a c o b i  äu ß ert s ich  

an  z w ei S te lle n  d er V o r le s u n g  v o n  1 8 3 5 / 1 8 3 6  ü b e r d ieses „ M e m o ir e “ . In  

d e r E i n l e i t u n g  setzt e r  au se in an d er, daß e r d ie T h e o rie  d er d u rch  d ie 

e llip tisc h e n  In te g r a le  d e fin ierten  T ra n sz en d e n te n  a u f  d ie  T ran szen d en te

+  00 

i  =  — 00

grü n d e n  w o lle , w e il „m a n  d a d u rch  v o n  ih re m  W e rte  ein e b estim m te  A n 

sc h a u u n g  e rh ä lt. D ie se s  is t  z. B . n ic h t d er F a l l ,  w en n  m an die T ra n sz en d e n te n

a ls  In te g ra le  d e fin ie rt , w ie  z, B . / —  ^ ----- , w o  m an z w a r fü r  d as re e lleJ  ÿ l  - P s i n 2<p
cp e in  B i ld  v o n  d e r S a c h e  h a t , w o  a b e r  a lle  P rä z is io n  a u fh ö r t , w e n n  cp 
im a g in ä r  w ird . C a u c h y  h a t  s ich  m it  so lch e n  In te g ra le n  se h r v ie l  b e

1) E in e Bestätigung findet man im  „ N a ch tra g “ .
2) Deutsch in  O s t w a l d s  K l a s s i k e r  d e r  e x a k t e n  W is s e n s c h a f t e n  No. 112  

m it Anm erkungen von P. S t A c k e l .

3 )  M an findet eine solche z .B . hei B r i l l  und N o e t h e r ,  J a h r e s b .  d. d e u t s c h e n  
M a t h e m .- V e r e in .  3 (1892/1893), S. 170ff.
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sc h ä ft ig t , a b e r  d a d u rch  n ie  d ie  K la r h e it ,  w ie  s ie  u n se re  R e ih e  g ib t ,  e r

re ic h t. W e n n  u n ter dem  In te g ra lz e ic h e n  ü b e rd ie s  e in  v ie ld e u t ig e r  A u s d r u c k  

o der e in  W u rz e lz e ic h e n  s ic h  b e fin d e t, so lä ß t s ich  z w a r  fü r  e in e  re e lle  

V a r ia b le  d as B i ld  d u rch  e in  In te g r a l le ic h t  fa s s e n , a b e r  w e n n  s ie  im a g in ä r  

w ir d , h ö rt  je d e  B e s t im m th e it  a u f  . . . .  D o c h  l ie g t  d as U n g e n a u e  in  den 

In te g ra ld e fin itio n e n  v ie lle ic h t  n u r  d a r in , daß m an  d ie  P r in z ip ie n  je n e r  

In te g ra le  n o ch  n ic h t  g e n a u  g e n u g  e rk a n n t h a t .“  D ie  an d ere  S te lle  fin d e t 

s ic h  in  d e r 3 6 . V o r le s u n g , s ie  is t  b ere its  v o n  H e rrn  G u n d e l f i n g e r  p u b liz ie r t  

w o rd e n , ic h  setze  a b e r  ih re n  W o r t la u t  d er V o lls t ä n d ig k e it  w e g e n  h ie rh e r. 

A u f  d ie  Ü b e rs c h r if t : „ V o n  d er V ie ld e u t ig k e it  d e r In t e g r a le ,  d ie  u n te r  

dem  In te g ra lz e ic h e n  e in en  m e h rd e u tig e n  A u s d r u c k  h a b e n “  fo lg t  d ie  B e 

m e rk u n g : „ E in e  Q u elle  d er V ie ld e u t ig k e it , d ie  a b e r  v o n  d e r h ie r  s ta tt

fin d en d en  ve rsch ie d e n  zu se in  sc h e in t, is t  d ie , w e n n  die zu  in te g rie re n d e  

F u n k t io n  fü r  irg e n d e in e n  re e lle n  W e r t  od er a u c h  e in en  im a g in ä re n  W e rt  

der V a r ia b e in  u n e n d lic h  w erd en  kan n . D ie se  U rs a c h e  h a t  C a u c h y  in  

e in e r  A b h a n d lu n g : M em o ire  etc. P a r is  1 8 2 5  se h r g rü n d lic h  e rö rte rt . 

A b e r  se in e  P r in z ip ie n  sin d  n ic h t  a n w e n d b a r a u f  den  F a l l ,  w o  d ie  V ie l 

d e u tig k e it  e in es u n te r  dem  In te g ra lz e ic h e n  s ich  b efin d en d en  A u sd ru c k e s  

d ie  V ie ld e u t ig k e it  d er W e rte  des In te g r a ls  h e rb e ifü h rt .“  —  E s  fo lg t  dann 

die A u se in a n d e rse tz u n g  d e r o b en  b e sp ro ch e n e n  M eth o d e  des H in u n d h e r- 

in te g r ie re n s  z w isch e n  den V e rz w e ig u n g sp u n k te n .

M an  w ird  au s  d iesen  b eid en  S te lle n  e rseh en  k ö n n e n , daß J a c o b i ,  

w ä h re n d  e r je n e  V o r le s u n g  h ie lt ,  s ic h  m it  d er In te g r a t io n  im  k o m p le x e n  

G eb ie te  g e n a u e r v e r tra u t  g e m a c h t h a t ,  in d em  e r zu  A n fa n g  b e i C a u c h y  

n o c h  d ie „ K la r h e i t ,  w ie  s ie  u n se re  R e ih e  g ib t “  v e rm iß t , w ä h re n d  ih m  

in  d er 3 6 . V o r le s u n g  die E r ö r te r u n g  sch o n  „ s e h r  g r ü n d l ic h “  e rsch e in t. 

D aß  e r d ie  P r in z ip ie n  C a u c h y s  a u f  den ih n  b e sc h ä ft ig e n d e n  F a l l  fü r  n ic h t

a n w e n d b a r h ä l t ,  is t  g e w iß  d u rch a u s r ic h t ig ,  w en n  m an  an  e in e u n 

m i t t e l b a r e  A n w e n d u n g  d e n k t , da  es s ich  j a  b e i C a u c h y  u m  d ie In te g r a le  

e in d e u tig e r  F u n k tio n e n  h a n d e lt. W ir  w isse n  se it  R i e m a n n ,  daß  m a n , um  

d ie  v o n  C a u c h y  fü r  d ie In te g r a le  e in d e u tig e r  F u n k t io n e n  e n tw ic k e lte n  

P r in z ip ie n  a u f  die In te g ra le  m e h rd e u tig e r  a lg e b ra isc h e r  F u n k t io n e n  a n 

w en d en  zu k ö n n e n , a ls  d as G e b ie t d er In te g ra t io n sv a r ia b e in  n ic h t  d ie 

s c h lic h te  E b e n e  d er k o m p le x e n  V a r ia b e in  z ,  so n d e rn  e in e  F lä c h e  w ä h le n  

m u ß , in  d er d ie u n te r  dem  In te g ra lz e ic h e n  steh en d e  F u n k t io n  e in e  e in 

d e u tig e  F u n k t io n  des O rtes is t . D a s  w e se n tlic h  N e u e  b e i d ie se r  F lä c h e

g e g e n ü b e r  d er CAUCHYSchen sc h lic h te n  E b e n e  is t ,  daß sie  m e h rfa c h  z u 

sa m m en h ä n g e n d  se in  k a n n , o h n e d u rc h  A u ssc h lu ß  v o n  p o la re n  S in g u la r i

tä te n  en tstan d en e  L ö c h e r  a u fz u w e ise n , daß a lso  z w e i In te g r a t io n sw e g e  in  

d e r RiEMANNschen F lä c h e  a u c h  d an n  zu  v e rsc h ie d e n e n  In te g ra lw e rte n  

fü h re n  k ö n n e n , w e n n  k e in e  U n e n d lic h k e its s te lle  des I n te g r a ls  zw isch en



ihnen liegt.1) In den von J a c o b i  behandelten Fällen liegen die Ver
zweigungspunkte dieser RiEMANNSchen Fläche auf der realen Achse; denkt 
man sich auch die Verzweigungsschnitte in diese Achse gelegt, so er
scheint uns die JAcoBische Methode kurz gesagt als Integration nach den 
Prinzipien von C a u c h y  innerhalb eines die reale Achse enthaltenden un
endlich schmalen Streifens der RiEMANNSchen Fläche; J a c o b i  stellt also 
de facto die Periodizitätsm oduln seiner Integrale als Integrale erstreckt 
auf geschlossenen W egen in der zugehörigen RiEMANNSchen Fläche dar, 
nur erscheint bei ihm die geschlossene Integrationskurve als dicht an die 
reale Achse herangezogen, wie es ja übrigens R i e m a n n  selbst in diesem  
Falle vorschreibt, wenn er an die wirkliche Berechnung der Periodizitäts
moduln geht. Z. B. ist in J a c o b i s  Darstellung der Periodizitätsmodul
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2/v
0

d x

V x( 1 -  * ) (1  -  * * * ) (1  -  i* a : ) ( l  -  p*x) 

n ach  G le ic h u n g  (4 ), in  d er F o rm

x  1 •

/ + / - /
0  x  1

a ls  g e s c h lo s se n e s  In t e g r a l  in  d e r RiEMANNSchen F lä c h e  a u s g e d rü c k t;  u n d  

eb e n so  is t  f ü r  d en  a r c u s s in u s 2)

M an  w ird  n ach  d iese r A u se in a n d e rse tz u n g  die V e rm u tu n g  a u ssp rech en  

k ö n n e n , daß J a c o b i  se in e  M ethode der versch ied en en  In te g ra tio n sw e g e  im  

rea len  G eb iete  u n te r  dem  —  v ie lle ic h t  un bew uß ten  —  E in flü s se  vo n  

C a u c h y s  „ M e m o ir e “  e rd a c h t , b zw . daß e r u n te r  d iesem  E in flü s se  die 

g e o m e trisc h e  D e u tu n g  se in e r tr ig o n o m e tr isc h e n  S u b stitu tio n  vo n  C b e l l e s  

J o u r n a l ,  B a n d  1 3 ,  ge fu n d en  h ab en  m ag . Ic h  m ö ch te  a b e r  a u sd rü c k lic h  

b eto n e n , daß es m ir  n a tü r lic h  fe rn  l ie g t ,  m it  d ieser A u se in a n d e rse tz u n g  

e in e  R e k o n s tru k t io n  des w irk lic h e n  G e d a n k en g a n g e s  v o n  J a c o b i  ve rsu c h t

1) V gl. den „ N a c h tra g “ .

2 )  Siehe bei G u n d e l f i n g e b ,  a. a. 0 . S. 214, letzte Gleichung. M an vgl. auch 
insbesondere S. 217, Zeile 17ff., wo J a c o b i  fü r den F a ll des elliptischen Integrals

/■ d y
. . T. .  den Penodizitätsm odul direkt definiert als den „W ert, welchen

V 1 — 2/ 1 —&y
0

das In tegral annim m t, wenn man es von einem W erte von y, fü r den die Quadrat
w urzel verschw indet, bis zu einem anderen erstreckt, fü r den sie wieder verschwindet, 
eine beliebige gerade A nzahl M ale genommen“.

B ib l io th e c a  M a th e m a t ic a .  ITT. F o lg e . X I . j q
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z u  h a b e n ; d ie se lb e  s o llte  v ie lm e h r  n u r  d a z u  d .e n e n , d ie  M e th o d e  J a c o b . .
n  u n sere  h e u tig e n  fu n k tio n e n th e o retiseh e n  V o rs te llu n g e n  e in z u o rd n e n  u n d

zu z e ig e n , daß J a c o b ,  fü r  d ie t o n  ih m  b eh a n d e lte n  B e is p ie le  im  re a le n  

G eb ie te  d i r e k t  d as g e le is te t  h a t , w a s  w ir  a u t  G ru n d  d e r S c h ö p fu n g e n  

v o n  B ..M A .B  so z u sa g e n  a u f  d e m  U m w e g e  d u r c h  d a s  k o m p l e n e  G e 

b i e t  zu  v e rs te h e n  g e w ö h n t sin d . U n d  g e ra d e  d ie se r  d ire k te  W e g  g  

d e r jA c o e isc h e n  M eth o d e  ü b e r das h is to r is c h e  In te re sse  I 

aktu eU en  W e r t ,  indem  er z e ig t , d a ß  in  d e n  F a l l e n ,  w o  d a s  I n t e g  
e n d l i c h  b l e i b t  f ü r  d i e j e n i g e n  r e a l e n  W e r t e  v o n  n ,  d e n e n  r e a l e  

W e r t e  d e r  z u  i n t e g r i e r e n d e n  F u n k t i o n  e n t s p r e c h e n ,  d e r  b i s h e r  

a l l g e m e i n  f ü r  u n v e r m e i d l i c h  a n g e s e h e n e  D u r c h g a n g  d u r c h  

k o m p l e x e  G e b i e t  ü b e r f l ü s s i g  i s t .

l e b  m öch te  h ie ra n  n o c h  z w ei B e m e rk u n g e n  a n k n u p fen .

D ie  erste  b ez ie h t s ich  a u f  d ie A n w e n d u n g  d er J Aco B isch en  M eth ode 

a u f  In te g ra le  v o n  e in d e u tig e n , z. B . ra t io n a le n  F u n k tio n e n . F ü r  das

In te g r a l  J - X k a n n  v o n  e in er A n w e n d u n g  d iese r M eth o d e  n ic h t  d ie  R e d e

se in  w e il j a  d as In te g r a l im  P u n k te  3  =  0  u n e n d lich  w ir d , a lso  d ie  in  

dem ’ oben  g e sp e rr te n  S a tz e  en th a lte n e  B e d in g u n g  n ic h t  e r fü llt . D a g e g e n  

is t  d iese  B e d in g u n g  fü r  d as In te g r a l

u
d x  
4 -  x 2

e r fü l lt ,  u n d  w ir  w o lle n  n a c h w e ise n , w ie  s ich  an  d iese m  I n t e g r a l  au f 

G ru n d ’ d er J AcoB isch en  M eth o d e  d ie  M e h rd e u tig k e it  des a rc u s ta n g e n s  in 

E v id e n z  setzen  lä ß t , oh ne d as re a le  G e b ie t zu  v e r la sse n .

M an  b e w e is t  z u n ä c h st, e tw a  d u rch  A n w e n d u n g  d er S u b s t itu t io n

(5)
+ °° _^cc +  °°

daß
/* d x   n f  d x  _   r  d x

J T + x i =  ~2> 2 ’ J  l + x i
¥  ■ i\ — CO

=  %

is t . D a n n  setze  m an  d as a u f  dem  d ire k te n  W e g e  z w isc h e n  0  u n d  x  e r 

stre c k te  In te g r a l
X

f T T ?  =  (a rc  t g a ; ) ’
0

w o  a lso  (a rc  tg  x )  z w isc h e n  -  -*■ un d  g e le g e n  is t . N u n m e h r  in te g r ie re n  

w ir  v o n  0  b is  x  a u f  dem  fo lg e n d e n  W e g e : V o n  0  in  p o s it iv e r  R ic h t u n g



n a c h  +  00 , d ann  vo n  — 00 (e b e n fa lls  in p o s it iv e r  R ic h tu n g )  b is x .1) 
W ir  erh a lten  a u f  d iese W e ise  in  d e r T a t :
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D e r  P e r io d iz itä tsm o d u l % e rsch e in t in  d er F o rm

a lso  g a n z  im  S in n e  d er CA ucH vschen T h e o rie  a ls  In te g ra l e rs trec k t ü b er 

ein e g e sc h lo sse n e  K u r v e ,  d ie den P o l  x =  +  i i m  p o s it iv e n  S in n e  u m k re ist.

D ie  B e h a n d lu n g  der M e h rd e u tig k e it  im  rea len  G eb iete  g ib t  n u r n och  

zu einem  g e w ic h tig e n  B e d e n k e n  V e ra n la s s u n g , und a u f  d ieses so ll s ich  

u n se re  zw eite  B e m e rk u n g  bezieh en . D a  n ä m lich  im  re a le n  G eb iete  vo n  

e in er a n a ly t isc h e n  F o rts e tz u n g  n ic h t d ie R e d e  se in  k a n n , so sch w e b t der 

B e g r i f f  d e r M e h rd e u tig k e it  fü r  e in e  F u n k t io n  e in er rea len  V a r ia b e in  g e 

w isserm aß en  in  d e r L u ft . R o s e n h a i n  sa g t  z .  B . in  se in er P r e is a rb e it , ehe 

e r a n  d ie A u se in a n d e rse tz u n g  d er JA co B isch en  M ethode h e ra n g e h t2) :  „ I c h  

n en n e ein e F u n k t io n  m e h rd e u tig , w en n  d eren  D efin itio n  m eh rere  F u n k tio n e n  

z u g le ic h  u m faß t.“  A b e r  w a n n  s o ll m an m eh rere  F u n k tio n e n  a ls  Z w e ig e  

e in er und d erse lb en  m eh rd eu tigen  F u n k t io n  a u ffa sse n , d. h. m it A n 

w e n d u n g  a u f  u n seren  F a l l ,  m it w e lch em  R e c h te  b etrach ten  w ir  —  im m er 

im  re a le n  G eb iete  v e rb le ib e n d  —  z .  B . d ie u n en d lich  v ie le n  F u n k tio n e n

a ls  d ie v e rsch ie d e n e n  D ete rm in a tio n e n  e in er un d  d erse lb en  m eh rd eu tigen  
F u n k t io n ?

J a c o b i  h a t d iese  S c h w ie r ig k e it  w o h l g e fü h lt , und d a ra u f b ez ie h t s ich  

d ie „ w ic h t ig e  B e m e r k u n g “ , m it  d er er se in e  3 7 .  V o r le s u n g 3) b e g in n t, 

d a m it, w ie  er s a g t ,  „ d ie s e  B e tra c h tu n g e n  n ich t fa lsc h  ve rsta n d e n  w e rd e n “ .

entspricht dem im  Texte angegebenen Integrationswege genau der Integrationsweg, 
den J a c o b i  (siehe G ü n d e l f i n g e r ,  a. a. 0. S. 214, letzte G leichung) benutzt, um den 
W ert x  arc sin x  zu erzielen. Ic h  möchte noch hervorheben, daß J a c o b i  selbst 
(a. a. 0 . S. 219) eine Integration „durch +  00 gehend“ für den F a ll des elliptischen  
In tegrals ausführt.

2) Ostwalds K la s s ik e r  65 , S. 78. 3) Bei Gündelfinger, a. a. 0. S. 215.

10*

— 00

1) F ü r  das durch d i e  Substitution (5 ) transform ierte Integral u =  f  -



L. S c h l e s i n g e r .

W ir können den Inhalt dieser „w ichtigen Bemerkung kurz dahin  
fassen, daß in dem Falle des arcnseinn» und im  F alle des eil ptisehen  Inte 
g r a ls /w o  also die ob er. Grenz. X sich als eindeutige Funktion  des
S te g r a ls  u ‘) ausdrücken läßt, die durch die verschiedenen  
w ege erzielten unendlich vielen Determ inationen des In tegral, alle - 
selben G leichung X -  E M  genügen und die L ö.un geu  dieser Gleichung  
auch erschöpfen. In der T at ist d ie. auch ein vollständig  
Grund dafür, diese Determ inationen als Zweige einer und derselben ’u Ä t io n  
anfzufassen, und man wird auch heute noch kaum em anderes K nterm n, 
dafür angeben können, daß sich im realen Gebiete verschiedene  
tionen zu einer unendlichvieldeutigen Funktion zusam m enfugen als das, daß 
diese Funktionen sich als Lösungen einer em deutigen G leichung von er 
Form x  -  E M  ergeben. Und im Falle des hypereUiptischen Integrals, 
wo durch die Um kehrung e in e s  Integrals ein  solches Kriterium nich zu 
erzielen is t , liefert gerade das JacoBische Um kehrproblem  wieder die 

Lösung der Schwierigkeit.

I I I .
wie erW enn wir nun die Stellung fixieren w ollen , die J a c o b i s  

selbst es n ennt2) —  „Erklärung der V ieldeutigk eit“ eines Integrals m der 
historischen Entw ickelung der Funktionentheorie einnim m t, so muß zu
nächst hervorgehoben werden, daß in  unseren b i s h e r i g e n  D arlegungen  
insbesondere auf die Bedeutung der jACOBischen M ethode für die r e a le  
Funktionentheorie h ingew iesen worden ist und zwar darum, w eil nach dieser 
Seite hin die Methode auch heute noch eine w esentliche Bereicherung 
unserer analytischen H ilfsm ittel darstellt. J a c o b i  hat aber selbst W ert 
darauf g e le g t3), daß seine Methode n icht nur die realen sondern auch die 
imaginären Penodizitätsm oduln liefert, natürlich immer für die von ihm 
ausschließlich behandelten F älle realer V erzw eigungspunkte. Abgesehen  
davon, daß sich die JACOBische M ethode auch auf allgem einere F älle leicht 
erweitern läßt, kann man die S tellung dieser M ethode als eines M i t t e l 
g l i e d e s  zw ischen C a u c h y  (1 8 2 5 ) und C a u c h y  (1 846 ), P u i s e u x  (1850), 
R i e m a n n  (1857) w ie fo lg t präzisieren. W ährend C a u c h y  (1 825) nur den 
F all einer eindeutigen Funktion unter dem Integralzeichen behandelt hat, 
war J a o o b i  der erste, der 1 835 /1836  die M ehrdeutigkeit der durch ein 
Integral eines zweideutigen algebraischen Ausdruckes definierten Funktion  
aus 'der Integraldarstellung heraus erklärt hat. Er ist sogar insofern über 
den Standpunkt von C a u c h y  (1 8 4 6 ) und P u i s e u x  (1 8 5 0 ) h inausgegangen  
und hat sich der Auffassungsw eise R i e m a n n s  (1 8 5 7 ) genähert, als er mit

1) J a c o b i  sagt (a. a. 0 . S. 217): „a u f eine allgem ein gültig e, unzw eideutige W e ise “ .
2) Siehe G u n d e l f i n g e r , a. a. 0 . S. 221; 38. Vorlesung. 3) Siehe z. B. ebenda.



se in en  In te g ra tio n sw e g e n  und m it dem  W e ch se l des V o rz e ich e n s der 

Q ua ra tw u rz e l b eim  P a ss ie re n  d er V e rz w e ig u n g sp u n k te  in  W irk lic h k e it  

u n m i t t e l b a r  a u f  g e s c h l o s s e n e n  W e g e n  in  der R iEM A xxschen F lä c h e  

in te g r ie r t  h a t  w äh ren d  die l a c e t s  und die über d ieselb en  erstreck ten

E l e m e n t a r  i n t e g r a l e  P u i s e u x ’,  au s denen die P e r io d iz itä tsm o d u ln  sich  

zusam m en setzen  la s s e n , s ich  a u f  n i c h t  g e s c h l o s s e n e  We«re in  der 

R iEM A xxschen F lä c h e  b eziehen. D ie  P u b lik a t io n  d er JA com sch en  M ethode 

d u rch  R o s e n h a i n  ( 1 8 5 1 ,  e in g e re ic h t 1 8 4 6 )  s ic h e rt  J a c o b i  w en ig sten s die 
p e rsö n lic h e  P r io r itä t .

IV .

Ic h  m o ch te  n o ch  m it w e n ig en  W o rte n  a u f  die p rin z ip ie lle  B ed e u tu n g  

d er JA co m sch en  M eth o d e h in w eisen . W ir  sehen in  d er m odern en  M athe

m a tik  a u f  a lle n  S e ite n  das B e s tre b e n , das M in im u m  d er H ilfsm itte l s c h a r f

zu  u m g re n z e n , d ie z u r B e h a n d lu n g  e in er b estim m ten  F r a g e  zu r H e r

le itu n g  e in es b estim m ten  R e su lta ts  e rfo rd e r lic h  sin d . D ie  n eu eren  U n te r

su ch u n g e n  ü b e r d ie G ru n d la g e n  der G e o m e trie , d er A r ith m e t ik , der 

M e n gen leh re  kö n n en  a ls  B e is p ie le  fü r  d iese T en d en z ge lte n . M an  w ird  

es im  S in n e  d ieser A u ffa s s u n g  a ls  L ü c k e  em p find en  m ü ssen , daß r e a le  

E i g e n s c h a f t e n  r e a l e r  F u n k t i o n e n ,  w ie  z. B . d ie  M e h rd e u tig k e it  

des a rc u ssm u s  und a rc u sta n g e n s , s ich  aus d er In te g ra ld e fin itio n  d ieser 

F u n k tio n e n  n u r  a u f  dem  W e g e  des D u rc h g a n g s  d u rch  das K o m p le x e  

so lle n  h e rle ite n  la ssen . D ie  JA co B isch e  M eth od e fü llt  d iese  L ü c k e  aus. 

U b e r  das re in  lo g is c h e  B e d ü rfn is  h in au s m ach t s ich  d er W u n sc h , den 

D u rc h g a n g  d u rch  d as K o m p le x e  zu v e rm e id e n , n a m e n tlich  dann  g e lten d , 

w en n  es s ic h  um  A n w e n d u n g e n  d er A n a ly s is  a u f  G eo m etrie  und M ech an ik  

h a n d e lt , w o  d e r N a tu r  d er S a c h e  n a c h  n u r vo n  re a le n  V e rh ä ltn isse n  die 

R e d e  ist . M an ü b e rs ie h t s o fo r t , daß die JA co B isch e  M eth ode au ch  fü r  

d ie B e h a n d lu n g  vo n  re a le n  M e h rd e u tig k e ite n  d er re a le n  L ö s u n g e n  vo n  

D iffe re n tia lg le ic h u n g e n  n u tz b a r  g e m a c h t w erd en  k a n n , und ic h  h offe  d ies 

d e m n ä ch st an  a n d e re r  S te lle  fü r  den F a l l  der G A ussschen D iffe re n tia l

g le ic h u n g  des n ä h e ren  a u se in an d erse tzen  zu  kön nen . A b e r  n o ch  m e h r! 

S o llte  w ir k lic h  e in m a l ein e Z e it  k o m m e n , w o  m an  au c h  im  G eb iete  d er 

re in e n  A n a ly s is  v o n  d e r fa rb e n re ic h e n  F lä c h e n m a le re i d er T h e o rie  d er 

F u n k t io n e n  e in e r  k o m p le x e n  V a r ia b e in  zu d er p ra e ra ffa e lit isc h e n  L in ie n 

fü h ru n g  d er re a le n  F u n k tio n e n  re a le r  V a r ia b e in  z u rü c k k e h rte , w o  das 

sto lze  G eb äu d e  d e r k o m p le x e n  F u n k tio n e n th e o rie  —  w ie  e in  b ek a n n te r 

fra n z ö s isc h e r  A n a ly s t  s ich  a u sd rü c k t —  n u r  n o c h  a ls  „m o n u m e n t du 

p a s s e “  e rs c h e in t , so  w ird  d ie JA co B isch e  M eth o d e e in es d er M alze ich en  

s e in , d ie  v o n  d er In te g ra lre c h n u n g  des X I X .  Ja h rh u n d e r ts  in  je n e  „ r e a l e “  
Z e i t  h in ü b e rra g e n .
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A ls  ich  G u n f  —  wAHicre W o c h e n  v o r

N a c h tr a g .
_  wAnicre W o c h e n  v o r  se in em  H in sc h e id e n  —

das M a n u sk r ip t  d er v o rste h e n d e n  J 

m e rk sa m k e it  a u f  eine S te lle  d e r vo n
i  T  1___T f A v ln o n n r f  V HITl W ."

W .- S .  18 3 9 / 4 0 , d ie  a u c h  sc h o n  in  e in er

z u r V e r fü g u n g  g e s te llte n  A b s c h r i f t  je n e r  BoncuARD TSchen

O b g le ich  d iese  R e s u lt a t e 2) n a c h  den  b is h e r ig e n  E n t w ic k lu n g e n  d u rch 

a u s  k e in e m  Z w e ife l u n te r lie g e n , so b le ib t  u n s d och  d er w a h re  G ru n d  ve r 

b o rg e n , w e sh a lb  In te g r a le  v o n  d er F o rm

ü b e rh a u p t zu  d e r E ig e n s c h a ft  d er V ie ld e u t ig k e it  k o m m en . C a u c h y  h at 

d iese  F r a g e  fü r  an d ere  In te g r a le  u n te r s u c h t , u n d  fü r  d ie se lb e n  gefu n d en , 

daß die V ie ld e u t ig k e it  d a h e r k o m m t, daß d er u n te r  dem  In te g ra lz e ic h e n  

steh en d e A u s d r u c k  fü r  g e w isse  W e rte  u n e n d lic h  w ird . —  D e rg le ic h e n

fin d et z. B .  b e i =  lo g  x + C  s ta t t ; a b e r  in  u n serem  F a l le  w ü rd e  m an

se h r  ir re n , w en n  m an  h ie r in  den  G ru n d  d er V ie ld e u t ig k e it  su c h e n  w ürde. 

U m  e in  sc h la g e n d e s  B e is p ie l  e in es In te g r a ls  zu  g e b e n , w e lc h e s  v ie ld e u tig  

is t , oh ne daß die zu  in te g rie re n d e  F u n k t io n  fü r  irg e n d  e in en  re e lle n  oder 

im a g in ä re n  W e r t  d er V a r ia b e in  u n e n d lic h  w ird , b e tra c h te n  w ir  d as In te g r a l

1) B i b l i o t h .  M a t h e m . 9S, 1908/9, S. 212.
2) N äm lich die H erleitung der unendlich vielen W erte der durch ein elliptisches  

In tegral erster und zw eiter Gattung definierten Funktionen m it H ilfe  der T heorie der 

Thetafunktionen. ®CH-

y i  — x* d x  =  w . S e tz t  m an  h ie r in  x  =  s in  cp, so daß  ä x  =  co s  cp dcp, so  w ird
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w = J  co s2 9? d tp  =  ~  1 ( 1  - f  cos 2 (p )d tp  

0 0
1 . 1 . 0  1 1 _______________

~  2 V +  4 S ln  2cP =  2 a rC S ln  *  +  2 X V i ~ x t >
w e lc h e r  W e rt  u n en d lich  v ie ld e u tig  ist. E s  is t  a lso  w  e in  v ie ld e u tig e s  

In te g r a l, d essen  k o n stitu iere n d e  F u n k t io n  n ie  u n en d lich  w ird .

E s  fr a g t  s ich  n u n , w o rin  denn der G ru n d  d er V ie ld e u tig k e it  zu  such en  

se i! M an  k o m m t zu n ä ch st d a r a u f, daß die I r r a t io n a litä t  des A u sd ru c k e s  

d a ra n  S c h u ld  sei. W ir  w o llen  d iesen  G ed an k en  w e ite r  v e r fo lg e n . B e 

ze ich n en  w ir  den A u sd ru c k  u n te r  dem  In te g ra lz e ic h e n  d u rch  X, 'so  haben 

w ir  w  =  f X d x ,  X2 =  1  — g;2, a lso  w en n  w ir  1  — x 2 m it P 2 b ezeich nen , 

*  =  ±  P  =  ±  V 1 ~  &*■ is t  a l so die W u rz e l e in er q u ad ra tisch e n  G le ich u n g ,
und z w a r e in er re in e n  und a ls  so lch e  zw eid eu tig . W e lch e  der beiden  B e 

d e u tu n g e n  m an zu n eh m en  h a t, d a rü b er is t  d u rch  den B e g r i f f  des In te g ra ls  

n ic h ts  fe s tg e se tz t  un d  b le ib t  a lso  gan z  u n se re r W il lk ü r  ü b e rla sse n ; n u r 

m uß m an  d er e in e n , bei je d e r  In te g ra t io n  u n e rlä ß lic h e n  B e d in g u n g  g e 

n ü g en , daß s ich  X v o n  ein em  E le m e n te  zum  an d eren  k o n tin u ie r lic h  ändere. 

A b e r  g e ra d e  d iese  B e d in g u n g  is t  e s ,  w e lch e  e in  w illk ü r lic h e s  S p r in g e n  

vo n  dem  ein en  W e rte  vo n  X zum  än d ern  ve rh in d ert. In  d er T a t ,  da 

^ =  ±  P  80 w erd en  w ir  fü r  irg e n d e in  E le m e n t  der In te g ra t io n  die 

W a h l h ab en  +  P  o d er — P  zu n e h m e n ; g e se tz t w ir  h ätten  z. B  - f  P  g e 

n o m m e n , so h ab en  w ir  fü r  das fo lg e n d e  E le m e n t n ic h t m eh r d ie  W a h l 

z w isc h e n  +  ( P  +  d P )  un d  — ( P  +  d P ) ,  so n d ern  w ir  kö n n en  n u r das erste  

n e h m e n , w e il so n st e in  e n d lich e r S p r u n g  um  2 P  sta ttfin d en  w ü rd e . S o  

is t  m an  a lso  g e z w u n g e n , an  e in  p o s it iv e s  E le m e n t la u te r  p o s it iv e  an zu 

re ih e n , un d  es sc h e in t d u rch a u s  k e in  Z w e ife l  ü b er den F o r ts c h r it t  d er 

In te g r a t io n  ü b r ig  zu  b le ib en . A b e r  es g ib t  dennoch  g e w isse  E le m e n te , w o 

e in e  Z w e id e u t ig k e it  ü b r ig  b le ib t , n ä m lic h  d ie je n ig e n , fü r  w e lch e  P =  0  w ird . 

D en n  h ie r  fa lle n  beid e W e rte  v o n  X z u sa m m e n , un d  m an  kan n  nu n  vo n  

d em  v o rh e r  p o s it iv e n  +  P  zum  n e g a tiv e n  ü b erg eh en , oh ne e in en  S p ru n g  

zu m ach en . G erad e  d iese  E le m e n te  sin d  es, w e lch e  d ie V ie ld e u t ig k e it  des 

In te g r a ls  w  e rzeu gen . D a  in  u n serem  F a lle  P  =  y p zr p *  i s t ,  so w ird  fü r  

x  =  +  1 un d  x  =  — 1 ,  P  =  0 . N u n  sei a  d ie  o b ere , 0  d ie u n tere  G ren ze  vo n  
w , so daß m an  h at

a a

w = J  x ä x  =  J ' y r ^ t f d x ,
0 0

so  k a n n  m an  w  g e o m e trisc h  a ls  F lä c h e  d a rste lle n . E s  se i n ä m lic h 1) 

L N M K  e in  K r e is  vo m  R a d iu s  =  1 ,  O M  d ie  A b sz isse n , O N  d ie  O rd in aten -

1) E in e  F ig u r findet sich in  der m ir vorliegenden A bschrift nicht; sie kann  
aber nach den Angaben des Textes ohne Mühe hergestellt werden. S c h .



1 5 2  L. Schlesinger: Über Jacobis Auffassung des realen Integrals usw. 

ach.se, OG =  a,  so  ist, w en n  m an  x  d ie W e rte  0  b is  a d u rc h la u fe n  lä ß t,
1 a

w — F lä c h e  ONH G =  wQ. A b e r  es is t  a u ch  w =  J x d x - \ -  J x d x ,  a lso  — 0 N M
o 1

— G H M ,  w e lch e s  =  w0 is t . D a s  l ie fe r t  a lso  k e in e n  n eu en  W e rt . A b e r  

m a n  k a n n  au ch
1 — 1 a

w =  f 'Xdx + J~Xdx + f x d x  =  O N M  — M K L O  — L N H G O  =  n  - f  w0
6 i  —i

se tz e n ; w e n n  m an  a u f  d iese  W e is e  fo r t fä h r t , bo b e k o m m t m an  d ie  W e rte

w - w0, =  % 4-  w0, = 2 jr +  wn, . . . ,  =  mn +  w„.

B is  je tz t  sin d  w ir  im m er, in d em  w ir  x  a u f  irg e n d e in e m  W e g e  vo n  0  b is  

a k o m m e n  lie ß e n , in  d e r K re isp e r ip h e r ie  in  d er R ic h tu n g  N M  K L  h e ru m 

g e g a n g e n . B e w e g e n  w ir  u n s a b e r  im  u m g e k e h rte n  S in n e , so  w ird
— 1 a

w =«= fXdx  4- f x d x  =  — L O N  +  L O G H N  o d e r =  — L O N  +  L K J  GO,  
o - 1 n

a lso  w  =  w 0 o d e r =  — — — w 0. In d e m  w ir  z w isch e n  die b e id e n  In te g r a le
—1 '7| a

¡Xdx  un d  ¡Xdx  n o c h  b e lie b ig  o ft
o —

+  i — i
f x d x — J x d x  =  — n

— i + i

e in sc h a lten , e rh a lte n  w ir  a u f  d iese lb e  W e is e  w  =  — ^  — ww =  — ^  — . . .,2 _j_ i  "  ^
=  w  - n  — wIY S o n a c h  e rh a lte n  w ir  fü r  w die b eid en  fo lg e n d e n  R e ih e n

v o n  In te g ra lw e rte n

w 0, w 0 +  7t, w 0 +  2 ti ,  w 0 +  3 j r ,  . . .  ., w 0 +  m n ,  . . .

- ( W o +  i ) ,  - ( w « +  ! f ) ,  - ( ^ o  +  ^ ) ; . . . , - ( ^ o  +  2- ~ * ) ,  •

w a s  g a n z  m it  dem  a n a ly t isc h e n  R e s u lta te  w =  ^cp +  ^  s in  2 qp, s in  <p =  x
ü b e re in s t im m t.............................. G an z ä h n lic h e  B e tra c h tu n g e n  g e lte n , w e n n  d er

A u sd r u c k  u n te r  dem  In te g ra lz e ic h e n  n ich t z w e id e u tig , w ie  in  d iesem  F a lle , 

so n d ern  w d e u tig  is t , so  daß  m an  ih n  a ls  W u r z e l e in e r  G le ic h u n g  wten G ra d e s  

an seh en  k an n . D ie  V ie ld e u t ig k e it  e n tste h t a lsd a n n  d u rch  d ie je n ig e n  

E le m e n te , fü r  w e lch e  z w ei W u r z e ln  e in er G le ic h u n g  e in a n d e r g le ic h  w e rd e n .“
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Über den gegenwärtigen Stand der Vorarbeiten für 
die allgemeine mathematische Bibliographie.

V o n  G. V a l e n t i n  in  B e r lin .

A ls  ic h  v o r  e l f  Ja h r e n  in  d iese r Z e i t s c h r i f t 1) ü b e r d ie V o ra rb e ite n  

fü r  d ie a llg e m e in e  m a th e m a tisch e  B ib lio g r a p h ie  b e r ic h te te , g la u b te  ic h  

n ic h t , daß n o c h  m e h r w ie  e in  Ja h r z e h n t  v e rg e h e n  w ü rd e , um  m it dem  

S a m m e ln  d er L ite r a tu r  und d er B e a rb e itu n g  des g e sa m m elten  M a te ria ls  

zum  A b sc h lu ß  zu  kom m en . D iese  B e a r b e itu n g  je d o c h  e rfo rd e rte  v ie l 

m e h r Z e i t ,  a ls  ic h  v o ra u sg e se tz t  h a tte  u n d  fü r  d ie V e r v o lls tä n d ig u n g  d er 

L ite r a tu r  fü r  d ie  J a h r e  1 8 9 5 — 1 9 0 0  m uß te ich  v o n  n eu em  B ib lio th e k e n , 

Z e its c h r ifte n  un d  B ib lio g r a p h ie n  d u rch seh en . D a  n ä m lich  das v o n  d er 

„ R o y a l  S o c ie t y “  in  L o n d o n  in s L e b e n  g e ru fe n e  in te rn a tio n a le  U n te r

n eh m en  m it  d er V e r ö ffe n t lic h u n g  d er n a tu rw isse n sc h a ft lic h e n  un d  m a th e 

m a tisch e n  S c h r ifte n  v o n  1 9 0 1  a n  b e g a n n , h ie lt  ic h  e s , w ie  ic h  sch o n  in  

m ein em  d a m a lig e n  A u fs a tz  a n d e u te te , fü r  g e b o te n , d ie  m a th e m a tisch e  

B ib lio g r a p h ie  m e in erse its  b is  zu m  J a h r e  1 9 0 0  fo rtz u fü h re n , d a m it die 

M a th e m a tik e r  d u rc h  d iese  B ib lio g r a p h ie  un d d ie in te rn a tio n a le  n a tu r

w is s e n s c h a ft lic h -m a th e m a tis c h e  in  d er T a t  e in en  lü c k e n lo se n  Ü b e rb lic k  

ü b e r  d ie g e sa m te  m a th e m a tisc h e  L ite r a tu r  v o n  E r f in d u n g  d er B u c h 

d ru c k e rk u n st  b is  z u r  Je tz tz e it  g e w in n e n  k ön n ten .

Ü b e r  den  P la n  des W e r k e s , w ie  ü b e r d ie  A r t  des S a m m e ln s  d er 

L it e r a t u r  h ab e  ic h  m ic h  in  dem  frü h e re n  A r t ik e l  so h in re ich e n d  a u s

g e s p ro c h e n , daß  ein H in w e is  a u f  d iesen  h ie r  g e n ü g t. A u f  e in er zw eiten  

R e is e ,  d ie  m ic h  n a c h  R o m  un d  F lo r e n z , L o n d o n  un d P a r is ,  B r ü s s e l  u n d  

A m s te rd a m , K o p e n h a g e n  und L u n d , sc h lie ß lic h  n a c h  W ie n , P e s t  un d  

B u k a r e s t  fü h r te , h ab e  ich  d ie a u s lä n d isch e  L i t e r a t u r  n o c h  e rh e b lic h  e r

g ä n z t  u n d  fü r  d iese  w ie  fü r  d ie d e u tsch e  L it e r a t u r  w a r , w en n  ic h  so 

sa g e n  d a r f , e in e  R e is e  d u rch  B e r l in e r  S p e z ia l-B ib lio th e k e n  a u ß e ro rd e n tlic h

1) D ie  V orarbeiten fü r  d ie  allgem eine m athem atische B ib lio g ra p h ie ;  B i b l io t h .  
M a th e m .  1 , ,  1900, S. 2 3 7 -2 4 5 .
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e rtra g re ic h . Ic h  n e n n e , um  n u r e in ig e  a n z u fü h re n , d ie B ib lio th e k e n  des 

P a te n ta m te s , d er S te r n w a r te , M ilitä r is c h e r  In s t itu te , fe rn e r  d ie d er G e

s e lls c h a ft  fü r  E r d k u n d e , d e r D eu tsch e n  G e o lo g isc h e n  G e s e llsc h a ft , des 

D e u tsch e n  S c h u lm u s e u m s , des V e re in s  fü r  V e r s ic h e r u n g sw iss e n s c h a ft . 

T ro tz  a ll  d iese r B e m ü h u n g e n  u n d  N a c h fo rsc h u n g e n  v e rb lie b  d o ch  n o ch  

e in  R e s t  v o n  Z e its c h r ifte n , d ie ih rem  T it e l  n a c h  m ir  e in e  D u r c h s ic h t  

e rw ü n sc h t  e rsch e in e n  ließ en  o d e r au s denen  ic h  m a th e m a tisc h e  A u fs ä tz e  

e rw ä h n t  g e fu n d e n  h atte . D ie se  h ah e  ic h  m ir  d an n  v o n  a u s w ä r t s , au s 

D e u tsc h la n d , d er S c h w e iz  und Ö ste rre ic h  sc h ic k e n  la s s e n , n a c h d em  ic h  

m it  se h r  v ie le r  M ü h e e rs t  fe s tg e s te llt  h a tte , in  w e lc h e r  B ib l io t h e k  sie  

vo rh a n d e n  w a re n , w o b e i m ir  o ft  das A u sk u n ftsb u re a u  D e u tsc h e r  B ib l io 

th e k e n  w e rtv o lle  A u s k u n ft  e rte ilte . A b e r  ic h  m ö ch te  h ie r  d o ch  b eto n en , 

daß  das H e ra u sfin d e n  d er B ib l io t h e k , in  w e lc h e r  s ic h  e in e  b e stim m te  g e 

su c h te  Z e its c h r ift  b e fin d e t, m it zu  den g rö ß te n  u n d  o ft  z e itra u b e n d ste n  

S c h w ie r ig k e ite n  g e h ö r te , d ie ich  b ei d iesen  V o ra r b e ite n  zu ü b e rw in d e n  

h a tte . D a s  tr i f f t  g a n z  b eso n d ers b ei p o ln isch e n  u n d  ru s s is c h e n  Z e it 

s c h r ifte n  z u , d eren  V e r b re itu n g  in  den g ro ß e n  L a n d e sb ib lio th e k e n  M itte l

un d  W e ste u ro p a s  g e ra d ez u  m in im a l ist. P o s e n , K r a k a u  u n d  L e m b e rg  

h a b en  m ir  fü r  d ie p o ln isch e  L i t e r a t u r  n o td ü r ft ig  a u s g e h o lfe n ; ru ss isc h e  

Z e its c h r ifte n  h ab e  ic h  m ir  o ft  b ä n d e w eis  b a ld  h ie r , b a ld  d o rt  z u sa m m e n 

su ch en  m ü sse n , se lb s t  d ie  B ib l io t h e k  des B r it is c h e n  M u seu m s b ie te t  a u f  

m a th e m a tisch e m  G eb ie te  n u r  w e n ig , am  re ic h h a lt ig s te n  w a r  n o c h  d ie A u s 

b eu te  d a , w o  m an  es am  w e n ig ste n  e rw a r te t  —  in  d e r B ib lio th e k  der 

A c c a d e m ia  d e i L in c e i in  R o m . S o  is t  es m ir  g e lu n g e n , w e n ig ste n s  die 

h a u p ts ä c h lic h s te n  w isse n sc h a ft lic h e n  G e s e llsc h a fts sc h r ifte n  in  p o ln is c h e r  und 

ru s s is c h e r  S p ra c h e  d u rch se h e n  zu k ö n n e n , im m e rh in  a b e r  b le ib e n  in  d iesen  

L ite ra tu r e n  n o c h  d ie g rö ß te n  L ü c k e n .

D as a u f  d iese  W e ise  n eu  g e sa m m e lte  M a te r ia l w u rd e  m it  dem  a lte n  

v e r e in ig t , d ie  e in ze ln en  Z e tte l  d u rc h g e se h e n  un d d r u c k fe r t ig  h e rg e s te llt . 

D ie se  A r b e it  e r fo rd e r te , w ie  sc h o n  o b en  g e s a g t , a u ß e ro rd e n tlic h  v ie l  m eh r 

Z e i t ,  a ls  ic h  g e d a c h t  h atte . A u fs ä tz e , d ie  in  m e h re ren  Z e it s c h r ifte n  e r

sc h ie n en  w a r e n , se i es in  v o lle r  A u sd e h n u n g  o d er im  A u s z u g e , m uß ten  

a u f  e in en  Z e tte l  v e r e in ig t  w e rd e n , Ü b e rse tz u n g e n  dem  O rig in a l b e ig e fü g t  

w e rd e n , bei W e rk e n , d ie  in  se h r v ie le n  A u f la g e n  un d  Ü b e rse tz u n g e n  e r 

sc h ie n e n  w a re n , m u ß ten  die v ie le n  N o t iz e n , d ie  s ic h  v o r fa n d e n , g e s ic h te t ,'  7 0 /

g e p rü ft  und g e o rd n e t , un d  e n d lic h  e in  n e u er z u sa m m e n fa sse n d e r Z e t te l

g e sc h r ie b e n  w erd e n . M an  d e n k e , w a s  d as z .  B . b e i L a c r o i x s  É lém en ts  
d ’algèbre  un d  m it  dem  d azu  g e h ö r ig e n  Com plém ent m it  e in ig e n  2 0  A u f 

la g e n  un d  ita lie n isc h e n , sp a n isch e n , p o rtu g ie s isc h e n , d eu tsch en , e n g lisc h e n , 

h o llä n d is c h e n , ru s s is c h e n , p o ln isc h e n  un d  g r ie c h isc h e n  Ü b e rse tz u n g e n  fü r  

Z e it  k o s te t  o d e r b e i den  5 3  m ir  b e k a n n t g e w o rd e n e n  A u s g a b e n  vo no  o



A d a m  R i e s e s  R e c h e n b ü c h e rn . D o ch  is t  d iese r T e il  der A r b e it  je tz t  auch  

b e e n d ig t  b is  a u f  die g r ie ch isc h e n  und rö m isc h e n  S c h r ifts te lle r .

W ä h re n d  d er la n g e n  Ja h r e  d er V o ra rb e ite n  h a tte  ich  das g e sam m elte  

M a te r ia l a lp h a b e tisc h  n a c h  den V e r fa sse rn a m e n  ge o rd n e t a u fb e w a h rt , w e il 

d iese  A n o rd n u n g  fü r  d ie E in o rd n u n g  des n eu  h in zu k o m m en d en  M a te ria ls  

und fü r  o ft  n o tw e n d ig e s  N a c h sc h la g e n  am  b eq u em sten  w a r. D a v o n  b in  

ic h  n u r a b g e w ic h e n , w en n  in  dem  T ite l  se lb s t  d e r N a m e  ein es an d eren  

M a th e m a tik e rs  g e n a n n t w u rd e ; d an n  w u rd e  d er Z e tte l  zu d iesem  N a m e n  

un d n ic h t u n te r den N a m e n  des V e r fa s s e r s  e in g e o rd n e t, so daß u n ter 

je n e m  N a m e n  g le ic h  e in  g ro ß e r T e il  der e in sc h lä g ig e n  L ite r a tu r  v e re in ig t  

w u rd e ; so fin d e t s ich  u n te r  dem  N a m e n  T a y l o r  z .  B . sch o n  d er größ te  

T e i l  d er S c h r ifte n  b e isa m m e n , d ie den  TAYLORSchen S a tz  b e h a n d e ln , u n te r 

d em  N a m e n  T h o m a s  d ie , w e lch e  ü b er d ie THOMAssche R e ch e n m a sc h in e  e r

sc h ie n e n  sin d . D en n  v o n  A n fa n g  a n  sch w e b te  m ir  a ls  das e rs tre b e n s

w e rte s te  Z ie l  fü r  d ie B ib lio g r a p h ie  v o r  A u g e n , sie  in  sy ste m a tisc h e r 

O rd n u n g  z u sam m en zu ste llen . Ic h  v e rk e n n e  n ic h t , daß es in  g e w isse n  

F ä l le n  e in em  B e n u tz e r  des W e rk e s  l ie b e r  se in  w ü r d e , a u f  e in en  B l ic k  zu 

se h e n , w e lch e  S c h r ifte n  e in  M an n  v e rö ffe n t lic h t  h a t , un d  fü r  d iesen  B e 

n u tz e r  w ü rd e  d ie  a lp h a b e tisc h e  A n o rd n u n g  die b eq u em ere  s e in , a b e r  in  

d e r  M e h rz a h l d er F ä l le  m ö ch te  d o ch  d er w is s e n s c h a ft lic h  A rb e ite n d e  s ich  

lie b e r  so sc h n e ll a ls  m ö g lic h  ü b e r  d ie L it e r a t u r  e in es b estim m ten  G eb ietes 

u n te rr ic h te n , z. B . ü b e r  d ie P a r a lle le n th e o r ie , ü b er q u a d ra tisc h e  F o rm e n  

o d e r ü b e r  d ie L e h rb ü c h e r  der D iffe re n tia l-  un d  In te g r a lre c h n u n g , und 

d iese  M ö g lic h k e it  b ie te t d o ch  n u r  ein e sy s te m a tisc h e  A n o rd n u n g . D e r  

e rs te  B e n u tz e r  w ü rd e  j a  a u c h  in  d e r M e h rh e it  d er F ä l le  b ei den v o r 

h an d en en  g u te n  H ilfsm itte ln  se in en  W u n sc h  le ic h t  a n d e rw e it ig  b e fr ie d ig e n  

k ö n n e n : d er C atalogue o f  scientific p a p e rs  u n d  P o g g e n d o r f f s  B iograph isch 
literarisches H andw örterbuch  w e rd e n  im  a llg e m e in e n  g e n ü g e n , w e n n  ic h  

a u c h  g la u b e  h o ffen  zu  d ü r fe n , daß in  m ein er B ib lio g r a p h ie  d ie  L ite ra tu r  

n o c h  w e it  v o lls tä n d ig e r  v e rz e ic h n e t ist. A u ß e rd em  h ab e  ic h  m ic h  a u c h  

im m e r m it  dem  G e d a n k en  g e t r a g e n , d en  sy s te m a tisc h e n  T e ile n  e in en  I n 

d e x b a n d  in  a lp h a b e t isc h e r  A n o rd n u n g  fo lg e n  zu  la ssen .

Ic h  b in  d a h e r se it  v o r ig e m  F r ü h ja h r  d a m it b e s c h ä ft ig t , d ie s y s te 

m a tisc h e  U m o rd n u n g  v o rz u b e re ite n , e in e  A r b e it  fr e i l ic h , d ie  ic h  a u f  

m in d e ste n s  d rei J a h r e  e in sc h ä tz e n  m u ß , h a n d e lt  es s ich  d och  um  ru n d  

1 5 0  0 0 0  Z e tte l. S e lb s t  w en n  ic h  b e i 3 0 0  A r b e its ta g e n  im  D u rc h sc h n itt  

t ä g l ic h  5  S tu n d e n  (n eb en  e in e r  6 — 7 s tä n d ig e n  a m tlic h e n  T ä t ig k e it )  m ic h  

d e r  A r b e it  w id m en  w ü rd e , so b lie b e n  fü r  den Z e tte l  n o c h  n ic h t  2  M in u te n  

z u r  V e r fü g u n g , w a s  se lb s t  fü r  e in fa ch e  u n d  k la r e  e in d e u tig e  T it e l  e in e 

ä u ß e rs t  g e r in g e  Z e it  is t ,  um  den  Z e tte l  au s se in em  b is h e r ig e n  F a c h  

h e ra u sz u n e h m e n  und in  d as neu e  e in z u o rd n e n , un d  w ie  v ie l  neu e  g ib t  es
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156 G . V a l e n t i n .

in  d er S y s te m a t ik  u n d  w ie  v o rs ic h t ig  m uß m an  s ic h  v o r  e in em  V e rs e h e n  

u n d  V e r le g e n  h ü ten . U n d  d an n  d ie  g ro ß e  S c h a r  v o n  T it e ln , d ie  den 

In h a lt  d e r A b h a n d lu n g  n ic h t k la r  u n d  e in d e u tig  w ie d e rg e b e n  o d e r n ic h t  

w ie d e rg e b e n  k ö n n e n , da d ie S c h r i f t  in  m e h re re  A b te ilu n g e n  d es S y s te m s  

e in g e o rd n e t w e rd e n  k ö n n te , w ie  z. B . m an ch e  A b h a n d lu n g e n , d ie  s ic h  m it 

z a h le n th e o retisc h e n  F o lg e r u n g e n  au s den  e llip t isc h e n  F u n k t io n e n  b e fa sse n . 

D ie  A r b e it  is t  a lso  re c h t  ze itra u b e n d  un d b isw e ile n  a u c h  se h r s c h w ie r ig ; 

ic h  tä u sc h e  m ic h  a u ch  n ic h t  d a rü b er, daß b e i d ie se r  N e u o rd n u n g  m a n ch e r 

Irr tu m  m it  u n te rla u fe n  w ir d , b eso n d ers  n a c h  dem  U rte ile  je m a n d e s , d er 

d ie  b etre ffen d e  A b h a n d lu n g  ih re m  In h a lte  n a c h  g e n a u  k e n n t , d en n o ch  

h a lte  ic h  d as Z ie l  fü r  e in  so  lo h n e n d e s , daß ic h  n ic h t v o r  d e r m ü h e 

v o lle n  A r b e it  z u rü c k sc h re c k e .

W a s  n u n  den U m fa n g  des W e rk e s  b e tr if ft , so b in  ic h  v o r lä u f ig  n ic h t 

in  d e r L a g e  g e n a u e  Z a h le n  d a rü b e r a n g e b e n  zu k ö n n en . E in e  P r o b e 

d ru c k s e ite , d ie  h e rg e s te llt  w u rd e , u m faß te  den In h a lt  v o n  3 3  Z e tte ln , w ie  

ic h  g la u b te  m itt le re n  In h a lts . R e c h n e t  m an  n u n  v o rs ic h ts h a lb e r  n u r 

3 0  Z e tte l d u rc h sc h n itt lic h  fü r  d ie  S e ite , so w ü rd e n  s ic h  5 0 0 0  S e ite n  od er 

3 1 2 1/ a B o g e n  erg eb en . S p ä te r  g a b  ic h  e in en  g a n z e n  m e in er 6 5  Z e t te l

k ä s te n  z u r A u sz ä h lu n g  un d  B e re c h n u n g  in  z w ei v e rsc h ie d e n e  D ru c k e re ie n . 

In  b eid en  F ä l le n  b esta n d  d e r K a s te n  zu  z w e i D r it te ln  a u s  d e n se lb en  Z e tte ln , 

w ä h re n d  d as le tz te  D r it te l au s zw ei ve rsch ie d e n e n  Z e tte lp a k e te n  b estan d . 

D a s  R e s u lta t  w a r  in  dem  e in en  F a l l ,  daß ru n d  2 5 0  B o g e n , in  dem  än d ern  

F a l l ,  daß ru n d  2 8 0  B o g e n  e r fo rd e r lic h  se in  w ü rd e n , a lso  e rh e b lic h  w e n ig e r , 

a ls  d e r P ro b e d ru c k  e rg a b ; im m e rh in  a b e r  u n te r  s ich  n o c h  e in e  so  gro ß e  

D iffe re n z , daß o ffen b ar d er 6 5 . T e il  n o c h  n ic h t  g e n ü g t  fü r  e in  s ic h e re s  

D u rc h sc h n ittsm a ß . N im m t m an  v o n  je n e n  d re i b ere ch n e te n  Z a h le n  d ie 

m itt le re , a lso  2 8 0  B o g e n , so w ü rd e  d as 7 B ä n d e  zu  4 0  B o g e n , re sp . 

6 B ä n d e  zu  4 6 — 4 7  B o g e n  e rg e b e n , w o z u  d an n  n o c h  e in  In d e x b a n d  

v o n  ru n d  5 0  B o g e n  käm e. D a b e i is t  n a tü r lic h  zu  b e m e rk e n , daß  die 

B ä n d e  n ic h t  g le ic h m ä ß ig  s ta rk  w e rd e n  w ü rd e n , d a  m an  d ie  B ä n d e  n ic h t  

n a c h  e in e r  v o rh e r  b e stim m te n  B o g e n a n z a h l a b b re c h e n  k a n n , so n d e rn  s ic h  

m it  dem  S c h lu ß  d e r e in ze ln en  B ä n d e  n ach  dem  S c h lu ß  e in e r  g rö ß e ren , 

a lle n fa lls  a u c h  e in er k le in e re n  A b te ilu n g  d e r S y s te m a t ik  r ic h te n  m uß. 

D en  o b ig e n  B e re c h n u n g e n , um  d ies  au c h  zu  e rw ä h n e n , is t  e in  F o r m a t  in  

G ro ß o k ta v , d ie S e ite  d o p p e ls p a lt ig , z u g ru n d e  g e le g t .

Ü b e r d ie S y s te m a t ik  m ic h  h ie r  zu  ä u ß e rn , m uß ic h  m ir  v e r s a g e n ; 

im  g ro ß e n  und g a n z e n  is t  s ie  j a  je tz t  a u c h  e in e  fe s tsteh e n d e , w ie  s ie  z. B . 

v o n  d er „C o m m is s io n  p e rm a n en te  du ré p e r to ire “  fü r  ih r  R éperto ire  b ib lio 
graph iqu e des sciences m athém atiques  u n d  v o n  H e rrn  W ö l f f i n g  fü r  se in en  

M athem atischen  B ücherschatz  a u fg e s te llt  is t . D ie se  d en ke  ic h  m e in e r 

S y s te m a t ik  im  a llg e m e in e n  z u g ru n d e  zu le g e n , v o rb e h a lt l ic h  d u rch  d as



re ic h h a lt ig e re  M a te ria l b e d in g te r  sp e z ie lle re n  G lie d e ru n g e n  un d e in ig e r  

Ä n d e ru n g e n  u n d  U m o rd n u n gen . D ie  V e r te ilu n g  des S to ffe s  a u f  6 B ä n d e  

d en ke  ic h  m ir  s o , daß d er e rste  d as A llg e m e in e , d er zw eite  d ie n ied ere  

A r ith m e t ik  u n d  A lg e b r a ,  d er d ritte  d ie  h ö h e re  A lg e b ra  un d  A n a ly s is ,  d er 

v ie r te  d ie G e o m e trie  u n d  G e o d ä s ie , d e r fü n fte  d ie M e c h a n ik  u n d  B a llis t ik , 

e n d lich  d er se ch ste  d ie A s tro n o m ie , P h y s ik ,  C h em ie  u sw . e n th a lten  so ll. 

O b d iese  V e r te ilu n g  g e n a u  so w ird  in n e g e h a lte n  w erd en  k ö n n e n , h ä n g t 

n a tü r lic h  v o n  d er F ü l le  des S to ffe s  in  den e in zeln en  A b te ilu n g e n  a b , w ie  

ic h  o b en  sch o n  an d eu tete .

U m  den  B e g r i f f  „ A l lg e m e in e s “ , den ic h  fü r  den ersten  B a n d  so eben  

d er K ü r z e  w e g e n  g e w ä h lt  h a b e , k la rz u s te lle n , m ö ch te  ic h  h ie r  a b er d och  

d ie  e in ze ln en  A b te ilu n g e n  d ieses B a n d e s  a u fz ä h le n : 1 .  Z e its c h r ifte n  m it 

d en  a n g e w a n d te n  A b k ü rz u n g e n  ih re r  T ite l  u n d  dem  a lp h a b e tisc h  g e o rd 

n e te n  S c h lü s s e l  d e rse lb e n ; 2 . B ib lio g r a p h ie n  (n u r  die a llg e m e in e n , die 

sp e z ie lle n  d a g e g e n  b e i den  b etre ffen d e n  U n te ra b te ilu n g e n , z. B .  L ite r a tu r  

d e r  G e o d ä sie  b e i G e o d ä s ie ) ; 3 .  G e sch ic h te  d er M a th e m a tik  (h ie r  a u c h  n u r  

d ie  a llg e m e in e , d ie  e in z e ln e r G eb iete  o d er P ro b le m e  b ei d ie se n ) ; 4. B io 

g ra p h ie n ; 5 . P o r t r ä t s ;  6 . P h ilo s o p h ie  d er M a th e m a tik ; 7. T e rm in o lo g ie ; 

8 . G e sa m m elte  W e rk e  und B e it r ä g e ; 9. A lte  S c h r ift s te lle r : G riech en , R ö m e r, 

O rie n ta le n ; 1 0 .  E in le itu n g  ( L o b ,  N u tz e n  d er M a th e m a tik , B e z ie h u n g  zu  

a n d e re n  W isse n sc h a fte n  u . d g l.) ; 1 1 .  S tu d iu m , P ä d a g o g ik , U n te r r ic h t ;

1 2 .  L e x ik a ;  1 3 .  E n z y k lo p ä d is c h e  L e h rb ü c h e r .

Im  vo rste h e n d e n  h a b e  ic h  e in  B i ld  v o n  dem  g e g e n w ä rt ig e n  S ta n d e  

d es U n te rn e h m e n s  u n d  d er n o c h  zu  le iste n d e n  A r b e it  zu  g e b en  ve rsu c h t, 

a u c h  k u rz  a n g e d e u te t , w ie  s ic h  d as W e r k  im  fe r t ig e n  Z u sta n d e  n a c h  

m ein en  P lä n e n  d a rste lle n  w ü rd e . W a n n  d ie  m ü h e n re ich e  A r b e it  v o n  

3 0  J a h r e n ,  e in es v o lle n  M e n sc h e n a lte rs , den  M a th e m a tik e rn  d u rc h  den 

D r u c k  z u g ä n g lic h  g e m a c h t w e rd e n  w ir d , b e ru h t  a u f  U m stä n d e n , d ie v o n  

m ein em  W il le n  u n a b h ä n g ig  sin d .

Über den gegenwärt. Stand d. Vorarbeiten für d. allgem. mathem. Bibliographie. 1 5 7



158 G. E n e s t e ö m .

Kleine Mitteilungen.
Kleine Bemerkungen znr letzten A u flage1) von Cantors 

„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik“.

D ie erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „V orlesungen“ .
B M  =  B i b l i o t h e c a  M a t h e m a t ic a .

I 3 : 1 2 ,  1 5 , 2 2 , siehe BM  8.,, 1907/8 , S. 61. —  l s : 3 8 ,  siehe B M  8 S, 1 9 0 7 /8 , 
S. 307. —  l s : 51, 58, 66, 71, 106, 146, 152, 153, 155, 157, 158, 159, 160, 162, siehe 
BM  8 S, 1907/8 , S. 61— 64. —  l s : 16 3 — 165, siehe BM  8 „  1907/8 , S. 64, 1 7 3 — 1 7 4 .—  
I 3 :1 6 6 , 168, 176, 180, 181, 182, 183, siehe BM  8 „  1907/8 , S. 64 —  65. —  l 3 :19 8 ,
201, siehe BM  9 3, 1908/9 , S. 237. —  1 3 : 202, siehe BM  8 S, 1907/8, S. 3 0 7 — 309. —
l 3 :2 0 3 ,  siehe B M  8S, 1907/8, S. 65, 309. —  l s :20 6 , siehe B M  » 3, 1908/9 , S. 237— 238.
—  I 3 : 2 1 3 ,  2 2 5 ,  2 3 6 , siehe BM  8 S, 1907/8, S. 65. —  l s : 2 4 4 ,  siehe BM  1 0 3, 1909 4 0 ,  
S. 341. —  l 3 : 2 4 5 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, S. 65. —  1 8 : 2 5 2 ,  siehe BM  1 0 s , 1 909 /10 ,
S. 164. —  l 3 : 2 5 7 ,  siehe B M  9 S, 1908/9, S. 139. —  l s : 2 7 0 , 2 8 7 ,  2 9 7 ,  siehe B M  8 S,
1907 /8 , S. 66. —  l 3 : 2 9 8 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, S. 66; 1 0 s , 1909 /10 , S. 53 —  54. —  
l 3 : 3 1 0 , siehe BM  8 3, 1907 /8 , S. 66 —  1 3 : 3 3 5 ,  3 3 9  — 3 4 0 ,  3 4 4 ,  3 4 8 ,  siehe BM  8 , ,  
1907/8 , S. 1 7 4 — 176. —  l 3 : 3 5 1 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, S. 66. —  1 3 : 3 6 5 ,  3 6 8 ,  siehe 
BM  8 S, 1907/8 , S. 177. —  1 3 : 3 7 2 ,  siehe BM  8 3, 1907/8 , S. 411— 412; 9 S, 1908/9, 
S. 238. —  l s : 3 7 4 ,  3 7 6 ,  siehe BM  8 S, 1907/8 , S. 412 — 413. —  l 3 : 3 8 0 ,  siehe 
B M  8 3, 1907/8, S. 66 —  67. —  l 3 : 3 8 3  — 3 8 4 , siehe BM  IO .,, 1 909 /10 , S. 164 —  165. —  
l 3 : 3 8 8 ,  siehe BM  8 3, 1907/8, S. 177. —  l s : 3 9 4 ,  siehe BM  I O ,,  1 909 /10 , S. 165. —  
l 3 : 4 0 1  — 4 0 2 , siehe BM  9 S, 1908/9 , S. 239. — l s : 4 0 6 .  4 0 9 ,  siehe BM  8 „  1907 /8 , 
S. 177— 178. —  l 3 : 4 0 9 ,  siehe B M  9 3, 1908/9 , S. 239. —  l 3 : 4 1 0 ,  siehe B M  8 S, 1907/8 , 
S. 178. —  l s :  4 2 9 ,  siehe B M  8 S, i9 0 7 /8 , S. 67. —  1 3 :  4 3 1 ,  siehe B M  8 S* 1907 /8 , 
S. 67; 9 S, 1 9 0 8 /9 , S. 1 3 9 — 140. —  1 3 : 4 3 2 ,  siehe BM  8 S, 1907/8 , S. 67, 1 7 8 — 179.
—  I 3 : 4 33 , siehe BM  8 3, 1907/8, S. 179. —  1 3 :4 4 7 , 448, siehe BM  9 S, 1908/9, 
S. 239 —  240. —  1 3 : 4 5 2 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 179. —  1 3 :4 5 9 ,  siehe B M  8 S, 
1907/8, S. 309 —  310. —  1 3 :4 6 4 , siehe BM  8 .,  19Q7/8, S. 179. —  1 3 : 4 7 0 ,  siehe  
BM  8 3, 1907/8, S. 311. —  1 3 :4 7 1 , siehe BM  8 S, 1907/8, S. 413. —  l s :4 7 6 ,  siehe 
BM  9 3, 1908, S. 71— 72. —  1 3 :4 8 8 , siehe BM  8 S, 1907/8, S. 67. —  1 3 :4 9 8 ,  siehe 
B M  8 S, 1907/8, S. 180. —  l 3 : 500, siehe BM  8 ,,  1907/8, S. 67; 9 S, 1908/9, S. 321— 322 —  
l 3 : 502, siehe B M  8 3, 1907/8, S. 67. —  l 3 : 503— 504, siehe B M  8 S, 1907/8, S. 180—  
181; 9 3, 1908/9, S. 240— 241. —  1 3 :5 0 9 , 510, siehe B M  8 S, 1907/8, S. 67. —  1 3 :5 1 2 ,  
siehe B M  9 3, 1908/9, S. 140— 141. —  1 3 : 5 1 3 ,  5 1 5 , 528, 545, siehe B M  8 S, 1907/8, 
S. 68— 69. —  l 3 : 5 5 1 , siehe BM  9 S, 1908/9, S. 141— 142. —  1 3 : 5 5 6 ,  siehe B M  1 0 ;i, 
1909/10, S. 54. —  l 3 : 5 6 3 — 5 6 4 , siehe BM  8 S, 1907/8, S. 69. —  1 3 :  5 6 7 ,  siehe BM  9 S, 
1908/9, S. 241. —  l 3 : 5 7 6 , siehe BM  8 S, 1907/8, S. 69— 70, 181; 9„, 1908/9, S. 142. —  
l 3 : 5 8 0 ,  5 8 3 ,  5 9 0 — 5 9 1 ,  6 6 0 ,  6 6 4 ,  7 0 3 , 7 0 4 , siehe BM  8 3, 1907/8, S. 70. —  l 3 : 7 0 6 , siehe 
BM  8„, 1907/8, S. 70, 181. —  l 3: 7 1 0 , siehe B M  9 3, 1908/9, S. 241. —  l 3 : 7 1 3 , siehe 
B M  8 3, 1907/8, S. 70. —  1 3 : 7 1 5 ,  siehe BM  9 S, 1908/9, S. 241. —  l 3 : 7 1 5 — 7 1 6 , 
siehe BM  8 S, 1907/8, S. 7 0 — 71, 181. —  1 3 : 7 1 7 ,  siehe BM  8 3, 1907/8, S. 71, 182 —  
183. —  l 3 : 7 1 8 , siehe B M  8 3, 1907/8, S. 71; 9 3, 1908/9, S. 242. —  1 3 :  7 1 9 ,  siehe  
BM  8 S, 1907/8, S. 18 3— 184. —  1 3 : 7 2 0 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 71. —  1 3 : 7 3 0 , 
siehe B M  8 a, 1907/8, S. 71, 184— 185. —  1 3 :  7 3 4 ,  siehe B M  8 3, 1907/8, S. 71. —

1) D ritte  A uflage des 1. Bandes, zweite A uflage der 2. und 3. Bände.
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l s : 7 3 6 , siehe BM 9.,, 1908/9, S. 242. —  l 3 : 7 3 6 — 7 3 7 , siehe BM  8 „  1907/8, S 71 
— 72, 185. —  l 3 : 7 3 8 , siehe BM  8 .,  1907/8, S. 72. —  1 8 :  7 4 2 , siehe BM  9 ,, 1908/9, 
S. 242. —  l s : 7 4 3 , 7 4 8 , 7 5 0 , siehe BM  8 S, 1907/8, S. 72. —  l s : 7 6 3 , siehe BM  9 „  
1908/9, S. 242. —  l s : 7 6 4 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 185. —  1 8 :  7 6 6 ,  siehe BM 9 ,  
1908/9, S. 143. —  l s : 7 7 0 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 185. —  1 8 :  7 7 1 ,  siehe BM  9 ' 
1908/9, S. 143. —  l s : 7 7 9 ,  siehe BM  9 S, 1908/9, S. 243. —  1 8: 7 8 0 ,  7 8 1 , siehe 
B M  8 S, 1907/8, S. 72. —  1 8 : 7 9 2 ,  siehe B M  9 S, 1908/9, S. 14 3 — 144. —  1 8: 7 9 4 , 
siehe B M  8 3, 1907/8, S. 72. —  l 8: 7 9 5 ,  siehe BM  9 3, 1908/9, S. 243. —  l 3 : 7 9 8 , 
siehe B M  9 S, 1908/9, S. 144. —  1 8: 800, siehe BM  8 S, 1907/8, S. 73; 9 S, 1908/9, 
S. 1 4 4 — 145. —  l s : 8 0 1 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, S. 18 5— 186; 9 3, 1908/9, S. 145 —  
l 3 : 8 0 2 ,  siehe B M  8 „  1907/8, S. 73, 186 —  187, 414 —  415. —  l 3 : 8 0 5  — 8 0 6 ,  siehe 
BM  8  1907/8, S. 73. —  l 8: 8 0 9  — 8 1 0 ,  siehe BM  9 S, 1908/9, S. 243. —  1 8 : 8 1 5 ,
siehe BM  8 3, 1907/8, S. 73. —  1 8 : 8 3 8 ,  siehe BM  8 „  1907/8, S. 415. —  l 3 : 8 4 2 ,  
siehe B M  9 S, 1908/9, S. 243. —  l 8: 8 5 4 ,  siehe BM  I O , ,  1909/10, S. 55. —  1 3 : 8 5 5 ,  
siehe B M  8 S, 1907/8, S. 73. —  1 3 : 8 5 7 , siehe BM  8 a, 1907/8, S. 73; 9 ,,  1908/9, 
S. 243 — 244. —  l 3 : 8 5 9 ,  8 6 2 ,  8 6 3 ,  siehe BM  8 3, 1907/8, S. 7 3 — 74. —  1 3 : 8 6 7 ,  
siehe B M  8 S, 1907/8, S. 74, 187. —  1 8 : 8 6 9 ,  8 7 5  —  8 7 6 ,  8 7 7 , 8 7 8 ,  siehe BM  8 „  
1907/8, S. 7 4 — 76. —  1 3 : 8 8 1 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 415 —  416. —  1 3 : 8 8 2 ,  889, 
8 9 3 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 77— 78. —  l 8 : 9 0 0 , siehe BM  8 S, 1907/8, S. 78, 187—  
188. —  l 8: 9 0 1 , siehe B M  9 S, 1908/9, S. 1 4 5 — 146; 1 0 3, 1909/10, S. 261. —  1 8 : 9 0 2 ,  
siehe BM  8 S, 1907/8, S. 7 8 — 79. —  1 3 : 9 0 6 ,  siehe BM  8 .,  1907/8, S. 79, 188— 189; 
9 3, 1908/9, S. 244. —  l s : 9 0 8 , siehe B M  8 S, 1907/8, S. 79; 9 S, 1908/9, S. 146— 147. 
—  I 3 : 9 0 9 , siehe B M  8 ,,  1907/8, S. 79. —  1 8 : 9 1 0 ,  siehe BM  8 ,,  1907/8, S. 79, 416 —  
l 5 : 9 1 1 ,  siehe B M  8 3, 1907/8, S. 79 —  80.

3 : 5 ,  siehe BM 7 S, 1906/7, S. 286; 8 S, 1907/8, S. 80. — 3 : 7 ,  siehe BM 3 ,,  
1901, S. 351. —  3 : 8 ,  siehe BM 1 „  1900, S. 501; 6 „  1905, S. 309. —  3  : 9, siehe 
BM 9 S, 1908/9, S. 147. —  3 : 1 0 ,  siehe BM 1  1900, S. 502; » 3, 1908/9, S. 147— 148.
—  3  : 11, siehe BM 8 „  1907/8, S. 189. —  3 : 1 4 —15, siehe BM 3 S, 1901, S. 144 ; 
5 8, 1904, S. 200; 6 3, 1905, S. 208 —  209. —  3 : 1 7 ,  siehe BM 8 S, 1907/8, S. 189. —  
3 : 2 0 ,  siehe BM 1 „  1900, S. 502; 3 3, 1902, S. 239. —  3 : 2 5 ,  siehe BM 1.,, 1900,
S. 274; 9 3, 1908/9, S. 148. —  3  : 26, siehe BM 9.., 1908/9, S. 244 —  245. —  3 : 3 0 ,
siehe BM 6 S, 1905, S. 105; 1 0 3, 1909/10, S. 166— 167. —  3  : 31, siehe BM 3 S,
1901, S. 351— 352; 3 , ,  1902, S. 239 — 240; 6 S, 1905, S. 309 — 310. —  3  : 32,
siehe BM 6 3, 1905, S. 105. —  3  : 34, siehe “BM 3 s, 1901, S. 144; <f„, 1905,
S. 310; 8 S, 1907/8 , S. 190. —  3 :3 7 ,  siehe BM 1 3, 1900, S. 502; 0 3, 1905,
S. 105. —  3  : 38, siehe BM 3 ,,  1901, S. 352; 9 3, 1908/9, S. 148. —  3  : 39,
siehe BM l s, 1900, S. 502; 6 S, 1905, S. 209; 9„, 1908/9, S. 245. —  3  : 41, siehe
BM 3 S, 1901, S. 352; 8 „  1907/8, S. 80 — 81; 9 S, 1908/9, S. 7 2 — 73. —  3  : 45, 
siehe BM 9 S, 1908/9, S. 148— 150. —  3 : 4 6 ,  siehe BM 8 S, 1907/8, S. 81. —  3 : 5 1 ,  
siehe BM 0 3, 1905, S. 106; 9 „  1908/9, S. 150. —  3 : 5 2 ,  siehe BM 8 S, 1907/8, 
S. 190— 191. — 3 : 5 3 ,  siehe BM 5 S, 1904, S. 201. — 3 : 5 7 ,  siehe BM 3 S, 1901, 
S. 352. —  3  : 59, siehe BM 7 . ,  1906/7, S. 207— 208; 1 0 3, 1909/10, S. 262. —  
3  : 59 —  60, siehe BM 1 8, 1900“, S. 502; 0 3, 1905, S. 310 —  311. —  3  : 61, siehe 
BM 7 S, 1906/7, S. 85 — 86“, 208 — 209, 286 — 287; 9.., 1908/9, S. 150. — 3 : 6 3 ,  siehe 
BM 4 , ,  1903, S. 206. —  3  :65, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 151. —  3  :67, siehe BM  7 ,,  
1906/7, S. 209 —  210. —  3 :  70, siehe BM 1,, 1900, S. 417. —  3 : 7 3 ,  siehe BM ] „  
1900, S. 502. —  3  : 77, siehe BM 9 ,, 1908/9, S. 152. —  3 : 8 2 ,  siehe BM 1 „  1900, 
S. 502. —  3 :8 7 , siehe BM 1 3, 1900, S. 502; 9„, 1908/9, S. 323. —  3 : 8 8 ,  siehe 
BM 13, 1900, S. 503; 6 S, 1905, S. 395. —  3 : 8 9 ,  siehe BM 13, 1900, S. 503; 9 „  
1908/9, S. 245 —  246. —  3  :90 , siehe BM 1 3, 1900, S. 503. —  3 : 9 1 —92, siehe 
BM 1 3, 1900, S. 503; 5 S, 1904, S. 409 —  410; « 3, 1905, S. 395 —  396; 8 S, 1907/8, 
S. 191; 9 3, 1908/9, S. 152. —  3 : 9 4 ,  9 6 ,  siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 1 6 7 -1 6 8 . —  
3 : 9 7 ,  siehe BM 3„, 1902, S. 406. —  3 : 9 8  —  9 9 ,  siehe “BM 1 3, 1900, S. 269— 270; 
6 S, 1905, S. 106 — 107; 7 S, 1906/7, S. 210. —  3 :1 0 0 , siehe BM 3 a, 1902, S. 140; 
8 3, 1907/8, S. 81; 9 3, 1908/9, S. 7 3 — 74. —  3  :101, siehe BM 3„, 1902, S. 325; 6 S, 
1905, S. 396; 9 S, 1908/9, S. 1 5 2 — 153. —  3  : 103, siehe BM 1 0 ,,  1909/10, S. 2 6 2 -2 6 3 .  
—  3 :1 0 4 , siehe BM 10.,, 1909/10, S. 168— 169; l l s, 1910/11, S. 81 —  3 : 1 0 4 —105, 
siehe BM 1 3, 1900, S. 503; 4 3, 1903, S. 397— 398; 9 i,  1908/9, S. 153. —  3  : 106, siehe 
BM 7 S, 1906/7, S. 380. —  3 : 111, siehe BM 3 3, 1901, S. 352. —  3  : 112, siehe BM 10.,, 
1909/10, S. 56. —  3 : 1 1 2 —113, siehe BM  1 0 „ , 1909/10, S. 56 — 57. —  3  : 114,
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siehe B M  9 S, 1908/9, S. 153; 1 0 :i, 1909/10, S. 57. —  3  : 116, siehe BM  3 3, 
1902, S. 406; 9 S, 1908/9, S. 1 5 3 — 154. —  3  : 117 —  118 , siehe B M  6S, 1906, 
S. 107, 311. —  8 : 1 2 2 ,  siehe BM  1 3, 1900, S. 503 — 504; 6 „  1905, S. 397. —  
3 :  126, siehe BM  3 S, 1902, S. 406; « 3, 1905, S. 210. —  3 : 1 2 7 ,  siehe B M  3 S, 
1902, S. 406. —  3  : 128, siehe BM  l s, 1900, S. 504; 8 S, 1907/8, S. 191— 192. —  
3  : 129, siehe B M  7 S, 1906/7, S. 287. —  3  : 182, siehe B M  1 3, 1900, S. 515
—  516. —  3 : 1 4 3 ,  siehe B M  l s, 1900, S. 504. —  3  : 144, siehe BM  7 3, 1906/7, 
S. 381. —  3 : 1 4 5 ,  siehe BM  7 S, 1906/7, S. 287. —  3 : 1 4 8 ,  siehe BM  7 3, 1906/7, 
S. 381— 382. —  3 : 1 5 0 — 151, siehe B M  7 , ,  1906/7, S. 288. —  3 : 1 5 5 ,  siehe BM  9 S) 
1908/9, S. 323 — 325. —  3  : 1 5 5 — 156, siehe BM 5 S, 1904, S. 410 —  411; 7 S, 1906/7, 
S. 8 6 - 8 7 .  —  3 : 1 5 7 ,  158, siehe BM  3 S, 1901, S. 352. —  3 : 1 6 0 — 162, siehe BM  6 S, 
1905, S. 311— 312; 7 S, 1906/7, S. 87— 88; 9 S, 1908/9, S. 154. —  3 : 1 6 3 ,  siehe B M  1 „  
1900, S. 504; f i 3, 1905, S. 312. —  3 : 1 6 4 ,  siehe B M  6S, 1905, S. 313. —  3 : 1 6 5 ,  
siehe BM  7 „  1906/7, S. 382; 9 , ,  1908/9, S. 246— 247. —  3  :1 6 6 , siehe B M  1 3, 1900, 
S. 504. —  3 :  171, siehe BM  1 0 3, 1909/10, S. 58. —  3 : 1 7 5 ,  siehe BM  3 , ,  1902, 
S. 140. —  3 : 1 7 8 — 179, siehe BM  8„, 1907/8, S. 192— 193; 1 0 „  1909/10, S. 58.
—  3  : 206, siehe BM  6 3, 1905, S. 313. —  3 : 2 0 8 ,  siehe BM  9 S, 1908/9, S. 247. —  
3 : 2 1 0 ,  siehe BM  3 S, 1901, S. 352 —  353. —  3 : 2 1 8 ,  siehe BM  4 3, 1903, S. 284. —  
3 : 2 1 9 ,  siehe BM  3 S, 1901, S. 353. —  3  :2 2 2 ,  siehe BM  6S, 1905, S. 397— 398. —  
3  :2 2 4 — 226, siehe BM  9 „  1908/9, S. 155. —  3  : 228, siehe BM  8 S, 1907/8, S. 193.
—  3  : 229, siehe B M I , ,  1900, S. 504— 505; 8 „  1907/8, S. 194; 1 0 3, 1909/10, S. 263.
—  3 : 2 3 0 ,  siehe B M  8 „  1907/8, S. 195— 196; 9 S, 1908/9, S. 1 5 5 — 157. —  3 : 2 3 2 ,  
234, 237, siehe BM  8 .,  1907/8, S. 1 9 6 -1 9 8 . —  3 : 2 3 8 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 198; 
1 0 3, 1909/10, S. 59, 169. —  3 : 2 4 0 ,  siehe B M  8 ,,  1907/8, S. 1 9 8 -1 9 9 ;  1 0 3, 1909/10, 
S. 59. —  3  :2 4 2 , siehe B M  l s, 1900, S. 505; 8„, 1907/8, S. 199— 200. —  3  : 243, siehe 
B M  1 „  1900, S. 505; 6 3, 1905, S. 398; 7 S, 1906/7, S. 382; 8 ,,  1907/8, S. 200 —  3  : 245, 
siehe B M  7 3, 1906/7, S. 383. —  3  :2 4 6 , siehe BM  7 „  1906/7, S. 283; 8 S, 1907/8, S. 200.
—  3  : 247, siehe BM  7 :n 1906/7, S. 383 —  384; 9 a, 1908/9, S. 247. —  3 : 2 4 9 ,  siehe 
BM  8 ,,  1907/8, S. 200 —  201. —  3 : 2 5 0 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 82. —  3  : 253, 
siehe BM  3 S, 1901, S. 353. —  3  : 2 7 2 ,  siehe BM  9 S, 1908/9, S. 247 —  3 : 2 7 3 ,  
siehe BM  1 3, 1900, S. 505. —  3 : 2 7 4 ,  siehe BM  3 S, 1902, S. 325. —  3 : 2 8 1 ,  siehe 
B M  5 S, 1904, S. 411. —  3  : 282, 283, siehe BM  13, 1900, S. 506; 3 3, 1901, 
S. 353 —  354. —  3 : 2 8 4 ,  siehe BM  1 3, 1900, S. 506; 9 S, 1908/9, S. 157— 158.

2  : 284. Im dritten Briefe des R e g io m o n t a n u s  an B ia n c h in i  kommt eine 
Stelle vor, die für die Geschichte der algebraischen Terminologie von Interesse 
ist. R e g io m o n t a n u s  gibt nämlich an (A b h an d l. zur G esch. d. m ath em . 
W isse n sc h . 12 , 1902, S. 257), daß damals in Deutschland die sechs ersten 
Potenzen der Unbekannten die folgenden Benennungen hatten:

res, census, cubus, census de censu, cubus de censu, cubus cubi.
Die Terminologie stimmt also mit der des L e o n a r d o  P is a n o  überein (v g l .  
BM 63, 1905, S. 310), während bekanntlich P a c iu o l o  ein anderes termino
logisches Prinzip benutzte. G . E n e s t r ö m .

3  : 2 8 6 ,  2 8 7 ,  2 8 9 ,  2 9 0 ,  2 9 1 ,  siehe BM J s , 1 9 0 0 , S. 5 0 6  —  5 0 7 . —  3  : 2 9 6 ,  
siehe BM 3 S, 1 9 0 1 , S. 3 5 4 . —  3 : 3 0 4 ,  siehe BM 8 „  1 9 0 7 /8 , S. 2 0 1 . —  3  : 3 0 5 ,  
siehe BM 7 3, 1 9 0 6 /7 , S. 88. —  3 : 3 0 6 ,  3 0 8 ,  siehe BM 9 S, 1 9 0 8 /9 , S. 248 . —  3  : 3 1 3 ,  
siehe BM 1 3, 19 0 0 , S. 507 . —  3 : 3 1 4 ,  siehe BM 7 S, 1 9 0 6 /7 , S. 2 8 8 — 2 8 9 . —  3 : 3 1 7 ,  
siehe BM 5 S, 1 9 0 4 , S . 6 9 ;  7 3, 1 9 0 6 /7 ,  S. 3 8 4 . —  3  : 3 1 8 ,  siehe BM 9 S, 1 9 0 8 /9 ,  S. 1 5 8 . 
—  3 : 3 1 9 ,  siehe BM 8 3, 1 9 0 7 /8 , S. 2 0 1 — 202 . —  3 : 3 2 0 ,  siehe BM 7 S, 1 9 0 6 /7 ,  
8 . 8 8  —  8 9 ; 9 3, 1 9 0 8 /9 , S. 2 4 8 . —  3 : 3 2 2 ,  siehe BM 6 3, 1 9 0 5 , S. 3 9 9 ;  8 S, 1 9 0 7 /8 ,  
8 . 2 0 2  —  2 0 3 . —  3 : 3 2 5 ,  siehe BM « 3, 1 9 0 5 , S. 3 1 3  —  3 1 4 . —  3 : 3 2 7 ,  siehe BM 9 S, 
1 9 0 8 /9 , S. 2 4 8  —  24 9 . —  3  : 3 2 8 ,  siehe BM 3 ä, 19 0 2 , S. 1 4 0 ; 4 3, 1 9 0 3 , S. 28 6 . —  
3  : 3 3 4 ,  siehe BM 1 3, 1 9 0 0 , S. 5 0 7 . —  3  : 3 3 9 ,  siehe BM 8 3, 1 9 0 7 /8 , S. 82 . —  3  : 3 4 1 ,  
3 1 3 ,  siehe BM I O , ,  1 9 0 9 /1 0 , S . 170 . —  3 : 3 5 1 ,  siehe BM 6 3, 1 9 0 5 , S. 39 9 . —  
3  : 3 5 3 ,  siehe BM 1 , ,  1 9 0 0 , S. 507; 4 „  1 9 0 3 , S. 87 . —  3 : 3 5 5 ,  3 5 7 ,  siehe BM 6 „  
19 0 5 , S. 3 9 9 — 4 0 0 . —  3 : 3 5 8 ,  siehe BM 4 3, 1 9 0 3 , S. 8 7 ;  8 S, 1 9 0 7 /8 , S. 20 3 . —
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3  : 360, siehe BM 4 „  1903, S. 87. —  2  : 371, siehe BM 6 S, 1905, S. 314. —  2  :  375, 
siehe BM 9 S, 1908, S. 75. —  3 :  379, siehe BM « „  1905, S. 400; 7 a, 1906/7, S. 384.
—  3 :3 8 0 , siehe BM « „  1905, S. 400— 401. —  3 :3 8 1 , siehe BM 1,, 1900, S. 507.
—  3  : 382, siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 60. —  3 :3 8 5 , siehe BM 3 3, 1902, S. 81;

1903, S. 207; 7 „ ,  1906/7, S. 289; 10«, 1909/10, S. 170. —  3 :3 8 6 , siehe BM 1 „
1900, S. 507; 5 S, 1904, S. 306. —  3  : 3 8 8 ,  siehe BM  7 a, 1906/7, S. 289. —
3  : 3 9 2 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, S. 82; 1 0 3, 1909/10, S. 171. —  3  : 3 9 5 ,  siehe
B M  l s , 1900, S. 507— 508. —  3 : 3 9 6 ,  siehe B M  8,,, 1907/8, S. 82. —
3  : 3 9 7 ,  siehe B M  7 „  1906/7, S. 211. —  3  : 3 9 8 ,  siehe B M  8 S, 1907/8, S. 204;
9 3, 1908/9, S. 158— 160. —  3 : 3 9 9 ,  siehe BM  « 3, 1905, S. 1 0 7 - 1 0 8 ;  8 . , ,  1907/8,
S. 204 —  205; 1 0 „  1909/10, S. 344 —  345. —  3  : 401, 405, siehe BM  1 1900, S. 507.
—  3 :4 1 0 , siehe BM 7 S, 1906/7, S. 290. —  3 :4 1 1 , 412, siehe BM 7 S, 1906/7, S. 89.
—  3  : 413, siehe BM 8 ,, 1907/8, S. 205. —  3  : 419, siehe BM 8 S, 1907/8, S 205— 206; 
9 j,  1908/9, S. 249 —  250. — 3 :4 2 0 , siehe BM 8 S, 1907/8, S 83, 206; IO.., 1909/10, 
S. 345. —  3  : 421, 422, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 206. —  3  : 423, siehe BM 1 0 3, 1909/10, 
S. 345. —  3  : 425, siehe BM 13, 19U0, S. 507 —  3  : 426, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 207; 
1 0 s, 1909/10, S. 60— 61. —  3  : 427, siehe BM 6 ,, 1905, S. 314— 315; 8 .,, 1907/8, S 207.
—  3  : 428, siehe BM  8 3, 1907/8, S. 208; 9 3, 1908/9, S. 160. —  3 :4 2 9 ,  siehe BM  5  
1904, S. 201— 202; 8 S, 1907/8, S 208— 209. —  3 :4 3 0 ,  siehe BM  3 S, 1901, S. 145 —  
3 : 4 3 4 ,  siehe BM  9 3, 1908/9, S. 1 6 0 — 161. —  3 : 4 3 7  —  438, siehe BM  8 .,  1907/8 
S. 209 — 210. —  3 :4 4 0 ,  siehe B M  4 S, 1903, S. 285. —  3 : 4 4 1 ,  siehe BM  9 S, 1908/9’ 
S. 161. —  3 : 4 4 2 ,  siehe B M  3 S, 1902, S. 325. —  3  : 444, siehe BM  8 ,, 1907/8 
S. 210. —  3  : 446, siehe B M  9 3, 1908 9, S. 250. —  3 :4 4 9 ,  siehe BM  3.,, 1902’ 
S. 140; 1 0 3, 1909/10, S 171. —  3 :4 5 2 ,  siehe B M  8 3 , 1 9 0 7/8 , S. 210. —  3  : 454^
siehe BM 3 3, 1902, S. 242. —  3  : 457, siehe BM 9 S. 1908/9, S. 250 —  251. __
3  : 471, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 161. —  3 :4 7 4 , siehe BM 3 S, 1902, S. 1 4 0 — 141- 
9 S, 1908/9, S. 161. 251. —  3 :4 7 6 . siehe BM 9 ,  1908, S. 75. —  3 :4 7 9  — 480  ̂
siehe BM 3 3, 1902, S. 141; 7 S, 1906/7, S. 290 291, 385; 9 3, 1908, S. 75, 251 —
3 :4 8 1 , siehe BM J 3, 1900, S. 508; 8 3, 1907/8, S. 83. —  3 :4 8 2 , siehe BM 1 „  1900 
S. 508; 3 S, 1901, S. 354; 3 S, 1902, S 240; 6 3, 1905, S. 401; 11,, 1910/11, S. 81. —
3 : 4 8 3 ,  siehe BM 7 .,,  1906/7, S. 291. —  3 :4 8 4 , siehe BM 3 S, 1902, S. 141.  
3 : 4 8 6 ,  489, siehe BM 1 3, 1900, S. 509. —  3 :4 9 0 , siehe BM 1 1900, S. 509; 7  
1906/7, S. 385 —  386.

2 : 4 9 0 .  Die Angabe (Z. 5 — 6): „Erstens behauptet T a r ta g lia , a x 3
=  b -j- x 3 besitze zwei oder vielleicht noch mehrere Auflösungen“ ist nicht un
richtig, aber wertlos, weil sie keine wirkliche Auskunft über die Bedeutung der 
Behauptung T a r ta g lia s  bringt. Die von Herrn C an tor zitierte Seite enthält 
den Passus: „tutti tai capitoli riceueno due diuerse risposte, et forsi piu“, und 
da die von T a r ta g lia  am Anfänge der Seite behandelte Gleichung von der 
Form a x 2 =  b +  x s war, hat Herr C an tor  offenbar den Ausdruck „tutti tai 
eapitoli“ auf Gleichungen dieser Form bezogen. Aber wenn man die folgenden 
Ausführungen T a r ta g lia s  liest, so findet man, daß er als Beleg für seine Be
hauptung die Gleichung a:3 +  3 =  1 4- an führt; T a r ta g lia  bemerkt, daß diese
Gleichung offenbar die Wurzel x  =  2 besitze, und daß anderseits die von ihm

3
erfundene allgemeine Regel als Resultat x  =  | / 7 +  ] /4 1  — ] /7  — j / á l  gebe. 
Nun ist ja die letzte Behauptung falsch, denn die richtige Lösung ist

x  —  \ / 7 j /50  —J— "j/7 — j/ßO, und da f/7 +  j /5 0  =  +  ~/~2 -f- 1 , so wird die 
Wurzel der Gleichung as3 -(- 3a? =  14 in beiden Fällen 2. T a r t a g l ia  hat also 
nur nachgewiesen, daß man die Wurzel einer Gleichung dritten Grades auf 
zwei verschiedene Weisen darstellen kann, wenn diese Wurzel rational ist. 
Darum sagt er auch (S. 282 der Ausgabe 1606): „queste due uarie risposte 
se ritrouera . . . doue accaschi la cosa esser rationale“. Darum würde ein sach-

Bibliotheca Mathematica. III. Eolge. XI. U



1 6 2  . , ,. , r,Vlt w : e H e r r  C a n t o r  fo rm u lie rt
ku nd iger V erfasser  d ie ^ g abc S1Ĉ ^ ; E rsten s w e ist T a r t a g l i a  nach, daß 
haben, sondern etw a - ^  ra tio n a le r  W u r z e l zw ei A u flö su n g e n  besitzt,
eine G leichung dritten  Gra . R e ch en feh lers n ic h t  entdecken konnte
deren Id en titä t er a u f G rund ^ G

■ v. RAT I O  1909/10, S. 345 —  346. —  3 : 4 9 7 ,  siehe BM  13, 1900,
3  : 493, 494, siehe BM  1© ,, g/ 38 6 . n  1910/ n ,  S. 8 1 - 8 2 .  -  3 : 5 0 3 ,

S. 509; 4 S, 1903, S. 87; 7 . ^  1J / ^  507, siehe BM  » 8, 1908/9, S. 1 6 2 -1 6 3 .

i l o l ,  sfeh^BM So;, 1909/10, S. 2 6 4 -2 6 5 .

2  • 5 0 8  Herr C a n to r  berichtet hier über die zweite Regel des 37. Ka- 
t 1 der A rs  magna  und kennzeichnet diese auf folgende Weise: „Bahn- 

h hend für alle Zukunft wurde C ardanos Kühnheit, mit Quadratwurzeln aus 
Negativem zu rechnen“. Für meinen Teil würde ich lieber mit H ank el von 

• em k le in e n  Schritt sprechen oder mit T rop fk e „anregend“ statt „bahn
brechend für alle Zukunft“ setzen. Allein wenn man das Wort „bahnbrechend“ 
benutzen w ill, sollte man meines Erachtens ausdrücklich hervorheben, daß 
C ardano selbst gar keinen Wert auf dieses Rechnen mit Quadratwurzeln aus 
Negativem gelegt hat Sonst hätte er natürlich solche Quadratwurzeln benutzt, 
um° die Lösung des „Casus irreducibilis“ algebraisch anzugeben (siehe unten
die Bemerkung zu 2  : 537).

Auch die dritte Regel des 37. Kapitels könnte vielleicht verdienen in
e in e r G e sch ich te  d er M a th e m a tik  e rw äh n t zu w erden, fre ilic h  nich t w ei sie
bahnbrechend genannt werden kann, sondern weil sie für die Nachlässigkeit
Ca rdano s kennzeichnend ist.

Das Kapitel („De regula falsum ponendi ; Ausgabe Basel 15 :0 , •
1 qoA beginnt mit den Worten: „Haec regula tnplex est, aut emm pomt 

^  i  o u t r i t  U m : aut quaerit quod non est“, und die s.ve. ersten Regeln 
/  | b auf Gleichungen, deren Wurs.ln negaüv oder .m ag.n.r sind, 

b e z m h e n  sich bemerkt C a r d a n o :  „Possumus vero uenan genus

» :  aliud, quod neque

e r k l ä r e n C a r d a n o  folgendes Bei’spiel: „Drei Zahlen in geometrischer 
eritiareu, b ^  die erste minus ihrer Quadratwurzel gleich
P rogressi » g uadratwurzei gleich der dritten is t“,
s l t  ^ d i e  “ rste M  gleich so sind die drei Zahlen offenlar *», * * -  *, 
i;2 __ x  — X, und da sie eine geometrische Progression bilden, wird
s (x z _  x  — V x 2 — x ) =  (** ~~ a:)2' Diese Gleichung wird natürlich durch 

x  =  0  befriedigt, so daß 0, 0, 0 eine Lösung der Frage ist. Dividiert man 
ferner die Gleichung mit x 2, erhält man s 2-  x  -  / x 2 -  x  =  ( x  -  l )2 oder

 x  _. rx   i y i =  Y x 2 — x ,  also x  — 1 =  } / x 2 — x ,  und dieser Gleichung
genügt ein einziger endlicher Wert von X, nämlich J , so daß 1, 0 , 0  eine 
andere Lösung der Frage ist. Nun könnte man ja vom Standpunkte C a rd a n o s  
aus sagen, daß die beiden Lösungen falsch sind, weil Null keine Zahl ist, 
und dadurch ist der Ausdruck: „quaerit quod non est“ befriedigend erklärt; 
anderseits versteht man nicht die Worte: „componitur haec regula quasi ex 
ambobus“, und diese Worte deuten auf eine ganz andere Erklärung hin.

G . E nkstköm .
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Nachdem C a r d a n o  die Gleichung, die in modernen Zeichen x 2 (x2 — x  — Y x 2 — x)  
=  (,x  S a:)2 lautet, hergeleitet hat, fährt er nämlich fort:

habebis quantitates ipsas operando ut uides, \ \ n i : ~  m \ \ m :  l f m : --J-"| 
& productum primi in tertium, est quod est \ m : ±  & tan-
tum fit ducto secundo numero in se.

Nach C a r d a n o  sind also die drei Zahlen
A  _  i  _  JL _  t/ H
4 > 4>  4 V  4  )

und er behauptet überdies, daß

\ (~ "4 ~  V ~ ~ 16 + Y U'
Aber in Wirklichkeit ist ja

i  - Y ^ i )  =  -
und dieser imaginäre Ausdruck kann natürlich nicht (— A)2 sein, so daß die 
Lösung C a r d a n o s  falsch ist.

Nimmt man also an, daß C a r d a n o  seine dritte Regel nicht auf das
richtige, sondern auf das falsche Resultat seiner Frage bezogen hat, so ver
steht man die Worte „componitur haec regula quasi ex ambobus“, denn nach 
der Lösung C a r d a n o s  ist ja die dritte der gesuchten Zahlen die algebraische 
Summe einer negativen und einer imaginären Größe. q .  E n e s t r ö m

3 : 5 0 9 ,  siehe B M  l s, 1900 S. 270, 509. -  2 : 5 1 0 ,  siebe BM  1 3, 1900, S. 509. 
& . 51.,, siehe B M  3 3, 1902, S. 141. —  2  : 514, siehe BM 1 3, 1900, S. 509.

2 : 5 1 5 .  Herr C a n t o r  bemerkt (Z. 18 —  21): „Den sonstigen mathe
matischen Inhalt [der Quesiti et inventioni diverse] bildet ausschließlich die 
Geschichte der Entdeckung der Auflösung kubischer Gleichungen. Sie ist . . . 
bereits ausführlich . . . erzählt worden“. Hier wäre es angebracht, „vorzugsweise“ 
statt „ausschließlich ‘ zu setzen, denn tatsächlich kommen in der Arbeit T a r t a g l i a s  

rein mathematische Stellen vor, die sich nicht direkt auf die Auflösung kubischer 
Gleichungen beziehen, und die Herr C a n t o r  vermutlich aus diesem Grunde in 
seinem Berichte übergangen hat. Beispielsweise wird in den Vorlesungen nicht 
erwähnt, daß T a r t a g l i a  in seinem Kommentar zum 40. Quesito, also sieben 
Jahre vor S t i f e l ,  ein Verfahren veröffentlicht hat, um Kubikwurzeln aus 
Binomien auszuziehen. In seinem Brief vom 5 Januar 1540 hatte C a r d a n o  

mitgeteilt, G i o v a n n i  d a  C o i  besitze eine Methode für diesen Zweck, und diese 
Mitteilung veranlaßte T a r t a g l i a  sich mit der Frage zu beschäftigen Das
Verfahren (Ausgabe Venedig 1606 S. 2 7 6 - 2 7 7 )  lautet in moderner mathe- 
matischer Sprache: Sei +  a +  j/"6 das gegebene Binomium, und sei angenommen, 

daß / +  a +  Y b  auf die Form +  u +  ] /ß  gebracht werden könne, so wird 

±  a  +  }/b  =  +  (a3 +  3 a ß )  +  (3 a 2 +  ß) j / ß t

fo lg lich  ist a  — u -j- 3 aß.  M an muß also a  in  zw ei T eile  zerlegen, von denen 
der erste ein K ubus, der zw eite ein M ultiplum  von 3  ist. Seien diese zw ei

Teile A s undJ S B ,  so ist offenbar u =  A , ß =  —  =  — ̂  aiso l / ±  a +  -,/T
1  /  B  u A  ’ V — V b

=  ±  A  +  y  -£> wenn das Problem durch ganze Zahlen lösbar ist.

11*
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Als Beispiel wählt T a r t a g l i a  f / ±  10 +  f l Ö 8 ,  und in diesem Falle 

findet man, daß A  — 1, B  =  3, also

] / ±  i o  +  y T o l  =  ±  i  +  Y 3 .

Vom methodischen Gesichtspunkte aus ist das Verfahren nicht besonders 
wertvoll aber sobald a eine kleine Zahl ist, führt es schnell zum ZiehL Jeden
falls ist es das erste veröffentlichte Verfahren, Kubikwurzeln aus Binomien 
auszuziehen, und verdient wenigstens aus diesem Grunde erwähnt zu werden.

Ob T a r t a g l i a ,  wie H a n s e l  ( Z u r  G esch ich te  d e r  M a th e m a tik  im  A ltertu m  

u n d  M itte la lte r , Leipzig 1874 , S. 373) annimmt, das Verfahren schon 1540  
erfand, muß dahingestellt bleiben. G. E n e s t r ö m .

3 : 5 1 6 ,  517, siehe BM  1 3, 1900, S. 509. —  2 : 5 2 4 ,  siehe B M  7 3, 1906/7 S. 90; 
I O  1909/10 S. 171 — 172. —  2 : 6 2 5 ,  siehe BM  1 0 s, 1909/10, S. 172. 2 - 5 - 7 ,

■ / ’ pivr m ' iQOfi/7 S 387   2  : 529, siehe B M  7 3, 1906/7, S. 91. 2  : 530,Tlt u m  2  ’ 1901 S. 3 5 4 - 3 5 5 -  3 „  1902, S. 141. -  2  : 531, siehe B M  7 3, 1906/7,
g1 212.   2 :  5 3 2 ,’ siehe BM  l s, 1900, S. 509; 7 S, 1906/7, S. 292; 8 S, 1907/8, S. 84;
9 S, 1908/9, S. 16 3— 164. ______________

2 - 5 3 3 .  Die Angabe (Z. 2 5 - 2 7 ) :  „Die Sätze 159, 160, 161 [des Opus 
novum de proportionibus] stehen in innigem Zusammenhänge und handeln von 
den Winkeln, welche Kreisbögen mit geraden Limen bilden ist kaum mehr 
als zur Hälfte richtig. Der Satz 160 (Ausgabe 1570, S. 1 6 - )  lautet. „Pro 
posita linea tribusque in ea signis punctum inuenire, ex quo ductae tres lineae 
ad signa sint in proportionibus datis“, d. h.: „Eine Gerade und drei Punkte 
A B C  derselben sind gegeben; es wird verlangt, außerhalb der Geraden einen 
Punkt G zu bestimmen, so daß die drei Geraden A G , B G ,  C G  in gegebenem 
Verhältnis zueinander sind“. Weder das Problem noch die Behandlung des
selben hat das geringste mit dem Satz 159 zu tun. Dasselbe könnte man von 
dem eigentlichen Satz 161 sagen, denn dieser Satz handelt von zwei gerad
linigen Dreiecken, aber unmittelbar nachher folgt ein „Lemma , worin C a r d a n o 
auf den Gegenstand des Satzes 159 zurückkommt, und dieses „Lemma beginnt 
mit den Worten: „His demonstratis“. Allerdings sieht man leicht, daß der 
Satz 161 nur scheinbar im Zusammenhänge mit der Frage des Kontingenz
winkels steht, weil C a r d a n o  diesen Satz, der offenbar n u r  für geradlinige Drei
ecke gilt oh n e w e ite r e s  auf krummlinige Dreiecke anwendet. Jedenfalls 
wäre es angebracht, die oben zitierte Angabe etwa auf folgende Weise zu 
modifizieren- „Der ganze Satz 159 und das „Lemma“ des Satzes 161 gehören 
zusammen und handeln von den Winkeln, welche Kreisbögen mit geraden Limen 
oder mit anderen Kreisbögen bilden“. G. E n e s t r ö m .

2  - 535, siehe BM  1 3, 1900, S. 509. —  2 : 5 3 6 ,  siehe BM  7 S, 1906/7, S. 212 —  
213. -  3 : 5 3 7 ,  siehe BM  7 „  1906/7, S. 387.

2 - 5 3 7  Es ist richtig, daß die von Herrn C a n t o r  Z. 6 — 12 angegebenen 
Umstände das Verständnis der Schrift C á r d a n o s  D e regula A tiza  erheblich er
schweren. Aber es gibt noch einen Umstand, der das Studium der Schrift 
besonders schwierig macht, nämlich das Vorkommen von groben Fehlern und
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sinnlosen Ausführungen (vgl. die Bemerkung C o s s a l is  S. 442 des 2. Bandes der 
Arbeit Origine, trasporto in  Ita lia , prim i progressi in  essa dell’ algebra, Parma 
1799), wodurch der Leser nicht selten unsicher wird, wie gewisse Behauptungen 
C a r d a n o s  verstanden werden sollen. Ich werde diese Schwierigkeit an einem 
Beispiel erörtern.

Am Ende des 22. Kapitels (S. 46 der Originalausgabe) sucht C a r d a n o  zu

beweisen, daß ^  keine Größe sein kann, und für diesen Zweck bringt er erst

einen vermeintlichen Beweis des Satzes, daß Minus mal Minus immer Minus 
macht. Er geht dabei von der Identität (a — b)2 =  a2— 2(a  — b)b — b2 aus, 
und folgert daraus unmittelbar, daß das letzte Glied der rechten Seite durch 
Multiplikation von — b mit — b entstanden ist; in Wirklichkeit setzt dies ja
voraus, daß das zweite Glied der rechten Seite nicht — 2 (a — 5)5 sondern
— 2 ab  ist! Auf ganz dieselbe Weise setzt er

(a  — b) (c — d) =  ac  — (a — 5) d  — b (c — d) — bd

und folgert daraus, daß (— b) (— d) =  — b d \ Dann sucht er auf andere Weise 
die Richtigkeit seines Satzes zu belegen; ob aber seine Ausführungen wirklich 
einen Sinn haben, bin ich nicht imstande ausfindig zu machen.

Ferner gibt C a r d a n o  auch einen Beweis des Satzes: „Plus mal Minus 
macht Minus“, den ich hier wörtlich zum Abdruck bringe: „Nihil potest ultra 
uires suas, ergo p :  potest quantum est ipsum, igitur cum ducitur extra ipsum, 
producit m: aliter posset plus producere quam potestate esset.“

Nachdem C a r d a n o  also seiner eigenen Ansicht nach die Sätze (— a) (— b) 
=  — ab, ( +  a) (— b) =  — ab  bewiesen hat, ist es ihm leicht zu zeigen, daß

weder positiv noch negativ sein kann, also überhaupt keine Größe darstellt

(„diviso p:  per m: nihil exit“), denn in keinem Falle kann die Multiplikation 
des Quotienten mit der negativen Größe — b zu einem positiven Ergebnis führen. 

Nun ist die Frage: „Wie soll man den Inhalt des fraglichen Kapitels

deuten?“ Legt man das Hauptgewicht auf den Satz, daß —r keine endliche

Größe ist, k an n  man ja C a r d a n o  als einen Vorgänger von W a l l i s  bezeichnen 
(vgl. BM 9S, 1908/9 , S. 329 — 330). Betrachtet man dagegen diesen Satz nur 
als eine unmittelbare Folge der vorhergehenden unrichtigen oder sinnlosen Aus
führungen, ist der Inhalt des ganzen Kapitels vom historischen Gesichtspunkte 
aus wertlos. G. E n e s t r ö m .

2 :5 3 7 . Die Angabe (Z. 1— 5): „Den vorwiegend umfassendsten Theil 
des Buches De regula Ä liza  hat C a r d a n o  jedoch der Betrachtung derjenigen 
Fälle gewidmet, hei welchen die Formel D e l  F e r r o s  unter der Kubikwurzel 
Ausdrücke auftreten läßt, welche selbst Quadratwurzeln aus Negativem ent
halten“ sollte modifiziert werden. Der Schluß der Angabe ist nicht direkt 
unrichtig aber auf eine Weise formuliert, die fast notwendig zu einem Miß
verständnis veranlassen muß, besonders wenn der Leser sich erinnert, was Herr 
C a n t o r  S. 508 über C a r d a n o s  Kühnheit, in der A rs magna mit Quadratwurzeln 
aus Negativem zu rechnen, gesagt hat. Daraus wird man nämlich verleitet, 
anzunehmen, daß C a r d a n o  im Traktat De regula Ä liza  wirklich bei Lösung 
des irreduziblen Falles Quadratwurzeln aus Negativem benutzt. Übrigens geben
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auch gewisse Aussprüche C ossa lis  z u  demselben Mißverständnis Anlaß, z. B. 
der folgende ( Origine, trasporto in  Italia , prim i progressi in essa dell’ algebra 2, 
Parma 1 7 9 9 , S. 4 8 2 ):  „C ardano conobbe essere appunto nel caso della for- 
mola contaminata d’immaginarj, che l’equazione x s — p x  — q — 0 gode di tre 
radici reali“. Höchstwahrscheinlich ist dies der Grund, warum J. T rop fk e  
unrichtig behauptet ( Geschichte der Elementar-M athematik 1 , Leipzig 1902, 
S. 277  Z. 5 —  6 und die dazu gehörende Fußnote 1 1 0 2 ) , daß C ardano be
sonders in der Abhandlung E c reyula Ä liza  mit imaginären Wurzeln zu rechnen 
sich unterfing.

In Wirklichkeit kommen in der Abhandlung De regula Ä liza  keine Formeln 
vor, die Quadratwurzeln aus Negativem enthalten. Als charakterisches Merk
mal des irreduziblen Falles der Gleichung x 3 =  a x  +  b stellte C a r d a n o  schon

in der A rs magna  die Gleichung auf und wenn er in dem Traktat

De regula Ä liza  Fälle dieser Art behandelt, versucht er gar nicht, die Wurzeln 
durch irgend eine Formel auszudrücken.

Den Anfang der oben zitierten C a n t o r sehen Angabe möchte ich als ent
schieden ungenau bezeichnen. Es ist richtig, daß C a r d a n o  an verschiedenen 
Stellen des Traktates Gleichungen behandelt, die dem irreduziblen Fall ge
hören, aber diese Stellen bilden gar nicht zusammen „den vorwiegend um
fassendsten Teil des Buches“. Vielmehr kann man behaupten, daß in der Schrift 
De regula Ä liza  der irreduzible Fall eine durchaus untergeordnete Rolle spielt.

G. E n e s t r ö m .

3  : 5 3 9 , siehe BM  7 S, 1906/7, S. 293; 9 3, 1908/9, S. 252. —  2  : 5 4 1 ,  siehe B M  1 „  
1900 S 509. —  2  : 5 4 7 , siehe B M  8 3, 1907/8, S. 84. —  2  : 5 4 8 ,  siehe B M  1 3, 1900, 
S. 510; 9 „  1908, S 76. —  3 : 5 4 9 ,  siehe BM  13, 1900, S. 510; «„, 1905, S. 401. —  
3  : 5 5 0 , siehe B M  3 „  1901, S. 355; 9 S, 1908, S. 76. —  3 : 5 5 4 ,  siehe B M  1 3, 1900, 
S. 510. —  3 : 5 5 5 ,  siehe BM  4 S, 1903, S 285; ö s , 1905, S. 322 —  3 : 5 5 8 ,  siehe 
B M  9 „  1908, S. 76. —  3  : 5 6 1 , siehe BM  7 „  1906, S. 91. —  3  : 5 6 5 ,  siehe B M  4 S,
1903 S 285 —  3 : 5 6 6 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, S 85. —  3 : 5 6 7 ,  5 6 8 ,  siehe B M  4 , ,
1903, S. 286. —  3 :  5 6 9 , siehe BM  1 3, 1900, S. 510. —  3 : 5 7 2  —  5 7 3 ,  siehe B M  1 3,
1900, S. 510; 3 , ,  1902, S. 141. —  3 : 5 7 6 .  siehe B M  3 „, 1901, S. 355 —  356. —
3 : 5 7 9 ,  siehe BM  3 , ,  1901, S 145. —  3 : 5 8 0 — 581, siehe B M  4 S, 1903, S. 207; 8 S, 
1907/8, S. 85 —  86; 9 S, 1908/9, S. 326 —  327. —  3  :5 8 2 , siehe BM  1 „  1900, S. 510. 
—  3  : 583, siehe B M 'l„ ,  1900, S. 270; 3 S, 1901, S. 356.

2 : 584. Was Herr C a n t o r  über den Inhalt der Abhandlung Effectionum  
geometricarum canonica recensio sagt, ist nicht unrichtig, aber ich verstehe eigent
lich nicht, warum er stillschweigend übergeht, daß ViAte in der Abhandlung 
lehrt, die Gleichung x 2 +  a x  =  +  b2 geometrisch zu lösen. Aus den Worten 
des Herrn C a n t o r  (Z. 27 — 28) „rechnerisch erhaltene A u sd rü ck e  geometrisch 
zu ermitteln“ wird man versucht anzunehmen, daß V i £:t e  nur Ausdrücke aber 
nicht Gleichungen geometrisch behandelt. G. E n e s t r ö m .
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1901, S. 356 —  357. —  3 : 6 1 2 ,  siehe BM  1 „  1900, S. 277; 3 „  1901, S. 146; 8 , ,  
1907/8, S. 212. —  3 : 6 1 2 - 6 1 3 ,  siehe B M  7 „  1906/7, S. 91— 92. —  3 : 6 1 3 ,  siehe 
BM  3 3, 1901, S. 357; 5 „  1904, S. 306; 7 a , 1906/7, S. 294, 388— 389. —  3  : 6 1 4 ,  siehe 
B M  3 „  1902, S. 141. —  3 : 6 1 7 ,  6 1 9 , siehe BM  6 S, 1905, S. 108— 109. —  3 : 6 2 0 ,  
siehe B M  8 * ,  1902, S. 141. —  3  : 6 2 1 ,  siehe BM  1 „  1900, S. 277; 3 S, 1901, S. 146; 0 3, 
1905, S. 402; 7 „  1906/7, S. 214, 389; 8», 1907/8, S. 86 —  87; 9 3, 1908, S. 77. —  
3  : 6 2 2 ,  siehe BM  8 3, 1907/8, S. 87 —  3  : 6 2 3 , eiehe BM  1 3, 1900, S. 277; 3 , ,  1901, 
S. 146— 147. —  3  :  6 2 4 , 6 2 5 , siehe BM  8 „  1907/8, S. 87— 88. —  3  : 6 2 6 ,  siehe BM  7 S, 
1906/7, S. 389 —  390. —  3 : 6 3 2 ,  siehe BM  6 „  1905, S. 109. —  3 : 6 3 4 ,  6 3 7 , siehe 
BM  6 S, 1905, S. 315 —  316. —  3 : 6 3 8 ,  siehe BM  3 „  1901, S. 147. —  3  : 6 3 9 , siehe 
BM  » s, 1908/9, S. 77. —  3 : 6 4 1 ,  siehe BM  9 3, 1908/9, S. 253. —  3 : 6 4 2 ,  siehe 
BM  1 „  1900, S. 271. —  3 : 6 4 3 .  siehe BM  1 „  1900, 8 . 271; 7 „  1906/7, S. 391 —  
3 : 6 4 4 ,  siehe BM  6 3, 1905, S. 402 —  403 —  3  : 6 5 2 ,  siehe BM  1 0 3, 1909/10, S. 347.
—  3 : 6 5 5 ,  siehe BM  3 , ,  1901, S. 357; 1 0 3, 1909/10, S. 265 —  266. —  3 : 6 5 6 ,  
siehe BM  4 ,,  1903, S. 286. —  3  : 659, 660, siehe BM  3 ,,  1901, S. 1 4 7 -1 4 8 . —  
3  : 661, siehe BM  6 S, 1905, S. 403. —  3  : 665, siehe BM  1 3 , 1900, S. 271. —
3  : 666, siehe BM  8 3 , 1907/8, S. 88 — 89; 9 ,,  1908 9, S. 164— 165. —  3  : 667,
siehe BM  8 S, 1907/8, S. 89. —  3 : 6 6 9 ,  siehe BM  5 S, 1904, S. 203. —  3 : 6 7 0 ,  siehe 
B M  6 ,, 1905, S. 403; 7 „  1906./7, S. 391. —  3 : 6 7 4 ,  siehe BM  4 9, 1903, S. 88.
—  3  : 6 8 3 ,  siehe B M  3 , ,  1901, S. 148; 9 3, 1908/9, S. 328 —  3 : 6 8 7 ,  siehe BM  7 , ,
1906/7, S. 294. —  3 : 6 8 9 ,  siehe BM  7 a, 1906/7, S. 391; 8 3, 1907/8, S. 89; 9 S,
1908/9, S. 253. —  3  : 6 9 3 ,  siehe BM  4 S, 1903, S. 287; 7 S, 1906/7, S. 394 —  395.
—  3  : 6 9 9 ,  siehe BM  9 S, 1908/9, S. 165— 166. —  3  : 7 0 0 ,  7 0 1 ,  siehe BM  1 „
1900, S. 271. —  3 :  703, siehe BM  l s, 1900, S. 271— 272; 8 „  1907/8, S. 212. —  
3 : 7 0 4 ,  7 0 5 ,  siehe BM  1 „  1900, S. 272 —  273. —  3  : 7 1 2 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, 
S. 212 — 213. —  3 : 7 1 3 ,  siehe BM  9 3, 1908/9, S. 254. —  3 :  7 1 4 ,  siehe BM 8 3,
1907/8, S. 89 —  90. —  3  : 7 1 5 ,  siehe B M  5 .,  1904, S. 412. —  3  : 7 1 6 ,  siehe
B M  « s, 1905, S 404. —  3  : 7 1 7 , 7 1 8 ,  siehe B M  7 „  1906/7, S. 92 —  93. —  3  : 7 1 9 , 
siehe B M  3 3, 1901, S. 357. —  3  : 7 2 0 , siehe B M  4 S, 1903, S. 287; 6 3, 1905, S. 404.
—  3 : 7 2 1 ,  siehe B M  1 „  1900, S. 273; 1905, S. 404 —  405. —  3 : 7 2 6 ,  siehe
BM  8 3, 1907/8, S. 90. —  3 :  7 2 7 , siehe BM  7 „  1906/7, S. 392. —  3 :  7 4 1 ,  siehe 
B M  7 „  1906/7, S. 395— 396. —  3  : 7 4 2 , siehe B M  1 3, 1900, S. 273; 3 „  1902, S. 142.
—  3  : 7 4 6 ,  siehe BM  1 „  1900, S. 273. —  3  : 7 4 7 , siehe BM  1 „  1900, S. 173; 3 „
1901, S. 225. —  3 :  7 4 9 ,  siehe B M  4 „  1903, S. 88. —  3  : 7 5 3 — 7 5 4 ,  7 5 8 ,  siehe 
BM  9 S, 1908/9, S. 2 54 — 255. —  3  : 7 6 3 ,  siehe BM  » s, 1908/9, S 166 —  3 :  7 6 5 , 
siehe BM  8 (, 1907/8, S. 90 —  91. —  3 :  7 6 6 ,  siehe BM  3 , ,  1902, S. 142; 5 , ,  1904,
S 412 —  413. —  3 : 7 6 7 ,  siehe BM  3 , ,  1901, S 148, 357— 358. —  3  : 7 7 0 ,  siehe
B M  4 3, 1903, S. 208. —  3 :  7 7 2 , siehe BM  3 „  1901, S. 358; 7 „  1906/7, S. 392 —  393.
—  3  : 7 7 3 , siehe BM  8„, 1907/8, S. 213; i>3, 1908 9, S. 167. —  3 :  7 7 5 , Biehe BM  3 „  
1901, S. 358 —  359. —  3  : 7 7 7 , siehe BM  3  , 1901, S 148; 3 S, 1902, S. 204. —  3  : 7 8 0 , 
siehe B M  9 S, 1908/9, S. 78, 167. —  3  : 7 8 3 ,  siehe BM  3 „  1901, S. 359; 4 S, 1903, 
S. 88 —  89. —  3 :  7 8 4 ,  siehe BM  3 S, 1901, S. 148. —  3 :  7 8 7 , siehe BM  0 3, 1906, 
S. 405; 7 „  1906/7, S. 296. —  3  : 7 9 0 , siehe BM  7 S, 1906/7, S. 393; 9 „  1908/9, S. 255; 
1 0 3, 1909/10, S 6 2 - 6 3  —  3  : 7 9 1 , siehe BM  « „  1905, S. 405. —  3 :  7 9 3 — 7 9 4 , 
siehe B M  5 „  1904, S. 307; 6 „  1905, S. 316 —  317, 405 —  406. —  3  : 7 9 5 , siehe 
B M  6 3, 1905, S. 317. —  3  : 7 9 7 — 7 9 8 ,  siehe BM  5 3, 1904, S 307; 6 3, 1905, S. 317; 
1 0 3, 1909/10, S. 63 —  64. —  3  : 7 9 9 ,  siehe BM  5 „  1904, S. 307. —  3 : 8 0 2 ,  siehe 
B M  4 ,„ 1903, S 208 —  3 : 8 0 2 - 8 0 3 ,  siehe BM  1 0 , ,  1909 10, S. 3 6 7 -3 .,8 . —
—  3  : 8 1 2 ,  siehe BM  4 , ,  1903, S. 37. —  3  : 8 1 5 ,  siehe BM  10,,, 1909/10, S. 64.
—  3 :8 1 7 , siehe BM 1Ö 3, 1909/10, S 174. —  3 :8 2 0 , siehe BM 3 ,,  1901, S. 148; 
5 „  1904, S. 307. —  3 :8 2 5 , siehe BM 3 „  1901, S. 148. —  3 :8 2 7 , 830, siehe
BM 9 S, 1908/9, S. 2 5 6 -2 5 7 . —  3 :8 3 2 , siehe BM 5 „  1904, S. 203— 204; 1905,
S. 211. —  3  : 840, siehe BM 3.„ 1901, S. 148— 149. —  3 :8 4 3 , siehe BM 3 „  1902,
S. 328. —  3  : 850, siehe BM 1905, S. 109 — 110. — 3  :851, 852, siehe BM 1 0 ,,
1909/10, S. 1 7 4 - 1 7 5  — 3 :8 5 6 , 865, siehe BM 3 3, 1901, S. 149. — 3 :8 7 6 , 878, 
879, siehe BM 13, 1900, S. 511.

2 : 8 8 4 . D er B erich t über die Methode T o r r i c e l l i s ,  an einen P u n kt der 
P a ra b e l eine Tangente zu ziehen, is t  m ißlungen. H err C a n t o r  behauptet 
fre ilich , die D arste llun g T o r r i c e l l i s ,  „w enn auch nicht dem W ortlaute nach,



doch dem Gedankeninhalte nach“, wiedergegehen zu haben. Indessen sieht man 
leicht, wie wenig richtig diese Behauptung ist, wenn man beobachtet, wie 
Herr C a n t o r  die Worte T o r r i c e l l is : „estque progressivi impetus ad lateralem 
ratio ut a d  ad b f, per praecedentem Proposit.“ wiedergibt. T o r r ic e l l i  sagt 
also, daß die zwei Bewegungen des Punktes a sich wie a d : b f  verhalten, un 
diesen Satz hatte schon G a l i l e i  (D iscorsi e dim ostrazioni matematiche m lorno  
a due nuovc sdenze, Giornata quarta; O pere 8 , Pirenze 1898, S. 285, 290)  
bewiesen. Aber die entsprechende Stelle bei Herrn Ca n t o r  lautet:

Wäre der Weg von b nach a  ein geradliniger gewesen, so hätte er
die geradlinige Diagonale des Parallelogrammes der beiden genannten
Bewegungen dargestellt, und es wäre auch weiter diese Diagonale ein
gehalten worden, die Entfernung jedes folgenden Punktes der Diagonale 
von der Achse cd  hätte sich nach dem Verhältnisse d a  : fb  gerichtet.

Ob dieser Passus wirklich einen Sinn hat, will ich dahingestellt lassen (wi®
kann man das Verhältnis d a :  fb  auf die Entfernung von der Achse beziehen?),
aber jedenfalls gibt er nicht den Gedankengang T o r r ic e l l is  wieder. Für 
diesen ist der Punkt b le d ig l ic h  der Endpunkt der Geraden f b ,  und T o r r i - 
c e l l i  hatte also keinen Anlaß, zu untersuchen, wie sich die Bewegung gestalten 
würde, wenn der Weg von b nach a  ein geradliniger gewesen wäre.

A u ch  e ine  fo lg en d e  S te lle  des CANTORSchen B e ric h te s  so llte  m o d ifiz ie rt 
w erd en , n ä m lich  d ie  fo lg en d e  (Z. 19 24):

Wenn, setzt T o r r ic e l l i  hinzu, dieser Beweis ein besonderer für die 
Parabel ist, so kann man ihn doch für jeden Kegelschnitt verallgemeinern, 
indem man gleiche Bewegungen eines Punktes beachtet, der in gleicher 
Weise auf jeder vom Brennpunkte aus gezogenen Linie — T o r r ic e l l i  
meint damit offenbar die Ordinate b f  des Brennpunktes — sich bewegt. 

Die entsprechende Stelle bei T o r r ic e l l i  lautet: „Haec demonstratio peculians 
est pro parabola; sed et universalem habemus pro qualibet sectione conica, 
consideratis aequalibus velocitatibus unius puncti, quod aequaliter movetur m  
utraque linea quae ex focis procedit.“ T o r r ic e l l i  sagt also nicht, daß die 
zweite Methode eine Verallgemeinerung der ersten sei, und was T o r r ic e l l i  
selbst über jene Methode m itteilt, kann man nicht aus dem CANTORschen Be
richte erraten. Höchst auffällig ist der CANTORsche Zusatz: „ T o r r ic e l l i  meint 
damit offenbar die Ordinate b f  des Brennpunktes“, denn der Sinn der Worte 
T o r r ic e l l is  wird sofort klar, wenn man die von Herrn C a n t o r  S. 881 mit
geteilten Figuren R o b e r v a l s  einsieht. G. E n e s t r ö m .

■j^gg G. E n e s t k ö m .

2 : 891, siebe BM  1 „  1900, S. 273. —  2  : 897, siehe BM  6 3, 1905, S. 406. —  
3 :8 9 8 , siehe BM  4 3, 1903, S. 37, 208; 1© ., 1909/10, S. 1 7 5 — 176. —  3  :901, siehe 
B M  1 3, 1900, S-. 611. —  3  : 902, siehe BM  9 S, 1908/9, S. 3 2 9 - 3 3 0 ;  1 0 3, 1909/10, 
S 64 —  3  : 911, siehe BM  9 S, 1908, S. 7 8 — 79. —  3  : 919, siehe BM  5 3, 1904, S. 204.

2 : 922. Die erste Auflage des zweiten Bandes der Vorlesungen  schließt 
(S. 844) mit folgenden Worten:

Jedenfalls ist es England und Deutschland, wo inzwischen die 
Männer der Zukunft heranwuchsen, für welche das Jahr 1668 und das 
darauf folgende 1669 Wendepunkte ihres Lebens bilden. 1668 erschien
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in Leipzig die Doktordissertation von G o t t f r i e d  W i l h e l m  L e i b n i z . 
1669 wurde I s a a c  N e w t o n  Professor der Mathematik in Cambridge. 

Indessen wurde die Aufmerksamkeit des Herrn C a n t o b  recht bald darauf ge
lenkt, daß die Doktordissertation von L e i b n i z  nicht 1668, sondern schon 1666  
erschien, und es erwies sich darum nötig, bei der Bearbeitung der zweiten 
Auflage die Schlußworte zu modifizieren. Das einfachste wäre wohl gewesen, 
statt 1668 das richtige Jahr 1666 zu setzen und die Worte: „und das darauf 
folgende 1669“ ein wenig zu ändern. Vom stilistischen Gesichtspunkte aus 
hätte vielleicht der Ausspruch dadurch ein wenig verloren, aber andererseits 
könnte man darauf hinweisen, daß Herr C a n t o k  selbst früher die Lehrer
tätigkeit N e w t o n s  auf folgende Weise charakterisiert hatte (N ord  und Süd 16, 
1881, S. 114):

N e w t o n  war ein Gelehrter, kein Lehrer. Ihm fehlte die mündliche 
Darstellungsgabe, und überdies war, was er lehrte, für die Bildungsstufe 
seiner Schüler zu fein. Wir wissen, daß kaum drei oder vier Zuhörer 
ihm zu folgen imstande waren, daß er leeren W änden die Geistes
körner zuwarf.

M an könnte also un ter B e ru fu n g  a u f M o k i t z  C a n t o r  sagen, daß N e w t o n s  
E rn e n n u n g  zum  P ro fesso r in  C am brid ge ein U m stand w a r, der fü r  die G e
schichte der M ath e m a tik  w en ig  B edeutung hatte, und daß je d e n fa lls  dieser 
U m sta n d  b ei d er notw endigen stilistisch e n  Ä n d e ru n g  des CANTORSchen A u s 
spruch es keine w ich tigere  R o lle  spielen sollte.

Indessen scheint Herr C a n t o r  bei der Bearbeitung der zweiten Auflage 
der Vorlesungen einer anderen Ansicht gewesen zu sein, denn er hat die 
Worte, die sich auf N e w t o n  beziehen, wörtlich zum Abdruck gebracht, und 
für L e i b n i z  mußte er also das Jahr 1668 als „Wendepunkt seines Lebens“ auf 
eine neue Weise motivieren. Dies erzielte er dadurch, daß er in dem Passus: 
„1668 erschien in Leipzig die Doktordissertation von G o t t f r i e d  W i l h e l m  
L e i b n i z “  die Jahreszahl „1668“ in „1666“ verbesserte und dann hinzufügte: 
„1668 knüpfte er Beziehungen zu einflußreichen Persönlichkeiten an verschiedenen 
Orten an, welche für seine Laufbahn von größter Bedeutung wurden“. W ill 
man indessen aus den CANTORSchen Vorlesungen erfahren, w e lc h e s  diese hoch
wichtigen Beziehungen waren, so bekommt man, soweit meine Nachforschungen 
sich erstreckt haben, g a r  k e in e  A u sk u n ft. Im dritten Bande der Vor- 
lesungen ( l .  Aufl. S. 27, 2. Aufl. S. 29 — 30) erwähnt Herr C a n t o r  nur das 
Jahr 1667 und dann die Jahre 1 6 7 0 — 1672 als für L e i b n i z  bedeutungsvoll.

Nun könnte man ja meinen, daß die Frage, die ich hier berührt habe, 
rein stilistisch und darum von durchaus untergeordnetem Interesse sei. Aber 
in Wirklichkeit liegt die Sache ganz anders. Der Passus der Vorlesungen, 
um den es sich handelt, ist nämlich meines Wissens der einzige, der motiviert, 
warum Herr C a n t o r  mit dem Jahre 1668 eine neue Periode der Geschichte 
der Mathematik beginnt, und das Ergebnis der vorangehenden Ausführungen 
ist also:

Herr C a n t o r  beginnt in der zweiten Auflage der Vorlesungen eine 
neue Periode der Geschichte der Mathematik mit den Jahren 1668 und 
1669, weil diese Jahre für L e i b n i z  und N e w t o n  angebliche „Wende
punkte ihres Lebens“ waren. Allein, wenn er die biographischen Notizen 
über L e i b n i z  bringt, legt er auf den „Wendepunkt seines Lebens“ so wenig
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W ert, daß er ihn nicht einmal erwähnt, und für N e w t o n  betrachtet er 
als „Wendepunkt seines Lebens“, daß dieser ein Amt erhielt, für das er 
n ic h t  paßte. G. E n e s t r ö m .

2 :  V I I I  (Vorwort), siehe B M  3„, 1902, S. 142. —  3 :  I X ,  X  (Vorwort), siehe 
BM  1 3, 1900, S. 511— 512.__________ ______________

3  : 1 ,  siehe BM  1 0 3, 1909 10, S. 268. —  3 : 4 ,  siehe BM  1 0 3, 1909/10, S. 65— 67.
—  3 : 5 ,  siehe BM  1 0 3, 1909/10, S. 269. —  3  : 5  —  6 , siehe B M  1 0 3, 1909/10, 
S 269 —  270. —  3 : 9 ,  siehe B M  3 „  1901, S. 359. —  3 : 1 0 ,  siehe BM  1 „  1900, 
S. 518: 6 „  19o5, S. 211; 7 , .  1906/7, S. 393 — 394. —  3 : 1 1 ,  siehe BM  4 3, 1903, 
S 209 —  3 : 1 2 ,  siehe BM  1 8, 1900, S. 512. —  3 : 1 4 — 1 5 , siehe BM  7 S, 1906/7, 
S 296 —  297 —  3 : 1 5 ,  1 6 , siehe BM  1 0 8, 1909/10, S. 270 —  272. —  3  :1 7 ,  siehe 
B M  1 „  1900, S. 512. —  3  :1 8 , siehe BM  9 S, 1908/9, S 168. —  3  :1 9 , siehe BM  1 0 B, 
1909/10, S. 6 7 - 6 8 .  —  3  : 22 , siehe B M  1 3 , 1900, S. 512; 4 3, 1903, S. 209. —  
3 : 2 3 ,  siehe BM  7 3, 1906/7, S. 297— 298; 8.,, 1907/8, S. 91. —  3 : 2 4 ,  siehe
BM  4 , ,  1903, S. 209. —  3 : 2 5 ,  siehe B M  4 „  1903, S. 209, 399; 9 S, 1908/9, S. 168.
—  3 : 2 6 ,  siehe BM  8 „  1901, S. 359; 7 „ ,  1906/7, S. 394. —  3  : 29, siehe B M  9 3, 
1908/9, S. 331. —  3 : 3 7 ,  siehe BM  8 3, 1907/8, S. 91— 92. —  3  : 39, siehe B M  ©3, 
1905, S. 407. —  3  : 4 0 , siehe B M  7 S, 1906/7, S. 394. —  3 : 4 5 - 4 8 ,  49, 5 0 , siehe 
BM  1 „  1900, S. 512 —  513. —  3 : 5 7 ,  siehe BM  7 „  1906/7, S. 298 —  299. —  3  :5 8 ,  
siebe BM I O  , 1909/10, S. 272 —  273. —  3 : 6 2 ,  siehe BM  1 0 3, 1909/10, S. 177. —  
3 : 6 3 ,  siehe BM  7 3, 1906/7, S. 93 —  94. —  3 : 6 8 ,  siehe BM  7 3, 1906/7, S. 299; 9„, 
1908/9, S. 257 — 258.' —  3  : 69, siehe B M  1 0 3, 1909/10, S. 69. —  3  : 70, siehe BM  SS3, 
1901, S 360; 9 S, 1908/9, S. 258. —  3  : 78, siehe BM  8„, 1907/8, S. 92. —  3 : 7 9 ,  
siehe BM  ! O s, 1909/10, S. 69— 71. — 3 : 8 2 ,  siehe BM  5 3, 1904, S. 308. —  3 : 8 5 ,
siehe B M  I O  , 1909/10, S. 273 274. —  3  :9 7 ,  siehe BM  7 3, 1906/7, S. 394. —  3  :1 0 0 ,
siehe BM  » „  1901, S. 149; 7 . ,  1906/7, S. 299 —  300. —  3 : 1 0 2 ,  siehe BM  6 3, 1905, 
S. 318; 7 S, 1906/7, S. 300; 9 a, 1908/9, S. 169. —  3  :1 0 4 , siehe BM  9 „  1908/9, S. 331.

3 :  110. Herr C an tor bemerkt (Z. 32 — 35 ): „In diesem Aufsatze (Com- 
pendium quadraturae arithmeticae) dürfte L e i b n i z  zum ersten Male S te l le n z e ig e r  
oder In d ie es angewandt haben, um Punkte derselben Gattung mit gleichen 
Buchstaben benennen zu können.“ Er hat also die bestimmte Form der Angabe 
des zweiten Bandes der Vorlesungen (S. 751): „erst L e i b n i z  hat Buchstaben 
mit Stellenzeigern in die Mathematik einzuführen gewußt“ ein wenig modifiziert, 
und eigentlich sollte er dabei weit länger gegangen sein, wie aus dem Folgenden 
hervorgehen dürfte

Meint man mit Stellenzeigern Zahlen, die gewissen anderen Zeichen hinzu
gefügt werden, um Größen derselben Gattung mit demselben Hauptzeichen be
nennen zu können, so ist L e i b n i z  ganz gewiß nicht der erste, der ein solches 
Verfahren angewandt hat, denn schon in der ersten lateinischen Ausgabe der 
Geometrie von D e s c a r t e s  durch F. v a n  S c h o o t e n  (1 6 4 9 ) kommt eine solche 
Bezeichnungsweise vor, nämlich S. 112 , wo es sich darum handelt, eine gewisse 
Kurve punktweise zu konstruieren. In der Figur sind drei solche Punkte er
sichtlich, und sie werden durch C, 2(7, 3(7 bezeichnet; ebenso gibt es in der 
Figur Punkte 2 S, 3 S, 2 T, 3 T, 2 7 , 3 7  Dieselbe Bezeichnungsweise kommt 
nicht nur vielfach in den A c ta  er u d ito r u m  (s. z .B . Jahrg. 1682 Tafel IV; 
Jahrg. 1684, S. 322), sondern auch in den NEWTONschen Principia  (siehe Ausg. 
1687, S. 4 8 1 — 482) vor, und jedenfalls rührt sie nicht von L e i b n i z  her.

Meint man dagegen mit Stellenzeigern Zahlen, die u n ten  (links oder rechts) 
gesetzt werden, so wird die Frage verwickelter. Wenn der Abdruck der LsiBNizschen
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Manuskripte in der Ausgabe von G e r h a r d t  durchaus korrekt ist, so dürfte 
L e i b n i z  wirklich der erste sein, der Stellenzeiger angewandt hat. Indessen 
möchte ich bis auf weiteres die Genauigkeit des Abdruckes bei G e r h a r d t  als 
verdächtig bezeichnen, denn im Originaldrucke der Abhandlung Q uadratura aritli- 
m etica communis sectionum conicarum quae centrum habent (A cta  erud. 1691, 
S. 178 — 182) stehen die Stellenzeiger nicht unten, sondern ganz wie an der 
zitierten Stelle bei S c b o o t e n .  Ebenso stehen Seite 646 des 3. Bandes der Opera 
von J .  W a l l i s  die Stellenzeiger links n eb en  den Buchstaben, obgleich G e r h a r d t  
in seinem Abdrucke die Ziffern u n ten  gesetzt hat. Die Frage kann also erst 
durch eine genaue Untersuchung der Handschriften LEiBNizens entschieden werden.

  G. E n e s t r ö h .

3  : 112, siehe BM  4 ,, 1903, S. 209 —  210; G.„ 1905, S. 318. —  3 :1 1 3 , siehe 
B M  9 3, 1908/9, S. 258 —  259. —  3 : 116, siehe BM  1 3, 1900, S. 513. —  3 :  117, siehe 
B M  1 3, 1900, S. 518; 9S, 1908/9, S. 259 —  260.

3  : 117. Daß L e i b n i z  schon 1676 glaubte, im Besitze einer Methode zu 
sein, Gleichungen 5. Grades zu lösen, geht aus dem (vielleicht nicht ab
gegangenen?) Schreiben an M a g l i a b e c c h i  hervor, das G e r h a r d t  im 7. Bande 
von LEiBNizens M athematischen Schriften  (Halle 1863, S. 303 — 316) veröffent
lichte. Am Ende (a. a. O. S. 316) dieses Schreibens bemerkt L e i b n i z  nämlich: 

Neque quisquam hactenus generalem pro altiori aliqua aequatione 
radicis formulam dedit, quanquam ego aditum ad eam rem reperisse mihi 
videar, cujus et specimina habeo, sed prolixi calculi necessarium taedium 
devorare nondum vacavit. E n e s t r ö m .

3 : 1 1 8 ,  siehe BM  8 a, 1907/8, S. 92 —  93. — 3  : 1 2 2 ,  siehe BM  7 „  1906/7, 
S. 301. —  3 : 1 2 3 ,  siehe BM  1 „  1900, S. 513; 4 3, 1903, S. 399; 7 3, 1906/7, S. 301
— 302. —  3 : 1 2 4 ,  siehe BM  3 :„ 1902, S. 407— 408; 4 ;1, 1903, S. 400. — 3 : 1 2 6 ,
siehe B M  4 „  1903, S. 288. —  3 : 1 2 9 — 1 3 0 , siehe BM  8 ;i, 1907/8, S. 93. —  3 : 1 3 1 ,
siehe B M  4 3, 1903, S. 210. —  3  :  1 5 1 , siehe B M  3 3, 1902, S. 326.

3  : 156. Z. 13 — 14 soll „Beihenentwicklungen“ statt „den binomischen 
Lehrsatz bei beliebiger Annahme des Exponenten“ gesetzt werden (vgl. BM 103, 
1909 /10 , S. 69). Vermutlich ist Herr C a n t o r  durch seine eigene Darstellung 
an der von ihm Z 13 zitierten Stelle irre geführt worden. Warum N e w t o n  
in der A n alysis  absichtlich vermied, den binomischen Lehrsatz bei beliebiger 
Annahme des Exponenten anzuwenden, weiß man aus seinem eigenen Berichte 
in dem Briefe an O l d e n b u r g  vom 24. Oktober 1676: „Quod . . .  me manuduxit 
ad tentandum e converso, num hae series, quas sic constitit esse radices quan- 
titatis 1 —  x x , non possent inde extrahi more arithmetico. Et res bene suc- 
cessit . . . H is  p e r s p e c t is  n e g le x i  p e n itu s  in te r p o la t io n e m  s e r ie r u m “. 
Was N e w t o n  hier Eeiheninterpolation nennt, ist eben der allgemeine binomische 
Lehrsatz. G. E n e s t r ö m .
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3 : 168. Es gibt zwei verschiedene englische Übersetzungen der Methodus 
fluxionum, und merkwürdigerweise erschienen diese etwa gleichzeitig. Die 
erste Übersetzung ist die von Herrn C a n t o r  erwähnte, und der Übersetzer 
C o ls o n  hat einen ausführlichen Kommentar hinzugefügt. Die zweite Über
setzung, die anonym ist, hat das Druckjahr 1737 und der Titel lautet: A  
treatise o f the method o f fluxions and infinite series, with its application to the 
geometry o f curve lines. Translated from  the latin original not yet published. 
Designed by the author for the use of learners. London, Woodman and 
Mill an MDCCXXXVII [XIV +  (2) +  180 +  (1) S. +  4 Tabellen], Nähere A us
kunft über die zwei Ausgaben gibt G. J. G r a y ,  A  bibliography o f the woi Ics 

o f I s a a c  N e w t o n  (2d ed., Cambridge 1907, S. 4 6 — 48). G. E n e s t r ö m .

3 : 171. Der Passus (Z. 24 — 25): „Freilich ist das nur ein Notbehelf, 
aber wir sind weit entfernt davon, N e w t o n  diese kleine Lücke als Verbrechen (!) 
anrechnen zu wollen“ sollte gestrichen werden. In der ersten Auflage der 
Vorlesungen (3 , S. 165) glaubte Herr C a n t o r  nach H. W e i s s e n b o r n  einen 
angeblichen Fehler der „Solutio peculiaris“ N e w t o n s  nachgewiesen zu haben, 
nämlich, daß das Verfahren in gewissen Fällen' zu einem falschen Ergebnis 
führe. Auf Grund dieses vermeintlichen Nachweises fügte Herr C a n t o r  in der 
ersten Auflage die Bemerkung hinzu: „Wir sind weit entfernt, diesen und 
andere Fehler, welche in den NEWTONSchen Integrationsregeln Vorkommen, ihm 
als Verbrechen anrechnen zu wollen.“ Indessen machten H. G. Z e u t h e n  (Sur  
quelques critiques faites de nos jours à N e w t o n -, B u lle t , de l ’acad  d. sc. de 
D an em ark  1895, S. 263 — 264) und E. T i s c h e r  {Über die Begründung der 
Infinitesimalrechnung durch N e w t o n  und L e i b n i z , Leipzig 1 896 , S. 35— 36) 
etwa gleichzeitig darauf aufmerksam, daß N e w t o n  selbst die beschränkte An
wendbarkeit des Verfahrens a u sd r ü c k lic h  hervorgehoben hat. Dadurch wurde 
ja die WElSSENBORN-CANTORSche Behauptung durchaus hinfällig, aber dennoch 
hat Herr C a n t o r  in der zweiten Auflage der Vorlesungen seine Ausstellung 
gegen N e w t o n  nicht vollständig gestrichen, sondern nur modifiziert. Was 
Herr C a n t o r  mit den Ausdrücken „Notbehelf“ und „kleine Lücke“ meint, ist 
mir nicht näher bekannt, aber jedenfalls ist es sinnlos, hier das Wort „Ver
brechen“ zu benutzen, auch wenn man mit „wir sind weit entfernt“ beginnt. 
Wenn man mit „kleiner Lücke“ m eint, daß die vorgelegte Differentialgleichung 
zuweilen integriert werden kann, obgleich die „Solutio peculiaris“ nicht zum 
Ziele führt, so hat man natürlich recht, aber eine Ausstellung gegen N e w t o n  
kann nicht durch diesen Umstand motiviert werden. Vermutlich meint Herr 
C a n t o r  etwas anderes, denn er sagt „d iese kleine Lücke“, während er den 
fraglichen Umstand nicht erwähnt. G. E n e s t r ö m .

3 ; 171 — 172. Die zwei Absätze: „Eine große Unklarheit . . . vornehme“ 
und „Was soll . . - wie er es tat?“ sollten meines Erachtens auf andere Weise 
redigiert werden. Ebensowenig wie H. G. Z e u t h e n  {Sur le fondement mathé
matique de l’invention du calcul infinitésimal; B u lle t ,  de l ’acad. d. sc. de 
D a n em a rk  1895, S. 206) und E. T i s c h e r  ( Über die Begründung der In fin i
tesimalrechnung durch N e w t o n  und L e i b n i z , Leipzig 1896, S. 37 — 39) habe 
ich die angebliche „große Unklarheit“ bei N e w t o n  entdecken können. Die
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Gleichung x  +  x x y  — a x 2 zeigt ja so fo r t , daß eine gewisse Größe als un
abhängige Veränderliche betrachtet worden ist, und diese Größe ist weder x 
noch y, weil sonst entweder x  oder y  gleich 1 angesetzt gewesen wäre. Nennt 
man nun diese unabhängige Veränderliche Z ,  und will man aus irgendeinem 
Grunde, z. B um eine andere Größe als unabhängige Veränderliche zu wählen, 
auf die ursprüngliche Gleichung zurückgehen, so muß diese offenbar x'z -f- x x y  
_  a x 2Z2 =  0 lauten, weil die Fluxionen als G e sc h w in d ig k e ite n  betrachtet 
werden, und die Gleichung folglich in betreff der Fluxionen h o m o g e n  sein 
muß. Die ursprüngliche Gleichung ist also in Wirklichkeit eine totale 
Differentialgleichung mit d re i Veränderlichen, obgleich nur zwei derselben zum 
Vorschein kommen.

Die Frage (S. 172 Z. 8— 9): „Durfte er schon oben bei der ersten Auf
gabe z  und u  als bloße Abkürzungen einführen?“ ist ohne weiteres zu streichen; 
z  und u  sind ja neue Veränderliche, die von N e w t o n  für einen ganz be
stimmten Zweck eingeführt wurden.

Dagegen könnte man von rein formellem Gesichtspunkte aus eine andere 
Bemerkung N e w t o n s  beanstanden, nämlich ( Opuscula 1 , S. 63 Z. 17— 18): 
„Haud aliter in aequatione xj) =  y y  concipi debet x  esse Unitatem, per quam 
terminus y y  multiplicandus est“, denn aus der Gleichung sieht man ja nur, 
daß y  nicht unabhängige Veränderliche ist. Daß dagegen x  und nicht eine 
dritte Größe die unabhängige Veränderliche ist, geht aus der Gleichung selbst 
n ic h t  hervor. G. E n e s t r ö m .

3 :  172—173, siehe B M 4„ 1903, S. 400. —  3 :1 7 4 , siehe BM 2 3, 1901, S. 149
—  150. —  3:174 , 181, siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 71— 73. —  3:183 , siehe BM 1 3, 
1900, S. 432. — 3  : 188, siehe BM 3 3, 1902, S 241. —  3  :195, siehe BM 9 „  1908/9, 
S. 311, 332 —  333; 1 0 8, 1909/10, S. 73 —  3:196 , siehe BM 9 S, 1908/9, S. 333 —  
3  : 201, siehe BM 1 3, 1900, S. 513. —  3  : 207, siehe BM l .„  1900, S. 519. —  3  : 215, 
siehe BM 2 . ,  1901, S. 150; 9 3, 1908/9, S. 260 —  262. —  3  :218, siehe BM 1 3, 1900, 
S. 513. — 3  : 220, siehe BM 3 8, 1902, S. 326. — 3  : 221, siehe BM 9 „  1908/9, S. 333.
—  3  : 224, siehe BM 1 3, 1900, S. 514. —  3  : 225, siehe BM 2 3, 1901, S. 150. —  
3  : 228, siehe BM 2 S, 1901, S. 150; 9 „  1908/9, S. 333— 334. — 3  :230, siehe BM « 3, 
1905, S. 211— 212. — 3 :2 3 2 , siehe BM 13, 1900, S. 514; 6 3, 1905, S. 212; 7 3, 1906/7, 
S. 303; 8 „ 1907/8, S. 94; 9,,, 1908/9, S. 334 — 335 — 3  :244 — 215, siehe BM 5 3, 
1904, S. 205, 413; 7 3, 1906/7, S. 303 —  304. — 3  :246, siehe BM 1 3, 1900, S. 514; 
2 .., 1901, S. 151. — 3  : 250, siehe BM 13, 1900, S. 514.

3  : 253. Der Bericht über das zweite Integrationsverfahren N e w t o n s  ist 
nicht ganz befriedigend. Zeile 6 — 7 sagt Herr C a n t o r : „und ist 1 =  0, so findet 
man h — d, d. h. man findet y  =  d p, wo p  neuerdings unbekannt ist“, und 
der aufmerksame Leser muß fragen: „Hat N e w t o n  den Wert 1 =  0 durch ein 
methodisches Verfahren hergeleitet und kann X nach N e w t o n  auch andere Werte 
haben?“ Auf diese Frage gibt der Bericht keine Antwort. In Wirklichkeit 
leitet N e w t o n  den Wert der Zahl, die Herr C a n t o r  X, N e w t o n  selbst aber 
v nennt, methodisch her, und zwar auf folgende Weise. Sei Jczx das Glied 
der gegebenen Gleichung, das weder y  noch y  enthält und dessen Exponent 
der niedrigste ist (also in diesem Falle N ull, weil es ein Glied — d 2 gibt), 
und seien die übrigen Glieder von der Form lz /xy ayd. Nun berechnet man

alle Zahlen  ̂ a g 1-ö ß te  dieser Zahlen nennt man v, und dann ist

das erste Glied der Reihenentwicklung a zv, wo die Größe a durch Substitution
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bestimmt wird. In der vorliegenden Gleichung y 2 — z 2y  — d l - f  d z  =  0 ist, 
wie schon gesagt, 1  =  0, und ferner für das Glied y 2 g  =  0, « =  2, ß  =  0,

für das Glied z2y  y. =  2, « =  0, (3 =  1. Die Zahl ist also für das

erste Glied =  0, für das zweite Glied — 1, folglich v =  0, d h. y  =  a  und 
durch Substitution dieses Wertes in die gegebene Gleichung wird a 2 — d 2 +  d z  =  0; 
hieraus sieht man sofort, daß das von z  unabhängige Glied der Reihenentwicklung 
d  sein muß.

E s  m ag sein , daß die NEWTONSche H e rle itu n g  des W e rte s von v zu la n g
is t,  um  in  den Vorlesungen m itgeteilt zu w erden, ab er sta tt: „ u n d  is t  X =  0 “
sollte H e r r  C a n t o r  wenigstens etw a: „u n d  d u rch  ein  m ethodisches V e rfa h re n  
findet N e w t o n ,  daß der E x p o n e n t des ersten G liedes =  0 is t“ gesetzt haben.

Auf ähnliche Weise leitet N e w t o n  her, daß der Exponent des zweiten 
Teiles der Reihenentwicklung 1 ist; statt diese Herleitung anzugeben oder 
wenigstens anzudeuten, sagt Herr C a n t o r  (Z. 10): „Sie setzt voraus, daß d z  
gegen 2 d p  sich aufhebe“. G. E n e s t r ö m .

3 :2 5 3 , 254, 258, 260, siebe BM IO .,, 1909/10, S. 7 3 — 76. —  3  :270, siehe 
BM 7 , ,  1906/7, S. 395. —  3 :2 7 6 , siehe BM 7 3, 1906/7, S. 304. —  3 : 2 7 9 ,  siehe 
BM 9 ,, 1908/9, S. 335 —  336. —  3:2 8 6 , siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 76. —  3 :3 0 3 ,
siehe BM 8 „  1901, S. 155. —  3 :3 0 6 , siehe BM 7„, 1906/7, S. 304. —  3  : 310,
310 — 311, siehe BM 1 1 3, 1910/11, S. 82 — 83 —  3  :327, siehe BM IO , ,  1909/10,
S 77; 1 1 ,, 1910/11, S. 83 —  84. —  3 :3 3 0  —  331, siehe BM 3 3, 1902, S. 241— 242. —
3 :3 3 7 , siehe BM 5 3, 1904, S. 206. —  3 :3 5 0 , siehe BM 9 „  1908/9, S. 336. — 
3  : 364, siehe BM 7 „  1906/7, S. 304— 305. —  3 :3 6 5 , siehe BM 7,,  1906/7, S. 94. —  
3 :3 6 6 , siehe BM 1 0 „  1909/10, S. 2 7 4 - 2 7 5  —  3 :3 6 7 , siehe BM 7 3, 1906/7, S. 215.
—  3 :3 7 0  —  371, siehe BM 5 „  1904, S. 308. —  3 :3 8 2 , siehe BM 6 3, 1905, S. 213.
—  3  : 384, siehe BM 6 „  1905, S. 319.

3 : 394. Der Schluß der Bemerkung (Z. 26 — 28): „Ob N e w t o n  seine 
Einwilligung zur Veröffentlichung [der Arithm etica universalis] gab, wissen wir 
nicht. Jedenfalls hat W h i s t o n  es in seiner Vorrede zu dem Drucke von 1707  
behauptet“ ist vielleicht nicht ganz genau. Herr C a n t o r  gibt selbst an, daß 
er die Leidener Auflage von 1732 der A rithm etica universalis  benutzt hat, und 
dort ist die Vorrede zur ersten Auflage richtig abgedruckt (ich besitze selber 
die zwei Auflagen und habe den Abdruck verglichen). Aber in dieser Vorrede 
steht gar n ic h ts  über N e w t o n s  Einwilligung. Allerdings sagt W h i s t o n  am 
Ende der Vorrede:

Cum autem summo viro hisce minutiis postmodo vacare minime 
placuerit, defectum hunc aliunde supplere volui; atque eum in finem 
generalem planeque egregiam CI. H a l l e i i  aequationum radices extra- 
hendi methodum ex Actis nostris Philosophicis, e x o r a ta  p r iu s  u tr o -  
b iq u e  v e n ia , huc transferendum judicavi.

Vermutlich hat Herr C a n t o r  angenommen, daß sich das Wort „utrobique“ auf 
N e w t o n  und H a l l e y  bezieht, aber es liegt wohl am nächsten anzunehmen, daß 
W h i s t o n  dabei H a l l e y  und die Redaktion der P h i lo s o p h ic a l  t r a n s a c t io n s  
gemeint hat. Denn warum sollte W h i s t o n , der gar nicht erwähnt, daß die 
Arithm etica universalis  selbst mit Genehmigung des Verfassers veröffentlicht 
wurde, ausdrücklich hervorheben, daß er von N e w t o n  die Erlaubnis bekommen 
hatte, einen A n h a n g  hinzuzufügen? Daß auch nicht G r a v e s a n d e  das Wort
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,, utrobique‘ auf N e w t o n  bezogen hat, sieht man aus dem Anfang seiner Vor
rede: „Liber hicce prima vice, in sc io  A u to re , et ipso hoc aegre ferente, editus 
fuit Cantabrigiae anno 1707“ Freilich bemerkt W. W. ß. B a l l  (Account o f  
the history o f mathematics, ed. 4, London 1908, S. 330): „ W h i s t o n  extracted a 
somewhat reluctant permission from N e w t o n  to print i t “ [d. h. das Manuskript 
der Arithmetica universalis], aber die Quelle dieser unbelegten Angabe ist mir 
unbekannt.   G Enesteöm

3 :3 9 7 , siehe BM  8 ,,  1907/8, S. 94. —  3 :3 9 8 , siehe BM  7 3, 1906/7, S. 305—  
306; 8 S, 1907/8, S. 94— 95. —  3:3 9 9 , siehe BM  1 0 s, 1909/10, S. 7 7 - 7 8 .

3 : 403. Hier sollten etwa 3 Zeilen (Z. 2 — 5): „und auch räumlich . . . 
nachfolgen“ gestrichen werden. Die räumliche Trennung, von der Herr C a n t o b  
spricht, hat gar nichts mit dem Inhalt der Probleme zu tun, und es ist un
richtig, daß etwa eine halbe Seite freigelassen ist. In Wirklichkeit beträgt 
der freie Raum weniger als -§- Seite; die Seiten enthalten 35 Zeilen und aus 
re in  ty p o g r a p h isc h e n  Gründen hat der Setzer S. 170 ganz wie S. 151 und 
159 die letzten 6 Zeilen freigelassen. In der Ausgabe 1707 sind die vier von 
Herrn C a n t o b  erwähnten Aufgaben nicht von den übrigen getrennt; sie haben 
übrigens dort die Nummern 5 4 — 57, und die Nummern 58 — 61 dieser Auf
lage sind die Nummern 51— 54 der Ausgabe 1732.

Warum Z. 1 das Wort „eingekleideten“ steht, habe ich nicht erraten 
können. Vielleicht handelt es sich nur um einen einfachen Satzfehler statt 
„geometrischen“? G. E n e s t b ö m .

3 : 403 . Der Passus (Z. 3 4 — 3 6): „offenbar mit Rücksicht darauf, daß 
weiter oben der Gleichung « ton Grades nicht w ir k lic h  n Wurzeln, sondern 
h ö c h ste n s  n  Wurzeln zugesprochen wird“ sollte gestrichen werden. Man hat 
nämlich nicht den geringsten Anlaß anzunehmen, daß N e w t o n  auf Grund des 
fraglichen Umstandes die Zeichenregel nicht genau wie D e s c a b t e s  ausgedrückt 
hat. Sonst hätte N e w t o n  gewiß nicht gesagt, daß wegen der Zeichenregel drei 
der Wurzeln der Gleichung x4 — x 6 — l § x x  -+- 49a: — 30  =  0  positiv sind, und 
f o lg l ic h  d ie v ie r te  negativ i s t  („adeoque quartam esse negativam“).

___________  G. E n e s t b ö m .

3:406 , siehe BM 9 S, 1908/9, S. 262; 1 1 ,, 1910/11, S. 84. —  3:408 , siehe 
BM 6 ,, 1905, S. 213. —  3:412 , siehe BM 7», 1906/7, S 306. —  3  :427, siehe BM 9 S, 
1908/9, S. 169. —  3  : 447, 455, siebe BM * „  1901, S. 151. —  3:461 , siehe BM 9 9, 
1908/9, S. 337. —  3:473 , siehe BM 8 t, 1901, S. 1 5 4 — 155; 4 „  1903, S. 401. —  
3  : 475, siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 79 —  80. —  3:476 , siehe BM'9S, 1908/9, S 169 
— 170, 476. —  3  : 477, 479, siehe BM 1901, S. 161— 162. —  3  : 480, siehe BM 8 3, 
1907/8, S. 95 —  3:481 , siehe BM 1 0 8, 1909/10, S. 79 —  3:482 , siehe BM 1 0 3, 
1909/10, S. 178. —  3  : 496, siehe BM 9„  1908/9, S. 337— 338. —  3:497 , 498, siehe 
BM 5 t, 1904, S. 309. —  3  : 500, siehe BM 1 1 „  1910/11, S. 8 4 -8 7 .  —  3:507 , siehe 
BM 5„, 1904, S. 71— 72. — 3 :5 0 7 —509, 5lf9, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 338 —339. 
—  3 :521 , siehe BM 8 „  1901, S. 441. —  3  : 527, siehe BM 7 ,, 1906/7, S. 95. —  
3 : 535, siehe BM 4 „  1903, S. 401. —  3  : 536, siehe BM 5 :t, 1904, S. 206. —  3  : 550, 
siehe BM 1 1 3, 1910/11, S. 87. —  3:560 , siehe BM 6 3, 1905, S. 319— 321.



8 • 562. Die Behauptung (Z. 2 1 - 2 2 ) :  „die Schriftsteller dieses Kapitels 
gebrauchten ausschließlich das Wort im aginär“ ist nicht ganz genau Gerade 
in dem ersten Briefe M a c l a u r in s , worüber Herr C a n t o r  hier berichtet, werden 
die nicht reellen Wurzeln ü b e r a ll „impossible roots (in der lateinischen ü  er 
Setzung „radices impossibiles“), genannt; übrigens lautet ja der  Titel des 
Briefes: „L etter  . . . concerning equations with im possible roots . Im zweit 
Briefe M a c l a u e in s  kommt auch zuweilen diese Benennung vor, aber gewöhnlich 
werden die nicht reellen Wurzeln imaginär genannt. G. E n e s t r ö m .

■ j ^ ß  G. E n e s t r ö m .

3  : 565, siehe BM 8 „  1902, S. 3 2 6 - 3 2 7 .

3 : 566. Aus den lateinischen Zitaten der zwei Fußnoten muß der’Leser 
schließen, daß der Aufsatz C a m p b e l l s  la t e in is c h  geschrieben ist Dies ist 
indessen nicht der Fall; der Titel lautet: A  method for determwmg the number 
o f impossible roots in adfected equations und der ganze Aufsatz ist in englischer 
Sprache verfaßt. Sicherlich hat Herr C a n t o r  bei dem Berichte über C a m p b e l l s  
Aufsatz die Leidener Ausgabe 1732 der ArM m etica universalis benutzt, an 
deren Ende (S. 3 3 3 — 344) eine lateinische Übersetzung des Aufsatzes sich be
findet, und wo die von Herrn C a n t o r  zitierten Stellen S. 333 Z. 9 und S. 339 
2  3 —  5 stehen. Die Übersetzung rührt von J. P. B e r n a r d  her.

G. E n e s t r ö m .

3 :5 7 1 , siehe BM 3 „  1902, S. 327; 5 „  1904, S 72; 9*, 1908/9, S. 170. -  
3 :5 7 5 , siehe BM 9 ,, 1908/9, S. 263. — 3 :5 7 8 , siehe BM 3 ,,  1L9°2, S. 327; 5 3, 
1904, S. 309. — 3 :  582, siehe BM 7 „  1906/7, S. 307. — 3 :5 8 3 , siehe BM IO,, 
1909/10, S. 80. ______________

3 : 5 8 3 ,  Die Angabe (Z 24): „Der Beweis beruht auf zwei Voraus
setzungen“ sollte meines Erachtens auf andere Weise ausgedrückt werden. 
Erstens ist es wohl kaum angebracht, den fast selbstklaren Satz, daß der 
Punkt * =  0 der Kurve y  =  x n + p x " - 1 +  . . . + « ( «  p o s it iv )  o b erh a lb  
der Abszissenachse liegt, eine „Voraussetzung“ zu nennen. Zweitens sollte 
wenigstens „drei“ statt „zwei“ gesetzt werden, denn ebenso wichtig wie die zweite
,Voraussetzung“ ist offenbar der Satz, daß der Punkt x  =  oo für beliebiges n  

” . geradem
oberhalb der Abszissenachse liegt und daß der Punkt x  =  — oo bei ungeradein n
oberhalb ^  Abszissenachse liegt. Dieser Satz wird tatsächlich von K ä s t n e r  

unterhalb
als „propositio III“ ausgesprochen und bewiesen, während die zweite CANTORSche 
„Voraussetzung“ nur im „cor. 7“ dieses Satzes erwähnt wird.

Auch an anderen Stellen des CANTORSchen Berichtes wäre meiner Ansicht 
nach eine Umarbeitung zu empfehlen. Beispielsweise sagt Herr C a n t o r  Z 13 
— 16: „Es könne y  bei n  reellen Werten von x  zu Null werden, z  bei n — 1 
reellen Werten von x , und seien y  — 0  und z =  0  Gleichungen in x  mit lauter 
reellen Wurzeln“. Allein K ä s t n e r  selbst bemerkt, daß er immer, sofern nicht 
das Gegenteil ausdrücklich angegeben wird, nur Gleichungen, deren alle Wurzeln 
reell sind, in Betracht zieht (prop. I), und nimmt ohne weiteres als bewiesen 
an, daß jede Gleichung m ten Grades »¡Wurzeln hat (prop. III). W ill man den
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G e d a n k e n g a n g  K ä s t n e r s  m ö g lic h s t  g e n a u  w ie d e rg e b e n , w ä re  es a ls o  b e s se r , g a n z  
e in f a c h  z u  s a g e n :

K ä s t n e r  nimmt als bewiesen an, daß jede Gleichung n itM1 Grades 
m  Wurzeln bat, und beschränkt sich bei dem Beweise des „Theorema H a r r i  - 
o t i“  auf Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln. Daß die Gleichung 
e —  0 in diesem Falle auch lauter reelle Wurzeln hat, scheint er un
mittelbar aus der Figur seines 3. Satzes zu folgern.

Beiläufig bemerke ich, daß K ä s t n e r  selbst nicht, wie Herr C a n t o r  S. 584  
angibt, von der Gleichung e r s te n  Grades, sondern von der Gleichung z w e ite n  
Grades (prop. I) ausgeht. Dieser Umstand ist ja eigentlich recht belanglos, 
aber dadurch wird jedenfalls klar hervorgehoben, daß K ä s t n e r s  Beweis nur für 
Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln gilt. Q  E n e s t r ö m .

3  : 586, siehe BM  5 3, 1904, S. 309. —  3  : 587, 55)0-55)1, siehe BM  1 1 ,, 1910/11, 
S. 88 —  89. —  3 :5 9 3 , siehe BM  8 „  1907/8, S. 214.

3  : 599. Was Herr Ca n t o r  (Z. 14) „die sehr allgemein gehaltene Vor
schrift“ nennt, ist genau der Satz, daß jede rationale symmetrische Funktion der 
Wurzeln einer Gleichung als eine rationale Funktion der Koeffizienten ausgedrückt 
werden kann („par ces valeurs P, Q, K, S &c. on est en état d’exprimer toutes 
les e x p r e s s io n s , dans le s q u e l le s  e n tr e n t  to u te s  le s  ra c in es  é g a le m e n t,  
par des formules rationnelles composées de P, Q, B, S &c.“). Dieser Umstand scheint 
bisher wenig beachtet worden zu sein; beispielsweise bemerken B r il l  und N ö t h e r  
an der von Herrn C a n t o r  S. 608 (Fußnote 4) zitierten Stelle, daß C r a m e r  
zuerst die Frage nach der Darstellung allgemeiner symmetrischer Funktionen durch 
die Koeffizienten der Gleichung aufgeworfen hat. Allein die Abhandlung E u l e r s  
wurde nach C. G. J .  J a c o b i schon Anfang 1748 der Berliner Akademie vor
gelegt und erschien etwa gleichzeitig mit der Arbeit Cr a m e r s ; E u l e r  hat also 
unabhängig von diesem die Frage in Betracht gezogen.

Einen durchgeführten Beweis des Satzes hat E u l e r  allerdings nicht gebracht, 
aber daß er 1748 einen solchen Beweis bringen konnte, scheint mir kaum in 
Abrede zu stellen zu sein. Schon in einer 1747 verfaßten Abhandlung hatte E u l e r  
den Satz speziell für die Potenzsummen der Wurzeln bewiesen (siehe O p u scu la  
v a r i i  a r g u m e n ti 2 ,  Berlin 1750, S. 108— 120) und man weiß, daß der 
allgemeine Satz sehr leicht auf diesen Spezialfall zurückgeführt werden kann 
(siehe z. B. J. A. S e r r e t , Cours d’algèbre supérieure, 2e édition, Paris 1854, 
S. 11 — 14). Daß E u l e r  selbst dieses Vorgehen kannte, scheint mir aus 
S. 247 — 248 der Abhandlung der Berliner M ém oires für das Jahr 1748 hervor
zugehen, und aus diesem Grunde sollte meines Erachtens der Passus des Herrn 
C a n t o r  (Z. 18 — 21): „Es ist klar . . .  zu gelten,“ gestrichen werden. Jeden
falls ist man nicht berechtigt, in die von Herrn C a n t o r  zitierten Worte E u l e r s  
ein „Eingeständnis eines noch nicht ganz einwandfreien Beweises“ hineinzulesen.

Z. 15 soll „zwei bestimmten Beispielen“ statt „einem bestimmten Beispiele“ 
gesetzt werden. Das erste Beispiel bezieht sich auf zwei Gleichungen 2 . Grades, 
das zweite Beispiel auf zwei Gleichungen 3. Grades. q  E n e s t r ö m

3  : 6 0 0 — 601. Der Bericht über die Abhandlung von J. S. K ö n ig  gibt 
keine Auskunft über den w e s e n t lic h e n  Inhalt derselben und das wenige,

B ib lio th e c a  M a tb e m a t ic a .  I I I .  F o lg e .  X I .  -j 2
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das Herr C a n t o r  m itteilt, ist eher verwirrend als belehrend. Wie Herr 
C a n t o r  Z. 22— 23 nach dem T ite l  der Abhandlung angibt, handelt es sich 
um den wirklichen Grund der Unzulänglichkeit der allgemeinen Lösung der 
kubischen Gleichung im irreduziblen Falle. Dieser Grund ist nach K ö n i g ,  

daß man bei der Herleitung der Lösung unrichtig verfahren ist. Man führt 
nämlich, um die Gleichung ic3 — i ^ ± r  =  0 zu lösen, eine neue Unbekannte

z  ein, die der Bedingung x  =  z +  ^  genügt, und da offenbar der

kleinste numerische Wert von z  ist, muß das Verfahren unsinnig weiden,
/---

wenn eine Wurzel der vorgelegten Gleichung numerisch kleiner als y \ q  ist. 
Die Behauptung K ö n i g s  besagt also, daß im fraglichen Falle z  keine reelle 
Größe sein kann, und in diesem Sinne ist sie natürlich richtig. Andererseits 
kommt dieselbe Bemerkung im wesentlichen schon bei C a r d a n o  in der Ab
handlung B e regula A liza  (Kap. 1; Ausg. Basel 1570, S. 1— 4) vor und die 
Abhandlung von K ö n i g  enthält folglich eigentlich nichts Neues.

Bei der Anfertigung seines Berichtes scheint Herr C a n t o r  nur die Ein
leitung der KöNiGSchen Abhandlung gelesen zu haben, und wenn er S. 601  
Z. 1 — 3 bemerkt: „und nun folgt eine ausführliche Erörterung der Größe
beziehungen zwischen a  und c, welche stattfinden müssen, damit C. die er
wähnten0 drei reellen Wurzeln besitze“, so kann dies nur als eine an sich 
sehr unwahrscheinliche Mutmaßung des Herrn C a n t o r  betrachtet werden. Ich 
sage „sehr unwahrscheinlich“, denn die fragliche äußerst einfache Größe
beziehung kann kaum zu einer ausführlichen Erörterung Anlaß geben. In 
Wirklichkeit beschränkt sich diese angebliche „ausführliche Erörterung“ auf 
die einfache Bemerkung, daß die Gleichung x s — 3 a 2x  +  2 a ac =  0 für c^C.a 
drei reelle Wurzeln hat, von denen für c — a  zwei gleich werden.

Die Redaktion der wenigen Zeilen des CANTORSchen Berichtes sollte 
übrigens auch an ein paar anderen Stellen verbessert werden. Das Wort
„sonach“ am Ende der Seite 600 bezieht sich natürlich nicht auf den un
mittelbar vorhergehenden Passus: „Das Fehlen . . . besitzt“, sondern auf das 
früher Gesagte und der Ausspruch (Z. 31): „läßt A. immer auf zwei komplexe 
Wurzeln schließen“ ist ungenau. K ö n i g  selbst sagt nämlich nicht, daß man 
aus der F orm  x3 +  qx  — r  =  0  auf die Natur der Wurzeln s c h lie ß e n  kann,
sondern nur: „on s<;ait que la forme A renferme toujours deux racines
imaginaires.“ Die Frage, ob man aus der F orm  x 3 q x  — r  =  0  etwas
über die Zahl der imaginären Wurzeln schließen kann, berührt K ö n i g  nicht.

G. E n e s t r ö m .

3  : 609, siehe BM 5 3, 1904, S. 309 — 310. — 3 :6 1 2 , siehe BM 7 3, 1906/7, 
S. 307— 308; »„, 1908/9, S. 339 —  340. — 3 :6 1 4  — 615, siehe BM 4.„ 1903, S. 89 —  
90; 7 S, 1906/7, S. 308.

3 : 6 1 5 .  Herr C a n t o r  bemerkt (Z. 31 — 40): „ E u l e r  wandte sich ab von 
der zunächst undankbaren Aufgabe [es handelt sich um den Satz, daß jede 
Primzahl von der Form 4 «  -f- 1 in zwei Quadrate zerlegt werden kann]. Wir 
meinen nicht, als ob er jetzt erst begonnen hätte, sich mit Gegenständen aus 
anderen mathematischen Gebieten zu beschäftigen . . . aber innerhalb seines 
zahlentheoretischen Denkens wechselte er mit dem Stoffe. Er warf sich auf
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eine . . . Aufgabe: ein rationales, wenn aucli nicht ganzzahliges rechtwinkliges 
Dreieck von der Beschaffenheit zu finden, daß jede der beiden Katheten um den 
Dreiecksinhalt vermindert eine Quadratzahl gebe“.

Aus dieser Bemerkung muß der nicht sachkundige Leser die Auffassung 
bekommen, daß Herr C antor mit dem „zahlentheoretischen Denken“ E u lers  
sehr vertraut ist. Allein in Wahrheit findet gerade das Gegenteil statt, wie
man aus den folgenden Auseinandersetzungen ersieht.

Der einzige Beleg, den man möglicherweise für die CANTORSche Bemerkung 
bieten könnte, ist der Umstand, daß E u le r  im 1 . Bande („ad annum 1747 et 
1748“) der N o v i com m en t. acad. sc. P etrop . den Satz über Zerlegung in 
zwei Quadrate unvollständig behandelte, dann im 2. Bande („ad annum 1749“) 
derselben Sammlung sich nicht mit diesem, sondern mit einem anderen zahlen
theoretischen Gegenstand (ein gewisses rationales rechtwinkliges Dreieck zu finden) 
beschäftigte und endlich in zwei Abhandlungen des 4. („ad annum 1752 et 1753“) 
und 5. („ad annum 1754 et 1755“) Bandes der N o v i co m m en ta r ii die Frage 
über Zerlegung von Primzahlen in zwei Quadrate erledigte. Vermutlich hat
Herr C antor aus den angeführten Jahreszahlen geschlossen, daß sich E u le r
während der Jahre 1749— 1751 (oder möglicherweise 1748— 1752) von der 
„undankbaren Aufgabe“ ab wandte. Aber in Wirklichkeit hatte E u le r  diese 
Aufgabe 1749 (oder vielleicht schon 1748) e r le d ig t .  In einer früheren Be
merkung (BM 7 3, 1906/7 , S. 308) habe ich darauf hingewiesen, daß E u le r  
spätestens Anfang 1745 gewisse Sätze der Abhandlung des Bandes „ad annum 
1747 et 1748“ gefunden hatte. Ferner ersieht man aus seinem Briefe an 
G oldbach vom 6. Mai 1747 (Fuss, Corresp. mathém. 1, St. Pétersbourg 1843, 
S. 415 419), daß er damals zu den Ergebnissen der Abhandlung des Bandes
„ad annum 1752 et 1753“ gelangt war. Endlich stimmt die Abhandlung des 
Bandes „ad annum 1754 et 1755“ wesentlich mit dem Inhalt des Briefes von 
E u le r  an G oldbach  vom 12. April 1749 (a. a. O. S. 493— 495) überein.

Beiläufig bemerke ich, daß die Abhandlung über das rationale rechtwinklige 
Dreieck g le ic h z e it ig  mit den Theoremata circa divisores nwnerorum, nämlich 
schon am 2 . September 1748, der Petersburger Akademie vorgelegt wurde. Schon 
dieser Umstand genügt, um die Zuverlässigkeit des CANTORschen Ausspruches: 
„ E u le r  wandte sich ab . . . Er warf sich auf . . . eine Aufgabe“ zu charak
terisieren. G. E neström .

3 : 6 1 « ,  siehe BM 6 3, 1905, S. 214, 408; 9 3, 1908/9, S. 263. —  3 : 6 1 7 ,  siehe 
BM 9 3, 1908/9, S. 263; 1 0 ,,  1909/10, S. 80 —  81. —  3 : 6 3 6  —  637, siehe BM 2 ,,
1901, S. 441. — 3 : 6 4 6 - 6 4 7 ,  siehe BM 5 3, 1904, S. 2 0 6 - 2 0 7 .  —  3 : 6 5 2 ,  siehe
BM 2 3, 1901, S. 446; 5 „  1904, S. 207. —  3  : 655, siehe BM 1 0 „  1909/10, S 2 7 5 -
276. —  3  :6 6 0 , siehe BM » 3, 1901, S. 441. —  3  : «66, siehe BM 1 0 s, I9e9/10, S. 179.
—  3  : 667, siehe BM 2 a, 1901, S. 441— 442; 5 3, 1904, S. 207— 208, 310. —  3 :  675, 
siehe BM 9 S, 1908/9, S. 340 —  341. —  3 : 6 8 2 ,  siehe BM 6 3, 1905, S. 408 —  3 : 6 8 6 ,  
siehe BM 5 3, 1904, S. 208. —  3 : 6 8 8 ,  siehe BM 9 S, 1908/9, S. 341; 1 0 3, 1909/10, 
S. 276. —  3  : 689, siehe BM 2 :n 1901, S. 442; 8 3, 1907/8, S. 215. —  3 : 6 9 2 ,  siehe 
BM 8.,, 1907/8, S. 215. —  3 :6 9 3 , siehe BM 9 3, 1908/9, S 341. —  3 :6 9 5 , siehe 
BM 2 31 1901, S. 442. —  3 :  700, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 171, 342. —  3  : 702, siehe 
BM 9 ,,  1908/9, S 171. —  3  : 703, 705, siehe BM 9 3, 1908/9, S. 3 4 2 - 3 4 3 .  —  
3  : 722, siehe BM 9 3, 1908/9, S. 172. —  3 :  7 2 6 -7 2 8 , siehe BM 9 3, 1908/9, S. 343 
_ 3 4 4 .  —  3  : 736, siehe BM « 3, 1905, S. 111. —  3 :7 4 9 , siehe BM 9 3, 1908/9, 
S. 172. —  3 :  750, siehe BM 8 S, 1901, S. 446. —  3 :  753, siehe BM 9 3, 1908/9, 
S. 1 7 2 - 1 7 4 .  —  3  : 754, siehe BM 9 „  1908/9, S. 344 —  345. —  3 :  758, siehe BM 2 S,

J 1 2 *



^ g Q  G. E n e s t r ö m .

SSI Im s t , ' “« " S «  W i *

3  • 763 Im 2. K a p ite l des 2. T eile s  seiner D iffe re n tia lre ch n u n g  beschäftigt  
s ich  E u l e r  m it einer R eihe, die von einem  gew issen G esm htspunkte a u s ^ e r ^ e n  , 

besonders erw ähnt zu w erden, n ä m lich  (siehe A u sg . 1755, S. )
«  2 y s , 2 - 4 y 5 2 - 4 - 6 - y 7—  i . . .

arctg  IJ =  ^ + + ^  +  3 (1  +  y*;* +  3 -5 (1  + y s) 8 3 - 5 - 7 ( l  +  y*)*

Dieselbe Reihe hat E u l e r  später zweimal behandelt, nämlich teils m  d e r  Ab
handlung I n v e s t i g a d  q u a ru n d a m  se r ie ru m , qu a e  a d  ra t io n e m  P ^ m a e  arcwZ

r r Ä ' s  ä t s ?

fragliche Reihe neu (siehe z. B. S. 136: „Incidí n up er ^  rnodum prorsus s 
eularem“ S 137: „ad hanc n ovam  senem pnmum methodo longe alia sim
S l i “ , S. 139’; „baue . . . »  + » “)• » + »  * f B T 4 T C Í -
an, daß die R eih e zuerst 1798 verö ffen tlich t w u rd e (siehe z . B .  .
mühl, V o rle su n g e n  ü b e r  G esch ich te  d e r  T r ig o n o m e tr ie  2 Leipzig 1903 S_1JL5).
Erst Vor drei /ahren wies B r a u n m ü h l ¿ V o r le s u n g e r > u b e r '
matik h e r a u s g e g e h e n  v o n  M . C a n t o r  4, L e ip z ig  1908, S 443) n a c h ,  d a ß
Reihe’ schon in den In s titu t io n e s  c a lc u li d iffe r e n t id lis  vorkommt, ein Umsta ,
den E u l e r  selbst offenbar 1779 vergessen hatte. G. E n e s t r ö m .

1908/9 S. 347. -  3  : 798, siehe BM  * „  190!, S. 443.

3 : 813. Die Angabe, daß das 17. Kapitel des 2. Bandes der I n t r o d u c t a  
soweit wir [C a n t o r ]  uns entsinnen können, die erste geschichtlich bekann e 

umfassende Behandlung von Kurven, die keine Spirale sind, mittels P° £  
koordinaten“ enthält, ist mit empfehlenswerter Vorsicht formuliert, 
dessen nach dem Register die einzigen früheren Stellen der V o rle su n g e n  wo 
Polarkoordinaten genannt werden, die Seiten 482 ( J a k o b  B e r n o u l l i)  und 780  
( C l a ir a u t )  sind, mache ich darauf aufmerksam, daß 1735 eine besondere Ab 
handlang über Polarkoordinaten von J. H e r m a n n  veröffentlicht wurde, nämlich 
C o n sid e ra t io  c u r v a r u m  in  p u n c tu m  p o sitio n e  d a tu m  p r o je d a r u m  et d e  a f fe d t on - 
b u s e a ru m  in d e  p e n d e n tib u s  (Comm. acad. sc. P etro p . 4  (1729), 1 /db, 
S 37 — 46) Curvam in punctum projicere“ bedeutet bei H e r m a n n  : eine Kurve 
auf einen gegebenen Punkt als Pol beziehen; den Radiusvektor nennt er 

radius“ und den Polarwinkel „angulus projectioms“. In den Formeln kommt 
freilich nicht dieser Winkel selbst vor, sondern Sinus und Cosinus desselben, 
die er bzw durch m  und n  bezeichnet, während der Radiusvektor z  heißt. 
Die Gleichung der Parabel y2 =  p x  wird also in diesen Polarkoordinaten

m 2z 2 =  n p z  — a p ,
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wenn der Pol auf der Abszissenachse liegt und a der Abstand des Poles von 
dem Anfangspunkt des rechtwinkligen Koordinatsystems ist.

Da die ganze Abhandlung von H e r m a n n  nur 10 Druckseiten umfaßt und 
sich ungeachtet des Titels nur teilweise auf die Behandlung von Kurven mittels 
Polarkoordinaten bezieht, braucht die CANXORsebe Angabe nicht wegen meiner 
Bemerkung modifiziert zu werden. g  E n e s t r ö m .

3 :8 1 3 ,  siehe BM  9 3, 1908/9, S. 348. —  3 :8 1 9 ,  siehe BM  6 „  1905, S. 321. —  
3  : 845, siehe BM  8 S, 1901, S. 447; 3.,, 1902, S. 327— 328. —  3 :8 4 8 ,  siehe BM  8 S, 
1901, S. 443. —  3  :870 — 871, siehe BM  1 0 s, 1909/10, S. 81— 82.

3 : 8 7 7 — 878. Es ist mir nicht klar, warum Herr C a n t o r  so  ausführ
lich über das Verfahren, das J. H e r m a n n  in der Abhandlung De calculo inte- 
grali auseinandergesetzt hat, berichtet. Aus dem Anfang der Seite 877 könnte 
man vielleicht glauben, daß Herr C a n t o r  in erster Linie den Bericht gebracht 
hat, um seine Behauptung, daß das Integrieren von Differentialgleichungen 
auch im Zeitraum 1727— 1758 als an und für sich erforschungswürdig be
trachtet wurde, zu belegen. Aber für diesen Zweck war natürlich eine solche 
Ausführlichkeit nicht nötig. Meint Herr C a n t o r , daß das Verfahren verdient, 
der Vergessenheit entrissen zu werden (vgl. S. 880 Z. 2 6 — 27), so kann ich 
nicht mit ihm einig sein. Vom mathematischen Gesichtspunkte aus hat ja das 
Verfahren kaum irgendeinen Wert, da es nur für solche Gleichungen von der

3 JP 3 0Form d u  =  P d x  - f  Q dy, die der Integrabilitätsbedingung genügen,

paßt, und da es für diesen Zweck unnötig ist, ein so verwickeltes Verfahren zu 
wählen. In dem von Herrn C a n t o r  angeführten Beispiel sieht man sofort, daß
die Division durch x 5 unnütz ist, und daß man ohne weiteres R  =  x ,  1 =  0
setzen kann, so daß d u  —  d K  =  d (M x )  und M  =  A x y 2 +  B x 3y  -f- C xb +  N. 
Daraus erhält man auf dem von H e r m a n n  angegebenen Wege A  =  — 3 a2, 
B  — 3 a , C =  — 1 , d (x N )  =  3 a3y 2dy, also x N  — a3y s und folglich

u  =  — 3 a2x 2y 2 +  3 a x 4y  — x 6 +  a*y3.

Allein auch nach dieser Vereinfachung ist das Verfahren wertlos, weil es nur 
auf einem Umwege dasselbe leistet, das man sofort durch Integration von P  in 
bezug auf x  und Bestimmung der dabei auftretenden Funktion von y  erhält.

Fast ebenso wertlos ist das HERMANNsche Verfahren vom mathematisch
historischen Gesichtspunkte aus, denn N e w t o n  hatte ja schon 1671 in der 
Methodus fluxionum  (probl. II; Opuscula, Lausannae & Genevae 1744, I S. 62) 
gelehrt, wie man die Integration der vorgelegten Gleichung direkt ausführen 
soll. Allerdings wurde die Methodus fluxionum  erst 1736 veröffentlicht, und 
dieser Umstand ist eigentlich der einzige, der eine Erwähnung des H e r m a n n - 
schen Verfahrens motivieren könnte. q . E n e s t r ö m

3  : 880, siehe BM 8 „  1907/8, S. 95 —  96. —  3 :8 8 1 , siehe BM 8 31 1901, S. 443;
» 3, 1908/9, S. 264— 265; 1 0 „  1909/10, S. 83. —  3 :8 8 2 , siehe BM 8 , ,  1901, S. 447; 
5 S, 1904, S. 414. —  3 :8 9 0 , siehe BM 4 3, 1903, S. 401; 9„, 1908/9, S. 348 — 349. 
— 3  : 892, siehe BM 3 „  1902, S. 143; 9 S, 1908/9, S. 265. —  3 :8 9 4 , siehe BM 9 S, 
1908/9, S. 3 4 9 - 3 5 0 ;  1 1 3, 1910/11, S. 89 —  90 —  3 :8 9 7 , siehe BM 1 0 „  1909/10, 
S. 83. —  3 :  I V  (Vorwort), siehe BM 8 ,,  1901, S. 443.
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V erm isch te  h is to r isc h e  N otizen .

Kronecker and the Galois theory o f equations. On page 323 of 
volume 103 of the B ib lio th e c a  M a th em a tica  I  stated that K r o n e c k e r  may 
have first become acquainted with the G a l o i s  theory of equations “during his 
visit to Paris in 1853 as he mentions G a l o i s ’ name in a letter to D i r i c h l e t  
in 1856” This was quoted from J. P i e r p o n t  (B u lle t in  o f  th e  A m eric. 
m a th em  soc. 4.2, 1898, p. 340). P i e r p o n t  had apparently based his state
ment on the following definite assertion by H. W e b e r :  „ G a l o i s  wird von 
K r o n e c k e r  zuerst in einem Brief an D i r i c h l e t  vom 3. März 1856 und in 
der Arbeit, die am 14. April 1856 von K u m m e r  der Berliner Akademie vor
gelegt wurde, erwähnt, so daß die Vermutung nahe liegt, daß er erst wahrend 
seines Pariser Aufenthalts im Jahie 1853, wo er mit den bedeutendsten fran
zösischen Mathematikern, namentlich mit H e r m i t e  und B e r t r a n d ,  enge Be
ziehungen anknüpfte, mit G a l o i s ’ Arbeiten bekannt wurde“ (J a h r e sb e r ic h t  
der D e u tsc h e n  M a th e m a tik e r -V e r e in ig u n g  2, 1893, p. 10; M a th em a 
t is c h e  A n n a len  43, 1893, p. 61. Contrary to this statement by H W e b e r ,  
the name of G a l o i s  and the G a l o i s  theory of equations are mentioned by 
K r o n e c k e r  in his article Über die algebraisch auflösbaren Gleichungen (B e 
r ic h t  ü b er d ie zur B e k a n n tm a ch u n g  g e e ig n e te n  V er h a n d lu n g en  der 
K ö n ig l. P reuß . A k a d em ie  der W is s e n s c h a fte n  zu B e r lin . Aus dem 
Jahre 1853, p. 365). According to H. W e b e r  (M a th e m a tisc h e  A n n a len  
43 1893 p 5 ), K r o n e c k e r  handed this article to D i r i c h l e t  in May 1853, 
while he stopped at Berlin on his way to Paris. D i r i c h l e t  presented the article 
to the Berlin Academy on June 2 0 lh, 1853. This proves that K r o n e c k e r  was 
acquainted with the work of G a l o i s  before his residence in Pans in 1853.

T i n « « «  G .  A .  M i l l e r .

Anfragen.
149. Über die G eschichte der ersten algebraischen Lösung der 

allgem einen G leichung viorten Grades. Es ist bekannt, daß die erste 
algebraische Lösung der allgemeinen Gleichung vierten Grades von C a r d a n o  
im 39 Kapitel der A rs m agna  (1545 ) veröffentlicht wurde, und daß C a r d a n o  
die Entdeckung seinem Schüler L u d o v i c o  F e r r a r i  zuwies („alia est regula . . . 
L u d o u i c i  d e  F e r r a r i j s ,  qui eam me rogante inuenit“). Die Glaubwürdigkeit 
dieser Angabe hat man keinen Grund zu bezweifeln, und aus dem erwähnten 
Kapitel der A rs  m agna  kann man mit großer Wahrscheinlichkeit schließen, 
daß C a r d a n o  durch eine von G i o v a n n o  d a  C o i  gestellte Aufgabe den Anlaß 
bekam, sich mit dieser Frage zu beschäftigen (siehe A rs  m agna, Ausgabe 
Basel 1570, S. 146: „Fac ex 10 tres partes in continua proportione, ex quarum 
ductu primae in secundam, producantur 6 . Hane proponebat I o a n n e s  C o l l a ,  
et dicebat solui non posse, ego uero dicebam, eam posse solui, modum tarnen 
iemorabam, donec F e r r a r i u s  eum inuenit“).

Ob d a  Coi selbst Probleme, die auf Gleichungen vierten Grades führen, 
lösen konnte, weiß man nicht. Nach der soeben zitierten Stelle der A rs  magna 
hielt d a  Coi ein Problem dieser Art für unlösbar, aber nach einem Briefe
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C a r d a n o s  an T a r t a o l i a  vom 5. Januar 1540 (siehe T a r t a g l i a , Quesiti et in- 
ventioni, Ausgabe Venedig 1606, S. 275) behauptete d a  C o i , er könne ein Problem 
lösen, das auf die Gleichung 100*  =  8 (1 +  x  +  x 2) 2 führt, und er wisse, daß 
ein Problem, das auf die Gleichung 100a; =  7 ( 1 +  x 2) 2 führt, lösbar sei

Es wäre erwünscht, nähere Auskunft über die mathematischen Kenntnisse 
d a  Cois zu bekommen. Wer war der „Messer P h i l e n o  da Bologna“, der nach 
dem oben zitierten Briefe C a r d a n o s  ein Lehrer D a  C o is  gewesen war? Und 
deuten die mathematischen Kenntnisse D a  C o i s  darauf hin, daß Gleichungen 
vierten Grades schon vor F e r r a r i  (durch S c i p i o n e  d e l  F e r r o ? )  algebraisch 
gelöst worden sind?   G Eneström

1 5 0 .  Ü b e r  d ie  ä l t e s t e  G e s c h ic h t e  d e r  s o g e n a n n te n  S im p s o n s c h e n  
A n n ä h e r u n g s fo r m e l .  Bekanntlich hat J. G r e g o r y  in seinen E < ercitationes 
geometricae (London 1668, S 2 5 — 26) eine Formel angegeben, die mit der 
sogenannten SiMPSONschen Annäherungsformel für die Fläche eines von drei 
Geraden und einer Kurve begrenzten Vierecks identisch ist. Nach R. B a l t z e r  
{Die  Elemente der Mathematik, Band 2, siehe z. B. die 2 . Auflage, Leipzig 1867, 
S. 246) ist diese Formel noch älteren Ursprungs; P e r e l l i  soll nämlich im 
Anhang zu G u i d o  G r a n d i , Instituzioni délie sezioni conichc (Firenze 1744) auf 
eine Stelle bei T o r r i c e l l i  hingewiesen haben, wo sich eine Regel für die B e
rechnung des Volumens eines Umdrehungskörpers finde, welche Regel durchaus 
mit der SiMPSONSchen Formel übereinstimme. Indessen ist diese Angabe meines 
Wissens noch nicht durch einen genauen Beleg bestätigt worden. Auch nicht
A . A u b r y , der sich besonders mit der Geschichte der angeblichen T o r r i c e l l i - 
schen Regel beschäftigt hat (siehe Notice historique sur la géométrie de la 
mesure, Journ . des m athem . elem . 2 1 ,  1897) ist in der Lage gewesen, bei 
T o r r i c e l l i  selbst die betreffende Stelle aufzufinden.

Kommt w irk lic h  bei T o r r i c e l l i  eine R egel vor, die mit der SiMPsoNschen 
Formel ü b e rein stim m t? G  E n e strö M -
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Rezensionen.

Stadtbibliothek Frankfurt am Main. Katalog der m athem atischen Ab
teilung. Frankfurt a. M. 1909. X +  327 S. 8 °.

Im Vorwort des Kataloges wird über die Geschichte der mathematischen 
Abteilung der Bibliothek kurz berichtet. Schon 1817 hatte die Bibliothek 
durch ein Legat eine sehr wertvolle Sammlung älterer mathematischer Werke 
bekommen, aber seit dem Jahre 1830 wurden eigentlich keine mathematischen 
Bücher gekauft. Allerdings erhielt die Bibliothek 1896 durch das Geschenk 
der „Gustav Freytag-Bibliothek“ eine größere Zahl von älteren, zum Teil sehr 
seltenen astronomischen und mathematischen Schriften, allem erst 1905 — 1908  
konnte die eigentliche Begründung der mathematischen Abteilung beginnen, 
nachdem die städtischen Behörden für diesen Zweck eine Summe von 6 0 0 0 0  M. 
bewilligt hatten Die Auswahl der Anschaffungen sowie die Bearbeitung des 
seit zwei Jahren im Druck vorliegenden Kataloges ist von Bibliothekar P. H o h e n e m s e r  
besorgt worden.

Für die Frankfurter Mathematiker sind natürlich die neuen Anschaffungen 
das Wichtigste, und sie können damit zufrieden sein, denn die moderne mathe
matische Literatur ist in der Bibliothek recht gut vertreten; besonders hervor
zuheben ist die große Sammlung von mathematischen Zeitschriften. Auch die
wichtigsten der älteren mathematischen Werke sind vorhanden, so daß ein
Frankfurter Historiker der Mathematik im allgemeinen die Schriften, die er 
braucht, in der Bibliothek zur Verfügung bekommen kann. Selbstverständlich
werden sowohl die Mathematiker wie die Historiker die Veröffentlichung des
Kataloges mit Freuden begrüßen.

Allein auch für die Historiker der Mathematik, die zu weit von .Frank
furt a. M. wohnen, um die Bibliothek benutzen zu können, ist der Diuck des 
Kataloges sehr willkommen, denn sie finden darin wertvolle Notizen über sonst 
unbekannte oder wenig bekannte mathematische Bücher, vorzugsweise aus dem 
16. Jahrhundert. Als Beleg verzeichne ich hier unten die vor 16 0 erschienenen 
Rechenbücher, die nicht von D. E. S m i t h  in seinen E ara  arithmetica (1 908 )  
erwähnt werden, aber in der Frankfurter Stadtbibliothek vorhanden sind. Da 
S m i t h  alle ihm zugänglichen Notizen über Rechenbücher aus dem 16. Jahr
hundert mit großem Fleiß gesammelt hat, müssen die hier unten verzeichneten 
Schriften als sehr selten bezeichnet werden

J. F ü r s t , Compendiosa ars numerandi. Wien 1520. [ S m i t h  erwähnt 
nach ungenannter Quelle einen „Novus algorithmus“ desselben Verfassers aus
dem Jahre 1512.] ~ i .

J. S c h l i c h t u n g , Rechnung m it der Federen und u ff  der L im en  uff die
Reinströmisch und Schilling in  Gold, M üntz, u ff  allerley K auffm anns Händel 
mit der falschen Regelen. Straßburg 1536.
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Ch. S t i l t z , E yn  neu Rechenbuch . . . itzunt von newem zusamen getragen. 
Straßburg 1542.

M  H o f f , E in  künstlich Rechenbiechlin mit der Ziffer und Zallpfenningen. 
Freiburg im Breisgau 1543.

G. S t i c h e l , Aritlimetica, wolgegründte Rechnung mit schöner forteiliger 
Anweisung zusamenbracht. Leipzig 1551.

M. S t ö t t e r , E in  schön nützlich Rechenbüchlin au ff allerlei Kauffmans 
Rechnung. Tübingen 1552.

D. S c h e d e l , E in  nutzbar new Rechen und Exempel Büchlein, darinnen  
all jetz gebreuchig Kauffmans Rechnungen , Vergleichung mancherley Landt und  
Stett, E in  AIass, M intz und Gewicht gantz klar und verstendtlich. Sampt einer 
zu ruck darauff nachfolgenden Erklärung, wie man die K euff hierinnen ver
stehen und machen soll. Nürnberg 1552.

N. H e n n i n g , Gerechnet Rechenbüchlein von aller handt fiirnembsten Ge
werben und Kauffm ans W aren. Frankfurt am Main 1565.

J. K a l t e n  Br u n n e r , E in  newgestellt künstlich Rechenbilchlein, darinnen alle 
yetztgebreuchiche Kauffmans, auch andere Rechnungen . . . begriffen. Nürn
berg 1565.

N. W e r n e r , RechenBuch von allerley Kauffmannschlag au ff sonderlichen 
Vorthel der Regel JDetri gantz verständiglich und m it gnugsamer Erklärung bey 

jedem Exempel. Frankfurt am Main 1569.
Auch inbetreff der von S m i t h  aufgeführten Rechenbücher kann man aus 

dem Katalog wertvolle ergänzende Notizen bekommen. So z. B. besitzt die 
Frankfurter Bibliothek folgende von S m i t h  nicht erwähnte Auflagen.

J. A l b e r t , Rechenbüchlein au ff der Federn . . . inn Gantzen und Gebrochen, 
neben angehefftem, unlängst ausgelassnem Büchlein a u f den Linien. Witten
berg 1546. [ S m i t h  erwähnt keine Auflage zwischen 1541 und 1553.]

J. S e g k e r w i t z , Rechenbüchlein au ff allerley Hantliierung. A uffs new ge
bessert. Leipzig 1548. [ S m i t h  erwähnt nach ungenannter Quelle eine einzige 
Auflage (von 1574); in der B ib lio th . M athem . 93, 1908/9, S. 268 , 278  
habe ich frühere Auflagen von 1547 und 1557 zitiert.]

H. G ü l f f e r i c h , E in  new kurtz Rechenbüchlein au ff der L inien  und Federn, 
den angehenden Rechnern w in d  allen Kauffshendelern zu gut und nutz  . . . .  
zum  anderen mal gemehret unnd gebessert. Frankfurt am Main 1561. [ S m i t h  
erwähnt keine Auflage zwischen 1559 und 1568.]

A. L o n i c e r , Arithmetices brevis introductio ab autore de integro recognita. 
Francoforti 1563. [ S m i t h  erwähnt keine Auflage zwischen 1551 und 1568.]

B. S a l i g n a c , Tractatus arithmetici partium  et alligationis. Frankfurt a M. 
1575. [ S m i t h  erwähnt die erste Auflage unter 1577 und betrachtet die 
Auflage 1575 als verdächtig.]

L. Lossius, Arithmetices erotemata puerilia . . . jam  vero diligenter recognita 
et auda. Francoforti 1563; Francoforti 1589. [ S m i t h  erwähnt keine Auflage 
zwischen 1562 und 1568, und die späteste von ihm zitierte Auflage ist vom 
Jahre 1585.]

Der Katalog hat 12  Hauptabteilungen, nämlich: I. Enzyklopädie, Ge
schichte und allgemeine Literatur der exakten Wissenschaften. II. Mathematische 
Zeitschriften. III. Gesammelte Werke von Mathematikern. IV. Enzyklopädie, 
Geschichte und allgemeine Literatur der Mathematik. V. Elementarmathematik. 
VI. Arithmetik und Algebra. VII. Höhere Analysis. VIII. Höhere Geometrie.
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IX. Angewandte Mathematik. X. Physik und theoretische Mechanik. Xf. Technische 
Mechanik. XII. Astronomie Die meisten Hauptabteilungen sind weiter ein
geteilt. Am Ende befindet sich ein Nominalkatalog mit gekürzten Titeln 
(90  zweispaltige Druckseiten).

Gegen das Einteilungssystem habe ich nichts Wesentliches zu bemerken, 
sofern man sich auf die moderne mathematische Literatur beschränkt Dagegen 
bezweifle ich, daß das System für die ältere Literatur das passendste ist. 
Beispielsweise muß man die älteren Rechenbücher teils S. 53 — 63 („Elementar
mathematik. 2 — 3. Lehrbücher der niederen Arithmetik und Algebra“), 
teils S. 113— 116 („Angewandte Mathematik. 1. Kaufmännische Arithmetik“) 
suchen, obgleich es unmöglich ist, eine solche Einteilung konsequent durch
zuführen. Als Beleg für diese Behauptung verweise ich auf das Rechen
buch von J .  W i d h a n , das S. 116 unter „Kaufmännische Arithmetik“ steht, 
und zwar nicht ganz mit Unrecht; anderseits ist dies Buch ebensosehr ein ge
wöhnliches Rechenbuch und als solches von großem historischen Interesse. 
Überhaupt bin ich der Ansicht, daß die ältere Literatur besonders verzeichnet 
werden sollte, wenn sie so wertvoll wie die der Stadtbibliothek in Frankfurt 
am Main ist, und wenn der Katalog, wie hier der Fall ist, mit einem alpha
betischen Nominal Verzeichnis versehen ist. Wie diese Literatur eingeteilt werden 
sollte, will ich an dieser Stelle nicht auseinandersetzen, sondern begnüge mich, 
zu bemerken, daß meiner Ansicht nach die ganze reine Mathematik eine einzige 
Abteilung bilden könnte, und daß eine chronologische Anordnung vielleicht zu 
empfehlen wäre.

Auf die Klassifikation der Werke werde ich auch nicht näher eingehen. 
Wie schwierig es ist, ein an sich gutes System in der Praxis anzuwenden, 
weiß jeder Bibliograph der Mathematik, und weitere Belege kann man ohne 
Mühe im Kataloge der Stadtbibliothek in Frankfurt am Main finden. Ein 
wenig auffällig ist es jedenfalls, wie schwierig es zuweilen gewesen zu sein 
scheint, in gleichartigen Fällen ein und dasselbe Prinzip durchzuführen. Beispiels
weise steht die Originalausgabe (1745) des Briefwechsels zwischen L e i b n i z  und 
J o h a n n  B e r n o u l l i  S. 28 unter „Gesammelte Werke von Mathematikern“, 
während der von G e r h a r d t  1899 herausgegebene 1. Band des Briefivechsels 
von L e i b n i z  m it M athematikern, dessen Fortsetzung selbstverständlich den Brief
wechsel mit B e r n o u l l i  enthalten haben würde, S 42 unter „Enzyklopädie, 
Geschichte und allgemeine Literatur der Mathematik. 2. Geschichte und Bio
graphisches“ zu suchen ist. Ebenso stehen die Récréations mathématiques et 
physiques O z a n a m s  S. 13 unter „Allgemeine Literatur der exakten Wissen
schaften“ , obgleich es S. 49 — 50 eine besondere Abteilung für „Vermischte 
Unterhaltungen und Spiele“ gibt. Beruht dies vielleicht auf den Worten „et 
physiques“ des Titels? Aber die Abteilung S. 49 — 50 enthält ja eine Schrift 
mit dem Titel: P h y s ic a r u m  meditationum . . . lib. V“.

Stockholm . G. E neström .
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Nenerscliienene Schriften.
D a s  Z e ic h e n  * b e d e u te t ,  d a ß  d io  b e tre ffe n d e  S c h r if t  d e r  H e d a k t io n  n ic h t  V o rg e le g e n  h a t.

A h re n s ,  100.
A m o d e o , 50.
A n d ré ,  98.
A r c h ib a ld ,  11, 67.
A rc h im e d e s ,  25.
B a te l l i ,  16.
B ie d e n k a p p ,  74.
B i l ly ,  55.
B je lo p o ls k ij ,  90.
B o s m a n 8 ,3 9 ,4 1 ,5 2 ,6 4 ,102.
B ö t tc h e r ,  10.
B o u t r o u x ,  37.
B ra y tz e ff ,  97.
B u c b k a ,  2.
C a b re ir a ,  78.
C a jo r i ,  16, 48.
C a n to r ,  8.
C a s te ln u o v o ,  6.
C e r e t t i ,  28.
D a n n c m a n n ,  17.
D e c o u rd e m a n c h e , 18.
D u h e ro , 32, 34.

a) Zeitschriften. Allgem eines.
Abhandlungen zur Geschichte der mathe- 

matischenWissenschaften. Leipzig. 8°. [1
29 (1910). —  F e s ts c h r i f t  z u r  F e i e r  d es  100. G e
b u r ts t a g e s  E d u a r d  K u m m e rs . —  (R e z e n s io n  d es  
H e f te s  2S:] A rc h . d e r  M a th e m . 173, 1910, 223— 
224. (K . Knopp.)

Archiv für die Geschichte der Natur
wissenschaften und der Technik, her
ausgegeben von K v o n  B u c h k a , H. S t a d 
l e r , K S u d h o f f . Leipzig. 8 °. [2

8 ( 1 9 1 0 /1 1 ) : ! .

Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift für 
Geschichte der mathematischen Wissen
schaften. Herausgegeben von G. E n e - 
s t r ö m . Leipzig (Stockholm). 8 ° .  [3

1 1 , (1910/11) : 1.

Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G. L o h i a .  Torino (Genova). 8  °. [4

12 (1910) : 3.

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathe
matik. Herausgegeben von E. L a m p e . 
Berlin. 8°. [5

39 (1908) : 1 —  D ie  S e i te n  1— 55 e n th a l te n  R e 
f e r a te  d e r  im  J a h r e  1908 e rs c h ie n e n e n  m a th e 
m a t i s c h - h i s to r i s c h e n  S c h r if te n .

A t t i  d e l  I V 0 c o n g re s s o  i n te r n a z io n a le  d e i  m a te -  
m a t ic i  (R o m a  6 — 11 A p r i le  1908). P u b b l ic a t i  p e r  
c u r a  d i  G  Castelnuovo (1909). [R e z e n s io n :]  
A rc h .  d e r  M a th e m . 17a, 1910, 45. (E . Jahnke.) — 
B o l le t t .  d i b ib l io g r .  d. sc . m a te m . 12 (1910), 84— 
85. (G. L .)   [6

P o8s6, 87.
R a t t i ,  35.
R iv a u d ,  5 7  
R o sse le t,  85.
R u d io , 102.
R u s s e ll ,  4 9 .
S c h a e w e n , 55.
S c h u ltz ,  22, 23.
S c h ü tte ,  13.
S m ith , 38.
S tä c k e l ,  65 
S ta d le r ,  2.
S ta m p e r , 9.
S t ru n z ,  27.
S u d h o ff, 2.
S u te r ,  30.
S zab ö , 71.
T o re ll i ,  84.
W e in m e is te r ,  T a u l ,  96 
W h it t a k e r ,  51. 
W ie d e m a n n ,  31.
Z e u th e n ,  24.

Encström, G., Über Probleme der mathe
matischen Geschichtsschreibung. [7

B ib lio th . M a th e m . 1 1 3 ,  1 9 1 0 / 1 1 ,  1 — 1 0 .

Cantor, M., V o r le s u n g e n  ü b e r  G e s c h ic h te  d e r  
M a th e m a t ik .  2 8 (1900). [K le in e  B e m e rk u n g e n  ] 
B ib lio th .  M a th e m . 113, 1910/11, 81— 82. (G . Enr- 
s t r ö m . )  —  3 3 (1901). [K le in e  B e m e rk u n g e n  ] 
B ib lio th .  M a th e m . 113, 1910/11, 83— 90. (G. Enk-
STRÖM.) [8

S ta m p e r ,  A . W ., A  h i s to r y  o f  e le m e u ta ry  g e o m e try  
(1909). [R e z e n s io n  ] A rc h . d e r  M a th e m . 1 7 , , 1910, 
59— 60. (H . WIELEITNER.) [ ‘J

Böttcher, J. E .,  B e w e ise  f ü r  d ie  H e ro n s fo rm e l  a u s  
zw e i J a h r t a u s e n d e n  ( 1 9 0 9 )  [R e z e n s io n :]  A rc h . 
d e r  M a th e m . 1 7 a, 1 9 1 0 ,  6 2 .  ( W .  W e b e r . )  [ 1 0

Archibald, R. C., Discussion and history 
of certain geometrical problems of Hera
clitus and Apollonius. [ 1 1

Edinburgh , M a th e m . so c ., P ro c e e d in g s  2 8 ,1 909 /10 , 
1 5 2 — 178.

*Fraukland, W. B., Theories of paralle
lism. An historical critique. Cam
bridge, University press 1910. [12

8°. X V I I  — 70 S. —  [ Ji e z en s i o n :] A rc h ,  d e r  
M a th e m . 1 J 3, 1910, 37. (F . Engel.)

h o r l a ,  G ., S p e z ie l le  a lg e b r a is c h e  u n d  t r a n s z e n d e n te  
eb e n e  K u rv e n .  T h e o r ie  u n d  G e sc h ic h te .  D e u ts c h e  
A u s g a b e  v o n  E . Schütte. A ufl. 2. I  ( 1 9 1 0 ) .  [B e- 
z e n s io n :]  A rc h .  d e r  M a th e m . 1 7 s , 1 9 1 0 ,  224 — 225. 
(H. WIELEITNER.) [13

*Mach, E., I principii della meccanica 
esposti criticamente e storicamente nel 
loro sviluppo. Traduzione di ü. G a m -

Autoreii - Register.
E l-B ir u n i ,  30. 
E n e s tr ö m , 3, 7, 33, 63. 
F a v a r o ,  42, 44, 45. 
F r a n k la n d ,  12.
G a lile i,  44 
G a l i tz in ,  86.
G a m b io li,  14, 16.
G eer, 56.
G e rb e r t ,  29 
G ra v e la a r ,  47. 
G u im a rä e s , 20.
G ü n th e r ,  4 3.
H a m m e r ,  40.
H e a th ,  26.
H e ib e rg , 25.
H e n s e l,  75— 77.
H e r ig e r  v o n  L o b b es , 29. 
I se ly , 62.
J o lle s ,  95.
J o u g u e t ,  15.
K lu g ,  46.
K o rd a ,  72.

K ra z e r ,  61.
K r ie n e ik e ,  66. 
K u c h a rz e w s k i,  58, 59. 
K u m m e r , 76.
L a m p e , 5.
L e b o n , 80— 82.
L in d ,  53.
L ö ffle r , 21.
L o re y ,  99.
L o r ia ,  4, 18.
L ü r o th ,  95.
M a ch , 14.
M a ire ,  54.
M a n s io n , 70, 73. 
M a s c a r t,  19.
M ik a m i, 60, 69. 
M illo se v ic h , 90. 
M ilo n e , 92.
M n lle r ,  F e l ix ,  36. 
N i tz ,  1 3 .
O m o n t, 29.
P o in c a r6 ,  83.
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Bioni. R om a, Soc. ed. D ante A lighieri
1909. [u

go _  [g l i r e ]  —  [ R e z e n s io n :]  B o l le t t .  d i b ib -  
l io g r .  d . sc . m a te ra . 12, 1910, 85 —87. ((¿.Vailati.)

J o u g u e t ,  E . ,  L e c tu r e s  d e  m é c a n iq u e .  L a  m é c a 
n iq u e  e n s e ig n é e  p a r  les  a u te u r s  o r ig in a u x .
(1909). [R e z e n s io n  ] R e v u e  g é n é r .  d . sc . 20, 1909, 
926. t15

* C a jo ri , F .,  S to ria  délia  fisica e lem entare  
con l ’evoluzione dei lah o ra to ri fisici. 
T rad o tto  in  ita lian o  da D. Gambioli. 
Con tre  ap p en d ic i: su ll’ A ccadem ia del 
C imento, sui fisici m atem atic i e su i fisici 
ita lia n i dei tem pi recen ti. R ivedu ta  da  
A. B a te l l i .  Bologna, Zanichelli 1909. [16 

8 °  V I I I  +  480 S . —  [12 l ir e .]  —  [R e z e n s io n :]  
B o l le t t  d i  b ib l io g r .  d . so. m a te m . 12 , 1910, 88. 
(G. L .)

D anneniann, F ., A u s  d e r  W e r k s t a t t  g ro ß e r  F o r s c h e r .  
A u fl. 3 ( 19081. [R e z e n s io n :]  A rc h , d e r  M a th e m
1 7 , ,  1910, 215. (R. B . Fischer.) I17

D e c o u r d e m a n c h e ,  J .  A .,  T r a i t é  p r a t i q u e  d es  p o id s  
e t  m e s u re s  d e s  p e u p le s  a n c ie n s  e t  d es  A ra b e s
(1909). | R e z e n s io n  ] A rc h , d e r  M a th e m . 1<3, 1910, 
2 2 1  —  2 2 2 .  [ E .  H o p p e . )  I 1 8

M a sc a rt ,  J . ,  La d é te rm in a tio n  des lo ng i
tu d es e t l ’h isto ires des chronom ètres. [19

L ’h o r lo g e r  1910. —  [R e z e n s io n :]  Bruxelles, S oc  
s c ie n t .,  R e v u e  d es  q u e s t,  s c ie n t .  1 8 , ,  1910, 654 
— 659. (H . Bosmans.)

G n lm a r ä e s ,  R . ,  L e s  m a th é m a t iq u e s  e n  P o r tu g a l .  
E d  2 (1909). [R e z e n s io n  ] Amsterdam, v y isk . g e - 
n o o ts . ,  N ie u w  a rc h ie f  9 „  1910, 316 317- (S .) [20

b) G e s c h ic h te  d e s  A lte r tu m s .

Löffler, E., D ie arith m etisch en  K enntnisse 
d er B abylonier u n d  das Sexagesim al- 
system .

A rc h , d e r  M a th e m . 1 7 , ,  1910, 1 3 5 — 144.

Schultz, W., D as Zahlen- u nd  M aßsystem  
der B abylonier. [22

Ö s te rr e ic h is c h e  p o ly te c h n is c h e  Z e itso h r . 1910, 
1 8 6 — 191.

Schultz, W., A ngew andte  M ath em atik  im  
hellen ischen  A ltertum e. [23

ö s te r r e ic h is c h e  p o ly te c h n is c h e  Z o i ts c h r .  1910. 
20 S . 8 ° .

Zeuthen, H. G., N otes su r l ’h is to ire  des 
m athém atiques. V III. Su r la  constitu 
tio n  des livres a rith m étiq u es des élé
m ents d ’E uclide e t  leu r ra p p o rt à  la  
question  de l ’irra tio n a lité . [24

Kjôbenkavn, V id e n s k .  S e lsk . ,  O v e r s ig t  1910, 395 
—  435.

A r c h im e d ls  O p e ra  o m n ia . I t e r u m  e d id i t  J .  L .  H e i- 
bekg. 1 (1 9 1 0 ). [ R e z e n s io n :]  A rc h , d e r  M a th e m . 
1 7 ,  1910, 235— 236. (E . Hoppb.) —  M a th e s is  1 0 „  
1910, 240. (P . M .) t 25

Ueath, Th. L., D iophantus of A lexandria. 
A s tu d y  in  th e  h is to ry  o f g reek  a lgebra. 
Second edition. W ith  a  su p p lem en t con
ta in in g  a n  accoun t o f F e rm ats  theorem s

and problem s connected w ith Diophan- 
tine A nalysis and some solutions of 
Diophantine problems by Euler. Cam 
bridge, U niversity press 1910. [26

8 °, V I  (I) +  387 S. —  [12%  S h .]

c) G e s c h ic h t e  d es M it t e la lt e rs .

S t r u n z ,  F . ,  G e s c h ic h te  d e r  N a tu rw is s e n s c h a f te n  
im  M it te la l t e r  (1910). [R e z e n s io n :]  N a tu rw is s  
R u n d s c h a u  25, 1910, 543. (F . M .) [2

Ceretti, U., Intorno allo zero. [28
Udine, A c c a d e m ia , A t t i  1 4 „  1908.

O m o n t ,  H . ,  O p u s c u 'e s  m a th é m a t iq u e s  d e  G e rb e r t  
e t  d e  H é r ig e r  d e  L o b b e s  (1907). [R e z e n s io n :]  
Bruxelles, b o c . s c ie n t .,  R e v u e  d e s  q u e s t.  s c ie n t  
1 8 , ,  1910, 648 —  649. (H . Bosmans.) [29

Suter, H., Das Buch der Auffindung der 
Sehnen im  Kreise von Abu 1-Raihan Muh. 
el-B ïrünï. Übersetzt und m it Kommen
tar versehen. [30

B ib lio th .  M a th e m . 113 , 1910/11, 11— 78.

Wiedemann, E., Zu Ih n  el H aitam s  
Optik. [31

A r c h iv  f ü r  d ie  G e sc h . d . N a tu rw is s .  u n d  d . T e c h 
n i k  3, 1910/11, 1— 53.

Duhem, P., L a  physique néoplatonicienne  
au m oyen-âge. [32

Bruxelles, S o c . s c ie n t .,  R e v u e  d e s  q u e s t.  s c ie n t .
1 8 , ,  1910, 10 —  60, 385 —  430.

Eneström, G ., Sätze über ebene gemischt- 
lin ige F ig u re n  im  M ittelalter. [33

B ib lio th .  M a th e m . 1 1 , ,  1910/11, 90. —  A n f ra g e .

D u h e m , P . ,  E tu d e s  s u r  L é o n a r d  d e  V in c i .  XI (1909). 
[R e z e n s io n  ] L ’e n s e ig n e m e n t  m a th é m .  1 2 ,  1910, 
536 —  539. (A . Bbrnoud.) [24

Ratti, A., L ’applicazione dei pendolo al 
meccanismo degli orologi nei disegni 
d i Leonardo da V in ci. [35

R a c c o l ta  V in c ia n a  (M ilan o )  6 , 1910, 131— 133.

d) G e s c h ic h t e  d e r  n e u e re n  Zeit.
Miillcr, Felix, Ü ber die ältesten mathe

m atischen D ruckw erke (148 2— 1550) in  
der Stadthibliothek zu F ra n k fu rt am 
M ain. (Schluß.) [36

D e u ts c h e  M a th e m .-V e re in .,  J a h r e s h e r .  19, 1910,
197— 22.5, 253.

B o n t r o u x ,  P . ,  L e s  o r ig in e s  d u  c a lc u l  d e s  p r o b a b i 
l i t é s  ( 1908). [ R e z e n s io n :]  B o l le t t .  d i  b ib l io g r .  d. 
sc . m a te m . 12, 1910, 95. [37

Smith, D. E , A  note on Johannes Scho- 
nerus. [38

B ib lio th .  M a th e m . 1 1 , ,  1910/11, 79 —  80.

B o s m a n s ,  H . ,  L ’a lg è b r e  d e  P e d r o  N u n e z  (1908). 
[ R e z e n s io n :]  B o l le t t .  d l  b ib l io g r .  d . so. m a te m . 
12 , 1910, 96. i 89

Hammer, E., Pedro Nunes. [40
Z e i ts c h r .  f ü r  V e r m e s s u n g s w e s e n  3 8 , 1909, 177—  
184. —  [ R e z e n s io n :]  Bruxelles, Soc. s c ie n t . ,  R e 
v u e  d e s  q u e s t .  e c ie n t .  1 8 , ,  1910, 651— 653.
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B o s n ia n s ,  H . ,  L a  „ P r a c t ic q v e  o m  te  le e re n  c y p h e - 
r e n ‘‘ d e  N ic o la s  P e t r i  d e  L e v e n te r  (1908). [R e 
z e n s i o n ]  B o l le t t .  d i  b ib l io g r .  d. sc . m a te m . 12, 
1910, 95 —  96. [41

F a v a r o ,  A .,  P e r  l a  s to r ia  d e l  c o ro p a sso  d i p ro p o r-  
z io n e  (11*08). [R e z e n s io n :]  B o l le t t .  d i  b ib lio g r .  
d . sc . m a te m . 12, 1910, 95. [42

G ü n t h e r ,  L . ,  D ie  M e c h a n ik  d e s  W e lta l ls .  E in e  
v o lk s tü m lic h e  D a r s te l lu n g  d e r  L e b e n s a rb e it  J o 
h a n n e s  K e p le rs  (1909). [R e z e n s io n  ] Z e i ts c h r .  
f ü r  M a th e m . 58, 1909/10, 208 [43

L e  opere di G alileo Galilei. X X  (1909). [R e z en 
s io n  ] B ib lio th .  M a th e m . 1 1 ,,  1910/11, 91— 93. 
(G. E n b s t r ö m . )  [ 4 4

F a v a r o ,  A .,  G a lile o  G a lile i.  P e n s ie r i ,  m o tt i  e se n - 
te n z e  (1910). [R e z e n s io n :]  D e u ts c h e  L i te r a tu r z .  
31, 1910, 3149. ( J .  Klug.) [45

K in g , J . .  D ie G alilei-Ausgaben. [46
D e u ts c h e  L i te r a tu r z .  31, 1910, 3013 — 3022.

Gravelanr, N. L. W, A., Over den oor- 
sprong van ons maalteeken (x ). [47

W is k u n d ig  t i j d s c h r i f t  6, 1910, 1— 25. —  [R e z e n 
s io n :]  Bruxelles, Soc. s c ie n t .,  R e v u e  d es  q u e s t.
s c ie n t .  1 8 a, 1910, 649 — 651. (H . Bosmans )

C a jo r l ,  F . ,  A  h i s to r y  o f  th e  lo g a r i th m ic  s l id e  ru le  
a n d  a l l i e d  in s t r u m e n ts  (1909). [R e z e n s io n :]  
S c ie n c e  3 2 „  1910, 666—668. (L . C.Karpinski.) [48

Russell, A., The invention of the slide rule.
N a t u r e  82, 1909, 807— 308. [49

A n io d e o , F . ,  B o n a v e n tu ra  C a v a l ie r i  e l a  c o s tru z io n e  
l in e a re  d e lle  c o n ic h e  (1909). [R e z e n s io n :]  B o lle t t .  
d i  b ib lio g r .  d. sc. raa te m . 12, 1910, 94 — 95. [50

*Whittaker, E. T., A history of the theories 
of aether and electricity from the age 
o f Descartes to the close of the nine
teenth century. London, Longmans 1910.

8 ° . —  [12% ah .] [51

Bosmans, H., L a  carte lunaire d e M ich e l-  
Florent van Langren, conservée à l ’ob
servatoire de Paris. [62

Bruxelles, Soc. s c ie n t .,  R e v u e  d es  q u e s t,  s c ie n t .
1 8 , ,  1910, 653 —  654.

L i n d ,  B . ,  Ü b e r  d a s  l e tz te  F e r m a ts c h e  T h e o re m
(1910). [R e z e n s io n :]  D e u ts c h e  L i te r a tu r z  31, 1910, 
2742 — 2743. (E . N etto.) [53

Maire, A., E ssa i d’introduction à la  b ib 
liog raphie des trauvaux scientifiques de 
Biaise Pascal, de leur critique et de 
leu r jugement. [54

A sso c . f r a n ç  p o u r  l ’a v a n c e m e n t  d e s  sc ien ces,
C o m p te s  r e n d u s  3S (co n g rè s  d e  L ille ) ,  1909, 71
— 79.

S c h a e w e n ,  P .  v o n ,  J a c o b i  de  B i l ly ,  D o c tr in a e  a n a -  
ly t i c a e  in v e n tu m  n o v u m  (1910). [R e z e n s io n :]  
A rc h , d e r  M a th e m . 17a , 1910, 222 - 2 2 3 .  (E .
Hoppe.) [55

Geer, P . van, Hugeniana geometrica. 
V III.  [56

A m sterdam , W is k .  g e n o o ts . ,  N ie u w  a rc h ie f  9 3,
1910, 201— 230.

Rirand, A., L a  préparation du catalogue 
critique et chronologique des œuvres de 
Leibniz. [57

J o u r n .  d e s  s a v a n ts  1906, 370 —  389, 431— 441.

K u c h a rz e w s k i,  F .,  Statyka Kochań
skiego. [58

S p ra w o z d a n ia  z p o s ie d z e ń  to w a rz y s tw a  n a u k o 
w eg o  W a rs z a w s k ie g o  1910, 321— 839.

K u ch a rz e w sk i, F., De momentis gravium. 
Une question de statique débattue au 
X V IIe sièle. [59

B ruxelles , S oc . s c ie n t.,  R e v u e  d e s  q u e s t,  s c ie n t.  
18s, 1910, 584 —  590.

M ik a m i, Y*, On the dutch art of sur
veying as studied in Japan. [60

A m sterdam , W is k .  g e n o o ts . ,  N ie u w  a rc h ie f  93, 
1910, 301— 304.

K r a z e r ,  A ., Z u r  G e sc h ic h te  d e s  U m k e h rs p ro b le m e s  
d e r  I n te g r a l e  (1909). [R e z e n s io n :]  B o l le t t .  di 
b ib lio g r .  d . sc . m a te m . 12, 1910, 94. [61

Is e ly ,  L., Léonard Euler. [62
Neuchâtel, S oc . d. sc., B u l le t in  86, 1908/9, 57— 65.

E n e s t r ö m ,  G .,  V e rz e ic h n is  d e r  S c h r if te n  L e o n h a rd  
E u le r s .  1 (1910). (R e z e n s io n :]  A rc h , d e r  M a th e m . 
173, 1910, 36 — 87. (W . Ahrens.) —  Bruxelles, Soc. 
s c ie n t .,  R e v u e  d es  q u e s t,  s c ie n t .  183 , 1910, 663— 
664. (H . Bosmans.) [63

B o s n ia n s ,  H., S u r  u n e  t e n ta t iv e  d ’ é d it io n  des 
o e u v re s  c o m p lè te s  d e  L . E u le r  f a i t e  à  B ru x e lle s  
e n  18.H9 (1909). [R e z e n s io n :]  B o l le t t .  d i  b ib lio g r.  
d . sc . m a te m . 12, 1910, 94. [64

S t ä c k e l ,  P., J o h a n n  A lb r e c h t  E u le r  (1910). [R e- 
z e u s io n  :] Bruxelles, Soc. s c ie n t.,  R e v u e  d e s  q u e s t, 
s c ie n t .  18a , 1910, 664 —  666. (H . Bosmans) [65

K r ie n e lk o ,  K . ,  J .  H . L a m b e r ts  P h i lo s o p h ie  d e r  M a 
t h e m a t ik  (1909). [R e z e n s io n :]  A rc h , d e r  M a th e m . 
173 j 1910, 65. (F . Weiss.) [66

A r c h ib a ld ,  R. C., H istorical note on W a l
lace’s line. [67

Edinburgh , M a th e m . soc., P ro c e e d in g s  2 8 ,1909 /10 , 
64, 179.

R o y a l  so c ie ty  o f  L o n d o n .  C a ta lo g u e  o f  s c ien tif ic  
p a p e r s  1800— 1900. S u b je c t  in d e x .  I .  P u r e  m a 
th e m a tic s  (1908). [R e z e n s io n :]  A rc h , d e r  M ath em . 
173, 1910, 232 — 233. (E . Lampe.) [68

M ik a m i, Ï , ,  On a Japanese astronomical 
treatise based on dutch works [69

Am sterdam , W is k .  g e n o o ts . ,  N ie u w  a rc h ie f  9a, 
1910, 231— 234.

M a n s io n ,  P., G a u s s  c o n tr e  K a n t  s u r  l a  g é o m é trie  
n o n  E u c l id ie n n e  (1908). [R e z e n s io n :]  B o l le t t .  di 
b ib lio g r .  d . sc . m a te m . 12, 1910, 95. [70

Szabó, P., [Johann Bolyais Jugend], [71
M a th e m a t ik a i  es  p b y s ik a i  la p o k  (B u d a p e s t)  19, 
1910, 1 3 5 — 164. —  U n g a r is c h

K o rd a , D., [D ie Gedächtnisfeier Evariste  
G alois’]. [72

M a th e m a t ik a i  es  p h y s ik a i  la p o k  (B u d a p e s t )  19. 
1910, 1 8 3 — 191. —  U n g a r is c h .

M ansion, P ., Sur la  légende de Galois. [73
Bruxelles, S oc . s c ie n t .,  A n n a le s  34  :1 ,  1910, 104 
— 105.

B ie d e n k a p p ,  G., S o p h ie  G e rm a in  (1910). [ R e z e n 
s io n :]  A rc h ,  d e r  M a th e m . 17e , 1910, 48. (E  
Jahnke.) [74

H e n se l, K .,  Gedächtnisrede auf Ernst- 
Eduard Kummer. [76

A b h a n d l .  z u r  G esch . d. m a th e m . W is s .  29, 1910, 
1— 37 -f- P o r t r ä t .
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Hcnsel, K., Briefe E rnst E duard Kum 
mers an seine M utter und an Leopold  
Kronecker. [76

A b h a n d l .  z u r  G e sc h . d. m a th e m . W is s .  20, 1910, 
3 9 — 103.

H e n se l, K., Ernst E duard Kum m er und 
der große Ferm atsche Satz. Marburg, 
E iw ert 1910. [77

M a rb u r g e r  a k a d e m is c h e  R e d e n  N r . 23.

C a b r e i r a ,  A .,  L e a  m a th é m a t iq u e s  e n  P o r tu g a l .  
D e u x iè m e  r é p o n s e  1.1910). [R e z e n s io n :]  A rc h , 
d e r  M a th e m . 1 7 3 , 1 9 1 0 ,  8 4  -  8 5 .  ( W .  A h r e n s . )  [ 7 8

E m il Lampe. [79
A rc h , d e r  M a th e m . 173 , 1910, H e f t  2/3. —  N u r  
P o r t r ä t .

L e b o n ,  E . ,  G a s to n  D a r b o u x  (1910). [R e z e n s io n :]  
Am sterdam , W is k .  g e n o o ts . ,  N ie u w  a r c h i e f  9S, 
1910, 319. (S e.) —  B o l le t t .  d i  b ib l io g r .  d. sc.
m a te m . 12, 1910, 82. (G. L .) —  D e u ts c h e  L i te -  
r a t u r z .  31, 1910, 2892 — 2893. (E. Lampe.) [80

L ebon , E ., E m ile  P i c a r d  (1910). [R e z e n s io n :]  
A m sterdam , W is k .  g e n o o ts ., N ie u w  a rc b ie f  9 „  
1910, 820—321. (K l.)  —  A rc h ,  d e r  M a th e m . 173, 
1910, 48. (E. J a h n k e . )  —  B o l le t t .  d i  b ib l io g r .  d . 
sc. m a te m . 1 2 ,  1910, 82 — 83. (G . L .)  —  D e u ts c h e  
L i te r a tu r z .  31, 191», 2892 —  2893. (E . L a m p e . )  — 
L ’e n s e ig n e m e n t  m a th é m . 1 2 ,  1910, 541. [81

L e b o n ,  E . ,  H e n r i  P o in c a ré  (1909). [ R e z e n s io n :]  
B o l le t t .  d i b ib l io g r .  d . sc . m a te m . 12, 1910, 81— 82. 
(G . L .) —  D e u ts c h e  L i te r a tu r z .  3 1 ,  1910, 2892 —  
2 8 9 3 .  ( E .  L a m p e . )  —  R e v u e  g é n é r .  d .  sc. 2 1 ,

1910, 7 3 .  [ 8 2

e) N e k r o lo g e .

Anatole Bouquet de la  Grye (1827— 1909). [83
Paris, B u r e a u  d es  lo n g i tu d e s ,  A n n u a i r e  1911,
C  1 — 1 3 .  ( H .  P o i n c a r é .)

Alfredo C ape lli (1 8 5 5 — 1910). [84
I I  b o l le t t i n o  d i  m a te m a t ic a  9, 1910, 1— 10. (G . 
T o r b l l i . )

H enri D ufour (1852— 1910). [85
S c h w e iz e r isc h e  n a tu r f .  G es., V e r h a n d l .  93  (1910), 
N e k ro lo g e  1— 15 [m it  P o r t r ä t  u n d  S c h r i f te n 
v e rz e ic h n is ] .  (A . ItOSSELBT.)

F rie d rich  K oh lrauch (1840— 1910). [86
St. Petersburg, A c a d . d. s c ., B u l le t in  1910, 187— 
188. (B . G a l i t z i n  )

Alexander K o rk in  (1837— 1908). [87
Moskwa, M a te m . o b c h tc h .,  S b o rn ik  27, 1909, 1— 
27. (K . A . P o ssé .)

M aurice Lévy (1838 — 1910). [88
L ’e n s e ig n e m e n t  m a th é m . 12, 1910, 531 —  532. —  
N a tu r e  84, 1910, 502.

Jakob L iiro th  (1844 —  1910). [89
L ’e n s e ig n e m e n t  m a th é m . 12, 1910, 532.

Simon Newcomb (1835 —  1909). [90
R om a, A c c a d . d . L in c e i ,  K e n d ic . 185 : 2, 1909, 
409 —  414. (E . Millosevich.) —  St. Petersburg,
A c a d . d . sc., B u l le t in  1909, 1013 — 1014. ( A . A .
B jelopolskij.) —  A m e ric . jo u r n .  o f  s c ie n c e  28, 
1909, 290 — 292.

Eugène Rouché (1832 — 1910). [91
M a th e s is  10 3, 1910, 2 4 1 -  242.

Francesco Siacci (1839—1907). [92
Napoli, A c c a d . P o n t a n i a n a ,  A t t i  39, 1909. 10 S. 
(F. Milone.)

Washington Irving S trln g h a m  (1857— 
1909). [ "

In  memoriam IR VINO STRISGHAM. B e r k e le y  1910.

Thorvald Nicolai T h ie le  (1838—1910). [94
N a tu r e  84, 1910, 503.

Julius W einga rten  (1836 —  1910). [95
B eilin , M a th e m . G es., S i tz u n g s b e r .  10, 1910, 8—  
1 4  [ m it  S c h r if te n v e r z e ic h n is ] ,  ( S t .  J o l l e s . )  

B o l le t t .  d i  b ib l io g r .  d . sc . m a te m . 12 , 1910, 65—
70. ( J .  LOkoth.)

Philipp W e inm e ls te r (1848— 1910). [96
Z e i ts c h r .  f ü r  m a th e m . U n te r r .  41, 1910, 618— 623 
[m it  P o r t r ä t ] .  (Paul Weinmeister.)

Georgij W oronoj (1868—1908). [97
Warszawa, [N a tu rw is s .  G es., B e r ic h te ]  1909, 1—  
18. ( I .  B raytzeff.)

f)  A k t u e lle  F r a g e n .

A n d r é , D., D e s  n o ta t io n s  m a th é m a t iq u e s  (1909). 
[R e z e n s io n  ] A rc h , d e r  M a th e m . 173, 1910, 85— 80. 
(W . Ahrens.) —  B o lle t t .  d i  b ib l io g r .  d . s c . m a te m . 
1 2 , 1 9 1 0 ,7 8 — 81. (G . L .)  [98

I .o r t '} ,  W ., D ie  m a th e m a t is c h e n  W is s e n s c h a f te n  
u n d  d ie  F r a u e n  ( ls 0 9 ) .  [R e z e n s io n :]  A rc h ,  d e r  
M a th e m . 17a, 1910, 69. (E . K ullrich.) [99

A h r e n s ,  IV ., L a t e in  o d e r  D e u t s c h ?  D ie  „ S p r a c h e n 
f r a g e “  h e i  d e r  H e r a u s g a b e  d e r  W e r k e  L e o n h a rd  
E u le r s  (1910). [R e z e n s io n :]  B o l le t t .  d i  b ib l io g r .  
d . sc . m a te m . 12, 1910, 83 —  84. (G . L .)  [100

Bericht der Schweizerischen Euler-Kom
mission für das Jahr 1909/10. [101

S c h w e iz e r is c h e  n a tu r f .  G e s e l l s c h ,  V e r h a n d l .  93
(1910) : 2, 46 — 51. —  D e u ts c h e  M a th e m .-V e re in .,  
J a h re s b e r .  19, 1910, 194— 196.

[Die Euler Ausgabe]. [102
Bruxelles, Soc . s c ie n t . ,  R e v u e  d e s  q u e s t ,  s c ie n t .  
18a, 1910, 659— 663. (H . Bosmans.) —  S c h w e iz e 
r is c h e  n a tu r f .  G e s e lls c h  , V e r h a n d l .  93  (1910) : 1 , 
349 —  351. ( F .  Rudio.)

[Deutsche Mathematiker-Versammlung in 
Königsberg 1910 ] [103

D e u ts c h e  M a th e m .-V e re in .,  J a h r e s b e r .  19, 1910, 
245—  252 —  L ’e n s e ig n e m e n t  m a th é m . 12 , 1910, 
519 —  522. —  ÎS 'a tu rw iss . K u n d s c h a u  25, 1910, 
581— 583. (K . N itz )

[Englische Mathematiker-Versammlung in 
Sheffield 1910.] [104

New York, A m e r ic .  m a th e m . so c ., B u l le t in  17tl 
1910, 1 0 5 — 106. —  L ’e n s e ig n e m e n t  m a th é m . 12, 
1910, 516 — 518. —  N a tu r e  84 , 1910, 513 — 517.

[Französische Mathematiker-Versammlung 
in Toulouse 1910.] [105

New York, A m e ric . m a th e m . soc., B u l le t in  17.., 
1 9 l0 , 1 0 6 - 1 0 7 .

[Schweizerische Mathematiker-Versamm
lung in Basel 1 9 1 0 ] [106

D e u ts c h e  M a th e m .-V e re in .,  J a h r e s b e r .  19, 1910, 
22.5 —  226. —  New York, A m e ric .  m a th e m . soc., 
B u l le t in  17t , 1910, 1 5 5 — 156. —  L ’e n s e ig n e m e n t  
m a th é m . 12, 1910, 522 —  528.
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Ernennungen.

—  Professor E .  J. A l e y  in Bloomington 
zum Präsidenten der Universität von Maine.

— Dr. H. B a t e m a n n  in Cambridge (Eng
land) zum Professor der Mathematik am 
„Bryn Mawr college“.

— „Instructor“ W. H. B a t e s  in Lafayette 
zum Professor der Mathematik an der 
„Purdue university“ daselbst.
— Privatdozent 0. v o n  B a e v e r  in Berlin 

zum Professor der Mathematik an der 
Universität daselbst.
— Professor H. A. C o n v e r s e  in Elkins, 

W. Va., zum Professor der Mathematik am 
„Baltimore polytechnic institute“.
— Professor A. E i n s t e i n  in Zürich zum 

Professor der mathematischen Physik an 
der deutschen Universität in Prag.
— Privatdozent P. E v e r s h e i m  in Bonn 

zum Professor der Physik an der Uni
versität daselbst.

— Professor J. B. Fauoht in Marquette 
zum Professor der Mathematik an der 
„State normal school“ in Kalamazoo, Mich.

— D. V. G u t h r i e  in Charlotteville zum 
Professor der Physik an der Universität 
von Virginia daselbst.
— Professor L. H e f f t e r  in Kiel zum 

Professor der Mathematik an der Uni
versität in Freiburg i. Br.
— Dr. F. T. H’Doubler zum Professor 

der Mathematik an der „Miami univer
sity“.
— Professor F. H .  H o d g e  in Fairfield zum 

Professor der Mathematik am „Franklin 
college“ in Franklin, Ind.
— Ingenieur J. Jouguet zum Professor 

der Mathematik an der „Ecole nationale 
des mines“ in Paris.

— Privatdozent P. K öb e in Göttingen 
zum Professor der Mathematik an der 
Universität in Leipzig.

— Professor H. L ie b m a n n  in Leipzig zum 
Professor der Mathematik an der Tech
nischen Hochschule in München.

— Dr. A. C. L u n n  in Chicago zum Pro
fessor der Mathematik an der Universität 
daselbst.
— „Instructor“ E. B. L y t l e  in Urbana 

zum Professor der Mathematik an der 
Universität von Illinois daselbst.

— Professor E, M a t h ia s  in Toulouse 
zum Professor der Physik an der Uni
versität in Clermont.
— Professor J. F. M e ss ic k  in Ashland, 

Va., zum Professor der Mathematik an 
der Universität von Georgia.
— „Instructor“ W. J. Bisley in Cam

bridge (Mass) zum Professor der Mathe
matik an der „Milliken university“.
— Observator E. B o se n t h a l  in Tiflis 

zum Professor der Geophysik an der Uni
versität in Warschau.

—  Professor E .  A . S a m pso n  in Durham 
zum Professor der Astronomie an der 
Universität in Edinburg und „Astronomer 
Eoyal for Scotland“.

—  Konservator A. S chaum  in München 
zum Direktor der Meteorologischen Zen
tralanstalt daselbst.”

—  Miß I d a  M. S c h o t t e n f e l s  in Chicago 
zum Professor der Mathematik an der 
„Toledo university“.

—  Dr. E. W. S h e l d o n  in New Haven zum 
Professor der Mathematik an der Uni
versität von Alberta.

— Privatdozent H. T ie t z e  in Wien zum 
Professor der Mathematik an der deutschen 
Technischen Hochschule in Brünn.
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—  Dr. J. N. v a n  d e r  V r i e s  in  Lawrence  
zum Professor der M athem atik an der 
U niversität von Kansas daselbst.

—  Privatdozent G. W a l l e n b e r g  in  B e rlin  
zum Dozenten an der Technischen Hoch
schule daselbst

Todesfälle.
—  R o b e r t  G e i g e l ,  Professor der P h ysik  

und Geodäsie an der Forstlichen H och
schule in  Aschaffenburg, geboren in  W ü rz
burg den 13. M ärz 1856, gestorben im  
Oktober 1910.

—  D é s i r é  J e a n  B a p t i s t e  G e r n e z ,  Em e
ritierter Professor der P h ysik  an der „Ecole  
centrale des arts et m anufactures“ in  Paris, 
geboren in  Valenciennes den 24. A p ril  
1834, gestorben im  November (?) 1910.

—  S i e g m ü n d  G u n d e l f i n g e r ,  Professor der 
Mathem atik an der Technischen Hoch
schule in  Darmstadt, geboren in  K irch -  
berg an d. Ja xt den 17. Ja n ua r 1846, ge
storben in  Darm stadt den 12. Dezember
1910.

—  J d l e s  T a n n e r y ,  Subdirektor der „Ecole  
normale“ in  Paris, geboren in  Mantes den 
24. M ärz 1848, gestorben in  P aris den 
11. November 1910.

—  D o m e n i c o  T e s s a r i ,  Professor der Me
ch an ik am „ R e a le  museo in d u stria le “ in  
T u rin , geboren in  T riest den 5. August 
1837, gestorben in  T u rin  den 28. November 
1909.

Vorlesungen über Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften.

—  A n der U niversität in  Ann A rbor hat 
Professor L. C. K a r p i ń s k i  fü r das akade

mische Ja h r 1910/11 eine zweistündige  
Vorlesung über Geschichte der M athe
m atik angekündigt.

Preisaufgaben gelehrter Gesell
schaften.

— Istituto Lombardo di scienze e lettere 
in M ila n o .  Prem io d i fondazione Cag- 
nola 1911. Esposizione sto rico-critica dei 
fatti sperim entali, sui qu a li si basa la  
moderna teoria della costituzione della  
materia.

Mathematikerversammlungen 
im Jahre 1910.

— Deutsche Mathematikervereinigung. Die  
Jahresversam m lung fand zu Königsberg  
18.— 22. September statt. Vorträge histo
rischen In h alts w urden gehalten von J. 
S o m m e r  ( „ B e s s e l  als M athem atiker“), A. 
W a n g e r i n  ( „ F r a n z  N e u m a n n  als Mathe
m atiker“ ) und A. W i t t i n g  („M itteilungen  
über einige M anuskripte N e w t o n s “ ) .  A n
dere V orträge w urden gehalten von R. 
F u e t e r ,  D. H i l b e r t ,  A. H a a r ,  P. K ö b e ,  E. 
M ü l l e r ,  F. M e y e r ,  H. L i e b m a n n ,  L .  B i e b e r 

b a c h ,  F. E n g e l ,  E. P a p p e r i t z ,  A. S c h ö n 

f l i e s ,  O  T ö p l i t z ,  H  W e y l  und A. S o m m e r 

f e l d .  In  der Geschäftssitzung w urde wie 
gew öhnlich über die literarischen U nter
nehmungen der V ereinigung berichtet.

Vermischtes.
—  In  Calcutta ist k ü rzlich  eine mathe

m atische Gesellschaft gegründet worden. 
Die Gesellschaft hat schon begonnen, ein  
B u l l e t i n  o f  th e  C a l c u t t a  m a t h e m a -  
t i c a l  s o c ie t y  herauszugeben.
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Y o n  J .  L . H e i b e r g  in  K jö b e n h a v n  und E . W i e d e m a n n  in  E r la n g e n .

In  einem  1 5 4 8  v o n  G o g a v a  p u b liz ie rte n  und zu L ö w e n  g ed ru ck ten  

W e rk  is t  ein  T e il  e in er S c b r if t  ü b e r die p a ra b o lisc h e n  H o h lsp ie g e l en t

h alten . D a s  B u c h  is t  z ie m lich  se lten , den B em ü h u n g en  des versto rb en en  

P ro fe s s o r  D e l s a u l x  in  L ö w e n  v e rd a n k e n  w ir  die A u ffin d u n g  eines E x e m - 

p la re s  in  der d o rtig e n  S ta d tb ib lio th e k , das uns dann in  lie b e n sw ü rd ig ste r  

W e ise  z u r B e n ü tz u n g  z u r V e r fü g u n g  g e s te llt  w urd e. E in  w e iteres  E x e m 

p la r  b es itz t d ie  K g l .  B ib lio th e k  zu B e r lin .

D e r v o lls tä n d ig e  T ite l  la u te t :

C L . P T O L E M A E I  | P e lu s ie n s is  M a th e m a tic i j O P E R I S  Q U A D R I P A R -  

T I-  | T I ,  HST L A T I N U M  S E R M O N E M  | T R A D U C T I O : | A d ie c tis  lib r is  

p o ste rio rib u s , | A N T O N IO  G O G A V A  G R A V I E N S .  | I N T E R P R E T E .  | 

A d  C la riss im u m  P r in c ip e m  M A X IM I L I A N V M  ] C om item  B V R E N S  | 

Ite m , D E  S E C T I O N E  C O N IC A , | O rth ogo n a, quae p a ra b o la  d ic itu r : 

D eq u e  S p e c u lo  j V s to r io , L ib e l l i  duo, h acten u s d e s id e ra ti: | re s t itu ti ab 

A N T O N IO  G O G A V A  | G R A V I E N S I .  | C um  p ra e fa tio n e  D. G em m ae 

F r is i i ,  M e d ic i | & M a th e m a tic i c la r iss . | C V M  G R A T I A  E T  P R I V I L :  | 

L O V A N H  | A p u d  P e tru m  P h a le s iu m , ac  M artin u m  R o ta r iu m  | A n n o  

M  D . X L V I I I  | M ense O ctobri.

D em  W e r k  is t  ein e E m p fe h lu n g  v o n  dem  A rz te  G e m m a  F r i s i u s 1)  
v o ra u s g e s c h ic k t , d ie s ich  zu n ä ch st a u f  d ie Ü b e rse tz u n g  des Opus qu adri- 
p a r titu m  b ez ie h t, das erst je tz t  te ils  d u rch  die B em ü h u n g en  v o n  C a m e r a r i u s , 
te ils  d u rc h  d ie je n ig e n  v o n  A n t o n i u s  G o g a v a  G ra v ie n sis  in s L a te in isc h e  

v o lls tä n d ig  ü b e rse tz t sei. W e ite r  m ein t e r , w ü rd e  es dem  L e s e r  n ich t 

w e n ig e r  an g en eh m  se in , d ie  h in z u g e fü g te n  und s o rg fä lt ig e n  W e rk e , die 

n ic h t n u r  e in e  n ü tz lich e  und an gen eh m e, sond ern , da d ie „E le m e n ta  co n ica“

1) Zu G e m m a  F r i s i u s  (geb. 1508 z u  Dokum  in  Frieslan d  und gest 1555 zu Löwen) 
vgl. M. C a n t o r ,  Gesch. der Math., 2. Aufl., Bd. 2, S. 410. G e m m a s  Hauptverdienst ist, 
die ersten V orschriften zu einer w irklich en T rian gulation gegeben zu haben.
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v o n  A p o l l o n i u s  n ic h t vo rh a n d e n  s in d , a u c h  e in e  z u rz e it  fü r  d ie  O p tik  

n o tw e n d ig e  E r ö r t e r u n g  e n th a lten .
D a ra n  sch lie ß t s ich  d ie an  M a x i m i l i a n  d e  E g m o n t 1)  g e r ic h te te  a ll

g em ein e  V o rre d e  G o g a v a s ,  in  d er e r u n te r  an d erem  b e r ic h te t , daß C a m e r a r i u s  

w e g e n  b eso n d ere r S c h w ie r ig k e ite n  d ie le tz te n  B ü c h e r  des O pus qu adri- 
p a r titu m  n ic h t ü b erse tz t h ab e. E r  se lb st  h a b e  d ies ge ta n . A u ß e r  zw eien  

h ab e  e r d ie ä lte re n  Ü b e rse tz u n g e n  n ic h t b en ü tzen  k ö n n e n , da s ie  n ich t 

n a c h  dem  G r ie c h isc h e n , so n d ern  n a c h  dem  A r a b isc h e n  g e m a c h t seien. 

E r  h ab e  d ie S a c h e  so g u t  a ls  m ö g lic h  a u s g e fü h r t ; a u c h  h ab e  se in e  A rb e it  

der M a th e m a tik e r  und A r z t  D r. G e m m a  F r i s i u s  so w ie  A d r i a n u s  H e g i u s ,  

d er in  d ieser v ie ls e it ig e n  L e h r e  v o n  den „A p o te le s m a ta “  e rg ra u t  s e i,  g e 

b il l ig t . E r  h ab e  n o c h  k le in e  S c h r ifte n  ü b e r d ie  K e g e ls c h n it te , n ä m lic h  

d ie  P a r a b e l un d  den B re n n s p ie g e l, b e ig e fü g t , d ie s ic h e r  den  e m sig e n  und 

g e le h rte n  M a th e m a tik e rn  V e r g n ü g e n  b ere ite n  w ü rd e n , u n d  d ie, da z u rze it 

d ie  „c o n ic a  e lem en ta“  v o n  A p o l l o n i u s  n ic h t vo rh a n d e n  seien , n ö t ig  se ien  u sw .

H ie ra n  re ih t  s ich  e in  k u rzes L o b g e d ic h t  a u f  G o g a v a  v o n  C a r o l u s  L a n g i u s .

D a s  W e rk  e n th ä lt , w ie  au s dem  T it e l  h e rv o rg e h t , 1 .  e in e la te in isc h e  

Ü b e rse tz u n g  des O pus q u a d rip a rtitu m  v o n  Cl. P t o l e m a e u s  v o n  G o g a v a ;  

2 . un d  3 . e in e S c h r i ft  ü b e r  den re c h tw in k lig e n  K e g e ls c h n it t , d ie  P a r a b e l 

un d  ein e S c h r i ft  ü b e r den B r e n n s p ie g e l2) ,  zw e i W e r k e , d ie  b ish e r  g e fe h lt  

h atten , un d  die G o g a v a  w ie d e r h e rg e s te llt  h at.

Im  fo lg e n d e n  s o ll z u n ä ch st d ie V o rre d e  vo n  G o g a v a  a u sz u g sw e ise  m it

g e te ilt  w e rd e n : E s  is t  in te re s sa n t , au s ih r  zu  se h e n , w ie  t ie f  G o g a v a

R . B a c o s  L e is tu n g e n  e in sc h ä tz t  un d  daß e r a u f  d ie  E n tle h n u n g e n  v o n  

V i t e l l i o  au s u n se re r  S c h r i ft  a u fm e rk sa m  m ach t. E r  s a g t  u n te r  a n d e re m :

D ie  N a m e n  d er V e r fa s s e r  k ö n n e n  w ir  n ic h t a n g e b e n , da s ie  s ic h  

n ic h t  in  u n serem  E x e m p la r  find en . E in ig e  m e in ten , es se i R o g e r  B a c o ,  

d a d ie se r  ü b e r d iesen  G e g e n sta n d  g e sc h rie b e n  h a t. D o c h  e rg ib t  s ic h  aus 

m eh re ren  G rü n d e n , daß d ies n ic h t d er F a l l  ist. D en n  R o g e r  z it ie r t  den 

V e r fa s s e r  d er z w eiten  S c h r i ft  se h r o ft  a ls  den V e r fa s s e r  d er S c h r i f t  ü b e r 

den B re n n sp ie g e l, w ie  in  se in em  B u c h  „d e  m u lt ip lic a t io n e  sp e c ie ru m “  un d  

•in  dem  w o rtre ich e n  B r i e f  an  den  P a p s t  C l e m e n s ,  un d z w a r  k u rz  n a c h  d er 

M itte , w o  e r e in ig e  E le m e n te  d er O p tik  w ie d e rh o lt . Z u  b ea c h ten  is t , daß 

in  a lle n  W e rk e n  R o g e r s  s ic h  k e in e  S p u r  des G e iste s  d er G e o m e te r un d  

des m a th e m a tisch e n  S c h a rfs in n e s  z e ig t , d ie  m an  in  d iesen  S c h riftc h e n

1) W o h l M a x i m i l i a n  v o n  E g m o n t ,  G ra f von Büren, der den schm alkaldischen  
K rie g  m it seinem kühnen Zug m it der niederländischen Arm ee quer durch Deutsch
land und zugunsten K a r l s  V. entschied und als G eneralkapitän von Frieslan d  

23. Dezember 1598 starb.
2) Y g l. hierzu J. L. H e i b e r g  und E. W i e d e m a n n ,  B i b l i o t h .  M a t h e m . 103, 

1909/10, S. 205— 231.

p g 4  J .  L. H e ib e r g  u n d  E. W ie d e m a n n .



e rk en n e n  kan n . A lle s , w as er in  der O p tik  und son st g esch rieb en  h at, das 

b esitze  te ils  ic h  se lb st, te ils  un sere  F reu n d e . D a ra u s  e rg ib t  sich , w ie ich  

g la u b e , s ic h e r , daß m an  k e in e  der beiden  S c h rifte n  R o g e b  zusch re ib en  

kan n . D e r V e r fa s s e r  der zw eiten  S c h r ift  is t  seh r a lt  und g e h ö rt zu den 

e rs te n , d ie ü b er d iesen  G e g e n sta n d  etw as sch rie b e n , w ie s ich  aus se iner 

V o rre d e  e rg ib t. F e rn e r  k lin g t  der S t i l  e tw as arab isch , so daß ich  g lau b e , 

daß die S c h r i f t  au s d ieser S p ra ch e  un s ü b ersetzt w o rd en  is t , und daß aus 

d er Ü b e rse tz u n g  V i t e l l i o  P ro p o sitio n e n  entnom m en und in  sein  W e rk  

ü b e rtra g e n  hat. D e r  V e r fa s s e r  des ersten  W e rk e s  sch e in t jü n g e r  zu sein  und 

zu r Z e it  v o n  R o g e k  g e le b t zu h aben , um  das J a h r  1 2 7 0 ;  zu der Z e it , als 

au ch  "V i t e l l i o  je n e s  groß e W e rk  ü b e r die P e rsp e k tiv e  (d ie O p tik ) sch uf. 

S ic h e r  is t ,  daß m an s ich  d am als  vo n  den m ath em atisch en  P ro b le m e n  be

son d ers h ä u fig  m it  O p tik  b e sc h ä ft ig te ; denn w ie  b ei anderen  D in g e n , so 

fin d e t a u c h  h ie r  e in  W e ch se l statt. W ie  w ic h tig e s  ab er das vo n  m ir 

m itg e te ilte  b r in g t , d a fü r  sp rech en  die S c h rifte n  se lb st. S o la n g e  n äm lich  die 

E le m e n te  des A p o l l o n i u s  n ic h t v e rö ffe n tlic h t s in d , kön n en  w ir  d ieser E n t 

w ic k lu n g e n  v o r  a lle m  in  der O p tik  n ich t entbehren , w ie  im  neunten  B u c h  

des V i t e l l i o  b ei d er 3 9 . P ro p o s it io n  und fo lg en d en . W ir  h ab en  das aus 

e in em  fe h le rh a fte n  E x e m p la r  entnom m en , b e r ic h tig t  und das F eh le n d e  erg än zt.

S o w e it  G o g a v a . D an n  fo lg t  die S c h r ift  ü b er d ie P a ra b e l (ohne T ite l 

v o rn , a b e r  ü b e r den S e ite n  s te h t D e section. p arabo la ). S ie  is t  au ch  er

h a lte n  in  dem  Cod. 2 0 6  d er B ib lio te c a  C a p ito la re  zu V e ro n a  ( 1 6 .  Ja h rb .) . 

D a  a b e r  d iese ju n g e  H s. se h r sch le ch t is t  und G o g a v a  e ig en m ä c h tig  den 

T e x t  fo rm e ll und sp ra c h lic h  u m g esta lte t h at, w ürde ein v o lls tä n d ig e r  A b 

d ru ck  des la te in isc h e n  T e x te s  kein en  Z w e c k  haben . W ir  geb en  1  ( W i e d e 
m a n n )  ein e  Ü b e rse tz u n g  d er P ro p o s it io n e n  u n te r W e g la s su n g  der B ew e ise  

und 2 . ( H e i b e b g )  z u r P ro b e  e in ig e  S tü c k e  vo n  G o g a v a s  T e x t  m it den V a ria n te n  

des cod. V e ro n e n sis  (gan z  d u m m e S c h re ib fe h le r  sind  m e ist n ic h t a n g e fü h rt).

D aß  d ie  S c h r i f t  a u f  a ra b isch e  Q uellen  z u rü c k g e h t, b ew eist das W o rt 

m u n ia n i, e in e  V e ru n sta ltu n g  des a ra b isch e n  m unhanija , g e k rü m m t.1) A ls  

„g e k rü m m te  L in ie n “  w erd en  b eso n d ers die K e g e lsc h n itte  b ezeich net 

F e rn e r  h a t  d er cod. V e ro n . muchesi fü r  P a ra b e l, d. h  muchefi =  arab . m u käfi, 
w o fü r  G o g a v a  p arabo la  e in gesetz t hat. A u c h  die B e z e ic h n u n g  d er H y p e rb e l 

a ls  sectio a d d ita  und der E l l ip s e  a ls  sectio d im in u ta  e n tsp rich t den a rab isch en  

A u sd rü c k e n  zä id , „ü b e rsc h ü s s ig , z u v ie l“  und ndqis, „v e rm in d e rt , d e fe k t“ .

I . Ü b ersetzu n g  der V orrede und der P rop osition en .

D e r  V e r fa s s e r  d er S c h r i ft  „ d e  section e  c o n ic a “  sc h ic k t  eine V o rre d e  
v o ra u s , in  d er e r e tw a  s a s t :

1) Vgl. hierzu E. W i e d e m a n n , S itzu n gsb er . der phys.-m ediz. S o z ie tä t  i n  

E r la n g en  37, 1905, S. 394.

Eine arabische Schrift über die Parabel und parabolische Hohlspiegel. 1 9 5

13*



Ic h  sah , daß a lle , d ie  e tw as ü b e r  d ie  O p tik  sch rie b e n , da, w o  s ie  vo n  

den S p ie g e ln , d ie  in  e in e r  b estim m te n  E n t fe r n u n g  b re n n en , h a n d e ln , z w e i 

S ä tz e  v o n  A p o llo n iu s  vo n  P e r g a  a n n eh m e n , u n d  z w a r  v o n  v o rn h e re in

u n d  o h n e s ie  zu b e w e ise n ; a u f  d iese  s tü tz t  s ic h  a lle s  ü b r ig e ; so  v e r fä h r t  

a u c h  V i t e l l i o ,  d er d och  e in  b eso n d ere s  B u c h  v o r a u s s c h ic k t , in  dem  er 

a lle  S ä tz e , d ie  er b e n u tz t , b ew eist. D a h e r  h a b e  ic h  m ic h  b e m ü h t, die 

B e w e ise  zu lie fe rn , u n d  w ill  ic h  s ie  v e rö ffe n tlic h e n , au ß erd em  d ie M eth o d e, 

w ie  m an  e in en  B re n n sp ie g e l h e rs te llt ,  d e r in  e in em  b estim m te n  A b sta n d

b ren n t.
H ie ra n  sch ließ en  s ich  d an n  die D e fin it io n e n  u n d  die P ro p o s it io n e n , 

vo n  denen  w ir  e in e  Ü b e rse tz u n g  u n te r  F o r t la s s u n g  d er B e w e ise  geben .

Definitionen.
E in e  ru n d e  P y r a m id e  is t  d er O rt [ tra n s itu s ]  e in es re c h tw in k lig e n  

D re ie c k s , w e n n  ein e se in e r den  re c h te n  W in k e l e in sc h lie ß en d e n  S e iten  

fe s tg e h a lte n  un d  d as D re ie c k  g e d re h t w ir d , b is  es zu  se in em  A u s g a n g s 

p u n k t  z u rü c k k e h rt . I s t  d ie fe s tg e h a lte n e  S e ite  g le ic h  d er b e w e g te n , so 

is t  d ie  P y r a m id e  re c h tw in k lig , is t  s ie  lä n g e r ,  s p itz w in k lig , is t  sie  k ü rz e r, 

s tu m p fw in k lig . D ie s  e rg ib t  s ic h  au s dem  A n fa n g  des 1 1 .  B u c h e s  vo n

E u k l i d s  E le m e n te n  [ X I  D ef. 1 8 ] .
In  je d e r  ru n d e n  re c h tw in k lig e n  P y r a m id e , d ie v o n  e in er E b e n e  ge  

sc h n itte n  w ir d , d ie  n ic h t  d u rc h  die S p itz e  g e h t un d n ich t p a ra l le l zur

B a s is  is t ,  h e iß t d eren  g e m e in sa m e  S c h n itt lin ie  „ s e c t io “ , d ie die a ra b isc h

„m u n ia n i“  g e n a n n te  L in ie  e in sc h lie ß t. D iese  B e s c h re ib u n g  is t  dem  

A p o llo n iu s  en tn o m m en  [v g l .  A p o llo n io s  C on. I , 9 ]. M an  sch n e id et eine 

re c h tw in k lig e  ru n d e  P y ra m id e  d u rc h  2  E b e n e n , d ie ein e s o ll d u ic h  die 

S p itz e  un d  d ie M itte  d er B a s is  g e h e n , d an n  sch n e id et s ie  d ie P y ra m id e , 

w ie  n a c h h e r [P ro p . I ]  s ich  e rg eb e n  w ird , in  e in em  D re ie c k ; d ie an d ere  ge h t 

n ic h t d u rch  d ie S p itz e , sie  sch n e id et d ie P y ra m id e  in  e in er F lä c h e , d ie 

d ie  L in ie  „m u n ia n i“  e in sch ließ t. I s t  dann  die ein e d er b e id en  E b e n e n  

se n k re c h t a u f  d er an d eren , so sch n e id et d ie  S c h n itt lin ie  d e rse lb e n  entw eder  

d ie  e in e  d er b e id en  S e ite n  des D re ie c k s  u n d  v e r lä u ft  p a ra l le l  zu  der 

an d eren , d an n  h eiß t d ie „ s e c t io “  P a r a b e l [ v g l .  A p o llo n io s  C on . I ,  1 1 ] ,  oder 
sie  sch n e id et d ie ein e S e ite  des D re ie c k s  und t r i f f t  d ie an d ere  m  die U n 

e n d lic h k e it  v e r lä n g e r t ; d as k a n n  w ie d e r in  z w e ie r le i W e is e  g esch e h e n , 

e n tw e d e r n a c h  d er S e ite  des K e g e ls  zu, d an n  h e iß t d ie „ s e c t io “ , w e lc h e  die 

L in ie  „m u n ia n i“  u m sc h lie ß t, „se c t io  a d d ita “  o d er H y p e rb e l [v g l . A p o llo n io s  
C on. I ,  1 2 ] ;  im  an d eren  F a l le  fin d et d as S c h n e id e n  n a c h  d er S e ite  der 

B a s is  h in  s ta t t , in n e rh a lb  o d er a u ß e rh a lb , d an n  h e iß t s ie , w en n  s ie  n ic h t 

e in  K r e is  is t ,  „se c t io  d im in u ta “  od er E l l ip s e  [v g l .  A p o llo n io s  C on. I ,  1 3 ] .  

D ie  g e m e in sa m e  S c h n it t l in ie  d er b eid en  F lä c h e n , v o n  d enen  die e in e die
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P a r a b e l ist, h e iß t A c h se  oder P fe i l  der P a r a b e l; ih r  E n d e  n ach  dem  K e g e l 

der P y ra m id e  zu h e iß t H a u p t (S c h e ite l)  der P a ra b e l und S c h e ite l der 

L in ie  „m u n ia n i“ . A lle  sen k rec h t zum  P fe i l  vo n  d er einen  S e ite  der L in ie  

„m u n ia n i“  z u r an d eren  gezo g en en  L in ie n  sind p a ra lle l und w erd en  in  zw ei 

g le ich e  T e ile  g e te ilt. D ie  e in zelnen  so gezo g en en  L in ie n  h eiß en  die 

„ l in e a e  o rd in is “ . A l le  d iese  A u sd rü ck e  sin d  dem  A p o llo n iu s  entnom m en 

[C o n . I  D ef. 4 ], M an  k a n n  nu n  d rei A rte n  vo n  S c h n itte n  u n te r den 

S c h n itte n , d ie n ic h t d u rch  die S p itz e  der P y ra m id e  g e h e n , b esch re ib en , 

w ir  b ed ü rfen  a b er an d iesem  O rte n u r  der P a ra b e l, w ie  s ich  ze ig en  w ird . 

M an  k ö n n te  n u n  in  d er P a r a b e l je d e  L in ie  „b a s is  re c ta “  od er „ la tu s  re c tu m “  

nenn en , d ie zw isch en  der e rw ä h n te n  O rd inate  un d  dem  S c h e ite l der P a ra b e l 

g e le g e n  ist. S ie  w ird  a b e r  n ic h t so v o n  A p o llo n iu s  gen an n t, so n d ern  n u r 

die, d ie  fo lgen d erm aß en  b esch rieb en  w ird  [v g l. A p o llo n io s  C on I, 1 1 ] ,

Z ie h t  m an  v o n  dem  S c h e ite l der P a ra b e l d eren  A c h s e , b is  sie  nach  

d er S e ite  d er B a s is  m it der A c h se  der P y ra m id e  zu sam m en trifft, so h eiß t 

d ie  v o n  dem  M itte lp u n k t  d ieses P fe ile s  gezo g en e  O rdinate  das „ la tu s  re c tu m “  

z u r P a r a b e l, w ie  la n g  od er k u rz  au ch  je n e  P a ra b e l n ach  der S e ite  der 

B a s is  zu se in  m ag . H ie ra u s  e rg ib t  s ich  fü r  je d e  P a r a b e l, daß , w e lch e  

S tü c k e  d iese r P a r a b e l z w isc h e n  irg e n d e in e r  O rdinate un d  dem  S c h e ite l der 

P a r a b e l od er z w isch e n  S tü c k e n  d er „ l in e a  m u n ian i“  lie g e n  m ögen , daß a lle  

d iese  e in zeln en  S tü c k e  P a ra b e ln  sin d  und daß a lle  dasselbe la tu s  rectu m  

h ab en . N o tw e n d ig e rw e ise 1 ) w ird  je n e s  la tu s  re c tu m  d o p p e lt  so gro ß  sein  

a ls  d ie A c h s e  der P a ra b e l, d ie vom  S c h e ite l b is  zu r A c h se  d er P y ra m id e  

g e z o g e n  ist , w ie  m it d er G u n st G ottes in  d er ersten  C o n clu sio  (P ro p o s it io )  

b ew ie se n  w erd en  so ll.

N a c h  Y o r a u s s c h ic k u n g  je n e r  v ie r  B e sch re ib u n g e n  (d e scrip tio n e s) 

fo lg e n  die S c h lü s s e 2) (co n c lu sio n e s).

P r o p o s i t i o  I. In  jed em  re c h tw in k lig e n  K e g e l, der d u rch  eine d u rch  

die S p itz e  un d  den M itte lp u n k t  d er B a s is  geh en d e E b e n e  in  zw ei g le ich e  

T e i le  g e sc h n itte n  w ir d , is t  d ie gem ein sam e S c h n itt lin ie  des K e g e ls  und 

d e r  sch n eid en d en  E b e n e  e in  g e ra d lin ig e s  D re ie c k , d essen  B a s is  der D u rc h 

m esser der B a s is  des K e g e ls  is t  [v g l. A p o llo n io s  Con. I , 3].
P r o p o s i t i o  I I .  V e rb in d e t  m an  zw ei a u f  der O b erfläch e  e in es K e g e ls  

g e le g e n e  P u n k te  d u rch  ein e g e ra d e  L in ie ,  und b e rü h rt  sie  in  d ie  U n e n d 

l ic h k e it  v e r lä n g e r t  n ich t den K e g e l ,  so lie g t  d iese L in ie  im  In n ern  des 

K e g e ls  [v g l . A p o llo n io s  C on. I ,  2],

1) Daß diese Ordinate gleich dem Parameter ist, ergibt sich leicht, wenn man 
durch den Schnittpunkt der Achse der Parabel mit derjenigen des Kegels den der 
Basis parallelen Kreis legt. Vgl. A r c h i m e d i s  Opera ed. H e i b e r g  I8, S. 272,16—17.

2) In G o g a v a s  Druck heißen die Überschriften stets „propositio“, in der
Veroneser Handschrift „conclusio“.
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P r o p o s i t i o  I I I .  In  je d e m  re c h tw in k lig e n  K e g e l is t  d ie S c h n itt lin ie  

e in er z u r B a s is  p a ra lle le n  E b e n e  eine L in ie , d ie e in en  K r e is  u m g ib t ; se in  

M itte lp u n k t lie g t  in  d er A c h se  des K e g e ls  [v g l. A po llo n io s C on. I ,  4 ].

P r o p o s i t i o  I V .  In  je d e r  P a ra b e l is t  das la tu s  re c tu m  d o p p e lt  so 

groß  a ls  d er P fe il . D as la tu s  rectu m  v e rh ä lt  s ich  zu je d e m  L o t  (y ), d as 

v o n  dem  P fe il  zu d er g e k rü m m ten  Se ite  des S c h n itte s  a u sg e h t, w ie  je n e s  

L o t  (y) zu dem  S tü c k  (x ) der A c h se  zw isch en  dem  L o t  un d  dem  S c h e ite l 

der P a r a b e l 1) [A p o llo n io s  C on. I , 1 1 ] .
P r o p o s i t i o  V . Z ie h t m an  in  e in er P a r a b e l irg e n d e in e  O rd in a te  

zw isch en  dem  la tu s  rec tu m  un d dem  S c h e ite l un d  le g t  e in en  K r e is  d u rch  

den S c h e ite l und die E n d p u n k te  der O rdinate, so l ie g t  d essen  M itte lp u n k t  

n o tw e n d ig e rw e ise  a u f d er A c h se  und des S tü c k  (s) se ines D u rc h m e sse rs  

zw isch en  der b etreffen d en  O rdinate  und dem  n ach  d er B a s is  zu g e le g e n e n  

U m k re is  is t  g le ic h  dem  la tu s  re c tu m .2)

P r o p o s i t i o  V I .  V e r lä n g e r t  m an  in  e in er P a ra b e l d ie A c h s e , z ieh t 

die T a n g e n te , b is  sie  d ie  A c h se  sch n eid et, z ieh t m an  d ann  vo m  B e r ü h r u n g s 

p u n k t der T a n g e n te  zw ei L in ie n , v o n  denen d ie ein e se n k rec h t z u r A c h s e ,

d ie and ere  sen k rec h t z u r T a n g e n te  s te h t, so is t  das V e r h ä ltn is  des la tu s

rectu m  ( 2 p )  zu dem  S tü c k  der A c h se  (a ) z w isch en  den b eid en  L o te n  g le ic h  

dem  V e rh ä ltn is  der S tre c k e  (6) zw isch en  dem  n ä h e ren  L o t  u n d  dem  

S c h n ittp u n k t der T a n g e n te  zu dem  S tü c k  (d ) d er A c h se  z w isc h e n  d em 

se lb en  L o t  und dem  S c h e ite l der P a ra b e l.3)

P r o p o s i t i o  V I I .  V e r lä n g e r t  m an  die T a n g e n te  an e in e  P a r a b e l 

b is sie  d ie  ü b er den S c h e ite l v e r lä n g e rte  A c h se  sch n e id e t, un d  fä l l t  m an 

vo m  B e rü h ru n g sp u n k t  e in  L o t  a u f d ie  A c h s e , so is t  d er A b sta n d  des 

F u ß p u n k te s  des L o te s  vo m  S c h e ite l u n b e d in g t g le ic h  dem  A b sta n d  des 

Sc h n ittp u n k te s  der T a n g e n te  vo m  S c h e ite l [v g l. A po llo n io s C on. I , 3 3 ] , 4)

P r o p o s i t i o  V I I I .  B e z e ich n e t m an  in  irg e n d e in e r  P a r a b e l  e in en  

P u n k t  ( P )  in  der M itte  ih re r  A ch se , d er z u g le ic h  a u f  der M itte  des la tu s  

rectu m  lie g t , lä ß t dann  vo n  irgen d e in em  P u n k te  ( P t) der K rü m m u n g  ein e  

L in ie  p a ra lle l zu d er A c h se  n a c h  der B a s is  zu v e r la u fe n , u n d  z ie h t m an  

fe rn e r  in  dem  P u n k t  ( P t) zw e i L in ie n , vo n  d enen die ein e d ie  P a r a b e l 

in  P x b e rü h rt , d ie an d ere  n ach  P  d er A c h se  g e h t , so en tste h en  z w ei 

g le ich e  W in k e l , der eine zw isch en  der T a n g e n te  n a c h  dem  S c h e ite l  d e r  

P a ra b e l und der nach  dem  P u n k te  P  gezo gen en  L in ie , der an d ere  z w isc h e n

1) Es ist ja y 1 = 2px.
2) Ist die betreffende halbe Ordinate y,  die Abszisse x , so ist y 2= 2 p x ;  ander

seits ist in dem Kreis x : y  = y . s ,  also y* = x s  oder s = 2p.
3) Es ist 2p  : (i — b : d. denn es ist cib = y 2 =  2p x  und x —d.
4) Die Subtangente wird durch den Scheitel halbiert.
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d er p a ra l le l  z u r A c h se  gezogen en  L in ie  und d er T a n g e n te  n ac h  d er S e ite  

d er B a s is .

P r o p o s i t i o  I X .  In  einem  p a ra b o lisc h e n  H o h lsp ie g e l s tra h le n  a lle  

p a ra l le l  der A c h se  au ffa lle n d e n  S tra h le n  n ac h  ein  und d em selben  P u n k t  

z u rü c k , e in em  P u n k t , der so w o h l in  d er M itte  des P fe ile s  w ie  des la tu s  

rec tu m  lie g t .

D ie s  e rg ib t  s ich  k la r  aus den P ra e m isse n  un d  dem  ge w ö h n lich e n  

P r in z ip  d er O p tik , n ä m lic h  daß die W in k e l des E in fa l l s  und der R e fle x io n  

g le ic h  sind.

P r o p o s i t i o  X . E in  In stru m e n t aus S ta h l oder einem  and eren  h arten  

S t o f f  h e rz u ste lle n , m it dem  m an  die feste  S u b sta n z  e in es B re n n sp ie g e ls  

n ach  e in er p a ra b o lisc h e n  H ö h lu n g  a u sh ö h len  kann.

S o ll d er S p ie g e l im  A b sta n d  vo n  2 0  F u ß  b re n n en , so m uß m a n 1) 

e in e M eß stan ge  (p e rt ica )  od er - la tte  (v irg a )  v o n  4 0  F u ß  h a b e n , m it  der 

m an  a ls  H a lb m e sse r  (R a d iu s)  e in en  T e i l  eines K re ise s  zeichn en  kan n . 

M an  m uß au ch  zw ei ebene v ie re c k ig e  eh erne od er e isern e  P la tte n  (ré g u la s)  

h a b e n ; ih re  L ä n g e  m uß g le ic h  der g e w ü n sc h te n  B re ite  des S p ie g e ls  sein  

ih re  B re ite  so , daß m an  a u f ih n en  vom  ein en  E n d e  zum  än d ern  einen  T e il  

e in es K re ise s  e n tsp rech en d  dem  oben erw ä h n te n  H a lb m e sse r  z e ic h n e n  kan n  

A u f  d eren  e in er ze ich n et m an [F ig . 1 ]  den T e il  a b c  en tsp rech en d  

der an g e g e b e n e n  G röße des H a lb m e sse rs , a u f  der an d eren  den T e il  d e f  
e n tsp rech en d  ein em  e tw a s, e tw a n u r  einen  

F u ß  k le in e re n  H a lb m e sser . D a n n  fe i lt  m an 

v o n  b eid en  P lä tte n  m it  e in er F e ile  das fo rt, 

w a s  au ß erh a lb  der W ö lb u n g  d er g e z e ic h 

n eten  T e ile  s ich  b efin d et. D a n n  le g t  m an 

a u f  d ie h o r iz o n ta le  E b e n e  e in en  lä n g lic h e n  

v ie re c k ig e n  re c h tw in k lig e n  K ö rp e r  (K )  m it 

p a ra lle le n  B a s e n  u n d  S e ite n , d essen  L ä n g e  g le ic h  d er des B le c h e s  a b c  is t , 

e tw a  g le ic h  8 F u ß  2) D a n n  z ieh t m an a u f  se in e r o b eren  S e ite  ein e d er L in ie  g h  
p a ra lle le  L in ie ,  d ie v o n  ih r  um  1 F u ß  a b ste h t , d. h. en tsp rech en d  der 

G rö ß e , u m  die d er H a lb m e sse r  des K re is e s  d e f  k le in e r  is t  a ls  der 

v o n  abc.  D ie  M itte  je n e r  L in ie  se i e. D a n n  le g t  m an  d e f  a u f  die 

o b ere  S e ite  des K ö rp e r s  K ,  so daß der M itte lp u n k t der K rü m m u n g  d e f  
in  e d ie zu  g h  p a ra lle le  L in ie  b e rü h rt  und z ie h t a u f  der o b eren  Se ite  

v o n  K  en tsp re ch e n d  d e f  e in e  L in ie . D ie s e r  B o g e n  h eiß e de f .  D u rc h  e 
z ie h t m an  ein e L in ie  x x x 3) p a ra l le l zu  den Q uerkan ten  v o n  K , u n d  da, w o

1) Statt der dritten Person hat der Text die zweite.
2) Die Dicke ist nicht angegeben, nach dem späteren ist sie gleich dem Unter

schied der beiden Halbmesser.
3) Die Buchstaben x x x fehlen im Original.



sie  d ie L ä n g s k a n te n  t r i f f t ,  a u f  den S e ite n flä c h e n  zw ei L in ie n  x^b  und 

x m  und en d lich  d ie L in ie  bin. M an k e h rt  n u n  den K ö ip e r  u m , so 

daß er a u f  d er e n tg egen g esetz ten  S e ite  a u fs teh t, le g t  a b c  a u f  d ie  S e ite  ih , 
so daß d er M itte lp u n k t d er K rü m m u n g  a b c  d ie L in ie  i k  im  P u n k t  b b e 

r ü h r t ; en tsp rech en d  d er K rü m m u n g  vo n  a b c  w ird  d an n  die K u iv e  a b c  
gezogen . W ir  h ab en  also  zw ei K u r v e n  a u f den e in a n d e r g e g e n ü b e r

stehen d en  S e iten , n ä m lich  a b c  und d e f ,  T e ile  z w e ie r K re is e , d eren  M itte l

p u n k te  e in an d er g erad e  g e g e n ü b e r lie g e n , so daß d eren  V e rb in d u n g s lin ie  

a u f  b eid en  K re ise n  se n k rec h t steht. M itte ls t  e in es In s tru m e n te s , d essen  

sch a rfe  K a n te  (ac ies) eine g erad e  L in ie  is t ,  w ird  v o n  d er S e ite n w a n d  

(c o sta  la te ra lis )  das, w as au ß erh a lb  d er K u rv e n  a b c d e f  g e le g e n  is t , en tfern t.

E s  b le ib t ein  G ew ölb e  ( fo rn ix )  d e f a b c  ü b r ig , d as e in en  T e i l  d er g e 

k rü m m ten  O berfläch e  eines re c h tw in k lig e n  K e g e ls  z w isc h e n  z w ei p a ra lle le n  

K re ise n  b ild et. D aß  sie  ein T e il  eines K e g e ls  ist, is t  k la r , da  d ie M itte l

p u n k te  d er b eid en  K re ise  a u f  d er a u f b eid en  K re ise n  S e n k re c h te n  lie g e n . 

D aß  sie re c h tw in k lig  ist, w ird  fo lg en d erm aß en  b ew ie se n : D e r  K ö r p e r  l ie g t  

a u f  der e rsten  B a s is , so daß a b c  u n ten  lieg t. V o n  dem  P u n k te  e d en k en  

w ir  u n s ein  L o t  a u f  die B a s is  g e z o g e n , das n o tw e n d ig e rw e ise  a u f  d ie  

tra n sv e rsa le  L in ie  b m  f ä l l t ,  e tw a  a u f  den  P u n k t  o. D a  eo  g le ic h  e in em  

F u ß  is t , w ir  h ab en  j a  d ie H ö h e  v o n  K  so g e w ä h lt , u n d  d a  a u c h  bo  e in  

F u ß  ist , da e vo n  g h  n ach  d er A n n a h m e  u m  e in en  F u ß  ab steh t, so w ird  

in  A  eob eo =  ob  und o =  9 0 ° , d a h e r s in d  die b eid en  än d ern  g le ic h  4 5 ° .  

D a ra u s  fo lg t ,  daß u n se r K e g e l  e in  re c h tw in k lig e r  K e g e l  is t  u n d  a b c d e f  
ein  T e il eines so lch en . A u f  d er V e r lä n g e r u n g  vo n  bo  fa l le  nu n  e in  P u n k t  n, 
so daß bo =  o n  ist. A u f  d er B a s is  ilca c  z ie h t m an  n u n  ein e  L in ie ,  d ie  

d u rch  n  g e h t und ib k  p a ra l le l ist. D u rc h  den P u n k t  e le g e n  w ir  e in e

E b e n e , d ie , w a s  au ß erh alb  je n e r  O b erfläch e  n a c h  d er S e ite  v o n  b zu lie g t ,

ab sch n eid et. D ie  S c h n itt lin ie  der eben en  und k ru m m e n  O b e rflä ch e  is t  e in e  

P a ra b e l. M an  z ie h t nu n  e in  eben es D re ie c k , d as d u rch  den  K e s e l  und' o
den M itte lp u n k t d er B a s is  und d u rch  die L in ie  b o m  g eh t. D ie  S e ite n  

des D re ie c k s  sch n eid en  den K e g e l  zw e im al, en  is t  p a ra l le l  d er ä n d e rn  

S e ite  des e rw ä h n te n  D re ie ck s, bn  b ild e t  v e r lä n g e r t  an  d er b etre ffen d e n  S e ite  

e in en  W in k e l v o n  4 5 ° ,  da  bn  fe rn e r  p a ra l le l m it  dem  D u rc h m e sse r  d er B a s is  

is t , so is t  en o  4 5 ° ,  a lso  is t  en n a ch  d er 29 . P ro p o s it io n  des e rste n  B u c h e s  [v o n  

E u k l i d ]  d er e rw ä h n te n  S e ite  p a ra lle l. M an  e rh ä lt  a lso  e in e  E b e n e  m it 

S e ite n , d ie  e in er P a r a b e l e n tsp rech en . Ih r  p aß t m an  ein e  S ta h lp la t te  an, 

d eren  R a n d  m an so sc h ä rft , daß er der K rü m m u n g  d er P a r a b e l  e n tsp r ic h t. 

M it e in em  In stru m e n t h ö h lt  m an  ein e an d ere  s tä h le rn e  o d er e ise rn e  P la t te  

au s und p o lie r t  d iese ; dann  h a t m an  ein en  B re n n sp ie g e l, d er zum  m in d esten  

so w e it  b re n n t a ls  dem  h a lb en  D u rc h m e sse r  des K re is e s  e n ts p r ic h t , m it 

dem  der K re is  a u f  d er e rsten  P la t te  a b c  g e z e ic h n e t w u rd e , w ie  s ic h  aus

2 Q0 J. L . H e ib e r o  und E. W ie d e m a n n .
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der neunten Proposition des vorliegenden Werkes ergibt. Genauer findet 
[Fig. 2] man aber dies Intervall folgendermaßen: Man macht bx1) (den 
Radius des größeren Kreises) 40, eo =  1, dann 
ist auch ob =  l 2), dann ist nx — 38, ferner ist 
nx =  xq, daher ist qn =  )/2888, dies ist nur 
eine halbe Einheit größer als 53 (genau 53,74), 
daher ist das ganze eq =  [qn +  en] 3) ein wenig 
größer als 54, dessen Hälfte etwas größer als 
27 ist. Ist also der Halbkreis (sic) 40, so ist 
der Intervall 27 Fuß und ein wenig mehr.

 Ebenso sei bx =  5 ,  dann ist nx =  3 ,  eo =  1, ebenso ob =  1 , nq ist
"|/18 =  "j/33 -h 3 2 [=  4,24], ne ist f/ 2 [=  1,41]. Danach wird eq =  ]/32, 
dessen Hälfte =  ]/8 ist.4)

In einem solchen Zwischenraum findet unter jenen Voraussetzungen 
das Brennen statt.

Hieran schließt sich noch eine besondere Proposition über Asymptoten 
mit den Worten:

Es folgt ein auf den ersten Anblick wunderbarer Schluß, der freilich 
dem vorliegenden Zweck nicht dient (zugehört\ aber doch aus dem Kegel
schnitt, der Hyperbel5), zu folgen scheint.

P ropositio  KI. Es können zwei Linien, von denen die eine gerade, 
die andere gekrümmt ist, oder die beide in ähnlicher Weise gekrümmt 
sind, gezogen werden, die, je weiter sie verlängert werden, sich immer 
mehr nähern, aber doch niemals Zusammentreffen, selbst wenn sie ins 
Unendliche verlängert werden [vgl. A p o llo n io s  Con. II, 1],

II. Stücke des lateinischen Texts.
1. D ie  V o r r e d e .

Gogaya.
Praefatio auctoris.

Cum uiderem omnes qui in 
Perspectiua aliquid scripserunt, 
ubi de Speculis ad certam distan-

Cod. Veronens.
Quia uniuersos, quos de speculis con- 

cauis ad certam distantiam comburen- 
tibus tractare perpendi, seu quorum in 
scriptis uidi tractatus, omnes et singuli

1) D ie Konstruktion soll die Länge der Achse der Parabel aus dem R adius des 
größeren Kreises und dem Unterschied beider R ad ien liefern.

2) e entspricht also einem K reis, der einen um 1 kleineren R adius als b x  hat.
3) E s ist en  =  ]/  2 =  1,41, also eq =  53,4 -fi 1,41 =  55,1.
4) Statt die W erte anzugeben, werden noch aus Freude an den W urzeln  diese 

gegeben. Es ist eq  =  4,24 -fi 1,41 =  5,65. V 3 2  =  5,657. Die Hälfte ist 2,828, _und 
Y  8 ist ebenso 2,828.

5) Cod. Veronensis hat „m uchesi“ statt „ h y p e rb o la 1.

!P°UieCHNiKl]
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tiam comburentibus disputant, 
duas conclusiones ab A p o l l o n i o  
Pergseo allegatas praisupponere, 
quibus reliqua omnia innituntur, 
adeo ut etiam ipse V i t e l l i o ,  cum 
peculiarem librum prsemittat, ubi 
omnes propositiones illi necessa- 
rias, omniaque lemmatia quibus 
post ntitur demonstrat, ut opus 
uniuersum seipso contentum 
esset, praedictas tarnen conclusio
nes supponat tanquam neces- 
sarias, minime uero demonstrat: 
nulla inquirendi defatigatione
reiectus fui, quin ad ueram in- 
telligentiam unius earum, ac 
tandem ad utriusque cognitionem 
per demonstrationem peruenirem. 
Ne igitur boc labore meo mihi 
soli profuisse uidear. decreui 
cogitationes has meas mandare 
literis, earumque interuentu ac 
aliorum quae subnectam Spe
culum ustorium ad quantam
libet distantiam qua ratione
fabricandum sit demonstrare.

Primum uero a definitionibus 
exordiamur.

composuerunt duas concauationes de 
A p o l l o n i o  pergeo allegatas, super quibus 
tota eorum intentio fundabatur, in tan- 
tum ut etiam ipse V i t e l l o  auctor per- 
spectiuse unum librum premittit, in quo 
demonstrare nititur omnes concauationes, 
que sibi uidentur necessarie atque pre- 
ambule ad suum propositum, ita ut totus 
liber suus sufficeret sibi ipsi. dictus 
tarnen U i t e l l o  duas concauationes A p o l -  
l o n i i  predictas in perspectiua sua sup- 
ponit, quas non probat, sed utitur eis 
tamquam necessariis. et licet ueritatis 
earum notitia latuit ualde non obstante, 
quod adhiberem diligentiam magnam pro 
demonstratione obtinenda earundem, ta
rnen finaliter et tedio et labore ad unum 
uerum intellectum alterius earum deueni, 
cuius probatio et quia influente1) mihi 
satis faciliter occurrebat. unius ergo 
probatione inuenta et in scriptis redacta 
circa probationem alterius, donee deo id 
monente inuenirem, insistere non tar- 
daui. probationibus itaque istarum du- 
arum questionum scitis et scriptis, ne 
tarn solicitus labor meus perderetur, pro- 
pono mediantibus istis et aliis, infra prout 
docetur2), docere facere unum speculum 
comburens, ad quantam libuerit distan
tiam, quod potest esse dimidium diametri 
speculi cuiuscunque, cuius alicuius3) 
portio quantumcunque magna seu mó
dica poterit instrumentaliter lineari. et 
erit huius tractatus intentio propinata, 
ad quam intentionem perficiendam pariter 
et probandam quasdam concauationes4) 
et descriptiones premittam, quarum pri
ma est:

1) Lies intuenti; quia ist verschrieben.
2) Lies dicetur. 3) Lies aliqua.
4) d. h. conclusiones.



2. A nfang der Schrift.

D efin itiones.
Pyrunns íotunda est transitus trianguli rectanguli, altero suoruni 

laterum rectum angulum continentium fixo, et triangulo ipso donec ad 
locum unde moueri cepit, redeat circumducto. Si tune latus fixum lateri 
circumducto fuerit sequale, erit pyramis 
rectángula. Si uero longius acutangula.
Et si breuius obtusangula. Hoc satis 
patet in principio undecimi elementorum 
E ü c i i d i s  [Fig. 3]. Pi8-3-

In omni rotunda pyramide Orthogona secta per superficiem planam io 
non transeuntem per caput pyramidis nec asquedistantem basi differentia 
communis diet® superficiei et diet® pyramidi uocatur sectio quam con 
tinet linea Arabice dicta muniani. H®c descriptio ab 
A p o l l o x i o  allegatur. Quando secatur pyramis rotunda 
et rectángula duabus superficiebus planis, quarum 
una per caput et per centrum basis transit, secans 
pyramidem secundum triangulum, ut infra patebit, ■Fig'4’
et altera non transit per caput, imo secat earn cum superficie quam 
continet linea muniani iuxta descriptionem prasmissam [Fig. 4], sic quod 
una dictarum superficierum planarum secantium stet 
super alteram secundum rectos ángulos, tunc linea recta 
quae est differentia communis dictis duabus superficiebus 
secantibus necessario uel secabit unum duorum laterum 
trianguli et aequedistabit alteri, et tune uocatur sectio 
parabola, uel secabit unum latus trianguli et concurret 
cum altero latere in infinitum protracto, quod contingere 
potest dupliciter [Fig. 5], uel ex parte coni, et tune, 
sectio quam continet linea muniani, uocatur sectio addita 
siue hyperbola, uel secabit ex parte basis, intra uel 
extra, et tunc si non sit circulus uocatur sectio diminuta 
siue Ellipsis.

Eine arabische Schrift über die Parabel und parabolische Hohlspiegel. 2 03

1 Definitiones] om. Veron. 2. rectanguli] om. 4. cepit] ceperit. tune]
autem. 6. longius] longius erit. Figg. om. 10. Secunda add. Orthogona] ortho-
gonia. 12. communis] correspondens. pyramidi] pyramidis. quam — 13. de
scriptio] om. Ftg. om. 14. Tercia add. secatur] secatum est. 15. et] orthogonia. 
duabus] cum duabus. 16. per (alt.)\ om. 18. caput] caput eius. 19. linea 
muniani] lineam miniani. 21. rectos ángulos] ángulos rectos. 22. differentia 
communis] circumferentia consequens. 25. parabola] muksi. latus] laterum. 
concurret] concurrit. Figg. om. 28. muniani] miniani. uocatur] uocabitur 
29. siue hyperbola] ovu 31. siue Ellipsis] om.

\



Iterum dicta linea qu® est differentia communis dictis superficiebus, 
quarum altera est sectio parabola uocatur axis, siue sagitta parabo ®, 
cuius extremitas uersus conum pyramidis, uocatur caput sectioms parabol®,
et caput line® muniani.

5 Et omnes line® protract® orthogonaliter super dictam sagittam, ab
uno latere line® muniani, usque ad alterum eius latus erunt mutuo 
®quedistantes, et diuiduntur per dictam sagittam in dúo ®qualia, et uo- 
cantur singul® line® sic protract®, line® ordinis illius sagitt®. Omnes 
isti termini ab A p o l l o n i o  sumuntur. Et licet triplex sectio inter sectiones 

10 non transeúntes per caput pyramidis describatur, non tarnen eis hoc loco 
indigebimus, nisi sectione parabola, ut patebit.

Licet in sectione parabola, qu®cunque linea possit uocari basis recta 
seu latus rectum sectionis parabol®, intercept® inter dictam lineam ordinis 
et caput sectionis: Non tarnen ab A p o l l o n i o  sic uocatur, sed qu® sic

15 describitur Sectionis parabol® cuius tantum descenderit sagitta a capite 
sectionis quousque ex parte basis cum axe pyramidis concurrerit lmea 
ordinis transiens per punctum medium diet® sagitt® uocatur latus erectum 
illius sectionis parabol® quantumcunque ilia sectio ex parte basis longa 
fuerit siue curta. Vnde patet ex hoc de omni sectione parabol®, quod 

20 ilia sectio qu®cunque eius pars intercepta inter aliquam lineam ordinis 
et caput sectionis, ac inter partes line® muniani, singul® tales partes 
sunt sectiones parabol®, et omnes tales idem obtinent latus erectum. Et
erit illud latus erectum necessario duplum ad sagittam sectionis parabol®
protensam a capite illius sectionis, quousque concurrat cum axe pyra- 

25 midis, ut in quarta conclusione Deo fauente, probabitur. Istis quatuor 
descriptionibus pr®missis, sequuntur conclusiones.

2 0 4  J. L. H e i b e r g  u n d  E. W i e d e m a n n .

1. communis] correspondons. 2. parabola] m uksi. siue] sicut. paraholæ] 
muksi. 3. extremitas] extremum. parabolæ] m uksi. 4. m uniani] m iniani.
6. m uniani] m iniani. eius latus] latus eius. mutuo] om. 7. d iuidun tur] diui-
ditur. 8. singulæ ] om. 9. term ini] tres. sum untur] sic describuntur. ■ E t  —
sectio] et notandum quod inter interstitiones. 10. describatur] trip lex  sectio de
scribatur. boc loco] om. 11. n isi] ad propositum  nostrum p rin cip a le  nisi,
parabola] muksi. A d d .  et inferius et ultim um  notandum est quod sectio rectángula
parabolla et m uksi idem sunt, item sectio am pligonia iperbolea et m uksi addita
idem sunt, item sectio oxigonia eclipsis et m uksi dim idiata idem sunt secundum
auctores. 12. parabola] muksi. linea] linea ordinis. 13. parabolæ ] m uksi.
14. sed — 15. describitur] imo hec est descriptio uera eius. 15. parabolæ ] muksi. 
cuius] cum. 16. pyram idis] pyram idi. 18. parabolæ] m uksi. longa fuerit] 
fuerit longa. 19. parabolæ ] muksi. 20. quæcunque] quantumcunque. 21. mu
n ia n i] m iniani. 22. sunt] sint. parabolæ] m uksi. obtinent] retinent. 23. sec
tionis parabolæ] secantem muksi. 25. conclusione] propositione. Deo fauente] 
om. probabitur] probabitur deo dante.
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P ropositio  prima.
In omni rotunda pyramide ortbogona secta in duo æqualia cum 

superficie plana transeúnte per caput pyramidis et centrum basis, differentia 
communis pyramidi et dictæ superficiei secanti, erit triangulus rectilineus, 
cuius basis erit dyameter basis pyramidis ita sectæ.

Ista conclusio statim se offert intellectui ex prima scilicet descriptione 
pyramidis per triangulum circumductum. Et sic patet ueritas illius quod 
descriptio tertia supponit, et uocantur latera dicti trianguli hypotenusæ 
pyramidis, ut per primam conclusionem de curuis superficiebus patet.

10

15

3. S a tz  I V .

Propositio  IIII.
In omni sectione parabola latus erectum duplum est ad sagittam: 

idque latus erectum ad omnem perpendicularem exeuntem a sagitta usque 
ad curuum latus sectionis se babebit, sicut ilia perpendicularis se babet 
ad partem sagittae interceptam inter dictam perpendicularem et caput 
propositse sectionis.

In pyramide adb [Pig 6] secta sectione 
parabolae, sectio parabolae sit p c f , cuius 
sagitta fo concurrat in puncto o cum axe 
pyramidis ao. Per h medium sagittae trans- 
eat linea ordinis pghg ortbogonalis super 
sagittam, quae quidem linea ordinis uocatur 
latus erectum dictae sectionis per quartam 
descriptionem. dico quod linea pg  est dupla 
ad sagittam fo, et quod pg se babet ad perpendic mn exeuntem a sagitta ad 
latus curuum sectionis, sicut eadem perpendicularis mn se babet ad m f  partem 25 

sagittae interceptam inter dictam perpendicularem et caput sectionis. Secet 
triangulus adb propositam pyramidem in duo media transiens per caput eius

/  n

f c / /  ms. / /  \  /
/ k \ /  \

/  0
20

Fig. I

1. Propositio prim a] quarum  prim a est. 2 rotunda pyram ide orthogona] p y ra
mide rotunda orthogoniam. cum] atque. 3. centrum ] per centrum sue. diffe
rentia communis] conclusionis dicte. 4. rectilineus] rectelinearis. 5. dyameter] 
diameter. ita] iam. 6. se] sic. intellectui] intellectum . 7. per triangulum  
circum ductum ] rectum ductum. sic] om. 8. hypotenusse] ypotemisi. 0. de 
curuis] om. 10. Propositio I I I I ]  quarta conclusio. 11. parabola] m uksi. erec
tum —  est] est erectum duplex necessario. sagittam ] sectum. 12. exeuntem] 
existentem. 15. sectionis] sectionis uirge. 16. a d b ] a b d .  17. parabolae] muksi. 
sectio — p c f ] que fit (le g . sit) p f c .  19. per h\ et per punctum. 20 p g h g ] per gh. 
orthogonalis] orthogonaliter. 21. sagittam] sagittas. 23. dico] tunc dico. p g  
est] p g c .  24. m n ]  in  n. 25. eadem] ilia . m n ]  in  n. m f  partem ] fm  parte.
I n  f ig .  g  in  a x e , p  in  b a s i  est. 26. A n t e  Secet in s . :  probatio. 27. a d b ]  a b d .
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et per eius centrum: sic quod iste triangulus stet super sectionem parabol® 
secundum ángulos rectos, prout uult tertia descriptio. Cum igitur in pro
posito linea pg  necessario stabit perpendiculariter super dictum triangulum 
imaginabor circulum transiisse per puncta g et d (lie s  p), diuidentem pyra- 

5 midem sequedistanter basi pyramidis, cuius diameter sit khl, ergo quadratum 
line® lig erit ®quale quadrangulo, quod fit per kh m (lie s  in) hi per trigesimam
3. et octauam sexti E u c lid is . Cum ergo quadratum oc linea quae est semidia. 
basis pyramidis erecta ortbogonaliter super diametrum bd resultet eadem 
ratione ex ductu bo in od, et line® hi et od sint ®quales per trigesimam 

10 quartam primi: ergo quadratum oc fit ex ductu hi in bo et quia quadra
tum gh resultat ex hi in kh productorum autem et producentium eadem est 
propositio (lies proportio), ut elici potest ex prima sexti in quantitatibus con- 
tinuis erit proportio bo ad kh, sicut quadrati oc ad quadratum hg, sed bo 
ad kh est, sicut fo ad fh ex quarta sexti, ergo proportio quadrati oc ad 

15 quadratum hg est, sicut proportio fo ad fh. E t consimiliter potest pro- 
bari de omnibus duabus perpendicular, exeuntibus a duobus punctis 
sagittae usque ad latus curuum figur® parabol®, quod linea sagitt® 
intercepta inter perpendicularem remotiorem et uerticem figur® parabol® 
se habet ad lineam sagitt® interceptam inter perpendicularem propinqui- 

20 orem uertici, sicut quadratum perpendicularis remotioris ad quadratum 
perpendicularis propinquioris. Cum igitur ex pr®missis o f  ad Ilf sit sicut 
quadratum oc ad quadratum hg, o f  autem est dupla ad h f  ex bypotbesi, 
ergo quadratum line® oc erit duplum ad quadratum line® gh, igitur per 
correlarium decim® septim® sexti oc se babet ad hg in medietate dupl® 

25 proportionis, oc autem et od sunt ®quales, cum sint semid. eiusdem

1. iste] ille. parabolae] muksi. 2. rectos] om. igitur] ergo. 3. linea — 
perpendiculariter] necessario stabit linea pg perpendicularis. 4. imaginabor] ixna- 
ginor. transiisse] transire. d] per p. 5. sequedistanter—pyramidis] equedi- 
stanti pyramidis basi. ergo] erit. 6. hg erit] gh. quod — 3.] contento ex kh m. 
(leg. in) Ih per tertiam tertii. 8. bd resultet] db resultat. 9. in] m. per] 
cum sint equidistantes et inter (hi del.) ho et Id equidistantes per. 10. primi] 
primi Euclidis. quadratum] quantum. fit] resultat. in foo] m. ob. quia] om.
11. hi—autem] ductu eque (leg. eius que) hi m (leg. in) hb, sed productorum.
12. ut] ut probat décima octaua septimi Euclidis in numeris et ut. elici] dici. 
ex] a. sexti] quinti Euclidis. continuis] ergo eadem. 13. quadrati—hg] quarti 
oc ad quartum gh. sed] sed proportio. 14. ex—sexti] per quartam sexti Euclidis.
15. potest probari] probari potest. 17. parabolae] muksi. 18. parabolae] muksi.
19. ad lineam] a linea, deinde del. figure. interceptam] intercepta. 20. uertici] 
ex uertice. 22. of autem] et of. ex hypothesi] cum ex ypotbesi sit punctus 
medius tf. 23. quadratum] quartum (sic saepius). erit] est. gh, igitur] hg, 
ergo. 24. correlarium] correspondentiam. oc] Euclidis, linea oc. hg in medi
etate] lineam gh immediate. 25, oc — od] linee autem oc et cd. semid.] semi
diameter.
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circuli, igitur od a.(l hg se habet in medietate duplæ. Similiter ad se 
habet ad od in medietate duplæ, per quadragesimam sextam primi, et 
correlarium 17. sexti. ergo ad est dupla ad hg. Sed et eadem ad est 
dupla ad fo, eo quod ad ad fo sicut bd ad bo per quartam sexti, et 
bd dupla ad bo. quare per septimam quinti hg et fo sunt æquales, pg 5 
autem est dupla ad hg, ergo pg  est dupla ad fo. Patet igitur prima 
pars conclusionis propositæ, cum pg  sit latus erectum sectionis, et fo 
eius sagitta. Et ex consequenti sequitur quod latus erectum sectionis 
necessario sit quadruplum ad medietatem sagittæ, scilicet pg  quadrupla, sit 
ad fh. Nunc ad secundam partem conclusionis probandam, scilicet quod 10 
pg  latus erectum sectionis se habet ad perpendicularem mn, sicut mn se 
habet ad mf, describo circulum transeuntem per puncta m et n diuidentem 
pyramidem æquidistanter basi. Cuius diameter sit linea rms. cum igitur 
Jns et hl per trigesimam tertiam primi euclidis sint æquales, et ex ductu ms 
in rm, fiat quadratum lineæ mn, atque ex (corr. mg ex p) hl æquali ms 15 

in Ich, fiat quadratum lineæ hg, ergo ut supra eadem est proportio kh ad rm 
quæ quadrati lineæ hg ad quadratum lineæ mn. kh autem ad rm  est sicut fh 
ad fm. quare fh ad fm  sicut quadratum lineæ hg ad quadratum lineæ mn. 
et si sic, ergo per 15. quinti, eadem est proportio pg quadruple ad fh, ut 
ostensum est, ad fm , sicut quadrati pg  quadrupli ad quadratum hg, per 20 
correlarium 17. sexti, ad quadratum lineæ mn, cum per idem correlarium 
proportio quadrati pg  ad quadratum mn sit dupla ad proportionem 
lineæ pg  ad lineam mn. Per propositionem 11. quinti ergo proportio 
lineæ pg  ad lineam fm est dupla ad proportionem lineæ pg  ad lineam mn.

1. igitur] sicut basis pyramidis ergo. ad— medietate] se habet ad h g  imme
diate. Similiter —  2. duplae] proportionis. 3. correlarium 17.] per correspondentiam
decime septime. a d  (pr.)] om. 4. fo ]  o f.  eo quod —6o] om. et bd]  eo quod d b  
sit. 5. bo. quare—6. autem] ob, ergo eadem est proportio a d  ad o f  et a d  g d  ad 
h g , ergo h g  ad o f  sunt equales per septimam quinti Euclidis, sed p g  6. igitur]
ergo. 9. necessario sit quadruplum] sit necessario quartum. scilicet—10. fh ]
interceptam inter medium punctum sagitte quod est h  et caput sectionis ita quod 
linea p g  necessario est quarta ad latus fh .  10. Nunc] quantum uero. partem] 
partem proposite. scilicet] uidelicet. 11. m n ]  ilia perpendiculariter m n. 12. de
scribo] describo primo. et] om. 13. sequidistanter] equidistantem. 14. per_
sequales] sint equales per trigesimam tertiam primi Euclidis ut superius argumen- 
tatum est 15. rm ] m r.  fiat] resultat. atque ex] ex ductu. sequali] equalis 
linee. 16. k h ] h k . fiat] resultat. linese] om. k h ] hk. rm ] m r  17 quse] 
et per consequens h f  ad »¡/'sicut. k h — 18. m n ] om 19. sic] sit per 15. 
quinti] per quintam sexti. fh ]  h f .  ut] ut supra. 20 fm ]  m f.  quadrati] 
quadranguli. 21. correlarium 17.] correspondentiam decime septime. cum] cum
ergo. correlarium] corespondentem. 22. proportio quadrati] propositio quarti. 
23. propositionem 11.] suppositionem decimam. ergo] Euclidis, ergo per eamdem 
est. proportio] propositio. 24. ad (tert.) — p. 208, 2. p g ]  om.
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,. ,• • i.„r na et fm. Eadem est igitur
quare mn  est medio loco propor íona 1 oti0nis ad lineam m n  per-
proportio linese pg, qum est latus erec: u erat’ secunda pars conclu-
pendicularem, qute est eiusdem mn a f  ■ utramque sui partem,
L ü .  probanda. P a «  »rgo condus.o secnndunr u tra n r^

5 c u i u s  s e c u n d a  p a r s  f u i t  c o n c l u s i o  A p o l  . . m O te n d m
a l t e r i u s  s u n t  a l i q u m  p r m a m b u lm  c o n c l u s m n e s  p r m m i t t e n d m .

~ -  *■» -  « r ^  r : i ^ e A p p o « b lta e ”
Quse — 4. p ro banda] secundario  fu i pro an ;n s te ti  co n seq u en ter e tiam  c irca
6. prsem ittendee] c irca  eius p robationem  sa is i ’ p re am b u las conclusiones
probationem  a lte riu s  conclusionis in stabo , sed p n u s  a liq u as p ream

p rem itta ra , quarum  p rim a  est.

G o g a v a .
Sic igitur utraque pars pro

positions demonstrata esto.

4 . S c h lu ß  der Abhandlung.
Cod. V e r o n e n s .

Sic ergo patet ueritas conclusionis 
proposite quantum ad utramque eius 
partem, et notandum , quod sectio ad 
probationem istius conclusionis assumpta 
est sectio muksi addita, scilicet sicut 
patet sedulo intuenti. et bee ad presens 
dicta breuiter sufficiant. et sic est finis 
ad laudem omnipotentis Dei eiusque 
Matris gloriosissime matris uirginis Marie.
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An Italian algebra of the fifteenth Century.
By Louis C. K a r p i n s k i  in Ann Arbor.

G h aliga i devoted the tenth to the thirteenth books of his Pratica 
d’arithmetica1) to algebra, being one of the earliest expositions in print. 
The tenth chapter begins with the following statement:

"Dice B e n e d e tto  la Regola dell’Arcibra, quale G uglielm o de Lunis 
la traslato d’Arabo a nostra Lingua, & secondo detto G uglielm o detta Regola 
e composta da uno nome Arabo di grande intelligentia, & che alcuni dicono
essere stato uno il qual nome era G eb er, & L ionardo P isan o , dice che
Algebra amucabile, e la interpretatione della Regola in quella lingua.

Segue el Testo di G u glielm o.”

Under this heading G h aliga i states that according to G uglielm o in
this "Regola del Geber, quale noi diciamo Arcibra” are employed seven 
terms: Geber, Elmechel, Elchal, Elchelif, Elfazial, Buram (Di fareburam) 
and Eltermen. These are interpreted as recuperatione, essempio or assimi- 
gliamento, oppositione, dispositione, diferenza, ragione, and finitione re
spectively.

The P lim pton  collection contains an Italian mathematical manuscript 
of 14642) which gives an extended treatment of algebra following several 
authorities of that time. The manuscript is of importance for the history 
of algebra because it contains a number of references to teachers of this 
discipline in the fourteenth and fifteenth century as well as an Italian 
translation of a large part of the algebra of Mohammed ibn Musa which 
is ascribed quite definitely to G uglielm o de L unis. The thirteenth, four
teenth and fifteenth books of the work are devoted to algebra, and the 
first of these contains the algebraical and geometrical solution of qua
dratic equations as given by A l-K how arizm i together with multiplication 
and division exercises and further equations whose solution depends on

1) The 1521 edition of G t h a l ig a T s  w ork was entitled Sum m a de arithm etica, but 
according to R i c c a r d i  (B ib lio teca  m atem atica ita lia n a  1, Modena 1870, p .  500) it  is the 
same as the 1548 and 1552 editions. I  quote from the 1552 Florence edition.

2) D. E. S m it h ,  P a r a  arithm etica, Boston 1908, p. 459, 461— 463 w ith plate.
B ib lio th e c a  M a th em a tica . I I I .  F o lg e . X I . 14



the six as in A l - K h o w a r i z h i  (plus the forms ax3= n ,  a x * = n , axb= n  
and aæ6 =  w). The opening sentence of this thirteenth book is a quotation 
from the "regola delgeber” very similar to that given by G h a l i g a i  and 
including the seven terms whose derivation is uncertain. Prmce 
B o n c o m p a g n i 1 ) states that the algebra translated by G u g l i e l m o  i s  an ex
tract from the algebra of A r y a b h a t a  "qui avait passé en Arabe , but 
upon what authority this assertion is based B o n c o m p a g n i  does not state.

C o s s a l i 2)  refers to a "Ragionamento di Algebra” by R a f f a e l e  C a n a c c i  
(XIV Century) which contained references to an earlier work by G h u g l i e l m o  
l e  L u n i s ,  of whom C a n a c c i  makes the following statement: "La regola 
dell’ argibra, la quale regola G h u g h e l m o  d i  L u n i s  la traslato darabico a 
nostra lingua”. This is assumed by C o s s a l i  to mean that G u g l i e l m o  
translated into Italian the algebra of A l - K h o w a r i z m x .  M a r c o  A u r e l j )  and 
A n t i c h  R o c h a 4)  of Gerona both refer to G u g l i e l m o  as the first to trans
late the rules of algebra from Arabic into Italian, basing their assertion ; 
probably on G h a l i g a i .  The question of the language used by d e  L u n i s 5)  
is further complicated by the fact that the known manuscripts from his 
hand are in Latin.6) C o s s a l i  says also that C a n a c c i  places "geber” as

1) Nouvelle biographie générale 32, P a ris  1860.
2) Origine, trasporto in  Italia  . . ■ dell’Algebra 1, p. 7 and p. 25. Through the 

courtesy of the L ib ra ria n  of the “Biblioteca N azionale” of Florence I  am able to give 
the beginning and end lines of the Cod. Palat. 567 of the fifteenth century which is  
from the hand of R a f f a e l l o  d i  G i o v a n n i  C a n a c c i  “ ciptadino fiorentino arism etrico  
e geometro” . The introduction begins: “ L a  regola dell’a rgib ra , la  quale reghola 
G h u g l e l m o  d e  L u n i s  la  traslato d’arabico a nostra linghua: e secondo el detto 
G h u g e e m o  ed a ltri, dichono questa essere chonposta da uno maestro arabo . . .
The introduction ends: “ e L i o n a r d o  P i s a n o ,  nella quindecim a parte hovuero chapitolo, 
dice: la  reghola d ell’argibra am uchabile è detta reghola d oppositione e di restau- 
ratione, cioè di ristoramento. E  questo chiaramente pe’ cbasi si chonprenderà” The  
work itself begins: “ Prim a, dou’ è fondata la  prim a reghola de’ p rim i chapitoli, coè 
de’ p rim i tre "term ini. Volendo l ’autore mostrare le sei prim e reghole, dimostra 
quelle hauere di bisogno di tre proprieta ehe auenghono a lla  quantità” . And ends- 
cAdunche d ira i: cbe’ l  prim o per sé solo farebbe i l  lauoro in  60 (di), p h i R adice di
3500; e’l  sechondo per sé solo farebbe i l  lauoro in  5 di, p iii R ad ice di 3o, sichome
di sopra dicemo; e chosi hoseruerai in  sim igliante Ragione, ennonne errerai, adunche  

nota bene el modo aco ehe l ’entenda .
3) Libro primero, de arithmetica algebratica, V alen cia  1552.
1) Arithmetica, Barcelona 1565, fol. 251 verso.
5) E n e s t r ö m ,  B i b l io t h .  M a th e m ., 83, 1907/8, p. 81.
6) M S t e i n s c h n e i d e r ,  Die europäischen Übersetzungen aus dem Arabischen bis 

M itte des 17. Jahrhunderts; S it z u n g s b e r .  d. p h i l . - h i s t .  K l a s s e  d. A k a d .  d. 
W is s e n s c h .  in  W ie n  1 4 9 , 1905, p. 80. W i l h e l m u s  d e  L u n i s  is  given as translator of 
A v e r b o i s  “ Comment, super lib. introduct. P o r p h y r i i ” ; of A r i s t o t l e ,  “ Praedictam enta” ; 
and possibly of “ Pereyrm enias” (peri Hermeneias). A ll of these in  Ms. Amplon. 

Qu. 318, 3, 4, 5
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first of the seven Arabic names of analytical operations, adding that de 
Lunis interpreted this "geber” as "recuperamento”. The Latin manu
script1) of A l - K h o w a r i z m i ’s  algebra in the P l i m p t o n  collection translates 
'algebra et almuchabala” by "recuperationis et oppositionis”. The seven 

terms do not occur in this version nor in any other now known.
The fourteenth book of the manuscript under discussion follows 

Maestro B i a g i o ”  who died, it is stated, about 1340. This is too early 
to refer to B i a g i o  da Parma2) who taught in Pavia, Padua and Bologna 
Irom 13<4 1416, but an altro maestro B i a g i o ”  doubtless refers to 
this man.

L e o n a r d  of Pisa appears as the authority for the first chapter of 
the fifteenth book while the second and third chapters were to be devoted 
to the writings of an unplaced "Maestro G i o u a n n i ”  and "sottile maestro 
A n t o n i o  respectively. Unfortunately only the first chapter was completed. 
"Maestro A n t o n i o ”  would correspond in time and place, as most of the 
references are to Florence and vicinity, to A n t o n i o  B i l i o t t i 3)  of Florence 
who taught in Bologna in 1383. "Maestro G r a t i a  de Castellani frate 
di santo agostino gran teologho de castellani” is mentioned as the author 
of an algebra which was written about 1340. F a b r i c i u s 4)  places G r a t i a n u s  
Florentinus about 1380 and ascribes to him "Lectiones Theologicae” and 
"Quaestiones super libros sententiarum”. C h e v a l i e r 5)  adds the appellation 
C a s t e l l a n i  s o  that the identification would seem to be complete. "Maestro 
M i c h e l e  ( S c o t u s ? ) ”  is mentioned as father of "Maestro M a r i a n u s ”  and a 
"Maestro L u c h a ”  is named as one of the teachers, undoubtedly of mathe
matics. P a o l o  D a g o m a r i  is mentioned as a friend and pupil of the first 
B i a g i o .

B o e t h i u s  appears with L e o n a r d  of Pisa and J o r d a n u s  in the intro
duction to the arithmetic, but more noteworthy is the reference to A l -  

K h o w a r i z m i .  "E secondo che dice nel primo capitolo lalgorismo elnu- 
merare o vero rapresentare le fighure e dare loro lanumeratione nota del 
numero apropriato a quelle fighure. Et a bisognia a rapresentare uno 
numero 4 atti. primo la figura. secondo la differentia, te^o el luogho. 
el quarto ellimite. Some of this and the following explanation of figure, 
difference, place and limit are evidently from S a c r o b o s c o ’s  Algorismus 
vulgaris.

An Italian algebra of the fifteenth Century.

1) D. E. S m it h ,  B ara arithmetica, p . 454 — 456.

2) C a n to r ,  Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 2 2, Leipzig 1900, p. 165 
166; L ib r i ,  Histoire des sciences mathématiques en Italie  2, p . 209.

3) C a n to r , loc. c it. p. 164 ; L ib r i, loc. c it. p . 205 Note 1.
4) Bïbl. latina mediae et infimae aetatis 3, Florence 1858.
5) Bépertoire des sciences historiques du moyen âge 1, P aris 1905.
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2 1 2 Louis C . K a r p i ń s k i .

Incomincia il 13° libro di questo trattato nel qual si contiene 
come e in che modo sasoluono e casi per la regola de Algebra amu- 
cabale. E prima la diuisione del detto libro.

Rendiamo gratie al altissimo. Cosi comincia el testo de laghabar 
arábico nella regola delgeber la quale noi diciamo algebra, la quale 
regola dalgebra secondo G h u g l i e l m o  d e  L u n i s  traslatore importa in 
queste 7 nomi cioe. Geber. Elmelchel. Elchal. Elchelif. Elfatiar. 
Difarelburam. Eltermem. E quali nomi secondo el detto G u g l e l m o  
sono cosi interpetrati. Geber. E quanto a dire recuperatione impero 
che come per lo sequente si comprenderá nella recuperatione di 2 
parte iguali sasolue il caso. Elmelchel. E quanto a dire exemplo, ouero 
asomiglamento impero che labsolutione de casi sitruoua per absomig- 
liare la quantita posta alcaso dato Elchal. E quanto a dire oposi- 
tione, perche di 2 quantita trouate luna e oposta alaltra. E quando non 
sono 2 quantita oposte, il caso e insolubile. Elchelif. E quanto a 
dire dispositione, impero che benchelle 2 quantita oposte sieno, e non 
abbino dispositione ariso delle rególe, lo caso sarebbe fuori delle 
rególe, e pero a bisogna le quantita disposte. Elfatiar. E detto 
differentia, che differentia e infra nomi della detta regola, che non 
essendo differentia la regola sarebbe una e sarebbe contro allon- 
possibile. Diffarelburam. E detto ragione impero che con ragione 
tutto si mostra e ragioneuole sono e casi per la regola absoluti. 
Eltermem. E detto finizione impero chelfine ragioneuole della regola 
e trouato quando propositione delle parti abiamo trouato.

E  L i o n a r d o  P i s a n o  nella terga parte del 15 capitolo dice la 
regola della algebra amuchabale e detta regola doppositione e di risto- 
rautione cioe di ristoramento come chiaro si uedra pe casi. E  accio 
che questa regola sia bene compresa diuidero el detto libro in 3 
capitoli. Nel primo sia la dimostratione chiara per figure delle dette 
rególe. Nel secondo sia come e nomi ouero proprieta della detta 
regola a bisogneuoli si multiplichano. Nel tercio e ultimo certe rególe 
sopra le 6 passate e le 6 ancora dando 2 casi exemplari a ciaschuna 
regola.

El primo capitolo del 13° libro nel quale si chiarifica per figure 
geometre le 3 rególe composte del algebra.

Al computamento della regola del algebra e amucabale 3 pro
prieta1) chessono in ciascuno numero si considera. E la prima e 
quando si considera per radice e chiamiallo cosa. El secondo e quando

1 ) L e o n a r d  of P isa  uses “tr.es p ro p rie ta te s , que su n t iu  qu o lib e t nu m ero ” (Scritti
1, R om a 1857, p. 406). T he d esig n atio n  o f th e  cases as sim ple (three) an d  com posite 
(three) is also used  by  L e o n a r d  as w ell as in  th e  L i b r i  version o f A l - K h o w a r i z m i .

I
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si considera per quadrato e chiamasi censo. Ella ter^a considerándola 
per suo esse semplice, e allora lo diciamo dramme. E in luogo delle 
quantita la dramma e uilissima quasi come il punto nella linea.1)

La cosa adunque e radice del censo, onde lo censo e quadrato 
della cosa e perche ogni quadrato e fatto della sua radice in se multi- 
plichata, lo censo nasce della cosa in se multiplichata. Impero che e 
sua radice.

Le dramme sono dette numero semplice impero chelle si com- 
pongono solamente dunitadi, malla cosa e il censo sono conposte in 
loro essere. E pero le dramme non anno rispetto alie cose, ne alli 
censi, cioé a dire del numero sono sapute lunitadi ma della cosa ne 
del censo non sono sapute lunitadi. E pero diciamo dramma essere 
numero semplice ella cosa e radice cioe quello che in se multiplichato 
fa quel numero. El censo e quello che nasce della cosa cioe della 
radice in se multiplichata. Lo numero semplice cioe dramme e quan
tita che con parole si dice in tal modo che non a saputa proportione
alia radice nello censo.

Qvando della radice cioé cosa, o del censo si uogliono sapere 
lunitadi e di bisognio che infralloro saguaglino, lo quale aguagliamento 
in 6 modi si puo fare, de quali modi e 3 si chiamano semplici, e gli 
altri 3 composti. Onde prima diremo degli agugliamenti semplici.

El primo de semplici aguagliamenti e quando lo censo saguaglia 
alie cose, lo secondo quando lo censo saguaglia alio numero, lo tertjo 
quando le cose saguagliano al numero.

Lo censo quando saguaglia alie cose. E come dicendo lo censo 
saguaglia a 5 sue radici. A dimandasi quanto e la cosa. Onde quando 
lo censo e iguagli a 5 cose si aimostra la cosa essere 5, e lo censo 25, 
cioe la multiplichatione del 5 in se medesimo impero che sel censo 
e quanto 5 sue radici seguita il censo essere quanto la sua radice 
multiplichata in 5. e tanto fa a multiplichare la radice in se medesima 
quanto a multiplichare la radice per 5 cioe tanto e a multiplichare 
la radice per la radice quanto la radice per 5 e pero seguita la radice
essere 5 e il quadrato sia 25. E pero e regola che quando il censo
e iguiali alie radici chella cosa uarra il numero della radice. E il 
censo uarra il quadrato del detto numero. E quando fusse parte di 
censo o multiplice di censo iguali a radici sempre lo arecha a uno 
solo censo come dicendo y  di censo e iguali a 4 cose. Doue tutto

1 ) P a c i u o l o  sa y s : “U nde num ero ene in  la  p ra tic a  a lg e b ra tica  de A rith m etica : 
quello  che e ponto  in  lin ea  in  G eom etría : e commo in stan s in  tem p o re : e causa in  
rebus. E cosa commo linea. E censo commo q u a d ra to ” (Sum m a, 1523 ed., fol. 144 
verso).
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il censo sara Iguali a 12 cose. E quando il censo sia iguali a 12 
cose la cosa sia 12 e il censo sia 144. E dicendo 5 censi sono iguali 
a 10 sue radici sia uno censo iguali a 2 sue radici. E quando uno
censo e iguali a 2 sue radici il censo sia 4 ella cosa 2. E pero
quando sia lo censo acrescuito ouero diminuito sempre a recarlo a 
uno censo. Cioe a dire quando ti uenisse piu che uno censo, ouero 
meno a uno censo lo ritorna. E questo e quando lo censo e iguali 
alie cose.

This treatment of the first form as here given follows closely the
treatment of the same case by Al-Khowakizmi. The same is true of the
following five cases which are in the same order and accompanied by the 
same numerical problems as in the work of the great Arab writer. The 
geometrical explanation of the three composite types . . . ax2 +  bx =  n, 
ax2-\-n — bx and ax? — bx -f- n differs from Al-Khowaeizmi mainly in that 
for the fifth type a geometrical explanation is given to correspond to the 
second solution in which the half of the roots is added to the square 
root of the difference between the square of half the roots and the given 
number. I will add this explanation.

E perche abbiamo detto che sella radice del rimanente sagiugne 
alia meta delle cose che tanto uerra la cosa, che per figura lo uoglio 
mostrare. Sia la superficie a b superficie del censo, e sia quadrata, 
alla quale superficie agiugnero uno superficie diretti angoli e dequedi- 
stanti lati, la quale sia 21 per numero, la lungecça délia quale sara 
Iguali al uno de lati del censo. E sia la superficie f  c. Adunque

tutta la superficie ac  sara uno censo e 
g 21 dramma cioe 10 cose. Adunque gli 

lati a g, le  sono ciaschuno 10 per nu
mero, impero chello lato al, gc sono una 
cosa, di poi diuidero la linea a g in 
[fol. 281 verso] 2 parti iguali sopra il 
punto e constituiro uno quadrato fatto 
della detta linea eg e sia quadrato ehig  
ella sua possessione sia 25 per numero, 

del quale quadrato trarro la superficie fe  adunque rimarra la super
ficie he meno la superficie lie e di poi trarro la superficie lie della 
superficie he in questo modo che piegliero della linea he, h f  lo iguali 
della linea be. e sia h d, h o. di poi menero la linea d o equedistante 
e iguali alia linea hh. Dico chella superficie d It e iguali alia super
ficie he che chiaro si manifesta impero che do, hh e iguali al hb che 
cosi si mostra af, fb  sono iguali cioè ciascuno e lato del censo, ello 
lato ae, fh  sono iguali, impero che ciascuno e meta del ag. Onde
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traendo ae del a f  rimane quel medesimo che a trarre fli del fb  cioe 
eg iguali al lib elli lati do, lilt sono equedistanti e iguali alio lato 
ef. adunque la superficie dh e iguali alia superficie lie. Onde e 
mostro che atrarre la superficie fc  del quadrato ei rimane la super
ficie eo, la quale mostrerro essere quadrata in questo modo. 1c d e 
iguali del fg  per che lo ponemo iguali al be, e pero tanto rimane a 
trarre fg  del ge quanto ltd del lte, e pero de e iguali al ef. adunque 
la superficie eo e quadrata, la cui potentia e 4, impero chelquadrato 
ei e 25 ella superficie fc  e 21 per numero che tratto di 25 riman- 
gono 4 per lo quadrato eo, ella sua radice e 2. e tanto e ciascun 
suo lato, onde agunto 2 cioe e f  con ae che e 5, fanno 7, per lo 
lato del quadrato ab, cioe lato del censo. E pero e regola chessi 
dehha dimec£are le cose, e multiplichare quella meta in se e trarne 
el numero, ella rimanente agugnere alle cose, e tanto uarra la cosa.

T he geom etrica l exp lanation  o f  th e  s ix th  typ e  (2>x +  4 =  x 2) fo llow s  
also  th e  d em onstration  g iven  by A l-K h ow arizm i; indeed the le tter in g  o f  
th e  figure corresponds exactly  to th e le tter in g  in  the corresponding figure  
in  the L ib r i version. H ow ever th is w riter adds another dem onstration  
w ith  a different draw ing. "M a ancora per altra figura u og lio  questa  
m edesim a d im ostratione chiarire ” The first chapter o f  th is book  closes  
w ith  th e  fo llo w in g :

E cosi ahiamo diterminato tutti e modi del algebra e dichiarato 
con aperte dimostrationi a questa modi tutte le questioni chessi re- 
ducono alia detta regola a non appartenersi, quale al primo quale al 
secondo, etc. E benche L. P i s a n o  con chiare dimostrationi que me
desimo mostri nientedimeno operese (?) queste come piu antiche e 
scritte nel detto libro del agabar.

The second chapter of the thirteenth hook deals with the operations 
of addition, subtraction, multiplication and division of algebraic quantities.

El secondo capitolo del 13° libro nel qual si dimostra come e 
nomi di detta Regola ouero e termini si trauagliano infralloro, ouero 
con altre quantita. Debbi sapere che termini del algebra sono nella 
proportionalita cioe che detto termini ascendono nella detta proportio- 
nalita. Come diciammo cosa che e il primo. Censo che e il secondo. 
Cubo che e il ter90. Censo di censo che e il quarto. Cioe tal parte 
e la cosa del censo quanto il censo del cuho. E quanto il cubo del 
censo di censo. E cosi digradando in infiniti termini diuerani. Come 
sono cubi relati. Ouero cubi di censo. E cubo di cubo . . .
An illustration of the multiplication is the following: «cose per cubi 

fanno censi di censi», to which is added a numerical example. The sub-



traction is illustrated by this quotation: «E simulmente dicendo trai 2 censi 
del 8 cubi, rimangono 8 cubi meno 2 censi».

The third chapter of the thirteenth book brings thirty-six types of 
equations solvable by quadratic methods or simple extraction of roots 
up to the sixth root, together with numerical problems illustrating the 
same, as in the table here given.

2 1 0  Louis C  K a r p i ń s k i .

1 ax2 =  bx. 19. ax4 =  bx3 4 cx2.
2. ax2 =  n. 20. ax3 =  bx4.
3. ax = n 21. axb =  bx3.
4. ax2 -\-bx =  n. 22. axb =  bx2.
5. ax2 -f n =  bx. 23. ax3 =  bx.
6. ax2 =  bx +  n 24. ax3 =  n.
7. ax3 =  n. 25. ax5 4- bxi =  cx3.
8. ax3 =  bx2. 26. ax3 +  cx3 =  bxl.
9. ax3 =  bx. 27. ax3 =  bxi 4- cx3.

10. ax3 4- bx2 =  ex. 28. ax3 =  bx5.
11. ax3 +  cx =  bx2. 29. ax3= b x i .
12. ax3 =  bx2 4 ex. 30. ax3 =  bx3.
13. axx =  bx3. 31. ax3 =  bx2.
14. axi =  bx2. 32. ax3 =  bx.
15. axi =  bx. 33. ax3 =  n.
16. ax1 +  bx3 =  ex2. 34. ax3 bx3 =  cxi.
17. ax1 =  11 35. ax3 +  cxi =  bxb.
18. axi +  bx2 =  cx3. 36. ax3 =  bx3 Ą- cxi.

ter90 e ultimo capitolo del 13° libro doue si dimostra e casi
sopra le 6 regole dette. Avendo brieuemente mostro la cagione del 
dimeccamento delle cose, e di necessita uolendo auere praticha che io 
dimostri le 6 chiarite regole con altre regole di quelle nate, ponendo 
a ciaschuna 2 exempli sempre con breuita parlando. E pero starai 
attento. E prima.

The first six types are the same as in the first chapter. The illus
trative problem given first is that two numbers are to be in the ratio of
2 to 3 apd such that their product is to equal 9 times their sum. This
leads to the equation, 2x ■ 3x  =  9(5x), or 6x2 =  45 x. The seventh type 
is «Quando e cubi sono iguali al numero«. The problem is stated thus.

Truoua 3 numeri che multiplichato il primo nel secondo, e qual 
che fa multiplichato per lo ter90 faccian 192, e tal parte sia il primo
del secondo come 2 di 3, el secondo del ter90 come 3 di 4.

The resulting equation is 24x3=»192, from which x3 =  8 and x — 2. 
The thirty-sixth form is ax3 =  bx5 -f cxK
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Questo bastí quanto al presente capitolo, e benclie ale-una altra 
regola sia scritta da molto quanto sia necessario di quella dirimo, 
queste scritte sono quelle ebessi tragono delle 6 prime rególe. Adunque 
e questo 13° libro farem fine. E direm deo gratias.

Lo quattordecimo libro di questo trattato, nel qual si dimostrano 
casi exemplari alie regola del algibra secondo che scriue maestro
B i a g i o ,  el qual libro nonna diuisione.

In questo libro mi par daporre certi casi che scriue maestro
B i a g i o  nel suo trattato di pratica non perche gli altri che anno scripto 
non dichino assai copiosamente. Ma perche lui fu secondo che scriue
maestro G k a t i a  D e C a s t e l l a n i ,  el primo che a una buona pratica
ridusse el detto trattato impero che nel 1340 o circha mori. che innamji 
al lui non cerastato chi auesse se non per un lungo modo trattato di 
questa praticha. E nel suo tempo L i o n a r d o  P i s a n o  fiori. Effu el 
detto maestro B i a g i o  maestro e conpagno del gran maestro P a o l o ,  el 
quale e riposto in santa trinita che al tempo che fu de nostri magni- 
fici signori, cioe nel [blank space] dimostro quanto era la sua scientia. 
Adunque tornando a casi di maestro B i a g i o  detto intendo scriuergli
secondo el suo ordine. E pero starai attento al dire. Cosi aicendo.

1a. Truoua 1 0 numero che il ter^o e il quarto di quel numero 
sia radice del detto numero. A questo non credo maestro B i a g i o  
considerasse. E pero diciamo truoua 1a quantita doue e dice truoua 
I o numero sarai positione che quella quantita sia I o censo, doue il
ter£o e il quarto di quel censo sono -7- di censo, e quanto diciamo
che e la radice duno censo, cioe Ia cosa. Adunque e diremo che -70 
di censo sieno iguali a I a cosa, che e la prima regola, che arecherai 
a 10 censo, e arai 1() censo iguali a l~  cosa. E dirai adunque la cosa 
uale ly , e il censo uale E dirai perche noi ponemo chella quan
tita fusse I o censo. Adunque fu quella quantita 2|®-

2 a. Truoua I a quantita che trattone il tercio e il quarto. E il
rimanente sia radice di quel numero. Farai positione che quel numero
sia I o censo, del quale il — e il 4- trattone dun censo, rimangono — 7  ̂ 3 4 , ’ & 12
di censo, e questo e quanto la radice di I o censo cioe I a cosa, onde
arecherai a I o censo obseruando la prima regola. E arai Io censo
iguali a 2 |  cose. E dirai la cosa ualere 2-|- E il censo uale 5^|-
E dirai che quel numero sia 5™, perche noi ponemo che quel numero
fusse I o censo.

This book includes in all 114 problems which reduce to the types 
discussed in the preceding section. The majority reduce to the first 
six types.
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‘ ■ T +  T - *

3 ^ _ ( î - + ï ' +  4 ) - x. 

4  ©  ©— =  *.

X.5 (I*  4- 3) (¿a; +  4) =  

e. y « —j x = jx .

7. (x 4  { *  4  | * ) 2 =  20*.

8. (as 4  {æ  +  {as +  4)2 =  30*.

9. (* +  {as +  { *  4  4) ({* ) =  40.

10. (f*) (fas) =  V 20
11. (4*) (5*) =  100.
1 2 . ( 4 * ) 2 4  ( 5 * ) 2 =  1 0 0 .

13. (4*) (5*) =  4 *  4- 5*.
14. (4 * )2 4  (5 * )2=  4 *  +  5*.
15. (2*) (3 * )  =  6 (2*  4- 3*).
16. (2 * )2 4  (3*)2 =  7 (2*  H- 3*) 4  4. 

The fifth problem gives the

Some of the problems ascribed t o  the Practical Treatise of Maestro B i a g i o .

17. cc
18. * ( *  4- 2 )  =  30.
19. * 2 4- (as +  2)2=  30.
20. (* 4  2 )2 — * 2=  30.
21. (3*) (2{-as) =  32.
22. (3*)2 4 ( 2 f a ;)2 ==30 4  3 * 4  2{*.
23. (3*) (4*) (5*) =  3 * 4  4* 4  5*.
24. (2*) (3*) (7{* ) =  10.
38. * 2 4  ( 1 0  — *)2=  90.
58. (2*)2— 16  =  1000 («Uno fa 2 

uiaggi al primo uiaggio radoppia 
e suoi d. e spende 6 d. alsecondo 
si trouo multiplichati e suoi d. 
per se medesimo e spese 1 6  d. 
e in fine de detti uiaggi e si- 
trouo 1000 d. A dimandasi con 
quanti si mosse». The writer 
assumes that the traveller starts 
with ( * 4  3 d.) in money.

   ̂  ̂ equation ({*  4  3) ( { *  4  4) =  * or
2 ± x 4  12 =  *, «la quale aguagliamento non puo essere E pero 

dirai la questione non essere posta ragioneuole». The writer rejects, of 
course, an imaginary as indeed he does negative solutions. However, 
complicated radicals appear as in the eighth example in which the answer 
is given «Chel detto numéro fusse l '1 cosa fu 3 piu radice di ^^3032]© 
Questions in regard to dividing 10 into two parts satisfying given con
ditions are common as in problem 38, «Fa di 10 2 parte per se mede- 
sima e quelle 2 multiplichationi agiunte insieme faccino numéro 90». The 
resulting equation is * 2 4  5 =  10*. Another rather interesting problem 
(No 66) states that a trader gains on each journey 25 per 100 and when 
his trips are completed he has made a total gain of 40 per 100. The 
question is, how many voyages has he made? Evidently the number of 
voyages is between 1 and 2, so the solution procédés. The number is 
placed at « lu uiaggio e l a cosa di uiaggio». The conclusion is that 
1  voyage and | |  of a voyage were made.

Incomincia il quindecimo libro di questo trattato. Nel qual si 
contengono chasi dalquanti maestri antichi. E prima la diuisione del 
detto libro.

Louis C. K a r p i n s k i .

i Tî 
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Le dispute sono state grande e diuerse proponendo quali sieno 
stati di piu excellentia di sapere 0  maestro P a o l o ,  0  maestro A n t o n i o ,  
ouero maestro G i o u a n n i .  E certamente dichi a insegnato, questi 3, di 
gran lunga gli anno auancati, e ciascheduno copiosamente suoi trattati 
a mostro. E per quel chessi troui dal 1300 in questa sono statti 
chiascritto, benche L i o n a r d o  P i s a n o  fosse intorno alio detto tempo, 
dal quale tempo sono stati questi maestri Cioe come gia dissi maestro 
B i a g i o  che circha al 1340 anni mori. A1 qual tempo el grande maestro 
P a o l o  fiori che circa al 1360 duro. E dopo questo fu maestro 
A n t o n i o  benche morisse giouane, dopo il quale fu maestro G i o u a n n i  
che circha al 1440 mori. Furoni molto altri maestri, ne tempi di 
questi come maestro M i c h e l e  padre di maestro M a r i a n o ,  maestro L u c h a  
un altro maestro B i a g i o  e al presente di piu assai copia lattera nostra 
ne douitiosa mano a comperatione de passati, e pero tacio e nomi 
loro, che a comperatione de passati non meritano esse chiamati sco- 
lari . . . [blank space] ragioni. E perche quella di costroro e in pie 
e tutto il di si puo chiarire e douto. Concio sia cosa che fuori di 
chi a insegnato sia ancora stati di quelli chessono excellenti in queste 
scientie, fra quali fu maestro G r a t i a  di santo agostino gran teologho 
de castellani fu al tempo di maestro G i o u a n n i .  Adunque il presente 
libro in 3 capitoli diuidero. Nel primo ponendo e casi che L i o n a r d o  
P i s a n o  nell ultima parte della praticha darismetricha scriue. Nel se- 
condo che scriue maestro G i o u a n n i  pigliandi e casi sopra e passati. 
Nel tero;o scriuerro parte di casi sottili scritti dal sottile maestro 
A n t o n i o .  E per rispondere alia disputa qual di que 3 auamjasse 
luno laltro.

Fifty-seven problems from L e o n a r d  of Pisa’s work are presented, but 
unfortunately, as noted above, the manuscript was here left unfinished. 
So that not only are the works of A n t o n i o  and G i o u a n n i  lost to us but 
also the name of the writer of this manuscript which would doubtless 
have been inscribed on the last page.
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Ein Brief Eulers an d’Alembert.
Von P a u l  S t ä c k e l  in Karlsruhe.

Von dem Briefwechsel zwischen E u l e r  und d’A l e m b e r t ,  der wenigstens 
zeitweise ziemlich lebhaft gewesen zu sein scheint, ist bis jetzt wenig 
bekannt geworden. D ’A l e m b b r t  selbst hat 1768 Auszüge aus Briefen 
E u l e r s  an ihn vom 27. Dezember 1748, 3. Januar 1750, 26. Juli l i6 3  
und 20. Dezember 1763 veröffentlicht, die sich auf die Lehre von den 
imaginären Größen und das Problem der schwingenden Saite beziehen.1) 
Dazu kommen noch die Briefe vom 15. April 1747, 19. August 1747, 
30. Dezember 1747, 28. September 1-748 und einer ohne Datum aus dem 
Jahre 1749, die H e n r y ,  nebst dem vollständigen Briefe vom 27.Dezember 1748, 
im Jahre 1886 herausgegeben hat2); die Originale befinden sich in der Biblio
thek der Pariser Akademie der Wissenschaften. Hierzu bildet ein kürzlich 
aufgefundener Brief E u l e r s  an d ’A L E M B E R T  vom 15. Februar 1748 eine will- 
kommene Ergänzung. Er wird von J a c o b i  in dem langen Schreiben an 
P. H. v. Fuss vom März/April 1848 erwähnt; J a c o b i  fügt hinzu, das Ori
ginal besitze Herr Dr. F r i e d l ä n d e r ,  der ihm erlaubt habe, eine Abschrift 
davon zu nehmen.3) Es lag nahe zu vermuten, daß es sich um denselben 
Dr. F r i e d l ä n d e r  handle, der 1847 in C r e l l e s  Journal für die reine  
und angewandte M athem atik E u l e r s  Commentatio de matlieseos sub- 
limioris utilitate zum Abdruck gebracht hatte4) und der, nach C r e l l e s  
Angabe, Beamter an der Königlichen Bibliothek zu Berlin gewesen war. 
Wenn sich auch hieraus feststellen ließ, daß F r i e d l ä n d e r  im Jahre 1860 
gestorben sei, so blieben doch alle Bemühungen, etwas über den Verbleib

1) Opuscules mathématiques, T. 4, P aris 1768, S. 342— 343, 146, 162; vgl.
G. E n e s t r ö m ,  Verzeichnis der Schriften L e o n h a r d  E u l e r s ,  erste Lieferung, L e ip zig  1910, 

S. 97, N r. 365.
2) B u l le t t .  d i b i b l i o g r .  d. sc. m a te m . 19 (1886), S. 136— 148; vgl. E n e s t r ö m ,  

a. a. O. Nr. 858.
3 )  Briefwechsel zwischen J a c o b i  und F uss, herausgegeben von W . A h r e n s  und  

P. S t ä c k e l ,  L eipzig  1908, S. 59; vgl. B i b i .  m a th . (3) 8 (1908), S. 290.
4) J o u r n a l  f ü r  M a t h . 35 (1847), S . 106— 116; vgl. E n e s t r ö m ,  a. a. O. Nr. 790.
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seiner Autographen-Sammlung zu ermitteln, vergeblich, bis Herr Prof. 
Dr. D a r m s t ä d t e r  in Berlin, der an den Nachforschungen teilnahm, in 
Erfahrung brachte, daß die Sammlung von dem kürzlich verstorbenen Geheimen 
Justizrat L e s s i n g  in Berlin angekauft worden war. Gegenwärtig befindet 
sich der Brief E u l e r s  an d’ALEMBERT sowie das Manuskript der erwähnten 
EuLERSchen Abhandlung im Besitz von Herrn Rittergutsbesitzer G. L e s s i n g  
in Berlin, der die Freundlichkeit gehabt hat, den Abdruck des Briefes 
zu gestatten.

Zu dem Briefe selbst ist folgendes zu bemerken:
1. Die Andeutungen über den Einfluß, den die Abweichung der 

Himmelskörper von der Kugelgestalt oder genauer die Ungleichheit der 
auf ihren Schwerpunkt bezogenen Hauptträgheitsmomente auf ihre 
Bewegungen hat, sind von E u l e r  in der Abhandlung: De perturbatione 
motus planetarum ab eorum figura non sphaerica oriunda1) ausgeführt worden; 
nach J a c o b i  wurde diese Abhandlung am 4. Dezember 1749 in der Berliner 
Akademie gelesen. Denselben Gegenstand betraf wohl eine von L e o n h a r d  
E u l e r  am 23. November 1758 der Berliner Akademie vorgelegteÖ Ö
Abhandlung: Recherches des forces dont les corps célestes sont sollicités en 
tant qu'il ne sont pas sphériques; denn man wird der Vermutung J a c o b i s  
beistimmen müssen, daß die von dem Sohne J o h a n n  A l b r e c h t  E u l e r  am 
7. November 1765 vorgelegte und in den M ém o ires2) der Berliner 
Akademie abgedruckte Abhandlung gleichen Titels in Wirklichkeit von 
L e o n h a r d  E u l e r  herrühre.3) Endlich vergleiche man L e o n h a r d  E u l e r s  
1759 verfaßte Astronomia mechanica, in der die Frage nach dem Einfluß 
der Abweichung von der Kugelgestalt ausführlich behandelt wird.4)

2. Nachdem 1745 das Commercium philosophicum et mathematicum 
virorum celeb. G. L e i b n i t i i  et J o e .  J B e r n o u l l i  erschienen war, hatte sich 
die Aufmerksamkeit auf den freundschaftlichen Streit gerichtet, den die 
beiden vom März 1712 bis Juli 1713 über die Logarithmen negativer 
und imaginärer Zahlen führten. E u l e r  hat dazu Stellung genommen 
in der Abhandlung: Sur les logarithmes des nombres négatifs et imagi
naires, die am 7. September 1747 der Berliner Akademie vorgelegt wurde5)

1) N o v i  c o m m e n t. a c a d . sc. P e t r o p .  3 ( 1 7 5 0 / 5 1 ) ,  1 7 5 3 ,  S. 2 3 5  —  2 5 3 ;

E n e s t r ö m ,  a. a. 0 .  Nr. 1 9 3 .  2 ) 2 1  ( 1 7 6 5 ) ,  1 7 6 7 ,  S. 4 1 4 — 4 3 2 .

3) Y g l. meinen Aufsatz: J o h a n n  A l b r e c h t  E u l e r ;  V i e r t e l j a h r s s c h r i f t  d e r  
n a t u r f o r s c h e n d e n  G e s e l l s c h a f t  i n  Z ü r i c h  55 (1910), S. 63 —  90.

4) O pera postum a  2 (1862), besonders S. 188— 193 und 226— 237; E n e s t r ö m ,  

a. a. 0 . N r. 834.
5) A bgedruckt O pera postum a  1 (1862), S. 269— 281; E n e s t r ö m  a. a. 0 . Nr. 807.
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und von der eine Umarbeitung unter den Titel: De la controverse entre 
Mrs. L eibnitz & JBernoulli sur les logarithmes des nombres négatifs et 
imaginaires in den Mémoires der Berliner Akademie abgedruckt worden 
ist.1) Die Frage nacb der Bedeutung von ex, wenn der Exponent eine 
gebrochene Zahl ist, wird auch in § 14 der zuerst genannten Abhandlung 
gestreift; E u l e r  meint hier, daß die Eindeutigkeit durch die Benutzung 
der Potenzreihe für ex gesichert werde.

3. Die Entwicklung des unendlichen Produktes
(1 — x) (1 — x 2) (1 — x 3) (1 — x4) (1 — x5) . . .

nach Potenzen von x  hatte E u l e k  schon in der Abhandlung: Observationes 
analyticae variae de combinationibus (Comment, acad. sc. Petrop. 13 
[1741/43], 1751, S. 93) betrachtet, die nach den Akten am 6. April 1741 
der Petersburger Akademie vorgelegt wurde2), — er gibt hier sogar an, 
daß die Exponenten das Gesetz ~ ( 3 n n  +  n)  befolgen, und daß das Vor
zeichen des Koeffizienten von xn Plus oder Minus ist, je nachdem n  gerade 
oder ungerade gewählt wird. Der Zusammenhang mit der Partitio  nume- 
rorum, d. h. der Frage, auf wieviele Arten sich eine positive ganze Zahl n 
als Summe eben solcher Zahlen darstellen lasse, wird dadurch gegeben, 
daß, wie E u l e r  bemerkt, die Anzahl der Arten sich als Koeffizient von xn 
bei der Entwicklung des reziproken Wertes jenes unendlichen Produktes 
nach Potenzen von x  herausstellt.3) Genauere Ausführungen hierüber 
finden sich in der Abhandlung: De partitione numerorum (Novi comment 
acad. sc. Petrop. 3 [1750/51], 1753, S. 125 — 169), die zwar nach den 
Akten am 26. Januar 17o0 der Petersburger Akademie vorgelegt worden 
ist, die jedoch vor Juni 1747 verfaßt sein dürfte. Denn am 22. Juni 
dieses Jahres las E u l e k  in der Berliner Akademie die Abhandlung: 
Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres p a r  rapport à la somme 
de leurs diviseurs, die 1751 in der B ib liothèque im partiale 3, S. 10—31 
abgedruckt wurde4) und die ihrem Inhalte nach im wesentlichen über
einstimmt mit der Abhandlung: Observatio de summis divisorum  (Novi 
Comment, acad. sc. Petrop. 5 [1754/55], 1760, S. 59—74), welche nach 
den Akten am 6. April 1752 der Petersburger Akademie vorgelegt wurde;

1) M ém . de l ’ a c a d . d e  sc. de B e r l i n  5 (1749), 1751, ;S. 139— 179; E n e s trö m , 
a. a. 0 .  Nr. 168. In  dem B riefe an d ’ALEMBERT vom 19. A ugust 1747 spricht E d le r  
von der Abhandlung Nr. 807 so, als ob sie schon der A kadem ie vorgelegt worden sei.

2) V gl. auch den B rie f E u le r s  an N. B e r n o u l l i  vom 1. September 1742, Opera 
postuma 1 (1862), S. 626— 527.

3) V gl. auch lntroductio in  analysin infinitorum  1 (1748), Cap. 16: „De partitione  
num erorum “ .

4) W ie d e r abgedruckt Commentât, arithm. 2  (1849), S. 639— 647, Opera postuma 1
(1862), S. 76— 84; E n eströ m , a. a. 0 . N r. 175.
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wahrscheinlich ist sie identisch mit der am 9. September 1751 in der 
Berliner Akademie gelesenen Abbandlung: Mémoire concernant un théorème 
arithmétique.1) Einen Beweis für Potenzentwicklung jenes unendlicben 
Produktes hat E ülek. erst in der Abbandlung gegeben: Demonstratio
theorematis circa ordinem in summis divisorum observation (Novi comment, 
acad. sc. Petrop. 5 [1754/55], 1760, S. 75 — 83); das Exhibitionsdatum 
ist unbekannt.

A  Monsieur d ’A l e m b e k t
Monsieur

Je suis bien ravi que le moyen dont Vous Vous êtes servi a eu un 
si bon succès pour rétablir Votre santé, et je souhaite qu’elle soit d’une 
longue durée malgré les sublimes recherches, dans lequelles Vous Vous 
enfonces. J’ai vu avec bien du plaisir que Vous penses comme moy sur 
les irrégularités, qui paroissent se trouver dans les forces celestes, car 
j’avois dabord fait cette remarque, que quoiqu’on accorde que les moindres 
particules de la matière s’attirent mutuellement en raison réciproque des 
quarres des distances, il n’en suive pas, que cette meme loi ait lieu 
dans les corps d’une grandeur finie, à  moins que tous les deux corps, 
l’attirant, et l’attiré, ne soient spheriques et composés d’une matière 
homogene, ou d’une autre forme qui revienne au meme. Les recherches, 
qu’on a faites sur l’attraction de la terre, en tant que sa figure n’est pas 
spherique, donnent clairement à  connoitre, que sa force d’attraction ne 
suit pas exactement la raison réciproque des quarrés des distances, mais 
qu’elle est comme y  +  Jr +  +  etc. z marquant la distance. Et partant
par cette raison la force dont la lune est tirée vers la terre ne sera pas 
exactement en raison réciproque du quarré de la distance; quand meme 
le corps de la terre seroit exactement spherique. Mais si le corps de la 
lune etoit allongé, cette force soulfriroit une double irrégularité, et pour 
m’asseurer de ce dernier dérangement, j’avois aussi, comme Vous considéré 
le corps de la lune, comme s’il étoit composé [Fig. 1] de deux globes 
A et B  joints d’une verge immatérielle A B , où se B 
trouve le centre de gravité en L. Ayant supposé  ̂
que la direction de la verge A B  tombe constamment 40^"''"'̂ '̂ ^
presque dans la ligne L T  tirée vers le centre de la 
terre T, à  moins que le mouvement du point L  tantôt Flg-1-
plus tantôt moins rapide n’y produise quelque déclinaison j’ai trouvé 
aussi comme Vous, que le mouvement du point L  se doit faire à  peu

1 ) Briefwechsel J a c o b i  -Fuss, S. 59; vgl. B ib l .  m a th .  (3) 8 (1908), S. 290.



près dans une ellipse, mais dont la ligne d’absides avance: et le calcul
m’a fourni cette réglé, que le mouvement moyen de la lune sera au
mouvement de l’apogèe comme L T 1 à 6 L A L B ,  et partant cette figure
de la lune devroit absolument causer un mouvement progressif de l’apo-
gèe. Donc puisque suivant les observations le mouvement moyen de la
lune est au mouvement de l’apogèe comme 1 à 0,0084473, et que la
théorie tirée de la force du soleil ne donne pour cette raison que 1
à 0 0041045: où il manque dans le mouvement de l’apogèe la partie 

’ 6 L A ■LB
0,0043428, à la quelle j’ai égalé l’effet maintenant trouve — —
Donc faisant L A  =  LB,  et supposant L T  =  60 demi-diamètres de la
terre il en vient L A  =  L B — ly , et partant A B  seroit de 2 y  rayons
de la terre, ou la longitude de la lune A B  surpasserait le diameter de
la terre: ce qui me parait aussi, comme Vous le remarques, insoutenable.
Au reste pour le mouvement de libration je trouve, que la ligne A B
devroit presque toujours etre parallèle à celle qui représente le lieu moyen
de la lune, et que par conséquent l’angle A L T  pourrait monter jusqu’à
6° et audela.

Pour notre dispute sur les logarithmes, je conviens que la valeur de
y de l’equation y =  ax est double toutes les fois, que x est une telle fraction
— n étant une nombre impair: mais Vous m’accorderes réciproquement,
2 y  ̂ . 7 1
que lorsque x est ou un nombre entier ou toute autre fraction que —, alors 
la valeur de y ne sera plus double. Car soit a =  2; et y =  2X, il est
bien clair que mettant pour x les valeurs 1, 2, 3, 4 etc. celles de y seront
2, 4, 8, 16 etc. et dans ces cas aucune valeur négative de y n’aura certaine
ment lieu.

Soit maintenant [Fig. 2] x l’abscisse A F  et y l’appliquee FM,  et il 
n’y a aucun doute que l’equation y =  2X ne donne la courbe continue

V B M  au dessus de l’axe A P. Mais si x =  \  =  Au
la valeur de y étant double -(- ] /2  et — } /2  je
conviens qu’il y aura en a un point conjugé et
comme la meme chose arrive dans une infinité de
cas de * je suis d’accord qu’il y aura une infinité 
de tels points conjugés a, b, c, d, sous l’axe, mais
je prétend que chacun de ces points est isolé sans

cd \  liaisons avec les voisins, quoique leurs distances 
Flg'2, \  soient meme infiniment petites. De meme l ’equa- 

tion y =  (—■ 2)t, ne donnera qu’une infinité de tels points conjugés sans 
aucune courbe continue: et partant l’equation y =  ex ne représentera 
qu’une courbe continue au dessus l’axe, quoiqu’il y ait de l’autre coté 
une infinité de points conjugés.
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Je reviens encore à la lune pour Vous marquer, qu’ayant construit 
sur la théorie des tables, j’ai trouvé une différence asses considérable 
ent’ elles et les observations, qui montoient quelques fois au delà de 12', 
quoique j’eusse réglé le mouvement de l’apogee sur les observations. 
Depuis j’ai corrigé ces tables par les observations, et les erreurs sont à 
présent au dessous de 5': et pour la plus part elles ne surpassent gueres 2'. 
Mais à cette heure mes tables ne sont plus conformes à la tbeorie; dont 
j’ai remarqué encore une autre observation; la parallaxe de la lune trouvée 
par la théorie étant toujours plus petite presque d’un minute, que
l’observée de sorte que la force dont la lune est poussée vers la terre
doit être moindre qu’on suppose dans la théorie; tant s’en faut qu’on 
dusse augmenter cette force par quelque effet de magnétisme de 
la terre.

Mr. B o u q u e t  me marque, que mon Introduction dans l’Analyse des 
infinis paraitra incessament, et je l’ai chargé de Vous en présenter d’abord 
un exemplaire en mon nom. Vous recevres aussi bien tôt un exemplaire 
de mes opuscula,  dont je suis bien fâché, que je n’ai pas trouvé occasion 
de vous les présenter plutôt.

A l’egard de la suite

1 x  — x2 -\- xb +  x' etc. =  (1 — x) (1 — x2) (1 — x3) (1 — x4) etc.

dont je Vous ai parlé j’en ai tiré une propriété fort singulière des
nombres parrapport à la somme des diviseurs de chaque nombre. Que
J n  marque la somme de tous les diviseurs du nombre n de sorte que 
. /  1 =  I % — / 3  =  4; |*4 =  7; fô =  6: f  6 =  12; f l  =  8 etc. il
paroit dabord presque impossible de découvrir aucune loi dans la suite de 
ces nombres 1, 3, 4, 7, 6, 12, 8, [15,] 13, 18 etc. mais j’ai trouvé que 
chaque terme dépend de quelques uns des précédents selon cette formule:

J n  =  f (n  —  1 )  - f  f  ( i n —  2 )  —  f  (n —  5 )  —  f ( n  —  7 )  +  f ( n  —  1 2 )

+  J(n  — 15) —J  (n — 22) etc.

où il est à remarquer 1° que les nombres

1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40 etc.
1 3 2 5 3 7 4 9 5  

se forment aisement par les différences considérées alternativement.
2°. Dans chaque cas on ne prend que les termes, où les nombres

après le signe f  ne sont point negativs.
3°. S’il arrive ce terme J  0 ou f (n ri), on prendra pour la valeur

le nombre n meme.
Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. 1 5
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Ainsi Vous verres que f 4 =  / 3  +  / 2  =  / 9 =  ./  ̂ ./ ^
=  15 +  8 - 7 - 8  =  13; / 1 5 =  J l 4 + / 1 3 - / 1 0 - / 8 + / 3 + J  0 

=  24 +  14 -  18 -  15 +  4 4- 15 =  24 ; 

/*35 = / 3 4  + / 3 3  -  f30 - / 2 8  4 -/2 3  + J  20 - / l 3  - / 9  + / 0  
=  5 4  +  48 -  72 -  5 6  +  2 4  +  42 -  14 -  13 +  35 =  48.

Donc toutes les fois que » est un nombre premier on trouvera que 
=  n +  1 et partant puisque la nature des nombres premiers entre 

dans cette considération cette loi me paroit d’autant plus remarquable.
J’ai l’honneur de Vous assurer de la plus parfaite considération avec 

laquelle je suis
Monsieur

Berlin le 15 Février 1748
Votre très humble et très obéissant 

serviteur L E uler.
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Wie soll die Herausgabe der Valentinsclien mathe
matischen Bibliographie gesichert werden?

Von G. E n e s t r ö m  in Stockholm.

I  ber die von G. V a l e n t i n  vor 26 Jahren in Angriff genommene all
gemeine mathematische Bibliographie ist schon mehrmals in dieser Zeit
schrift berichtet worden1), und auch über den gegenwärtigen Stand der 
\orarbeiten für die Bibliographie hat V a l e n t i n  vor einigen Monaten Aus
kunft gegeben.2) Ich erlaube mir, noch einmal in aller Kürze an die 
Geschichte des Unternehmens zu erinnern.

Die Arbeit wurde am Anfänge des Jahres 1885 begonnen und sollte 
nach dem ursprünglichen Plan die mathematische Literatur bis zum 
Jahre 1868 umfassen; V a l e n t i n  schätzte die Gesamtzahl der Titel des 
fertigen Werkes auf etwa 90000 und rechnete auf eine Arbeitszeit von 
etwa 8 Jahren. Indessen erweiterte er später den Plan, so daß die Biblio
graphie auch die neueste Literatur (eventuell bis zum Jahre 1900) ver
zeichnen sollte, und aus diesem Grunde mußte er statt 90000 wenigstens 
125000 Titel in Rechnung tragen. Im Jahre 1897 hatte er mehr als 
100000 Titel gesammelt und hoffte damals, die ganze Arbeit etwa am 
Ende des Jahres 1900 druckfertig zu haben. Es stellte sich aber bald 
heraus, nicht nur daß das Durcharbeiten des aufgespeicherten Materials 
viel zeitraubender sein würde, als er anfangs berechnet hatte, sondern 
auch daß das Ergänzen desselben eine nicht unbeträchtliche Zeit in An
spruch nehmen würde. Das Ergänzen hat übrigens besondere Reisen 
nötig gemacht, und nachdem diese Arbeit im Frühjahr 1910 beendet war, 
betrug die Zahl der Titel rund 150000.

Während der ganzen Arbeit waren die Titel aus praktischen Gründen 
alphabetisch nach den Verfassern geordnet. Seit einem Jahre ist V a l e n t i n

1) Siehe G. V alentin , Vorläufige N otiz über eine allgemeine mathematische Biblio
graphie; B i b l i o t h .  M a th e m . 1885, Sp 90— 92. —  G. Eneström, Über die neuesten 
mathematisch-bibliographischen Unternehmungen; B i b l io t h .  M a t h e m . 1897, S. 69— 70. 
— G. V a len tin , D ie Vorarbeiten fü r  die allgemeine mathematische Bibliographie; 
B i b l i o t h .  M a th e m . 13, 1900, S. 237— 245.

2) G. V alentin , Über den gegenwärtigen S tand der Vorarbeiten fü r  die allgemeine 
mathematische Bibliographie; B i b l i o t h .  M a t h e m . 113, 1910/11, S. 153 — 157
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mit der systematischen Umordnung nach dem Inhalte beschäftigt, und mit 
der ersten (gröberen) Klassifikation berechnet er bis Ostern 1912 fertig 
zu sein. Dann beginnt die feinere und speziellere Systematisierung, die 
bandweise vorgenommen werden soll, so daß der erste Band voraussicht
lich mit Frühjahr 1913  druckreif sein wird. Dieser Band enthält die 
Schriften allgemeinen Inhalts (darunter auch Zeitschriften und Sammel
werke), und dann werden nach dem Plane V a le n t in s  noch 5 Bände folgen: 
nämlich: Niedere Algebra und Analysis; Höhere Algebra und Analysis; 
Geometrie und Geodäsie; Mechanik und Ballistik; Astronomie, Physik, 
Chemie usw.

Schon bei der Inangriffnahme der Arbeit hatte V a le n t i n  daran ge
dacht, einen Verleger zu bekommen, und 1886  erklärte sich ein Verlegei 
in Berlin bereit, den Verlag zu übernehmen. Bei der präliminären 
Abrede wurde der Umfang der Arbeit auf 9 0 0 0 0  Zettel und 1 5 0  Druck
bogen bemessen; der Druck sollte 1 9 0 0  angefangen werden. Aber am 
Ende dieses Jahres war die Bibliographie noch nicht fertig, und erst 
zehn Jahre später konnte V a le n t i n  näherungsweise feststellen, wann der 
Verleger das druckfertige Manuskript bekommen sollte. Inzwischen hatten 
sich jedoch die Verhältnisse, worauf bei der präliminären Abrede Bezug 
genommen worden war, so wesentlich verändert, daß diese Abrede durch 
eine neue ersetzt werden mußte. Statt 9 0 0 0 0  Zettel und 150  Druckbogen 
sollte man jetzt mit 1 5 0 0 0 0  Zetteln und 2 8 0  Druckbogen rechnen, und 
auch andere Umstände, die Modifikationen veranlassen mußten, sollten ip 
Betracht kommen. Die Firma nahm darum eine neue Berechnung vor, 
welche sie veranlaßte, eine bedeutende Subvention zu verlangen, um die 
Drucklegung besorgen zu können. V a le n t in  wandte sich darum an einen 
anderen Verleger, aber dieser fand die finanzielle Seite des Unternehmens 
so wenig versprechend, daß er überhaupt nur den Druck und den Kom
missionsverlag übernehmen wollte. Der fragliche Verleger ist ein hervor
ragender Kenner des Gebietes, um das es sich hier handelt, und es ist 
wenig wahrscheinlich, daß er die Sache zu pessimistisch beurteilt hat.

Vielleicht könnte man meinen, daß V a le n t in  unter solchen Um
ständen von dem Drucke seiner Bibliographie absehen und seine 
1 5 0  0 0 0  Zettel einer öffentlichen Bibliothek oder einer gelehrten Gesell
schaft überlassen sollte. Auf diese Weise würde ja seine Arbeit wenig
stens bis zu einem gewissen Grade den Fachgenossen nützlich werden. 
Ich gebe zu, daß man möglicherweise an ein solches Verfahren denken 
könnte, wenn es eine mathematische Zentralbibliothek gäbe, und wenn die 
Bibliographie eigentlich nur für die wenigen literarisch geschulten Forscher 
von wesentlicher Bedeutung wäre. Aber eine solche beschränkte Bedeu
tung hat nunmehr nicht  eine allgemeine mathematische Bibliographie.
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Noch vor einigen Jahrzehnten war es sehr gewöhnlich, daß die Mathematiker 
sich nur wenig um die Literatur ihrer Wissenschaft bekümmerten, aber 
seitdem haben sich die Verhältnisse wesentlich verändert. Ein wichtiger 
Grund dazu ist der große Aufschwung der literarischen Wirksamkeit auf dem 
mathematischen Gebiete während der letzten Jahrzehnte, aber es gibt auch 
noch andere Gründe. Teils stellt man jetzt an die Verfasser größere An
forderungen als früher inbetreff der Korrektheit, auch wenn es sich um 
literarische Angaben handelt, teils legt man jetzt großen Wert auf kritische 
Behandlung der wichtigsten mathematischen Begriffe, und für diesen 
Zweck ist es oft von Belang, die früheren Ansichten über diese Begriffe 
möglichst vollständig zu kennen; auch für die zahlreichen zusammen
fassenden mathematischen Werke unserer Zeit, z. B. die Encyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften ist es sehr erwünscht, eine allgemeine 
mathematische Bibliographie zur Verfügung zu haben. Allein für die 
meisten Mathematiker ist die VALBNTiNsche Bibliographie, solange sie nur 
handschriftlich vorliegt, als nicht existierend zu betrachten, und auch wenn 
es eine mathematische Zentralbibliothek gäbe — was leider nicht der 
Fall ist —, würde die Sache nur wenig verbessert werden.

Allerdings gibt es schon jetzt gewisse bibliographische Arbeiten, die 
der Mathematiker bei seinen Untersuchungen zu Rate ziehen kann. Für 
die Zeit 1868— 1900 haben wir ja das Jahrluch über die Fortschritte der 
Mathematik und für die Zeit 1891 — 1900 überdies die Revue semestrielle 
des publications mathématiques. Auf das ganze 19. Jahrhundert bezieht 
sich der erste Band des Subject index des Kataloges der „Royal society“ 
und der Mathematische Bücherschatz von E. W ö l f f i n g .  Auch für die Zeit 
vor 1800 besitzen wir bibliographische Arbeiten, die zuweilen gute Dienste 
leisten können. Aber alle diese Schriften zusammen sind nicht imstande, 
eine allgemeine mathematische Bibliographie wie die von V a l e n t i n  be
arbeitete zu ersetzen. Um dies klarzulegen, genügt es, darauf hinzuweisen, 
daß V a l e n t i n ,  der ein geschulter Bibliograph ist, seit 26 Jahren fast aus
schließlich seine freie Zeit der Vorbereitung seiner Arbeit gewidmet hat, 
denn schon aus diesem Umstande muß der Laie einsehen, daß diese Arbeit 
etwas ganz anderes als eine Zusammenfassung des Materials der früheren 
Bibliographien bietet. Besonders hervorzuheben ist die Durchforschung 
der nicht mathematischen Zeitschriften, die ausnahmsweise mathematische 
Aufsätze enthalten. Beispielsweise sah V a l e n t i n  1889 die forstlichen 
Zeitschriften (ungefähr 750 Bände) der Königlichen Bibliothek in Berlin 
durch und fand wirklich darin einige mathematische Abhandlungen; viele 
ähnliche Untersuchungen inbetreff anderer Gebiete hat er im Laufe der 
26 Jahre ausgeführt. Das von ihm aufgespeicherte Material repräsentiert 
also eine wirkliche Riesenarbeit, und auch wenn man davon absieht, daß
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die von mir soeben erwähnten oder angedeuteten bibliographischen Hilfs
mittel oft nicht ohne Schwierigkeit benutzt werden können, kann man 
behaupten, daß diese Hilfsmittel weder inbetreff der Korrektheit noch m- 
betreff der Vollständigkeit mit der V A i m m M c h e n  Bibliographie wett
eifern können.

Für das Gedeihen der mathematischen Forschungsarbeit wäre es 
darum erwünscht, daß die Bibliographie zum Drucke befördert werden 
könnte, und für diesen Zweck muß man in Erwägung ziehen, ob und auf 
welche Weise die Druckkosten gedeckt werden können. Der genaue Be
trag der Kosten ist in diesem Falle unmöglich vorläufig zu bestimmen, 
um so weniger, als nicht einmal die Bogenzahl mit größerer Genauigkeit 
ermittelt werden kann, aber nach sachkundiger Schätzung wird der Druck 
etwa 90 000 Mark kosten, also eine nicht unbedeutende Summe. l) Selbst
verständlich wird man durch Verkauf der gedruckten Exemplare einen 
Teil der Kosten zurückbekommen, aber dennoch wird die nötige Sub
vention so groß, daß man sie kaum von den Behörden oder von einer 
einzigen Korporation erhalten kann. Erinnert man sich indessen, daß 
V a l e n t i n  die Bibliographie in 6 Bände verteilen wird, deren jeder ein 
Ganzes für sich bildet und nach der Berechnung durchschnittlich etwa 
15 000 Mark kosten wird, liegt es nahe, in Erwägung zu ziehen, ob man 
nicht versuchen sollte, wenigstens die für den Druck eines Bandes nötigen 
Geldmittel zur Verfügung zu bekommen. Da das Manuskript des ersten 
Bandes nicht vor 1913 fertig sein kann und da einige der größeren 
Akademien vielleicht nicht ungeneigt wären, einen jährlichen Beitrag von 
500 bis 1000 Mark zu gewähren, scheint es nicht unmöglich, durch frei
willige Beiträge eine Summe von 15000 Mark zu sammeln. Aber natür
lich würde die Sache wesentlich erleichtert werden, wenn der Aufruf zur 
Zeichnung von Beiträgen nicht von V a l e n t i n  selbst oder von anderen 
Privatpersonen, sondern von einer Korporation ausginge.

Die passendste Korporation wäre meines Erachtens die Deutsche 
Mathematikervereinigung. Diese lebenskräftige Vereinigung bezweckt ja 
ausdrücklich „in gemeinsamer Arbeit die mathematische Wissenschaft 
nach al len Richtungen zu fördern“, und sie hat schon früher ihre

1) V a l e n t i n  h a t  u n te rsu ch t, w ie sich  d ie K osten  fü r eine H e rs te llu n g  d u rch  
Schreibm aschine oder A u to g rap h ie  s te llen  w ürden  und  d ab e i g e fu n d en , d aß  d ie 
K osten  u n g efäh r die H älfte  b e trag en  w ürden , ab er n ach  e iner P ro b e  m uß w en igstens 
d ie  H erstellung  durch  Schreibm aschine a ls ausgeschlossen  b e tra c h te t  w e rd en , w eil 
die zah lreichen  K o rrek tu ren , die h a n d sch rif tlich  vorzunehm en w ä re n , das A ussehen  
sehr verhäßlichen. Die au to g rap h isch e  H erste llu n g  w äre  d an n  vorzuziehen, ab er au ch  
diese H erste llung  k a n n  w egen de r vielen  nö tig en  K o rrek tu ren  n ich t em pfohlen  
w erden, da  die K osten dennoch so groß bleiben.
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Aufmerksamkeit auf bibliographische Aufgaben gerichtet. Für die Ver
einigung ist ganz gewiß 1500O Mark eine bedeutende Summe, aber dieseO Ö O O
Summe repräsentiert ja das finanzielle Risiko, und man darf hoffen, daß 
der wirkliche Zuschuß der Vereinigung nicht besonders groß zu werden 
brauchte, so daß weiterhin auch die übrigen Bände der Bibliographie zum 
Abdruck gebracht werden könnten.

Ein anderer und meiner Ansicht nach besserer Ausweg wäre, daß 
die Deutsche Mathematikervereinigung die Herausgabe der Bibliographie 
schon dieses Jahr in Aussicht nimmt, aber dabei ganz wie die Schweizer
ische Naturforschende Gesellschaft inbetreff der E u l e r - Ausgabe verfährt.
Bei der nächsten Generalversammlung der Vereinigung sollten also fol
gende Beschlüsse gefaßt werden:

1. Die Deutsche Mathematikervereinigung erklärt sich bereit, dafür 
Sorge zu tragen, daß die allgemeine mathematische Bibliographie 
von G . V a l e n t i n  herausgegeben wird, unter der Voraussetzung, 
daß dieses Unternehmen durch Behörden und gelehrte Körper
schaften, eventuell auch durch Freunde der Mathematik aus
reichend unterstützt wird.

2. Die Deutsche Mathematikervereinigung beauftragt ihren Vorstand, 
einen Aufruf zur Beschaffung der erforderlichen Geldmittel durch 
freiwillige Gaben oder Subskription von Exemplaren zu ver
öffentlichen und der Jahresversammlung 1912 einen Bericht über 
das Resultat dieses Aufrufes zu erstatten.

3. Nachdem die Deutsche Mathematikervereinigung von dem Bericht 
Kenntnis genommen hat, wird der definitive Beschluß inbetreff 
der Frage gefaßt werden.

Wie ich schon bemerkt habe, würde die Beschaffung der Geldmittel 
auf diese Weise höchstwesentlich erleichtert werden. Schon der Um
stand, daß die Deutsche Mathematikervereinigung die Herausgabe der 
Bibliographie moralisch unterstützt, muß als eine Empfehlung des Unter
nehmens wirken. Für den Sachkundigen ist eine solche Empfehlung 
gewiß unnötig, aber die Personen, die über die Bewilligung der Sub
vention entscheiden, beanspruchen sicherlich nicht, Fachmänner auf dem 
Gebiete der mathematischen Bibliographie zu sein. Hierzu kommt noch, 
daß V a l e n t i n  63 Jahre alt ist, und bei diesem Alter kann kein Mensch 
verbürgen, daß er imstande sein wird, eine Arbeit, deren Druck viele 
Jahre erfordern muß, abzuschließen, so daß eine Subvention schon aus 
diesem Grunde leicht unterbleiben könnte, wenn V a l e n t i n  persönlich der 
Empfänger wäre. Dagegen kann die Deutsche Mathematikervereinigung 
in diesem Falle als unsterblich und immer arbeitsfähig betrachtet werden,
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so daß die Herausgabe der Bibliographie gesichert ist, auch wenn 
V a l e n t i n  selbst verhindert werden würde, die Beendigung des Druckes 
zu überwachen.

Es liegt in der Natur der Sache, daß die Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung keinen Beschluß fassen soll, bevor V a l e n t i n  selbst ausdrück-

TTlieh erklärt hat, daß er mit Dankbarkeit die Unterstützung der Ver
einigung empfängt, und daß er vor dem definitiven Beschluß mitteilen 
muß, wann er berechnet, der Vereinigung das Manuskript des ersten Bandes 
druckfertig vorlegen zu können.

Wie ich oben erwähnt habe, ist V a l e n t i n  jetzt mit der systema
tischen Umordnung seiner 150 000 Zettel beschäftigt, und in seinem letzten 
Artikel hat er auseinandergesetzt1), aus welchen Gründen er eine systema
tische Ordnung der Titel als die zweckmäßigste betrachtet. Die Gründe 
selbst billige ich sehr, aber dagegen bin ich nicht ganz sicher, ob nicht 
V a l e n t i n  die Schwierigkeiten der Umordnung zu leicht abgefertigt hat. 
Inbetreff dieser Frage erlaube ich mir, auf meine Besprechung2) des 
schon oben erwähnten Subject index der „Royal society“ zu verweisen.3) 
Ich besitze selber die Arbeit und habe zuweilen versucht, die Stellen aus
findig zu machen, an denen gewisse Schriften, deren Gegenstand mir genau 
bekannt war, verzeichnet sind, aber in den meisten Fällen ohne Erfolg. 
Indessen will ich ausdrücklich hervorheben, daß V a l e n t i n  natürlich allein 
über die Anordnung der Bibliographie entscheiden soll. Nur den Wunsch 
möchte ich nicht unterdrücken, daß bei einer systematischen Anordnung 
jeder Band mit einem Verfasserregister versehen wird. Aus diesem 
Register sollte man übrigens ersehen, nicht nur an welchen Stellen des 
Bandes die Schriften eines besonderen Verfassers verzeichnet sind, sondern 
auch in welche Unterabteilung jede Schrift gehört, also etwa wie im Register 
am Ende des zweiten Bandes der Bibliographie générale de l’astronomie 
(Bruxelles 1882) von H o u z e a u  und L a n c a s t e r .  Natürlich kann man durch 
passende typographische Anordnungen erzielen, daß das Register viel 
weniger Raum als bei H o u z e a u  und L a n c a s t e r  in Anspruch nimmt.

1) G. V a l e n t i n ,  Über den gegenwärtigen Stand der Vorarbeiten für die allgemeine 
mathematische Bibliographie; B i b l io t b .  M a th e m . 113, 1910/11, S. 155 — 156.

2) B i b l io t h .  M a tb e m . 10s, 1909/10, S. 279 —  281.

3) Vgl. auch den Bericht über die VALENTiNsche A rb eit in  der V o s s i s c h e n  
Z e it u n g  vom 7. Ju n i 1911, in der der m ir unbekannte B erichterstatter bemerkt: 
„D ie dafür [d, h. für die systematische Umordnung] als erforderlich geschätzte Zeit 
von mindestens drei Jahren dürfte stark überschritten werden, da sich erlich  in  zahl
reichen Fälle n  eine nochmalige E in sich t in  die D ruckschriften selbst nötig sein w ird  
um sie ihrem  In h alt entsprechend einzuordnen.“
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Kleine Mitteilungen.
Kleine Bemerkungen zur letzten Auflage1) von Cantors 

„Vorlesungen über Geschichte (1er Mathematik“.

Die erste  (fette) Zahl bezeichnet den B and , die zweite die Seite der „V orlesungen“ .
BM =  B i b l i o t h e c a  M a t h e m a t i c a .

Über frühere  B em erkungen siehe BM 113 (1910/11), S. 158— 181.

2 : 535 .  Was Herr C a n t o r  Z. 5 — 21 über C a r d a n o s  Ausführungen in 
betreff des Kontingenzwinkels mitteilt, ist nicht direkt unrichtig, aber meiner 
Ansicht nach eher verwirrend als belehrend.

Erstens bekommt der Leser dadurch die Vorstellung, daß es sich um eine 
zusammenhängende Darstellung C a r d a n o s  handelt. Allein der Passus (Z. 5 — 7 ) :  
„Eine andere Schwierigkeit entsteht bei in a sich berührenden Kreisen durch 
Ziehen der Sehnen afd und ageu rührt von Herrn C a n t o r  selbst her, der 
folgende Passus (Z. 7 — 13): „Der geradlinige Winkel . . . .  heranrückt“ steht 
im Scholium des Satzes 159, und das übrige ist aus dem Scholium des 
Satzes 161 entnommen.

Zweitens ist es meines Erachtens durchaus notwendig, bei dem Berichte 
über die Ausführungen C a r d a n o s  darauf hinzuweisen, daß viele „propositiones“ 
der Schrift De groportionibus aus ganz gelegentlichen Bemerkungen bestehen, in 
denen die Gründe für und gegen eine gewisse Ansicht angegeben werden, ohne 
daß es ganz klar ist, welche Ansicht C a r d a n o  selbst vertritt, oder ob er 
überhaupt eine bestimmte Ansicht hat.

Drittens ist es kaum zu empfehlen, die Behauptung C a r d a n o s :  „Der 
geradlinige Winkel ead ist gleich dem doppelt krummlinigen Winkel g a e zu 
erwähnen, ohne mitzuteilen, daß C a r d a n o  offenbar durch einen Trugschluß zu  
diesem Satze gekommen ist. Ich gebe hier unten die Schlußweise C a r d a n o s  
wörtlich wieder:

Constat quod portiones ad & af similes sunt, itemque ae & ag, 
ducta enim abc per centra circulorum ex contactu transibit per illa: 
quare anguli liag & liae sunt ijdem <fc similiter haf & had ijdem, 
portiones ergo af & ad itemque ag & ae similes sunt: angulus igitur (!) 
gae ex peripheriis et ead ex rectis sunt ijdem in puncto a.

Nun ist ja der geradlinige Winkel ead die Differenz der zwei gemischtlinigen 
Winkel eae und dad, während der krummlinige Winkel gae die Differenz der 
gemischtlinigen Winkel eae und gag ist. Das „igitur“ des C a r d a n o  enthält

1 ) D ritte  A uflage des 1 . B andes, zw eite A uflage d er 2 . u n d  3 . B ände.



also die Behauptung, daß der gemischtlinige W inkel d a d  gleich dem 
linigen W inkel g a g  is t, und diese durchaus unbelegte Behauptung, ie 
offenbar unrichtig is t, muß auf einer Verwechselung beruhen. q„+7P„ 1 5 9

Da also die Schwierigkeit, von der C a r d a n o  im Scholium es 
spricht, s o f o r t  beseitigt w ird, wenn man nur den Ausgangspun ^
führungen berichtigt, und da hierzu noch kommt daß die Folgere g , 
C a r d a n o  aus der Größe der zwei Grundlinien ge  und de  zieht unzulass ,
wäre es meines Erachtens am besten, den ganzen Passus (Z. 5 —
andere Schwierigkeit . . . .  heranrückt1' zu stieichen. Satzes 161

In b e tr e f f  d es CA N TO R sdien B e r ic h te s  ü b e r  d a s  S c h o l iu m  d ^ a t « * 1 6 1
bemerke ich, daß er meines Erachtens allzu unvollständig ist,
selbst seine Erklärung der Schwierigkeiten durch zwei von H errn C a n t o r
n ic h t  e in m a l  a n g e d e u te te  G e g e n g rü n d e  z u  e n tk r ä f t e n  s u c h t .  G. E n e s t r ö m .

2 • 640 Hier beginnt der Bericht über V i e t e s  Methode numerische 
Gleichungen zu lösen. H err C a n t o r  sagt, daß V i e t e  die Gleichungen in  
n ä h e r u n g s w e is e r  A u f lö s u n g  behandelt, aber diese Ausdrucksweise ist 
meines Erachtens weniger gut, weil bei V i e t e  überhaupt nur solche Beispiele 
Vorkommen, in denen die positiven W urzeln rationale ganze Zahlen sind. 3
am Ende des langen T raktates widmet V i& te  nachträglich etwa eine halbe 
Seite der Frage „ad eliciendum radices prosim as vens, alioquin irrationales 
Es dürfte also besser sein, zu sagen, daß Vifci’E die ganzzahligen Wurzeln 
numerischer Gleichungen durch eine Methode der sukzessiven Näherungen 
ermittelt.

Das Verfahren V i e t e s  beurteilt H err C a n t o r  auf folgende H eise:
Es ist ein Verfahren, welches zwar m it dem Grade der Gleichung 

sich ändert, m ithin als ein ganz vollkommen einheitliches nicht erachtet 
werden kann; als weiterer Mangel ist stets die Auffindung nur einer, 
und zwar positiven W urzel angestrebt, aber immerhin is t der Grund
gedanke ein bleibender.

H err C a n t o r  behauptet also, daß das Verfahren sich m it dem Grade 
ändert und diese Behauptung ist natürlich b u c h s tä b l i c h  rich tig , ganz wie 
die Behauptung, daß das Verfahren bei der Differentiation einer Potenz sich 
m it dem Grade ändert, so daß z .B . d(**) =  4a;3 d x ,  aber d ( S )  =  7 x  d x . 
Allein daraus folgt ja  nicht, daß dieses letztere Verfahren nicht als ein voll
kommen einheitliches erachtet werden kann, denn die allgemeine Form el ist 
^ 3 «) =  f ix ”- 1 dx . Ganz auf dieselbe Weise verhält es sich m it dem V er
fahren V i e t e s .  Is t die zu lösende Gleichung

f (x )  =  ci0xn +  a^x71- 1 -I f- O n - tx  =  a„,

so  k a n n  d ie  M e th o d e  V iü t e s  d u r c h  fo lg e n d e  K e g e l  a u s g e d r ü c k t  w e r d e n :

W'enn man einen Näherungswert a  der W urzel der Gleichung 
_  ttn gefunden h a t und wenn dieser W ert am Ende k Nullen hat, 

so bekommt man einen noch besseren W ert aus der Form el

2 3 4  G -  E n e s t k ö m .
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Die H erleitung der Form el bietet keine Schwierigkeiten dar. Man hat ja

/" O l)  =  f ( a  +  (Ki -  « ))  =  /■(«) +  («1 -  « )  f '  (« )  +  f"  (« )  H-------

+  i .^ g T .r V n—  i j  " X) (“ ) +  (« i -  «)">
a lso

ß ,  —  ß  =

w t y r w f  ■

Nun ist f  {CCX) ~  und ßj — ß in der Regel eine 7c-ziffrige Zahl. Ersetzt 
man rechts ß1 — ß durch die kleinste ft-ziffrige Zahl IO1 -1 , und w irft man 
das letzte Glied des Zählers ab, bekommt man die soeben angegebene Formel.

M an s ie h t h ie ra u s  so fo r t ,  d aß  d as V e rfa h re n  g ew isse rm aß en  m it  d e r  so 
g e n a n n te n  NEWTONschen M ethode v e rw a n d t is t, u n d  H e r r  C antor h a t  R ech t, 
w e n n  e r sa g t, d aß  d e r G ru n d g e d an k e  e in  b le ib e n d e r is t, o b g leich  au s se in e r 
D a rs te l lu n g  h e rv o rg e h t, d aß  e r das V e rfa h re n  n ic h t  v e rs ta n d e n  h a t .1)

W enn H err C an tor als „weiteren Mangel“ bezeichnet, daß stets die Auf
findung nur einer Wurzel angestrebt ist, so muß diese Bemerkung dem sach
kundigen Leser sehr auffällig erscheinen. Man braucht nämlich nur ober
flächlich von der Darstellung V iä te s  Kenntnis zu nehmen, um zu finden, daß 
dieser n ic h t  stets nur eine W urzel berechnet Schon in der E inleitung 
{Opera, ed. F. van S ch o o ten , S. 173) hebt er hervor, daß es zuweilen zwei 
Lösungen gibt („radix  est anceps“ ), und später behandelt er oft Gleichungen 
dieser Art. Beispielsweise löst er im „Problema XIX“ (a, a. 0. S. 219 — 220) 
die Gleichung 27 7 5 5 #  — #4 =  217 944; in betreff dieser Gleichung bemerkt 
er schon anfangs, daß sie zwei (positive) W urzeln besitzt. Dann teilt er die 
Rechnungen in zwei Abschnitte m it besonderen Überschriften ein, nämlich 
„Paradigm a primum analyseos quadrato-quadrati avulsi a plano-plano sub latere, 
ad inveniendum ra d ic e m  m in o r e m “ (hier findet er # =  8) und „Paradigm a 
secundum analyseos quadrato-quadrati avulsi a plano-plano sub latere,, ad 
inveniendum r a d ic e m  m a io r e m “ (hier findet er # = 2 7 ) .

Daß ViAte nur die positiven W urzeln berücksichtigt, ist natürlich richtig, 
aber dieser Umstand hat nichts m it den Mängeln des Verfahrens, um das es 
sich handelt, zu tun. W ill man die negativen W urzeln der Gleichung /(# )  =  an 
durch dieses Verfahren ermitteln, hat man ja  nur das Verfahren auf die Glei
chung f {— #) =  an anzuwenden. Die W orte (Z. 25) „und  zwar positiven“ 
sollten darum  unter allen Umständen gestrichen werden. Q , E n e s t r ö h .

2 : 641. Über die Methode V iA tes, numerische Gleichungen von der 
Form  #3 +  cx  =  a  zu lösen, gibt H err C an tor  (Z. 5 — 1 1 ) folgende Auskunft:

1) Nachdem diese Bemerkung schon redigiert worden war, hat F. C a j o r i  (H is -  
to r ic a l  n o te  o n  th e  N e w t o n - H a p e s o n  m e th o d  o f  a p p r o x im a t io n ;  T h e  a m e r ic .  m a -  
th e m . m o n t h ly  18, 1911, S. 30) einen anderen etwas kürzeren, aber kaum ein
facheren Ausdruck für den Divisor V i e t e s  veröffentlicht. Man sieht leicht, daß dieser
Ausdruck m it dem m einigen übereinstim m t; allerdings kann man bei C a j o r i  nicht
s o f o r t  das Verfahren V iA te s  m it der NEWTONschen M ethode vergleichen.
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Bei einer Gleichung dritten Grades x3 +  cx  =  «, deren W urzel 
wieder als xi  4- x2 +  x3 gedacht is t, findet sich durch Einsetzung 
dieses W ertes und leichte Umformung: 

a =  x 3 +  cx1 -j- (3a:,2 4- c)x2 +  (3a:, 4- a:2)a;22 +  (3 (a;, +  xi ) 2 +  c) x3 
+  (ß  (X1 +  Xz) +  Xs) X3 

und die Anwendung auf a:3 +  30a; =  14 356 197 liefert abermals x =  243.
Nun h a t H err C a n t o r  S. 6 4 0  eine ähnliche Formel für die Gleichung 

x2 -\-c x  — a gegeben, und in dieser Formel, deren Anwendung er für die 
Gleichung a:2 4- 7a: =  6 0  7 5 0  vollständig erläutert hat, is t der Koeffizient von 
x2 eben der Divisor, den man benutzen soll, um x2 zu erm itteln Der Leser 
m u ß  also annehmen, daß in betreff der Gleichung x3 cx  — ci dieser Divisor 
3 i j 2 4 c  ist, denn warum sollte Herr C a n t o r  sonst die oben abgedruckte 
Umformung, die nicht bei V i e t e  steht, ausgeführt haben? Allein in W irk 
lichkeit ist in diesem Falle der Divisor V i e t e s  nicht 3 a^" +  c, sondern (siehe 
die vorangehende Bemerkung)

d Xl  ( V  +  c * i )  +  V -  d j  +  Câ  =  3 a:,2 4- e -4 3 • I O “ - *  H ,

und die CANTORSche Umformung muß darum auf folgende W eise modifiziert 
werden:

a  =  a:,3 4 - c x { - f  (3  a: ,2 4 - c 4 - 3 a;, [a:2] )  x 2 - f  x23 

4  1 3 (3 1 ,4  x , y  4 - c 4 - 3 (a :, +  x 2)  [>3]} x3 4- x33,

wo [a:2] und [a:s] bedeuten, daß bei der E rm ittelung des Quotienten a:2 vorläufig 
durch 10 k ~ 1 und bei der neuen Berechnung a:3 vorläufig durch 10 * ~  2 zu ersetzen ist.

Bei d e r G le ich u n g  a;3 4 -  30a: =  1 4  3 5 6  1 9 7  e rm i t te l t  V i e t e  e r s t  d u rc h  
W u rze la u sz ieh u n g  den  N ä h e ru n g s w e r t  x1 — 2 0 0 . U m  x2 zu finden , s e tz t  m a n  
in  die k o r r ig ie r te  CANTORSche F o rm e l «  =  1 4  3 5 6  1 9 7 , x1 =  2 0 0 , c =  3 0  
u n d , w ie  schon  g e sa g t, v o rläu fig  [ a ; 2 ]  =  1 0 ; fe rn e r  w ir f t  m a n  x23 so w ie  a lle  
G lieder, d ie  a:3 e n th a lte n , ab, u n d  d a d u rc h  b e k o m m t m a n

14 35 6 1 9 7  — (200)s — 3 0 -2 0 0  6350 197
x9 r>o

3  ( 2 0 0 ) 2 4  3 0  4  1 0 - 3 - 2 0 0  1 2 6  0 3 0

D e r Q u o tie n t i s t  h ie r  e in  w e n ig  g rö ß e r  a ls  5 0 , a b e r  d a  d e r  D iv id e n d u s  zu
g ro ß  u n d  d e r  D iv iso r zu  k le in  is t ,  d a r f  m a n  fü r  a:2 n u r  4 0  a n se tz e n , so d a ß
d e r zw eite  N ä h e ru n g s w e r t 2 0 0  -4  4 0  =  2 4 0  is t .  U m  e in en  n o ch  b e sse ren  
W e r t  zu b ek o m m en , se tz t  m a n  in  d ie  k o r r ig ie r te  CANTORSche F o rm e l
a =  1 4 3 5 6 1 9 7 ,  x t =  2 0 0 , c =  3 0 , a:2 = 4 0 ,  [>2]  =  4 0  (n ic h t  1 0 ) , [>3]  =  1 
u n d  w ir f t  x .3 ab. D a n n  w ird

6 3 5 0 1 9 7  -  (3  ( 2 0 0 ) 2 4" 3 0  - f  3  • 2 0 0  • 4 0 ) 4 0  -  ( 4 0 ) s 5 2 4  9 9 7

X s  ~  3 •  ( 2 4 0 ) s 3 0 -  4  3 - 2 4 0  ~  1 7 3  5 5 0 '

Also kann x3 höchstens 3 sein, und wenn man teils im Zähler das ab
geworfene Glied — a;33 berücksichtigt, teils in dem Ausdruck

3 {xx 4 - a:2) 2 4- c 4 - 3  (a:, -4  a^) [a:3],

woraus der Nenner berechnet wurde, die Größe [a:3] nicht = 1 ,  sondern =  3 
setzt, findet man

524 970 1 o ,  ! ,
z s =  1 7 4  99Ö’ als0  g en au  =  3 > fo lg lm h  * =  2 4 3 .
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Auch die Umformung, die Herr C a n t o r  (Z. 11 — 13) für die Gleichung 
x cx2 — a gibt, muß auf ähnliche Weise korrigiert werden.

D ie CANTOßschen U m fo rm u n g en  sin d  beso n d ers  fü r  den  a u fm e rk sa m e n  
L ese r i r re le i te n d , d enn  d ieser k a n n  k a u m  u m h in , an zu n eh m en , d aß  das V e r
fa h re n  V iE te s  im  w esen tlich en  m it  d e r NEWTONsehen N ä h eru n g sm e th o d e  ü b e r
e in s tim m t. B e i H e r rn  C a n t o r  sin d  j a  d ie K oeffiz ien ten  von  x2 fü r  d ie  G le i
ch u n g en  x2 +  cx =  a, x3 +  cx =  a, x3 +  cx2 =  a

2x1+ c ,  3x^+0 ,  3x12jr 2cx1,

und wenn man das linke Glied der Gleichungen durch f(x') bezeichnet, ist 
in jedem der drei Fälle der Koeffizient von x2

df(xt ) 
dx j

also gerade der Divisor, der in der N EW TONsehen Näherungsmethode benutzt wird.
W ie  H e r r  C a n t o r  a u f  den  G ed an k en  k a m , d ie  s inn lose  o d e r u n ric h tig e  

U m fo rm u n g  a u sz u fü h re n , w e iß  ich  n ich t. B e k a n n tlic h  h a t  H a n k e l  (Zur Ge
schichte der Mathematik in Alterthum und Mittelalter, L eip z ig  1 8 7 4 , S. 3 6 9  —  
3 7 0 )  a u sd rü ck lich  b e h a u p te t ,  das V e rfah re n  V i e t e s  sei m it  d e r NEWTONsehen 
M ethode  id e n tisc h , u n d  m an  k ö n n te  d a ru m  v e rsu c h t se in , a n zu n e h m e n , d aß  
H e r r  C a n t o r  se ine  U m fo rm u n g  a u f  G ru n d  d ieser B e h a u p tu n g  v o rg en o m m en  
h a t,  ohne a u f  d ie Q uelle  se lb s t zu rü ck zu g eh en . A n d e rse its  i s t  es n ic h t  le ich t, 
u n te r  d iese r A n n a h m e  das CANTORsche U rte il  (s iehe  die v o ra n g eh e n d e  B e 
m erk u n g ) , „d as V e rfah re n  V i e t e s  sei n ic h t  a ls  e in h e itlich  zu e ra c h te n “ , zu

erklären' G. E n e s t r ö m .

2 : 693. Nachdem H err C a n t o r  ein Werkzeug zum Zeichnen von Kegel
schnitten erwähnt h a t, das von B r a m e r  in dem Buche A p o l l o n i u s  Cattus 
beschrieben wurde, fügt er hinzu: „Außer der Beschreibung des Werkzeuges 
zum Zeichnen von Kegelschnitten enthält das Buch allerlei Sätze über jene 
krummen Linien nebst deren Beweise.“ Dieser Zusatz ist zum Teil buch
stäblich richtig , aber von einem Sachkundigen kann er jedenfalls nicht her
rühren, sonst würde man die drei Bände der CANTORschen Vorlesungen etwa 
auf folgende Weise charakterisieren können: „Die Vorlesungen enthalten einen 
Bericht über Klostergelehrsamkeit im M ittelalter; überdies bringen sie allerlei 
Notizen zur Geschichte der M athem atik im Altertum e.“

Der vollständige Titel der 1. Auflage des 1. Teiles des BRAM ERSchen 
Buches lautet:

Senjamin Sramer§ || Apollonius Cattus, || Dber geometri-1| fdEjer 3Beg= 
tocijer, ¡| (Srfter £f)eii | ^n lneidjem bie fundamenta ber aCterliebs |[ tmb 
(Sinnreidjften Sonijcfien Sectionen, ®o oon Apol- 1 lonio Pergaeo mit 
fdjtoeren, ab absurdo genommenen Demonstra- || tionen bargetfian, Sium 
mefjr aujj leichten ©uclibijcfjen ®rün- | j  ben ermiejen loerben. || Sieben am 
gefjencften tmberjdjiebenen ioegen, bie breij || Sonijcfie Sinien, Parabola, 
Hyperbola Onb Ellipsis || in plano jnoer̂ eici)nen. (Setrudt ju ©affet, Set) 
Soijann Saurn, in berle* || gung befj Authoris,im Qafjr ©fjrifti, M. DC. XXXIV.

Q uart, (8) -f 96 S.
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W ie aus dem Titel hervorgellt, enthält dieser erste Teil also wesentlich 
eine elementare Darstellung der Grundlagen der Theorie dei Kege sc m e. 
Die D arstellung, die 67 Druckseiten um faßt, beginnt m it den nötigen Uen- 
nitionen (S. 1 — 8), dann kommen einige Hilfssätze I S. 8 ^
(S. v 2 — 66) 42 Lehrsätze über Kegelschnitte. Den „Beschluß" (S. ob 
bildet die Konstruktion einer krummlinigen Asymptote zu einer gegebenen 
Parabel. Als „Anhang deß ersten Theils“ werden (S. 6 8 - 9 6 )  zwölf ver
schiedene „W ege“ zum Zeichnen von Kegelschnitten gelehrt.

Der zweite Teil des A pollonius Cattus hat eigentlich nichts m it Kege - 
schnitten zu tu n , sondern enthält ein Verfahren, „allerhand Sonnenu reu, le 
selben fallen so seltzam, wie sie immer wollen, auf einem Cylinder zu schneiden 
und auffzureissen“, und der dritte Teil enthält die Beschreibung eines T nangular-
instrum ents Job st Bubgis. ^

Aus dieser kurzen Inhaltsangabe geht hervor, daß die CANTOBSche i  otiz 
keine richtige Vorstellung von dem wirklichen Inhalt der A rbeit B eam ees 
b rin g t, und es ist leicht ausfindig zu machen, w orauf dies beruht. H err 
C antoe h at nämlich die Arbeit nicht selbst gesehen, sondern, wie er in der 
Fußnote 1 hervorhebt, nur Angaben von K ä stn ee  und B eaunm ühl benutzt. 
K ä stn ee  sagt: „E r [B eam ee] giebt allerley Eigenschaften der Kegelschnitte 
m it Beweisen. Auch ein Werkzeug jeden zu beschreiben“, und B eaunm ühl 
beschreibt ausführlich das fragliche Werkzeug. Aus diesen unvollständigen 
Angaben hat H err C an toe einen Bericht über den Inhalt der A rbeit verfertigt.

Beiläufig bemerke ich, daß das von B eaunm ühl erwähnte universalkonische 
Instrum ent nicht in der e r s t e n  Auflage des 1. Teiles beschrieben wird. 
B eam ee sagt (S. 84 ): „W ie aber ein Vniversal Conisch Instrum ent zumachen, 
darinnen ein jeder Conus, er sey wie er wolle vorgebildet werden kan, ist vor 
etzlichen jahren von m ir beschrieben, vnd zu F ranckfurt bey Eberhard Kiesers 
Sel. Erben zweiffels ohne noch zu finden.“ G. E nesteöm .

2 : 7 1 4 — 715. Die Angabe: „G eegoe iu s hatte  dort (im 6. Buche des 
Opus ejeometricum) nachgewiesen, daß Flächenräume, welche durch eine Hyperbel, 
deren eine Asymptote und Parallele zur anderen Asymptote begrenzt seien, in 
einem Verhältnisse stehen, welches gleich sei dem Exponenten der Potenzen, 
als welche die abschließenden Ordinaten sich kundgeben“, ist ungenau und 
außerdem am Ende fast unverständlich. Der Satz des G eegoe iu s (vgl. a. a. 0 . 
S. 594, prop. CXXV) lau tet:

In ter asymptotos AB, AC, constituta sit hyperbola; ex qua assu- 
m antur quaeuis duae partes term inatae rectis B E , PQ, & H I ,  KC, quae 
aequidistent asymptoto AB . . .  . Dico superficiem B E Q P  toties 
continere superficiem I I I CE,  quoties ratio  lineae D E  ad PQ, m ultip licat 
rationem  H I  ad K C .

W ill man den Satz in  unsere mathem atische Sprache übersetzen und nim m t 
man der Einfachheit halber als Gleichung der Hyperbel x y  =  1, so kann der 
Satz auf folgende Weise ausgedrückt werden:

Nim m t man zwei Flächenräum e, deren jeder durch die Hyperbel, 
die Asymptote y  — 0 und zwei Ordinaten begrenzt sind, und nennt m an

die zwei Paare von Ordinaten a0, a , ; b0, 51; ist ferner ( j r j  > so
verhalten sich die Flächenräume wie »  zu 1. a° 0'
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Analytisch ausgedrückt bekommt der Satz die Form

y =  aL y =  bL a0 b0

und aus dieser letzten Formel sieht man sofort, daß der Satz richtig ist, denn 
aus der Bedingung folgt ja unmittelbar

I o S  ©  :  l 0 8  ©  -  ”  !

Der von Herrn C a n t o r  ausgesprochene Satz wird richtig, wenn man den 
höchst eigentümlichen Ausdruck: „dem Exponenten der Potenzen, als welche 
die abschließenden Ordinaten sich kundgeben (?!)“ als die doppelte Bedingung 
«j =  b”, a0 =  bg enthaltend auffaßt, aber ein so spezieller Satz bietet wenig 
Interesse dar. Der Satz des G b A g o l r e  d e  S a i n t  - V i n c e n t  enthält dagegen 
nicht diese doppelte Bedingung. " q . E n e s t r ö m .

2 : 715. Aus den Zeilen 3 — 7 kann man kaum ausfindig machen, auf 
welche Weise S arasa  das Auftreten von Logarithmen bei den hyperbolischen 
Flächenräumen angegeben hat. In Wirklichkeit gibt S arasa nicht direkt an, 
wie man solche Flächenräume durch Logarithmen ausdrücken soll, sondern er 
sagt nur (S. 16 , prop. 1 0 ), daß die Flächenräume Logarithmen ersetzen oder 
vertreten können („hae superficies supplere possunt locum logarithmorum;
. . . . erit superficies MF loco logarithmi 6“), und aus seinem Bechenbeispiele
kann man nicht ersehen, wie groß der Flächenraum zwischen zwei Ordinaten 
ist. Soviel ich weiß, ist J. G reg o ry  der erste, der ausdrücklich die Größe 
eines hyperbolischen Flächenraumes angegeben hat (siehe Vera circuli et hyper- 
bolae quadratura, Patavii 1667, S. 4 9 ). Der Satz G regorys kann auf moderne 
mathematische Sprache folgendermaßen ausgedrückt werden: „Sei xy =  1 die 
Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, so ist der Flächenraum zwischen den
zwei Ordinaten y =  1 und y =  a gleich loga. Eneström .

2 : 757. N ach d em  H e r r  Ca n t o r  d a ra u f  h in g ew iesen  h a t,  d a ß  d ie  P a s c a l -  
sche A n w en d u n g  des a r ith m e tis c h e n  D re ieck es a u f  die W a h rsc h e in lic h k e its 
re c h n u n g  e rs t  16 6 5  in  den  B u c h h an d e l k a m , b e m e rk t e r ,  d aß  „ d e r B rie fw ech se l 
zw isch en  P a s c a l  u n d  F e r m a t  [ü b e r  W ah rsc h e in lic h k e its re c h n u n g ]  n o ch  v ie l 
s p ä te r  in  d ie Ö ffen tlich k e it g e la n g te “ . N u n  v e rw e is t  H e r r  C a n t o r  in  b e tre ff  
d ieses B riefw ech se ls  a u f  d ie  „O euvres de P a s c a l “ , d e ren  e rs te  A u f la g e  1 7 7 9  
e rsc h ie n , u n d  w enn  d e r n ic h t  sac h k u n d ig e  L ese r  d iesen  U m sta n d  m it  d en  
CANTORSchen W o rte n  „n o ch  v i e l  s p ä te r“  zu sa m m en s te llt , k a n n  e r k a u m  u m h in  
zu  v e rm u te n , d a ß  d ie  FERMATSchen U n te rsu c h u n g e n  ü b e r  G lü ck ssp ie le  e r s t  1779  
in  d ie  Ö ffen tlich k e it g e la n g te n , a lso  zu  e in e r Z e it ,  a ls  sie g a r  k e in e n  E in f lu ß  
a u f  d ie  E n tw ic k lu n g  d e r W ah rsc h e in lic h k e its re c h n u n g  h a b e n  k o n n ten . A b e r  in  
W a h rh e it  i s t  d ie  S ac h la g e  d ie fo lgende .

Es gab eigentlich zwei Briefe von F e r m a t  an P a s c a l ,  die für die Ge
schichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Belang sind. Der erste Brief, 
der höchstwahrscheinlich vor dem 29. Juli 16 5 4  geschrieben wurde, ist verloren 
gegangen, aber das Verfahren, das F e r m a t  darin für zwei Spieler auseinander-
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se tz te , k e n n e n  w ir  aus dem  A n tw o r tsc h re ib e n  P a sca ls  v om  2 4 . A u g u s t  1 6 5 4 ;  
d ieses A n tw o rtsc h re ib e n , d as H e r r  Ca n to r  S. 7 5 6  fü r  se in en  k u rz e n  B e r ic h t  
ü b e r  d ie  EBRMATSche M ethode  b e n u tz t  h a t ,  w u rd e  sch o n  1 6 7 9 ,  a lso  n u r  
1 4  J a h r e  n a c h  dem  E rsc h e in e n  des PASCALschen Traité in  d en  Varia opera 
(S . 1 8 4 — 188) v e rö ffen tlich t. D er zw eite  B r ie f  v o n  E erm at, in  dem  die 
M eth o d e  a u ch  a u f  m e h r  a ls  n u r  zw ei S p ie le r  a u sg e d e h n t w u rd e , is t ,  w ie  H e r r  
C an tor S. 7 5 6  r ic h t ig  a n g ib t ,  vom  2 5 . S e p tem b e r  1 6 5 4  d a t i e r t ,  u n d  d i e s e r  
B r ie f  w u rd e  e rs t  1779 v o n  B ossu t in  den  Oeuvres d e  P a s c a l  zu m  A b d ru c k  
g e b ra c h t. G. E neström .

2 : 7 5 9 .  Die Angabe (Z. 7 — 9 ): „am  6. Mai hatte  E ranciscus van  
S ch o o ten  schon zugesagt, vielleicht schon begonnen, die holländisch geschriebene 
Abhandlung [De rationiciis in ludo aleae] ins Lateinische zu übersetzen“ muß 
auf einer Verwechselung beruhen. Der von Herrn C an tor als Beleg zitierte 
Brief vom 6. Mai 1656 ist nicht von S ch o o ten  sondern von H u ygen s ge
schrieben, und darin wird nicht erw ähnt, daß S ch ooten  versprochen hatte, 
selbst die Übersetzung zu verfertigen. Jedenfalls hatte  er die Arbeit damals 
noch nicht begonnen, denn am 30. Mai 1656 schreibt er an H uygens, er wisse 
noch nicht, wann er Zeit dazu finden könne ( Oeuvres completes de C e r .  H u t g e n s  
1, La Haye 1888, S. 4 2 2 ) .  G E neström .

2 : 812. Die Redewendung: „Die Parallelen selbst heißen omnes ordina- 
tim applicataeit is t nicht ganz genau; D e sc a r te s  schrieb seine Géométrie fran
zösisch und benutzte den Ausdruck: „appliquées par ordre“. Das W ort „omnes“, 
das zufälligerweise an der von Herrn C an tor zitierten Stelle der S ch ooten -  
schen Übersetzung vor „ordinatim “ steht, h a t nichts m it der Benennung zu tun.

In betreff der Geschichte des Termes Ordinate h a t schon T ro p fk e  [Ge
schichte der Elementargeometrie 2, Leipzig 1903, S. 426) eine ergänzende Notiz 
gebracht, indem er darauf hinweist, daß der Ausdruck rsrayfiévcoç Kurrjyfiévca 
des A p o llo n iu s  schon 1566 von Commandino durch „ordinatim  applicatae“ 
übersetzt wurde. Ich erlaube mir, hier unten einige weitere Beiträge zur Ge
schichte des Terms zu bringen.

Im  M ittelalter wurde der Ausdruck xeraygÉvcoç Kaxrjypévr) von den abend
ländischen Übersetzern aus dem Arabischen teils durch „linea secundum ordi- 
nem“, teils durch „linea ordinis“ wiedergegeben, und die Bedeutung w ar 
insofern schwankend, als m an zuweilen die Ordinate in  unserem Sinne, zu
weilen die doppelte Ordinate meinte; diese Zweideutigkeit geht ja  übrigens 
auf A p o llo n iu s  selbst zurück (vgl. z. B. K m vixu, I  Def. 4 und I  Prop. 20). 
Der Ausdruck „linea secundum ordinem“ kommt beispielsweise in einer (w ahr
scheinlich von G herard o  Crem onese herrührenden) Übersetzung „L iber de 
speculis comburentibus“ vor (siehe BM 103, 1 9 0 9 /1 0 , S. 222 Z. 30, 223 Z. 1) 
und bedeutet dort die einfache Ordinate. Der Ausdruck „linea ordinis“ m it 
der Bedeutung „doppelte O rdinate“ befindet sich (siehe BM 11 3, 1910 /11 , 
S. 204 Z. 8) in einer lateinischen Übersetzung einer arabischen Schrift über 
die Parabel, welche Übersetzung sicherlich aus dem M ittelalter herrührt, ob
gleich die älteste je tzt bekannte Handschrift erst aus dem 16. Jah rhundert 
stammt. Ob auch die Form  „ordinata“ schon im M ittelalter vorkom m t, weiß
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ich nicht. Aber schon bevor Commandino seine ApoLLONius-Übersetzung ver
öffentlichte, benutzte M aurolico  diese Form für einfache Ordinate teils in 
einem vom 29. März 1555 da tie rtenM anuskrip t(sieheB ulle tt. d i b ib lio g r .  d. sc. 
m a tem , 9, 1876, S. 107), teils in dem schon 1553 verfaßten, 1575 ge
druckten T rak ta t De lineis horariis (siehe F. M au rolyci Opuscula mathematica, 
Venetiis 1575, S. 270: „in  semidiámetro autem ellipsis . . . educantur diá
metro perpendiculares sive ordinatae gm . hn. ko . ec“).

Da T rop fk e (a a. 0 . S. 426) darauf hinweist, daß Chr. W o lf f  „semi- 
ord inata“ verwendet, mache ich beiläufig darauf aufmerksam, daß B. Bram er  
schon 1634 diese Form für einfache Ordinate benutzt hat (siehe A p o l l o n i u s  

Cattus 1, Cassel 1634, S. 4), während er „ordinatim  applicata“ für doppelte 
Ordinate gebraucht. G Enesti1öm.

2  : 812. Nachdem H err C antor den Grundgedanken der Koordinaten
geometrie, wie er in den jetzigen Lehrbüchern auseinandergesetzt wird, an
gegeben hat, bemerkt er (Z. 20 — 24):

Von einer Begriffsbestimmung der analytischen Geometrie von der 
Art, wie sie hier ausgesprochen worden ist, nimmt D e sca r te s  allerdings 
so wenig seinen Ausgangspunkt, daß sie sich sogar nirgend bei ihm aus
drücklich ausgesprochen vorfindet; man muß sie da und dort aus seinem 
Verfahren herauslesen.

M it d en  e rs te n  Z eilen  d ieser B e m erk u n g  b in  ich  e in v e rs tan d e n , n ic h t  a b e r m it  
d en  W o r te n :  „ m a n  m u ß  sie  d a  u n d  d o r t  aus se in em  V e rfa h re n  h e ra u s le se n “ , 
d en n  m e in e r A n s ic h t n a c h  h a t  H e r r  C an tor in  die G eom etrie  von D e sca r te s  
d ie  f rag lich e  B eg riffsb estim m u n g  h i n e i n g e l e s e n ,  so d aß  d e r L ese r d u rc h  die 
ÜANTORSche D a rs te llu n g  eine u n r i c h t i g e  V o rs te llu n g  von  dem  G ru n d g ed an k en  
d e r  a n a ly tis c h e n  G eom etrie  b e i D e sca r te s  bek o m m t. A lle rd in g s  is t  d ie  B e 
g riffsb es tim m u n g  die b i ll ig s te , d a  sie so fo rt aus einem  L eh rb u ch e  d e r  a n a ly 
tisch e n  G eo m etrie  e n tn o m m en  w erd en  k a n n , ohne d a ß  m a n  sich  d e r  M ühe 
u n te r z ie h t ,z u  u n te rsu ch e n , w as D e sc a r te s  se lb s t g e sa g t h a t.  E s  is t  a lso  eine 
A r t  d e r „Ö ko n o m ie  des D e n k en s“ , d ie  n ic h t  se lte n  in  d en  CANTORSchen Vor
lesungen v o rk o m m t, a b e r  zu em p feh len  is t  diese A r t  m eines E ra c h te n s  n ich t.

In den folgenden Zeilen werde ich versuchen, auseinanderzusetzen, wie sich 
D esca r te s  selbst die Sache dachte; die dabei eingeschalteten Zitate und V er
weise beziehen sich auf die Pariser Ausgabe der Géométrie vom Jahre 1886.

Was D esca rtes  m it seiner analytischen Geometrie erzielen w ill, is t teils 
die algebraische Lösung geometrischer Aufgaben, teils die geometrische Kon
struktion dieser algebraischen Lösung. Wenn die Aufgabe nur eine Lösung 
oder eine endliche Zahl von Lösungen h a t, bekommt man zuletzt eine Glei
chung m it einer einzigen Unbekannten, und die Konstruktion hat den Zweck, 
einen Punkt oder eine endliche Zahl von Punkten zu bestimmen. Kommen 
dagegen noch in der Endgleichung zwei oder mehrere Unbekannte vor, so be
deutet dies, daß das Problem nicht vollständig bestimm t ist (S. 4: „cela témo- 
igne qu’elle [la question] n ’est pas entièrem ent déterminée“). Am wichtigsten 
ist der F a ll, in dem zwei Unbekannte Vorkommen, und dann handelt es sich 
darum , die Linie zu erm itteln, auf der alle Punkte liegen, welche der durch 
das Problem aufgestellten Bedingung genügen (S. 9 : „il est aussi requis de 
connoître et de tracer la ligne dans laquelle ils [les points] doivent tous se

Bibliotheca Mathematica. III. Folge. XI. i g
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trouver“). F ür diesen Zweck w ählt D e s c a r t e s  eine Gerade aus, die er zu
weilen Diameter nennt (S. 31 : „toutes les lignes droites appliquées par ordre 
à son diamètre“); er bezieht jeden der gesuchten Punkte auf je  einen P unkt
des Diameters und zwar so, daß jener konstruiert werden kann , wenn dieser
als bekannt vorausgesetzt wird. Da dieses Beziehen bei D e s c a r t e s  wesent
lich ist und den Grundgedanken der modernen Koordinatengeometrie ersetzt,
bringe ich als Belege einige Zitate aus der Géométrie'. ^

S. 18: „Je choisis une ligne droite comme A B , pour rapporter à ses 
divers points tous ceux de cette ligne courbe E C .“

S. 32: „Or de cela seul qu’on sait le rapport qu’ont tous les points
d’une ligne courbe à tous ceux d’une ligne droite, en la  façon que 
j ’ai expliquée, il est aisé de trouver aussi le rapport qu ’ils ont à 
tous les autres points et lignes données“ .

S. 33: „Le rapport qu’ont tous les points de la  courbe CE à ceux de
la  droite GA.“

Nun hatte schon A p o l l o n i u s  gelehrt, die Punkte eines Kegelschnittes auf 
die Punkte eines Diameters zu beziehen, nämlich durch Strecken (Ordinaten), 
die einen konstanten W inkel m it dem Diam eter bilden und deren Länge in 
jedem einzelnen Falle von der Lage des Punktes des Diameters abhängig w ar; 
auch D e s c a r t e s  bedient sich eines ähnlichen Verfahrens, und der konstante 
W inkel ist bei ihm in der Regel ein rechter. Aber während A p o l l o n i u s  keine 
algebraischen Formeln benutzte und darum  nicht nötig hatte, die Zahl der nicht 
gegebenen Größen der R elation, wodurch die Länge der Strecken (Ordinaten) 
bestimm t wurde, auf zwei zu beschränken, lag die Sache anders für D e s c a r t e s ,  
dessen Zweck ja  w ar, die Konstruktion der Punkte auf Grund einer End
gleichung m it zw e i Unbekannten auszuführen. Darum  mußte D e s c a r t e s  
außer der O rdinate, die die zu berechnende Größe, d. h. die abhängige V er
änderliche repräsentierte, eine andere Strecke haben, die der willkürlichen 
Größe, d. h. der unabhängigen Veränderlichen entsprach, und deren Länge für 
jeden P unkt des Diameters sofort durch Ausmessung gefunden werden konnte. 
Dies gewinnt man ja  am leichtesten, wenn man einen P unk t auf dem Diam eter 
nim m t und die fragliche Strecke als den Abstand des veränderlichen Punktes 
des Diameters von diesem Punkte bestimmt. Auch D e s c a r t e s  w andte dieses 
Verfahren an (S. 18: „en cette ligne AB je choisis un point comme A, pour 
commencer par lu i ce calcul“) F ü r die erste Strecke (die O rdinate) benutzte 
er die Benennung: „appliquée par ordre“ (S. 31: „toutes les lignes droites 
appliquées par ordre à son diam ètre“) und die zweite Strecke nannte er zu
weilen Segment (S. 31: „les segments de ce diam ètre qui sont entre le som
m et et ces lignes“) ;  seine Zeichen waren y  für die O rdinate und x  für das 
Segment. Endlich drückte er alle nicht gegebenen Größen auf Grund der Be
dingungen als Funktionen von x, y  und Konstanten aus, und bekam dadurch 
die Gleichung der Kurve.

A lle rd in g s  fü h rt das ÜESCARTESsche V e rfa h re n  zu dem selben E rg e b n is, als  
w enn m an sich  eines re ch tw in k lig e n  K o o rd in a ten system s bedien t, aber der 
G ru n d ged an k e is t  in  den zw ei F ä lle n  n ic h t genau derselbe, u n d  D e s c a r t e s  
hebt selbst hervor, daß m an fü r die zw ei unbekannten G röß en der E n d g le ic h u n g  
au ch  andere Strecken nehm en könnte (S . 1 9 : „je  dis que je  chosis et l ’un  
et l ’autre, à cause q u ’i l  est lib re  de les pren d re tels qu ’on v e u t“ ). B e is p ie ls 
w eise könnte m an eine zw eite Gerade, die m it der H a u p tg era d e n  den W in k e l a
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bildet, als Hilfsgerade nehmen und für x den Abstand des beweglichen Punktes 
des Diameters von der Hilfsgeraden nehmen; in diesem Falle würde z. B. die ein
fachste Gleichung des Kreises nicht x2 -f- y2 =  fl2, sondern x2 cosecV +  y2 =  a2 
sein. Anderseits ist es leicht zu verstehen, warum D e s c a r t e s  für y und x gerade 
die Ordinate und das Segment des Diameters wählte; die Ordinate hatte, wie 
schon erwähnt, A p o l l o n i u s  benutzt, und das Segment des Diameters war die 
einfachste Strecke, die man für die zweite Größe haben konnte.

Auch F. v a n  S c h o o t e n  schließt sich in seinem Kommentar zur Geometrie 
der Betrachtungsweise D e s c a r t e s ’ an. Wenn er eine Transformation der 
Gleichung einer Kurve vornehmen w ill, die von unserem Gesichtspunkt aus 
eine Drehung der Koordinatenachsen um den Anfangspunkt bedeutet, formuliert 
er das Problem auf folgende Weise: Eine Kurve ist auf eine Gerade A B  be
zogen; es wird verlangt, die Gleichung der Kurve zu ermitteln, wenn sie auf 
eine andere Gerade D F  bezogen wird (siehe D e s c a r t e s ,  Geometria . . .  in 
Unguam latinam versa, et commentariis illustrata, opera atque studio 
F. a  S c h o o t e n , Lugduni Batavorum 1649, S 192).

Es ist besonders w ichtig, auf den wirklichen Gedankengang D e s c a r t e s ’ 
Bezug zu nehmen, wenn man die Vorgeschichte der analytischen Geometrie 
behandeln will. Sonst könnte man leicht versucht werden, anzunehmen, daß 
D e s c a r t e s  auf irgendeine Weise von O r e s m e  beeinflußt worden war.

___________  G. E n e s t r ö m .

2 : 812. Nach H errn 0 a n t o r  beginnt das erste Buch der Géométrie von 
D e s c a r t e s  „m it der Behauptung, jede geometrische Aufgabe laufe darauf 
hinaus, eine Anzahl von Strecken zu kennen“. Es ist m ir nicht bekannt, 
welchen Sinn H err C a n t o r  diesen W orten (Z. 26 — 27) gibt, aber jedenfalls 
kann ich nicht anerkennen, daß sie eine richtige Übersetzung der ersten Zeilen 
der Géométrie sind. Diese Zeilen lauten: „Tous les problèmes de géométrie 
se peuvent facilement réduire à tels termes, qu’il n’est besoin par après que de 
connoître la longueur de quelques lignes droites pour les construire“ und darin 
is t meines Erachtens die Behauptung enthalten, die Lösung jeder geometrischen 
Aufgabe könne auf eine Rechnung m it und Konstruktion von Strecken zurück
geführt werden. Diese Deutung scheint auch S c h o o t e n  als die richtige zu 
betrachten, denn er übersetzt: „Omnia geometriae problem ata facile ad hujusmodi 
terminos reduci possunt, u t deinde ad illorum constructionem opus tantum  sit 
rectarum  quarundam  linearum  longitudinem cognoscere“ . Meiner Ansicht nach 
m eint D e s c a r t e s  m it seiner Behauptung, daß jeder Ausdruck, der bei der 
algebraischen Lösung einer Aufgabe erhalten wird, geometrisch als eine Strecke 
repräsentiert werden kann. G E n e s t r ö m .

2 : 8 1 5 .  In  einer früheren Bemerkung (BM 103, 1909/10, S. 64) habe 
ich darauf hingewiesen, daß die Behauptung von D e s c a r t e s ,  die H err C a n t o r  
auf e b e n e  Raumkurven beschränkt, auch für solche Kurven nur ausnahms
weise richtig sein kann. H err P. S t ä c k e l  hat die Güte gehabt, mich darauf 
aufmerksam zu machen, daß die Erm ittelung der eventuellen Ausnahmefälle 
ein sehr einfaches Problem der Infinitesimalgeometrie ist.

Betrachtet man die beiden aufeinander senkrechten Ebenen, auf die die 
im Raume befindliche Kurve projiziert werden soll, als xy- und xz-Ebenen,

16*



und sind die Gleichungen dieser Projektionen f (x ,  y') =  0, cp(x, z )  0, so hat 
die Ebene, die durch die Normale der Kurve f ( x ,  y )  =  0 im Punkte x, y  
senkrecht zur x y -Ebene gelegt wird, die Gleichung

ebenso ist die Gleichung der entsprechenden Ebene durch die Norm ale der 
Kurve cp [X , z )  — 0

( * .-* ) •
Also sind die Gleichungen der Schnittgeraden dieser Ebenen

x , - x ________ yt - y  :   h ~ l   ,
d f ( x , y )  d<p(x,z) d f ( x ,  y) d<p(x. z) dj_ (x, y) dg>(x, z)
~ lh c  dx dy  dx dx dz

und die Richtungskosinus der Geraden sind also den Größen
d f ( x , y )  dcp(x,z) d f  (x, y) dq>(x, z) _ c f ( x , y )  dcp(x,z)

d x  ' d x  d y  ' d x  d x  dz
proportional. Anderseits findet man leicht aus den Gleichungen

i x +  i » - 0 ,  ^ ä x  +  ^ i . - o ,

daß die Richtungskosinus j-g der Tangente der Raumkurve im Punkte
x, y , z  den Größen

d f ( x , y )  dtp{x,z) d f { x , y) dcpjx, z) c f ( x , y) dcpix, z)
d y  dz ' d x  ' dz  ’ d y  d x

proportional sind. Nun ergibt die bekannte Bedingung des Senkrechtstehens

cos a  co s a ' +  co s ß  cos ß ' +  cos y  co s y '  =  0 ,

daß die Tangente senkredbt auf der Schnittgeraden steht, wenn
d f  (x, y) df {x ,  y ) dcp(x,z) dcp(x,z) _  „ 

d x  dy  d x  dz

also wenn wenigstens eine dieser vier partiellen Ableitungen verschwindet. 
Indessen zeigt eine einfache geometrische Überlegung, daß die Schnittgerade 
dann n ic h t  in der Ebene der Raumkurve liegt, folglich nicht die Normale 
dieser Kurve ist. Die Bedingungsgleichung bedeutet näm lich, daß sich die
Raumkurve auf eine der beiden Ebenen (oder auch auf beide) in eine Gerade 
projiziert, die überdies einer der darin liegenden Koordinatenachsen parallel 
is t und dann steht die Schnittgerade senkrecht auf der Ebene der Raumkurve.

M a n  k a n n  a ls o  g a n z  e in f a c h  s a g e n ,  d a ß  d ie  B e h a u p tu n g  v o n  D e s c a r t e s  
a u c h  m i t  d e r  CANTORSchen B e s c h r ä n k u n g  f a ls c h  i s t .  G . E n e s t r ö m .

2 4 4  G .  E n e s t r ö m .

2 :  852. H ier wird die vereinfachte Tangentenm ethode erw ähnt, die 
D e s c a r t e s  1638 in einem Briefe angah, aber wann diese Methode veröffentlicht 
wurde, te ilt H err C a n t o r  uns nicht m it; Z e u t h e n  behauptet (Geschichte der 
M athematik im X V I . und X V I I . Jahrhundert, Leipzig 1903 , S . 326), daß 
die Methode von S c h o o t e n  in seinem Kommentar zur Geometrie D e s c a r t e s ’ 
benutzt wurde, und diese Behauptung ist nicht unrichtig , aber allzu unvoll
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stä n d ig . D ie S te lle , die  Z e u t h e n  m e in t, k o m m t n ä m lich  n ic h t  in  d e r  e rs ten  
A u f la g e  (1 6 4 9 )  des ScHOOTENsehen K o m m en ta rs  vor, so n d ern  is t  in  die zw eite  
A u f la g e  (Geometria a B . D e s c a r t e s  . . . cum notis F l . d e  B f. a u  n e  . . .  in  
linguam  latinam  versa , et commentariis illustra ta , opera atque studio F . Ä 

S c h o o t e n ,  A m ste rd am  1 6 5 9 , S. 2 4 6  —  2 4 7 )  e in g e sc h a lte t w o rden . A n d e rse its  
b e so rg te  S c h o o t e n  schon  1 6 4 9  d ie  V erö ffen tlich u n g  e in e r n ic h t v on  ih m  h e r 
rü h re n d e n  S c h r if t ,  w o rin  d ie M ethode v o rk o m m t, n ä m lich  die „ N o ta e  b re v e s“ 
von  F l .  D e b e a u n e  (s iehe  Geometria a B . D e s c a r t e s  . . . cum  notis F l . d e  

B e  au  n e  . . .  in  linguam  la tinam  versa, et com mentariis illustrata, opera atque studio  
F . Ä S c h o o t e n ,  L ey d e n  1 6 4 9 ,  S. 1 4 7 — 1 4 8 ) .  D e b e a u n e  g ib t a ls  G le ich u n g

(' y    iq \ g
der Sekante x  — ------------, wo v  und s zwei Größen sind, wodurch die L a seV 7 °
der Sekante bestim m t w ird ; aus seiner H erleitung der G leichung geht un
m itte lb ar h ervor, daß die Subtangente y  —  v  w ird , wenn die Sekante in  eine 
Tangente übergeht. Fern er bringt D e b e a u n e  die Gleichung der K urve a u f die 
F orm  x  =  f [ y ) ,  w oraus

(V J ) S  =  f  0 )  oder f  (y ) ~  ~  ~  s =  0.

I n  dem  v o n  ih n e n  b e h a n d e lte n  B e isp ie l i s t  f  (y ) e in  P o ly n o m  zw eiten  G rades, 
so d aß  d ie  G le ich u n g  q u a d ra t is c h  w ird  D e b e a u n e  k a n n  d a ru m  die K oeffizienten  
d e rse lb en  m it  den  K oeffiz ien ten  d e r G le ich u n g  y 2 —  2 ey  -f- e2 =  0  iden tifiz ie ren  
u n d  b e k o m m t d a d u rc h  v  u n d  s a ls  F u n k tio n e n  von e u n d  K o n s ta n te n ; en d lich  
s e tz t e r  n a c h  d e r  DESCARTESSchen V o rsc h rif t  e =  y  u n d  e rh ä lt  d a d u rch

*  =  2b + y ’ 80 d aß  d ie  S u b ta n g e n te  y  -  w ird.

Genau dasselbe V erfahren  h at S c h o o t e n  1 6 5 9  (siehe oben) gelehrt, und 
er erw ähnt dabei g a r  nicht, daß er S . 1 0 7  —  1 4 2  desselben Bandes eine Schrift 
zum zweiten M ale zum A bdruck gebracht h at, w orin  das V erfahren  (S . 1 3 1 )  
zu finden ist. G _ E n e ste ö m .

2  :  8 6 0 . D ie  W o rte  (Z . 1 2 — 1 4 ):  „ u n d  aus dieser Ä h n lic h k e it  folgen  
Beziehungen zw ischen %\ y ’ , E ,  x , y , A ,  welche, wenn m an F  (x , y )  =  F  ( x \  y ')  =  0  
m it b e rü ck sich tig t“ , bringen m eines E ra ch te n s keine k la re  V o rste llu n g  von der 
FERMATschen Tangentenm ethode. I n  dem ersten B eisp iele  F e r m a t s  (d ie  Z isso id e)  
en tsprich t der folgende P assus den soeben zitierten W o rte n  des H e rrn  C a n t o r :

E  G  v o ca b itu r N  —  E ,  E  0  vo ca b itu r — ■ ^ —  B  in  L ,
A

A b e r fü r  die G röß en, die F e r m a t  E  G , N , E  0 ,  B  nennt, hat H e rr  C a n t o r  
die Z eich en  , x , y ' , y  eingeführt, so daß die zw ei G leich u n gen  lau ten :

x ' =  x  —  E ,  i j  =  ^  ^

u n d  die e r s t e  dieser G leichungen erh ält m an n a tü rlic h  n ich t aus dem Satze 
A  M P T  ~  A  M 1 P 1 T ’, sondern u n m itte lb a r aus der D efinition von E ;  das 
W o rt  „ B e z ie h u n g e n “  ist  also n ich t ganz genau.

S tatt der von m ir  beanstandeten W o rte schlage ic h  also v o r, etwa

Fo lg en des zu setzen: „ u n d  aus dieser Ä h n lic h k e it  fo lg t y ' =  y A  ~  y E - F e rn e ril
ist  a u f  G ru n d  d er D e fin itio n  x 1 =  x  —  E ;  w enn m an diese W e rte  in  die
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Gleichung F(x’,y') einsetzt und auf die Gleichung F {x, y) B e z u g  nimmt, 
bekommt man“. Die W orte „entstehen lassen“ (Z. 15) sind natürlich dann 
zu streichen. Gr. E n e s t r ö m .

2 : 8 6 3 .  In  betreff der Inflexionspunkte erw ähnt H err C a n t o r  die Be- 
hauptung F e r m a t s ,  „daß in ihnen der von der B erührungslinie m it dei szissen 
achse gebildete W inkel ein Minimum sei, wie m an leicht beweisen könne, ut 
facile est demonstrare“. Es wäre vielleicht nicht ganz ohne Interesse hinzu
zufügen, daß F e r m a t  versucht h a t einen Beweis seiner Behauptung zu ringen, 
und daß er eine Regel für die Auffindung von Inflexionspunkten gegeben hat, 
die der Gleichung

d*y

7 --------   =  0 , a lso  y -------2-ijT =  0

V«' + "W[1 + ( s ) ] ’
e n tsp r ic h t. W en n  m a n  v o n  d e r frem d en  L ö su n g  ¿ I  =  00  a b s ie h t ,  stim m t 

a lso  d ie  FERMATSche R e g e l m it  d e r  in  u n se ren  L e h rb ü c h e rn  d e r  D ifferen tia l
g e o m e trie  g e le h rte n  ü b e re in . G. E n e s t r ö m .

2 : 878. In  betreff der Angabe über die Q uadratur der Zykloide (Z. 25 — 28): 
„ R o b e r v a l  hatte  ihren durch den. dreifachen Erzeugungskreis hergestellten 
Betrag 1634 M e r s e n n e  mitgeteilt. Im  folgenden Jah re  1635 fanden F e r m a t  
und D e s c a r t e s  unabhängig von einander Beweise dieses Satzes“ soll die Unter
suchung von C. R. W a l l n e r  in der B ib l io th .  M a th e m . 43, 1903, S. 41 42
verglichen werden. Daraus geht m it großer WAhrscheinlichkeit hervor, daß 
„1636“ oder „1637“ s ta tt „1634“ gesetzt werden sollte, und jedenfalls hat 
D e s c a r t e s  erst 1638 von R o b e r v a l s  Entdeckung Kenntnis bekommen. Wann 
F e r m a t  diese Entdeckung durch M e r s e n n e  kennen lern te, dürfte nicht fest
gestellt werden können, aber nach der Ansicht P. T a n n e r y s  muß es spätestens 
Februar 1638 gewesen sein (siehe Oeuvres de F e r m a t  2, P aris 1894, S. 135 
Fußnote l ) .  Am 1. Jun i 1638 teilte R o b e r v a l  selbst F e r m a t  die Entdeckung 
m it (a. a. O. S. 151).

Die Schrift von M e r s e n n e ,  die W a l l n e r  a. a. 0 . S. 41 ein ihm  „nicht 
näher bekanntes Schriftstück“ nennt, ist die Reflexiones pliysico-mathematicae 
(Novarum observationum physico-mathematicarum Tomus I I I ,  Parisiis 1647), 
und die von M o n t u c l a  angedeutete Stelle befindet sich S. 71. Nach P. T a n n e r y  
(iOeuvres de D e s c a r t e s  5, Paris 1903, S. 428) ist die dort vorkommende 
Angabe „ab anno 1634“ wahrscheinlich Druckfehler s ta tt „ab anno 1643“, so 
daß die Angabe bedeutungslos ist. q  E n e s t r ö m .

2 : 891. Come ha gia avvertito il sig. E n e s t r O m  ( B ib l io th .  M a th e m a t .  13, 
1900, p. 273): non v’e dubbio alcuno che R i c c a r d o ,  auto re dell’ Hemispiiaerium 
dissectum e T o m m a s o ,  menzionato nella lettera dello S l u s e  all’ H u y g e n s  erano 
fratelli. Siamo in grado di aggiungere che nacquero ambedue di R i c c a r d o  
W h i t e  di H utton (Essex) e di M a r i a  di E d m o n d o  P l o w d e n ,  il primo nel 
1590, il secondo nel 1593 (e non nel 1588 come e affermato dagli
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editori delle Opere dell’ H u y g e n s ) ;  di questo secondo sappiamo ancora che 
mori a Londra il 6 Luglio 1676 (e non nel 1680, come asseriscono i suddetti 
editori): di R i c c a r d o  possiamo soltanto affermare che era ancora vivente 
nel 1653, che a questo tempo si trovava a Roma e vi aveva dal 19 Dicembre 
1652 al 3 Gennaio 1653 osservata una cometa (Bibi. Naz. di Firenze. Mss. 
Galileiani. Cimento. Tomo XIII, car. 8— 10). Queste osservazioni furono per 
la  prim a volta pubblicate dal F a b b r o n i  (L etter e inedite d i uomini illustri 2, 
Firenze 1775, pag. 261— 263), e ristam pate dal d e  Z a c h  ( Z e i t s c h r i f t  f ü r
A s tr o n o m ie  4, Luglio e Agosto 1817, pag. 93).

P  a d o y  a. A n t o n i o  F a v a r o .

2 : 903. In der Fußnote 3 sollen die W orte „bei M a r i e  und“ gestrichen 
werden, folglich ist auch „ist die Darstellung“ sta tt „sind die Darstellungen“ 
zu setzen. Bei M a r i e  kommt nämlich in W irklichkeit keine Darstellung des 
WALLissehen Verfahrens, um % zu berechnen, vor, die m it den Darstellungen 
C a y l e y s  und R e i f f s  verglichen werden kann. Nachdem M a r i e  angegeben 
hat, wie W a l l i s  z u  seiner Reihe

i 2 8 48
’ 3 ’ 15 ’ 105

gekommen ist, fügt er hinzu:
II [ W a l l i s ]  se propose le problème de l’interpolation d’un terme

entre 1 et ~  sous la condition de satisfaire à la loi de formation de la
suite, loi non formulée du reste et définie seulement par son origine 
concrète. W a l l i s  y parvient, mais p a r  u n e  a n a ly s e  t r o p  c o m p liq u é e

p o u r  t r o u v e r  p la c e  ic i. I l trouve que — est la limite du rapport
2 •  2 -  4 •  4 - 6 ■  6  - 8  - 8 -  ■ •

1 - 3 - 3  Ö - 5 - 7 - 7 - 9 -  • •

Das is t alles, was bei M a r i e  steht! G. E n e s t r ö m .

2 : 904. Die W orte (Z. 13 — 14): „von welchen die bei fi =  — 1 erschei
nenden allerdings falsch sind“ sollten gestrichen und gleichzeitig Z. 13 „ft =  0, 
1, 2, . . ., 8“ s ta tt „ft =  — 1, 0, 1, 2, . . ., 8“ gesetzt werden. H err Ca n t o r  
h at offenbar seine Behauptung aus der von ihm zitierten Darstellung R e i f f s  
entnommen, und wenn man nur diese Darstellung liest, w ird man geneigt, 
die Behauptung als richtig  zu betrachten. Allein wenn m an auf W a l l i s  
selbst zurückgeht, kommt man zu einem anderen Ergebnis. Die Tabelle, die 
R e i f f  (Geschichte der unendlichen Leihen, Tübingen 1889 , S. 10) wiedergibt, 
steht im Satze 185 der Arithm etica infinitorum  (siehe Opera 1, Oxford 1695, 
S. 460) und W a l l i s  sagt selbst, daß die Tabelle eine Ergänzung der Tabelle 
seines Satzes 132 sei. Nun gibt W a l l i s  ganz bestimmt an, daß diese

letztere Tabelle die W erte der Größe enthält, die w ir durch — x m)  3 d x
0

bezeichnen würden, und hieraus folgert R e i f f  offenbar ohne w eiteres, daß die
erste Zeile 0 0 , 1 , y ,  -f, [jj, der Tabelle des Satzes 185 die W erte der
fraglichen Größe für m  =  — 1, l =  — 1, 0, 2, 4, 6, 8 g ibt; auch die Rubrik: 
,,Recipr. Quadrat.“ dieser Zeile und die Rubrik „Recip. j/g  Residuorum“ der
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e rs ten  V e rtik a lz e ile  d e r  T ab e lle  sch e in en  d ie  R ic h tig k e it  d e r  REiFFSchen A u  
fa ssu n g  zu b e s tä tig en . A b e r w en n  m a n  b e m e rk t, d aß  d ie  e rg än z te  T ab e lle , 
w o rin  d ie R eihe  oo, 1, y ,  J-, J | ,  | | |  v o rk o m m t, schon  im  S a tze  184 s te h t  u n d  
a u s d r ü c k l i c h  a ls  e ine  T ab e lle  d e r  f ig u rie r te n  Z ah len  b eze ich n e t w ird , so w ird  
m an  d a d u rc h  v e rsu ch t, an zu n eh m en , d aß  d ie  R e ih e  b e i W a l l i s  e ine  R e ih e  \ on 
f ig u rie r te n  Z ah len  im  v e ra llg e m e in e rte n  S in n , a lso  B in o m ia lk o e ffiz ien ten  m it  b e 
lieb ig em  In d e x  sind. I n  d e r T a t  k a n n  m an  j a  e in en  B in o m a lk o effiz ien ten  m t
auf die Form  , . . .  ,

( m  +  l )  ( m  1 — 1 )  ■ - • ( » » - f - 1)
l ) . . .3.2. l7

bringen, und setzt man hier m  — — y> 1 = 1 ,  2, 3, 4, bekommt man eben die 
Reihe A , |- , | | ,  |||.  Nach R e i f f  soll W a l l i s  dagegen geglaubt haben, die

Größe, die nach unserer Bezeichnung j  ( l —x m̂ 2 d x  ist, bekomme für m =  1,
1 =  2 den W ert y , also o

/ ‘( 1  — x ~ 2) d x  =  y  
0

Allein bekanntlich hat W a l l i s  ausdrücklich hervorgehoben (A rithm etica  infini- 
torum  Satz 104), daß man durch Integration von x ~ 2 eine überunendliche Größe

bekommt, die nach seiner Bezeichnung ist, so daß 1 — x~~2) d x  =  1 — — ,
o

und ganz gewiß wußte er, daß das rechte Glied nicht =  y  ist.
Aber wie soll m an dann die W orte: „Recipr. Q uadrat.“ und „Recip. y q  

Residuorum“, wodurch R e i f f  oifenbar irregeleitet worden ist, erklären? Meiner 
Ansicht nach liegt hier ein einfacher Flüchtigkeitsfehler von W a l l i s  vor. 
W a l l i s  wußte, daß für positive Exponenten die Benennungen des Satzes 132 
s ta tt derer des Satzes 184 benutzt werden konnten, und ohne besondere Über
legung wählte er die entsprechenden Benennungen auch für die Binomial
koeffizienten der ersten Zeile. Meine A nsicht, daß W a l l i s  der Benennung 
dieser Zeile keine besondere Aufm erksam keit w idm ete, w ird von den Worten, 
die unm ittelbar der Tabelle des Satzes 185 vorangehen, bestätigt. Die W orte 
sind: „Si infinita series aequalium m ulctetur analoga serie subprimanorum, 
vel subsecundanorum, vel subtertianorum , &c., residua, eorumque quadrata, 
cubi, &c. eam rationem  habebunt ad aequalium seriem congruam , quam  habet 
unitas ad numeros tabellae sequentis.“ H ier wird also die Zeile, die die 
r e z ip r o k e n  W erte enthält, gar nicht erwähnt

Z. 13 sagt H err C antor, daß W a ll is  die W erte des Integrals bei 1 =  0, 
2, 4, 6, 8 findet; in W irklichkeit gibt W a ll is  die W erte der Größe, um  die 
es sich bei ihm handelt, nicht für fünf, sondern für zehn W erte an , so daß 
bei H errn C antor 1 =  — 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 stehen sollte. Allerdings 
werden nicht in der Tabelle des Satzes 185, sondern erst in der Tabelle des 
Satzes 189 a l le  W erte für 1 =  — 1, 1, 3, 5, 7 gegeben, aber eine ähnliche 
Bemerkung g ilt ebensosehr für die CANTORsehe Angabe (Z. 13): „ft =  — 1, 
0, 1, 2 . . ., 8 “. Die Tabelle des Satzes 189 hat R e if f  nicht, und die Tabelle 
des Satzes 185 nicht ganz vollständig abgedruckt, so daß ein Verfasser, der 
als überflüssig betrachtet, auf die Quellen selbst zurückzugehen, sehr leicht ver
an laß t wird, die CANTORschen Angaben zu bringen. E n e s t r ö m
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« : 917. Die Angabe: „Eine Auflösung des Tangentenproblems für alge
braische Curven, deren Gleichungspolynom in Gestalt einer rationalen ganzen 
Funktion gegeben w ar, scheint D e S lu se  seit 1652 besessen zu haben. Sie 
besteht im Folgenden“ ist ungenau. Allerdings gibt S lu se  selbst in einem 
Briefe H uygens an vom 12. Januar 1663 an ( O eu v re s  co m p lè tes de  C h r . H u y g e n s  
4, La Haye 1891, S. 292), daß er schon seit mehr als 10 Jahren im Besitze 
einer Tangentenmethode sei, aber dieses Verfahren w ar unvollkommener (non  
absque aliquâ calculi molestiä’) als die jetzt unter seinem Namen bekannte 
Methode, die H err C an tos nach den W orten: „Sie besteht im Folgenden“ 
auseinandersetzt. Über den Zeitpunkt der Erfindung dieser letzteren Methode 
gibt S lu se  in seinem Briefe an H uygens vom 18. August 1662 folgende 
Auskunft (a a 0 . S. - '07): „Nuper methodum tangentium ex notä applicatarum  
ad partes axis qualicumque ratione, quam ante plures annos inveneram, ad faci- 
litatem  maximam deduxi, ita  u t inspecta solum in terminis analyticis aequatione 
quae curvae proprietatem  ostendit, fere absque calculo tangentem ducam.“ Es 
ist also wahrscheinlich, daß die je tzt S lu se  zugeschriebene Tangentenmethode 
erst etwa 1662 erfunden wurde. n

3 : 68. Der „spätere Zusatz“, von dem H err C antor Z. 2 spricht, rührt 
ganz gewiß von W a ll is  her; aus einer Angabe S. 72 Z. 17 scheint es, als 
ob H err C antor den Zusatz N ew to n  selbst zuweisen will. Bei der H eraus
gabe der „Epistolarum  quarundam collectio“ im 3. Bande (1699) seiner O pera  
h a t W a ll is  hie und da in eckigen Klammern einige Ergänzungen oder Ver
besserungen eingeschaltet, die er überdies durch Kursivschriften von dem Texte 
unterscheidet. Eine solche Ergänzung ist der Zusatz (a. a. 0 . S. 635) „quae 
contigit anms 1665, 1666“ nach „Pestis ingruens“. — Daß die Pest schon 1665 
ausbrach, gibt W a ll is  ausdrücklich in der englischen Ausgabe (London 1685, 
S. 330) seiner Algebra an, und darum wäre es vielleicht besser, Z. 2 — 3 
„auf das Jah i 1665 s ta tt „au f die Jahre 1665 und 1666“ zu setzen.

  G. E neström .

3 :  72. Die Angabe (Z. 15 17): „Das allgemeine Abhängigkeitsgesetz
eines Binomialcoefficienten von dem unm ittelbar vorhergehenden fehlt in der 
Abhandlung [D e analysi per aequationes numero terminorum infinitas], wie
wohl N ew to n  dem Briefe [vom 24. Oktober 1676] zufolge es seit 1666 
kannte ist teils irreleitend, teils ungenau und sollte darum  entweder gestrichen 
oder modifiziert werden. Der Anfang der Angabe ist buchstäblich richtig, aber 
muß den nicht sachkundigen Leser irreleiten. Tn W irklichkeit benutzt 
N ew to n  das Binomialtheorem in seiner Abhandlung n u r ,  wenn der Exponent 
eine g a n z e  p o s i t iv e  Zahl ist (vgl. BM 103, 1909/10, S. 69), und für seinen 
Zweck braucht er nur die Koeffizienten der zw e i e r s t e n  Glieder zu kennendes 
ist also selbstverständlich, daß er nicht das allgemeine Abhängigkeitsgesetz an
gegeben hat. Die übrigen Reihen, die tatsächlich Binomialreihen sind, erhält 
N ew to n  durch Wurzelausziehen oder Division; der Exponent ist also immer

von der Form  (n  eine ganze Zahl), und auch wenn N ew to n  die fraglichen

Reihen durch Benutzung des Binomialtheorems hergeleitet hätte — was nicht
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d e r  F a l l  i s t  -  w ü rd e  e r k e in e n  w irk lic h en  A n la ß  g e h a b t  h a b e n , d a s  a llg e 

m ein e  A b h ä n g ig k e itsg ese tz  an zu g eb en . z it ie r te n
N e w t o n  se it T666  d as 

B rie fe ;  d ie  W o rte  „ q u ae  c o n tig it  an m s I 660  l b b b  > ü i e  ü °  W a l l i s
d ie  A n g a b e  des H e rrn  C a n t o r  v e ra n la ß t  h a ™  “  gelbgt d a ß  e r
1 6 9 9  (sieh e  oben  die B e m e rk u n g  zu 6  . 6 8 ). JNEV g ? ,
s ich  m it  dem  B in o m ia lth e o ru m  am  B eg in n e  se in e r m a tb e m a ü sc l 
in it io  s tn d io ru m  m eo ru m  m a th e m a tic o ru m “ ) b e sc h ä f tig t  h a t te  u n d  
ü b e r  den  G an g  se in e r U n te rsu c h u n g e n  b e r ic h te t  h a t  b e m e rk t  i  £ 0 te m p  re  
p e s tis  in g ru e n s  co eg it m e h in c  f u g e r e  e t a h a  c o g ita re  ; a u s  ^ e n  W o rten  
fo lg e r te  W a l l i s  ( Ä  treatise o f  a lgelra , L o n d o n  1 6 8 5 ,  S 3  ),
su c h u n g e n  N e w t o n s  ü b e r  d a s B in o m ia lth e o rem  e tw a  1 6 6 4  o d e r 1 6 6 . 

g e f ü h r t  w o rd e n  sin d , w e il d ie  P e s t  ,6 6 5
N e w t o n  se lb s t i s t  d as J a h r  1 6 6 5  d a s  r ic h tig e  (s ieh e  A  c a ta lo g u e o f the 
Portsmouth collection, C a m b rid g e  1 8 8 8 , S. X Y IH : ,:,In  th e  e g in n in g  o U  
1 6 6 5  I  fo u n d  th e  m e th o d  o f a p p ro x im a tin g  s e n e s  a n d  th e  ru le  fo r  re d u cm g  
a n y  d ig n ity  o f  a n y  b in o m ia l in to  su ch  a  se rie s“ ). G. E n e s t r ö m .

3  • 7 8  D ie  E rk lä ru n g  (Z . 4 — 6 v. u .) des T e rm es „ T ra n s m u ta t io n “ b e i 
L e i b n i z :  „ E r  [n a h m ] se lb s t Z e r l e g u n g e n  i n  D r e i e c k e  v o r  u n d  e r  n a n n te  
d ieses T r a n s m u t a t i o n “ is t  u n r ic h tig . W a s  L e i b n i z  m it  T ra n s m u ta t io n  
m e in te , h a t  er se lb s t in  se inem  B riefe  a n  O l d e n b u r g  v o m  27. A u g u s t  1 6 7 6

a u f  fo lg en d e  W eise  e r k lä r t :  . ,
T ra n s m u ta t io n u m  m e th o d u s  m ih i in te r  p o tis s im a  a n a ly se o s  censenda

v id e tu r  . . • e jus v e ro  fu n d a m e n tu m  vob is c an d id e  l ib e re q u e  scribo  . . . . 
t ra n s fo rm a tio n is  fu n d a m e n tu m  h oc  e s t :  u t  f ig u ra  p ro p o s i ta  re c t is  in n u m e n s  
u tc u n q u e  . . . d u c tis  re s o lv a tu r  in  p a r te s ;  q u a e  p a r te s  a u t  a lia e  ip s is  aeq u a les, 
a lio  s i tu  a lia v e  fo rm a  re c o n ju n c ta e , a lia m  c o m p o n a n t f ig u ra m  p rio r i  
a eq u ip o lle n te m  seu  e ju sd em  a re a e  e ts i  a lia  lo n g e  f ig u ra  co n stan tem .

D iese  E r k lä r u n g  a lle in  i s t  a u ssc h lag g e b en d , a b e r  n o ch  d e u tl ic h e r  h a t  L e i b n i t z  
in  se in e r  H istoria  et origo calculi d ifferentialis  h e rv o rg e h o b e n , d a ß  d ie  I r a n s -  
m u ta t io n  e tw as  gan z  an d ere s  a ls  Z e rleg u n g e n  in  D re iec k e  is t  N ach d em  e r 
d ieses le tz te re  V e rfa h re n  a u se in a n d e rg e se tz t h a t ,  fü g t  er^ n ä m lic h  h in zu  ( J l a f te -  
m atische Schriften, h e ra u sg e g e b e n  v o n  C. I. G e b h a r d t ,  d ,  H a lle  1 8 5 8 , b . 4 0 2 ) :  
„ I d e m  e t i a m  a s s e c u t u s  a u t o r  [d . h . L e i b n i z ]  e s t  m e t h o d o  t r a n s m u t a 
t i o n u m “ u n d  e r lä u te r t  d a n n  die f ra g lic h e  M ethode.

W ie  H e r r  C a n t o r  z u  se in e r u n r ic h tig e n  A u ffa ssu n g  d e r  T ra n s m u ta t io n s 
m eth o d e  g ek o m m en  is t, w e iß  ich  n ic h t  m it  B e s tim m th e it,  a b e r  v ie l le ic h t  k a n n  
se in  F e h le r  d u rc h  e in en  A u ssp ru c h  von  G e r h a r d t  (a . a. 0 .  S. 8 3 )  e rk lä r t  
w e rd en . N a ch d e m  G e r h a r d t  ü b e r  d ie  D re iec k sz e rleg u n g  b e i L e i b n i z  b e r ic h te t  
h a t  b e m e rk t e r :  „D ies V e rfa h re n  n a n n te  L e i b n i z  die  M e th o d e  d e r  T ra n s 
fo rm a tio n “ , u n d  es is t  j a  n ic h t  u n d e n k b a r , d a ß  H e r r  C a n t o r  „ T ra n s m u ta t io n “ 
s t a t t  „ T ra n s fo rm a tio n “ ge lesen  h a t.

G lü ck lich erw e ise  h a t  H e r r  C a n t o r  se lb s t d a fü r  S o rg e  g e tr a g e n ,  d a ß  d e r 
a u f m e r k s a m e  L ese r se ine  D e fin itio n  des A u sd ru ck e s  „ T r a n s m u ta t io n “  a ls  u n 
z u v erläs s ig  b e tra c h te n  m u ß ,  d en n  S. 81  g ib t  e r  e ine  g an z  a n d e re  E rk lä rn n g  
desse lb en  (s ieh e  u n te n )  u n d  S. 1 8 1  e ine  d r i t te ;  fre il ic h  fe h lt  im  R e g is te r  S. 9 2 2  
u n te r  dem  S c h lag  w o rt „ T ra n s m u ta t io n “ d e r  V e rw e is  a u f  d iese  d r i t te  S te lle .

 _______  G. E n e s t r ö m .
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3 : 81. Die Angabe (Z. 11— 14): „Das Dreieckchen war dadurch in eine 
unendliche Summe von Gliedern wechselnden Vorzeichens verwandelt —  T r a n s 
m u t a t i o n “ ist nicht d u r c h a u s  unrichtig, aber wahr ist sie ganz gewiß nicht. 
Bei der „Transm utation“ bezweckte L e i b n i z  freilich, die zu integrierende Größe durch 
passende Substitution in eine andere zu verwandeln, die in eine unendliche Reihe 
entwickelt werden konnte (vgl. BM 103, 1909/10, S. 7 2 — 73), aber es war in 
erster Linie die Substitution selbst, die er „Transm utation“ nannte. F ü r ihn 
w ar anderseits die Zerlegung in Dreiecke, worüber Herr C a n t o r  S . 8 0 — 81 
berichtet, eine ganz andere Methode als die „Transm utation“ (siehe oben die 
Bemerkung zu 3 : 78). Allerdings ist es nicht besonders schwierig, naehzu- 
weisen, daß die Zerlegung in Dreiecke, wenn man das geometrische Verfahren 
in analytische Sprache übersetzt, eine spezielle A rt von „Transm utation“ ist, 
aber L e i b n i z  selbst scheint nicht auf diesen Gedanken gekommen zu sein.

___________  G. E n e s t r ö m .

3 : 147. Was H err C a n t o r  Z. 19 — 28 („denn H u y g e n s  . . . genommen 
w ar“) sagt, kann, wenn es sich um eine nach 1891 erschienene Geschichte der 
M athem atik handelt, als unnötigerweise unvollständig bezeichnet werden. Im 
vierten Bande der Oeuvres complètes de C h r i s t i a a n  H u y g e n s  (La Haye 1891, 
S. 237 — 240) befindet sich nämlich ein Brief von H u y g e n s  an S l u s e  vom
25. September 1662 , worin sich jener (S. 238) in betreff der Tangente der 
Kurve x 3 +  y 3 — n x y  =  0 auf folgende Weise äußert:

Hujus tangentem  in dato puncto ego quidem non nisi mediocriter 
prolixo calculo inveni (ex hac nempe aequatione, nam potest alioqui ad 
aliam multo commodiorem res deduci) plurimumque mirabor methodum 
tuam , si absque ullo pene, ac tantum  inspectis characteribus istis 
reperire eam doceat.

H ieraus geht ja  sofort hervor, daß H u y g e n s  am 25. September 1662 noch 
nicht im Besitze seiner Tangentenmethode war. Nun weiß man ferner aus 
einem zuerst von C. L e  P a i g e  1884 veröffentlichten Briefe S l u s e s  an H u y g e n s  
vom 12. Januar 1663 (siehe B u l le t t .  d i b ib l io g r .  d. sc. m a tem . 17, 1884, 
S. 607 — 609), daß dieser in einem je tzt verlorenen Briefe vom 10. Dezember 
1662 m itgeteilt hatte, er habe je tz t eine m it der SuusEschen verwandte Tan
gentenmethode entdeckt. S l u s e  schreibt näm lich (a. a. 0 . S. 607):

Gaudeo te ac clarissimum H u d d e n i u m  in tangentium  methodum meae 
non absimilem incidisse.

Die CANTORschen Angaben, daß H u y g e n s  seine Tangentenmethode nicht 
vor 1652 entdeckt haben dürfte, aber vor 1667 gefunden haben m uß, kann 
m an also auf folgende Weise präzisieren: “ H u y g e n s  entdeckte im Herbst 1662 
seine Tangentenmethode“. W ann die 1693 veröffentlichte Abhandlung von 
H u y g e n s  g e s c h r ie b e n  wurde, ist dadurch nicht entschieden, aber diese Frage 
is t ja  von untergeordneter Bedeutung.

Z. 28 ist die Jahreszahl „1 6 5 2 “ auf Grund einer früheren Bemerkung 
(siehe BM 113, 1910/11, S . 249) zu modifizieren. q._ E n e s t r ö m .

3 : 158. Der Absatz, der S. 157 m it den W orten: „Gestatten w ir uns“ 
beginnt, endete in der ersten Auflage der V o r le s u n g e n  m it den W orten: „zu
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entnehmen und um gekehrt“. Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage füBte 
H err Ca n t  ou, nun die folgende Bemerkung hinzu:

N ur in einer Beziehung, auf welche allerdings einige Forscher ein 
sehr großes Gewicht legen1), kann man von einem Fortschritte leden. in ei 
Analysis per aequationes war deutlicher als bei irgend einem orgängei, 
B a r r o w  (S. 137) nicht ausgeschlossen, den Gegensatz zwischen Qua ra  u r 
und Tangentenproblem, m ithin die Übereinstimmung der Q uadratur m it dem, 
was das umgekehrte Tangentenproblem zu erm itteln suchte, zu er ennen.

1) Besonders P. T a n n e r y  und  Z e u th e n  sind  d ieser M einung.

Da diese Bemerkung keinen Beleg enthält, muß der nicht sachkundige Leser 
schließen, daß die Stelle der Analysis per aequationes, die angeblich den Gegen
satz zwischen Q uadratur und Tangentenproblem hervorhebt, ohne Schwierigkeit 
aufgefunden werden kann. Allein ich habe die ganze Abhandlung mehr als 
einmal durchgelesen, ohne die fragliche Stelle —■ oder überhaupt eine Stelle, wo 
das Tangentenprohlem behandelt wird —  zu entdecken. Freilich vei weist Herr 
C a n t o r  auf P. T a n n e r y  und Z e u t h e n ,  aber da keine Schriften dieser 'Ver
fasser zitiert werden, ist der Verweis wertlos. Bis auf weiteres muß ich darum 
die Behauptung des Herrn C a n t o r  als unzuverlässig bezeichnen, und ich bin 
geneigt, anzunehmen, daß sie auf einem M ißverständnis beruht. Z e u t h e n  hat 
nämlich in seiner Abhandlung Sur le fondement mathématique de l’invention 
du calcul infinitésimal (B u lle t ,  de l 'a c a d .  d. sc. de D a n e m a r k  1895, 
S. 199— 202) bemerkt, daß N e w t o n  in der Analysis per aequationes Differen
tiation  und Integration  als entgegengesetzte Operationen erkannt h a t, und 
d i e s e r  Bemerkung kann ich bis zu einem gewissen Grade beistimmen. Aber 
an der von Z e u t h e n  zitierten Stelle der Analysis per aequationes handelt es 
sich gar nicht um das Tangentenprohlem , sondern um die H erleitung der 
Ordinate einer Kurve, wenn ihre Fläche gegeben ist; in W irklichkeit kann 
man aus den Ausführungen N e w t o n ’s  folgern, nicht daß Differentiation und 
In tegration  entgegengesetzte Operationen sind, sondern daß die Q u a d r a t u r  
als e in e  der invei-sen Operationen der Differentiation betrachtet werden kann.

Beiläufig mache ich darauf aufmerksam, daß der Ausspruch: „m ithin auch 
die Übereinstimm ung der Q uadratur m it dem, was das um gekehrte Tangenten
problem zu erm itteln suchte“, nicht gut redigiert ist. Das Problem der Qua
d ratu r kann von einem gewissen Gesichtspunkte aus als ein sehr spezieller 
F all des umgekehrten Tangentenproblems betrachtet werden, aber die zwei 
Probleme „stim m en“ im allgemeinen nicht „überein“ . q  E n e s t r ö m .

3 : 167. Am Ende der Seite sollten die W orte: „entweder noch gar 
nicht in London oder . . . Ferner steht es keineswegs fest, ob T s c h i r n h a u s  
m it C o l l i n s  bekannt geworden is t“, gestrichen werden. Daß T s c h i r n h a u s  
1675 bei seinem Besuche in  London m it C o l l i n s  zusam m entraf, weiß man 
aus dem bekannten Briefe O l d e n b u r g ’s  an L e i b n i z  vom 30. September 1675, 
sowie aus einem Brief, den C o l l i n s  ebenfalls am 30. September 1675 an 
O l d e n b u r g  schrieb und aus einem Brief von C o l l i n s  an J . G r e g o r y  vom 8. Ju li 
1675. Im ersten Briefe (siehe L e i b n i z e n s  mathematische Schriften, herausgegeben 
von C . I. G e r h a r d t  1, Berlin 1849, S. 82) kommt folgender Passus vor, der allein 
für die F rage entscheidend ist: „Quod attinet alicujus arcus circuli rectifica-
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tionem, im pertiri tibi poterit laudatus T schirnhausiuS method um a G regor io  
nostro inventam q u a m , cum  i l l e  a p u d  nos e s s e t ,  C ollin iu s ip s i  com - 
m u n ic a v i t .“ Der zitierte Passus wurde bekanntlich schon 1712 im Com
mercium epistolicum  veröffentlicht (siehe die Ausgabe von B io t und L e fo r t ,  
Paris 1856, S. 98).

Der Brief von C o llin s  an O ldenb urg vom 30. September 1675 ist 
eigentlich an T schirnhaus gerichtet, und darin kommt folgende Stelle vor 
(siehe S. J. Bigaud, Correspondence o f scientific men o f the seventeenth century 1, 
Oxford 1841, S. 212): „Even those [foundations] of Mr. N ew ton  may become 
of frequent use in arithm etical problems, as even in th a t of Dr. D aven ant, 
which I m e n tio n e d  to  M. T schirnhaus b e fo re  h is  g o in g  o v er.“ Aus dem 
dritten  von m ir erwähnten Briefe ersieht man (siehe B igau d , a. a. 0 . 2, 
Oxford 1841, S. 263— 264), daß T schirnhaus beabsichtigte, um den 3. Ju li London 
zu verlassen und daß er vor seiner Abreise C o llin s  besucht hatte.

Daß T schirnhaus wirklich schon im Mai 1675 in London war, hat man 
meines Wissens keinen A nlaß, in Abrede zu stellen, und H err C antor gibt 
nicht den geringsten Grund an, warum er die Bichtigkeit der Angabe des 
Commercium epistolicum  bezweifelt. Eneström .

3 : 172. In der ersten Auflage des dritten Bandes der Vorlesungen  be
merkte H err C antor (S. 166) in betreff einer Stelle des M ethodus fluxionum

N ew ton s, wo es sich um Fluxionsgleichungen von der Form  ~  =  2 J A mt n x m y n-, 
handelt:

Unbequem ist ihm . . das Auftreten von Gliedern wie ~  . . .N ew to n

schreibt vor, man solle alsdann das — durch ein — oder ein — er-
x  b  -j-  x  b  —  x

setzen und diesen Ausdruck durch Division in eine Beihe verwandeln;
an eine Bechtfertigung dieser W illkühr scheint er nicht gedacht zu haben.
Doch ist dam it noch nicht der Gipfelpunkt willkührlichen Verfahrens erreicht.

Hinsichtlich dieser Bemerkung hebte H. G. Z eu th en  hervor (Sur quelques 
critiques faites de nos jours ä  N e w t o n ;  B u lle t ,  de l 'a c a d .  d. sc. de 
D ä n e m a r k  1895 , S. 266 — 267), daß man in diesem Falle nicht das W ort 
„W illkür“ gebrauchen könne, weil das Verfahren N ew ton s für seinen Zweck 
das einzig natürliche war, und etwa dasselbe bemerkte ein Jah r später E. T isch er  
(Ü ber die Begründung der Infinitesimalrechnung durch N e w t o n  und L e i b n i z ,  

Leipzig 1896, S. 42). Darum  ersetzte H err C antor in der zweiten Auflage 
der Vorlesungen den Passus: „an  eine Bechtfertigung dieser W illkür scheint 
er nicht gedacht zu haben“, durch folgende W orte: „E r nimm t also eine Ver
änderung der Koordinaten, eine Verlegung des Anfangspunktes vor. Das wäre 
an und für sich gewiß gerechtfertigt, n u r mußte gesagt werden, daß, wenn 
x  in b — x  übergehe, gleichzeitig x durch — x  zu ersetzen sei.“ D a g e g e n  
l ie ß  H e r r  C an tor d ie  W o rte : „Doch ist dam it noch nicht der Gipfelpunkt 
willkürlichen Verfahrens erreicht“, s te h e n ,  o b g le ic h  d ie s e  d u r c h  d ie  
Ä n d e r u n g  n a t ü r l i c h  s in n lo s  g e w o rd e n  s in d .

In  betreff des CANTORschen Ausspruches: „nu r m ußte gesagt werden . . . 
zu ersetzen sei“, mache ich darauf aufmerksam, daß ein Kenner des M ethodus 
fluxionum  sich sicherlich nicht wie H err C an tor ausdrücken würde. N ew ton
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hat nämlich schon bei der Behandlung des „Casus I “ 1 — X  oder c — x  s a % 
gesetzt, o h n e  gleichzeitig x  durch — ¿ z u  ersetzen (siehe N e w t o n i  Opuscu a , 
S. 69). W enn man dies nicht angibt, weiß der Leser nicht, ob es sic um 
einen kleinen Redaktionsfebler oder um eine wirkliche Abweichung von em 
je tz t üblichen Verfahren handelt. G. E n e s t r ö m .

3 :  173. In  der Methodus fluxionum hat N e w t o n  bekanntlich auch to ta  e 
Differentialgleichungen m it mehr als zwei Veränderlichen behandelt. Seine 
Regel ist: wenn drei, vier usw. Veränderliche Vorkommen, nim m t m an beliebig 
eine, zwei usw. Hilfsgleichungen an, deren jede z w e i  der Veränderlichen enthält, 
und dann eliminiert man eine, zwei usw. Veränderliche, so daß die E nd
gleichung nur zwei Veränderliche enthält. In betreff dieser Vorschrift bemerkte 
H err C a n t o r  in der ersten Auflage (S. 166) des dritten Bandes der Vorlesungen: 

Anders ausgedrückt: N e w t o n  weiß m it voneinander unabhängigen 
V eränderlichen sich nicht zu helfen und setzt deshalb diese ihm un
bequemen Größen durch hinzugenommene Bedingungen in ein Abhängig
keitsverhältnis von einander.

Indessen beanstandete H. G. Z e u t h e n  (Sur quelques critiques faites de nos 
jours ä N e w t o n ;  B u l le t ,  de l ’ a c a d . d. sc. de D ä n e m a r k  1 8 9 5 , S. 263) 
diesen Passus, und vielleicht wurde H err C a n t o r  dadurch veranlaßt, ihn zu 
modifizieren; in der zweiten Auflage drückt er sich auf folgende Weise aus: 

Anders ausgedrückt: N e w t o n  setzt die ihm  unbequemen Größen
durch hinzugenommene Bedingungen in  ein Abhängigkeitsverhältnis von 
einander, ein Verfahren, welches geeignet is t zur In tegration  zu führen, 
aber dam it noch keineswegs Berechtigung gewinnt.

Indessen ist diese Modifikation des Passus gar keine wirkliche Verbes
serung. Das NEWTONsche Verfahren ist näm lich, wie auch Z e u t h e n  1895 
hervorhob, im wesentlichen m it dem noch je tz t gebräuchlichen identisch, nur 
daß N e w t o n  keine Zeichen für eine beliebige Funktion hatte. Z e u t h e n  hat 
beiläufig bem erkt, daß kein Grund vorliegt, warum  nur zwei Veränderliche 
in den Hilfsgleichungen Vorkommen sollen, aber diese formell richtige Be
m erkung ist reel belanglos, was auch Z e u t h e n  selbst durch Versetzung der
selben in  eine Fußnote anerkannt hat.

W as H err C a n t o r  m it den W orten: „aber dam it keineswegs Berechtigung 
gew innt“ meint, ist m ir unbekannt, aber jedenfalls sind die W orte unangebracht. 
Daß N e w t o n  den sehr speziellen Fall, in  dem die gegebene Gleichung der 
Integrabilitätsbedingung genügt, nicht besonders behandelt hat, is t richtig, aber 
dies h a t ja  nichts m it der Frage der „Berechtigung“ seines Verfahrens zu tun.

________________  G . E n e s t r ö m .

3 : 175. In  der ersten Auflage des dritten Bandes der Vorlesungen kommt 
(S. 168) folgender Passus vor [A bedeutet den A nfangspunkt der Abszissen, 
T den P unkt, wo die Tangente die Abszissenachse schneidet]:

Über die Inflexion hatte  N e w t o n  unklare Vorstellungen. E r meint 
an einer Stelle m  dem Punkte D  sei ein Übergang von einem konvexen 
zu einem konkaven Kurventeile, wenn AT (m ithin auch BT oder die 
Subtangente) einen kleinsten W ert besitze.
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Indessen bemerkte H. G. Z e u t h e n  schon 1895 (Sur quelques critiques faltes 
de nos jours ä N e w t o n > B u l le t  de l ’acad . d. sc. de D ä n e m a r k  1895, 
S. 264— 265), daß der parenthetische Zusatz „m ithin auch B T  oder die 
Subtangente“ eine auffällige U nrichtigkeit enthält. Leider scheint diese Be
merkung H errn C a n t o r  entgangen zu sein, denn in der zweiten Auflage hat 
er den oben zitierten Passus wörtlich abdrucken lassen. Wenn H err C a n t o r  
deutlich angegeben hätte, daß der Zusatz von ihm selbst und nicht von N e w t o n  
herrührt, so wäre die Sache vielleicht von untergeordneter Bedeutung gewesen,

'udoc rudocdenn jeder M athematiker muß wohl wissen, daß die Ausdrücke  x  und ,—
d y  dy

nicht gleichzeitig ein Maximum oder Minimum werden; sonst würden ja  gleichzeitig 

— un<  ̂ dx \^ d y \ wer^en) a ŝo — 1 = 0 .  Sehr zu bedauern
ist indessen, daß H err C a n t o r  noch in der neuen Auflage eine Angabe gebracht 
h a t, wodurch N e w t o n  ohne jeden Grund als ein schlechter M athematiker er
scheinen muß.

An der oben zitierten Stelle hat Z e u t h e n  auch hervorgehoben, daß N e w t o n  
gar nicht „unklare Vorstellungen“ von der Inflexion hatte. In  der T at besagt 
ja  die von Herrn C a n t o r  angegebene Regel, wenn man seinen unrichtigen 
Zusatz streicht, daß die Inflexionspunkte aus der Gleichung

d ydx  
dx  L dy

0(̂ er y d̂ y  q

/ d y y  d x 2 
\ d x )

bestimm t werden sollen. Der einzige Übelstand bei der Anwendung der Regel 
is t also, daß man auch fremde Lösungen bekommen kann, aber wie Z e u t h e n  
bem erkt hat, ist es leicht, diese Lösungen von den richtigen zu unterscheiden.

Der Absatz, der m it den W orten „Über die Inflexion“ beginnt, sollte also 
a u f  andere Weise redigiert werden. q . E n e s t r ö m .

“ *]
: 0

3 : 180. W as H err C a n t o r  über den Brief von N e w t o n  an C o l l i n s  vom 
10. Dezember 1672 sagt, is t zum Teil ungenau. Das Aktenstück, das 1712 
dem Druck übergeben wurde, w ar nicht der Brief selbst, sondern nur ein sehr 
kurzer Auszug (kaum  des ganzen Briefes) in lateinischer Übersetzung. In 
dieser Übersetzung fehlen die ersten Zeilen des Originals und nach den W orten: 
„describenda fuerim avocatus“ folgen im Original einige Zeilen über kubische 
Gleichungen sowie sehr lange Ausführungen über optische Instrum ente. Der 
Name „Tangentenbrief“ paßt darum weniger gut für das Original. Es ist also 
ebenfalls ungenau zu sagen, daß „ O l d e n b u r g  ein W ort v e r ä n d e r t e ,  wo es 
sich um die Krümmungsverhältnisse handelte“ und das N e w t o n  de curvitatibus 
schrieb. In  W irklichkeit schrieb N e w t o n  „about the crookedness“ , und ob 
die freie Übersetzung de cwrvarum flexu von C o l l i n s  oder von O l d e n b u r g  
herrührt, dürfte kaum entschieden werden können.

W arum  H err C a n t o r  Z. 19 und 21 das nichtssagende W ort „A b
m essungen“ benutzt, ist m ir nicht klar. N e w t o n  sagt „accordiung to the 
dimensions“ und die beste Übersetzung ist wohl: „den Exponenten gem äß“.

__________ G. E n e s t r ö m .
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3 :  182. H err C a n t o r  behandelt h ier, ohne zu einem sicheren Resultate 
zu gelangen, die Frage, auf welche Weise L e i b n iz  die Abhandlung N e w t o n s  
Analysis per aequationes zur Verfügung bekam ; er endet seine Untersuc ung 
m it den W orten: „E s ist nicht ersichtlich, wann anders als während es
zweiten Londoner Aufenthaltes L e i b n iz  den handschriftlichen Aufsatz N e w t o n s  
zur Verfügung gehabt haben sollte“ . Indessen gibt es ein Aktenstück, das 
zeigt, daß T s c h i r n h a u s  höchstwahrscheinlich im September 1675 im Besitze 
einer Abschrift (oder eines Auszuges) der Analysis per aequationes w ar, und 
dadurch werden die zitierten W orte des Herrn C a n t o r  hinfällig, denn gerade 
im September 1675 waren T s c h i r n h a u s  und L e i b n iz  in Paris zusammen.

Das fragliche Aktenstück ist ein vom 30. September 1675 datierter Brief 
von C o l l i n s  an O l d e n b u r g  (vgl. oben S. 253), der für T s c h i r n h a u s  geschrieben 
w ar, und ich bringe hier unten zum Abdruck einige Zeilen dieses Briefes:

whereas he [ T s c h i r n h a u s ]  saith he did not see the same series in Mr. 
N e w t o n ’s  le tter; th a t is tru e , but nevertheless his method is as well 
applicable to a sector of a circle as to a zone, arch or segment . . .
but if the square root of the 3rd and cube root of the 4 th  be extracted,
according to the first theorem in Mr. N e w t o n ’s le tte r . . .

Aus dem, was C o l l i n s  hier sagt, scheint m ir deutlich hervorzugehen, daß 
„Mr. N e w t o n ’s le tte r“ eben die Analysis per aequationes is t, die B a r r o w  be
kanntlich am 31. Ju li 1669 brieflich an C o l l i n s  sandte, so daß C o l l i n s  mit
Recht die Abhandlung „Mr. N e w t o n ’s le tte r“ nennen konnte. Übrigens gibt 

’es meines Wissens keinen anderen vor dem  30. September 1675 geschriebenen 
Brief von N e w t o n ,  für welchen die oben zitierten Zeilen passen.

Daß T s c h i r n h a u s  eine Abschrift (oder einen Auszug) des Briefes von 
London nach Paris m itgehracht hatte, scheint m ir auch aus dem Zitate hervor
zugehen, denn sonst müßte man annehmen, daß T s c h i r n h a u s  „Mr. N e w t o n ’s 
le tte r“ in London s e h r  e i n g e h e n d  studiert h a tte , was wohl wenig 
glaublich ist.

Nebenbei bemerke ich, daß die bestimmte Behauptung des Commercium 
epistolicum (siehe die Ausgabe von B i o t  und L e f o r t ,  Paris 1856 , S. 84), 
T s c h i r n h a u s  habe im Mai 1675 eine Abschrift des Briefes N e w t o n ’s vom 
10. Dezember 1672 bekommen, auf einer einfachen Verwechselung dieses Briefes 
m it dem Aktenstück, das C o l l i n s  „Mr. N e w t o n ’s le tte r“ nennt, beruhen kann.

___________  G . E n e s t r ö m .

3 : 231. Über das erste A uftreten des Trajektorienproblem s berichtet 
H err Ca n t o r  am Ende der Seite auf folgende W eise:

Im  August 1697 spricht J o h a n n  B e r n o u l l i  von der Aufgabe, eine 
Kurve zu finden, welche gegebene Kurven unter gegebenem, unveränder
lichem oder nach einem bestimm ten Gesetze veränderlichem W inkel schneide. 
E in Ja h r später gibt er der gesuchten Kurve den Namen der T r a j e c t o r i e ,  
und dam it ist der Infinitesimalgeometrie ein neues schwieriges K apitel ein
gefügt, an dessen Bearbeitung zahlreiche Kräfte ersten Ranges sich versuchten.

Aus diesem Berichte muß wohl der Leser folgern, daß die Geschichte des 
Trajektorienproblem s m it August 1697 beginnt. Aber in W irklichkeit wurde 
das Problem schon 1694 von J o h a n n  B e r n o u l l i  in einem Briefe an L e i b n iz  
gestellt; ein recht langer Auszug aus diesem Briefe befindet sich gerade in dem
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.Absatz, m dem B e r n o u l l i  der gesuchten Kurve den Namen Trajektorie gab 
und auf den H err C a n t o r  in seiner Fußnote 7 verweist. Allerdings zog 
B e r n o u l l i  1694 nur den Fall eines unveränderlichen Winkels in Betracht. 

Das Trajektorienprobl em wurde von B e r n o u l l i  und L e i b n i z  in ihrem
®n e^ Vî chsel 1694— 1696 oft berührt; schon im Dezember 1694 hatte L e i b n i t z  
die Differentialgleichung der Orthogonaltrajektorie gefunden. Im  Maiheft der 
A c t a  e r u d i t o r u m  1697 drang das Problem in die Öffentlichkeit, indem 
J o h a n n  B e r n o u l l i  teils dasselbe synthetisch für eine Schar von Zykloiden 
löste, teils die Lösung für eine Schar von logarithmischen Kurven verlangte 
und den dadurch angeregten Artikel von J a k o b  B e r n o u l l i  erwähnt Herr 
C a n t o r  S. 242. „  ^

------------------------  Gr. E n e s t r ö m .

q v  v 2« 5;  Z' 3— 16 dieSer Seite behandelt H err C a n t o r  das bekannte 
„bchoüum 1 der Quaäratura curvarum, dessen W ortlaut er schon S. 283 in deut
scher Übersetzung wiedergegeben hat. E r beginnt m it folgenden W orten:

Sachlieh^leuchtet ein, daß in dem Scholium Unrichtiges behauptet ist.
Das Glied -— z n~~1 ist nicht der zweite, — ^  2n s n — 2 der

dritte Differentialquotient von zn.
Aber wenn H err C a n t o r  sich die Mühe gegeben hätte, seine eigene Über

setzung S. 283 durchzulesen, so würde er gefunden haben, daß N e w t o n  nicht

behauptet, — gn~ 1 sei der zweite Differentialquotient von z n, sondern 
w örtlich: „das dritte Glied „ * * » -*  wird der zweite Zuwaclis oder die

zweite Differenz sein und ihr is t, wenn sie im Entstehen begriffen ist, die 
zweite Fluxion proportional“. Sachlich kann darum die Behauptung N e w t o n s  
nicht beanstandet werden, wohl aber formell, weil N e w t o n  das W ort „propor
tio n a le“ in einer Bedeutung benutzt hat, die seine Ausführungen fast unver
ständlich macht. N e w t o n  sollte darum den ersten Absatz seines „Scholium“ 
m it Ausnahme der W orte: „Quantitatum  fluentium fluxiones esse primas, secundas, 
tertias, quartas, aliasque diximus supra“ gestrichen haben, weil das „Scholium“ 
die Sache nicht erklärt, sondern vielmehr verdunkelt.

Aber was meinte N e w t o n  eigentlich m it seinem „Scholium“ ? Z e u t h e n ,  
der die Behauptungen N e w t o n s  als durchaus richtig betrachtet, erklärt die' 
Sache auf folgende Weise (Sur quelques critiques faites de nos jours à N e w t o n -  

B u l l e t  d e  l ’acad .  d. sc. de D a n e m a r k  1895, S. 262): „Ce n’est pas, en 
effet „ 1 incrementum secundum“ qu’il a défini rigoureusement à l’endroit qui 
la it 1 objet de la critique, mais la „fluxio secunda“, et de celle-ci il dit fort 
justem ent qu elle est proportionelle à la  quantité „nascens“ qu’il avait égalée à

- ooz'i Ich muß indessen bekennen, daß ich diese Erklärung nicht

verstehe, und ich habe versucht, auf einem anderen Wege die Erklärung zu 
erzielen. Meiner A nsicht nach betrachtet N e w t o n  das rechte Glied der Gleichung

(z +  o)n =  z n +  nozn~ '  +  — ~ ^ oozn-*  _ ( - . . . .

als einen Annäherungswert von (z +  o )\  so daß den ersten Annäherungswert 
repräsen tiert und die folgenden Glieder die sukzessiven Korrektionen sind- 
eine solche Korrektion nennt er „incrementum“ oder „differentia“. Nun will

B ib lio th e c a  M a th em a tica . III. F o lg e . XI.



2 5 8 Gr. E n e STKÖM.

er auf den Nutzen der Fluxionen bei der Berechnung dieser orie lonea 
aufmerksam machen und bemerkt für diesen Zweck, daß die Fluxionen 
Korrektionen proportional sind, so daß diese leicht berechnet wer en -onnen, 
wenn jene bekannt sind. Is t dies wirklich der Sinn des „Scho ium , so mu 
man wohl anerkennen, daß N e w t o n  nichts Unrichtiges gesagt hat, un es 1S 
nur zu bedauern, daß er durch Benutzung des W ortes „proportiona iS un ’ ar
geworden ist . ,

Meines Erachtens sollten also die Zeilen 3 — 16 gestrichen werden.
6 . E n e s t r ö m .

3  : 285. Der Ausspruch (Z. 7— 9 v. u ) :  „Jetzt, wo es uns obliegt die 
Geschichte des Streites [zwischen N e w t o n  und L e i b n i z ]  selbst eingehend zu 
erzählen“ ist meines Erachtens nicht gut redigiert. W enn ein V erfasser sich 
vornimmt, eine Geschichte der M athem atik des 18. Jahrhunderts zu bearbeiten, 
is t er natürlich innerhalb gewisser Grenzen berechtigt, selbst zu entscheiden, 
wie ausführlich ein einzelner Gegenstand, der dabei in B etracht kommen kann, 
behandelt werden soll, aber anderseits ist klar, daß die A usführlichkeit bis zu 
einem gewissen Grade von der Bedeutung des Gegenstandes abhängig sein soll. 
W ill man zum Beispiel der Geschichte der Periode 170 0 — 1726 etwa 3000 Druck
seiten widmen, so könnte man möglicherweise veranlaßt werden, die Geschichte 
des Prioritätsstreites etwa so ausführlich wie H err C a n t o r  zu behandeln, aber 
meiner Ansicht nach gar nicht, wenn man nur 230 Druckseiten für die ganze 
Geschichte der fraglichen Periode anweist. Übrigens erlaube ich m ir hervor
zuheben, daß es überhaupt keine „Obliegenheit“ des Verfassers einer Geschichte 
der M athem atik des 18. Jahrhunderts ist, den P rio ritä tss tre it zu behandeln, da 
der S treit wesentlich nur biographisches Interesse darbietet. Dagegen gebe ich 
gern zu, daß eine Monographie über diesen Gegenstand ebenso sehr angebracht 
sein kann, wie Monographien über andere spezielle F ragen , die m it der Ge
schichte der M athem atik in  Beziehung stehen. G. E n e s t r ö m .

3  : 290. Der Passus (Z. 12— 15): „Den Engländer hören w ir auch aus 
einem anderen Satze des Briefes W a l l i s ’ vom 29. A ugust: F a t i o  sei kein 
Engländer, sondern ein Deutscher aus der Schweiz, der allerdings eine gewisse 
Zeit in England verw eilte, aher gegenwärtig wieder fort sei“ sollte entweder 
gestrichen oder ergänzt werden. H err C a n t o r  h a t früher in  demselben Absätze 
von dem übertriebenen englischen N ationalitätsgefühl W a l l i s ’ sowie von häß
lichen Folgen einer an sich lobenswerten Geistesrichtung gesprochen, und wenn 
der Leser die W orte: „den Engländer hören w ir a u c h “ m it dieser Bemerkung 
zusammenstellt, w ird er versucht, den Ausspruch von W a l l i s ,  F a t i o  sei kein 
Engländer, falsch zu deuten. W as W a l l i s  selbst dam it m eint, is t aus den 
nachfolgenden W orten: „Nolim ego te a quoquam laesum , p r a e s e r t i m  n o n  
ab  A n g l i s “ ersichtlich, und sein Ausspruch muß darum  als ein l o b e n s 
w e r t e r  Ausdruck seines N ationalitätsgefühls betrachtet werden.

____________ G. E n e s t r ö m .

3  : 295. Die W orte (Z. 24 — 26): „denn eine verletzende Besprechung 
überhaupt gelesen zu haben, vergißt kein Schriftsteller, m ag ihm auch der ge
naue In h a lt aus dem Gedächtnisse schwinden“ sollten meines Erachtens ge-
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strichen werden. Daß die Behauptung des Herrn C a n t o s  für einen s e h r  
eitlen oder s e h r  empfindlichen Schriftsteller passen kann, will ich nicht in 
Ahrede stellen, aher als allgemeiner Satz ist die Behauptung ganz gewiß falsch. 
W as besonders Newton betrifft, habe ich nicht bei meinem Studium seiner 
Briefe finden können, daß er empfindlich w ar; eitel w ar er vielleicht, aber 
s e h r  eitel möchte ich ihn dennoch nicht nennen. q  E n e s t r ö m

3 : 310. H err C a n t o b  berichtet hier über einige Angaben des Commer
cium epistolieum, die er als „Verdächtigungen“ der LsiBNizschen Entdeckungen 
bezeichnet, und die zweite Folge solcher Angaben bezieht sich auf die Entdeckung

der Reihe für —■ Nun hat H err C a n t o b  früher (S. 76— 80) die Entdeckungs-

geschichte dieser Reihe erzählt, und es zeigte sich dabei, daß L e i b n i z  schon vor 
dem 7. November 1674 H ü y g e n s  die Reihe m itgeteilt hatte , während er erst 
1675 von O l d e n b u r g  Kenntnis der Entdeckung G r e g o r y s  bekam. Aus dieser 
Erzählung muß der nicht sachkundige Leser folgern, daß die Herausgeber des 
Commercium epistolieum keinen w i r k l i c h e n  Grund gehabt haben, L e i b n i z  des 
Diehstahls zu beschuldigen. Auch H err C a n t o s  selbst scheint dieselbe Auf
fassung zu haben, denn sonst hätte er wohl nicht in  diesem Falle das W ort 
„Verdächtigungen“ benutzt. Im  folgenden werde ich die Frage zum Gegen
stand einer näheren Untersuchung machen; die von m ir ohne weiteren Verweis 
zitierten Briefe sind im Commercium epistolieum zum Abdruck gebracht.

Das älteste A ktenstück, woraus die Herausgeber des Commercium episto-
licum erfahren konnten, daß sich L e i b n i z  m it der Reihe für — beschäftigt

hatte , ist ein Brief LEiBNizens an O l d e n b u r g  vom 15. Ju li 1674 (vgl. BM 
103. 1909/10, S. 69 — 70), aher hierin sagt L e i b n i z  nur, daß der Kreisumfang 
durch eine unendliche Reihe von rationalen Zahlen ausgedrückt werden kann, 
und etwa dasselbe wiederholte er in seinem Briefe an O l d e n b u r g  vom
16. Oktober 1674. In  dem Antwortschreiben vom 8. Dezember 1674 deutete 
dieser an, die Engländer hätten  schon ähnliches gefunden; dann folgte LEiBNizens 
Brief vom 30. März 1675, aus dem ich schon früher die wichtigste Stelle 
wörtlich zum Abdruck gebracht habe (siehe BM 103, 1909/10 , S. 70), 
und woraus hervorgeht, daß L e i b n i z  versprach, seine Reihe zu über
senden, wenn O l d e n b u r g  ihm Auskunft über das Verfahren von C o l l i n s ,  um 
gewisse endliche Zahlenreihen zu summieren, gehen wollte. Die Bedingung 
erfüllte O l d e n b u r g  soweit möglich durch sein Schreiben vom 12. April 1675 
(siehe C. I  G e r h a r d t ,  Der Briefwechsel von G. W. L e i b n i z  mit Mathematikern 1, 
Berlin 1899, S. 1 20— 1 2 1 ), aber dieses Schreiben enthielt zugleich die Reihe

t s t'° i 7 i9
arctg t =  t  , +  — r -----—g -f- ö- +  • • -i6 3 r- br4 7 r6 9r8

7tund da diese Reihe für t =  1, r =  1 in die LEiBNizsche Reihe für — übergeht,
w ar es natürlich unnütz, daß L e i b n i z  sein Versprechen erfüllte. Allein sta tt 
ganz einfach h ierauf hinzuweisen, antwortete L e i b n i z  am 20. Mai 1675 auf 
folgende W eise:

Cum nunc praeter ordinarias curas mechanicis imprimis negotiis 
d istrahar, non potui examinare series quas m isistis, ac cum meis com-

1 7 *
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parare. Ubi fecero, perscribam tibi sententiam meam. N am aliquot jam  
anni sunt quod inveni meas via quadam sic satis singulari.

Muß man nicht sofort anerkennen, daß diese A ntw ort LEiBNizens für die 
Herausgeber des Commercium epistolicum  ein wirklicher Grund w ar, um zu
bezweifeln, daß L e i b n iz  vor dem Empfang der;. OLDENBURGSchen IV itte i u n g

vom 12. April 1675 die Reihe für — kannte?
L e i b n iz  weist auf seine anderen Arbeiten hin , aber das K onstatieren der 

Tatsache, daß die zwei Reihen
t s i5 i 7 , i 9 ,

arctg t  =  t  — ^  +  5^  — TP +  9}.s etc-

+  etc.
4 3 5 7 9

für t — 1, r =  1 identisch werden, erfordert ja  kaum  eine Minute, und L e ib n iz  
hatte Zeit dazu, einen ziemlich langen Brief (der sicherlich wenigstens eine 
Stunde erfordert hatte) an O l d e n b u r g  z u  schreiben! Übrigens hatte  ja  L e ib n iz  
v e r s p r o c h e n ,  seine Reihe zu übersenden, und auch wenn er n icht ganz mit 
der Erfüllung der Bedingung befriedigt sein konnte, w ar dies kein hinreichender 
Grund, das Versprechen ohne weiteres als gar nicht existierend zn betrachten. 

Aber die Herausgeber des Commercium epistolicum  hatten  noch einen
7t

anderen Grund, die Behauptung LEiBNizens in betreff der Reihe für — in Ver

dacht zu haben. Als L e i b n iz  am 16. Oktober 1674 an O l d e n b u r g  über die

Entdeckung seiner Reihe für — schrieb, fügte er h inzu : „eadem methodo etiain

arcus cujuslibet, cujus sinus datur geometrice exhiberi per ejusmodi seriem 
valor potest“ ; nach seiner eigenen Aussage w ar er also schon 1674 im  Besitze 
einer Reihe für a r c s i n * .  Allein als ihm G e o r g  M o h r  im Jah re  1676 die 
zwei Reihen

1 o . 3 c . 5 rj 35 q
M C  s m x  =  x + - x  +  —  X  +  X e t c -

sin z  =  z  — -g s 3 +
1

7 +■ 89 etc.5040 ' 362880

m itteilte, nannte er in seinem Briefe an O l d e n b u r g  vom 12. Mai 1676 
diese Reihen „valde ingeniosae“ , äußerte den W unsch, die H erleitung der 
zweiten Reihe zu bekommen, und versprach, als E rsatz seine „ah his longe 
diversa circa hanc rem m editata“ an O l d e n b u r g  z u  senden. Muß m an nicht 
hieraus folgern, daß L e i b n iz  im Jahre  1674 nicht die obige Reihe für 
arc sin x gefunden h a t?  Und wenn diese Folgerung richtig  ist, welches w ar Sie 
allgemeine Reihe für arc sin x, die L e i b n iz  nach seiner eigenen Aussage besaß? 
Meines Wissens h a t L e i b n iz  erst in einem Zusatze zu seinem Compendium  
quadraturae arithmeticae (Mathematische Schriften, herausgegeben von C. I .  G e r 
h a r d t ,  5, Halle 1858, S. 112) eine Reihe für arc sin x  gegeben, und teils 
ist diese Reihe genau die ihm durch M o h r  übersandte, teils rü h rt das Com
pendium  nach G e r h a r d t  (a. a. 0 . S. 86) verm utlich erst aus dem Jah re  
1678 oder 1679 her.

Nun kann man fragen: wie wollten die Herausgeber des Commercium

epistolicum  erklären, daß L e i b n iz  1674 wissen konnte, ^  sei durch eine un-
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endliche Reihe von rationalen Zahlen darstellbar? Die Antwort auf diese Frage 
ist leicht. Es w ar bekannt, daß L e i b n i z  bei seinem ersten Besuche in London 
1673 m it P e l l  und O l d e n b u r g  über mathematische und mechanische Gegen
stände gesprochen hatte. Es war auch bekannt, daß G r e g o r y  schon 1671 
seine Arkustangensreihe an C o l l i n s ,  der ja  in London wohnte und sowohl mit 
P e l l  als m it O l d e n b u r g  verkehrte, gesandt hatte. Es w ar also gar nicht 
unwahrscheinlich, daß P e l l  oder O l d e n b u r g  etwas von der Entdeckung 
G r e g o r y s  kannte und im Vorübergehen L e i b n i z  m itgeteilt hatte , es handle 
sich um eine unendliche Reihe von rationalen Zahlen.

Ich wage es also zu behaupten, daß die Angaben der Herausgeber des

Commercium epistolicum in betreff der Entdeckung der Reihe für — nicht als

eine „Verdächtigung“ bezeichnet werden können, sondern daß L e i b n i z  selbst 
durch sein eigentümliches Benehmen die Beschuldigung des Diebstahls veranlaßt 
hat. Meines Wissens gibt es nur einen wirklichen Beleg dafür, daß L e i b n i z  
seine Reihe vor dem Empfang des OLDENBURGSchen Briefes vom 12. April 1675 
entdeckt hatte , nämlich den Brief von H u y g e n s  vom 7. November 1674 
(Oeuvres d e  H u y g e n s  7, La Haye 1897, S. 393 — 395), und dieser Brief war 
ja  den Herausgebern des Commercium epistolicum unbekannt. W äre dieser Brief 
nicht vorhanden, so würde die Frage meiner Ansicht nach bis auf weiteres 
unentschieden bleiben müssen. q  E n e s t r ö m

8 : 312. H err C a n t o r  erwähnt nach E d l e s t o n  den Umstand, daß eine 
Stelle der Zwischenerzählung des Commercium epistolicum wörtlich m it dem 
Beginn des NEWTONSchen Aufsatzes: „Ex epistola cujusdam ad amicum“ über
einstimmt und folgert hieraus, „daß N e w t o n  M itarbeiter am Commercium 
epistolicum w ar“. Aber diese Schlußfolgerung ist meines Erachtens durchaus 
unbegründet. Die fragliche Stelle lau te t (siehe die Ausgabe von B i o t  und 
L e f o r t ,  Paris 1856, S. 157):

Anno . . . .  1683 ad finem vergente, D. N e w t o n u s  Propositiones 
principales earum quae in Philosophiae principiis mathematicis habentur 
Londinum misit, eaedemque cum societate regia mox communicatae sunt; 
annoque 1686 liber ille ad societatem missus est u t imprim eretur, proxi - 
moque anno lucem vidit.
Allein diese Stelle beweist ja  nur, daß der Verfasser der Zwischen

erzählung den Aufsatz N e w t o n s  oder eine Abschrift desselben zur Verfügung 
hatte. W äre die CANTORSche Schluß weise richtig, so würde man zu höchst 
m erkwürdigen Ergebnissen in betreff der M itarbeit an wissenschaftlichen W erken 
gelangen können. Der lange Absatz: „W er w ar . . . .  ungelöstes Rätsel
bleiben“ sollte darum meiner Ansicht nach durch einfache Erwähnung des von 
E d l e s t o n  bemerkten Umstandes ersetzt werden. q . E n e s t r ö m

3 : 314. Daß man vor 1745 „nur verm utete“, J o h a n n  B e r n o u l l i  sei 
der Verfasser des in das F lugblatt von 1713 aufgenommenen Briefes, ist wohl 
zu wenig gesagt. W as H err C a n t o r  selbst S. 315 m itteilt, dürfte genügen, 
um zu beweisen, daß der Verfasser des Briefes lange Zeit vor 1745 als all
gemein bekannt betrachtet werden konnte, und weitere Belege hierfür sind
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leicht zu bieten. Beispielsweise sagt W o l ff  in der dritten Auflage des An 
hanges („Kurtzer U nterricht von den vornehmsten mathematischen Schrifften ,
S. 60) der Anfangsgründe alter mathematischen W issenschaften  (Halle 1<~5) 
in betreif des F lugblattes von 1713:

so gefiel ihm [L e ib n iz ]  besser, daß unter dessen nur ohne Nahmen des 
Ortes und des Autoris bekandt gemacht w ard, daß er in  W ien wäre 
und das Commercium epistolicum  noch nicht gesehen hätte , und dabey 
d es  H e r r n  B e r n o u l l i G rü n d e  au s  e in e m  a n  ih n  a b g e la s s e n e n  
S c h r e ib e n  angeführet worden, warum man ihm die Erfindung nicht 
streitig machen könte.

Vielleicht steht dieser Passus schon in der zweiten Auflage (1717 ) der A n 
fangsgründe. G. E n e st r ö m .

3  : 316. Es gibt in den Vorlesungen eine sehr große Zahl von auf
fälligen Angaben, aber es dürfte wenige Angaben geben, die den sachkundigen 
Leser so verblüffen, wie die Behauptung (Z. 21 ): „Das ist allerdings nicht ge
schehen“ m it dem Zusatz (Z. 21— 23): „ N e w t o n  hielt vielmehr ( ! ) . . .  die 
Richtigkeit der Darstellung (!) in den Principien aufrecht.“ Es handelt sich 
um den bekannten, schon 1710 von J o h a n n  B e r n o u l l i  (siehe seinen Brief an 
L e ib n iz  vom 12. August 1710; L e i b n i z e n s  HLatfiematischc Schriften , herausg. 
von C. I. G e r h a r d t  3  : 2, Halle 1856, S. 854) entdeckten Fehler des 10. Satzes 
des 2. Buches der Originalausgabe (1687) der Philosophiae naturalis p rin cip ia  
m athem atica , und H err C a n t o r  erwähnt erst den V orw urf m angelnden V er
ständnisses der höheren Differentiation, den N i k o l a u s  I. B e r n o u l l i  auf Grund 
der Lösung des Problems gegen N e w t o n  richtete; dann fährt H err C a n t o r  auf 
folgende Weise fort:

Später wiederholte J o h a n n  B e r n o u l l i  in einem Aufsatze in den 
A. E. von 1713 den Vorwurf m it der Bemerkung, N ic o la u s  B e r n o u l l i , 
der erst jüngst in England gewesen sei, habe N e w t o n  auf den Fehler 
aufmerksam gemacht, und N e w to n  beabsichtige, wie er höre, in der 
grade im  Druck befindlichen zweiten Auflage der Principien  die Stelle 
m ittelst eines Cartons zu ändern. Das ist allerdings nicht geschehen. 
N e w t o n  hielt vielmehr in Briefen an K e il l , insbesondere in  einem 
solchen vom 20. April 1714 , die R ichtigkeit der D arstellung in  den 
Principien  aufrecht, bei der es sich gar nicht um Fluxionen, sondern nur 
um Entw icklung in eine convergente Reihe handle.

In  der Fußnote 2 verweist H err C a n t o r  auf I, 556 der Opera  von J o h a n n  
B e r n o u l l i  und dort befindet sich die Bem erkung:

quam [d. h. die Änderung des 10. Satzes des 2. Buches der P rin 
cipia] vir incomparabilis [ N e w t o n ]  . . . ante ahsolutam  impressionem 
novae editionis, opportune monitus, singulari scheda libro suo inserere 
non fuit (!) dedignatus.

J o h a n n  B e r n o u l l i  behauptet also nicht nur, daß N e w t o n  eine Änderung in 
Aussicht nahm , sondern auch, daß die Änderung wirklich ausgeführt worden 
war, d. h. gerade das Gegenteil der CANTORschen Angabe. D aß eine Änderung 
nötig  war, geht aus dem zitierten Bande der Opera  von J o h a n n  B e r n o u l l i  
hervor, denn dort befindet sich S. 481 — 501 ein „Excerptum  ex celeberrimi
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N e w t o n i  Philosophiae naturalis principiis m a th e m a t ic i s worin eben der 10. Satz 
des 2. Buches teils „ex editione prim a“, teils „ex editione ultim a“ zum Abdruck 
gebracht w ird, und woraus man sofort ersieht, daß wesentliche Änderungen 
vorgenommen worden sind. Anderseits ergibt sich aus den beigefügten beiten
zahlen „252 , 253 usw.“, daß der Auszug nicht aus der z w e i te n 1), sondern 
aus der d r i t t e n  Auflage herrührt, so daß man aus dem „Excerptum“ keine 
sichere Folgerung ziehen kann. Dagegen ist die Änderungsfrage in dem Brief
wechsel zwischen J o h a n n  B e r n o u l l i  und L e ib n iz  oft berührt worden und ich 
zitiere hier unten einige Aussprüche J o h a n n  B e r n o u l l i s  in betreff des frag
lichen Satzes der Principia  (siehe L e i b n i z e n s  Mathematische Schriften, herausg. 
von C. I. G e r h a r d t  3 : 2, Halle 1856, S. 921, 925, 937).

[Brief vom 9. September 1713.] „erroris correcturam postea, sin-
gulari scheda, suo libro nondum edito inseruit (!) N e w t o n u s “

[Brief vom 6 . Dezember 1713.] „quem notavi errorem N e w t o n i 
circa determinationem medii, cujus resistentia data curva describatur, 
correxit(!) in nova editione, antequam publicaretur, per interpolationem 
alicujus schedae . . . .  priorem [d. h. die soeben erwähnte] correctionem 
ita  inseruit (!).“

[Brief vom 6 . Februar 1715.] „Non addit [K e il iu s ]  quod hic error, 
quantumque facilis, mansisset (!) incorrectus in nova editione Principi- 
orum phil. si N e w t o n u s  de eo non fuisset opportune monitus.“

Ü b e r a ll b e h a u p te t  a lso  J o h a n n  B e r n o u l l i b e s t im m t, daß  d ie  Ä n d eru n g  

w ir k lic h  a u sg e fü h rt w u rd e.
Ziehen w ir ferner den Briefwechsel zwischen N e w t o n  und C o t e s  z u  Rate,

so finden w ir dort folgende Stellen ( E d l e s t o n ,  Correspondence o f I s a a c

N e w t o n  and C o t e s , London 1850, S. 142, 145, 146).
[N e w t o n  an Cotes 14. Oktober 1712.] „There is an error in the

tenth  proposition of the second book, prob. I l l ,  which will require the
reprinting of about a sheet k  an half. I  was told of i t  since I  wrote 
to you, & am correcting it. I will pay the charge of reprinting it, 
k  send i t  to you as soon as 1  can make it ready.“

[ N e w t o n  an Cotes 6. Januar 1713.] „I send you enclosed the
tenth  proposition of the second book corrected. I t  will require the re
printing of a sheet k  a quarter from pag. 230 to pag. 240.“

[C otes an N e w t o n  13. Januar 1713]. „I have considered your 
alteration of prop. X, lib. I I  and am well satisfied w ith it.“

Ich habe bisher ausschließlich auf die Arbeiten Bezug genommen, die Herr 
Ca n t o r  selbst w ie d e r h o l t  benutzt h a t, und aus den Zitaten geht m it einer 
an W ahrheit streifenden W ahrscheinlichkeit hervor, daß N e w to n  wirklich den 
Fehler berichtigt hat. Dagegen habe ich nirgend einen Beleg für die Ca n t o r - 
sche Behauptung „Das ist allerdings nicht geschehen“ auffinden können.

Zu m ehrerer Sicherheit kann man natürlich die zwei ersten Auflagen der 
P rin cip ia  vergleichen, aber eigentlich genügt es, die zweite Auflage einzu
sehen, denn daraus findat m an: 1. daß die zwei Seiten 231 und 232 auf 
einem K arton gedruckt sind (in meinem Exem plar entdeckt man sofort, daß

1) Bekanntlich tragen die zwei Amsterdamer Abdrucke der zweiten Auflage 
auf dem Titelblatte die Worte: „editio ultima“, so daß der Ausdruck: „ex editione 
ultima“ zweideutig ist.
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dieses Blatt nicht mit dem Blatt Gg (S. 2 2 5 — 2 2 6 )  zusammenhängt, sondern 
statt eines ausgeschnittenen Blattes eingeklebt worden ist); 2 . daß der Text 
S. 2 3 1  — 2 4 0  der zweiten Auflage mit dem Text „ex editione ultima“ des 
oben zitierten „Excerptum“ übereinstimmt.

Aber dies ist noch nicht alles, denn der Zusatz: „ N e w t o n  hielt vielmehr 
die D arstellung der B ichtigkeit in den Principien  aufrecht“ is t für den sach
kundigen Leser kaum  weniger überraschend als die A ngabe: „Das ist aller
dings nicht geschehen.“ Bekanntlich enthielt der V orw urf J o h a n n  B e r n o u l l is  
zw e i Behauptungen, nämlich t e i l s  daß die Lösung des 1 0 .  Satzes des 2 . Buches 
der P rincip ia  fehlerhaft w ar (das hatte  J o h a n n  B e  u n o  u m  schon 1 7 1 0  ge
funden), t e i l s  daß der Fehler auf mangelndem Verständnisse der höheren 
Differentiation beruhte (das glaubte N ik o l a u s  B e k n o u l l i  1 7 1 1  oder 1 7 1 2  ent
deckt zu haben). Die B ichtigkeit der ersten Behauptung erkannte N e w t o n  
an, aber die B ichtigkeit der zweiten Behauptung verneinte er, und L a g k a n g e  
h a t 1 7 9 7  in seiner Theorie des fonctions analytiques (S. 2 4 4 — 2 5 1 )  nach
gewiesen, daß N e w t o n  Becht hatte. F ü r diesen Zweck drückte L a g k a n g e  erst 
die NEWTONSche H erleitung analytisch aus und erhielt dadurch die Form el

— =  Nach Einsetzung der r ic h t ig e n  Werte für ä, a  und y  bekam er

^  y " 'Y l+ y ' 2
7 3 y"2 ’

während die richtige Formel

o_ =  _  y " 'Y i  + y11
7 2 y"  2

ist. Die Formel — =  ̂ —¡ ist folglich unrichtig, und als Grund der Unrick -

keit gab L a g k a n g e  an, daß bei der NEWTONSchen Herleitung gewisse unendlich 
kleine Größen dritter Ordnung vernachlässigt werden, obgleich das Besultat da
durch beeinflußt wird. Die Erklärung des Fehlers präzisierte E d l e s t o n  
(a. a. 0. S. 1 7 1 )  dahin, daß N e w t o n  unrichtig die zwei Strecken F G  und f g , 
deren Differenz eine unendlich kleine Größe dritter Ordnung ist, als gleich 
groß betrachtete, überdies wies L a g k a n g e  darauf hin, daß die Schlußformel

y" y"'allerdings richtig wird, wenn m an y " und y"' s ta tt und ^ 2 3 substituiert,

daß aber dieser U m stand  n ich t, w ie  N ik o l a u s  und J o h a n n  B e k n o u l l i  glaub ten , 
etw as m it der NEWTONsehen H erleitu n g  zu tun  hat, sondern a u f e in em  Z ufall 
beruht.

E s dürfte je tz t  k lar sein, w arum  die CANTOKSche A n gabe: „ N e w t o n  h ie lt  
vielm ehr die B ich tig k e it  der D a rste llu n g  in  den Principien  aufrech t“ den sa ch 
kund igen  L eser ganz besonders überraschen m uß. D a s W ahre d ieser A n gabe  
besteh t darin , daß N e w t o n  n ich t, w ie  J o h a n n  B e r n o u l l i  beh a u p tete , in  den  

d~y d*y  1 d^y 1 d^y
P rincip ia  ^  und m it — ^  und — ^-—3 verw echse lt h a tte , und a u f Grund

dieser Tatsache konnte N e w t o n  den Vorwurf mangelnden Verständnisses der 
höheren Differentiation zurückweisen. Über die „Darstellung in den P rin 
cipien“ äußerte sich N e w t o n  nicht, und in Wirklichkeit hatte er ja schon 1 7 1 3  
den Fehler der ersten Auflage durch Neudruck von 1 0  Seiten entfernt.

Ich habe oben die Angabe des Herrn C a n t o r  als verblüffend bezeichnet. 
Nun gibt es ja verblüffende Angaben, die eigentlich recht harmlos sind, z. B.
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wenn man behauptete, N e w t o n  habe ursprünglich die P rincip ia  s p a n is c h  
geschrieben und erst später eine lateinische Übersetzung angefertigt. Aber die 
Angabe, um die es sich hi§r handelt, ist von einer ganz anderen Natur. Aller
dings deutet H err Ca n t o r  nachträglich (Z. 25 — 26) an, daß N e w t o n  in den 
P rincipia  keinen w ir k l ic h e n  Fehler begangen hätte , aber auch in diesem 
Falle bekommt man keinen hohen Gedanken von den mathematischen Kenntnissen 
N e w t o n s , der ja  nach der CANTORsehen Darstellung erst beabsichtigte, die 
gedruckte Stelle m ittelst eines Kartons zu ändern. Dies deutet wohl darauf hin, 
daß N e w t o n  anfangs eine unrichtige Vorstellung von der Bedeutung des Vor
wurfes gehabt haben würde. Noch schlimmer wird natürlich die Sache, wenn 
der Leser weiß, daß in der ersten Auflage der P rincipia  wirklich ein Fehler 
vorkam. In  diesem Falle müssen durch die CANTOßsche Darstellung entweder 
die mathematischen Kenntnisse oder die wissenschaftliche Aufrichtigkeit N e w 
t o n s  in einem sehr ungünstigen Lichte erscheinen. In  W ahrheit ist N e w t o n  
durchaus korrekt verfahren. Sobald er auf den Fehler aufmerksam gemacht 
wurde, erkannte er die Richtigkeit der Bemerkung a n , redigierte einen ver
besserten Text und ließ denselben durch Cotes zum Abdruck bringen, wobei 
fünf früher gedruckte B lätter (S. 231— 240) m akuliert wurden.

G. E n e st k ö m .

3  : 316. Die W orte (Z. 25 — 27): „Von dem Fehler in der Q aadratura  
curvarum, der wirklich ein Fehler ist (S. 285), schwieg N e w t o n  wohlweislich“, 
sollten gestrichen werden, da kein wirklicher Fehler vorkommt (vgl. oben die 
Bemerkung zu 3  : 285).   G E nestsöm .

3 : 3 1 8 .  Es wäre meines Erachtens eine wirkliche Verbesserung, den 
Passus (Z. 1 - 5 ) :  „Wie wenig ernst das gemeint war, oder wie wetterwendisch 
die Stimmung wechselte, zeigt das früher (S. 309) Erzählte, daß man am 
17. Jun i, genau vier Wochen nach der Sitzung vom 20. Mai, Exemplare des 
Commercium epistolicum  zugunsten der Gesellschaftskasse dem Buchhandel über
ließ“ ohne weiteres zu streichen. Denn die „R oyal society“ hatte  ja  durch 
den Titel hervorgehoben, daß sie das Commercium epistolicum  wegen der 
A k te n s tü c k e  hatte drucken lassen, und wenn Exem plare dem Buchhandel 
überlassen wurden, bedeutete dies nur, daß die „Royal society“ am 17. Ju n i 
keinen Anlaß hatte , die Verbreitung der Aktenstücke zu verhindern. Aber 
dieser Umstand hat ja  nur insofern etwas m it dem U rteil des Prüfungs
ausschusses zu tun, als er zeigt, daß die Gesellschaft nicht am 17. Ju n i 1714 
das Urteil durchaus mißbilligte, obgleich sie davon Abstand nahm, es als einen 
förmlichen Gesellschaftsbeschluß anzuerkennen. G> E n e st r ü m

3  : 319. In  betreff der Angabe, daß der zweite NEWTONsche Brief gegen 
das Ende des Jahres 1676 L e ib n iz  in London Vorgelegen ha t, behauptet Herr 
C a n t o r ,  daß sie „wie grundlos auch ohne jede mögliche S tü tze“ ist. Allein 
das Aktenstück von N e w t o n ,  über das H err C a n t o r  weiter unten S. 3 22— 323 
berichtet, enthält den folgenden Passus (siehe P en  Briefwechsel von G. W. 
L e i b n i z  m it M athematikern, herausgeg. von C. I. G e r h a r d t  1 ,  Berlin 1899,
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S 272V lie [L e ib n iz ] in stan ces in  a paragraph concerning m y ignorance . . ■ 
th a t he saw  th is  paragraph in  the hands o f  Mr. Co l l in s  w h en  hi> w a s m  
L ondon the second tim e, th a t is ,  in  October 1676. It is  in  
2 4 th  o f octob 1676, and therefore he th en  saw  th a t e tter  . D er  A usspruch  
L siB N izen s, au f den N e w t o n  hier h in w eist , is t  der fo lgen de (a. a. 0. b ).

a mon second voyage [d’Angleterre] M. Co l l in s  me fit voir une partie de 
son commerce, et j’y remarquay qne M. N e w t o n  avoua aussi son ignorance 
sur plusieurs choses, et dit entre autres qu’il n’avoit rien trouve sur la dimension 
des curvilignes celebres que la dimension de la cissoide . Wenn man nun
weiter bemerkt, daß der Brief N e w t o n s  vom 24. Oktober 1676 folgende > e _e
enthält (a. a. 0 . S. 211): „in simplicioribus vulgoque celebratis figuns vi
aliquid relatu dignum reperi, quod evasit aliorum conatus, nisi forte longitudo 
cissoidis ejusmodi censeatur“, und daß ein ähnlicher Ausspruch, soweit bekannt 
ist in keinem älteren Briefe von N e w t o n  vorkommt, so folgt hieraus, daß
L e ib n iz  nach seiner eigenen  A ussage bei seinem zweiten Aufenthalt in
London wenigstens einige Zeilen des Briefes vom 24. Oktober 1676 gesehen 
haben muß. Und dennoch nennt Herr Ca n t o r  die oben zitierte Angabe „wie 
orundlos auch ohne jede mögliche Stütze“!!
° Nun kann man ja bemerken, daß die Aussage von L e ib n iz  aus dem 
Jahre 1715 herrührt und darum einen Gedächtnisfehler enthalten kann. io 
Bemerkung ist natürlich an sich nicht unrichtig, aber hat man m diesem Falle 
irgendeinen bestimmten Grund einen Gedächtnisfehler anzunehmen? Meines 
Wissens gibt es keinen solchen Grund. Herr C a n t o r  fragt freilich (Z. Io — 17): 
„Hätte O ld e n b u r g  ihm [ L e ib n iz ] ,  wenn er bei Eintreffen d es NEWTONSchen 
Briefes noch in London gewesen wäre, denselben nicht ausgehandigt. . Die rage 
kann sehr leicht beantwortet werden. Erstens hatte N e w t o n  am 26. Oktober 
1676 einen Brief an O ld e n b u r g  geschrieben, worin er diesen ersuchte, einige 
Änderungen einzuführen (siehe E d l e s t o n ,  Correspondence of I s a a c  N e w t o n  

a n d  C o t e s , London 1850, S. 2 5 7 - 2 5 8 ) ,  und dieser Umstand allem konnte 
ein Grund sein, warum C o l l i n s  nicht sofort den NEWTONSchen Brief vom 
24. Oktober 1676 aushändigen wollte. Aber es gibt einen noch wichtigeren 
Grund nämlich daß C o l l i n s  nicht das Original des hochwichtigen Briefes sich 
und O ld e n b u r g  entziehen wollte, und bekanntlich hat dieser selbst notiert, 
daß der Brief erst am 4. November 1676, also nach der Abreise LEiBNizens
abgeschrieben wurde. .

Es ist sehr eigentümlich, daß auch nicht G. A. G i b s o n ,  der 1896 eine 
in vielen Punkten verdienstvolle Übersicht des Prioritätsstreites brachte (siehe 
P roceed in gs of the E dinburgh  m a th em a tica l so c ie ty  14, 1896,
S  ! 4 g _ i 74)5 den Grund, warum L e i b n i z  den N E W T O N S ch en  Brief sehr wohl 
bei C o l l i n s  einsehen, aber nicht sofort bekommen konnte, ausfindig gemacht 
hat. G i b s o n  sagt (a. a. 0. S. 160): „That he [ L e i b n i z ]  should have seen at 
C o l l i n s ’s a letter addressed to himself, under cover to O l d e n b u r g ,  and not 
have taken possession of it se e m s  q u i t e  in cred ib le  (!)“ und weiter unten 
wiederholt er dieselbe Bemerkung S. 168 („However impr oba bl e  it is that 
L e i b n i z  then saw the letter“) und S. 173 („that L e i b n i z  saw N e w t o n ’s  

second letter on his second visit to London . . can have been at b est  only 
a g u e s s “). Aber was G i b s o n  als „lediglich eine Mutmaßung“ bezeichnet, ist 
nur eine direkte Schlußfolgerung aus einer Behauptung LEiBNizens in seinem 
Briefe an C o n t i  vom 6. Dezember 1715!
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Der ganze Absatz „Letztere Meinung . . . nicht ausgebändigt“ sollte 
darum meines Erachtens gestrichen werden. q . E n e st r ö m .

3  : 319. Der ganze Absatz (Z. 26 — 32): „Auch auf den Fehler . . .
bedienen“ sollte gestrichen werden (vgl. oben die Bemerkung zu 3  : 285). 
Jedenfalls sollte angegeben worden sein, daß N e w t o n  selbst auf die von ihm 
erwähnte Änderung (Einschalten des W ortes „ e t“ zwischen „ e r i t“ und „ejus“) 
keinen W ert legte. Ohne Zweifel hatte N e w to n  recht, denn allerdings würden 
durch die Änderung die W örter „ incrementum “ und „ differentia “ die Bedeutung 
Differential in unseren Sinne bekommen, aber teils ist nicht einzusehen, warum  die 
W örter nicht in diesem Falle als gleichbedeutend m it „K orrektion“ benutzt 
werden könnten, teils w ird durch die Änderung die U nklarheit, die auf der 
Benutzung des W ortes „proportionalis“ beruht, nicht entfernt, sondern vielmehr 
vergrößert. Yon Interesse ist der fragliche Passus der „Becensio lib r i“ eigent
lich nur, weil darin angegeben w ird, daß N e w t o n  das „Scholium “ erst nach
träglich 1704 der Q uadratura curavrwn  hinzufügte. ß .  E n e st r ö m .

3  : 319— 320. H ier befindet sich folgender Passus: „Nur ein einziger hat 
es gewagt, im Jahre 1722 den ein Ja h r vorher verstorbenen K e il l  als den 
Verfasser des „Account“ zu nennen, und dieser einzige w ar N e w t o n  selbst.“ 
In  einer Fußnote wird auf „Commerc. epist. pag. X“ verwiesen, und wenn m an 
diesen Verweis benutzt, findet man folgende Bemerkung von F. L e f o r t : 
„dans Y annotatio 'qu i term ine la publication du Commercium E pistolicum , il 
[ N e w to n ]  attribue indirectement a K e il l  le Becensio; " E t K e il l Iu s  hoc nota- 
verat anno 1711 (pag. 37, 238).”  Cette page 37 (33 de notre edition) se 
rapporte au Becensio “ Die Annotatio  selbst is t in der Ausgabe 1856 des 
Commercium epistolicum  abgedruckt, und die von L e f o r t  erwähnte Stelle lau tet 
nach dem Abdruck (S. 186):

Methodus fluxionum utique non consistit in forma symbolorum.
E t K EiL ius hoc notaverat anno 1711 (pag. 31, 180).

H ier beziehen sich offenbar die Verweise pag. 31, 180 auf die Ausgabe 1856, 
und S. 180 befinden sich wirklich einige Zeilen über die NEWTONsche Be
zeichnungsweise, welche Stelle einem Schreiben K e il l s  vom 24. Mai 1711 
gehört. Dagegen wird S. 31 der Ausgabe 1856 ein anderes Schreiben K e il l s  
(aus dem Jahre 1708) erwähnt, und da L e f o r t  S. X angibt, daß der Verweis 
der Annotatio  sich auf S. 33 der Auflage 1856 bezieht, nehme ich an , daß 
diese Angabe richtig ist; ich habe nämlich nicht zur H and die Ausgabe 1722 
des Commercium epistolicum  Aber S. 33 der Auflage 1856 wird K e il l  an der 
Stelle, die von den NEWTONSchen Zeichen handelt, gar nicht genannt, also noch 
weniger sein Schreiben vom Jahre 1711, und es frag t sich nun, welche Folge
rung m an aus dem zitierten Ausspruch N e w t o n s  ziehen kann. Meiner Ansicht 
nach muß diese Folgerung sein: Wenn der Verweis richtig  ist, scheint N e w t o n  
zu behaupten, daß eine Stelle, die in der „Becensio“ vorkom m t, schon 1711 
von K e il l  redigiert wurde, obgleich das englische Original („Account“ ) der 
„Becensio“ erst 1715 und die „Becensio“ selbst erst 1722 veröffentlicht wurde. 
Aber H err Ca n t o r  schließt: Also hat N e w t o n  behauptet, daß K e il l  das ganze 
Original der „Becensio“ verfaßt hat!! Es dürfte unnötig sein, diese Schluß
weise näher zu charakterisieren.
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Ich benutze diese Gelegenheit, um zu betonen, daß es meines Erachtens 
verkehrt is t, aus einem einzigen Verweise eine bestimmte Folgerung zu ziehen, 
die sofort hinfällig w ird, wenn es sich herausstellt, daß ein einfacher D ruck
fehler vorliegt N im m t man in diesem Falle an, daß 237 s ta tt 37 zu lesen 
ist, so beziehen sich ja  die b e id e n  Verweise auf das Schreiben von 1 /1 1 , 
und die Stelle hat also g a r  n ic h ts  m it dem „Account“ zu tun !

G. E n e st r ö m .

3 :  3 2 0 — 321. D er ganze P assu s (S. 320 Z. 8 v. u. — S. 321 Z. 14 ): 
„und son st wäre gew iß  . . . U n kenn tlich keit zu t ilg e n “ so llte  gestr ich en  werden. 
In  der ersten A u flage  der Vorlesungen konnte der entsprechende P assu s am  
P latze  se in , aber se itdem  es sich als w ah rsch ein lich  h era u sg este llt h a t , daß 
L e ib n iz  seine A n tw ort au f den zw eiten  NEWTONsehen B r ie f  zw ar am  E m p fa n g s
ta g e  angefangen, aber n ich t besonders w e it  fer tig g este llt  hatte , is t  der P assu s  
w ertlos gew orden.   G. E n e st r ö m .

3  : 321. Die Angabe (Z. 25 — 27): „Von London aus muß er [ C o n t i ]  
ihm [L e ib n iz ]  abermals geschrieben und dabei, wie es kaum  anders möglich 
war, den P rioritä tsstre it berührt haben“ ist seit 1899 als veraltet zu betrachten. 
C. I . G e r h a r d t  h at nämlich (D er Briefwechsel von Gr. IT . L e i b n i z  mit Mathe
matikern 1, Berlin 1899, S. 258 — 262) nach dem in Hannover aufbewahrten 
Original einen langen Brief von C o n t i  an L e ib n iz  veröffentlicht, auf den 
L e ib n iz  am 6. Dezember 1715 erw iderte, und dieser Brief, der weder Datum 
noch Ort ha t, is t offenbar der von H errn C a n t o r  gemeinte. Am Ende des 
Briefes sagt C o n t i:  „je parts demain pour l ’Angleterre“ — der Brief is t also 
nicht in London, sondern in Paris geschrieben —  und der P rio ritä tsstre it wird 
im Briefe nicht berührt. G. E n e s tr ö m .

3  : 323. Nachdem H err C a n t o r  S. 322 die Bemerkung von N e w t o n ,  die 
L E iB N izsche Differentialrechnung se i die gleiche, die B a r r o w  1670 veröffent
lichte, erw ähnt hat, fügt er hinzu (Z. 1 — 8): „Es ist m erkwürdig genug und 
ein Beleg dafür, wie blind die Leidenschaft den Menschen macht, daß N e w t o n  
das Zweischneidige dieses Vorwurfes nicht erkannte und L e ib n iz  gewisser
maßen die A ntw ort in den Mund legte. W enn L E iB N izen s Tangentenm ethode 
die gleiche w ar wie die B a r r o w s ,  wenn sie zugleich m it der N e w t o n s  über
einstim m te, so w ar auch kein Unterschied zwischen den Methoden N e w t o n s  
und B a r r o w s ,  und ersterer w ar der anerkannte Schüler des letzteren!“ Aber 
daß N e w t o n  in  dem Anhang zu der Schrift von J . R a p h s o n :  The history of 
fluxions die Schlußfolgerung, die L e ib n iz  aus der Bemerkung von N e w t o n  zog 
a u s f ü h r l i c h  widerlegt h a t, davon sagt H err C a n t o r  kein W ort, sondern 
fertig t den Anhang dam it ab, „besonders Erw ähnensw ertes“ stehe n icht darin! 
Ich erlaube m ir darum, hier unten einen kurzen Auszug aus der A ntw ort von 
N e w t o n  zum Abdruck zu bringen (siehe C. I. G e r h a r d t ,  Der Briefwechsel von 
G . W .  L e i b n i z  mit Mathematikern, 1 , Berlin 1899, S. 293 ):

Dr. B a r r o w  printed his differential method of tangents in  the year 
1670. . . .  In my le tter of the 1 0 th of Decemb 1672, I  sent the like 
m ethod to Mr. C o l l in s  and added, th a t I  mentioned it  to Dr. B a r r o w  
when he was prin ting  his lectures; and th a t . . .  i t  was bu t a branch
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or corollary of a general method, which w ithout any troublesome cal
culation extended not only to tangents, buth also to other abstruser 
sorts of problems concerning the crookedness, area’s, lengths, centers of 
gravity  of curves etc. and did all th is, even w ithout freeing equations 
from surds. . . . Dr. B a r r o w  . . . saw my trac t of Analysis in the year 
1669, and was pleased w ith it. And before his lectures came abroad, I  
had deduced the method of tangents of Gr e g o r y  and S l u siu s  from my 
general method.

In  W irklichkeit ist also die von L e ib n iz  beanstandete Bemerkung N e w 
tons gar nicht „zweischneidig“, denn dieser geht davon aus, daß die Tangenten
methode B a r r o w s  eine sehr einfache Folgerung seiner allgemeinen Methode w ar; 
überdies betrachtete N e w t o n  als allgemein bekannt, daß er seine Methode vor 
1670, unabhängig von B a r r o w , entdeckt hatte.

Der von m ir oben zitierte Passus der Vorlesungen sollte also auf ganz 
andere Weise redigiert werden. ___________  G. E n e st r ö m .

3  : 326. Z. 14 — 18 sagt H err Ca n t o r : „eine Veränderung des Commer
cium epistolicum selbst, Zusätze innerhalb des 1712 Gedruckten, ohne daß sie 
als solche gekennzeichnet w urden, das waren ebensoviele Fälschungen, welche 
auf den, der sie beging, einen nicht zu tilgenden Makel werfen“ und am Ende 
der Seite spricht er von „Fälschungen gleichkommenden Änderungen“ des 
Textes des Buches. Allein meiner Ansicht nach ist es in diesem Falle durch
aus sinnlos, das W ort „Fälschungen“ zu benutzen. A uf dem Titelblatte der 
Originalausgabe vom Jahre 1712 stand: „Commercium epistolicum D. J o h a n n is  
Co l l in s  et aliorum de analysi prom ota: jussu societatis regiae in lucem 
editum“ und dadurch war der w e s e n t l i c h e  Inhalt der Schrift deutlich an
gegeben; m it dem übrigen Inhalt hatte  die „Royal Society“ nichts anderes zu 
tun  gehabt, als daß sie die ganzen Druckkosten bezahlte. Im  Jahre  1722 
erschien eine neue Auflage m it dem Titel „Commercium epistolicum D. J o
h a n n is  Co l l in s et aliorum, de analysi prom ota, jussu societatis regiae in 
lucem editum . . . iterum  impressum“ und was 1712 auf den Befehl der 
„Royal Society“ gedruckt wurde, is t hier wieder abgedruckt worden. Nun 
kommen aber in der Originalausgabe außer dem offiziellen Inhalt zahlreiche 
Fußnoten vor, und in betreff dieser Fußnoten wurden bei der Drucklegung der 
neuen Auflage gewisse Änderungen oder Zusätze vorgenommen. F ü r einen 
H istoriker wäre es natürlich schön gewesen, wenn die Herausgeber dieser Auf
lage alle Änderungen oder Zusätze besonders angegeben hätten, aber in diesem 
Falle das W ort „Fälschungen“ zu benutzen, finde ich, wie gesagt, durchaus 
sinnlos. Als auffallendstes Beispiel der angeblichen „Fälschungen“ hebt H err 
Ca n t o r  S. 327 die Fußnote in betreff der „H istorióla“ (siehe BM 113, 1910/11 , 
S. 83) hervor. Aber wenn die Angabe dieser Fußnote richtig  gewesen wäre, 
so würde ja  der Umstand, daß sie n icht in der ersten Auflage steht, belanglos 
sein. In  W irklichkeit enthielt die Fußnote eine kleine U ngenauigkeit, und 
aus d ie se m  Grunde müßte man sie bem ängeln, auch wenn sie ganz einfach 
aus der ersten Auflage abgedruckt gewesen wäre. q  E n e s t r ö m .

3  : 394. Nachdem H err Ca n t o r  angegeben h a t, daß N e w t o n  in Cam
bridge V orlesungen über allgemeine A rithm etik hielt, fügt er hinzu (Z. 21 — 22):
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W il l ia m  W h is t o n  scheint dieselben im Jahre 1685 noch selbst gehöit zu 
haben.“ Aber wenn man die von H errn C a n t o r  zitierte Quelle (W . W . R. B a l l ,  
A  history of the study of mathematics at Cambridge, Cambridge 1889, S. 83) 
zu Rate zieht, findet man dort die Notiz: „ W h is t o n  . . . entered in 1685 a t 
Clare, and mentions in bis biography th a t be attended N e w t o n ’s  lectures . 
B a l l  sagt also weder, daß W h is t o n  im Jahre 1685 die Vorlesungen N e w t o n s  
hörte, noch daß die Vorlesungen N e w t o n s ,  die W h i s t o n  hörte, die allgemeine 
Arithm etik behandelten. Bekanntlich (vgl. z. B. W . W . R. B a l l ,  Account of the 
history of mathematics, 4 th ed., London 1908 , S. 330) begannen d ie s e  V or
lesungen 1673 und endeten schon 1 683 , also bevor W h is t o n  Student wurde. 
Ich gebe hier nach E d l e s t o n  ( Correspondence of I s a a c  N e w t o n  and C o t e s , 
London 1850, S. XCII— XCV) die Vorlesungen der verschiedenen Jahre  an; die 
Seitenzahlen in den Klammern beziehen sich auf die Originalausgabe (1707) 
der Ärithmetica universalis. .

1673 (S. 1  —  2 1 ). 1674 (S. 2 1  —  38). 1675 (S. 3 9 - 6 5 ) .  1676
(S. 6 5 - 8 1 ) .  1677 (S. 8 1 - 1 0 0 ) .  1678 (S. 1 0 0 - 1 1 1 ) .  1679 (S. m - 1 2 0 ) .  
1680 (S. 1 2 0 — 134). 1681 (S. 1 3 4 - 1 7 2 ) .  1682 (S. 1 7 2 - 2 1 5 ) .  1688
(S 2 1 6 — 251). G. E n e st r ö m .

3 : 395. Die Worte (Z. 21 — 24): „oder ob er sein Wissen der nicht 
ganz reinen, wenn auch überaus reichen Quelle von W a l l i s ’ englischer Algebra 
von 1685 entnahm, die er zur Zeit, als W h is t o n  die Vorlesung hörte, gerade 
studieren mochte“, sollten gestrichen werden. Bekanntlich wurde die Vorlesung 
während der Jahre 1673 —  1683 gehalten (siehe die Bemerkung zu 3 :  394), 
und W a l l i s ’ englische Algebra h a t, wie H err C a n t o r  richtig  angiht, das 
D ruckjahr 1685. Allerdings w ar das M anuskript der A lgebra schon 1676 
druckfertig und wurde dann im April 1677 von W a l l i s  nach London gesandt 
(siehe R ig a u d , C o r r e s p o n d e n c e  o f  s c ie n t i f ic  m e n  o f  th e  s e v e n te e n th  C e n tu r y  2, 
Oxford 1841 , S. 606 — 607), aber ganz gewiß h a t N e w t o n ,  der ja  in Cam
bridge wohnhaft war, das M anuskript zur Zeit, als er seine Vorlesung über 
„Ärithm etica universalis“ h ie lt, nicht gesehen. Abgesehen von der ta tsäch
lichen U nrichtigkeit sind die W orte: „zur Zeit, als W h is t o n  die Vorlesung 
hörte“ auffällig, denn S. 394 hat H err C a n t o r  nur bem erkt, daß W h is t o n  
die Vorlesung g e h ö r t  zu  h a b e n  s c h e in t .

Die Angabe (Z. 15— 18), daß das grundsätzliche Verschweigen von V or
gängern bei N e w to n  die Prüfung, was in der Ärithmetica universalis neu war, 
ungemein (!) erschwert, is t ebenfalls auffällig. W er sich vornim m t, in zwei 
starken Bänden die Geschichte der M athem atik von den ältesten Zeiten bis zum 
Jahre 1668 zu behandeln und dann in einem dritten  Bande die historische 
D arstellung weiterzuführen, sollte wohl für diesen Zweck so eingehende btu- 
dien in betreff der Geschichte der elementaren Algebra und ihrer Anwendungen 
gemacht haben, daß er in den meisten Fällen s o f o r t  entscheiden könnte, was 
in der Ärithmetica universalis wirklich neu war. Anderseits weiß jeder Kenner 
der Geschichte der M athem atik, wie selten die älteren (und wohl auch die 
neueren?) M athem atiker sich der Mühe unterziehen, ihre Quellen regelmäßig 
zu zitieren, so daß es in  a l le n  F ä l l e n  für den n i c h t  S a c h k u n d ig e n  un
gemein schwierig is t, zu entscheiden, was in einer m athem atischen A rbeit als 
neu anzusehen sein muß. G. E n e st r ö m .
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3  : 400, Die Behauptung (Z. 7— 9 v. u .): „Daß N e w t o n  die Stelle 
. . . nicht schrieb, ohne von F e r m a ts  Arbeiten Kenntnis zu haben, dürfte unab
weisbar sein“, beruht natürlich in erster Linie auf der unrichtigen Mutmaßung 
des Herrn C a n t o r ,  daß die Vorlesungen über die „Arithm etica universalis“ 
1685 gehalten wurden. In  W irklichkeit wurde die Vorlesung, um die es sich 
hier handelt, 1673 oder 1674 gehalten (siehe E d l e s t o n ,  Correspondence o f  
I s a a c  N e w t o n  and C o t e s , London 1850, S. XCII), während die V aria opera 
von F e r m a t  erst 1679 erschienen. Allerdings wurde ein kurzer Artikel von 
F e r m a t  über Wegschaffen von Irrationalitäten  schon 1667 veröffentlicht (siehe 
Oeuvres de F e r m a t , publ. par P. T a n n e r y  et Ch. H e n r y  2 ,  Paris 1894, 
S. 282— 283), aber dieser A rtikel enthielt keine Lösung des Problems.

Als Gründe, warum es „unabweisbar“ sein dürfte, daß N e w t o n  von 
F e r h a t s  Arbeiten Kenntnis hatte , nennt H err Ca n t o r  teils das Verfahren, 
teils die Benennung „Asymmetrie“ . Allein H err Ca n t o r  ha t selbst darauf 
hingewiesen, daß die Benennung schon bei V i e t e  vorkommt, und überdies w ar 
der Term „asym m etria“ für Irra tionalitä t noch in der zweiten Hälfte des 
17. Jahrhunderts sehr gewöhnlich (siehe z. B. C. K e n a l d in i , A rs  analytica mathe- 
matum  1 ,  Florentiae 1665, S. 255), so daß in  diesem Falle die Benennung 
keine Beweiskraft besitzt. Kaum mehr bedeutet der Um stand, daß N e w t o n  
1673 oder 1674 dasselbe Verfahren als F er m a t  benutzte. Schon bei seinen 
ersten mathematischen Studien hatte  N e w t o n  den großen Nutzen, den man 
durch passende Substitutionen erzielen kann, deutlich erkannt, und auch die 
sogenannte „Transmutationsmethode“ LEiBNizens vom Jahre 1676 beruht auf 
demselben Verfahren. N ur wenn es bewiesen wird, daß N e w t o n  schon 1674 
von dem 1679 veröffentlichten A rtikel F er m a t s  Kenntnis hatte , oder daß 
N ew to n  nach 1679 sein Vorlesungsheft über „Arithm etica universalis“ ergänzt 
hat, kann die Ansicht des Herrn Ca n t o r  in betreff des Einflusses F er m a t s  auf 
N e w t o n  irgendeinen Grad von W ahrscheinlichkeit bekommen, und einen solchen 
Beweis zu bringen, hat H err Ca n t o r  nicht einmal versucht, Q E n e st r ö m .

3  : 457. W as H err Ca n t o r  (Z. 5 — 10) über die Geschichte des Aus
druckes „transzendente Funktion“ sagt, is t nicht ganz genau. Erstens benutzte 
J o h a n n  B e r n o u l l i diesen Ausdruck schon 1724 (Methodus commoda et natu- 
ra lis reducendi quadraturas transcendentes cujusvis gradus ad longitudines 
curvarum  atgcbraicarum ; A c ta  e ru d . 1724, S. 365; Opera omnia 2 , S. 591). 
Zweitens bezog er nicht den Ausdruck nur auf Integrale algebraischer Funk
tionen; die fraglichen Integrale nannte er nämlich transzendente Funktionen 
e r s t e n  G ra d e s ,  während die Integrale dieser Funktionen transzendente Funk
tionen z w e i te n  G ra d e s  genannt wurden, usw.

Die Bemerkung (Z. 11— 14): „1706 . . . erscheint [bei J o h a n n  B e r n o u l l i] 
das Zeichen A , welches aber . . . einen Differentialquotienten bedeutet“, ist 
nicht unrichtig, aber kaum gut redigiert. Bei J o h a n n  B e r n o u l l i  bedeutet 
nämlich A x  nicht den Differentialquotienten von x , sondern den Differential
quotienten einer gewissen Funktion von x. E n e st r ö m .

3  : 468. S ta tt der W orte (Z. 26— 28): „wenn w ir auch nicht wissen 
durch wessen Verm ittelung“ sollte: „und zwar durch Verm ittelung von Co n t i“



gesetzt werden. Als Beleg bringe ich hier unten einen Auszug aus dem 
Briefe LEiBNizens an C o n t i  vom 14. April 1716 (vgl. Der Briefwechsel von 
G . W .  L e i b n i z  mit Mathematikern, herausgeg. von C. I. G e r h a r d t  I, Berlin 
1899, S. 295).

En attendant qu’ils trouvent le moyen de parvenir à la  solution 
générale, ils pourront essayer ce qu’ils peuvent en fixant les idées sur 
un cas particulier, qu’on leur propose dans le papier c i-jo in t . . . .

Super recta A G tanquam  axe ex puncto A  constructis curvis quot- 
cunque, qualis est A B D ,  ejus naturae u t radius osculi ex singulis sin- 
gularum  curvarum punctis B  eductus B  0  secetur ab axe A  G in  0  in 
data semper constante ratione, u t nempe sit B O : B C = l : n .  Con- 
struendae jam  sunt trajectoriae qualis est E N  F,  priores curvas A B D  
secantes ad angulos rectos. G. E n e s t r o m .

2 7 2  O'- E n ESTRÖM.

3  : 473. Wie J o h a n n  B e r n o u l l i  in dem von H errn C a n t o r  (Z. 11 — 12) 
zitierten Briefe ausdrücklich erw ähnt, beschäftigte sich auch N i k o l a u s  I  B e r 
n o u l l i  gleichzeitig m it der Differentialgleichung z 2 d 2 x  =  2 x d z ^ .  Aus einem 
Briefe von diesem an L e ib n iz  vom 24. Oktober 1716 ( L E iB N iz e n s  M a t h e m a 
t is c h e  S c h r i f t e n , herausg. von C. I  G e r h a r d t  3  : 2, Halle 1856, S. 993) geht 
hervor, daß N i k o l a u s  B e r n o u l l i  als In tegral die Gleichung z 3 =  a x z  +  a b c  

gefunden hatte , so daß es kaum nötig is t, „die heutige Integralrechnung“ zu 
Kate zu ziehen, um zu konstatieren, daß J o h a n n  B e r n o u l l i  das In tegral der 
fraglichen Differentialrechnung gekannt haben muß. G. E n e s tr ö m .

3  : 691. Z. 4 — 6 zitiert H err Ca n t o r  aus einem Briefe von N ik o l a u s  I. 
B e r n o u l l i an E u l e r  vom 29. November 1743 den folgenden Passus: „Die 
Unterscheidung zwischen einem absoluten Unendlichen und einem bestimm ten 
Unendlichen gebe ich nicht zu.“ Da dieser Passus schwer verständlich ist, 
wenn m an nicht weiß, was der Brief E u l e r s  vom 14. Mai 1743 enthielt, 
erlaube ich mir, aus diesem Briefe einige Zeilen hier zum Abdruck zu bringen 
(siehe L . E u l e r , Opera postuma 1, Petropoli 1862, S. 538):

Quod primum de seriebus divergentibus scribis, earum summas 
dari omnino non posse, quoniam licet in infinitum continuentur, tarnen 
exhauriri nequeant, . . . hoc dubium mihi quidem eximi posse videtur, si 
ad distinctionem in ter numerum infinitum determ inatum  atque infinitum 
absolutum attendatur. Quamvis enim sta tu i non possit

Y ~ ;  +  ^ +  +  ß 3 +  • • • •  +  £°°,

quia hic numerus term inorum  etsi infinitus, tarnen tam quam  definitus 
spectatur, atque adeo series revera term inari censetur; tarnen sine errore 
m ihi quidem statu i posse videtur

— =  l +  a; +  a;2 +  :t:3 +  etc. l  — x
in infinitum, hoc est seriei nusquam ullo term ino constituto. Sic falsum 
foret

0 = 1  — 3 +  5 — 7 +  9 — . . . .  +  (2oc +  1),
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a t omni finitionis idea etiam eogitatione sublata, sine errore affirmari 
potest esse 0  =  1  — 3  +  5  — 7  +  9  — in infinitum. In  hac autem opi- 
nione eo magis eonfirmor, quod nullus mihi adhuc obtigerit casus, in quo 
ejusmodi serierum summatio me in errorem deduxisset.

E u l e r  scheint selbst durch die Bemerkungen von B e r n o u l l i  eingesehen 
zu haben, daß der Unterschied zwischen „infinitum determ inatum “ und „infini
tum  absolutum“ schwerlich festgehalten werden kann, denn in seinem A ntw ort
schreiben vom 4 .  Februar 1 7 4 4  (Opera posiuma 1, S. 5 3 8 — 5 4 1 )  sagt er nichts 
hierüber, sondern stellt seine bekannte Definition: „summa seriei est valor quan- 
tita tis finitae, ex cujus evolutione sériés résultat“ auf. Auch nicht in der Ab
handlung De seriebus divergentibus (N ov i com m . ac ad . sc. P e t r o p .  5, 
[ 1 7 5 4  5 5 ] ,  1 7 6 0 ,  S. 2 0 5  —  2 3 7 )  erwähnt E u l e r  ausdrücklich zwei Arten un
endlicher Größen, obgleich man aus dem § 5  (S. 2 0 7 — 2 0 8 )  ersieht, daß er 
seinen ursprünglichen Gedankengang nicht ganz aufgegeben hat.

___________  G. E n e st r ö m .

3  : 7 1 8 .  Wie H err Ca n t o r  richtig angibt, behauptet E u l e r  im 1 5 .  Ka
pitel des 1.  Buches der Introductio in analysin infinitorum, es sei offenbar 
(„manifestum est“) daß wenn

(1 -  a z ) (  1 -  ßz )  (1 -  yz) (1 - S z )  . . . =  1 +  ^-~ +  -S-21 +  C z 3 +  +  • • •

die A, B, C, D, . . . aus den a, ß, y, ö, . . . so zusammengesetzt sind, daß A  
die Summe dieser Zahlen einzeln genommen, B  die Summe der Produkte aus 
zwei Zahlen (ungleiche und gleiche) u. s. w. ist. In  betreff des Ausdruckes 
„manifestum est“ bemerkt H err C a n t o r :  „ E u l e r  dachte sich mutm aßlich die 
H erleitung mittels auf einander folgender Divisionen durch die einzelnen Nenner
faktoren“ und fügt die H erleitung des EuLERschen Satzes auf diese Weise 
hinzu. Indessen hat E u l e r  selbst die Herleitung in seiner Abhandlung 
Observationes analyticae variae de combinationibus (Comm. ac ad . sc. P e t r  op. 13 

[ 1 7 4 1 / 4 3 ] ,  1 7 5 1 ,  S. 6 4 — 9 3 )  gebracht, und diese Abhandlung wurde nach den 
Protokollen der Petersburger Akademie am 6.  April 1 7 4 1  vorgelegt. E u l e r  
geht von den Identitäten

j - r —  —  1 +  « s  +  a 2*2 +  a 3z 3 +  « V  +  . . . 

~ j - z =  1 +  ß z  +  ßh*  +  0 V  +  0 V  +  . . .

TDAfz =  1 +  7 Z +  r 2z 2 +  V3*3 +  z V  +  . . .

aus; wenn man nun das P rodukt sowohl der linken wie der rechten Glieder 
bildet und dann in betreff des zweiten Produktes die M ultiplikationen ausführt, 
findet man sofort, daß der EuLERsche Satz richtig ist. q . E n e st r ö m

3 :  7 3 1 — 7 3 2 . D ie A ngabe (S . 7 3 1  Z. 1  v. u. und S. 7 3 2  Z. 1 — 2 ) :

„D ie  an dieser Ste lle  zuerst auftretende R eihenentw icklung von ~  w urde in

sp äteier Z eit v ie lfach  bestätigt“  kann kaum  als r ich tig  betrachtet w erden. E s  
handelt sich um die A bhandlung Subsidium  calculi sinuum , die 1 7 6 0  in den

B ib liotheca M athem atica. III. F o lge. X I.



N o v i com m . ac ad . sc. P e t r o p .  5 (ad annum 1754 et 1755) erschien. Aber 
schon im 4. Kapitel des zweiten Teiles der Inshtutiones calcuh differentiah s, 
die im M anuskript schon vier Jahre vor der zitierten Abhandlung fertig waren 
und im Druck fünf Jahre vor derselben erschienen, hatte  E u l e r  aui eine 
andere, freilich wenig befriedigende Weise die Reihe

fL  =  +  I  Sin  u  +  i  sin 2 m  +  j  sin 3 m  +  j  sin 4 m +  &c.

hergeleitet, und wenn man u  =  n  —  cp setzt, bekom mt man hieraus sofort 

=  sin cp -  \  sin 2 cp +  \  sin 3<p -  \  sin 4<p +  . . .

Übrigens bemerke ich, daß die Reihe der Institutiones calculi differentialis schon 
in einem Brief von E u l e r  an G o l d b a c h  vom 4. Ju li 1744 steht (siehe Corre
spondance mathématique publ. par P. H. Fuss 1, St. Petersbourg 1843, b. 279).

G. E n e st r ö m .

2 7 4  G . E n e s t r ö m .

3 : 787. Der kurze Bericht über die Abhandlung De superficiebus ad 
aequationes locales revocatis, variisque earum affectionibus (C om m . aca,d. sc. 
P e t r o p  6 [1 7 3 2 /3 ], 1738, S. 36 — 67) von J. H e r m a n n  endet auf folgende 
W eise: „ E r  [H e r m a n n ] gibt auch die Gleichung verschiedener krum m er Ober
flächen, von Kurven doppelter Krümmung aber nur die kürzesten auf einer 
gegebenen Oberfläche zwischen zwei gegebenen Punkten zu ziehende Limen. 
H ier möchte ich s ta tt „verschiedener krum m er Flächen“ eine genauere An
gabe bringen, z. B. etwa: „einiger Flächen zweiten Grades sowie der Fläche
4 . Grades, die W a l l is  Cono-Cuneus genannt h a t“. Anderseits sollten die 
folo-enden W orte „von Kurven . . . L inien“ entweder gestrichen oder auf eine 
Weise form uliert werden, die belehrend sein kann. Es handelt sich im 
114. Kapitel von der Geschichte der analytischen Geometrie und wer die frag 
lichen W orte liest, kann nicht umhin anzunehmen, daß H e r m a n n  die Gleichung 
einiger geodätischer Linien unter der Form  f^ x , y, z) =  0, f3(%, y, z) =  0 ge
geben hat. Dies ist indessen nicht der Fall. H e r m a n n  h a t näm lich nur ver
sucht, das allgemeine Problem zu lösen, und der betreffende Teil seiner Ab
handlung sollte also eigentlich nicht hier, sondern im 117. K apitel (z. B. S. 853) 
erw ähnt werden. G. E n e s t r ö m .

3 : 7 8 9 .  Die Form  der Angabe (Z. 7 —  8) : „D am it is t die Gerade 
W N K R  gegeben nebst ihrem Durchschnittspunkte Z  m it der C B 11 is t ein
wenig auffallend, denn die Gerade W N K R  is t ja  eben der u r s p r ü n g l i c h  
g e g e b e n e  Träger R K N .  Miel besser wäre wohl, nach dem "Wort „schneidet 
(Z. 7) den Passus zu streichen und dann zu setzen: „und  eine d ritte  Gerade 
durch B,  C, welche den Träger R K N  in Z  schneidet“ . Auch die Bemerkung 
(Z. 1 3 — 1 5 ); „das Verhältnis ihrer Seiten zu einander ist m ithin bekannt und

kann durch und dargestellt werden“ ist n icht ganz gu t re-
G K  g Cr A  /t

digiert, denn jedes der zwei Dreiecke h a t ja  noch eine dritte  Seite außer den
erwähnten; ich schlage darum  folgende Verbesserung vor: „das V erhältnis

. . .  bekannt und darum kann und gesetzt werden, wo g  und

h unveränderliche Größen sind“. G. E n e s t r ö m .
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3 : 871. Aus den W orten: „M a c l a u r in  hat sich dabei. . . geometrischer 
Methoden bedient . . . Sei E A E '  eine solche gleichseitige Hyperbel“ wird der 
Leser versucht, anzunehmen, daß das Folgende wenigstens im wesentlichen ein 
Bericht über das Verfahren M a c l a u r in s  ist. In  W irklichkeit rührt aber das 
meiste des Textes der Seite 871 nicht von M a c l a u r in , sondern von F e l ix  
M ü l l e r  her. Allerdings zitiert H err Ca n t o r  in der Fußnote die MüLLERschen 
Studien über M a c  [nicht „Max“, wie es in den beiden Auflagen der Vorlesungen 
steht!] L a ü r i n ’s  geometrische Darstellung elliptischer Integrale, aber aus diesem 
Z itat kann man natürlich nicht ersehen, daß die von Herrn Ca n t o r  angeführten 
Beweise der geometrischen Sätze nicht auf M a c l a u r in , sondern auf M ü l l e r  
zurückgehen. Dieser sagt selbst in seinen Studien (S. 6) : „W ir . . . werden 
im Folgenden, wo wir den einen oder den ändern [Satz] anwenden müssen, 
denselben analytisch beweisen, falls er nicht in den gebräuchlichsten Lehr
büchern über Kegelschnitte zu finden ist.“ Nun umfassen die Studien  30 Druck
seiten, und es kann darum gebilligt werden, daß M ü l l e r  eine dieser Seiten 
dazu verwendet, wichtige Hilfssätze zu beweisen. Aber in den Vorlesungen 
nim m t die Darstellung weniger als zwei Druckseiten in Anspruch, und dann 
is t es kaum angebracht, etwa eine Seite den MüLLERschen Beweisen zuzuweisen.

Allein auch die A rt und Weise, wie H err Ca n t o r  über diese Beweise be
richtet, is t recht eigentümlich. Bei M ü l l e r  werden verschiedene Transform a
tionen M a c l a u r in s  ausführlich auseinandergesetzt, und für diesen Zweck benutzt 
M ü l l e r  gewisse Größen, die er m , n , g , v, t, q nennt. H err Ca n to r  be
schränkt sich auf die Transform ationen, in denen die vier Größen m, n, ft, v 
Vorkommen, aber dennoch gibt er nach M ü l l e r  einige Sätze und Formeln an, 
die für t und p gelten und welche Formeln also in dem CANTORSchen Berichte 
nicht zur Anwendung kommen k ö n n e n . Auch wenn man davon absieht, daß 
es sich hier um M a c l a u r in  und nicht um F e l ix  M ü l l e r  handeln sollte, muß 
die Darstellung als schlecht redigiert bezeichnet werden. q_ E n eströ m

Verm ischte historische Notizen.

B em erkung zu dem  A ufsatze „Ü ber Jacob is A u ffassu n g  des rea len  
In tegra ls  als e iner m eh rd eu tigen  F u n k tion “ H err A. P r in g s h e im  war 
so gütig, mich darauf hinzuweisen, daß meine ( B ib l io th .  M a th em . 113, 1911,
S. 138) gemachte Angabe: „die Behauptung, es sei nicht möglich, die Mehr
deutigkeit eines Integrals hervortreten zu lassen, so lange man die Variable 
auf die realen W erte beschränkt, sei bisher noch niemals angefochten worden“ 
nicht den Tatsachen entspricht. Es hat nämlich H err M. P asch  in seiner 
Einleitung in die Differential- und Integralrechnung i Leipzig 1882, S. 124ff.) 
die Unendlichvieldeutigkeit des trigonometrischen Integrals

i*  dx

t  /  Y  i  - x 2

nach genau derselben Methode abgeleitet wie J ac o bi in seiner nicht publizierten 
und folglich bis zum Erscheinen des GuNDELFiNGERschen Aufsatzes (B ib l io th .  
M a th e m . i)3, 1908/09, S. 2 1 1  — 2245) unbekannt gebliebenen Vorlesung von 
1 8 3 5 /3 6 , und hat auch im Vorwort (S. IV) die prinzipielle Bedeutung dieser

18 *



M ethode m it fo lgenden  W orten  b etont: „indem  jene [näm lich  die tr igon om e
trischen] F unk tionen  aus dem  K reisbogen in tegra l erzeugt w urden b o t sich  
g leich  G elegen heit, den B egriff de3 I n te g r a ü o n e .e g .s  »  erw effern und d,e

entschw unden; du, w ie  es scheint, auch andere M athem atiker im  F a  8

hingelenkt zu  haben. ^  S c h l e s in g e r .
Gießen._______________________ _____________ _

grjg G . E n e s t r ö m : Kleine Mitteilungen.

Anfragen.

151 Ü b e r  d ie  E r f in d u n g  d e s  A lg o r it h m u s  d e r  N e w t o n s c h e n  
r iu x io n s r e c h n u n g .  In  dem „Synoptical view of N e w t o n ’s  life“, das E d l e s t o n  

am Anfänge (S. XXI— XL) der Correspondence of I s a a c  N e w ™ »  a n d  ES  

L on d o n  1850) eingefügt h a t, wird (S. XXI) behauptet daß N e w t o n  am 
20  M a i  1665 einen Aufsatz über Fluxionen geschrieben hat, worin diese durch 
punktierte Buchstaben bezeichnet worden sind. Als Beleg verweist E d l e s t o n  
(S XLI) auf „ R ig a u d ’s Appendix,  p. 23 compared w ith R a p h s o n s  Histoiy of 

fluxions, p. 116“. H ier bedeutet „ R ig a u d ’s Appendix“ wahrsch 
der Schrift Historical essay on the first publication of I. 1
(Oxford 1838), die m ir nicht zugänglich ist. Indessen kann ich nicht ,
die Behauptung bis auf weiteres als verdächtig zu hetrachten demn wedcr m dem 
langen Bericht über die Entdeckung der Fluxionsrechnung, den N e w t o n  1716 
verfaßte und die dann am Ende der History of fluxions von R a p h s o n  zum 
Abdruck gebracht wurde, noch in der kurzen Notiz über denselben Gegenstand 
die N e w t o n  vielleicht ein paar Jahre früher redigierte (siehe A  catalogue of 

the Portsmouth collection of boolcs a n d  papers, written by or belonging to I s a a c  

N e w t o n , Cambridge 1888, S. X V IIt) habe ich etwas über das Vorkommen 
von Fluxionszeichen in einem Aufsatze vom Mai 1665 entdecken können. Aus 
den fraglichen Aktenstücken ersieht man nur, daß N e w t o n  im  Mai 1665 die
SLUSESche T a n g e n te n m e th o d e  g e fu n d e n  h a tte .

Aber auch wenn die von E d l e s t o n  zitierte Schrift seine Behauptung 
bestätigt, sollte untersucht werden, ob die Bestätigung wirklich als defimxiv 
betrachtet werden kann. Bekanntlich verzeichnet der oben zitierte Catalogue of 

the Portsmouth collection (siehe S. 2) verschiedene handschriftliche Aufsatze von 
N e w t o n  über die Fluxionsrechnung, und durch eine genaue Untersuchung dieser 
Aufsätze könnte vielleicht die Behauptung von E d l d s t o n  definitiv entweder 
bestätig t oder als unrichtig nachgewiesen werden, G. E n e st r ö m .
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Rezensionen.
C odex L e id en sis  399,1. E u c l i d i s  elementa ex interpretatione a l - H a d s c h - 

d s c h a d s c h i i  cum commentariis a l - X a r i z i i . Arabice et latine ediderunt 
notisque instruxerunt R. 0 . B e s t h o r n  et J. L. H e i b e r g . Partis I I  Fase. I, I I ; 
Partis I I I  Fase. I. H auniae, in libraria Gyldendaliana, 1900— 1910. 79, 
148 und 81 S. 8 ü.

In  der Z e i t s c h r i f t  fü r  M a th e m a t ik  u n d  P h y s ik  (38, 1893, hist. 
Abt. S. 192 — 195; 44, 1899, hist. Abt. S. 60 — 62) habe ich den ersten und 
zweiten Faszikel des ersten Teils dieses arabischen E u c l i d s  besprochen, die das 
erste Buch der Elemente umfaßten. Yor zehn Jahren (1900) erschien der 
erste Faszikel des zweiten Teils, das zweite Buch enthaltend, 1905 der zweite 
Faszikel des zweiten Teils m it dem dritten und 1910 der erste Faszikel des 
dritten  Teils m it dem vierten Buche E u k l i d s . W ir haben nun noch das fünfte 
und sechste Buch zu erw arten, denn bekanntlich umfaßt das Leidener 
M anuskript 399,1 der arabischen Übersetzung bloß die sechst ersten Bücher 
des Werkes.

Von den hier zu besprechenden drei Büchern bietet das erste (zweite 
E u k l i d s )  das größte historische Interesse dar, indem hier zu den zehn ersten 
Sätzen andere Beweise H e r o n s  gegeben sind, und zwar jeweilen nach der 
Methode der Analysis, wie auch der Synthesis; dieselben sind mehr algebraisch 
gehalten als diejenigen E u k l i d s ,  H e r o n  vermeidet die EuKLiDische Darstellung 
durch Quadrate, Rechtecke und Gnomone. Auch sind zu den ersten fünf 
Sätzen Zahlenbeispiele, wahrscheinlich von N A iR iz i, gegeben, wie es verschiedene 
spätere arabische Kommentatoren getan haben. (Vgl. besonders meinen Artikel 
Über den Kommentar des M us. b . A b d e l b a q i  zum  zehnten Buche des E u k l i d e s , 

B ib l io th .  M a th em . 73, 190 6/7, S. 2 34— 251).
Als Kommentar zum elften Satze des zweiten Buches (goldener Schnitt) 

gibt H e r o n  die in den heutigen Lehrbüchern meist gebräuchliche Konstruktion, 
w orauf schon C u r t z e  in seiner Ausgabe der GERHARDSchen Übersetzung des 
Kommentars des N a i r i z i  aufmerksam gem acht h a t (E u c l i d i s  Opera omnia, 
Supplementum, S. 108). Der Beweis wird aber nicht auf die heutige Art 
geführt, sondern m it Hilfe des pythagoräischen Lehrsatzes und des zweiten und 
vierten Satzes des zweiten Buches.

Der letzte (14.) Satz des zweiten Buches ist in dieser Ausgabe insofern 
etwas vereinfacht, als nur verlangt w ird, ein Q uadrat zu zeichnen, das einem 
gegebenen Dreieck gleich sei, und nicht einer beliebigen geradlinigen Figur.
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Berührung zweier Kreise in einen 
vorliegender Ausgabe nur 36 s ta tt 
übrigens auch N a s i r  e d - d i n ,  ohn  

zu sagen.
Im  vierten Buche sind die im Anfang der griechischen Ausgabe stehenden 

sieben Definitionen von H e r o n  etwas abweichend gefaßt und geordnet worden, 
die siebente fehlt ganz. N a s I r  e d - d I n  zieht diese Definitionen noch kürzer 
zusammen, und w ir können ihm in der T at hierin nicht ganz Unrecht geben; 
denn erstens ist E u k l i d  gerade in diesem Punkte, wie bekanntlich auch noch 
in ändern, etwas zu weitschweifig, und zweitens beabsichtigte N a s i r  e d - d i n ,  

wie er in seiner Ausgabe selbst bem erkt, nicht eine genaue W iedergabe des 
griechischen E u k l i d s  in arabischer Sprache zu veröffentlichen, sondern eine für 
besondere Zwecke verfaßte Bearbeitung der Elemente. E r ließ also, wie jeden
falls teilweise schon seine Vorgänger, Definitionen, Lehrsätze usw., die für das 
Verständnis des Folgenden nicht absolut notwendig waren, weg (besonders im 
achten, zehnten und zwölften Buche), fügte aber dafür- oft Zusätze bei, die 
n icht im griechischen Texte standen. Man kann also w irklich, wie schon 
H e i b e r g  in seinen Studien über E u k l i d  ganz richtig  bem erkt h a t, auf die 
arabischen Übersetzungen ( b z w .  Bearbeitungen) für die Textkritik  der EuKLiDischen
Elemente nicht abstellen.1) .

Im  vierten Buche gibt N a i r . z i  z u  verschiedenen Lehrsätzen (sechsten bis
elften) auch einen analytischen Beweis nach dem Vorgang H e r o n s  im zweiten 
Buche; nach dem W ortlau t des Textes müssen w ir w irklich annehm en, daß 
sich diese analytischen Beweise im Kommentar H e r o n s  nicht vorgefunden

habern^m  arabigclien Text und seiner Übersetzung durch die Herren B e s i h o r n  

und H e i b e r g  haben w ir noch einige wenige Bemerkungen hinzuzufügen.
Pars I I ,  Fase. I ,  p. 37 : Diese Analysis bietet keine „m iras am bages“

dar, wie H err H e i b e r g  in der Note bem erkt, sie stützt sich auf Satz o  und 4  

des’ zweiten Buches und heißt in moderner D arstellung:

1) Bei diesem  Anlaß sei es uns noch g e s ta tte t, e inen  F eh le r  H e ib e k g s  in  seinen 
Literargesch. Studien über E u k l i d  z u  k o rrig ie ren : E r sa g t i n  se in er v e rg le ichenden  
T abelle  (S . 19), das erste  Buch E u k l i d s  hab e  b e i N a s i r  e d -d in  47 Sätze , das zw eite  13; 
in  den A usgaben (R om a 1594) m it 13 und  12 B üchern  h a t ab er das e rs te  B uch 48, 
das zw eite 14 Sätze, w ie bei C am pan u s und  w ie bei A u g u s t .

A Gr B



Es ist nach II, 4 : A B 2 =  A G 2 +  G B 2 +  2 A G  ■ G B
________ G B 2 — G B 2

also A B 2 +  G B 2 =  2 A G  ■ G B  +  2 G B 2 +  A G 2

aber nach II, 3 is t 2 A G  ■ G B  +  2 G B 2 =  2 A B  ■ G B

also: 2 A G  ■ G B  +  2 G R 2 - f  M G2 =  2 A B  ■ G B  +  A G 2

oder: A B 2 +  G B 2 -  2 A B  ■ G B  +  A G 2 q. e. d.

P. II. P. II, p. 4, Z. 3 v. u. rekonstruiert H err B e s t h o r n  ein unleserliches 
arabisches W ort m it tvaind, es muß wohl heißen: w a'aks  =  und umgekehrt.

Ibid. p. 80 ist die erste Zeile doppelt gedruckt.
Ibid. p. 112 (1 1 3 ): Zu dem, was der Kommentator ( a l - N a i r i z i )  z u  dem Zusatz 

H e r o n s  hinzufügt, bemerken die Herausgeber: Textus A n a r i t i i  ( C x jr t z e  p. 136) 
valde corruptus est, nec Ärahs satis clare exposuit, quod vult. —  Ich glaube, 
daß im arabischen Text nur ein kleiner Fehler stecke, durch dessen Ver
besserung der Sinn wesentlich klarer würde; es muß wahrscheinlich (p. 112, 
Z. 5 t . u.) s ta tt ldkäna heißen: lä käna; nach den strengen Regeln der 
arabischen Grammatik sollte allerdings in einem negativen Nachsatz nach einem 
m it lau beginnenden hypothetischen Satze mä  oder lamä stehen. Dann hieße 
die ganze Stelle in Übersetzung so: Es sagt der Kommentator: E r ( H e r o n )

te ilt den Bogen A G  in zwei gleiche Teile, dam it dann k lar sei, daß die Sehne 
des Bogens A B  gleich der Sehne des Bogens B G  sei; denn, wenn er die 
Linie A G  in zwei gleiche Teile geteilt hätte, so hätte er freilich den Satz 29 
nicht nötig gehabt, der zeigt, wie man einen gegebenen Bogen in zwei gleiche
Teile teile, aber es wäre ihm nicht k lar geworden, daß die Sehne des Bogens
A B  gleich der Sehne des Bogens B G  sei, wenn er nicht den Bogen A B G  in 
zwei gleiche Teile geteilt h ä tte ; also mußte er notwendig den von ihm be
wiesenen Satz (ein Kreissegment sei gegeben, man soll den Kreis, zu dem es 
gehört, vervollständigen) nach diesem Satz (29) setzen.

P. III, F . I. Der arabische Satz p. 6, Z. 7 v. u.: qäla Iru n  hädä asch-
schakl 'alä mä qälahu ar-rijädi ist hier lateinisch wiedergegeben m it: H e r o

dixit: haec propositio, u t dixit geom etra, ita  recte se habet. So könnte man 
meinen, der eingeschobene Satz „ u t  dixit geom etra“ wolle sagen, die W orte 
„haec propositio ita  recte se habet“ seien ein Z itat aus dem Geometer 
( E u k l i d e s ) ;  p. 75, Z. 14 ist der ganz gleiche Satz übersetzt m it: H e r o  dixit: 
haec propositio cum iis, quae docet Geometra, consentit; dies ist besser, aber 
genauer noch, wenn auch weniger gut lateinisch, ist die Übersetzung G e r h a r d s  

( C u r t z e , 139 u. 14-2): de prim a figura dixit Y r i n u s , quod ipsa est secundum 
quod E u c l i d e s  dixit. Es is t dam it wohl gemeint, daß der Satz von E u k l i d e s  

so und nicht anders bewiesen worden sei, er (der Kommentator) könne auch 
keinen anderen Beweis dafür geben.

Ibid. p. 45 u. 51 übersetzt H err H e i b e r g  ta ftą  al-hall m it ratio solvendi; 
das ist ja  wohl wörtlich ganz richtig , aber hier bedeutet tarią al-hall genau 
dasselbe wie an anderen Orten (z. B. P. II. F . I, p. 30 etc.) tafią at-talüil =  
analytische Methode; in der T at übersetzte auch H err H e i b e r g  ta fią  al-hall 
in den früheren Faszikeln ganz richtig m it via analytica, so P. II. F. I, p. 21 
u. 51. P. III. F. I, p. 36, 42 u. 54 steht sogar nur al-hall ohne tarią , aber 
auch dieses bedeutet „analytische Methode“, n icht einfach bloß solutio, wie die
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zwei ersten der zuletzt genannten Fälle deutlich zeigen, wenn der Verfasser 
nach „ad tinet“ fortfährt: supponimus, quadratum  circum circulum constructum 
esse; also was in der Aufgabe verlangt w ird, w ird schon als ausgeführt an
genommen.

Ibid. p. 74 (75) muß es natürlich im  Kom m entar von H e r o n  sta tt 
Zwölfeck“ heißen „Fünfzehneck“, dann w ird die Sache verständlicher, und 

die erste Fußnote (p. 75) muß dann etwas anders abgefaßt sein. Man ver
gleiche über diesen Gegenstand (warum  die K onstruktion des Fünfzehnecks von 
E u k l i d e s  behandelt worden sei) a,ußer den in der genannten Note zitierten 
Stellen auch N a l l i n o ,  A l  B a t t a n !  O p u s a s t r o n o m ic u m , I I ,  X X I— XXII.

W ir wollen hoffen, daß die gesundheitlichen Verhältnisse der beiden ge
lehrten Herausgeber es ihnen ermöglichen werden, dieses schöne Unternehmen 
glücklich zu Ende zu führen.
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Neuerscliienene Schriften.
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Jourdain , P li. E . B ., The development 
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the principles of m athem atics. [12

Q uait. journ. o f mathem. 41, 1910, 8 2 4 -o52 .
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t r a n sz e n d e n te  eb en e  K u rv e n , T h e o rie  
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m ent m athtm . 13, 1 9 1 1 ,  1 7 3  1 7 4 .

Ahrens IV ., M athem atische U nterhaltungen und  
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T r a k ta t  v o n  a l  K in d i. [31

A rchiv  fü r d. Gesch d. N aturw iss. und d. Tech
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Karpinski, L. C ., H in d u  n u m e ra ls  in  th e  
F ih r is t .  [ 34

B ib lioth . M athem. 113, 1910/11, 121 — 124.
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riformatore della fisica e dell’ astro- 
nomia. [43
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Biblioth. Mathem. 11 ,, 1910/11, 183.

S clia ew en , P . voii, Jacobi de B illy  Doctrinae ana- 
lyticae inventum  novum  (1910). [R ezension:] 
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des Parallelenaxiom s (1907). [Bezension:] Bollett. 
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M ikami, Y ., A remark on T. Hayashi’s 
article on the Fukudai. [55
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Mikami, Y., On the history of the circle- 
principe. Reply to T. Hayashi’s re
marks. [66

Tökyö, Sügaku Buturigakkwai, K izi 52, 1910, 
372— 392.

Guareschl, I . ,  Daniele Bernoulli ed 
Amedeo Avogadro e la teoria cinetica 
di gaz. [57

Torino, Accad. d. sc., A tti (sc. matem.) 45,1910, 
423 -  444.

E neström , G., V erzeichnis der Schriften Leonhard  
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mathśm. 342, 1910, 8 —  9. (C. J .) — D eutsche
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M iller, G ., The founder of group 
theory. [62

The mathem. m onthly 17, 1910, 162— 165.
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zension:] N yt Tidsskr. for Mathem. 20, 1909, 
B : 91. [63
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K önigsberger, L ., Zur Erinnerung an 
Jacob Friedrich Fries. [65

Heidelberg, Akad. d. W iss., S itzungsber. 1911.
28 S.
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S teril, S ., Ein Beitrag zur Geschichte 
der elektrischen Strahlenerscheinungen.

[66
A rchiv für die Gesch. d. N aturw iss. und d. Tech
n ik  3, 1911, 236— 237.
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H cn sel, K., Gedächtnisrede auf E . E. Kummer
(1910). [E ezension:] New York, Am eric. m athem . 
soc., B u lle tin  172, 1911, 371 — 372. (L. E.
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D eutsche M athem.-Verein., Jahresber. 20, 1911, 
1 -4 7 .
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10,, 1910, 269. (P. M.) — E evu e scient 14, 1910, 
318. [78

L eb o il,  E . ,  Gaston D arbonx (1910). [Eezension:] 
New York, Am eric. mathem. soc., B u lle tin  172, 
1911, 258 (J. W . Young.) — E evue génér. d. sc. 
21, 1910, 485. [79

Lebon, E ., Paul Appell. Biographie, 
bibliographie analytique des écrits. 
Paris, Gauthier-Villars 1 9 1 0 . [8 0

Groß 8 °, V IH  +  71 S. +  Porträt. — [7 fr.] — 
Savants du jour“. — [E ezensiou:] A rch, der 

Mathem. 1J3, 1911, 350. (E. Jahnkb.) — B ullet, 
d. sc. mathém. 3 5 ,, 1911, .15. — L'enseignem ent 
mathém . 13, 1911, 174— 175.

Stadtbibliothek Frankfurt am Main. Ka
talog der mathematischen Abteilung. 
Frankfurt a. M. 1 9 0 9 .  [8 1

go x  +  327 S. — [Eezension:] B ib lioth . M athem.
11 ,, 1910/11, 184— 186. (G. E n b s t r ö m . )

e) N ekrologe.
Tytus B a b czyń sk i ( 1 8 3 0 — 1 9 1 0 ) .  [ 8 2

W iadom ości matem. 14, 1910, 249 251 •
G o s i e w s k i .)

Eugen Moritz B au r ( 1 8 3 2 —1 9 0 8 ) .  [8 3
Stuttgart, M athem.-naturw. V erein , M itteil. 102, 
1908, 66.

Alfredo Capelli ( 1 8 5 5 — 1 9 1 0 ) .  _ [ 8 4
Giorn. di matem. 48, 1910, 5—15 [mit Schriften
verzeichnis]. (G. T o r e l l i . )

Ernesto Cesàro ( 1 8 5 9 —1 9 0 6 ) .  [ 8 5
Modena, Accad. d. sc., Memorie 83, 1909, 77 —82.
(E. B o r t o l o t t i . )

W illia m  Huggins ( 1 8 2 4 — 1 9 1 0 ) . [8 6
St. Pétersbourg, Acad. d. s c , B u lletin  1910, 
811—814. (A. A. B j e l o p o l s k i j . )

Charles M éray ( 1 8 3 5 — 1 9 1 1 ) .  [8 7
L’enseignem ent m athém . 13, 1911, 151.

Eugen M eyer ( 1 8 7 1 - 1 9 0 9 ) .  [ 8 8
Mathem.-naturw. B lätter 8 , 1911. 3 S. (W. L o r e y . )

Simon Newcomb (1 8 3 5  —  1 9 0 9 ) .  [8 9
Manchester, P h ilos, soc., Proceedings 54, 1910, 
x x x u r —x x x v .

Amédée P a ra f ( 1 8 6 1 — 1 9 1 1 ) .  [ 9 0
L ’enseignem ent m athém . 13, 1911, 151 152.
(A . B u h l , E .  T u r r i è r e ).

Julius Petersen ( 1 8 3 9 — 1 9 1 0 ) .  [9 1
L ’enseignem ent m athém . 1 3 , 1911, 58 59.
(P .  H e e g a a r d .)

Richard August R e iff ( 1 8 5 5 —1 9 0 8 ) .  [9 2
Stuttgart, Mathem.-naturw. V erein , M itteil. 102, 
1908, 65.

Carl R euschle ( 1 8 4 7 — 1 9 0 9 ) .  [ 9 3
Stuttgart, M athem .-naturw. V erein, Mitteil. 122, 
1910, 34— 56. (E. W ö l f f i n g . )

Eugène Rouché ( 1 8 3 2 — 1 9 1 0 ) .  [ 9 4
R evue génér. d. sc. 21, 1910, 761.

Giovanni S c h ia p a re lli ( 1 8 3 5 — 1 9 1 0 ) .  [9 5
R evue génér. d. so. 21, 1910, 629 — 630. (Th. 
M o r e u x ) .  — R evue scientifique 14, 1910, 58.

Max S c h u ste r ( 1 8 5 6 - 1 9 1 0 ) .  [ 9 6
Zeitschr. für mathom. U nterr. 42, 1911, 88 — 92 
[m it P orträt]. (W . L i e t z m a n n . )

Hermann S ta ig m ü lle r ( 1 8 5 7 — 1 9 0 8 ) .  [9 7
Stuttgart, Mathem.-naturw. V ereiu , M itteil. 102 , 
1908, 65,
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Jules Tannery (1848— 1910). [98
Bullet, d. sc. mathóm. 342 , 1910, 193 — 197. (G. 
D a r b o u x ,  E. P i c a r d ,  P .P 'a i n l e v ś . )  — L ’enseigue- 
ment mathśm. 13, 1911, 56— 58. (A. C h a t e l e t ) .

f) A ktuelle  F rag en .
Y a len tin , G ., Über den gegenwärtigen  

Stand der Vorarbeiten für die allge
meine mathem atische Bibliographie. [99

Biblioth. Mathem. 11„ 1910/11, 1 5 3 - 157.

Couturat, L ., Internaciona matematical 
lexiko en ido, germana, angla, franca 
e italiana. Jena, Fischer 1910. [100

8°, n - f  36 S. — [1.50 Mk ] — [Rezension:] 
New York , Americ. mathem. soc., B u lletin  172, 
1911,321. (-J.B .S h a w ) .  — D eutsche Literaturz. 
3*2, 1911, 118—119. (F. M ü l l e r . )  — W iado
mości matem. 14, 1910, 246.

Stamm, E ., Czem jest i czem bedzie 
matematyka? [101

W iadom ości matem. 14, 1910, 181—196. — W as 
ist die Mathematik und was soll die Mathematik 
sein ?

S tä c k e l, P . ,  Geltung und Wirksamkeit 
der Mathematik. Festrede bei dem 
feierlichen Akte des Rektoratswechsels 
an der großherzoglichen technischen 
Hochschule Fridericiana zu Karlsruhe 
am 19. November 1910 gehalten. 
Karlsruhe 1910. [102

8°, 18 S. — [W ieder abgedruckt:] D eutsche 
M athem.-Verein., Jahresber. 20, 1911, 117 — 128.

L o re y , W ., D ie mathem atischen W issenschaften  
und die Frauen ( 1 9 0 9 ) .  [R ezension ] D eutsche 
Literaturz. 3 2 , 1 9 1 1 , 1 0 2 2 —1 0 2 3 .  (E. L a m p e .) [1 0 3

[Deutsche Mathematiker-Versammlung in 
Königsberg 1910.] [104

New York , Americ. mathem. soc., B u lletin  17  ̂
1911, 172—176.

[Italienische Mathematiker-Versammlung 
in Neapel 1910 ] [105

New York, Americ. mathem. soc., B u lletin  172r 
1 9 1 1 ,  2 6 8  — 2 6 9 .  — L ’enseignem ent mathém. 13, 
1 9 1 1 ,  5 6 .

*
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Wissenschaftliche Chronik.
Ernennungen.

— L. A u b r y  zum Dozenten der M athe
m atik an der Universität in  Alger.

— Privatdozent C. B e n e d ic k s  in Upsala 
zum Professor der Physik an der Univer
sität in  Stockholm.

  Observator Ö . B e r g st r a n d  in Upsala
zum Professor der Astronomie an der 
Universität daselbst.

— „Preceptor“ Gr. D. B ir k h o f f  in Prince
ton zum Professor der M athematik an der 
Universität daselbst.

  Professor E. B o r e l  in Paris zum Sub
direktor der „Ecole normale supérieure“ 
daselbst.

— Professor P. B o o t r o u x  in Nancy zum 
Professor der M athematik an der Univer
sität in Poitiers.

  Professor S. C a r r u s  in Besançon zum
Professor der M athematik an der U ni
versität in Alger.

— Dr. M. C ip o l l a  in  Palermo zum Pro
fessor der Analysis an der Universität in  
Catania.

  Dr. A. Cr.a e y.s in Gent zum Professor
der M athematik an der Universität da
selbst.

— Dr. E. P. D e c k e r  in  Syracuse zum 
Professor der M athematik an der Univer
sität daselbst.

— Privatdozent M. D e h n  in Münster zum  
Professor der M athematik an der Uni
versität in  Kiel.

  A. D e m o u l in  in  Gent zum Professor
der höheren Analysis an der Universität 
daselbst.

—  Professor H. D u l a c  in  Alger zum 
Professor der Mathematik an der Universi
tä t in  Lyon.

  Dr. M. F r e c h e t  in Poitiers zum
Professor der rationellen M echanik an der 
Universität daselbst.

  Privatdozent P. G a s t  iu  Darmstadt
zum Professor der Geodäsie an der Tech
nischen Hochschule in Aachen. .

  Direktor Fr. G o n n e s s ia t  in Alger zum
Professor der Astronomie an der U ni
versität daselbst.

 Privatdozent Fr. H a r t o g s  in  München
zum Professor der M athematik an der 
Universität daselbst.

— Dozent P. J. H e a d w o o d  zum Pro
fessor der M athematik an der Universität 
in Durham.

  Professor E. H u s s o n  in  Caen zum
Professor der höheren Analysis an der 
Universität in Nancy.

 Privatdozent Fr. J u n g  in  W ien zum
Professor der analytischen M echanik an 
der Technischen H ochschule daselbst.

— Dr. J. J. L a u b  in H eidelberg zum 
Professor der P hysik an der Universität 
in La Plata.

  p r. H. L e b e s g u e  in Poitiers zum D o
zenten der M athem atik an der Universität 
in  Paris.

— Professor B L e v i  in Cagliari zum 
Professor der M athematik an der Uni
versität in Parma.

—  Privatdozent St. M e y e r  in W ien zum 
Professor der Physik an der Universität 
daselbst.

  W . S. * P e m b e r t o n  in  Columbia zum
Professor der M athem atik am „W heaton  
College“, W heaton, 111.

 ,,Lecturer“ H. J. P r ie s t l e y  inM anchester
zum Professor der M athematik und Physik  
an der neuen Universität von Queensland.
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—  Professor L. S c h l e sin g e r  in Klausen

burg zum Professor der Mathematik an 
der Universität in Gießen.

—  Professor R . S c h um an n  in Aachen zum 
Professor der höheren Geodäsie an der 
Technischen Hochschule in Wien.

— Privatdozent E . v o n  S c h w e id l e r  in 
Wien zum Professor der Physik an der 
Universität in Innsbruck.

— R. R. Shumway in Minneapolis zum 
Professor der Mathematik an der Univer
sität von Minnesota daselbst.

—  Prizatdozent W. S ie r p iń s k i  in Lem
berg zum Professor der Mathematik an 
der Universität daselbst.

—  I. W. S m ith  in Pargo, N.-Dak. zum 
Professor der Mathematik am „College of 
agriculture“ daselbst.
— J. B. S m ith  in Charlotteville zum Pro

fessor der Mathematik am „Hampden- 
Sydney college“, Ya.

—  Dr H. V i l l a t  zum Dozenten der 
Mathematik an der Universität in Caen.

— Dr. A. V i t e r b i  in Pavia zum Professor 
Rer Geodäsie an der Universität daselbst.

—  Privatdozent M. W in k elm a n n  in Karls
ruhe zum Professor der Mathematik an 
der Universität in Jena.

Todesfälle.

—  E dm u n d  A u t e n r ie t h , Professor der 
technischen Mechanik an der Technischen  
H ochschule in Stuttgart, geboren in Tü
bingen den 21. Februar 1842, gestorben  
im  Dezember (?) 1910.

—  F r a n k  K e l t o n  B a i l e y , „Instructor in  
physics“ an der Universität von Ohio in 
Columbus. gestorben im Juli 1909.
— E d u a r d  H a g e n b a c h - B i s c h o f f , früher 

Professor der Physik an der Universität 
in  Basel, geboren in Basel den 20. Februar 
1833, gestorben den 23. Dezember 1910.

—  W o ld em a r  H e y m a n n , Professor an der 
G ewerbeakadem ie in Chemnitz, geboren 
in Chemnitz den 17. Februar 1855, ge
storben den 20. November 1910.

—  M ic h a e l  J u l l ie n , Verfasser der „Pro
blèmes de mécanique rationnelle“, gestorben 
in Cairo den 1 . Januar 1911, 84 Jahre alt j

—  K a r l  K o p p e , früher Professor derGeo- ! 
däsie an der technischen Hochschule in

j Braunschweig, geboren in Soest den 
1 9. Januar 1844, gestorben in Köln im 
[ Dezember 1910.

— G u s t a v e  Leveau, Astronom an der 
Sternwarte in Paris, geboren in Paris den
4. März 1841, gestorben den 10. Januar 19] 1.

I —  C h a r l e s  M e r a y , Professor der Mathe
matik an der Universität in Dijon, ge- 

; boren in Chalons s. S., den 12 . November 
i 1835, gestorben den 2. Februar 1911.

— A m e d e e  P a r a f , Professor der ratio
nellen Mechanik an der Universität in 
Toulouse, geboren in Mülhausen den 
28. Oktober 1861, gestorben in Toulouse 
den 16. Februar 1911.
— B ru no  P e t e r , Professor der Astronomie 

an der Universität in Leipzig, geboren zu 
Weida den 11. Dezember 1853, gestorben 
den 21. Februar 1911.

— C o n sta n t  R o z e , Professor der Mathe
matik an der „Ecole de physique et 
chemie“ in Paris, geboren in Paris den 
26. Dezember 1840, gestorben 1911.
— C o o p e r  D. S c h m id t , Professor der 

Mathematik an der Universität von Ten
nessee, gestorben in Knoxville (Tenn.) den 
9. Dezember 1910, 51 Jahre alt.
— E u g e n io  S em m o l a , Professor der Ex

perimentalphysik an der Universität in 
Neapel, gestorben den 21. Januar 1911.

Vorlesungen über Geschichte der 
mathematischen W issenschaften.

— An der Universität in Berlin hat Pro
fessor W. F ö r st e r  für das Sommersemester 
1911 eine zweistündige Vorlesung über 
Geschieht • der mittelalterlichen Astrono
mie angekündigt.
— An der Universität in Heidelberg hat 

Professor R a m sa u e r  für das Sommer
semester 1911 mathematische und histo
rische Erläuterungen zur Experimental-

| physik angekündigt.
— An der Universität in Straßburg hat 

Professor M. S im o n  für das Sommer
semester 1911 eine zweistündige Vor
lesung über Geschichte der Mathematik 
in der Renaissanee angekündigt.

— Die Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik, die seit einigen Jahren von 
den Herren A m o d eo  und F a v a r o  an den 
Universitäten in Neapel und Padua regel
mäßig gehalten wurden, haben bis auf



288 W issenschaftliche  C hronik.

weiteres aufgehört, w eil nach dem Be
schluß des „Consiglio superiore della 
istruzione pubblica in Italia“ für das 
akademische Jahr 1910— 1911 keine öffent
lichen Universitätsvorlesungen über Ge
schichte der W issenschaften Vorkommen 
werden.

Preisaufgaben gelehrter G esellschaften.
— Académie de Belgique à Bruxelles. 

Concours de l ’année 1912. Exposer et 
com pléter les recherches faites sur le 
calcul des variations depuis 1850.

— Accademia dette scienze délV istituto di 
B o l o g n a .  Tema a concorso per l ’anno 
1912. Esporre, con metodo storico-critico, 
lo sviluppo organico della teoria delle 
funzioni ellitiche ed i vari punti di vista  
sotto ai quali questa teoria è stata con- 
siderata dalla fine del secolo XVIII fino 
ai nostri giorni. Indicare l ’influenza ehe 
hanno avuto, su altri rami dell’ analisi, 
le vedute presentatesi successivamente 
nella nom inata teoria.

— Société hollandaise des sciences à 
H a a r l e m .  Concours de l ’année 1911. 
On demande à  déterminer les nombres

premiers p , qui satisfont à la congruence 
g p — 1 —  1 = 0  (mod. p a), où g et a  sont 
des nombres entiers donnés et a 1.

  Ac ad emia de ciencias exactas de
M a d r i d .  Concurso del ano 1912. Estudio 
geom étrico de la  polaridad en las figuras 
planas y radiales de orden superior al 
segundo.

— Académie des sciences de Paris.  Con
cours de l ’année 1913. Perfectionner en 
quelque point im portant la  théorie arith
m étique des formes non quadratiques.

V erm ischtes.
— Le prix Binoux a été décerné en 1910 

à  M . E . L e b o n ,  pour l ’ensem ble de ses 
travaux relatifs à  l’historie des sciences 
et particulièrem ent à  l ’histoire de 1 astro
nomie.

  Jn einer Sitzung des Senats der Uni
versität in Calcutta hat Maharadja M a - 
n in d r a  Ch a n d r a  N u n d t  von Cossimbazar 
eine Summe von 20 000 Rs. (etwa 27 000 Mk.) 
zur Verfügung g este llt , dam it w ichtige  
Schriften der alten indischen M athematiker  
und Astronomen nebst englischen Über- 

I Setzungen herausgegeben werden können.
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Some notes on Hindu mathematical methods.
B y  G. R . K a y e  in  S im la .

1. The p osition  o f  M athem atics.

A n c ie n t H in d u  w o rk s  g e n e ra lly  c la im  to be e ith e r d ire c tly  re v e a le d  

o r fo u n d ed  up on  in v io la b le  tra d itio n  and c o n se q u en tly  th e y  w ere  accep ted  

b y  th e  o rth o d o x  as in fa llib le . B u t  m ath em atics  is  i t s e lf  the 'in fa ll ib le  

s c ie n c e ' and th e  u su a l H in d u  a ttitu d e  m u st h a ve  been  so m ew h at m odified  

b y  the fa c t  th a t the ru les  en u n ciated  w ere  a lw a y s  open to v e r ific a tio n  o r 

co rrectio n  b y  the u n o rth o d o x  and  in  m an y  cases even  b y  the un learn ed . 

A r y a b h a t a  w as b itte r ly  o p p osed  and v ilif ie d  b y  the o rth o d o x  B ra h m a n s  

fo r  in tro d u c in g  in n o v a tio n s  in  a stro n o m y s im p ly  b ecau se  h is  su g g e stio n s  

w ere  n o t in  a cco rd an ce  w ith  " t h e  V e d a 1) and the b o o k  S m r it i  co m p osed  

b y  M a n n u " ,  and h is b est te a c h in g  w as n e v er w h o lly  accep ted  in  In d ia . 

In d eed  re v e re n ce  fo r  tra d itio n  in te rfere d  w ith  n ew  d eve lo p m en ts and, to  a 

co n sid e ra b le  exten t, w ith  th e  fo rm  o f  p re se n ta tio n  o f  th e  su b je c t, and also  

p ro b a b ly  w ith  th e  m eth od s o f  teach in g . P o s s ib ly  a lso  it  e x p la in s  the fa c t 

th a t ce rta in  in c o rre c t  ru le s  and fa u lty  d em o n stra tio n s h a ve  p e rs iste d  

u n til q u ite  rec en t tim es. H o w e v e r, it  h ad  in  its  in flu en ce  on th is  p a r t i

c u la r  su b je c t certa in  lim ita tio n s  and it  n a tu ra lly  cou ld  n o t w h o lly  p re v e n t 

o b v io u s  im p ro ve m e n ts  and th e  in tro d u ctio n  o f  n ew  ru les . R u le s  and 

th eo rem s in tro d u ced  fro m  fo re ig n  co u n tries  c o u ld , h o w e v e r , n e v e r  be 

a ck n o w le d g e d  as co m in g  fro m  su ch  u n h a llo w e d  s o u rc e s .2) T h e y  w o u ld  

e ith e r be ab so rb ed  w ith o u t re m a rk  o r v a g u e ly  re fe rred  to  'a n c ie n t a u th o rs ’ .

In  In d ia  m a th em atics  w as a lw a y s  a n c illa ry  to re lig io u s  r itu a l w h ic h  

em b raced  c e rta in  asp ects  o f  a s tro n o m y  and a s tro lo g y , and  to co m m erc ia l 

a ffa ir s ; and  it  is d o u b tfu l w h e th e r th e  sc ien ce o f  p u re  m a th em atics  w as 

e v e r  c u lt iv a te d  fo r  it s e l f  in  th is  co u n try . T h e  ru le s  w ere  ta u g h t  m o re  

or le ss  as ru les  o f  th u m b  w h ic h  it w a s  n e c e ssa ry  to  k n o w  in  o rd er to  

m ak e  c a lc u la tio n s  p e rta in in g  to  the p ro p e r  c a r r y in g  o u t o f  ce rta in  re li-

1 )  A lb e r u n i ’s India e d . E. C. S a c h a ü  2 ,  p . 1 1 2 .

2) L i b r i  n a iv e ly  s u g g e s ts  t h a t  t h e  H in d u s  w o u ld  h a v e  r e je c te d  w i th  d i s d a i n  a n y  
f o r e ig n  m a t e r i a l ;  b u t  L i b r i  k n e w  v e ry  l i t t l e  o f  t h e  H in d u  p e o p le  (Histoire des 
sciences mathématiques en Italie, 1 p. 120).

Bibliotheca M athematica. H I. F olge. X I. 1 c.
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g io u s  o r s e m i- re lig io u s  cerem o n ies o r  to  se rv e  fo r  c o m m e rc ia l p u rp o se s . 

T h e  su b je c t  o f  m a th e m a tic s  w as n e v e r  co n sid e re d  as e sse n tia l fo r  a  p ro p e r 

e d u c a tio n  an d  v e r y  r a r e ly  fo rm s p a rt  o f  th e  c u rr ic u lu m  o f  th e  S a n sk r it  

sch o o ls  in  In d ia  t o - d a y . O c c a s io n a lly  J yo tish  is  t a u g h t  and  th e re  is  a 

c o n sta n t b u t  lim ite d  d em an d  fo r  som e cru d e  a s tro n o m y  an d  a s t ro lo g y  but 

b e y o n d  th a t  th e re  seem s to be no d em an d  fo r  m a th e m a tic a l te a c h in g  in

th e  sy s te m  o f  h ig h e r  in d ig en o u s  ed u c atio n .
O f d e fin ite  re fe re n c e s  to  th e  su b je c t  in  th e  e a r ly  lite ra tu re  o f  the 

H in d u s  th e re  is  non e. C e rta in ly  in  th e  L a li ta v is ta r a  th e  B o d h is a t tv a  is 

m ad e to  u se  n u m b e rs  o f  c o n sid e ra b le  m a g n itu d e  an d  S a n a tk u m a r a  in cludes 

R a s i,  w h ic h  h a s  b een  tra n sla te d  as 'th e  sc ie n ce  o f  n u m b e rs ’ , am on gst 

a  h o s t  o f  o th er su b je c ts  w ith  w h ic h  h e  p ro fe sse s  to  be a c q u a in te d 1) ;  but 

m a th e m a tic s  as a su b je c t  o f  s tu d y  is  p r a t ic a l ly  ig n o re d  m  th e  sacred 

w r it in g s  an d  eve n  in  th e  in d ig en o u s  sch o o ls  o f  t o - d a y .  W e  do not forget 

th e  S u lvasu tra s  w h ic h  co n ta in  c e r ta in  m a th e m a tic a l r u le s ; n e ith e r  do we 

fo r g e t  th a t  th e re  is  a  s o -c a lle d  in d ig e n o u s  s y s t e m 2) o f  a r ith m e tic  s t ill  in 

v o g u e  in  In d ia  b u t  in  b o th  th ese  cases  n o th in g  b e y o n d  a fe w  p ractica l 

ru le s  o r  th e  e lem en ts  o f  re c k o n in g  a re  to u c h ed  u p o n  and th e  H ind u 

m a th e m a tic ia n s  th e m se lv e s  ig n o re  b oth .
In  th e  tw e lfth  c e n tu ry  o f  o u r e ra , h o w e v e r , th e re  w as an  attem p t 

m ad e to  fo u n d  a  sc h o o l in  w h ic h  a t  le a s t  so m e m ath em atics  sh ould  be 

ta u g h t . A n  in s c r ip t io n 3) fo u n d  in  a  ru in e d  te m p le  a t  P a tn a , a deserted 

v i l la g e  o f  K h a n d e s h  in  th e  B o m b a y  P r e s id e n c y , re fe rs  to the m ath e

m a tic ia n  B h a s k a r a  a n d , a fte r  c e r ta in  ra th e r  e x tra v a g a n t  co m p lim en ts, 

s ta te s  th a t  h is  g ra n d so n  " C h a n g a d e v a ,  c h ie f  astrologer to  k in g  S i n g h a n a ,  
w h o  sp re a d  th e  d o c tr in e  p ro m u lg a te d  b y  the illu str io u s  B h a s k a r a c a r y a ,  
h as fo u n d e d  a  c o lle g e , th a t  in  th is  co lle g e  the Siddhanta-Siromani and 

th e  o th e r  w o rk s  c o m p o se d  b y  B h a s k a r a ,  as w e ll as  ̂th e  w o rk s  o f  th e  

m e m b e rs  o f  h is  fa m ily , s h a ll he n e c e ssa rily  exp oun d ed .
I t  sh o u ld  b e  n o ted  th a t  th e  co lleg e  w as fo u n d ed  to  te a c h  n o t a s tro 

n o m y  o r  m a th e m a tic s  b u t th e  w o rk s  o f  B h a s k a r a  and h is  fa m ily . T h is  

is  a  c h a ra c te r is t ic  to u ch .

A b o u t  a c tu a l te a c h in g  and le a rn in g  w e  h a v e  no d ire c t  in fo rm a tio n  

b u t w e  in fe r  th a t  th e  m ath em atica l ru le s  w e re  c o m m itted  to  m em o ry  

w ith o u t  m u ch  re fe re n c e  to  th e  th e o ry  o f  th e  s u b je c t  an d  th a t  a  go od

2. E x p o s it io n .

p .  1 0 !

1. C . l , 4
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d eal o f  the c a lc u la tio n  w as done 'm e n t a l ly ’ o r in  a  sem i 'm e n ta l’ w ay . 

T h is  is  in d icated  b y  the w o rd in g  o f  the ru le s  and a lso  b y  the p ra c tice  

o f  a s tro lo g e rs  and o th ers  o f  the p re se n t d a y  w ho fo llo w  in d ig en o u s 

m eth od s. A  statem en t o f  the p ro b lem  w as b rie f ly  set dow n and the 

ca lc u la tio n s  m ade w ith  the aid  o f  a b o ard  co vered  w ith  sand  (n o th in g  o f  

th e  n a tu re  o f  an  ab acu s b ut m ore lik e  a slate) and the d eta ils  o f  each  

step  as soon  as com p leted  w ere  ru b b ed  out and o n ly  th e  re su lt  p reserved . 

T h e  cu stom  no d ou bt va rie d  w ith  the p eriod  and p lace  b u t b ey o n d  w h a t 

is h ere  in d icated  w e h a ve  no in fo rm a tio n . A  go o d  d ea l h as been  w ritte n  

a b o u t the use o f  the ab acu s in  In d ia  b u t the la te s t  researc h es on th is  

p o in t  tend to sh o w  th at it  is o f  c o m p a ra tiv e ly  rec en t in tro d u c tio n .1)

T h e  m ath e m a tica l w o rk s  co n sist  o f  co llec tio n s  o f  ru les  to be learn ed  

b y  h e a rt w ith  the a d d itio n , in  som e ca se s , o f  e x am p les. D e fin it io n s 2), 

p ro o fs  and d e m o n stra tio n s are  g e n e ra lly  absent. F o llo w in g  th e  fa sh io n  

o f  o th er H in d u  w o rk s  th e  ru le s  are  w ritte n  in  ve rse , p o ss ib ly  as a n  aid  

to m em o ry , b u t m o re  p ro b a b ly  as a  m atter o f  custom . I t  h as been  stated  

th a t  th e  e a r lie r  re lig io u s  w o rk s  w ere  p assed  d o w n  fro m  one g e n e ra tio n

to  an o th er b y  w o rd  o f  m outh  fo r  a  lo n g  p erio d  b efo re  c o m m ittin g  them  

to  w rit in g  b ecam e fa sh io n a b le ; b u t th is  p o in t o f  v ie w  need h a rd ly  be 

co n sid ered  w ith  re sp e ct to  m ath em atics  fo r , w ith  the e x c e p tio n , p e rh a p s, 

o f  th e  S u lvasu tra s , no  m a th e m a tic a l w o rk s  e a rlie r  th a n  ab o u t the fifth
ce n tu ry  o f  o u r era  a re  kn ow n .

N a tu r a l ly  th e  cu stom  o f  w r it in g  th e ir  m ath e m a tica l ru les  in  v e rse  

affected  so m e w h a t the fo rm  o f  e x p o s it io n  and it  h as been sta ted  th a t 

ce rta in  a m b ig u it ie s  in  th e  ru le s  and som e la c k  o f  m a th e m a tic a l p re c ise n e ss  

and o th er u n m a th em a tica l c h a ra c te rist ic s  are  the re su lt  o f  th is  cu sto m ; 

and th a t  th e  p re v a le n c e  o f  th is  cu sto m  fo rm s a  su ita b le  and  su ffic ie n t

{ a p o lo g y  fo r su ch  fa u lts . T h is , h o w e v e r, is  n o t a  soun d cr itic ism  fo r  m o st

o f  the fa u lts  th a t o cc u r a re  n o t due to ve rs ific a tio n , w h ich , fo r  e x a m p le , 

can n o t a ffect th e  o rd er o f  p ro p o s it io n s ; and th e  m a th e m a tic ia n s  em p lo yed  

p ro se  w h en  th e y  th o u g h t fit. P o s s ib ly , h o w e ve r, th is  cu sto m  o f  w r it in g  

in  ve rse  h ad  an  im p o rta n t effect, w h ic h  w ill  be e x p la in e d  in  due co u rse , 

u p o n  th e  use and d eve lo p m en t o f  th e  a r ith m e tic a l and a lg e b ra ic  n o ta tio n s  
em p lo yed .

3. Order.

A t  firs t  in sp ec tio n  the fo rm a l m a th e m a tica l w o rk s  o f  the H in d u s 

a p p e a r  to be d evo id  o f  a ll  lo g ic a l  seq u en ce  an d  a c lo se r  e x a m in a tio n

1) K a y e ,  J o u r n . o f  th e  a s i a t i c  so c . o f  B e n g a l 1908, p . 293.
2 ) Two or three definitions are given in A r y a b h a t a ’s Ganita. Later works 

give none.
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sh o w s th a t a lth o u g h  som e so rt  o f  o rd e r is  fo llo w e d  it _ is  se ld o m  s t r ic t ly  

M a t h e m a t i c a l  o n ! . T h is  is  p a r t ic u la r ly  n o tic e a b le  in  A r v a b h a x a s  * * *  

and in th e  w o rk s  o f  B r a h m a g u p t a . In d eed  w e fin d  m  m o st o f  th e  H in d u  

I k s  iso la te d  th eo rem s a n n o u n c ed  w ith o u t a n y  i n d i c a t e  o f  th e  n e =  

p re p a ra to ry  p ro c e sse s  b y  w h ic h  th e y  w e re  a c h ie v e d ; w e  fin d  th e o re m s

’ B r a h m a g u p t a  w rite s ’ ) : " H e  w h o d is t in c t ly  and  s e v e ra lly  k n o w s add ,- 

t io n  and  th e  re s t  o f  th e  tw e n ty  o p e ra tio n s  and  th e  e ig h t  d e te rm m a tio n  

in c lu d in g  m easu rem en t b y  sh a d o w  is  a  m a th e m a tic ia n  .

C h a t u r v e d a  sta tes th a t  th e  tw en ty  opera tions are:

A . 1 .  A d d it io n

2 . S u b tra c t io n

3 . M u ltip lic a tio n

4 . D iv is io n

5 . S q u a re
6 . S quare-roo t
7. Cube
8. C u b e -ro o t

T h e  e ig h t d eterm in atio n s  h e  g iv e s  a s :

9 __ 14 .  S i x  ru le s  fo r  re d u c tio n  o f

fra c tio n s

1 5 . B u ie o f  th re e  te rm s

16 . 77 ;> five  „

1 7 . 7 ' 7 7 se ve n  „

1 8 . 77 77 n in e „

1 9 . 77 77 e le ve n  „

2 0 . B a rte r .

5 . S ta c k s

6. S a w

7. M oun d s

8. S h a d o w s.

B rahm agupta  gives «  6 6 )  tw o o th e r  top ics v is : 1. D eriva tion  of
sem i-chords. 2. In d ete rm in ate  equa tions; and C h a t u r v ed a  p u ts  in to  the 

second class th e  fo llow ing  eleven top ics:

B . 1 .  M ixture
2. P rog ress ion
3 . P la n e  g e o m e try

4. E xcavations

C. 1 .  In d e te rm in a te s  o f  th e  firs t  

d egree

2 . S y m b o ls
3 . P o s it iv e  and  n e g a t iv e  q u a n 

titie s

4 . S u rd s
5 . C o n cu rren ce

6. D is s im ila r  o p e ra tio n

7 . S im p le  eq u a tio n s

8. E q u a t io n s  w ith  s e v e ra l  u n k n o w n s

9 . Q u ad ratics

1 0 .  ax  +  by +  cxy  =  d
1 1 .  In d e te rm in a te s  o f  th e  second 

d egree .

1) Aperçu historique sur V origine des méthodes en géométrie, p. 424.
2) C o l e iîr o o k e , Algebra with arithmetic an d mensuration from the Sanscrit, p. 277.
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B h a s k a r a  also  s p e a k s 1) o f  the 't h ir t y  o p e ra t io n s ’ w h ic h , p e rh a p s , co r

resp o n d  to  th e  lis ts  A  and S  w ith  the ad d itio n  o f  tr ig o n o m e try  and 

in d eterm in ate  eq u ation s. A g a in  he s p e a k s 2) o f  the 'e ig h t  o p e ra t io n s ’ 

( o f  a rith m e tic ) w h ere  he re fe rs  to  the firs t  e ig h t o f  l i s t  A .
G a n e s a  in  co m m en tin g  on th e  section  d e a lin g  w ith  m d eterm in ates 

in  the L ila v a ti3) ask s w h y  the su b je c t w as ad m itted  in to  a tre a tise  o f  

a r ith m e tic  (g a n ita )4) and p o in ts  out th a t a  p a ssa g e  o f  A r y a b h a t a  e x p re ss ly  

d ist in g u ish e s  it  from  b o th  a rith m e tic  and a lg eb ra . B u t  the term s 'a r ith 

m etic ’ , 'a lg e b ra ’  and 'g e o m e try ’ do n o t e x a c t ly  co rresp o n d  to a n y  o f  the 

S a n sk r it  te rm s e m p lo yed  b y  th e  H in d u  m ath e m a tic ia n s . " T h e  scien ce  o f  

co m p u ta tio n  (g a n ita )”  th e y  s a y  " i s  p ro n o u n ced  tw o -fo ld , d en om in ated  

d istin ct (v y a c ta )  and in d is tin c t (a v y a c ta ) ” ; and  w h ere  as g a n ita  in clu d es 

w h a t w e term  'a r ith m e tic ’  and 'm e n su ra tio n ’, v ija  o r 'th e  e le m e n ts ’ 5) 

c o rresp o n d s p re tty  c lo se ly  to  o u r id ea  o f  a lg e b ra  and m a y  be ta k e n  to 

be defined b y  l is t  C  ab o ve . O f p u re  g e o m e try  a cco rd in g  to the G reek  

stan d ard  th e  H in d u  w o rk s  do n o t treat.

4. P ro o f.

D e m o n stra tio n s  and  p ro o fs  w ere  m o re  o r le ss  ig n o red  b y  the e a r ly  

H in d u  m ath em atic ian s . N o n e  is  g iv e n  in  th e  e a rlie r  w o rk s  and the firs t  

fo rm a l a tte m p ts  a t  r ig o ro u s  p r o o f  o ccu r in  the co m m en taries  o f  the 

s ix te e n th  c e n tu ry  A . D . T h e  w o rk s  o f  A r y a b h a t a ,  B r a h m a g u p t a ,  S r i d h a r a  
and M a h a v I r a  co n ta in  no 'p ro o fs ’ b u t B h a s k a r a  g iv e s  som e 'd e m o n stra 

tio n s , sp ec im en s o f  w h ich  w ill  be e x h ib ite d  in  due cou rse .

  N e ith e r  w as it  in v a r ia b ly  th e  cu sto m  to g iv e  i l lu s tra t iv e  exa m p le s.

A r y a b h a t a  g iv e s  n o n e and B r a h m a g u p t a  o n ly  in  co n n ectio n  w ith  eq u atio n s 

and  su rd s. T h e  la t te r  g iv e s  a lso  d eta iled  w o rk in g s  o f  a g o o d  n u m b er o f  

e xa m p le s  b u t S r i d h a r a  and M a h a v i r a  e x h ib it  n o  w o rk in g s . T h e  

B a k h s h a li  m a n u sc rip t co n sists  o f  e x a m p le s  w ith  so lu tio n s  and  s o -c a lle d  

p ro o fs  w h ich , h o w e ve r, are  no m o re  th a n  e x a m p le s  o f  s im p le  v e r ific a tio n . 

B h a s k a r a ’s  L ila v a ti  and V ija  g a n ita  a re  th e  m o st co m p lete  in  th is  re sp e c t  

and h en ce , p o ss ib ly , th e ir  p o p u la r ity  in c o m p a riso n  w ith  o th er w o rk s.

S o m e  o f  th ese  i l lu s tra t iv e  e x a m p le s  m a y  be lik e n e d  to th o se  o f  

D i o p h a n t u s  and am o u n t to d e m o n stra tio n s  fo r ,  a lth o u g h  o n ly  n u m eric a l 

in  fo rm  th e y  o ften  e x h ib it  th e  p r in c ip le s  o f  th e  p ro b le m  in  a  fa i r ly  

g e n e ra l fo rm . T h e  e a rlie s t  and m o st n o ta b le  o f  su ch  'd e m o n stra tio n s ’ 

is  one in  w h ic h  B h a s k a r a  ( 1 2 th c e n tu ry  A . D . )  fin d s th e  h yp o te n u se

1) Vija Ganita § 1. 2) Lilavati § 12. 3) § 248.
4) The Lilavati, out of 277 paragraphs, devotes 113 to geometry.
5 )  C o l e b r o o k e  t r a n s l a t e s  vija b y  ' a n a l y s i s ’.
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o f  a  r ig h t -a n g le d  tr ia n g le  w h o se  sid es a re  re s p e c t iv e ly  fifte e n  and

'"H e re ”  he sa y s  " t h e  h y p o te n u se  ( F i g  1 )  is  p u t  x ■ ■ • s id e  a “ d 
u p r ig h t  in  each  o f  th e  W a n g le s  s .tu a te d  on e ith e r  s id e  o th e  perpench 

c n la r  le t  fa l l  in  th e  p ro p o sed  W a n g le  a re  s im ila r  to  th e  fo rm e r  H  noe 
th e  p ro p o rt io n : i f  w h e n  a: is  h y p o te n u se  th is  b e  th e  s id e  th en  

V t  ?»  th e  h yp o te n u se  b e in g  1 5  w h a t  is  (th e  s id e). T h u s  th e  sid e  

i \ -  - ‘  is  fo u n d  and  is  th e  se g m e n t c o n tig u o u s  to  th e  o r ig in a l s i  e 

™  1 2 2 5 / 1 .  A g a in  etc . . . .  th e  u p r ig h t  is  4 0 0 / a . T h e  su m  o f  th e

se gm en ts is e q u a l to  the h y p o te n u se  and  fro m  so  fra m in g ; th e  e q u a tio n  

th e  va lu e  o f  th e  h y p o te n u se  is  d e d u c e d  th e  sq u a re-ro o t o l th e  sum  

th e  sq u ares  o f  tlie  sid e  and  u p r ig h t , viz. 2 5  etc. ).
N o w  R a n g a n a t h a  ( 1 7  th c e n tu ry ) cen su res  th e  S n n g a ra -h la k a  

d e n y in g  a n y  p ro o f o f  the ru le  b esid es e x p e rie n ce . T h is  is  s ig n if ic a n t  an  

it  is  n o t an iso la ted  e x a m p le  o f d e n y in g  th e  p o s s ib ih ty  o f  p ro o f o f  a 

w e ll k n o w n  th eo rem . I t  is a lso  w o rth y  o f  n ote  th a t  B h a s k a r a  s  dem  

s tra tio n  is b ased  u p o n  p ro p o rtio n  b u t no s tr ic t  th e o ry  o f  
p ro p o rtio n  is p ro p o u n d ed  h y  h im  o r b y  a n y  o th e r H in d u  m a th e m a tic ia n . 

T h e y  w ere , h o w e v e r, fa ir ly  w e ll acq u a in te d  w ith  its  a p p lic a t io n  to  s im p le  

cases  and  m o st o f  th em  il lu s tra te  it  b y  a  se c tio n  on  th e  sh a d o w  o f  

o-nom on’ B h a s k a r a  sa y s  in  th is  se c t io n 3) :  " I n  l ik e  m a n n er is  aU  th is  

w h ic h  h a s  b een  b e fo re  d ec lared , p e rv a d e d  b y  th e  ru le  o f  th re e  (tra ira silea )  
Z ! ;  its  v a r ia t io n s  as is the u n iv e rse  b y  th e  D e it y .”  H e re  an d  e lse w h e  

he lo o k s  u p o n  p ro p o rtio n  fro m  th e  a r ith m e tic a l s ta n d p o in t  an d  is 

d o u b tfu l w h e th e r h e h ad  a n y  c o n c e p tio n  re g a rd in g  its  a p p lic a t io n

111( 0 M o t h e r t a s e '^ n  w h ic h  a  la c k  o f  a c q u a in ta n c e  w ith  a  p a r t ic u la r  p ro o f 

is in tim ated  w h e re  w e  m ig h t  h a v e  e x p e cte d  a  fa i r ly  c o m p e t e  k n o w le d g e  

o f  th e  su b je c t o cc u rs  in  th e  co m m e n ta ry  o f  G a n g a d h a r a  ( c .  1 4 2 0  A  

R e fe r r in g  to  th e  r u le 4) fo r  fin d in g  th e  sum  g o f  th e  f ir s t  n n a tu ra  

n u m b e rs  and  'th e  su m  o f  th e  su m s ’ , i. e. Z U  h e  g iv e s  a  d e m o n stra tio n  

o f  th e  firs t  b u t  sa y s  " t h e  o n ly  p ro o f  o f  th e  ru le  fo r  th e  su m  o f  su m s is 

a c c e p ta tio n ” . T h is  im p lie s  th a t  h e k n e w  o f  no p r o o f  fo r  th e  fo rm u  

2 i s  =  (w +  2 ) -  =  - ( Z n 2 +  Z n )  a lth o u g h  A r y a b h a t a ,  B r a h m a g u p t a ,
S r i d h a r a ,  M a h a v i r a ,  B h a s k a r a  an d  o th e rs  a l l  d e a lt  w ith  th e  su b je c t  p re tty  

fu l ly  and  m o st o f  th em  g iv e  fo rm u la e  fo r  Z n 2 and  e v e n  Z n  .

1) Vija qanita § 146. C a n t o r  (Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik l\ 

p. 655) quotes this but in a  form which im putes to B h a s k a r a  a  greater genera i  y

tbiln 2) S et E u c l i d  X ,  33 Lemma. 3) Lilavati § 245. 4) IAldvati § 115.
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T h e re  is  a n o th er d em o n stration  b y  B h a s k a r a  ')  th at a lso  g iv e s  som e 

h in t o f  the m ath em atica l a ttitu d e  o f  th e  H in d u s. T h e  p ro b le m  is  to  find 

a  d ia g o n a l o f  a  q u a d rila te ra l w h en  th e  fo u r  sides and the o th er d ia g o n a l 

a re  g ive n . H e  states a  co rrect ru le  to  the effect 

(F ig . 2 )  th a t  B D 2 =  ( B E  +  F D ) 2 +  F E 2 and  il lu s 

tra te s  it  b y  an  e xam p le  w h ere  A B  =  68 , B C  =  7 5 ,

C D  =  4 0 , D A  =  5 1 ,  A C  =  7 7 . H e  sta tes , w ith o u t 

sh o w in g  a n y  detailed  w o rk in g  th at F D  =  2 4 , B E  
=  6 0 , C F =  3 2 ,  C E  =  4 5  and th ere fo re  F E  =  1 3  

and fin a lly  th a t B D  =  ] / 8 4 2 +  1 3 2 =  ^ 7 2 2 5  =  85 .

A  d etailed  ex a m in a tio n  o f  th is  e x a m p le  sh ow s 

th a t B h a s k a r a  w o rk ed  b y  ste p s , p re s e rv in g  o n ly  th e  re s u lt s , as des

cr ib ed  a b o v e , and  th a t  th e  ru l e w a s  in ten d ed  to  b e o n ly  a r ith m e tic a l 

in  its  a p p lic a tio n . I t  has l it t le  o r no th e o re tic a l in te re st and  it  

is  d o u b tfu l w h e th e r B h a s k a r a  cou ld  h a ve  exp ressed  the re su lt  in  term s 

o f  th e  data. I t  w il l  be n o ticed  th a t B h a s k a r a ’s  e x a m p le  is  a  c y c lic  

q u a d r ila te ra l and co u ld  b e so lved  in  a  m uch  s im p le r m an n er and  th a t 

one te rm  o f  th e  d ata  is  red u n d an t. B r a h m a g u p t a  h ad  a lre a d y  d e a lt  w ith  

c y c lic  q u a d rila te ra ls  fa ir ly  c o m p le te ly  b u t B h a s k a r a  in v e ig h s  a g a in s t  h im  

fo r  g iv in g  ru le s  th a t  do n o t a p p ly  g e n e ra lly . N o t  o n ly  d id  B h a s k a r a  
n o t u n d erstan d  th a t B r a h m a g u p t a ’s  ru le s  ap p lied  o n ly  to  c y c lic  q u a d r i

la te ra ls  b u t , a p p a re n tly , he d id  n o t k n o w  th a t the e x a m p le s  h e h im s e lf 

u sed  w ere  c y c lic  and  p a rt ic u la r  cases too. H e  a c tu a lly  q u o te s 2) one o f  

B r a h m a g u p t a ’s  ru le s  b u t sa y s  " t h e  o b jectio n  to  th is  m ode o f  f in d in g  the 

d ia g o n a ls  is  its  op ero sen ess  as I  sh a ll sh o w  b y  p ro p o s in g  a  sh o rte r 

m ethod  . . . w h y  an  op ero se  m eth o d  w as p ra c tise d  b y  fo rm e r w rite rs  w e 

k n o w  n o t.”  T h e  sh o rte r  m eth od  he p ro p o se s  is  to  b u ild  u p  a  q u a d r ila -  

te r ia l b y  tw o  p a irs  o f  s im ila r  r ig h t-a n g le d  tr ia n g le s  and th en  to  find  th e  

d ia g o n a ls ! T h is  is  b ased  u p o n  a  ru le  o f  B r a h m a g u p t a ’s  (§ 3 8 )  and  p ro d u ces 

o n ly  c y c lic  q u a d rila te ra ls  w ith  d ia g o n a ls  a t r ig h t  a n g le s ! T h e  a im  o f  

th ese  ru le s  is  to c o n stru c t a  r a tio n a l-c y c lic -q u a d r ila te r ia l . I t  is  d o u b tfu l 

w h e th e r B r a h m a g u p t a  u n d ersto od  th e  id ea  and  it  is  ce rta in  th a t  B h a s k a r a  
did not.

S u r y a d a s a  ( 1 6 th c e n tu ry  A . D .)  g iv e s  m an y  'p ro o fs ’ b u t som e o f  

th em  a p p e a r  to  be m e re ly  e x a m p le s  o f  'fu d g in g ’ and  it  is  a  w o n d e r th a t 

th e y  h a ve  b een  p e rp etu ated . H o w e v e r , th is  o cc u rre n ce  o f  fa u lt y  ru les , 

d em o n stra tio n s , etc. is one o f  th e  m o st in te re s tin g  fe a tu re s  in  th e  h is to ry  

o f  H in d u  m a th e m a tics  and in d ic a te s , to  so m e e x te n t , th a t  o u r m a te r ia l 
is  g en u in e.

1) Lilävati §§ 181— 182. 2) Lilavati § 190.



H e re  is  S u r y a d a s a ’s  'd e m o n stra tio n ’ r e g a rd in g  th e  p e n ta g o n 1 ): —  

" D r a w  a  lin e  b etw een  th e  e x tre m e tie s  o f  tw o  sid es a t  p le a su re  and  tw o 

fig u re s  are  th u s  fo rm ed  one o f  w h ic h  is  a  tra p e z iu m  and th e  o th er a 

t r ia n g le  and the lin e  d ra w n  is  co m m o n  to b oth . A ssu m e that chord 
a rb itra r ily . I t s  a rro w , fo u n d  as d ire cte d , w il l  be th e  p e rp e n d ic u la r  T h u s 

in  th e  sam e t r ia n g le  tw o  re c ta n g u la r  tr ia n g le s  are  fo rm e d  in  w h ic h  h a lf  

th e  b ase  is  th e  sid e , th e  p e rp e n d icu la r  is  th e  u p r ig h t  and  th e  sq u are-ro o  

o f  th e  sum  o f  th e  sq u a res  is th e  h y p o te n u se  and  is th e  s id e  o f th e

p e n ta g o n .”
A g a in  re g a rd in g  th e  a re a  o f  the tr ia n g le  h e s t a t e s 3) th at

2 ^ 2

s  (s -  a)  (s -  b) (s -  c) =  ^ T -

w h e re  p  is  the p e rp e n d ic u la r  on th e  base  b and  sa y s  " T h is  is  a sq u a re  

q u a n tity , fo r  a  sq u are  (p*) m u ltip lie d  b y  a  sq u are  ( ? )  g iv e s  a  sq u are . 

T h e  sq u a re-ro o t b e in g  e x tra c te d  th e  p ro d u c t o f  th e  p e rp e n d ic u la r  b y  h a l f  

th e  b ase  is  th e  re s u lt , and th a t  is  th e  a re a  o f  th e  tr ia n g le . T h e re fo re  

th e  true area  is th u s  fo u n d . In  a  q u a d r ila te ra l th e  p ro d u c t o f  th e  m u l

t ip lic a t io n  does n o t g iv e  a  sq u a re  q u a n tity  h u t an  irra tio n a l one. ^ I t s  

a p p ro x im a te  ro o t  is  the a re a  o f  th e  fig u re , not, however, the true one.

G a n e s a ,  w h o flo u rish e d  (c. 1 5 4 5 )  a  l i t t le  la te r  th a n  S u r y a d a s a  is  on 

th e  w h o le  m u ch  m ore d ep en d ab le  a lth o u g h , l ik e  h is  p re d e c e sso rs , h e  is  

w e a k  w ith  re sp e c t  to  fu n d a m e n ta ls . T o  find  th e  v o lu m e  o f  a  sp h ere  he 

p ro ceed s as fo l lo w s 3) :  " S u p p o s e  th e  sp h ere  d iv id ed  in to  as m a n y  litt le  

p y ra m id s , or lo n g  n eed les w ith  an  acu te  tip  an d  square base , as is t  e 

n u m b er b y  w h ic h  th e  su rfa ce  is  m e a su re d , and  in  le n g th  e q u a l to  h a lf  

th e  d ia m ete r o f  the sp h e re : the base o f  each p y r a m id  is  a  u n it o f  the 
scale by w hich the d im ensions o f  the surface are reckoned, and  th e  a ltitu d e  

b e in g  a  sem i-d iam eter, o n e-th ird  o f  th e  p ro d u c t  o f  th e ir  m u lt ip lic a t io n  is 

th e  co n ten t . . . th e re fo re  a  s ix th  p a rt  o f  th e  d ia m ete r is  th e  co n te n t o f 

one su ch  p y ra m id ic a l p o r tio n ; and th a t  m u lt ip lie d  b y  th e  s u r fa c e  g iv e s  

th e  so lid  co n ten t o f  th e  sp h ere .”

V . E x a m p le s .

T h e re  is one n o ta b le  fe a tu re  w ith  re g a rd  to  n e a r ly  a l l  e x a m p le s  g ive n  

to  il lu s tra te  in ve rse  o p e ra tio n s . I n  th e se  cases th e  e x a m p le s  th a t  h ave 

b een  u tilise d  fo r  the d ire ct o p e ra tio n  are  a g a in  e m p lo y e d  fo r  th e  in verse . 

T h is  is th e  g e n e ra l p ra c tic e  as w il l  he seen  b y  re fe r r in g  to th e  e x a m p le s

1) C O L E B R O O K E , 1. C. p . 93. 2) C O L E B R O O K E , 1. C. p . 72.

3) C O L E B R O O K E , 1. C. p. 89.
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in  d iv isio n , sq u a re -ro o t , c u b e -ro o t, &c. g ive n  b y  M a h a v I r a ,  S r i d h a r a  and

B h a s k a r a .  T h e  firs t  nam ed  goes to an  extrem e in  the fo llo w in g : “ W h a t

is th e  c u b e -ro o t  o f  th e  n u m bers 1  to  9 a ll  c u b e d ?”

T h is  p ra c tic e  m a y  s im p ly  in d icate  a  desire  to sh o w  th a t the p ro cesses

in  q u estio n  are  in ve rse  p ro cesses b u t it  i s ,  v e r y  p ro b a b ly , an in d icatio n

o f  the d ifficu lties  th ese  in ve rse  p ro cesses en ta iled  in  co n n ectio n  w ith  a 

n o n -p la c e -v a lu e  a rith m e tic a l notation .

T h e  p ra c tice  o f  u t ilis in g  k n o w n  e xam p les is  a lso  seen  in  th e ir  g e o 

m e tric a l il lu stra tio n s . T h e  c y c lic  q u a d rila te ra l w h ose sides are  2 5 , 3 9 , 60 , 

5 2  is  the sto ck  e xam p le  used b y  C h a t u r v e d a ,  S r i d h a r a ,  B h a s k a r a ,  and 

G a n e s a  and as a  v a r ia t io n  th e y  g iv e  th e  sam e d isg u ised  w ith  sid es 1 2 5 ,  

1 9 5 ,  3 0 0 , 2 6 0 . T h e se  q u a d rila tera ls  are , in th e ir  turn , b u ilt  up  o f  s to ck  

r ig h t-a n g led  tr ia n g les . C h a t u r v e d a  con fin ed  h im s e lf  to  the tria n g le s  3 , 4  

5  and 5 , 1 2 ,  1 3  b u t B h a s k a r a  e m p lo yed  also  the 8 ,  1 5 ,  1 7  and th e  1 2

3 5 ,  3 7  tr ia n g le s . A l l  th ese  w ere  g iv e n  in  the S u lvasu tra s  b u t as p o in ted

o u t e lsew h ere  th e  H in d u  m a th em atic ian s e ith e r ig n o red  o r w ere  ig n o ra n t 
o f  th ese  an c ien t ru les .

M a n y  o f  the exa m p le s  g iv e n  are  in ad eq u ate  and indeed  in  som e cases 

sh o w  a la c k  o f  co m p reh en sio n  o f  the ru les  or th eo rem s th e y  p re ten d  to 

il lu stra te . F o r  e xam p le  in  co n n ection  w ith  th e  ru le  fo r  th e  a rea  o f  a 

c y c lic  q u a d r ila te ra l S  =  "j/(s a) (s  —  b) (s  —  c) (s  — d ), C h a t u r v e d a  g iv e s  

an  iso sce les  trap ez iu m  w ith  sides 4 ,  1 3 ,  1 4 ,  1 3  and a n o th er w ith  sides 

2 5 ,  3 9 ,  2 5 ,  2 5  and h is m ost g e n e ra l case is  th e  s to ck  q u a d r ila te ra l 2 5 ,  

5 2 ,  6 0 , 3 9 . A g a in  to il lu s tra te  th e  ru le  x  =  ~]/ac b d  g iv in g  th e  d ia 

g o n a l o f  a  c y c lic  q u a d rila te ra l w ith  e q u a l d ia g o n a ls  he g iv e s  a  sq u are , 

and  so on. T h e  c la ss ic  e xam p le , h o w ever, o f  th is  la c k  o f  co m p reh en sio n

o f  th e  ru le s  d ea lt w ith  is  w h ere  B h a s k a r a  con dem n s B r a h m a g u p t a  and

o th ers  fo r  th e ir  tre a tm e n t o f  th e  c y c lic -q u a d rila te ra l. “ H o w  can  a  p e rso n ” , 

he s a y s 1), “ n e ith er s p e c ify in g  one o f  the p e rp e n d icu la rs , n o r  e ith e r o f  the 

d ia g o n a ls , a sk  the re s t?  S u c h  a  q u e stio n e r is  a  b lu n d e r in g  d e v il and 
“ s t i l l  m ore so is  h e  w h o a n sw e rs  th e  q u e stio n ” .

W e find m an y  s im ila r  in sta n ce s  o f m isu n d e rsta n d in g . E v e n  B r a h m a 
g u p t a  so m etim es g iv e s  in a p p ro p r ia te  il lu s tra t io n s  and  a lso  c r it ic ise s  h is 

p re d e ce sso rs  u n ju s t ly . T o  find in te g ra l so lu tio n s  o f  th e  eq u a tio n  a x y  — b x  

— cy  — d  th e  fo rm u la  x — -----------f . y  =   ̂ i s in d icated . B r a h m a 
g u p t a  so lv e s  the p a rt ic u la r  case  x y - 3 x - 4 y  =  9 0  b y  p u tt in g  n  =  1 7  

and  o b ta in s  x  =  10 ,  y  =  2 0 . B u t  h e th in k s  th is  ra th e r  s tu p id  and p ro 

c e e d s . W ith  th e  e x c e p tio n  o f a  se lected  u n k n o w n  p u t a rb itr a ry  v a lu e s  

fo r  th e  re s t  . . . .  T h u s  the so lu tio n  is  effected  w fithout an  eq u a tio n  o f

1 ) Lilavati § 1 7 1 .
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th e  second degree. W h a t occasion is th e re  for i t? ” In  th e  equation  
x v  _  s x  -  Ay =  90  he th e reu p o n  gives y  th e  a rb itra ry  value 20 and 
obta ins a solution. One w onders w hether he tr ied  any o th e r  a rb itra ry

values, e. 2*. V == 3, &c.! .
T h a t th e  illu s tra tio n s  o ften  lack  th a t g en e ra lity  th a t  we consider

essen tial is exem plified in  num erous cases and th e re  is som e m d ica  ion  
th a t  th e  H in d u  m athem atic ians even avoided p erfec tly  general 1 us ra  . 
P ossib ly  one cause of th is  m ay have been th e  p rev a len t ob jection  aga in st 
surd  and even frac tional resu lts  and an o th er cause m ay have been xe 

desire for easy m ethods of verification.

V I. C onclusion.

T he rem arks of th e  H in d u  m athem atic ians them selves on m ethod  
and m atte rs re la tin g  th e re to  are ra th e r  m eagre b u t  s ti ll  of considera e 
in terest. “I t  is ap p a ren t to  m en of clear un d erstan d in g  , says B h a s k a ra  ), 
« th a t th e  ru le  of th ree  te rm s constitu tes a r ith m etic  and sagac ity  a lgeb ra  
Acmin2! “ I f  they  are to  be discovered by  th e  m ere exercise o f sagac ity  
w hat occasion is th e re  for a lg e b ra ? ” To th is  doub t th e  text rep lies  -  
“ because sagacity  alone is th e  ch ief e lem enta l analysis h u t colours 
(9 sym bols) are its  associates and the re fo re  anc ien t teachers ), en lig h ten in g  
m athem atics as th e  sun  irrad ia tes th e  lo tu s , have  la rg e ly  ^ p l a y e d  th e ir  
ow n sagacity , associa ting  w ith  it  various sym bols and  th a t  has  now  
obtained  th e  nam e a lgebra .” A nd again  i t  is sa id 4) “ H ie cond itions, 
a clear in te lle c t, assum ption*) of unk n o w n  q u an titie s  eq u a tio n  and  th e  
ru le  o f th ree  are m eans of opera tion  in  a ll analysis. ’ A fter an  exam ple ) 
quo ted  from  an 'an c ien t a u th o r’, w hich  B h a s k a ra  tre a ts  in  a m anner th a t  
w ould n o t satisfy  th e  m odern  schoo lm aster he excuses h is w eak  trea tm en  
o f th e  prob lem  by  th e  fo llow ing  rem a rk : “ In  th e  lik e  suppositions w en 
th e  o p era tio n , ow ing to  re s tr ic tio n , d isa p p o in ts , th e  answ er m u st by  the 
in te llig en t be elicited  by  th e  exercise of in g e n u ity ” !

T he H indus have never been  good critics o f th e ir  ow n m ethods an 
we m u st n o t neg lec t th e  op in ions of con tem poraneous fo re igners w hen 
th ey  are available. F o rtu n a te ly  we can c ite  th e  view s o f A l b e r u n i , a  fa ir  
m athem atic ian  and an  h o n est critic, w ho visited  In d ia  betw een  th e  periods 
of B r a h m a g u p t a  and B h a s k a r a .  T h e views o f A l b e r u n i  are n o t p a r tic u 
la rly  favourab le to  th e  H indus as regards th e ir  m a th em atica l pow ers b u t

1) Vija ganita § 223. 2) ib. § 174.
3) Obviously these 'ancient teachers’ were not Indians.

4) Vija ganita § 170.
5) The method of 'assum ption’ is dealt w ith in a note on the Ttegwla du or u m 

falsorum. 6) Vija ganita § 170.
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th is  does n o t d e tra c t , as som e H in d u s seem  to  th in k  it d o es, fro m  the 

v a lu e  o f  h is  c r it ic ism . H e  w r it e s 1) as fo llo w s : " Y o u  m o stly  find  th a t even  

the s o -c a lle d  sc ie n tific  th eo rem s o f  the H in d u s are  in  a state  o f  u tte r  

c on fu sio n , d evo id  o f  a n y  lo g ic a l o rd er . . . .  s in ce  th e y  can n o t ra ise  th e m 

se lves to  the m eth ods o f  s t r ic t ly  sc ien tific  d ed u ctio n .”  A n d  a g a in  he 

s a y s :  “ I  h eg a n  to sh o w  th em  th e  e lem en ts on  w h ic h  th is  sc ien ce  rests , 

to p o in t out to  th em  som e ru le s  o f  lo g ic a l d ed u ctio n  and th e  sc ie n tific  

m ethod o f a ll  m ath em atics  and th en  th e y  flocked  to g e th e r aro u n d  m e 

fro m  a ll p a rts .”

T h e  il lu s tra t io n s  w e h a v e  g iv e n  tend  to  co n firm  A l b e r u n i’s v ie w  and 

w e con clu d e  th at the H in d u  m a th e m a tic ia n s  h ad  no in te re st in  w h a t is 

term ed  m ath e m a tica l m ethod. T h e y  g a v e  no d e fin itio n s ; p re se rv e d  lit t le  

lo g ic a l o rd e r; th e y  d id  n o t care  w h e th e r th e  ru le s  th e y  used  w ere  p ro p e r ly  

e sta b lish e d  o r n o t and  w ere  g e n e ra lly  in d iffe ren t to  fu n d a m e n ta l p rin c ip le s . 

T h e y  n e v e r  e x a lte d  m a th e m a tics  as a  su b je c t  o f  s tu d y  and in d eed  th e ir  

a ttitu d e  to  le a rn in g  g e n e ra lly  m a y  be d escrib ed  as d ec id ed ly  u n m ath em atica l.

1 ) A l b e r u n i’s India  ed. E. C. S ac h a u  1, p. 25.
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y

On Michel Rolle's book “Méthode pour résoudre les 
egalitez" and the history of “Rolles theorem.

By F l o r i a n  C a j o r i  in  C olorado Springs.

T h e  m ain  p u rp o se  o f  th is  a r t ic le 1) i s  to  g iv e  an  a c co u n t o f  the 

h is to r ic a lly  im p o rta n t p a rts  in  R o l l e ’s Démonstration d ’une Méthode pour 
résoudre les Egalités de tous les degres; suivie de deux autres Méthodes, 
dont la première donne les moyens de résoudre ces mêmes égalités p a r la 
Geometric, et la seconde, pour résoudre plusieurs questions de D iopsante qui 
n’ont pas encore esté résolues. A  P a r is ,  C h ez J e a n  C u sso n  ru e  b a m  

Ja c q u e s , à  l ’ Im a g e  de S a in t  J e a n  B a p tis te . M . D C . X C I . A v e c  P e rm iss io n .

T he tit le  o f th is  ra re  book  is g iven  by  M o n t u c l a 2) , b u t inaccu ra te ly , 
and he gives no in fo rm ation  reg a rd in g  th e  con ten ts of th e  book. M a b ie  ) 
m akes no m en tion  o f it, w hile C a n t o s 1) and E n e s t b o m 5) re fer to  it, w ith o u t 
h av ing  had  the  o p p o rtu n ity  to  exam ine i t ;  n o r do J .  B o y e b  and S. R in d i, 
who p repared  a jo in t no te  on “R o l l e ’s th e o re m ” 6), even m en tio n  th e  book.

T h e  b o o k  ca n  be fo u n d  in  th e  “ B ib lio th è q u e  N a t io n a le  , th e  “ B ib l io 

th èq u e  de L ’A r s e n a l”  and th e  “ B ib lio th è q u e  de l ’In s t itu t  de F r a n c e ” , m  

P a r is . T h e  p re se n t w r ite r  h as u sed  a  tra n sc r ip t io n  m ad e  fo r  h im  from  

th e  c o p y  in th e  “ B ib lio th è q u e  N a t io n a le ” . R o l l e ’s  Démonstration  is  a 

d u od ecim o p u b lic a tio n  o f  1 2 8  p a g e s , d e vo te d  to th e  th re e  su b je c ts  in d i

cated  in  th e  tit le  p age .

1.

T h e  f ir s t  su b je c t  is D ém on stra tion  d ’une méthode p o u r  résoudre les égalités 
de tous les degres. T h is  p a r t  g iv e s  a  d e m o n stra tio n  o f  R o l l e ’s fa m o u s  “ m eth od

1) In the preparation of this article I gratefully acknow ledge the help I have 
received from Mr. A l b e r t  R. E l l in g w o o d , a Rhodes scholar at Oxford, who has con
sulted for me publications in the Bodleian Library and the British Museum.

2) Histoire des mathématiques  2, Paris, An VII, p. 167.
3) Histoire des sciences mathématiques et physiques 7, 1885, page 69.
4) Vorlesungen über Geschichte der Mathematik S’, 1901, p. 123.
5) B ib l io t h .  M a th e m . 7S, 1906— 1907, p . 302.
6) L ’ I n t e r m é d i a i r e  d e s  m a t h é m a t i c i e n s  2, 1895, p . 9 6 —98.



of cascades” in  th e  th eo ry  of equations, w hich was first published  w ithout 
dem onstration  in  R olle s T ra ite  d'algèbre. I t  is o f special in te res t to  us as 
con tain ing  the  theorem  w hich  now  goes by the  nam e of “ R o lle’s theo rem ” 
—  the theorem  accord ing  to  w hich f ' ( x )  =  0 has a t least one rea l roo t 
ly ing  betw een tw o successive rea l roo ts o f f ( x )  =  0. In recen t tim e a 
few w riters have expressed doubts as to w hether th is theorem  is really  
due to  R o l l e . T h u s , A . L o e w y 1)  calls i t  th e  „sogenann ten  RoLLESchen 
S atz“, as does also A . P r in g s h e im 2) ,  while A . v. B r a u n m ü h l 3)  said r ig h t 
ou t th a t  the  theorem  is w rong ly  a ttr ib u ted  to  R o l l e . B r a u n m ü h l  based 
his assertion  upon  the  fac t th a t  R o l l e ’s Algebre  ( 16 9 0 )  does n o t contain  
the  theorem , b u t contains m erely w hat we recognize as an  easy deduction 
from  it, to  th e  effect th a t  betw een tw o successive rea l roo ts of f ' ( x )  =  0 
there  cannot be m ore th a n  one rea l ro o t o f f ( x ) =  0. F o r convenience 
o f reference we shall call th e  la tte r  theorem  “ R o l l e ’s co ro lla ry”, in  dis
tin c tio n  to  “ R o l l e ’s th eo rem ”. I t  was 6 . E n e s t r o m 4) who m ade th e  con
jec tu re  th a t R o l l e ’s book, the  D em onstration , contained “ R o l l e ’s theo rem ” ; 
our exam ination  of the  te x t show s th a t  such is ac tually  th e  case.

T h e  reaso n s fo r  the w r it in g  o f  th e  D em onstration  a re  set fo rth  in  

th e  J o u r n a l  d e s  s ç a v a n s ' )  as fo llo w s : “ L a  m etode des C ascad es que 

M r. R olle  a donnés dans son  tra ité  d ’A lg e h re , a  fa it  assez  de b ru it  p a rm i 

les M ath é m a tic ien s, p o u r o b lig e r  son  a u te u r à  rép o n d re  a u x  p rin c ip a le s  

o b jectio n s q u ’on y  a  fa ite s. E l le s  se réd u isse n t à  deux. L a  p rem iere , 

que M r. R olle  n ’a y a n t p o in t  donné de d ém o n stratio n , on est to u jo u rs  en 

d ro it  de d o u ter de l ’in fa ll ib i l ité  de sa  m etode. L a  second e, q u ’e lle  e n g a g e  

à  un  c a lc u l p lu s  lo n g  que l ’an c ien n e  q u i se fa it  p a r  e x tra c tio n . M r. R olle  

rép o n d  d ’ab ord  à  cette  d ern ie re  o b je c tio n , que si l ’on co n v ien t que la  

m etode des cascad es est seu le  su ffisa n te  p o u r e x tra ire  to u tes les  ra c in e s  

des tou tes les  é g a litez  d éte rm in é e s, q u e lq u e  n o m b re  de te rm es q u ’e lles

a y e n t , et que la  second e ne su ffit  que p o u r  les  é g a litez  de d eu x  te rm es

se u le m e n t, et ne d éco u vre  q u ’une seu le  ra c in e , on  ne d o it p a s  t ro u v e r  

é tra n g e  que la  m etod e des cascad es o b lig e  à  u n  p lu s  g ra n d  c a lc u l, p u is  
que son  o b je t est b eau co u p  p lu s  v a s te .”

W e  sh a ll o u tlin e  R o l l e ’s d em o n stra tio n  o f  h is  th e o ry  o f  cascad es

and s h a ll u se  h is ow n  w o rd s w h e n e ve r h is  s ta tem en ts a re  su ffic ie n t ly

co m p a ct fo r  q u o tation . F in a l ly  w e  sh a ll add  c e rta in  m em o ran d a  b e a r in g  
o n  th e  la te r  h is to ry  o f  “ R o l l e ’s th e o re m ” .

1) O s t w a l d ’s K la s s ik e r  Nr. 127, p. 251.
2) B ib l io t h .  M a th em . 1,, 1900, p. 454.
3) B ib l io t h .  M a th em . 4„  1903, p. 399.
4) B ib l io t h .  M a th e m . 7S, 1906— 1907, p. 302.
5) J o u r n a l  d e s  s ç a v a n s ,  Mars 3, 1692, p. 77
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,  R ot TE assum es th a t  th e  reader is fam iliar w ith
In  D em °n̂ a lA !  lr e  F ro m  th e  la tte r  w ork  we quo te  R o lle ’s

th e  conten ts of h is  A  g ■ suppose aussi que dans chaque
conception o f  ro o ts  o f  equatnonn  ^  ^  y en .  moinB,

égalité  il J  » a u ta n t U eront u s i n e s  déf.a illantes:") T h u s , com plex
celles qu i ^ a n q u e n  pp  ^  ^  eacfi m u ltip le  ro o t,  fall under the 
ro o ts , as well as a & ro o t j ^olle calls its

r  —  au iieu dei f r ns“ h y p o th e se s  b i ^  ^  n o m b reg  d o n û e  u n  r é su lta t  p o s itif ,
ch a c u n  sé p a r é m e n t ^  r a c in e  q u l su rp asse  le
e t l ’a u tre  u n  r é s u l t a t n e g a t f ,  ü ,  ̂ 3  ,  ^  ^  ^  ^  Ceg ^

p lus p e tit des nom b , 2 H is d ls tm c tion betw een m ultip le
nom bres s appelleron  JP fo llow ing  sentences: “ S ’il
r „ „ ts  and com plex roo ts „  brough « t  m  f t .  ^  J  +  ^  ^

a r r .v e  q u e  le s  h y p o th e se s  o n  ^  ^  r .ic ille s  de  la  cascad e  où se  fa it  

ch acu n e de ces h y p o  eses ca sca d e  un e rac in e  d éta il
la  su b stitu tio n , e t . 1  fa u d ra  co m p te  t o  ^  ^  ^  ^

' “ t  1  I f f e T " r » S i T ' ’ s u b stitu tio n  des h y p o th e s e s  ne donne uy 9, n ,

r r f u t - U  Ton demande » c o m p te r
d é fa illa n te s  L o rs q u e  le s  ra c in e s  m q  ^  r(jots , ïh lc h  are  not

i t l S :  c a lle d  S“  ra c in e s  L c t i i ^ )  N o t ic e  th a t  W .  9

stands for 0 .b) m ethod  of cascades R o lle  effects
Before ap p ly ing  to  an  equa tion  h ¿ a l i t e z ” 7) so th a t  the

a tran fo rm atio n  of eq u a tio n s , a e , ^

coefficient of th e  h ig h e s t p o w e r ! Sl gn,  To 
becom e in teg ra l num bers an w n eg a tiv e  coefficient

render ^ l ^ h e s e  signs ( ,  ^ f c ,(n t  o f f h e  h ig h e s t pow er o f  th e  unhuow n 

¡ 2  a Ï T  fo t L  q u o tie n t and  enough  m ore t o ^ L x e  in teg er »

I h; „ h t a ^  th e  E q u a t io n  l o s e  s ig n s  a l t e r n ^  " U —  £ £

T l X ‘  o r ^ t i s A fter an  eq u a tio n  h as  been  subjected
f o l :  1 “  tran sfo rm atio n  i t  has all its  rea l r o o t .  +  and  is called

“ p rép a rée”.

^ M g e b r e ,  p. 124. 2) Algebre: p 108. 3) Algebre, p. 129.

'el O u t h Î  "  t r a n V u s e  of tZ a  ( e f  for o u r“o,' see a n o t e  by G. Enrsxrüm in  

L ’ i n t e r m é d i a i r e  d e s  m a t h é m a t i c i e n s  2, 1895, p .  283.

7) Algebre, p. 118.



P ro c e e d in g  n o w  to  R o l l e ’s b o o k , the D ém onstra tion , p u b lish ed  the 

y e a r  a fte r  the a p p earan ce  o f  h is  A lgebre, w e o u tlin e  h is p ro o f o f  h is 

m ethod  o f  cascad es. I t  w ill  be in te re stin g  to  o b serve  th a t th e  arg u m en t 

is s t r ic t ly  a lg e b ra ic . I t  w as co n jectu red  b y  H . G. Z e u t h e n  th at R o l l e ’s 

p ro o f w as g e o m e tr ic 1), b u t as a m atter o f  fa c t  it  sh uns g eo m etry . K l e i n  

s a y s , “ E r  is t  e in er von den w e n ig en  a lten  M ath em atikern , die s ich  n ich t 

m it der A n sc h a u lic h k e it  der T h eo rem e g en ü gen  ließ en , son d ern  s tre n g  

lo g isc h e  D efin itio n e n  und B e w e ise  v e r la n g te n .” 2) R o l l e ’s em p h asis upon 

r ig o r  is a lso  re fe rred  to  m  a  n o tice  o f  one o f  R o l l e ’s a rtic le s  w h ich  

ap p eared  in  1 7 0 8 e1) as fo llo w s : “ On ne s ’a p p e rç o it  que tro p  so u ven t en 

ta it  de M a th é m a tiq u e , que ce q u i n ’est p as dém ontré  à  to u te  r ig u eu r, 

n ’est p o in t du to u t p ro u v é , et q u ’il  n ’y  a  au cu n e certitu d e , si e lle  n ’est 

en tiere .”  R o l l e  d istr ib u te s  th e  p ro o f o f  h is m ethod o f  cascad es o ver 

1 5  a rtic le s  and 2 2  c o ro lla r ie s . A s s u m in g , to  b eg in  w ith , th a t a ll ro o ts  

are  “ e ffe c tiv e s, d iffe re n te s, et p o s it iv e s ” , he reach es re su lts  w h ich  he uses 

la te r  “ p o u r fa ire  des D ém o n stra tio n s  q u i co n vien n en t à  toutes les  fo rm a 
tio n s  d ’ég a litez , et à  to u tes le u rs  ra c in e s .” 4)

A fte r  e x p la in in g  th e  ru le  o f  s ig n s  in  m u ltip lic a tio n  and  co gn ate  su b 

je c ts , he sh o w s (in  A r t . V I )  th a t in  an  eq u ation  w ith  the ro o ts  3 , 7 , 1 2 ,

2 0  etc. and  th e  fa c to rs  2 — 3 , 2  — 7 ,  2 — 1 2 ,  2  —  2 0 , etc., i f  2  <  3 , a ll

fa c to rs  are  — ; i f  3  <  2  <  7, a ll  fa c to rs  are  —, e x c e p t one fa c to r ; i f  

7 < 2 <  1 2 ,  a ll fa c to rs  a r e —, e x c e p t tw o ; and so on. G iv in g  to  2  su c

c e s s iv e ly  th e  v a lu e s  h ere  in d ic a ted , th e  re su lt in g  su ccess iv e  p ro d u cts  o f  

a ll  th e  fa c to rs  h a ve  s ig n s  a lte rn a te ly  -)- and —, o r — and - f .  “ I l  est encore  

é v id e n t que s i to u te s  les  h y p o te se s , e x c e p té  la  p re m ie re  et la  d ern iere , 

ne so n t p as m o yen n es en tre  les  ra c in e s , com m e on v ie n t de le  d ire ,

l ’en tresu ite  re g u lie re  des s ig n e s  sera  ro m p u e .” 5) “ I l  est c la ir  au ssi que 

les  ra c in e s  so n t des n o m b res  m o yen s en tre  les  h y p o te se s , et p a r  co n se

q u en t les  ra c in e s  estan t su b stitu é e s  dans l ’é g a lité  q u i ren ferm e le s  h yp o teses, 

le u r  su b stitu tio n  d o it d on n er des ré su lta ts  a lte rn a tiv e m e n t p o s it ifs  et

n é g a t ifs , ou n é g a tifs  et p o s it ifs . E n  v o ic y  un  exem p le . 

y  — & - y  — 2 1  - y  — 3 0 -  R a c . de l ’ég.

y  — 0 • y  — 12 -y  — 2 6  • R a c . de la  C asc ad e .” 6)

H e p o in ts  ou t th a t th e  ro o ts  6, 2 1 ,  3 0  o f  th e  g iv e n  eq u atio n  are  h y p o 

teses  o f  th e  ro o ts  o f  the g iv e n  c a sc a d e , y ie ld in g  su c c e ss iv e ly  p ro d u cts

1) Geschichte der Mathematik im 16. und 17. Jahrhundert, Deutsche Ausg. von 
R. Meyer, Leipzig 1903, p. 329.

2) F. K l e i n , Anwendung der Differential- und Integralrechnung a u f Geometrie, 
Leipzig 1902, p. 114.

3) H is t o ir e  d e  l ’a c a d e m ie  ro y . d. s c i e n c e s  d e  P a r i s ,  année 1708, p. 71.
4) Démonstration, Art. I. 5) 1. c., Art. VI, Cor. H. 6) 1. C., Art. VI, Cor. III.
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w h o se  s ig n s  are  a lte rn a tin g . “ A in s i le s  ra c in e s  so n t h y p o te se s  des h y p o 

th eses m êm es.” 1 ) T h is  la s t  q u o ta tio n  and th e  one w h ic h  fo llo w s  are  th e  

firs t  re fe re n ce s  to  w h a t w e n o w  c a ll “ R o l l e ’s th e o re m ” , re s tr ic te d  as y e t  

to  th e  case  o f  e q u a tio n s  a ll  o f  w h o se  ro o ts  a re  re a l and  p o s it iv e . C est 

p o u rq u o y  on p o u rra  co n c lu re  que la  C ascad e  im m e d ia te  re n fe rm e  le s  

h y p o te se s  des ra c in e s  de l ’é g a lité  d on t e lle  e st C a sc a d e ; p o u rv e u  que I o n  

a it  p ro u v é  a u p a ra v a n t que ces ra c in e s  é ta n t su b stitu é e s  d an s ce tte  C ascad e , 

d o n n en t des ré su lta ts  a lte rn a tiv e m e n t p o s it ifs  e t n é g a t ifs , o u  n é g a t ifs  et 

p o s it i fs .” 2) H e p o in ts  o u t n e x t  th a t  b etw e e n  e v e r y  tw o  su c c e ss iv e  d ist in c t  

ro o ts  one h a s  the ch o ice  o f  an  in fin ite  n u m b e r o f  h y p o te se s , q u i d o n n e

ro n t l ’en tresu ite  re g u lie re  des s ig n e s , lo rsq u e  cette  ré g u la r ité  est p o s s ib le ; 

M ais  com m e e lle  n ’est p a s  to u jo u rs  p o ssib le , i l  fa u t  que le s  h y p o te se s  que 

donn e la  M éth od e, a y a n t  en co re  un e d é te rm in a tio n  p a r  la q u e lle  on  p u isse  

co n c lu re  le s  im p o ss ib il ite z .” 3) T h is  re fe re n c e  to  e q u a tio n s  w h o se  ro o ts  

are  n o t a ll  “ e ffe c tiv e s, d iffé ren tes, et p o s it iv e s ”  is  fo llo w e d  b y  th e  p a s s a g e : 

“ S i  l ’ on p ro u v e  que la  M éth o d e donn e n é ce ssa ire m e n t le s  h y p o te se s  de 

to u tes  les  ra c in e s ; i l  s ’en su it  q u ’il  y  a  des ra c in e s  d é fa illa n te s , lo r s q u ’e lle  

ne donn e p o in t ces h y p o te se s . M ais p o u r é ta b lir  ces v e r ite z , i l  fa u t  

en co re  d ’au tre s  P r in c ip e s .” 4)
H e  g iv e s  n e x t  th e  fo llo w in g  d e fin it io n : “ S i  j e  d is q u ’u n e  é g a lité  est 

m u ltip lié e  p a r  une p ro g re s s io n , il  fa u t  e n ten d re  que le  p re m ie r  te rm e  de 

l ’é g a lité  est m u ltip lié  p a r  le  p re m ie r  te rm e  de la  p ro g re s s io n ; Q ue le  

secon d  term e  de l ’é g a lité  est m u ltip lié  p a r  le  seco n d  term e  de la  p ro 

g re ss io n , et a in s i de su ite. E t  la  som m e de ces p ro d u ite s  e s ta n t su p p o sée  

é g a le  à  0, on d ira  que ce tte  é g a lité  e st p ro d u ite  p a r  u n e p ro g re s s io n .” 5) 

N o w h e re  in  th e  D ém on stra tion  does R o lle  g iv e  a  fo rm a l d efin itio n  

o f  a  “ C a sc a d e ” . B u t  it  is  re p e a te d ly  im p lie d  in  w h a t  h e s a y s  th a t, i f  in

an  eq u atio n  f i x )  =  0 , f ( x )  is  “ m u ltip lie d  b y  a  p ro g re s s io n ” , th e  re su lt

w h en  equ ated  to z e ro , is  a  c a sc a d e , n a m e ly  th e  “ casca d e  im m é d ia te ” . 

A c c o rd in g  to  th is , th e  g e n e ra l e x p re ss io n  fo r  th e  p ro x im a te  c a sca d e  m ay  

be o f  th e  sam e d egree  as th e  e q u a tio n  fro m  w h ic h  it  h as b ee n  d erived . 

“ S i  l ’on ne p ren d  p a s  0 p o u r  u n  des te rm es de la  p ro g re s s io n , e t si 

ce 0 n ’est p as p la c é  sou s le  d e rn ie r  te rm e , ou so u s  le  p re m ie r  term e 

de l ’é g a lité , la  C ascad e  im m ed iate  se ro it  d ’u n  d e g ré  a u s s i é le v é  que 

l ’é g a lité  m êm e: a in s i la  M éth od e  su p p o se ro it  ce q u i e st en  q u estion . 

M ais  p re n a n t 0 p o u r  un e des e x tré m ité s  de la  p ro g re s s io n , e t  m a r

q u a n t d ’a il le u rs  cette  p ro g re s s io n  en te rm e s  g é n é r a u x , la  le ttre  qui

sert à  cette  e x p re ss io n  g e n e ra le  se tro u v e  a u  p re m ie r  d e g ré  seu lem en t

g Q 4  F l o r ia n  C a j o r i .

1) Démonstration, Art. VI, Cor. III. 2) 1. c., Art. VI, Cor. IV.
3) 1. c., Art. VI, Cor. V. 4) 1. c., Art. VI, Cor. VI. 5) 1. c., Art. VII.



dans ch aq u e  te rm e de la  C a sc a d e , et ap rès l ’e ffacem ent o rd in a ire  e lle  

s ’evan o ü it. D ’ou il  su it  que cette  p ro g re ss io n  ne fa it  p o in t d ’au tre  effet 

su r les  h y p o te se s  que ce lle -cy , 0 - 1 - 2  etc .” 1) In  A r t . X I Y ,  R o l l e  "m u lt i

p lies  z 2 — p z  +  q =  0  b y  th e  p ro g re ss io n  4 - 1 -  — 2 ”  and ob tain s a "c a sc a d e ”  

o f  the second d e g re e , b u t th is  and o th e r e xam p les are  g iv e n  m e re ly  to 

sh ow  th e  s u p e r io r ity  in  p ra c tic e  o f  " m u lt ip ly in g ”  an eq u atio n  a +  b z  
+  c z 2 +  • • ■ =  0  “ b y  th e  a r ith m e tica l p ro g re ss io n  0 , 1 ,  2 , 3 , . . and then 

d iv id in g  the re su lt  b y  z. T h e  a d v a n ta g e  o f  th is  la s t  p ro ce ss  is th at the 

p ro x im a te  cascad e  is  o f  a d e g ree  one lo w e r  th an  th at o f  th e  eq u atio n  

fro m  w h ich  it  is d erived . T h is  p ro cess  y ie ld s  the cascad es w h ich  he 

uses in  h is A lgebre, and u p on  w h ic h  th e  p ro o f o f  h is m ethod o f  cascades 

re a lly  rests. In  h is  A lgebre  h e  re fe rs  to se v e ra l p ro cesses b y  w h ich  h is 

cascad es m a y  be d e r iv e d 3) ,  b u t the ru le  h e a c tu a lly  uses is as fo llo w s : 

"O n  m u ltip lie ra  to u s  le s  te rm es de l ’é g a lité  ch acu n  p a r  son p ro p re  

e x p o sa n t, on d iv ise ra  la  som m e de to u s le s  p ro d u its  p a r  l ’in co n n u ë , et 

l ’on su p p o sera  que le  q u o tien t est é g a l à  0 .” 3)

In  A rt . V I I I , R o e l e  “ m u lt ip lie s ”  th e  p ro d u ct o f  z  — a  and z  — b, 
n a m e ly  a b  — (a  +  b) z  +  z 2, “ b y  th e  p ro g re ss io n  y , y  +  v , y  +  2 v ”, and 

sh o w s th a t th e  re su lt , a b y  — ( a y  +  b y  +  a v  +  b v ) z  +  ( y +  2  v ) z 2, con tain s 

th e  fa c to r  b — a, w h en  z  =  b. M ore g e n e r a l ly 4), b — a  is  s t ill  a fa c to r, i f  

in stead  o f  a b  — (a  +  V) z  +  z 2, w e ta k e  th is  tr in o m ia l m u ltip lie d  b y  m z n.
I f  th e  re g u la r  p ro d u c t (a rra n g e d  a c co rd in g  to a sce n d in g  p o w e rs  o f  z)

o f  the tr in o m ia l a b  — (a  - f  6) z  -f- z 2 and the p o ly n o m ia l f + g z  +  h z 2
+  v z 3 - f  . . . be “ m u ltip lie d  b y  th e  p ro g re ss io n  0, 1 ,  2 , 3 , . . the re su lt  

is  the sam e as i f  the p a r t ia l  p ro d u c t { a b  — (a  - f  b) z  - f  z 2\ f  h ad  been 

“ m u ltip lie d  b y  the p ro g re ss io n  0 , 1 ,  2 ” ; the p a rt ia l p ro d u ct {a b  — {a  -j- b )z  
+  z 2} g z  h ad  b een  "m u lt ip lie d  b y  th e  p ro g re ss io n  1 ,  2 , 3 ” ; and so on. 

W h e n  z  =  b, th e  e x p re ss io n  o b ta in ed , u p on  “ m u lt ip ly in g  b y  each  o f  these 

p ro g re s s io n s ”  h as b — a  as a  fa c to r .5)

I I  /  +  9% +  h z 2 +  r z 2 +  • • • =  {z  — c) ( z  — d)  ( z  — e) ■ • -, th en  w h a t 

h as been sh ow n  fo r  z  =  b,  w ith  re sp e c t  to a,  h o ld s fo r  a n y  le tte r  (h ere  

t a c it ly  assum ed b y  R olle  to be p o s it iv e )  w ith  re sp e c t  to a n y  o f  the 

re m a in in g  su ch  le tters. H en ce  th e  re su lt  o f  “ m u lt ip ly in g  b y  th e  p ro 

g re ss io n  0 , 1 ,  2 , 3 ,  • ■ is  an  e x p re ss io n  h a v in g  th e  fa c to rs  a  — b, a — c,
a  — d,  etc., w h en  z  =  a .6)

A c c o rd in g ly , i f  th e  ro o ts  o f  the g iv e n  eq u atio n  (are  p o s it iv e  and) 

s a t is fy  the re la tio n s  a  >  b >  c >  . . . e tc ., th en  the le ft  m em ber o f  the
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6) 1. c., Art. IX, Cor. IV.
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p ro x im a te  cascad e  is p lu s  w h en  z  =  a, m in u s, w h e n  z  =  b, and  so  on. In  

o th e r w o rd s , th e  ro o ts  o f  th e  g iv e n  e q u a tio n  are  h y p o te se s  o f  th e  ro o ts  o f  

th e  p ro x im a te  cascad e. T h is  is “ R o l l e ’s th e o re m ” , p ro v e d  h e re  fo r  eq u a

tio n s  w h o se  ro o ts  a re  a ll  p o s it iv e ; “ ses ra c in e s  so n t le s  h y p o te se s  des

ra c in e s  de la  C ascad e  im m éd iate .” 1)
F r o m  th is  it  fo llo w s  a t  once th a t  th e  ro o ts  o f  th e  p ro x im a te  cascad e  

a re  h y p o te se s  o f  th e  p o s it iv e  ro o ts  o f  th e  g iv e n  eq u atio n . T h is  th e o re m  is 

th e  fo u n d a tio n  o f  R o l l e’s m eth od  o f  casca d e s . “ L a  p ro g re s s io n  d o n n an t un e 

C ascad e  d iv is ib le  p a r  l ’in con n u ë, on v o it  d e - là  que 0 est u n e  d es ra c in e s ; et 

i l  est c la ir  d ’a il le u rs  que 0 est la  p e tite  h y p o te se , se lo n  n o s  su p p o s it io n s .” 2) 

T h e n  fo llo w s  th e  im p o rta n t s ta te m e n t: “ P u is q u e  c h aq u e  ra c in e  d o it 

a v o ir  d e u x  h y p o te se s , e t que ch aq u e  h y p o te se  d o it s e r v ir  à  d e u x  ra c in e s , 

i l  est fa c ile  de sç a v o ir  co m b ien  il  y  a  de ra c in e s  d é fa illa n te s  d an s c h a q u e  

é g a lité  p ro p o sée . C a r l ’en tresu ite  des s ig n e s  q u e  l ’on  a tten d  des h y p o te se s  

ne sç a u ro it  estre  ro m p u e , s i les  ra c in e s  so n t to u jo u rs  e ffe c tiv e s, et d iffé 

re n te s ; et le s  h y p o th e se s  ne p e u re n t la  ro m p re  q u ’en d o n n an t 0, o u  u n  

s ig n e  co n tra ire  à  c e lu y  que l ’on d em a n d e ro it  p o u r  la  c o n se rve r. I l  e st  

e n co re  é v id e n t que le s  ra c in e s  d é fa illa n te s  d u n e C ascad e , d o iv e n t s e rv ir  

à  m a rq u e r les  d é fa illa n te s  de l ’é g a lité : M ais  com m e ce C o rro lla ire  e st 

im p o rta n t, i l  e st  à  p ro p o s  d ’en  d o n n er ic y  u n e e x p lic a t io n  p lu s  a b o n d a n te .” 3) 

In  A r t . X , R o lle  p ro v e s  th a t  in  a  (c o m p lete ) e q u a tio n  w ith  a lte r 

n a t in g  s ig n s  a ll  th e  re a l ro o ts  a re  p o s itiv e .
T h e n  fo llo w s  in  A r t . X I ,  th e  im p o rta n t g e n e ra liz a t io n  to  co m p le x  

r o o t s :  “ S i  le s  ra c in e s  so n t en p a rtie  e ffe c t iv e s , e t en  p a rtie  d é fa illa n te s  

de la  secon d e e sp ec e ; ces d é fa illa n c e s  n ’em p ê ch e n t p o in t  le s  h y p o te se s  de 

d o n n er des s ig n e s  co n ven ab les  a u x  e ffectives. C a r  l ’é g a lité  p ro p o sé e  peut 

to û jo u rs  ê tre  co n çu e  co m m e si e lle  e s to it  fo rm é e  p a r  la  m u lt ip lic a t io n  de 

d e u x  é g a lité s  p lu s  s im p le s , l ’une to u te  e ffe c tiv e , et l ’a u tre  to u te  d é fa illa n te ; 

et p a r  l ’a r t ic le  I X  la  C ascad e  re n fe rm e ra  le s  h y p o te se s  q u i co n v ien n e n t 

a u x  ra c in e s  e ffe c tiv e s. E t  on  p e u t v o ir  co m m e n t le s  d é fa illa n te s  ne 

tro u v e n t p o in t l ’e n tresu ite  q u i co n v ie n t a u x  e ffe c tiv e s  . . .”  T h e  c o n c lu s

io n s in  th is  p a ssa g e  fo llo w  fro m  th e  c o n sid e ra tio n  th a t  th e  p o ly n o m ia l 

g g _|_ fog2 _|_ . . g iv e n  in  A r t . I X ,  m a y  h a v e  c o m p le x  ro o ts . T h is  

p a ssa g e  a lso  c a rr ie s  w ith  it  th e  v a l id ity  o f  “ R o l l e ’s th e o re m ”  fo r  e q u at

io n s  h a v in g  som e o f  its  ro o ts  co m p le x .

B y  a  re d u d io  a d  absu rdu m  in  th e  a p p lic a t io n  o f  “ R o l l e ’s th e o re m ” 

it  is  sh o w n  in  A r t . X I I ,  th a t  an  e q u a tio n  h as a t le a s t  as m a n y  co m p le x  

ro o ts  as h a s  its  p ro x im a te  cascad e.

g Q g  F l o b ia n  C a j o r i .

1 ) Démonstration, Art. IX, Cor. VI. 2) 1. c., Art. IX, Cor. VII.
3) 1. c., Art. IX, Cor. XI.



W h e n  a  re a l ro o t o f  a p ro x im a te  cascad e  is su b stitu ted  in to  the le ft  

m em b er o f  th e  g iv e n  e q u a tio n , “ il  a r r iv e ra  to u jo u rs que ces ré su lta ts  

se ro n t le s  p lu s  g ra n d s , ou le s  p lu s  p etits  q u ’ on p u isse  tro u v e r  dans 

ch aq u e  éga lité , se lon  que l'en tresu ite  re g u lie re  des s ign es est ro m pu e ou 

co n se rv é e ; et on p eu t en fa ire  v o ir  la  d ém o n stra tio n  p a r  des é g a litez  fo rt  

sim p les. S i  l ’on p ren d  p o u r p re m ie r exem p le  z z  — 6 z  +  1 7  =  0, d ont 

1 h jp o te s e  donné + 8 ;  et s i l ’on p reten d  q u ’un au tre  n om b re  p u isse  donn er 

un  p lu s  p e tit  ré su lta t  com m e le  ré su lta t  +  2. Q u’on ôte du d ern ier term e 

u n  n om b re  te l qu  on v o u d r a , p o u rve u  qu  i l  so it  m oyen  en tre  les  d eux 

ré s u lta ts ; e t il  a rr iv e ra  q u ’en su b stitu a n t l ’h yp o tese  v e r ita b le  et l ’h yp o tese  

p reten d u ë d ans lé g a l i t é  a in si c h a n g é e , l ’une do it ro m p re  l ’e n tresu ite , et 

1 au tre  d o it la  ré ta b lir :  d où il sera  a isé  de co n clu re  une ab su rd ité , et fa ire  

v o ir  que cette  ab su rd ité  n ’a esté  co n clu e  q u ’en su p p o sa n t q u ’i l  p o u v o it  y  

a v o ir  un  ré su lta t  m oin d re  que +  8 .” 1) O bserve  th a t in  th is  p ro o f o f  th e  

th eo rem  on m a x im a  and  m in im a  no g e o m e tric a l id eas are  b ro u g h t  in to  

p la y . T h e  q u o ta tio n  sh o w s a lso  th a t  a t  tim es R o l l e ’s w rit in g s  are  ob scure. 

H e  is  fo n d  o f  n ew  te rm in o lo g ie s  and  p e c u lia r  m odes o f  exp ress io n .

T h a t  th e  m eth o d  o f  cascad es co n tin u ed  to e n g a g e  th e  a tten tio n  o f  

R o lle  even  a fte r  th e  p u b lic a tio n  o f  th e  D ém onstra tion  is  e v id en t fro m  

th e  E x tr a i t  d'une lettre , su r la  tlieorie des cascades algébriques  w h ich  a p p e a r

ed in  1 6 9 7 .2) I t  s a y s  th e re : “ L e s  tro is  m an ières d ont M r. R o lle  s ’est 

s e rv i d ans son  tra ité  d ’A lg è b re  (p a g e s  1 2 6  et 1 2 7 )  p o u r la  gen e ra tio n  

d es C a sc a d e s, lu i o n t fo u rn i tro is  d ém o n stra tio n s  q u i su ffiro ien t ch acu n e  

sép arém en t, p o u r s ’a ssû re r  de la  m éth ode q u ’i l  a  donnée su r  ce s u je t ; et 

com m e cette  m éth ode est fo rt  u tile  p o u r la  ré so lu tio n  des é g a lités , c ’est un 

a v a n ta g e  d ’en a v o ir  des p re u v e s  q u i s ’a cco m m o d en t a u x  d ifféren tes v o v e s  où 

le s  A lg é b r is te s  so n t en trés. T h e n  fo llo w s  a  ro u g h  o u tlin e  o f  the arg u m en t.

B e fo re  le a v in g  th e  m eth od  o f  cascad es w e re fe r  b r ie f ly  to an a lle g e d  

a tta c k  u p o n  its  v a lid ity . S a v e r ie n  s a y s  o f  th e  m e th o d 3) :  “ Q uel d o m m age  

q u ’e lle  so it  v ic ie u se ! S e lo n  M . B e r n o u l l i ,  n o n -se u le m e n t on n ’a p p ro ch e  

p o in t de la  ra c in e , m ais en co re  il  a rr iv e  so u v en t q u ’a p rè s  q u e lq u es o p é

ra tio n s  on  s ’en é lo ig n e ; et ce la , p a rc e  q u ’on est o b lig é  de n é g lig e r  certa in es 

q u a n tité s ; d ’où  n a ît  un e e rre u r co n sid érab le . B e r n o u l l i  Op. T . I I I ,  p . 5 3 3 . ”  

U p o n  C o n su ltin g  th is  re fe re n ce  to J o h n  B e r n o u l l i’s w o rk s  one fin d s th a t  

B e r n o u l l i d oes n o t even  m en tion  th e  m eth od  o f  cascad es, b u t a tta c k s  a m em o ir 

on th e  a p p ro x im a tio n  to th e  ro o ts  o f  n u m b ers p u b lish e d  b y  R o l l e 4) in  16 9 2 .

1) Démonstration, Art. XIII. 2) J o u r n a l  d e s  s ç a v a n s ,  29 Avril 1697, p. 168.
3) Dictionnaire universel de mathématique, Paris 1753, Art. “Cascades”.
4) M é m o ir e s  d e  l ’a c a d . ro y . d. s c ie n c .  d e  Paris, T. 10, p. 19, 38. R o l l e ’s 

and L a g n y  s approximations to the roots o f numbers are referred to in the corres
pondence between J o h n  B e r n o u l l i and L e ib n iz  1696; see G o t .  G ü l .  L e i b n z t i i  et

20 *
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I I .

In  v ie w  o f  th e  im p o rta n ce  a ttach ed  to  “ R o l l e ’s th e o re m ” in  m od ern  

a n a ly s is  w e  add  a few  n otes re la t in g  to its  la te r  h is to r y . A s  w e h a v e  

seen , R olle  g a v e  th e  th eo rem  as a p p lic a b le  to  eq u a tio n s  w ith  o r  w ith o u t 

c o m p le x  ro o ts , h u t he la id  no s p e c ia l s tre ss  u p o n  it. H e  e sta b lish e d  it  

in c id e n ta lly  in  h is  d e m o n stra tio n  o f  th e  m eth o d  o f  casca d e s . E n e st r ö m  

h a s  p o in ted  o u t th a t  C h a r l e s  R e y n e a u  sta ted  th e  th e o re m  m  c o n n e ctio n  

w ith  e q u atio n s fre e  fro m  c o m p le x  ro o ts , in  h is  A n a ly se  dém ontrée .x) T h e  

th e o re m  is  g iv e n  a g a in  in  u n a lte re d  fo rm  in  th e  seco n d  e d itio n  o f  R e y n e a u ’s 

w o rk , w h ich  a p p eared  in  1 7 3 6 .  S ta te m e n ts  w h ic h  am o u n t to  “ R o l l e ’s 

th e o re m ” are  m ade b y  L .  E u l e r .2) T h e  th eo rem  is  g iv e n  as a p p lic a b le  

to  e q u atio n s h a v in g  c o m p le x  ro o ts  b y  J .  R . M o u r r a il l e .3)  U n d e r the 

re s tr ic t io n  to eq u a tio n s  w ith  o n ly  re a l ro o ts  it  o cc u rs  a g a in  in  O d o a r d o  

G h e r l i .4)  In  th e  E ncyclopédie m éthodique5), “ R o lle  s th e o re m  is  g iv e n  

in  co n n e ctio n  w ith  a c u b ic  w h o se  ro o ts  a re  a ll  re a l. T h e  th eo rem  a p p e a rs  

so m e w h a t m ore p ro m in e n tly  w ith  L a g r a n g e .6) I t  is  a lso  g iv e n  b y  P aolo 

R u f f in i .7)  B u t  it  m u st be  em p h asized  th a t  n o n e  o f  th e  e ig h te e n th  c e n tu ry  

w rite rs  w h o m  w e h a v e  c ited  c a lls  “ R o l l e ’s th e o re m ’ b y  th e  n a m e  o f  its  

d isc o v e re r  o r d ire c t ly  a ttr ib u te s  it  to  R o l l e , o r la y s  stre ss  u p o n  the 

th e o re m , o r even  a llo w s  it  to  stan d  ou t c o n sp ic u o u s ly  as a  “ th e o re m  ; 

it  is sta ted  o n ly  in  p a ss in g , u s u a lly  as le a d in g  up to  w h a t w e  c a ll  “ R o l l e ’s 

c o r o lla r y ” . In  th e  e ig h te e n th  c e n tu ry  th is  c o r o lla r y  re c e iv e d  g re a te r  

a tte n tio n  th a n  “ R o l l e ’s th e o re m ” an d  w a s  e x p la in e d  b y  so m e o f  the 

au th o rs  w h o do n o t g iv e  “ R olle  s th e o re m  a t a ll.
T h is  a ttitu d e  co n tin u es w ith  m a n y  w r ite rs  o f  th e  f ir s t  h a l f  o f  the 

n in eteen th  cen tu ry . W e  h a v e  seen  “ R o lle  s th e o re m  sta ted  b u t not

attr ib u te d  to  R o l l e , n o r a ss ig n e d  a  c o n sp ic u o u s  p la c e , b y  th e  fo llo w in g

a u th o rs : Y . B r u n a c c i8) , E .  H . D i r k s e n 9) ,  J .  A . G r u n e r t 10) , R . S t e v e n s o n 11), 

R . M u r p h y 12) ,  J .  R . Y o u n g .13)

J o h a n . B e r n o u l l i i  Commercium philosophicum et mathematicum 1, Lausannae et 
Genevae 1745, p. 232. 1) L ’analyse démontrée 1, Paris 1708, p. 290.

2) Institutiones calculi differentiales, 1755, caput XII, § 295, 297, p. 658 and 659.
3) Traité de la résolution des équations en général, M arseille et Paris 1768, p. 64.
4) Gli élementi teorico-pratici delle matematiche pure 2 ,  Modena 1771, p. 151.
5) Encyclopédie méthodique. Mathématiques 1, Paris 1784, p. 311, article “ Cascade .
6) Résolution des équations numériques de tous les degrés, Paris 1798, N ote 8.
7) Teoria generale delle equazioni, Bologna 1799, p. 66, 67.
8) Corso di matematica sublime 2 , Firenze 1806, p. 149.
9) Die Trennung der reellen Wurzeln numerischer Gleichungen, Berlin 1837, p. 10.

10) Supplemente zu K l ü g e l 's  Wörterbuch 2 , Leipzig 1836, Art. “G leichung”, p. 468.
11) Algebraic equations, Cambridge 1835, p. 55.
12) Algebraical equations, London 1839, p. 28.
13) Algebraical equations, London 1843, p. 113.



In 1834 M. W . D r o b i s c h 1) gives both “ R o l l e ’s theorem” and “ R o l l e ’s 

corollary”, and hoth are attributed to R o l l e ,  on the strength of N ote 8 
in L a g r a n g e ’s  R esolution. But N ote 8 contains no such acknowledgment. 
Of course, L a g r a n g e  attributes the method of cascades to R o l l e ;  in the 
course of L a g r a n g e ’s discussion of it, there occur statements of “ R o l l e ’s  

theorem ”, but he does not attribute the theorem to R o l l e .  L a g r a n g e  

nowhere mentions R o l l e ’s D ém onstration . In 1860 G iu s t o  B e l l a v i t i s ,  a 
man unusually well versed in the literature of the theory of equations, 
ascribes “ R o l l e ’s theorem” to R o l l e 2)  and calls it the “ teorema del R o l l e ”. 

In 1868 the theorem is given in the German edition of S e r r e t ’s algebra3) 
under the name of “ RoLLERScher Satz”.4) Since then the theorem came 
to be generally ascribed to R o l l e  and to be called by his name.

T h e  e a rlie st m ath e m a tica l a rt ic le  g iv e n  in  th e  R o y a l  so c ie ty  Catalogue 
o f  scientific p a p e rs ,  1 8 0 0  —  1 9 0 0 ,  S u b je c t  in d e x , V o l. I ,  (M ath em atics), 

w h ic h  em bod ies in  its  t it le  the nam e “ R o l l e ’s th e o re m ” , is an  a rtic le  

p u b lish ed  in  1 8 7 6  b y  P a u l  M a n s io n 5) , in  w h ic h  M a n sio n  p o in ts  out th a t 

“ fro m  a  g e o m e tric a l p o in t o f  v ie w , th e  th eorem  o f  R olle  is  co m p le te ly  

e q u iv a le n t to L a g r a n g e ’s and Ca u c h y ’s th e o re m s” .

During the second half o f the nineteenth century we see the strange 
spectacle o f “ R o l l e ’s theorem ”, which had been in the theory o f equations 
a star of the seventh or eighth m agnitude, become in the wider region  
o f  mathematical analysis a star of the first magnitude. “ R o l l e ’s  theorem ” 
is used now in proving the theorem o f mean value, from which radiate 
some o f the wonderful illum inations which make the modern development 
o f the calculus so admirably rigorous.

A t  firs t  the th eo rem  o f  m ean  v a lu e  and “ R o l l e ’s th e o re m ”  ex iste d  

ap a rt. T h e  fo rm e r w as g iv e n  b y  L a g r a n g e  in  1 7 9 7  as a  con seq u en ce  o f  

T a y l o r ’s th e o re m 6) and c a lle d  it  a “ th éo rèm e n o u veau  et re m a rq u a b le  

p a r  sa  s im p lic ité  et sa  g é n é ra lité .”  I t  w as g iv e n  b y  A m p è r e 7)  and th en  
b y  Ca u c h y .8)
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1) Grundzüge der Lehre von den höheren numerischen Gleichungen, Leipzig 1834, 
p . 179.

2) Appendice alle memorie sulla risoluzione numerica delle equazioni in the M e-
m o r ie  d e l l ’ I s t i t u t o  Y e n e to  9, 1860, § 14, p. 187.

3) J. A. S e r r e t ’s  Höhere Algebra, deutsche Übers, v. W e r t h e i m  1, 1868, p. 216.
4) The first edition o f S e r r e t ’s  Cours d’algèbre supérieure, Paris 1849, we have

not had the opportunity to consult.
5) M e s s e n g e r  o f  m a th e m . 5 ,, p. 34 — 35.
6) Théorie des fonctions analytiques, Paris 1797, p. 49; Oeuvres 9, Paris 1881, p. 83.
7) J o u r n a l  d e  l ’é c o l e  p o l y t e c h n i q u e ,  cahier 13.
8) Résumé des leçons données à l’école polytechnique sur le calcul infinitésimal, 

Paris 1823; Oeuvres 4„, p. 46.



P e rh a p s  th e  fir s t  a u th o r to  b r in g  to g e th e r  th e  th e o re m  o f  m ean 

v a lu e  and  “ R o l l e ’s th e o re m ”  w a s  O s s ia n  B o n n e t  w h o se  d e riva tio n  

o f  th e  th eo rem  o f  m ean  v a lu e  fro m  “ R o l l e ’s th e o re m ”  is  g iv e n  b y  

S e r r e t .1)  S e r r e t  d o e s , h o w e v e r , n o t m e n tio n  th e  n am e o f  R olle  in

th is  p ro o f.2) , ,
A c c o rd in g  to  a  sta tem e n t o f  H e r m it e , th e  p r o o f  o f  T a y l o r s  th eorem

b y  « R o l l e ’s th e o re m ” , as set fo r th  fo r  in sta n ce  b y  A . P r i n g s h e i m  ), w a s

fir s t  criven  in  its  e s s e n t ia l s  b y  H o m e r s h a m - C o x  a n d  R o u c h e .
A  n u m b e r  o f  e x t e n s io n s  o f  “ R o l l e ’s t h e o r e m ” h a v e  b e e n  s u g g e s t e d .

T h e  m ean  v a lu e  th eo rem  m a y  b e co n sid e re d  a  g e n e ra liz a t io n  o f  it  as is

done b y  L . K ie p e r t .4)  J .  F .  M c C u l l o c h 5)  re a c h e d  a  g e n e ra liz a t io n  o f  th e

th eo rem  as u s u a lly  stated  b y  u n w it t in g ly  re tu rn in g  to  th e  v e r y  p ro c e ss

o r ig in a lly  e x p la in e d  b y  R o l l e . M c C ullo c h  p ro v e s  th e  th e o re m : “ I f  th e

n +  1  te rm s o f  an y  a lg e b ra ic  e q u a tio n  a rra n g e d  in  o rd e r o f  p o w e rs  o f  x
be m ultip lied  respectively  by  any  n  +  1  te rm s of any series in  a rith m etica l
p ro g re s s io n , th e  re s u lt in g  e q u a tio n  h a s  an  odd n u m b er o f  r e a l  ro o ts

b etw een  e v e ry  tw o  a d ja ce n t p o s it iv e  o r n e g a t iv e  re a l ro o ts  o f  th e  e q u a tio n

so operated  upon .” E x tensions of “ R o l l e ’s  th eo rem ” to  th e  com plex  ro o ts
o f  th e  e q u atio n s w ith  re a l c o e ffic ie n ts  w ere  m ad e b y  s e v e ra l w rite rs . T h e

m a tte r  w a s  re a lly  c o n sid e re d  b y  C. F . G a u s s 6) as e a r ly  as 1 8 1 6 .  L a t e r

E .  N . L a g u e r r e  stu d ied  th is  su b je c t.7) H e  s a y s  th a t  h is  g e n e ra liz a t io n  

a c h ie v e s  fo r  th e  th e o re m s o f  R o lle  and D e sc a r t e s  w h a t C a u c h y  s th eo rem  

on  c o n to u rs  a cco m p lish ed  fo r  th e  th eo rem  o f  S t u r m . S t i l l  la te r  th is  

su b je c t  w a s  tre a te d  b y  G. J .  L e g e b e k e 8)  and F . J .  v a n  b e n  B e r g 2) , w h ile

F . d e  B o e r 10)  p ro ce ed s  a step  fa r th e r  and c o n sid e rs  e q u a tio n s  w ith  com 

p le x  coe ffic ien ts .
T h e  p ro o fs  o f  “ R o l l e ’s th e o re m ” a s  g iv e n  in  so m e e le m e n ta ry  te xts  

o f  o u r tim e  d epend u p o n  g e o m e tric  in tu itio n . T h e  sch o o ls  o f W e i e r s t r a s s

F l o r ia n  C a j o h i .

1) J .  A. S e r k e t ,  Cours de calcul différentiel et intégral l 2, 1868, p. 17.
2 )  In A. H a r n a c k ' s  Elemente der Biff. u. Integralr., Leipzig 1 8 8 5 ,  p. 6 6 ,  the 

mean value theorem itse lf is called “ das Theorem von R o l e e ” , a designation which 
cannot he justified on historical grounds.

3) A. P r i n g s h e i m ,  B ib l io t h .  M a th e m . 13, 1900, p. 454, 455; H e r m i t e ,  Cours

d ’analyse 1, 1873, p. 49, 50.
4) Grundrisse der Biff. u. Integralr., Hannover 1901, p. 154.
5) A n n a l s  o f  m a th e m . 4 , 1888, p. 5.
6) G ô tt. g e l.  A n z e ig e n  1816.
7) C o m p te s  r e n d u s  d e  l ’a c a d . d. sc. [de Paris] 78, 1874, p. 278 — 280.
8) N ie u w  a r c h ie f  v o o r  w is k u n d e  8, 1881, p. 75 — 80.
9) N ie u w  a r c h i e f  v o o r  w is k u n d e  9 , 1882, p. 1 — 14.

10) Y e r s l .  en  M ed ed . d. A k a d . v a n  W e t e n s c h .  [Am sterdam ] 1 9 , 1884,
p. 207 — 240 and 384 — 416.



a n d  P e a n o  h a v e  c o n s id e r e d  m in u t e ly  t h e  v a r io u s  q u e s t io n s  o f  c o n t in u i t y  

a n d  d i f f e r e n t ia b i l i t y  o f  f ( x )  a n d  f i x ) . 1)

W e re tu rn  to  the  second p a r t o f R o l l e ’s D ém onstration, nam ely 
M éthode pour résoudre les egalitez p a r  la  geometrie. This deals w ith  th e  
determ ination  of th e  roo ts o f equations by the  in tersections o f circles 
and parabolas, and does n o t seem to need special m ention  here.

III.

T he th ird  p a r t  is en titled  M éthode pour résoudre les principales 
questions de D m  puante.

T his p a r t  supplies “ un  m oyen pour connoître  les nom bres qui son t 
com posez de deux quarrez”, and contains resu lts  o f h isto rical in te rest. 
H e calls a p rim e w hich is n o t th e  sum  o f tw o squares a “ nom bre exc lu sif” . 
H is “ m ethode” consists o f fou r tests as follow s:

I. and II. A n in teg er is (is no t) the  sum  of tw o squares if , w hen 
divided by its  la rg e s t square fac to r, the  quo tien t does n o t con tain  (does 
con ta in ) a nom bre exc lusif as a factor.

III . and IY . I f  th e  form  o f a fraction  is altered  so th a t its denom i
n a to r  is a perfect sq u a re , th e  frac tion  is (is no t) th e  sum  of tw o squares,
i f  its  n u m era to r is (is n o t)  th e  sum  o f tw o squares.

T hese tests are m ade to  res t upon  fou r p ropositions and corollaries,
o f  w hich we m ention  th e  follow ing:

“ I. Proposition. L a som m e de deux quarrez é tan t m u ltip liée  ou 
divisée p a r  un  q u arré , ou p a r  la  som m e de deux quarrez ; le p ro d u it e t 
le q u o tien t so n t to u jo u rs  chacun  la  som m e de deux quarrez en nom bres 
en tiers, ou en fractions.”

“ P o u r  la dém onstration , il suffit de vo ir que — f  est la  som m e
cc-\- ad

de ces deux quarrez aacc + 2 ab^  + j dbb , a a d d - M c d  P l b c c  »
c4-f i2 ce d d -(-d 4 c4 -f  2ccdd-\-  d4

T hen  follow  th ree  corollaries, as fo llow s:

1. A n in teg er w hich is n o t divisible by any  nom bre exc lusif is the
sum  o f tw o squares, b o th  in  in tegers  and in  fractions.

2. I f  th e  sum  o f tw o squares is m u ltip lied  by a n u m b er w hich  is 
n e ith e r  a square n o r the  sum  o f tw o squares, th e  p ro d u c t is n o t th e  sum 
o f  tw o squares.

1) See P a u l  d u  B o is - R e tm o n d ,  J o u r n a l  fü r  M a th e m . 79, 1875, p .  21-
G. P e a n o ,  Differentialr. u. Grundz. d. Integralr., deutsche Übers. v. G. B o h 'lm a n n  u .

A. S c h e p p , Leipzig, 1899; P. M a n s io n , Résumé du cours d’analyse infinitésimale, Paris 
1887, p. 79: Encyklopàdie d. mathem. Wiss. 2 :  1, Leipzig 1899, p. 65 (II A 2).
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3  A  n u m b e r is n o t th e  sum  o f  tw o  sq u a re s , i f  w h en  d iv id ed  b y  a

sq u a re  o r a  sum  o f  tw o  s q u a re s , the q u o tie n t is  n o t a  sq u a re  n o r the

sum  o f  tw o  sq u ares . 1 ,
R o lle  t r a v e ls  h e r e  o v e r  m u c h  t h e  s a m e  t e r r i t o r y  c o v e r e d  a g a in  la te r

b y  E u l e r , p a r t ic u la r ly  in  h is  p a p e r  D e n u m eris , qu i su n t aggregata
duorum  qu adra toru m .1)  T h e  fo llo w in g  re su lts  o f  E u l e r  o f  1 7 o 2  are

in clu d ed  in  th ose  o f  R o lle  o f  1 6 9 1 :  I f  p  is  th e  sum  o f  tw o  s q u a r e s , so 

are  2 p ,  n 2p ,  2 n 2p ,  i f  p  and  q a re  each  th e  sum  o f  tw o  sq u a re s , so is  p q \
i f  p q  is  th é  su m  o f  tw o  s q u a re s , and p  is  th e  su m  o f  tw o  sq u a re s  and

p rim e  o r th e  p ro d u ct o f  p rim e  fa c to rs  each  it s e lf  th e  su m  o f  tw o  sq u a res ,

t h e n  q i s  t h e  s u m  o f  t w o  s q u a r e s .

“ IV . P roposition . S i  a y a n t d iv isé  u n  n o m b re  p ro p o sé  p a r  le  p lu s  

o ran d  des q u a rre z  q u i le  m e su re n t, le  q u o tie n t de cette  d iv is io n  est

m esu ré  p a r  u n  n o m b re  p re m ie r , e t s i ce n o m b re  p re m ie r  ne p e u t p as

m e su rer la  som m e de d eu x  q u a rre z  q u e lco n q u e s  san s m e su re r ch a c u n  de 

ces d eu x  q u a rre z ; le  n o m b re  p ro p o sé  ne p e u t p a s  e stre  la  som m e de d eu x  

q u a rre z  n i en n o m b re s  e n t ie r s , n i en fra c tio n s .
T h e  p a r t  o f  t h i s  r e la t in g  t o  f r a c t io n s  i s  p r o v e d  b y  a n  a b s u r d it y  

r e s u l t in g  fr o m  t h e  FERM Axian m e t h o d  o f  in d e f in i t e  d e s c e n t  f r o m  la r g e r

t o  s m a lle r  n u m b e r s .
W ith  th e  v ie w  o f  in tro d u c in g  sh o rt  cu ts  R olle  e s ta b lish e s  a

p r o p o s i t io n  :
“ V . P roposition . U n  q u a rré  q u e lc o n q u e  e sta n t d iv isé  p a r  u n  n o m b re  

im p a ir  donné, t ro u v e r  to u s le s  n o m b res  q u i p e u v e n t re s te r  a p rè s  la  d iv is io n  ”

“ O stez l ’u n ité  du n o m b re  donn é et p ren ez  la  m o itié  du re s te . P ren ez  

a u ss i le  q u a rré  de cette  m o itié  a v e c  to u s  le s  a u tre s  q u a rre z  q u i so n t p lu s 

p etits . D iv ise z  to u s  ces q u a rre z  ch a cu n  sé p a ré m e n t p a r  le  n o m b re  donné, 

le s  re ste s  de to u tes  ces d iv is io n s  se ro n t c e u x  q u ’on  s ’e st p ro p o sé  de tro u v e r .”

A fte r  th is  th e o re m  on re s id u e s  h e e s ta b lish e d  s p e c ia l  r e s u lt s ,  som e 

o f  w h ich  a re  h is t o r ic a l ly  in te re s t in g : N o  n u m b e r o f  th e  fo rm  7 a 2b is 

the sum  o f  tw o  sq u a re s , e ith e r in  in te g e rs  o r in  fr a c t io n s ; no m te g e r 

w h ic h  is  n o t th e  sum  o f  tw o  in te g ra l sq u a re s  ca n  be th e  su m  o f  tw o 

fra c t io n a l s q u a re s ; no n u m b er o f  th e  fo rm  8 c  — 1  ca n  be e x p re sse d  as 

the sum  o f  th re e  s q u a re s ; no  n u m b e r o f  th e  fo rm  4 n  - f  3  can  be 

e x p re ssed  as th e  sum  o f  tw o  sq u a res .
T h is  la s t  th eo rem  is  o f  h is to r ic a l  in te re s t  b ec a u se , i f  F e r m a t ’s re s to r

a tio n  o f  a  c o rru p ted  p a ssa g e  in  D io p h a n t u s , B o o k  V , P r o b le m  1 2 ,  is 

c o r re c t , th en  th is  th eo rem  w as k n o w n  to  D io p h a n t u s . E u l e r  h a s  been

g | 2  F l o r ia n  C a j o r i .

1) N o v i  com m . a c a d . sc . P e tr o p . 4 (1752/53), 1758, p. 3 - 4 0 ;  Commentât, 

ariihm 1, Petropoli 1849, p. 155—173.



credited with the earliest published proof of the theorem 1); he proved 
first that no prime of the form An +  3 can be the sum of two squares
and from this deduced the general theorem; R olle proved the general
theorem directly and made no m ention of the special theorem. R o lle  
did not proceed so far as to prove the theorem that all primes of the 
form An +  1 can be expressed as the sum of two squares; it  remained
for E uleb to prove this over h alf a century later.

But E uleb’s article2) giving the proof of this FEBMAxian theorem  
contains among others the follow ing theorems which are included in 
R olle’s research:

I f  a number is the sum of two squares, it is not divisible by a 
prime o f the form An — 1, unless each square is itself divisible by that 
prime.3)

T o4) find all the residues which may arise from dividing square 
numbers by any odd number p  is equivalent to finding the residues of 

the square numbers from 1 up to (P ■
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1) N o v i  com m . a ca d . sc. P e tr o p . 1 (1747/48), 1750, p. 20—48; Commentât, 
arithm. I, p. 53.

2) N o v i  com m . a c a d . sc. P e tr o p . 5 (1754/55), 1760, p. 3— 13; Commentât,
arithm. 1, p. 210— 215.

3) N o v i com m . a c a d . sc. P e tr o p . 5 (1754/55), 1760, p. 42; Commentât,
arithm. 1, p. 227.

4) N o v i  co m m , a ca d . sc. P e tr o p , 5 (1754/55), 1760, p. 20; Commentât,
arithm. 1 , p. 218.



314 Gr. A . M il l e r .

Note on William R. Hamilton’s place in the history 
of abstract group theory.

By G. A M iller in Urbana.

On N o v e m b e r  1 0  th 1 8 5 6  W il l ia m  K , H a m il t o n  p re se n te d  to  th e  ro y a l 

I r is h  a ca d e m y  a  p a p e r  en title d  A  n ew  system  o f  roots o f  u n i ty 1), in  w hich 

he co n sid ered  th e  e q u atio n s

1  _ * *  =  &»■= A ', iJe =  I ,  r  =  3 , 4, 5 .

H e  o b served  th a t  th ese  e q u a tio n s  are  su ffic ie n t  to  re s t r ic t  th e  elem ents i, h, 
w h en  th e y  are  com b in ed  as re g a rd s  m u lt ip lic a t io n  u n d e r th e  asso ciative  

la w  in  e v e ry  p o ss ib le  m a n n er , so th a t  th e  to ta l n u m b e r o f  th e  distinct 

p ro d u c ts  m a y  be in te rp rete d  on th e  r e g u la r  p o ly h e d ro u s . T h e  case w hen 

r  — 5  re c e iv e d  e sp e c ia l a tte n t io n , and  th is  case  is  a lso  co n sid e re d  very  

b r ie fly  in  a  n ote  w h ic h  a p p e a re d  a b o u t a  m o n th  la t e r ,  D ec e m b e r 18 5 6 , 

u n d er th e  t it le : M em oran du m  respecting a  new  system  o f  roots o f  u n ity  in 

th e  L o n d o n ,  E d i n b u r g h  a n d  D u b l i n  p h i l o s o p h i c a l  m a g a z i n e .

H am il t o n  ca lle d  th e  g ro u p s  g e n e ra te d  b y  i  an d  1c u n d e r th e  given  

re s tr ic t io n s  a  “ fa m ily  o f  sy s te m s o f  n o n c o m m u ta tiv e  ro o ts  o f  u n ity , w hich 

are  e n t ire ly  d is t in c t  fro m  the i, j ,  1c o f  th e  q u a te rn io n s , th o u g h  h avin g  

so m e g e n e ra l a n a lo g y  th e re to ; an d  w h ic h  a d m it, e ve n  m o re  e a s ily  than 

th e  q u a te rn io n  s y m b o ls  do, o f  g e o m e tr ic a l in te rp r e ta t io n ” . H e  seem s to 

h a v e  b een  e s p e c ia lly  in te re sted  in  th e  case  w h e n  r  =  5  an d  he c a lle d  the 

re s u lt in g  g ro u p  th e  “ Ic o s ia n  c a lc u lu s ” , o b se rv in g  th a t  e v e r y  re s u lt  o f  this 

lo n g  tra in  o f  c o n sis te n t c a lc u la t io n s  m a y  b e in te rp re te d  g e o m e tr ic a lly  by 

m ean s o f  e ith e r  th e  re g u la r  ic o sa h e d ro n  o r th e  re g u la r  d o d ecah ed ron .

B y  m a k in g  r  =  4  h e “ o b ta in s  o th e r  s y m b o lic a l  re s u lts  w h ic h  are 

in te rp re te d  b y  th e  (re g u la r )  o cto h e d ro n  an d  th e  ( r e g u la r )  h e x a h e d ro n ” , 

and  b y  m a k in g  r  =  3  h e  o b ta in s  re s u lts  w h ic h  a re  “ a lm o st  to o  s im p le  to 

be in te r e s t in g ”  and w h ic h  h a v e  th e ir  c o rre sp o n d in g  g e o m e tr ic a l in ter

p re ta tio n  in  th e  th e o ry  o f  th e  r e g u la r  te tra h e d ro n .

T h e se  fa c ts  m a y  su ffic e  to  m a k e  it  e v id e n t th a t  H a m il t o n  a t  th is 

e a r ly  d ate  w as  fa m ilia r  w ith  th e  p ro p e rt ie s  o f  th e  g ro u p s  o f  th e  re g u la r

1) P r o c e e d in g s  o f  t h e  r o y a l  I r i s h  a c a d e m y  (>, 1853—7, p. 415.



so lid s , as gen erated  b y  tw o  o p e ra to rs  o r  e lem en ts, and he p ro ve d  th a t 

these g ro u p s  m a y  be co m p le te ly  d efined  b y  the o rd ers  o f  th e ir  tw o  g e n e ra tin g  

o p e ra to rs  and th e  o rd e r o f  th e ir  p ro d u ct. H is  fo rm  o f  statem en t o f  these 

re su lts  co in cid es w ith  th a t  n o w  e m p lo y e d  w ith  th e  ex ce p tio n  o f  th e  use 

o f  ce rta in  term s. H a m il t o n  did n o t use  th e  tech n ica l term  g ro u p , and 

he e v id e n tly  w a s  in  se a rch  fo r  th in g s  ly in g  b eyo n d  th ese  g ro u p s , ju s t  as 

h is  m ain  in te re st  as re g a rd s  q u atern io n s w a s  b ey o n d  th e  q u atern io n  g rou p .

N o tw ith sta n d in g  th is  fa c t , th e  g re a t  im p o rta n ce  o f  the g ro u p s o f  the 

re g u la r  so lid s  as d efined  a b stra c t ly  and  th e  d isc o v e ry  o f  th e  firs t  exam p le  

o f  a sy stem  o f  n u m b ers w h o se  u n its c o n stitu te  a n o n -co m m u tative  gro u p  

as re g a rd s  m u lt ip lic a t io n  sh o u ld  se cu re  fo r  H a m il t o n  an  im p o rta n t p lace  

in  the h is to ry  o f  a b stra c t  g ro u p s . H en ce  it  seem s v e r y  a p p ro p ria te  th at 

D e d e k i n d 1)  nam ed  th e  n o n -a b e lia n  g ro u p s  in  w h ic h  e v e ry  su b g ro u p  is 

in v a r ia n t  H am ilton ian  g ro u p s  in  v ie w  o f  th e  fa c t  th a t the sm a lle st and 

s im p le st  o f  th em  is  the g ro u p  o f  o rd e r 8 w h ich  is  k n o w n  as th e  quater
n io n 2) g ro u p  on acco u n t o f  its  in tim a te  re la tio n  w ith  th e  noted  n u m ber 
c re a tio n  b y  H a m il t o n .

T h e  co m m o n ly  accep ted  date ( 1 8 5 4 )  o f  th e  fo u n d in g  o f  the th e o ry  

o f  a b stra c t  g ro u p s  b y  Ca y l e y  is  tw o  y e a rs  e a rlie r  th an  th e  g iv e n  p a p e r 

b y  H am ilton  on th e  g ro u p s  o f  th e  re g u la r  p o ly h e d ro n s , and  it  is e leven  

y e a rs  la te r  th a n  the d isc o v e ry  o f  th e  q u atern io n s. In  fa c t, Ca y l e y  il lu s 

tra te d  h is  firs t  p a p e r  on a b stra c t  g ro u p s  b y  m eans o f  th e  la w s  o f  

c o m b in a tio n  o f  th e  q u a te rn io n  im a g in a r ie s , and a fe w  ye a rs  l a t e r 3) he 

e x p lic it ly  ca lled  a tte n tio n  to  th e  fa c t  th a t  th e  q u a te rn io n  u n its co n stitu te  

the g ro u p  o f  o rd er 8 n o w  k n o w n  as th e  q u a te rn io n  g ro u p , w h en  th e y  

a re  co m b in ed  b y  m u ltip lic a tio n .

F ro m  th ese  fa c ts  it  is  c le a r  th a t  C a y l e y  w as a ssisted  in  h is s tu d y  o f  

a b stra c t  g ro u p s  b y  H a m il t o n ’s e a r lie r  w o rk  and  th a t th e  la tte r  d eve lo p ed  

som e v e r y  in te re s t in g  an d  fu n d a m e n ta l g ro u p s  w ith o u t re c e iv in g  due 

c re d it  b y  la te r  w rite rs . T h is  la c k  o f  c re d it  m a y  be p a r t ly  due to  the 

fa c t  th a t  H a m il t o n ’s p a p e r on th e  g ro u p s  o f  th e  re g u la r  so lid s  does n o t 

a p p e a r  in  lis ts  u n d er h is  n am e in  th e  L o n d o n  R o y a l  so c ie ty  Catalogue 
of scientific papers . I t  m a y  a lso  be p a r t ly  due to th e  fa c t  th a t H a m ilton  

did  n o t e m p lo y  the te c h n ic a l te rm s o f  g ro u p  th e o ry , w h ile  C a y l e y , on 

th e  o th e r  h an d , m ade use  o f  th ese  te rm s and h en ce  h is  e a r ly  p a p e rs  are 

m o re  d ire c t ly  a c ce ss ib le  to  w o rk e rs  in  th is  field .

1) M a th e m . A n n a le n  48, 1897, p. 548.
2) See K e m p e , T ra n s a c t io n s  of th e  R o y a l s o c ie ty  [London] 1 7 7 , 1 8 8 6 , p .  4 5 .

3) The L o n d o n , E d in b u rg h  a n d  D u b lin  p h i lo s o p h ic a l  m a g a z in e  184, 
1859, p. 34.

Note on William R. Hamilton's place in the history of abstract gronp theory. 31 5
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Anton von Brannmülil.
V o n  H e i n r i c h  W i e l e i t n e r  in  P irm a se n s .

A n t o n  von  B r a u n m ü h l  e n tstam m te ein em  a lte n  b a y risc h en  G esch le ch te . 

S e in  g le ic h n a m ig e r  Y a t e r  a b e r , e in  v ie lv e rsp re c h e n d e r  S c h ü le r  des vo n  

Könio- L u d w ig  I . vo n  B a y e r n  so b e v o rz u g te n  A rc h ite k te n  F r ie d r ic h  

von  G ä r t n e r , w ar v o n  der ru ss isc h e n  K ro n e  n ac h  T i f l i s  b eru fe n  w o rd en , 

d o rt ein  T h ro n fo lg e rp a la is  zu  e rb au en . S o  k a m  es, daß A n t o n  v o n  B r a u n 

m ü h l  in  der H a u p tsta d t T ra n s k a u k a s ie n s , am  2 2 . D ez e m b e r 1 8 5 3  (n eu en  

S t i ls ) ,  g e b o re n  w urde. S c h o n  d rei J a h r e  sp ä ter riß  e in  p lö tz lic h e r  T o d  

seinen  V a te r  im  36 . L e h e n s ja h re  m itten  au s se in er T ä t ig k e it . D ie  M u tte r  

k eh rte  m it dem  K n a b e n  n a c h  M ü n ch en  z u rü c k , das le tz te re r  n u n  n ich t 

m eh r v e r la sse n  so llte . A u c h  die M u tte r besaß  d er sc h w ä c h lic h e  K n a b e , 

d er w e g e n  fo rtw ä h re n d e r K ra n k h e it  d ie  V o lk s s c h u le  n u r g an z  k u rz e  Z e it  

b esu ch en  k o n n te , n ich t zu la n g e . Im m e rh in  stan d  sie  ih m  n o c h  a u f  der 

g rö ß eren  S tre c k e  des G y m n a s ia lw e g e s , den A . v . B r a u n m ü h l  am  K . L u d w ig s 

g y m n a siu m  d u rc h lie f, z u r S e ite . N a c h  ih re m  T o d e , der e tw a  1 0  Ja h r e  

n ach  dem  ih re s  G atten  e r fo lg te , n ah m  e in  O n k e l, n o c h  m e h r a ls  sch on  

b is dah in , s ich  des ju n g e n  M an n es an, der im  J a h r e  1 8 7 3  das G ym n asiu m  

m it seh r gu tem  Z e u g n isse  verließ .
E r  im m a tr ik u lie rte  s ich  n u n  an  d er K . U n iv e rs itä t  M ü n c h e n , hörte  

d o rt M a th e m a tik , P h y s ik  und A stro n o m ie  b e i G. B a u e r , L . v o n  S e id e l , 

P h . v o n  J o l l y , J .  v o n  L a m ont  un d  F r .  N a r r , L ite ra tu r g e s c h ic h te  bei 

M . B e r n a y s  und K u ltu rg e s c h ic h te  b ei B . R ie h l . G le ic h z e it ig  b esu ch te  er 

a ls  H o sp ita n t, w ie  das in  M ü n ch en  b ei L e h ra m tsk a n d id a te n  a u c h  heute 

n och  ü b lic h  is t ,  m ath e m a tisch  - p h y s ik a lis c h e  V o r le s u n g e n  an  d e r K . T e c h 

n isch en  H o c h sc h u le  (d a m a ls  n och  „ P o ly te c h n ik u m “  g e n a n n t) , un d  zw ar 

b e i A . B r il l , F . K l e i n , J .  N . B isc h o f f  u n d  W . B e e t z . Im  H e rb s t  1 8 7 7  

u n te rz o g  er s ich  d er P r ü fu n g  fü r  d as L e h r a m t  in  M a th e m a tik  und 

P h y s ik , d ie er g u t  b estan d  u n d , w ie  d am als  g e fo rd e r t , d u rc h  A b le g u n g  

e in er „ S p e z ia lp r ü fu n g “ , zu  d er e in e  w isse n sc h a ft lic h e  A r b e it  e in g e re ic h t 

w erd en  m u ß te , im  d a r a u f fo lg e n d e n  J a h r e  e rg ä n z te . M it d er g le ich en



A rb e it  [ 2 ] 1) p ro m o v ie r te  er am  3 . A u g u s t  1 8 7 8  an der K . U n iv e rs itä t  

und e rw a rb  d as P r ä d ik a t  „su m m a  cum  la u d e “ . U n terd essen  w a r A . v. B r a u n 

m ü h l  sch o n  im  S ta a tsd ie n ste  ve rw en d e t w o rd en  und z w ar vo m  9. N o v . 1 8 7 7  

b is 2 5 . S e p t. 1 8 7 8  a ls  A s s is te n t  am  K . R e a lg y m n a s iu m  und au sh ilfsw e ise  

im  Ja n u a r , F e b r u a r  und M ärz  des Ja h r e s  1 8 7 8  an  der K . In d u str ie sch u le  

M ü n ch en , d eren  R e k to r  K l e in f e l l e r  in  einem  glän zen d en  Z eu g n is  sch o n  

d am als ein  b eso n d ers  h e rv o rtre ten d e s  L e h r ta le n t  beton te . V o m  2 5 . S e p t. 18 7 8  

an w u rd e  A . v . B r a u n m ü h l  zum  L e h ra m tsv e rw e se r  an der d am als e in zigen  

K .  R e a lsc h u le  (je tz ig e n  L u d w ig s k re is re a ls c h u le )  ern an n t, w e lch e  S te lle  vo m  

1 .  J u l i  1 8 7 9  an in  d ie e n d g ü lt ig e  e in es K . R e a lle h re rs  u m g ew a n d e lt w urde. 

A m  1 .  Ja n u a r  1 8 8 5 ' t ra t  er an  das K .  M a x im ilia n sg y m n a s iu m  u n te r dem

T ite l  K . S tu d ie n le h re r üb er, nach d em  e r s ich  k u rz  vo rh er, am  1 1 .  J u l i  16 8 4 ,

an der K . T e ch n isc h e n  H o c h sch u le  d ie  v e n ia  le g e n d i erw o rb en  hatte.

D iese  a n stren gen d e  D o p p e ls te llu n g  a ls  M itte lsc h u lle h re r  und P r iv a t 

dozent b eh ie lt  A . v. B r a u n m ü h l  b e i b is zum  1 .  N o v . 18 8 8 , w o P ro fe sso r  

B isc h o ff  in  den R u h e sta n d  tra t, an  d essen  S te lle  d er ju n g e  G e leh rte  zum  

E x tra o rd in a r iu s  an d er K .  T e ch n isc h e n  H o ch sc h u le  e rn an n t w u rd e , m it 

dem  A u ft rä g e , ü b e r „A lg e b r a is c h e  A n a ly s is  und T r ig o n o m e tr ie “ , so w ie

ü b er „P ro je k t iv is c h e  G eo m etrie  in  sy n th e tisc h e r  B e h a n d lu n g “  zu  lesen .

D e r  1 .  J u n i  1 8 9 2  b ra ch te  ih m  d ie B e fö rd e ru n g  zum  o rd e n tlic h en  P ro fe sso r  

ohne Ä n d e ru n g  des L e h ra u ftra g e s . V o n  19 0 3 / 4  ab t ra t  e rst  h ie r in  eine 

Ä n d e ru n g  e in , indem  die a llg e m e in e  V o r le s u n g  ü b e r h ö h ere  M ath em atik  

in  4  T e ile  g e te ilt  un d  ein e V o r le s u n g  „G ru n d z ü g e  d er h ö h eren  M ath e

m a tik  fü r  Ä rc h ite k te n  und C h em ik e r“  h in z u g e fü g t  w u rd e , w e lc h e r V o r 

le su n g sk o m p le x  je tz t  den d rei O rd in arien  (W . v. D y c k , S . F in s t e r w ä l d e r  und 

v. B r a u n m ü h l ) g le ich m ä ß ig  ü b e rtra g e n  w u rd e , so daß v . B r a u n m ü h l  19 0 3 / 4  

die „G ru n d z ü g e “ , 19 0 4 / 5  „ H ö h e r e  M a th e m a tik  I . u . I I .  T e i l “ , 19 0 5 / 6  

„H ö h e re  M a th e m a tik  I I I .  u. I V .  T e i l “  la s . D a n e b e n  lie fe n  n o ch  ab w ech se ln d  

d ie  zw ei sch o n  e rw ä h n te n  V o r le s u n g e n , zu denen er 19 0 5 / 6  eine so lch e 

ü b e r „A n w e n d u n g e n  der D iffe re n tia l-  un d  In te g ra lre c h n u n g  a u f  G eo m etrie “  

fü g te . A b e r  es w a r  ih m  n ic h t  v e r g ö n n t , den d re ijä h r ig e n  Z y k lu s  ö fte r 

a ls  e in m al gan z  d u rch zu m ach en . A m  7 . M ärz  1 9 0 8  en triß  ih n  d er T od  

se in en  S c h ü le rn , se in e r F a m ilie  und d e r W isse n sc h a ft . Im  F e b r u a r  n och  

h a tte  e r s ich  m it äu ß erster A n s tre n g u n g  in  den V o rle su n g e n  a u fre c h t 

erh a lten .

Z u  d ieser ö ffen tlich en  P f lic h t tä t ig k e it  fü g te  d er V e rb lic h e n e , w ie  ja  

a lle n  L e s e rn  d ieser Z e its c h r ift  w o h lb e k a n n t i s t ,  n och  ein e se lb stg e w ä h lte , 

die ih m  in n e rlich  s ic h e r  b a ld  z u r H a u p tsa c h e  w u rd e . S c h o n  im  W in te r 
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1) Die eingeklammerten Ziffern beziehen sich auf das am Schlüsse der Ab
handlung beigefügte Verzeichnis der Veröffentlichungen A. v .  B r a u n m ü h l s .



sem ester 1 8 9 3 / 4  b eg a n n  e r e in e  e in stü n d ig e  V o r le s u n g  ü b e r  G esch ic h te  

d er M a th e m a tik , v o n  den ä lte s te n  Z e ite n  b is  z u r M itte  des Z e ita lte rs  der 

R e n a is sa n c e , zu h a lte n , d er s ich  im  W in te rse m e ste r  des d a r a u f  fo lgen d en  

Ja h r e s  e in e  e b en so lch e  an sch lo ß , d ie  d ie Z e it  vo m  B e g in n  d er R e n a issa n ce  

b is  zu r M itte  des 1 7 .  J a h r h .  um faß te . G le ic h z e it ig  b eg rü n d e te  er im  

W in te rse m e ste r  18 9 3 / 4  se in  e in z ig  d asteh en d es m a th e m a tisc h -h is to r isc h e s  

S e m in a r , d as er b is  an  se in  L e b e n sen d e  u n u n te rb ro c h e n  fü h rte  [2 2 ] .  D o rt  

h ie lt  er en tw ed er se lb s t  V o rtr ä g e , te ils  w ie s  er v o rg e rü c k te re n  T e iln e h m e rn  

T h e m a ta  z u , in  d eren  B e h a n d lu n g  Q u e lle n stu d ie n  v e r la n g t  w u rd e n . In  

d en n ä c h ste n  Ja h re n  b ild ete  s ic h  e in  S ta m m  v o n  ä lte re n  H e rre n  in  d iesem  

S e m in a r, L e h re rn  an  M ü n ch en er M itte lsc h u le n  un d A ss is te n te n  d er T e c h 

n isch en  H o ch sch u le , um  den s ich  S tu d ie re n d e  v e rsc h ie d e n e r S e m e s te r  und 

s o g a r  e in ig e  T e c h n ik e r  g ru p p ie r te n  [2 9 ] . A u f  d iese W e is e  en tstan d en  

w e rtv o lle  V e rö ffe n tlic h u n g e n  vo n  W . E n d  ü b e r d ie G e sc h ic h te  d er D e z im a l

b rü c h e , vo n  S t .  C h r z a sz c z e w sk i (sp ä te r  H a l l e r )  ü b e r D e s a r g u e s , vo n  

W . K ü t ta  ü b e r d ie G eo m etrie  m it k o n sta n te r  Z irk e lö ffn u n g . F ü llt e n  d ie  

V o r tr ä g e  d er T e iln e h m e r n ic h t das g a n z e  S e m e ste r  a u s , so e rg ä n z te  er 

d ie  L ü c k e n  se lb s t  d u rch  R e fe ra te  ü b e r e ig en e  S tu d ie n . In  d iesen  Ja h r e n  

— 1 8 9 5 / 9 6  —  h ie lt  e r  au ch  die e rste  (e in stü n d ig e ) S p e z ia lv o r le s u n g  ü b e r 

G e sch ic h te  der T r ig o n o m e tr ie , d ie  er fa s t  g a n z  au s den Q u ellen  h e ra u s  

a rb e ite te , a b e r  z u n äch st n u r b is  R eg io m o n t a n  fü h re n  k o n n te . D ie  d ire k te  

F ru c h t  d avo n  fü r  die b re ite re  Ö ffen tlic h k e it  w a re n  zw e i A b h a n d lu n g e n  

[2 7 , 2 8 ] , a u f  d ie w ir  n och  u n ten  zu sp re ch e n  k o m m en . Z u m  le tz te n  M ale  

b er ic h te te  e r ü b er se in  g e lie b te s  S e m in a r  im  Ja h r e  1 9 0 4  [4 3 ] .  D ie se s  

w a r  u n te rd e sse n  zu e in em  z w e is tü n d ig e n  a u s g e s ta lte t  w o rd e n . S e i t  18 9 9  

w a re n  Z y k le n  v o n  V o r t r ä g e n  e in g e r ic h te t , d ie zw ei S e m e s te r  um faß ten . 

D er e rste  Z y k lu s  b eh an d e lte  d ie  G e sch ic h te  d er Q u a d ra tu r  des K re is e s  von  

den ä lte s ten  Z e ite n  b is  a u f  u n sere  T a g e , d er z w e ite  d ie e rs te n  A n fä n g e  

des In f in ite s im a lk a lk ü ls , b eg in n e n d  m it d er A n t ik e  und en d ig e n d  m it  den 

E n td e c k u n g e n  v o n  N e w t o n  un d  L e ib n iz . D e r d r it te  Z y k lu s  se tz te  die 

G e sch ic h te  der D iffe re n tia l-  un d  In te g ra lre c h n u n g  v o n  L e ib n iz  u n d  N ew to n  

an  b is  a u f  G a u ss  fo r t ,  w äh re n d  d e r v ie rte  s ich  m it  d er G e sc h ic h te  der 

G eo m etrie  im  1 6 .  und 1 7 .  Ja h rh u n d e r t  un d  im  b eso n d ere n  m it  d er E n t 

s te h u n g  der a n a ly t isc h e n  G e o m e trie  b efaß te . E in  fü n fte r  Z y k lu s  en t

w ic k e lte  d ie G e sch ic h te  d er u n e n d lich e n  R e ih e n  se it  N . M e r c a t o r  und 

N e w t o n  b is a u f  u n sere  T a g e . Z u  den  sch o n  e rw ä h n te n  S c h ü le rn  kam en  

A . A . B jö r n b o , G . H e in r ic h  u n d  C. R . W a l l n e r  h in z u , d ie  m it  e igen en  

A rb e ite n  an  d ie  Ö ffen tlic h k e it  tra te n .

B e v o r  w ir  u n s zu den  w isse n sc h a ft lic h e n  V e rö ffe n t lic h u n g e n  

A . v . B r a u n m ü h l s  w e n d e n , n o c h  e in ig e  W o rte  ü b e r se in  L e b e n . D ie  

G esu n d h eit des u r s p rü n g lic h  sc h w ä c h lic h e n  K n a b e n  h a tte  s ich  offenbar

g p g  H e in r ic h  W ie l e i t n e r .
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w äh ren d  d er Jü n g lin g s ja h r e  g e k r ä ft ig t  und w ir  sehen in  dem  re ife n  M anne 

einen  au sd au ern d en  F u ß g ä n g e r  und B e r g s te ig e r , d er au ch  im  D ie n st den 

B e g r i f f  S c h o n u n g  n ic h t kan n te . L a u te n  F re u d e n  ab h o ld , h atte  er sich  

se it 1 8 7 9  e in  ru h ig e s  F a m ilie n g lü c k  g e s ich e rt, w o  er F rä u le in  F a n n y  S tölzl,  

ein er B e a m te n sto c h te r , d ie H an d  am  A ltä r e  re ich te . D re i M ädch en  en t

sp ro sse n  d iese r E h e . A b e r  n u r  zw ei erw ach sen e  T ö c h te r  tra u e rte n  an  des 

Y a te r s  B a h re . Im  B lü te n a lte r  v o n  1 7  Ja h r e n  h a tte  im  Ja h r e  1 9 0 2  der 

T o d  die jü n g s te  T o c h te r  h in w e g g e ra ift . D ies  w a r  ein  h a rte r  S c h la g  fü r  

den b is  dahin  g esu n d en  M ann. E s  is t  n ich t a u sg e sc h lo sse n , daß ein 

N ie re n le id e n , das sc h lie ß lic h  se in en  T o d  h e rh e ifü h rte , vo n  da ab  in fo lg e  

ö fte re r  G e d rü ck th e it se in e r S e e le  au ch  le ic h te r  E in flu ß  a u f  se inen  K ö rp e r  

gew an n . A n  äuß eren  E h r e n , d ie dem  V e r le b te n  z u te il w u rd e n , sin d  n u r 

se in e  A u fn a h m e  in  d ie L e o p o ld in isc h -K a ro lin isc h e  A k a d e m ie  ( 1 8 9 7 )  und 

die V e r le ih u n g  des V erd ien sto rd e n s  vo m  hl. M ich a e l I V . K la s se  ( 19 0 4 )  

zu  erw äh nen . D ie  g rö ß te  E h r u n g  a b e r , die ein em  L e h re r  w id e rfa h ren  

kan n , das is t  die A n h ä n g lic h k e it  un d  D a n k b a rk e it  se in er S c h ü le r. H ieran  

h a t es v. B r a u n m ü h l  n ie  g e fe h lt , e b e n so w e n ig , w ie  an  dem  V e rtra u e n  

un d  d er F re u n d s c h a ft  d er K o lle g e n , d ie dem  sch on  n ich t m eh r a u f der 

H ö h e  d er L e is tu n g s fä h ig k e it  steh en d en  M anne 1 9 0 4 — 1 9 0 7  das a rb e its 

re ich e  A m t des V o rsta n d e s  d er A llg e m e in e n  A b te ilu n g  der K . T ech n isc h en  

H o ch sch u le  ü b ertru gen .

Ü b erb lick en  w ir  nu n  d ie  R e ih e  der V e rö ffe n tlic h u n g e n  des D a h in 

g e g a n g e n e n , so sind d iese se h r le ic h t  zu k la ss ifiz ie re n . S e in e  ersten  

A rb e ite n  b eziehen s ich  m it e in er A u sn a h m e  1 6] d u rc h w e g  a u f  die D iffe re n tia l

ge o m e trie  der g eo d ätisch en  L in ie n  [ 2 — 5 , 8— 10 ] ,  denen er au ch  d u rch  

M od elle  A n sc h a u lic h k e it  v e r lie h  [ 1 ,  7 ]. U m  d iese  L in ie n  a u f  b e lie b ig e  

E r s t r e c k u n g  h in  re c h n e risc h  zu v e r fo lg e n , b ed u rfte  e r  der e llip tisch e n  und 

h y p e re llip tisc h e n  T ran szen d en ten , und e r e rw e ite rte  h ie r  in sb eso n d ere  das 

F o rm e lsy s te m  fü r  T h e ta fu n k tio n e n  m it g e b ro ch e n e n  C h a ra k te r is t ik e n  [ 1 1  — 1 4 ] .  

M it d iesen  A rb e ite n , a u f  d ie w ir  h ie r  n ich t n ä h e r e in geh en  w o lle n , is t  um  

1 8 9 0  die re in  m ath em atisch e  P e r io d e  a b g e sc h lo sse n . V o n  d a  ab  is t  a lle s  

W e ite re  en tw ed er b io g ra p h isc h  o d er h is to r isc h , und z w a r b e sc h rä n k te  sich  

d iese  A rb e its r ic h tu n g  n ich t a u f  d ie re in e  M a th e m a tik , so n d ern  um faß te  

m it  d ie A stro n o m ie , ü b er d ie A . v. B r a u n m ü h l  im  M ü n ch en er V o lk s h o c h  - 

sc h u lv e re in  g e le g e n tlic h  auch  ein en  Z y k lu s  v o n  6 V o rtr ä g e n  h ie lt. D ie se r  

Z u g  h a t se in e  S tu d ie n  zu r G e sch ic h te  d e r T r ig o n o m e tr ie  se h r g ü n s t ig  

b ee in flu ß t, in  der m an b is d a h in , w ie  e r se lb s t  s a g t  [ 2 9 ] ,  den  a s tro 

n o m isch e n  W e rk e n , die o ft  die e in z ig e  Q u elle  d a rste lle n , zu w e n ig  B e 

a c h tu n g  g e sc h e n k t  h atte .

S e in e  e rste  b io g ra p h is c h -h is to r is c h e  A r b e it  ü b e r den im  b a y r isc h e n  

S c h w a b e n  g e b o re n e n  Je s u ite n  C h r is t o p h  S c h e in e r  [ 1 7 ] ,  kam  a ls  2 4 . B ä n d 



ch en  der v o n  A . v. B r a u n m ü h l s  K o lle g e n  K . v. R e in h a r d s t o e t t n e r  und 

dem  M ü n c h en er A r c h iv a r  und L o k a lfo r s c h e r  K .  T r a u t m a n n  b eg rü n d e te n  

B a y e r i s c h e n  B i b l i o t h e k  h e ra u s. S ie  b o t dem  V e r fa s s e r  g le ic h  G e

le g e n h e it  ge n u g , s ich  m it  a s tro n o m isc h -h is to risc h e n  F r a g e n  zu b esc h ä ftig e n , 

h ie r  in sb eso n d ere  m it  d er E n td e c k u n g  d er S o n n e n fle c k e n . M it g ro ß er 

O b je k t iv itä t  e rk en n t er G a l il e i die P r io r itä t  v o r  S c h e in e r , le tz te re m  die 

U n a b h ä n g ig k e it  z u , J o h a n n  F a b r ic iu s  a b e r  d ie P r io r it ä t  der V e rö ffe n t

lich u n g . D a s  B ü c h le in  z e ig t  sch o n  e in en  der H a u p tv o rz ü g e  se in es V e r 

fa sse rs”  a u fs  d e u tlic h s te : d ie  F ä h ig k e i t ,  e in  g e w a lt ig e s  M a te r ia l k la r  zu 

ü b erseh en  und die E r g e b n is s e  u n te r B e is e ite sc h ie b u n g  a lle s  S e k u n d ä re n  

a u f  k n a p p e m  R a u m e  le ic h t  le s b a r  d a rz u ste lle n  M it d ie se r  A r b e it  in  

en gem  Z u sa m m en h ä n g e  stehen  zw ei k le in e re  N o tiz e n  ü b e r d ie  E n td e c k u n g  

der So n n e n fle ck e n  [ 1 5 ,  2 0 ] , d ie A . v. B r a u n m ü h l  b a ld  d a r a u f d u rc h  die 

V e rö ffe n t lic h u n g  ein es in  d er M ü n ch en er U n iv e rs itä ts b ib lio th e k  a u f

g e fu n d en en  B e o b a c h tu n g sm a te r ia ls  [ 2 1 ]  w e se n tlic h  e rg ä n z e n  k o n n te . D u rc h  

den le tz te re n  F u n d  w u rd e  es au ch  fa s t  s ic h e r g e s te llt , daß S c h e in e r , e r

b itte rt  d u rch  die h e ft ig e n  und u n g e re c h te n  A n g r iffe  G a l il e is  g e g e n  

ih n , w irk lic h  die R o lle  des A n z e ig e rs  in  je n e m  u n se lig e n  P ro z e sse  g e g e n  

den gro ß en  F o rs c h e r  g e s p ie lt  h a t, dem  A . v. B r a u n m ü h l  um  d iese lb e  Z e i t  

ein e e ig en e  M o n o g ra p h ie  w id m e te  [ 1 9 ] .
N ich t w eit ab von G a l i l e i  lieg t eine biographische Skizze über 

N i k o l a u s  C o p p e r n ic u s  [ 2 4 ] ,  in der das historische M oment stark hervor
tritt, und eine geschichtliche Darstellung der Theorien über die E ntstehung  
des Sonnensystem s [3 1 ], die sich wieder durch ruhige Sachlichkeit be
sonders auszeichnet. Scharf charakterisiert dort v . B r a u n m ü h l  den tief
greifenden Unterschied zwischen der KANTSchen und der LAPLACESchen 
Hypothese, die eigentlich nur die B u f f o n  angehörige Idee der E inheit der 
W eltm aterie gem einsam  hätten , geht dann genauer auf L o c k y e r s  K os- 
m ogonie ein und auf die M odifikationen, die G. H. D a r w i n  an dieser 
Theorie anbrachte, um sie m it der LAPLACESchen in E ink lang zu bringen. 
Für letztere tritt er selbst lebhaft ein, nicht ohne auf die M öglichkeit 
ihrer Ersetzung durch eine andere, bessere h inzuw eisen , aber erst, wenn 
die Grenzen unseres Erkennens noch w esentlich weiter hinaus gerückt 

würden.
E in e  R e ih e  v o n  N e k r o lo g e n  in  B e t t e l h e im s  B i o g r a p h i s c h e m  J a h r 

b u c h  a u f in  d er N e u z e it  v e rs to rb e n e  M a th e m a tik e r  u n d  P h y s ik e r ,  w ie 

F ra n z  N e u m a n n  u n d  C h r is t ia n  W i e n e r  [ 2 6 ] ,  d essen  w e n ig  b ek an n tes, 

p h ilo so p h isc h e s  W e r k  D ie  G ru n dzü ge der W elto rdn u n g  ( 1 8 6 3 )  b eson ders 

h e rv o rg e h o b e n  w ird , a u f  se inen  K o lle g e n  L . S o h n c k e , a u f  K . W e ie r st r a ss  

u n d  L .  v . S e id e l  [ 3 2 ] ,  d ann  n och  a u f  S .  L i e  [ 3 6 ]  sch lie ß e n  s ic h  h ie r  an. 

Ü b e ra l l n im m t d er V e r fa s s e r  V e ra n la s s u n g , d ie E ig e n s c h a fte n  v o r  allem

g 9 Q H e in r ic h  W ie l e i t n e r .



^ntoii von Braunmühl. 321

h erau szu h eben , die ih n  se lb st  am  m eisten  z ie rte n , die Z u rü c k h a ltu n g  und 

N e id lo s ig k e it  des F o rsc h e rs  und die F ä h ig k e it ,  S c h ü le r  zu fesse ln . „ A l le  

S c h ü le r  h in gen  m it u n b e g re n z te r L ie b e  un d  V e re h ru n g  an dem  M eiste r“ , 

sa g t  er bei W e ie r s t r a s s  g le ic h sa m  v o n  s ich  se lbst. N u r  b ei S . Lie fe h lt  

ein  so lch e r H in w e is. A u s  fre u n d sc h a ft lic h e r  Z u n e ig u n g  en tstan d  d er N a c h 

r u f  fü r  den K o lle g e n  L . M u g g e n t h a l e r  [ 2 5 ] ,  einem  F e s tv o r t r a g  zum  

3 0 . S t iftu n g s fe s t  des A k a d e m isc h -m a th e m a tisc h e n  V e re in s  M ü n ch en , am  

2 8 .  J u n i  1 9 0 7 ,  d an k t d ie S k iz z e  ü b e r E u l e r  [ 4 5 ] ,  A . v. B r a u n m ü h l s  le tzte  

V erö ffe n tlic h u n g , ih re  E n ts te h u n g . A u c h  h ie ra u s  m ö ch ten  w ir  d ie B e 

m e rk u n g  an füh ren , daß E u l e r  stets le h re n  un d a ls  L e h r e r  v e rsta n d e n  sein  

w o llte  und ihm  a lle s  Ü b e rra sch e n - und V erb lü ffe n  w o lle n  fe rn g e le g e n  sei.

W en n  w ir  nu n  zu den e ig e n tlic h  h is to r isch e n  A rb e ite n  ü b e r

geh en , so is t  a ls  e rste  d ie au sgeze ich n ete  S tu d ie  ü b e r o rg a n isch e  K u r v e n 

erzeu gu n g  [ 1 8 ]  zu e rw äh n en , d er ein e N o tiz  ü b e r  d ie ersten  K e g e ls c h n itt

z irk e l [ 1 6 ]  v o ra u sg e g a n g e n  w ar. D ire k t  v e ra n la ß t je d e n fa lls  d u rch  die 

A u ss te llu n g  vo n  M o d ellen  un d  In stru m e n te n , d ie d ie D eu tsch e  M a th e 

m a tik e rv e re in ig u n g  g e le g e n tlic h  ih re r  Ja h re s v e rsa m m lu n g  1 8 9 2  in  M ü n ch en  

v e ra n sta lte te , steh t d ie  A b h a n d lu n g  a u c h  m it  d er ScH EiN ER biographie in  Z u 

sam m en h an g  d u rch  einen v o n  d iesem  G ele h rte n  zum  Z eich n e n  d er S c h a tte n 

k u rv e n  k o n stru ierte n  K e g e ls c h n ittz irk e l, d essen  G ru n d id ee  a lle rd in g s  sch o n  

v o n  dem  V en e tia n e r  F . B a rozzi ( 1 5 6 6 )  und den A ra b e rn  b en u tzt w o rd en  

w ar. D er B e r ic h t  v. B r a u n m ü h l s  is t  n a tü r lic h  m eh r m ath e m a tisch  a ls  

te c h n isc h , er b esp r ic h t au ch  die E in te ilu n g  d er K u r v e n  b e i den A lte n  in  

eben e, k ö rp e rlic h e  und lin e a re  Ö rte r , d ie  K r i t ik  d ieser E in te ilu n g  d u rch  

D e sc a r tes u n d den E in flu ß  d er E n td e c k u n g  d er a n a ly tisc h e n  G eo m etrie , 

so w ie  der In fin ite s im a lre c h n u n g  a u f  d ie K o n s tru k t io n  a lte r  u n d  n e u er 

K u rv e n . D ie  d o p p e lte  E r z e u g u n g  d er z y k lo id a le n  K u rv e n  ( d e  L a h ir e  16 9 9 ) ,  

E v o lu te n  und E v o lv e n te n , T ra k to r ie n , T s c h ir n h a u s’ F o k a lk u rv e n , d ie K a r-  

d io id e, d ie  lo g a r ith m isc h e  L in ie  un d  v ie le  an d ere  sp e z ie lle  K u r v e n  tre te n  auf. 

D e r  A u fsa tz  sch ließ t m it der B e s p re c h u n g  v o n  N e w to n s  E n u m era tio  ( 1 7 0 4 ) ,  

m it M a c l a u r in s  und B r a ik e n r id g e s  E r z e u g u n g s w e ise n , m it d er sa u b e re n  

T re n n u n g  vo n  G eo m etrie  und M ech an ik  d u rch  d ’A l e m b e r t  und E u l e r .

U m  d iese Z e it , oder w e n ig  sp ä ter , m uß v . B r a u n m ü h l  den P la n  g e fa ß t 

h ab en , ein e G esch ic h te  d er T r ig o n o m e tr ie  zu sch re ib e n . D e r  e rs te  ö ffe n t

lic h e  H in w e is  a u f  das zu erw arten d e  W e r k  fin d et s ich  in  d er M itte ilu n g  [2 2 ]  

im  J a h r e  1 8 9 5 .  E s  e rsch ien  eine R e ih e  v o n  E in z e lu n te r s u c h u n g e n , in  

d eren  M itte  d ie zw ei g ro ß e n  A u fsä tz e  [2 7 , 2 8 ] d er L e o p o ld in is c h - K a r o -  

lin isc h e n  A b h a n d lu n g e n  vo n  1 8 9 7  stehen . S ie  w erd en  fla n k ie r t  vo n  

k le in e re n  N o tiz e n  ü b er d ie p ro sth a p h ä re t isc h e  M eth od e  [ 2 3 ,  3 3 ]  un d  das 

sp h ä r isc h e  P o la rd re ie c k  [3 0 ] , d ie s ich  a lle  n o c h  a u f  d ie  Z e it  v o r  E r f in d u n g  

d er L o g a r ith m e n  b ezieh en . D a s  w a r  au ch  die G ren ze , d ie  s ic h  d er V e r -
B ibliotheca M athem atica. ITT. Folge. XL 21
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fa s s e r  in  dem  1 9 0 0  e rsch ie n e n e n  e rste n  B a n d  se in es W e rk e s  [ 3 4 ]  steck te . 

I n  den B eiträgen  zu r  Geschichte der T rigon om etrie  [ 2 7 ]  w a n d te  v. B r a u n 
m ü h l  h a u p ts ä c h lic h  d er v o n  den  H is to r ik e rn  v o rh e r  z ie m lich  v e rn a c h 

lä s s ig te n  g ra p h isc h e n  M eth o d e  se in  A u g e n m e rk  zu  die in  dem  A n a le m m a  

des P t o l e m A u s  w u rz e lte  u n d  d eren  K e rn  d a r in  b e s ta n d , daß m an  die 

H im m e lsk u g e l a u f  d rei zu e in a n d e r se n k rec h te  E b e n e n : d ie  M erid ian eb en e , 

d ie  H o rizo n teb e i e und die E b e n e  des e rsten  Y e r t ik a ls  o r th o g o n a l p r o ji

z ierte . D ie  V e rw e n d u n g  un d  U m fo rm u n g  d ieser M eth o d e b e i den  G rie c h e n , 

In d e rn  un d  A ra b e rn  w ird  a u s fü h r lic h  d a rg e le g t . V o n  g ro ß e r  W ic h t ig k e it  

is t  d er d a ra u s  h e rv o rg e h e n d e  N a c h w e is , daß e n tg e g e n  d e r M e in u n g  vo n  

D e l a m b r e ,  H a n k e l  un d  C a n t o r  d ie A r a b e r  k e in  R e c h e n v e r fa h re n  z u r U m 

fo rm u n g  tr ig o n o m e tr isc h e r  A u sd rü c k e  h a tte n , so n d e rn  daß sie  a lle s  m itte ls  

der g e sc h ild e rte n  P ro je k tio n sm e th o d e  a b le ite te n , die ü b e ra ll d en  zw eiten  

H a u p tsa tz  d e r s p h ä r isc h e n  T r ig o n o m e tr ie  e rse tz te . S o  k a m  es a u c h , daß 

d ieser S a tz , der in  d u n k le r  F o rm  sch on  b ei A l B a t t A n i  v o rk o m m t, e rs t  

v o n  R e g i o m o n t a n ,  d er ein e m itte la lte r lic h e  la te in isc h e  Ü b e rs e tz u n g  v o n  

A l B a t t a n i s  W e r k  ü b e r d ie B e w e g u n g  d er S te rn e  m it e in em  K o m m e n ta r  

v e rsa h  ( 1 5 3 7  n a c h  dem  T o d e  R e g i o m o n t a n s  e rsch ie n e n ) a ls  e in  fü r  je d e s  

D re ie c k  g ü lt ig e r  S a tz  h e ra u sg e sc h ä lt  w u rd e . D ie se  T a ts a c h e  w a r  b is  

d ah in  n ic h t g e n ü g e n d  g e w ü rd ig t  w o rd en .

R e g i o m o n t a n  w a r  ü b e rh a u p t d e r e rs te , d er e rk a n n te , daß s ich  a lle  

t r ig o n o m e tr isch e n  P ro b le m e  a u f  eb en e  o d er sp h ä r isc h e  D re ie c k sa u fg a b e n  

z u rü c k fü h re n  la ssen . D a s  w ird  in  dem  z w e ite n  d er g rö ß e re n  A u fs ä tz e  [2 8 ]  

n ä h e r  a u s g e fü h rt , d er e in en  V e r g le ic h  z w isch e n  d iesem  g ro ß e n  R e o r g a n i

s a to r  des W e ste n s  g ib t  m it  dem  eb en so  g ro ß e n , u m  e tw a  2 0 0  Ja h r e  

frü h e ren , des O sten s: N a s I r  E d d i n  Tüsi. D ie  b e id en  W e rk e  D e tr ian gu lis  
om nim odis lib r i quinque  un d  d as SchaM  a l K a t ta  w e rd e n  e in a n d e r g e g e n 

ü b e rg e ste llt  un d  n a c h  In h a lt  un d  M eth od e  g e g e n e in a n d e r  a b g e w o g en , 

n aeh d em  die U n a b h ä n g ig k e it  des D e u tsc h e n  vo n  dem  A r a b e r  s ic h e r  g e s te llt  

w u rd e . D a s  le tz te re  W e r k  w ird  a ls  das e rs te , v o n  A s tro n o m ie  fre ie , rein  

sy ste m a tisc h e  L e h rb u c h  d er T r ig o n o m e tr ie  h in g e s t e l lt ,  in  E r f in d u n g  und 

D a rs te llu n g  den „ f ü n f  B ü c h e rn “  R e g i o m o n t a n s  v ie lfa c h  ü b e r le g e n , d ie h in 

g egen , L e h r -  und Ü b u n g sb u c h  zu g le ic h e r  Z e it , v o n  e in e r  w e it  größ eren  

W irk s a m k e it  se in  k o n n ten , da ih r  V e r fa s s e r  an  d ie p ra k t is c h e n  A u fg a b e n  

w ir k lic h  h e ra n tra t. N a s i r  E d d i n  c h a ra k te r is ie re  so den A b sc h lu ß  einer 

b ere its  fe r t ig e n  E n tw ic k lu n g s s tu fe , R e g i o m o n t a n  a b e r  b e d e u te  den  B e g in n  

e in er n eu en  P e rio d e .

In  dem  k le in e re n  A u fsa tz e  [ 2 3 ]  w ird  z u e rst  g e z e ig t , daß  d ie  p ro sth a- 

p h ä re tisc h e  M eth o d e den  A r a b e r n  d u rch a u s b e k a n n t g e w e se n  se i, daß sie 

d iese lb e  ab er eben  n ic h t fo rm e lm ä ß ig  ve rw e n d e te n  (e in e  A n d e u tu n g  e rs t  bei 

I b n  J u n o s  (•[ 1 0 0 8 ) ) ,  so n d e rn  aus ih re r  dem  A n a le m m a  en tn o m m en en



Projektionsfigur entnahmen. Im Abendlande sei aber Johannes W e r n e r  
(f  1528) aus Nürnberg der erste gewesen, der die prosthaphäretischen 
Formeln zuerst aufgestellt habe. Hierfür wird das Zeugnis des Heidel
berger Professors J. Chiiistmann angeführt, da W e r n e r s  5 Dreiecksbücher 
damals noch verschollen waren.1) Im zweiten Aufsatze über diese Methode 
[33] wird ihre Wiederentdeckung und Verwendung durch T ycho B ra h e  und 
P a u l W it t ic h  (um 1580) geschildert, die Beweise B ü rg is und die durch 
diesen und M elc h io r  J o e s t e l  an der Methode angebrachten Verbesserungen 
besprochen. Wie schwer sich die Astronomen auch nach Erfindung der 
Logarithmen von der liebgewordenen Methode trennten, wird gezeigt, 
indem der Verfasser nachweist, daß sie 1634 und 1636 noch benutzt und 
ausführlich gelehrt wurde. Bezüglich des sphärischen Polardreiecks wies 
v. B raunm ühl durch eine eingehende Analyse der hierauf bezüglichen Aus
führungen bei V ie ta  nach, daß dieser zweifellos schon 1593 den Zu
sammenhang zwischen sphärischem Dreieck und Supplementardreieck klar 
durchschaute, und daß nur seine Neigung, neue Entdeckungen in mög
lichst rätselhafte Form zu kleiden, diese Tatsache verdunkelt habe.

Dies sind auch die wesentlichsten Punkte, in denen die Darstellung' Ö
der Geschichte der Trigonom etrie im I. Bande der v. BRAUNMüHLschen Vor
lesungen [34] von der bis dahin üblichen Auffassung abwich, wie der Ver
fasser selbst im Vorw ort andeutete. Durch genaue Quellenvergleichung 
wurden natürlich auch viele kleinere Einzelheiten sichergestellt oder 
berichtigt, w orauf wir h ier nicht eingehen können.

Schon 3 Jahre nach dem Erscheinen des ersten Bandes kam der 
zweite heraus [40], so daß nur wenig Vorarbeiten inzwischen veröffent
licht werden konnten. Von großem Interesse bleibt aber auch neben 
dem fertigen Buche die Abhandlung über die Entwicklung der Zeichen- 
und Formelsprache in der Trigonometrie [35], in der von den ersten 
Abkürzungen an (nämlich sin l m arcus für sin und sin 2m arcus für cos), 
die der Verfasser in der von M a u ro lico  1558 herausgegebenen Sphärik 
des M en ela o s fand, bis zu der einheitlichen Bezeichnungsweise E u le r s  all 
die vielen Stufen beschrieben sind, die durchlaufen werden mußten, oder 
wenigstens durchlaufen wurden, bevor die Terminologie eine feste wurde 
Einschlägig sind außerdem noch zwei Arbeiten. In der einen [38] weist 
v. B rau nm ühl nach, daß de M oivre seinen Satz nicht erst 1730 in den 
Miscellanea analytica, sondern, wenn auch noch etwas dunkler, schon 1707 
und 1722 in den P h ilo so p h ic a l tra n s a c t io n s  angegeben, ihn aber in 
der allgemeinsten Weise, der nur die durch E u le r  üblich gewordene
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1) Die H andschrift der WEitNEKSchen A rbeit wurde von A. A Björnbo 1902 
wiedergefunden und 1907 zum Abdruck gebracht.

21*
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Form noch fehlte, erst in den P h ilo so p h ic a l t ra n s a c tio n s  für 1738 
begründet habe. Die andere Arbeit macht zunächst verschiedene Werke 
namhaft, in denen die sogenannten MoLLWEiDESchen Gleichungen lange vor 
M o llw e id e  (1808) auch der Form nach genau enthalten sind, und der 
Verfasser findet als ersten Autor F. W. O ppel (1746) für beide, während 
die eine schon bei N ew to n  (1707) vorkommt. O ppel hat auch, wie im 
zweiten Teile derselben Arbeit gezeigt wird, als erster die Hauptsätze der 
sphärischen Trigonometrie aus dem umgelegten Netz des Dreikants abge
leitet, nachdem für den Kosinussatz dasselbe schon von J. C a sw e ll (um 
1690) geleistet worden war. O ppel habe auch hervorgehoben, daß aus 
Sinus- und Kosinussatz alle übrigen Formeln hervorgingen, und gezeigt, 
wie man zu jeder von ihnen mittels des Supplementardreikants die rezi
proke finden könne. A. v. B eaunm ühl hat aber in dem zweiten Bande 
der Vorlesungen nicht, wie fast alle Historiker, an der Schwelle des 
19. Jahrhunderts haltgemacht, sondern ist mutig darübergeschritten und 
hat die Geschichte der Trigonometrie bis zum Abschluß des Manuskriptes 
hin weitergeführt. Freilich klagt er im Vorwort, daß dies nur habe ge
schehen können unter beständigem Kampf mit der Fülle des ins Enorme 
gewachsenen Stoffes, da die Trigonometrie im Laufe der Zeit mit einer 
ganzen Reihe anderer mathematischer Wissensgebiete in engste Fühlung 
getreten sei. Und er sagt, es sei dies überhaupt nur möglich gewesen, 
indem er nach subjektivem Empfinden eine gewisse Grenze gezogen habe. 
Wiederum zeigt sich so bei diesem Bande, der doppelt so umfangreich 
leichter zu schreiben gewesen wäre, die große Kunst des Meisters in der 
Beschränkung.

Um bei der Trigonometrie zu bleiben, sei gleich hinzugefügt, daß, 
als M. C a n to e  sich an schickte, seinen dreibändigen Vorlesungen einen 
vierten (Sammel-)Band, der von 1759 bis 1799 reichen sollte, nachfolgen 
zu lassen, natürlich A. v. B eaun m ü hl den Abschnitt: Trigonometrie, Poly- 
gonometrie und Tafeln [44] übernahm. Dieser Abschnitt enthält ja be
greiflicherweise, da er sichtlich schon 1904 verfaßt wurde, nichts wesent
lich Neues; doch wurden z. B. die Gesamtleistungen J. H. L am beets und 
die Beziehungen zwischen Kreis- und Hyperbelfunktionen in gerundeterer 
Form dargestellt und auch manche Einzelheiten verbessert.

Außer diesen trigonometrischen Arbeiten hat v. B eau nm ühl noch 
drei andere mathematisch-historischen Inhalts veröffentlicht. Die eine 
bezieht sich auf die Geschichte der Interpolationsformeln [37]. Zwar 
hatte hier schon G. E n esteöm  die Haupttatsachen bis 1715 klargelegt.1)

1) Differenskalkylens historia I. U p s a la  u n iv . ä r s s k r .  1879. Ygl. auch die 
Notes historiques sur la formule générale d’interpolation de N e w t o n  von P. M an sio n  
und G. E n e s t r ö m ;  B ib l, m a th . 1886, Sp. 141—144.
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Diese Abhandlung war aber wenig gelesen worden, so daß v. B raunm ühl 
auf Grund eigener Forschungen die ENESTRöMSchen Resultate bestätigte 
und erweitert darlegte. Es handelte sich vor allem um den Nachweis, 
daß weder S t ir l in g  noch C otes eigene Interpolationsform eln jem als auf
stellten, sondern daß beide nur solche Form eln m itteilten und bewiesen, 
die schon N ew to n  angehören. Und zwar hat N e w to n  allein deren sechs 
gegeben, zwei, die gewöhnlich nach ihm benannt werden, in den Principia 
(1687), vier andere in der Metliodus differentialis (1711). U nter den 
letzteren befinden sich die zwei für die sog. Interpolation aus der Mitte, 
die schon E. W arin g  (1779) fälschlich S t ir l in g  zuschrieb. Alle ge
nannten Autoren neben anderen befaßten sich aber nur m it dem Beweise 
der ersten zwei NEWTONschen Formeln. E rs t T heoph. W a lz  gab, wie 
v. Braunm ühl weiter ausführt, 1745 und 1746 Beweise für die vier ersten 
NEWTONschen Formeln und 1758 ganz ähnlich Ch. W a lm esley . Zum 
Schlüsse weist der Verfasser auf die „interessante Tatsache“ h in , daß die 
sog. LAGRANGEsche Interpolationsform el bereits 1779 von E. W a rin g  ge
geben worden sei, sogar m it H erleitung, die bei L agran ge  fehlt.

Eine zweite Abhandlung [41] beschäftigte sich mit der Behandlung 
der sog. trinomischen Integrale '

für n =  0, 1, 2, 3 und Z  =  e 4- fz*i +  g z2r> durch N ew to n  (1671 und 
1704), der sich damit begnügte, gewisse Flächenstücke von Ellipsen oder 
Hyperbeln anzugeben, die durch sie ausgedrückt werden. Die Quadratur 
dieser Flächenstücke setzte er entweder als geometrisch bekannt voraus, 
oder er dachte sie sich durch die von ihm gelehrte Methode der Reihen
entwicklung geleistet. R o g er  C otes ging einen bedeutenden Schritt weiter, 
indem er solche Integrale auf logarithmische und Kreisfunktionen zurück
führte und sie so direkt der rechnerischen Behandlung mit logarithmisch- 
trigonometrischen Tafeln zugänglich machte (1714). Insbesondere fanden 
sich im Nachlaß von C otes weitere Materialien, auch für etwas allge
meinere Klassen von Integralen, die R. Sm ith in der Harmonia mensu- 
rarum (1722) zu einer Sammlung von 94 Integraltafeln ausbaute, von 
denen 6 sich auf trinomische Integrale bezogen. Es ist bekannt, daß 
C otes in der Harmonia mensurarum jene später nicht-euklidisch genannte 
Maßbestimmung einführte, und daß in derselben Schrift die fundamentale 
Beziehung

(2) e'V =  cosqp 4- i sinqp

( 1)
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auftritt Der Verfasser gibt genauere Ausführungen über den Gedanken
gang C o tes’ und den Zusammenhang mit den in Rede stehenden Integralen.

Mit der letzten hier zu besprechenden Abhandlung [42] trat 
y. B rau n m ü h l eigentlich zum erstenmal persönlich in die Öffentlichkeit, 
indem er auf dem III. Intern. Mathematiker-Kongreß üher das erste Auf
treten einer PFAFFSchen Differentialgleichung-

IS) 2 dx  — dz +  xd y  =  0

in N e w to n s  Methodus fluxionum (verfaßt um 1670/71) und über das 
erste Vorkommen von partiellen Differentialgleichungen vortrug. N ew ton  
hatte den Charakter der Gleichung (3) ganz richtig erkannt und angegeben, 
daß zwischen zweien der Variablen, etwa x  und y, eine ganz beliebige 
Relation angenommen werden müsse. Nur war ihm, mangels einer 
Punktionsbezeichnung, die allgemeine Durchrechnung noch unmöglich und 
auch an eine geometrische Interpretation konnte er sich nicht wagen. 
Die erste partielle Differentialgleichung stieß E u le r  auf, da er (1740) 
die Differentialgleichung

(4) dz  +  P d x  =  0

durch einen Multiplikator R  zu einer Totalen zu machen suchte. Er 
erhielt in unserer Schreibweise die Gleichung

/c \ dB P8B . BdF
W  dx ~  dz +  dz ’

und löste sie gleich in der heute noch üblichen Weise. Auf diese Fest
stellung folgen noch weitere Bemerkungen über die systematische Be
handlung der partiellen Differentialgleichungen durch d ’ALEMBERT, E u le r  
und L ap lace .

Der Heidelberger Kongreß hatte auf v. B rau n m ü h l einen so guten 
Eindruck gemacht, daß er beschloß, auch den nächsten Internationalen 
Kongreß im Jahre 1908 in Rom zu besuchen. Aber als am 6. April 
dieses Jahres der Sindaco von Rom, Herr E r n s t  N a th a n , die Erschienenen 
im Konservatorenpalaste begrüßte, da lag v. B rau n m ü h l schon seit 
4 AVochen unter dem kühlen Rasen. Manche Pläne waren mit ihm ins 
Grab gesunken. So hatte er mit der Verlagsbuchhandlung Vieweg und 
Sohn in Braunschweig wegen einer Geschichte der Differentialgleichungen 
abgeschlossen. Aber eine bedeutende, wenn auch unvollendete Arbeit 
fand sich noch in seinem Nachlasse. Schon 1902 las man auf dem Vor
satzpapier der ersten Auflage des Bändchens Niedere Analysis, I. Teil, 
von H. S ch u b ert, daß für die „Sammlung S c h u b e r t“ auch eine Geschichte 
der Mathematik von A. v. B rau n m ü h l und S. G ü n th er  in Aussicht ge
nommen sei. Die beiden befreundeten Gelehrten hatten vereinbart, diese
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Arbeit auf zwei Bände der Sammlung zu verteilen, so zwar, daß S. G ünther  
die ältere Geschichte bis zum Auftreten D e sc a r te s ’ und des Infinitesimal
gedankens, A. v. B raunm ühl aber die neuere Entwicklung, abschließend 
mit dem 18. Jahrhundert, in Angriff nehmen sollte. Erst im Jahre 1908 
erschien G ü n th ers Band, und ein eigentümlicher Zufall wollte es, daß sein 
Verfasser die Sendung vom Verleger gerade am Todestage des Freundes er
hielt. Die Durchsicht des Nachlasses ergab nun, daß der Verewigte schon 
größere Teile seiner Arbeit ausgearbeitet hatte, insbesondere die Kapitel 
Arithmetik, Algebra, Zahlentheorie, Infinitesimalrechnung und Differential
gleichungen. Ganz fehlten noch Geometrie und Trigonometrie, ferner Deter
minanten, Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Differenzen
rechnung, Interpolation und Variationsrechnung. Aber auch in dem Vor
handenen klafften noch Lücken. Z. B. fehlten die höheren Transzendenten 
und bestimmten Integrale und (außer in der Algebra) die Untersuchungen 
an komplexen Veränderlichen. Außerdem stak noch alles voll von 
Zetteln mit Verweisungen auf Literatur, Andeutungen zu weiteren Aus
führungen usw. So erhielt ich das hinterlassene Manuskript, um es zu 
ergänzen und für den Druck zu bearbeiten. Diese Bearbeitung [46] ist 
vor kurzem erschienen.

Ich hatte nicht den Vorzug, v. B raunm ühls Schüler zu sein und habe 
eigentlich nicht in persönlicher Beziehung zu ihm gestanden.1) Allein 
zufolge der letzten Arbeit wurde ich mittelbar durch den jetzt Ent
schlafenen in ein Gebiet eingeführt, dessen Wichtigkeit ich, besonders 
als Lehrer, nie verkannte, dessen Reize aber erst offenbar werden, wenn 
man sich näher mit ihm beschäftigt. In diesem Sinne darf ich v. B ra u n 
m ühl meinen Lehrer nennen, und habe deshalb gerne durch einen Nachruf 
meinem Danke Ausdruck geben wollen.

Verzeichnis der Veröffentlichungen A. v. Braunmühls.
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(1896) an bis 43 (1907).

ggQ H e i n r i c h  W i e l e i t n e u :  Anton von Braunmühl.
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Kleine Mitteilungen.
Kleine Bemerkungen zur letzten Auflage1) von Cautors 

„Vorlesungen über Geschichte der Mathematik“.
Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der „Vorlesungen1 

B M  =  B i b l i o t h e c a  M a t h e m a t ic a .

l s : 12, 15, 22, siehe BM  8 3, 1907/8, S. 61.

13 :3 0 . Herr C an tor behandelt die Frage, ob die Babylonier eine Null 
besaßen und bemerkt dabei: „eine Null, das ist ja  ein Symbol fehlender Ein
heiten“. Allerdings k an n  man Null auf diese Weise definieren, aber dann sollte 
man entweder überall dieselbe Definition benutzen oder wenigstens an den 
Stellen, wo man dem Worte Null eine andere Bedeutung gibt, diesen Umstand 
d e u tlic h  angeben. Aber Seite 128 behauptet Herr C antor ausdrücklich, daß 
in den astronomischen Werken des P to lem äu s nicht von einer Null die Eede 
ist, obgleich bei P to lem ä u s bekanntlich gerade o als Symbol fehlender Ein
heiten vorkommt (siehe z. B. Syntaxis mathematica, ed. J. L. H e i b e r g  2, 
Leipzig 1903, S. 216— 219 und die Tafel S. 220—249). Wie leicht eine 
solche Inkonsequenz irreleiten kann, geht aus der folgenden Bemerkung des 
Herrn G. A. M il le r  (S cience  292, 1909, S. 392) hervor: „. . . as regards the 
question of the origin of zero and the positional arithmetic . . .  it was gene
rally believed that these discoveries were due to Hindus, while the most recent 
work of C antor makes a Babylonian origin appear much more plausible“. 
Aber aus der CANTORschen Darstellung kann man nicht folgern, daß bei den 
Babyloniern eine Positionsarithmetik vorkam, es sei denn daß man auch den 
Griechen die Kenntnis einer solchen Arithmetik zuerkennt. q  E neström

l 8: 3 3 ,  siehe BM 8 „  1907/8, S. 307. —  1 8 :  5 1 ,  5 8 ,  66,  7 1 ,  1 0 6 ,  1 4 6 ,  1 5 2 ,  
1 5 3 ,  1 5 5 ,  1 5 7 ,  1 5 8 ,  1 5 9 ,  1 6 0 ,  1 6 2 ,  siehe BM 8 S, 1907/8, S. 61— 64. —  l s : 1 6 3 — 1 6 5 ,  
siehe BM 8 „  1907/8, S. 64, 1 7 3 — 174. —  l s : 1 6 6 ,  1 6 8 ,  1 7 6 ,  1 8 0 ,  1 8 1 ,  1 8 2 ,  1 8 3 ,  
siehe BM 8S, 1907/8, S. 64 —  65. —  l s : 1 9 8 ,  2 0 1 ,  siehe BM 9S, 1908/9, S. 237. —  
l 3 : 2 0 2 ,  siehe BM 8 „  1907/8, S. 307— 309. —  l s : 2 0 3 ,  siehe BM 8S, 1907/8, S. 65, 
309. — l 3 : 2 0 6 ,  siehe BM 9S, 1908/9, S. 237— 238. — l s : 2 1 3 ,  2 2 5 ,  2 3 6 ,  siehe 
BM 8 S, 1907/8, S. 65. —  l s : 2 4 4 ,  siehe BM 103, 1909/10, S. 341. —  1 3 : 2 4 5 ,  siehe
BM 8 S, 1907/8, S. 65. —  1 3 : 2 5 2 ,  siehe BM 1 0 s, 1909/10, S. 164. —  1 3 : 2 5 7 ,  siehe
BM 9S, 1908/9, S. 139. —  1 3 :  2 7 0 ,  2 8 7 ,  2 9 7 ,  siehe BM 8S, 1907/8, S. 66. —  1 3 : 2 9 8 ,
siehe B M  8 S, 1907/8, S 66; 1 0 3, 1909/10, S. 53 —  54. —  l s :3 1 0 , siehe BM 8 S,
1907/8, S. 66. —  l s : 3 3 5 ,  3 3 9  —  3 4 0 ,  3 4 4 ,  3 4 8 ,  siehe BM  8 S, 1907/8, S. 174 —  176.

1) D ritte A uflage des 1. Bandes, zweite Auflage der 2., und 3. Bände.
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! s . QX1  giehe BM 8  1907/8, S. 66. — l s : 865, 368, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 177.
-  h ' . l t ’ giehe BM 8  1907/8, S. 411-412; 9 S, 1908/9, S. 238. -  1 ’ : 374, 376,
7phe BM 8  1907/8 S 412-413. -  l 8 : 380, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 6 6 -67 . -

.Lbe M I O , ,  1909/10, S . 1 M - W  -  l ' : « « ,  .i.he BM 8  .  907/8,
S m  _  l s : 394, siehe BM 10„ 1909/10, S. 165. —  l 8: 401-402, siehei BM 9 
1 908/9 S 239. -  l s :406, 400, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 1 7 7 - 1 7 8 .  —  1 J :409, siehe
RM 9  1908/9 S 239. —  l 3: 410, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 178. —  1 : 4-9, siebe
BM 8  ’ 1907/8 8  67 -  1 8:431, siehe BM 8 3 1907/8, S. 67; 9  1908/9, S. 139

4 ^ - r : 4 3 2 ,  siehe BM 8 ., 1907/8, S. 67, 1 7 8 - 1 7 9 .  -  l 8: 433, siehe BM 8  
1907/8 S 179 -  l 8: 447, 448, siehe BM 9S, 1908/9, S. 2 3 9 - 2 4 0 .  —  1 3:452, siehe 
BM 8  1907/8 S 179. 7  l 3 459, siehe BM 8 ,. 1907/8, S. 3 0 9 - 3 1 0 .  -  1 8:464,
siehe BM 8  1907/8 S. 179. -  l ’ : 470, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 311. -  l 8:471,
siehe BM 8  1907/8 S 413. -  l 8 : 476, siehe BM 9,,1908/9, S. 7 1 - 7 2 .  -  18:488,
siehe BM 8  1907/8, S. 67. -  13:498, siehe BM 8 „  1907/8, S. 180. -  18: 500,
siehe BM 8 ,’’ 1907/8, S. 67; 9a, 1908/9, S. 3 2 1 - 3 2 2 .  —  l s : 502, siehe BM 8 S, 1907/8, 
g 67   1 3:503 — 504, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 180 — 181; 9S, 1908/9, S. 240— 241.
— I 8 :509, 510, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 67. — 1 3:512, siehe BM 9 a, 1908/9 S. 140 
-141. — 4 3 :513, 515, 528, 545, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 68-69. — l* :5 o l, siehe 
BM 9  1908/9 S. 141—142. — l 8 2 556, siehe BM 1 0 ;{, 1909/10, S. 54 1 3 : 563
564, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 69. -  1 8: 567, siehe BM 9 „  1908/9, S 241̂  — l 3 : 576, 
siehe BM 8 , 1907/8, S. 69—70, 181; 9 S, 1908/9, S. 142. — 1 : o80, o83, 590—o91, 
660, 664, 703, 704, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 70. — l 8 : 706, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 70, 
1 8 i! — l 3: 710, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 241. — l 8: 713, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 70.

I 3 ; 713. Die gewöhnliche, auch von Herrn C an tor wiederholte Angabe, 
daß A te lh a rd  von Bath Mönch war, scheint auf einer Verwechslung mit einem 
später lebenden Mönch desselben Namens zu beruhen. Ch. H. H a s k i n s  (siehe 
seinen Artikel A delard of Bath; The e n g lish  h i s to r ic a l  rev iew  1911, 
S. 497) hat weder in den Schriften A te lh a rd s  noch in den Schriften dessen 
Zeitgenossen einen Beleg für die Angabe auffinden können. Z. 5 wäre es also 
angebracht, „einem englischen Gelehrten“ statt „einem englischen Mönche“ zu 
setzen. G. E n e s t r ö m .

I 8: 715, siehe BM 9a, 1908/9, S. 241. — l 8: 715 — 716, siehe BM 8 a, 1907/8, 
S. 70—71, 181. — l s : 717, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 71, 182—183. — 18: 718, siehe 
BM 8 a, 1907/8, S. 71; 9S, 1908/9, S. 242. — 1 8: 719, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 183 
—184. — l 5: 720, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 71. — 1 3: 730, siehe BM 8 3, 1907/8, 
S. 71, 184—185. — l 8: 734, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 71. — 1 8: 736, siehe BM 9S, 
1908/9, S. 242. — l 8: 736—737, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 71—72, 185. — 1 ‘: 738, 
siehe BM 8 3, 1907/8, S. 72. — l 8: 742, siehe BM 9a, 1908/9, S. 242. — l s : 743, 
748, 750, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 72. — l 8: 763, siehe BM 9S, 1908/9, S. 242. —
l 8: 764, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 185. — l s : 766, siehe BM 9a, 1908/9, S. 143. —
l s : 770, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 185. — l s : 771, siehe BM 9S, 1908/9, S. 143. —
l s : 779, siehe BM » s, 1908/9, S. 243. — l s : 780, 781, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 72.
—  I 3 :  7 9 2 ,  siehe BM 9a, 1 9 0 8 / 9 ,  S. 1 4 3 — 1 4 4 .  —  l 8: 7 9 4 ,  siehe BM 8S, 1 9 0 7 / 8 ,  S. 7 2 .
—  I 3 :  7 9 5 ,  s ie h e  BM 93, 1 9 0 8 / 9 ,  S. 2 4 3 .  — l 3 : 7 9 8 ,  s ie h e  BM 9a, 1 9 0 8 / 9 ,  S. 1 4 4 .

I 3 : 798. In betreff des Liber embadorum zitiert Herr C an tor die Worte: 
„translatus anno Arabum DX mense saphar“ und bemerkt, daß dadurch die 
Datierung der Übersetzung auf Juni 1116 gesichert erscheint. Aber der voll
ständige Text der letzten Zeilen lautet:

Finit liber embadorum a Savasord a Iudaeo in ebraico compositus 
et a P la to n e  T jburtino  in latinum sermonem translatus anno Arabum 
DX mense saphar, die XV eiusdem mensis, hora tertia, Sole in XX gradu 
et XV minuto Leonis, Luna in XII gradu et XX minuto Piscium, Saturno
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in VIII gradu et LVII minuto Tauri, Iove in Arietis XXVI gradu et 
minut0> Marte in Libra XXVII. XV, Venere in Libra II XXVHII 

Mercuno in Leone XIIII. XLV, Capite in Cancro 0. I, Cauda in Capri- 
corno 0. I. F

Auf Grund dieser astronomischen Angaben hat C h a r l e s  H. H a s k in s  (The trans 
Mions of H u g o  S a n c t e l u e n s i s ;  The ro m a n ic  rev iew  [Cambridge Massl 
2, 1911, S. 2 des Sonderabdrucks) berechnet, daß das wirkliche’ Datum 
13 August 1145 ist, so daß die richtige Jahreszahl DXL ist; DX muß also
auf einem Schreibfehler eines Abschreibers beruhen. Ich habe nicht die Be
rechnung genauer kontrolliert, aber aus den Tafeln, die ich besitze kann ich 
wenigstens schließen, daß Jupiter im August 1145 im Zeichen des Widders im
Juni 1116 dagegen nicht im Zeichen des Widders, sondern im Zeichen’ der
Wage oder des Skorpions gewesen sein muß.

Bekanntlich ist die Datierung auf Juni 1116 den Kennern der jüdischen 
Literaturgeschichte auffällig erschienen. Beispielsweise bemerkt M. S t e i n s c h n e i d e r  
(siehe B ib lio th . M athem . 1896, S. 37), daß die Datierung „einige Schwierig
keit bietet“. Durch die Bemerkung von H a s k i n s  ist diese Schwierigkeit jetzt 
erledigt.   ^  E n e s t r ö h .

13: 800, siehe BM  8S, 1907/8, S. 73; 9S, 1908/9, S. 144 —U 5 . — 13:801, siehe
BM 8S, 1907 8, S. 18 5—186; 93, 1908/9, S. 145. — l s:802, siehe BM  8,, 1907/8
S. 73, 186— 18(7,^414— 415. —  l 3: 805—806, siehe BM 8S , 1907/8, S. 73. —  l s:809 — 1 T'' * Ä ...... n " - - -
siehe 
siehe

l 3 : 855. Wie (Z. 31— 34) „die Tatsache, daß jenes Werk [die Arith
metik des B o etiu s] damals [d. h. am Ende des 10. Jahrhunderts] am Kaiser
hofe [O tto s III.] vorhanden war, durch das Auffinden einer etwa gleichaltrigen 
Handschrift zu r G e w iß h e it g e w o rd e n “ ist, verstehe ich nicht. Die fragliche 
Handschrift wurde auf Veranlassung des Bischofs B ern  w ard verfertigt, und 
dieser starb erst 1022, während O tto  III. schon 1002 gestorben ist; ob die 
Handschrift aus dem Ende des 1 0 . oder aus dem Anfänge des 1 1 . Jahrhunderts 
stammt, ist d u rc h a u s  u n b e k a n n t. q  E neström

l 3 : 856. In betreff der Worte (Z. 3— 4): „durch diesen [B ern w ard ] ver
besserte, wenn nicht gar durchweg mit einer älteren Handschrift verglichene“ ist 
folgendes zu bemerken. H. D ü k er , dessen Abhandlung Her liber mathematicalis 
des heiligen B e r n w a r d  im Domschatze zu Hildesheim (Hildesheim 1875) die 
Quelle des Herrn C an tor  ist, kam (S. 4 ) nach einer sehr eingehenden Untersuchung 
zu dem folgenden Ergebnis: „ob sie [nämlich die Revision der Handschrift] B ern 
w ard selbst vorgenommen hat, lä ß t  s ich  n ic h t  sag en  . . . wären dieselben 
[d. h. die Versen, die in einem Evangeliencodex stehen und möglicherweise von 
B ern w ard  herrühren] wirklich die authentische Handschrift B ern w ard s, so  
würden wir auch in diesen Correcturen seine Hand wiederfinden“. Die Be
hauptung, daß B ern w ard  selbst die Handschrift verbessert hat, ist mithin 
ebenso unsicher wie die Vermutung, daß er die Abschrift mit einer älteren 
Handschrift verglichen hat. G. E neström .



2 2 4  E n e s t r ö m .

-i 3 cr 9 cn'oVii» RM Ä 1907/8 S 7 3 • 9«, 1908/9 , S. 243 — 244. — l 3 s 8 5 9 , 862, 
S ftt iiphe BM  S  1907/8'”  S 7 3 - 7 4 . '  l 3: 8 6 7 ,  siehe BM 8 S, 1907/8 , S. 74, 187.

1 3 . 869  875-876, 877, 878, siehe BM 8 „  1907/8 , S. 7 4 - 7 6 .  -  1 » : 881, siehe 
8  1 9 0 7 / 8  S 4 1 5 - 4 1 6  -  l 3: 882, 889, 893, siehe BM 8 S, 1907/8  S. 7 7 - 7 8 .  

_  r:!>00 , siehe BM 8 „  1907/8 , S. 7 8  1 8 7 - 1 8 8 . -  l ’ :901, siehe BM 9  1908/9 ,
c u a . l i t  1909/10 S 261 — l s : 902, siehe BM 8 S, 1 907/8 , B. 78 7J. —
i . ; v ^  ».». «•-*•»’ r 24<

l 3 • 906. Die Frage, ob A te lh a r d , wie Herr C an tor angibt, wirklich 
Spanien besucht hat, kann nach Ch. H. H askins (A d e l a r d  of Bath; The 
e n g lish  h is to r ic a l  rev iew  1911, S. 497) bis auf weiteres nicht entschieden 
werden; in seinen eigenen Schriften sagt A te lh a r d  nichts hierüber, wohl aber 
erwähnt er, daß er während seiner Reisen Tarsus und Antiochia besucht habe.

G. E neström .

13 :9 0 8 ,  siehe BM 8 S, 1 9 0 7 / 8 , S. 79; 9 S, 1908/9 , S. 1 4 6 - 1 4 7 .  -  1*: 909, siehe 
BM 8 S, 1907/8, S. 79. —  l s : 910, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 79, 416.

I 3 : 910. Ein weiterer Beleg für die Unrichtigkeit (vgl. BM 8 3 , 1907/8, 
S. 416) der CANTORSchen Behauptung, daß es für den Algoritkmiker in lateinischer 
Sprache keine anderen Wörter für Einer und Zehner als ,,digitus und ,,articulus 
gab, befindet sich in einem kürzlich von L. C. K arp in sk i veröffentlichten Ar
tikel (siehe BM 113, 1910/11, S. 131). K arpinski bringt zum Abdruck einige 
Auszüge aus der ältesten, schon 1144 von R o b ert von Chester verfertigten 
lateinischen Übersetzung der Algebra A lkhw arism is, darunter auch die Stelle, 
die in der von L ibri herausgegebenen Übersetzung „articuli [multiplicatio] in 
articulum et unitatum in unitates, et unitatum in articulum, et articuli in 
unitates“ lautet. Die Stelle übersetzt R o b ert auf folgende Weise: „nodos in 
nodis multiplica et unitates in nodis et iterum unitates in nodis et unitates in 
unitatibus“. Hier ist „nodi“ eine w ö r tlic h e  Übersetzung des Termes ,,'uqüd“ 
des Originals, und wenn zu R o b erts  Zeit das synonyme W ort „articulus“ all
gemein als arithmetisches Kunstwort benutzt worden wäre, hätte R o b er t sicher
lich dieses Wort statt „nodi“ gewählt, obgleich es sich hier um eine etwas 
allgemeinere Bedeutung des Wortes ,,'uqüd“ handelt (vgl. BM 8 3 , 1907/8, S. 151 
Fußnote 4). Von Interesse ist auch zu sehen, daß R o b er t „unitates“ und nicht 
„digiti“ schreibt.

In betreff des Wortes „articuli“ bin ich noch unsicher, ob es ursprünglich 
bei den Algorithmikern Zehner bedeutete, und es ist meines Erachtens wahr
scheinlich, daß das Wort erst für Zahlen von der Form a - 10" (a <  1 0 ) be
nutzt wurde. In der soeben zitierten Fußnote habe ich eine Stelle bei Libri 
als verstümmelt bezeichnet, und diese Stelle lautet in einer anderen Handschrift 
(Conv. soppr. I. 5 18, früher Cod. S. Marco Flor. 216, Bl. 80a): „reiterantur 
mille apud unumquemque articulum usque ad infinitam numerorum compreben- 
sionem“, und d ie se r  Text gibt einen guten Sinn, wenn „articulus“ eine Zahl 
von der Form a ■ 10" {a <  10) bedeutet, während der Ausdruck „ad in f in ita m  
numerorum comprehensionem“ schwieriger zu deuten sein dürfte, wenn „arti
culus“ Zehner bedeutet. ___________  (T Eneström .

I 3:911, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 79 — 80.
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2:5, siehe BM 7  1906/7, S. 286- 8  1907/8 s  m  ,
1901, S. 351. — 2 : 8 ,  siehe BM l s, 1900, S. 501; 6  1905 S 309! o ■ T”
BM 9S, 1908/9, S. 147. - 2 : 1 0 ,  siehe BM 1 1900 S 50 9  t  Slehe
-  2  : 11, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 189 -  2  -1 4 -1 5  X A m  J /9’ f  147~ 148- 
53, 1904, S. 2 0 0 ; 6 S, 1905, S. 208-209. -  2 ': 17, siehe BM 8  iloV 8 S
2 :2 0 , siehe BM 13, 1900, S. 502; 3 „  1902 S 239 — 2  • 95 s’ • ̂  Ä A  189‘ ~
S- 274; » 3, 1908/9,Ss. 148. -  2  : 26, siehe BM 9 ^  1908/9 * ¡  2 44  245
siehe BM 6 S, 1905, So 105; 10,, 1909/10, S. 166—167 — 2  ̂31~ stehe~BM! 2
1.9®1- I v ^ 1“ 85*5 1902’ S' 239-240; 63 , 1905, S. 309-310 1  2  - ?>’siehe BM 6 S, 1905, S. 105. — 2 : 34, siehe BM 2, 1901 S 1 4 4 - ß  i*qns’
S. 310; 8a, 1907/8, S. 190. — 2 :37, siehe BM 1 1900 ' S 502- fi3’ iqnn’
S- s-h e  BM 2;J, 190i: S. 352; 9 , 31908/9,’
siehe BM l s, 1900, S. 502; 6 S, 1905, S. 209; 9,, 1908/9 S 245   2 * 4 1  oiol ’
BM 2„ 1901, S. 352; 8S, 1907/8, S.’ 80 —  81; 9 , 1908/9 S 7 2 - 7 3  -  2  - 45
siehe BM 93, 1908/9, S. 1 4 8 -1 5 0 .  -  2 :46, iehe BM 8 1907/8 S 81 a 'S ’
siehe BM 6 3, 1905, S. 106; 9S, 1908/9, S.’150. -  2 ? 5 2 ,  sie£ BM f  190*7/8’ 
S. 1 9 0 -1 9 1 . -  2 : 53, siehe ¿M 5s, 1904, S. 201 —  2:57! siehe B M 2  lfloi’
I ’ f - q  T n * - 5!9’ m i «  B 7 5 ’ o1906/7’ 207- 2 0 8 ;  1 0 „  1909/10, S. 262. -

’  ,sie|)e 3’ 1900> 5 0 2 ; 6 3 , 1905, S. 310 — 311.   2  : 61 siehe
BM 7S, 1906/7, S. 85 —  86, 208 —  209, 286 —  287; 9,, 1908/9, S. 150. " ’

2  : 62. In der Fußnote 1 behauptet Herr C an tor, daß bei L eonardo  
Pisano die unmittelbare Aufeinanderfolge von Buchstaben, z. B. abc, multi
plikative Bedeutung hatte, aber diese Behauptung ist zum mindesten höchst 
irreleitend. Als Beleg verweist Herr C antor auf S. 17 des 2. Bandes seiner 
Vorlesungen, und dort findet man das folgende Zitat einer Stelle bei L eonardo: 
„sit numerus (!) . a . e . c .  quaedam coniunctio quae uocetur prima, numeri (!) 
vero . d . h .  f .  sit coniunctio secunda“; aus dem Texte der fraglichen Seite der 
Vorlesungen scheint hervorzugehen, daß Herr C antor „coniunctio“ durch 
„Produkt" übersetzt. Aber wenn man näher untersucht, was bei L eonardo  
nach dem von Herrn C an tor zitierten Passus steht, so findet man, daß jener 
ü b e ra ll  das Produkt von a und b durch „factus ex numeris . a . b .“ aus
drückt. Ich gebe hier unten alle Stellen des Liber abbac'i wieder, die sich 
auf ein Produkt von zwei durch Buchstaben bezeichneten Größen beziehen; 
die Seiten- und Zeilenzahlen verweisen auf die BoNCOMPAGNische Ausgabe.

(S. 132 Z. 2 — 3 v. u ) ex multiplicatione numeri . e. in factum ex 
numeris . a. c .

(S. 132 Z. 1 v. u.) diuisa per factum ex numeris . d .b .
(S. 133 Z. 1 — 2) factus ex numeris . d . b .  per . f .  equabitur multiplica- 

tioni . e . in factum ex numeris . a . c .
(S. 133 Z. 2— 3) factus ex numeris . d . b.  ad factum ex numeris . a . c .
(S. 133 Z. 9) factus ex numeris .b d.  ad factum ex numeris . b .a .
(S. 133 Z. 12) factus ex numeris . a . b .  ad factum ex numeris .a.c.
(S. 133 Z. 22 — 23) est multiplicatio facti ex numeris . a. e.  in numerum 

■ c. scilicet 720 equalis multiplicationi facti ex numeris . d. b.  antecedentibus 
in numerum . f .

Wenn bei L eon ard o  P isano die unmittelbare Aufeinanderfolge der Buch
staben a und b multiplikative Bedeutung gehabt hätte, so wäre es wohl un
sinnig gewesen, das Produkt von a und b k o n se q u e n t durch „factus ex 
numeris . a . b . “ auszudrücken. Und warum sollte L eon ardo für Produkt das 
nichtssagende Wort „coniunctio“ anwenden, da er sonst „factus“ sagt?



U n ter solchen U m ständen ka n n  m an n ic h t u m h in , die R ic h tig k e it  der 
CANTORschen Ü bersetzung des W o rte s „ co n iu n ctio “ d u rch  „ P ro d u k t“ in  V e r
dacht zu haben. M e in e r A n sic h t n ach  ist  die von H e rrn  C an tor zitierte  
Stelle höch stw ah rsch ein lich  in  der von Boncompagni benutzten H a n d sch rift  
verstüm m elt^ was ja  schon aus den W ö rte rn  „n u m e ru s“ und „ n u m e ri“ h ervo r

gehen dürfte, und die rich tig e  P a ssu n g  ist  v e rm u tlich

sint numeri . a . e . c .  quaedam coniunctio quae uocetur prima, numeri 
vero . d . b . f .  sint coniunctio secunda,

a l s o  *

seien die Zahlen a, e, c die erste, die Zahlen d, b, f  die zweite Kom
bination,

und dadurch ist die einzige Stütze der CANTORschen Behauptung in Fortfall

gekommen. wenn man das Zitat wie Herr C an tor deuten will, sollte
man nicht unterlassen, zu erwähnen, daß bei L eon ard o  P isano  die unmittel
bare Aufeinanderfolge von Buchstaben sonst n ie  multiplikative Bedeutung 
hat: vielmehr bedeutet „ .a .b .1'1 im m er „ . a . et . b . .

Leider wiederholt J. T ro p fk e  ( Geschichte der Elementar - Mathematik 1, 
Leipzig 1902, S. 136) ohne weiteres die irreleitende Behauptung des Herrn 
C antor in betreff der multiplikativen Bedeutung der unmittelbaren Aufeinander
folge der Buchstaben bei L eonardo Pisano. G. Eneström .

„ or, G. B n b s t r ö m .
3ob

2 :6 3 , siehe BM 4 a, 1903, S. 206.

2 : 63. Herr C an tor bemerkt (Z. 18 — 24):
Wir finden das Interesse nämlich darin, daß hier [d.h. bei Jordanus] 

die Reihenfolge der Aufgaben die umgekehrte ist wie bei D iophant, bei den 
Arabern, bei L eonardo von Pisa. Sie alle nahmen in mehr oder weniger 
ausgesprochenerWeise das pythagoräische Dreieck zum Ausgangspunkt, um 
zu einer arithmetischen Progression von Quadratzahlen zu gelangen. Jor
danus ist der Einzige, der den entgegengesetzten Weg einschlug.

Indessen ist es irreleitend zu sagen, daß Jord an u s in diesem Falle irgend
einen „Weg einschlug“, denn bei ihm sind die Lösungen der zwei von Herrn 
C antor zitierten Sätze durchaus unabhängig voneinander. Wie Herr Cantor 
richtig erwähnt, gibt Jordanus an, daß die im 12. Satze gesuchten drei Quadrate

( i ' - f f ,  ( i ’ + l '  +  j ) ' .  (»■ +  >»« +  £ ) ’

sind, und ebenso gibt Jordanus an, daß die im 13. Satze gesuchten zwei

(TH ̂  \   ̂ ( Wt ̂  \  ̂  j  2—-1 ) und f —  + 1 )  sind, wenn das gegebene Quadrat m

/ jYl *  1 \ ̂  / TTl ̂ 4- 1 \ ̂ o
gerade, aber ( — 2 J und (— -— J , wenn das gegebene Quadrat m un

gerade ist. Wie Jordanus zu den Lösungen der zwei Sätze gekommen ist, 
deutet er gar nicht an, und erst im 26. Satze des 7. Buches bemerkt er, 
daß die Quadratzahlen durch Summierung der ungeraden Zahlen erhalten werden.

Da Herr C an tor auch behauptet, daß die Reihenfolge der zwei Auf
gaben bei Jordanus die entgegengesetzte ist wie bei D io fa n to s , erlaube ich
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mir zu bemerken, daß diese Behauptung nicht ganz genau ist. Soviel ich 
weiß, behandelt D i o f a n t o s  nicht direkt die fraglichen zwei Aufgaben, wohl 
aber im zweiten Buche seiner Arithmetik (Sätze 8— 10) verwandte Probleme 
die auf die folgenden Gleichungen führen («, b und d sind gegebene, x und y 
gesuchte Größen):

Satz 8: x% -f y2 =  a2.
Satz 9: x2 -f- y2 — a2 -f b2.
Satz 10: x% — y2 = d.

Anderseits führen die zwei Aufgaben des J o r d a n u s  auf die Gleichungen 
x2 — z2 =  z2 — y2, also x2 +  y2 =  2z2 und x2 = a2 +  y2, also x2 — y2 =  a2. 
Die erste Aufgabe wird gewissermaßen mit dem 9. Satze des D i o f a n t o s  ver
wandt, wenn man a2 =  b2 setzt, und die zweite Aufgabe des J o r d a n u s  wird 
identisch mit dem 10. Satze des D i o f a n t o s ,  wenn man d =  a2 setzt. Will 
man überhaupt die Reihenfolge der Aufgaben bei J o r d a n u s  und bei D i o f a n t o s  
vergleichen, kann man also ebensogut sagen, daß sie dieselbe ist.

Der ganze Passus: „Wir finden . . . Weg einschlug“ sollte also gestrichen 
oder auf andere Weise redigiert werden. q e NBSTRöM

2 :6 5 , siehe B M  9 S, 1908/9, S. 151.

2 : 65. Die Bemerkung (Z. 21— 23): „Einigermaßen überraschend kommt 
unmittelbar nach der Quadratwurzelausziehung der Satz von der Vertauschbar- 
keit der Faktoren a ■ b ■ c =  a ■ c ■ bu sollte gestrichen oder modifiziert werden. 
Der fragliche Satz (Satz 38) wird bei der Kubikwurzelausziehung ausdrücklich 
benutzt (siehe Satz 39 am Ende: „multiplicavi ergo modo quod fit ex a in b 
per c, prius autem per b quod fit ex a in c, ergo ex p ro x im a  multiplicavi 
per aequipollens“), und da die Kubikwurzelausziehung, wie Herr C a n t o r  
richtig angibt, nach der Quadratwurzelausziehung kommt, ist es gar nicht 
überraschend, daß der Satz diesen Platz bekommen hat. ß  E n e s t r ö m .

2  :67, siehe BM 7S, 1906/7, S. 209—210. — 2  : 70, siehe BM 13, 1900, S. 417. — 
2 :7 3 , siehe BM 1„ 1900, S. 502. — 2  : 77, siehe BM 9.,, 1908/9, S. 152. — 2 :8 2 , 
siehe BM 1,, 1900, S. 502. — 2  : 87, siehe BM l s, 1900, S. 502; 9 S, 1908/9, S. 323. — 
2 :8 8 , siehe BM 1 3, 1900, S. 503; tts , 1905, S. 395. —  2 :8 9 , siehe BM 1 8, 1900, 
S. 503; 9 ,, 1908/9,'S. 245—246. — 2  :90, siehe BM l s, 1900, S. 503. — 2 :9 1 —92, 
siehe BM1S, 1900, S. 503; 5 S, 1904, S. 409-410; « 3, 1905, S. 395—396; 8 S, 1907/8, 
S. 191; 9 S, 1908/9, S. 152. — 2 :9 4 , 96, siehe BM 103, 1909/10, S. 167—168. — 
2 :9 7 , siehe BM 3 S, 1902, S. 406 — 2 :9 8  — 99, siehe BM 18, 1900, S. 269—270; 
6 S, 1905, S. 106—107; 7 S, 1906/7, S. 210. — 2 :1 0 0 , siehe BM 3 8, 1902, S. 140; 
8 S, 1907/8, S. 81; 9 S, 1908/9, S. 73—74. — 2 :1 0 1 , siehe BM 3 S, 1902, S. 325; 6 S, 
1905, S. 396; 9 a, 1908/9, S. 152—153. — 2  :103, siehe BM 10s, 1909/10, S. 262—263.
— 2:104 , siehe BM i ö 3, 1909/10, S. 168—169; 113, 1910/11, S. 81 — 2 :1 0 4 —105, 
siehe BM 13, 1900, S. 503; 4 ,, 1903, S. 397—398; 9 3, 1908/9, S. 153. — 2  :106, siehe 
BM 7S, 1906/7, S. 380. — 2  :111, siehe BM 2 S, 1901, S. 352. — 2  :112, siehe BM 108, 
1909/10, S. 56. — 2 :1 1 2 —113, siehe BM 103, 1909/10, S. 56-57. — 2 :1 1 4 , siehe 
BM 9 S, 1908/9, S. 153; 1©3, 1909/10, S 57. — 2 :1 1 6 , siehe BM 3 3, 1902, S. 406; 
9S, 1908/9, S. 153—154. — 2 :  117—118, siehe BM 6 S, 1905, S. 107, 311. — 2 :1 2 2 , 
siehe BM 1 1900, S. 503 — 504; 6 3, 1905, S. 397. — 2 :1 2 6 , siehe BM 3 S, 1902, 
S. 406; 6 a, 1905, S. 210. — 2 :1 2 7 , siehe BM 3 3, 1902, S. 406. — 2 :1 2 8 , siehe 
BM 13, 1900, S. 504; 8 S, 1907/8, S. 191—192. — 2 :1 2 9 , siehe BM 7 S, 1906/7, S. 287.
— 2 :1 3 2 , siehe BM 13, 1900, S. 515 — 516.

B ib lio theca  M athem atica . I I I .  F o lge . X I. 22
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2 : 134. Der Passus (Z. 1— 6): „Wir haben (S. 117) B ra d w a rd in u s  im 
Besitze dieses Wortes [irrationalis] gesehen, und wenn es sich auch weder 
hei B ra d w a rd in u s  noch bei O resm e um das Erstlingsrecht der mathematischen 
Benutzung von irrational handelt, so (?!) läßt das doppelte Vorkommen eine 
sehr rasche (?) Verbreitung vermuthen“, sollte gestrichen werden, üm  zu ver
stehen, wie Herr C a n to r  dazu kam, in der zweiten Auflage der Vorlesungen 
eine so schlecht redigierte Bemerkung zu bringen, muß man auf die erste 
Auflage zurückgehen. Als Herr C a n to r  diese Auflage redigierte, konnte er 
nicht wissen, daß das W ort „irrationalis“ schon in der von G h e ra rd o
C rem onese verfertigten A n a r i t iu s - Übersetzung vorkommt, und darum bemerkte 
er ( 2 1 S. 121— 122): „Wir haben (S. 106) B ra d w a rd in u s  im Besitze dieses 
Wortes gesehen, und zwischen B ra d w a rd in u s  und O resm e kann es sich viel
leicht um das Erstlingsrecht der mathematischen Benutzung von irrational 
handeln, während das doppelte Vorkommen eine sehr rasche Verbreitung ver
muthen läßt“. Aber bei der Redaktion der zweiten Auflage der Vorlesungen 
hatte Herr C a n to r  die CuRTZEsche Ausgabe der A n a r i t i u s -Übersetzung zur 
Verfügung, und er wußte also, daß es sich gar nicht zwischen B ra d w a rd in  
und O resm e um das Erstlingsrecht der mathematischen Benutzung von
irrational handeln konnte, so daß die Bemerkung der ersten Auflage nicht 
ohne weiteres zum Abdruck gebracht werden konnte. Das Natürlichste wäre 
wohl gewesen, die ganze Bemerkung zu streichen, aber Herr C a n to r  war 
anderer Ansicht und ließ nur die Vermutung in betreff des Erstlingsrechts 
weg. Allein wie kann man aus dem doppelten Vorkommen des Wortes 
irrational im 14. J a h r h u n d e r t  ersehen, daß das zw ei J a h r h u n d e r te  f rü h e r  
benutzte Wort vermutlich ra sc h  verbreitet wurde? Man könnte ja  ebensogut 
aus dem Umstande, daß keine Benutzung des Wortes für das 13. Jahrhundert
nachgewiesen worden ist (P isa n o  schreibt „inratiocinata“, vgl. Scritti 1, Roma
1857, S. 356), schließen, daß das Wort sehr langsam verbreitet wurde!

Beiläufig bemerke ich, daß das W ort „irrationalis“ auch in dem mög
licherweise von A l b e r t  von Sachsen herrührenden Traktate De proportione 
dyametri quadrati ad costam ejusdem vorkommt, über welchen Herr C a n t o r  
S. 146 — 149 berichtet (siehe Z e itsc h r. fü r  M athem . 3 2 , 1887; Hist. Abt. 
S. 44: „proportio irrationalis est quantitatum incommensurabilium adinvicem 
habitudo“). ___________  G Eneström

2:143 , siehe BM l s, 1900, S. 504. — 2 :1 4 4 , siehe BM 7 ,, 1906/7, S. 381.
— 2 :145 , siehe BM 7 S, 1906/7, S. 287. — 2 :1 4 8 , siehe BM 7 „  1906/7, S. 381- 
382. — 2 :  150—151, siehe BM 7 S, 1906/7, S. 288. — 2 :1 5 5 , siehe BM 9.,, 1908/9, 
S. 323 — 325. — 2 :1 5 5 —156, siehe BM 5 S, 1904, S. 410 — 411; 7 S, 1906/7, S. 86— 
87. — 2 :157 , 158, siehe BM 2 S, 1901, S. 352. — 2 :1 6 0 —162, siehe BM 6,, 1905, 
S. 311—312; 7 3, 1906/7, S. 87—88; 9 3, 1908/9, S. 154. — 2 :1 6 3 , siehe BM J,, 
1900, S. 504; 6 S, 1905, S. 312. -  2 :1 6 4 , siehe BM 6 S, 1905, S. 313. -  2:165, 
siehe BM 7 S, 1906/7, S. 382; 9 „  1908/9, S. 246—247. — 2  : 166, siehe BM 1„ 1900, 
S. 504. — 2 :171 , siehe BM 10,, 1909/10, S. 58. — 2  :175, siehe BM 3,, 1902, 
S. 140. — 2  :178—17!), siehe BM 8 3, 1907/8, S. 192—193; IO ,, 1909/10, S. 58.
— 2  : 206, siehe BM 0 3, 1905, S .  313. — 2 :2 0 8 , siehe BM 9,„ 1908/9, S 247. -  

Si6ue ™  1901> S‘ 352 — 353. — 2 :2 1 8 , siehe BM 4 3, 1903, S. 284. -
-398. — 

193.
^ 263

* * » » > .  *ieh® 3 M  83, 1907/8, S. 1 9 5 - 1 9 6 ; ’ 9S, 1908/9,*S ? ^ — I m T '— ' 2  : 232, 
234, 237, siehe BM  83, 1907/8, S. 1 9 6 -1 9 8 . — 2 :2 3 8 , siehe B M  8S, 1907/8, S. 198;
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103, 1909/10, S. 59, 169. — 3  : ‘240, siehe BM 8.,, 1907/8, S. 198 — 199; IO , 1909/10 
S. 59. — 3 :242, siehe BM 13, 1900, S. 505; 8 S, 1907/8, S. 109—200. — 3  :243, siehe 
BM l s, 1900, S. 505; 6 3, 1905, S. 398; 7S, 1906/7, S. 382; 8 3, 1907/8, S. 200. — 3  :245, 
siehe BM 7,, 1906/7, S. 383. — 3  :246, siehe BM 7S, 1906/7, S. 283; 8.., 1907/8, S 200
—  3  : 247, siehe BM 73, 1906/7, S. 383 —  384; <>,, 1908/9, S. 247. —  3  :249, siehe 
BM 8 S, 1907/8, S. 200 — 201. —  3 :2 5 0 , siehe BM 8 S, 1907/8, S. 82. —  3  : 253, 
siehe BM 3 S, 1901, S. 353. —  3 :2 7 2 , siehe BM 9,,' 1908/9, S. 247. —  3:273 , 
siehe BM 13, 1900, S. 505. —  3  :274, siehe BM 3 S, 1902, S. 325. —  3 :281, siehe 
BM 5 S, 1904, S. 411. —  3  : 282, 283, siehe BM 13, 1900, S. 506; 3 3, 1901, S. 353—  
354. —  3 :2 8 4 , siehe BM 1 3, 1900, S. 506; 9,,, 1908/9, S. 157— 158; 11,, 1910/11 
S. 160. — 3 :2 8 6 , 287, 289, 290, 291, siehe B M  13, 1900, S. 506 — 507. —  3  : 296̂  
siehe BM 3 S, 1901, S. 354. —  3 :3 0 4 , siehe BM 8 S, 1907/8, S. 201. —  3:305 , 
siehe BM 7 3, 1906/7, S. 88. —  3  : 306, 308, siehe BM 9„, 1908/9, S. 248. — 3:313  
siehe BM 13, 1900, S. 507. — 3 :314 , siehe BM 73, 1906/7, S. 288— 289. — 3  :317, 
siehe BM 5 3, 1904, S. 69; 7 3, 1906/7, S. 384. —  3  :318, siehe BM 9 3, 1908/9, S. 158.
—  3 :3 1 9 , siehe BM 8 ,, 1907/8, S. 201— 202. —  3  :320, siehe BM 7 3, 1906/7, 
S. 88 —  89; 9 3, 1908/9, S. 248. —  3 :3 2 2 , siehe BM 6 3, 1905, S. 399; 8 S, 1907/8, 
s. 202 —  203. — 3 :3 2 5 , siehe BM « 3, 1905, S. 313 —  314. —  3 :3 2 7 , siehe BM 9 S, 
1908/9, S. 248 —  249. —  3  :328, siehe BM 3 ,, 1902, S. 140; 4 3, 1903, S. 285. —  
3  : 334, siehe BM J 3, 1900, S. 507. —  3  : 339, siehe BM 8.,, 1907/8, S. 82. —  3  : 341, 
3 ,3 , siehe BM 1 0 s, 1909/10, 8. 170. —  3 :3 5 1 , siehe BM 6 3, 1905, S. 399 —  
3  : 353, siehe BM 1 3, 1900, S. 507; 4 3, 1903, S. 87. —  3  :355, 357, siehe BM 6 3, 
1905, S. 399 — 400. —  3 :3 5 8 , siehe BM 4 3, 1903, S. 87; 8 3, 1907/8, S. 203. —  
3 :3 6 0 , siehe BM 4 S, 1903, S. 87. —  3 :3 7 1 , siehe BM 6 S, 1905, S. 314. —  3  :375, 
siehe BM 9 S, 1908/9, S. 75. —  3 :3 7 9 , siehe BM <»3, 19 05,'S. 400; 7 a, 1906/7, S. 384.
— 3 : 380, siehe BM 6 3, 1905, S. 400—401. — 3  :381, siehe BM 13, 1900, S. 507.
— 3  : 382, siehe BM 10 3, 1909/10, S. 60. — 3 :3 8 5 , siehe BM 3 3, 1902, S. 81;
4. , 1903, S. 207; 7 3, 1906/7, S. 289; 1Ö3, 1909/10, S. 170. —  3 :3 8 6 , siehe BM  13, 
1900, S. 507; 5 S, 1904, S. 306. — 3  : 388, siehe BM  7 3, 1906/7, S. 289. —
3  : 392, siehe BM  8 S, 1907/8, S. 82; 1 0 3, 1909/10, S. 171. —  3  : 395, siehe
BM  13, 1900, S. 507— 508. —  3  : 396, siehe BM  8 „ , 1907/8, S. 82. —
3  : 397, siehe BM  7 S, 1906/7, S. 211. —  3  : 398, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 204; 
9 S, 1908/9, S. 158— 160. —  3 :3 9 9 , siehe BM  6 3, 1905, S. 1 0 7 -1 0 8 ;  8 3, 1907/8,
5. 204 — 205; 103, 1909/10, S. 344 — 345. — 3  : 40i, 405, siehe BM 13, 1900, S. 507.
— 3:410, siehe BM 73, 1906/7, S. 290. — 3 :411 , 412, siehe BM 73, 1906/7, S. 89.
— 3 : 413, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 205. — 3  : 419, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 205—206; 
9  , 1908/9, S. 249 — 250. — ¡3 : 420, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 83, 206; 103, 1909/10, 
S. 345. — 3 : 421, 422, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 206. — 3  : 423, siehe BM 103, 1909/10, 
S 345. — 3  : 425, siehe BM 1„ 1900, S. 507. — 3  : 426, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 207; 
10s, 1909/10, S. 60—61. — 3  :427, siehe BM 6 3, 1905, S. 314-315; 8,, 1907/8, S. 207.
— 3  : 428, siehe BM 8„, 1907/8, S. 208; 9 3, 1908/9, S. 160. — 3  : 429, siehe BM 5 S, 
1904, S. 201—202; 8 S, 1907/8, S. 208—209. — 3  :430, siehe BM 3 3, 1901, S. 145. — 
3  : 434, siehe BM 9 ,, 1908/9, S. 160—161. — 3  :437 — 438, siehe BM 8 3, 1907/8, 
S. 209-210. — 3  : 440, siehe BM 4„, 1903, S. 285. — 3  :441, siehe BM 9 S, 1908/9, 
S. 161. — 3 :4 4 2 , siehe BM 3 S, i902, S. 325. — 3  : 444, siehe BM 8 S, 1907/8,
S. 210. — 3 :4 4 6 , siehe BM 9 3, 1908/9, S. 250 — 3  :449, siehe BM 3„ 1902,
S. 140; 1 0 3, 1909/10, S 171. — 3 :4 5 2 , siehe BM 8 S, 1907/8, S. 210. — 3 :  454, 
siehe BM 33, 1902, S. 242. — 3  : 457, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 250—251. — 
3  : 471, siehe BM 9 ,,  1908/9, S. 161. — 3 :4 7 4 , siehe BM 3 ,, 1902, S. 140-141;
9.., 1908/9, S. 161, 251. — 3  :476, siehe BM 9 3. 1908, S. 75. — 3  :479 — 480,
siehe BM 33, 1902, S. 141; 7 3, 1906/7, S. 290-291, 385; 9.,, 1908, S. 75, 251. —
3 :4 8 1 , siehe BM l s, 1900, S. 508; 8.,, 1907/8, S. 83. — 3  : 482, siehe BM l s, 1900, 
S. 508; 3„, 1901, S. 354; 3 S, 1902, S. 240; 6 3, 1905, S. 401; 113, 1910/11, S. 81. — 
3  : 483, siehe BM 7„, 1906/7, S. 291. — 3 :4 8 4 , siehe BM 3 3, 1902, S. 141. —
3 : 486 , 489, siehe BM 13, 1900, S. 509. — 3 :4 9 0 , siehe BM 13, 1900, S. 509; 7S,
1906/7, S. 385 —386; 113, 1910/11, S. 161—162. — 3 :4 9 3 , 494, siehe BM 103, 
1909/10, S. 345 —346. — 3 :4 9 7 , siehe BM l s, 1900, S. 509; 4 S, 1903, S. 87; 7„ 
1906/7, S. 291, 386; 113, 1910/11, S. 81—82. — 3 :5 0 3 , 505, siehe BM 7S, 1906/7, 
S. 292. — 3 :5 0 6 , 507, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 162-163. — 3 :5 0 8 , siehe BM 10s, 
1909/10, S. 264 — 265; 113, 1910/11, S. 162 — 163. — 3  :509, siehe BM 13, 1900, 
S. 270, 509. — 3  :510, siehe BM 13, 1900, S. 509. — 3 :5 1 2 , siehe BM 3 S, 1902,
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S 141 — 3  : 514, siehe BM 1„ 1900, S. 509 — 3  : »15, siehe BM l l s, 1910/11, 
g 1 6 3 - 1 6 4  -  2  : 516, 517, siehe BM 13, 1900, S. 609. -  3 :5 2 4 , siehe BM 7„ 
1906/7 S 90- 10 1909/10, S. 171—172 — 3 :  525, siehe BM 1 0 „  1909/10, S. 172.

3  - 527 siehe BM 7  1906/7, S. 387. -  3  : 529, siehe BM 7 S, 1906/7, S. 91 _
ä - 5 8 0  siehe BM 3 „  1901, S. 354-355; 3 S, 1902, S. 141. -  3 :5 8 1 , siehe BM 7 a, 
1906/7 * S 212 — ä  : 532, siehe BM 1„ 1900, S. 509; 7S, 1906/7, S. 292; 8 S, 1907/8,
S 84 »!; 1908/9, S 1 6 3 - 1 6 4 . -  3  : 533, siehe BM 119, 1910/11, S. 184, -  8  : 535, 
siehe BM 1,, 1900,_S. 509; 11,, 1910/11, S. 233-234. - -  3  :53b,^lehe B M ^  1906/7,

’ b m is;
 ___________________   _ ,  .  s ,  1900,

S. 510; 9 „  1908, S. 76.’ — 3 :549 , siehe BM l s, 1900, S. 510; 6 „  1905 S 401. — 
2 :550 , siehe BM 3,„ 1901, S. 355; 9 S, 1908, S. 76. — 3  : 5o4, siehe BM 1 1900,
S. 510. — 3 :555 , siehe BM 4 S, 1903, S. 285; 6 „  1905, S. 322 — 3  :558, siehe 
BM 9  1908, S. 76. — 3 :561 , siehe BM 7 „  1906, S. 91. — 3  : 565, siehe BM 4,,
1903 S. 285. — 2 :566 , siehe BM 8 S, 1907/8, S. 85. — 2 :5 6 7 , 568, siehe BM 4 3,
1903’ S. 286. — 2 :569 , siehe BM l s, 1900, S. 510. — 2  : 572 — 573, siehe BM l s,
190o' S. 510; 3 ,, 1902, S. 141. — 3  : 576, siehe BM 3 S, 1901, S. 355 — 356. —
3  - 579, siehe BM 3 „  1901, S. 145. — 3 :5 8 0 —581, siehe BM 4 3, 1903, S. 207; 8 3, 
1907/8, S. 85 — 86; 9 ., 1908/9, S. 326 — 327. — 3  :582, siehe BM l s, 1900, S. 510.
— 3  : 583, siehe BM 13, 1900, S. 270; 3 S, 1901, S. 356. — 3 :5 8 4 , siehe BM 11„ 
1910/11, S. 166. ___________

2  : 584. Es is t rich tig , daß V iE te  in  seinem 1579  gedruck ten  Tabellen
werke zuletzt die Dezimale durch einen sie von den ganzen Zahlen  trennenden 
senkrechten S trich  unterschied. D a indessen T ro p fk e  ( Geschichte der E lem entar
m athem atik 1, Leipzig 1902 , S. 89 ) au f diesen U m stand  so großen W ert legt, 
daß er in  gesperrter Schrift bem erk t: „ D a m i t  w a r  d e r  e r s t e  D e z im a lb r u c h  
g e s c h r i e b e n “ , erlaube ich m ir die ÜANTORSche A ngabe ein w enig zu ergänzen.

In dem eigentlichen Canon m athem aticus se tz t V iE te  den R adius, der für 
Sinus und Cosinus „hypotenusa“, fü r T angente  und S ekante  „basis“, fü r Cotangente 
und Cosekante „perpendiculum “ genann t w ird, gleich 1 0 0 0 0 0 . Im  allgemeinen 
sind die Zahlen der T afel ganze Zahlen, aber in  gew issen F ä llen  benu tz t V iEte 
genauere N äherungsw erte m it D ezim albrüchen, und  dann  sind diese Brüche mit 
kleineren Typen gedruckt, aber im m er ohne tren n en d en  S trich .

Überdies en thä lt das Tabellenw erk V iE tes  verschiedene T afeln , w orin  Dezimal
brüche zuweilen Vorkommen, und in  einigen dieser T afeln  b enu tz t Y iE te  w a g e 
r e c h t e  Striche u n t e r  den Bruchziffern. B eispielsw eise kom m t im  „U niversalium  in- 
spectionum  ad canonem m athem aticum  liber s ingu la ris“ folgende S telle (S. 15) vor: 

S em i-d iam eter 1 0 0 ,0 0 0 ,000,0°, sem iperim eter c ircu li sa tis  accurate 
314,159,265,35,

also 1 0 0 0 0 0 7 1 =  3 1 4 1 5 9 ,2 6 5  35. Dieselbe B ezeichnungsw eise h a t  V ie t e  S. 51
—  54 , 56 — 59 angew andt. E rs t S. 6 4 — 65 des „ L ib e r  s in g u la ris“ kommen 
kleine s e n k r e c h t e  S triche vor, und zw ar g ib t es zusam m en 96  Zahlen, deren 
Dezimalziffern au f diese W eise von den übrigen Ziffern g e tren n t w erden Bei
spielsweise steh t am  E nde der Seite 65 folgende Z ahl:

9 ,9 9 9 ,9 9 9 ,3 4 8  | 00,00,10,62,76 
die 9 999 999 3 4 8 ,0 0 0 0 1 0 6 2 7 6  bedeutet. M an k an n  also m it H errn  C a n to r  
diesen S trich  den V orgänger des spä te r e ingeführten  P ünk tchens nennen, aber 
V ie te  selbst leg t offenbar keinen W e rt a u f  seine ganz beiläufig  benutzte Be
zeichnung, die übrigens schon 1530  bei R u d o l f f  vo rkom m t (siehe BM 103, 
1 9 0 9 /1 0 , S. 243). G E b i9 te ( )b .
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2:585, siehe BM 5 S, 1904, S. 69-70. — 2:592, siehe BM 2 19 0 1  <4 
_  2 : 593, siehe BM 7„ 1906/7, S. 387. -  2:594, stehe BM I 1900 8 870 
2 : 597, siehe BM 13, 1900, S. 270; 2 S, 1901, S. 146. -  2 : 599 -  600 siehe BM 9~
1901, S. 146. -  2:602, siehe BM l / ,  1900, S. 270. -  2 :  6 0 3 -6 0 4  stehe BM 1
1900, S. 270-271; « „  1905, S. 108; 8 „  1907/8, S. 211. _  2 : 605 siehe RM «  '
1907/8, S. 86. -  2 :6 1 0 ,  siehe BM 7, 1906/7,’S. 388. -  2 : 611, stehe BM f ”
1901, S. 356-357. -  2  :612, siehe BM l s, 1900, S. 277; 2  1901 S 146 «*’
1907/8, S. 212. -  2 :  6 1 2 -6 1 3 , siehe BM 7„ 1906/7, S. 91-9S2. -  2  (613 siehe 
BM 2 S, 1901, S. 357; 5 S, 1904, S. 306; 7„ 1906/7, S. 294, 388-389. -  2  - 614 ehe 
BM 3 S, 1902, S. 141. -  2 :6 1 7 ,  619, siehe BM 6 „  1905, S. 108-109 -  2  - 620 
siehe BM 3 S, 1902, S. 141. — 2  :621, siehe BM 1 1900, S. 277- 2  1901 S I4fi"- <: ’
1905, S. 402; 7„ 1906/7, S. 214, 389; 8 S, 1907/8, S. 86 — 87; JL 1908 S 77.
2 : 622, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 87. — 2 : 623, siehe BM 1 1900 S 277- 2 1 9 0 1
S. 146—147. — 2  : 624, 625, siehe BM 8 :1, 1907/8, S. 87—88. — 2 : 626, siehe BM 7 ' 
1906/7, S. 389 — 390. — 2 :6 3 2 , siehe BM 6 S, 1905, S. 109. — 2 :6 3 4 ,  637 siehe
BM 6 S, 1905, S. 315 — 316. — 2 :638, siehe BM 2 S, 1901, S. 147 — 2 - 639’ siehe
BM 9 S, 1908/9, S. 77. ’ 6lene

2 : 639. Der ganze Versuch, ausfindig zu machen, auf welchem Wege 
V iE te  zu seiner Lösung der kubischen Gleichung x3 + 3 ax = ‘2b kam, ist 
meines Erachtens wertlos, weil man auf verschiedenen Wegen dazu gelangen 
kann. Die einfachste Erklärung scheint mir allerdings die folgende zu sein. 

Unter Bezugnahme auf die Lösung C a r d a n o s  setzte V iE te  x =  z — y, also

z3 — 3 z2y +  3 zy* — y3 + 3a(z -  y) =  2b

und zerlegte ferner in nahem Anschluß an C a r d a n o  (vgl. De regula Aliza 
Kap. I; Ausg. 1570, S. 2: „numerus tribuatur cubis“) die Gleichung in die zwei 
folgenden:

Z 3  — ys =  2b, 3 z3y — 3 zy2 =  3 a(z — y).

Aus der zweiten Gleichung folgt sofort nach Division durch 3(z — y) 

zy — a, also z =  ~ und x = z — y =  ^  — y.

Allein auch wenn das von Herrn C a n t o r  nach M a r i e  angeführte Ver
fahren wirklich das von V i e t e  benutzte gewesen wäre, so ist doch die Angabe 
(Z. 11— 13): „Nun war bei dieser Annahme die Unbekannte ganz verloren 
gegangen (!). V i e t a  versuchte (!), ob k =  y gesetzt deren Stelle einnehmen könne, 
und das Gelingen (!) des Versuchs bildete die neue Auflösung“ recht auffällig.

Wie Herr C a n t o r  sagen kann, daß in dem Ausdrucke x — —̂ — „die Un

bekannte ganz verloren gegangen“ ist, verstehe ich nicht, denn k ist ja  ebenso 
unbekannt wie z, aber wenn dieser Umstand nach der Ansicht des Herrn C a n t o r  
Nachteile mit sich führte, hätte er ganz einfach k statt z und e statt k setzen

GL —~ Z  ̂
können, wodurch x =  —. Ebensowenig verstehe ich, welchen Anlaß V i ä t ez
gehabt hätte, zu „versuchen“, ob y statt k gesetzt werden könne. Aus dem

GL Je ̂
Ausdruck x =  —̂ — geht ja  hervor, von welcher Form x sein muß, und nach 

der Voraussetzung ist

x3 +  3 ax =  z3 — k3, folglich — k3 =  2b,

weil x3 +  3ax =  2 b und z =
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W elches Zeichen m an statt k  setzt, is t  n a tü rlic h  d urch au s g le ich g ü ltig  —  
m an könnte ebensogut einen hebräischen oder ru ssisch en  B uch stab en benutzen.

D e r von m ir zitierte P assus m uß also als sch lecht re d ig ie rt bezeichnet 

werden. 6 - E n e s t r ö m .

2 :6 4 0 ,  siehe BM 113, 1910/11, S. 234-235. — 2 :6 4 1 ,  siehe BM » „  1908/9, 
S 253; 11., 1910/11, S. 235-237. — 2 :6 4 2 ,  siehe BM 13, 1900 S. 271. — 
siehe BM l s, 1900, S. 271; 7 „  1906/7, S. 391 -  2 :6 4 4 ,  siehe BM 6 ,, 1906, S. 4 0 2  
-4 0 3 . — 2 :6 5 2 ,  siehe BM IO,, 1909/10, S. 347. — 2 :6 5 » , siehe BM 2S, 1901, 
S 357- 10,, 1909/10, S. 265—266. — 2 :656 , siehe BM 4S, 1903, S. 286. — 2 :650 , 
660, siehe BM 23, 1901, S. 147-148. — 2 : 661, siehe BM 6 S, 1905 S. 403. — 
2 :6 6 5 ,  siehe BM 1 „  1900, S. 271. — 2 :6 6 6 ,  siehe BM 8 3, *907/8 S. 88 — 89; 9 S, 
1908/9 S. 1 6 4 - 1 6 5 . — 2 :667 , siehe BM 8 3, 1907/8, S. 89. — 2 : 669, siehe B M J 
1904 S 203. — 2 :6 7 0 ,  siehe BM 6 ,, 1905, S. 403; 7 3, 1906/7, S. 391. — 2  :674 , 
siehe’ BM 4 „  1903, S. 88. -  2 : 683, siehe BM 2„ 1901, S. 148; 9 3, 1908/9, S. 328.
— 2 :687 , siehe BM 7 ., 1906/7, S. 294. — 2 :6 8 9 , siehe BM 7 a, 1906/7, S. 391; 
8  1907/8, S. 89; 9 „  1908/9, S. 253. — 2 :693 , siehe BM 4 „  1903, S. 287; 7 S, 
1906/7, S. 394 — 395; l l s, 1910/11, S 237-238. — 2 :6 9 9 , siehe BM 9 S, 1908/9, 
S. 165—166. — 2  : 700,'701, siehe BM 1„ 1900, S. 271. — 2  :703, siehe BM l s, 
1900 S 271—272; 8 , ,  1907/8, S. 212. — 2 :  704, 705, siehe BM 1„, 1900, S. 272—273.
— 2  : 712, siehe BM 8 ., 1907/8, S. 212—213. — 2  : 713, siehe BM 9 3, 1908/9, S. 254.
— 2 :714 , siehe BM 8 ., 1907/8, S. 89—90. — 2  : 714—715, siehe BM 113, 1910/11, 
S 238—239. — 2  : 715, siehe BM 5 „  1904, S. 412; l l s, 1910/11, S. 239. — 2 :  716, 
siehe BM « ., 1905, S. 404. -  2  : 717, 718, siehe BM 7 „  1906/7, S. 92-93. — 2  : 719, 
siehe BM 2 3, 1901, S. 357. — 2  : 720, siehe BM 4 S, 1903, S. 287; 6 3, 1905, S. 404.

2 :  720. Nach K ä s t n e r  gibt Herr C a n t o r  ohne weiteres an, daß die 
von C ie r m a n s  erfundene Vorrichtung eine R e c h e n m a sc h in e  war. Aber 
meiner Ansicht nach ist es viel wahrscheinlicher, daß es sich um einen 
kreisförmigen logarithmischen Rechenschieber handelt. Es ist bekannt, daß 
W . O u g h t r e d  schon vor 1630 ein solches Instrument erfunden hatte und daß 
sein Schüler W. F ö r s t e r  1632 in London eine Beschreibung desselben unter 
dem Titel The circles of proportion veröffentlichte (siehe z. B. F. C a j o r i ,  
T rib u n e  p u b liq u e  [de l’encyclopédie des sciences mathématiques] n° 13, 
1910, S. 50). Es liegt sehr nahe anzunehmen, daß C ie r m a n s  von dieser 
Beschreibung Kenntnis bekommen und auf Grund derselben einen Rechen
schieber angefertigt hatte. G. E n e s t r ö m .

2 :7 2 1 ,  siehe BM 1.,, 1900, S. 273; 6 S, 1905, S. 404 —405. — 2 :7 2 6 ,  siebe 
BM 8 „  1907/8, S. 90. — 2 :  727, siehe BM 1906/7, S. 392. — 2 :  741, siebe 
BM 7  1906/7, S. 395—396. — 2 : 742, siebe BM 13, 1900, S. 273; 3 S, 1902, S. 142. 
— 2 : 746, siehe BM 13, 1900, S. 273. — 2 : 747, siehe BM 13, 1900, S. 173; 2 3, 
1901, S. 225. — 2 : 749, siehe BM 4 S, 1903, S. 88. — 2  : 753—754, siehe BM 9,, 
1908/9, S. 254. — 2  : 757, siehe BM 113, 1910/11, S. 239—240. — 2  : 758, siehe 
BM 9 S, 1908/9, S. 255. — 2  : 759, siehe BM l l s, 1910/11, S. 240. — 2  : 763, siehe 
BM 9 S, 1908/9, S 166. — 2 : 765, siehe BM 8 S, 1907/8, S. 90—91. — 2  : 766, siehe 
BM 3 S, 1902, S. 142; 5.,, 1904, S. 412—413. — 2 :7 6 7 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148, 
357—358. — 2  : 770, siehe BM 4 S, 1903, S. 208. — 2  : 772, siehe BM 2 S, 1901, 
S. 358; 7 S, 1906/7, S. 392 — 393. — 2 :  773, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 213; 9 S, 1908/9, 
S. 167. — 2 :7 7 5 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 358 — 359. — 2  : 777, siehe BM 8 „  1901, 
S. 148; 3 S, 1902, S. 204. — 2  : 780, siehe BM 9„  1908/9, S. 78, 167. — 2  : 783, siehe 
BM 2 -, 1901, S. 359; 4 S, 1903, S. 88—89. — 2  : 784, siehe BM 2 3, 1901, S. 148. — 
2 :7 8 7 ,  siehe BM « 3, 1905, S. 405; 7 S, 1906/7, S. 296. — 2  : 790, siehe BM 7a, 
1906/7, S. 393; 9 g, 1908/9, S. 255; 103, 1909/10, S. 62—63. — 2 :  791, siehe BM <»„ 
1905, S. 405 — 2  : 793—794, siehe BM 5 S, 1904, S. 307; 6 3, 1905, S. 316 —317,
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q m  „siehe BM <».1 1905- S. 317. -  2  : 797—798, siehe BM 5 „  1904,
q on7 9 - I n o  ¡ 1909/ 1c? ' S. 6 3 -6 4 . —  8 :  7 0 9 ,’ siehe BM 5 „  1904,
5' 367 l a t  80V iesi1, t "  I T ’J -  208- - 2  : 8Ü2- 803’ aiehe BM ! O s, 1909 10 b. 367— 368. —  2  :8 1 2 , siehe BM  4 3 , 1903, S. 37; 1 1 „  1910/11, S. 2 4 0 - 2 4 3 .  —
8 : 8 1 5 ,  siehe BM  1 0 3, 1909/10, S. 64; l l s, 1910/11, 243 —  244. —  8 :8 1 7  siehe
BM 1 0 3, 1909/10, S. 174. —  2 :8 2 0 ,  siehe BM 2 3, 1901, S. 148- 5 ,  1904 S 307 —

2  '' l 2\ r h e B uM  S' 148- -  2  : 827’ 83° ’ Siehe BM  9 s> 1908/9, S. 2 5 6 - 2 5 7
—  2 :8 3 2 ,  siehe BM  5 „  1904, S. 203 —204; 6 ,, 1905, S. 211 — 2 * 8 4 0  siehe 
BM 8 „  1901, S. 1 4 8 -1 4 9 . -  2  : 843, siehe BM  3„ 1902, S. 328. ’

2 :  845. Die Angabe (Z. 1 3 — 16): „ C a v a l i e r i  sprach die von ihm ent
deckte Wahrheit zuerst 1639 als letzte Aufgabe seiner in Bologna gedruckten 
Centuria di varii problemi per dimostrare Vuso e la facüitä dei logariimi nella 
Gnomonica, Astronomia, Geografia aus“, ist ein wenig auffällig, denn Herr 
C a n t o r  gibt einen recht ausführlichen Auszug aus dem Titel der Schrift (statt 
dei lies de’) und daraus geht ja  hervor, daß die 100 Aufgaben d u rch  A n 
w endung  von L o g a r ith m e n  gelöst werden sollten. In Wahrheit hat die 
letzte Aufgabe („problema 100“) der fraglichen Schrift gar nichts mit der

n X n  1
x dx =  n \ zu sondern bezieht sich, ganz wie die zwei voran-

gehenden Aufgaben, auf eine Frage „Delle annue pensioni“. Aber nachdem 
diese Aufgabe erledigt worden ist (S. 518 — 522), bringt C a v a l i e r i  (S. 523 — 526) 
eine Nachschrift, worin er erwähnt, daß er viele andere Aufgaben gelöst habe, 
darunter auch das Problem, den Inhalt eines Umdrehungsparaboloids zu be
stimmen. Dann fährt er etwa wie in den Exercitationes geometricae fort, hebt

aber hervor, daß er den Satz, der in moderner Bezeichnung J*'xndx =  xn + 1
lautet, nur für n =  1, 2, 3, 4 bewiesen habe, so daß der allgemeine Satz nur 
als wahrscheinlich bezeichnet werden könne. Statt „als letzte Aufgabe“ soll 
also „in einer Nachschrift zu seiner Arbeit“ gesetzt werden.

G. E n e s t r ö m .

2 :8 5 0 , siehe BM 6 3, 1905, S. 109—110. — 2 :8 5 1 , siehe BM 10, 1909/10 
S. 174. — 2 :8 5 2 , siehe BM IO,, 1909/10, S. 175; 11., 1910/11, S. 244-245 — 
2 :8 5 6 , siehe BM 2 3, 1901, S. 149. — 2  : 860, 863, siehe BM 11„ 1910/11 S 245- 
246. — 2  : 865, siehe BM 2 ,, 1901, S. 149. — 8  : 876, siehe BM 1,, 1900 S 511 
— 2  : 878, siehe BM 1,, 1900, S. 511; 11,, 1910/11, S. 246. — 2 :8 7 9 , siehe BM 1 ’ 
1900, S. 511. — 2  : 884, siehe BM l l s, 1910/11, S. 167-168. — 2  :891, siehe BM 1*’ 
1900, S. 273; 11,, 1910/11, S. 246 — 247. — 2  :897, siehe BM 1905 S 406 — 
2  : 898, siehe BM 4 ,, 1903, S. 37, 208; 10,, 1909/10, S. 175-176. — 2  :901, siehe 
BM 1„ 1900, S. 511. — 2  : 902, siehe BM 9 ,, 1908/9, S. 329—330; 10, 1909/10 
S. 64. — 2  : 903, 904, siehe BM 11,, 1910/11, S. 247—248. — 2  :911, siehe BM 9  ’ 
1908, S. 78—79. — 2  : 917, siehe BM 11„ 1910/11, S. 249. — 2 :9 1 9 , siehe BM 5*’ 
1904, S. 204. — 2  : 922, siehe BM 11,, 1910/11, S. 168—170. — 2 :  VIII (Vorwort)’ 
siehe BM 3 ,, 1902, S. 142. — 2 :  IX , X (Vorwort), siehe BM 1„ 1900, S. 511 5 1 2 ’

3  : 1, siehe BM 10,, 1909 10, S. 268. — 3 : 4 ,  siehe BM 10„ 1909/10, S 65—67 
— 3 : 5 ,  siehe BM 10,, 1909/10, S. 269. — 3  : 5 — 6 , siehe BM 10,, 1909/10 
S. 269 — 270. — 3  :9,  siehe BM 2 ,, 1901, S. 359. — 3 :1 0 , siehe BM 1, 1 9 0 0 ’
S. 518; 63, 1905, S. 211; 7„ 1906/7, S. 393 —394. — 3  :11, siehe BM 4  1903’
S. 209. — 3 :1 2 , siehe BM 1„ 1900, S. 512. — 3 : 1 4 —15, siehe BM 7 , 1906/7’ 
S. 296 — 297. — 3 :1 5 , 16, siehe BM 10,, 1909/10, S. 270 — 272. — 3  :17, siehe 
BM 13, 1900, S. 512. — 3  : 18, siehe BM 9 ,, 1908/9, S. 168. — 3  : 19, siehe BM 10  ,
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1909/10, S. 67—68. — 3  : 22, siehe BM 13, 1900, S. 512; 4 8, 1903, S. 209. — 
3 : 2 3 ,  siehe BM 7 3, 1906/7, S. 297—298; 8 ,, 1907/8, S. 91. — 3 : 2 4 ,  siehe
BM 4 ,, 1903, S. 209. — 3 :2 5 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 209, 399; » s, 1908/9, S. 168.
— 3 :2 6 ,  siehe BM 8 ,, 1901, S. 359; 7 S, 1906/7, S. 394. — 3  : 29, siehe BM »„
1908/9, S. 331. — 3 :3 7 , siehe BM 8 „, 1907/8, S. 91—92. — 3  : 39, siehe BM 6 „
1905, S. 407. — 3  : 40, siehe BM 7 S, 1906/7, S. 394. — 3 :4 5  — 48, 49, 50, siehe 
BM 1., 1900, S. 512-513. — 3 :5 7 , siehe BM 7 S, 1906/7, S. 298-299. — 3  :58, 
siehe BM IO ., 1909/10, S. 272 — 273. — 3 :6 2 ,  siehe BM 108, 1909/10, S. 177. — 
3 :6 3 ,  siehe BM 7 3, 1906/7, S. 93 — 94. — 3 :6 8 , siehe BM 7 3, 1906/7, S. 299; 9„  
1908/9, S. 257—258; 113, 1910/11, S. 249. — 3  : 69, siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 69.
— 3 :7 0 , siehe BM » 3, 1901, S. 360; 9 a, 1908/9, S. 258. — 3  : 72, siehe BM 113, 
1910/11 S. 249-250. — 3  : 78, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 92; 11„ 1910/11, S. 250.
— 3 :7 9 , siehe BM 1 0 s, 1909/10, S. 69—71. — 3 :8 1 ,  siehe BM 11,, 1910/11,
S 251 — 3 :8 2 , siehe BM 5 „  1904, S. 308. — 3 :8 5 , siehe BM IO ,, 1909/10,
S. 273 - 274. — 3  :97, siehe BM 7„ 1906/7, S. 394. — 3 :1 0 0 , siehe BM » „  1901, 
S. 149; 7„ 1906/7, S. 299 — 300. — 3  :102, siehe BM 63, 1905, S. 318; 73, 1906/7, 
8. 300; 9 ,, 1908/9, S. 169. — 3 :1 0 4 , siehe BM 9 S, 1908/9, S. 331. — 3 :1 1 0 , siehe 
BM 11,, 1910/11, S. 170 — 171. — 3  : 112, siehe BM 4 a, 1903, S. 209—210; 6 3, 
1905 S 318. — 3 :U B , siehe BM 9 S, 1908/9, S. 258 — 259. — 3  :116, siehe BM 13, 
190o! S. 513. — 3 :1 1 7 , siehe BM 13, 1900, S. 518; 9 3, 1908/9, S. 259 — 260; 11:1, 
1910/11, S. 171. — 3 :1 1 8 , siehe BM 8 a, 1907/8, S. 92 — 93.

3 : 119. Herr C a n t o r  gibt (Z. 17 — 18) an, daß in der lateinischen Al
gebra W a l l i s ’ ein A u szu g  aus der Analysis aequationum universalis von 
J .  R a p h s o n  sich findet, aber W a l l i s  sagt selbst: „cujus [methodi] specimen 
mihi suis [d. h. R a p h s o n s ]  verbis nuper exhibitum, libet hic subjungere“. 
Was W a l l i s  zum Abdruck gebracht hat, ist also ein von R a p h s o n  ver
fertigter Bericht über die Methode, und wenn man diesen Bericht mit dem 
Buche R a p h s o n s  vergleicht, sieht man sofort, daß jener nicht lediglich ein 
Auszug aus diesem ist.

Wie R a p h s o n  in seinem Bericht erwähnt, hat er in seinem Buche auch 
versucht zu beweisen, daß sein Verfahren immer konvergent ist, unabhängig 
von dem Ausgangswert der unbekannten Größe. Nun weiß man ja  schon seit 
der Mitte des 18. Jahrhunderts (siehe F. C a j o r i ,  BM 113, 1910/11, S. 132), 
daß diese Behauptung falsch ist, so daß der Beweis R a p h s o n s  unrichtig sein 
muß. Hier unten gebe ich nach der „editio secunda“ (mein Exemplar hat 
das Druckjahr 1702, aber es gibt Exemplare dieser Ausgabe mit dem Druck
jahr 1697) der Analysis aequationum universalis Auskunft über den vermeint
lichen Beweis.

R a p h s o n  geht von der Gleichung f(a) =  0 aus, und setzt a =  g -f x, 
wo g eine beliebige Zahl und x die Korrektion ist. Dann wird

f(g + x) =  f(g) +  xf \g)  +  ~  f"{g) +  .. .  =  0,
also _2

T H g )  + -.- 
f'(g) f'(g)

und die zwei Glieder der rechten Seite dieser Gleichung bezeichnet R a p h s o n  
durch t und m, so daß x =  t -(- m. Ferner bemerkt er, daß jede der Größen 
x, t, m sowohl positiv wie negativ sein kann, so daß man acht verschiedene 
Fälle in Betracht zu ziehen hat. Ich gebe wörtlich seine Behandlung des 
Falles wieder, in dem alle drei Größen positiv sind.
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In x =  -f- t -f- m , x  convergentem minorem esse absoluta quantitate 
(m ) partem scilicet suo toto. x  ergo convergente additâ suae (g) liquet 
hanc novam (g) auctam quantitate ( t) majorem esse praecedenti, et hoc 
modo augeri (ÿ) consequenter vero diminui (rn) ad infinitum, post in- 
finitam autem convergentiam, differentiam seu (W) reddi quantitate 
qualibet assignabili minorem.

R aphson bemerkt also, daß in diesem Falle der neue Näherungswert 
(ß +  t) größer ist als der ursprüngliche (g), aber kleiner als der exakte Wert 
{g +  t +  w»), und dann folgert er ohne weiteres, daß auch jeder folgende 
Näherungswert größer als der vorangehende, aber kleiner als der exakte Wert 
sein muß. Aber diese Folgerung ist natürlich unzulässig, denn man weiß

nicht einmal, ob — immer positiv bleibt (vgl. den Fall, in dem g sich

sehr wenig von einer Wurzel der Gleichung f '(a )  =  0 unterscheidet). Ebenso 
wertlos ist der Beweis in den übrigen Fällen. Allerdings fügt R a p h so n  hinzu: 
„si quis strictiorem demonstrationem desideret hoc modo procedere poterit“, 
aber was er weiter sagt, weicht eigentlich gar nicht von dem ursprünglichen
Beweise ab- G. E n e s t e ö m .

3:122 , siehe BM 7 a, 1906/7, S. 301. — 3 :1 2 3 , siehe BM 13, 1900, S. 513: 
4 a, 1903, S. 399; 7 3, 1906/7, S. 301—302. — 3 :  124, siehe BM 3 „  1902, S. 407-408-
4 ,, 1903, S. 400. — 3 :1 2 6 , siehe BM 4 3, 1903, S. 288. — 3 : 1 2 9 —130, siehe 
BM 8 3, 1907/8, S. 93. — 3  :131, siehe BM 4 3, 1903, S. 210.

3 :1 3 1 . Herr C a n to r  bemerkt (Z. 30 — 33): „In der Vorrede zu den 
geometrischen Vorlesungen . . . hat B a r r o w  . . . N e w to n  . . . hinlänglich deutlich 
bezeichnet“ und aus dem folgenden Texte sowie aus der Fußnote 1 S. 132  
ersieht man, daß es sich um den Passus: „Ultimam amicus (vir sane cum 
primis probus, ast in hujusmodi negotiis flagitator improbus) extorsit“ handelt. 
Allein aus den Briefen B a r r o w s  an C o l l in s  vom 29. März und 23. April 1670  
(siehe R ig a u d , Correspondence o f scientific men o f the seventeenth century 2, 

Oxford 1841, S. 73, 74) geht hervor, daß der Freund n ic h t  N e w to n , sondern 
C o llin s  war. B a r r o w  schreibt nämlich:

[29. März 1670.J I have, to satisfy your desire, scribbled over and 
sent unto you what concerns the curves for equations [das ist eben der Gegen
stand der 13. Vorlesung], which, if  you please, you may add to the rest.

[23. April 1670.] For the 13th  lecture . . .  I . . .  am content 
you should do therein as you please. If you do not like these words 
in the epistle (in which I meant to jest with you, no more), concerning 
it, I pray expunge them, and substitute these:

Ultimam apposui, materiam quidem a reliquis abjunctam, at scopo 
non ita dissitam, nonnullis earn haud inutilem arbitratus.

B a r r o w  selbst gibt also ausdrücklich an, daß die Stelle der Vorrede 
die sich auf die letzte (d. h. die 13.) Vorlesung bezieht, einen Scherz mit 
C o llin s  enthält, und die Worte, die Herr C a n to r  in der Fußnote 1 S. 132  
zitiert, sind gerade die, welche B a r r o w  gemeint haben muß.

An und für sich ist ja die unrichtige Deutung des Wortes „amicus“ 
recht bedeutungslos, aber leider zeigt die Erfahrung, daß kleine Unrichtig-
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keiten  le ich t zu durchaus schiefen D arste llungen  A nlaß geben können, und 
einen Beleg h ie rfü r b ie te t eben der je tz t  behandelte  Passus der Vorlesungen.

In  seinem P a rise r V o rtrag  1 9 0 0 : Origines du  calcul in fin itésim al h a t 
näm lich  H err C a n t o r  (S  22 — 23 des Sonderabzuges) au f G rund seiner un
rich tigen  K on jek tu r in  betreff der D eu tung  des W ortes „am icus“ eine Dar
stellung  der B eziehung zwischen B a r r o w  und N e w t o n  gegeben, die ich hier 
un ten  zum A bdruck bringe und  m it einigen B em erkungen versehe:

B a r r o w  dans ses „Leçons de géom étrie“ d it qu’un  am i (c’eta it 
N e w t o n  sans aucune doute) lu i av a it ex torqué la  derniere leçon, qui 
est ju s tem en t celle qu i con tien t les problèm es du  calcul infin itesim al.1) 
B a r r o w  en é ta i t - i l  redevable à  N e w t o n ?  B a r r o w ,  qu i a qu itte  sa 
chaire de professeur à  Cam bridge pour y  faire  m on ter N e w t o n ,  qui a 
cité N e w t o n  de la  m anière  que je  viens d’in d iq u er, a u ra i t - i l  m anque 
de dire que les m éthodes et les idées de la  dernière leçon ap p a rten a ien t à 
N e w t o n ,  s’il en é ta it a in s i?  Je  crois qu’il suffit de poser la  question 
pour recevoir une réponse négative .2) I l  y  a certa inem en t eu des p ro 
fesseurs, e t des p lus célèbres, qui on t app ris  te lle  ou te lle  chose d’un  eleve 
favori. M ais alors il m e tten t je  d ira is  de l ’am o u r-p ro p re  à l ’avouer 
franchem ent, e t ne se con ten ten t pas de se p la ind re  qu’on leu r a it  
extorqué la  pub lication  de leurs leçons.3) P o u r m oi, je  me suis fa it 
de la  su ite  des événem ents l ’im age suivante. B a r r o w  a enseigne a 
C am bridge depuis 1663  ju sq u ’à 1 6 69 . N e w t o n  a su iv i ses cours dès 
le  com m encem ent. É lève précoce, il  éc riv it en 1 6 6 5  e t 16 6 6  un 
p rem ier m ém oire: c’é ta it ju s tem en t son „A nalyse p a r  les é q u a tio n s1. 
I l  y  m it beaucoup du  sien , m ais il  n ’h esita  pas non plus a y  exposer 
des idées don t la  source découla it des cours de B a r r o w . 4)  Le 
m anuscrit reste  en tre  ses m ains. E n  1669  B a r r o w ,  qui n ’a pas de 
secrets p ou r N e w t o n ,  lu i m ontre  les leço n s5) qu’il  va  fa ire  im prim er. 
A lors N e w t o n  lu i dem ande d’a jou te r cette  dern ière  leçon infinitésim ale, 
il  la  lu i ex to rq u e6), comme d it B a r r o w ,  e t j ’adm ets que c’est en lui 
m o n tra n t le m anuscrit m is au  n e t depuis quelques années e t contenant 
une p a rtie  no tab le  de cette leçon. B a r r o w  cede a ce sollic iteur im 
p la c a b le 7), e t en mêm e tem ps il  songe à  assu rer à  N e w t o n  ce qui lui 
est propre. I l  expédie son m ém oire à  C o l l i n s  afin de lu i donner une 
date  an té r ieu re8) à  celle de la  pub lica tion  des „Leçons de geom etrie“ . 
Je  crois que cette  hypo thèse , que je  donne pour te lle  e t non comme 
un  fa it h is to rique  to u t p ro u v é9), suffit à  fa ire  com prendre l ’enchaînem ent 
des dates e t des écrits.

*) E s  is t  psychologisch sehr in te ressan t zu sehen, w ie H e rr C a n t o r  durch 
seine un rich tige  A nnahm e in  betreff der D eu tung  des W ortes „am icus“ zu 
einer neuen U nrich tig k e it g e fü h rt w urde. In  W irk lich k e it b ehande lt die letzte 
V orlesung der Lectiones geometricae g a r n ich t P rob lem e der Infinitesim al
rechnung, sondern die geom etrische K o nstruk tion  der W urzeln  algebraischer 
G leichungen. A llein  H e rr C a n t o r  n im m t a n , daß  N e w t o n  die V eröffentlichung 
der V orlesung v eran laß t h a t ,  und  da sich N e w t o n  dam als m it P roblem en der 
In fin itesim alrechnung beschäftig te , m u ß  die V orlesung  solche Problem e be
handeln! —  2) D ie ganze F rag e  is t sinn los, da die V orlesung  gar nicht 
Problem e der In fin itesim alrechnung  en thä lt. —  3) W ie  aus dem  A nfang  dieser 
B em erkung  h e rv o rg eh t, en th ie lt der A usspruch  B a r r o w s  einen Scherz m it
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C o l l i n s ,  der f ü n f  Jahre älter als B a r r o w  war. — 4) Das ist le d ig l ic h  eine 
unbelegte Mutmaßung des Herrn C a n t o r .  — 5) Es ist durchaus unbekannt,
ob N ew ton  die Lectiones geometricae vor der Drucklegung einsah.   B) Nicht
N e w to n ,  sondern C o l l i n s !  — 7) Der „unbillige Förderer“ war C o l l i n s .  —  
) Wie N ew  t o n  selbst hervorgehoben hat, enthalten die Lectiones geometricae 

nur einen sehr speziellen Fall der allgemeinen Methode, die in der A nalysis  
per aequationes num éro term inorum  in fin itas  auseinandergesetzt wird. __  9) ! !

G. Eneström .

3 :  132. Z. 5 — 7 sollten die Worte: „mit Ausnahme einer Stelle gegen 
Schluß der zehnten Vorlesung und einer zweiten am Anfang des ersten An
hanges zur elften [Schreibfehler! ließ: „zwölften“] Vorlesung“ gestrichen
werden. Allerdings steht gegen Schluß der zehnten Vorlesung: „Facio saltem 
ex amici consilio“ und am Anfang des ersten Anhanges zur zwölften Vor
lesung: „amico tarnen morem gerens operä dignum censenti“, aber der frag
liche Freund war höchst wahrscheinlich C o llin s  und nicht N ew ton . Leider 
scheinen die Briefe von C o llin s  an B a rro w  verloren gegangen zu sein, aber 
daß sich C o llin s  ganz besonders für den ersten Anhang zur zwölften Vor
lesung interessiert hat, sieht man aus dem Briefe, den B arrow  am 13. März 1669 
an C ollin s schrieb (R igaud, Correspondence o f  scientific m en o f  the seventeenth 
Century 2, Oxford 1841, S. 68— 70). Die Erklärungen, die er darin seinem 
Freunde mitteilt, stimmen mit den zwei ersten Artikeln des gedruckten Textes 
des fraglichen Anhangs überein.

Es is t zu bedauern , daß sich auch Z eu th en  durch die CANTORsche B e
hauptung zu einer un rich tigen  A ngabe h a t verle iten  lassen. In  seiner A b
handlung: B a r r o w , le m aître de N e w t o n  ( B u l l e t ,  d e  l ’a c a d .  d. sc. de
D a n e m a r k  1 8 97 , S. 5 9 1 — 5 9 2 ) bem erk t Z eu th en , nachdem  er den Passus: 
„Facio saltem  ex am ici consilio“ z itie r t h a t:  „Que l’am i cité  ici e t a illeurs 
sans nom (. . . v ir sane cum prim is probus ast in  hujusm odi negotiis 
flagellator im probus. — Préface particu liè re  des Leçons géom étriques) ne 
soit au tre  que N ew to n  . . . c’est ce qu i n ’a  jam ais  été révoqué en doute.“ 
Allein seit .1841 h a t je d e r Sachkundige gew ußt (siehe die vorangehende B e
m erkung), daß der „ flag ita to r im probus“ n ich t N ew ton , sondern C o llin s  w ar, 
und soviel ich w eiß , g ib t es g a r keinen A nlaß  zu verm u ten , daß der zw eim al 
genannte „am icus“ eine andere P ersön lichkeit als der „flagella tor im probus“ 
sei. A uch in  seiner Geschichte der M athem atik im  X V I .  un d  X V I I .  J a h r 
hundert (L eipzig  1 9 0 3 , S. 357 , Z. 13 — 1 5 ) bem erk t Z eu th en  au f G rund der 
un rich tigen  D eu tung  des W ortes „am icus“ : „Jedenfalls sag t B a rro w  selbst, 
daß die R atsch läge N ew to n s a u f  die A usarbeitung  seines soeben erw ähnten  
W erkes [Lectiones geometricae] von E influß gew esen seien.“

D ie B em erkung (Z. 7 — 8 ): „B arrow  selbst leg te  au f die geom etrischen 
Vorlesungen n u r  geringes G ew icht“ is t n ich t ganz richtig . In  betreff der V or
lesungen 6 — 12 sa g t B a rro w  in  seiner V orrede: „a lte ras  quas dixi septem  
conspectu i tuo  luben tiu s expono, nonnu lla  sperans in  illis hab eri, quae nec 
eruditiores p ig u e rit inspieere .“ Q E neström .

3  :147, siehe BM 11,, 1910/11, S. 251. — 3 :1 5 1 , siehe BM 3 „  1902, S. 326.
— 3  :156, siehe BM 113, 1910/11, S. 171. — 3  :157, siehe BM 10„ 1909/10, S. 348
— 349. — 3 :1 5 8 , siehe BM 11,, 1910/11, S. 251—252. — 3  :166, siehe BM 9 „
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1908/9, S. 332. — 3 :1 0 7 , siehe BM 4 „  1 9 0 3  S. 400; 11, 1910/11, S 252 253.
— 3  :168, 171, 171-172, siehe BM 11„ 1910/11, S. 172-173. — 3  : 172 siehe 
BM 11 1910/11, S. 253 — 254. — 3  :172—173, siehe BM 4 3, 1903, S. 400.
3 ^  173,3'siehe BM 11„ 1910/11, S. 254. -  3  :174, siehe BM 2  1901, S 149-150.
-  3 :1 7 5 , siehe BM 11„ 1910/11, S. 254-255. -  3  : H 9, swhe ßM 10,, 190^10, 
S. 71-72. — 3  : 180, siehe BM 11„ 1910/11, S 256. — 3  :181, siehe BM 10„ 
1909/10 S. 72—73. — 3  :182, siehe BM 113, 1910/11, S. 256. — 3  :183, siehe 
BM 1 ,,' 1900, S. 432. — 3 :1 8 8 , siehe BM 3 „  1902, S 241.

3 : 188. In betreff der unrichtigen Differentiationen von Wurzelgrößen, 
die im Briefe LEiBNizens vom 21. Juni 1677 Vorkommen, bemerke ich, daß 
L e ib n iz  einige Wochen später auf diesem Gebiete einen anderen Fehler be
gangen zu haben scheint. In einem von G e k h a e d t  (Die Entdeckung der 
höheren Analysis, Halle 1855, S. 143 — 145) herausgegebenen Entwurf vom
11. Juli 1677 behauptet L e i b n i z ,  wenn der Abdruck richtig ist, ^das

Differential von }/w sei —2_ 1 , während das richtige Ergebnis ja
\/ zwz

z y  ui
o d e r  — i st ,  u n d  a u c h  in  e in e m  a n d e r e n  E n tw ü r f e ,  d e r  n a c h  G e b h a k d t

z y  ui
um dieselbe Zeit verfaßt wurde, kommt laut dem gedruckten Texte (a. a. 0. S. 147) 
die unrichtige Behauptung vor. Allerdings kann hier ein wiederholter Schreib
fehler vorliegen, aber meiner Ansicht nach ist es kaum angebracht, aus diesem 
u n r ic h t ig e n  Ergebnis ohne weiteres zu folgern, daß L e ib n iz ^  „presque 
immédiatement après sa réponse à Newton, savait très bien différentier les 
quantités irrationnelles“ (siehe H. G Z e u t h e n  , Sur le fondement mathématique 
de l’invention du calcul infinitésimal; B u lle t,  de l 'a c a d . d. sc. de D a n e 
m ark  1895, S. 229).

Ebensowenig kann ich m it Z e u t h e n  einverstanden sein, wenn er (Barrow, 
le maître de Newton-, B u lle t, de l ’acad . d. sc. de D a n e m a rk  1897, S. 605) 
bemerkt, L e i b n iz  habe schon im November 1676 „indique d’une manière 
correcte comment il faut etendre les résultats de la différentiation des puis
sances aux racines“. Allerdings scheint L e i b n iz  hier anzugeben (siehe 
G e e h a e d t ,  a. o. 0 . S. 140— 142), daß die Formel d(x(S) — e Xe 1 auch für 
negative und gebrochene Werte von e gilt, aber aus dem gedruckten Texte 
ersieht man nicht, daß er verstanden hat, seine eigene Regel für gebrochene

Werte von e anzuwenden. Teils hat er die zwei Formeln d (")/*) =  -7 = und

V— y x
— angegeben, von denen die erste unrichtig, die zweite

wegen des Minuszeichens auffällig ist, teils bringt er als Beispiele der 
Differentiation von Potenzen m it Bruchexponenten nur solche, in denen der 
Exponent A ist, so daß das Ergebnis richtig wird, auch wenn man die

falsche Formel d (y  x ) =  —-— anwendet. G. E n e s t e ö m .

n ^ x

3 :1 9 5 ,  siehe B M 9„ 1908/9, S. 311, 332—333; 1 0 s, 1909/10, S. 73. — 3 :1 9 6 ,  
siehe BM 9 „  1908/9, S. 333. — 3 :2 0 1 ,  siehe BM 1„ 1900, S. 513. — 3 :2 0 7 ,  siehe 
BM 13, 1900, S. 519. — 3 :2 1 5 ,  siehe BM 3 . ,  1901, S. 150; 9 S, 1908/9, S. 260—262. 
— 3 :2 1 8 ,  siehe BM 13, 1900, S. 513. — 3 :2 2 0 ,  siehe BM 3 S, 1902, S. 326. —
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3:221 , siehe BM 9 ,, 1908/9, S. 333. — 3 :2 2 4 , siehe BMI.., 1900, S. 514. — 
3  : 225, siehe BM 23, 1901, S. 150. — 3  : 228, siehe BM 2 ,, 1901, S. 150; 9„, 1908/9 
S. 333—334. — 3 :2 3 0 , siehe BM 6S, 1905, S. 211—212. — 3  : 231, siehe BM 11 
1910/11, S 256-257 — 3 :2 3 2 , siehe BM 13, 1900, S. 514; 6 „  1905, S. 212- 7 ” 
1906/7, S. 303; 8 3, 1907/8, S. 94; 9 S, 1908/9, S. 334—335. — 3  :244 — 245, siehe 
BM 5 S, 1904, S. 205, 413; 7 3, 1906/7, S. 303-304. — 3 :2 4 0 , siehe BM 1„ 1900 
S. 514; * „  1901, S. 151. — 3  : 250, siehe BM 13, 1900, S. 514. — 3 :2 5 3 , siehe 
BM 103, 1909/10, S. 73—74; 113, 1910/11, S. 173-174. — 3 :254 , 258, 260, siehe 
BM 103, 1909/10, S. 74—76. — 3  : 270, siehe BM 7 3, 1906/7, S. 395. — 3  :276, siehe 
BM 7 S, 1906/7, S. 304. — 3  :279, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 335 — 336. — 3  *285, 
siehe BM 113, 1010/11, S. 257—258. — 3:286 , siehe BM IO,, 1909/10 S 76 — 
3  : 290, 295, siehe BM 113, 1910/11, S. 258 — 259. — 3 :303 ,' siehe BM 1901 
S. 155. — 3 :3 0 6 , siehe BM 7 3, 1906/7, S. 304. — 3 :3 1 0 , siehe BM l l „  1910/11, 
S 82, 259—261. — 3  : 310—311, siehe BM 11 1910/11, S. 82—83 — 3  : 312, 314,
316, 318, 319, 319-320, siehe BM 113, 1910/11, S. 261—268.

3 : 319 —  320. Ich. bin jetzt im Besitze eines Exemplares der Aus
gabe 1722 des Commercium epistolicum und bringe hier unten zum Abdruck 
den Passus (S. 247) der „Annotatio“, den ich in meiner früheren Bemerkung 
(B M llj, 1910/11, S. 267) erwähnt habe:

Metbodus fluxionum utique non consistit in forma symbolorum. 
Et K e i l i u s  hoc notaverat anno 1711 {pag. 37, 238'.

Wenn man nun bemerkt, 1. daß Seite 37 eine Stelle der „Recensio“ 
enthält, die ausführlich die NEWTONsche Bezeichnungsweise behandelt, 2. daß 
Seite 238 eine Bemerkung von K e i l e  über diesen Gegenstand, und zwar aus 
dem Jahre 1711 vorkommt, so kann man meines Erachtens kaum umhin, 
den ersten Verweis auf die Worte „Methodus fluxionum utique non consistit 
in forma symbolorum“, den zweiten Verweis auf die Worte: „Et K e i l i u s  hoc 
notaverat anno 1711“ zu beziehen. Um die peinlichste Genauigkeit in betreff 
der Verweise zu beobachten, hätte N e w t o n  also schreiben sollen:

Methodus fluxionum utique non consistit in forma symbolorum 
{pag. 37). Et K e i l i u s  hoc notaverat anno 1711 {pag. 238),

Will man indessen diese Erklärung, die meiner Ansicht nach die einzige 
natürliche ist, nicht gutheißen, kann man, wie ich schon in meiner früheren 
Bemerkung hervorgehoben habe, h ö c h s te n s  folgern, daß N e w t o n  eine  b e 
sondere  S te lle  der „Recensio“ als 1711 von K e i l l  redigiert bezeichnet hat, 
während die CANTOßsche Folgerung: „Also behauptet N e w t o n ,  daß K e i l l  der 
Verfasser des Originals der Recensio war“ von einer Art ist, die nicht näher 
angegeben zu werden braucht. E n e s tk ö m .

3 : 3 2 0 —321, 321, 323, 326, siehe BM 113, 1910/11, S. 268—269. — 3  :327, 
siehe BM 103, 1909/10, S. 77; 113, 1910/11, S. 83—84. — 3  : 330—331, siehe BM 3 S, 
1902, S. 241 — 242. — 3  :3 3 7 , siehe BM 5„, 1904, S. 206. — 3 :3 5 0 ,  siehe BM 9 3, 
1908/9, S. 336. — 3 :3 6 4 ,  siehe BM 73, 1906/7, S. 304 — 305. — 3  :3 6 5 , siehe 
BM 7„, 1906/7, S. 94. — 3  : 366, siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 274—275. — 3  :367 , 
siehe BM 7 S, 1906/7, S. 215. — 3  : 370—371, siehe BM 5 a, 1904, S. 308. — 3  : 382, 
siehe BM 6 3, 1905, S. 213. — 3 :3 8 4 ,  siehe BM 6 ,, 1905, S. 319. — 3  : 394, siehe 
BM 11 1910/11, S. 174—175, 269—270. — 3  : 395, siehe BM 113, 1910/11, S. 270.
— 3  : 397, siehe BM 8 a, 1907/8, S. 94. — 3  : 398, siehe BM 7 3, 1906/7, S. 305—306;
8.,, 1907/8, S. 94—95. — 3 :3 9 9 , siehe BM 1 0 3, 1909/10, S. 77—78. — 3  : 400, siehe 
BM 113, 1910/11, S 271. — 3 :4 0 3 , siehe BM 113, 1910/11, S. 175. — 3 :406 , siehe 
BM 9 S, 1908/9, S. 262; 11,, 1910/11, S. 84. — 3 :4 0 8 , siehe BM 6 3, 1905, S. 213.
— 3 :412 , siehe BM 7 a, 1906/7, S. 306 — 3  :427, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 169. —
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^•4.4.7 455 siehe BM 2  1901, S. 151. — 457, siehe BM 113, 1910/11, S. 271.
t \ m , S .  B M »“  *1/9, S. 837. -  3  = 468, si.h.= BM U  .910/1. 8. 8 7 4 -3 « .

-  ?:$■ i t s i i o "  X / 1 0  W  — 3 = 4 7 6 ,  s i e h e * 1908/9, S. 169 
Z .? 0  *76’. -  3 ™ : “ ;»; s ä e  B M * ,. 1901, S. 151—152 -  3  = 480, sieb. B M S
1 9 0 7 / 8  S 95   3 :4 8 1 , siehe BM 1©3, 1909/10, S. 79. — 3  : 48i2, sie:te  MJs>
1 9 0 9 / 1 0 , S. 178. -  3 :496 , siehe BM 9 „  1908/9, S. 337-338. -  3 :4 9 7 , 498, siehe 
BM 5 3,’ l904, S. 309.

3 : 498 . D a H err C a n t o r  h ier bem erk t, daß W o l f f  im  5. Bande 
(1 7 4 1 ) seiner Elementa matheseos universae den S tre it zw ischen N e w t o n  und 
L e ib n iz  e rzäh lt, erlaube ich m ir, d a rau f aufm erksam  zu m achen daß W o l f f  
schon früher zw eim al diesen G egenstand behandelt h a tte ,  näm lich  te ils m  
seinem Mathematischen Lexikon (Leipzig 1 7 1 6 , Sp. 2 8 3 - 2 8 8 ) ,  te ils  in  dem 
A nhänge („K urtzer U n terrich t von den vornehm sten m athem atischen  S ch n itten  ) 
der Anfangsgründe aller mathematischen Wissenschaften, deren ers te  A uflage  
1 7 1 0  erschien; in  der d ritten  A uflage  (H alle  1 7 2 5 ) befindet sich die be
treffende S telle S. 47 — 61 und  das le tz te  A k tenstück , das daselbst erw ähn t 
w ird, is t die Historia fluxionum R a p h s o n s .  G. E n e s t r ö m .

3  : 500, siehe BM l l s, 1910/11, S. 8 4 -8 7 . — 3  :507, siehe BM 5 3, 1904, 
g 7 i  7 2 .  - 3  : 507 — 509, 509, siehe BM ©s, 1908/9, S. 338 339.

3 - 5 1 0 .  Die zwei B ände des m athem atischen  W örterbuches S a v e r i e n s  
erschienen nach den T ite lb lä tte rn  1753  (n ich t 1752). Ich  gebe h ie r unten 
den vollständigen T ite l w ieder:

D ictionnaire universel de m athém atique  (!) e t de physique (!), ou l ’on 
tra ite  de l’o rig ine, du progrès de ces deux sciences & des a rts  qu i en 
dépendent, & des diverses révolutions qui leu r son t arrivées ju s q u ’à notre 
tem s; avec l ’exposition de leurs principes, & l ’analyse des sentim ens des 
plus célèbres au teu rs sur chaque m atière . P a ris  M D C C L H I.

4°. 1 : (4) +  X XV II4- (1) +  483 S. +  51 Taf. — 2 : (4) -f 486 +  (2) S. -f 50 Taf.
— S. 486 des 2. Bandes steht noch einmal das Druckjahr 1753.

Am E nde des 2. B andes befindet sich (S. 481  —  4 8 4 ) eine „T able alphabétique 
des plus célébrés m athém aticiens & physiciens qui on t fleuri depuis l ’origine 
du m onde jusques à no tre  tem s, & don t on a analysé les op in ions, ou exposé 
les découvertes dans cet ouvrage“ . D as V erzeichnis, das a lphabe tisch  geordnet 
is t ,  um faß t etw a 7 00  N am en; zuw eilen is t  es ein wenig sch w ierig , den rich
tigen  N am en zu erkennen, z. B. bei „E lb roner“ ( =  H e i l b r o n n e r ) .

Z 2 is t „ 1 7 3 4 “ s ta tt  „ 1 7 3 2 “ zu setzen (vgl. BM 5S, 1 9 0 4 , S. 309).
G. E n e s t r ö m .

3 :521 , siehe BM 2,, 1901, S. 441. — 3 :527, siehe BM 7fl, 1906/7, S. 95. — 
3 :5 3 5 , siehe BM 4a, 1903, S. 401. — 3 : 586, siehe BM 53, 1904, S. 206.

3 : 537 . Warum S a c c h e r i  das Buch von M ali5zieu „kaum gekannt 
haben kann“ (Z. 9 — 10) verstehe ich nicht. Das Buch erschien schon 1713  
in Padua in lateinischer Übersetzung und eine neue Auflage dieser Über
setzung wurde daselbst 1 7 3 4  herausgegeben. Hieraus geht ja hervor, daß das
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Buch zu S a c c h e r i s  Zeit gerade im  nördlichen Ita lien  sehr verbreitet w ar Ich 
gebe h ier un ten  den vollständigen T ite l der ersten lateinischen A uflage w ieder: 

Serenissim i B urgundiae ducis elem enta geom etrica E x  Gallico sermone 
in L atinum  tra n s la ta  ad usum  sem inarii P atav in i. Accessere Q uatuor 
Propositiones ad T rigonom etriam  apprim e utiles. Insuper In troductio  ad 
A lgebrae applicationem  ad G eom etriam , auctore G u is n e o ,  N unc prim um  
latine reddita . [B uchdruckerm arke] P a ta v ü , E x  T ypographia Sem inarii, 
M D C C X m . A pud Joannem  M anfre. Superiorum  Perm issu, & P rivilegio 

4°, (20) - f  158 - f  60 S. +  20 Taf.

Der T itel der A uflage 1 7 3 4  unterscheidet sich von dem der ersten nu r durch 
das D ruckjahr „MDCCXXXIV s ta tt  „M D CCX HI“ und einige unbedeutende, 
rein typographische A bw eichungen; auch die Seitenzahlen stim m en überein.’ 

Beiläufig bem erke ich , daß nach dem V orw orte die im  T itel erw ähnten 
„Q uatuor propositiones ad trigonom etriam  apprim e u tiles“ (S. 136 —  138) von 
J a k o b  H e r m a n n  herrühren , der bis E nde A pril des Jah res 1713  P ro fesso rd e r 
M athem atik an der U n ivers itä t in  P ad u a  w ar. << Km™-™«,.

3 : 550, siehe BM 113, 1910/11. S. 87. — 3 :560 , siehe BM 6 ,, 1905, S. 319— 
321. — 3  : 562, siehe BM 113. 1910/11, S. 176. — 3  :565, siehe BM 3 ,, 1902, S. 326 
-327. — 3 : 566, siehe BM 113, 1910/11, S. 176. — 3 :571 , siehe BM 3,, 1902, 
S. 327; 5.,, 1904, S. 72; 9 S, 1908/9, S. 170. — 3  :575, siehe BM 9 S, 1908/9, S. 263 
— 3:578, siehe BM 3 S, 1902, S. 327; 5 3, 1904, S. 309. — 3 :582 , siehe BM 
1906/7, S. 307 — 3  :583, siehe BM 103, 1909/10, S. 80; 113, 1910/11, S. 176—177.

3 : 584. D er erste  B rie f E u l e r s  an N i k o l a u s  I  B e r n o u l l i ,  w orin  die 
Frage der Zerlegung jed e r a lgebraischen ra tiona len  F u nk tion  in  reelle F ak to ren  
ersten oder zw eiten G rades b e rü h rt w ird , is t vom 1. Septem ber 1742 . H ier 
drückt E u l e r  seinen Satz a u f  folgende W eise aus ( Opera postuma 1 , Petro- 
poli 1862, S. 5 2 5 ):

Omnis expressio algebraica cc + ßx-+-yx2 -{-dx3-\- etc. quotcunque 
fuerit dimensionum, si non in factores simplices p -\- qx omnes reales
resolvi queat, ea saltem in factores trinomiales p -f- qx +  rxx , qui om
nes sint reales, semper resolubilis existat.

E u l e r  sag t, daß er von der R ich tigke it des Satzes überzeugt sei, obgleich er 
noch keinen allgem einen Beweis gefunden habe („e tiam si eam  genera lite r de- 
m onstrare non valeam “).

A uch in  seinem folgenden B rie f vom 10. N ovem ber 1742  (a. a. O. 
S. 5 2 8 — 5 3 6 ) beschäftig t sich E u l e r  m it diesem Satze, und  aus dem, w as er 
(a. a. O. S. 5 2 9 — 5 3 0 ) sa g t, g eh t herv o r, daß er noch n ich t w eiß , wie der
Satz bew iesen w erden so ll, w enn die gegebene F u n k tio n  fünften  oder höheren
Grades ist. ____________  q  E n e s t r ö m .

3 : 585. D er Z. 14 — 15 erw ähn te  B rie f is t  ein A n tw ortsch re iben  au f 
einen B rie f E u l e r s  vom 14. M ai 1 7 4 3 , und in  diesem B riefe b e rü h rt E u l e r  
(Opera postum a  1, P e tropo li 1 862 , S 5 3 6 — 5 3 7 ) die F rag e  der Z erlegung eines 
Polynom s in  reelle F a k to re n , ohne der L ösung  der F rag e  näher zu kom m en. 
D agegen is t der nächste  B rie f E u l e r s  (vom  4. F e b ru a r 1 7 4 4 ) von In teresse, 
weil daraus (a. a, 0 . S. 5 3 9 — 5 4 0 ) he rv o rg eh t, daß er schon A nfang 1 7 44 ,
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und zwar auf Grund einer Bemerkung von N i k o l a u s  B e r n o u l l i  („reliqua vero, 
quae liinc deduces, negotium, quod agitabam, prorsus conficiunt“) den vermeint
lichen Beweis gefunden hatte, den er 1751 veröffentlichte (Recherch.es sur les 
racines imaginaires des equations; Mem de l’acad. d. sc. de Berlin 1749, 
gedruckt 1751, S 247— 250), und worüber Herr C a n t o r  S. 602—603 be
richtet. Das lateinische Original der Berliner Abhandlung wurde nach 
C. G. J .  J a c o b i  am 10. November 1746 vorgelegt. (1. E n e s t r ö m .

3 :5 8 6 , siehe BM 5 S, 1904, S. 309. — 3  : 587, 590—591, siehe BM 113, 1910/11, 
S. 88 —89. — 3 :5 9 3 , siehe BM 8 S, 1907/8, S. 214. — 3 :5 9 9 , 600 — 601, siehe 
BM l l s, 1910/11, S. 177—178.

3 :6 0 3 .  Aus den Worten (Z. 8 — 9): „Bei E u le r  ist der Beweis für 
den Fall m == 2 erbracht, den Gauss dann verallgemeinerte“, wird der Leser 
leicht versucht anzunehmen, daß E u le r  den fraglichen Satz nur für Polynome 
vierten Grades behandelte und für höhere Polynome den Beweis höchstens an
deutete. Aber in Wirklichkeit hat sich E u le r  nicht auf den Fall m =  2 
beschränkt. Nachdem er diesen Fall erledigt hatte, und zwar etwa wie Herr 
C antor Z. 9 —  23 angibt, behandelte er nacheinander folgende Sätze: „Toute 
équation du 8me degré est toujours résoluble en deux facteurs réels du 
quatrième degré“ ; „toute équation du 16m0 degré est toujours résoluble en 
deux facteurs réels du 8mo degré“ ; „toute équation d’un degré, dont l’exposant 
est une puissance du binaire comme 2” (n étant un nombre entier plus grand 
que l )  est résoluble en deux facteurs réels du degré 2™- 1“. Da nun ein 
Polynom mten Grades immer durch Vervielfachung mit einer Potenz von x 
eine Gradzahl von der Form 2n bekommen kann, betrachtete E u le r  seinen 
Satz als für jedes m bewiesen.

Natürlich ist der EüLERsche Beweis für m >  2 unvollständig, aber dies 
beruht nicht auf der EuLERschen Darstellung, sondern auf der Natur des Be
weises, und G a u s s  hat selbst nachgewiesen, daß aus diesem Grunde der für
m — 2 r ic h t ig e  Beweis nicht für m >  2 verallgemeinert werden kann .

___________  G. E neström.

3 : 6 0 9 ,  siehe BM 5 3, 1904, S. 309 — 310. — 3 : 6 1 2 ,  siehe BM 7 , ,  1906/7,
S. 307—308; 9 3, 1908/9, S. 339-340. — 3 : 6 1 4 — 6 1 5 ,  siehe BM 4 „  1903, S. 8 9 -
90; 7 3, 1906/7, S. 308. — 3 : 6 1 5 ,  siehe BM 113, 1910/11, S. 178—179. — 3 : 6 1 6 ,  
siehe BM 6 3, 1905, S. 214, 408; 9 S, 1908/9, S. 263. — 3 : 6 1 7 ,  siehe BM 9 „  1908/9, 
S. 263; 103, 1909/10, S. 8 0 -8 1 . — 3 : 6 3 6 - 6 3 7 ,  siehe BM * „  1901, S. 441. -
3  : 6 4 6 — 6 4 7 ,  siehe BM 5 S, 1904, S. 206-207. — 3 : 6 5 2 ,  siehe BM 3 „  1901, S. 446;
5 , 1904, S. 207. — 3  : 6 5 5 ,  siehe BM 109, 1909/10, S 275 — 176. — 3 : 6 6 0 ,  siehe
BM 3 3, 1901, S. 441. — 3 : 6 6 6 ,  siehe BM 103, 1909/10, S. 179. — 3  : 6 6 7 ,  siehe
? ™ 3 ’ q 901, S- 441- 442; 5 3, 1904, S. 207-208, 310. — 3 : 6 7 5 ,  siehe BM 9„

 ̂d 340—341. — 3 :6 8 2 , siehe BM 6 3, 1905, S. 408. — 3 :6 8 6 , siehe BM 53,
• — 3  : 688’ Siehe BM 9 s’ 1998/9, S. 341; 1©3. 1909/10, S. 276. — 3  : 689,

19« x’ ™ 442: 8 3’ 1907/8, S. 215. — 3 :6 9 1 , siehe BM 113, 1910/11, 
q 3  : 692’ siehe BM 8 *> 1907/8, S. 215. — 3  : 693, siehe BM 9 S, 1908/9,
q irri oT. 3 : 6 «°’ ^ ehe BM 1901, S. 442. — 3 :7 0 0 , siehe BM » ., 1908/9, 
fonJ/Q Q O.T 3  : 702’ S1®he B M  » 3 , 1908/9, S. 171. — 3 :7 0 3 , 705, siehe BM #,,
Ä  1Qno ~  o3' — 3 :7 1 8 , siehe BM 113, 1910/11, S. 273. — 3  : 722, sieheBM 9 3, 1908/9, S 179   «  • 70!ß 700 _ :.t . n . /  a '  -  ?..
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S. 446. — 3 :  753, siehe BM » s, 1908/9, S. 172 -174. — 3  : 754, siehe BM 
1908/9, S. 344—345. — 3  : 758, siehe BM 2 ;i, 1901, S. 446; 9„, 1908/9, S. 345—346.
— 3 :  755), siehe BM 5 3, 1904, S. 208. — 3 :  760, siehe BM 2 ,, 1901, S. 447 — 
3  : 762, siehe BM 9 „  1908/9, S. 346. — 3 :  763, siehe BM 11,, 1910/11, S. 180. — 
3  : 766, siehe BM 5ÄS, 1901, S. 446. — 3  : 773, siehe BM 9 ,, 1908/9, S. 174—175 
346—347. — 3  : 774, siehe BM 2 , ,  1901, S. 442—443. — 3  : 787, 789, siehe BM 11,’ 
1910/11, S 274. — 3  : 792, siehe BM 9,,, 1908/9, S. 347. — 3  : 798, siehe BM 2 ,, 
1901, S. 443. — 3 :8 1 3 ,  siehe BM 9 3, 1908/9, S. 348; 11,, 1910/11, S. 180—181. — 
3 :8 1 9 , siehe BM 6 S, 1905, S. 321. — 3 :8 4 5 ,  siehe BM 2.,, 1901, S. 447; 3 , ,  1902 
S. 327—-328. — 3 :8 4 8 ,  siehe BM 2 „  1901, S. 443. — 3 :8 7 0  — 871, siehe BM 10,, 
1909/10, S. 81—82. — 3  : 871, siehe BM 113, 1910/11, S 275. — 3  : 8 7 7 -8 7 8 , siehe 
BM 113, 1910/11, S 181. — 3  : 880, siehe BM 8 3, 1907/8, S. 95 — 96. — 3 :8 8 1 ,  
siehe BM 2 3, 1901, S. 443; 9S, 1908/9, S. 264—265; 108, 1909/10, S. 83. — 3 :8 8 2 ,  
siehe BM 2 , ,  1901, S. 447; 5 ,, 1904, S. 414. — 3 :8 9 0 ,  siehe BM 4 3, 1903, S. 401;
9.., 1908/9, S. 348—349. — 3  :892 , siehe BM 3 , ,  1902, S. 143; » 3, 1908/9, S. 265.
— 3 : 894, siehe BM 9.,, 1908/9, S. 349 — 350; 113, 1910/11, S. 89 — 90. — 3:897 , 
siehe BM 103, 1909/10, S, 83. — 3 :  IV (Vorwort), siehe BM 2 ,, 1901, S. 443.

Aufragen,
152. Über die Bedeutung des Termes „radix relata“ und ver

wandter Ausdrücke im fünfzehnten Jahrhundert. In  m einer A nfrage 
Über zwei ältere Benennungen der fünften Potenz einer Größe ( B ib l io t h .  
M ath em . 6 3, 1905 , S. 3 24 ) habe ich im Voi'übergehen bem erk t, daß der 
Ausdruck „radice re la ta “ in einem von L ib j r i  veröffentlichten T rak ta te  vor
komm t, der m einer A nsicht nach w ahrscheinlich aus der zweiten H älfte des
15. Jah rhunderts h e rrü h rt. D er A usdruck bedeute t die W urzel, deren E xponent 
5 i s t ,  und dieselbe B edeutung  h a t der A usdruck bei P a c i u o l o  (siehe Summa 
de arithmetica, V enedig 1 4 9 4 , Bl. 1 1 5 b). D a m an w eiß , daß im  15. J a h r 
hundert die 5. Potenz einer Größe „prim o re la to “ genann t w urde, kann die 
Anwendung des A usdruckes „radice re la ta “ in  einem  entsprechenden Sinne als 
natürlich b e trach te t werden.

A ber etw a g leichzeitig , und ebenfalls in Ita lien , w urde „radix  re la ta “ in 
einer anderen B edeu tung  benutzt. L. B i r k e n m a j e r  h a t kürzlich Auszüge aus 
einem vor 1464  verfaß ten  T rak ta te  von G. B i a n c h in i  m it dem T itel „Flores 
A lm agesti“ veröffentlicht (siehe Flores Almagesti. Ein angeblich verloren ge
gangener Traktat G io v a n n i  B ia n c u in i 's ;  B u l l e t ,  d e  l ’a c a d . d. sc. de C r a c o v ie  
1911, S. 274  — 275), w orin  folgende Stellen Vorkommen:

4 in  se ductus p roduc it 16. qui ductus in  radicem  de 4., producit
32. cuius rad ix  re la ta  est 4. . . . rad ix  cubice re la ta  de 128  est 8. . . .
rad ix  re la ta  re la ta ru m  de 4 0 9 6  est 32.

1 1 6 2

N un is t j a  32 =  2, 128  =  8* 3 , 4 0 9 6  =  32 6, so daß bei B i a n c h in i
die drei A usdrücke „ rad ix  re la ta “, „rad ix  cubice re la ta “, „ rad ix  re la ta  re 
la tarum “ W urzeln  bedeu ten , deren E xponenten  bzw. 2 ^ ,  2^  sind
W arum  gerade diese W urzeln  besondere B enennungen bekom m en haben , und 
nach welchen G ründen die A usdrücke geb ildet worden sind , geh t aus den 
veröffentlichten A uszügen n ich t hervor.

M erkw ürdigerw eise kom m t ein verw and ter A usdruck bei P a c i u o l o  vor, 
und zw ar u n te r noch au ffälligeren  U m ständen N achdem  dieser die B edeutung 
des A usdruckes „radice re la ta “ (siehe oben) e rk lä rt h a t , füg t er hinzu: 

B ib lio th e c a  M a th e m a t ic a .  I I I .  F o lg e .  X I .  2 3
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Per tt pronica communamente se intende numero multiplicato in 
se e sopra suo quadrato posto la ty de ditto numero de questa summa 
quel numero sia ditta T\ pronica. Commo .9 multiplicato in se fa .81. e 
sopra .8 1 . posto la i? de . 9 . che e .3 .  fa .8 4 . La T{ pronica de .84. 
Ha ditta da pratici . 9 . e cosi in molti.

Hier bedeutet also „radice pronica“ der Zahl 84 eine Größe, die der 
Gleichung

x2 +  Y x  =  84

genügt. Bekanntlich werden die zwei W örter „relato“ und „pronico“ bei 
G h a l i g a i  als Benennungen der 5. und 7 Potenz einer Größe benutzt (siehe 
Pratica d’arithmetica, Florenz 1548, Bl. 71b).

Es wäre von Interesse, nähere Auskunft über den Ursprung der von 
B i a n c h in i  und P a c i u o l o  benutzten Wurzelnamen zu bekommen.

G. E n e s t r ö m .

153. Leibniz und die N ew tonsche „A nalysis per aequationes 
numero terminorum infinitas“. Bekanntlich geht aus den Handschriften 
L ß iB N izen s  hervor, daß dieser im Oktober und November 1675 wichtige Re
sultate auf dem Gebiete der Infinitesimalrechnung erzielt hatte, und man hat 
hervorgehoben (vgl. F. G i e s e l ,  Die Entstehung des N e w t o n - L e i b n i z ’sehen Prio
ritätsstreites hinsichtlich der Erfindung der Infinitesimalrechnung, Delitsch 1866, 
S. 4), daß L e i b n iz  dabei, soweit bekannt, nicht durch irgendwelche v o n  außen 
kommende Hilfsmittel oder Winke unterstützt worden sei. Insbesondere dürfte 
bisher allgemein angenommen sein, daß L e i b n iz  frühestens im Oktober 1676 
von der Abhandlung N e w t o n s  Analysis per aequationes numero terminorum 
infinitas Kenntnis bekam. Indessen scheint es, wie ich schon bei einer anderen 
Gelegenheit (siehe B ib lio th . M athem . 113, 1910/11, S. 256) bemerkt habe, 
als ob T s c h i r n h a u s  1675 entweder in London oder kurze Zeit nach seiner 
Abreise von London eine Abschrift oder einen Auszug aus dieser Abhandlung 
bekommen hätte, und wenn dies wirklich der Fall war, ist es fast undenkbar, 
daß L e ib n iz  die Abschrift nicht gesehen haben würde, weil T s c h i r n h a u s  und 
L e ib n iz  im Herbst 1675 zusammen in Paris arbeiteten. Aber die Analysis 
enthält so wichtige Aufschlüsse über die NEWTONSche Fluxionsmethode, daß es 
für die Beurteilung der Selbständigkeit LEiBNizens bei der Erfindung der Diffe
rentialrechnung von großem Belang ist, endgültig zu entscheiden, ob meine 
Deutung des Briefes von C o l l i n s  an O l d e n b u r g  vom 30. September 1675 
richtig oder unrichtig sei.

Wie ich schon an der erwähnten Stelle hervorgehoben habe, enthielt dieser 
Briet (siehe R ig a ü d ,  Correspondence of scientific men of the seventeenth C e n tu ry  1, 
Oxford 1841, S. 211— 213) die zwei folgenden Passus:

whereas he [ T s c h i r n h a u s ]  saith he did not see the same series in Mr. 
N e w t o n  s letter; that is true, but nevertheless his method is as well 
applicable to a sector of a circle as to a zone, arch or segment . . .
. . . but if the square root of the 3rd and cube root of the 4th be 
extiacted, according tho the first theorem in Mr. N e w t o n s  letter . . .

Aus diesen Zeilen habe ich gefolgert, teils daß „Mr. N e w t o n ’s  letter“ 
höchstwahrscheinlich die Analysis selbst war, teils daß T s c h i r n h a u s  wahr-
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scheinlich im  Septem ber 1675  in  P aris eine A bschrift (oder einen Auszug) der 
A nalysis  zur V erfügung hatte.

Die erste Fo lgerung  dürfte  sehr nahe liegen. Die A nalysis  w urde 1669 
brieflich  durch B a r r o w an C o llin s  gesand t, und dieser konnte also die Ab
handlung m it R echt „Mr. N ew ton s le tte r“ nennen. F erner en thält die A nalysis  
einen A bschnitt („A pplicatio  p raed ictorum  ad re liqua  istiusm odi P rob lem ata“), 
worin durch W urzel ausziehung und In teg ra tion  eine unendliche Reihe für die 
Länge eines K reisbogens hergeleite t w ird , welche Reihe von der LEiBNizschen 
verschieden is t ,  so daß C o llin s  sehr w ohl au f diesen A bschnitt hin weisen 
könnte. E ndlich  kenn t m an keinen anderen von N ew ton  vor dem 30. Sep
tem ber 1675  geschriebenen Brief, fü r welchen der H inw eis von C o llin s paßt. 
Freilich sp rich t C o llin s  von „dem ersten  Satze des NEWTONSchen Briefes“, und 
der oben erw ähnte  A bschn itt w ird  n ich t von N ew ton  als Satz 1 bezeichnet.

E ine eingehendere U ntersuchung  über die F rage, ob C o llin s  w irklich  die 
NEWTONSche A n a lysis  gem eint ha t, is t also w ünschensw ert.

Meine zw eite F o lgerung  stü tze ich darauf, daß T schirnhaus, wenn er n ich t 
in Paris eine A bschrift (oder einen A uszug) von „M r. N ew ton s le t te r“ zur 
Verfügung hatte , den B rief in  London s e h r  e in g e h e n d  stud ie rt haben muß, 
was ich als w enig w ahrscheinlich  betrach te . D am als w ar T schirnhaus ja  nur 
24 Jahre a lt und sicherlich noch n ich t w eit in die höhere M athem atik  ein
gedrungen, so daß m an  kaum  annehm en kann, daß er sich nach vielen M onaten 
des genauen Inhaltes einer von ihm  eingesehenen A rbeit aus der R eihenlehre 
erinnert hätte. D agegen is t es sehr n a tü rlich , daß er, w enn er nach P aris  
eine Abschrift des NEWTONSchen Briefes m itbrach te , dieselbe seinem Freunde 
L e ib n iz  zum E insehen überließ , und  daß dieser ihn  au f die V erschiedenheit 
der zwei Reihen aufm erksam  m achen sollte.

Indessen kann  diese F o lgerung  offenbar nu r als w ahrscheinlich bezeichnet 
werden; denn es is t  n ich t unm öglich , daß T schirnhaus den kurzen A bschnitt 
„A pplicatio p raed ictorum  ad re liqua  istiusm odi P rob lem ata“ der A na lysis  rech t 
genau s tu d ie rt ha tte . H ierzu kom m t noch ein anderer U m stand, w odurch die 
R ichtigkeit m einer F o lgerung  verdäch tig  schein t, näm lich  daß m an  im  Com
mercium epistolicum  n ich ts ü b e r das Ü bersenden einer A bschrift der A na lysis  
an T s c h i r n h a u s  findet. A llerd ings k ann  dieser U m stand  d a rau f beruhen, daß 
die H erausgeber des Com m ercium  epistolicum  den B rief N ew ton s vom  10. D e
zember 1672  m it „Mr. N ew to n s le t te r“ verw echselten (vgl. B i b l i o t h .  M a th e m . 
113, 1 9 1 0 /1 1 , S. 2 5 6 ) ; aber diese E rk lä ru n g  is t n a tü rlich  n ich t als endgültig  
zu betrachten. Ebensow enig  entscheidend is t der U m stand, daß W . W . R. B a l l  
in seinem A ccount o f  the history o f  m athem atics (siehe die A usgabe London 
1908, S. 357  — 3 5 8 ) in  betreff der A n a ly s is  bem erk t: „ I t  is know n th a t a copy 
of N e w t o n ’s m anuscrip t had  been sen t to  T sch irnhausen  in May, 1 6 7 5 “; 
denn nach einer freundlichen M itte ilung  des H errn  B a l l  b eruh t diese A ngabe 
eben auf einer V erw echslung der A n a lys is  m it dem B rief N ew ton s vom  10. De
zember 1672.

Eine nähere U ntersuchung  über die F rage , ob T sch irnh aus w irklich  1675  
eine A bschrift der A n a ly s is  bekam , is t also w ünschensw ert.

G E n e s trö m .

23*
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T. L. Heath. Diophantus o f A lexandria. A study in  the k istory of 
greek algebra. S e c o n d  e d i t io n .  W i t h  a  S u p p le m e n t  c o n ta in in g  a n  a c c o u n t 
o f  F e r m a t ’s th e o re m s  a n d  p ro b le m s  c o n n e c te d  w i th  D ioPH A N T ine analysis 
a n d  so m e  S o lu tio n s  o f  D ioPH A N Tine p r o b le m s  b y  E u l e r .  Cambridge, 
U n iv e r s i ty  p r e s s  1910. 8°, VI +  ( l )  -|- 387 S. [12£ S h .J

Die erste Auflage dieser Arbeit erschien 1885 und enthielt 259 Druck
seiten. Während der Jahre 1885 — 1910 sind, wie H e a t h  in seinem Vorwort 
zur zweiten Auflage hervorhebt, viele Untersuchungen über D iofa n t o s  aus
geführt worden, und besonders ist dabei die DiOFANTOS-Ausgabe von P. T a n n e r y  
(1 8 9 3 — 1895) zu nennen. Diese Untersuchungen hat H e a t h  bei der Vor
bereitung der neuen Auflage seiner Arbeit bei'ücksichtigt, so daß er einige 
Abschnitte neu bearbeitet hat, und überdies hat er auf die spätere Geschichte 
gewisser DioFANTischer Probleme Bezug genommen, indem er als Supplement 
einen Bericht über Lösungen solcher Probleme bei F e r m a t  und E u l e r  bringt.

Die eigentliche Arbeit besteht aus einer ausführlichen Einleitung (S. 1— 127) 
und einen ebenso ausführlichen Bericht über die zwei uns aufbewahrten 
Schriften des D i o f a n t o s ,  nämlich die Arithmetik (S. 129 — 246, 260— 266), 
und das Bruchstück über die Vieleckszahlen (S. 247— 259).

Die Einleitung enthält 6 Kapitel. Im ersten Kapitel (S. 1— 13) faßt 
H e a t h  das wenige zusammen, das wir über die Persönlichkeit des D i o f a n t o s  
und über seine Schriften wissen; bei dieser Gelegenheit wird auch die schwierige 
Frage: „Was enthielten die 7 verlorenen Bücher der Arithmetik“ untersucht, 
und H e a t h  billigt dabei die von P. T a n n e r y  gegen N e s s e l m a n n  verteidigte 
Ansicht, daß die verlorenen Bücher eben die letzten und die schwierigsten 
sind. Das zweite Kapitel (S. 14 — 31) bringt eine Übersicht der Handschriften, 
der Ausgaben, der Übersetzer und der Kommentatoren des D i o f a n t o s ;  in be
treff der Übersetzer verweilt H e a t h  besonders bei X y l a n d e r  und hebt die 
Verdienste seiner Übersetzung hervor. Im dritten Kapitel (S. 32 — 53) beschäftigt 
sich H e a t h  mit den mathematischen *Termen und Zeichen bei D i o f a n t o s ,  und 
benutzt die Gelegenheit, um auch Notizen über die spätere Entwicklung der 
algebraischen Zeichensprache zu geben. Das vierte Kapitel (S. 54— 98) ist 
den von D i o f a n t o s  angewandten Methoden gewidmet; bekanntlich hat schon 
N e s s e lm a n n  diesen Gegenstand eingehend behandelt, und H e a t h  wendet sich 
zum Teil polemisch gegen N e s s e lm a n n .  Dann folgt ein Kapitel (S. 99— 110) 
über die von D i o f a n t o s  zitierten „Porismen“ und anderen Sätze, die diesen 
ähnlich sind; daß die Porismen wirklich eine besondere Schrift das D i o f a n t o s  
bildeten, hält H e a t h  für nicht unwahrscheinlich. Das letzte Kapitel 
(S. 111 — 127) bezieht sich auf den Platz, den D i o f a n t o s  in der Geschichte 
der Mathematik einnimmt.

Der Bericht über die Arithmetik gibt Auskunft über den Inhalt der ein
zelnen Sätze der uns aufbewahrten sechs Bücher, und ebenso wird das Frag-
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ment über die Vieleckszahlen erläutert. Als Ergänzung des Berichtes wird 
eine tabellarische Übersicht der Sätze in modernen Zeichen hinzugefügt.

Bei der Bearbeitung der neuen Auflage hat sich H e a t h  offenbar bemüht 
von den neuesten mathematisch-historischen Untersuchungen möglichst genaue 
Kenntnis zu nehmen und sie zu verwerten. Meines Erachtens haben seine Be
mühungen auch guten Erfolg gehabt, und es sind eigentlich nur seine Notizen 
(S. 38 -3 9 )  über die Geschichte der algebraischen Zeichensprache am Anfänge 
der neueren Zeit, die mir weniger gelungen zu sein scheinen. Schon am Ende 
des 15. Jahrhunderts, also lange Zeit vor V i é t e ,  hatte man Zeichen für mehr 
als eine Unbekannte, und im Laufe des 16. Jahrhunderts entwickelte sich die 
Zeichensprache noch weiter, so daß man nicht nur eine beliebige Zahl von 
Unbekannten, sondern auch ihre Potenzen bezeichnen konnte. P a c i u o l o  nennt 
die zweite Unbekannte „quantita“ (siehe Summa de arithmetica, Venedig 
1494, Bl. 148b), während die erste „cosa“ heißt, und er fügt hinzu, daß in 
den „libri pratichi antichi“ die zweite Unbekannte „cosa seconda“ genannt 
wurde; man hätte also schon damals in den Bechnungen eine beliebige Zahl 
von Unbekannten benutzen können. Als Zeichen der zweiten Unbekannten 
bediente sich P a c i u o l o  einer Abbreviatur des Wortes „quantita“ und R u d o l f f  
vereinfachte dieses Zeichen, indem er nur q schrieb (siehe Behend vnnd
hübsch Bechnung durch die kwnstreichen regeln Algebre, Straßburg 1525, 
Bl. R I a). Etwas später benutzte S t i f e l  (siehe Arithmetica integra, 
Nürnberg 1544, Bl. 251b) 1A, 1B, IC , usw. für die zweite, dritte,
vierte usw. Unbekannte, und B u t e o  (siehe Logística, Lyon 1559, S. 189—196) 
wandte wesentlich dieselbe Bezeichnungsweise an Wenn in den Rechnungen 
mit mehreren Unbekannten auch ihre Potenzen vorkamen, bezeichnete S t i f e l  
das Quadrat von 1A teils (a. a. 0.) durch lA j ,  teils (siehe Die Coss
C h r is to p h  R u d o l f f s , Königsberg 1553 — 1554, Bl. 61b) durch IA A , und auf 
diese Weise konnte er die Potenzen der zweiten, dritten usw. Unbekannten 
ebenso leicht wie die Potenzen der ersten Unbekannten bezeichnen. Ich kann 
also nicht mit dem Schluß der folgenden Bemerkung (S. 39) von H e a t h  ein
verstanden sein: „This system [nämlich von V i é t e ]  , . . has the infinite 
advantage that by means of it we can use in one and the same solution any 
number of unknown quantities. This is absolute by impossible with the not- 
ation used hy . . . the earlier algebraists.“

Sonst sind die Bemerkungen, die ich bei der Durchsicht der Arbeit von 
H e a t h  notiert habe, von untergeordneter Bedeutung. Nur beispielsweise bringe 
ich hier unten zum Abdruck einige derselben.

S. 20. H e a t h  bemerkt, daß das exakte Datum der Oratio introduc
toria des R e g io m o n ta n u s  nicht bekannt ist. Allein nach A. F a  v a r o  (Le 
matematiche nello studio di Padova dal principio del secolo XLV alla
fine del XVI,  Padova 1880, S. 36) begann R e g io m o n ta n u s  seine Vor
lesung am Ende des Jahres 1463, das also das Datum der Oratio intro
ductoria sein dürfte, und endete die Vorlesung 1464. — Der Brief an
B ia n c h in i ,  den H e a t h  in der Fußnote 3 zitiert, ist seit 1902 den Historikern 
der Mathematik leichter zugänglich in den A bhand l. zu r Gesch. d. 
m athem . W iss. 12, S. 242 — 266.

S. 31. Außer den von H e a t h  erwähnten Übersetzungen des D i o f a n t o s  
dürfte es noch eine holländische geben. D . B i e r e n s  d e  H a a n  (Bibliographie 
néerlandaise . . . sur les Sciences mathématiques, Rome 1883, S. 134)
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verzeichnet unter Fb. v a n  d e k  H u ip s :  Be stel-konstige Boecken B i o p h a n t i  Alex- 
andrini (Dordrecht 1654, 70 S. 8°, neue Auflage, Amsterdam 1661) und 
J. W. M ü l l e r  (Auserlesene mathematische Bibliothek, Nürnberg 1820, S. 254) 
erwähnt eine Schrift: B i o p u a n t e s  van Alexandrien Stelkonst, in de Neder- 
tuytsche tael vertaelt door Fr. v a n  H u i p s  (Heusden 1754 [!]). Ob es sich um 
drei Auflagen derselben Schrift handelt, weiß ich nicht. — Eine schwe
dische freie Übersetzung des 1. Buches der Arithmetik besorgte P. G l i m s t e d t  
(Första boken of B i o p h a s t i  Arithmetica. Algebraisk öfversättning, Lund 1855,
(2) + 1 1 + 2 2  S. 8°)

S. 53. Mit der Bemerkung: ’’Such équations then as lead to surd . . . 
roots he [ D io p h a n tu s ]  regards as useless for his purpose“ bin ich nicht ganz 
einverstanden. Allerdings ist für D i o f a n t o s  die Hauptaufgabe, ra t io n a le  
Werte der unbekannten Größen zu finden, aber daß er nicht unter allen Um
ständen Gleichungen, deren Wurzeln nicht rational sind, als u n n ü tz  betrachtet, 
hebt H e a t h  selbst einige Zeilen weiter unten hervor, indem er auf die Lösung 
des 30. Problems des 5. Buches hinweist.

S. 121. In betreff des Ursprunges der von H e i b e r g  und Z e u t h e n  (Bi- 
b lio th . M athem . 83, 19 0 7/8, S. 118— 134) veröffentlichten Aufgaben der unbe
stimmten Analytik schließt sich H e a t h  der Ansicht Z e u t h e n s  an, daß die 
Aufgaben wahrscheinlich aus der Zeit zwischen E u k l i d e s  und D i o f a n t o s  her
rühren. Ich erlaube mir zu bemerken, daß die Aufgaben sehr wohl aus einer 
weit späteren Zeit herstammen und indisch-arabischen Ursprunges sein könnten 
(vgl. J a h rb . ü b e r d. F o r ts c h r . d. M atbem . 38 , Berlin 1910, S. 59).

Das Supplement bezieht sich, wie ich schon bemerkt habe, auf Lösungen 
DioFANTiseher Probleme bei F e r m â t  und E u l e r .  Auf F e r m â t  beziehen sich die 
Abschnitte: Über Darstellung von Zahlen durch Ausdrücke von der Form 
ax2 ±  by2-, über die Gleichung x° — A y2 =  1 (auch die ältere Geschichte 
dieser Gleichung wird behandelt); über rationale rechtwinklige Dreiecke; über 
einige andere Probleme bei F e r m â t ;  über dreifache Gleichheiten. Von E u l e r  
hat H e a t h  17 Probleme entnommen, vorzugsweise über Ausdrücke, die gleich
zeitig Quadrate sein sollen. Wenn man sich erinnert, daß wir noch keine 
ausführliche Geschichte der Zahlentheorie besitzen, kann das Supplement als 
eine dankenswerte Vorarbeit zu einer solchen Geschichte betrachtet werden. 
Ob diese Vorarbeit durch das Einfügen derselben in die Monographie über 
D i o f a n t o s  einen passenden Platz bekommen hat, sei dahingestellt.

Zwei Register, das eine ein griechisches Sachregister, das andere ein 
englisches Sach- und Namenregister, beenden die neue Auflage.

Stockholm. G. E n e s trö m .
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Nenerschienene Schriften.
D as Z e ic h e n  * b e d e u te t ,  d a ß  d ie  b e tre ffe n d e  S c h r if t  d e r  R e d a k t io n  n ic h t  V o rg e leg en  h a t,

Autoren - Register.
A h ren s, 16. E u k l id e s ,  32.
A lasia , 8, 67. E u le r ,  63, 64.
A l-H a d s c h d sc h a d s c h , 32. F a r a u t ,  15.
A l-N ariz i, 32. F a v a r o ,  47— 50.
A D dré, 118. F e d d e r s e n ,  78.
A rch im ed es, 23. F e r g o la ,  105.
A u erb ach , 3. F le e t ,  29, 30.
B a ll, R . S., 100. F u s s ,  63.
B a r ra u , 5. G a lä n , 51.
B es th o rn , 32. G e e r, 58
B ian ch i, 114. G o ld b e c k , 21.
B ig o u rd an , 45 G o rc z y ń s k i,  108.
B illy , 56. G ra m , 110.
B irk en m aje r , 39. G u im a rä e s ,  13.
B o re i, 109. G u n n e l l,  119.
B raytzeff, 115. G ü n th e r ,  99
C ajo ri, 59, 66. H a ls te d ,  81.
C annon , A n n ie , 89. H askiD S, 35.
C a n to r, 4, 71. H a y a s h i ,  61.
C eloria, 105. H e a th ,  19, 27.
C eretti, 28. H e ib e rg , 23, 24, 32, 34.
D a n n e m an n , 10. 37.
D el G aizo , 52. H e n s e l,  73, 75.
D elisle , 62. H i lb e r t ,  97.
D em o u lin , 94. J im ć n e s  R u e d a ,  44.
D oub le t, 62, 65. J o l le s ,  114.
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a) Zeitschriften. Allgemeines.
Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift für 

Geschichte der mathematischen Wissen
schaften. Herausgegeben von G. Ene- 
s trö m . Leipzig (Stockholm). 8°. [1

11, (1910/11): 3- —  [R e z e n s io n  d e s  B a n d e s  103 :] 
Bruxelles, Soc. sc ieD t., R e v n e  d e s  q n e s t.  s c ie n t .  
*203, 1911, 335 —  337. (H . B o s m a n s .)

Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G. L o r i a .  Torino (Genova). 8 °. [2

13 (1911) : l  -  2.

Taschenbuch für Mathematiker u n d  Phy
siker. Unter Mitwirkung zahlreicher 
Fachgenossen herausgegeben v o n  F e l i x  
A d e r b a c h  und R .  R o t h e .  Leipzig, 
Teubner. [3

2 (1911). X I  - f  567 S . +  P o r t r ä t .  —  (7 M k.] 
— [S e lb s ta n z e ig e :]  D e u ts c h e  M ath e m .-V e re iD ., 
J a h re s b e r .  20, 1911, 101. —  [ R e z e n s io n :]  Bru-

K ö n ig s b e rg e r ,  79. R ie c k e , 92.
K u c e ra ,  86. R ie h l,  46.
K u m m e r , 75. R i8t e n p a r t ,  1 1 1 .
L a is a n t ,  95. R i tte r ,  60.
L a m p e , 91. R o g o v sk ij, 103.
L e b o n , 82. R ö m e r, 54.
L e ib n iz , 60. R o th e , 3.
L in d , 7. S c h a e w e n , 56.
L o re y , 102. S c h le s in g e r .  7 2.
L o r ia ,  2, 9, 113. S c h o tte n , 83.
M a g g i, 98 S c h u m a c h e r ,  57.
M e th , 74. S im o n , 31, 88.
M ey er, K ir s t in e ,  54 S m ith , E d v ., 87.
M ilh a u d ,  6. S o b o tk a , 101.
M ille r , 121. S o m ig lia n a . 98.
M o rd u c h a i-B o lto w s k i j , S o m m e rfe ld , 96.

84 S p r in g e r ,  12.
M ü lle r ,  K a r l  H ., 69. S tä c k e l ,  64
M ü seb e c k , 77. S tu rm , 42.
N a v a r re ,  62. T h a e r ,  20.
N o v a k , 107. T o re ll i ,  85.
O c tav io  d e  T o le d o , 14. V e illo n , 90.
O liv a , 43. V o g t,  18.
P a o l i,  55. V o ig t ,  70.
P e r ro n ,  117 V o l te r r a ,  113.
P ic a r d ,  109. V ra n a ,  25.
P o in c a r e ,  81. W e y l,  97
P o sk e , 92. W ie d e m a n n , 34.
P o s s 6, 93. W is k , 97.
R e in d l ,  80. W ü rs c h m id t ,  33.
R ic c i ,  85. Z e u th e n , 22.
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* Barrau, J. A., Over de ontwikkelings- 
wijze der wiskunde. Delft,Waltman 1909.

8 °, 29 S . [5
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S p ie le . A u fl. 2. 1 (1910). [R e z e n s io n :]  D e u ts c h e  
L i te r a tu ra .  32, 1911, 11 4 9 — 1150. (E . L am pe.) —  
M o n a tsh . f ü r  M a th e m . 22, 1911; L i t - B e r .  32. 
(SCHRUTKA.) I 16

b) G esch ichte des A ltertum s.
Keivitsch, G., Zur Entstehung des 60- 

Systems. [17
A rc h iv  d e r  M a th e m . 183, 1911, 165— 168.

V o g t, H ., D ie  E n td e c k u n g s g e s c h ic h te  d es  I r r a t i o 
n a le n  n a c h  P la to  u n d  a n d e re n  Q u e lle n  d e s  4. 
J a h r h u n d e r ts  (1910). [R e z e n s io n :]  Bruxelles, Soc. 
s c ie n t .,  R e v u e  d es  q u e s t.  s c ie n t .  203, 1911, 330— 
335. (H . B o s m a n s .) [18

lleath, T. L., Osservazioni storiche sopra 
la scoperta degli irrazionali. [19

B o lle t t .  d i b ib lio g r .  d . sc. m a te m . 13, 1911, 1— 4.

Thaer, C., Über die Würfelverdoppelung 
des Archytas. [20

Jena , M a th e m . S e m in a r ,  B e r i c h t j l 908/9, 1 3 — 15 
+  T af.

* Goldbeck, E., Die geozentrische Lehre 
des Aristoteles und ihre Auflösung. 
Berlin, Weidmann 1911. [21

8°, 27 S . —  (1  M k J

Z c u t l i e n ,  H . G .,  S u r  l a  c o n s t i tu t io n  des liv re s  
a r i t h m é t iq u e s  d e s  é lé m e n ts  d ’E u c l id e  e t  le u r  
r a p p o r t  it l a  q u e s t io n  d e  l ’i r r a t io n a l i té  (1910). 
[R e z e n s io n :]  B ruxelles , S oc . s c ie n t .,  R e v u e  des 
q u e s t.  s c ie n t .  20 3 , 1911, 350 —  335. (H . Bos
mans.) ¡22

À r c h in ie d is  O p e ra  o m n ia . I te r u m  e d id i t  J .  L . H ei
berg. 1 (1 9 1 0 ). [R e z e n s io n  :] B u lle t ,  d . sc. m ath ém . 
352 , 1911, 1 5 5 — 156. ( P .D . ,  E r . L .) [¿3

• Heiberg, J. L. [Eine neue Schrift des
Archimedes]. Odessa 1908. [24

8 o, X V  27 - |-  4 S. -{- B i ld n is .  —  R u ss isc h .

* Vrana, F. [Die von Archimedes dem E ra 
tosthenes gegebene Erläuterung der 
mathematischen Methoden der For
schung]. [25

[ P ro g r a m m  d e s  G y m n a s iu m s  in] P ro s sn i tz  1909, 
3 — 17. —  B ö h m is c h .

Ekstraud, V., Heron frän Alexandria. [26
T id s k r i f t  f ö r  l a n d t m ä t e r i  3, 1911, 6— 21. — 
B e r ic h t  ü b e r  d e n  T r a k ta t  TJsq'i ôiôntQaq.

H e a t h ,  T h .  L . ,  D io p h a n tu s  o f  A le x a n d r ia  E d . 2 
(1910). [ R e z e n s io n :]  D e u ts c h e  L i t e r a tu r z .32, 1911, 
1977— 1980. (K . B opp.) — T h e  a m e r ic . m athem . 
m o n th ly  18, 1911, 48. (R.) [27

c) Geschichte des M ittelalters.
Ceretti, ü ., Sulla origine delle cifre 

numerali moderne. I. [28
R iv is ta  d i  f is ic a  19, 1909, 5 0 3 — 517; 20. 1909, 
285 — 300, 381 —  413, 479 —  488.

Fleet, J . F., Aryabhata’s system of ex
pressing numbers. [29

A s ia t ic  so c ., J o u r n a l  1911, 109 — 126.

Fleet, J . F., The use of the abacus in 
India. [30

A s ia t ic  so c ., J o u r n a l  1911, 518— 521.

Simon, M., Zu Hwarizmi s hisab al gabr 
wal muqabala. [31

A r c h iv  d e r  M a th e m . 183 , 1911, 2 0 2 — 203.

B e s t h o r n ,  R . O. e t  H e i b e r g ,  J .  L ,  C odex  Lei- 
d e n s is  399, 1. E uclidis e le m e n ta  e x  in te rp re ta -  
t io n e  A i. - H adschdschadschii c u m  co m m en ta riis  
A l-X  arizii. I I : 1— 2. I l l  : 1 (1900— 1910). [Rezen
s io n  :] B ib l io th .  M a th e m . 113, 1910/11, 277— 280. 
(H . S u tb k .)  [32

Wiirschmidt, J., Über die Brennkugel. [33
M o n a ts h . f ü r  d e n  n a tu r w is s .  U n te r r .  4, 1911, 98 
— 113. —  Ü b e r  e in e  A r b e i t  v o n  K amal al Din 
al F arisi.

Heiberg-, J .L . und Wiedemann, E., Eine 
arabische Schrift über die Parabel und 
parabolische Hohlspiegel. [34

B ib lio th .  M a th e m . 113 , 1910/11, 193 — 208.

Huskins, Ch. H., Adelard of Bath. [35
T h e  e n g l i s h  h i s to r ic a l  r e v ie w  1911, 491— 498.

K i i r p in s k i ,  I ,  C . ,  R o b e r t  o f  C h e s te rs  t ra n s la t io n  ot 
th e  a lg e b r a  o f  A l-K lio w a r iz m i  (1911). [R 6su m 6 :] 
New Y o rk , A m e ric .  m a th e m . so c ., B u l le t in  172, 
1911, 522. [36



JNeuersctiieueue Schriften. 361

Heiberg, J. L., Noch einmal die mittel
alterliche Ptolemaios-Übersetzung. [37

H e im e s  46, 1911, 2 0 7 -  216.

Simon, M., Zur indischen Trigonometrie.
A rc h iv  d e r  M a th e m . 1S3, 1911, 202. [38

Birkenmajer, L., Flores Almagesti. Ein 
angeblich verloren gegangener Traktat 
Giovanni Bianchini's. [39

Cracovie, A c a d . d . sc., B u l le t in  1911 (sc. m ath ém .),
268 —  278.

Karpinski, L. C., An italian algebra of 
the fifteenth century. [40

B ib lio tb . M a tb e m . 113, ”l 910/11, 209 — 219.

D u h e m , P . ,  E tu d e s  s u r  L é o n a r d  d e  V in c i.  1— 2 
(1906— 1909). [R e z e n s io n :]  New Y ork , A m eric . 
m a th e m . soc., B u l le t in  172 , 1911, 484 — 488. (D . 
E . Smith.) [41

d) G e s c h i c h t e  d e r  n e u e r e n  Z e i t .

Sturm, R., Koppemicus ist deutscher 
Nationalität. [42

D e u tsch e  M a th e m .-V e re in .,  J a h re s b e r .  20, 1911,
161— 167.

* Oliva, A., Sulla soluzione dell’ equazione 
cubica di Tartaglia. Studio storico- 
critico. Milano 1909. [43

8 °, 3« S.

Jiménez Rueda, C., Pedro Núñez (Nonius).
Madrid, S oc . m a te m  . R e v is ta  1, 1911, 41— 43. [44

Bigonrdan, G., La découverte des lois 
de Kepler. [45

R e v u e  g é n é r .  d. sc . 21, 1910.

Riehl, A., Galileo Galilei. [46
I n te r n a t io n a l e  W o c h e n s c h r if t  3, 1909, 697— 716.

F a v a ro ,  A ., G a lile o  G a l ile i  (1910). [R e z e n s io n :]  
B o lle t t.  d i  b ib l io g r .  d . sc. m a te m . 13, 1911, 6. 
(G. L.) [47

F a v a ro , A ., G a lile o  e le  e d iz io n i  d e lle  su e  o p e re  
(1910). [R e z e n s io n  ] B o l le t t .  d i b ib l io g r .  d . sc. 
m atem . 13, 1911, 47. [48

Favaro, A., Ascendenti e collaterali di 
Galileo Galilei. [49

A rc h iv io  a to r ic o  i ta l ia n o  1911. 35 S.

Favaro, A., Amici e corrispondenti di 
Galileo Galilei. XXV. Tommaso Se- 
geth. [50

Venezia, I s t i t u t o  V e n e to , A t t i  7 0 :2 ,  1911, 618—
654.

Galán, G., Pierre Fermat. [51
M adrid , S oc . m a te m ., R e v is ta  1, 1911, 1— 3.

Del Gaizo, M., L’opera scientifica di G. 
A. Borelli e la scuola di Roma nel 
secolo XVII. [52

Rom a, A c c a d . d. X u o v i  L i n c e i , M e m o r ie  27,
1909, 275 — 307.

Eneström, G., Über die Erfindung des 
Algorithmus der Newtonseben Fluxions- 
rechnung. [53

B ib lio th .  M a th e m . 113 , 1910/11, 276. —  A n f ra g e .

Eibe, Thyra og Meyer, Kirstine, Oie
Römers Adversaria, med understöttelse 
af Carlsbergsfondet udgivne af det kgl. 
danske Videnskabernes Selskab. Köben- 
bavn 1910. [ 5 4

8°, 7 +  271 S . —  [R e z e n s io n :]  B u lle t ,  d. sc. 
m a th é m . 35a , 1911, 151— 152. (E r .  L .)

P a o l i ,  A ., L a  s c u o la  d i G a lileo  n e lla  s to r ia  d e lla  
tilo so fia . C o r r i8p o n d e n z a  de l p a d re  G ra n d i co l 
T o m a sso  C ev a  (1908) [R e z en s io n :]  B o lle t t.  d i 
b ib lio g r .  d. sc . m a te m . 13 , 1911, 48. [55

S ch aev v en , P . v o n , J a c o b i  de B illy , D o c trin a e  au a - 
ly tic a e  in v e n tu m  n o v u m  (1910). [R e z en s io n :]  
Z e its c h r .  f ü r  m a th e m . U n te rr .  42, 1911, 324. (K . 
Löschhorn.) [06

Schumacher, J., Das Colonel T itus’ 
Problem. [57

A rc h iv  d e r  M a th e m . 183, 1911, 141— 154.

Geer, P. van, Hugeniana geometrica. 
IX. [58

Am sterdam , W isk . g e n o o ts ., N ie u w  a rc h ie f  9, 
1911, 338 —  358.

Cajori, F., H istorical note ontheNew ton- 
Raphson method of approximation. [59

T h e  a m e ric . m a th e m . m o n th ly  18 , 1911, 29 — 32. 
— [R e z e n s io n :]  Bruxelles , Soc. s c ie n t ,  R e v u e  
d es  q u e s t,  s c ie n t .  203, 1911, 33 7— 310. (H . B os-
MANS.)

Ritter, P., D rei neue Briefe von Leib
niz. [60

Berlin , A k a d . d  W iss ., S i tz u n g s b e r .  1909,897— 901.

H a y a s li i ,  T . ,  T h e  „ F u k u d a i"  a n d  d e te rm in a n ts  in  
J a p a n e s e  m a th e m a t ic s  (1910). [R e z e n s io n :]  B o l
le t t .  d i b ib lio g r.  d. sc. m atem . 13 , 1911, 48. [61

Doublet, E., Correspondance échangée 
de 1720 à 1739 entre l ’astronome J.-N. 
D elisle et M. de Navarre. [62

Bordeaux , A c a d  d. sc., A c te s  1910. 87 S. — 
[R e z e n s io n :]  B u l le t ,  d. sc. m a th é m  352, 1911, 
150. ( E r .  L .)

Leonardi Euleri Opera omnia. Sub au- 
spiciis soeietatis scientiarum naturalium  
Helveticae edenda curaverunt F. Rudio, 
A. K razer et P. Stäckel. 1 :1 .  Leipzig, 
Teubner 1911. [63

4 " ,  X C V  +  651 S . +  P o r t r ä t .  —  [35 f r.]  — 
V o lls tä n d ig e  A n le i tu n g  z u r  A lg e b ra  m it  d e n  
Z u s ä tz e n  v o n  J .  L . L agrange. H e ra u s g e g e h e n  
v o n  H . W eber. M it e in e m  B i ld e  v o n  L . E u le r ,  
e in e m  V o r w o r t  z u r  E u le ra u s g a b e  u n d  d e r  L o b 
re d e  v o n  N . F u ss .

Stäckel, P ., E in  B rie f Eulers an d’Alem 
bert. [64

B ib lio th .  M a th e m . 113, 1910/11, 220 —  226.

Doublet, E., La vie d’un professeur de 
mathématiques pendant la  révolution.

L a  r e v u e  d u  m o is  9, 1910, 460 — 466. (65

Cajori, F., H orner’s method of approxi
mation anticipated by Ruffini. [66 

New Y ork , A m e ric . m a th e m . soc., B u l le t in  17i? 
1911, 409 — 414.
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Alasia, C., Essai d’une bibliographie sur 
la théorie des groupes. [67

R iv is ta  d i  f is ic a  19, 1909, 315 — 323, 135 447,
527— 539.

Klein, F., Bericht über den Stand der 
Herausgabe von Gauß’ Werken. IX. [68

Göttingen, Ges. d . W is s .,  N a c h r .  1911 (G e sc h ä f tl  
M itte i l .) ,  26 — 32. —  [W ie d e r  a b g e d ru c k t :]
M ath em . A n n . 71, 1911, 251— 256.

Müller, Karl H., Traugott Müller und 
sein Einfluß auf die Methode des mathe
matischen Unterrichts in der ersten 
Hälfte des 19. Jahrhunderts. [69

Z e its c h r .  f ü r  m a th e m . U n te r r .  42, 1911, 265— 281.

Voigt, W., Ein deutsches Gelehrtenleben 
(Franz Neumann). [70

I n te r n a t io n a le  W o c h e n s c h r if t  3, 1909, 371— 378, 
397— 410.

Cantor, M., Karl Wilhelm Feuerbach. [71
Heidelberg, A k a d . d. W is s .,  S i tz u n g s b e r .  1910. 
18 S. —  [R e z en s io n :]  Bruxelles, Soc. s c ie n t .,  
R e v u e  d es  q u e s t.  s c ie n t. 203, 1911, 340 —  342. 
( H .  B o s m a n s . )

Schlesinger, L., Bemerkung zu dem Auf
sätze: „Über Jacobis Auffassung des 
realen Integrals als einer mehrdeutigen 
Funktion.“ [72

B ib lio th .  M a th e m . 113, 1910/11, 275 —  276.

H e n g e l, K . ,  G e d ä c h tn is re d e  a u f  E . E .  K u m m e r  
(1910). [R e z e n s io n :]  A rc h iv  d e r  M a th e m . 183, 
1911, 94. (A. F leck.) [73

Meth, B., Zur Erinnerung an E. E. Kum
mer als Lehrer. [74

M a th e m a tisc h e r  V e re in  d e r  U n iv e r s i tä t  B e r l i n
1910. —  ¡R e z e n s io n :]  A rc h iv  d e r  M a th e m . 183,
1911, 78—79. (E. J ahnkk.)

H e n s e l,  K . ,  B r ie fe  E .  E . K u m m e rs  a n  s e in e  M u tte r  
u n d  a n  L . K ro n e c k e r  (1910). [R e z e n s io n :]  A rc h iv  
d e r  M a th e m . 183, 1911, 95. (A. F leck.) [75

Engel, Fr., Graßmanns Leben. [76
H ermann Grassmanns G e sa m m e lte  m a th e m a t i  
seh e  u n d  p h y s ik a l is c h e  W e rk e  3 : 2, L e ip z ig  
1911. X X I I  +  (1) +  400 S.

Müsebeck, C., Hermann Graßmann. [77
M ath em .- n a tu rw . B lä t t e r  6, 1909, 33 —  36.

Feddersen, W., Zur Entdeckung der 
elektrischen Wellen. [78

L eipzig , S a c h s . G es. d. W iss., B e r ic h te  (M ath . 
K l.) 61, 1909, 1 5 3 — 155.

K ö n ig s b e rg e r ,  L . ,  Ü b e r  H e lm h o l tz ’s B r u c h s tü c k  
e in e s  E n tw u r fe s  b e t i t e l t :  „ N a tu r f o r s c h e r - R e d e “  
(1910). [R e z en s io n :)  A rc h iv  d e r  M a th e m . 1 8 ,, 1911, 
192. (P . R . E i s c h e r .) [79

Reindl, J ., Siegmund Günther; zu seinem 
60. Geburtstage. [80

Nürnberg, N a tu r . '.  G es , A b h a n d l .  1908. 17 S. -I- 
P o r t r ä t .

Poincaré, H., The Bolyai prize. Trans- 
lated by G. B. H a l s t e d .  [81

S c ien c e  3 3 „  1911, 753 — 765, 801— 808.

L e b o n ,  E . ,  E m ile  P i c a r d  (1910). [R e z e n s io n  :] Porto, 
A c a d . p o ly te c h n .,  A n n a e s  6, 1911, 59. (G. T .) — 
M o n a tsh . f ü r  M a th e m . 22, 1911; L i t . -B e r .  25. [82
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Schotten, H., Friedrich Pietzker. [83
Z e i ts c h r .  f ü r  m a th e m . U n te r r .  4 2 , 1911, 337— 342
-f- P o r t r ä t .

e) Nekrologe.
Wassilij Anissimoff (1860—1907). [84

Warszawa, [P o ly te c h n .  I n s t i t u t ,  N a c h r ic h te n ]  
1909. 14 S. (D . M o r d u c h a i- B o l t o w s k j j .)

Alfredo Capelli (1855—1910). [85
Napoli, A c c a d . d . sc., R e n d ic o n to  1H„ 1910, 20— 
25. (G. T o r b l l i .) — Venezia , I s t i tu t o  V en eto  
A t t i  69 , 1910, 5 9 — 65. (G. R ic c i .) —  B o lle ttin o  
d e lla  „ M a th e s is “  (P a d o v a )  2, 1 9 l0 , 1 0 — 14. (G. 
R ic c i .)

Karl Domalip (1846—1909). [86
C a so p is  p r o  p e s to v .  m a th e m . 39, 1909/10, 387 — 
395. (B. K u c e r a .)

William Eimbeck (1841—1909). [87
Washington, P h i lo s .  so c ., B u l le t in  15, 1909, 127 
— 131. ( E d w . S m it h .)

Aureliano Faifofer (1843—1909). [88
B o lle t t in o  d e l la  „ M a th e s is “  (P a d o v a )  1, 1909, 
1 4 — 15.

Williamina Fleming (1857—1911). [89
S c ien c e  332 , 1911, 987— 988. (A n n ib  J .  C a n n o n .)

Eduard Hagenbach-Bischoff (1833—1910).
[90

Z ürich , N a tu r f .  G es., V ie r t e l j a h r s  se h r. 55, 1910,
572 — 576. (H . V e il l o n .)

Arthur Hamburger (1881—1911). [91
B e rlin , M a th e m . G es ., S i tz u n g s b e r .  1 0 , 1911, 
7 0 — 74. (E  L a m p e .)

Friedrich Kohlrausch (1840—1910). [92
Göttingen, G es. d. W is s . ,  N a c h r ic h t e n  1910 (Ge- 
s c h ä f i l .  M it te i l.) ,  H e f t  1. (E . R ih c k b .) [W ied e r 
a b g e d ru c k t : ]  Zürich , N a tu r f .  G e s ,  V ie rte lja h rs -  
s c h r  55, 1910, 553 — 564. —  Z e i ts c h r .  f ü r  d. 
p h y s ik a l .  U n te r r .  22, 1910, 384— 386. (F . P o sk b .)

Alexander Korkin (1837—1908). [93
Kharkoff, [M a th e m . G es., M it te i l . ]  10a, 1909, 217 
— 230. (K . A . Possfe.)

Junius Massau (1852—1909). [94
Bruxelles, A c a d . d e  B e lg iq u e ,  B u l le t in  (sc. m a- 
th £ m .) 1909, 305 —  808. (A. D e m o u l i n . )

Charles Meray (1835—1911). [95
M adrid , Soc. m a te m ., R e v i s t a l ,  1911, 30 — 3 1 .— 
L ’e n s e ig n e m e n t  m a th e m . 13, 1911, 181— 186 +  
P o r t r ä t .  (C. A . L a is a n t .)

Oskar Emil Meyer (1834 — 1909). [96
München, A k a d .  d .W is s .,  S i tz u n g s b e r ic h te  (M ath. 
K l.)  39, 1909, 17. (A . S o m m e r f e l d .)

Hermann Minkowski (1864—1909). [97
M a th e m .- n a tu r w . B l ä t t e r  6, 1909, 36 — 37. (A. 
W i s k .) —  T a s c h e n b u c h  f ü r  M a th e m a t ik e r  2, 
1911, 1— 8 -f- P o r t r ä t .  (D . H i l b e r t , H . W byl .)

Giacinto Morera (1856—1909). [98
G io rn . d i  m a te m . 48, 1910, 317— 324. (G. A.
M a g g i .) -— K harkoff, [M a th e m . G es., M itte il.]
11,, 1910, 243 —  248. (G . A . M a g g i .) —  I I  nuovo 
c im e n to  17s , 1909, 191— 194. (C. S o m ig l ia n a .)

Georg von Neumayer (1826 — 1909). [99
L e o p o ld in a  45, 1909, 91— 95. (S. G ü n t h e r .)



Neuerschienene Schriften. 363
Simon Newcomb (1835—1909). [100

London, R o y a l  soc., P r o c e e d in g s  84, 1911 (O bi
tu a r y  n o tic e s ) ,  X X X I I - X X X V I I I .  —  Washing
ton^ P h i lo s  60C., B u l le t in  15, 1909, 1 3 8 — 167 +  
P o r t r à t .  —  N a tu r e  81, 1909, 1 0 3 — 105. (R  S. 
B a l l .)

Karl Pelz (1845—1908). [101
C aso p is  p ro  p è s to v . m a th e m . 30, 1909/10, 433 — 
460. ( J .  S o b o t k a .)

Julius Petersen (1839—1910). [ 1 0 2
Z e i ts c h r .  f ü r  m a th e m . U n te r r .  42, 1911, 898 — 
399. (W . L o r e y .)

Nikolai Piltchikoff (?—1909?). [103
Kharkoff, [M a th e m . G es., M it te i l . ]  l l j ,  1910, 285 
— 242. (E . R o g o v s k i j .)

Edward John Routh (1831—1907). [104
London, R o y a l  so c ., P ro c e e d in g s  84, 1911 (O b i
tu a r y  n o tic e s ) ,  X U — X V I.

Giovanni Schiaparelli (1835—1910). [105
Napoli, A c c a d . d . sc., R e n d ic o n to  1 0 8 , 1910, 203 
— 205. (E . F e r g o l a .) —  Rom a , A c c a d . d . L in c e i, 
R e n d ic o n ti  1 9 , : 2, 1910, 528— 555. (G. C e l o r ia .)

Adolf Sprung (1848—1909). [106
L e o p o ld in a  45, 1909, 69.

Cenek Strouhal (1850 -1909?). [107
C asop is p ro  p è s to v . m a th e m . 39, 1909/10, 369— 
383. (V . N ovak.)

Jósef Szukiewicz (1862—1910). [108
W ia d o m o ś c i  m a te m . 15, 1911, 14:1—143. (W .
G o r c z y ń s k i .)

Jules Tannery (1848—1910). [109
Paris, A c a d . d . sc ., C o m p te s  r e n d u s  151, 1910, 
845 —  846. (E . P i c a r d . )  —  L a  r e v u e  d u  m o is  6, 
1911. (E . B orel.)

Thorvald Nicolai Thiele (1838—1910). [110
N y t T id s s k r .  f o r  M a th e m . 21, 1910, B . 7 3  — 78. 
(J . P . G r a m .)

John Macon Thome (1843 —1908). [111
Leipzig. A s t ro n o m .G es., V ie r te l j a h r s s c h r .  44 ,1909, 
9 2 — 102. (F . W . R is t e n p a r t .)

William Thomson, Lord Kelvin (1824 — 
1907). [112

Lord KELVIN’S early  home. Being the recollec
tions o f his sister, the late Mrs. E l iz a b e t h  K ing;

together w ith  so m e fam ily  letters and a supplemen
tary chapter by  the editor E l i z a b e t h  T h o m s o n  
K in g .  L o n d o n ,  M a c m illa n  1909.

8 °, X I I  -f- 245 S. —  [R e z e n s io n :] N a tu re  82 
1910, 331— 333.

Giovanni Vailati (1863 — 1909). [113
B o lJ e tt in o  d e lla  „ M a th e s is “ 1, 1909, 60—63. (V 
V o l t e r r a .) —  R iv is ta  l ig u r e  d i sc ie n z e  (G enova) 
1 9 1 1 ,1 4 6 — 150. (G . L o r ja .)

Ju liu s Weingarten (1836— 1910). [114
Roma, A c c a d . d . L in c e i ,  R e n d ic o n ti  19s : 2, 1910, 
4 7 0 —477. (L . B ia n c h i .) —  B u lle t ,  d. sc. m ath em ! 
S5a , 1911, 1 4 2 — 148 (Ü b e rse tz u n g  d es  N e k ro 
lo g es  v o n  S t . J o l l e s , s ie h e  B ib lio th . M a th em
1 1 ,,  1910/11, S. 190).

Georgij Woronoj (1868— 1908). [115
K harko f, [M a th em . G es., M itte il.]  112, 1910, 197 
—  2 1 0 . ( I .  B r a y t z e f f .)

Adolph Wiillner (1835— 1908). [116
L e o p o ld in a  45, 1909, 36.

f) Aktuelle Fragen.
Perron, 0 ., Über Wahrheit und Irrtum 

in der Mathematik. [1 17
D e u ts c h e  M a th e m .-V e re io ., J a h r e s b e r  20, 1911, 
1 9 6 - 2 1 1 .

A n d r é , D .,  D es  n o ta t io n s  m a th é m a t iq u e s  (1909). 
[R e z e n s io n  :] P o r to , A c a d . p o ly t., A n n a e s  6, 1911, 
58. (G. T .) [118

Gunnell, L. C., The second international 
convention of the international cata
logue of scientific literature, London
1910. [ U 9

S c ien c e  3 3 , ,  1911, 713 — 718.

Eneström, G., Wie soll die Herausgabe 
der Valentinschen mathematischen Bi
bliographie gesichert werden? [i20

B ib lio th .  M a th e m . 1 1 ,,  1910/11, 227— 232.

Miller, G. A., Courses in higher pure 
mathematics. [121

S c ien ce  332 , 1911, 984 — 987.
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Wissenschaftliche Chronik.
Ernennungen.

—  Dr. J .  A. A n d e rs o n  in Baltimore zum 
Professor der Astronomie an der „Johns 
Hopkins university“ daselbst.

— Privatdozent G. A n o e n h e i s t e r  in Göt
tingen zum Professor der Geophysik an 
der Universität daselbst.

—  Privatdozent F . B e r n s t e in  in Göttingen 
zum Professor der Mathematik an der Uni
versität daselbst.
— H a r r i e t  W. B ig e lo w  zum Professor 

der Astronomie am „Smith college“.
—  Professor G A. B l i s s  in Chicago zum 

Dozenten der Mathematik an der „Har
vard university“ in Cambridge, Mass.
— R. D. C a r m i c h a e l  in Princeton zum 

Professor der Mathematik an der Univer
sität von Indiana in Bloomington.

—  Privatdozent P. D e b y e  in München 
zum Professor der theoretischen Physik 
an der Universität in Zürich.
— Privatdozent G. Du Pasquiee in Zürich 

zum Professor der Mathematik an der 
Universität in Neuchâtel.
— Professor L. F e j e r  in Klausenburg 

zum Professor der Mathematik an der 
Universität in Budapest.

—  Privatdozent H . v o n  F i c k e r  in Inns
bruck zum Professor der Meteorologie an 
der Universität in Graz.
— Professor E. F i s c h e r  in Brünn zum 

Professor der Mathematik an der Uni
versität in Erlangen.

—  Privatdozent R  F u c h s  in Berlin zum 
Professor der Mathematik an der Tech
nischen Hochschule daselbst.

— C a r o l in e  E. F u r n e s s  zum Professor 
der Astronomie am „Vassar college“ in 
Poughkeepsie.

—  „Instructor“ D. C. G i l l e s p i e  in Ithaca 
zum Professor der Mathematik an der 
„Cornell university“ daselbst.
— Privatdozent B. G l a t z e l  in Berlin 

zum Professor der Physik an der Tech
nischen Hochschule daselbst.

—  Professor F. L .  G r i f f i n  am „Williams 
college“ zum Professor der Mathematik 
am „Reed college“, Portland, Ore.
— Professor J. H a r t m a n n  in Göttingen 

zum Direktor der Sternwarte in La Plata.
—  Professor K. H i l l e b r a n d  in Graz zum 

Professor der Astronomie an der Univer
sität in Barcelona.

—  Privatdozent R. H u g e r s h o f f  in Dres
den zum Professor der Geodäsie an der 
Forstakademie in Tharandt.

— Professor W. L à sk a  in Lemberg zum 
Professor der Mathematik an der böhmi
schen Universität in Prag.

—  Dozent S .  L a t t e s  in Besançon zum 
Professor der rationellen Mechanik an der 
Universität in Toulouse.
— „Répétiteur“ E. M a i l l e t  in Paris zum 

Professor der Analysis und Mechanik an 
der „ Ecole des ponts et chaussées“ da
selbst.

—  Dozent G. M a j c e n  in Agram zum 
Professor der Mathematik an der Uni
versität daselbst.

— Professor M M a s o n  in Madison zum 
Dozenten der Mathematik an der „Har
vard university“ in Cambridge, Mass.

— Professor S. O p p e n h e i m  in Prag zum 
Professor der Astronomie an der Univer
sität in Wien.

— Dr. A. H. P f u n d  in Baltimore zum 
Professor der Physik an der „Johns Hop
kins university“ daselbst.
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— Privatdozent M. P l a n c h e r e l  in Genf 
zum Professor der M athem atik an der Uni
versität in Freiburg in der Schweiz.

— F. K R ic h tm y e r  in Ithaca zum Pro
fessor der Physik an der „Cornell uni
versity“ daselbst.
— Dr. H. N. R u s s e l l  in Princeton zum 

Professor der Astronomie an der Univer
sität daselbst
— Privatdozent E. S a lk o w s k i  in Berlin 

zum Professor der Mathematik an der 
Technischen Hochschule daselbst.
— Professor E. S c h m id t in Erlangen zu m  

Professor der Mathematik an der Univer
sität in Breslau.

— Professor A. S c h ö n f l i e s  in Königs
berg zum Professor der M athematik an 
der Akademie für Sozialwissenschaften in 
Frankfurt am Main.
— Dr. L. S im onin  in Nizza zum Astro

nomen an der Sternwarte in Paris.
— Professor J. K. W h i t t e m o r e  in Cam

bridge, Mass., zum Professor der Mathe
matik an der „W estern reserve university“.

—  Professor J. W. Y o u n g  in Lawrence 
zum Professor der M athematik am „Dart- 
mouth College“ .
— Dr. L. Z o r e t t i  in Grenoble z u m  Pro

fessor der Mechanik an der Universität 
in Caen.

Todesfälle.
— A x e l  A n th o n  B jö k n b o , Bibliothekar 

an der kgl. Bibliothek in Kopenhagen, 
geboren in Kopenhagen den 20. April 
1874, gestorben daselbst den 6. Oktober 
1911.
—  R o b e r t o  B o n o la ,  Professor der Mathe

matik am Lehrerinnen-Seminarium in 
Rom, gestorben in Bologna den 16. Mai 
1911, 36 Jahre alt.

—  E m il B o se , Professor der Physik an 
der Universität in La Plata, geboren in 
Bremen den 20. Oktober 1874, gestorben 
den 25. Mai 1911.

—  J o h a n n e s  B o s s c h a ,  Sekretär der hol
ländischen Gesellschaft der Wissenschaften 
in Haarlem, geboren in Breda den 18. No
vember 1831, gestorben in Amsterdam den
18. April 1911
— W i l l i a m in a  F le m in g ,  Vorsteherin der 

Abteilung für astronomische Photographie 
an der Sternwarte in Cambridge, Mass.,

geboren in Dundee den 15. Mai 1857, ge
storben in Cambridge, Mass., den 21. Mai 
1911.
—■ K a r l  F r i t s c h ,  Professor der Physik 

an der Technischen Hochschule in Darm
stadt, geboren zu Bonames bei Frankfurt 
a. M. den 1. August 1869, gestorben im 
April 1911.

—  J o s e f  G r ü n w a ld ,  Professor der Mathe
matik an der deutschen Universität in 
Prag, geboren in Prag den 11. April 1876, 
gestorben den 1. Juli 1911.

—  A r t h u r  R a y  M ax so n , „Instructor“ für 
Mathematik an der „Columbia university“ 
in New York, gestorben in New York den
13. April 1911, 30 Jahre alt.

— W ilh e lm  M e y e r ,  Direktor der „Ura
nia“ in Berlin, geboren in Braunschweig 
den 15. Februar 1853, gestorben in Meran 
im Januar 1911.

—  H e rm a n n  S c h u b e r t ,  Professor der 
Mathematik am Johanneum in Hamburg, 
geboren in Potsdam den 22. Mai 1848, 
gestorben in Hamburg den 20. Juli 1911.

—  G e o rg e  J o h n s to n e  S to n e y ,  früher Pro
fessor der Physik an der „Queen’s univer
sity“ in Irland, geboren den 15. Februar 
1826, gestorben den 1. Juli 1911.

—  F r a n ç o is  T e rb y ,  Direktor der Privat
sternwarte in Löwen, geboren in Löwen 
den 8. August 1911, gestorben im April
1911.

Vorlesungen über Geschichte der 
mathematischen Wissenschaften.

— An der Universität von Indiana in 
Bloomington hat Professor D. A. R o th -  
r o c k  für den Sommer 1911 eine Vor
lesung über Geschichte der Mathematik 
angekündigt.
— At the „Columbia university“ in New 

York, professor D. E. S m ith  will deliver 
during the academic year 1911—1912 a 
course of history of mathematics (three 
hours each week).
— An der „Clark university“ hat Pro

fessor W. E. S t o r y  für das Wintersemester 
1911 eine zweistündige Vorlesung über 
Geschichte der Mathematik angekündigt.
  An der Universität in Neapel hat

Professor F. A m odeo  iür das akademische 
Jahr 1911 —1912 eine dreistündige Vor-
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lesung über Geschichte der Mathematik 
im Mittelalter angekündigt.

Preisaufgaben gelehrter Gesell
schaften.

— Accademia di scienze di Napoli. 
Concorso dell' anno 1912. Nuovo contri
bute della teoria delle forme differenziali 
di ordine e grado qualunque.
— Académie des sciences de Danemark à 

Kjöbenhavn. Concours de l’année 1912. 
Elucider les notes astronomiques conte

nues dans les Adversaria d’OLE R ö m er; 
les rattacher à ce que l’on sait par ail
leurs sur l’oeuvre scientifique d e  R öm er 
et sur l’état de l’astronomie à son époque.

Vermischtes.
— In Madrid ist am Anfänge des Jahres 

1911 eine spanische mathematische Ge
sellschaft begründet worden. Die Gesell
schaft hat schon begonnen eine Revista 
de la  so c ied ad  m a te m á tic a  española
herauszugeben.
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Namenregister.
Abel, N. H., 139, 140.
Abrabam bar Chijja, 332.
Abu Abdallab Mubammed ben Ahmed el- 

Sbanni, siehe El-Shanni.
Abu AJi el-Hasanben el-Hosein el-Basri, 

siehe El-Haitam.
Abu Ali el-Hosein ben el-Harith el-Dja- 

nubi, siehe El-Djanubi.
Abu Kamil el-Misri, siehe El-Misri.
AbulDjud Muhammed ben el.Leith, siehe 

El-Leith.
Abul -Hasan Adarkhud a ben Ushtadh Hash- 

bas (Hashtas), 14.
Abul Raihan Muhammed el-Biruni, siehe 

El-Biruni.
Abul Wefa, 77.
Abu Nasr Mansur ben Ali ben Irak, 18, 

21, 27, 28, 56, 58, 60, 68, 75-78.
Abu Said Ahmed ben Muhammed ben 

Abdeldjalil el-Sidjzi, siehe El-Sidjzi
Abu Said Muhammed ben Ali el-Darir 

el-Djordjani, siehe El-Djordjani.
Adarkhora ben Yazdankhasis, 67.
Adarkhuda ben Ustad Djashnas, 20, 67.
Afdal ed-din Omar ben Allan, 117, 119.
Ahrens, W., 94, 187, 189, 190, 220, 281, 

282, 284 359, 360
Alasia, C., 359, 360, 362
Albattani, siehe El-Battani
Albert, J., 185.
Albert von Sachsen, 338.
Alberuni, siehe El-Biruni.
d’Alembert, J., 8 8 -9 0 , 220 — 223, 321, 

326, 361.
Aley, R J., 191.
Al-Farisi, siehe El-Farisi.
Algaurizin (Alghoarizim, Alguarizm), siehe 

Alkhwarismi.

Al-Had8ckdschadsch, 277, 281, 282, 359, 
360.

A lk a rk h i, siehe E l-K a rk h i.
A lk h w arism i, 24, 46, 50, 95, 102, 113, 125, 

126, 128— 130, 209— 212, 214, 215, 282, 
334, 360.

A1 K in d i, 282 
A lk u in , 114.
A l-M a h a lli,  121.
A l-N a iriz i,  81, 277— 279, 281, 282, 338, 

359, 360.
A l-S id jz i,  siehe E l-S id jz i.
Amodeo, F., 187, 189, 287, 365 
Ampère, A. M., 309.
A naritius, siehe A l-N a iriz i.
Anderson, J. A., 364.
André, D ,  94, 95, 187, 190, 359, 363. 
Angenheister, G., 364.
Anissimoff, W . A., 362.
Antonio (Maestro), 211, 219.
Apastamba, 282.
A pianus, P., 113, 120.
Apollonios, 7, 8, 14, 97, 187, 194 — 198, 

201— 204, 208, 237, 238, 240— 243. 
A ppell, P., 94, 95, 284.
A rchibald, R. C., 187, 189.
Archim edes, 13, 14, 37, 39, 64, 67, 69, 97, 

187, 188, 197, 281, 282, 359, 360. 

Archytas, 360.
Aristoteles, 90, 210, 360.
Aryabhatta, 95, 210, 289, 2 9 1 -2 9 4 , 360 
Atelhard von Bath, 332, 334, 360 

A ubry, A., 183.
Aubry, L., 286.
Auerbach, F., 94, 281, 359.
August, E  F., 278.
A urel, M., 210.
Autenrieth, E., 287
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Averroes, 210.
Avicenna, 290 
Avogadro, A., 283.

Babczynski, T., 284.
Bacon, R , 194, 195.
Bädecker, K., 96.
Bailey, F. K , 287.
Baker, R. Ph., 96.
Ball, R. S., 359, 363.
Ball, W. W. R., 175, 270, 281, 283, 355. 
Baltzer, R., 183.
Barozzi, F., 321,
Barrau, J. A., 359.
Barrow, I., 252, 268, 269, 345—347, 355. 
Batelli, A., 187, 188.
Batemann, H., 191.
Bates, W. H., 191.
Bauer, G, 316.
Baur, E. M., 284.
Baeyer, 0. von, 191.
Beaune, siehe Debeaune.
Beetz, W., 316.
Bellavitis, G., 309.
Benedetto da Firenze, 209.
Benedicks, C , 286.
Berberich, A., 94, 95.
Bergstrand, Ö., 286 
Bernard, J. P., 176.
Bernays, M., 316. 
ßernoud, A., 188.
Bernoulli, D., 89, 283.
Bernoulli, Jak., 180, 257.
Bernoulli, Joh. I., 186, 221, 222, 256, 257, 

261—264, 271—272, 307, 308 
Bernoulli, Nik. I., 222, 262, 264, 272, 273, 

351, 352.
Bernstein, F., 364.
Bernward, 333.
Bertrand, J ,  182.
Bessel, F. W., 192.
Besthorn, R. 0., 277—279, 281, 282, 359, 

360.
Bettelheim, A., 320, 329.
Bhaskara, 114,115, 290, 293—295, 297, 298. 
Biagio (Maestro), 211, 217, 219.
Biagio da Parma, 211, 217, 219.
Bianchi, L., 359, 363.
Bianchini, G., 160, 353, 354, 357, 361.

Bieberbach, L., 192.
Biedenkapp, G., 187, 189.
Bierens de Haan, D., 357.
Bigelow, Harriet 364.
Bigourdan, G., 359, 361.
Biliotti, A., 211.
Billy, J., 187, 189, 281, 283, 359, 361 
Biot, J. B„ 82, 253, 256, 261.
Birkenmajer, L., 353, 359, 361. 
ßirkhoff, G. H., 286.
Biruni, siehe El-Biruni.
Bischoff, J. N., 316, 317.
Bjelopolskij, A. A., 187, 190, 281. 284. 
Bjerknes, C. A., 140.
Björnbo, A. A., 69, 94, 95, 125, 318, 323, 

365.
Bliss, G. A., 364.
Boer, F. de, 310.
Boetius, A. M. T. S., 211, 333.
Bohlmann, G., 311.
Böhm, K , 359.
Bolyai, J., 189, 284, 362.
Bolza, O., 96.
Boncompagni, B., 81, 114, 120, 125, 128, 

129, 210, 335, 336.
Bonnet, O , 310.
Bonola, R., 94, 365.
Bopp, K., 360.
Borchardt, K. W., 150.
Borei, E., 286, 359, 363 
Borelli, G. A., 361.
Bortolotti, E., 281, 284.
Bose, E., 365.
Bosmans, H . 9, 126, 128, 187—190, 281 

—283, 359—362.
Bosscha, J., 365.
Bossut, Ch , 240.
Böttcher, J. E., 187.
Bouquet de la Grye, A., 190.
Bousquet, M. M., 225.
Boutroux, P., 187, 188, 286 
Boyer, J., 300.
Bradwardin, Th., 338.
Brahe, T., 323.
Brahmagupta, 70, 292—295, 297, 298. 
Braikenridge, W., 321.
Bramer, B., 237, 238, 241.
Braunmühl, A-, von, 180, 238, 301, 316 — 

327, 330.
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Braunmahl, Fanny, 319, 327.
Braytzeff, I., 187, 190, 359, 363.
Bricard, R., 94, 95.
Brill, A , 143, 177, 316, 327, 328 
Brocard, H., 281, 284.
Bronson, H. L., 96.
Brunacci, Y., 308.
Brünnow, 122.
Bryk, 0., 94, 95 
Buchka, K. von, 94, 187, 281 
Buffon, G. L. L. de, 320 
Buhl, A., 281, 282, 284.
Bühler, G , 123.
Bürgi, J., 238, 323.
Barkhardt, H., 281, 283, 327.
Buteo, J., 357.

(Jabreira, A., 187, 190.
Cajori, F., 94, 95, 132, 187—189, 235, 281, 

283, 300, 342, 344, 359, 361 
Camerarius, J , 193, 191.
Campano, J., 81, 278.
Cumpbell, G, 134, 176.
Canacci, G., 210.
Canacci, R , 210.
Cannon, Annie, 359, 362.
Cantor, M., 8, 9, 40, 81—90, 94, 113, 158,

161—181, 187, 193, 211, 233 — 241, 243
— 246, 248-259, 261—273, 275, 281, 294, 
300, 322, 324, 330-338, 340 — 347, 349, 
350, 352, 359, 362.

Capelli, A., 190, 284, 362.
Cardano, G.. 162-166, 178, 182, 183, 233, 

234, 341.
Cardinaal, J., 94, 281 
Carlebach, J., 281, 282.
Carmichael, R. D., 364 
Carrus, S., 96, 286
Castellani, siehe Gratia de Castellani. 
Castelnuovo, G., 187, 281.
Caswell, J., 324
Cauchy, A. L , 139, 143-145, 147, 148, 

150, 309, 310.
Cavalieri, B., 92, 189, 343.
Cayley, A., 247, 315.
Celoria, G., 359, 363.
Ceretti, ü., 187, 188, 359, 360 
Cesaro, E., 284.
Ceulen, L. van, 9, 10, 283.

B ib lio th eca  M athem atica . i l l .  F o lge . X I.

Ceva, T., 361 
Changadeva, 290.
Chasles, M., 292.
Chatelet, A., 2S1, 285.
Chaturveda, 292, 297.
Chevalier, U , 211.
Christmann, J., 323.
Chrzaszczewski, S., 318.
Chuquet, N., 120.
Ciermans, J., 342.
Cipolla, M., 286 
Clairaut, A. C., 86, 180 
Claeys, A., 286.
Clemens III (Pabst), 194.
Clements, G. R., 96.
Coi, G. da, 163, 182, 183.
Colebrooke, H. T., 114, 292, 293, 296. 
Colla, siehe Coi.
Collins, J , 82, 83, 252, 253, 255, 256, 259, 

261, 266, 268, 269, 345—347, 354, 355. 
Colson, J., 172.
Commandino, F., 240, 241.
Conti, A. S., 266, 268, 271, 272.
Converse, H. A, 191.
Copernicus, siehe Koppernikus.
Cossali, P., 165, 166, 210.
Cotes, R., 263, 266, 270, 271, 276, 325, 

326, 329.
Couturat, L , 281, 285 
Cramer, G., 177
Crelle, A. L., 138, 140, 142, 145, 220 
Curtze, M., 81, 90, 126, 277, 279, 338.

Dagomari, P , 211, 217, 219.
Dannemann, F., 187, 188, 281, 282, 359,

360.
Darboux, G., 136, 190, 281, 284, 285 
Darmstädter, L., 221.
Darwin, G. H., 320.
Davenant, 253.
Debeaune, F., 93, 245 
Debye, P , 364.
Decker, F. F , 286.
Decourdemarche, J. A., 94, 187, 188, 281, 

282.
Dedekind, R , 315 
Dee, J., 95.
Dehn, M, 286.
Delambre, J. B. J., 322.

24
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Del Ferro, Sc., 81, 165, 183 .
Del Gaizo, M., 359, 361.
Delisle, J. N., 359, 361.
Deila Nave, A., 81.
Del Lungo, I., 281, 283.
Delsaulx, 193
Demoulin, A., 286, 359, 362.
Desargues, G., 318.
Descartes, E., 7, 88, 175, 189, 240 — 246, 

283, 310, 321, 327, 330.
Dickson, L. E., 284 
Dickstein, S., 282.
Dingeldey, H., 94, 95.
Dintzl, E., 128
Diofantos, 188, 282, 293, 300, 311, 312, 

336, 337, 356-358, 360.
Dirichlet, P. G. L., 182.
Dirksen, E. H., 308.
Djamschid, 124.
Domalip, K., 362.
Doublet, E., 359, 361.
Drobiscb, M. W., 309.
Du Bois Reymond, P., 311.
Dufour, H., 190.
Duhem, P., 187, 188, 283, 359, 361. 
Düker, H., 333.
Dulac, H., 286.
Du Pasquier, G, 364.
Dyck, W. von, 281, 283, 317, 328.
Dyson, F. W., 96.
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