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«Πάν γνήσιον αντίτυπον φέρει τήν ιδιόχειρον υπογραφήν

τού συγγραφέως ».
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Δι᾽ οιανδήποτε απορίαν Σας, σχετικήν μέ τάς λύσεις τών ασκήσεων, δά δύνα-

οθε νά απευθύνεσδε πρός τόν Συγγραφέα, οδός 'Υψηλάντου 191 -- ΠΑΤΡΑΙ.



ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Μέ τήν έχδοσιν τών λύσεων τών ασκήσεων τής Θεωρητικής Γεωμετρίας

τού Ο.Ε.Σ.Β. δέν ερχόμεθα νά πληρώσωμεν »ενόν, Ζἀ' όσον :υκλοφορούν

πλείσται όσαι τού είδους τούτου εκδόσεις, αλλά νά δώσωμεν μίαν μεθοδικήν

εργασίαν διά τήν λύσιν τών ασκήσεων, ώστε νά δύναται νά εργασ̓ή από τών

πρώτων γνώσεών του ο μἀητής μέ μέ̓οδον Ζαί αχρίβειαν καί ούτω νά απο-

κτήση μίαν συνή̓ειαν απαραίτητον διά τάς περαιτέρω σπουδάς του.

Κατά τήν απόδειξιν τών᾽ προτάσεων ηκολοὐήσαμεν πάντοτε τήν απαραί-

τητον προύπόθεσιν, νά στηριζώμεθα εις τά αμέσως προηγούμενα ̓εωρήματα.

"Επίσης αποδεικνύομεν όλας τάς αναποδείκτους προτάσεις καί πορίσματα.

Προσθέτομεν δέ μεθ’ εκάστην ομάδα λελυμένον ασκήσεων, μίαν μικράν

πάντοτε σειράν ασχήσεων, μἐοδικών καί εκλεκτών, σημειούντες μόνον μίαν

χεντριλήν κατεύθυνσιν διά τήν λύσιν.

᾿Επί τών αλύτων τούτων ασκήσεων ̓ά δύνανται νά εξασκούνται επί πλέον

οι µἀηταί, ώστε νά χαταστώσιν ικανοί νά. λύωσιν ασκήσεις σπουδαιοτέρας

καί έτι περισσότερον νά προσέρχωνται είς τό διαγώνισµα τών Μἀηματικών

μέ πεποί̓ησιν εις τάς γνώσεις των χαί τήν επιτυχίαν τών.

"Επί εκείνων δέ τών λελυμένων ασλήσεων ως καί τών πρός λύσιν πού

̓ά παρουσιάζουν τι τό αξιοσημείωτον χαί τών οποίων γίνεται μεγαλυτέρα

χοήσις (θεωρουμένων ώς ̓εωρημάτων) ̓α σημειούμεν αστερίσχον καί ενίοτε

̓ά χρησιμοποιούμεν στοιχεία μαύρα. Θά σημαίνη δέ τούτο ότι ̓ά πρέπη οι

μἀηταί, όσον τοίς είναι δυνατόν, νά διατηρούν τάς προτάσεις τούτας από

μνήμης.

Θεωρούμεν επίσης αναγκαίον νά επαναλάβωμεν καί τάς προτάσεις τών

λυομένων ασκήσεων, ώστε τό βιβλίον µας νά αποτελέση ένα πλήρη καί αύτο-

τελή οδηγόν εις τούς μἀητάς.
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ΟΔΗΓΙΑΙ

ΔΙΑ ΤΗΝ ΕΠΙΤΥΧΗΛΥΣΙΝ ΜΙΑΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚἨΣΑΣΚΗΣΕΩΣ

Θεωρώ σκόπιµον νά προτάξω μερικάς οδηγίας, αι οποίαι θά είναι

πολύ χρήσιμοι διά τούς μαθητάς, οι οποίοι θά θέλουν μεθοδικά καί μέ

ευχέρειαν νά επιτύχουν τήν λύσιν μιάς ασκήσεως τής Γεωμετρίας.

1. «Τό κυριώτερον μέλημά Σου είναι νά συγκεντρωθής απόλυτα

γύρω από τήν άσκησίν Σου. Τότε νά είσαι βέβαιος ότι η συγκέντρωοίς

Σου αυτή θά έχη ως αποτέλεσμα τήν απαραίτητον έμπνευσιν πού λέ-

γομεν ότι χρειάζεται συνήθως εις τά Μαθηματικά».

2. «Θά μελετήσης καλά, μά πολύ καλά, τήν άσκησίν Σου, ώστε νά

ξεκαθαρίσης καλά τά δεδομένα τής ασκήσεως (τά οποίος αποτελούν

τήν υπό̓εσιν), από τά ζητούμενα, (τά οποία αποτελούν τό συμπέρα-

σμα). ᾿Ιδιαιτέρως εις μίαν Γεωμετρικήν άσκησιν απαιτείται, όπως γρά-

ψης αμέσως, όλα τά εν τή υποθέσει, πλησίον τού σχήματός Σου, ως

επίσης καί όλα τά ζητούμενα». 'Ως εξής :

αυτή...... εκείνο... .

Υπόθεσις αυτή...... Συμπέρασμα εκείνο...

αυτή...... εκείνο... .

3. «Πρέπει νά γνωρίζης πολύ καλά τούς ορισμούς, τά αξιώματα, τά

αιτήματα, τάς ιδιότητας τών σχημάτων καί ιδιαιτέρως εκείνας τάς ιδιό-

τητας αι οποίαι είναι αξιοσημείωτοι, δηλαδή εκείνας τών οποίων γίνεται

περισσότερον χρήσις».

4. «᾿Αφού γνωρίζης όλα όσα ανέφερον εις τό 3 προσπάθησε νά εύρης

πόσαι καί ποίαι είναι αι προτάσεις πού έχουν κάποιαν οχέσιν μέ τήν

άσκησίν Σου, νά είσαι βέβαιος ότι μεταξύ αυτών θά έχης καί τήν πρό-

τασιν ή τάς προτάσεις πού θά Σού χρειασθούν».

5. «Πρόσεχε τό σχήμα Σου νά είναι όσον τό δυνατόν τελειότερον

καί αρκετά μεγάλον. “Ένα τέλειον σχήμα είναι τάς περισσοτέρας φο-

ράς ο ειδικώτερος οδηγός διά τήν λύσιν τής γεωμετρικής ασκήσεως.

"Άν δέ, τό ευρίσκης πολύπλοκον (δηλαδή έχει πολλάς γραμμάς)

προσπάθησε νά τό χωρίσης εις άλλα μερικώτερα σχήματα καί νά εξετά-

σης εκάστην περίπτωσιν χωριστά».
-

6. «Μή σταματάς εμπρός εις τό σχήμα Σου εκστατικός καί άνεργος.
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Προσπάθησε νά σύρης γραμμάς, μή φοβείσαι πρός τούτο. Κατόπιν όμως

ερεύνησε καί πάλιν τί σέ ωφέλησε η γραμμή πού έσυρες καί τί ιδιότη-

τας νέας απεκόμισες».

7. «Όταν κατορθώσης καί αποδείξης μίαν πρότασιν ή άσκησιν, δέν

πρέπει νά σταµατήσης έως εκεί, προσπάθησε νά εξετάσηης΄ όλας τάς δυ-

νατάς περιπτώσεις πού ίσως Σού παρουσιασθούν, διότι πολλάς φοράς

μία πρότασις ισχύουσα διά μίαν περίπτωσιν δέν ισχύει διά μίαν άλλην

χωρίς τροποποίησιν».

Θά εύρωμεν κατά τήν εργασίαν μας τοιαύτα παραδείγματα αρκετά.

"Επίσης είς τήν συνέχειαν τών κατά µέρος κεφαλαίων δά δίδωμεν σχετικάς πάντοτε

οδηγίας, ώστε τό ουνολον νά αποτελέση μίαν αρκούντως Θοηδητικήν μέδοδον εργαοίας
διά τήν λύσιν προθλημάτων τής γεωμετρίας,



ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΘΕΩΡΗΤΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ Ο.Ε. Σ. Β.

1.--- Επί εὐείας λαμβάνομεν κατά σειράν τά σημεία Α, Β, Γ, Δ, ούτως

ώστε νά είναι ΑΒ -- ΒΓ -- ΓΔ. Κατόπιν εάν Ο είναι τό μέσον τής ΒΓ, µε-

τρούμεν α) τήν ΑΔ διά τής ΒΟ καί β) τήν ΒΟ διά τής ΑΔ. Πόσον ̓ά είναι

τότε τό μήχος α) τής ΒΟ γαί β) τής ΑΔ;

ΑΥΧΣΙΣ: (1) ᾿Αφού τό Ο είναι

μέσον τής ΒΓ, η ΒΓ προφανώς απο-

τελείται από δύο τμήματα ως τό ΒΟ

δηλαδή είναι ΒΓ --2. ΒΟ. (Σχ. 1). Σχ: 1.
᾿Αλλά εδόθη ΒΓ --ΑΒ--Ξ-ΓΔ. Τούτο

σημαίνει ότι καί έκαστον τών ΑΒ καί ΓΔ αποτελείται από 2. ΒΟ, καί

συνεπώς ολόκληρος η ΑΔ αποτελείται από 6. ΒΟ. Αν λοιπόν ως μονάς

ληφθή τό ΒΟ η ΑΔ θό έχη μήκος 6. "Αν όμως ως μονάς ληφθή τό ΑΔ

1
τότε τό ΒΟ θά έχη μήκος -Έ-

Α 56ο Γ Δ

2-- Λάβετε τρείς ευδείας α, β, γ, Χατασκευάσατε έπειτα τάς εὐείας

α-|-β--γ χαί α-- β-{-1, τέλος ελέγξατε τάς κατασχευάς αυτάς διά μετρή-

σεως. ᾿Αλλά αι χατασχευαί αυταί πότε 0α είναι δυναταί :

ΛΥΣΙΣ: "Εστωσαν αι

ευθείαι (Σχ. 2.) α, β, γ. Διά α β

νά κατασκευάσωμεν τήν ευ- -Ύ---

θείαν α -β --Υ παρατηρού- ΠΠ

μεν ότι αρκεί νά προσθέ- .. } α ' ' β (- γ

σωμεν τάς ευθείας α καί β Α Δ Β Γ
καί από τού αθρίσματοςο πι

αυτών νά αφαιρέσωμεν τήν
Υγ. Πρός τούτο επί τής τυ- Σχ. 2.

χούσης ευθείας χν, λαμβά-

νομεν τό τμήμα ΑΒ--α, εν συνεχεία δέ τούτου τό ΒΓ:-β, τότε η ευθεία
ΑΓ θά παριστά τό άθροισμα α-|--β. "Ήδη αρχόμενοι από τού Γ λαμβά-

νομεν τμήμα ΓΔ --γ ότε τό υπόλοιπον τμήμα ΑΔ τής ΑΓ θά παριοτά

τήν διαφοράν (α -[-β) -- γ. Είναι δέ τώρα φανερόν ότι διά νά αποκόψωμεν

από τό ΑΓ τό τμήμα ΓΔ θά πρέπη τό α--β νά είναι μεγαλύτερον τής

ευθείας γ. Ή

Ομοίως εντελώς εργαζόμεθα διά νά κατασκευάσωμεν καί τό

(1} Δέν σημειούμεν υπόδεσιν κλπ, διότι ο μἀητης δέν εδιδόχ̓η ακόμη περί τούτου.



α--β-η-γ. ᾿Εδώ δέ θά πρέπη, διά νά είναι η κατασκευή δυνατή, νά είναι

α-Υ 2β. -

3. "Ηπί ευθείας είναι κατά σειράν τοπὀετημένα τά σημεία Α, Β, Γ, Δ.

Εύρετε δύο ζεύγη εὐειών μέ άκρα τά δὀέντα σημεία καί τά οποία έχουν

α) ίσα ἀροίσματα καί β) ίσας διαφοράς.

ΑΥΧΣΙΣ.-- α’) Παρατηρούμεν ότι τό τμήμα ΑΔ δύναται νά θεωρηθή

ως άθροισμα τών ΑΓ καί ΓΔ διότι ΑΓ. ΓΓΔ--ΑΔ (Σχ. 3). ᾽Αλλά τούτο

δύναται νά θεωρηθή ως άθροισμα καί τών τμημάτων ΑΒ καί ΒΔ διότι

ΑΒ--ΒΔ-ΞΑΔ.

“Ώστε εύρομεν δύο ζεύγη ευθειών τό έν τό ΑΓ, ΓΔ καί τό άλλο τό

ΑΒ, ΒΔ, τά οποία έχουν

ίσα αθροίσματα. Α Β Γ Δ

β΄) ᾿Επίσης παρατηρού- ᾿ 9 . .

μεν ότι τό τμήμα ΓΔ δύνα- Σχ. 3.

ται νά θεωρηθή ως διαφο-

ρά τών ΑΔ καί ΑΓ διότι ΑΔ--ΑΓ:-ΓΔ.

᾿Αλλ᾽ επίσης τούτο είναι διαφορά καί τών ΒΔ καί ΒΓ διότι πάλιν

ΒΔ--ΒΓ--ΓΔ ήτοι καί πάλιν εύρομεν δύο ζεύγη τό έν τό ΑΔ καί ΑΓ
καί τό άλλο τό ΒΔ, ΒΓ πού έχουν ίσας διαφοράς.

Δυνάμεθα επίσης νά κάμωμεν καί άλλους συνδυασμούς.

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

13. Δίδεται ευθδύγραμμον τμήμα ΑΒ καί Μ τό μέσον του. Εάν Ο τυχόν σημείον

; . ΟΑ-Ο8
εκτός τής ΑΒ, να δειχθή ότι (1) ΟΜ -- ----

2." Νά εξετασθη τό ανωτέρω πρόθληµα όταν τό Ο κείται μεταξύ Α καί Β καί νά

δειχδή ότι τότε θά είναι ΟΜ -- ----

5.Ξ Επ] μιάς τραπέζης δέτομεν ν θόλους ανά τρείς τών οποίων νά μή ορίζουν
μίαν εὐείαν. Νά ευρεδή τώρα μέ πόσας ευδείας δυνάμεδα νά συνδέσωμεν τούς θόλους:

(ων,ος)
Σελ. 25. 8 66. ΠΟΡΙΣΜΑ Ίον.

"Έστωσαν η εύδετα ΑΟΒ ως καί αι ΟΕ, ΟΓ, ΟΖ αγόμεναι εκ τού αυτού σημείου Ο
πρός τό αυτό μέρος τής ΑΌΒ. (Σχ. 4). Μέ κέντρον τό Ο καί ακτίνα τυχούσαν γρά-

' Σχ. 4.

1. Η πρότασις αύτη είναι αξιοσημείωτος, γίνεται δέ χρήσις αυτής πολύ συχνά εις
τά Μαδηματικα καί Φυσικήν. Επ] τοιούτων δέ προτάσεων δά σημειούμεν αστερίσκον,
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φομεν περιφέρειαν καδιστώντες ούτω τάς γωνίας επικέντρους, Ήδη όμως τά τόξα εφ᾽

ών θαίνουν αύται έχουν άδροισμα μίαν ημιπεριφέρειαν συμφώνως πρός τό δεώρημα τής

8 65 ήτοι 2 ορδάς.

8.67. ΠΟΡΙΣΜΑ 2ον.

"Έστωσαν αι διαδοχικα] γωνίαι ΑΟΌΒ, ΒΟΓ, Γ[ΟΔ, ΔΟΕ, ΕΟΑ πού σχηματίζονται από

ευθείας πού άγονται εξ ενός σημείου Ο τού επιπέδου πρός απάσας τάς διευθύνσεις

(Σχ. 5). Θά δείξωμεν ότι τό άδροιομά των είναι 4 ορθαί. Πρός τούτο γράφομεν μέ κέν-

τρον τό Ο καί ακτίνα τυχούσαν περιφέρειαν καδιστώντες αυτάς επικέντρους. Ήδη

όμως τά τόξα εφ᾽ ών Θαίνουν αύται έχουν άδροισμα μίαν περιφέρειαν, δηλαδή 4 ορδάς.

4. -- Εκ σημείου Ο άγονται τέσσαρες ευθείαι. Έκ τών σχηματιζομένων

γωνιών ποίαι είναι εφεξής κοί ποίαι έχουν μίαν πλευράν κοινήν, ολλά δέν

είναι εφεξής (1) ;

ΔΥΣΙΣ. Έστωσαν αι διαδοχικαί γωνίαι ΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟΔ πού σχη-

ματίζονται από τέσσαρας ευθείας ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ αι οποίαι άγονται

από τού αυτού σημείου Ο (Σχ. 6). Εκ τούτων εφε- ό Γ
Αν ν Αν

ξής είναι α) αι ΑΟΒ, ΒΟΓ, β) αι ΒΟΓ, ΓΟΔ, γ)

Ν “ν ΆΝ « 8

αι ΑΟΒ, ΒΟΔ, δ) αι ΑΟΓ, ΓΟΔ. ᾿Επίσης εκ τού-

των μή εφεξής είναι, έχουσαι όμως μίαν πλευράν
ΑΝ Αν “ν ΆΝ

κοινήν, α) αι ΑΟΒ, ΑΟΓ, β) αι ΑΟΒ, ΑΟΔ, Υ)
Αν Κν Αν ΚΝ

ΒΟΓ, ΒΟΔ, καί δ) αι ΑΟΓ, ΑΌΔ.

5. Εκ δύο συμµπληρωματυχών γωνιών ή μία είναι {1} 350, 9) αύ, ά) 909... α”,

Νά ευρἐή η άλλη.

ΛΥΣΙΣ. ᾿Επειδή δύο γωνίαι είναι συμπληρωματικαί όταν έχουν
άθροισμα 900, έπεται ότι διά νά ευρεθή η άλλη τών γωνιών όταν δοθή

η μία, αρκεί νά αφαιρεθή η δοθείσα από τών 900. Ήτοι 1) η άλλη θά
είναι 909. 350--550̓ 9) η άλλη είναι 906-.- α”, 3) η άλλη θά είναι 909...
--(909....αο)--900....909-}-αθ---ο 0,

6 'Ε: δύο παροπληρωματικών γωνιών η µία είναι 1) 400, 9) αυ, ό) 1809..

--α”, 4) 9001-α’, Νά ευρεθή ή άλλη.

ΆΥΣΙΣ. ᾿Επειδή δύο γωνίαι είναι παραπληρωματικαί όταν έχουν
άθροισμα 1800, έπεται ότι διά νά ευρεθή η άλλη εκ τών γωνιών, όταν

δοθή η μία, αρκεί νά αφαιρεθή η δοθείσα από τών 1800."Ητοι θά έχωμεν:
1) η άλλη είναι 1809-..450--1350̓

2) η άλλη θά είναι 1800--αθ,

3) η άλλη θά είναι 1809...(]800 -αυ)--1800-.1809.1-α»--α»̓
4) η άλλη θά είναι 1800--(900--α”)--1800- -900---α”---900.- αύ,

1. Κατά τάς λύσεις τών ασκήσεων όπου η υπόδεσις καί τό συμπέρασμα είναι απλαί
σκέψεις δέν δά γράφωνται,
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1.-- Έκ δύο γωνιών ή µία είναι 450 καί η άλλη 180. Νά ευρεθή η συµ-

πληρωματική καί η παραπληρωματική α) τού ἀροίσματος τών δύο γωνιών

β) τής διαφοράς των. |

ΔΎΣΙΣ. Τό άθροισμα τών γωνιών είναι 450-ι-180--630, η δέ διαφο-

ρά των είναι 450...189--27».

"Ηδη α) η συμπληρωματική τού αθροίσματος θά είναι 900--630--270

η δέ παραπληρωματικη τού αθροίσματος θά είναι 1800--630--1120.

β) Η συμπληρωματική τής διαφοράς θά είναι 900--2:0:--636, η δέ

παραπληρωματική τής διαφοράς θά είναι 1800---270---1530,

̓.--Εκ τού σημείου Ο ευθείας ΑΒ καί πρός τό αυτό μέρος αυτής άγονται

αι ευθείαι 0Δ, ΟΓ, ΟΕ εκ τών οποίων αι ΟΔ, ΟΕ είναι διχοτόµοι τών γωνιών
Αν

ΆΟΓ, ΓΟΒ αντιστοίχως. ᾿Εάν δέ ΑΟΓ-Ξ300 νά ευρεύη πόσων μοιρών είναι

αι γωνίαι ΓΌΒ, ΔΟΓ, ΓΟΕ καί ΔΟΕ. Αι τιμαί τών γωνιών αυτών νά έλφρα-

σὀούν καί ως µέρη οῤής.

ΛΥΣΙΣ. ᾿Επειδή αι γωνίαι ΑΟΓ καί ΓΟΒ είναι παραπληρωματικαί

διότι αι μή κοιναί πλευραί των κείνται επ᾽ ευθείας

καί είναι εφεξής, έπεται ότι διά νά ευρεθή η ΓΟΒ

αρκεί νά αφαιρεθή η ΑΟΓ από τών1800 ήτοι η

γωνία ΓΟΒ--1809...309.---1500̓, (Σχ. 7). ᾿Επειδή ό-

μως η ΟΔ είναι διχοτόμοςτής γων. ΑΟΓ έπεται

Β Άτα ο ο 305
ότι η ΔΟΓ είναι τό ήμισυ τής ΑΟΓ δηλαδή---

Έ- 120, ᾿Επίσης επειδή ΟΕ διχοτόμος τής

γών ΓΟΒ έπεται ότι η γών ΓΟΕ είναι τό ήμισυ τής γων. ΓΟΒ δηλγδή

1500
γών ΓΟΕ στο τε 750

"Ήδη παρατηρούμεν ότι η γων. ΔΟΕείναι άθροισμα τών γωνιών ΔΟΓ

καί ΓΟΕ δηλ. γωνΔΌΕξ--15'-!-755--909,[ΠΠαρατηρούμεν εκ τών ανωτέρω ότι

η γωνία πού σχηματίζουν αι διχοτόμοι δύο εφεξής καί παραπληργωματι-

κών γωνιών είναι οῤή, πού θά τό δείξωμεν γενικώ-ερα ευθύς κατωτέρω,

Αι τιμαί τώρα τών γωνιών εις [ιέρη ορθής θά είναι κατά σειράν :-

500γων.ΓΟΒ-- 1500-- -ωρε-ορθής---α- ορθής
300 1

Δ -- Ξς- -Ξ Ως --- ----- ηγών. ΔΟΓ 30 οσο ορθής 5 ορθής

755 5.ΓΟΕ -- 75: -- --. ής -- --- ορθήγών 80ο ορθής ς᾽ ορθής

ο

γων.ΔΟΕ -- 90»-- Όν ορθής-- 1 ορθή.

Τά αμέσως ανωτέρω δυνάμεθα νά εύρωμεν καί μέ τήν απλήν μέ-

θοδον τών τριών.
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9,(1) Νά αποδει χ̓ή ότι αι διχοτομούσαι δύο εφεξής καί παράπλη-

ρωματικάς γωνίας είναι κά̓ετοι επ᾽ αλλήλας.

1} γωνΑΟΓκαί γωνΓΟΒπαραπληρ.

ήτοι γωνΑΟΓ!η-γωνΓΟΒ--2 ορθ.
Υπόθ

ποτε 2) Ο7 διχοτόµος τής γωνΑΟΓ

ΟΕ διχοτόµος τής γωνΓΟΒ

| ΟΖ κάθετος τή ΟΕ
Συμπέρασμα

| η γών ΖΟΕ --Ί άρθή

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.Επειδή ΟΖ διχοτόµος τής γων ΑΟΓ θά είναι γων ΖΟΓ --

---π-' γών ΑΟΓ, επίσης επειδή ΟΕ διχοτόμο- τής γών ΓΟΒ θά είναι

1
γωνΓΟΕ-- 2 γων ΓΟΒ (Σχ. 8). οι

"Ηδη παρατηρούμεν ότι η ζητουµένη γωνία ΖΟΕ είναι άθροισμα τών

γωνιών ΖΟΓ καί ΓΟΕ δηλαδή

γων ΖΟΕ -- γων ΖΟΓ -- γων ΓΟΕ -- - γών ΑΟΓ-- -α γωνΓΟβ--

ΞΞ -Σ (γωνΑΟΓ -- γών ΓΟΒ}---ς- «----- --1 ορθή διότι εξ υποθέ-

σεως γωνΑΟΓ!- γων ΓΟΒ--2 ορθαί. "Αρα οφού αι ΖΟ καί ΟΕ σχημα-

τίζουν ορθήν, έπεται ότι είναι καί κάθετοι επ᾽ αλλήλας.

10 --ΕΧ τών 4 γωνιών τών σχηματιζομένων υπό δύο ευθειών τεμνομέ-

νων ή μία 45’. Πόσων μοιρών είναι εκάστη τών τριών άλλων ;

ΛΥΣΙΣ. Προφανώς έχομεν δύο ζεύγη κατά κορυφήν γωνιών. (Τό

σχήμα ως απλούν παραλείπεται). Επειδή η μία τού ενός ζεύγους είναι

45», καί η κατά κορυφήν της θά είναι 45". 'Εκάστη τών άλλων τού άλ-

λου ζεύγους είναι: εφεξής τής δοθείσης καί παραπληρωματική της, άρα

θά είναι 1805--455--|35», “"Ώστε εκάστη τών λοιπών γωνιών είναι 455,

1355, 135»,

11.-- Νά αποδειχθή ότι ή διχοτόμος τής

κοίλης γωνίας ΑΟΒ, προεχτεινομένη διχοτο-

μεί καί τήν χυρτήν γωνίαν ΑΌΒ.

"Εχομεν :

ΕΟΔ ευθεία,
Υπόθεσις | ΟΔ διχοτόµος τής γών ΑΟΒ

| (κοιλης)ήγωνΑΌΔ-Ξ/ωώνΔΟΒ

ΟΕ διχοτόµος τής κυρτής
Συμπέρα; γωνίας ΑΟΒ ή γωνία ΑΟΕ:--

Η -- γωνία ΕΟΒ.

(1) Υπενδυμίζομεν ότι, αι διά μαύρων στοιχείων σηµειούμεναι ασκήσεις είναι άξιο”
σημείωτοι (ιδέ προλογον). -.
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ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. Έστω η κοίλη γωνία ΑΟΒ (Σχ. 9) καί η διχο-

τόμος αυτής ΟΔ, ότε γωνΑΌΔ--γων ΔΟΒ. Προεκτείνομεν τήν ΟΔ πρός

τό μέρος τής κορυφής Ο ώστε νά διχοτομήσωμεν τήν κυρτήν γων ΑΟΒ

ότε γών ΑΟΕ -- γων ΕΟΒ. ᾿Επειδή η ΔΟΕ είναι ευθεία έκαστον τών

ζευγών γών ΑΟΔ καί γωνΑΟΌΕ ως καί γών ΔΌΒ μέ ΥΩνΒΟΕ αποτελεί

ζεύγος παραπληρωματκών εφεξής γωνιών ότε

-. γωνΑΟΔ -- γώνΑΟΕ -- 2 ορθ. (1)

γών ΔΟΒ -- γωνΒΟΕ -- 2 ορθ. (2)

Επειδή ήδη τά δεύτερα μέλη τών ισοτήτων(1) καί (2) είναι ίσα, θά

είναι καί τά πρώτα ίσα ήτοι

γωνΑΟΔ -ι- γωνΑΟξ. -- γωνΔδοβ8 -{Γ γωνΒΟΕ

᾽Αλλά δυνάµει τής υποθέσεως γών ΑΟΔ -- γωνΔδοβ ότε διαγρά-

Φοντες τά ίσα λαμβάνομεν

ΥΩνΑΟΕ. -- γωνΒΟΌΕ.

Δηλαδή εδείχθη ότι αι γωνίαι ΑΟΕ καί ΒΟΕ είναι ίσαι ήτοι η προ-

έκτασις τής ΟΔ δηλαδή η ΟΕ διχοτομεί τήν κυρτήν γωνίαν.

12. Νά αποδειχ̓ή ότι αι διχοτόμοι δύο κατά χορυφήήν γωνιών

κείνται επ᾽ εὐείας.

"Εχομεν:

γώνΑΟΔ--γωνΓΟΒ
'Υπόθεσις ΕΟ διχοτόµος τής γωνΑΌΔ

Ο7 διχοτόµος τής γων ΓΟΒ

Συμπέρασμα | ΕΟΖ ευθεία.

"Εστωσαν αι κατά κορυφην γωνίαι ΑΟΔ

καί ΓΟΒ, αι οποίαι ως γνωστόν (8 54) είναι

ίσαι καί ΕΟ καί ΟΖ αι διχοτόμοι αυτών αντι-

Σχ. 10. στοίχως. Θά δείξωμεν ότι ΕΟΖ είναι ευθεία

γραμμή (Σχ. 10).

ΑΠΟΔΡΙΞΙΣ. ᾿Αρκεί νά δείξωμεν ότι τό άθροισμα τών διαδοχι-

κών γωνιών ΕΌΑ, ΑΟΓ, ΓΟΖ είναι ίσον πρός δύο ορθάς. Πρός τούτο

παρατηρούμεν ότι γωνΑΌΕ -- γωνΕΌΔ (λόγω τής διχοτόμου ΕΟ) καί

γών ΓΟΖ -- γων Ζ08Β (λόγω τής διχοτόμου ΟΖ), αλλ᾽ επειδή είναι

ΥΩΝΑΟΔ--γωνΓΟΒ εξ υποθέσεως έπεται ότι καί τά ημίση αυτών θά

είναι ίσα ήτοι γωνΑΌΕ -- γωνΕΟΔ --γωνΓΟΖ -- γωνΖΟΒ.

"Ήδη παρατηρούμεν ότι τό υπό μελέτην άθροισμα τών γωνιών

ΕΟΑ-Ι-ΑΟΓ-ΓΓΟΖ δύναται νά αντικατασταθή μέ τό ΖΟ0ΟΒ-ΓΑΟΓΓΟΖ
ΞΞΑΟΓ--ΓΟΒ τό οποίον ισούται μέ 2 ορθάς διότι ΑΟΒ είναι ευθεία.
"Αρα καί τό ζητούμενον άθροισμα ΕΟΑ!-ΑΟΓηΗ-ΓΟΖ--2 ορθ. ήτοι ΕΟΖ
ευθεία γραμμή. ν

13. Δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΒΓ έχουν κοινήν τήν ΒΓ. ᾿Εάν δέ αί πλευ-
ραΐ ΑΒ καί ΛΓ τέμνονται νά αποδειχ̓ή ότι ΑΠ!ΑΊΓΣΑ’ΒΊΞΑΤ᾽.
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ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ (Υπόθεσις καί συμπέρασμα ολοφάνερα). ᾿Από τό τρί-

γωνον Α΄ΟΒ (Σχ. 1!) λαμβάνομεν (6 71) Α’΄Ο--ΟΒΣΑ΄Β (1)

᾿Από δέ τό ΑΟΓ λαμβάνομµεν ομοίως ΑΟ-ΓΟΓ}ΣΑΓ (2)

᾿Αθροίζοντες τάς (1) καί (2) κατά μέλη λαμβάνομεν

Α΄Ο-Ι-ΟΒ-ΑΟ--ΟΓ)ΣΑ΄Β--ΑΓ (3)

αλλά Α΄’Ο--ΟΓ--Α΄Γ καί ΑΟ-ΟΒΞΞΑΒ καί η (3) διά αντικαταστάσεως

εις τό α΄ µέλος της γίνειαι

ΑΒ.ΓΑ΄Γ:ΣΑ΄Β--ΑΓ ό. έ. δ.

Αι Α

8 Γ

Σχ. 11.
Σχ. 15.

14. Νά αποδεικΏη ότι η περίµετρος χυρτού σχήματος είναι μικροτέρα

πάσης τεθλασμένης γραμμής, ή οποία τό περικλείει.

"Εστω τό κυρτόν.σχήμα ΖΗΘΙ καί η τεθλασμένη γραμμή ΑΕΔΓΒ

ήτις τό περικλείει. Θά δείξωμεν ότι η περίμετρος τού ΖΗΘΙ είναι μι-

κροτέρα τής περιμέτρου τού ΑΕΔΓΒ (Σχ 12) ήτοι

ΖΗ!-ΞΗΘ-Θ1-[1Ζ.ς ΑΕ!-ΕΔ!Η-ΔΓ!-ΓΒ!-ΒΑ.

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. Προεκτείνοµεν τάς πλευράς τού ΖΗΘΙ κατά τινα φο-

ράν. Αι προεκτάσεις τών πλευρών αυτού τέμνουν τήν περίμετρον τού

περιβάλλοντες σχήματος εις τά Τ, Ρ, Σ, Μ. Θά έχωμεν τώρα τάς εξής

ανισότητας μεταξύ ευθείας καί τεθλασμένης εχουσών τά αυτά άκρα

(6 72 οημ.). ΖΗ-ΓΗΡ«ΖΤ.-ΤΕ--ΕΡ ΄
ΗΘ!ΞΘΣΞΟΘΗΡ!ΞΡΔΗ-ΔΓ!ΞΓΣ

ΘΙΗΗΕΙΜΘΘΣΙΞΣΒ!ΞΒΜ

ΙΖ{2ΤΟΜΙ!-ΞΑΜ!-ΑΤ

᾿Αθροίζομεν τώρα ταύτας κατά μέλη καί εξαλείφομεν από τών δύο

μελών τά κοινά τμήματα ΗΡ, ΘΣ, ΜΙ, ΤΖ καί λαμβάνομεν |

ΓΗ Ο ΓΟΤΤΙΣς ΤΕΕ ΓΕΑ ΓΔΙ ΓΣ ΤΣΡΤΡΗΤΜΑΤΑΤ..

. ΖΗ--ΗΘ-ΓΘΙ:Ι-ΙΖ«ΕΔ.-Ι-ΔΓ-ΙΓΒ-ΓΒΑ-ΙΑΕ.

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

4. Αι διχοτόµοι δύο συμπληρωματικών γωνιών σχηματίζουν γωνίαν ορδήν καί άν-
τιστρόφως «

-. 6; ΑΙ διχοτόμοι τών τεσσάρων γωνιών τάς οποίας σχηματίζουν δύο, εμνόμεναξ
ευδείαι, είναι κάθετοι επ᾽ αλλήλας. ο
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6. Ορδής γωνίας ΑΌΒ, η μέν πλευρά ΟΑ είναι διχοτόμµος μιάς γωνίας ΓΟΔ, η δέ

ΟΒ είναι διχοτόμος τής γωνίας ΕΟΖ. Νά δειχδή ότι οι γωνίαι ΓΟΕ καί ΔΟΣ είναι πα-

ραπληρωματικαί.

1.5 Εντός τού τριγώνου ΑΒΓ λαμθάνομεν σημείον Ρ. Νά δειχδή η διπλή ανισότης

1
ΑΒΒΓ-ΓΑ»ΡΑ!-Ρ84-ΡΓ» ---- (»6-15 ατα)

2

«τριπλή εφαρμογή τής 8 71).
8. Εις πάν τετράπλευρον τό άδροισμα τών διαγωνίων του κείται µεταξύ τής περιµέ-

τρου καί τής ημιπεριμέτρου τού τετραπλεύρου.

{Ομοίως δι᾽ εφορμογής 5 71).

Σελίς 32. 6 74. ΠΟΡΙΣΜΑ : "Έστω τό ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ. Επειδή είναι ΑΒ--ΑΓ

κοτά τό δεώρημα (5 75) δά είναι γωνΒ--γωνΓ. "Αλλ᾽ επειδή επίσης είναι ΑΒ--ΒΓ δά είναι

καί γων[--γωνΑ. "Άρα γων Α--γωνβ--γωνΓ ήτοι καί ισογώνιον.

Σελίς 35. 5 7ό. ΠΟΡΙΣΜΑ : Έστω τό ισογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ. Επειδή είναι γωνΑ--

--γων8 δά είναι καί (6 75) ΒΓ--ΑΓ.'Επίσης επειδή είναι γων Α--γων Γ δά είναι καί ΒΓ--ΑΒ

δηλαδή είναι ΑΒ--ΒΓ--:ΑΓ ήτοι καί ισόπλευρον.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

15.-- Αϊ προεκτάσεις τών ίσων πλευρών ισοσκελούς τριγώνου πρός τό µέ-

ρος τής βάσεως, σχηματίζουν ιιετ᾽ αυτής γωνίας ίσας.

ΛΥΣΙΣ. 'Εκάστη τών σχηματιζομένων εξωτερικών γωνιών, μετά

τής προοκειµένης εσώτερικής είναι γωνίαι εφεξής καί παραπληρωματι-

καί ως έχουσαι τάς μή κοινάς πλευράς επ’ ευθείας. Δηλαδή έκαστον

ζεύγος έχει άθρεισμα δύο ορθών. "Αν όμως αφαιρέσωμεν εξ εκάστου

τών ίσων ζευ ώ.. τάς ίσας παρά τήν βάσιν γωνίας τού ισοσκελούς, τά

υπόλοιπα θά είναι ίσα. Ήτοι αι εξωτερικαί γωνίαι είναι ίσαι.(Τό σχήμα

απλούν).

16.-- Αι ΟΆ, ΟΒ, ΟΙ είναι αλτίνες τού αυτού κύκλου. ᾿Εάν δέ αίί γω-

νίαι ΑΟΒ χαί ΒΟΤ είναι ίσαι, ή ΟΒ είναι κάθετος εις τό μέσον τής χορδής ΑΓ.

"Έχομεν:

ΜΙΝΙ ΟΑ--ΟΒ--ΟΓ
Υπόθεσις

| | γών ΑΟΒ --γων ΒΟΓ

Συμπέρασμα ! ΟΔ κάθετος τή ΑΓ.
Ανοι Γ ί

8 "Έστωσαν ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ τρείς ακιίνες τού αυτού
Σχ. 18.᾽ κύκλου καί γών ΑΌΒ--γων ΒΟΓ. Θά δείξωμεν ότι η

ΟΒ είναι κάθετος εις τό μέσον τής ΒΓ (Σχ. 13),

ΑΠΟΔΡΙΞΙΣ. Επειδή ΟΑ--ΟΓ τό τρίγωνον ΑΟΓ είναι ισοσκελές.
᾿Αλλ' έχομεν ακόμη ότι η ΟΒ είνσι διχοτόµος τής γωνίας ΑΟΓ. ᾿Αλλά
τότε γνωρίζομεν ότι εις ισοσκελές τρίγωνον ηδιχοτόµος είναι καί κά-
θετος επί τήν βάσιν καί ότι διχοτομεί αυτήν. "Ητοι εδείχθη ότι η ΟΒ
είναι κάθετος εις τό μέσον Δ τής χορδής ΑΓ. .

Σελ. 54. 8 79 ΠΟΡἸΣΜΑ : Διότι έχουν καί τήν υπό τών ίσων πλευρών περιεχομένην
γωνίαν ίσην, ως ορθήν.

Σελ. 54, 6 61. ΠΟΡΊΣΜΑ: Διότι έχουν κοί τήν άλλην προσκειμένην, πρός τήν ίσην
κάδετον πλευρόν, γωνίαν ίσην̓ (ώς οῤήν).
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

17.-- Δύο ισοσκελή τρίγωνα, τά οποία έχουν βάσεις ίσας καί τήν μίαν

τών παρά τήν βάσιν γωνιών ίσην, είναι ίσα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. Γνωρίζομεν ότι αι παρά τήν βάσιν γωνίαι ισοσκελούς

τριγώνου είναι ίσαι. ᾿Επειδή ήδη εδόθη η ισότης τού ενός ζεύγους τών

παρά τήν βάσιν γωνιών, έπεται ότι θά υπάρχη καί η ισότης τού ετέρου

ζεύγους τών γωνιών τής βάσεως. Καί τά τρίγωνα ήδη κατά τό θεώρημα

τής δ Ε0 θά είναι ίσα.

18. Εις τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ έχομεν ΑΒ-ΞΞΑΔ λαί ΓΒ-ΞΓΔ. Νά απο-

δειχθή ότι γωνΑΔΓΓ-ΥΩΝΑΒΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. Σύρομεν βοηθητικώς τήν ΑΓ (τό σχήμα απλούν),

καί συγκρίνομεν τά σχηματιζόμενα τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΔΓ.Ταύτα έχουν

εξ υποθέσεως ΑΒ--ΑΓΞ καί ΒΓ-ΞΛΓ, έχουν δέ τώρα καί τήν. ΑΓ κοινήν;

δηλαδή τάς πλευράς των ανά μίαν ίσας, ότε θά είναι ίσα καί θά έχουν

καί τάς γωνίας ανά μίαν ίσας τάς κειμένας έναντι τών ίσων πλευρών.

Δηλαδή έναντι τής κοινής ΑΓ θά πρέπη νά κείνται αι ίσαι γωνίαι ΑΒΓ

καί ΑΔΓ ήτοι εδείχθη ότι γωνΑΒΓΞΞγωνΑΔΓ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ.--᾿Από τήν ανωτέρω άσκησιν θλέπομεν ευκόλως ότι διά νά αποφαν-

̓ώμεν περί τής ισότητος δύο στοιχείων δύο τριγώνων, δά πρέπη πρώτον νά συγκρι-

δώσι τά τρίγωνα, να ευρεθώσιν άν είναι Ίσα καί τότε νά εξετασδή η ισότης τών υπ

όψιν στοιχείων τών τριγώνων (8 82).

19. Αι διάμεσοι ισοσκελούς τριγώνου αί οποίαι αντιστοιχοίν εις τάς ίσας

πλευράς αυτού, είναι ίσαι.

"Έστω τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ. 13) καί οι διάµεσοι αυτού

Βδ καί ΓΕ. αι αντιστοιχούσαι εις τάς ίσας πλευράς του αντιστοίχως

ΑΓ καί ΑΒ.

ΈΈχομεν :

Α ΑΒ ---ΑΓδηλαδηή καί γωνβ ΞγωνΓ
Υπόθεοι ΒΔ καί ΓΕ διάµεσοι δηλαδη ΑΔΞ-ΞΔΓ

ΑΕ --ΕΒ.
.  { -

Συμπέρασμα | ΒΑ ΓΕ. . Θά δείξωμεν ότι αι

Ε δ διάµεσοι αυτού ΒΔ

καί ΓΕ είναι ίσαι.

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. Πρός
τούτο συγκρίνομεν τά

. -α τρίγωνα ΒΔΓκαίΕΒΓ,
Β . Γ τά οποία επειδή έ-

Σχ. 14. Σχ. 15. χουν κοινόν μέρος, τά

χωρίζομεν εις ιδιαίτε-
ρα σχήματα (Σχ. 15) διά νά τά μελετήσωμεν ανετώτερα. Ταύτα έχουν κοι-
νήν τήν ΒΓ ήτοι είναι ΒΓ-ΞΒΓ. Επίσης γωνβ--γωνΓ ως παρά τήν βάσιν
τού δοθέντος ισοσκελούς ΑΒΓ, ως επίσης καί ΒΕ -- ΔΙ ως ημίση τών
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ίσων πλευρών τού ισοσκελούς. Δηλαδή έχουν δύο πλευράς ανά μίαν

ίσας καί τήν υπ᾽ αυτών περιεχομένην γωνίαν ίσην (ως φαίνεται καθα-

ρώς εις τά σχήματα 15) άρα θά έχουν καί τήν ΕΓ -- ΔΒ ως κειμένας

έναντι ίσων γωνιών εις ίσα τρίγωνα.

20.--- Τό τρίγωνον, τού οποίου αι χορυγαί είναι τά μέσα τών πλευρών ίσο-

σχελούς τριγώνου, είναι ισοσκελές.

ΑΠΟΔΕΙΞ.ΙΣ. (Γράψατε υπόθεσιν καί συμπέρασμο). Έξ ενός κα-

λού σχήματος φαίνεται ευκόλως ότι πρέπει νά περιστραφώ περί τήν εξέ-

τασιν τής ισότητος ΖΔ καί ΔΕ. Παρατηρώ ότι αι πλευ-

ραί αυταί ανήκουν εις δύο τρίγωνα τό ΒΔΖ καί ΔΓΕ

(Σχ. 16). ᾿Εξετάζω ταύτα μήπως είναι ίσα.

Παρατηρώ ότι έχουν ΒΔ -- ΔΓ, διότι Δ τό μέσον

τής ΒΓ, επίσης ΒΖ--ΓΕ ως ημίση τών ίσων πλευρών

τού ισοσκελούς, επειδή Ζ καί ΓΕ καθ’ υπό̓εσιν μέσα-

᾿Επίσης είναι γών 8 Ξ- γων Γ ως παρά τήν βάσιν τού

ισοσκελούς. Εξ όλων τούτων παρατηρώ ότι τά υπό

εξέτασιν τρίγωνα έχουν τά απαιτούμενα στοιχεία διά

νά είναι ίσα. Δηλαδή δύο πλευράς ανά μίαν ίσας καί

τήν υπ᾽ αυτών περιεχομένην ίσην. "Αρα ευκόλως ουμ-

περαίνω ότι θά είναι ΔΖ -- ΕΔ δηλαδή τό τρίγωνον

ΖΔΕ μέ κορυφήν τό Δ είναι ισοσκελές.

21.-- Δύο τετράπλευρα έχοντα τάς τέσσαρας πλευράς αυτών ίσας χατά

μίαν καί μίαν γωνίαν σχηματιζομένην υπό ίσων πλευρών ίσην, είναι ίσα.

"Εστώσαν τά τετράπλευρα ΑΒΓΔ καί Α΄ΒΓ΄Δ’ έχοντα τάς πλευ-

ράς αυτών ονά μίαν ίσας ήτοι ΑΒ--Α’Β’, ΒΓ-ΞΒΊ΄, ΓΔ--Γ Δ’, ΔΑ---
ΞΞΔ’ Α’ ως καί τήν γωνΑ--γωνΑ΄. Θά δείξωμεν ότι ταύτα είναι ίσα(Σχ.17).

Δ ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ.-- Σύρομεν τάς
βοηθητικάς γραμμάς ΔΒ, ΔΒ’ αι

οποίαι είναι διαγώνιοι τών τετρα-

πλεύρων καί δέν διέρχονται διά τών

; β κορυφών τών ίσων δοθεισών γωνιών.

Μέ τούτο προσπαθούμεν νά συγκρί-

νώμεν τά σχήματα κατά μέρη. Πράγ-

ματι τά τρίγωνα ΑΔΒ καί Α΄ ΔΒ’

είναι ίσα διότι έχουν ΑΔ -- Α’Δ’

Γ᾽ ΑΒ--Α΄Β᾽ καί γωνΑ--γωνΑ΄. Δη-
λαδή δύο πλευράς ανά μίαν ίσας

καί τήν περιεχομένην γωνίαν ίσην,
Σχ. 17 ότε καί ΔΒ -- ΔΒ’. "Ηδη τά τρί-

γωώνα ΔΒΓ καί ΔΒΓ’ έχουν ΔΓ--
ΞΞΔΊ', ΓΒ--Γ’Β’, ΔΒ--Δ΄Β’ ήτοι τάς πλευράς ανά μίαν ίσας άρα ίσα, ότε
καί αι γωνίαι των ίσαι ανά µία ήτοι γωνΓςξγωνΓ΄ .ΥώνΓΔΒ--γωνΓ΄Δ’Β’,



17

γων ΒΓΔ:--γων Γ΄Β΄Δ’. ᾿Επειδή δέ εκ τών προηγουμένων τριγώνων είναι

νώνΆΔΒ--γων Α΄ Δ΄ Β’ καί γωνΑΒΔ--γωνΑ΄Β΄ Δ’ θά είναι καί ολόκληρος

η νωνία ΑΔΓ--γωνΑ’Δ'Γ’ καί η γών ΑΒΓ-- γων Α’Β΄Γ’. Ητοι τά τετρά-

πλευρα έχουν τά στοιχεία αυτών ανά έν ίσα ήτοι είναί εφαρμόσιμα, δη-

λαδή ίσα.

22. ΑΥΣΙΣ. -Εις τό οχήμα 1 τού ̓ιθλίου φαίνεται ευκόλως ότι πρέπει νά προεκτείνωμεν

τάς ΑΓ κοί ΒΓ, ώστε ΑΓ--ΓΔ καί ΒΓ--ΓΕ. Σύρομεν τώρα τήν ΕΔ. Τά τρίγωνα ΑΓΔ καί ΓΕΔ

είναι ίσα καί συνεπώς ΕΔ--ΑΒ."Αρκεί λοιπόν να μετρήσωμεν τήν απόστασιν ΕΔ τών προσι-

τών σημείων Ε καί Δ ότε τότε δά έχωμεν κοί τήν απόστασιν ΑΒ, “Ομοίως εργαζόμενοι

είς τό σχήμα 2 ευρίσκομεν ότι η απόστοσις τών σημείων Α, Β ευρίοκεται ίση πρός τήν

οπέστασιν τών προσιτών σημείων Α, Β.

25. ΛΥΣΙΣ.. Εις τό σχήμα ό τού Θιθλίου έχει δοδή τό μήκος ΑΒ τών δύο προσιτών ση-

μείων Α καί Β ως καί αι γωνίαι χ καί ν υπό τός οποίας Θλέπομεν εκ τών Α καί Β τόν ση-

μαντήρα Σ. (Μετρούνται μέ γωνιόμετρα). Διά νά εύρωμεν λοιπόν τάς αποστάσεις ΑΣ καί ΒΣ

κοτασκευάζομεν πρός τό έτερον μέρος ως δεικνύει τό σχήμα, δύο γωνίας ίσας πρός τός

χ καί ν αντιοτοίχως, ότε οι πλευραί τών γωνιών τούτων τέμνονται εις τό Γ. ᾿Επειδη

όμως τά τρίγωνα ΣΑΒ καί ΓΑΒ έχουν μίαν πλευράν κοινήν καί τές προσκειμένας γων]ας

ανά μίαν ίσας, είναι ίσα, ᾿Εάν ήδη εύρωμεν τάς αποστάσεις ΓΑ καί ΓΒ δά γνωρίζωμεν

τότε καί τάς ίσας πρός αυτάς ΣΑ καί ΣΒ.

24. ΑΥΣΙΣ.-- Καδορίζομεν επί τής απέναντι όχδης τού ποταμού έν σταδερόν σημείον

π.χ.έν δένδρον καί κατόπιν τακτοποιούμεδα επί τής όχδης εις τήν οποίαν ευρισκόμεδα

ούτως ώστε νά Θλέπωμεν τόν ποταμόν νά έχη διεύδυνσιν όσον τό δυνατόν κάδετον επί

τήν ευδείαν, ήτις μάς ουνδέει μέ τό δένδρον. "Έστω τώρα Α η δέσις τού δένδρου, Β

δέ η ιδική µας δέσις, Κατόπιν αρχόμενοι από τού σημείου Β προχωρούμεν κατά μήκος

τής όχδης εις τινα απόστασιν ΒΓ καί σημειούμεν τούτο έστω δι᾽ ενός κοντού, Προχω-

ρούμεν κατόπιν πέραν τού Γ μέχρι τού Δ ώστε ΓΔ :- ΒΓ, κοί εκείδεν προχωρούμεν καδέ-

τως πρός τήν διεύδυνοιν ΒΔ μέχρι σημείου Ε ώοτε η ΔΕ νά έχη φοράν αντίδετον τής

ΑΒ. Τό : σημείον εις τό όποτον δά πταματήσωμεν πρέπει νά είναι τοιούτον ώστε τά

Ε, Γ, Α νά ευρίοκωνται είς ευδείαν γρσμμήν, τώ οποίον επιτυγχάνομεν δια σκοπεύσεως.

Συγκρίνοντες ήδη τά σχημστιοδέντα τρίγωνα νοούμεν ευκόλως ότι είναι ίσα, ότε τό

πλάτος τού ποταμού ΑΒ .δά ισούται μέ τό μήκος τής αποστάσεως ΔΕ ήν ευκόλως δυ-

νόµεδα νά μετρήσωμεν.

25.-- Αί γωνίαι αι παρά τήν μεγολυτέραν πλευράν τριγώνου είναι᾽ οξείαι :

ΛΥΣΙΣ.-- Διότι άν μία τών γωνιών τούτων ήτο ορθή ή αμβλεία,

τότε η τρίτη γωνία η κειμένη απέναντι τής μεγαλυτέρας πλευράς θά

ήτο κατά μείζονα λόγον µεγαλυτέρα ορθής ή ομβλείος, άρα τό τρίγωνον

θά είχε περισσοτέρας τής μιάς ορθάς ή αμβλείας όπερ ανιιβαίνει εις τά

συμπεράσματα τής 885,

26.--- Ει- τό κυρτόν τετράπλευρον ΛΒΓΔ είναι ΑΔ -- ΒΓ

λαί γων. ΑΔΙ» γών. ΒΡΆ. Νά δειχ̓ή ότι ΑΙ» ΒΔ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Συγκρίνομεν πρός τούτο τά τρί.
γωνα ΑΔΓ καί ΒΔΓ, Ταύτα έχουν ΑΔ--ΒΓ εξ υπο-
θέσεως, τήν ΔΓ κοινήν ως επίσης καί γωνΑΔΓ᾽»γωνΒΓΔ
εξ υποθέσεως (Σχ. 18). Δηλαδή (6 88) έχουν δύο

πλευράς ανά μίαν ίσας καί τήν υπ᾽ συτών περιεχομένην

γωνίαν άνισον ότε έναντι τών ανίσων γωνιών θά κείν-

ται άνισοι πλευραί καί απέναντι τής μεγαλυτέρας γω-
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νίας, η μεγαλυτέρα πλευρά ήτοι ΑΓ» ΒΔ. (Πολύ καλύτερον θά εξα-

χθώσι τά συμπεράσματα άν συγκρίνωμεν τά τρίγωνα εις σχήματα χωώ-

ριστά ως εις τήν άσκησιν 19 επράξαμεν).

. 97.--’Εάν η διάµεσος τριγώνου περιέχηται μεταξύ ανίσων πλευ-

ρών, αί ευθείαι, αι οποίαι άγονται έχ τινος σημείου αυτής μέχρι τών

άκρων τής τρίτης πλευράς, είναι άνισοι καί μεγαλυτέρο- ή πρός τό

μέρος τής μεγαλυτέρας πλευράς.

"Εστω τό τρίνωνον ΑΒΓ, εις τό οποίον υποθέτομεν π.χ.ότι ΑΒ ΣΑΓ

(Σχ. 19), καί ότι ΑΔ διάµεσος ουτού. Αν Ε τυχόν σημείον τής ΑΔ. βξά

δείξωμεν ότι ΕΒ»ΕΓ.

Α

Α Λ

Ν

Β Δ Γ Β Η γ Ε Θ 2

Σχ. 19. Σχ. 20.

Δηλαδή έχομεν :

ΑΒ ΑΓ
| ΑΔ διάµεσος ήτοι

Υπόθεσις  ΒΔΞΔΓ Συμπέρασμα ΕΒΡΕΓ.
| Ε τυχόν σημείον

τής ΑΔ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- Εξετάζομεν τά τρίγωνα ΑΔΒ καί ΑΔΓ, παρατη-
ρούμεν ότι έχουν ΑΔ κοινήν, τήν ΒΔ--ΔΓ καί ΑΒΑΓ ότε θά πρέπη

(5 89) γωνΑΔΒ᾽»γωνΑΔΓ. Ηδη εξετάζομεν τά τρίγωνα ΕΔΒ καί ΕΔΓ.

Ταύτα έχουν ΕΔ κοινήν, ΒΔ--ΔΓ καί γωνίαν ΕΔΒ᾽»γωνΕΔΓ ως εδεί-
χθη ανωτέρω. "Αρα θά είναι καί ΕΒ2ΣΕΓ.

28.-- ᾿Εάν δύο τρίγωνα ΑΏΠΓ καί ΔΕΞ είναι ίσο, τά ύψη επί τών
ίσων βάσεων ΒΓ χαί ΕΖ είναι ίσα. |

Έστωσαν τά ίσα τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ, έχοντα δηλαδή τάς πλευ-
ράς τών ανά μίαν ίσας καί τάς γωνίας τών ανά μίαν ίσας. Θά δεί-
ξωμεν ότι τά επί τάς ίσας βάσεις ΒΓ κοί ΕΖ αγόμενα ύψη ΑΗ καί ΔΘ
είναι ίσα (Σχ. 20).

Δηλαδή έχομεν:

ΛΏ--ΔΕ

Υπόθεσις ΄ ΒΕ΄-ΔΖ Συμπέραομα ’ ΑΗ:- ΔΘ.
κ. ι

ΑΞΔ, Β--Ε, Γ--Ζ,
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Συγκρίνομεν τά ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΗ καί ΔΕΘ.

Ταύτα είναι ίσος ως έχοντα ΑΒ --ΔΕ εξ υποθέσεως, καί Β --Ε εξ

υποθέσεως, άρα έχουν τάς υποτεινούσας ίσας καί μισν τών οξειών γω-

νιών ίσην, ότε θά έχουν καί ΑΗ-- ΔΘ ως κειμένας έναντι ίσων πλευ-

ρών εις ίσα τρίγωνα.

29..- Επ τών άκρων τής βάσεως ισοσκελούς τριγώνου φέρομεν

χἀέτους επί τάς απέναντι πλευράς, Νά άποδειχ̓ή ότι αι κάθετόι

αύται είνοι ίσαι.

"Εστω τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ καί τά επί τάς ίσας πλευράς

αυτού αγόμενα ύψη ήτοι ΒΔ, ΓΕ. (Σχ. 21). Θά δείξωμεν ότι ταύτα

είνα: ίσα:

Δηλαδή έχομεν:

ά | ΑΒΞΑΓ

'Υπόθεσις γών Β--γωνΓ
[| Ε ορθή,Δ ορθή.

Συμπέρασμα ! ύψος ΓΕ -- ύψος ΒΔ.

Ε ά

Ε δ

8 Γ 8... ΓΒ Γ

Σχ. 21. Σχ. 95.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ -- Συγκρίνομεν πρός τούτο τά τρίγωνα ΕΒΓ καί

ΒΓΔ τά οποία είναι ορθογώνια εξ υποθέσεως (τά έχομεν χωριστά εις

τό Σχ. 22) καί τά οποία έχουν τήν ΒΓ κοινήν καί γων. Β--γων. Γ εξ

υποθέσεως. ᾿Ητοι έχουν τάς υποτεινούσας καί μίαν τών οξειών ίσην

άρα είναι ίσα, ότε θά είναι καί ΕΓ -- ΔΒ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ.-- Είς τό αυτό συμπέροσμα φδάνομεν άν συγκρίνωµεν τά τρίγωνα

ΑΕΓ καί ΑΒΔ. -
ς

30.-- ᾽Εάν αί κάθετοι, αι οποίαι άγονται έχ τών

κορυφών Α χαί Β τριγώνου ΑΒΓ επί τάς απέναντι
πλευράς είναι ίσαι, αι πλευραί ΑΓ' χαί ΒΓ είναι
ισάτ.μεταξύ των.

"Έστω τρίγωνον ΓΑΒ καί αι κάθετοι επί τάς πλευ-

ράς συτού ΓΑ καί ΓΒ αντιστοίχως αι ΕΒ καί ΑΔ."Αν.

αύται είναι ίσαι ήτοι ΕΒ -- ΑΔ, θά δείξωμεν ότι καί

ΓΑ--ΓΒ ήτοι ότι τό τρίγωνον είναι ισοσκελές. (Σχ.23). ή ᾽ β

Δηλαδή έχομεν : Σχ. 28.

| ΑΔ Ξ- ΕΒ

Υπόθεσις --ορθή Συμπέρασμα{ ΓΑ--ΞΓΒ
ι β--ορθή«

ΝΔ
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ΑΠΦΟΔΕΙΞΙΣ.-- Συγκρίνομεν τά τρίγωνα ΑΕΒ καί ΑΔΒ. (Δύνασθε

νά τά χωρίσετε ως προηγουμένως).Ταύτα είναι ορθογώνια διότι Ε. ---Β--

--] ορθή καί έχουν ΑΔ--ΕΒ εξ υποθέσεως, τήν δέ ξ κοινήν, άρα είναι

ίσα, (ως έχοντα τάς υποτεινούσας καί μίαν τών καθέτων ίσην). Αρα καί

γωνΑ-Έ-γωνΒ ότε καί πλευρά ΓΑ--ΓΒ ήτοι ισοσκελές,

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ο, Εάν α. 68, Υ τά μήκη τών πλευρών τριγώνου δά οληδεύη η σχέσις :

ο ο Τ̓η
105, Αι διχοτόμοι τών ίσων γωνιών ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσαι.

115, Δύο κορυφαΐ τριγώνου απέχουν ισάκις από τής διαμέσου τής αγομένης εκ τής

τρίτης κορυφής.

12. "Ενός ισοσκελούς τριγώνου η μία ψλευρά έχει μήκος 4μ η δέ όλλη 2μ. Νά ευρεδή

τό μήκος τής τρίτης πλευράς,

155. Εάν προεκτείνωμεν τήν διάμεσον ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ κατά μήκος ΔΕ ίσον πρός

ΑΔ. καί φέρωμεν τήν ΕΓ, νά δειχ̓ή ότι ΑΒ--ΓΕ κοί ότι γωνΑΕ--γωνΒΑΔ.

14", Εκάστη διάµεσος τριγώνου είνοι µικροτέρα τού ημιαδροίσματος καί µεγαλυ-

τέρα τής ημιδιαφοράς τών πλευρών, αι οποίαι τήν περιέχουν.

15, Τά ύψη τού ισοπλεύρου τριγώνου είναι πάντα ίσα μεταξύ των.

16. Εάν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευράς ανά μίαν ίσας καί τήν υπ᾽ αυτών περιε-

μένην διάμεοον ίσην, δά είναι ίσα.

Σελίς 41. Τάς αντίστροφος τών προτάσεων τής ή 94.

Τό Θ). Διότι άν οι πόδες τών πλογιών απείχον άνισον τού ποδός τής καδέτου, τότε

(893 γ) κατά τό ευδύ δά ήσαν καί αι πλάγια! άνισοι, όπερ αντιθαίνει είς τήν υπόδεσίν µας

ήτις δίδει, ότι είναι ίσαι. "Αρα δέον νά δεχδώμεν ότι οπέχουν ίσον,

Τό γ). Διότι άν οι πόδες τώ, πλαγιών απείχον ίσον τού ποδός τής καδέτου, τότε

(8 93 ̓) κατα τό ευδύ δά ήσαν καί αί πλώγιαι ίσαι, όπερ άντιθαίνει εις τήν υπόδεσίν µας,

ήτις δίδει, ότι είναι άνισοι. Ώστε οί πόδες ανίσων πλαγιών απέχουν άνισον τού ποδός

τής καδέτου., Ήδη ο πούς τής μεγαλυτέρας απέχει καί περισσότερον τού ποδός τής κα-

δέτου, διότι άν απείχε ολιγώτερον, τότε κατά τό ευδύ (8 92γ), έπρεπε η πλογία αύτη

νά είναι καί η μικροτέρα τό οποίον αντιθαίνει είς τήν υπόθεσίν µας ότι είναι η µε-

γαλυτέρα. "

Ξελίς 41. Η απόδειξις τής προτάσεως τής 8 97.

Διότι άν δεχδώμεν ότι ευδετα καί η περιφέρεια έχουν τρία κοινά σηµετα, τότε δά

ηδυνόμεδα νά σύρωμεν εκ τού κέντρου τρείς ευδείας ίσας (ως ακτίνας) πρός τά κοινά

σημεία τής ευδείας καί τής περιφερείας. "Αρα δά είχομεν εκ σημείου 'εκτός ευδείας

τρείς πλαγίας ίσας πρός τήν ευδείαν όπερ αντιθαίνει είς τήν πρότασιν τής 8 26.

Σελίς 43. Αι προτάσεις.τής 8 104,

1ον) Διότι άν έκειτο επί τής. διχοτόμου κατά τήν πρότασιν 5 102 δά απείχε ίσον
Τών πλευρών, όπερ αντἰαίγει εις τήν υπόδεσιν ότι απέχει άνισον. "Άρα κείται εκτός
τής διχοτόμου.

2ον) Διότι άν απείχε ίσον τών πλευρών δά έκειτο επί τής διχοτόμου κατά τήν πρό-
τασιν τής 8 105, όπερ αντιθαίνει εις τήν υπόδεσιν ότι κείται εκτός τής διχοτόμου,"Αρα

απέχει άνισον.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

31.- Ίχομεν τρίγωνον ΑΒΙ. Ποίον οημείον τής γραμμής ΒΑΡ απέχει

ίσον από τών άκρων τής πλευράς ΒΓ; (αί ποίον σημείον τής γραιιμής ΑΓΡ

απέχει ίσον από τών όλρων τής πλευράς ΑΒ;

ΛΥΣΙΣ -- Γνωρίζομεν ότι σημεία απέχοντα ισάκις εκ τών άκρων

ευθείας ΒΓ είναι τά κείμενα επί τής καθέτου εις τό μέσον τής ΒΓ καί

μόνον αυτά. "Αν λοιπόν εις τό μέσον Ε τής ΒΓ (Σχ. 24) υψώσωμεν τήν

κάθετον ΕΔ, αύτη θά τμήση τήν γραμμήν ΒΑΓ είς τι σημείον Δ τό

οποίον είναι τό ζητούμενον, διότι αφ᾽ ενός μέν

κείται επί τής γραμμής ΒΑΓ, αφ᾽ ετέρου όμως

ως κείμενον συγχρόνως καί επί τής καθέτου

ΕΔ εις τό μέσον Ε τής ΒΓ απέχει ίσον τών ά-

κρων τής ΒΓ.

Ομοίως φέροντες τήν κάθετον ΗΖ εις τό

μέσον Η{ τής ΑΒ, ευρίσκομεν τό Ζ ως σημείον

τής γραιμή- ΑΓΒ ισαπέχον τών άκρων τής ΑΒ.

32.-- "Έχομεν τό τρίγωνον ΑΒΓ, εκ δέ τού ση- Σχ. 84.

μείου Ο τού επιπέδου τού τριγώνου αί αγόμεναι

κά̓ετοι επί τάς πλευράς ΑΒ καί ΒΓ διέρχονται διά τών μέσων των. Νά

αποδειχ̓ή, ότι α΄’) τό σημείον Ο απέχει εξ ίσου οπό τάς τρείς χορυφάς τού

τριγώνου καί β’ τό σημείον Ο χείται επί τής καθέτου εις τό μέσον τής ΑΓ:

ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ.-- α΄) ᾿Επειδή η ΟΖ είναι

κάθετος εις τό μέσον τής ΑΒ έπεται ότι

ΌΑ--ΟΒ (Σχ. 25). ᾿Επίσοης επειδή ΟΔ είναι

κάθετος εις τό μέσον Δ τής ΒΓ, έπεται ότι

ΟΒ--ΟΓ άρα βάσει καί τής προηγουμένης
ισότητος ΌΟΑ--ΟΒ έπεται ότι ΟΑ--ΟΒ--ΟΓ.
Δηλαδή τό Ο ισαπέχει τών τριών κορυφών

τού τριγώνου.

β΄) ᾿Επειδή τό Ο εδείχθη ότι απέχει ισά- Σχ. 25

κις καί τών άκρων Α καί Γ τής ΑΓ έπεται

ότι τούτο οφείλει νά κείται καί επί τής καθέτου εις τό μέσον Ε τής ΑΒ,

{8 100 Τον).

33.-- Δίδεται τό τρίγωνον ΑΒΤ'. Ποίον σημείον

τής πλευρώς ΒΙ απέχει ίσον από τών δύο άλλων

πλευρών; Καί ποίον σημείον τής ΓΆ απέχει επίσης
ίσον από τών δύο άλλων πλευρών;

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι ίνα σημείόν
τι απέχει ίσον τών πλευρών μιάς γωνίας πρέ-
πει νά κείται επί τής διχοτόμου τής γωνίας.

"Αρα (Σχ. 26) διά νά εύρωμεν σημείόν τι απέ-
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χον ίσον τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ αρκεί νά σύρωμεν τήν διχοτόμον

τής γωνίας Α. Αύτη θά τμήση τήν ΒΓ είς τι σημείον Δ, τό οποίον

είναι τό ζητούμενον, διότι τούτο αφ’ ενός κείται επί τής ΒΓ, ως θέλο-.

μεν, αφ᾽ ετέρου κείται καί επί τής διχοτόμου ΑΔ τής γων Α καί συνε-

πώς απέχει ίσον τών δύο άλλων πλευρών. 'Ομοίως σύροντες τήν διχο-

τόμον τής γωνίας Β, ευρίσκομεν τό Ε μέ τήν αυτήν ιδιότητα.

34.--- Δίδεται τό τρίγωνον ΑΒΓ, εντός δέ αυτού υπάρχει σημείον Ο, εν

τού οποίου αί αγόμεναι ευθείαι εις τάς «κορυφάς Β καί Γ᾽ διχοτομούν τάς '

γωνίας Β κοί Γ τού τριγώνου. Νά αποδειχ̓ή α) τό σημείον Ο απέχει ίσον
-'. - ΄ . . - - 3 . στ. !

από τών τριών πλευρών τού τριγώνου καί β΄) τό σημείον Ο κείται επί τής

διχοτόμου τής γωνίας Α.

ΑΠΟΔΕΙΕΙΣ. α’) ᾿Επειδή ΟΒ διχοτόµος τής

γωνίας Β έπεται ότι αι αποστάσεις τού Ο από

ίσαι δηλαδή ΟΖ--ΟΔ (Σχ. 27). ᾿Επίσης επειδή

ΟΓ διχοτόµος τής γών Γ έπεται ομοίως ότι

ΟΔ-ΞΟΕ καί συνεπώς επειδή καί ΟΖ--ΟΔ θά

χει ίσον τών τριών πλευρών τού τριγώνου.

Σχ. 27. Ο απέχει ίσον τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ τής γω-

νίας Α άρα έπεται ότι τούτο θά κείται καί επί

τής διχοτόμου τής γωνίας Α (6 104 1ον):

Σελίς 4ό. 8 110. ΠΟΡΙΣΜΑ Ίον.

Διότι όν δέν συνήντα τήν άλλην εκ τών παραλλήλων, δά ήτο παρόλληλος πρός

ωυτήν. Θά είχομεν δέ τότε από τού σημείου συναντήσεως τής πρώτης, δύο παρολλή-

λους πρός τήν αυτήν εύδεταν όπερ αντιθαίνει είς τό Ευκλείδειον Αίτημα (8 109).

Σελίς 47. 5 115. ΠΟΡΙΣΜΑ.

Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα τής 8 114 ευρίσκομεν ότι γωνΕθΔ--γωνΓΘΗ ως κατά

κορυφήν, επίσης είναι γωνΓΘΗ»-γωνΘΗΒ ως εντός εναλλάξ. Συγκρίνοντες τάς δύο ισό-

τητος ευρίσκομεν ευκόλως ότι γων ΕΘΔ--γωνΘΗΒ.

"Επίσης επειδή γωνΔΘΗη-γωνΗΘΓ--2οῤ (1} διότι είναι εφεξής μέ τάς μή κοινός πλευ-

ράς επ’ ευδείας καί επειδή γωνΓΘΗ--γωνΘΗΒ ως εντός εναλλάξ, αντικαδιστώντες εις

τήν (1) αντί γων ΗΘΓ τήν ίσην της γωνΘΉΒ λαμθάνομεν γωνΔΘΗ!-γωνΘΗΒ --- 2 ορδαί.

Σελ. 48. 6 117. ΠΟΡΙΣΜΑ Ίον.

᾽ "Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα τής 86 116ο παρατηρούμεν ότι γωνΖΘΔ--γωνΘΗΒ εξ

υποδέσεως. ᾽Αλλό γωνζθδΔ:ΞγωνΓΘΗ ως κατά κορυφήν, ότε διά συγκρίσεως τών ονω-

τέρω Ισοτήτων ευρίσκομεν ότι. γωνΓΘΗα-γωνθΗΒ καί συνεπώς αναγόμεδα είς τό θεώρημα:

6 116, ότε αι ευδείαι δά είναι παράλληλοι. Επίσης δίδεται εξ υποδέσεως γωνΔδθη:-.

«ΕγωνθΠΗΒΞ2 ορδ. (1). ᾽Αλλ᾽ επίσης είναι γωνΔδθη--γωνΓΘΗ-2 ορδ. (2) ως εφεξής τών
οποίων αι μή κοιναί πλευρα] κείνται! επ᾽ ευδείας. Συγκρίνοντες τάς ισότητας (1) καί (2)
παρατηρούμεν ότι έχουν τά δεύτερα μέλη ίσα, ότε δά έχουν καί τά πρώτα, αφαιρούν-

τες δέ από τών ίσων ήδη μελών τήν αυτήν γωνίαν ΔΘΗ ευρίσκομεν ότι γων[ΘΗ--γωνΘΗΒ
ότε αναγόμεδα καί πόλιν εις τό δεώρημα 8 116 καί αι εύδεται είναι παράλληλοι.

τών πλευρών ΒΑ καί ΒΓ τής γωνίας θά είναι,

είναι ΟΖ--ΟΔ--ΟΕ. Δηλαδή τό σημείον Ο απέ-.

β΄) ᾿Επειδή εδείχθη ότι ΟΖΞΟΕ τό σημείον.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

35.- Εν τών ολιώ γωνιών, αα οποίαν σχηματίζονται υπό δύο παραλλή-
1

λων ευθειών χαί τής τεμνούσης αυτάς, ή μία είναι 1) 59», 9) 1 2 ορθής

Ο) α’. Νά ευρεύή ή τιμή ελάστης τών άλλων γωνιών.

ΛΥΣΙΣ --᾽Αφού η μία γωνία είναι 52”, τότε καί η κατά κορυφήν της

θά είναι 52”, ᾿Επίσης 52" θά είναι η εντός εναλλόξ μιάς τούτων ως καί

η κατά κορυφήν τής εντός εναλλάξ. "Αρα αι τέσσαρες γωνίαι θά είναι

52’, Αι λοιπαί τέσσαρες γωνίαι θά είναι εκάστη 180"--525--1285 ως πα-

ραπληρωματικαί τών ανωτέρω.

2) Ευρίσκομεν ως προηγουμένως ότι τέσσαρες είναι ίσαι πρός

1 -α-ορθής, αι δέ λοιποί πρός - ορθής.

3) Ομοίως τέσσαρες θά είναι ίσαι πρός α”, αι δέ λοιπαί ίσαι πρός

18ηη".--α".

36.  ᾿Πάν από σημείου διχοιόμου γωνίος φέρωμεν παράλληλον πρός

μίαν πλευράν αυτής, τό σχηματιζόμενον τρίγωνον είναι ισοσχελές.

"Εστω γωνία ΑΟΒ καί ΟΓ η διχοτόµος

αυτής. ᾿Από τού σημείου Γ φέρομεν τήν ΓΔ

παράλληλον τής ΟΒ. Θά δείξωμεν ότι τό τρί-

γωνον ΟΔΓ είναι ισοσκελές (Σχ. 28). (Τό ότι

ή ΓΔ τέμνει τήν ΟΑ, είναι φανερόν αφού καί

η πρός αυτήν παράλληλος ΟΒ τέμνει εξ υ-
ποθέσεως τήν ΟΑ).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Αρκεί νά δείξωμεν ότι

γών ΔΓΟ--γων ΔΟΓ. Πράγματι γών ΔΓΟ-- Σχ. 28.

--γωνΓΟΒ ως εντός εναλλάξ τών παρολλή-

λων ΔΓ καί ΟΒ μέ τέμνουσαν τήν ΟΓ.᾿Επίσης γωνΓΟΒ--γωνΔΟΓ λόγω

τής διχοτόμου. Συγκρίνοντες ήδη τάς ανωτέρω ισότητας συνάγομεν ότι

γώνΔΟΓΞ-γωνΔΓΟ δηλαδή τό τρίγωνον ΟΔΓ είναι ισοσκέλές.

37.--᾽Εάν από σημείου.διχοτόμον γωνίας φέρωμεν παραλλήλους πρός τάς

δύο πλευράς αυτής, τά σχη[ιατιζόμενα τρίγωνα είναι ίσα.

"Εστω γωνία ΑΟΒ καί ΟΗ η διχοτόµος αυ- Α

τής. ᾿Εκ τού τυχόντος σημείου Γ τής διχοτόµου

φέρομεν τός ΓΔ καί ΓΕ αντιστοίχως παραλλή-

λωςπρός τάς ΟΒ καί ΟΑ Θά δείξωμενότι τά Η
σχηματιζόμενα τρίγωνα ΟΔΓ καί ΟΕΓ είναι Δ τ
ίσα (Σχ. 29) 6-7

ΑΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Τά τρίγωνα ΟΔΓ καί ΟΓΕ 0 Ε.., 8
ισοσκελή, ως εδείχθη προηγουμένως, είναι ίσα, Σχ. 29.

διότι έχουν τήν ΟΓ κοινήν καί τάς προσκειμέ-
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νας γωνίας ίσας, γωνδΓΟ -- γωνΓΟΕ καί γωνΔδοΓΞξξγωνοΟΓΕ. διότι αμ-

φότερα τά ζεύγη είναι ζεύγη εντός εναλλάξ γωνιών.

38.-- Αι ευθείαν ΑΒ χαί ΓΔ τέμνονται εις τό σημείον Ο. ᾿Εάν δέ είναι

ΟΑ--ΟΒ χαί ΟΓ-ΞΟΔ, νά αποδειχ̓ή, ότι αι ευθείαι ΑΛ γαί ΤΗ είναι

παράλληλοι.

"Έστωσαν δύο ευθείαι ΑΟΒ καί ΔΟΓ τεμνόμεναι εις τό Ο ώστε

ΟΑ--ΟΒ καί ΟΓ--ΟΔ (Σχ. 30). Σύρομεν τάς ΑΔ καί ΓΒ. Θά δείξωμεν

ότι αύται είναι παράλληλοι.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Συγκρίνοντες τά τρίγωνα ΑΟΔ καί ΒΟΓ παρατη-
ρούμεν ευκόλως ότι έχουν δύο πλευράς ανά μίαν

ό ίσας καί τήν περιεχομένην ίσην (ως κατά κορυφήν) ότε

” θά είναι ίσα καί συνεπώς καί γωνΔΑΌ--γωνΟΒΓ ως

κείμεναι έναντι ίσων γωνιών εις ίσα τρίγωνα. ᾿Αλλά

έ α τότε αι ευθείαι ΑΔ καί ΒΓ πρέπει νά είναι παράλλη-

λοι διότι τεμνόμεναι υπό τρίτης τής ΑΒ σχηματίζουν

Σχ: 80. τάς εντός εναλλάξ γωνίας ΔΑΟ καί ΟΒΓ ίσας.

39.-- Νά αποδειχθή ότι αι διχοτόµοι τών Η

εντός εναλλόξ γωνιών, τών σχηματιζομένων υπό

δύο παραλλήλων εὐειών, τεμνομένων υπό τρί- Α ”

της, είναι παράλληλοι. στ 5

"Εστωσαν οι ευθείαι ΑΒ καί ΓΔ παράλ- κ ο
ληλοι καί η τέμνουσα αυτάς ΗΘ εις τά Ο καί Ε Ε Λ

Ε. "Έστωσαν επίσης καί αι διχοτόμοι ΟΖ καί . 6

ΕΛ τών εντός εναλλάξ γωνιών ΑΟΕ καί

ΟΕΔ. Θά δείξωμεν ότι η ΟΖ είναι παράλ- Σχ. 81.
ληλος τή ΕΛ (Σχ. 31).

Δηλαδή έχομεν :

| ΑΒΓΔ (1)
Υπόθεσις : ΟΖ διχοτόμος τής γώνΑΟΕ

| ΕΛ διχοτόµος τής γώνΟΕΔ

Συμπέρασμα | ΟΖ ΕΛ

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Επειδή αι ΑΒ κοί ΓΔ είναι παράλληλοι θά είναι
γώνΑΟΕΞΞγωνΌΕΔ ως εντός εναλλάξ. Αλλ᾽ επειδή ΟΖ κοί ΕΛ είναι δι-
χοτόμοι αυτών αντιστοίχως, καί αι ημίσεις γωνίαι ΖΟΕ καί ΟΕΛ θά είναι
ίσαι. ᾿Αλλά τότε έπεται ότι ΟΖ || ΕΛ διότι τεμνόμεναι υπό τής τρίτης
ΟΕ σχηματίζουν τάς εντός εναλλάξ ίσας (δηλ. γώνΖΟΕΞΞγωώνΟΕΛ).

(1) Μέ τό σύμθολον ΙΙ δηλούμεν ότι δύο ευδεζαι είναι παράλληλοι.



Σελίς 50. 6 120. ΠΟΡΙΣΜΑ Ίον.

"Έχοντες υπ) όψιν τό σχήμα τής 8 119, παρατηρούμεν ότι ΥωνΑΓΕΞΞΥωΝΒΑΓ ως εντός

εναλλάξ τών παραλλήλων ΑΒ κα ΓΈ μέ τέμνουσαν τήν ΑΓ. 'Ομοίως γωνξγό--γων ΑΒΓ

ως εντός εκτός τών παραλλήλων ΑΒ καί ΓΕ μέ τέµνουσαν τήν ΒΓΔ. ᾿Αδροίζοντες τάς

άνω ισότητας κατά µέλη λαμθάνοµεν γωνΑΓΔς-γωνβΑΓ--γων ΑΒΙ’,

Σελίς 50. 5 121. ΠΌΡΙΣΜΑ 2ον.

Γγυωριζομεν ότι τό άδροισμα τών γωνιών τριγώνου ισούται πρός 2 ορδάς. ᾿Αλλά εις

τό ορδογώνιον τρίγωνον η μία γωνία είναι ορδή, συνεπώς τό άδροισμα τών δύο άλλων

γωνιών αυτού ισούται πάλιν μέ 1 ορθήν.

Σελίς 50. 8 122, ΠΟΡἸΣΜΑ 2ον.

"Έστωσαν δύο τρίγωνα τά ΑΒΓ καί αθγ (Σχηµατίσατε μόνοι Σας τά οχήματα) έχοντα

δύο γωνίας ανά μίαν ίσας ήτοι Α--α καί Β--8. Θά δείξωμεν ότι δά έχουν καί την τρί-

την ίσην ήτοι Γ.---γ. Πράγματι, επειδή τό άδροισμα Αη-ΒΗ-Γτών γωνιών τού πρώτου

ίσούται πρός 2 ορδ. ως επίσης καί τό άδροισμο τών γωνιών τού δευτέρου αή-θ!-γ--

«-2 ορθ, έπεται ότι τά δύο αδροίσματα δα είναι καί µεταξύ των ίσα τοι ΑΊ-Β-Η-Γ--

-- ̓---6-Γ-Υ. ᾽Αφαιρούντες ήδη από τών ίσων μελών τής άνω ισότητος τάς ίσας εκατέ-

ρωδεν γωνίας Α--α καί Β--̓Θ λαμθάνομεν τήν ισότητα Ι'--γ. Ήτοι δα έχουν καί τήν

τρίτην ίσην,

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΄

40. --- Ι]όσων μοιρών είναι ή γωνία Α τριγώνου ΑΒΓ όταν είναι

1) Β--θθο 43’. Γ--83» 140’ 9) Ρ-Ξ- 101» 290’, ΓΞ-450 οτ, 3) Π--ρ0ο 30’ 40΄,

--βο 49’55”(1). |

ΛΥΣἸΣ.-- 1) ᾿Επειδή πρέπει ΑΊη-Β1-Γ--2 ορθ. ή 1805’, εδόθησαν δέ
αι δύο γωνίαι Β καί Γ, ίνα εύρωμεν τήν Α αρκεί από τών 1805 νά

αφαιρέσωμεν τό άθροισμα τών γωνιών Β καί Γ. Έχομεν λοιπόν Β--Γ--

--329 45΄1-825 40΄---1159 25’ καί Α--1805--1159 25’--6ά» 35΄, |
2) "Ομοίως ευρίσκομεν ότι Α--1809--(1019 29΄-|-45υ 57')--320 34΄.

3) “Ομοίως ευρίσκομεν ότι Α---180’ -- (605 30’ 40’ -}- 780 42' 55”) --

Ξ-409 46΄ 25΄'.

41 --Νά ευρἐούν αι γωνίαι ισοσκελούς τοιγώνου όταν η γωνία τής κορυ-

φής είναι 1) 450, 9) 069 40’, 3) -α- όῤής.

ΑΥΧΣΙΣ.-- 1) ᾿Επειδή εις τό ισοσκελές τρίγωνον αι δύο γωνίαι είναι
ίσαι άν ονομάσωμεν αυτάς Β καί Γ καί μέ Α ονομάσωμεν τήν γωνίαν

τής κορυφής, θά πρέπη ΑΊ-Β-|-Γ-Ξ1800. ᾿Αλλά επειδή Β--Γ, η προηγου-
μένη ισότης θά γίνη Α-η-Β--Β--18090 ή Α-2Β--1805 αλλά Α--45' ότε
4591-2Β--1805 ή 28--1800--450 ή, :2Β--135ύ ώστε εκάστη θά είναι

Β--1309:2--675 30’, ήτοι Β--Γ---670 30’.
2) 'Οµοίως ευρίσκομεν ότι 2Β--180».-.-679 45΄---112ν 15’ ήτοι:

Β--125 15’: 2--560 7’ 30''.
4 14

7

3) “Ομοίως 2Β--2ορ--- -σ- -- ο ή Β-- ο ορθής.

1, Παρακολείται ο μαδητής πρίν ή προθή εις τήν λύσιν τών αασκήσεων αυτών, νά
επαναλάθη τάς επί τών σωμμιγών πράξεις εκ τής ᾽Αριθμητικής.
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42.-- Πρός πόσας μοίρας ή ποός πόσα μέρη τής οῤής ισούται εκάστη

τών γωνιών ισοπλεύρου τριγώνου ;

ΛΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή εις τό ισόπλευρον τρίγωνον αι τρείς γωνίαι είναι

ίσαι, έπεται ότι τό μέγεθος εκάστης θά ισούται εις μοίρας μέν

2
180: : 3--605, εις ορθάς δέ 2 ορθαί: 3-- - ορθής

43.-- Εις τό τρίγωνον ΑΒΓ η εξωτερική γωνία ΛΑ ισούται πρός 1) 100».

9) 1109 40’. 3) 860 50’ 20”. Νά ευρἐούν αι εσωτεριχαί γωνίαι αυτού Λ καί

Β άν είναι Ι---10». .

ΛΥΣΙΣ.--1) Γνωρίζομεν ότι η εξωτερική γωνία τριγώνου ισούται μέ

τό άθροισμα τών δύο εντός καί απέναντι εσωτερικών γωνιών τού τριγώ-

νου. "Αρα. θά έχωμεν τήν ισότητα εξωτ. γωνΑ--έσωτ.γωνβ--έσωτ. γωνΓ

αλλά εδόθη εξωτ. γών Α -- 1000 καί γων Γ -- 405 ότε η προηγουμένη

ισότης γίνεται 100ο--εσωτ.γωνΒ-|-405 ή εσωτ.γωνΒ--100"---405--60",.᾿Επίσης

επειδή η εσωτ. γώνΑ καί η εξωτ. γων Α έχουν τάς μή κοινάς πλευράς

επ᾿ ευθείας καί είναι εφεξής θά έχωμεν εσωτ. γωνΑ-Ί|-εξωτ. γωνΑ--Ξ180ν,

αλλά εξωτ. γωνΑ--1009 ότε η ισότης γίνεται εσωτ. γων Α-/-1000---1800 ή

εσωτ. γωνΑ-Ξ-1809---1005--809.

2) 'Ομοίως. ευρίσκομεν ότι εσωτ. γωνβ--1105 40΄--40" -- 70" 40’, καί

εσωτ. γών Α-:Ξ1809---1100 40’--- 5ου 20’.

3) 'Οµοίως ευρίσκομεν ότι εσωτ. γωνΒ--865 50’ 20’---40»--46” 50’ 20΄’

καί εσωτ. γών Α--18η9..-865 50’ 20’--93ν 9’ 40’.

44-- 'Εάν τό άθροισμο δύο γωνιών τριγώνου ισούται μέ τήν τρί-

την, τό τρίγωνον έχει μίαν οῤήν γωνίαν.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εις τό οποίον έστω ότι η γωνία Α ισούται μέ

τό άθροισμα τών γωνιών Β καί Γ ήτοι ότι γωνΑ--γωνΒ--γωνΓ. Θά

δείξωμεν ότι τούτο είναι ορθογώνιον εις τήν γωνίαν Α (Προφανώς εις

τήν Α διότι αύτη επειδή ισούται μέ τό άθροισμα τών δύο άλλων, είναι

καί μεγαλυτέρα εκάστης τών άλλων καί συνεπώς μόνον αυτή δύναται

νά είναι ορθή).

Δηλαδή έχομεν:

'Υπόθεσις | ΑΞΒ-Ι-Γ

Συμπέρασμα | Α-- ορθή.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή εις πάν τρίγωνον είναι Α-Ι-Β-:-Γ--2ορθ.
λόγω τής υποθέσεώς μας ότι Α--Β--Γ θά έχωμεν εκ τής προηγουμέ-
νης ισότητος αντικαθιστώντες τό Β-|-Γ διά τού Α, Α--Α--2 ορθ. ή 2Α--
--2ορθ. ήτοι Α--1 ορθή.
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45.-- ᾿Εάν η μία γωνία εκ τών γωνιών τριγώνου είναι µεγαλυ-

τέρα τού αθροίσματος τών δύο άλλων, τό τρίγωνον έχει μίαν γωνίαν

αμβλείαν.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- "Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εις- τό οποίον άς υποθέ-

σώμεν ότι ΑΒ--Γ. ᾿Επειδή Α--Β--Γ--2 ορθ. διά νά σχηµατίσωμεν τό

άθροισμα τούτο εις τήν προηγουμένην ανισότητα, προσθέτομεν εις

αμφότερα τά μέλη της τό Α ότε 24» ΑΓΒΊ-Γ ή 2422 ορθ. ή Α5»1 ορθ.

ήτοι η Α αμβλεία.

46. Έχοντες ύπ᾽ όψιν τό σχήμα 1 τού Θιθλίου, παρατηρούμεν ότι η εξωτερική γωνία

2α τού τριγώνου ΦΑΒ δά πρέπη νά ισούται μέ Φη-α ήτοι Φη-α-Ξ2ο ή Φ--α. Έκ τούτου

ουμπεραίνομεν ότι τό τρίγωνον ΑΦΒ είναι ισοοκελές. "Αρα η απόσταοις ΦΒ προσδιορί-

ζεται ως.ίση πρός τήν απόστασιν ΑΒ, η οποία μετράται ευκόλως διότι τού πλοίου Όεω-

ρείται γνωστή η ταχύτης, ως επίσης, καί ο χρόνος ο οποίος εμεσολάθησεν αφ᾽ ής στι-

γμής ο φόρος ώ εφαίνετο υπό γωνίαν α μέχρι τής στιγμής καθ’ ήν εφαίνετο υπό γωνίαν

2α μέ τήν διεύδυνσιν τού πλοίου δεωρουμµένην σταδεράν. ᾽

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

47.- Νά αποδειχδηή ότι τό άθροισμα τών γωνιών παντός κυρτού
πολυγώνου είναι τόσαι οῤαί γωνίαι, όσον είναι τό διπλάσιον τού

αριθμού τών πλευρών του ηλαττωμένον κατά τέσσαρα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ 1η.--Είδομεν εις τό θεώρημα 6 123 ότι τό άθροισμα
τών γωνιών παντός κυρτού πολυγώνου είναι τόσαι ορθοί, όσον είναι τό

γινόμενον τού 2 επί τόν αριθμόν τών πλευρών του ηλαττωμένον κατά 2.

Δηλαδή άν τό πλήθος τών πλευρών είναι μ θά έχωμεν 2 (μ--2)--2μ--

-- 4 ορθαί.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ Ζα.-- "Έστω τυχόν πολύγωνον π. χ. έν εξάγωνον

(Σχ. 32). Λαμβάνομεν έν σημείον εντός αυτού Ο καί συνδέομιεν τούτο

μέ όλας τάς κορυφάς τού εξαγώνου. Παρατηρούμεν ότι σχηματίζονται

τότε έξ τρίγωνα δηλαδή όσον τό πλήθος τών

πλευρών. ᾿Αλλ’ εκάστου τριγώνου τό άθροισμα ς, ρ

τών γωνιών του ισούται μέ 2 ορθάς. Φανερόν

δέ ότι τό σύνολον τών γωνιών τών τριγώνων

είναι ίσον μέ τό ούυνολον τών γωνιών τού πολυ- 2

Υώνου από τού οποίου δέον νά αφαιρεθή τό σύ-
νολον τών περί τό Ο γωνιών. ᾿Αλλά τό σύνο-
λον τών περί τό Ο γωνιών έχει ως άθροισμα 4

ορθάς τό δέ σύνολον τών γωνιών όλων τών Α

τριγώνων έχει ως άθροισμα 2.6 ορθάς. "Αρα Σχ. 8332.

τό άθροισμα τών γωνιών τού πολυγώνου θά: ᾿

είναι 2.6--4 ορθάς--8 ορθάς. (Θέσατε εις τό Σχήμα τό Ο).

ΓΕΝΙΚΕΥΣΙΣ.-- "Αν τό πολύγωνον είχε μ πλευράς, θά είχομεν:

μ τρίγωνα, ών τό άθροισμα τών γωνιών των θά ήτο:2μ ορθαί. ᾿Αλλά

αι περί τό Ο γωνίαι θά είχον άθροιομα καί πάλιν 4 ορθάς. "Ωστε τό.
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άθροισμα τών γωνιών τού πολυγώνου δίδεται ύτό τού τύπου Σ--2μ--̓

ένθα Σ τό ζητούμενον άθροισμα τών γωνιών τού πολυγώνου εις ορθάς.

"Εάν θέλωμεν τό άθροισμα τούτο νά τό λάβωμεν εις μοίρας θά

έχωμεν τόν τύπον Χ--(2µ--4).90".

48.--Νά ευρἐούν αι άγνωστοι γωνίαι χυρτού τετραπλεύρου ΛΏΓΔ, όταν

γνωρίζωμεν ότι είναι 1) ΑΞ650)ύ, Β--τύθ, Γ--90", 3) ΛΑΞ ΕΒΞΙ200 καί Γ--Δ.

3) Α--680, Α--Γ, Β--Δ. 4) Αη|-Β--180’, Α--Γ, Β--45".

ΛΎΣΙΣ.-- Τό άθροισμα τών τεσσάρων γωνιών τού τετραπλεύρου

συμφώνως πρός τόν ευρεθέντα τύπον θά είναι 24--4--δ--4---4 ορθαί ή

4.905--3609.

"Εχομεν όμως :

1) Α -- 65., Β -- 70, Γ -- 900 ότε άν Δ η τετάρτη γωνία θά πρέπη

Α-Ι-Β-Ι-Γ-1-Δ--3605 ή 650-759-:-90:--Δ--360” ήτοι Δ--130”.

2) Ομοίως 1205-1205--Γ᾽1|[-Δ--3605 αλλά Γ--Δ ότε 1205.|-1205-|-Γ-|-Γ--

--3609 ή 2Γ--3605.-9405 ή 2Γ--120’ άρα Γ--60” ότε καί Δ--605.

3) ᾽Αφού Α--Γ καί Α--θΒ) θά είναι καί Γ: -68” ότε θά έχωμεν 68”-!-

--685-:|-8-|-Δ--3605 αλλά Β--Δ ότε 687-:68"--2Δ--360” η 2Δ--360”--1367---

ήΔ--1120 άρα καί Β--1125.

4) ᾿Αφού Α--Β--180’ καί Β--455 άρα Α--180" - 45" --135». "Επειδή δέ

Α--Γ θά είναι καί Γ--135», άρα 1355.}-1359-|-455.|-Δ---3605 ή Δ--45»,

49..--- Πόσον είναι τό άθροισμα τών γωνιών χυρτού πενταγώνου, εξαγώ-

νου, δεχαγώνου, δεκαπενταγώνου ;

ΛΥΣΙΣ.--᾿Εφαρμόζοντες τόν ευρεθέντα εις τήν άσκησιν 47 τύπον

α--2μ--4 ευρίσκομεν

Διά τό πεντάγωνον 2. 5--α-- 6 ορθαί

Διά τό εξάγωνον: 2. 6--4-- 8 ορθαί

Διά τό δεκάγωνον 2.10--4--16 ορθαί

Διά τό δεκαπεντάγωνον 2.1]5--4--26 ορθαί.

50.-- 'Εάν κυρτόν πολύγωνον μέ μ πλευράς έχη όλας τάς γωνίας

Έσας, πρός πόσος µέρη τής ορθής ή πρός πόσας μοίρας ισούται εκάστη
τών γωνιών τού πολυγώνου τούτου ; (᾿Εφαρμογή όταν μ--5, 8, 20).

ΔΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι τό άθροισμα τών γωνιών πολυγώνου
έχοντος μ πλευράς δίδεται υπό τού τύπου Σ--2µ--4 ορθαί ή (2μ--4) 90"

μοίραι. ᾿Αλλ᾽ εξ υποθέσεως πάσαι αι γωνίαι είναι ίσαι, συνεπώς τό μέγε-
- 2 ο

θος εκάστης θά είναι -- τής ορθής ή αν: ο -- μοίραι.

Τούς άνω τύπους θά τούς μεταχειριζώμεθα ενίοτε καί υπό τήν

4 4
ο 2 ------ καί ----- υμορφήν μ καί (2 μ ) 90

οι οποίοι προκύπτουν άν χωρίσωμεν έκαστον τών άνω κλασμάτων εις

άλλα μέ τόν αυτόν παρονομαστήν. ᾿Εφαρμογή : Διά µ--5 λαμβάνομεν
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6 ΜΡ τ
2-- -α --- -- ορθής ή Η Χ. 905 -- 108 δηλοδή εκάστη τών γωνιών

-

τ 6 -...α-. κ τρ
ενός ισογωνίου πενταγώνου είναι -α- τής ορθής ή 10505.

4 1 - .
Ομοίως διά μ -- 8 ευρίσκομεν α-- β 1 το ορθής--1350 καί διά

4 - 4 ο
µ---20 ευρίσκομεν 2-5 - 1 - ορθής--1655.

51.--- Ποίος είναι ο αρἰιιός τών πλευρών κυρτού πολυγώνου, τού οποίου

τό άθροισμα τών γωνιών είναι 1) 10 οῤαί, 2) 16 οῤαί, ο) 5400, 4) Τ20»,

ΛΥΣΙΣ.-- 1) "Αν καλέσωμεν μ τόν άγνωστον αριθμόν τών πλευ-

ρών τού κυρτού πολυγώνου, τό άθροισμα τών γωνιών του θά είναι

2μ--4. ᾽Αλλ᾽ εδώ εδόθη ότι τό άθροισμα τών γωνιών του είναι 10 ορ-

θαί, άρα θά πρέπη νά έχωμεν τήν εξίσωσιν 2μ--4--10 ή 2μ--10-4 ή 2µ--

--14 όιε µ--7 ήτοι τούτο είναι τό επτάγωνον.

2) 'Ομοίως έχομεν 2μ--4--16 ή 2μ--20 ή µ--10.

3) “Ομοίως έχομεν διά εφαρμογής τού τύπου μέ μοίρας

(2µ--4γ905---5405 ή 2μ--4--6 ή 2μµ--10 καί µ-:2.

4) 'Οµοίως (2μ--4) 900---7205 ή 2µ--4--8 ή 2µ--12 ή μ--6,

52.--"Υπάργει :υρτόν πολύγωνον τού οποίου τό άθροισμα τών γωνιών

είγαι 9, 11, 9ν!-1 οὀαί; (δηλαδή περιττός ορἰμός οφ̓ών);

ΛΥΣΙΣ.--Θά πρέπη συμφώνως πρός τό προηγούμενον νά έχωμεν
τήν ισότητα 2µ--4--9 ή 2μ--13 ή μ--6,5 δηλαδή ο αριθμός τών πλευρών

κλαοσματικός, τό οποίον είναι άτοπον καθ᾽ ότι ο αριθμός τών πλευρών

πολυγώνου είναι αριθμός ακέραιος.

2) "Ομοίως 2µ--4--11 η 2μ--15 ή μ--7,5 όπερ ως άνω άτοπον.

3) Γενικώς : Είναι αδύνατον νά είναι 2 (μ--1) -- 2ν--] καί επειδή μ

καί ν δέον νά είναι ακέραιοι ο 2 διαιρών τό α΄ μέλος ως πολλαπλάσιόν
του θά διήρει καί τό β΄ όπερ άτοπον διότι 2ν-!-] περιττός.

Συμπέρασμο: : Δέν υπάρχει πολύγωνον τού οποίου τό άθροισμα τών

γωνιών του νά εκφράζεται εις ορθάς γωνίας μέ περιττόν αριθμόν.-

53.-- ᾿Εάν αι πλευραί χυρτού πολυγώνου προεκτἀούν όλαι κατά
τήν αυτήν φοράν, τό άθροισμο: τών σχηματιζομένων εξωτεριχών γω-
νιών είναι τέσσαρες ορθαί (η φορά ενταύθα νοείται κυκλική). ᾽

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ 1η -υ)υ-Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα 1 τού βιβλίου, λαµ-
βάνομεν έν σημείον εις τό επίπεδον τού πολυγώνου καί φέρομεν δι᾽ αυ-

τού παραλλήλους πρός τάς πλευράς τού πολυγώνου. ᾿Εξετάζοντες τάς

γωνίας 1, 2, 3, 4, 5 τάς περί τό σημείον, ευρίσκομεν ότι είναι αντιστοί-

«Χως ίσαι πρός τάς 1, 2, 3, 4, 5 εξωτερικάς γωνίας τού πολυγώνου.

᾿Αλλά αι περί τό σημείον σχηματιζόμεναι γωνίαι έχουν άθροισμα 4

ορθών. "Αρα καί τό άθροισμα τών εξωτερικών γωνιών τού πολυγώνου

ισούται πρός 4 ορθάς.
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ 2χ.- Ως καλυτέραν απόδειξιν τής προτάσεως ταύ-

της θεωρούμεν τήν κατωτέρω καί μέ τό πλεονέκτημα τής γενικεύσεως.

"Αν τό πολύγωνον υποτεθή έχον μ πλευράς τότε τό άθροισμα τών

εσωτερικών γωνιών του θά είναι 2µ--4 ορθαί. ᾿Αλλά περί εκάστην κορυ-

φήν υπάρχει μιά εσωτεοική γωνία καί μιά εξωτερική, ών τό άθροισμα

ισούται πρός 2 ορθάς (εφεξής μέ μή κοινάς πλευρός επ᾽ ευθείας) ότε τό

σύνολον τών όλων εσωτερικών καί εξωτερικών γωνιών αυτού θά ισού-

-ται μέ 2μ ορθάς. "Ήτοι εσωτ. γωνίαι-ηη-εξωτ. γωνίαι -- 2 μ ορθαί, αλλά

εσώτ. γωνίαι --2μ--4 ορθαί, ότε θά έχωμεν 2μ--4-η-εξωτ. γωνίαι--2μ καί

συνεπώς εξωτ. γωνίαι--2μ--2µμ-|-4--4 ορθαί.

54.-- Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα 2 τού θιθλίου παρστηρούμεν ότι αί γωνίαι αΊ-α΄--

-2 ορδαί διότι είναι δύο γωνίαι τετραπλεύρου, τού οποίου τό άδροισμα τών δύο άλλων

γωνιών του είναι επίσης 2 ορδαί λόγω τών καδέτων. Επίσης εκ τών υπολοίπων δύο τε-
Τραπλεύρων λαμθάνομεν ομοίως 6-|-0’--2 οῤ. καί Υ-γ’--2 ορδ. άρα αη-̓η-γη-α'1-θ'-|-γ'-.

εΞό ορδαί. ᾿Αλλά α'η-6'Ί-γ'--4 ορδα] (8 67), ότε τό άθροισμα τών γωνιών α, 6, γ δά,
είναι 2 ορδοί. ΄ |

"Ομοίως εκ τού σχήματος 2 τού Θιθλίου λαμθάνομεν ότι α--Α--Ι ορδ. καί 6-8 -

6ρθ. ότε α--6--Α4-Β--4 ορδαί, αλλά οι γωνίαι α καί 6 έχουν άθροισμα τήν γωνίεν]

τήν απέναντι τής ΑΒ λόγω τών παραλλήλων ευδειών (εστιγμένων εις τό οχήμα), ο]
αι γωνίαι τού τριγώνου έχουν άδροισμα 2 ορδάς. ι

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

55.--᾽Εάν δύο γωνίαι είναι ίσαι καί αι πλευραί τής μιάς αντιστοίχως πα
ράλληλοι πρός τάς πλευράς τής άλλης, αι διχοτόμοι τών γωνιών τούτων είναι!
παράλληλοι. ί

ι
"Έστωσαν αι γωνίαι ΑΒΓ καί ΔΕΖ τών οποίων αι πλευραί είναι:

παράλληλοι: “Ίνα οι γωνίαι αυταί είναι καί ίσαι θά πρέπη οι πλευραί
των νά είναι ή ομόρροποι ή αντίρροποι. 'Ημείς θά εξετάσώμεν τήν περίέ

πτωσιν τών ομορρόπων (Σχ. 33)

διότι η περίπτωσις τών αντιρρόπων

ανάγεται ευκόλως εις τήν περίπτω!
σιν τών ομορρόπων διά τής προεκτά!

σεως τών πλευρών μιάς τών γωνιών!

"Έστωσαν ακόμη ΒΤ καί ΕΜ αί
διχοτόμοι τών γωνιών τούτων. Θά

δείξωμεν ότι αύται είναι παρά]λ-

ληλοι. |

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- (Γράψατε τή
Σχ. 38. υπόθεσιν καί τό συμπέρασμα). Προ

εκτείνομεν τήν διχοτόμον τής γω,
νίας ΔΕΖ μέχρις ότου τμήση τήν προέκτασιν τής πλευράς ΒΓ τής άλ
λης γωνίας ΑΒΓ. Θά τμήση ταύτην, διότι η ΕΜ τέμνει, καί τήν παράλ
ληλόν της ΕΖ, αφού άγεται διά σημείου Ε αυτής, ᾿Επειδή αι γωνία
ΑΒΓ καί. ΔΕΖ είναι ίσαι καί τά ημίση συτών θά είναι ίσα ήτο
γωνΤΒΜ--γωνΜΕΖ. ᾿Αλλά γωνΜΕΖ--γωνΒΜΕ ως εντός εναλλάξ. Συγ
κρίνοντες ήδη τάς άνω ισότητας λαμβάνομεν γωνΤΒΜ--γωνΒΜΕ άρί
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αι ΒΤ καί ΜΕ παράλληλοι διότι τεμνόμεναι υπό τής τρίτης ΒΜ σχημα-

τίζουν τάς εντός εναλλάξ ίσας.

56.-- ᾿Εάν δύο γωνία, είναι παραπληρωματικαί Ζαί αι πλευραί τής μιάς

είναι παράλληλοι πρός τάς πλευράς τής όλλης, αι διγοτόµοι τών γωνιών τού-

τον είναι κάύετοι.

"Εσιωσαν αι γωνίαι ΒΓ καί ΖΗ μέ πλευρός παραλλήλους καί

παραπληρωµματικαί. Θά δείξωμεν ότι οι διχοτόµοι αυτών ΒΔ καί ΕΗ

είναι κόθετοι (Σχ. 34).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. -- Προεκτείνοµεν τήν

ΖΗ αντιρρόπως, ότε σχηματίζεται

«μετά τής ΗΚ η γωνΚἨΘ ήτις έχει τάς

πλευράς της παραλλήλους κοί ομορ-

ρόπους πρός τάς τής γωνΑΒΓ.Αλλά

τότε εδείχθη προηγουμένως ότι η δι-

χοτόμος αυτής ΗΙ καί η διχοτόμος

ΒΔ τής ΑΒΓ είναι παράλληλοι. ᾿Ε-

πειδή όμως ΕΗ καί ΗΙ είναι διχο-

τόμοι εφεξής παραπληρωματικών

γωνιών (βλέπε αξιοσημείωτον άσκη-

σιν 9) είνσι κάθετοι. ᾿Αλλά τότε η ΞΗ ούσα κάθετος τή ΗΙ θά είναι

κάθετος καί επί τήν παράλληλον αυτής ΒΔ.

Α

Σχ. 83.

57.-- ᾿Εάν δύο γωνίαι είναι ίσαι καί αι πλευραί τής μιάς είναι κά̓ετοι

επί τής πλευράς τής άλλης, αι διχοτόμοι τών γωνιών τούτων είναι κάθετοι.

Έστωσαν αι γωνίαι ΑΒΓ καί ΖΗΘ

αι οποίαι είναι ίσαι καί τών οποίων

αι πλευραί είναι κάθετοι (Σχ. 35)
ήτοι ΒΑ | ΗΘ καί ΒΓΙΗΖ (1). Θά

δείξωμεν ότι οι διχοτόμοι αυτών

ΒΔ καί ΠΕ είναι κάθετοι επ’ αλλή-

λας.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Προεκτείνομεν
τήν ΒΓ μέχρις ότου τμήση (προφα-

νώς καθέτως) τήν ΗΖ, εις τό Τ, ως

επίσης καί τήν ΒΔ μέχρις ότου τμή- Σχ. 85.
σή τήν ΠΕ έστω εις τό Ε. ᾿Εξετά-
ζοντες τά τρίγωνα ΒΔΤ καί ΗΔΕ, παρατηρούμεν ότι έχοιν τήν

ΥώνΗΔΕ--γωνΒΔΤ (ως κατά κορυφήν) καί τήν γώων ΕΒΓ--γων ΔΗΕ ως

ημίση τών ίσων γωνιών ΑΒΓ καί ΖΗΘ. Δηλαδή έχουν δύο γωνίας ανά

μίαν ίσας ότε θά έχουν καί τήν τρίτην (8 122) ήτοι γών ΔΕΗΞΞγωνβτδ

1. Μέ τό σύμθολον 1 παριοτώμεν ενίοτε τήν καδετότητα δύο ευδειών τού αυτού
επιπέδου, ᾽
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αλλά γωνΒΤΔ--1 ορθή ότε καί γων ΔΈΗ--1 ορθή. Συνεπώς αι διχοτό-

μοι τέμνονται καθέτως.

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ.-- Εις τά ανωτέρω δεωρήσαµεν τήν περίπτωσιν οξειών γωνιών μέ πλευ-

ράς καδέτους. ᾿Αλλά είς τό αυτό ουμπέρασμα φδάνομεν ευκόλως άν δεωρήσωμεν τήν

περίπτωσιν αμθλειών: γωνιών μέ πλευράς καδέτους. Τότε αρκεί είς τό σχήμα µας νά

προεκτείνωμεν τάς ΗΘ καί ΒΓ αντιρρόπως τής διευθύνοεώς των καί νό διχοτοµήσωμεν

τάς σχηματιζομένας αμθλείας γωνίας αι οποται είναι παραπληρωμµατικαί τών δοδεισών.

Τοιαύτη διχοτόμος είναι π. χ. η ΗΜ.

58.-- "Αν δύο γωνίαι είναι παραπληοσματικαί καί αι πλευραί τής μιάς

είνοι κά̓ετοι πρός τάς πλευράς τής άλλης, αί διγοτόμοι τών γωνιών τούτων

είναι παράλληλοι.

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. Θεωρούμεν τάς γωνίας ΑΒΓ καί ΛΗΖ τού προηγου-

μένου οχήμ. 35. Αι διχοτόμοι αυτών είναι οι ΠΜ καί ΒΔ αι οπείαι θά

δείξωμεν ότι είναι παράλληλοι. ᾿Εδείχθη προηγουμένως ότι ΒΔ 4 ΗΕ,

αλλά είναι επίσης ΗΜ Ι ΗΕ ως διχοτόμοι εφεξής παραπληρ ωματικών.

“Οτε αι ΒΔ καί ΗΜ ώς κάθετοι επί τήν συτήν ευθείαν ΗΕ είναι παράλ-

ληλοι.

59.-- "Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα 5 τού θιθλίου νοούμεν ότι ό δείκτης Δ ο κινού-

μενος πρό τού θαΟμολογημένου τόξου δά σχηματίζη πάντοτε μέ τήν κατακόρυφον ήτις

φαίνεται εν τώ σχήματι είς τήν αρχήν τού τόξου, γωνίαν ίσην μέ εκείνην ήν δά

σχηµατίζη η οριζοντία διεύδυνσις τής φάλαγγος τού ζυγού (εστιγμένη) μετά τών εκά-

οτοτε διευθύνσεων τής φάλαγγος υπό τήν ενέργειαν τών θΘαρών, διότι δώ έχουν τάς

πλευράς των καδέτους.

"Αν λοιπόν η Θἀμολογία έγινε προηγουμένως μέ θάρη Ί, 2, 2... τεδέντα- επί τού

δίσκου τού ζυγού, ο δείκτης Δ έλαθε διαφόρους δέσεις πρό τού τόξου ένδα εσημειώ-

δησαν οι αριδμοί 1, 2, 5... (τών αντιστοίχων θαρών). "Αν λοιπόν τώρα τεδή επ] τού
δίσκου τού ζυγού έν θάρος π.:χ.2 επειδή η ενέργειά του επί τής φάλλαγος τού ζυ-
γού δά πραγματοποιήση τήν ουτήν γωνίαν, ήν εσχημάτισε κοί κατά τήν Θἀμολογίαν,

ο δείκτης Δ δά σχηµατίση καί αυτός τήν αυτήν γωνίαν ώς κατά τήν ̓6αθμολο-

γίαν, (επειδή εδείχδη η ισότης τών γωνιών των είς τήν αρχήν), ήτοι δά στοματήση
πρό τού αρἰμού 2 τού τόξου. ΉΗ τοιαύτη Θἀμολογία τών οργάνων καλείται εμπειρική

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

17.-- Είς ποίον πολύγωνον τό άδροισμα τών εξωτερικών γωνιών ισούται μέ τό
άθροισμα τών εσωτερικών γωνιών αυτού ;’

18.:-- Η διαφορά τών γωνιών τάς οποίας σχηματίζει ή διχοτόμος μιάς, τών γωνιών
τριγώνου μετά τής πλευράς τήν οποίαν συναντί ισούται μέ τήν διαφοράν τών δύο άλ-

λων γωνιών τού τριγώνου.

19.5 Η γωνία η σχηματιζομένη υπό τών διχοτόμων δύο .διαδοχικών γωνιών
τετραπλεύρου, ισούται μέ τό ημιόδροισμα τών δύο άλλων γωνιών τού τετραπλεύρου,

20.-- Η όξετα γωνία η σχημοτιζομένη υπό τών διχοτόµων δύο απέναντι γωνιών
τετραπλεύρου, ισούται μέ τήν ημιδιαφοράν τών δύο άλλων γωνιών. |

215,-- ᾿Εόν διά τού κοινού σημείου τών διχοτόμων δύο γωνιών τριγώνου όχθη

παράλληλος πρός τήν πλευράν, τής όποίας αι διχοτομούμενα! γωνίαι είναι προκείμεναι,
τό μεταξύ τών πλευρών τού τριγώνου περιεχόμενον τμήμα αυτής είναι ίσον μέ τό
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άδροισμα τών δύο τμημάτων τών πλευρών τών περιεχομένων μεταξύ τών παραλλήλων.

22,-- Εις πάν τρίγωνον η διχοτόµος κείται μεταξύ τού ύψους καί τής διαμέσου

τά οποία άγονται εκ τής αυτής μετά τής διχοτόμου κορυφής.

ΛΥΣΙΣ.-- Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εις τό οποίον υποτίδεται εν γένει ΑΒ ΑΓ (Σχηµα-

τίσοτε μόνοι Σας τό σχήμα). Σύρομεν τό ύψος ΑΔ καί τήν διχοτόμον ΑΕ. ᾿Από τά

οχηματιζόμενα ορδογώνια τρίγωνα ΑΔΓ κοί ΑΠΔ λαμθάνομεν ότι γωνΔΑΒ»γωνΔΑΓ'.ΟΠρά-

γματι ταύτα έχουν τάς περί τό Δ ίσας ως ορδός καί τήν γων Γ»γωνΒ ως κειμένην απέ-

ναντι τής μεγαλυτέρας πλευράς ΑΒ τού τριγώνου ΛΒΓ. Λ᾿µΕπειδήδέ τό άδροισμα τών

γωνιών εκάστου τριγώνου είναι 2 ορδ̓αί, έπεται ότι καί αι τρίται γωνίαι αυτών είναι

άνισοι καί συνεπώς γων ΔΑΒ ΡγωνδΔα). ᾽Αλλά η διχοτόμος τής Α σχηματίζει μετά τών.

εκοτέρωδεν πλευρών γωνίας ίσας, όρα τό ύψος. ευρίσκεται πληοιέοστερον πρός τήν μί-

κροτέραν πλευράν εν σχέσει! πρός τήν διχοτόμον. Διά νά εξετάσωμεν τώρα τήν σχέ-

σιν τών δέσεων τής διαμέσου καί τής διχοτόµου, προεκτείνομεν τήν διάμεσον ΑΖ πρός

τό µέρος τού Ζ ώστε ΖΗ--ΑΦ καί σύρομεν τήν: ΒΗ. Τά τρίγωνα ήδη ΑΖΓ καί ΒΖἨ

είναι ίσο, ως ευκόλως δεικνύεται, ότε γων Η--γων ΖΑΓ, καί ΒΗ:ΞΑΓ. ᾽Αλλά εις τό τρί-

γώνον ΑΒΗ είναι ΑΒΣΒΗ διότι ΒΗ--ΑΓ ότε καί η γων Η»γων ΒΑΖ. ᾿Αλλ᾽ επειδή η

γων {--γων ΖΑΓ δά είναι γωνΖ ΑΓ» γωνΒΑΖ, δηλαδή η διάμεσος κείται πλησιέστερον

πρός τήν μεγαλυτέραν πλευράν εν οχέσει πρός τήν διχοτόμον, αφού οχηματίζει μετά

τής ΑΒ μικροτέραν γωνίαν ή μετά τής ΑΓ, ενώ η διχοτόμος σχηματίζει γωνίας ίσας.

“Ώστε εδείχ̓η ότι η διχοτόμος κείται μεταξύ ύψους καί διαμέσου. Εις τήν περίπτωσιν

]Ισοσκελούς τριγώνου, τά εκ τής κορυφής αγόμενα μεγέ̓η, ύψος, διχοτόμος καί διάμεσος

συμπίπτουν ως μάς είναι γνωστόν. Ενώ τα εκ τών άλλων κορυφών ακολουδούν τήν

προσποδειχ̓ετσον πρότασιν, Είς τό ισόπλευρον προφανώς συμπίπτουν εξ οιασδήποτε

κορυφής καί άν αχδούν.

ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΣ ΠΑΡΑΤΗΡἨΣΙΣ :

Ο τρόπος αποδείξεως διά διπλασιασμού τής διαμέσού, είς τά προ-

βλήματα,εις τά οποία μετέχει καί η διάμεσος είναι πολύ συνήθης εις τάς ασκήσεις, γί-

νεται δέ τούτου χρήσις καί εις πολλάς περιπτώσεις γεωμετρικών κατασκενών περί ών ̓ά

ομιλήσωμεν περαιτέρω.

Σελίς 57. 8 161.-- Διότι ως κάδετοι επί τήν αυτήν ευδείαν είναι παρόλληλοι, ως

παράλληλοι δέ μεταξύ παρολλήλων οχηματίζουν παραλληλόγραμμον καί άρα είναι ίσαι,

Σελίς 58. δ 15ό.--σότης παραλληλογράμμων,
Σχηματίζομεν δύο παραλληλόγραμμα τό ΑΒΓΔ καί Α’Β’Γ’Δ΄ ώστε νά έχουν

ΑΒ-Α Β΄ καί ΒΓ--ΞΒΤ’ καί γων Β--γων Β΄’. Επειδή όμως η Β μέ τήν προοκειμένην της
γωνίαν ΛΑ είναι παροπληρωµατικαί (ως εντός καί επί τά αυτά μέρη) δά έχωμεν Β -|-Α--
Ξ:2ορδ. καί ομοίως Β’ -- Α΄-- 2 ορδ. αλλά επειδή Π--Β΄ δά είναι Α-ΞΑ'. “Ομοίως ευρίσκο-
μεν ότι καί Γ'΄- Ι΄, είναι δέ φανερόν ότι Δ -: Δ΄. Εάν τώρα επιδέσωμεν τά παραλληλό-

γρομμα ώστε η Β νά εφαρμόση επ] τής ίσης της Β’, τότε η ΒΑ δά λάθη τήν δέσιν τής
Β’ Α΄’ καί ως ίση πρός αυτήν εξ υποδέσεως, τό Α δά λάθη τήν ̓έσιν τού Α’ καί διά τόν
αυτόν λόγον η Ώ[ τήν δέσιν τής Β' Γ’ καί τό Γ τήν δέσιν τού Γ’. ᾿Αλλ᾽ επειδή εδείχδη

ότι η Α-- Α΄ καί η Γ--Γ΄, αι ΑΔ κοί ΓΔ δα λάδουν τάς δέσεις τών Α΄ Α’ καί Γ’ Δ΄ αντι-
στοίχως καί ως ίσαι πρός αυτάς δά εφαρμόσουν καί τό Δ δά πέοηη επί τού Δ’ ήτοι τά
παραλληλόγραμμα εφήρμοσαν κατά πόντα τά μέρη αυτών άρα είναι ίσα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

60.--Εις παραλληλόγραμμον μία γωνία είναι 1) τ99, 9) 18955, 0) 905, 4) αύ.

Πόσων μοιρών είναι αί τρείς γωνίαι αυτού ;

ΛΥΣΙΣ.--1) Εις τό παραλληλόγραμμον γνωρίζομεν ότι αι απέναντι
γωνίαι αυτού είναι ίσαι, αι δέ προσκείµεναι πσραπληρωματικαί. Συνε-

πώς η απέναντι τής τών 72 θά είναι επίσης 795, "Εκάστη δέ τών άλλων

1805.-795--.1085,



34

2) 'Ομοίως η απέναντι θά είναι 135) εκάστη δέ τών άλλων 180”--

--1250--450.

3) Η απέναντι 90", εκάστη δέ τών άλλων επίσης από 90» ήτοι είναι

ορθογώνιον ή τετράγωνον.

4) Η απέναντι θά είναι επίσης α', εκάστη δέ τών λοιπών 180"--α”.

6β].-- "Υπό ποίαν γωνίαν τέμνονται τά δύο ύψη παραλληλογράμμου. τού

οποίου ή μία γωνία είναι 1) 140", 3) α", Ο) τα τής οῤής ;

ΑΥΣΙΣ. Έστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ (Ζχ. 36) τοι; οποίευ

τά δύο ύψη ΕΖ καί ΗΘ τέμνονται εις τό Ο. Ζητείται μία τών περί τό

Ο γωνιών. (Διότι γνωσιής ούσης τής

Α Ε δ μιάς είναι γνωσταί καί πάσαι αι λοιπαί).

β 1) ᾿Επειδή εδόθη η μία γωνία 1405

ο]-΄ θεωρούμεν ως τοιαύτην τήν Δ (επειδή

“΄ εν τώ σχήματι η Δ φαίνεται αμβλεία).

| Εις τό τετράπλευρον τώρα ΕΟΘΔ αι

κ΄ δύο γωνίαι Ε καί Θ είναι ορθοί λόγω

Η Σχ. 36. τών υψών άρα θά πρέπη καί γωνΞΟΘ-

η-γωνδΔ--]̓δΌ’ ή γών ΕΟΘ--14[" --- 180»
άρα γωνΕΟΘ--άΟ".

2) "Αν Δ--αύ τότε γωνΕΟΘ--1800-- αύ.

ο» 4 Ν
Ν

Ν -η

3) "Αν ήδη Γ -- --- τής ορθής (διά νά συμφωνοίν τά δεδομένα

πρός τό σχήμα) τότε γών ΘΌΌΖ --2 -- ----5 ορθής καί άρα

γών ΕΟΘ-Ξ2ορθ.-------α- ορθής.

62.--Αι διχοτόμοι τών μέν απέναντι γωνιών παραλληλογράμμου

είναι παράλληλοι, τών δέ γωνιών τών προσκειμένων πρός τήν αυτήν
πλευράν είναι κάθετοι.

"Έστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ καί αι διχοτόµοι ΑΘ καί ΓΗ

τών απέναντι γωνιών του Α καί Γ. Θά δείξωμεν ότι ΑΘ [| ΗΓ. (Σχ. 37).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. -- ᾿Επειδή τό σχήμα

ΑΘΓΗ έχει τάς δύο πλευράς του ΑΗ

καί ΘΓ παραλλήλους, άν δειχθή ότι

έχει ταύτας καί ίσας, έπεται ότι θά

είναι παραλληλόγραμμον ότε ΑΘ | ΓΗ.

Πρός τούτο συγκρίνομεν τά η{ρίγωνα

ΑΘΔ καί ΗΒΓ, τά οποία έχουν ΑΔ--ΒΓ

Σχ. 87. ως απέναντι πλευράς τού παραλληλο-

γράμμου ΑΒΓΔ, επίσης γωνΔ--γωνΒ
καί γωνΔΑΘ--γωνΗΓΒ ως ημίση τών ίσων γωνιών Α καί Γ τού παραλ-
ληλογράμμου ΑΒΓΔ (ήτοι έχουν μίαν πλευρόν καί τός προσκειμένας)
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άρα είναι ίσα. “Έπεται λοιπόν ότι καί ΗΒ-ΞΔΘ, αλλ᾽ επειδή ΗΒ κοί ΔΘ

είναι δύο ίσα µέρη δύο ίσων πλευρών ΑΒ καί ΔΓ τού παραλληλογράμ-

µου, έπεται ότι τά υπόλοιπα µέρη αυτών ΑΗ καί ΘΓ θά είναι ίσα. “Ω-

στε εδείχθη η ισότης τών ΑΗ καί ΘΓ καί συνεπώς τό ΑΗΓΘ είναι πα-

ραλληλόγραμμον ότε ΑΘ--ΗΓ.

Διά τό δεύτερον μέρος τής προτάσεώς µας παρατηρούμεν ότι αι δι-

χοτόμοι ΑΘ καί ΔΕ τών προσκειμένων γωνιών Α καί Δ τού παραλλη-

λογράμμου σχηματίζουν το τρίγωνον ΑΕΔ, τού οποίου αι γωνίαι ΔΑΕ

καί ΑΔΕ έχουν άθροισμα μίαν ορθήν, επειδή είναι ημίση δύο παραπλη-

ρωματικών γωνιών. ᾿Αλλά τότε θά πρέπη καί η τρίτη γωνε. τού τριγώ-

νου ΑΔΕ νά είναι ορθή ήτοι αι διχοτόμοι ΑΘ καί ΔΕ τέμνονται καθέτως.

63.-- Τά άχρα δύο διαμέτρων κύκλου είναι κορυφαί ορθογωνίου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι αι διάμετροι τού κύκλου διχοτο-
μούν αλλήλας."Αρα τό σχήμα τό έχον διαγωνίους ταύτας είναι παραλ-

ληλόγραμμον (8 129). ᾿Επειδή όμως είναι καί ίσαι αι διαγώνιοι τού

παραλληλογράμμου τούτου, έπεται ότι είναι ορθογώνιον (8 133).

64. -- 'Εκάστη διοαγώνιος ρόµβου διχοτομεί τάς γωνίας αυτού.

"Έστω ο ρόµβος ΑΒΓΔ (Σχ. 38) καί αι διαγώνιοι αυ- β

τού ΑΓ καί ΒΔ τεμνόμεναι εις τό Ο. Θά δείξωμεν ότι

διχοτομούν τάς γωνίας αυτού.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν τάς εξής ιδιότητας τού

ρόμβου: Αι διαγώνιοι αυτού τέμνονται καθέτως καί δι- β

χοτομούνται. δ

"Αν λοιπόν θεωρήσωμεν τό τρίγωνον ΑΒΔ τούτο είναι

ισοσκελές, επειδή ΑΒ -Ξ-ΑΔ, η δέ είναι ύψος αυτού.

᾿Αλλά γνωρίζομεν ότι τό ύψος ισοσκελούς τριγώνου είναι
καί διχοτόµος τής γωνίας τής κορυφής. ᾿Ομοίως ευρί-

σκομεν ότι η ΟΓ διχοτομεί τήν Γ η δέ ΒΔ τάς Β καί Δ, Σχ. 98.

65.-- "Αν αι διαγώνιοι παραλληλογράμμου είναι ίσαι, τέμνονται δέ κα-
̓έτως, τό παραλληλόγραμμον είναι τετράγωνον.

ΑΠΟΔΑΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή αι διαγώνιοι τού παραλληλογράμμου είναι
ίσαι, γνωρίζομεν ότι τούτο είναι ορθογώνιον, αλλά επειδή τέμνονται κα-
θέτως πρέπει νά είναι καί ρόμβος. ᾿Αλλά

ορθογώνιον καί συγχρόνως ρόμβο- είναι

μόνον τό τετράγωνον.

Α

66.-- Η εὐεία, ήτις συνδέει τά μέσα τών

παραλλήλων πλευρών ισοσκελούς τραπεζίου, είναι

κά̓ετος επί τάς πλευράς ταύτας.

"Έστω τό ισοοκελές τραπέζιον ΑΒΓΔ καί Σχ. 89.
ΕΖ η ευθεία η ενούσα τά μέσα τών παραλ-
λήλων πλευρών του. Θά δείξωμεν ότι η ΕΖ είναι κάθετος επί τάς ΑΔ

καί ΒΓ. (Σχ. 39).
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Ήτοι έχομεν :

| ΑΔ ΒΓ |

Υπόθεσις ΑΕ --ΔΓ, γων Α--γων Δ, γών Β --γωνΓ

| Ε καί Ζ μέσα τών ΑΔ καί ΒΓ αντιστοίχως

|
ι

Συμπέρασμα ΕΖΙ τή ΑΔ καί τή ΒΓ

ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ.-- Σύρομεν βοηθητικώς τάς ΕΒ καί ΕΓ μέ τόν σκο-

πόν νά δημιουργήσωμεν ισοσκελές τρίγωνον, αφού θά πρόκηται νά δει-

χθή ότι η ΕΖ είναι κάθετος εις τό μέσον τής ΒΓ. Πράγματι τό τρίγωνον

ΕΒΓ είναι ισοσκελές, διότι συγκρίνοντες τά τρίγωνα ΑΕΒ καί ΔΕΓ ευρί-

σκομεν ότι ΕΒ--ΕΓ.Είναι δέ τά τρίγωνα ΑΕΒ καί ΔΕΓ ίσα, διότι έχουν

ΑΒ-- ΔΓ, ΑΕ --ΕΔ εξ υποθέσεως καί γων Α --γων Δ ήτοι δύο πλευ-

ράς ανά μίαν ίσας καί τήν περιεχομένην γωνίαν ίσην.᾿Εκ τού ότι λοιπόν

τό τρίγωνον ΕΒΓ είναι ισοσκελές, η δέ.ΕΖ συνδέει τό μέσον τής βάσεώς

του μέ τήν κορυφήν, έπεται ότι η ΕΖ θά είναι καί κάθετος τή ΒΓ, ώστε

καί επί τήν παράλληλον τής ΒΓ ήτοι επί τήν ΑΔ,

67.-- ᾽Εάν η ευθεία, ήτις συνδέει τά μέσα δύο μή διαδοχιλών πλευρών

τετραπλεύρου είναι κά̓ετος επί τάς πλευράς ταύτας, τό τετράπλευρον είναι

τραπέζιον ισοσχελές.

"Έστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ καί η ευθεία ΕΖ η ουνδέουσα τά

μέσα τών δύο μή διαδοχικών πλευρών του ΑΔ καί ΒΓ (Σχ. 39), ήτις

είναι κάθετος επί ταύτας. Θά δείξωμεν ότι τούτο είναι τραπέζιον Ισο-

οκελές. ᾽

[ ΕΖ1 τή ΑΔ καί ΒΓ
“Υπόθεοις ᾿

| Ε καί Ζ μέσα τών ΑΔ καί ΒΓ αντιστοίχως

Τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ τραπέζιον ισοσκελές

Συμπέρασμα ήτοιΑΔ | ΒΓ καί ΑΒ--ΔΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. -- Εν πρώτοις θά δείξωμεν ότι τό τετράπλευρον
ΑΒΓΔ είναι τραπέζιον. Πράγματι αι ΑΔ καί ΒΓ είναι εξ υποθέσεως
κάθετοι τή αυτή ευθεία ΕΖ, άρα τό ΑΒΓΔ είναι τραπέζιον. "Ηδη θά
δείξωμεν ότι είναι ισοσκελές. Φέρομεν τάς ΕΒ καί ΕΓ. ᾿Επειδή η ΕΖ
είναι κάθετος εις τό μέσον Ε τής ΒΓ τό τρίγωνον ΕΒΓ είναι ισοσκελές,
ότε ΒΕΞ-ΕΓ καί γωνζΕΕΒΕ--γωνζΕΓ (διότι η Ε7Ζ θά είναι καί διχοτόμος).
Επειδή όμως γωνζΕΑΞξγωνζΕΔ-Ξ- 1 ορθή έπεται ότι γωνΒΕΑ---γωνΓΕΔ
ως συμπληρωματικαί τών ίσων γωνιών ΖΕΒ, ΖΕΓ, αντιστοίχως. Συγ-

κρίνομεν τώρα τά τρίγωνα ΒΕΑ καί ΓΕΔ ταύτα έχουν ΑΕ-ΞΕΔ (Ε μέ-
σον), ΕΒΞΞΕΓ (ως εδείχθη) καί γων ΒΕΑ --γων ΓΕΔ (ως εδείχθη), άρα
είναι ίσα ότε καί ΑΒ--ΔΓ καί τό τραπέζιον συνεπώς είναι ισοσκελές.
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68.-- Αι διαγώνιοι ισοσκελούς τραπεξίου είναι ίσαι:

Έστω το ισοσκελές τραπέζιον ΑΒΓΔ, καί αι διαγώνιοι αυτού

ΑΓ καί ΒΔ. Θά δείξωμεν ότι αύται είναι ίσαι (Σχ. 40).

| ΑΔΙΒΓ
'Υπόθεσις ΑΒ -- ΔδΓ

| γων ΑΞ-γων Δ καί γωνΒ-πεγωνΓ.

Συμπέρασμα | ΑΓ--ΒΔ

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Ζυγκρίνομεν πρός τούτο δύο τρίγωνα, εις τά

οποία νά μετέχουν αι διαγώνιοι. "Εστωσαν πρός τούτο τά τρίγωνα

ΑΒΓ καί ΔΒΓ (χωρίσατε εις δύο

σχήματα), ταύτα είναι ίσα, διότι Ά - Δ

έχουν ΒΓ κοινήν, ΑΒ -- ΔΓ εξ υπο-

θέσεως καί γών Β Ξ γωνΓ εξ υπο-

θέσεως (ήτοι δύο πλευράς καί τήν

περιεχομένην) "Αρα θά έχουν καί

τά λοιπά στοιχεία ίσα ήτοι ΑΓ --ΒΔ

(ως πλευράς ίσων τριγώνων κειμένας

έναντι ίσων γωνιών).

69.-- ᾿Εάν τετραπλεύρου ΑΒΓΔ,

αί γωνίαι Α καί Β είναι ίσαι, ώς χαι

αι γωνίαι Γ Χαί Α, τό τετράπλευρον

ΑΒΓΔ είναι τραπέζιον ισοσχελές.

Έστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ

εις τό οποίον γώώνΑ --: γων Β καί Σχ. 41..

γών Δ --γών Γ. Θά δείξωμεν ότι τού-

το είναι τραπέζιον ισοπκελές. (Σχ. 41).

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. ᾿Επειδή Α--Β-Ι-Γ--Δ--ά ορθαί, είναι δέ εξ υποθέ-

σεων Α--Β καί Γ--Δ, θά έχωμεν ΑΊ--ΑΊη-ΔΊ-Δ-- 44 ορθαί ή 2Α-1|2Δ--

-- 4 ορθαί ή ΑΊΠ-Δ--2 ορθοί Δηλαδή αι ευθείαι ΑΒ καί ΔΓ τεμνόμεναι

υπό τής τρίτης ΑΔ σχηματίζ-υν τάς εντός καί επί τά αυτά µέρη παρα-

πληρωματικάς, άρα αύται είναι πσράλληλοι. "Ητοι εδείχθη ότι τό τε-

τράπλευρον ΑΒΓΔ είναι ιραπέζιον. ί

"Ηδη θά δείξωμεν ότι είναι ισοσκελές. Πρός τούτο σύρομεν βοηθη-

τικώς τήν ΒΕ || τής ΑΔ. Τότε σχηματίζεται τό τρίγωνον ΒΕΓ καί τό πα-

ραλληλόγραμον ΑΒΕΔ. ᾿Επειδή η γωνία Δ καί η γωνία ΒΕΓ είναι εν-

τός εκτός τών παραλλήλων ΑΔ καί ΒΕ μέ τέμνουσαν τήν ΔΕ, θά είναι

ίσαι. ᾿Αλλά εξ υποθέσεως γωνΔ --γωνΓ, άρα γωνΒΕΓ -- γωνΓ, ότε τό

τρίγωνον ΒΕΓ ισοσκελές, δηλαδή ΒΓ -- ΒΕ. ᾿Αλλά εκ τού παραλληλο-

γράμμου ΑΒΕΔ είναι ΒΕ -- ΑΔ, ότε θά είναι καί ΑΔ --ΒΓ ήτοι τό

τραπέζιον ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές.
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70.-- "Έχοντες υπ᾽ όψιν τό Σχήμα τού θιθλίου, φέρομεν επί τήν νοητήν Ευδεταν

τών απροσίτων σημείων Α κεί Β τάς καδέτους ΒΔ καί ΑΓ επ᾽ αυτήν, Λαμθάνομεν δέ

ΒΔ -- ΑΓ καί σύρομεν την ΓΔ. Τό οσχήμα ΑΒΔΓ είναι προφανώς ορδογώνιον καί συνε-

πώς η Α8-- ΓΔ. Μετρούμεν λοιπόν τήν [Δ καί τό μήκος αυτής ισούται μέ τήν από-

στασιν τών απροσίτων σημείων Α καί Β.

71. "Έχοντες υπ᾽ όψιν τό Σχήμα 2 τού θιθλίου, παρατηρούμεν ότι η ΖΕΔ είναι κά-

δετος εξ υποδέσεως επί τάς ΖΗ, ΕΘ καί ΑΒ, καί ουνεπώς αύται είναι παράλληλοι.

Επειδή ̓έλομεν ή ΗΘ προεκτεινομένη νά συναντά καδέτως τήν ΑΒ δά: πρέπη νά είναν

παράλληλος πρός τήν ΖΕΔ ήτις συναντά καδέτως τήν ΑΒ. ᾿Αλλά τότε τό σχήμα ΗΖΕΘ

δά είναι ορβογώνιον ότε ΗΖ -- ΘΕ. Επειδή δέ ακόμη δέλομεν η ΘΗ νά διέρχεται διά

τού Γ δά πρέπη καί ΔΓ -- ΘΕ. .

12.-- Αι ευθείαι γραμμαί αί συνδέουσαι τά μέσα τών πλευρών

τριγώνου διαιρούν αυτό εις τέσσαρο τρίγωνα ίσα μεταξύ των.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Δ, Ε, Ζ τά μέσα τών πλευρών του. Θά

δείξωμεν ότι τά τρίγωνα ΑΖΕ, ΒΖΔ, ΓΔΕ, ΖΔΕ είναι ίσα. (Σχ. 42).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Αρκεί νά δειχθή ότι έν τών

Α τριγώνων ΑΖΕ, ΒΔΖ, ΓΔΕ είναι ίσον πρός τό κεν-

τρικόν τρίγωνον ΖΔΕ. Πράγματι τό σχήμα ΑΖΔΕ

είνοι παραλληλόγραμμον, διότι η ΖΔ ως συνδέουσα

2 Ε τά μέσα Ζ καί ά τών πλευρών ΑΒ καί ΒΓ είναι

παράλληλος τή ΑΓ (6 139), ομοίως καί η ΔΕ είναι

παράλληλος τή ΑΒ διά τόν αυτόν λόγον. ᾿Αλλά

αφού τό σχήμα ΑΖΔΕ είναι παραλληλόγραμμον η

ό ΑΔ Γ΄ διαγώνιος αυτού ΖΕ τό χωρίζει εις δύο τρίγωνα

Σχ. 42. ίσα ήτοι τρίγωνον ΑΖΕ ίσον πρός τό τρίγωνον
ΖΔΕ.

“Ομοίως δεικνύομεν ότι τό τρίγωνον ΒΖΔ είναι ίσον πρός τό τρί-

γώνον ΖΔΕ ως καί τό τρίγωνον ΓΔΕ είναι ίσον πρής τό τρίγωνον ΖΔΕ

άρα καί τά τέσσαρα τρίγωνα είναι ίσα.

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ.-- Τό τρίγωνον ΖΔΕ καλείται συνήδως μ εσ τκοόν τρίγωνον.

73.-- Αι κάθετοι εκ τών µέσων δύο πλευρών τριγώνου επί τήν τρίτην
πλευράν είναι ίσαι.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Η, Ζ τά μέσα τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ,

αντιστοίχως, ως καί ΗΔ καί ΖΕ αι κάθετοι εκ τών σημείων τούτων επί

Α τήν ΒΓ. Θά δείξωμεν ότι ΗΔ -- ΖΕ (Σχ. 43).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Σύρομεν βοηθητικώς τήν
Η σι ΗΖ. Τότε αύτη ως συνδέουσα τά μέσα Η, Ζ

| τών ΑΒ καί ΑΓ αντιστοίχως, θά είναι πα-

ράλληλος τή ΒΓ, αφ᾽ ετέρου αι ΗΔ καί ΖΕ
--Ε ως κάθετοι τή ΒΓ είναι παράλληλοι, ότε τό

6 Α Γ. σχήμα ΗΖΕΔ είναι ορθογώνιον παραλληλό-
Σχ. 48. γραμμον καί συνεπώς ΗΔ -- ΖΕ (ως έναντι

πλευραί).
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Ι4.-- Τά µέσα τών πλευρών τετραπλεύρου είναι κορυφαί παραλ-

ληλογράμμου.

"Έστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ (Σχ. 44) καί Ε, Θ, Η, Ζ τά μέσα

τών πλευρών του. Συνδέομεν τά σημεία ταύτα τών πλευρών τού τετρα-

πλεύρου καί λαμβάνομεν έν νέον τετράπλευρον τό ΕΘΗΖ. Θά δείξω-

μεν ότι τούτο είναι παραλληλόγραμμον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Εξετάζομεν δύο απέναντι πλευράς τού τετρα-

πλεύρου ΕΘΗΖ, π. χ. τάς ΕΘ καί ΖΗ. Σύρομεν πρός τούτο βοηθητικώς

τήν διαγώνιον ΒΔ τού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.

Σχηματίζονται δύο τρίγωνα τό ΑΒΔ καί ΓΒΔ.

Η ευθεία ΕΘ ως συνδέουσα τά μέσα τών

δ. πλευρών ΑΒ καί ΑΔ τού τριγ.ΑΒΔ θά είναι

παράλληλος καί ίση πρός τό ήμιου τής ΒΔ.

Ομοίως η ΖΗ ως συνδέουσα τά μέσα τών

πλευρών ΓΒ καί ΓΔ τού τριγ. ΓΒΔ είναι

παράλληλος καί ίση. πρός τό ήμισυ τής ΒΔ.

Ήτοι αι ΕΘ καί ΖΗ είναι ίσαι καί παράλλη-

λοι. Αρα τό σχήμα ΕΘΗΖ ως έχον δύο απέ-
ναντι πλευράς ίσας καί παραλλήλους είναι

Γ- παραλληλόγραμμον.

Σχ. 44. 75.-- Τά µέσα τών πλευρών ισοσκελούς τρα-

πεζίου είναι πορυφαί ρόμβου.

"Εστω τό ισοσκελές τραπέζιον ΑΒΓΔ καί Ε, Θ, Η, Ζ τά µέσα τών

πλευρών του. Θά δείξωμεν ότι τό τετράπλευρον ΕΘΗΖ, είναι ρόμβος

(Σχ. 45)

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Εδείχθη προηγουμένως ότι τό ΕΘΗΖ είναι παραλ-

ληλόγραμμον, Διά νά δειχθή δέ ότι τούτο είναι καί ρόμβος, αρκεί νά

δειχθή η ισότης δύο διαδοχικών πλευρών

του. Πρός τούτο άς εξετάσωμεν τά τρί-

γωνα ΔΘΗ καί ΗΓΖ, Ταύτα έχουν

ΔΗ --ΗΓ (Η μέσον), ΔΘ --ΓΖ (ως ημίση
ίσων πλευρών) καί τήν

περιεχομένην γωνίαν Δ 6

ίσην πρός τήν Γ (ως πα-

Σχ. 46. ρά τήν βάσιν ισοσκελούς

τραπεζίου) ότε είναι ίσα

καί συνεπώς Θη-- ΗΖ (κείμεναι απέναντι ίσων γωνιών

εις ίσα τρίγωνα).

76.-- 'Εάν µία κά̓ετος πλευρά ορθογωνίου τρι-

γώνου είναι τό ήμισυ τής υποτεινούσης, η οξεία

γωνία, η οποία πρόσκειται είς αυτήν είναι διπλασία

τής άλλης οξείας γωνίας, καί αντιστρόφως.

Τό ευθύ.--"Έστω τρίγωνον ορθογώνιον ΑΒΓ (Σχ. 46)
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εις τό΄ οποίον υποτίθεται ότι η πλευρά ΑΓ είναι τό ήμισυ τής ύποτει-

νούσης ΒΓ. Θά δείξωμεν ότι η γωνία η προσκειμένη τή πλευρά ΑΓ δη-

λαδή η γών Γ είναι διπλασία τής οξείας γωνίας Β.

Δηλαδή :

Υπόθεσις | ΑΓ... ΒΓ Συμπέρασμα γων Γ --2γων 8

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Ευρίσκομεν τό μέσον Μ τής ΒΓ καί σύρομεν τήν

διάµεσον ΑΜ. Τότε θά είναι ΑΓ-- ΒΓ Ξ- ΜΓ -- ΒΜ. ᾿Αλλά γνωρίζο-

μεν ότι εις ορθογώνιον τρίγωνον η διάµεσος η αντιστοιχούσα τή υπο-

τεινούση ισούται μέ τό ήμισυ τής υποτεινούσης (8 132), δηλαδή ΑΜ -- ΜΓ,

αλλ᾽ επειδή ΜΓ -- ΑΓ έπεται ότι ΑΜ--ΜΓΞΞ-ΑΓ ήτοι τό τρίγωνον

ΑΜΓ είναι ισόπλευρον άρα καί ισογώνιον καί συνεπώς η γωνία Γ -- 60».

᾿Αλλά τότε, επειδή τό ΑΒΓ είναι ορθογώνιον, η γωνία Β -- 30". Δηλαδή

είναι γών Γ --2. γων Β.

Τό αντίστροφον.-- Διατύπωσις τού αντιστρόφου :

«Εάν εις ορθογώνιον τρίγωνον μία οξεία γωνία αυιού είναι διπλα-

οία τής άλλης οξείας γωνίας, τότε η κάθετος πλευρά η προοκειμένη τή

πρώτη τών γωνιών τούτων είναι τό ήμισυ τής υποτεινούσης» (Σχ. 46).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Έστω ότι γων Γ--2. γώων Β, αλλά επί πλέον

γών Γ -|- γών Β -Ξ 909, ότε 2 γών Β -γων Β --905 ή γων Β -- 30» καί ου-

νεπώς γωνΓ--60υ, Εις τό᾽ τρίγωνον ΑΜΓ. τό οποίον έχει ΑΜ -- ΜΓ

(ως είδομεν ανωτέρω) έχομεν γωνίαν Γ --60’ άρα καί γων ΓΑΜ --60»

αλλά τότε τό τρίγωνον ΑΜΓ θά είναι ισόπλευρον, διότι θά έχη καί

γων ΑΜΓ --60»". ᾿Αφού είναι ισόπλευρον έπεται ότι ΑΓ -- ΜΓ αλλά

ΜΓ --ΒΓ:2 ήτοι ΑΓ--ΒΓ:2 δηλαδή η πλευρά ΑΓ είναι τό ήμισυ τής

υποτεινούσης.

77.--Έχοντες υπ᾽ όψιν τό Σχήμα τού θιθλίου λαμθόνομεν αρχόμενοι εκ τού Α, τά

διαδοχικα τμήματα ΑΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΖ ίσα πρός άλληλα επί τυχούσης ευδείας ΑΖ αχδείσης

έκ τού Α. (Θέσατε εις τό σχήμα τά σημεία). Φέρομεν τώρα καί τήν ΒΚ παοάλληλον τής

ΑΖ καί αντιρρόπως εκείνης καί λαμθάνομεν αρχόμενοι από τού Β τά τμήματα ΒΉ, ΗΘ,

ΘΙ, ΙΚ ίσα πρός τα προηγούμενα. Σύροντες ήδη τάς ΑΚ, ΓΙ, ΔΘ, ΕΗ, ΖΒ οχηματίζομεν

τά παραλληλόγραμμα ΑΓΙΚ, ΓΔΘΙ, ΔΕΗΘ, ΕΖΒΗ (8 120). Αί αχδείσαι όμως ευδείαι ΓΙ,

ΔΘ, ΕΗ τέμνουν τήν ΑΒ αντιστοίχως είς Ν, Μ, Λ καί σχηματίζουν τά τρίγωνα ΑΖΒ
κλπ. Είς τό τρίγωνον όμως ΑΖΒ η ΔΜ αγομένη εκ τού μέσου τής πλευράς ΑΖ τέμνει καί

τήν ΑΒ είς τό μέσον αυτής Μ. “Ομοίως από τό τρίγωνον ΑΔΜ. δεικνύομεν ότι τό Ν

είναι μέσον τής ΑΜ, από δέ τό τρίγωνον ΒΜΘ δεικνύομεν ότι τό Λ είναι μέσον τής

ΒΜ. Ώστε η ΑΒ έχει διαιρεδή εις τέσσαρα ίσα μέρη.

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

23.-- Εάν αι διαγώνιοι τετραπλεύρου είναι κάδετοι επ᾽ αλλήλας, αι συνδέουσαι ευ-
δείται τά µέσα τών απέναντι πλευρών είναι ίσαι.

“

24.--ΑΪι ευδεται αι συνδέουσαι τά μέσα τών δύο απέναντι πλευρών παραλληλογράμμου

μετά τών αντικειμένων κορυφών, διαιρούν τήν άλλην διαγώνιον είς τρία ίσα μέρη.

25 5. Η διχοτόμος τής ορθής γωνίας ορθογωνίου τριγώνου, διχοτομεί τήν γωνίαν, η
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οποία σχηματίζεται υπό τού ύψους καί τής διαμέσου τά οποία αντιστοιχούν είς τήν

υποτείνουσαν.

263.-- Η γωνία η σχηματιζομένη υπό τού ύψους καί τής διχοτόµου γωνίας τριγώνου

αγομένων εκ τής αυτής κορυφής, ισούται μέ τήν ημιδιαφοράν τών παρά τήν θάσιν γω-

γιών τού τριγώνου. [Η πρότασις αύτη καλείται ̓εώρημα τού ΝΑΖΕΙ. καί χρησιμεύει πολύ

εις τά προθλήµατα τών γεωμ. κατασκευών καί τών γεωμ. τόπων. ᾿Αποδεικνύεται δέ

ευκόλως].

27.-- Αν, από σημείον τής Θάσεως Ισοσκελούς τριγώνου, φέρωμεν παραλλήλους

πρός τός άλλας πλευράς, τό “σχηματιζόμενον παραλληλόγραμμον έχει περίμετρον στα-

δερόν,
᾽

285,.-Να δειχδή ότι αι αποστάσεις τών έναντι πλευρών τού ρόμθου είναι ίσαι.

2ο... Η διάµεσος τραπεζίου είναι παράλληλος πρός τάς θάσεις καί ίση πρός τό

ημιάδροισμα αυτών.

(Σύρομεν μίαν διαγώνιον καί κατόπιν εκ τού μέσου μιάς τών μή παραλλήλων πλευ-

ρών τού τραπεζίου μίαν ευδείαν παράλληλον πρός τάς θάσεις, δεικνύομεν δέ ότι αύτη

είναι αναγκαίως η διάµεσος .

20”,--Τό ευδύγραμμον τμήμα, όπερ ορίζουν τά μέσα τών διαγωνίων τραπεζίου, είναι

παρόλληλον πρός τός θάόσεις καί ίσον πρός τήν ημιδιαφοράν αυτών.

[Δεικνύομεν ότι τό τμήμα τούτο είναι μέρος τής διαμέσου τού τραπεζίου].

31.--Πεντάγωνον έχει τάς πλευράς του ίσας καί τάς γωνίας του ίσας, νά δειχδή ότι

καί αι διαγώνιοι αυτού είναι ίσαι,

α2.-- Εάν ΒΕ είναι κάθετος επί τήν διχοτόμον ΑΔ τής γωνίας Α τού τριγώνου ΑΒΓ

καί Ζ τό μέσον τής ΒΓ, τό εὐύγραμμον τμήμα ΕΖ είναι παράλληλον τή ΑΓ καί ίσον

πρός τήν ημιδιαφοράν τών πλευρών ΑΒ καί ΑΓ.

Σελίς α! 6 140. ΘΕΩΡΗΜΑ Ίον.

Διότι, αφού η περιφέρεια καί η ευδεία δέν έχουν ουδέν κοινόν σημείον, ο πούς

Δ τής καδέτου τής αγομένης εκ τού κέντρου επί τήν ευδείαν δά κείται εκτός τής πε-

ριφερείας. ᾽Αλλά η κάδετος είναι η μικροτέρα εξ όλων τών ευδειών αί όποζαι άγονται

εκ τού κέντρου πρός τήν ευδείαν, συνεπώς η ΚΔ δά πρέπη νά είναι μεγαλυτέρα τής

ακτίνος, αφού τό σημείον Δ αυτής κείται εκτός τής περιφερείας.

Σελίς 62. 6 140. ΑΝΑΠΟΑΕΙΚΤΟΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ.

ΤΗΣ ΠΡΩΤΗΣ: «Εάν η απόσταοις τού κέντρου οπό τινος ευδείας είναι μεγαλυτέρα

τής ακτίνος, η ευδεία καί η περιφέρεια ουδέν έχουσι κοινόν σημείον».

Επειδή η απόστασις τού κέντρου από τής ευδείας είναι μεγαλυτέρα τής ακτίνος, ό
πούς τής κἀέτου ταύτης δά κείται εκτός τής περιφερείας. ᾿Αλλα ο πούς είναι τό ση-

μείον τό απέχον ολιγώτερον τού κέντρου, άρα αφού τούτο κείται εκτός τής περιφε-

ρείας κατά μείζονα λόγον τό λοιπα σημεία τής ευδείας δά κείνται εκτός τής περιφε-

ρείας. "Αρα η ευδεία καί η περιφέρεια ουδέν έχουσι κοινόν σημείον.

ΤΗΣ ΤΡΙΤΗΣ: «ΕΕόν η απόσταοις τού κέντρου από τινος ευδείας είναι μικροτέρα τής

ακτίνος, τότε η ευδ̓εία καί η περιφέρεια έχουσι δύο κοινά σημεζα».

Επειδή η απόσταδθις τού κέντρου από τής ευδείας ᾿ είναι μικροτέρα τής ακτίνος,.
έπεται ότι ο πούς τής καθέτου τούτης δά είναι σημείον, κείμενον εντός τής περιφε-

ρείας ήτοι η ευδετα έχει μέρος κείμενον εντός τής περιφερείας, αλλά τότε η ευδεία

είναι τέμνουσα τής περιφερείας κοί έχει μετ᾽ αυτής δυό κοινα σηµετα (8 97).
Τά ανωτέρω αντίστροφα αποδεικνύονται ευκόλως καί διά τής είς άτοπον απαγωγής.

Σελίς 62. 8 145. ΠΟΡΙΣΜΑ.
Διότι εις έκαστον σηµετον περιφερείας αντιστοιχεί µία ακτίς καί επί μίαν ακτίνα

είς τό άκρον αυτής μία καί μόνον κάδετος. "Αρα μία καί μόνη εφαπτομένη.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

78. -Η κάθετος επί τήν εφαπτομένην εις τό σημείον τής επαφής

διέρχεται διά τού κέντρου τού κύκλου.

"Έστω περιφέρεια Ο καί εφαπτομένη αυτής ΓΑΒ είς τι σημείον Α.

Θά δείξωμεν ότι η κάθετος εις τό σημείον αφής Α επί τήν ΓΑΒ διέρ-

χεται διά τού κέντρου τής: περιφερίας (Σχ. 47).

Γ ο ό ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. - Γνωρίζομεν ότι άν αχθή η

ακτίς ΟΑ εις τό σημείον επαφής αύτη είναι

κάθετος επί τήν εφαπτομένην. "Αν λοιπόν υπο-

θέσωμεν ότι φέρομεν τήν κάθετον ΑΔ εις τό Α

επί τήν ΓΑΒ καί ότι αύτη δέν διέρχεται διά

τού κέντρου, τότε θά έχωμεν δύο καθέτους επί

τήν ΓΑΒ εις τό αυτό σημείον. "Αρα η κάθετος

εις τό σημείον επαφής διέρχεται διά τού κέν-
Σχ. 47. τρου.

79»,.- Αι δύο εφαπτόμεναι τής περιφερείας κύκλου έκ σημείου

εχτός αυτού είναι ίσαι.

"Έστω κύκλος Ο καί δύο εφαπτόμεναι

αυτού ΑΒ, ΑΓ, αγόμεναι εκ τού σημείου Α

εκτός αυτού. Θά δείξωμεν ότι αύται είναι

ίσαι. Δηλαδή έχομεν (Σχ. 48).

| ΑΒ καί ΑΓ εφαπτόμεναι
δηλαδή κάθετοι πρός τάς

Υπόθεσις | ακτίνας εις τά σημεία
επαφής.

Σχ. 48. Συμπέρασμα | ΑΒΞΑΓ

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ:-- Φέρομεν τάς ακτίνας ΟΒ, ΟΓ εις τά σημεία επα-

φής Β καί Γ, ως επίσης καί τήν ΟΑ. Σχηματίζομεν ούτω δύο ορθογό-

για τρίγωνα, τά ΟΒΑ καί ΟΓΑ, τά οποία έχουν κοινήν τήν υποτεί-

νουσαν ΟΑ καί ίσας τάς κσθέτους πλευράς ΟΒ καί ΟΓ ως ακτίνας,

"Αρα ταύτα είναι ίσα, ότε καί ΑΒ-ΞΑΓ, δηλαδή αι δύο εφαπτόμεναι

είναι ίσαι.

80.-- Αι εφαπτόμεναι εις τά άκρα διαμέτρου χύχλου είναι παράλληλοι.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Διότι θά είναι κάθετοι επί τήν αυτήν ευθείαν.

Σελίς 65. 6 145, ΤΟ ΑΜΤΙΣΤΡΟΦΟΝ. ,

«Εις τόν αυτόν κύκλον ή εις Ίσους κύκλους εις τήν μεγαλυτέραν χορδήν αντιστοιχεί

τό μεγαλύτερον τόξον καί εις τήν μικροτέραν τό μικρότερον, τά δέ τόξα νοούνται μι
κρότερα ημιπεριφερείας».

Θά τό αποδείξωμεν μέ τήν μέδοδον τής εις άτοπον απαγωγής. Πράγματι άν τά αν-
τίστοιχα τόξα ήσαν ίσα καί αι χορδα] δά ήσαν ίσαι, πράγμα τό οποίον αντιθαίνει είς
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τήν υπόδεοίν μας, διότι αι χορδαί εδόδησαν άνισοι. "Αρα τά τόξα είναι άνισα. Εις τήν

μεγαλυτέραν δέ χορδήν αντιστοιχεί τό μεγαλύτερον τόξον, διότι άν αντεστοίχει τό

μικρότερον δά έπρεπε κατά τό ευδύ τού δεωρήματος, η χορδή αύτη νά είναι καί η

μικροτέρα, όπερ αντιθαίνει εις τήν υπόδεριν καδ᾽ ήν εδέχδημεν ταύτην ως τήν µεγα-

λυτέραν.

Σελίς 64. 8 148. ΑΝΑΠΟΔΕΙΚΤΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ.

Διότι άν δέν διήρχετο διά τού κέντρου, τότε δό είχομεν εις τό μέσον τής χορδής

δύο καδέτους επ᾽ αυτήν είς τό αυτό σημείον, μίαν εκείνην ήν δά φέρωμεν καί μίαν

εκείνην ήτις συνδέει τό μέσον τής χορδής μέ τό κέντρον καί ήτις είναι κάδετος επί

τήν χορδήν κατά τό δεώρημα (8 147).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

βΊ.--'ΕΕάν εφαπτομένη περιφερείας καί χορδή τόξου αυτής είναι

παράλληλοι, τά τόξο τά περιεχόμενα μεταξύ αυτών είναι ίσα, όπως

επίσης είναι ίσα καί τά τόξα τά περιεχόμενο: μεταξύ δύο χορδών

παραλλήλων.

"Έστω η περιφέρεια Ο, μία εφαπτομένη αυτής ΑΓΒ εις τό σημείον

Γ (Σχ. 49), καί δύο χορδαί αυτής αι ΔΕ καί ΖΗ παράλληλοι τή ΑΓΒ.

Θά δείξωμεν ότι α) τά τόξα ΔΓ καί ΕΓ είναι ίσα καί β) τά τόξα ΖΔ

καί ΗΕ ότι επίσης είναι ίσα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- (Γράψατε υπόθεσιν καί συµ-

πέρασμα).

α) Επειδή αι ΑΓΒ καί ΔΕ είνσι παράλ-

ληλοι, άν αχθή η ακτίς ΟΓ εις τό σημείον τής

οφής, αύτη θά είναι κάθετος τή εφαπτομένη,

ώστε καί επί τήν παράλληλον αυτής ΔΕ. ᾿Αλλά

τότε τό τόξον ΔΆ -- τόξον ΕΓ κατά τό θεώ-

ρηµα 6 146.
β) ᾿Εδείχθη εις τό α΄ µέρος ότι τόξ ΔΓ:-

-- τόξ ΕΓ, ομοίως δέ θά είναι καί τόξ 7Γ--

--τοόξ ΗΓ. ᾿Αφαιρούντες από τά μέλη τής ισότητος ταύτης, τά μέλη τής

πρώτης ευρίσκομεν τοξ ΖΔ--τόξ ΗΕ.

87

82.-Εις τόν αυτόν κύκλον ή εις ίσους κύκλους ίσαι χορδαί άαπέ-
χουν ίσον από τού κέντρου καί αντιστρόφως.

Τό εὐύ. "Εστωσαν δύο ίσοι κύκλοι οι Κ καί Λ καί δύο χορδαί αυ-
τών ΑΒ καί ΔΖ αι οποίαι είναι ίσαι (Σχ. 50). Θά δείξωμεν ότι απέχουν

εξ ίσου τού κέντρου: ήτοι ότι ΚΓ--ΛΕ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- (Γράψατε υπό-
θεσιν καί συμπέραομα).

Σύρομεν βοηθητικώς τάς ακτίνας

ΚΑ καί ΛΔ. Σχηματίζονται τά ορθο-

γώνια τρίγωνα ΚΑΓ καί ΛΔΕ. Ταύ-

τα είναι ίσα επειδή έχουν τάς υπο-
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τεινούσας των ίσας ως ακτίνας ίσων κύκλων, καί τάς καθέτους πλευ-

ράς ΑΓ καί ΔΕ ίσας ως ημίση τών ίσων καθ’ υπόθεσιν χορδών (διότι

Γ, Ε µέσα τών χορδών) "Αρα θά έχουν καί τάς άλλας καθέτους πλευ-

ράς ίσας ήτοι ΚΓ--ΛΕ.

Τό αντίστροφον. «Εις τόν αυτόν κύκλον ή εις ίσους κύκλους χορ-

δαί ίσον απέχουσαι τού κέντρου είναι ίσαι».

Διά συγκρίσεως τών αυτών τριγώνων έχομεν ότι ταύτα είναι ίσα

ως έχοντα ΚΑ-ΞΛΔ καί ΚΓ-ΞΛΕ (εξ υποθέσεως). "Αρα θά έχουν καί

ΑΓ--ΔΕ, αλλά τά ΑΓ καί ΔΕ, είναι τά ημίση τών χορδών, συνεπώς θά

Είναι καί χορδή ΑΒ--χορδήν ΔΖ.

Σελίς 65, 5 152. ΠΟΡΙΣΜΑΤΑ.

Ίον. Διότι όλαι αι εγγεγραμμέναι έχουν την αυτήν επίκεντρον καί εκάστη ισούται

μέ τό ήμισυ τής κοινής επικέντρου. .

2ον. ᾿Αφού θαΐνουν επί ίσων τόξων, αι επίκεντροι Υωνίαι, αι οποίαι αντιστοιχούν'

εις τά ίσα αυτά τόξα δά είναι ίσαι. Επειδή δέ εκάστη εγγεγραμμένη είναι τό ήμισυ

τής επικέντρου, έπεται ότι αι εγγεγραμμέναι δά είναι μεταξύ των ίσαι.

3ον, Διότι ως αντίστοιχος αυτής επίκεντρος δύναται νά δεωρηδή η γωνία η οποία

έχει τάς μή κοινάς πλευράς της έπ᾽ ευδείας (δηλαδή επί διαμέτρου) καί Θαίνει επί τού

ίδ]ου τόξου. ᾿Αλλα μία τοιαύτη επίκεντρος δά είναι 2 ορδα] καί συνεπώς η έγγεγραμ-

μένη είς ημικύκλιον γωνία είναι µία ορδή. Συνεπώς ορδογώνιον τρίγωνον εγγεγραμμένον

είς κύκλον έχει τήν αποτείνουσαν αυτού διάμετρον τού κύκλου. Εάν δέ έχωμεν πολλά

ορδογώνια τρίγωνα τά οποία νά έχουν κοινήν υποτείνουσαν αί κορυφαί των δά κείν-

ται επί τής αυτής περιφερείας, διότι άν εξ εκάστης κορυφής αχδή η διάµεσος πρός τήν
κοινήν υποτείνουσαν αύτη δά ισούται μέ τό ήμιου τής υποτεινούσης καί συνεπώς η μέ

κέντρον τό μέσον τής υποτεινούσης καί ακτίνα τό ήμιου ταύτης γραφομένη περιφέρειά

δα διέρχεται δι᾽ όλων τών κορυφών τών ορδ̓ών γωνιών.

4ον. "Αν δέ μία εγγεγραμμένη θαΐνη επί τόξου μικροτέρου ημιπεριφερείας δά είναι

οξεία διότι η αντίστοιχος επίκεντρος δά είναι µικροτέρα τών 2 ορδών. "Αν δέ μία γω-
νία εγγεγραμμένη θαΐνη επί τόξου μεγαλυτέρου ημιπεριφερείας δά είναι αμθλεία διότι

η αντίστοιχος επίκεντρος δά είναι μεγαλυτέρα τών 2 ορδών (}αμθάνομεν ως τόξον,
τό τόξον τής κοίλης γωνίας).

τό σημείον 6. Νά αποδειχθη, ότι ή γωνία ΑΟΓ
ισούται μέ τό άθροισμα δύο9 εγγεγραμμένων

γωνιών, έπ τών οποίων ή μία βαίνει επί τού
τόξου ΔΒ, η δέ άλλη επί τού τόξου ΑΓ.

"Έστωσαν αι χορδαί ΑΒ καί ΓΔ τεμνόμεναι
Σχ. 51. εις τό σημείον Ο. Σύρομεν τήν ΑΔ. Θά δείξωμεν

ότι η γών ΑΟΓ--γωνΔ--γωνΑ εξ ών, η γών Δ
βαίνει εις τό τόξον ΑΓ, η δέ γωνΑ εις τό τόξον ΒΔ (Σχ. 51).

Α ΑΣΚΗΣΕΙΣ

κ 83.-- Δύο χορδαί ΑΒ καί ΓΔ τέμνονται εις

̓

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- Πράγματι η γωνία ΑΟΓ είναι εξωτερική γωνία
τού σχηματισθέντος τριγώνου ΑΌΔ, ότε ώς γνωστόν θά είναι ίση μέ τό!
άθροισμα τών δύο εντός καί απέναντι γωνιών τού τριγώνου ήτοι
γώνΑΟΓ --γωνΔ{-γώνΑ. ᾿Αλλά η γωνία Δ είναι εγγεγραμμένη καί!
βαίνει εις τό τόξον ΑΓ, η δέ γωνία Α είναι επίσης εγγεγραμμένη καί!
βαίνει εις τό τόξον ΒΔ. ΄ |

|
}
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840).-- Εχ τού σημείου Α εχτός περιφερείας φέρομεν τάς τεμνού-

σας ΑΒΓ καί ΑΔΕ, Νά αποδειχθή, ότι η γωνία Α ισούται μέ τήν

διαφοράν δύο εγγεγραμμένων γωνιών, αι οποίαι βαΐνουν΄ επί τών

τόξων ΓΡ καί ΒΔ.

"Έστω πύκλος Ο καί σημείον Α

εκτός αυτού, "Έκ τού Α φέρομεν τάς

τεµμνούσας ΑΒΓ καί ΑΔΕ (Σχ. 52). -Σύ-

ροµεν τήν ΓΔ. Θά δείξωμεν ότι η

γώνΑΞΞγωνΓΔΕ--γωνΒΓΔ, εξ ών η μέν

γωνΓδΔΕ. βαίνει επί τού τόξου ΓΕ, η δέ

γώνΒΓΔ επί τού τόξου ΒΔ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. (Γράψατε υπόθεσιν Σχ. 523.

καί συμπέρασμα). Ή γωνία ΓΔΕ είναι

εξωτερική γωνία τού τριγώνου ΑΓΔ καί άρα θά ισούται μέ τό

άθροισμα τών γωνιών Α καί ΒΓΔ. Ήτοι γώνΓΔΕ--γώνΑ-η-γωνΒΓΔ ή

λύοντες ως πρός τήν γωνΑ λαμβάνομεν γωνΆ-ΞΞ-γώνΓΔΕ--γωνΒΓΔ.᾽Αλ-

λά η γωνΓΔΕ είναι εγγεγραμμένη καί βαίνει επί τού τόξου ΓΕ, η δέ

γωνβΓΔ είναι εγγεγραμμένη καί βαίνει επί τού τόξου ΒΔ.

Σελίς όδ. 8 158. Η ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ ΤΩΝ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΩΝ ΘΕΩΡΗΜΑΤΩΝ ΤὨΝ 8 156, Β 157, 8 158.

ΤΟΥ ΠΡΩΤΟΥ τής 8 15ό : «Εάν η απόστασις τών κέντρων δύο περιφερειών είναι

μεγαλυτέρα τού αδροίσματος τών ακτίνων ή μικροτέρα τής διαφοράς αυτών, οι περιφέ-
ρειαι ουδέν έχουσι κοινόν σημείον ήτοι δά κείνται εκτός αλλήλων ή εντός αλλήλων».

Διότι άν είχον έν κοινόν σημείον (εφήπτοντο), η απόστασις τών κέντρων δά ήτο

ίση μέ τό άδροισμα ή τήν διαφοράν τών ακτίνων, τό οποίον αντιθαίνει είς την υπό-
δεσίν µας, ήτις λέγει ότι η απόστασις τών κέντρων είναι µεγαλυτέρα τού αδροίοματος

τών ακτίνων ή μικροτέρα τής διαφοράς αυτών.

ΤΟΥ ΔΕΥΤΕΡΟΥ τής 6 157: «Εάν η απόστασις τών κέντρων δύο περιφερειών ισού-

ται μέ τό άδροισμα τών ακτίνων ή τήν διαφοράν αυτών τότε αι περιφέρειαι εφάπτον-
τα! εκτός ή εντός»,

᾽ .

Διότι άν είχον δύο κοινα σημεία η διάκεντρος δαά ήτο μικροτέρα τού αδροίσματος

τών ακτίνων καί µεγαλυτέρα τής διαφοράς αυτών, όπερ αντιθαίνει είς τήν υπόδεσίν μας.

Επίσης άν δέν είχον κοινόν σημείον η διάκεντρος δά ήτο μεγαλυτέρα τού αδροί-
σµατος τών ακτίνων ή μικροτέρα τής διαφοράς αυτών, όπερ καί πάλιν αντιθαίνει εις

τήν υπόδεσίν μας. "Αρα αί περιφέρειαι εφάπτονται εκτός ή εντός.

ΤΟΥ ΤΡΙΤΟΥ τής 6 156. «Εάν η διάκεντρος δύο περιφερειών είναι μικροτέρα τού

αδροίσματος τών ακτίνων καί μεγαλυτέρα τής διαφοράς αυτών αι περιφέρειαι έχουσι δύο
κοινά σημεία». ΄

Διότι άν είχον έν κοινόν σημείον η διάκεντρος δα ήτο ίση πρός τό άδροισμα ή τήν

διαφοράν τών ακτίνων (επαφή εκτός ή εντός) όπερ αντιθαίνει. είς τήν υπόδεοίν μας.

Εάν δέ δέν είχον ουδέν κοινόν οημείον η διάκεντρος αυτών δά ήτο μεγαλυτέρα

τού αδροίοματος τών ακτίνων ή μικροτέρα τής διαφοράς αυτών (εκτός αλλήλων ή

εντός) όπερ καί πόλιν αντιθαίνει είς τήν υπόδεσίν μας. "Αρα αί περιφέρειαι έχουν δύο
κοινά σημεία.

/

(1) Αι ανωτέρω δύο ασκήσεις χρησιμοποιούνται πολύ είς τάς κατασκευάς καί ίδια[-
τερα είς τούς γεωμ. τόπους.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

85.- Ποίαι είναι αί δυναταί θέσεις δύο ίσων περιφερειών ;

ΑΥΣΙΣ.- Εις δύο ίσας περιφερείας αι ακτίνες είναι ίσαι ήτοι άν κα-

λέσωμεν τάς ακτίνας ρ,, ρ» θά είναι ρ,--ρ.. Αν δέ η διάκεντρος αυτών

κληθή δ θά δυνάμεθα νά έχωμεν τάς εξής μόνον συνθήκας οι οποίσι

δύνανται νά πληρούνται. |

1) δ»ριη-ρ. ή δ᾽»2ρι τό οποίον σημαίνει ότι αι περιφέρειαι δύνανται

νά κείνται εκτός αλλήλων.

2) δ-ρι-|-ρ; ή δ-«2ρι τό οποίον σημαίνει ότι αι περιφέρειαι δύναν-

ται νά τέμνωνται, πληρούται δέ καί η συνθήκη όρι--ρ. ή δ»0.

3) δ--ρ,-|-ρ» τό οποίον σημαίνει ότι αι περιφέρειαι δύνανται νά εφά.

πτωνται εκτός, -

4) Ενώ η συνθήκη η οποία δίδει τήν επαφήν εντός δέν πληρούται

διότι θά πρέπη δ--ρ.--ρ»--0 όπερ είναι άτοπον (δηλαδή εις τήν περί-

πτωσιν ταύτην αι περιφέρειαι εφαρμόζουν αποτελούσαι μίαν μόνον

περιφέρειαν).

5) Επίσης η συνθήκη δ«ρ,--ρ. ή δ«0 δέν είναι δυνατή, δηλαδή αι

περιφέρειαι δέν δύνανται νά είναι μία εντός τής άλλης. “Ωστε αι δυνα-

ταί θέσεις δύο ίσων περιφερειών είναι αι εξής: "Ή αι περιφέρειαι τέ-

μνονται ή εφάπτονται εκτός ή η μία κείται εκτός τής άλλης.

86.--Αιϊ κοιναί εφαπτόμεναι δύο περιφερειών είναι ίσαι.

α) Περίπτωσις εξωτερικών εφαπτομένων.

"Έστωσαν δύο περιφέρειαι ΚΚ. καί Λ καί ΑΒ, ΔΓ αι κοιναί εξωτερικαί

εφαπτόμεναι αυτών (Σχ. 53). Θά δείξωμεν ότι είναι ίσαι ήτοι ΑΒ--ΔΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ.--(Γράψατε υπόθεσιν καί συμπέρασμα). Προεκτείνο-

μεν τάς εφαπτομέιας ΑΒ καί ΔΓ αι οποίαι έστω ότι συναντώνται είς τι:

| σημείον Ο. Φέρομεν καί,
τήν διάκεντρον αυτών.
ΚΛ ήτις θά διέλθη διά.

τού Ο, διότι άν υποθέ-

σωµεν ότι συνδέοµεν το.
Ο μέ τό Λ καί τό Ο μέ,

τό ΠΚ, εκάστη τών ΟΛ:

καί ΟΚ οφείλει νά είναι;

διχοτόµος τής γωνίας
ΒΟΓ, συνεπώς αμφότε-

Σχ. 58 ραι αύται συμπίπτουν μέ
τήν διάκεντρον ΚΛΟ

᾿Αλλά γνωρίζομεν ότι ΟΑ-ΞΟΔ ως εφαπτόμεναι εκ σημείου Ο πρός
τήν περιφέρειαν ΚΚ (άσκ. 79). "Ομοίως είναι ΟΒ--ΟΓ διά τόν αυτόν λό-
γον. "Αρα άν από τών ίσων ΟΑ--ΞΟΔ αφαιρέσωμεν τά ίσα ΟΒ--ΟΓ θά
προκύψουν καί πάλιν ίσα ήτοι ΑΒ--ΔΓ.
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β) Περίπτωσις εσωτερικών εφαπτομένων.

"Έστωσαν ήδη αι εσωτερίκαί εφαπτόμεναι ΕΘ καί ΗΖ τών αυτών πε-

ριφερειών. Διά τόν αυτόν ωξ ανωτέρω λόγον η διάκεντρος ΚΛ διέρχε-

ται διά τού σημείου τομής Ρ τούτων καί είναι ΡΕ--ΡΖ καί Ρ6Θ--ΡΗ ότε

αθροίζοντες κατά μέλη λαμβάνομεν ΡΕ!-ΡΘ--:ΡΖ!ΞΡΗ ή ΕΘ--ΗΖ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ. Η ανωτέρω πρότασις συναντάται πολύ συχνά καί δέον νώωαποδοδή

είς αυτήν ιδιαιτέρα προσοχή.

87.--Η κοινή εφαπτομένη δύο ανίσων περιφερειών είναι μιχροτέρα τής

αποστάσεως τών κέντρων.

ΑΑΠΟΔΕΙΞΙΣ -- Έχοντες υπ’ όψιν τό (Σχ. 53) μεταφέρομεν τήν

εφαπτομένην ΑΒ πληοίον τής διακέντρου ΚΛ διά νά τήν συγκρίνωμεν

.πρός αυτήν. Πρός τούτο σύρομεν εκ τού Λ παράλληλον ΛΑΤ τή ΑΒ Τό

σχηματιζόμενον τρίγωνον ΚΤΛ είναι ορθογώνιον εις τήν γωνΤ διότι η ΛΤ

είναι κάθετος πρός τήν ακιίνα ΚΑ ως ππράλληλος πρός την ΑΒ, ήτις

είναι κάθετος επί τήν ακτίνα. ᾿Αλλά τώρα η ΚΛ είναι υποτείνουσα, ότε

είναι µεγαλυτέρα τής καθέτου ΛΑΤ ήτοι καί τής ΑΒ καί επειδή ΑΒ-- ΔΓ

έπεται όιι ΚΛ μεγαλυτέρα καί τής ΔΓ.

Θά δείξωμεν τώρα ότι η διάκεντρος ΚΛ είναι μεγαλυιέρα καί εκά-

στης τών εσωτερικών εφαπτομένων. Πράγματι εκ τού ᾿ορθογωνίευ τρι-

γώνου ΚΡΖ έχομεν ΚΡ᾽»ΡΖ, εκ δέ τού ορθογωνίου τριγώνου ΛΡΗ έχο-

μεν ΡΛΡΗ. ᾿Αθροίζοντες ήδη τάς ανισότητος ταύτας κατά μέλη λαμ-

βάνομεν ΚΡ!ΞΡΛΡΖ!ΞΡΗ ή ΚΛΣΖΗ, επειδή δέ ΕΘ -- ΠΖ θά είναι καί

ΚΛΣΕΘ.

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ώδ.-- Εάν δια τού σημείου επαφής δύο περιφερειών αχδή κοινή αυτών τέμνουσα αί
εφαπτόμενοι τών περιφερειών τούτων εις τά άκρα τής αχ̓είσης τεμνούσης είναι παράλ-

ληλοι, (Σύρατε τήν κοινήν έσωτερικήν εφαπτομένην καί εφαρμόσατε τό ̓εώρημα 6 155).

34 Η.-- Πάν τραπέζιον εγγεγραμμένον είς κύκλον είναι ισοσκελές ( θΘοηδεία
ασκήσ. 81).

ι
όδ,-- "Αν δύο περιφέρειαι τέµνωντοι, έν τών κοινών των σημείων καί τά άκρα τών

διαμέτρων αι οποίαι άγονται εκ τού άλλου κοινού σημείου κείνται επ᾽ ευδείας.

36 Ε,-- Αν δύο περιφέρειαι εφάπτωνται καί αχ̓ώσι διά τού σημείου επαφής των

δύο τέμνουσαι, αι τά άκρα τούτων συνδέουσαι χορδαί είναι παράλληλοι (Θοἠεία

| οσκήο, 81).

̓7,-- Δύο κύκλοι έχουσιν ακτίνας ̓ρκαί 5ρ καί εφάπτονται αλλήλων εκτός εις τό
Α. "Αν ΒΓ κοινή εξωτερική αυτών εφαπτομένη, νά δειχ̓ή ότι η γωνία ΓΟ’Ο ισούται μέ

900, έγδα Ο καί Ο' τά κέντρα τών περιφερειών. (Σύρατε Θοηδητικώς τήν παράλληλον
εκ τού Ο πρός τήν ΒΓ καί εφαρμόσατε άσκησιν 76).

όβ.-- Νά δειχδή ότι αι εκ τών άκρων διαμέτρου κύκλου αγόμεναι παράλληλοι χορ-
δα] είναι ίσαι καί ότι τά άλλα άκρα αυτών κείνται επί άλλης διαμέτρου τού αυτού
κύκλου.
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ΓΕΝΙΚΑΙ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :

Θεωρώ πολύ ενδιαφέρον καί αρκετά χρήσιμον όπως οι µαδηταί επανολάθωσι τάς

Ιδιότητας τού πρώτου θιθλίου, τό όποτον καί ετελειώσαμεν μέ τήν άσκησιν 87, Παραλ-

λήλως πρός τήν τοιαύτην γενικήν επανόληψιν άς έχωσιν υπ᾽ όψιν τός υπό τού Θιθλίου

αναφερομένας γενικάς παρατηρήσεις τής σελίδος 6». Εις τός παρατηρήσεις αυτάς αί

όποται αποτελούν μίαν γενικήν ανασκόπησιν τών μεμἀημένων, δά κατωρδώοωσι νά

έχωσι μίαν περίληψιν τών σπουδαιοτέρων ιδιοτήτων αι οποίαι δά χρησιμεύσωσι διά

τά περαιτέρω ως καί διά τήν λύσιν αοκήσεων δυσκολωτέρων. Καλόν επίσης δά είναι νά

γίνη μία ανασκόπηοις τών ασκήσεων τής συλλογής αι οποίαι έχουσι αναγραφή διά μαύ-

ρων στοιχείων.

ΉΗ τοιαύτη επανάληψις δά σάς διευκολύνη πολύ διά τήν λύσιν τών γενικών ασκή-

σεων τού α’ θιθλίου. ᾿

ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΟΥ Α΄ ΒΙΒΛΙΟΥ

88(!).-- Η γωνία τών διχοτόμων τών γωνιών Β χοί Γ τού τρι-

γώνου ΑΒΓ ισούται μέ 1 ορθ-- -. ενώ η γωνία τών διχοτόμων

τών εξωτερικών γωνιών Β καί Γ ισούται μέ ΙΓοῤ---α-. Τέλος η γω-

νία τής διχοτόμου τής εσωτεριχής γωνίας Β καί τής εξωτεριχής γω-

νίας Γ,ισούται μέ 2 .

"Εστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΒΟ, ΓΟ αιδι.

χοτόμοι τών εσωτερικών γωνιών Β καί Γ τε-

μνόμεναι εις τό Ο (Σχ. 54). ᾿Επίσης ΒΟ’ καί
ΓΟ’ αι διχοτόμοι τών εξωτερικών γωνιών Β

καί Γ τεμνόμεναι εις τό Ο΄. Τέλος δέ έστω Ο΄

η τομή τής διχοτόµου τής εσωτερικής γωνίας

Β καί τής διχοτόµου τής εξωτερικής γων Γ,'

Θά δείξωμεν ότι

1) η γωνία ΒΟΓ-:Ξ1 ορθ-- -

2) η γωνίαΒΟΊΓ--] ορθ-- ---

3) η γωνία Ού -- -φ-γων Α.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- 1) Αι διχοτόμοι ΒΟ καί ΓΟ τέμνονται εις τό Ο.
διότι αι γωνίαι ΟΒΓ καί ΟΓΒ έχουν άθροισμα μικρότερον τών δύο ορ-
θών (6 118) (επειδή είναι τά ημίση δύο γωνιών τριγώνου). ᾿Επειδή είναι

Β
̓

ΥώνΟΒΓ Ξ-π καί γωνΌΓΒ-- -Ξ-, καλούντες τήν γωνίαν ΒΟΓ--κχ, λαμ:

(1) Η ανωτέρω άσκησις χρησιμοποιείται πολύ είς τάς γεωμ. κοταοσκευής κοί τούς
γεωμ. τόπους. ᾽



49

βάνομεν εκ τού τριγώνου ΟΒΓ, χ ασ Έ-σ-ά ορθ. (1). ΑΦ’ ετέρου

γνωρίζομεν ότι 2 ορθ--Α--Β--Γ (2) (γωνίαι τού τριγώνου ΑΒΓ) ότε εξι-

σούντες τά μέλη τών (1) καί (2) λαμβάνομεν

ΚΕ ΣΓΛΕΒΗΓ
ο Β̓Γ Α Β Γ

ς ----[---------------------------- ύ

(διότι ατα γρ -- 1 ορθ.)

᾿Αφαιρούντες ήδη από αμφότερα τά μέλη τά κοινά -5- --- λαμβάνομεν

2) Γνωρίζομεν ότι αι διχοτόµοι τών εφεξής παραπληρωματικών

είναι κάθετοι επ᾽ αλλήλας ήτοι γών ΟΒΟ΄Ξ-]ορθ καί ΟΓΟ’--1ορθ. άρα

αι γωνίαι ΓΒΟ΄ καί ΒΓΟ’ έχουν άθροισμα μικρότερον τών 2 ορθ. ότε αι

εξωτερικαί διχοτόμοι ΒΟ’ καί ΓΟ΄ τέμνονται.

Ήδη εις τό τετράπλευρον ΟΒΟ΄Γ παρατηρούμεν . ότι πρέπει

γωνβο΄Γ”-γωνο΄ΒΟ--γωνβΟΓ--γώνΟοΓΟ’Ξ-4ορθαί (1).᾽Αλλά γωνο΄ΒΟΞ-

Ξ«γωνοΓΟ΄--]όρθ καί γώνΒΟΓ--1όρθ---2- (ως εδείχθη εις τήν πρώτην

περίπτωσιν) ότε η (1) γίνεται

γων ΒΟ΄Γ-Ι-1 ορθ-Ί- 1 ορθ. 1-5 --1 ορθ--4ορθ. ή γων ΒΟ΄Γ--Ίορθ---3-

3) Θά δείξωµεν πρώτον ότι αι διχοτόµοι Ο΄ Β καί Ο΄Γ τέμνονται

εις τό Ο΄”'. ᾿Αρκεί νά δειχθή ότι γών Ο΄ΒΟ' -!|-γων Ο΄ΟΒ «2 ορθ. Πράγ-

Α
ματι είναι, διότι γων Ο΄΄'ΒΟ’--1όορθ καί γωνΟ’΄Ο΄Β--] ορθ.γων -- "ο ότε τό

- Α
άθροισμα είναι 2 ορθ.--- στ ήτοι « τών 2 ορθ.

Α
"Ήδη θά δείξωμεν ότι γών Ο΄-- ΡΤ ᾿Από τό τρίγωνον. Ο’ΒΟ’ έχο-

μεν γών Ο''!- γων Ο' ΒΟ }- γωνΒΟ΄Ο’'-- 2 ορθ ή γωνΟ΄}- 1 ορθ-η-1 ορθ--
Α

.-
Α

Ξ- 2 ορθ ήτοι γων Ο’’-- ο

89. Λι χά̓ετοι επί τών δύο πλευρών γωνίας εις σημεία αυτών απέ-

χοντα ίσον από τής χορυφής τής γωνίας τέμνονται επί τής διχοτόμου αυτής,

( Έστω γωνία ΒΑΓ επί τών πλευρών τής οποίας λαμβάνομεν τά ίσα

τμήματα ΑΒ καί ΑΓ, καί φέρομεν τάς καθέτους ΒΔ καί ΓΔ εις τά

4
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Β καί Γ επί τάς πλευράς (Σχ. 55). Θά δείξωμεν ότι αι κάθετοι αυταί

Α τέμνονται επί τής διχοτόμου τής γωνίας ΒΑΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Αι κάθετοι ΒΔ καί ΓΔ τέμνονται,

διότι άν σύρωμεν νοερώς τήν ΒΓ τό άθροισμα τών

γωνιών ΒΓΔ καί ΓΒΔ είναι μικρότερον τών 2 ορθ.

"Ήδη ίνα δείξωμεν ότι τό Δ κείται επί τής διχοτόμου;

σύρομεν τήν ΑΔ καί δεικνύομεν ότι αύτη είναι διχο-

τόμος. Εις τά σχηματιζόμενα ορθογώνια τρίγωνα έ-

( χομεν ΑΒ -- ΑΓ (εξ υποθέσεως) καί ΑΔ κοινήν, ότε

ταύτα είναι ίσα καί συνεπώς θά είναι καί γωνβΑδ--

--γωνΓΑΔ ήτοι ΑΔ δ:χοτόμος.ΛΝ
Σχ. 65.

90.-- Αι διχοτόμοι τών γωνιών τριγώνου τέμνονται εις τό αυτό

σημείον, τό οποίον απέχει ίσον από τών πλευρών τού τριγώνου.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί αι διχοτόµοι τών γωνιών αυτού ΟΒ,ΟΑ. ΟΓ.:

(Σχ. 56). Θά δείξωμεν ότι αύται διέρχονται διά αυτού σημείου, τό

οποίον απέχει εξ ίσου εκ τών πλευρών τού τριγώνου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Φέρομεν πρώτον τάς διχοτόµους τών γωνιών Β καί

Γ. Αύται τέμνονται διότι τό άθροισμα τών γωνιών αι οποίαι σχηματί-

ζονται υπό τούτων καί τής ΒΓ είναι μικρότε-

ρον τών δύο ορθών (βλέπε αρχήν αοκή-

σεως 88).

"Ήδη τό σημείον Ο ως κείμενον επί τής δι-

χοτόμου ΟΒ τής γών Β απέχει εξ ίσου τών

πλευρών αυτής ήτοι ΟΔ -- Οά,ως κείμενον δέ

καί επί τής διχοτόμου ΟΓ τής γωνίας Γ απέ.

χει εξ ίσου τών πλειιρών τής γωνίας ταύτης.

ήτοι ΟΔ-:ΌΕ. Συνεπώς ΌΟΖ--ΟΔ-Ξ:ΟΕ.

Σχ. 56. ᾿Αλλά αφού είναι ΟΖ --ΟΕ. τό Ο έχει ώς

εκ τούτου τήν ιδιότητα νά απέχη εξ ίσου

τών πλευρών τής γωνίας Α, θά πρέπη λοιπόν νά κείται καί επί τής διχο-

τόμου τής γωνίας ταύτης, ήτοι η διχοτόμος τής Α διέρχεται διά τού Ο.

᾿Εδείχθη ούτω αφ᾽ ενός μέν ότι, αι τρείς διχοτόμοι διέρχονται διά

τού αυτού σημείου Ο καί ότι τούτο απέχει εξ ίσου τών πλευρών τού

τριγώνου ήτοι ΟΔ--ΟΖ--ΟΕ. Τό τελευταίον τούτο τής ισότητος τών

αποστάσεων τού Ο από τών πλευρών μάς οδηγεί εις τήν απλήν παρα-

τήρησιν ότι άν μέ κέντρον τό Ο καί ακτίνα μίαν τών ΟΔ, ΟΖ, ΟΕ γρά-

ψώμεν περιφέρειαν αύτη θά εφάπτεται τών πλευρών τού τριγώνου εις

τά Ζ, Δ, Ε, διότι εκάστη πλευρό θά είναι κάθετος εις τό άκρον εκάστης

τών ακτίνων ΟΔ, ΟΖ, ΟΕ.

Ο κύκλος ούτος καλείται εγγεγραμμένο ς κύκλος τού τριγώνου τό δέ

οημείον Ο κέντρον τού εγγεγραμμένου κύκλου.
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οι, Αίι κάθετοι εις τά μέσο τών πλευρών τριγώνου τέμνονται είς

τό αυτό σημείον, απέχον ισάχις τών κορυφών του.

Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ. 57) καί αι κάθετοι (1) (εις τά μέσα τών

πλευρών του) ΟΔ, ΟΖ, ΟΕ. Θά δείξωμεν ότι αύται τέμνονται εις τό αυτό

σημείον Ο, τό οποίον απέχει ισάκις εκ τών κορυφών ήτοι ΟΑΞΞΟΒ-ΞΟΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Φέρομεν πρώτον τάς καθέτους ΟΔ κοί ΟΕ εις τά

μέσα τών πλευρών ΒΓ καί ΑΓ. Αύται τέμνονται είς τι σημείον Ο, διότι

άν αχθή η ΔΕ τό άθροισμα τών γωνιών ΟΔΕ καί ΟΕΔ είναι μικρότε-

ρον τών δύο ορθών, επειδή εκάστη τών γωνιών τούτων είναι μέρος ορ-

θής γωνίας, Ηδη τό σημείον Ο ως κείμενον επί τής καθέτου ΟΔ ήτις

ήχθη εις τό μέσον Δ τής πλευράς ΒΓ θά πρέπη νά απέχη ίσον εκ τών

άκρων Β καί Γ ήτοι ΟΒ-ΞΟΓ. ᾿Επίσης επειδή τό Ο κείται καί επί τής κά-

θέτου ΟΕ εις τό μέσον Ε τής ΑΓ θά είναι ΟΓΞΞΟΑ ήτοι ΟΑ-ΞΞΟΒ--ΟΓ.

᾿Αλλά αφού ΟΑ--ΟΒ τό σημείον Ο απέχει ίσον τών άκρων Α καί Β τής

πλευράς ΑΒ άρα θά πρέπη νά κείται καί επί τής καθέτου ΟΖ εις τό μέσον

Ζ τής ΑΒ. Δηλαδή εδείχθη ότι αφ᾽ ενός μέν αι κάθετοι διέρχονται διά τού
Α '

Σχ. Θ7. Σχ. 58.

αυτού σημείου Ο, αφ᾽ ετέρου ότι τούτο απέχε: ισάκις τών κορυφών τού

τριγώνου ήτοι ΟΑ--ΟΒΞΞΟΓ.
Τό τελευταίον τούτο τής ισότητος τών ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ μάς δηλοί ότι

άν μέ κέντρον τό Ο καί ακτίνα μίαν τών ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ γραφή περιφέ-

ρεια, αύτη θά διέλθη δι᾽’ όλων τών κορυφών τού τριγώνου, τό δέ τρί-

γώνον θά είναι. εγγεγραμμένον.

Ο κύκλος ούτος καλείται περιγεγραμμένος κύκλος τού τριγώνου,
τό δέ Ο είναι τό κέντρον ουτού.

Τήν περίπτωσιν καθ’ ήν αι µεσοκάδετοι τέμνονται εκτός τού τριγώνου αφήνομεν

ως άσκηοιν.

92.--Αι τρείς διάμεσοι τριγώνου τέμνονται εις τό αυτό σημείον
. 5 -. ΄ 9 3 » ’ -- . . . 2 - ”

καί εις απόστασιν από έλάστης πορυφής ίσην πρός τα --- τής διαμέ-

σου, ή οποίχ διέρχεται δι’ αυτής.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ. 528) καί αι διάµεσοι αυτού ΑΔ, ΒΕ καί

ΓΖ. Θά δείξωμεν ότι αύται διέρχονται διά τού αυτού σημείου Κ, τό
2 ,

οποίον απέχει εξ εκάστης κορυφής τά --- τής διαμέσου, η οποία δι-

έρχεται δι’ αυτής.

(1} Καλούνται συνήδως καί μεσοκάδετοι τού τριγώνου.
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- Σύροµμεν κατ’ αρχάς τάς δύο διαµέσους ΒΕ. καί Γ7,

αι οποίαι προφανώς τέμνονται εις έν σημείον ΚαΚά(εντός τού τριγώνου).

Ευρίσκομεν έπειτα τά μέσα Η καί Θ τών ΒΚ καί ΓΚ αντιστοίχως, καί

-φέρομεν τάς ευθείας ΖΕ καί ΗΘ. Τότε παρατηρούμεν ότι η ΖΕ είναι

παράλληλος τή ΒΓ καί ίση πρός τό ήμιου αυτής (συνδέει τά μέσα τών

δύο πλευρών τού τριγώνου ΑΒΓ 8 139). “Ομοίως η ΘΗ συνδέουσα τά

μέσα τών πλευρών ΚΒ καί ΚΓ τού τριγώνου ΚΒΓ θά είναι καί αυτή

παράλληλος καί ίση πρός τό ήμισυ τής ΒΓ. ᾿Αλλά τότε άν αχθούν αι

ΖΗ καί ΘΕ-τό σχήμα ΖΕΘΗ θά είναι παραλληλόγραμμον ως έχον δύο

απέναντι πλευράς ΖΕ καί ΘΗ ίσας καί παραλλήλους, ότε αι διαγώνιοι

αυτού ΖΘ καί ΕΗ θά πρέπη νά διχοτομούνται εις τό Κ᾿ ήτοι ΖΚΞΞΚΘ,

αλλά Θ μέσον τής ΓΚ (τό ελάβομεν. αρχικώς) ότε ΚΘ--ΘΓ άρα ζκ--κθ--

-- ΘΓ δηλ. τό ΚΓ ισούται μέ τά -α- τής διαμέσου ΖΓ. Ομοίως εύύρί-

σκομεν ότι ΒΗΞΞΚΗΞ-ΞΚΕ. ήτοι ΒΚ-- -- ΒΕ.

Εύρομεν λοιπόν ότι αι δύο διάµεσοι ΒΕ καί ΓΖ τέμνουσιν αλλήλας

εις τό Κ, ώστε τό Κ νά απέχη τών κορυφών Β καί Γ τά τ τού μή-

κους τής διαμέσου, τής αγομένης εκ τής αντιστοίχου κορυφής.

᾿Εάν ήδη εργασθώμεν ομοίως μεταξύ τών διαμέσων ΓΖ καί ΑΔ ευρί-

σκομεν καί πάλιν ότι τό σημείον τομής τών δύο τούτων διαμέσων διαι-

ρεί ταύτας εις δύο μέρη ών τό μεγαλύτερον απέχει εξ εκάστης κορυ-

2
φής τά 5. τού μήκους τής αντιστοίχου διαμέσου. Τούτο σημαίνε: ότι

όλαι αι διάμεσοι διέρχονται διά τού αυτού σημείου Κ απέχοντος εξ

2
εκάστης κορυφής τά 5 τού μήκους τής αντιστοίχου διαμέσου.

Τό σημείον τούτο τής τομής τών διαμέσων τού τριγώνου καλείται κέντρον

τού θόρους διότι ώς αποδεικνύεται είς τήν φυσικήν, άν εξαρτηδήήή τό τρίγωνον

διά τού σημείου τούτου, ισορροπεί οριζοντίως.

Ε 93.-- Τά Όψη παντός τριγώνου τέ-
7-- µνονται εις τό αυτό σημείον.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ. 59) καί

ΑΘ, ΒΙ, ΓΚ τά τρία ύψη αυτού. Θά δεί-
έωμεν ότι ταύτα διέρχονται διά τού αύ'

τού σημείου Η.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ.-- Φέρομεν διά τών κο-
ρυφών Α, Β, Γ παραλλήλους αντιστοίχως

πρός τάς απέναντι πλευράς. Αι παράλλη-

λοι αυταί θά τέµνωνται εις τά Δ, Ε, 2
(διότι τέμνονται καί αι πρός αυτάς παράλ-

ληλοι πλευραί τού τριγώνου). "Ορίζομεν
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ούτω τό περιγεγραμμένον τρίγωνον ΔΕΖ. Παρατηρούμεν τώρα ότι το

τετράπλευρον ΑΖΒΓ είναι παραλληλόγραμμον επειδή έχει τάς απέναντι

πλευράς του παραλλήλους εκ κατασκευής, άρα θά είναι ΖΑ--ΒΓ.

Επίσης όμως καί τό ΑΕΓΒ είναι παραλληλόγραμμον (διά τόν αυτόν

λόγον) ότε ΑΕΞΞΒΓ. Συνεπώς ΖΑ καί ΑΕ ίσα, ως ίσα πρός τό ΒΓ,

δηλαδή τό Α είναι μέσον. 'Ομοίως διά συνδυσσμού τών παραλληλο-

γράμμων ΑΖΒΓ, ΑΒΔΓ, ΑΒΓΕ ευρίσκομεν ότι τά Β καί Γ είναι µέσα

τών ΖΔ καί ΕΔ. ᾿Επειδή τώρα η ΑΘ είναι κάθετος τή ΒΓ (ως ύψος)

θά είναι κάθετος καί επί τήν παράλληλον τής ΒΓ τήν ΖΕ καί μάλιστα

εις τό μέσον αυτής Α. 'Ομοίως παρατηρούμεν ότι η ΒΙ θά είναι κάθε-

τος εις τό μέσον Β τής ΖΔ καί η ΓΚ κάθετος εις τό μέσον Γ τής ΕΔ.

᾿Αλλ’ εδείχθη εις τήν άσκησιν 91 ότι αι κάθετοι εις τά μέσα τών πλευ-

ρών τριγώνου διέρχονται διά τού αυτού σημείου ήτοι αι ΑΘ, ΒΙ, ΓΚ

διέρχονται διά τού αυτού σημείου.᾽Αλλά αυταί είναι συγχρόνως τά.ύψη

τού δοθέντος τριγώνου ΑΒΓ. "Αρα τά ύψη παντός τριγώνου διέρχονται

διά τού αυτού σημείου. ᾿Αφήνομεν ως άσκησιν τήν περίπτωσιν καθ᾽ ήν

τά ύψη θά τέμνωνται εκτός (αμβλυγώνιον).

Η ανωτέρω κομψοτάτη απόδειξις ανήκει εις τόν μέγαν γερμανόν μαδηματικόν

σαυς». -

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

-.-- Τό σημείον τής τομής τών υψών ενός τριγώνου καλείται συνή̓δως οῤόκεν-

τρον τού τριγώνου. Τούτο είς οξυγώνιον τρίγωνον ευρίσκεται εντός τού σχή-'

ματος, εις αμθλυγώνιον εκτός τού σχήμοτος καί είς τό ορθογώνιον τρΎωνον συμπίπτει
μέ τήν κορυφήν τής ορθής γωνίας.

2.-- "Αν συνδέσωµεν τούς πόδας Κ, !, Θ τών υψών ενός τριγώνου τό προκύπτον τρί-

γωνον ΚίΘ καλείται ουνήδως οορδικόν τρίγωνον ή ορδοκεντρικόν.

94.-- Αι διχοτέμοι δύο έξωτερικών γωνιών τριγώνου καί ή διχο-

τόμος τής τρίτης γωνίας αυτού, ή οποία δέν είναι εφεξής μέ καμ-
μίαν εχ τών δύο ώς άνω εξωτερικών γω-
νιών, τέμνονται είς τό αυτό σημείον.

"Εστώ τρίγωνον ΑΒΓ καί ΒΟ΄, ΓΟ’
αι διχοτόμοι δύο εξωτερικών γωνιών αυ-

τού, ως καί ΑΟ΄ η διχοτόµος τής τρίτης

εσωτερικής γωνίας Α. Θά δείξωμεν ότι

πάσαι αυταί διέρχονται διά τού αυτού ση-

μείου Ο΄ (Σχ. 60).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- Είδομεν ότι αι διχο-

τόμοι ΒΟ’ καί ΓΟ’ τέμνονται (άσκ. 88). Τό

σημείον Ο᾿ ως κείμενον επί τής διχοτόμου

ΒΟ΄ θά απέχη εξ ίσου από τάς πλευράς
Βχ καί ΒΓ τής γωνίας «ΒΓ ήτοι Ο΄Ν--

ΞΞ0΄Ρ, ομοίως τό Ο’ ως κείμενον επί τής

Σχ. 60 διχοτόμου ΓΟ’ τής γωνίας ΒΓν θά απέχη
εξ ίσου τών πλευρών αυτής ΒΓ καί
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Γν ήτοι ΟΡ--Ο΄Σ.Συνεπώς τό Ο’ απέχει εξ ίσου από τάς πλευράς Αχ καί

Αν καί ως εκ τούτου θά κείται καί επί τής διχοτόµου ΑΟ’ τής γωνίας Α.

Ήτοι εδείχθη ότι αι διχοτόμοι δύο εξωτερικών γωνιών τριγώνου καί η

διχοτόμος τής τρίτης εσωτερικής διέρχονται διά τού αυτού σημείου.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

4.-- Επειδή τό σημείον Ο’' οπέχει εξ ίσου τών πλευρών Βχ, ΒΓ, Γγ έπεται ότι άν

μέ κέντρον τούτο καί ακτίνα μίαν τών αποστάσεων Ό'Ν, Ο’Ρ, Ο’Σ γραφή περιφέρεια

αύτη δά εφόπτεται αυτών, δηλαδή μιάς πλευράς (τής ΒΓ) καί τών προεκτάσεων τών

δύο άλλων.

2.-- Ο κύκλος ούτος κολείται παρεγγεγραµμμένος κύκλος είς τήν

γωνίαν Α τού τριγώνου, (επειδή περιέχεται μεταξύ τών πλευρών τής γων Α).

5.-- ᾿Επειδή τό αυτό δά συμθήή άν λάθωμεν δύο διχοτόμους δύο άλλων εξωτερικών

γωνιών καί τήν εσωτερικήν διχοτόμον τής τρίτης δά έχωμεν καί δύο άλλους παρογγε-

γραμμένους κύκλους εις τήν γωνίαν Β ο είς, καί εις τήν γωνίαν Γ ο άλλος.

4.-- Παρατηρούμεν ότι η διχοτόµος ΑΟ’ περιέχει καί τό Ο δηλαδή τό κέντρον τού

εγγεγραμμένου κύκλου .Επίσης παρατηρούμεν ότι εκάστη κορυφή τού τριγώνου δά κείται

πάντοτε επ᾽ ευδείας μετά δύο κέντρων παρεγγεγραμμένων κύκλων,

5.-- Επειδή η γωνία ΟΒΟ’ είναι ορδή ως καί η ΟΓΟ’ (διότι σχηματίζονται υπό

διχοτόμων δύο εφεξής παραπληρωματικών γωνιών), έπεται ότι άν μέ κέντρον τό μέσον
τής ΟΟ' καί ακτίνα ίσην πρός τό ήμιου τής ΟΟ' γροφή περιφέρεια, αύτη δά διέρχεται

διά τών δύο πλησιεστέρων κορυφών Β καί Γ. Δηλαδή τό σχήμα ΟΒΟ’Γ είναι τετρά-

πλευρον πάντοτε εγγράψιμον εις κύκλον. ᾽

95,-᾿Εάν δύο πλευραί τριγώνου είναι άνισοι, εις τήν μικροτέραν
εξ αυτών αντιστοιχεί η μεγαλυτέρο: διάµεσος.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εις τό οποίον υποθέτομεν ΑΓΣΑΒ (Σχ. 61}.

"Έστωσαν δέ καί αι διάµεσοι αυτού ΒΕ, ΓΖ, αι οποίαι αντιστοιχούν εις

τάς πλευράς ταύτας. Θά δείξωμεν ότι ΓΖ »ΒΕ δηλαδή ότι εις τήν μικρο-
«

τέραν πλευράν αντιστοιχεί η μεγαλυτέρα διάμεσος.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Βοηθούμεθα πρός τούτο σύροντες κοί τήν τρίτην διά-
μεσον ΑΔ ήτις ως γνωστόν θά διέλθη διά τού σημείου τομής Ο τών

δύο πρώτων. ᾿Εξετάζομεν τά τρίγωνα ΑΒΔ

καί ΑΓΔ. Ταύτα έχουν τήν ΑΔ κοινήν,τήν

ΒΔ--ΔΓ καί τάς τρίτας πλευράς τών ΑΓ

καί ΑΒ ανίσους εξ υποθέσεως, ότε επειδή

ΑΓΣΑΒ θά είναι καί γων ΑΔΓ»γωνΑΔΒ.

᾿Αλλά τώρα εξετάζοντες τά τρίγωνα ΟΒΔ
καί ΟΓΔ ευρίσκομεν ότι έχουν τήν ΟΔ
κοινήν, ΒΔ--ΔΓ καί γωνΟΔΓ᾽»γωνΟΔΒ

Σχ. 61 (ως εδείχθη ευθύς ανωτέρω), ότε θά πρέπη
νά είναι ΟΓΣΟΒ. ᾿Αλλά ΟΓ καί ΟΒ είνε

τμήματα τών δύο διαμέσων ΓΖ καί ΒΕ τού τριγώνου ΑΒΓ καί μάλιστα
2

ίσα πρός τά κ τού μήκους τών διαμέσων.

Επειδή λοιπόν ευρέθη ότι ΟΓ » ΟΒ θάείνσι καί ΓΖ Σ ΒΕ διότι τά

ΓΖ καί ΒΕ προκύπτουν εκ τών ΟΓ καί ΟΒ μέ πολλαπλαοιασμόν επί Τ᾽
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-96»- Τά ύψη ενός τριγώνου είναι διχοτόμοι τών γωνιών τού

τριγώνου τού έχοντος κορυφάς τούς πόδας τών υψών τού δοθέντος.

"Έστω τριγ ΑΒΓ καί Δ, Ε, 2 οι πόδες τών υψών του ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ.

Σχηματίζομεν τό τρίγωνον ΔΕΖ (δηλαδή τό ορθικόν). Θά δείξωμεν

ότι τά ύψη διχοτομούν τάς γωνίας τού ορθικού. Π.χ. τό ύψος ΑΔ διχο-

τομεί τήν γωνίαν ΖΔΕ. (2χ. 62).

ΑΠΟΔΕΡΙΞΙΙΣ.-- Διά νά δείξωμεν τήν ισότητα τών γωνιών ΖΔΗ

καί ΗΔΕ προσπαθούμεν νά μεταφέρωμεν ταύτας εις άλλας γωνίας πρός

τάς οποίας αύται νά είναι ίσαι; Πρός τούτο

παρατηρούμεν ότι τό τετράπλευρον ΗΖΒΔ έχει

δύο απέναντι γωνίας ορθάς τήν ΗΔΒ καί ΗΖΒ

(λόγω τών υψών) ᾿Αλλά τότε δυνάμεθα νά γρά-

Ψωμεν περιφέρειαν μέ διάμετρον τήν ΠΒ ότε η

περιφέρεια αύτη θά διέλθη καί διά τών σημείων

Ζ καί Δ. (6 152 πορίσματα). “Ωστε τό ΗΖΒΔ είναι

εγγράψιμον εις κύκλον αι δέ γωνίαι ΖΒΗ καί ΖΔΗ

θα είναι ίσαι επειδή θά αντιστοιχούν εις τό αυ-

τό τόξον ΖΗ τού κύκλου τούτου. Διά τόν αυτόν Σχ: 62.
λόγον η μέ διάμετρον τήν ΗΓ γραφομένη περιφέρεια θά διέλθη διά τών

κορυφών Δ καί Ε, τό δέ τετράπλευρον ΗΔΓΈ είναι συνεπώς εγγράψι-

μον, ότε η γων ΠΔΕ. θά ισούται μέ τήν γων ΗΓΕ, διότι θά βαίνουν εις

εις τό αυτό τόξον ΗΕ. “Ωστε αι περί τό Δ υπό εξέτασιν γωνίαι µετε-

φέρθησαν εις άλλας θέσεις. "Αν δέ εις τάς θέσεις ταύτας είναι ίσαι,

τότε θά είναι η ΑΔ διχοτόµος τής γωνίας ΖΔΕ. ᾿Αλλά είναι εις τάς

νέας των θέσεις αι γωνίαι ΖΒΗ καί ΖΓΕ ίσαι επειδή είναι οξείαι καί

έχουν τάς πλευράς των: καθέτους εκ κατασκευής. "Αρα καί αι πρός

αυτάς ίσαι γωνίαι ΖΔΗ καί ΗΔΕ θά είναι ίσαι καί άρα τό ύψος ΑΔ

διχοτομεί τήν γωνίαν ΖΔΕ τού ορθικού., ᾿Ομοίως δεικνύομεν. ότι καί τά

δύο άλλα ύψη έχουν τήν αυτήν ιδιότητα ήτοι τό ΒΕ διχοτομεί τήν γω-

νίαν ΔΕΖ καί τό ΓΖ τήν γωνίαν ΕΖΔ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1.-- ᾿Εξετάζοντες τήν περίπτωσιν τού ορδογωνίου τριγώνου παρατηρούμεν ότι τό

ορθικόν αυτού εκφυλίζεται εις ευδείαν γραμμήν καί συνεπώς η πρότοοις δέν αληδεύε

εκτός όν δεχ̓ώμεν ότι αι γωνίαι ενός τοιούτου ορδικού τριγώνου είναι μηδενικοί.

2.-- Είς τήν περίπτωσιν τού αμθλυγωνίου τριγώνου τό ορδικόν έχει µέρος καί

εκτός τού σχήματος, επειδή τό ορδόκεντρον είναι εκτός τού σχήματος. Η πρότασις

τότε αποδεικνυομένη μάς δίδει ότι έν τών υψών (τό εκ τής κορυφής τής αμθλείας

γωνίας) διχοτομεί μίαν εσωτερικήν γωνίαν τού. ορδικού, τά δέ δύο άλλα ύψη διχοτο-

μούν εξωτερικάς γωνίας τού ορδικού.

5.-- Εδείχδη ότι τά τετράπλευρα ΖΒΔΗ, ΗΔΓΕ είναι εγγράψιμα εις κύκλον, ᾿Αλλά

ευκόλως δεικνύεται ότι καί τό τετράπλευρον ΑΖΗΕ είναι εγγράψιμον μέ διάμετρον τήν

ΑΗ. Ομοίως καί τώ ΒΖΕΓ μέ διάμετρον τήν ΒΓ, τό ΑΖΔΓ μέ διάμετρον τήν ΑΓ καί τό

ΑΕΔΒ μέ διάμετρον τήν ΑΒ. Έκ τούτων ουνάγομεν τό εξής οπουδαίον συμπέρασμα διά

τό τρίγωνον.

εΟιονδήποτε τών τετραπλεύρων τών σχηματιζομένων τή βοἠεία τών υψών τριγώ-

νου είναι εγγράψιιιον είς κύκλον.

5
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9].--Τό παραλληλόγραμμον όπερ σχηματίξεται ύταν ενούμεν δι᾽ εὐειών

τά μέσα τετραπλεύρου είναι τό ήμισυ τού τετραπλεύρου τούτου.

"Εστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ, καί Ε, Ζ, Η, Θ τά μέσα τών πλευ-

ρών του. Θά δείξωμεν ότι τό τετράπλευρον ΕΖΗΘ είναι τό ήμισυ τού

τετραπλεύρου ΑΒΓΔ (Σχ. 63).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Ενθυμούμεθα ότι (άσκ.

74) τό τετράπλευρον ΕΖΗΘ είναι παραλλη-

λόγραμμον, αι δέ πλευραί αυτού είναι κατ᾽

απέναντι ζεύγη παράλληλοι πρός τάς διαγω-

νίους τού τετραπλεύρου. Ωστεηή Ε6Θείναι πα-

ράλληλος τή ΒΔ, αγομένη δέ εκ τού μέσου Θ

τής πλευράς ΑΔ τού τριγώνου ΑΔΛ θά διέρ-

χεται καί διά τού μέσου τής πλευράς ΑΛ, δη-

λαδή τό | μέσον τής ΑΛ. Ομοίως επειδή
ΘΚΙ ΑΛ θά είναι Κμ μέσον τής ΛΔ. "Αρα άν

Γ σύρωμεν βοηθητικώς τήν Ι παρατηρούμεν

Σχ. 658. ότι τό τρίγωνον 1ΘΚ έχει κορυφάς τά μέσα

τών πλευρών τού τριγώνου ΑΛΔ, ότε (κατά

τήν άσκ. 13) τούτο θά είναι τό '/, τού τριγώνου ΑΛΔ. ᾿Αλλά τότε’ επειδή

τό τρίγωνον [ΛΚ είναι ίσον μέ τό [ΘΚ, τό παραλληλόγραμμον ΙΛΚΘ

θά είναι τό !/, τού τριγώνου ΑΔΛ. "Ομοίως δεικνύομεν ότι τό παραλ-

ληλόγραμμον ΙΕΜΛ είναι τό 3/, τού τριγώνου ΑΒΛ, τό ΜΖΝΛ τό !/,

τού τριγώνου ΒΛΓ καί τό ΝΗΚΛ τό !/., τού τριγ. ΓΛΔ. "Αρα τό παραλ.

ληλόγραμμον ΕΖΗΘ είναι τό ήμιου τού όλου τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.

98. 'Εάν δύο περιφέρειαι εφάπτωνται εξωτερικώς εις τό σημείον
Α ναί αχ̓ή κοινή εξωτερική εφαπτομένη είς τά Β χαί Γ αντιστοί.

χως, νά αποδειχθή ότι η γωνία ΒΑΓ είναι οῤή.

"Έστωσαν αι περιφέρειαι Κ, Λ (Σχ. 64) εφαπτόμεναι αλλήλων εκτός

εις τό Α. "Έστω ακόμη η κοινή εξωτερική εφαπτομένη ΒΓ. Θά δείξω:

μεν ότι άν αχθούν αι ΒΑ καί ΓΑ .η σχηματιζομένη γωνία ΒΑΓ --] ορθ.

ΑΑΠΟΔΕΙΞΙΙ..-- Βοηθούμεθα διά τής κοινής εσωτερικής εφαπτομέ
νης ΑΔ, Παρατηρούμεν ότι ΔΑ-- β

-- ΔΒ, διότι είναι εφαπτόμεναι εκ Δ Γ
σημείου εκτός πρός τήν περιφέρειαν

Κ, ομοίως είναι ΔΑ -- ΔΓ διά τόν '
αυτόν λόγον καί πρός τήν περιφέ-

ρειαν Λ. Συνεπώς έχομεν ότι ΔΒ--

ΞΑΓ--ΔΑ. Δηλαδή τό Δ μέσον τής
ΒΓ καί η ΑΔ διάµεσος τού τριγώ-

νου ΑΒΓ. ᾿Αλλά γνωρίζομεν (8 133)

τότε ότι τό τρίγωνον ΒΑΓ θά πρέ- Σχ. 64.
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πη νά είναι ορθογώνιον εις τήν γωνίαν Α, επειδή η εξ αυτής αγομένη

νη διάµεσος ισούται μέ τό ήμισυ τής πλευράς εις ήν αντιστοιχεί.

ΠΑΡΑΙΗΡΗΉΣ
“Εζκόλως φαίνεται ότι η μέ διάμετρον τήν ΘΓ γραφομένη περιφέρεια διέρχεται διά

τού Α.

99.-- ᾿Εάν η διχοτόιιος εξωτεριχής γωνίας τοιγώνου είναι παράλληλος

πρός τήν τρίτην πλευράν, τό τρίγωνον είναι ισοσκελές καί αντιστρόφως.

1) Ευθ̓ύ. "Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ. 65) εις

τό οποίον η διχοτόμος ΑΔ τής εξωτερικής γω-΄

νίας ΕΑΓ είναι παράλληλος τή ΒΓ. Θά δείξω-

μεν ότι τούτο είναι ισοσκελές.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Αρκεί νά δείξωμεν ότι η

γωνβΒ--γωνΓ.

᾿Αλλά γών Β--γων ΕΑΔ ως εντός εκτός καί

επί τά αυτά μέρη τών παραλλήλων ΑΔ καί

ΒΓ μέ τέμνουσαν τήν ΕΑΒ. “Ομοίως γων Γ --

Ξ-γωών ΔΑΓ ως εντός εναλλάξ τών αυτών πα-

ραλλήλων μέ τέμνουσαν τήν ΑΓ.

᾿Αλλά επειδή ΑΔ διχοτόμος τής γωνΕΑΓ θά

είναι γωνΕΑΔ--γωνΔΑΓ, ότε καί τά πρώτα

μέλη τών ανωτέρω ισοτήτων θά είναι ίσα ήτοι γωνΒ--γωνΓ καί τό τρί-

γώνον θά είναι ισοσκελές.

- 2) ᾿Αντίστροφον. «Εις ισοσκελές τρίγωνον η-.διχοτόμµος τής εξωτερι-

κής γωνία: τής κορυφής είναι παράλληλος τή βάσειν.

β Γ
Σχ. Θ6.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--᾿Αρκεί νά δειχθή ότι γων Γ--γων ΔΑΓ. Πράγματι

έχομεν γωνΒ--γωνΓ ως παρά τήν βάσιν τού ισοσκελούς ΑΒΓ, αλλά καί

γών ΕΑΔ-ΞγώνΔΑΓ λόγω τής διχοτόμου. ᾿Αλλά η εξωτερική γωνΕΑΓ

ισούται μέ τό άθροισμα τών γωνιών Β καί [ΓΓ (δ 120) ήτοι εξωτερική

ΥΩνΕΑΓ--γωνΒ--γωνΓ ή 2 γωνΔΑΓ-Ξ-2γων[ (δυνάμει τών άνω ισοτή-

των) ήτοι γωνΔΑΓ--γωνΓ ότε αι ΑΔ καί ΒΓ παράλληλοι. .

100.-- Πάν είς κύκλον εγγεγραμμένον παραλληλόγραμμον είναι

ορθογώνιον καί πάν εις κύκλον περιγεγραμμένον είναι ρόμβος.

1) Έστω κύκλος Ο καί τό εγγεγραμμένον εις αυτόν παραλληλό-

Ύραμμον ΖΘΗΙ (Σχ. 66). Θά δείξωμεν ότι τούτο είναι ορθογώνιον. ᾿

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ,-- ᾿Αρκεί νά δείξωμεν ότι έχει τάς γωνίας του ορ-
θάς. Πράγματι τό ζεύγος τών γωνιών ΗΙΖ καί ΗΘΖ είναι ζεύγος παρα-

πληρωματικών γωνιών επειδή τό τετράπλευρον ΖΘΗΙ είναι εγγεγραμ-

«μένον εις κύκλον (8 151). ᾿Αλλά αιί γωνίαι αυταί είναι καί ίσαι επειδή

τό σχήμά μας είναι εξ υποθέσεως παραλληλόγραμμον.



Α Δηλαδή εκάστη τών γωνιών ΗΙΖ, ΖΘΗ είναι

ορθή. 'Ομοίως σκεπτόµενοι ευρίσκομεν ότι καί

) εκάστη τών άλλων γωνιών ΙΖζΘ καί ΙΠΘ είναι

ορθή καί συνεπώς τό ΖΘΗΪ είναι ορθογώνιον.

̓ 2) Έστω ήδη τό περιγεγραμμένον παραλ-

ληλόγραμμον ΑΒΓΔ. Θά δείξωμεν ότι τούτο

μ είναι ρόμβος.

ς΄ ήί Λ ΑΠΟΔΕΙΕΙΣ.-- ᾿Αρκεί νά δείξωµεν ότι έχει

6 ορ δύο διαδοχικάς πλευράς ίσας.

Ζ κ θ Γνωρίζομεν ότι Αιξ- ΑΗ ως εφαπτόμεναι

εκ σημείου εκτός πρός περιφέρειαν. ᾿Αλλά διά

τόν αυτόν λόγον θά είναι καί ΒΙ --ΒΖ, ΔΘ -- ΔΗ,

ΓΘ--ΓΖ. ᾿Αθροίζοντες όλας τάς άνω ισότητας

κατά μέλη λαμβάνομεν.

Αι {-ΒΙ -ΔΘ-ΓΘ-ΞΑΗ--ΒΖ--ΔΗ-ΓΖ

ή ΑΒ:-ΓΔΞΕΞΛΔ--ΒΓ (1)

.. αλλά λόγω τής υποθέσεώς |ιας ότι τό ΑΒΓΔ

Σχ. 66. είναι παραλληλόγραμμον έχομεν ΑΒ --ΓΔ, καί

ΑΔ --ΒΓ ότε η ισότης (1) γίνεται

2ΑΒ--2ΑΔ ή ΑΒ-- ΑΔ,

Δηλαδή τό παραλληλογράμμον ΑΒΓΔ έχει δύο διαδοχικάς πλευράς

ίσας, άρα είναι ρόµβος, καθ’ ότι θά έχη πάσας ίσας.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ :

α.-- Δυνατόν τό εγγεγραμμένον ορδογώνιον νά είναι καί, τετράγωνον, ως καί ο
περιγεγραμμένος ρόμθος δυνατόν νά είναι τετράγωνον.

2.-- Εδείχδη είς τό δεύτερον μέρος τού ανωτέρω δεωρήματος η οχέσις (1) ήτις
είναι λίαν χρήσιμος κα]ί διατυπώνει τήν εξής πρότασιν : «Τό άδροισμα τών δύο απέ-
νΩντι πλευρών τετραπλεύρου περιγεγραμμένου περί κύκλον Ισούται μέ τό άδροισμα τών

δύο άλλων».

Διά αυτήν δά ομιλήσωμεν καί πόλιν κατωτέρω.

101.--᾿Εάν εις δύο περιφερείας υπάρχουν δύο εγγεγραμμένα τρί-
γωνα ίσα πρός άλληλα, αί δύο περιφέρειαι είναι ίσαι.

"Έστωσαν δύο περιφέρειαι Ο καί Ο΄ εις. τάς οποίας είναι εγγεγραμ-

μένα αντιστοίχως τά δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί Α΄Β’Γ’ (Σχ. 67). Θά δείξω-

μεν ότι αύται είναι ίσαι.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--᾽᾿Αρκεί νά δείξωμεν ότι έχουν ίσας: ακτίνας. Πρός

τούτο φέρομεν τάς καθέτους ΟΔ /

καί Ο΄ Δ’ πρός τάς πλευράς ΒΓ καί Α κ
Β΄Γ’. Αύται αντιστοιχούν εις τά µέσα
τούτων Δ καί Δ΄. Σύρομεν τάς ακτί-

νας ΟΒ καί Ο΄Β’ καί συγκρίνομεν 9
τά σχηματιζόμενα ορθογώνια τρί- Κ΄] ΚΩ ᾿

β Δ ΓΕΝντγωνα ΟΒΔ, Ο΄’Β’Δ’. Ταύτα έχουν

ΒΔΞΒ΄Δ΄ ως ημίση τών ίσων εξ

υποθέσεως πλευρών ΒΓ καί ΒΓ’. Σχ.. 67.
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Επίσης έχουν γωνΒΟΔ -- γων Β΄0΄Δ’ διότι είναι ημίση τών ίσων επι-

κέντρων γωνιών ΒΟΓ καί Β'Ο’Γ΄. Είναι δέ αι επίκεντροι ΒΟΓ καί Β΄ΟΓ΄

ίσαι, διότι είναι διπλάσιαι τών εξ υποθέσεως ίσων εγγεγραμμένων γω-

νιών Α καί Α΄’. "Αρα τά τρίγωνα ταύτα είναι ίσα, ότε καί ΟΒ--Ο΄Β΄.

Δηλαδή οι κύκλοι έχοντες τάς ακτίνας αυτών ίσας είναι ίσοι.

102.--’Εάν τετραπλεύρου τό άθροισμοι τών απέναντι γωνιών είναι

δύο οῤαί, τό τετράπλευρον τούτο δύναται νά εγγραφή είς κύκλον.

"Έστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ τού οποίου ξύο απέναντι γωνίαι αι

Α καί Γ έστω ότι είναι. παραπληρωματικαί (Σχ. 68). Θά δείξωμεν ότι

διά τών τεσσάρων κορυφών τού τετραπλεύρου διέρχεται περιφέρεια κύ-

κλου ή εν άλλοις λόγοις τό τετράπλευρον είναι εγγράψιμον εις κύκλον.

ΑΠΌΔΕΙΞΙΣ.-- Θά δείξωμεν τούτο Α β
δια τής εις άτοπον απαγωγής. Γνωρίζομεν

ότι διά τριών σημείων μή κειμένων επ' ευ-

θείας διέρχετσι περιφέρεια κύκλου. (Τούτο

γίνεται ευκόλως διότι τά τρία σημεία ορί-

ζουν τρίγωνον, ότε εργαζόμεθα ως εις τήν

άσκησιν 91). Θεωρούμεν πρός τούτο ότι όν.Φλη Γ᾽

εγράφη η περιφέρεια Ο η διερχομένη διά

τών τριών σημείων Α, Β, Δ, καί έστω ότι

αύτη δέν διέρχεται διά τής κορυφής Γ. Σχ. 68.

Είναι φανερόν τότε ότι η περιφέρεια θά

τμήση τήν πλευράν ΑΙ εις σημείόν τι Γ΄, τό οποίον θά κείται μεταξύ Δ

καί Γ ή επί τής προεκτάσεως τής ΔΙ άν τό [ κείται εντός τής περιφερείας,

ως δεικνύει τό σχήμα, εις τήν θέσιν Γ,. Σύρομεν τότε τήν ΒΓ΄ η οποία τοι-

ουτοτρόπως συμπληρώνει τό τετράπλευρον ΑΒΓ΄Δ τό οποίον ως εγγεγραμ-

μένον εις τόν κύκλον Ο θά έχη τάς απέναντι γωνίας παραπληρωματικάς

(5 151) ήτοι γώνΑ η- γών ΒΓ’΄Δ--2 ορθ. ᾿Αλλά εδόθη εξ υποθέσεως ότι

γών Α η-γωνΓ--2ορθ. Συγκρίνοντες τάς δύο ταύτας ισότητας λαμ-

βάνομεν ευκόλως γωνΒΓ΄Δ--γωνΓ. ᾿Αλλά τούτο είναι άτοπον διότι η

γωνβΓ΄Δ ως εξωτερική τού τριγώνου ΒΓ΄Γ είναι μεγαλυτέρα τής γωνΓ.

Εις τό άτοπον κατελήξαμεν δεχθέντες ότι η περιφέρεια δέν διερχεται

διά τού Γ ή Γι, άρα δέον νά δεχθώμεν ότι η περιφέρεια διέρχεται διά

τών Γ ή Γ, καί συνεπώς ότι τό τετράπλευρον είναι εγγράψιμον εις κύκλον.

ΧΗΜΕΙΩΣΙΣ--Τής προτόσεως ταύτης δά δώσωμεν συμπληρωματικά τινα περοιτέρω..

103.--᾿Εάν εκ σημείου τινός άγωνται εις περιφέρειαν τρείς ευθείαι ίσαι

τό σημείον τούτο είναι κέντρον τής περιφερείας.

Εστω περιφέρεια Ο καί ότι εκ τού σημείου Ο άγονται τρείς ευ-
θείαι αι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ ίσαι (Σχ. 69). Θά δείξωμεν ότι τό σημείον τούτο

είναι κέντρον τής περιφερείας.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή ΟΑ--ΟΒ--ΟΓ τά σχηματιζόμενα τρίγωνα

ΟΑΒ, ΟΑΓ, ΟΒΓ είναι ισοσκελή, αι δέ πλευραί ουτών ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ
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είναι χορδαί τού κύκλου. Γνωρίζομεν όμως ότι άν εις τά μέσα τών βά-

σεών τών αχθούν αι κάθετοι ΖΟ, ΔΟ, ΕΟ αντιστοίχως, αυταί οφείλουν

νά διέλθουν διά τών κορυφών τών τριγώνων ήτοι διά τού Ο. ᾿Επειδή

όμως αι βάσεις είναι καί χορδαί, αι κάθετοι αυ-

ταί (6 148) οφείλουν νά διέλθουν καί διά τού κέν-

τρου. ᾿Αλλά διά. νά συμφωνήσουν αμφότερα τά

ανωτέρω δέον νά δεχθώμεν ότι τό Ο είναι τό κέν-

τρον τής περιφερείας, τό οποίον δηλαδή συμπίπτει

μέ τήν κοινήν κορυφήν τών τρυγώνων.

λ

ς

αν,
Σχ. 69.

104.--- "Εκ τών δύο διαγωνίων παντός παραλλη-
ς

λογράμμου, µεγαλυτέρα είναι ή συνδέουσα τάς κορυφάς

τών μικροτέρων γωνιών αυτού. |

Έστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ (Σχ. 70) καί αι διαγώνιοι αυ-

τού ΒΔ καί ΑΓ. Θά δείξωμεν ότι η διαγώνιος ΒΔ η συνδέουσα τάς

κορυφάς τών μικροτέρων γωνιών είναι η μεγαλυτέρα ήτοι ότι ΒΔ ΑΓ.

Α

-

ω»

Σχ. 7ο.

6 ΑΠΟΔΡΙΞΙΣ.- Πρός τούτο συγκρί.
νομεν τά τρίγωνα ΒΓΔ καί ΑΔΓ. Ταύτα

έχουν τήν ΔΓ κοινήν, τήν ΑΛΔ--ΒΓ (ως απέ-
ναντι πλευράς) καί τήν γων ΒΓΔ» γωνΑΔΓ

εξ υποθέσεως. "Αρα τότε θά πρέπη καί

ΒΔΣΑΓ (κείμεναι απέναντι ανίσων γω-

νιών εις τρίγωνα έχοντα δύο πλευράς

ανά μίαν ίσας καί τάς περιεχομένας

γωνίας ανίσους).

105.---[1άσα πλευρά τού τριγώνου είναι μεγαλυτέρα τής εὐείας, ή οποία

συνδέει τούς πόδας τών κἀέτων, αι οποία άγονται έ: τινος σημείου αυτής

έπι τάς άλλας πλευράς τού τριγώνου.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Δ σημείόν τι τής πλευράς ΒΓ (Σχ. 71].

Φέρομεν εκ τού Δ τάς καθέτους ΔΕ καί ΔΖ επί τάς άλλας πλευράς καί

συνδέοµεν τούς πόδας τούτων διά τής ΕΖ. Θά δείξωμεν ότι ΒΓ »ΕΖ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Παρατηρούμεν ότι ΒΔΕΔ διότι η ΒΔ είναι υπο-
τείνουσα εις τό ορθογώνιον τρίγωνον ΒΕΔ, ομοίως ΔΓΔΖ διότι είναι

υποτείνουσα τού ορθογωνίου τριγώνου ΔΖΓ. Α
Προσθέτοντες τάς ανισότητας ταύτας κατά μέλη

λαμβάνομεν ΒΔ-ΔΓ»ΔΕ!-ΔΖ-ή ΒΓ»ΔΕ!-ΔΖ. --
᾿Αλλά ΔΕΊ-ΔΖ»ΕΖ διότι είναι σχέσις τεθλα- Ε
σμένης μέ ευθείαν ήτις έχει τά αυτά πέρατα. ̓ δ (
᾿᾽Αφού λοιπόν ΒΓ »ΔΕΊ-ΔΖ είναι δέλΕ!-ΔΖ»ΕΖ

θά είναι κατά μείζονα λόγον ΒΓ ΕΖ, Σχ. 71.

“Ομοίως εργαζόμεδα όταν η μία
πλευράς,

τών κἀέτων συναντά τήν προέκτασιν τής μιάς
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106.- Τό άθροισμα τών τριών ευθειών, τών αγομένων έέκ τινος

σημείου εντός τριγώνου μέχρι τών κορυφών αυτού, είναι μικρότε-

ρον τής περιμέτρου καί μεγαλύτερον τού ημίσεος αυτής

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ. 72) καί σημείον Ο εντός αυτού. Φέρομεν

τάς ευθείας ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ πρός τάς κορυφάς αυτού.

Θά δείξωμέν ότι :

1) ΟΑ-ΙΓ-ΟΒ-ΟΓ«ΑΒ--ΒΓΗ-ΓΑ καί ότι

»)9Α3.084ΟΓ2ΛΘ5:47.
ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ. --1) Αι τεθλασμµέναι γραμμαί

ΒΑΓ κοί ΒΟΓ έχουν τά αυτά άκρα ότε

ΟΒ-ΙΓΟΓ«ΑΒ-Ι-ΑΓ ρ

"Ομοίως ΟΒ--ΟΑ« «ΑΓ-Ι-ΓΒ

ΟΑ--ΟΓ«ΑΒ-ΒΓ

αθροίζοντες κατά μέλη λαμβάνομεν

2.0 Α-2.ΟΒ!-2.ΟΓΞ«2.ΑΒ--2.ΒΓΗ-2.ΓΑ
ή απλοποιούντες διά 2 λαμβάνομεν

ΟΑ--ΟΒ--ΟΓ«ΑΒ-ΒΡΓ. ΓΓΑ

2) Η ΒΟΓ είναι τεθλασμένη καί εξεταζομένη

μέ τήν ευθείαν ΒΓ δίδει
ΟΒ--ΟΓ ΒΓ

ομοίως δέ ΟΑ-Ι-ΟΒ ΣΑΒ

ΟΑΗΟΓΣΑΓ
ή αθροίζοντες κατά μέλη λαμβάνομεν

200 Α--2.ΟΒΗ-2.ΟΓΣΑΒΗΞΒΓΗΕΓΑ

ή ολο...

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ

Αν τό σηµείον Ο ληφδή εκτός τού τριγώνου ΑΒΓ ως είς τό σχήμα 726 δά έχω-

Γ
μεν μόνον οα--Οβ-ΟΓ»΄5ΕΡΕΓΑ. ως ευκόλως δεικνύεται.

ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΙ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Α’.

ΙΕάν δύο διχοτόμοι τριγώνου είναι ίσαι, τό τρίγωνον είναι
ισοσκελές.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ τού οποίου αι δύο διχοτόμοι ΒΕ καί ΓΔ είναι

ίσαι (Σχ. 73). Θά δείξωμεν ότι τούτο είναι ισοσκελές, ήτοι γωνΒ--γωνΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- (Μέ τήν μέθοδον τής εις άτοπον απαγωγής). Ας
υποθέσωμεν ότι γωνΒ᾽»γωνΓ, αλλά τότε καί τά ημίση αυτών θά είναι
άνισα ήτοι γωνΕΒΓ»γωνΔΓΒ. ᾿Αλλά τότε τό τρίγωνα ΕΒΓ καί ΔΒΓ
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έχουν δύο πλευράς ανά μίαν ίσας καί τήν περιεχομένην γωνίαν άνισον

(δηλ.ΒΓκοινήν,ΒΕ--ΔΓ εξ υποθέσεως καί γωνΕΒΓ᾽»γωνΔΓΒ).ότε θά έχουν̓

καί τάς τρίτας πλευράς ανίσους ήτοι (α) ΕΓΔΒ.

Τούτου τεθέντος φέρομεν εκ τού Δ τήν ΔΖ παράλλη-

λον τή ΒΕ καί τήν ΕΖ παράλληλον τή ΒΔ καί σχη-

ματίζομεν τό παραλληλόγραμμον .ΒΕΖΔ, εις τό

οποίον θά είναι ΕΒ--ΔΖ καί γωνΔβε--γωνδζΕε.

᾿Αλλά τό τρίγωνον ΔΖΓ είναι ισοσκελές, διότι

ΔΖ--ΔΓ-ΞΒΕ, ότε γών ΔΖΓ--γων'ΔΓΖ (1). ᾿Αλλά

επειδή είναι γωνΔΖΕ»γωνΔΓΕ διά νά υπάρχη η

ισότης (1} θά πρέπη γωνΕΖΓ«γωνΕΓΖ, ότε εκ τού

τριγώνου ΕΖΓ έπεται ότι θά είναι ΕΖ»ΕΓ ή

ΔΒΕΓ. ᾿Αλλά τό τελευταίον τούτο αντιβαίνει εις

τήν ανισότητα (α). Εις τά ασυμβίβαστα ταύτα συμ-

περάσματα εφθάσαμεν δεχθέντες τό άνισον τών

γωνιών Β καί Γ. Ομοίως φθάνομεν άν δεχθώμεν

γωώνΓ᾽»γωνΒ. "Αρα δέον νά είναι γωνβξγωνΓ.

Ή απόδειξις αύτη ανήκει εις τόν μηχανικόν ΌΕδζυίΕ (Γάλλον), δημοσιευδείσα εις

τό 1. Μ. Ε. 1880 σελ. 538). Υπάρχουν σήμερον παρά πολλαί αποδείξεις τής αυτής προ-

τάσεως, μιά τών οποίων λίαν ενδιαφέρουσα (καί ουχί διά τής εις άτοπον απογωγής)

είναι η τού ΤΗΕΒΑυΙΤ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Β’.

Η διχοτόμος γωνίας τριγώνου είναι καί διχοτόμος τής γωνίας

τήν οποίαν σχηματίζουν τό ύψος χαί ή διάμετρος τού περιγεγραμ-:

μένου κύκλου, τά οποία άγονται έχ τής αυτής κορυφής.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμένον εις κύκλον (Σχ. 74). Φέρομεν

τήν διχοτόμον ΑΖΜ ήτις αντιστοιχεί εις τό μέσον Μ τού τόξου ΒΜΓ,

τό ύψος ΑΔ καί τήν διάμετρον ΑΚΣ. Θά δείξωμεν ότι γων ΔΑΖ --

--γωών ΜΑΣ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. --᾽Εδείξαμεν (εις τήν 99
συμπλ.. άσχησιν) ότι η διχοτόμος ευρίσκεται

πρός τό μέρος τής μεγαλυτέρας πλευ-

ράς εν σχέσει πρός τό ύψος. ᾿Έχει ό-

µως θέσιν πρός τό μέρος τής μικροτέ-

ρας πλευράς εν σχέσει πρός τήν διά-

μετρον ΑΣ. Πράγματι επειδή τό τόξον

ΑΒ είναι μεγαλύτερον τού τόξου ΑΓ,

τό δέ τόξον ΒΜ είναι ίσον πρός τό
τόξον ΜΓ, η διάμετρος ΑΚΣ, ορίζουσα

εκατέρωθεν αυτής ίσα τόξα (ημιπεριφε-

ρείας), θά τμήση τό τόξον ΒΓ μεταξύ
Β καί Μ. Δηλαδή η διχοτόµος κείται µε-
ταξύ ύψους καί διαμέτρου. Σύρομεν τώρα
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τήν ΒΣ καί συγκρίνομεν τάς γωνίας τών τριγώωνωνΑΔΓ καί ΑΒΣ. Ταύτα

έχουν τήν γων Δ -- 1 ορ--γων ΑΒΣ (ως εγγεγρ. εις ημικύκλιον). ᾿Επίσης

γών Γ Ξ--γων Σ (επειδή βαίνουν επί τού αυτού τόξου ΑΒ). "Αρα θά

έχουν καί τάς τρίτας γωνίας αυτών ίσας ήτοι γων ΒΑΣ --γων ΔΑΓ.

᾿Αλλά γών ΜΑΒ --γωνΜΑΓ (λόγω τής διχοτόμου) ότε γών ΜΑΔ --

--γγων ΜΑΣ.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

4.-- Τό μέγεδος εκάστης τήν γωνιών τούτων ΜΑΑ καί ΑΣ είναι ίσον πρός τήν

ημιδιαφοράν τών παρά τήν θάσιν γωνιών τών τριγώνων ήτοι ΎΤ (άσκ. 26 συμπλ). Ότε η

γωνία ΣΑΔ --γων Γ--γωνΒ.

2.-- αι ευθείαι ΑΣ καί ΑΔ καλούνται συνήδως Ισογώνιοι ευδείαι.

α.-- Ευκόλως αποδεικνύεται ότι καί η εξωτερική διχοτόµος τής γων Α σχηματίζει

Ίσας γωνίας μέ τό ύψος καί τήν διάμετρον.

4.--Τό δεώρημα τούτο καλείται δ̓εώρημα τών ισογωνίων ευδειών.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Γ’.

Εις πάν τετράπλευρον περιγεγραμμένον είς κύχλον τό ά̓ροισμος

δύ6Φαπέναντι πλευρών ισούται μέ τό άθροισμα τών δύο άλλων :

Καί αντιστρόφως :

᾿Εάν τό άθροισμο δύ6 απέναντι πλευρών τετραπλεύρου ισούται

μέ τό άθροισμα τών δύο άλλων, τό τετράπλευρον δύνατο νά περι-

γραφή περί κύκλον. (Θεώρημα τού ΡΙΤΟΎ).

Τό εὐύ. "Εστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ (Σχ. 75) περιγεγρομμένον

περί τόν κύκλον Κ. Θά δείξωμεν ότι

ΑΒΗ-ΓΔ-ΞΑΔΗ-ΒΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ.- Έχομεν τάς εξής προ-

φανείς ισότητας ΑΖ--ΑΕ, ΔΖ--ΔΗ, Γ6--

ΞΞΓΗ, ΒΘΞΞΒΕ., τάς οποίας αθροίζοντες κα-

τά µέλη λαμβάνομεν ΑΖ--Δ7--ΓΘ--Βθ--
ΞΞΑΕ-ΙΓΔΗ-Ι-ΓΗ-ΓΒΕ. ή ΑΔ--ΒΓΞΞΑΒ--ΔΓ.

Τό αντίστροφον.-- "Έσιω τό τετρά-

πλευρον ΑΒΓΔ, εις τό οποίον είναι (1),

ΑΔ-ΓΒΓ--ΑΒ-Ι-ΔΓ (Σχ. 76). Θά δείξωμεν

ότι τούτο δύναται νά περιγραφή περί

Σχ. 76. κύκλον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- (Διά τής εις άτοπον απαγωγής). -
Είναι φανερόν ότι υπάρχει κύκλος εφαπτόμενος τών τριών πλευρών.

ΑΔ, ΑΒ, ΒΓ. Τούτου τό κέντρον Ο΄ κείται επί τής τομής τών διχοτό-
μων τών γωνιών Α καί Β. "Εστω δέ ότι η τετάρτη πλευρά ΔΓ δέν εφά-
πτεται τούτου, Σύρομεν τότε τήν εφαπτομένην ΔΓ΄ ήτις αποτελεί τό
νέον τετράπλευρον ΑΔΓ΄Β. Δυνάμει τού ευθέως θά πρέπη νά έχωμεν

ΑΔ.-ΒΓ΄-- ΑΒ -- ΔΓ΄. ᾿Αφαιρούντες ήδη τά μέλη τσύτης από τά μέλη
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τής (1) λαμβάνομεν ΒΓ -- ΒΓ΄-- ΔΓ -- ΔΓ’ ή ΓΓ᾽-- ΔΓ-- ΔΓ’. ᾿Αλλά η

τελευταία αύτη ισότης είναι ψευδής, διότι εν τώ τριγώνω ΑΓΓ΄ δέν δύνα-

Α ται νά είναι ΓΓ΄-- ΔΓ -- ΑΓ΄ διότι γνωρί-

ζομεν ότι πρέπει νά είναι ΓΓ΄2ΔΓ--ΔΓ΄

(6 71). Εις τό άτοπον τούτο κατελήξα-

μεν δεχθέντες ότι ο κύκλος Ο δέν εφά-

πτεται τής τετάρτης πλευράς ΔΓ. "Αρα

0 δέον νά δεχθώμεν ότι εφάπτεται ταύτης

καί ότι τό τετράπλευρον δύναται νά περι-

γραφή περί κύκλον.

Β /-’ Γ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ
Σχ. 76. 1. Η πρότασις αύτη τού οντιστρόφου δει-

κνύεται καί χωρίς τήν μέδοδον τής πλαγίας απο-

δείξεως (ατόπου απογωγής). [Οι θουλόμεγο! ευρίσκουν τούτο εις τό Εχεγείςεος αε Οέο-

πιέτίε ρογΓ Ε. Ο. Μ. σελίς 317 έκδοσις Τη καί ανήκει είς τόν ΕΕΙΟΚΕ καί άλλη εις τόν

ι. Οέβαβο].

2.-- Εις τό (οχ. 75) τού ευδέως 8ά δείξωμεν ότι αι γωνίαι ΑΚΔ καί ΒΚΓ είναι
Α Δ .

παροπληρωματικαί. Πρόγματι γων ΑΚΔ -- γων ο -- γων ο 2 ορ. (τρίγωνον ΑΚΔ).

καί γων ΒΚΓ -|- γων -- η- γων γ᾽ -- 2δρ8. (τριγ. ΒΚΓ). ᾿Αδροίζοντες κατά μέλη τάς ισό-

α Β Γ Δ
--ς-- τ- Ύων πο -- γων 2 -- γων -φ--τητας ταύτας καί παρατηρούντες ότι γων 2

Ξ-λορδ. ευρίσκομεν ευκόλως τό ζητούμενον.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΑΔ’.
. « ρ ΄ - ΄ - ” -. ΄ -

'Εάν τρίγωνόν τι είναι εγγεγραμμένον είς κχύχλον, τό μέσον τού

τυχόντος εκ τών τριών τόξων, εις τά οποία ο κύκλος διχκιρείται υπό
τών πλευρών, απέχει εξ ίσου έχ τού κέντρου τού εγγεγροαμμένου είς
τό τρίγωνον κύκλου καί έχ τών δύο παρακειμένων Χορυφών.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμένον εις κύκλον Ο (Σχ. 77) καί αι

διχοτόμοι τών γωνιών αυτού ΑΜ, ΒΝ, ΓΡ. Γνω-

στόν ότι τό Σ θά είναι τότε τό κέντρον τού εγ-

γεγραμμένου κύκλου. Θά δείξωμεν ότι τό μέσον

Μ τού τόξου ΒΓ οπέχει εξ ίσου τών κορυφών Β

καί Γ, ως καί εκ τού σημείου Σ.

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. -᾿Επειδή Μ τό µέσον τού τό-
ξου ΒΓ, έπεται ότι τόξΜΒ--.«οξΜΓ ότε καί χορ-

δή ΜΒ--χορδήν ΜΓ. ’Αρκεί νά δειχθή τώρα ότι
π.χ. ΜΣ-ΞΜΓ. Πρός τούτο εξετάζομεν τάς δύο
γωνίας τού τριγώνου ΜΣΓ τάς κειμένας έναντι
τών υπό εξέτασιν πλευρών. ᾿Αλλά γνωρίζομεν
ότι η γωνία ΡΓΜ είναι εγγεγραμμένη καί αντιστοιχεί εις τά τόξα ΡΒ
καί ΒΜ. Επίσης καί η γωνία ΜΣΓ έχει τήν κορυφήν της εντός τού κύ
κλου καί ώς γνωστόν ισούται μέ τό άθροισμα δύο εγγεγραμμένων γώ:
νιών, εξ ών η μία βαίνει εις τό τόξον ΡΑ η δέ εις τό τόξον ΓΜ (άσκη:
σις 83). ᾽Αλλά τόξον ΡΒ--τόξΡΑ (διότι Ρ μέσον λόγω τής διχότόµου)

Σχ. 77.
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καί τόξον ΒΜ -- τόξ ΜΓ. “Ώστε αι γωνίαι ΜΓΣ καί ΜΣΓ είναι ίσαι. “Οτε

θά είναι καί ΜΓ --ΜΣ, Ήτοι εδείχθη ότι τό Μ ισαπέχει τών Β, Γ, Σ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Ε’.

᾿Εάν εχ σημείου τής βάσεως Ισοσκελούς τριγώνου αχθούν

κάθετοι επί τάς ίσας πλευράς αυτού, τό άθροισμα τών καθέτων τού-

των είναι σταθερόν διά πάσαν θέσιν τού σηµείου τούτου επί τής

βάσεως. ᾿Εάν δέ τό σημείον ληφθή επί τής προεχτάσεως τής βάσεως η

δικφορά τών καθέτων τών αγομένων εξ αυτού επί τάς ίσας πλευράς

̓ά είναι επίσης στἀερά.

α’) Έστω τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ, καί σημείον Μ κείμενον επί

τής βάσεως αυτού ΒΓ, Φέρομεν εξ αυτού τάς καθέτου: ΜΘ καί ΜΗ

επί τάς ίσας πλευράς ΑΒ καί ΑΓ (Σχ. 78) ή

Θά δείξωμεν ότι τό άθροιομα ΜΘ η- ΜΗ

είναι σταθερόν διά πάσαν θέσιν τού Μ

επί τής βάσεως ΒΓ. (Λέγοντες ότι έν

άθροιομα ή μία διαφορά κλπ. δύο ή περισ-

σοτέρων τμημάτων είναι σταθερά, εννοού-

μεν ότι διά πάσαν μεταβολήν τών τµηµά-

των τούτων τό άθροισμα ή η διαφορά των

κλπ. θά παραμένη σταθερώς ίση πρός έν

ή καί περισσότερα στοιχεία τού σχήματος

τά οποία θεωρούνται δεδομένα καί συνε-

πώς σταθερά). Εις τήν περίπτωσίν μοςπ.χ.

θά δείξωμεν ότι τό άθροισμα ΜΘ -- ΜΗ

ισούται μέ έν τών ίσων υψών τού ισοσκελούς τριγώνου.

- ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Σύρομεν διά τού Γ, τήν ευθείαν χ παραλλήλως τή

ΑΒ, προεκτείνομεν έπειτα τήν ΜΘ, μέχρις ότου τµήοη τήν χ εις τό Ζ.

"Αν δειχθή ότι ΜΖ .- ΜΗ τότε τό άθροισμα ΜΘ -- ΜΗ αντικαθίσταται

μέ τό άθροισμα ΜΘ -|1- ΜΖ τό οποίον προφανώς είναι σταθερόν διότι

περιέχεται μεταξύ τών παραλλήλων χ καί ΑΒ καί συνεπώς θά ισούται

μέ το ύψος όπερ άγεται εκ τού Γ πρός τήν ΑΒ. Συγκρίνομεν πρός

τούτο τά ορθογώνια τρίγωνα ΜΖΓ κοί ΜΗΓ. Ταύτα έχουν τήν υποτεί-

νουσαν ΜΓ κοινήν καί τάς νωνίας ΗΓΜ καί ΖΓΜ. ίσας, διότι

γών ΖΓΜ :γωών ΑΒΜ (ως εντός εναλλάξ) αλλά γών ΑΒΜ -- γών ΑΓΜ

(ως παρά τήν βάσιν τού ισοσκελούς) άρα γων ΖΓΜ--γων ΒΠΓΜ.Εδείχθη

'λοιπόν η ισότης ιών τριγώνων ΜΗΓ καί ΜΖΓ, άρα καί η ισότης τών

ΜΖ και ΜΗ.

β’) "Αν τό σημείον τούτο ληφθή επί τής προεκτάσεως τής ΒΓ π. χ-

τό Ν, τότε θά δείξωμεν ότι η διαφορά τών καθέτων ΝΙ καί ΝΚ είναι

σταθερά. Πράγματι από τά ορθογώνια τρίγωνα ΜΠΓ κοί ΝΚΓ, τά οποία

είναι ίσα, ως ευκόλως. δεικνύεται, λαμβάνομεν ΝΠ -- ΝΚ. "Αρα η

διαφορά ΝΙ--ΝΚ αντικαβίσταται μέ τήν διαφοράν ΜΙ -- ΝΠ ήτοι μέ ΙΠ.

᾿Αλλά ΙΠ καί πάλιν ισούται μέ τό ύψος όπερ άγεται εκ τού Γ επί

τήν ΑΒ.
5
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ΠΡΟΤΑΣΙΣ ΣΤ'.

ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑΙΟΥ ΠΤΟΛΕΜΑΙΟΥ

1. «Εις πάν τετράπλευρον εγγεγραμμένον εις κύχλον τό ά̓ροι-

σμα δύο απέναντι γωνιών αυτού ισούται μέ 2 οῤάς.

2 Μία εξωτερική γωνία αυτού ισούται μέ τήν απέναντι έσω-

τεριχήν γωνίαν

3. Εχάστη δέ πλευρά αυτού, φαίνεται έχ τών έναντι κορυφών

υπό ίσας γωνίας.

᾿Αντιστρόφως :

1. "Αν τό άθροισμα δύο απέναντι γωνιών τετραπλεύρου ισεύτσαι

μέ 2 ορθάς.

2. "Αν µία έξωτεριπή γωνία αυτού. ισούται μέ µίαν εσωτεριχήν

καί απέναντι.

3. "Αν μία πλευρά φαίνεται επ τών έναντι κορυφών υπό ίσας

γωνίας.
Τότε τό τετράπλευρον τούτο είναι εγγράφιμον εις χύχλον».

Τό ευθύ. Έστω τό τε-

τράπλευρον ΛΒΓΔΑ (Σχ.

79α) εγγεγραμμένον εις

κύκλον Ο. Θά δείξωμεν

ότι

1)γωνΒΑΔ-Ί-γων ΒΓΔ --

ΜΠ 2 ορθ.

2) η εξωτ. γων ΔΓΕ --

γωώνΒΑΔ. |

3}ότι νωνΒΑΓ--γωώνΒΔΓ

(δηλαδή η πλευρά ΒΓ
φαίνειαι εκ τών κορυ-

φών Α, Δ υπό ίσας γω-

"ίας).

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. 1) Τούτο εδείχθη ως θεωρία ά 151.

2) ᾿Επειδή γωνΒΓΔ!-γωνΔΓΕ--2 ορθ. (εφεξής μέ μή κοινάς πλευράς

επ᾽ ευθείας) καί επειδή δυν αμέι τού πρώτου, γωνΒΑΔ--γωνΒΓΔ--2 ορθ.,

συγκρίνοντες τάς δύο ταύτας ισότητας, λαμβάνεμεν γώνΔΓΕ--γωνΒΑΔ.

3) ᾿Επειδή αι γωνίαι ΒΑΓ καί ΒΔΓ βαίνουν επί τού αυτού τόξου

ΒΓ έπεται ότι είναι ίσαι ήτοι η ΒΓ φαίνεται εκ τών κορυφών Α καί Δ

υπό ίσας γωνίας.

(Ευκόλως παρατηρούμεν ότι καί εκάστη τών άλλων πλευρών φαί-

νεται εκ τών έναντι αυτής κορυφών υπό ίσας γωνίας).

Τό αντίστροφον. 1) Τούτο εδείχθη εις τήν άσκηοιν 102, .
2) Έστω ότι η γωνΔΓΕ-- γων ΒΑΔ. ᾿Αλλ’ επειδή προφανώς είναι

γώνΔΓΕ!-γώνΒΓΔΞΞ2 ορθ., φέροντες εις τήν ισότητα ταύτην αντί τής

ΥώνΔΓΕ. τήν ίσην της γώνΒΑΔ, λαμβάνομεν γωνΒΓΔ--.γώνΒΑΔ-:2 ορθ.

καί άρα επανερχόμεθα εις τό Ί τού αντιστρόφου.
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3) "Εστω τώρα ότι η ΒΓ (Σχ. 79β) φαίνεται εκ τών έναντι κορυφών

οπώ ίσας γωνίας ήτοι ότι γωνΒΑΓ--γωνΒΔΓ. Θά δείξωμεν ότι διά τών

Β,Α,Δ,Γ διέρχεται περιφέρεια. Διά τών τριών κορυφών Α, Β, Γ, διέρχε-

ται περιφέρεια, Ίτις έστω ότι δέν διέρχεται διά τής τετάρτης κορυφής

Δ. Προεκτείνομεν τήν διαγώνιον ΒΔ μέχρις ότου τµήση τήν περιφέρειαν

εις τό Δ΄, καί οχημστίζομεν τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ’, τό οποίον είναι

πλέον εγνεγραμμένον εις κύκλον, ότε θά πρέπη κατά τό 3 τού ευθέως

νά είναι γών ΒΑΓ--γων ΒΔΊ. ᾿Αλλά έχομεν εξ υποθέσεως γωνβΑΓ--

Ξ-γγων ΒΔΓ ότε συγκρίνοντες τάς δύο τελευταίας ταύιας ισότητας λαμ-

βάνοβεν γών ΒΔΓ--γωνΒΔ'Γ.᾽Αλλά τούτο είναι άτοπον, διότι η γωνΒΔΓ

είναι εξωτερική γωνία τού τριγώνου ΔΓΔ᾽ καί θά έπρεπε νά είναι

γωνΒΔΓ᾽»γων ΒΔΓ. Ώστε η παραδοχη ότι η περιφέρεια Ο δέν διέρχεται

διά τής κορυφής Δ οδηγεί εις άτοπον. "Αρα δέον νά δεχθώμεν ότι τό

τετράπλευρον είναι εγγράψιμον εις κύκλον.

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ

Τό δεώρημα τού Πτολεμαίου αποτελεί τό σπουδαιότερον τών ̓εωρημάτων

τού α΄ θιθλίου τής Γεωμετρίας, διότι αποτελεί τήν Θάσιν, εφ’ ής έχει δημιουργἠή μία

υπέροχος σειρα προτάσεων, όλως εξειρέτων, σπουδαιοτάτων καί λίαν χρησίμων εφ δλων

τών τής γεωμετρίας θιθλίων.

Κατωτέρω δίδομεν μίαν μικράν σειράν τοιούτων προτάσεων, -ί οποίαι δά μάς

είναι πολύ χρήοιμοι είς τήν περαιτέρω εργασίαν μας.

Οι δέλοντες δέ νά συμπληρώσωσι τάς γνώσεις των επί τών τοιούτων, ας Θοηδη-

̓ώσι από τό υπέροχον σύγγραμμα Εχεγείςοο5ς 4θ Οέοπιό!γίε ραι Ε. Ο.Μ. --
; -------- --

ΠΡΟΤΑΣΙΣ 7’.

«Τά συμμετρικά (!) τού οῤοχέντρου ώς πρός τάς πλευράς τριγώ-

νου κείνται επί τής περιγεγροαμμένης περιφερείος τού τριγώνου».

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμένον εις 8

κύκλον Κ, ΓΙ τό ορθόκεντρον αυτού (Σχ. 80),

Ε δέ τό συμμετρικον τού Η ως τήν πλευράν

ΒΓ ήτοι ΗΔ --ΔΕ., Θά δείξωμεν ότι τό Ε

κείται επί τής περιφερείας Κ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Σύρομεν πρός τούτο βοη- ον
θητικώ- τήν ΒΕ, (δεχόμενοι ότι τό Ε δέν κεί- ---“Π |

ται επί τής περιφερείας). ᾿Επειδή είναι ΗΔ -- 6 Γ

Ξ- ΔΕ είναι δέ η ΒΔ κάθετος τή ΗΕ, τό τρί-

γωώνον ΗΒΕ. είναι ισοσκελές, ότε γών ΒΕΔ -- Ε

Ξ-γών ΒΗΔ. ᾿Αλλά η γωνία ΒΗΑ είναι ε- Σχ. 80.
ξωτερική τού τετραπλεύρου ΗΗΔΓΘ, τό οποίον

είναι εγγράψιμον διότι έχει τάς απέναντι γωνίας του ΗΘΓ καί ΗΔΓ
παραπληρωμαιικός ως ορθάς, ότε κατά τό 2, τού ευθέως τού Πτολε-

μαίου, θά πρέπη γων ΒΗΔΞΞγων ΘΓΔ. ᾿Αλλά τότε καί γών ΒΕΔ --

Ξ: γων ΘΓΔ. ᾽Αλλά η γωνία ΔΓΘ είναι εγγεγραμμένη βαίνουσα επί

(1) Δύο σημεία λέγονται συμμετρι κ ο ως πρός ευθείαν, όταν η ευδεία

είναι κάδετος εις τό μέσον τού ευδυγράμμου τµήµαστος τού συνδέοντος τά σημεία.
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τού τόξου ΑΒ, ότε επειδή καί η γών ΒΈΑ είναι ίση πρός τήν ΒΓΑ καί

βαίνει επί τού αυτού τόξου ΑΒ έπεται ότι θά είναι κοί ουτή εέγγε-

γραμμένη. "Αρα τό Ε κείται επί τής περιφερείας.

ΠΡΟΤΑΣΙΣ Η΄.

«Αι ακτίνες αι εποίαι άγονται εις τάς κορυφάς τριγώνου έγγε-

γραμμένου εις κύκλον, είναι κά̓ετοι επί τάς πλευράς τού ορθικούν.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμένον εις τόν κύκλον Κ (Σχ. 81) καί

ΔΕΖ τό ορθικόν ουτού. Φέρομεν τήν εις τήν κορυφήν Α αντιστοιχούσαν

ακτίνα ΚΑ. Θά δείξωμεν ότι αύτη είναι κάθετος τή ΖΕ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι η α-

κτίς είναι κάθετος επί τήν εφαπτομένην

εις τό σημείον επαφής. Σύρομεν πρός τού-

το τήν εφαπτομένην κν εις το Α. "Αν τώ-

ρα δείξωμεν ότι η ντ είναι ποράλληλος

τή ΖΕ, τότε η ΚΑ θά είναι κάθετος καί

τή ΖΕ. Πράγματι η γωνία «ΑΒ (υπό χορ-

δής καί εφαπτομένης) ισούται μέ τήν

γών ΑΓΏ (εγγεγρ βαίνουσαν εις τό τόξον

ΒΑ). ᾿Αλλά καί γων ΑΖΕ-- γων ΕΓΒ (ως

εξωτερική τού τετραπλεύρου ΖΕΓΒ, τό ο-

ποίον είναι εγγράψιμον, (διό-ι όλα τά διά

τών υψών οριζόμενα τετράπλευρα είναι εγ-

γράψιµα). "Αρα γων κΑΕΒ-- γωνΑΖΕ, ότε

χν καί ΖΕ παράλληλοι.

Η πρότασις αύτη καλείται ̓εώρημα τού ΝΑΖΕΙ.

ΠΡΟΤΑΣΙΣΘ'. |
ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΥ 5ΙΜ5ΟΝή ΗΜΑΙΙΑςΕ.

«Εάν έχ σημείου τής περιγεγραμμένης περί τρίγωνον περιφε-

ρείας αχ̓ούν κά̓ετοι επί τάς πλευράς τού τριγώνου, οι πόδες τών

κἀέτων τούτων κείνται επ᾽ εὐείοις. Καί αντιστρόφως».

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμένον εις τόν κύκλον Κ, Μ δέ τυ-

χόν σημείον τής περιφερείας. Φέρομεν εκ τούτου τάς καθέτους ΜΖ,

ΜΘ, ΜΗ επί τάς πλευράς του (Σχ. 82). Θά δείξωμεν ότι οι πόδες

Ζ, Θ, Η κείνται επ᾽ ευθείας.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Πρός τούτο σύρομεν τάς ΖΘ καί ΘΗ.” Αν δειχθή ότι

γωνζθΜ-ΓγωνΜΘΗ-- 2 οορθ. τότε φανερόν ότι η ΖΘΗ θά είναι ευθεία.

Προοπαθούμεν ήδη νά μεταφέρωμεν τάς γωνίας ταύτας εις άλλας

θέσεις καί εκεί νά σπουδάσωμεν αυτάς. Ούτω τήν γωνίαν ΖΘΜ µετα-

φέρομεν εις τήν θέσιν τής γωνΖΑΜ, διότι αι γωνίαι αύται ως βαίνουσαι

επί τού αυτού τόξου ΖΜ εν τώ εγγραψίμω τετραπλεύρω ΑΖΜΘ είναι

ίσαι. Είναι δέ τό ΑΖΜΘ εγγράψιμον ως έχον τάς γωνίας ΑΖΜ καί ΑΘΜ
παραπληρωματικάς ώς ορθάς λόγω τών καθέτων ΜΖ καί ΜΘ.᾽Αλλά ήδη
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η γωνΖΆΜ μεταφέρεται εις τήν θέσιν τής γωνΜΓΒ, διότι αχθείσης βοη-

θητικώς τής ΜΓ, τό τετράπλευρον ΑΜΓΒ, ως εγγεγραμμένον εις τόν δο-

θέντα κύκλον Κ, θά έχη γωνΖΑΜ--γωνΜΓΒ

(εξωτερική -- μέ απέναντι επωτερικήν). "Ηδη

αρκεί νά δειχθή ότι γών ΜΓΉ -- γών ΜΘΗ--

--2 ορθ. ᾿Αλλά διά νά αληθεύη τούτο, θά

πρέπη τό τετράπλευρον ΜΘΗΓ νά είναι εγ-

γράψιμον Πράγματι τούτο είναι εγγράψιμον,

διότι η ΜΓ φαίνεται εκ τών ένανει αυτής κο-

ρυφών Θ καί Η υπό γωνίας ίσας, επειδή

γωνΜΘΓ--γωνΜΗΓΞ-Ξ] ορθή.

᾿Εδείχθη λοιπόν ότι γωνΜΘΗ!-γωνΜΓΗΞ-:-

--2 ορθ. ᾿Επειδή δέ γων ΜΓΗ --γωνΜΘΖ (ως

εδείχθη), έπεται ότι νων ΜΘΗ -- νων ΜΘΖ--

-- 2 ορθ "Αρα η ΖΘΗ είναι νραμμή ευθεία.
Η ευδεία ΖΘΗ καλείται συνήθως ευδεία τού 5ΙΜΦΟΝ. Σχ. 83.

Η αντίστροφος πρότασις, αποδεικνυομένη αμέσως

τή Θοηδεία τών ίδίων ώς άνω εγγραψίμων τετραπλεύρων, αφίεται ως άσκησις εις τούς

μελετητάς τού παρόντος : Διστυπούμεν όμως αυτήν .

«Εάν οι πόδες τών εκ τυχόντος σημείου αγομένων καθέτων επί τάς

᾿πλευράς τριγώνου χείνται επ᾽ ευθείας, τότε τό σημείον τούτο ̓ά κείται επι
- ΄ . . ΄ Αλ

τής πεοιγεγραπμένης περι τό τοίνωνον πεοιφεοείας».

ΠΡΟΤΑΣΙΣ |.

ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑ :

«Εις τρίγωνον ΑΒΓ πλευρών α, β. γ. φέρομεν τόν εγγεγρομμένον

κύχλον καί τούς τρείς παρεγγεγρομμένους. Νά υπολογισθούν συναρτήσει τών

πλευρών τού τριγώνου πάσαι αι μεταξύ τών σημείων επαφής τών κύκλων

τούτων αποστάσεις».

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Ο, Οα,
ΤΓ ση ΟΡ, ΟΥ οι τέσσαρες κύκλοι, ο εγ-

΄ Α ός γεγραμμένος καί οί τρείς παρεγγε-

γραμμένοι. Ζητούμεν νά υπολογίσω-

μεν τάς μεταξύ τών σημείων επα-
ο ΄η φής αποστάσεις, συναρ ήσει τών

Ν / ᾿ πλευρών α, β, ν τού. τριγώνου
Λ Β Λ (Σχ. 83). ᾽

ΔΥΣΙΣ.-- Καλούμεν τήν περίμε-

τρον τού τριγώνου ήτοι τό άθροι-

σμα αΊη-βΗ-γΞ-2τ(!) Γνωρίζομεν ότι

ο -) Ο συμθολιομός τού αδροίσματος
ο-Ί-θ-|-γ διά 2τ διευκολύνει τήν απλούστευσιν

τού τύπου τού εμθαδού τού τριγώνου συ-
ναρτήσει τών πλευρών, ως δά ίδωμεν, κα-
τωτέρω.
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ΑΖ--ΑΈ καί ΑΙ -- ΑΚ (διότι είναι εφαπτόμεναι εκ σημείου εκτός πρός

περιφέρειαν). ᾿Εκ τής ισότητος Αι -- ΑΚ λαμβάνομεν

ΑΖ --ΒΖ--Β|--ΑΕ{-ΓΕΊ-ΓΚ

ή επειδή ΑΖ--ΑΕ, ΒΖ --ΒΔ, ΒΙ--ΒΘ, ΓΕ-.:ΓΔ, Γ{--ΓΘ

θά έχωμεν:
ΒΔ--ΒΘ--ΓΔ-ΕΓΘ

ή ΒΔ--ΒΔ--ΔΘ-ΞΓΘ-ΔΘΊ-ΓΘ

ή 2ΒΔ--2ΓΘ ή ΒΔ--ΓΘ

“Όστε εδείχθη ότι ΒΔ--.ΒΖ--ΓΘ--ΓΚ (1)

"Αρα καί ΒΘ--ΓΔ--Βι--ΓΕ (2)

| 2Α7--28Β7--28Ι
᾿Αλλά ΑΙ: - ΑΖ--ΕΒΖ- ΒΙ -- σσ σσ. ων κε

| ΑΖ. ΑΕ ΒΖ--ΒΔ-|-ΒΙ--ΒΘ
-- - ;

ή δυνάμει τών (1) καί (2) θά έχωμεν :

ΑΙ ΑΖ 1- ΑΕ {-ΒΖ 1-ΒΔ-ΓΔ 1- ΓΕ ΑΒ {4ΒΓ -Γα

2 2
;

ο νο στ ήτοι ΑΙ-- ΑΚ: :τ. (3)

᾿Επειδή δέ Ι7--Β87-:-Βι-- ΒδΔ--ΗΒθΘ --ΒδΔ'Ι- ΓΔ --ΒΓ--α,

έπεται ότι Ζί-- ΕΚ--ΒΓ --α.

"Ήδη τό τμήμα ΑΖ--ΑΙ--Ζί--τ--α

άρα ΑΖ--Αξ--τ--α.

"Ομοίως το τμήμα ΒΙ--Αι--ΑΒ--τ--γ

άρα Βι:-:8θΘ- ΓΔδΞΓΕΞτ-Υ.

Ομοίως τό τμήμα ΓΚ --ΑΗΝ --ΑΓ --τ--β

άρα ΓΚ --ΓΘ--ΒΖ--ΒΔ--τ--β.

Τό δέ τμήμα ΔΘ -- ΒΘ -- ΒΔ-- (τ -- γ)--(τ--β)-- β --γ.

ο "Αν Ρ τό μέσον τής ΒΓ επειδή θά είναι ΡΒ --ΡΓ καί ΒΔ -- ΓΘ

έπεται ότι ΡΔ--ΡΘ, ήτοι τό μέσον εκάστης πλευράς ισαπέχει τών

σημείων επαφής.

ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ.-- Κατά τήν λύσιν τού ανωτέρω προθλήματος ελάθομεν ως θάσιν τόν

παρεγγεγραμμένον κύκλον Οα είς τήν γωνίαν Α τού τριγώνου ΑΒΓ. “Ομοίως εργαζό-

μεδα καί διά τούς δύο άλλους παρεγγεγραμμένους κύκλους.

Επίσης ελάθομεν κατά τήν λύσιν (ΒΓ) -- α, (ΓΑ):-6,(Α8):-- Υ δηλαδή έναντι τών κο-

ρυφών Α, Β, Γ δεωρούμεν κειμένας τος πλευράς α, ̓, γ αντιστοίχως. Η αντιστοιχία

ούτη τηρείται οχεδόν πάντοτε είς όλα τά προθλήµατα τών Μαδηματικών.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1. Θεωρούντες τό τρίγωνον Οα Ομ ο, παρατηρούμεν ότι αι ευθείαι ΟαΑ, ΟΡ8,

Ον Γ είναι ύψη αυτού (διότι γων ΟβΑΟα -- 1 ορδ., διότι ΟαΑ, ΟρΑ διχοτόμοι
εφεξής παραπληρωμοτικών).

2. Τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι συνεπώς τό ορθικόν τού Όα Ο βΟγ.
δ. Τό κέντρον τού εγγεγραμμένου κύκλου Ο είναι τώρα ορδόκεντρον τού τριγώ-

νου Όα Ορ Ον.

Συμπληρωματικώς τών ανωτέρω υπάρχουν πλείσται όσαι προτάσεις λίαν ενδιαφέ-

ρουσαι, αλλά η ανάπτυξις καί η επεξεργασία αυτών εκφεύγωσν τώ όρια τού παρόντος

Θιθλίου καί τόν σκοπόν αυτού.



71

ΓΕΝΙΚΑΙ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

395,.. Έκ σημείου Ο άγονται αι ημιευθείαι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ ώστε γων ΑΟΒ --

--γωνΒΌΓ --ά0ο. Λαμθάνομεν σημείον Ρ εντός τής γωνίας ΑΟΒ καί φέρομεν τάς καδέτους

ΡΗ, ΡΘ, ΡΖ επί τάς πλευράς ΟΑ, 08, ΟίΙ αντιστοίχως. Νά δειχ̓ή ότι ΡΖ -- ΡΘ -|- ΡΗ.

40 ,-- Έκ τού σημείου τής τομής τών διαμέσων τριγώνου φέρομεν τυχούσαν εύ-

δείαν χγ. Κατόπιν δέ φέρομεν τάς καδέτους εκ τών κορυφών τού τριγώνου επ] τήν

ευδείαν ταύτην. Νά δειχ̓ή ότι τό άδροισμα τών καδέτων τών αγομένων εκ τών κορυ-

φών των κειμένων πρός τό αυτό μέρος τής χγ ισούται μέ τήν κάδετον τήν αγομένην εκ

τής άλλης κορυφής.

41.-- "Αν δύο Χχορδαί κύκλου τέµνωνται καδέτως, αι είς τά άκρα τών χορδών

τούτων αγόμεναι εφαπτόμεναι σχηματίζουν τετράπλευρον εγγράψιμον εις κύκλον.

42-,-- Τό άθροισμα τών αποστάσεων σημείου κειμένου εντός ισοπλεύρου τριγώ-

νου από τών πλευρών αυτού είνοι σταδερον.-- (Μά εξετασθή καί η περίπτωσις καθ’ ήν

τό σημείον κείται εκτός τού ισοπλεύρου).

45,- Δύο χορδαί κύκλου κάδετοι εις τά όκρα μιάς τρίτης είναι ίσσι.

44.-- Ισόπλευρον τρίγωνον ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένον είς κύκλον. Έκ τυχόντος

σημείου Ρ τού τόξου ΒΓ φέρομεν τάς ΡΑ, ΡΒ, ΡΓ. Νά δειχδή ότι ΡΑ -- ΡΒ -ΡΓ.

45.-- Έκ σημείου Α εκτός κύκλου Ο κειμένου, φέρομεν τήν τέµνουσαν ΑΓΒ, ώστε

τό εκτός τού κύκλου τμήμα αυτής ΑΓ νά Ισούται τή ακτίνι, ως καί τήν τέμνουσαν ΑΟΔ-

Νά δειχδή ότι γων ΒΟΔ -- 4. γων ΓΟΑ.

4ό3.-- Τό άδροιγμα τών καδέτων πλευρών ορθδογωνίου τριγώνου ισούται μέ τήν

υποτείνουσαν σύν τή διαμέτρω τού εγγεγραμμένου κύκλου. ᾽

47].-- Εάν εκ σημείου φέρωμεν καδέτους επ] τάς πλευράς καί τήν διχοτόμον γωνίας

ό πούς τής τελευταίας ταύτης Ισαπέχει τών ποδών τών δύο άλλων καθέτων.

48.-- Εάν η μικροτέρα θάοις τραπεζίου ισούται μέ τό άδροισμα τών μή παρολλή-
λων πλευρών του, αι διχοτομούσοα!: τάς πσρα τήν μεγσλυτέρον θάσιν γωνίας, τέμνοντα!

επ] τής μικροτέρας θάσεως.

49.-- Εάν αι δύο Θάσεις τραπεζίου είναι κάδετοι επ] μίαν τών μή παραλλήλων

πλευρών αυτού (δισοῤογώνιον τραπέζιον), η δέ άλλη Ισούται μέ τό άδροισμα τών 64-

σεων, τότε η μέ διάμετρον ταύτην γραφομένη περιφέρειο, εφάπτεται τής άλλης μή
παρολλήλου πλευράς.

50.-- Αν διά τινος τών κοινών σημείων δύο τεμνομένων περιφερειών αχδή τυ-

χούσα τέμνουσα αυτών, αι εφαπτόμεναι εις τά άκρα τής τεμνούσης ταύτης τέμνονται

υπό γωνίαν σταθεράν, (δηλαδή ανεξάρτητον τού προσανατολισμού τής τεμνούσης).

51.-- Αϊ περιφέρειαι αι έχούσαι χορδός,. τάς πλευράς εγγεγραμμένου τετραπλεύρου
ορίζουν Ιπμνόμεναι, τός κορυφάς έτέρου τετραπλεύρου εγγραψίμου.



ΒΙΒΛΙΟΝ Β΄.

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΛΥΟΜΕΝΑ ΤΗ. ΒΟΗΘΕΙΑ,

ΤΩΝ ΟΡΓΑΝΩΝ ΚΑΝΟΝΟΣ ΚΑΙ ΔΙΑΒΗΤΟΥ

Σελίς 74. 6 161. ΠΡΟΒΛΗΜΑ.

ΑΥ̓ΣΙΣ.--"Έστω εύδετα ΒΓ καί σημείον Α εκτός αυτής. Θέλομεν διά τού Α νά φέρωμεν ευ-

ΒέΤαν παράλληλον τή ΒΓ (ΣΧ. θά). Πρός τούτο σύρομεν διά τού Α τυχούσαν τέµνουσαν

τής ΒΓ π.χ. τήν ΑΕ. Αύτη τέμνουσα τήν ΒΓ ορίζει τήν γωνίαν ΑΕΓ ως καί τήν ΑΕΒ. "Αν

ήδη συμφώνως μέ τό προθληµα τής 8 140 κατασκευάσωμεν

μέ κορυφην τήν Α καί μέ μίαν πλευοάν τήν ΑΕ γων ΕΑΧ

ίσην πρός τήν γων ΑΕΓ, τότε η χΑ δά είναι η ζητουμένη

παράλληλος. Πρός τούτο καδιστώμεν τήν γων ΑΕΓ επίκεν-

τρον κύκλου έχοντος κέντρον τό Ε καί ακτίνα τυ-

χούσαν. Μέ τήν αυτήν ακτίνα καί μέ κέντρον τό Α

γράφομεν ετέραν περιφέρειαν τέµνουσαν τήν ΑΕ είς τι ση-

μείον, από τού οποίου αρχόμενοι λαμβάνομεν τόξον κλπ.

(ως δεικνύουν τά ποχέα τόξα τού σχήματος).

Σελίς 75. 5 162. ΠΟΡΙΣΜΑ.
"Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα τής 8 162 τού θιθλίου

Σχ. 84. παρατηρούμεν ότι άν ληφδή ΑΛ --ΛΚ-- ΚΙ κλπ. τότε τό

μεταξύ τών αυτών παραλλήλων ΔΛ, ΕΚ, ΖΙ,,.. κείµενα

τμήματα ΑΔ, ΔΕ, ΕΖ,... τής ευδείας ΑΓ δά είναι επίσης

ίσα. Πράγματι άν αχδούν αι ΛΜ, ΚΝ,... τότε τά τρίγωνα ΑΔΛ, ΛΜΚ, ΚΝΙ... είναι

ίσα, ως εδείχθδη είς τό πρόθληµα, ότε ΑΔ;- ΛΜ-ΞΞΚΝ,- ... ότε επειδή Εδ -- ΛΜ,

ΕΖ --ΚΝ,... δα είναι καί ΑΔ -- ΔΕ --ΕεΖ--...

Σελίς 75. 6 164.ΠΡΟΒΛΗΜΑ.
ΔΥΣΙΣ.-- "Έστωσαν α, ̓, τά δεδομένα μήκη τά οποία αντιπροσωπεύουν τάς πλευ-

ράς, καί Ρ η γωνία ήτις δά είναι περιεχομένη των. Κατασκευάζομεν γων [ ίσην πρός
κ. Ρ (6160) καί επί τών πλευρών αυτής Γχ, [γ΄

(Σχ. 85) λαμθάνομεν τά τμήματα [Β ---α καί ΓΑ --6᾽

αντιστοίχως. Συνδέοντες τά Β καί Α, έχομεν το:
τρίγωνον ΑΒΓ, τό οποίον είναι τό ζητούμενοι᾽

επειδή έχει τά δεδοµένα στοιχεία.

Ευκόλως παρατηρούμεν ότι η τοιαύτη κατα:
σκευή είναι πάντοτε: δυνατή, τά δέ διά τών αυτών

στοιχείων κατασκευαζόμενα τρίγωνα είναι πέντε

ίσα πρός άλληλα (ως έχοντα δύο πλευράς καί τήν.
Σχ. 858. περιεχομένην). Τούτο σημαίνει ότι τό πρόθλημέ

μας έχει πάντοτε µμµίαν μόνον λύσιν. Χ

Σελίς 75. 6 165.ΠΡΟΒΛΗΜΑ. 6
ΛΥΣΙΣ. -- 1) "Έστωσαν αι γωνίαι Ρ καί Σ Α 5 -- Α

καί α τό μήκος τής δοδείσης πλευράς. ο ! ε

Περιορισµός: Ρ--Σς2 όρδ. Ζητού- τα.
μεν να κατασκευάσωµεν έκ τούτων τρίγω-
νον, είς τό οποίον έστω πρώτον ότι αι
γωνίαι Ρ καί Σ δά είναι προσκείµεναι τή (2 (2)

πλευρά α. (Σχ. 86). Πρός τούτο λαμθάνομεν Σχ. 86.

τ» α. πα 5» » -
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ευδύγραμμον τμήμα ΒΓ -- α καί μέ κορυφάς τά Β κοί Γ κατασκευάζομεν γωνίας προσ-

κειμένας αυτή καί πρός τό αυτό μέρος ίσας αντιστοίχως πρός τάς γωνίας Ρ καί Σ.

Επειδή δέ Ρ--Σ « 2ορδ. έπεται ότι αι δεύτεραι πλευραί τών γωνιών τούτων δά τέ-

µνωνται έστω είς τό Α καί ούτω ορίζεται τό τρίγωνον ΑΒΓ όπερ είναι τό ζητούμενον,

ώς έχον τά δεδομένα στοιχεία Πάντα δέ τά τρίγωνα τά διά τών αυτών στοιχείων κατα-

σκευαζόμενα είναι ίσα (ως έχοντα μίαν πλευράν καί τάς προσκειµένας γων[ας).

2) Εάν η μία τών γωνιών είναι αντικειμένη εργαζόμεδα ως εξής. Λαμθάνομεν

πάλιν ΒΓ-- α (Σχ. 86, 2) κοί κατασκευάζοµεν είς τό Β γωνίαν ίσην πρός τήν Ρ, Επί

τής πλευράς ΒΧ τής γωνίας Β λαμβάνομεν σημετόν τι Σ'’ καί κατασκευάζομεν μέ κορυ-

φήν τό Σ' καί μίαν πλευράν τήν Σ’Β, γωνίαν ΒΣΈ ίσην πρός τήν γων Σ, Σύροντες ήδη

διά τού Γ τήν ΓΑ παράλληλον τή ΣΈ έχομεν τό τρίγωνον ΑΒΓ, τό οποίον έχει τήν

γων ΒΑΓ -- γων ΒΣ'Ε --γων Σ (ώς εντός εκτός) καί σουνεπώς είναι τό ζητούμενον.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
΄

107. Ε» τών δύο γωνιών τριγώνου νά ευρεθή ή τρίτη.-

ΛΥΣΙΣ. --- "Έστωσαν αι γωνίαι

Α καί Β (Σχ. 87) αι οποίαι έστω ότι α)

είναι δύο γωνίαι τριγώνου.

Περιορισμός: Α--Β«2 ορθ. Α

Ζητούμεν τήν τρίτην γωνίαν τού α

τριγώνου. Γνωρίζομεν ότι άν γ κλη- κ Γ Ν

θή η τρίτη γωνία τού τριγώνου θά

πρέπη Α-!-Β-|-ν--2 ορθ. Πρός τούτο Σχ. 87.
λαμβάνομεν επί ευθείας πγ τυχόν

σημείον Γ κοί μέ κορυφήν τούτο καί μίαν πλευράν τήν Γπ καί Γγ κα-

τασκευάζομεν πρό. τό αυτό μέρος τής χν τός γωνίας α καί β αντι-

στοίχως ίσας πρός τάς Α καί Β.'Επειδή δέ ο-Γβ--γ΄-- 2 ορθ. έπεται ότι

η γ΄ αντιπροσωπεύει τήν τρίτην γωνίαν τού τριγώνου δηλαδή γ--γ΄.

108..---Νά κοτασκευασ̓ή τρίγωνον όταν δίδωνται τά μέσα τών πλευρών

αυτού.

Α "Έστωσαν Α, Β, Γ τά τρία δοθέντα σημεία, τά

οποία υποτίθεντσι ότι θά είναι μέσα τών πλευρών

τού ζητουμένου τριγώνου (Σχ. 88).

Περιορισμός: Τά σημείσς Α, Β, Γ δέον νά

8 Γ μή κείνται επ᾽ ευθείας.

ΛΥΣΙΣ.-- Συνδέομεν τά σημεία Α, Β, Γ καί

ε σχηματίζομεν τό τρίγωνον ΑΒΓ. Γνωρίζομεν ότι

άν αχθούν διά τών κορυφών Α, Β, Γ παράλληλοι

Σχ. 8δ. πρός τάς απέναντι πλευράς τό σχηματιζόμενον

τρίγωνον ΔΕΖ, θά έχη ως μέσα τά σημεία Α, Β, Γ (βλέπε σχετικώς

άοκ. 93). "Αρα τό τρίγωνον ΔΕΖ είναι τό ζητούμενον.

109.-- Νά χατασκευασ̓ή παραλληλόγραμμον, τού οποίου δίδονται αι
ε

διαγώνιοι χαί ή γωνία αυτών.

"Έστωσαν α, β, Ρ αι διαγώνιοι καί η γωνία αυτών, τού υπό κατα-

σκευήν παραλληλογράμμου.
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ΔΛΥΣἸΣ.-- Γνωρίζομεν ότι αι διαγώνιοι παραλληλογράμμου διχοτο-

μούνται διά τού σημείου τομής των. “Οτε καταοκευάζομεν γωνίαν χΑΥ΄

ίσην πρός τήν δοθείσαν (Σχ. 89).

᾿Έπί τής πλευράς Αχ καί από

τού σημείου Α, λαμβάνομεν εκα-

τέρωθεν δύο τμήματα ΑΒ, καί

ΑΔ ίσα πρός τό ήμισυ τής μιάς

διαγωνίου π. χ. τής α. Ομοίως

επί τής άλλης Αν λαμβάνομεν

εκατέρωθεν τού Α δύο τμήματα

ΑΓ καί ΑΕ ίσα πρός τό ήμισυ

τής άλλης διαγωνίου β. Συνδέον-

Σχ. 89. τες ήδη τά σημεία Ε, Δ, Γ, Β δι᾿
ευθειών λαμβάνομεν τό τετρά-

πλευρον ΕΒΓΔ όπερ είναι παραλληλόγραμμον, διότι αι διαγώνιοι αύ-

τού διχοτομούνται. εκ κατασκευής. Είναι δέ τούτο τό ζητούμενον ως

έχον τάς διαγωνίους του καί τήν γωνίαν αυτών ίσα πρός τά δοθέντα

στοιχεία.

Τό ανωτέρω πρόβλημα έχει πάντοτε λύσιν, διότι πάσαι αι χρησιμο-

ποιηθείσαι κατασκευαί είναι δυναταί.
-
΄ό

110.-- Χά κατασκευασθηή ευθεία ίση πρός τά -α- δοθείσης εὐείας.

ΛΥΣΙΣ.-- Διαιρούμεν τήν δοθείσαν ευθείαν κατά τό πρόβλημα

6 162 εις τρία ίσα µέρη καί τό έν τών ίσων τούτων μερών τό λαμβά-

νοµεν εν συνεχεία (διαδοχικά) επί άλλης ευθείας πέντε φοράς,

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

111.-- Νά κατασκευασθή θόμβος, ο οποίος νά έχη διαγωνίους ίσας πρός

δύο δοθείσας εὐείας.

ΔΥΣΙΣ.-- "Έστωσαν α, β τά μήκη τών δοθεισών

διαγωνίων τού υπό κατασκευήν ρόμβου (Σχ. 90). Γνω-

ρίζομεν ότι αι διαγώνιοι τού ρόµβου τέμνονται καθέ-

τως. Βάσει τής ιδιότητος ταύτης συνάγομεν τήν ακό-

λουθον κατασκευήν.

Λαμβάνομεν τήν ευθείαν ΒΔ ίσην πρός τήν

δοθείσαν διαγώνιον α. Εις τό μέσον αυτής φέρομεν

κάθετον (8 166) τήν ΑΟΓ καί λαμβάνομεν επί τής κα-

θέτου ταύτης καί εκατέρωθεν τού Ο τά τμήματα

ΟΑ, ΟΓ ίσα πρός τό ήμισυ τής άλλης δοθείσης δια-
γωνίου β. Συνδέοντες τά άκρα δι᾽ ευθειών έχομεν τό

τετράπλευρον ΑΒΓΔ, όπερ επειδή αι διαγώνιοι αυτού.

διχοτομούνται καί τέμνονται καθέτως (εκ κατασκευής),

θά είναι ο ζητούμενος ρόμβος. Η τοιαύτη κατασκευή είναι πάντοτε

δυνατή καί τό πρόβλημα έχει πάντοτε μίαν λύσιν.

Σχ. ΘΟ.



112.-- Νά διαιρἐή περιφέρενα εις 4, ά, 10 ίσα µέρη.

ΛΥΣΙΣ.-- Διά νά διαιρέσωμεν τήν περιφέρειαν εις τέσσαρα ίσα

μέρη αρκεί νά φέρωμεν δύο διαμέτρους καθέτους επ᾿ αλλήλας. "Έκα-

στον τώρα τών τεσσάρων ίσων τόξων, τό διχοτομούμεν βοηθεία τού

γνωστού προβλήματος ό 167 καί τά ούτω προκύπτοντα 8 ίσα µέρη, τά

διχοτομούμεν βοηθεία τού αυτού προβλήματος.

1
113, --- Νά κοτασκευασύήη γωνία ίση πρός τό Γ Γ.- οῤής ή ίση

ποός 60”, 50”.

ΛΥΣΗΣ. 2) Διά νά κατασκευάσωμεν γωνίαν ίσην πρός --- ορθής

αρκεί νά διχοτομήσωμεν μίαν ορθήν (8 167). |

β) Διά νά κατασκευάσωμεν γωνίαν ίσην πρός 1 ορθής, λαμβά-

νομεν μίαν ευθείαν καί.φέρομεν επ’ αυτήν μίαν κάθετον. [((ατόπιν διχο-

τομούμεν μίαν τών σχηματισθεισών ορθών γωνιών, ότε τό έν τών με-

ρών εκ τής διχοτομηθείσης ορθής καί η εφεξής ορθή αποτελούν τήν ζη--

τουμένην γωνίαν.

γ) Διά νά κατασκευάσωμεν γωνίαν 60’, αρκεί νά κατασκευάσωμεν

ισόπλευρον τρίγωνον μέ πλευράν τυχούσαν ευθείαν συμφώνως πρός τό

πρόβλημα 8 170. Εις τήν κατασκευήν θά προσέξωμεν νά γραφούν αι

περιφέρειαι μέ ακτίνα ίσην πρός τήν ευθείαν, τήν οποίαν θά λάβωμεν.

Τότε μία τών γωνιών τού κατασκευασθησομένου ισοπλεύρου θά είνε 60»..

δ) Διχοτομούντες μίαν τών γωνιών τού προηγουμένου ισοπλεύρου

τριγώνου έχομεν τήν γωνίαν τών 30.

114.---Επί μιάς πλευράς τού δὀέντος τριγώνου νά εύρεύή σημείον απέ-

λον ίσον οπό τών δύο άλλων πλευρών αυτού.

ΛΥΣἸΣ.-- Διχοτομούμεν μίαν τών γωνιών τού τριγώνου κατά τό.
πρόβλημα τής 8 167, τό σημείον εις τό οποίον η διχοτόμος αύτη θά
τιμήση τήν απέναντι πλευράν είναι τό ζητούμενον σημείον, (τό ισάκις

απέχον τών δύο άλλων πλευρών). (Βλέπε σχετικώς άσκ. 33).

115.--Νάα χατασκευασδή παραλληλόγραμμον, ού δίδεται µία πλευρά γαι

αι διαγώνιοι.

ΔΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή αι διαγώνιοι. διχοτομούνται, έχοντες υπ᾽ όψιν τό
σχήμα 89 κατασκευάζομεν τό τρίγωνον ΕΑΔ, εις τό οποίον υποθέτο-

μεν ότι η ΕΔ είναι η δοθείσ:: πλευρά, αι δέ δύο άλλαι ΕΑ καί ΑΔ είναι

ίσαι πρός τά ημίση τών δοθεισών διαγωνίων. ᾿Αφού κατασκευάσωμεν

τό τρίγωνον ΑΔΕ κατά τό πρόβλημα (6 170) προεκτείνομεν τάς πλευ-

ράς ΕΑ καί ΔΑ πρός τό μέρος τής κορυφής Α κατά μήκη ίσα πρός

εαυτάς. Τότε τό τετράπλευρον τών άκρων Ε, Δ, Γ, Β είναι τό ζητού-.
μενον παραλληλογραμμον, ως έχον τάς διαγωνίους του καί τήν πλευ-'

ράν ΕΔ ίσα αντιστοίχως πρός τά δοθέντα στοιχεία.
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Τό πρόβλημα θά έχη λύσιν όταν η δοθείσα πλευρά είναι μικροτέρα

τού αθροίσματος τών ημίσεων τών δοθεισών διαγωνίων καί μεγαλυτέρα

τής ημιδιαφοράς των.

116 -- Νά αχ̓ή εφαπτομένη εις δὀέν σημείον περιφερείας.

ΔΥΣΙΣ.-- ᾿Αρκεί νά φέρωμεν τήν ακτίνα τής περιφερείας εις τό

δοθέν σημείον καί επί τήν ακτίνα ταύτην καί εις τό άκρον της τήν κά:

θετον. Η κάθετος αύτη είναι η ζητουμένη εφαπτομένη.

117.--Νά κατασχευασ̓ή οῤογώνιον τρίγωνον, ού δίδεται ή υποτείνουσα

καί μία τών άλλων πλευρών.

ΔΥΣΙΣ.-- Η λύσις εις τό βιλίον δ 171.

118...Η χατασχευή τών σχημάτων έχει σκοπόν τήν εξάσχησιν τού μἀη-

τού είς τήν ευχερή χρήσιν τών οργάνων χανόνος καί διαβήτου.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

119. - Νά κατασκευασθη οῤογώνιον τρίγωνον, έχον δὀείσαν τήν ύπο:

τείνουσαν καί τό ά̓ροισμα τών δύο κἀέτων πλευρών.

4 "Έστωσαν α, λ τό μήκος τής δοθείση-

υποτεινούσης καί τό μήκος τού αθροίσματος

Γ τών καθέτων πλευρών (θέτομεν β -|-γ-Ξλ).

Δ Ζητούμεν εκ τών δύο στοιχείων τούτων νά

" ν κατασκευάσωμεν τό τρίγωνον.

] Περιορισµός: Πρέπει λ᾽»α; Θά ακολουθή:

Ζ σωώμεν τήν γενικήν εργασίαν τής λύσεως.

9; ΑΝΑΛΥΣΙΣ.--Έστω ότι κατεσκευά-
() () σθη τό ζητούμενον τρίγωνον καί ότι είναι

λ τό ΑΒΓ (Σχ. 91 α). Εις τούτο υποθέτομεν

διι είναι ΓΒ --ακαί ΓΑ 5ΑΒ --λ. Διά

Σχ. 91. νά λάβωμεν τήν τεθλασμένην ΓΑ -- Α8Β

επ᾽ ευθείας, προεκτείνομεν τήν ΓΑ κατά

μήκος ΑΔ ίσον πρός τό ΑΒ ότε ΓΑ--ΑΔ--ΓΑ--ΑΒΞλ. ᾿Αλλ'

επειδή ελήφθη ΑΔ-- ΑΒ τό τρίγωνον ΑΒΔ είναι ορθογώνιον καί ισο-

σκελές άρα γών Δ --450, "Ηδη εις τό τρίγωνον ΓΔΒ γνωρίζομεν τάς

πλευράς ΓΒ-Ξ--α, ΓΔ--λ καί τήν γωνίαν Δ.:--45'". Κατωρθώσαμει

λοιπόν νά αναγάγωμεν τήν κατασκευήν τού τριγώνου ΑΒΓ εις τή;

κατασκευήν τού ΓΔΒ τού οποίου γνωρίζομεν τόν τρόπον κατασκευή.

του ως εις τήν δ 172.

τ ές λ

ΣΧΝΘΕΣΙΣ.-- Κατασκευάζοµεν γωνίαν ΓΔβΞ-45” (Σχ. 9ι β) καί επ
τής πλευράς αυτής ΓΔ λαμβάνομεν αρχόμενοι από τού Δ τμήμα ΔΓ-Ξλ.
Μέ κέντρον ήδη τό Γ καί ακτίνα τό μήκος τής υποτεινούσης α γράφο.

μεν περιφέρειαν ήτις τέμνει τήν άλλην πλευράν ΔΒ τής γωνίας Δ ει



77

τά Β καί Β,. Έκ τών Β καί Β, σύρομεν τάς καθέτους ΒΑ καί Β, Α,

επί τήν ΓΔ. Τά σχηματιζόμενα τρίγωνα ΓΑΒ καί ΓΒ,Α,, είναι ορθογώ-

νια καί αποτελούν λύσιν τού ζητουμένου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Εξετάζομεν πρώτον τό τρίγωνον ΓΑΒ, Τούτο είναι

ορθογώνιον δυνάμει τής αχθείσης καθέτου ΒΑ εκ τού Β επί τήν ΓΔ,

έχει δέ καί τήν υποτείνουσαν αυτού ΓΒ --α (ως ακτίνα τού κύκλου τού

έχοντος κέντρον Γ καί ακτίνα τήν α) ᾿Επί πλέον επειδή γωνΓΔΒ -- 455,

εκ κατασκευής, τό τρίγωνον ΑΔΒ όν ορθογώνιον, θά έχη καί τήν

ΥώνΑΒΔ --- 45’ καί συνεπώς είναι ισοσκελές, ᾿Αλλά τότε ΑΒ-- ΑΔ.

᾿Επειδή δέ εκ κατασκευής είναι ΓΑ--ΑΔ--λ, έπεται ότι καί ΓΑ:-ΑΒΞΞλ,

τοι τό άθροισιια τών δύο καθέτων πλευρών τού ορθογωνίου τριγώνου

ΓΑΒ είνάι ίσον πρός Ά. -- Ομοίως αποδεικνύομεν κ ότι καί τό τρίγωνον

ΓΑ,Β,. πληροί τούς τεθέντας όρους.

ΔΙΕΡΕΥΝἨΣΙΣ.-- "Έχοντες υπ᾽ όψιν τήν διερεύνησιν' τού προβλή-

ματος τής 8 172, νοούμεν ευκόλω” ότι η μέ κέντρον Γ καί ακτίνα α

γραφομένη περιφέρεια θά τμήση τήν πλευράν ΔΒ τής γων Δ, εις δύο

σημεία Β καί Β,, εφ’ όσον θά είναι α»ΓΕ (δηλαδή τής καθέτου τής εκ

τού Γ πρός τήν ΔΒ). Φαίνεται λοιπόν ότι τό πρόβλημα παρουσιάζει δύο

λύσεις τάς ΓΑΒ καί ΓΑ;Β.,. Αλλά τά δύο ορθογώνια ταύτα τρίγωνα

είναι ίσα, διότι έχουν τήν ΓΒ--ΓΒ,--α. ᾿Επίσης τ--̓φ--450 (εκ τού ορθο-

γωνίου τριγώνου ΓΕΔ τό οποίον είναι ισοσκελές αφού γων Δ -- 459).

᾿Αλλά καί ρ--ν--455--005 (εκ τού ορθογ. τριγ. ΓΕΒι) ότε ρ--ν--459 άρα

τ--̓φ--ρ-|-ν. ᾿Επειδή όμως ΓΕ διχοτόµος εις τό τριγωνον ΓΒΒ, θά είναι

Φ--ρ, ότε τ:-ν.

Δηλαδή τά τρίγωνα ΓΑΒ καί ΓΑ,Β,, έχουν. τάς υποτεινούδας των

ίσας (ΓΒ--ΓΒ,) καί μίαν τών οξειών ίσην (τ--ν).᾿Αφού λοιπόν ταύτα είναι

ίσα τό πρόβλημα έχει ουοιασιικώς μίαν λύσιν, μέ μόνον δύο διαφόρους

θέσεις τού αυτού τριγώνου. "Αν όμως είναι η α--ΓΕ, τότε η μέ κέντρον

Γ καί ακτίνα α γραφομένη περιφέρεια θά εφάπτεται τής ΔΒ καί τό

προκύπτον τρίγωνον ΓΕΑ. θά αποτελή λύσιν τού προβλήματος, είναι

δέ τούτο ισοσκελές.

”Αν δέ τέλος η α «ΓΕ, τότε η μέ κέντρον Γ καί ακτίνα α γραφο-

μένη περιφέρεια δέν θά τέμνη τήν ΔΒ καί τό πρόβλημα δέν έχει λύσιν.

Συμπέρασμα: Έκ τών ανωτέρω καθίσταται φανερόν ότι τό

πρόβλημα έχει μίαν ή ουδεμίαν λύσιν, αρκεί νά ισχύη ο περιοριομοελ᾽»α.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1. Είδομεν ανωτέρω ότι διά προεκτάσεως τής ΓΑ κατά μήκος ΑΔ-ΞΞΑΒ εδέσαμεν τήν

τἐλασμένην επ᾽ εὐείας."Ομοίως δέ είς όλας τάς περιπτώσεις εις άς δά δ[δεται τό άδροι-
σµα δύο ή τριών πλευρών ή η διαφορα δύο πλευρών δά δέτωμεν τό άδροιαμα τούτο

επ᾽ ευδείας ή άν πρόκειται περί διαφοράς δά λομθάνωμεν επί τής μιάς πλευράς τμήμα
όσον είναι η άλλη, ώστε τό υπόλοιπον νά παριστά τήν δοδείσαν διαφοράν.

2. Επίσης κατα την καταοκευήν ενός οιουδήποτε ευδυγράμμου σχήματος δά άκολου--
δώμεν τήν ως άνω σειράν εργασίας. Δηλαδή ανάλυσιν, σύνδεσιν, απόδειξιν, διε-

βεύνησιν.
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5. Πολλάκις επειδή η ανάλυσις δά είναι πολύ απλή δά δυνάμεδα νά αρχίσωμεν τήν

σύν̓εσιν ευδύς αμέσως, ως επράξαμεν εις τά προηγούμενα τού ανωτέρω προθλήµατος,

ενώ η απόδειξις κοί η διερεύνησις δά είναι πάντοτε απαραίτητα κατά τήν λύσιν.

4. Πρέπει νά προσέχωμεν τόν αριθμόν τών δεδομένων στοιχείων, εάν ούτος αρκεί

διά τήν κατασκευήν ενός ευδυγράμμου σχήματος. Εάν πρόκειται περί τριγώνου, ο αρι-

όμός ούτος πρέπει νά είναι τρία, εκτός άν τό τρίγωνον είναι ιδιαζούσης μορφής ότε᾽

ο αριθμός ούτος τών απαραιτήτων στοιχείων ελαττούται. Ως π, χ. είς τό άνω πρόθληµα

επειδή τό τρίγωνον είναι ορδογώνιον εδόδησαν μόνον δύο στοιχεία η υποτείνουσα α

καί τό άδροισμα λ τών καδέτων πλευρών. Δι’ έν πολύγωνον γενικώς αποιτούνται 2ν--5

στοιχεία ένδα ν ό αρἰμός τών πλευρών τού υπό κατασκευηήν σχήμστος. Πράγματι έν

πολύγωνον διά τών διαγωνίων αι οποίαι άγονται έκ τινος κορυφής του χωρίζεται εις

ν--2 τρίγωνα. Διά τό πρώτον τών τριγώνων τούτων χρειάζονται ό στοιχεία, δι᾽ έκαστον

δέ τών λοιπών 2 (διότι δά υπάρχη μία πλευρά κοινή) άρα επειδή τά λοιπά τρίγωνα δά

είναι ν--5 καί δι’ έκαστον χρειάζονται 2 στοιχεία, δι᾽ όλα δά χρειάζωνται 2 (ν--δ)

στοιχεία σύν τά 3 στοιχεία τού πρώτου τριγώνου ήτοι σύνολον ν--5)--2--2ν--5. Καί

εδώ ο αριθμός ούτος ελαττούται άν τό πολύγωνον είναι καί πάλιν ιδιαζούσης μορφής.

Π.χ. διά τού τύπου 2ν--2 ευρίσκομεν ότι δι’ έν τετράπλευρον χρειάζονται 2.4-- 3--5 στοι-

χεία. ᾽Αλλά άν τούτο είναι τραπέζιον χρειάζονται μόνον τέσσαρα, άν είναι -:παραλλη-

λόγραμμον μόνον τρία κ.ο.κ.

120.--- Νά κατασχευασ̓ή ισόπλευρον τρίγωνον έχον δουέν ύψος.

ΑΝΑΔΛΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι τό ύψος τού ισοπλεύρου τριγώνου

διχοτομεί τήν γωνίαν τής κορυφής εξ ής άγεται, επίσης γνωρίζομεν ότι

αι γωνίαι τού ισοπλεύρου τριγώνου είναι εκάστη ίση πρός 60’. Βάσει

τούτων αγόμεθα εις τήν ακόλουθον σύνθεσιν. (Τό σχήμα απλούν).

ΣΥΝΘΕΣΙΣ.-- Κστασκευάζομεν γωνίαν 60» (άσκ. 113) καί διχοτο-.

μούμεν αυτην κατά γνωστόν πρόβλημο, επί δέ, τής διχοιόμου ταύτης

λαμβάνομεν τμήμα ίσον πρός τό δοθέν ύψος αρχάμενοι από τής κορυ:

φής. Εις τό άλλο άκρον τού ύψους τούτου φέρομεν κάθετον επί τούτο

μέχρις όιου τμήση τάς πλευμάς τής καταοκευαοθείσης γωνιας, Τό ούτω

οριζόμενον τρίγωνον είναι τό ζητούμενον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Ευκόλως δεικνύεται ότι τούτο είναι τό ζητούμενον
ισόπλευρον.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ.-- ᾿Επειδή οι άνω κατασκευαί είναι πάντοτε δυ-

ναταί τό πρόβλημα έχει πάντοτε μίαν λύοιν.

,121.-- Νά κατασκευασθήη ισοσκελές τρίγωνον, τού οποίου δίδεται ή χά-

̓ετος επί τήν βάσιν εν: τής έναντι κορυφής καί η γωνία αυτής.

ΑΝΑΛΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι η κάθετος επί τήν βάσιν εκ τής
απέναντι κορυφής είναι καί διάµεσος τού τριγώνου. Βάσει τούτων προ:

βαίνομεν εις την ακόλουθον ούνθεσιν (τό οχήμα απλούν).

ΣΥΝΦΕΣΙΣ.-- Καταοκευάζομεν γωνίαν ίσην πρός τήν δοθείσαν.
Κατόπιν διχοτομούμεν αυτήν καί αρχόμενοι από τής κορυφής λαμβά-
νοµεν επί τής διχοτόμου ταύτης τμήμα ίσον πρός τήν δοθείσαν κάθετον
(ύψος). Εις τό άλλο άκρον τού ύψους τούτου φέρομεν κάθετον επί

τούτο, ότε αι το!ιαι τής καθέτου ταύτης μετά τών πλευρών τής γωνίας
θά ορίσουν τό ζητούμενον τρίγωνον.
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- Τούτο είναι τό ζητούμενον, διότι έχει τό ύψος

ίσον πρός τό δοθέν, τήν γωνίαν τής κορυφής ίσην πρός τήν δοθείσαν

εκ καταοκευής, επειδή δέ τό Όψος τούτο ήχθη καί ως διχοτόμος τής

γωνίας τής κορυφής έπεται ότι είναι ισοσκελές.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ.Ω-- ᾿Επειδή πάσαι αι ανωτέρω κατοσκευοί είναι

δυνατοί, τό πρόβλημα έχει πάντοτε λύσιν.

122 --Νη κητοσλευασ̓ή οῤογώνιον τρίγωνον ε: τής αχτίνος τού εις αυτό

εγγεγρομμένου χύχλου καί ελ μιάς τών οξειών γωνιών τού τοιγώνου.

"Έστωσαν ̓ καί Β η ακτίς τού εγγεγραμμένευ κύκλου καί η οξεία

γωνία Β τού υπό κατασκευήν ορθογωνίου τριγώνου (Σχ. 92).

Περιορισμός: Θά πρέπη Β-«90",

Γ ΑΝΑΔΥΣἸΣ..- Έστω ΑΒΓ τό ζητούμενον ορ-

θογώνιον τρίγωνον, τό οποίον έχει τήν οξείαν γωνίαν

Β ίσην πρός τήν δοθείσαν καί τήν ακτίνα τού εγγε-
---------.

Ρ γραμμένου κύκλου Ο ίσην πρός τήν δοθείσαν. "Αν

γ΄ ε 2 αχθή η ΟΒ αύτη θά είναι διχοτόµος τής οξείας γω-

Δ ο νίας Β καί τό τρίγωνον ΟΖΒ ορθογώνιον εις τήν γών Ζ

κατασκευάζεται διότι γνωρίζομεν τήν οξείαν γωνίαν

Α 2 β Β
ΟΒΖ ---.. κοί τήν κάθετον ΟΖ -Ξρ. ᾿Επί πλέον παρα-

Σχ. 99. 2
τηρούμεν ότι η ΑΓ θά είναι παράλληλος τή ΑΖ, η δέ

ΟΔ ποράλληλος τή ΑΒ. Βάσει τούτων αγόμεθα εις τήν ακόλουθον

ούνθεσιν.

ΣΥΝΘΕΣΙΣ.-- Κατασκευάζομεν ορθήν γωνίαν ΟΖΒ. ’Επί τής μιάς

πλευράς αυτής ΟΖ λαμβάνομεν τμήμα ΟΖ --Ρ, καί μέ πλευράν τήν ΟΖ

καί κορυφήν τό Ο καταοκευάζομεν τήν γών ΖΟΒ ίσην πρός τήν συμ-

Β
πληρωματικην τής γών να Είναι φανερόν εκ τούτων ότι ορίζεται πλέον

τό τρίγωνον ΟΖΒ. “Ορισθέντιος ήδη τού τριγώνου 078, μέ κέντρον τό

Ο καί ακτίνα ΟΖ --:ρ γράφομεν περιφέρειαν κύκλου, πρός τήν οποίαν

φέρομεν εκ τού Β τήν εφαπτομένην ΒΕΓ. Κατόπιν εκ τού Ο φέρομεν

τήν ΟΔ ποράλληλον τής ΑΒ καί εκ τού Δ τήν εφαπτομένην ΑΓ παράλ-

ληλον τής ΟΖ. Τό προκύπτον τρίγωνον ΑΒΓ είναι τό ζητούμενον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Εν πρώτοις είναι ορθογώνιον εις Α, διότι αι
ΑΔ καί ΑΒ είναι αντιστοίχως παράλληλει πρός τάς ΟΖ καί ΌΔ, αι

οποίαι εκ κσαταοκευής τέμνονται καθέτως περί τό Ο. ᾿Επί πλέον έχει

τήν ακιίνα τού εγγεγραμμένου κύκλου ίσην πρός ρ εκ κατασκευής, τήν

δέ γωνιαν Β ίσην πρός τήν δοθείσαν, διότι, αφού η γων ΖΟΒ κατε-

; Β
σκευάσθι; ίση πρός τήν συμπληρωματικήν τής κ. η γωνία ΟΒΖ θά

- Β
ισούται μέ» καί συνεπώς η γων ΑΒΓ θά ισούται μέ Β.
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ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ..- ᾿Επειδή πάσαι αι ανωτέρω κατασκευαί είναι

δυναταί, τό πρόβλημα έχει πάντοτε μίαν λύσιν.

123.-- Κύχλος εφαπτόμενος μιάς τών πλευρών τού τοιγώνου καί τών

προεγβολών τών δύο άλλων (κύκλοι παρεγγεγουμμένοι).

ΑΝΑΔΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι ο κύκλος ούτος (Σχ. 60) ο εφαπτό-

μενος μιάς. πλευράς καί τών προσεκβολών τών δύο άλλων θά έχη τό

κέντρον του Ο΄ επί τής τομής τών διχοτόμων ΒΟ’ καί ΓΟ’ τών εξωτε-

"Ρικών γωνιών Β καί Γ, ως καί επί τής διχοτόµου ΑΟ΄ τής εσωτερικής

γωνίας Α.

ΣΥΝΘΕΣΙΣ.-- Φέρομεν τάς διχοτόµους ΒΟ΄ καί ΓΟ’ τών εξωτε-

ρικών γωνιών Β καί Γ τών τριγώνών ΑΒΓ. Αύται τέµνονισι ως γνώ-

στόν (άοκ. 88) εις τό Ο΄, όπερ απέχει ισάκις τών πλευρών Εκ, Γν καί

τής ΒΓ. "Αρα άν μέ κέντρον τό Ο’ καί ακιίνα μίον τών Ο'Ν.ΟΡ,ΟΣ

γραφή περιφέρεια αύτη θά είναι η ζητουμένη. Η απόδειξις είναι απλή.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

124.-- Νά γοαφή περιφέρεια εφαπτομένη τής δὀείσης πεοιφερείας Κ

είς τό σημείον Α χαί διερχομένη διά τού δοθέντος σημείου Β.

"Έστω η περιφέρεια {{ καί

σημείον Α επ᾽ αυτής καί ση-

μείον Β (Σχ. 93α). Θέλομεν

νά γράψωμεν περιφέρειαν ήτις

νά εφάπτεται τής Κ. εις τό Α

καί νά διέρχεται διά τού Β.

ΑΝΑΛΥΣΙΣ.- ΄Υποθέτομεν

Σχ. 98. τό πρόβλημα λελυμένον ήτοι

ότι εγράφη η εν λόγω περιφέ-

ρεια ήτις έστω ότι είναι η Ρ η εφαπτομένη εις τό Α τής περιφερειας Κ

καί διερχομένη διά τού Β. Προφανές είναι ότι αρκεί ν᾿ ορισθή τό κέν-

τρον τής εν λό; περιφερείας. Παρατηρούμεν ότι, επειδή οι περιφέρειαι

εφάπτονται, η διάκεντρος αυτών ΚΡ θά διέρχεται διά τού σημείου επα-

φής Α, τό κένιρον συνεπώς Ρ τής ζητουμένης περιφερείας θά έχη ως

ένα γεωμετρικόν τόπον τήν προέκτασιν τής ΚΑ.

᾿ΑΦ᾽ ετέρου επειδή η περιφέρεια θά διέρχεται διά τών Α καί Β τό

κέντρον οφείλει νά κείται επί τής καθέτου εις τό μέσον τής ΑΒ, δηλαδή

θά έχη ως δεύτερον γεωμ. τόπον τήν κάθετον ΓΡ. Συνεπώς τό κέντρον

θά ορισθή ως τομή τών δύο τούτων γεωμ. τόπων.

ΣΥΝΘΕΣΙΣ -- Σύρομεν τήν ΚΑ καί προεκτείνομεν αυτήν, έχομεν

ούτω τόν ένα τόπον τού αγνώστου κέντρου. Κατόπιν φέρομεν τήν ΑΒ

καί τήν κάθετον εις τό μέσον αυτής ΓΡ, ορίζομεν ούτω καί τόν δεύτε-

ρον γεωμ. τόπον τού κέντρου. Η τομή Ρ τών δύο τούτων γεωμ. τόπων

ορίζει τό άγνωστον κέντρον. 'Ορισθέντος τού κέντρου Ρ, γράφομεν πε-
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ριφέρειαν έχουσαν κέντρον τό Ρ καί ακτίνα μίαν τών ΡΑ ή ΡΒ. Λέγο-

μεν ότι αύτη είναι η ζητουμένη. | |

ΑΠΟΔΕΙΕΙΣ.- Έν πρώτοις η περιφέρεια αύτη διέρχεται διά τών

Α καί Β διότι εγράφη μέ κέντρον Ρ καί ακτίνα μίαν τών ίσων ΡΑ καί

ΡΒ. ᾿Αφ᾽ ετέρου αύτη εφάπτεται τής Κ εις τό Α, διότι η διάκέντρος

αυτών ΚΡ περιέχει τό Ρ καί συνεπώς ισούται μέ τό άθροισμα τών ακτί-

νών ΚΑ καί ΡΑ.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ.--Τό πρόβλημα θά έχη λύσιν εφ᾽ όσον οι δύο γεω-

μετρικοί τόποι θά τέμνωνται.

Θά υπάρχη δέ τομή εφ᾽ όσον τό Β έχει θέσιν δεξιά τής κοινής εσωτε-

ρικής εφαπτομένης Αχ ωςεις τό (Σχ.93α), η δέ επαφή Εά είναι εξωτερική.

"Αν όμως τό Β κείται επί τής εφαπτομένης Αχ ως εις τό (Σχ. 93β)

τότε η κάθετος εις τό μέσον Γ ήτοι η ΓΓ θά είναι παράλληλος τή ΚΑ

καί τό πρόβλημα δέν έχει λύσιν. (Η χάριν τής γενικότητος έχει λύσιν

μέ κέντρον εις άπειρον).

"Αν ήδη τό Β έχη τήν θέσιν Β’ αριστερά τής Αχ η κάθετος Γ΄» θά

τμήση τήν προέκτασιν τής ΚΑ αριστερά τού Κ καί τό πρόβλημα έχει

λύσιν, μέ τήν ζητουμένην περιφέρειαν εφαπτομένην εσωτερικώς τής δο-

θείσης Κ καί περιέχουσαν ταύτην.

"Αν τό Β κείται επί τής περιφερείας τότε η κάθετος εις τό μέσον

τής ΑΒ θά διέλθη διά τού κέντρου Κ καί συνεπώς η ζητουμένη συμπί-

πτει μέ τήν δοθείσαν. Αν τέλος τό Β κείται εντός τής Κ, η τομή θά

γίνη μεταξύ Κ καί Α, καί τό πρόβλημα έχει λύσιν μέ τήν ζητουμένην

εντός τής δοθείσης, εφαπτομένης ταύτης εσωτερικώς.

125,-- Νά γραφή περνρέρεια εφαπτομένη δύο δὀεισών περιφερειών εκτός

καί έχουσα αχτίνα ίσην πρός τήν δοθείσαν εὐείαν α.

| ΑΝΑΛΥΣΙΣ. -- Υποθέτομεν

τό πρόβλημα λελυμένον καί έστω

χ η ζητουμένη περιφέρεια η έχου-

σα ακιίνα α καί εφαπτομένη τών

δοθεισών περιφερειών Κ καί Λ ε-

κτός (Σχ. 94). Παρατηρούμεν ότι

τό άγνωστον κέντρον χ, απέχει

τού κέντρου Κ απόστασιν Κα ί.

σην πρός τό άθροισμα τών γνω-

στών ακτίνων ρ’ καί α, άρα έχει

ως ένα γεωμ. τόπον τήν περι-

φέρειαν κέντρου Κ᾿ καί ακτίνος ρ΄--α. Διά τόν αυτόν λόγον θά έχη

ως ένα δεύτερον γεωμ. τόπον τήν περιφέρειαν κέντρου Λ καί ακτίνος

ρή-α. "Αρα τούτο θά ορισθή ως τομή τών δύο τούτων γεωμ. τόπων.

ΧΥΝΘΕΣΙΣ.-- Γράφομεν τούς δύο γεωμ. τόπους, δηλαδή τάς πε-
ριφερείας κέντρων Κ καί Λ καί ακτίνων αντιστοίχως ρ΄-Ί-α καί ρ!-α. Η

τομή τούτων θά ορίση τό άγνωστον κέντρον. "Εστω έν τών σημείων το-

μής αυτών «. Μέ κέντρον ήδη τό « καί ακτίνα ρ γράφομεν περιφέρειαν

ήτις είναι η ζητουμένη. |
6
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Πράγματι επειδή η διάκεντρος Κκ τών περιφερειών

Κ καί χ ισούται μέ τό άθροισμα τών ακτίνων ρ΄-Ί-α, έπεται ότι αι περι-

φέρειαι εφάπτονται εκτός. Διά τόν αυτόν λόγον η περιφέρεια ν εφάπτε-

ται εκτός καί τής περιφερείας Λ.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ.--Αι περιφέρειαι κέντρων Κ, Λ καί ακτίνων ρ΄Ί-α, |

ρ!-α αντιστοίχως, δύνανται νά τέμνωνται εις δύο σημεία «, ν, ότε το

πρόβλημα έχει δύο λύσεις ή εις έν, ότε τό πρόβλημα έχει μίαν λύσιν

ή νά μή τέμνωνται ότε τό πρόβλημα δέν έχει λύσιν.

Αι συνθήκαι ίνα τό πρόβλημα έχη δύο λύσεις είναι όπως η διά-

κεντρος αυτών ΚΛ είναι μικροτέρα τού αθροίοματος τών ακτίνων ήτοι

ΚλΛ«ρ!-αΊ-ρ΄Ί-α--2α-η-ρΊ-ρ΄
“Ίνα υπάρχη µία λύσις θά πρέπη

ΚΛ--ρή-αη-ρ΄Ί-α -- 2α 1-ρ 1- β΄.
"Αν όμως ΚΛ2α-!-ρ--ρ΄ τό πρόβλημα δέν έχει λύσιν.

ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ του Ε΄ ΒΙΒΛΙΟΥ

126.--Νά ευρἐή ο γεωμετρικός τόπος τών σημείων. τό. υποία απέχουν !

εξ ίσου από δούείσαν ευθείαν.

Τό εὐύ.--- Εστω ευθεία χν καί δύο σημεία Α΄, Β΄ κείμενα πρός

τό αυτό μέρος τής χγ καί εις ίσην απόστασιν απ᾽ αυτής ήτοι ΑΑ΄ --

ΞΞΡΒ΄ (Σχ. 95).

Σύρομεν βοηθητικώς τήν Α΄Β’᾽. ᾿Επειδή
τν ο. : ) κ Α΄ ΒΓ ;

ΑΑ΄ καί ΒΒ᾽ είναι ίσαι καί παράλληλοι τό )

σχήμα ΑΒΒ΄ Α΄ είναι ορθογώνιον παραλληλό- αι οι ς

γραμμον. ᾿Αλλά τότε η Α΄Β΄ θά είναι παράλ- 7 ΕΓ; χ

ληλος τή ΑΒ. Λέγομεν ότι η παράλληλος αν’ - | |

αύτη ήτοι η κ'γ΄ είναι ο ζητούμενος γεωμ. 2 7"

τόπος τών σημείων τά οποία απέχουν τήν Σχ. 95.

αυτήν απόστασιν τής κγ.

Τό αντίστροφον.--Θά δείξωμεν ήδη ότι πάν σημείον τού τόπου έχει

τήν ιδιότητα ήτοι ότι πάν σημείον τής κ'γ΄ απέχει τήν αυτήν απόστασιν

τής χγ. "Έστω πρός τούτο τό σημείον Γ΄’ τής χ΄ν΄. Φέρομεν τήν κάθε;

τον Γ΄Γ επί τής κγ, ότε σχηματίζομεν τό ορθογώνιον π:χ. ΒΓΓΒ΄, όπερ

δίδει ότι ΓΓ΄--ΒΒ΄, ήτοι η απόστασις οιουδήποτε σημείου τής κ΄νγ΄ παρα:

μένει σταθερώς ίση πρός τήν ΒΒ΄.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ.--Παρατηρούμεν ότι όλα τά σημεία τής χ΄ν΄ (θεω-

ρουμένης μετά τής χγ επ᾽ άπειρον προεκτεινομένης) έχουν τήν ιδιότητα.

᾿Επειδή δέ δυνάμεθα νά εργασθώμεν ομοίως καί πρός τό έτερον μέρος

τού επιπέδου, έχομεν ως ένα δεύτερον γεωμ. τόπον τήν κ''ν΄’ τής οποίας

τά σημεία Α΄’, Β΄ απέχουν από τής χγ αποστάσεις Α΄ Α, Β΄ ’Β, ίσας

πρός ΑΑ΄.

Συμπέρασμα.-- “Ωστε ο ζητούμενος γεωμ. τόπος αποτελείται από

|
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δύο ευθείας χ΄ν΄, κγ΄ αι οποίαι είναι παράλληλοι πρός τήν «ν καί

άγονται εις τήν αυτήν από τής χν απόστασιν.

ΟΔΗΓΙΑΙ

-. Κατά τήν λύσιν τού ανωτέρου προθλήματος επί ενός γεωμετρικού τόπου, ευκόλως

δο παρατηρήση τις ότι ακολουδείται η εξής σειρά εργασίας.

Εν πρώτοις προσπαδούμεν να καδορίσωμεν ποίος είναι ό ζητούμενος γεωμ. τόπος.

Πρός τούτο δεχόµεθα ότι έχομεν έν σημείον ή καί περισοότερα τού τόπου μέ τήν ιδιό-

τητά των, καδοριζομένην εκάστοτε εν τή εκφωνήσει. Κατόπιν προσπαθούμεν να ανεύ-

ρωμεν ιδιότητός τινας τού σημείου τούτου, συνδέοντες τούτο συνηδέστερον μέ στα-

̓ερά σημεία τά οποία δά έχωμεν είς τό πρόθληµα κοί εξετάζοντες τάς τοιαύτας απο-

στάσεις άν είναι σταδεραΐ ή έχουν διεύδυνσιν σταδεράαν κλπ.

“Όλη η τοιαύτη εργασία η προύποδέτουσα την εύρεοιν τού τόπου αποτελεί τό κα-

λούμενον εύ 8 υ τού τόπου.

"Άν δέ κατορθώσωμεν καί ανεύρωμεν τόν τόπον, πρέπει νά επαληδεύσωμεν αυτόν

ήτοι νά εξετάσωμεν άν έν σημείον τού τόπου έχη τήν εν τή εκφωνήσει αναγραφομέ-

νην ιδιότητα. Τούτο αποτελεί τό καλούμενον αντίστροφον τού τόπου.

Τέλος έκαστον πρόθληµα γεωμ. τόπου, δά πρέπη καί να διερευνηβή ήτοι να εξε-

τασδή άν όλης τής γραμμής τής αποτελούσης τόν τόπον τά σημεία έχουν τήν ιδιότητα

ή μερικά μόνον.

Γενικά δέν δυνόμεδα νά καδορίσωμεν ένα γενικόν τρόπον εργασίας διά τήν ανεύ-

ρεδιν τών γεωμ, τόπων, τούτο κυρίως είναι αποτέλεσμα πλήρους γνώσεως τών προτά-

σεων καί αρκετής εξασκήσεως επί πολλών προθλημάτων τού είδους τούτου,

127.--Νά εύρἐή ό γ. τόπος τών σημείων, τά οποία απέχουν εξ ίσου από

δύο ευθειών τεμνομέγνων̓

Τό εὐύ.--"Εστωσαν αι τεµνόμµεναι ευθείαι «Ον καί χ΄ΟΥγ΄ (σχ. 96).

"Έστω δέ καί σημείόν τι Μ έχον τήν ιδιότητα νά απέχη εξ ίσου τών τε-

μνομένων ευθειών κΌν καί χ᾽Ον΄, ήτοι ΜΖ--

«ΜΗ, ᾿Αλλά γνωρίζομεν ότι ίνα σημείόν τι

απέχη ίσον τών πλευρών γωνίας δέον νά κείται

επί τής διχοτόμου τής γωνίας."Αρα ο ζητού-

μενος γεωμ.τόπος είναι η διχοτόμµος ΑΟΒ τής
γωνίας κΟχ’. ᾿Αλλά γνωρίζομεν ακόμη ότι η

προέκτασις τής ΟΒ ήτοι η ΟΑ θά είναι δι-
χοτόμος τής γωνίας νΌν. ᾿Επίσης δέ ότι η
ΓΟΔ κάθετος τής ΑΟΒ θά είναι διχοτόμος
τών κάτά κορυφήν γωνιών ν΄Ός καί γΌνς΄. ᾿Επειδή δέ ό,τι ισχύει διά

τήν ΟΒ, θά ισχύση καί διά τάς λοιπάς διχοτόμους, έπεται ότι τών ευ-

θειών ΑΟΒ καί ΓΟΔ τά σημεία απέχουν εξ ίσου τών ευθειών χΌν καί
καί κΟν’ καί συνεπώς αι δύο ευθείαι ΔΟΒ καί ΓΟΔ αποτελούν τόν

ζητούμενον γεωμ. τόπον.

Σχ. 96.

Τό αντίστροφον.--- Ευκόλως δεικνύομεν ότι πάν σημείον τών ευ-

θειών ΑΟΒ καί ΓΟΔ απέχει εξ ίσου τών ευθειών «νΌν καί ΟΥ’.

128.-- Νά ευρἐή ο γ. τόπος τών κέντρων τών χύχλων, οι οποίοι εφά-

πτονται δούείσης γωνίας.

Τό ευθύ.--"Εστω γωνία «Ον καί κύκλος Μ εφαπτόμενος τών πλευ-
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ρών τής γωνίας (Σχ. 97). Ζητούμεν τόν γεώμ. τόπον τού Μ. "Αν φέρω-

μεν τάς καθέτους ΜΑ καί ΜΒ, αύται είναι ίσαι ως ακτίνες. ᾿Απέχει

άρα τό Μ εξ ίσου τών πλευρών τής γών χΌν,

καί συνεπώς οφείλει νά κείται επί τής διχοτό-

µου τής γωνίας ταύτης. "Ήτοι ο γ. τόπος τού

Μ είναι η διχοτόµος ΟΖ τής δοθείσης γωνίας.

Ρ Τό αντίστροφον.-- Έστω ήδη έν σημείον Μ΄

τής διχοτόμου ταύτης. "Αν αχθούν αι κάθετοι

Η ΜΉ καί ΜΘ αύται ως γνωστόν θά είναι ίσαι.

Τούτο σημαίνει ότι δύναται νά γραφή περιφέ-

ρεια μέ κέντρον τό Μ’ καί ακτίνα τήν ΜΘ. Η

2 περιφέρεια αύτη θά εφάπτεται τότε τών πλευ-

Σχ. 97. ρών τής γωνίας χΌγ. ᾿Εδείχθη λοιπόν ότι καί

πάν σημείον τής διχοτόμου ΟΖ έχει τήν ιδιό-

τητα νά είναι κέντρον κύκλου εφαπτομένου τών πλευρών τής δοθείσης

γωνίας.

9
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129.--Νά ευοἐή ό γ. τόπος τών μέσων ίσων χορδών τού αυτού πύκλου.

Τό εὐύ.-- "Έστω κύκλος Κ καί δύο ίσαι χορδαί αυτού αι ΑΒ καί

ΓΔ (Σχ. 98). Ζητούμεν τόν γ. τόπον τών μέσων τών ίσων χορδών. Γνω-

ρίζομεν ιδιότητα τών ίσων χορδών, νά απέχουν

εξ ίσου τού κέντρου ήτοι άν αχθούν εκ τού κέν-| Α ποσό
τρου Κ αι ευθείαι ΚΕ καί ΚΖ εις τά μέσα Ε ρα

καί Ζ τών χορδών, αύται οφείλουν νά είναι κά- ΝΡ Ρ

θετοι επί τάς χορδάς. (8 147) καί συγχρόνως ί

ίσαι ήτοι ΚΕ--ΚΖ. Παρατηρούμεν λοιπον ότι τά

μέσα τών ίσων χορδών απέχουν ίσον εκ τού

κέντρου, Τούτο σημαίνει ότι τά μέσα ταύτα εί- Ρ (

ναι τά σημεία μιάς περιφερείας ομοκέντρου

πρός τήν δοθείσαν καί μέ ακτίνα μίαν τών ίσων Σχ. ᾿ 9δ.

αποστάσεων ΚΕ ή ΚΖ.

Τό αντίστροφον.-- Θεωρήσωμεν ήδη έν σημείον τής περιφερείας

ταύτης έστω τό Ν. Φέρομεν τήν ακτίνα ΚΝ καί τήν εφαπτομένην εις τό

Ν, ώστε νά σχηματίσωμεν τήν χορδήν ΡΑΣ. Θά πρέπη αύτη νά είναι

ίση μέ μίαν τών άλλων χορδών ΑΒ ή ΓΔ. Πράγματι επειδή είναι ΚΝ--

ΞΞΚΕ ως ακτίνες τού ομοκέντρου κύκλου, έπεται ότι αι χορδαί ΡΣ καί

ΑΒ, ίσον απέχουσαι τού κέντρου, είναι ίσαι. ᾽Αφ᾽ ετέρου τό Ν είναι

μέσον τής ΡΣ, διότι η ΚΝ άγεναι καθέτως εκ τού κέντρου πρός αυτήν.

Ήτοι εδείχθη ότι πάν σημείον τής ομοκέντρου ταύτης περιφερείας

-είναι μέσον χορδής ίσης πρός μίαν τών ΑΒ ή ΓΔ.

130..--Νά αχ̓ή εφαπτομένη δοθείσης περιφερείας παράλληλος πρός δο-

̓είσαν εὐείαν. 7

ΛΥΣΙΣ.- "Έστω η περιφέρεια ΚΚ καί η ευθεία ΑΒ. Θέλομεν νά φέ-
ρώμεν εφ χπτομένην τής περιφερείας καί παράλληλον πρός τήν δοθείσαν
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ευθείαν ΑΒ (Σχ. 99).

Πρός τούτο φέρομεν εκ τού Κ᾿ τήν κάθετον ΚΖ επί τήν ΑΒ ήτις

τέμνει τήν περιφέρειαν εις τά Ε καί Η. "Αν ήδη / μ ’

αχθούν αι εφαπτόμεναι εις τά Ε καί Η τής περι- Γ ον. 9

φερείας δηλαδή αι ΓΔ καί Γ΄Δ΄ αύται θα είναι

παράλληλοι πρός τήν ΑΒ, αφού πάσαι είναι

κάθετοι επί τήν αυτήν ευθείαν ΗΚΕΖ.

'. ΣΗΜΕΙΩΣΙΣ.-- Τό ανωτέρωπρόθληµα ελύσαμεναμέ- ι[Γ - Δ
σως συνδετικώς. Εις τά επόμενα προθλήματα δά ακολου- |

δώμεν τήν αυτήν οδόν εκτός άν τό πρόθλημα παρουσιά-

ζει οχετικήν τινα δυσκολίαν. Οι µαδητοί όμως δά είναι Α Ξ 8

πολύ καλόν νά ακολουδούν κατά τήν λύσιν τά όσα Σγ. 0900

προείπομεν δηλαδή ανάλυσιν--- σύνδεσιν--απόδειξιν--- διε- χ: ᾽

ρεύνησιν.

131.--Νάα κατασχευασ̓ή ρόμβος έχων δὀείσαν γωνίαν Ζαί τήν διανώνιον,

ή οποία άγετσι εν: τής κορυφής τής δὀείσης γωνίας.

ΛΥΣΙΣ.--ΈΈστω ο ρόµβος ΑΒΓΔ, ού δίδεται η γωνία Α καί η δια-
β γώνιος ΑΓ αγομένη εκ τής κορυφής τής δοθείσης γω-

νίας Α (Σχ. 100). Γνωρίζομεν τήν ιδιότητα τών διαγω-

νίων τού ρόμβου, νά διχοτομούν τάς γωνίας αυτού

καί νά τέμνωνται καθέτως.

β Κατασκευάζομεν, βάσει τών ανωτέρω, γωνίανΒΑΔ

δ ίσην πρός τήν δοθείσαν καί διχοτομούμεν αυτήν διά

τής ΑΟΓ. Κατόπιν επί τής διχοτόμου ταύτης λαμβά-

νομεν τμήμα ΑΓ ίσον πρός τήν δοθείσαν διαγώνιον.

Τέλος εκ τού άκρου Γ σύρομεν τάς ΓΒ καί ΓΔ αντι-

στοίχως παραλλήλους πρός τάς ΑΔ καί ΑΒ. Τό προ-

κύπτον παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ είναι ο ζητούμενος

ρόμβος. Διότι έχει αφ᾽ ενός τά δεδομένα στοιχεία,

αφ᾽ ετέρου η μία διαγώνιος αυτού ΑΓ είναι διχοτόµος τής γωνίας αυτού

Α. (Δηλαδή άν μία διαγώνιος παρ)µου είναι διχοτόµος μιάς τών γω-

νιών του, τούτο είναι ρόμβος). ᾿ |

μ

Σχ. 100

132.---Νά κατασκευασύήη ορθογώνιον, τού οποίου δίδεται ή περίμετρος

καί ή γωνία τών διαγωνίων του.

"Ας υποθέσωμεν ότι ελύθη τό πρόβλημα καί έστω ΑΒΓΔ (Σχ. 101)

τό ζητούμενον ορθογώνιον τό οποίον έχει τήν περίμετρόν του ίσην πρός

τήν δοθείσαν ό καί τήν γωνίαν π. χ. ΑΟΔ ίσην πρός τήν δοθείσαν Ο΄.

Ε λ ς ο ΑΝΑΔΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή αι απέ-
ας | ’'. ναντι πλευραί τού ορθογωνίου είναι

ο» ίσαι, έπεται ότι τό άθροιομα δύο

διαδοχικών πλευρών αυτού θά ισού-

Δ Γ ται μέ τό ήμισυ τής δοθείσης περι-

δ
μέτρου ήτοι μέ Σ᾽ Επί πλέον ε-
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πειδή τό τρίγωνον ΟΔΒ είναι ισοσκελές (διότι αι διαγώνιοι τού ορθογω-

νίου διχοτομούνται καί είναι ίσαι), η γωνία ΑΟΔΞΞγωνΑΒΟ-Γγων ΒΑΟ:-

1 1 ̓ ᾿
«--2 γωνΑΒΟ ήτοι γωνββοΟ-- -σ- γωνΑοΔ-- σ᾽ γωνο΄. Δηλαδή εις τό

τρίγωνον ΑΒΔ τό οποίον είναι ορθογώνιον γνωρίζομεν τό άθροιομα τών

δύο καθέτων πλευρών του ΑΒ--ΑΔ-- ο καί τήν οξείαν γων ΑΒΔ --

-- -Σ γών Ο’ Τούτο όμως δύναται νά κατασκευασθή, διότι άν προε-

κτείνωμεν τήν ΑΒ καί λάβωμεν ΑΕΞΞΑΔ, τό τρίγωνον ΕΔΒ κατασκευά-

ζεται, διότι θά είναι ΑΒ -- ΑΕ -- ΑΒ η- ΑΔ --ο καί γών Ε -- 407

(διότι τό ΕΑΔ είναι ορθογώνιον ισοσκελές).

ΣΥΝΘΕΣΙΣ.-- Κατασκευάζομεν τρίγωνον ΔΕΒ έχον τήν ΕΒ ίσην

δ
πρός” καί τάς προσκειμένας γωνίας δοθείσας ήτοι γων Ε -- 450 καί

1
γων ΕΒΔ---.γων Ο’. Κατασκευασθέντος τούτου φέρομεν εκ τού Δ

τήν ΔΑ κάθετον τή ΕΒ καί προσδιορίζομεν τό τρίγωνον ΔΑΒ τό οποίον

δ
θά έχη ΔΑ -Ι-ΑΒ-- ΕΑ -Ι- ΑΒ ο Αν ήδη σύρωμεν εκ τού Δ τήν

ΔΓ παράλληλον τής ΑΒ καί εκ τού Β τήν ΒΓ παράλληλον τή ΑΔ ορί-

ζομεν τό ορθογώνιον ΑΒΓΔ, όπερ είναι τό ζητούμενον. ('Η απόδειξις

είναι απλή).

133.-- Νά κατασχευασ̓ή τρίγωνον, τού οποίου δίδονται δύο πλευραί καί

ή αχτίς τού περιγεγραμμένου χύκλου.

ΛΑΥΣΙΣ.-- Μέ κέντρον τό τυχόν ση-

μείον Κ καί ακτίνα ίσην πρός τήν δο-

----------------- ̓ θείσαν ρ γράφομεν περιφέρειαν (Σχ.
---------̓ 102). Κατόπιν λαμβάνομεν επί ιής περι-

φερείας ταύτης τυχόν σημείον Α καί

μέ ακτίνας διαδοχικώς τάς δύο δοθεί-
4 σας πλευράς γράφομεν τόξα τέμνοντα

ο’ τήν περιφέρειαν εις τά Β,Β΄ καί Γ,Γ΄

αντιστοίχως.
Φον Σύρομεν κατόπιν τήν ΓΒ καί έχο-

μεν τό τρίγωνον ΑΒΓ, τό οποίον είναι
7 τό ζητούμενον. ᾿Επειδή έχομεν δύο ση-

ό

-

μεία τομής συμμετρικώς τής διαμέτρου
ΑΚΔ τής αγομένης εκ τού Α, δι’ έκα-
στον τών δύο γραφέντων τόξων, έπε-

Σχ. 103. ται ότι θά έχωμεν καί άλλην λύσιν, ήτις
δίδει τό τρίγωνον ΑΒΓ’. Αι λύσεις

ΑΒ’ καί ΑΓΒ’ συμπίπτουν πρός τάς προηγουμένας, διότι τά δύο τε-
λευταϊίά αυτά τρίγωνα είναι ίσα αντιστοίχως πρός τά ΑΒΓ καί ΑΒΓ΄.
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(Αποδεικνύεται άν αχθούν αι ΒΒ’, ΓΓ’ καί η διάμετρος ΑΚΔ, ήτις είναι

κάθετος επ᾽ αυτάς). Διά νά έχη τό πρόβλημα λύσιν θά πρέπη νά

ισχύη ο εξής περιορισμός. '“Εκάστη τών πλευρών α, β πρέπει νά είναι

μικροτέρα τής διαμέτρου τού κύκλου ΚΚ ήτοι α«2ρ καί β«ς2ρ ή α«2ρ

καί β«ρ.

134. Νά κατασλευασ̓θή κύκλος μέ δοθείσαν αχτίνα καί υ οποίος νά

εφάπτετοι δύο δὀεισών ευθειών.

ΛΥΣΙΣ.-- Αι ευθείαι υποτίθενται τεμνόμεναι: Τό κέντρον λοιπόν

τού κύκλου θά κείται επί τής τομής τής διχοτόμου τής γωνίας τών εύ-

θειών καί επί τής ευθείας η οποία άγεται παραλλήλως πρός μίαν τών

δοθεισών ευθειών καί εις απόστασιν ίσην πρός τήν δοθείσαν ακτίνα.

"Αν αι ευθείαι είνσι παράλληλοι τότε ίνα τό πρόβλημα έχη λύσιν θά πρέ-

πη η απόστασις τών δύο ευθειών νά ισούται μέ τήν διάμετρον τού κύκλου.

135.-- ᾿Επί δεδομένης εὐείας νά ευρεθή σημείον, τό οποίον νά απέχη

ίσον από δύο δεδομένας ευθείας ή από δύο δεδοµένα σημεία.

ΔΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν (άσκ. 127), ότι

τά σημεία τά ισάκις απέχοντα από δύο

ευθειών (αι οποίαι γενικώς: θεωρούνται

τεμνόμεναι) κείνται επί τού σταυρού τώνδι-

χοτόμων τών γωνιών τών σχηματιζομένων

υπό τών δεδομένων ευθειών. ᾿Εάν λοι-

πόν αι διχοτόμοι αυταί τέμνουν τήν δο-

θείσαν ευθείαν Ζ, αι τομαί θά είναι τά

ζητούμενα σημεία, ως εις τό Σχ. 103α,
τοιαύτα σημεία είναι τά Β καί Γ.

κ --ς 3 Τό πρόβλημα έχει μίαν λύσιν όταν η

ευθεία είναι παράλληλος πρός μίαν

Σχ. 108. τών διχοτόμων. Τέλος δέ έχει απείρους

λύσεις άν αύτη συμπίπτη μέ μίαν διχοτόμον.

'Ως πρός τό δεύτερον μέρος τού προβλήματος παρατηρούμεν ότι τό

ζητούμενον σημείον θά είναι η τομή τής δοθείσης ευθείας χν (Σχ. 103β)

καί τής καθέτου εις τό μέσον τής ευθείας τής συνδεούσης τά δύο δο-

θέντα σημεία Α καί Β, δηλαδή τό ζητούμενον σημείον είναι τό Ρ. Τό

πρόβλημα δέν θά έχη λύσιν άν η ευθεία χγν είναι κάθετος τή ΑΒ ότε η

κάθετος ΜΡ δέν θά τήν συναντήση ποτέ.

136..-- Εκ τού δὀέντος σημείου νά αχθή εὐεία τέμνουσα δύο δὀείσας

ευθείας ούτως, ώστε νά σχηματίζεται τρίγωνον ισοσκελές.

ΛΥΣΙΣ.-- "Εστωσαν αι ευθείαι χγν καί χ΄Υ΄ αι

οποίαι έστω ότι τέμνονται εις τό Ε. Έστω δέ α-

κόμη Ρ τό δοθέν σημείον. Ζητούμεν νά φέρωμεν διά

τού Ρ ευθείαν τέμνουσαν τάς πλευράς ΥΕ καί νΈ

τής γωνίας γνΈν’ ώστε νά σχηματίζεται τρίγωνον

ισοοκελές (Σχ. 104). Φέρομεν πρός τούτο τήν διχο-

τόμον ΕΙΘ τής γωνίας νΕγ' καί εκ τού Ρ κάθετον

επ᾽ αυτήν. Τότε τό αποτεμνόμενον τρίγωνον είναι
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ισοσκελές. Πράγματι δέ τούτο είναι ισοσκελές, διότι η διχοτόμος τής γω:

νίας τής κορυφής του είναι καί κάθετος επί τήν βάσιν τού. Τό πρό-

βληµα έχει πάντοτε λύσιν, οιαδήποτε καί άν είναι η θέσις τού σημείου

Ρ επί τού επιπέδου τού τριγώνου, (εκτός άν τό Ρ συμπίπτη μέ τήν κο.

ρυφήνΕ).
| 131...Έχ τού δὀέντος σημείου νά αχ̓ή ευθεία τοιαύτη, ώστε τό εντός

τού δοθέντος κύκλου κείµενον τμήμα αυτής νά είναι ίσον πρός τήν δοθείσαν

ευθείαν.
"Εστω κύκλος Κ΄ καί σημείον Α εκτός

αυτού. Θέλομεν νά φέρωμεν εκ τού Α ευ-

θείαν ΑΒΓ τέμνουσαν τόν κύκλον, ώστε

τό εντός τού κύκλου τμήμα τής τεμνού-

σης, δηλαδή τό ΒΓ νά ισούται πρός τό

δοθέν μήκος α (Σχ. 105).

ΑΝΑΛΥΣΙΣ. Πρός τούτο παρατηρού-
Γ΄ Ζ μεν ότι άν άχθήη η ΚΔ κάθετος τή ΒΓ, ως

α καί η ΚΒ, σχηματίζεται τό ορθογώνιον

Σχ. 105 τρίγωνον ΚΔΒ, τού οποίου γνωρίζομεν

τήν υποτείνουσαν ΚΒ ίσην πρός τήν ακτίνα

α
τού δοθέντος κύκλου καί τήν ΔΒ ίσην πρός σσ (αφού ΒΓ--α). "Αρα τό

τρίγωνον ΚΔΒ κατασκευάζεται καί συνεπώς η απόστασις ΚΔ είναι εν-

τελώς ωρισμένη. Τούτο σημαίνει ότι η ΑΒΓ είναι εφαπτομένη ενός ομο-

κέντρου κύκλου. μέ ακτίνα τήν ΚΔ.

ΣΥΝΘΕΣΙΣ.--Εισάγομεν εις τόν κύκλον Καίχορδήν ΕΖ ίσην πρόςα.

Πρός τούτο μέ κέντρον τό τυχόν σημείον Ε τής περιφερείας καί ακτίνα

α γράφομεν τόξον κύκλου τέμνον τήν περιφέρειαν Κ εις τό Ζ. “Η χορδή

ΕΖ θά ισούται τότε προφανώς πρός α. Φέρομεν έπειτα τήν κάθετον ΚΘ

επί τήν χορδήν ταύτην καί μέ κέντρον τό Κ καί ακτίνα τήν ωρισμέ-

νην ταύτην ΚΘ -- Δ γράφομεν ομόκεντρον περιφέρειαν κύκλου, πρός

τήν οποίαν φέρομεν εκ τού Α τάς εφαπτομένας ΑΒΓ καί ΑΡΒ΄Γ΄ (5 1230).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Ευκόλως αποδεικνύεται ότι τά δύο μέρη ΒΓ καί
Β΄Γ’ τών τεμνουσών ΑΒΓ καί ΑΒ’Γ’ είναι ίσα πρός α.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ.-- “Ίνα τό πρόβλημα έχη λύσιν θά πρέπη τό τμή-
μα α νά δύναται νά είναι χορδή τού κύκλου Κ. Θά πρέπη συνεπώς τό α
νά είναι μικρότερον τής διαμέτρου. "Αν ιοούται πρός τήν διάμετρον

τότε αρκεί νά φέρωμεν εκ τού Α τήν ΑΚ, ότε η Ε’Ζ’ θά είναι η ζητου:

μένη χορδή.

Τέλος, ομοίως εντελώς εργαζόμεθα άν το Α κείται επί τής περιφε-

ρείας ή άν κείται εντός τής περιφερείας τού κύκλου Κ. Εις τήν περί-

πτωσιν καθ᾽ ήν κείται εντός τού κύκλου Κ᾿ θά πρέπη νά μή κείται εντός
τής ομοκέντρου περιφερείας, ότε τό πρόβλημα δέν θά έχη λύσιν. "Αν

κείται επί τής ομοκέντρου περιφερείας τότε θά έχωμεν μίαν λύσιν.
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138.--Να χατασχευασθή ισοσκελές τρίγωνον, ούτινος η γωνία τής χορυ-

φής νά είναι τειραπλασία εκατέρας τών δύο γωνιών τής βάσεως.

ΑΥΣΙΣ.-- Αν κληθή ν η μία τών γωνιών τής βάσεως, τότε η γωνία

τής κορυφής θά είναι αν. Θά έχωμεν συνεπώς τήν ισότητα 4χ-|-χ-κ--

--1800 ή 6χ--1800 ή χ--300, "Αρα η γωνία

τής κορυφής θά είναι 4.30»--1205 καί εκά-

στη τών παρά τήν βάσιν 30", Κατασκευά-

ζομεν συνεπώς μίαν γωνίαν Α--1205 καί

φέρομεν τήν διχοτόμον αυτής ΑΘ (Σχ. 106).

Πάσα κάθετος επί τήν διχοτόμον ταύτην

ως η ΒΕ; ή η ΒΓ’, ή η Β’Γ ΄ κλπ. θά ορίζη Σχ. 106

τρίγωνον ισοσκελές μέ τήν εν τή εκφωνήσει

καθοριζομένην ιδιότητα. Τό πρόβλημα συνεπώς έχει απείρους λύσεις.

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΙ του Β΄ ΒΙΒΛΙΟΥ

52.-- Διά σημείου κειμένου εκτός γωνίας, να αχδή τέμνουσα τών πλευρών τής

γωνίας, ώστε τό εντός τής γωνίας μέρος τής τεμνούσης νο ισούται μέ τό εκτός.

5α.-- Νά κατασκευαοδή τρίγωνον εκ τής περιμέτρου καί τών γωνιών του.

54.-- Νά κατοσκευασδή τρίγωνον εκ δύο πλευρών καί μιάς διαμέσου (2 περιπτώσεις).

55.-- Να κατασκευασδή τετράγωνον έκ τού αδροίοματος μιάς πλευράς καί τής

διαγωνίου του.

δό.-- Νά. κατασκευασδή τρίγωνον εκ μιάς πλευράς, μιάς τών προοκειμένων αυτή

γωνιών καί τής διαφοράς τών δύο άλλων πλευρών.

57.-- Να αχδήήή εφαπτομένη δύο περιφερειών.

58.-- Νά κατασκευαοσδή τρίγωνον, εκ μιάς πλευράς, τής απέναντι γωνίας καί᾽ εκ

τού αντιοτοίχου ύψους.

59, Να ευρεδή ο γ. τόπος τού σημείου εξ ών άγονται ίσαι εφαπτόμεναι πρός δύο

δοδείσας περιφερείας, αίτινες είναι ίσαι.

ό0.-- Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο δοδέντων σημείων καί έχουσα τό
κέντρον της επί δοδείσης ευδείας. ᾽

ό].-- “Ομοίως να γραφή περιφέρεια έφαπτομένη δοδείσης ευδείας είς δοδέν σηµετον

αυτής καί διερχομένη διά -δοδέντος σημείου.

ό2.-- "Ομοίως νά γραφή περιφέρεια έχουσα δοδείσαν ακτίνα, εφαπτομένη δοθείσης

ευδείας καί διερχομένη διά δοδέντος σημείου.

όδ.-- "Ομοίως νά γραφή περιφέρεια έχουσα δοδείσαν ακτίνα καί εφαπτομένη δο-

δείσης ευδείας καί περιφερείας.

ό4.-- Νά ευρεδή ο Υ. τόπος τών κέντρων τών περιφερειών αι οποίαι έχουν δοδ̓ετ-

σαν ακτίνα καί εκάστη τούτων τέμνει κατά διάµετρον δοδείσαν περιφέρειαν.

ό5,-- Νά κατασκευαοδή τρίγωνον εκ τής ακτίνος τού περιγεγραμμένου κύκλου, εκ

μιάς πλευράς καί εξ ενός ύψους του.



ΒΙΒΛΙΟΝ Γ΄.

ΠΕΡΙ ΜΕΤΡΗΣΕΩΣ ΤΩΝ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ

Σελίς 90 6 187 Η ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ.

Θέλομεν νά δείξωμεν ότι Μ (αη-Θ}--(Μ.α)-1-(Μ. 6) ένδα Μ έν µέγεδος καί α, 6

δύο αριθμο[.

πειδή α-]-6 παρισοτά επίσης ένα αριδμόν, τό Μ. (α -Ι- 6) σημαίνει, νά επαναληφδή

τό Μ, αα-- 6 φοράς ήτοι :

Μ.Ο ΜΜ... ΕΜ ᾿Αλλά είς τό αυτό εξόγόμενον δά φδάσωμεν άν έπανα-

---- -ΞΠ5-φοράς----- λάθωμεν τό Μ πρώτον α φοράς καί κατόπιν τό Μ επίσης

| 8 φοράς προσδέσωµεν δέ τα δύο προκύπτοντα μεγέδη.

"Ομοίως δεικνύομεν ότι (Μ--Μ'). α--(Μ.α)!-(Μ'.α)καί (Μ.σ).6--:-Μ.(α-.6).

Σελίς 91 8 189, ΘΕΩΡΗΜΑ.

1) "Ας υποδέσωμεν ότι έχομεν τάς δύο ουμμέτρους ευδείας ΑΒ καί ΓΔ, εκ τών

οποίων: η ΑΒ άς ληφ̓ή ως μονάς τών ευδειών (Σχ. 107). "Έστω δέ ακόμη μ τό κοινόν

Α Β μέτρον τών ευδειών τούτων (έχουν κοινόν μέτρον διότι

υπετέδησαν ούμμετροι), τό οποίον άς υποδέσωμεν ότι

Γ 7 δι’ επονήψεώς του 3 φοράς δίδει τήν ΑΒ καί διά έπα-

νσλήψεώς τον 5 φοράς δίδει τήν ΓΔ. Ήτοι η ΓΔ γίνε-

Ε 1 ται από τό --- τής ΑΒ εποναληφδέν πεντόκις δηλαδή

Σχ. 107 η ΓΔ Ηνετον από

ΑΒ ΑΒ ΑΒ -- ΑΒ 5
---------------------- Β -ε- Έτ) 5:Α8.-ς-.

"σε "στ ο 4 ( Ες : Έτ ΕΕ ΚΤ Α
5

᾿Αλλ᾽ επειδή η ΑΒ ελήφδη ως μονάς έπεται ότι η ΓΔ παρίσταται: μέ τόν αριθμόν ---

8 δι᾽ επαναλήψεως αυτού ό φοράς, τότε ως άνω, η

ΓΔ δά παρίσταται διά τού ακεραίου 2.

"Ώστε εδείξαμεν ότι αι σύμμετροι πρός την µονάδα Α8Β ευδείαι, ως η ΓΔ, πορ]-

στανται υπό αριθμών ακεραίων ή κλασματικών (καί λέγονται ως εκ τούτου σύμμετροι).

᾿Αντιστρόφως : Έστω ότι μία εύδετα παρίσταται υπό ακεραίου τινός αριδμού π. χ.

υπό τού αριθμού Α. .

᾿Αλλά αυτό σημαίνει ότι η ευδεία αύτη προέκυψε από τήν μονάδα μετρήσεως έπα-

"Αν τώρα η ΓΔ εγίνετο εκ τού

ναληφθείσαν 4 φοράς. Εάν δέ παρίσταται υπό τού αριθμού ΚΝ τό οποίον γράφεται

. 1 - ̓ ασ ο ̓ Ξ
καί ΕΕ Έ-ρ τούτο σημαίνει ότι η εύδεζτα ούτη προέκυψε από μέρος. τής μονά-

1 η - , ̓
δος, τό τε αυτής, αφού τούτο επανελήφδη 2 φοράς. Εάν δέ τό --- τής μονάδος, τό

επονολάθωμεν 5 φοράς, τότε δά προκύψη αυτή αύτη η μονάς. Δηλαδή υπάρχει κοινόν

1 .
τι µέρος (το--- τής μονάδος} διά τής επανολήψεως τού οποίου δύναται νά γίνη η δο-

δείσα ευδεία καί η μονάς, Δηλαδή η ευδετα καί ή μονάς έχουν κοινόν μέτρον καί άρα

η εύδετα είναι σύμμετρος πρός τήν μονάδα.

2) Ας λόθωμεν τώρα τήν εύδεταν ΕΖ (Σχ. 107} η οποία άς υποτεδή ότι είναι αούμ-
μετρος πρός τήν ΑΒ τήν οποίαν λαμθόνομεν καί πόλιν ως μονάδα μετρήσεως.
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Διά νά μετρήσωμεν τήν ΕΖ διά τής μονάδος ΑΒ, τήν συγκρίνοµεν πρός τήν μο-

νάδα ΑΒ καί έστω ότι η σύγκριοις αυτή έδωσε ως αποτέλεσμα ότι, η ΕΖ αποτελείται

από τήν ΑΒ πεντάκις καί από ένα υπόλοιπον Ρι, τό όποζον είναι μικρότερον τής μο-

νάδος ΑΒ. Τώρα διαιρούμεν τήν μονάδα ΑΒ εις 10 ίσα µέρη καί ευρίσκομεν από πόσα

μέρη -αρ- αποτελείται τό μείναν ανωτέρω υπόλοιπον Ρι. Έστω ότι η δευτέρα αυτή

ούγκρισις έδωσε ως αποτέλεσμα, τό ότι τό Ρι αποτελείται από ό µέρη ως τό αμ καί ότ;

έδωσε έν νέον υπόλοιπον έστω τό Ρ», όπερ δά πρέπη νά είναι μικρότερον τού
Β

ΠΠ
(Είναι φανερον ότι όλα; αι τού είδους τούτου μετρήσεις δά πρέπη να αφήνουν υπό-

λοιπον, διότι άλλως η ΕΖ εκφροζομένη μέ ένα αριδμόν ακέραιον ή κλασματικον συγκρι-

νομένη πρός τήν ΑΒ, δά έπρεπε νά είναι σύμμετρος πρός τήν μονάδα ΑΒ, άπερ

αντιθαίνει εις τήν υπόδεοίν µας ότι ΑΒ καί ΕΖ είναι ασύμμετροι). Κατόπιν διαιρούμεν

: ΑΒ ᾿ ᾿ : ̓ , -. « ΑΒ . .
τό -α ός 10 ίσα µέρη καί προκύπτει µία νέο µονός η τού" πρός τήν οποίαν

συγκρινόµενον τό Ρ», έστω ότι δίδει ως αποτέλεσμα τόν αριδμόν 5 καί αφήνει καί έν

νέον υπόλοιπον τό Ρη κ. ο. κ.

Ευρίσκομεν λοιπόν ότι η ΕΖ αποτελείται από τά εξής μέρη τής ΑΒ, τα 5, (Α68),

5. “5 κ-.----. σύν μέρος τι ήτοι ΕΖ -- ΑΒ. 5 -- ΑΒ. πο ΓΆΒ. τς Γ.

ο... )
στ 10 100 ΠΠ

καί επειδή η ΑΒ είναι μυς μετρήσεως έπεται ότι η ΕΖ δά παρίσταται υπό τού δεκα-

δικού αριθμού ως ο αρ ΠΣ. -. όστις δά έχη άπειρα δεκαδικα ψηφία μή

περιοδικα καί ουνεπώς δά είναι ασύμμετρος.

᾿Αντιοτρόφως δέ άν ευδεία τις παρίσταται! υπό ασυμμέτρου αρἰμού, αύτη οφείλει

να είναι ασύμμετρος πρός τήν µονάδα. Διότι άν ήτο σύμμετρος πρός τήν µονάδα τότε

καοτό τό (1) δά παρίστατο όι᾽ αριθμού συμμέτρου, όπερ αντιθαίνει εις τήν υπόδεοίν
µας ήτις δίδει ότι παρίσταται! υπό αριδμού ασυμμέτρου.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

139.--Νά ευρεύή τό εμβαδόν τού οῤογωνίου, τού οποίου η βάσις καί τό

ύψος είναι 1) 11,0 μ... 12,1 μ. 2) 095 µ., 0,04. 8) 0,25 µ., 0,055 µμ.

ΑΥΣΙΣ.- ᾿Εφαρμόζοντες τόν κανόνα τής 6 191 ευρίσκομεν

1) Ε-ΞΞ:17,5. 12,7--222,25 τ. μ. (τετραγ. μέτρα),

2) Ε--0,3.0,04--0,0120 τ. μ.
3) Ε--Ο,25 .0,35--0,0Ο8750 τ. μ.

ένθα Ε παριστά τό εμβαδόν.

140.--Νο ευρἐή τό εμβαδόν τού τετραγώνου, τού οποίου ή πλευρά είναι

1
1) ΙΤ μ., 9) ΣΕ μ. 3) Ο45 μ΄ ή τού οποίου ή περίμετρος είναι 1) 19 μ.

9) 304 μ. 3) ΟΔΙ μ.

ΛΥΣΙΣ.-  Εφαρμόζοντες τόν κανόνα ό 192 ευρίσκομεν

1) Ε--17’--289 τ. μ.

ο 169τρθ᾽2) Ε-- ο] -(Θ της Ίος τ.µ.

3) Ε--(0,45)»--0,2η25 τ. μ.
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Η πλευρά θά είναι τό τέταρτον τής περιµέτρου, άρα τό εμβαδόν

θά είναι.
3 61’ 9

1) Ε-- 15 -261 025. τ. μ.
4 16

304 «»
2) Ε--(----) --(ο7θ)'--0,5776τ. μ.

0,81«»
3) ε-{--) --(0,2025)--0,04100625τ.ιι.

141.-- Νά ευρἐή τό ύψος οὀογωνίου, τού οποίου η βάσις Χαί τό εμβα-

δόν είναι αντιστοίχως.

1) 193 μ., 96.5 τ.µ. 2) 8 μ., δ,60 τ. μ.

3) 045 µ, 00150 τ. μ.

ΑΥΣΙΣ.- Διά νά ευρεθή τό ύψος αρκεί νά διαιρεθή τό εμβαδόν διά

τής βάσεως: Ήτοι θά έχωμεν

1γυ--965:1935-55μ, 2) υ--3,60: 8--0,45 μ.
3) υ--0,0135 : Ο,45--0,03 μ.

142.--Νάα ευρἐή ή πλευρά τού τετραγώνου, τού οποίου τό εμβαδόν είναι

1) 19891 τ.μ., 2) 602,41 τμ., 3) 1,1410 τ.μ.

ΑΥΣΙΣ.-- Έχοντες υπ᾽ όψιν τήν σημείωσιν τής 8 192 ευρίσκομεν

τήν πλευράν άν εύρωμεν τήν τετραγωνικήν ρίζαν τού εμβαδού ήτοι

1) α -- | 12321 --- 111μ.

2) α - |} 62,41 -- 7,9 μ. (κατά προσέγγισιν 0,1).

3) α -- |1,1416 -- 1068μ. (κατά προσέγγισιν 0,001)
ένθα α η πλευρά.

Σελίς 95. 5 194. ΠΟΡΙΣΜΑ Ί{ον
Διότι αμφότερα ταύτα δύνανται νά μετασχηματιοδώσι είς ορθογώνια, έχοντα τήν

αυτήν θάσιν καί τό αυτό ύψος, αλλά τά ορδογώνια δά είναι εφαρμόσιμα, άρα τό

παραλληλόγραμμα δά είναι Ισοδύναμα μεταξύ των, ως ισοδύναμα πρός τά ίσα ορδογώνιο.

Σελίς 95. 5 195, ΠΟΡΙΣΜΑ 2ον

α’) Διότι άν 6 καί υ η θάσις καί τό ύψος τού ενός, 6 δέ καί υ’ η θάσις καί τό

όψος τού άλλου δά έχωμεν

Ε--6.υ (δια τό πρώτον' ποραλληλόγραμμον)

Ε' --6. υ’ (διά τό δεύτερον ποραλληλόγραμμον).

Διαιρούντες δέ κατά μέλη ευρίσκομεν Ε Ξ- συ -- ---

᾿"Αν όμως έχουν ίσα ύψη δά είναι ᾿ ν

ΕΞ-θ.υ Ε 6.υ 6
ε-:6'υ ΟΈ  δυ δι

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
143.--Νά ευρεθή τό εμβαδόν παραλληλογράμμου, όπερ έχει βάσιν «αί

ύψος 1) 142μ., 149μ., 2) 15,̓μ., Ο,θάμ., 3) Ο,00̓μ., 1.00μ.

ΔΥΣΙΣ.-- ᾿Εφαρμόζοντες τόν κανόνα τής ό 193 λαμβάνομεν
1) Ε--142.14,9--2115,8 τ.μ. ᾽ 2) Ε--13,2.0,64--58,5080 τ.μ.
3) Ε--θ,009.1,06--0,009540,
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144.- Παραλληλογράμμου δύο προκχείµεναι πλευραί είναι Ομ. καί 4 µ., ή

δέ κάθετος ή μεταξύ τών μεγαλυτέρων πλευρών αυτού είναι 9,δμ. Νά ευρἐή

τό μήκος τής «ἀέτου μεταξύ τών μιχροτέρων πλευρών αυτού.

ΛΥΣΙΣ.--᾽ Επειδή εις τό παραλληλόγραμμον δυνάμεθα νά λάβω-
μεν οιανδήποτε τών πλευρών αυτού ως βάσιν, τό εμβαδόν του ορίζεται

κατά δύο τρόπους. "Ήτοι αφ᾽ ενός μέν ως γινόμενον τού 9 επί τό ύψος

2,5 αφ᾽ ετέρου ως γινόμενον τού 4 επί τό άγνωστον ύψος κ. "Αρα θά

έχωμεν τήν ισότητα 4,.κ--9.2,5.

Λύοντες δέ ως πρός «ν λαμβάνομεν « -- 5,625μ., τό οποίον παριστά

τήν απόστασιν τών μικροτέρων πλευρών του.

145.--Παραλληλογράμμου τινός η περίμετρος είναι 44 μ. χαί ή μία πλευ-

ρά του 8 μ., ή δέ απόστασις μεταξύ τών μεγαλυτέρων πλευοών αυτού είναι

6 μ. Νά ευρεθή τό εμβαδόν τού παραλληλογράμμου.

ΛΥΣΙΣ.- "Αν καλέσωμεν τήν άλλην πλευράν τού παραλληλογράμ-
μου χ, τότε η περίμετρός του θά είναι δ-:-δ--κ--κ ήτοι 16-ι-2κ, αλλά

εδόθη ότι η περίμετρος είναι 44 μ. "Αρα θά έχωμεν τήν εξίσωσιν

16{|-2νµ--544 ή 2χ -- 44-- 16 καί ν -- ]4μ., άρα η μεγαλυτέρα

πλευρά τού παραλληλογράμμου είναι 14μ., συνεπώς τό εμβαδόν του θά

είναι Ε---]4.6--84 τ.µ.

146.--᾿Ισοδύναμα παραλληλόγραμμα έχουν τήν αυτήν βάσιν. Ποίος είναι

ο γ. τόπος τών χορυφών αυτών, αι οποίαι είναι απέναντι τής βάσεως;

ΛΥΣΙΣ.-- Επειδή τά παραλληλόγραμμα αυτά θά είναι όλα ισο-

δύναμα, έχουν δέ τήν αυτήν βάσιν, θά πρέπη νά έχουν καί τό αυτό

ύψος. ᾿Εκ τούτου συμπεραίνομεν ότι αι απέναντι τής βάσεως κορυφαί

θά απέχουν πάντοτε απ΄ αυτής, τήν αυτήν απόστασιν. ᾿Αλλά τότε επα-
νερχόμεθα εις τήν άσκησιν 126, εις τήν οποίαν είδομεν᾽ ότι ο γ. τόπος

είναι δύο παράλληλοι, εκατέρωθεν τής βάσεως ευθείαι απέχουσαι ταύ-

της σταθεραν απόστασιν καί ίσην πρός τό ύψος ενός τών παραλλη-

λογράμμων.

Σελίς 95. 5 197 ΠΟΡΙΣΜΑ Ίον

Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα τής 8 196 τού Θιθλίου, παρατηρούμεν ότι τό παραλ-

ληλόγραμμον ΑΒΔΕ είναι ισοδύναμον μέ τό τρίγωνον ΑΒΓ, εξ ού προέκυψε διά µετα-

σχηματισμού. ᾿Αφ᾽ ετέρου τό παραλληλόγραμμον ΑΒΔΕ διά τών καδέτων εκ τών Α καί Ε

επί τήν ΒΓ δύναται νά μετασχηματισδή εις ισοδύναμον ορδογώνιον. Δηλαδή τό τρίγω-

νον ΑΒΓ μετασχηματίζεται εις ισοδύναμον ορδογώνιον τό: οποίον έχει θάσιν π, χ. τήν

Β τ ᾽
ΑΕ καί ύψος τό ΑΖ. ᾿Αλλά η μέν θάσις ΑΕ -- -α- τό δέ ύψος ΑΖ είναι τό αυτό.

Σελις 95. ̓198. ΠΟΡΙΣΜΑ 2ον
Δύο τοιαύτα τρίγωνα μετασχηματιζόµενα είς ορδογώνια (ως άνω), δίδουν ίσα ορ-

δογώνια. "Αρα εφαρμόζουσι αφού διαιρεδούν είς µέρη, καί συνεπώς είναι ισοδύναμα.

Σελίς 95. δ 199, ΠΟΡΙΣΜΑ δον

1) "Αν ̓ η ίση θάσις των καί υ, υ' τά ύψη των δά έχωμεν τάς ισότητας

θ6.υ -- 6. υ’
Ε πο καί Ε’ -- 2
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Διαιρούντες ήδη ταύτας κατά μέλη λαμθάνομεν

6.υ

Ε 2 6.υ ου

Ε "δυ 6δυ υ
ο

2) "Αν δέ υ τό ίσον ύψος των καί 8, 6' αι θάσεις Των όδά έχωμεν

6.υ µε όυ.
ΕΤ καί Ε’ -- 2

; Ε
ότε διοιρούντες πόλιν κατά μέλη έχομεν --,-: -- --α, -"

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

147.--Νά ευρἐη τό εμβαδόν τριγώνου, τού οποίου ή βασις καί τό ύψος

ου

είναι 1) 94 [ι., 19,Τ μ., 2) 038 μ, 04 μ., ό) άς μι. 02 μ.

ΛΥΣΙΣ.--᾿Εφαρμόζοντες τόν κανόνα τής ό 196 λαμβάνομεν.

1) ε-.4137 2229 τ.µ
9

2) Ε-- 9.289.043. ̓ρ66τ μ
2

3,5.0,0
3) Ε-- 7 ΞΞΩ,Ο525 τ. μ.

148.--Αϊ διαγώνιοι τού ρόμβου είναι 18,4 μ. χαί 0 μ. Νά ευρἐή τό εμβα-

δόν αυτού. Ομοίως νά ευρεθή τό εμβαδόν αυτού, όταν αί διαγώνιοι είναι α μ.

χαί β μι.

ΛΥΣΙΣ.-- Ο ρόµβος διά τών διαγωνίων του διαιρείται εις τέσσαρα

ίσα τρίγωνα, τά οποία είναι ορθογώνια δυνάμει τής γνωστής ιδιότητος

τών διαγωνίων του. “Έκαστον όμως τών τριγώνων τούτων έχει βάσιν

μέν τό ήμισυ τής μιάς διαγωνίου, ύψος δέ τό ήμισυ τής άλλης. "Αν λοι-

πόν εύρωμεν τό εμβαδόν ενός τών ορθογωνίων τριγώνων, τετραπλασιά-

ζοντες αυτό θά έχωμεν τό ζητούμενον εμβαδόν τού ρόμβου. "Εστω λοι-

πόν Ε τό εμβαδόν ενός ορθογωνίου τριγώνου, θά έχωμεν τήν ισότητα

18,4 6 9,2. τον , -
Έ-- ΡΝ 2--9,2.3:2-- ο 4, 6.Ξ---13,8 τ.μ. καί τό εμβαδόν τού

ρόμβου 13,8.4--55,2.

Γενικώς: "Αν σ ημία διαγώνιος καί β η άλλη θά έχωμεν κα-

λούντες Ε. τό εμβαδόν ενός τών ορθογωνίων τριγώνων

ε-.α 8.» .α-8Β,., α.β

2 2 4 8
- αι α.β α.β

τού δέ ρόμβου θά είναι -β-Χ4-- Σ᾽

ΚΑΝὨΝ : ΤΘ εμβαδόν ρόμβου ισούται μέ τό ήμισυ τού γινομέ-
νου τών διαγωνίων του.
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149... Τριγώνου ή βάσις είναι 15,8 μ. τό δέ εμβαδόν Τ3,68 τ. μ. Ποία

είναι ή απόστασις τής χορυφής τής απέναντι τής βάσεως από ταύτης;

ΔΛΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή η ζητουμένη απόστασις είναι τό ύψος τού τρι-

γώνου, καλούντες τούτο ν θά έχωμεν πρός λύσιν τήν εξίσωσιν

15,8.» -
ο. 72,68 εξ ής «--9,2 μ.

150 -- Τό εμβαδόν παντός τριγώνου είναι. γινόμενον τής περιµέ-

τρου του έπί τό ήμισυ τής ακτίνος τού εις αυτό έγγεγραμμένου

κύκλου.

"Εστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Ο ο εγγε-

γραμμένος κύκλος (Σχ. 108). Φέρομεν τάς

ακτίνας ΟΔ, ΟΕ, ΟΖ τάς οποίας παρι-

στώμεν χάριν συντομίας διά τούρ. Θά

δείξωμενότι Ε --Π --- ένθα Π η περί-

μετρος.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Σύρομεν βοηθητικώς

τάς ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ καί σχηματίζομεν τα

τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΒΓ, ΟΓΑ ών τό άθροισμα αποτελεί τό δεδομένον

τρίγωνον. ᾿Αλλά έκαστον τών τριγώνων τούτων έχει ως βάσιν μέν μίαν

πλευράν τού τριγώνου, ύψος δέ κοινόν καί ίσον πρός τήν ακτίνα ρ τού

εγγεγραμμένου κύκλου.

"Αρα θά έχωμεν τήν ισότητα

(ΑΒΓ) -- (ΟΑΒ)-- (ΟΒΓ) η- ΟΓΑ)--

| (28). ΘΕ ΝΝΙΩΝ ΘΔ) μ Αη) (ΟΖ)

.-Β.ρ., (ΒΓ).ρ., (ΑΓ).
τ 9 Τ 2 τ 2

-Ξ [8 -- (ΒΓ) -- τ) | : --

ή τελικώς Ε --Π. -Ξ ένθα (ΑΒ) η- (ΒΓ) η- (ΑΓ) ετέθη συντόμως

ίσον πρός Π.

Σημείωσις.-- Ποριστώντες τήν περίμετρον διά τού 2τ (ως είς τό αξιοσημ.

πρόθλημα σελ. 69) δά έχωμεν Ε--2 τ. -α- -- τ. ̓ρήτοι Ε--τρ. Ο τύπος ούτος είναι

λίαν χρήσιμος κά! εν τή τριγωνομετρία.

151.--- Δύο τρίγωνα έχοντα δύο πλευράς ίσας κατά μίαν, τάς δέ υπ᾿αυτών

περιεχομένας γωνίας παραπληρωματικάς, είναι ισοδύναμα.
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"Έστωσαν τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ (Σχ. 109 α) έχοντα τάς πλευ-

ράς ΑΒ -- ΔΕ, ΓΒ --ΕΖ καί τάς υπ᾽ αυτών περιεχομένας γωνίας Β καί Ε

παραπληρωματικάς. Θά δείξωμεν ότι είναι ισοδύναμα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Φέρομεν τό έν τρίγωνον παρά τό άλλο ώστε νά

εφαρμόσουν οί ίσαι πλευραί ΑΒ καί ΔΕ (ως εις τό σχημ. 109 β). Τότε

ΑΔ επειδή αι γωνίαι Β καί Ε είναι παραπλη-

ρωματικαί αι πλευραί ΒΓ καί ΕΖ θά τε-

θούν επ᾽ ευθείας γραμμής. Ήδη όμως τά

τρίγωνα ταύτα ως έχουν εις τάς νέας των

Γ τ" ΘΈ ία) 2. θέσεις είναι ισοδύναμα, διότι έχουν ίσας

ΐ τάς βάσεις τών ΓΒΞΞ ΕΖ καί τό αυτό

' ύψος (κοινόν) τό ΑΘ (8 198).

ρ 4 βε ( 2 152.--- Ποίος είναι ο γ. τόπος τών κορυ-

ν) φών ισοδυνάμων τριγώνων εχόντων τήν αυτήν
Σχ. 109 βάσιν;

ΛΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή όλα αυτά τά τρί-

γωνα είναι ισοδύναμα καί έχουν τήν αυτήν βάσιν, θά πρέπη νά έχουν

καί τό: αυτό ύψος. Δηλαδή καί πάλιν επανερχόμεθα εις τόν γ. τόπον

(άσκησ: 126) εις τόν οποίον προοσδιωρίσαμεν ότι ο τόπος τών σημείων

(εδώ τών κορυφών τών ισοδυνάμων τριγώνων) είναι δύο ευθείαι παράλ-

ληλοι τή βάσει, εκατέρωθεν ταύτης καί αγόμεναι εις απόστασιν από

τήν βάσιν ίσην πρός τό ύψος ενώς εκ τών ισοδυνάμων τριγώνων.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

153.-- Νό ευρεθή τό εμβαδόν τραπεζίου, τό οποίον έχει ύψος 9 μ. αι δέ

βάσεις αυτού είναι ή μέν 94,1 μ., ή δέ 10,8 μ.

ΛΔΥΣΙΣ-- ᾿Εφαρμόζοντες τόν κανόνα τής 8 200 λαμβάνομεν.

ευκόλως.

ο 24,15-Ε 10,8
Ε

2
«9 Ξ 1272-59 τ. μ.

154.-- Νά ευρεύη τό εμβαδόν τραπεζίου, τού οποίου ή διάµεσος είναι
138 μ. τό δέ ύψος 3,τό µ.

ΔΥΣΙΣ.-- Εφαρμόζοντες τόν άλλον κανόνα τής 6 201 λαμβάνομεν

Ε -- 13,8. 375 -- 51751, μ.

155.-- Τραπέζιων έχει βάσεις 1.1 μ. καί 3,5 μ. καί εμβαδόν 90,90 τ. μ.
Ποίον είναι τό ύψος του;

ΛΥΣΙΣ.-- Καλούντες «ν τό άγνωστον ύψος τού τραπεζίου καί

ΒΒ
2

εφαρμόζοντες τόν τύπον Ε -- -υ (ένθα Β, β αι βάσεις καί υ το
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7,4 -:-3,6
ύψος) λαμβάνομεν τήν εξίσωσιν ΚΤ .

ήν λύοντες ευρίσκομεν 5,5 « -- 20,90 ή χ -- 3,8 μ.

κ -- 20,90

156.-- Τραπέτιον έχει εμβαδόν 49 τ. μ., ύψος δ, μ. καί τήν μίαν τών

βάσεών του 8,1. Νά ευρἐή η άλλη βάσις:
Β

ΛΥΣΙΧ.-- ᾿Εφαρμόζοντες καί πάλιν τόν ανωτέρω τύπον Ε -- Έξυ,

| , - ΜΡ 8,7-|-χ
καί καλούντες ν τήν άγνωστον βάσιν, λαμβάνομεν ΠΝ 5,5 -- 42

η (8.7 Γκ) 5,5-- 42.2 ή  5δκ-47,8δ -- 84
ή 5,5χ -- 36,15 χ --6,5τ µ.

Σελίς 97. 86 204. ΠΟΡΙΣΜΑ

Τού δοδέντος πολυγώνου δυνάμεδο νά αποκόψωμεν μίαν πλευράν (5 202), ομοίως

εκ τού νέου προκύψαντος πάλιν μίαν πλευράν κ. ο. κ. προχωρούντες δυνάμεδα νά: φδά-

σωμεν είς ισοδύναμον πολύγωνον έχον μόνον ό πλευράς ήτοι τρίγωνον.-- ᾽Αλλά εκ τού

τριγώνου ήδη ευκόλως φδάνομεν είς ισοδύναμον ορδογώνιον (Ε196--197).

157.-- Έχοντες υπ᾽ όψιν τό Σχήμα Ί τού θιθλίου (σελίς 28) παρατηρούμεν ότι,

διά νά μετρἠή η απροσπέλαστος επιφάνεια ΑΒΓΔΕ, αρκεί νά σχηματισδή περί αυτήν έν

ευδύγραμμον σχήμα τό οποίον να περιέχη τήν απροσπέλαστον αυτήν επιφάνειαν. Συ-

νήδως τούτο γίνεται ορδογώνιον ως τό σχήμα δεικνύει. ᾿Αφού λοιπόν περιθάλλομεν

τήν απροσπέλαστον επιφάνειαν δι᾽ ορθογωνίου, φέρομεν κατόπιν εκ τών κορυφών της

καδέτους επί τάς πλευράς τού ορδογωνίου. Θά σχηματισδούν τότε περί ταύτην τρα-

πέζια (άν αι πλευραί τής απροσπελάστου επιφανείας είναι εύδεζαι ως είς τό σχήμα),
τό άδροισμα τών: εμθαδών τών οποίων, άν αφαιρεθη από τού εμθαδού τού ορδογωνίου,

δά δώση ως υπόλοιπον τό εμθαδόν τής απροσπελάστου επιφανείας.

158.-- "Έχοντες υπ᾽ όψιν τό Σχήμα 2 τού θιθλίου (σελίς 98), παρατηρούμεν ότι διά

νά ευρεδή τό εμθαδόν τού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, άρκεί νά ευρεδή τό εμδαδόν τού όρ-

δογωνίου ΑΕΖΗ, από τού οποίου δά αφαιρεδή τό άδροισμα τών εμθαδών τών περιθαλ-

λόντων τό ΑΒΓΔ σχημάτων ήτοι τών ΑΕΒ (τριγώνου), ΒΓΖ (τριγώνου), ΑΔΤ (τριγώνου),

ΔΓΘ (τριγώνου) καί ΤΔΘΗ (οῤογωνίου). [Θέσατε Τ καί Θ εις τά σημεία τομής τών

εκ τού Δ καθέτων επί τός ΑΗ καί ΗΓ). "Έχομεν δέ (ΑΕΖΗ) --- 22 : 14-- 208 τ. μ. (ΑΕΒ) --

τς - 4 -- 6ό τ. μ., (ΒΖΓ) -- τν Ξ- 48 τ.μ. (ΑΔΤ) -- -- --ότ. μ. [διότι ΑΤ --- ΑΗ --

ό .
- ΤΗ -- 14-11 -- 3], (ΔΓΘ} -- ος -- 25 τ, μ, [διότι ΘΓ -- ΗΓ -- ΗΘ -- 10 -- 4 -- ο] καί

(ΔΤΗΕ} --- 4 . 11 -- 44 τ, μ,

"Αρα (ΑΒΓΔ) -- 208 -- εό -- 48 -- ο -- 33 -- 44 -- 11] τ. μ.

Η κατωτέρω πρότοσις είναι λίαν αξιοσημείωτος επί τών εμθαδικών σχέσεων καί

διά τούτο κρίνομεν αναγκοίον νά τήν σημειώσωμεν περαίνοντες τά περί εμθαδών.

ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ

«᾿Εάν είς τρίγωνον ΑΒΓ η γωνία Α είναι ίση ή παραπληρώμα-

τιχή τής γωνίας Α΄ ενός άλλου τριγώνου ΑΒ Γ΄, τότε ο λόγος τόν
εμβαδών τών τριγώνων τούτων ισούται μέ τόν λόγον τών γινομένων

τών πλευρών τών περιεχουσών τάς γωνίας ταύτας».
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1) Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί

άλλο ΑΒΓ’ (Σχ. 110α) έχοντα

τήν γωνΑ--γωνΑ’.Θάα δείξωμενδτι

(ΑΒΓ (Α΄ ΒΟ(Α Γ΄) '

(ΑΒΓ) τ΄ (ΑΒ) (ΑΓ)

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Θέτομεν τό

τρίγώνον Α΄Β΄Γ΄ επί τού ΑΒΙΓ ό-

στε η γωνΑ΄ νά εφαρμόση επί

, τής ίσης γώνΑ.

Τότε τό τρίγωνον Α’΄Β’Γ’ θά

Σχ. 110. - λάβη τήν θέσιν ΑΔΕ. Σύρομεν

βοηθητικώς τήν ΕΒ καί παρατη-

ρούμεν ότι τά τρίγωνα ΑΔΕ καί ΑΕΒ έχουν κοινήν κορυφήν τήν Ε, τάς

δέ βάσεις αυτών ΑΔ καί ΑΒ επ᾽ ευθείας, ότε έχουν λόγων ίσον μέ τόν

(ΑΔΕ) (ΑΔ) ,

(ΑΕΒ)Ι48} (7
πίσης τά τρίγωνα ΑΕΒ καί ΑΒΓ έχουν κοινήν κορυφήν τήν Β καί τάς

βάσεις των ΑΕ καί ΑΓ επ᾽ ευθείας, ότε θά είναι ομοίως

ΔΒΓ ο (2. Πολλαπλασιάζοντεςτάς ισότητας (1) καί (2)

λόγον τών βάσεών των (ισούψή τρίγωνα) ήτοι

κατά μέλη λαμβάνομεν

(ΑΔΕ) (ΑΔ) (ΑΕ)

(ΑΒΓ) (ΑΒ) (ΑΓ)
᾿Αλλά (ΑΔΕ)--(Α΄Β΄ Γ΄), (ΑΔ):-(Α΄Β’) καί (ΑΕ)--

(ΑΒΓ (Α’Β))(Α΄Γ)

(ΑΒΓ) (ΑΒ) (ΑΓ)

2) Έστω ήδη ότι γωνΑ-]-γωνΑ΄ -- 2 ορθ, (Σχ. 110 β). Θέτομεν τό

τρίγώνον Α΄Β΄Γ΄ παρά τό τρίγωνον ΑΒΓ ώστε. νά λάβη τήν θέσιν ΕΑΔ.

Τότε η ΒΑΔ θά είναι προφανώς ευθεία. ᾿

Σύρομεν βοηθητικώς τήν ΓΔ καί παρατηοούμεν ότι τά τρίγωνα

ΑΕΔ καί ΓΑΔ έχουν κοινήν κορυφήν τήν Δ καί τάς βάσεις τών ΕΑ καί

ΞΞ(Α΄Γ΄), ότε η άνω σχέσις γίνεται

| (ΔΑΕ) (ΑΕ)
ΓΑ επ’ ευθείας ότε θά πρέπη (ΔΑΤ} (ΑΓ) (1)

“Ομοίως δέ τά τρίγωνα ΓΑΔ καί ΓΑΒ έχουν κοινήν κορυφήν τήν

Α
Γ καί τάς βάσεις των ΑΔ καί ΑΒ επ᾽ ευθείας ότε τη. ;Ε (2)

Πολλαπλασιάζοντες ήδη τάς (1) καί (2) κστά μέλη λαμβάνσμεν

(ΔΑΕ) (ΑΕ) (ΑΔ)
(ΑΒΙΓ) (ΔΓ) (ΔΒ)

᾿Αλλά (ΔΑΕ) -- (Α΄Β’Γ’), (ΑΕ) -- (ΑΓ) καί (ΑΔ) -- (Α΄Β’) ότε η άνω

(ΑΊΒ’Γ’ (ΑΓ (Α΄Β’) ᾿ Μι |
(ΑΒΓ) Ξ- (ΑΓ) (28) καί συνεπώς η πρότασις

εδείχθη καί εις ήν περίπτωσιν αι γωνίαι Α καί Α΄ είναι παραπληρω:-

ματικαί. |

σχέσις γίνεται



ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ντ. )

66... Νά ορισδή εντός τριγώνου σημείόν τι, όχτα οι γόμα Έξ- αυτού. ευδείαι

πρός τάς κορυφάς τού τριγώνου, νά διαιρούν τό τρίγὠρν᾽ εις τρία; "Μέρη ισοδύνομα.

(Εργαζόμενοι αναλυτικώς ευρίσκομεν ότι είναι τό σημείον. Τομής᾽ τών. διαµέσων

τού τριγώνου). - --
υ--..

.---

6] Η.-- Δείξατε ότι τό εμθαδόν τραπεζίου ισούται μέ τό γινόμενον τής μιάς τών

μή παραλλήλων πλευρών του επί τήν απόστασιν αυτής από τού μέσου τής άλλης.

ό8.-- Εάν τάς πλευράς τριγώνου προεκτείνωμεν κατά τήν αυτήν κυκλικην φοράν

κατά μήκη ίσα πρός εαυτάς, συνδέσωμεν δέ δι’ ευδειών τά άκρα τών προεκτάσεων

τούτων σχηματίζομεν τρίγωνον επταπλάσιον τού δοδέντος.

όθ.-- Νά κατοσκευασδή τρίγωνον Ισοσκελές ισοδύναμον πρός δεδομένον τρίγωνον

καί έχον μετά τού δοδέντος κοινήν την γωνίαν τής κορυφής (δά γίνη χρήσις τής

προηγουμένης αξιοσημειώτου προτάσεως).

70.-- Διαιρέσατε παραλληλόγραμμον είς τρία ισόδύναμα µέρη δι’ ευδειών αί οποίαι

άγονται από μίαν κορυφήν αυτού,

71.-- 'Εάν συνδέσωµεν σηµείόν τι μιάς τών διαγωνίων παραλληλογράμμου μέ τάς

δύο κορυφάς αί οποίαι αντιστοιχούν είς τήν άλλην διαγώνιον, διαιρούμεν τό σχήμα είς

τέσσαρα μέρη ανά δύο ισοδύναμα.

159.,--᾽Εάν τέσσορες εὐείαι Α, Β, Τ, Δ συνιστούν αναλογίαν τό οῤο-

γώνιον τών άκρων είναι ισοδύναμον πρός τό οὀογώνιον τών μέσων καί αντι-

στρόφος.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- τό ευθύ: "Εστω ότι αι τέσσαρες ευθείσι Α, Β, Γ, Δ,

συνιστούν τήν αναλογίαν -α- --π- ᾿Αλλά γνωρίζομεν ότι εκάστη

αναλογία μεγεθών τρέπεται καί εις αναλογίαν μέτρων (αρκεί τά ομο-

ειδή μεγέθη νά μετρηθούν μέ τήν αυτήν μονάδα).

μ ̓) ({)} κα .
"Αρα θά έχωμεν -------- καί συνεπώς τώρα δυνάμεθα νάΡ χωμ (8) (2) π ς Ρ μ

εφαρμόσωμεν τά συμπεράομµατα τής 8 207 ήτοι (Α). (Δ) -- (Β). (Γ).

᾽Αλά τό γινόμενον (Α). (Δ) δύναται νά θεωρηθή ως εμβαδόν ενός

ορθογωνίου έχοντος βάσιν τήν ευθείαν Α καί ύψος τήν ευθείαν Δ, 'Ο-

μοίως καί τό γινόμενον (8). (Γ) δύναται νά θεωρηθή ως εμβαδόν ενός

ορθογωνίου έχοντος βάσιν τήν ευθείαν Β καί ύψος τήν ευθείαν Γ.

Τό αντίστροφον.--Εάν ήδη γνωρίζωμεν ότι (Α) . (Δ) -- (Β) .(Γ), θά

έχωμεν διαδοχικώς

(Α). (Δ) ο (8).(Γ) (. κ 4) Ο ιν Αα Γ
(6). (4) ΠΒ). δΣ ΠΒ - Ο ΤΑ

διότι καί εκάστη αναλογία μέτρων δύναται νά τραπή εις αναλογίαν:

μεγεθών (άν ταύτα είναι ομοειδή 8 209). |

Σελίς 101, 6 212, Η ΑΜΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ

"Άς υποθέσωμεν ότι α καί α' είναι δύο τιμαί ᾿τυχούσαι ενός ποσού καί κ̓αί 6'
αι τιµμαί αί αντίστοιχοι ενός άλλου ποσού από τού οποίου εξαρτάται τό προηγούµενον.

"Έστω δέ ότι είναι --- --- ρ (ένδα ρ ο σταδερός των λόγος).

Εκ τής ανωτέρω ισότητος έπονται αι ισότητες α--α’ρ καί ̓--'ρ. ᾿Αλλά τούτο

σηµαίνει ότι τά ποσα αυτά μεταθάλλοντσι αναλόγως (8 210) διότι πολλαπλασιαζομένης
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τής τιμής α’ τού ενός ποσού επί τυχόντα αριδμόν τόν ̓ρ, παρατηρούμεν ότι καί η

αντίστοιχος τιμή 6' τού άλλου ποσού έχει πολλαπλασιασδή επί τόν αυτόν αριδμόν ρ. ΄

Σελίς 102. 6 215. Ἠ ΑΜΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ

"Ας καλέσωμεν α, α', α'',... τάς τιµας ενός ποσού καί 8, 6’ 6''... τάς αντιστο[-

χους τιμάς ενός άλλου ποσού ομοειδούς πρός τό πρώτον. "Ας υποτεδή δέ ότι ειναι

α -- αι. αι πε.» Ξθ

8 τ 8! -- 6”. ΄

α α ΜΝ τ
᾿Αλλά από τάς ανωτέρω ισότητας έπεται ότι απ δι ή επειδή τά ποοά ειναι

α’ 6! -- Ξ.
δμοειδή δι᾽ αλλαγής τών άκρων δά έχωμεν (1) πα Ρ τε Επίσης δέ έπεται ότι

“. “: 8:'

-α- ΞΞ -απ' ότε καί ς ΠΝ (2).

᾽Από τάς (1) καί (2) ευκόλως ήδη φαίνεται ότι τά ποσά μεταθόλλονται αναλόγως

(Θλέπε προηγουμένην αντίστροφον πρότασιν).

Σελίς 106. 6 220. Η ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ.

Μή παράλληλοι εὐείαι, τέμνουσαι δύο παραλλήλους είς μέρη

ανάλογα, διέρχονται διά τού αυτού σημείου (!).

"Έστωσαν αι μή παράλληλοι ευ-

θείαι σ, φ, τ τέμνουσαι τάς παραλ-

0 λήλους χ, ν εις µέρη ανάλογα (Σχ.

111α) ήτοι ούτως ώστε

Ε τ

᾿ - (α) ες -- 77 (μέ λόγον διάφορον

τής 1). Θά δείξωμεν ότι αι σ, Φ, τ

φ τ διέρχονται διά τού αυτού σημείου

ως εις τό Σχ. 111β.

(α) (6) ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- "Εστω ότι αι σ

Σχ. 111. καί τ προεκτεινόμεναι τέμνουσι τήν

Φ εις τά διάφορα σημεία Ο’ καί Ο”..

᾿Από τά τρίγωνα Ο΄ΑΓ καί ΟΒΔ έχοντα τάς ΑΓ καί ΒΔ παραλ-

λήλους λαμβάνομεν (8 218)

οαΑ Ο’Γ ΑΓ
ΟΒ σα ΒΔ 7

᾿Από δέ τά τρίγωνα Ο΄'ΓΕ καί Ο΄ΔΖ λαμβάνομεν ομοίως
Ο' Ε ΟΓ ΓΕ

σΖ-οα-ας Ο
᾿Αλλά οι τελευταίοι λόγοι τών (1) καί (2) είναι ίσοι εξ υποθέσεως

: . ᾿ - ογ ο
ισότης α), άρα καί οι µεσαίοι λόγοι θά εί ί ή ---- -------( ης α), άρ μ γο είναι ίσοι ήτοι ΘΔ ΌΔ

᾿᾽Αφάιρούντες τώρα τούς ηγουμένους από τούς επομένους τής τελευ-

ταίας ταύτης αναλογίας λαμβάνομεν
'

1) Η ανωτέρω αντίστροφος πρότασις είναι λίαν αξιοσημείωτος καί δέον να απο-

δοδή ιδιαιτέρα προσοχή εις αυτήν,
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ΟΓ Ο΄Γ ' ΟΓ Ο΄Γ
ΟΔ.-ΟΓ -- ο”Δλ- ο ή ΤΑ -Ξ ΤΑ ή. ΟΓ:-Ο΄’΄Γ.

Τό τελευταίον τούτο σημαίνει ότι τά σημεία Ο’ καί Ο΄” συμπίπτουν

εις έν σημείον Ο ωςεις τό οχήμα 111β. Αρα αι σ, Φ, τ διέρχονται διά

τού αυτού σημείου.

Σελίς 107. 5 225, ΠΟΡἸΣΜΑ.

Διότι ίνα πολλαπλασιάσωμεν τήν δοδείσαν ευδείαν Γ επί τόν λόγον τών δύο άλλων

ευδειών Α καί Β επίσης δοδεισών, σημαίνει ότι δά πρέπη νά έχωμεν Γ. (Α) Τούτο πα-
(Β}

ριστά τήν τετάρτην ανάλογον μεταξύ τών Γ, Α, Β, ήτις άν κληδή χ, δυνάμεδα νά τήν

̓ Β Γ :
εύρωμεν (5 222) δέτοντες κ στ σα ή χΧ-- {Γ, Ο ᾿

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

160.-- ᾿Εάν δύο ευθείαι τέμνωνται υπό παξαλλήλων ευθειών καί δύο

τμήματα τής μιάς έχουν λόγον 8 : 4 νά αποδειχ̓ή ότι τά αντίστοιχα τμήματα

τής άλλης έγουν τόν αυτόν λόγον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Τούτο είναι άμεσος συνέπεια τού θεωρήματος τού
Θαλή (8 215).

161.-- ᾿Εν τριγώνω ΑΒΓ η παράλληλος τή ΒΓ τέμνει τάς άλλας τ

ράς εις τά Δ χαί Ε, η δέ εκ τού Ε παράλληλος τή ΑΒ τέμνει τήν ΒΓ εις

σημείον 2. Νά οποδειχ̓ή ότι (ΑΔ) : (ΒΔ) -- (Β2) : (Γ2).

Α "Έστω τρίγωνον ΑΒΓ, ΔΕ η παράλληλος

πρός τήν ΒΓ, εκ δέ τού Εξ η ΕΖ παράλληλος τή

, ᾿ (ΑΔ) (ΒΖ)
ΑΒ. Θά δείξωμεν ότι (ΒΑ) ΞΖ (Σχ. 112).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή ΔΕ ΙΒΓ θά έχωμεν
ότι αι πλευραί τού τριγώνου ΑΒΓ τέμνονται εις

άλ (ΑΔ) (ΔΕ, Έ επειδι- μέρη ανάλογα ήτοι ---- -- πίσ επεο 2 ο. μιρηανάλογαήτοιΔΒ) (ΕΓ) μα...
. . ΒΖ ΑΕ

Σχ. 112 ΕΖ; ΑΒ θά έχωμεν ομοίως 5-2)... {ΛΕ},
(ΖΓ) ΕΓ)

λά τά δεύτερα μέλη τών ισοτήτων τούτων είναι ίσα άρα θά είναγ καί

(ΑΔ) (852),

(ΔΒ) (ΖΓ)
τά πρώτα ίσα ήτοι --

162.-- Νά χατυσκευασ̓ή οῤογώνιον επί δὀείσης βάσεως ισοδ νον

πρός δοΐγέν οῤογώνιον (πρβλ. 8 329). ;

Έστω ΛΒΓΔ τό δοθέν ορθογώνιον καί ΕΖ η δοθείσα βάσις. θέλο--

μεν νά κατασκευάσωμεν ορθογώνιον ΕΖΗΘ ισοδύναμον πρός τό ΑΒΓΔ

(Σχ. 113),
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ΑΥΣΙΣ.- "Ας καλέσωμεν « τό άγνωστον ύψος τού υπό κατασκευήν

ορθογωνίου ΕΖΗΘ. Τότε θά πρέπη (ΑΒΓΔ) -5 (ΕΖΗΘ) ή (ΒΓ).(ΑΒ) --

0 µ --(Ε2).χ ή άν «γράψωμεν τούτο υπό

μορφήν αναλογίας (βλέπε καί άσκ. 159)

(Ε2) (ΒΓ)(ΑΒ; Ξε δηλαδή τό

κ θά ευρεθή άν κατασκευασθή η τετάρτη

ανάλογος τών ΕΖ, ΑΒ, ΒΓ, τά οποία εί.

ναι γνωστά (ως δεδομένα) Κατασκευα-

σθέντος τού κ, επί τής βάσεως ΕΖ υψού-

δ ΓΕ 2 μεν τήν κάθετον ΖΗ ίσην πρός « καί σχη-

Σχ. 118. ματίζομεν τό ορθογώνιον ΕΖΗΘ τό ο-

! ποίον θά είναι ισοδύναμον πρός τό ΑΒΓΔ

καί άρα τό ζητούμενον. |

θά έχωμεν

Σελίς 108. 6 228. ΠΟΡΙΣΜΑ.

"Έστωσαν δύο όμοια τρίγωνα ΑΒΓ καί Α’Β'Γ’, κα] ΑΔ, Α'Δ' τά ομόλογα αυτών ύψη.

: ΑΔ. ΑΒ
Θά δείξωμεν ότι κ:Α: - ΑΓΒ

ορδογώνια τρίγωνα ΑΒΔ, Α’Β΄Δ’. Ταύτα εκτός τής ορδής έχουν καί τήν γων Β -- γωνθ’

(λόγω τής ομοιότητος τών ΑΒΓ, Α΄Β’Γ). "Αρα ταύτα είναι όμοια ότε δά έχουν

ΑΔ Αα... ΒΓ ΙΑ
Α΄ Δ’ Α'Β΄

- (Τό σχήμα είναι απλούν). ᾿Εξετάζομεν πρός τούτο τό

πιστα μέ τόν λόγον ομοιότητος.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ᾿

163.--Δύο ισοσκελή τρίγωνα έχοντα τήν γωνίαν τής κορυηής ίσην είναι όμοια.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Έστωσαν δύο όμοια ισοοσκελή τρίγωνα τά ΑΒΓ

καί ΔΕΖ έχοντα τάς γωνίας τής κορυφής των ίσας ήτοι γώνΑ -- γωνΔ.

᾿Αλλά γνωρίζομεν ότι τό άθροισμα τών γων!ών τριγώνου ισούται μέ

2 ορθάς ότε Α-η-Β--Γ--ΔΗ-ΕΊ-Ζ (ως ίσα έκαστον ποός 2 ορθάς). ᾿Αφαι:

ρούντες ήδη από αμφοτέρων τών μελών τής ισότητος ταύτης τό Α καί

Δ (ως ίσα), μένει Β!η-Γ--Ε-Ί-Ζ (1). ᾿Αλλά Β--Γ καί Ε--Ζ΄ (ώς παρά

τήν βάσιν ισοσκελών τριγώνων) ότε η (1) γίνεται 28--2Ε ή Β-:Ε

Δηλαδή τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ έχοντα δύο γωνίας ίσας είναι όμοια.

164.--᾽Εάν η μία τών βάσεων τραπεξίου είναι διπλασία τής άλλης, αι

διαγώνιοι αυτού τέμνονται εις δύο μέρη, ών τό έν είναι διπλάσιον τού άλλου.
΄ |

"Εστω τραπέζιον ΑΒΓΔ καί αι διαγώνιοι

αυτού ΑΓ καί ΒΔ τεμνόμεναι εις τό Ο. "Ε- Δ

στω δέ ότι(ΒΓ)--2. (ΑΔ) ή ΠΠ -- 2. Θά |

δείξωμενότι (ΟΓ)--2 (ΟΑ) καί (ΟΒ)-Ξ2 (ΟΔ) 0
(Σχ. 114).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--᾿᾽Εξετάζοντες τά τρίγωνα β (
ΟΑΔ, ΟΒΓ (εις τά οποία μετέχουν τά εν Σχ. 114
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λόγω τμήματα), ευρίσκομεν ότι είναι όμοια, διότι έχουν τάς περί τό Ο

γωνίας ίσας ώς κατά κορυφήν καί γωνΔΑΟ-Ξ-γωνΌΓΒ (ως εντός εναλ-

λάξ). "Αρα θά πρέπη απέναντι τών ίσων γωνιών νά κείνται αι ομόλο-

ΜΡ (ΒΓ ̓Ώ{(ΓΟο! ΟΌΒ)
γοι πλευραί ήτοι (κα) (δα) - 4)

᾿Αλλά εξ υποθέοεως είναι ΕΣ Ξ-:-2 ότε καί άλλοι λόγοι θά

πρέπη νά ισούνται μέ 2. Δηλαδή θά έχωμεν σα 2 καί σα

ή (ΓΟ)--2(ΟΑ) καί (Ο8Β)--2(0Δ).

ΑΞΙΟΙΗΜΕΙΩΤΟΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΙΣ

Όταν, κατά την σύγκρισιν δύο τριγώνων ομοίων, δέλωμεν νά εύ-

ρωώμεν τούς λόγους τών ομολόγων πλευρών, δά πρέπη αμέσως νά γράψωμεν ως αρι-

Ομητάς τάς πλευράς τού ενός τριγώνου καί πορονομαστάς τάς πλευράς τού όλλου

προσέχοντες ώστε οί όροι ενός λόγου νά είναι πλευραί κείμεναι απέναντι ίσων γωνιών.

165.-- ᾽Εάν τρίγωνον ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένον εις χύχλον «αί εκ

τής χορυφής Α αχθούν η διάμετρος ΑΔ καί τό ύψος τού τριγώνου ΑΕ, νά

αποδειχ̓ή ότι (ΑΒ) : (ΑΔ)Ξ(ΑΕ) : (ΑΓ),

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμένον εις κύ-

κλον Κί (Σχ. 115). Φέρομεν τήν διάμετρον ΑΔ

(ΑΒ) (ΑΕ)

Α

καί τό ύψος ΑΕ. Θά δείξωμεν ότι αλ] τς αΕ]

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ.-- Παρατηρούμεν ότι διά νά

δυνηθώμεν νά εύρωμεν σχέσιν συνδέουσαν τά

ΑΒ, ΑΔ; ΑΕ, ΑΓ, αρκεί νά εύρωμεν δυό τρί- β

γωνα όμοια, ΝΕ Γεις τά οποία νά μετέχουν τά εν

λόγω τμήματα. Πρός τούτο σύρομεν βοηθητεικώς

τήν ΒΔ καί εξετάζομεν τά τρίγωνα :ΑΒΔ, ΑΕΓ, Δ

εις τά οποία μετέχουν τά τμήματα ΑΒ, ΑΔ, Σχ. 116

ΑΕ, ΑΓ. Ταύτα είναι όμοια, διότι γων ΑΕΓ--

--γωνΑΒΔ--1 ορθή (ως εγγεγρ. εις ημικύκλιον) καί γωνΔ--γωνΓ (επειδή

είναι εγγεγρ. βαίνουσαι επί τού αυτού τόξου ΑΒ). Εκ τής ομοιότητος

ταύτης έπεται (ιδέ προηγουμένην παρατήρησιν)

(ΑΒ) (ΑΔ) (ΘΔ)
(ΑΕ) (ΑΠ ΕΓ}

Έκ τών λόγων τούτων διατηρούμεν μόνον

ύς δύ ; ή (ΑΒ) (ΔΑ) χλλά ᾽ έσουςτούς δύ τους ήτοι ---- α σσοντες τούς δύοπρώτους ή (ΑΕ) ΠΤ η ς τους μ

μ (ΑΒ) (ΔΕ
έχομεν ΞΞ ,

(ΑΔ) (ΑΓ)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

166.--Δύο ορθογώνια καί ισοσκελή τρίγωνα είναι όμοια.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--᾽Επειδή τά τρίγωνα αυτά είναι ισοσκελή, άν σχη-

ματίσωμεν τόν λόγον τών καθέτων των πλευρών, οι λόγοι ούτοι θά
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είναι ίσοι, ως λόγοι οι οποίοι έχουν ίσους αριθμητάς καί ίσους παρο-

νομαστάς. ᾿Αλλά καί η υπό τών ίσων τούτων λόγων περιεχομένη γώ-

γία είναι ίση, ως ορθή. "Αρα ταίτα είναι όμοια.

161.--Αι ομόλογοι διάµεσοι δύο ομοίων τριγώνων σχηματίζουν μετά τών

αντιστοίχων πλευρών γωνίας ίσος καί έχουν τόν λόγον ίσον μέ ᾿τόν λόγον

δύο ομολόγων πλευρών.

Ρ "Έστωσαν δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΕΖ ό-

ή μοια, ως επίσης καί αι ομόλογοι διάμεσοι αυ-

τών ΑΘ καί ΔΙ (Σχ. 116). Θά δείξωμεν ότι

γωνΑθβΒ--γωνδΙΕ καί γώωνΑΘΓ--γωνΔΙΖ καί

ς ̓ ΑΘ ΑΒ
ια. φ ότι πι Επ)

ο ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Επειδή τά τρίγωνα είναι

8 Γ εξ υποθέσεως όμοια θά έχωμεν Α -- τα.

Σχ. 116.
᾽Αλλά ΒΓ-:-2. ΒθΘ καί ΕΖ--».ΕΙ ότε

ΑΒ 2.89 . ΑΒ ΒΘ
ΕΞ ΕΙ ί -ΔΕΓΈΓ ώ). Έκ τούτου καθίσταται φα-

νερόν ότι τά τρίγωνα ΑΒΘ καί ΔΕἸ είναι όμοια, διότι έχουν τήν

γωνΒ-εγωνξ (εκ τής ομοιότητος τών ΑΒΓ καί ΔΕΖ) καί τάς περιεχού-

σας τάς γωνίας ταύτας πλευράς αναλόγους δυνάμεις τής (1). "Αρα θά

έχωμεν ότι γωνΑΘΒ--γωνΔΙΕ (ως κείμεναι έναντι ομολόγων πλευρών

̓ . ΑΘ ΑΒ ΜΝ ̓ ̓
εις όμοια τρίγωνα) καί ΖΓ ΑΕ Ευκόλως δέ Φαίνεται ότι καί

γώνΑθΘΓ--γωνΔΙΖ.

1680.--"Έχοντες υπ᾽ όψιν τό Σχήμα 1 τού θιθλίου (σελ. 110), εάν μετρήσωμεν τάς

ΑΓ, ΓΔ, ΕΔ δυνάμεδα νά εύρωμεν τό μήκος τής λίμνης διότι τά ορδογώνια τρίγωνα

ΑΒΓ καί ΓΔΕ είναι όμοια ως έχοντα τάς περί τό Γ οξείας γωνίας ίσας ως κατά κορυ-

φήν. “Οτε ΑΒ. ΑΓ κα] (ΑΒ)-- (ΕΔ) (ΑΓ αλλά τά ΕΔ, ΑΓ, ΓΔ εί 'Οοτό. ΕΔ γα Ξ: ΠΖ , ΑΓ, είναι γνωστά, ότε

καί ΑΒ γνωστόν.

169.-- Ομοίως εκ τού οχήματος 2 τού θιθλίου (σελ. 110) ευρίοκομεν τό ύψος

τού δένδρου εκ τής σκιάς του ως εξής :

Η αθ παριοτή μίαν ράθ̓ον γνωστού μήκους, η οποία έχει εμπηχδή εις τό έδα-

φος κατακόρυφος. Προφανώς καί αυτή δά ρίπτη σκιάν, ήτις έστω ότι είναι η ̓Υ, (ής

τό μήκος δύναται επίσης ευκόλως νά μετρηδή). ᾿Αλλ᾽ επειδή αι αγ καί ΑΓ είναι πα-

ράλληλοι (διότι παριστούν τάς ηλιακάς ακτίνας, αι όποται αντιστοιχούν είς τάς κορυ-

φάς α, Α καί αι οποίαι Ρεωρούνται σχεδόν παράλληλοι λόγω τής απείρου αποστάσεως
τού ηλίου αφ᾽ ημών), τά οῤογώνια τρίγωνα. αθγ καί ΑΒΓ είναι όμοια, ότε

(ΑΒ) -..«ΒΓ} μ (8) (αβ) 5) 5 . . -- .(8) (6) ία 60 ηλαδή (ΑΒ) γνωστόν αφού όλοι οι όροι τού δευτέ-

ρου μέλους είναι γνωστά μεγέδη.

170.-- "Ομοίως θάσει τού σχήματος 2 τού θιθλίου (σελίς 110) δυνάμεδα νά ορί-
σωμεν τό ύψος Θουνού ως εξής :

Τά σηµεία Α καί Β δίδονται επί τού οριζοντίου εδάφους εις γνωστήν απ’ αλλή-
λων απόστοσιν. Κατόπιν τή Θοηδεία γωνιομετρικών οργάνων οκοπεύομεν τήν κορυφήν

Κ καί προσδιορίζοµεν τάς γωνίας ΚΑΒ καί ΚΒΑ. Λαμθάνομεν τότε φύλλον χάρτου καί
σχεδιάζοµεν επί τούτου τρίγωνον όμοιον πρός τό ΚΑΒ, αλλά υπό κλίμακα π.χ. 1 πρός
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1000, δηλαδή οχεδιάζομεν τήν ΑΒ χιλίας φοράς μικροτέραν τής πραγμοτικής καί παρ’

αυτήν σχηματίζομεν γωνίας ίσας πρός τάς διά τών γωνιομέτρων ευρεδείσας. "Αν είς

τό τρίγωνον τού σχεδίου φέρωμεν τό ύψος τό αντιστοιχούν τή ΑΒ, τούτο (5 228) δά

είναι ομόλογον τού πραγματικού ΚΛ, Μετρούντες ήδη τό εν τώ σχεδίω ύψος καί πολ-

λαπλασιάζοντες αυτό επί τόν αριθμόν τής κλίμακος, δά εύρωμεν τό πραγματικόν ύψος

τού Θουνού.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΄

171.--Δύο ομόλογοι πλευραί δύο ομοίων τριγώνων είναι ό μ. χαί 83 μ.

Τό εμβαδόν τού πρώτου τριγώνου είναι 15 τ.μ. Νά εύρἐή τό εμβαδόν τού

δευτέρου.

ΑΥΣΙΣ.- Γνωρίζομεν ότι ο λόγος τών εμβαδών δύο ομοίων τρ:γώ-

νών ισούται μέ τό τετράγωνον τού λόγου ομοιότητος. "Αν λοιπόν πα-

ραστήσωμεν διά τού Ε τό εμβαδόν τού δευτέρου τριγώνου θά έχωμεν

Ε 33 ο 9
ποπ δν η Ε -- ος 5 -- 2ί τ.μ.

172, -Εν τριγώνω ΑΒΓ, η ΔΕ, ήτις είναι παράλληλος τή ΒΓ, τέμνει

τήν ΑΒ εις δύο μέρη έχοντα λόγον 93:5. Νά εύρἐή ο λόγος τών εμβαδών

τών τριγώνων ΑΔΕ καί ΑΒΓ. ι

ΛΑΥΣΙΣ.- "Εστω τό τρίγωνον ΑΒΓ καί ΔΕ η

παράλληλος τή ΒΓ, ήτις τέμνει τήν ΑΒ εις δύο

Α ο
μέρη έχοντα λόγον 3:5 ήτοι ΑΔ --5. Ζητού-

ΔΒ
(ΑΔΕ)

(ΑΒΓ)

᾿Επειδή η ΔΕ είναι πσράλληλος τή βάσει, τά

τρίγωνα ΑΔΕ καί ΑΒΓ είναι όμοια, ότε ο λόγος

ΔΕΗ σα ᾿Αρκεί λοιπόν νά ευρεθή ο λόγος

μεν τόν λόγον ;(Σχ. 117).

ΑΔ 7Αλλά έχομεν ΑΔ. 3 ή ΑΔ...
ΑΒ᾽ ΔΒ 5 ΑΔ--ΔΒ

---ύ-- ή ΑΔ 3 Συνεπώς (ΑΔΕ) ο σσ νο δ.

η Ρ 8 (ΔΒΓ όν δε

173.--Τριγώνου τινός αι πλευραί είναι 0, Τ,. όμ. Ποίαι αί πλευραί τού

πρός αυτό ομοίου τριγώνου λαί διπλασίαν έχοντος επιφάνειαν.

ΛΥΣΙΣ.--᾽ Εάν Ε η επιφάνεια τού έχοντος πλευράς 6, 7, 8, τού

ομοίου του η επιφάνεια θά είναι 2Ε. "Αν δέ τούτου αι πλευραί κληθώσι

χ, Ν, ώ θά πρέπη νά έχωμεν τάς ισότητας

Ε ο 63 σος τσ -. 8

λε Ή τ ψ ο.
ή 1. α τ.» τ. 8

,.  υ η 7 2... ο

η ν΄ 5 ̓6”.2 ν 5 7’.2 ω” -- 8”.2

ή κ -- 6[2μ. ν--712.μ. ω--8ΐ2 μ.
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Σελίς 114. 6 242. ΠΡΟΒΛΗΜΑ.

"Αν καλέσωμεν τάς πλευράς τών δοδέντων τετραγώνων 6, Υ, τά εμθαδό των δά είναι

87 καί γ᾽. Εάν δέ Κληδή χ η πλευρά τού ζητουμένου, τό εμθαδόν του δό είναι κ΄.

Θά πρέπη δέ νά έχωμεν τήν ισότητα κ΄ Ξ 6” --- Υ’ Έκ τούτου οδηγούμεδα

είς τό νά λάθωμεν ορδήν γωνίαν καί επί τών καδέτων αυτής πλευρών δύο τμήμοτα

ίσα. πρός 8 καί γ οντιστοίχως αρχόμενοι από τής κορυφής τής ορδής.

"άν τώρα συνδέσωμεν τά πέρατα τών τμημάτων τούτων δά σχηματιοδή ορδογώ-
ς

νιον τρίγωνον ού η υποτείνουσα δά είναι η ζητουμένη πλευρά κ.-- Διότι δά πληρού-

ται πλέον η ισότης χ’ -- 6” -|- Υ᾿.

Σελίς 114. 5 245. ΠΡΟΒΛΗΜΑ.

"Αν καλέσωμεν τάς πλευράς τών δοδέντων τετραγώνων 6, γ, τά εμθαδά των δά

είναι 6” καί γ΄. Εάν δέ χ κληδή η πλευρά τού ζητουμένου τετραγώνου, τό εμβαδόν

του δά είναι χ᾽. Θά πρέπη δέ νά έχωμεν τήν ισότητα χή--θ’--γ᾽ (δεχόμενοι
ότι 6 Σ γ).

Εκ τούτου ορμώμεδα να κατασκευάσοωµεν καί πάλιν ορθήν γωνίαν. Επί μιάς τών

καδέτων αυτής πλευρών καί από τής κορυφής τής ορδής αρχόμενοι, λαμθάνομεν ευδό-

γραμμον τμήμα ίσον πρός γ. Κατόπιν μέ κέντρον τό άκρον τού τμήματος καί ακτίνα ίσην

πρός 6 γράφομεν περιφέρειαν, ήτις δά τμήση τήν άλλην κάδετον πλευράν είς τι ση-
μείον (καδότι 6 »γ) οριζομένης ούτω τής ζητουμένης πλευράς κ, διότι δά είναι

χ᾽-- 6) --γ᾽. ( 8 249).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

174.--- ᾿Οῤογωνίου τριγώνου υι δύο κά̓ετοι πλευραί είναι Ομ. καί 4μ.

'Νά ευρεθή ή υποτείνουσα, ως καί αι προβολαί τών κἀέτων πλευρών επί τήν
υποτείνουσαν.

ΛΥΣΙΣ.-- "εστω ορθογώνιον τρίγω-
4 νον ΑΒΓ (Α ορθή) καί ΒΔ καί ΔΓ αι προ-

βολαί τών καθέτων πλευρών επί τήν ύπο-

τείνουσαν (Σχ. 118). Δίδονται δέ ΑΒ --4μ.
καί ΑΓ--5μ. καί ζητούνται αι ΒΓ, ΒΔ,
ΔΓ. Η ΒΓ υπολογίζεται τή βοηθεία τού

-ά Πυθαγορείου θεωρήματος καί είναι
Α Γ. ΊΓ)-(Αβγ-(ΑαΓγ'--4: | 5:---16-|25--41
Σχ. 118. άρα (ΒΓ) -- [41 μ. Αι δέ προβολαί ΒΔ

- καί ΓΔ βάσει τού πορίσµατος τής 8 238,
καί είναι (ΑΒ)’ -- (ΒΔ) : (ΒΓ) καί (ΑΓ) -- (ΔΓ) (ΒΓ). Φέροντες δέ τάς

τιμάς των λαμβάνομεν 4: -- (ΒΔ). 41 ή (ΒΔ) -- ΤΕ -- 67

. --- ,. 25 25 Ίο]
καί 57 -- (ΔΓ) . [41 η (ΔΓ) σος αι --- 255: μ.

175.--᾿Οῤογωνίου τριγώνου ή υποτείνουσα είναι 13 μ. καί η µία τών
καθέτων πλευρών 13 μ. Νά ευρεθή η άλλη πλευρά ως καί αι προβολαί τών
κἀέτων πλευρών επί τήν υποτείνουσαν. |

ΛΥΣΙΣ.--Βάσει τού προηγουμένου σχήματος, άν θέσωμεν (ΒΓ)--13μ.
(ΑΓ)--12μ. ζητούμεν τά ΑΒ, ΒΔ, ΔΓ' "Εχομεν διά τήν ΑΒ ότι (ΑΒ}-
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-- (ΒΙ)’ --(ΑΓ)’ -- 13" -- 123 -- 169 -- 144 -- 25 άρα (ΑΒ) -- }25--5μ.
Ήδη τά ΒΔ, ΔΓ τά υπολογίζομεν πάλιν ως ανωτέρω ήτοι

(ΑΒ):--(5Δ).(8Γ) ή 5:--(ΒΔ).13 ή (ΒΔ) -- -- .

καί (ΑΓΡ--(ΔΓ).(ΒΓ} ή 12’-(ΔΓ).13 ή (ΔΓ) -πι

176.--᾽Οῤογωνίου καί ισοσκελούς τριγώνου ή υποτείνουσα είναι 5 μ..

Νά ευρἐούν αι άλλαι πλευραί χαί τό εμβαδόν.

ΔΛΥΣΙΣ.--"Αν καλέσωμεν « τήν μίαν τών ίσων πλευρών τού ισο-

σκελούς θά έχωμεν χ’η-χ’--5:Ξ ή 2ν’--5: ή κ’-- --

ά ος 5.12 ο
... ΥΖ᾽ Ξ - --- Ώστε εκάστη τών άλλων πλευρών:

είναι 5] 2
2

Τό δέ εμβαδόν του θά ισούται μέ τό ήμισυ τού γινριένου τών κα--

θέτων πλευρών του ήτοι

ε...5]12 512 1:52 2
2 2 2. 2 4 4

-

177.---Ισοσκελούς τριγώνου αι τρείς πλευραί του είναι ο μ., όό µ. καί

1 μ. Νά ευρεθή τό εμβαδόν αυτού.

ΔΥΣΙΣ.-- ᾿Αρκεί νά ευρεθή τό επί τήν βάσιν 7 αγόμενον ύψος.

Τούτο προφανώς άγεται εις τό μέσον τής βάσεως καί σχηματίζει δυό.

ίσα ορθογώνια τρίγωνα. "Αν λοιπόν τό ύψος τούτο κληθή ςσ, εξ ενός.

τών ορθογωνίων τριγώνων, λαμβάνομεν κ'--55.-.3,55 ή χ’--12,75

ή χ-- [12,75 -- 3,57 μ.

7.3,57

2
Τό εμβαδόν του λοιπόν θά είναι Ε. --΄ --12,495τ.µ.

176. ᾿Ισοπλεύρου τριγώνου ή πλευρά είναι 1) 3 μ. 2) α μ. Νά ευρεδήη,

τό ύψος αυτού καί τό εμβαδόν.

ΑΥΣΙΣ.-- 1) Προσδιορίζομεν τό ύψος ως ανωτέρω, καλούντες δέ.
; 3 9 27

τούτο χ έχομεν χ:- 3: -- (5) -ο-- απ -α-

ος τσ 15ο 3135
ό στρ τν

Τό εμβαδόν του θό είναι τώρα

1 315 3.135 935
Ε πρ μα ο 9 Ξ- ΞΞ --- 8 «μ'.-

ο 3 2 4 4 3055τμ
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᾽ , αλ’ α” 3α
2) Γενικώς.-- Τό ύψος ν θά είναι χ’ --α’-- ΤΊ -α-- χα

. α {3
Ίπ----:

να κ -- Τα .αίιλ αυ}Καί τό εμβαδόν θά είναι Ε-- πα. Ξ-α--:

Τά δύο άνω εξαγόμενα καλόν θά είναι νά ενθυμούμεθα από μνήμης

{διότι θά τά συναντώμεν συχνά). Ήτοι

Τύποι ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α.

, 179.-- Νά αποδειχ̓ή ότι η διαφορά τών τετραγώνων δύο πλευρών τοι-

Υώνου ισούται μέ τήν διαφοράν τών τετραγώνων τών δύο τμημάτων, εις τά

οποία διαιρείται η τρίτη πλευρά υπό τού ύψους.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (Σχ.118) καί ΑΔ τό ύψος αυτού αντιστοιχούν

εις τήν πλευράν ΒΓ. Θά δείξωμεν, ότι (ΑΓ)’ --- (ΑΒ)' -- (ΔΓ)’ -- (ΒΔΊ»,

ΆΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Διά τού ύψους ΑΔ σχηματίζονται τά ορθογώνια

τρίγωνα ΑΔΓ καί ΑΔΒ.

Έκ τού πρώτου λαμβάνομεν (ΑΓ)’ -- (ΑΔ}: |- (ΔΓ)! καί εκ τού δευ-
τέρου (ΑΒ)” -- (ΑΔ): --- (ΔΒγ'. |

᾿Αφαιρούντες τώρα τάς ισότητας ταύτας κατά μέλη λαμβάνομεν
(ΑΓ) --- (ΑΒ) -- (ΔΤ) --- (ΔΒγ'.

180.-- Νά αποδειχθή ότι τά τετράγωνα τών πλευρών τής ορθής
γωνίας οῤογωνίου τριγώνου έχουν λόγον ίσον μέ τόν λόγον τών
προβολών των επί τήν υποτείνουσαν.

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ (ΣΧ: 118) ορθογώνιον εις τήν γωνίαν Α καί
ΒΔ καί ΔΓ αι προβολαί τών πλευρών τής ορθής επί τήν υποτείνουσαν.

(ΑΒ); (ΒΔ)Θά δείξωμεν ότι (ΑΓ: απ

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-᾿Εφαρμόζοντες τό πόρισμα τής 6 238 λαμβάνομεν
(ΑΒ)’--(ΒΔ). (ΒΓ) καί (ΑΓ}--(ΔΓ). (ΒΓ)

Διαιρούντες ήδη τάς δύο ταύτας ισότητας κατά μέλη λαμβάνομεν

(ΑΒ (ΒΔ)
(ΑΓ’ (ΔΤ

τήν αποδεικτέαν σχέσιν ήτοι
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181.--Νά κατασκευασύή τετράγωνον ισοδύναμον πρός τό άθροισμα τριών

δὀέντων τετραγώνων.

ΛΥΣΙΣ.- Κατασκευάζομεν συμφώνως μέ τό πόρισμα τής 245 τετρά-

γώνον ισοδύναμον πρός τό άθροισμα τών δύο δοθέντων τετραγώνων.

Κατόπιν δέ κατασκευάζομεν διά τού αυτού τρόπου άλλο τετράγωνον

ισοδύναμον πρός τό άθροισμα τού κατασκευασθέντος τετραγώνου καί

τού τρίτου δοθέντος.

Σελίς 115. 85 245. ΠΡΟΒΛΗΜΑ. ΄

"Έστω τό δοδέν ορδογώνιον ΕΖΗΘ έχον διαστάσεις Εζ--μ καί ΖΗ-:ν (Σχ. 119). Ζη-

τούμεν να κατασκευάσωμεν τετρόγωνον ιοοδύναμον πρός τό δοδέν ορδογώνιον. Αρκετ

πρός τούτο νά ορισδή η πλευρά τού

ζητουμένου τετραγώνου. ̓

Θα στηριχ̓ώμεν επί τού πορί- ΙΓ.)

σµατος τής 6 228 καί τού δεωρήμα-

τος τής 8 244,

σα) Τρόπος. Λαμθάνομεν ευ-

δείαν ΛΝ--μ καί επί ταύτης τμήμα

ΛΜΞν (Σχ. 1199). Μέ διάμετρον τήν

ΑΝ γράφομεν ημιπεριφέρειαν καί εις

τό σημείον Μ υψούμεν τήν κάδετον

ΜΚ επί τήν ΛΝ τέμνουσαν τήν ημι-

περιφέρειαν εις τό Κ. Σύρομεν τήν

ΚΛ καί ΚΝ. Επειδή τό τρίγωνον

ΚΛΝ είναι ορδογώνιον (εγγεγρ. είς ημικύκλιον) δά έχωμεν (8 238) ότι (ΚΛ}-- (ΛΝ) (ΑΜΣ

ή (ΚΛ)”-- µ.ν. Ήτοι η (ΚΛ} παριστά τήν πλευράν τού τετραγώνου τού ισοδυνάμου

πρός τό δοδέν ορδ̓ογώνιον (ΕΖΗΘ)--μ.ν.

8} Τρόπος. Λαμθάνομεν επ᾽ ευδείας τμήμα ΒΔ--μ καί εν συνεχεία τούτου άλλο

ΔΓ--:ν (Σχ. 119 ̓). Κατόπιν μέ διάμετρον τήν ΒΓ γράφομεν ημιπεριφέρειαν καί υψούμεν
τήν κάδετον ΔΑ εις τό Δ επί τήν ΒΓ, ήτις τέμνει τήν ημιπεριφέρειαν είς τό Α. Σύ-

ρομεν κατόπιν τάς ΑΒ καί ΑΓ. Εκ τού σχηματιζομένου ορδογωνίου τριγώνου ΑΒΓ λαμ-

θάνομεν (5 244) (ΑΔ) -- (ΒΔ).(ΔΓ) ή (ΑΔ)--μ.ν. Ήτοι η (ΑΔ) είναι
ζητουμένου τετραγώνου.

119.

η, πλεύρά τού

”

Σελίς 115 6 246. ΠΟΡΙΣΜΑ. 3 “΄”

Έκ τού δοδέντος ευδυγράμμου σχήματος θάσει τού᾽ προθλήματος 202--204 δυνά-

μεδα νά κατασκευάσωμεν ισοδύναμον τρίγωνον, εκείδεν ισοδύναμον ορδογώνιον καί

τέλος ισοδύναμον τετράγωνον Θάσει τού αμέσως ανωτέρω προθλήματος.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

182.-- Εις ορθογώνιον τρίγωνον τά δύο τμήματα τής υποτεινούσης, εις

τά οποία διαιρείται υπό τού ύψους, είναι τό μέν 6,4.μ. τό δέ άλλο δ,6 μ.

Ζητούνται : τό ύψος, αι άλλαν πλευραί καί τό εμβαδόν.

ΑΥΣΙΣ.-- ᾿Αναφερόμενοι καί πάλιν εις τό Σχ. 118 καί εφαρμό-
ζοντες τό θεώρημα τής ό 244 λαμβάνομεν (Α Δ)’ -- (ΒΔ)ΔΓ) -- 3, 6.6, 4

ή (ΑΔ) --0,8. η,6-- 4,8. Η (ΑΒ) ευρίσκεται (5 238) από τήν σχέσιν
(ΔΒ)2Ξ (ΒΔ) - (ΒΓ) -- 3.6 : 10 -- 36 ή (ΑΒ) -- 6 μ. καί ομοίως (ΑΓ): --

-- (ΔΓ) - (ΒΓ) -- 6,4 : 10-- 64 ή (ΑΓ) -- 8 μ.
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Τό δέ εμβαδόν ισούται μέ τό ημιγινόμενον τών καθέτων πλευρών

, 6-8
ήτοι ΕΞ--π--14:τ.µ.

183.--- Οῤογωνίου τριγώνου αί χά̓ετοι πλευραί είναι 0 μ. καί 8 μ.

Νά ευρἐή τό ύψος τού τριγώνου τό επί τήν υποτείνουσαν.

ΛΔΥΣΙΣ.-- Έχοντες υπ’ όψιν. καί πάλιν τό σχήμα 118 ευρίσκομεν

πρώτον τήν υποτείνουσαν ΒΓ. "Ήτοι (ΒΓ)’ -- (ΑΒ)’ -|- (ΑΓ) -Ξ 6: γε'--

--- 36 -|- 64 -- 100 ότε (ΒΓ) -- 10 μ. "Ηδη ορίζομεν τά τμήματα ΒΔ καί ΔΓ

ο. 36

ο .. 64
-- 3,6 καί ομοίως (ΑΓ): -- (ΔΓ)-(ΒΓ) ή 8’ -- (ΔΓ) «10 ή (ΔΓ)-- -τ- -

--6,4 ότε επειδή (ΑΔ): Ξ(ΒΔ) .(ΔΓ) θά έχωμεν (ΑΔ)’ -- 3,6: 6,4 ή

{Α Δ) -- 4,δ. Τό ύψος ευρίσκομεν καί ως εξής :

᾿Επειδή τό γινόμενον τής υποτεινούσης επί τό ύψος δίδει τό διπλά-

σιον εμβαδόν, ως επίσης καί τό γινόμενον τών καθέτων πλευρών δίδει

τό διπλάσιον εμβαδόν, θά πρέπη τά δύο αυτά γινόμενα νά είναι ίσα.

Ήτοι άν καλέσωμεν « τό επί τήν υποτείνουσαν ύψος θά έχωμεν

Ίο.κ-6-8 ή κ--4,6.

184.--Νάα χατασκευασ̓ή τετράγωνον ισοδύναμον πρός δὀέν τρίγωνον.

ΑΥΣΙΣ.-- Εμάθομεν εις τήν παράγραφον 197 νά κατασκευάζωμεν

ορθογώνιον ισοδύναμον πρός δοθέν τρίγωνον. ᾿Αλλά εμάθομεν επίσης

εις τό πρόβλημα (8 245), νά κατασκευάζωμεν τετράγωνον ισοδύναμον

πρός δοθέν ορθονώνιον.
-

185.--Νά :ατασκευασ̓ή τετράγωνων ισοδύναμον ποός τό ά̓ροισμα δύο

δοθέντων οῤογωνίων.

ΛΥΣΙΣ.--᾿Εμάθομεν εις τό πρόβλημα 6 245 νά καταοκευάζωμεν

τετράγωνον ισοδύναμον πρός δοθέν ορθογώνιον. |

Κατασκευάζομεν λοιπόν δύο τετράγωνα αντιστοίχως ισοδύναμα

πρός τά δοθέντα ορθογώνια.

Κατόπιν κατασκευάζομεν τετράγωνον ισοδύναμον πρός τό άθροι-
-σμα τών δύο τετραγώνων συμφώνως πρός τό πρόβλημα (6 252).

Σελίς 117 6 251. ΠΟΡΙΣΜΑ.

α) Τρόπος. (Μέ τήν μέδοδον τής εις άτοπον απαγωγής).

Έστω τρίγωνον ΑΒΓ εις ό είναι (ΒΓγ΄ -- (ΑΓγ' η-(ΑΒ}᾽ (Σχ. 1204). Θά δείξωμεν
ότι η γωνία Δ είναι ορδή. "Έστω ότι αύτη είναι οξεία ή αμθλετα.Τότε άν φέρωμεν τήν
κάδετον εκ τού Γ, η κάδετος αύτη δά λάθη τήν δέοιν ή ΓΗ καδ’ όσον Γ είναι αμ-
θλετα ή οξεία. Εφαρμόζοντες ήδη τάς προτάσεις τής 8 250 λαμθάνομεν

(ΒΓγ -̓- (ΑΓ -- (ΑΒγ᾽η-2{Α8}(ΑΖ)
ή (ΒΓ}» -- (ΑΓγ: |- (ΑΒ}» -- 2(Α8) : (ΑΗ),
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᾿Αλλά είναι εξ υποδέσεως (ΑΓ); η- (ΑΒ); --- (ΒΓ}» ότε αι άνω σχέσεις γίνονται

(ΒΓ); -- (ΒΓ); - 2 (ΑΒ) : (ΑΖ)

(ΒΓ): -- (ΒΓ): -- 2 (ΑΒ) : (ΑΗ)

δν
ή 2 (ΑΒ) . (ΑΖ) -- 0 κα] -- 2 (ΑΒ) (ΑΗ) -- 0

καί επειδή (ΑΒ) ΗΞ 0 (ως μήκος πλευράς) έπεται ότι δά είναι (ΑΖ) -- 0 ή καί
(ΔΗ) -- 0 ήτοι τό Ζ ή Η συμπίπτει μέ τό Α, δηλαδή η γωνία δέον νά είναι ορδή.

6’) Τρόπος. (Χωρίς τήν µέθδοδον τής εις
άτοπον απαγωγής). Εις τό τρίγωνον ΑΒΓ έχομεν
(8Γ)5 -- (ΑΗ): -- (ΑΓ): (1) (Σχ. 1206). Φέρομεν

τώρα τήν ΔΑ κάδετον τή ΑΒ, ώστε ΔΑ -- ΑΓ.

Εκ τού ορδογωνίου τριγώνου ΑΒΔ δά έχωμεν

(ΒΔ): -- (ΑΒ); -- (ο Δδ)λ

Αλλά επειδήΑΔ -- ΑΓ έχομεν (8Δ)’ -- (ΑΒ)»1-
(ΑΓ): Συγκρίνοντες ταύτην καί τήν (1} λαμ-

θάνομε" (ΒΔ); -- (ΒΓ); ή (ΒΔ) -- (ΒΓ).

Δηλαδή τά τρίγωνα ΑΒΔ καί ΑΒΓ έχουν τάς

πλευράς των ανά μίαν ίπας, άρα είναι ίσα,

ότε η γωνία ΒΑΓ δά ισούτοι μέ τήν γωνίαν

ΒΑΔ ήτοι ίση μέ 1 ορδήν.

γ) Τρόπος. Εις τό σχήμα 118 έστω ότι

ΑΔ. είναι κάδετος επί τήν ΒΓ. ᾿Εφαρμόζομεν τό Πυδαγόρειον δεώρηµα είς τά δύο ορ”
δογώνια τρίγωνα ΑΒΔ καί ΑΔΓ, καί λαμθάνομεν (ΑΒ): -- (Α Δ)» 1- (ΒΔ); (ΑΓ}5--- (ΑΔ) ΗΗΔΓ}»

ή αδροίζοντες κατά µέλη (ΑΒ): -- (ΑΓ) -- 2(Α.Δ): Ί- (ΒΔ}: - (ΔΙ): (4)

Σχ. 120.

᾿Αλλά (ΑΒ): --- (ΑΓ); -- (ΒΓ: εξ υποδέσεως, ότε η (1) γίνεται

(ΒΓ): --2 (ΑΔ) --- (ΒΔ); - (ΔΓ)

ή [580 --(δη} -- 2 (ΑΔ) 1-(8.): -- (ΔΓ |

ή ΒΔ) (ΔΓ -- (ΑΔ) (ΑΔ) ο. (ΔΓ).

Γ σον μή ΑΣ πα - Δ (2)

Τό τρίγωνα συνεπώς ΑΒΔ καί ΑΔΓ είναι όμοια, διότι έχουν τήν γων ΑΔΒ -- γωνΑΔΓ

(ώς ορδήν) καί τάς περιεχούσας πλευράς αναλόγους δυνάμει τής (2). "Αρα έναντι τών
ομολόγων πλευρών δά κείνται ίσαι γωνίαι ήτοι γων ΒΑΓ -- γων Γ καί γων ΓΑΔ -- γωνθ

δηλαδή η γωνία Α ισούται μέ τό άδροισμα τών δύο άλλων γωνιών Β καί Γ, δά πρέπη

ουνεπώς να ισούται μέ 1 οῤήν. (Θλέπε άσκ. 44).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

186.-- ᾿Εχ τών τριγώνων τά οποία έχουν πλενράς 1) 0,8 μ., 0,4 μ., άρού μ.,

2) 18 μ., 09 μ.. 19 μ.' καί 9) 19 μ., 35 μ., 31 μ. Ποίον είναι οξυγιάνιον

ποίον αμβλυγώνιον -καί ποίον οῤογώνιον.

ΛΥΣΙΣ.-- Διά νά εξετάσωμεν άν τρίγωνόν τι τού οποίου δίδονται

αι πλευραί είναι οξυγώνιον, αμβλυγώνιον ή ορθογώνιον, λομβάνομεν

τήν μεγαλυτέραν πλευράν του. Σχηματίζομεν κατόπιν τό τετράγωνον

αυτής καί τό συγκρίνομεν μέ τό άθροισμα τών τετραγώνων τών δύο άλ-

λων. Αν τό τετράγωνον τής μεγαλυτέρας πλευράς του είναι μικρότε-

ρον τού αθροίσματος τών τετραγώνων τών δύο άλλων τότε τούτο είναι

οξυγώνιον. [Δίόιι θά χρειαοθή μείόν τι διά νά επέλθη ισότης (αλλά τό



112

μείον αντιστοιχεί εις τό οξυγώνιον), εφ᾽ όσον δέ η απέναντι τής µεγα-

λυτέρας πλευράς κειµένη γωνία είναι οξεία, αι άλλαι εξυπακούεται ότε

θά είναι αναγκαίως οξείαι].

Εάν τό τετράγωνον τής μεγαλυτέρας πλευράς είναι μεγαλύτερον

τού αθροίσματος τών τετραγώνων τών δύο άλλων θό είναι αμβλυ-

γώνιον.

᾿Εάν δέ τέλος ισούται μέ τό άθροισμα τών τετραγώνων τών δύ άλ-

λων θά είναι ορθογώνιον (8 251)’

Εις τό πρόβλημά µας έχομεν

1) 0,63720,33--0.43 τότε θά είναι αμβλυγώνιον.
2) 1.3:«0,9» 51,2» ότε είναι οξυγώνιον.

3) 37} --3571512’ ότε είναι ορθογώνιον.

187..---Ρριγώνου τινός αι πλευραί είναι 3, ό, 1 μέτρο. Χά ευρεζούν αί-

διάµεσοι αυτού.

ΛΥΣΙΣ.--΄Αν καλέσωμεν «, ννώ τάς διαµέσους, αι οποίαι αντι-

στοιχούν εις τάς πλευράς 2, 3, 4 εφαρμόζοντες τό θεώρημα τής δια-

μέσου (8 252) λαμβάνομεν

4-3 -- 2χ 52:1: ή « -- ίπρμ.
2.154: -- 2γν!52.15: ή ν - 1975.
2.153: -- 2ω’ 52.2 ή ω - 1 μ'

188.-- Τό άθροισμα τών τετραγώνων, τών τεσσάρων πλευρών παραλλη-
λογράμμου ισούται μέ τό ἀροίσμα τών τετραγώνων τών διαγωνίων του.

"Έστω παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ καί

β ΑΓ, ΒΔ αι διαγώνιοι αυτού τεμνόμεναι
εις τό Ο (Σχ. 121).

Θά δείξωμεν ότι

(ΑΒ)’-Ε(ΒΓ)”-Ε(ΓΔ)”-Γ(ΔΑ)”ΞΞ(ΑΓ)”-Γ(Β8Δ)’.

δ Γ ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ.-- ᾿Εφαρμόζομεν τό θεώ:
ρημα τής διαμέσου εις τό τρίγωνον ΑΒΓ

Σχ. 121. μέ διάμεσον τήν ΒΌ καί εις τό τρίγωνον
ΑΔΓ μέ διόµεσον τήν ΔΟ καί έχομεν

(ΑΒ) -- (ΒΓ) ---2 (ΒΟ}’ -|- 2 (ΑΟγ

(ΑΔ) ΙΓ (ΔΓ -- 2 (ΔΟ}1 - 24Ο}

ή (ΑΒΡΗΒΓγ-(ΑΔγ--(ΔΓΊ’ -- 2 (ΒΟΡ2(ΔΟγ!{4{αΟγ'
αλλά (ΒΟ)--(ΔΟ) ότε έχομεν

(ΑΒ):-(ΒΓΡ!{ΑΔγ-{ΔΓ}'--4ΒΟγ-“-4γαΟγ'--

1289 Γε[ίΔο) | -δάγΗλην.
δε Συμπληρωματικώς' τών ανωτέρω σημειούμεν τά κάτωδι ενδιαφέροντα κατά σειράν

ματα :
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189. --Εις ισοσκελές τρίνωνον ΑΒΡ η γωνία Α είναι αμβλεία, ή δέ ελ

τού Β κάθετος επί τήν 1Α τέμνει αυτήν προελτεινομένην είς τό σημείον Δ.

Νά αποδειχ̓ήότι (ΠΒ}--9 (ΓΑ). (1Δ).

"Έστω τό ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ εις ό η γωνία Α είναι αμβλεία,

Δ δέ η προβολή τού Β επί τήν ΓΑ (ήτις ευρίσκεται εις τήν προέκτασιν

τής ΓΑ διότι η Α αμβλεία) (Σχ. 122). Θά δείξωμεν ότι (ΒΓ)--2(ΓΑ}(Γ Δ).

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ, Εφαρμόζομεν τό θεώ-

ρηµα τής επεκτάσεως τού Πυθαγορείου

(8 250) καί λαμβάνομεν

(ΒΓ}’ (ΑΒ): --- (ΑΓ) Υ2 (ΑΓ). (ΑΔ) καί

επειδή (ΆΒΊΞ (ΑΓ) έχόμεν .

(ΒΓγ-.(ΑΓΥΗ{-(ΑΓΥΗ-2(ΑΓ). (ΑΔ) --
Ξ- 2 (ΑΓ}-2 (ΑΓ). (ΑΔ) --

-- 2 (ΑΓ) [(ΑΓ)Η(ΑΔΊ -- 2(ΑΓ) (ΓΔ,
Σχ. 122.

Ιυμπληρωματικώς τών ονωτέρω οημειούμεν τά κότὠι ενδιαφέροντα κατά σειράν

̓έματο :

Α΄ ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΣΓΕὨΝ.ΤΟΠΟΣΤΟΥ ΓΓ ΒΙΒΛΙΟΥ

«Εν επιπέδω δίδονται δύο σημεία Α χαί Β ώστε (Α8Β)--
(α δεδομένον εὐύγραμμον τμήμα), ως επίσης καί έτερον ευθύγραμ-

μον τμήμα κ. Ξητούμεν τόν γεωµ. τόπον. τών σημείων τού αυτού
επιπέδου διά τά οποία έχομεν (ΜΑ): .(ΜΕΒ)---κ:ν.

Τό ευθύ.-- Έστω σημείόν τι. Μ τού τόπου διά τό οποίον είναι

(ΜΑγ --(ΜΒ)---μ’ (Σχ. 123). Τό πρώτον µέλος.τής δοθείσης σχέσεως μάς

ενθυμίζει τό θεώρημα τής διαμέσου καί φέρομεν

ως εκ τούτου τήν διάµεσον ΜΗ τού τριγώνου.

ΜΑΒ. Θά έχωμεν δέ τότε (ΜΑ}', -- (ΜΒ)’---| ΖΆΆ

--2{(ΜΚ}--2 (Α}”. (1) Δ Δ

᾿Αλλά επειδή τό Μ είναι σημείον τού τόπου

τό πρώτον μέλος τής (1) ισούται μέ ΚΡ ήτοι εί-
ναι ΜΚ}-.2{ΑΚ}. κ" καί επειδή (Αβ)--2α

τό (ΑΚ)--α καί άρα 2(ΜΙ):Γ2α”-- κ” -, - πο

ή 2 ΜΚ}--µ’-.-.2α7 ή (μκγ--.5-- ειδος Σχ. 128.
2

ά. (ΜΚ)-- 15- ---α”,

Εκ τούτου φαίνεται ότι τό Μ απέχει. τού σταθερού σημείου Κ ρτα-

θεράν απόστασιν καί ίσην πρός [5 οθαί; "Αρα τό Μ κείταί.' επί περι:
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φερείας κύκλου έχοντος κέντρον τό μέσον τού τμήματος ΑΒ καί ακτίνα

τήν ]/-5---α:ή 2 -

Τό αντίστρόφον.--Θά δείξωμεν τώρα ότι πάν σημείον τού τόπου

έχει τήν ιδιότητα. "Εστω πρός τούτο τό σημείον Μ τού τόπου ήτοι κε:-

μενον επί τής περιφερείας κέντρου αί: καί ακτίνος μ' α”.

Φέρομεν τάς ΜΑ καί ΜΒ καί εφορμόζομεν τό θεώρημα τής διαμέσου,

ότε θά έχωμεν (ΜΑ)'-Ε(ΜΒ)”--2(ΜΚ):-Ε2 (ΑΙ}’ --

κ' -- μμμναή .. ν 2α: ---- 9 ( 2 --α - 2α-----ο (̓ --α )--- --

Ξεκ΄--2α: {-Ζα’--κ”. "Αρα είναι τό Μ σημείον τού τόπου.

Εατασκευή τής σκτίνος....Διά νά γραφή η περιφέρεια τού τόπου

ο ΄ . «. 1) κ -πρέπει νά κατασκευασθή η ακτίς της ήτοι η | -- αί. Πρός τούτο

ς , α τ. ΕΕ Κμαν᾽ ναι,μετασχηματίζομεν τόν τύπον τούτον ως εξής (--- -αί.. ᾿Αλλά

τώρα φαίνεται ευκόλως ότι η ζητουμένη ακτίς θά είναι η μία τών κα-
᾿

θέτων πλευρών ορθογωνίου τριγώνου έχοντος υποτείνο' σαν κ] τ. καί

τήν άλλην κάθετον ίσην πρός α,

Σημείωσις.-- Εις τά σημεία δ καί Δ' τά οποία είναι κοινά τής ευθείας ΑΒ
καί τής περιφερείας Κ δέν αντιοτοιχεί τρίγωνον. ᾿Αλλά ευκόλως αποδεικνύεται ότι καί
ταύτα είναί σηµετα τού τόπου. Π. χ. διά τό Δ έχομεν

(ΑΔ) ΔΕ: -- (ΔΚ -- ΚΑ): -- (κ --Κθ

-- (ΔΚ}5(ΚΑ); -- 2 (ΔΚ) (ΚΑΙ η- (ΔΚ): -- (ΚΒ);- 2 (ΔΚ) (ΚΒ)-

------------α ο

-- 2 (ΔΚ): 1-2α: -- 2 ({-- 5) -- 2α: -- Κι

Β΄ ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΣΤΟΠΟΣ

"κΔίδονται εν επιπέδω δύο σημεία Α καί Β ώστε (ΑΏ}).-α χαί εύ-
̓ύγραμμον τμήμα μ; Νά -ευρἐή ο γεωμ. τόπος τών σημείων Μ τού
αυτού επιπέδου διά τά οποία θά είναι (ΜΑ): (ΜΛΏ):--ίς,

Τό ευθύ: "Έστωσαν Α καί Β δύο σημεία τοιαύτα ώστε (ΑΒ) --- α
καί Μ τυχόν σημείον τού τόπου ώστε νά είναι (ΜΑ) --(ΜΘ}: -- 5|
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(Σχ. 124). Φέρομεν τήν κάθετον ΜΕ εκ τού Μ επί τήν ΑΒ, ως καί τήν

διάμεσον ΜΔ. Επειδή είναι (ΜΑ}»(ΜΒ),
! ως φαίνεται εκ τής σχέσεως (ΜΑ):--

[η -(ΜΒ)Τ---Κ", τά τρίγωνα ΜΑΔ καί ΜΔΒ
Ι είναι τό μέν. αμβλυγώνιον, τό δέ οξυ-
| γώνιον. ᾿Εφαρμόζοντες επί τούτων τήν

επέκτασιν τής Πυθαγορείου λαμβάνο-

μεν τάς σχέσεις

ά Έ Ά Ε 8. (ΛΑ) --ΜΛΔΡ!-(ΑΔ)ή-2 (ΑΔ) (ΔΕΊ

µ (ΜΒ):..(ΜΔγ--(ΔΒ}--2 (ΔΒ) (ΔΕ)
1 ! ᾿Αφαιρούντες τάς ισότητας ταύτας

κ κατά μέλη καί λαμβάνοντες υπ’ όψιν.

Σχ. 194. ότι (ΑΔ)ΞΞ(ΔΒ) έχομεν

(ΜΑ}--(ΜΒ}--4 (ΑΔ) (ΔΕ}--

--2.(Α8Β).(ΔΕ) Ζα. (ΔΕ). Καί επειδή τό Μ είναι σημείον τού τόπου

ΗΝ

2α
Εκ τής τελευταίας ταύτης ισότητος καθίσταται φανερόν ότι τό Ε

είναι εντελώς ωρισμένον, δεδομένου ότι απέχει από τού ωρισμένου μέ-

εξ υποθέσεως θά είναι μ’--2α .. (ΔΕ) ή (ΔΕ) --

σου τής ΑΒ, εντελώς ωρισμένην απόστασιν τήν ας

᾿Επειδήη δέ έχομεν (ΜΑ}᾽» (ΜΒ) τό Ε κείται πρός τό μέρος τού Β.

Συνεπώζ ο γεωμ. τόπος τών σημείων Μ είναι η κάθετος (απεριόριστος).

χ η αγομένη εις τό ωρισμένον σημείον Ε τής (ΑΒ).

Τό αντίστροφον : "Αν ήδη επί τής ευθείας « ληφθή σημείόν τι

έστω τό Μ θά δείξωμεν ότι είναι (ΜΑ]}--(ΜΒγ:--κ’. Πράγματι σύροντες

τάς ΜΑ, ΜΒ καί ΜΔ καί εφαρμόζοντες όσα εις τό ευθύ, λαμβάνομεν τ

(ΜΑ}'--(ΜΒ;»--2 (ΑΒ). (ΔΕ) -- 2. α. ας -- μ',

"Αρα τό Μ είναι σημείον τού τόπου.

ΕΚατασκτυή τής ΔΈ : Διά νά γραφή ο τόπος δέον νά οριοθή η ΔΕ.

᾿Αλλά από τήν σχέσιν

- .. , (ΔΕ) κ... 22α -μ.

(ΔΕ)--;α έχομεν “τ τα ή κα (ΔΕ)
ζεται ως τετάρτη ανάλογος τών γνωστών μεγεθών 2α, Κ, Κ.

δηλαδή η(ΔΕ}ορί-

Σημείωσις .- Εάν δοδή ως υπόδεσις (ΜΒ}’ --- (ΜΑ: -- Κξ τότε ο τόπος δά

αποτελείται από τήν εύδεζαν χ' ήτις είναι συμμετρικη τής χ ωό πρός τό Δ.

ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1
υ7

ένδα Θ, γ τά μήκη τών κοδέτων αυτού πλευρών καί υ τό ύψοξ τό πρός τήν υποτεί-
γουσον. ο

1 . 1
72 ".- Εις πάν ορδογώνιον τρίγωνον αληδεύει η σχέοις - β΄ -- Ώς Ξ-



116

73.-- ᾿Από τού µέσου μιάς τών καθέτων πλευρών ορδογωνίου τριγώνου άγεται κά-

θετος τή υποτεινούση. Νά δειχδή ότι η διαφορά τών τετραγώνων τών τμημάτων εις ά

διηρέδη η υποτείνουσα Ισούται πρός τό τετράγωνον τής άλλης καδέτου πλευράς.

74.-- Τό άδροισμα τών τετραγώνων τών αποστάσεων ενός σημείου Ρ τής περιφε-

ρείας κύκλου Κ από τών άκρων χορδής αγομένης παραλλήλως πρός τήν ΚΡ είναι στα-

̓ερόν καί ίσον πρός τό τετράγωνον τής διαμέτρου τού κύκλου.

75. 5. Πρόταοις τού Ευ!6ετ: Νά αποδε]χδή ότι τό άδροισμα τών τετρογώνων τών

τεσσάρων πλευρών τετραπλεύρου ισούται μέ τό άδροισμα τών τετραγώνων τών διαχω-

νίων του ηυξημένον κατά τό τετραπλάσιον τετρόγωνον τής ευδείας ήτις συνδέει τά

μέσα τών διαγωνίων του. [Αποδεικνύεται ευκόλως διά τριπλής εφαρμογής τού δεωρή-

µοτος τής διαμέσου]. ᾽

726.5,-- Η πρότασις τού δεν ατγ!: "Αν ΑΔ είναι τυχούσα τέμνουσα τής πλευράς

ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ, νά δειχδή ότι (ΑΒ): (ΔΓ) {ΑΓ} (ΒΔ) --- (ΑΔ}γ2 (ΒΓ} -- (ΒΔ) (ΔΓ) (ΒΓ).

| Εφαρμόζωμεν τά δεωρήµατα τής επεκτάόσεως τού Πὐαγορείου πολλαπλοσιάζοντες τά

µέλη τών δύο ισοτήτων αντιστοίχως επί ΔΓ κοί ΒΔ].

77.-- Εάν ο, 6, γ, ό τά μήκη τών πλευρών τραπεζίου, νάα υπολογιοδή ουναρτήσει

τούτων τό μήκος τής εὐείας τής συνδεούσης τά μέσα τών Θάσεών του.

78.-- Εις πάν τραπέζιον τό άδροισμα τών τετραγώνων τών διαγωνίων του ισούται

μέ τό άδροισμα τών τετραγώνων τών μή παραλλήλων πλευρών του ηυξημένον κατά τό

διπλάσιον γινόμενον τών Θθάσεων.

79.-- Τό άδροισμο τών τετραγώνων τών τριών διαμέσων τριγώνου ισούται πρός τά

-ξ τού αδροίσμοτος τών τετραγώνων τών τριών πλευρών. (Βδο!η).

80. --- Διά πάν σημείον κείμενον εντός ορδογωνίου, τό άδροισμα τών τετραγώνων

τών αποοτάσεών του από δύο αντικειμένας κορυφάς ισούται πρός το άδροισμα τών
τετρογώνων τών απορτάσεών του από τάς δύο άλλας.

-. δι.-- Αι κάδετοι αί αγόμεναι εκ σημείου εντός τριγώνου επί τάς πλευράς του,

ορίζουν έξ τμήματα τοιαύτα ώστε τό άδροισμα τών τετραγώνων τριών μή διαδοχικών
εκ τούτων, νά Ισούται μέ τό άδροισμα τών τετραγώνων τών τριών άλλων, καί αγτι-
στρόφως ((ατπο!),

’ 82.-. Εάν ΔΕ είναι ευθεία παράλληλος τή δάσει ΒΓ ισοσκελούς τριγώνου ΑΘΓ
τέμνουσα τάς ΑΒ καί ΑΓ εις τά Δ καί Ε δά είναι (ΒΕ}’ --- (ΕΓ}; -- (ΒΓ) (ΔΕ),

85.-- Εάν α, 6, γ ποριοτούν τρία ευδύγραμμα. τμήματα, νά κατασκευασδή τό

ευδύγραμμον τμήμα χ τοιούτον ώστε χ -- γα" -- 6: -- γ»

δά.-- Νά κατασκευαοδή ορδογώνιον Ισοδύναμον πρός δοδέν τετράγωνον πλευράς α
καί τού οποίου τό άδροισμα τών διαοτάσεών του νά είναι δοδέν 6.

85.-- "Αν ευδετά τις είναι παράλληλος πρός τήν διάµεσον ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ τέ-
µνουσα τήν πλευρόν ΒΓ εις τό σημείον Μ, τήν ΑΓ είς τό Ν καί τήν ΑΒ εις τό Η νά

ΑΗ ΓΝ ΄
δ ς ----- -- -----ειχθδή ότι αμ ΑΓ᾽

,

τι

Βό.-- Δίδεται περιφέρεια ακτίνος ̓ρ καί ορίζομεν επ’ αυτής τεταρτημόριον ΑΒ. Νό
ορισθη επ] τής περιφερείας έν σηµετον Μ ώστε νά έχωμεν τήν οχέοιν

ο ο {Αβγ:Μα)”1”),
87.-- "Αν δύο τρίγωνα ΑΒΓ καί ΔΒΓ έχουν κοινήν τήν θάσιν ΒΓ καί᾽ είναι ]σούψή

αχδηη δέ ευδετά τις παράλληλος τή ΒΓ, νά δειχδή ότι τό μειτοξύ τών πλευρών τού
τριγώνου περιεχόμενα τµήµατα τής παραλλήλου ταύτης είναι ίσο, |
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88.-- Εις τρίγωνον ΑΒΓ φέρομεν τό ύψος ΑΔ, εκ δέ τού Δ τάς καδέτους ΔΕ καί
ΔΖ επί τάς άλλας πλευράς. Νάα δειχ̓ή ότι τό τρίγωνον ΑΒΓ είναι όμοιον πρός τό ΑΕΖ,

8».-- Επί μιάς πλευράς τριγώνου νά ευρεδή σημείον ώστε η εξ αυτού αγομένη

παράλληλος πρός άλλην πλευρόν ουτού νά αποχωρίζη τρίγωνον ίσον πρός τό πο τού

δοδέντος.

90. -- Νά κατασκευοσδή τετράγωνον ού τό εμθοδόν πρός τό εμθαδόν δοθέντος

τετραγώνου πλευράς ο να έχη λόγον ίσον μέ τόν λόγον δύο δοθέντων ευδυγρόμμων

τμημάτων μ καί ν. ΄

(Αν χ η πλευρά τού ζητουµένου δό έχωμεν ---- Η ή οκ" -- 5Η ο
, α΄ Υψ ν

Β όν ο. -- Ύ τότε χ’.- γα κλπ].

91.- δίδεται τρίγωνον ΑΒΓ καί ΑΔ τό ύψος αυτού, Η δέ τό ορδόκεντρον αυύ-

τού. Νά δειχ̓ή ότι (ΑΔ) (ΔΗ) -- (ΒΔ) (ΔΓ).

92.-- Δίδεται ευδεία ΑΒ μήκους α. Νά΄ οριοδή επί ταύτης σημείον Μ ώστε

(ΜΑγ--(ΜΒ)᾽-- κ᾿ ένδα Κ δοδέν ευδύγραμμον τμήμα.

02.--᾿Από τυχόντος σημείου Δ τής υποτεινούσης ΒΓ ενός ορδογωνίου «τριγώνου

ΑΒΓ υψούμεν κάδετον .τή ΒΓ ήτις τέμνει τάς δύο άλλας πλευράς εις τά Ζ καί Η, τήν

δέ περιγεγραμμένην περιφέρειαν εις τό Ε. Δείξατε ότι (ΔΕ)᾽--(ΔΖ) (ΔΗ). (Σχ. Εόελπ. 1945).

94.--Τραπέζιον ισοσκελές είναι περιγεγραμμένον περί κύκλον. Δείξατε ότι η διά-

µετρος αυτού. είναι μέση ανάλογος τών θάσεών του.

φ5,-- Νά αποδειχδη ότι άν α, 6, Υ καί α’, 6', Υ’ αι πλευρα] δύο ομοίων ορδο-

γωνίων τριγώνων (ένδα α, α' οι υποτείνουσαι) δά είναι αα’--6θ'--γγ'.

Σελίς 119, 5 254. Η ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ.

Διά τών τριών σημείων Α, Β, Γ διέρχεται περιφέρεια, ήτις έστω ότι δέν διέρχε-

ται διά τού Δ αλλά τέμνει τήν ΕΓΔ είς τό Δ'. Θά έχωμεν τότε λόγω τών τεμνουσών

ΕΓΔ’, ΕΑΒ τήν σχέσιν (ΕΓ) (ΕΔ') -- (ΕΑ) (ΕΒ). ᾿Αλλά έχομεν εξ υποδέσεως (ΕΓ) (ΕΔ) --

-.(ΕΑ) ΊΕΒ). “Ότε εκ συγκρίσεως τούτων λομξάνομεν (ΕΓ) (ΕΔ’)Ξ«(ΕΓ) (ΕΔ) ή (ΕΔ’)--(Εδ).'

Δηλαδή τά Δ καί Δ' συμπίπτουν.

Σελίς 112 6 255.-- ή ΑΉΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ.

Διά τών τριών σημείων Α, Β, Γ, διέρχεται προφονώς περιφέρεια, ήτις δέν γνωρί-

ζομεν άν εφάπτεται εις τό Γ τής ΕΓ. Τότε δά υπάρχη εκ τού Ε εφαπτομένη τις τής

περιφερείας έστω η ΕΓ’, Θά πρέπη δέ τότε ΕΓ’) --(ΕΑ) (ΕΒ). ᾿Αλλά: έχομεν εξ υποδέσεως

(Ε}5-- (ΕΑ) (Ε8), Διά συγκρίσεως ταύτης καί τής προηγουμένης ισότητος έχομεν

(ΕΓ) -- (ΕΓ)΄ ή (ΕΓ]--(ΕΓ’} ότοι αι εὐεται αύται συμπίπτουν. |

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

190.--Χορδαί κύχλου τέμνονται εντός υυτού εις τό αυτο σημείον Ε. Νά

ευρἐούν τά εμβαδά τών ορθογωνίων τών οριζομένων υπό τών δύο τμημά-

τών εκάστης χορδής, γνωστού όντος ότι η ακτίς τού κύκλου είναί Π ιι., ή δέ
ς

απόστασις τού Ώ από τού Σύντρου τού κύκλου είναι ό μ.

"Έστωσαν ΑΒ καί ΓΔ δύο χορδαί τού κύκλου Κ.Θ1ακτίνος 5μ.

(Σχ. 125) τεμνόμεναι εις τό Ε ώστε ΕΜ) -- 3 μ. Ζητούμεν τά εμβαδά
τών ορθογωνίων τών εχόντων διαστάσεις τάς ΕΓ, ΕΔ ή ΕΑ, ΕΒ, δη-

λαδη μέ τί ισούται έκαστον γινόμενον (ΕΓ) (ΕΔ) καί (ΕΑ) (ΕΒ)
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ΛΥΣΙΣ.--Γνωρίζομεν ότι (5 253) (ΕΓ) (ΕΔ)ΞΞΕΑ) (ΕΒ). Διά νά υπο-

λογίσωμεν δέ έκαστον τών γινομένων τούτων σύρομεν βοηθητικώς καί

Ρ 2 Α τήν ΕΚ, ήν καί κἀιστώμεν διάμετρον τού κύ-

κε; κλου, μέ τομάς τά Ζ καί Η. Θά έχωμεν τότε

βάσει τής ιδίας προτάσεως ότε

(ΕΓ) (ΕΔ) -Ξ (ΕΑ) (ΕΒ) -- (ΕΖ) (ΕΗ) (1)

β β ᾽Αλλά (Ε7)-- (47)-- (ΕΙ) -- 5--3--2 μ.

καί (ΕΗ) -- (ΕΚ)(ΚΗ):-5-Γ3--5 μ.

ώστε η (1) γίνεται

" (ΕΓ) (ΕΔ) -- (ΕΛ) (ΕΒ) -- 2. ά -- 15 τ.μ.
Σχ. 126.

191. Λύο τέµνουσαι χύκλου άγονται εκ σημείου εκτός αυτού, ή δέ περι-

φέρεια τέμνει τήν μίαν εξ αυτών είς δύο τμήματσ, εν τών οποίων τό εκτός

είναι 3 μ. καί τό εντός 9 μ., ενώ τήν άλλην τέμνουσαν τέμνει εις δύο ίσα

μέρη. Νά ευρεθή τό μήκος τής άλλης.

ΛΥΣΙΣ.--Η μία τέμνουσα έχει μήκος 3-9 --12μ., η δέ άλλη θά

έχη μήκος χ--π -- 2ν (καλούμεν κ τό έν τών ίσων μερών τητ). ᾿Αλλά

τότε θά πρέπη (8 254)

χ.2κ-23.1ό ή α2ν’--36 ή κ’--18.

καίκ-- 118 -- 3 12 μ.

"Αρα ολόκληρος η άλλη είναι 2.3} 2 --6 2. μ.

192.- Τρία σημεία Α, Β, Γ, κείνται επ᾿ ευθείας καί είναι (ΑΒ) -- 0,5 μ.

καί (ΒΓ)--0,4μ. Επί δέ τής ΑΒ ως διαμέτρου γράφομεν περιφέρειαν. Νά εύ-

οἐή τό μήχος τής εφαπτομένης, ήτις άγεται εις αυτήν απύ τού Γ'.

ΛΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν (8 255) ότι άν κληθή « τό μήκος τής εφαπτο-

μένης θά πρέπη «:--(ΓΒ) (ΓΑ)-Ξ0,4. (0,21-9,4)--0,4 . 0,9--0,36 ή «--η,6.

193. Εν σημείου ΉΗ τής κοινής χορδής,

δύο τεμνομένων κύκλων άγονβαι δύο εὐείαι

εξ ών ή μέν τέμνει τήν περήφέοειαν τού ενός

κύκλου εις τά σημεία Γ καί Δ, ή δέ τέμνει

τήν τού άλλου είς τά Ε καί Ζ. Νά αποδειχθή

ότι τά τέσσαρα σημεία 1, Ε, Δ, Ζ λείνται επί

μιάς περιφ̓ρείας.

Σχ. 126. "Έστωσαν δύο κύκλοι Ο καί Ο’ τεµνό-
μενοι εις τά Α καί Β (Σχ. 126), ότε ΑΒ

θά είναι η κοινή χορδή των. "Εστω δέ Η σημείόν τι τής κοινής χορδής,

εξ ής άγονται αι τέµνουσαι ΓΗΔ καί ΕΗΖ, Θά δείξωμεν ότι τά Ε, Δ,

2, Γ κείνται επί μιάς περιφερείας.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- Εκ τών τεμνομένων χορδών ΕΗΖ, ΓΗΔ καθίστα:

ται φανερόν ότι αρκεί νά δειχθή ότι (ΕΗ) (ΗΖ) -- (ΗΓ) (ΗΔ). Πράγματι

επειδή ΑΒ καί ΕΖ είναι χορδαί τεμνόμεναι εντός τού κύκλου Ο’, θά
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είναι (ΗΠΑ) (ΠΒ) -- (ΗΕ) (ΗΖ). ᾿Αλλ᾽ επίσης επειδή ΑΒ καί ΓΔ είναι χορ-

δαί τεμνόμεναι εντός τού κύκλου Ο θά είναι (ΗΑ) (ΗΒ) -- (ΗΓ) (ΗΔ).

Διά συγκρίσεως τών οποίων λαμβάνομεν (ΗΕ) (ΗΖ) -- (ΗΓ) (ΗΔ).Αρα

(5 253 αντίστροφον) τά σημεία Δ, Ζ, Γ, Ε κείνται επί τής αυτής περι-

φερείας. |

Συμπληρωματικώς τών ανωτέρω δά είπωμεν οχετικά τινα περί δυνόμεως σημείου
πρός κύκλον καί περί ορδογωνίως τεμνομένων περιφερειών.

ΔΥΝΑΜἸΣ ΣΗΜΕΙΟΥ ΠΡΟΣ ΚΥΚΛΟΝ

Ειδομεν εις τύ ̓εώρημισ τών τεμνομένων χορδών εντός χύχλου καί εις

τά σχετικά μετά αυτού ̓εωρήματα τής 5 353-..254- 255 ότι διά τυχόν ση-

μείον Ε εντός «κύκλου δὀέντος Κ᾿ λαί διά τυχούσαν τέμνουσαν ΑΕΒ διερχο-

μένων διά τού Ε τό γινόμενον (ΕΑ) (ΕΒ) είναι τό αυτό (Σχ. 135) ανεξάρτητον

τού προσανατολισμού τής τεμνούσης ταύτης.

Πράγματι (ΕΑ) (ΕΒ)Ξ:(Ε72) (ΕΗ]Ξ-(ο--ΕΚ) (ο--ΕΚ}-Ξ-ο’--(ΕΚΡ άν 0 η

αλτίς τού δοθέντος κύκλου. Καί επειδή (ΕΚ}-- στἀερόν έστω δ, θά έχωμεν

ότι (ΕΑ) (ΕΒ)Ξ-ρ’--δ’ δηλαδή τό: γινόμενον τούτο είναι στἀερόν αφού ισού-

ται πρός σταθεράν ποσότητα. Τό στἀερόν τούτο γινόμενον καλείται ό ύ ν α-

μις τού σημείου Ε ποός τόν κύκλον Κ.

"Αν τό σημείον Εξ. κείται εκτός τού κύκλου καί ΕΒΓ είναι μία τέμνουσα

αυτού θά έχωμεν, ομοίως εργαζόμενοι, ότι (ΕΒ) (ΕΓ) -- δ’--ρ’ ένθα δ

η απόστασις τού Ε από τού κέντρου. Δηλαδή καί εις τήν περίπτωσιν

ταύτην τό γινόμενον τών τμημάτων (τού εκτός καί τού όλου) τής τε-

μνούοης παραμένει σταθερόν.

"Αν δέ τό Ε κείται επί τής περιφερείας θά είναι (ΕΒ) (ΕΓ) --0

διότι ο είς παράγων θά είναι μηδέν η διότι δ -- ̓ρκαί άρα (ΕΒ). (ΕΓ)--

Ξ- ρ”--ρ”--Ό.

Συμπέρασμα.--'ΗΗ δύναμις σηµείου Ε ως πρός δοθέντα κύκλον Κ

είναι ίση μέν πρός ρ’--δ’ άν τό Ε κείται εντός τού κύκλου, ίση πρός

δ’--ρ’ άν τό Ε κείται εκτός τού κύκλου καί ίση πρός 0 άν τό:Ε κείται

επί τής περιφερείας τού κύκλου.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

«Νά ευρεθή ο γεωμ. τόπος τών σημείων Μ τού αυτού επιπέδου.
τά οποία έχουν τήν αυτήν δύναμιν πρός δύο κύκλους τού αυτού
επιπέδου».

Το εὐύ : "Έστωσαν οι κύκλοι Κ καί Λ ακτίνων ̓ρ,καί ρ. αντιστοί-
χως καί σημείον Μ τού τόπου έχον τήν αυτήν δύναμιν πρός τούς δύο

κύκλους ήτοι (ΜΑ) (ΜΒ)--(ΜΓ) (ΜΔ) (Σχ. 127).

᾿Επειδή (ΜΑ) (ΜΒ) -- (ΜΚ}’--ρι’ καί (ΜΓ) (ΜΔ):Ξ(ΜΛ)’--ρ.” δυνά-

µει τής υποθέσεώς μας θά πρέπη νά έχωμεν

(ΜΚ}’--ρι’-:(ΜΛ}γ--ρρο ή (ΜΚΡ-(ΜΛ}--ρι”--ρω".

᾿Επειδή όμως η απόστασις (ΚΛΊ τών κύκλων Κ΄ καί Λ είναι εντε-
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λώς ωρισμένη έστω δ, τό πρόβλημα ανάγετάι εις τό β΄ αξιοσημείωτον

τόπον τής σελίδος 114 διότι παρατηρούμεν ότι η διαφορά τών τετραγώ-

νών τών αποστάσεων τού Μ από

τά δοθέντα σημεία Κ΄ καί Λ ει- Ρ

ναι δεδομένη καί ίση πρός β Ν.

ρι---ρ.7 (δηλαδή ίση πρός δοθέν

τετράγωνον κ’: διότι δύναται νά ΖΝ ΚΝ

τεθή ρι’--ρ.᾽-εκ). Εύρομεν δέ στ ̓

εκεί ότι ο τότος τού Μ θά είναι β

μία κάθετος επί τήν ΚΛ καί εις

απόστασιν ΖΕ από τού μέσου Ζ
ΝΡ -ρρ--ρ," Σχ. 127.

αυτής ίσην πρός ΖΕ -Ζικλγ᾽

“Ώστε ο γεωμ. τόπος τών σημείων τών εχόντων τήν αυτήν δύνα-

μιν πρός δύο δοθέντας κύκλους Κ καί Λ είναι η κάθετος ΜΕ εις τό Ε

καί εις απόστασιν από τού μέσου Ζ τής ΚΛ ίσην πρός ΣΚΑΙ

Τό αντίστροφον : Ευκόλως δεικνύομεν, ως καί εις τόν τόπον εκεί-

νον, ότι πάν σημείον τού τόπου έχει τήν ιδιότητα δηλαδή νά έχη ίσας

δυνάμεις πρός τούς δύο κύκλους. {ΙΑκολουθούμεν πορείαν εντελώς αν-

τίστροφον).

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

4.-- Η κάδετος ΜΕ καλείται συνήδως ριζικός άξων τών δύο κύκλων (κληδείς

ούτω υπό τού Οαυ][ίθ' 1813).

2.--Εάν οι δύο κύκλοι είναι ομόκεντροι ριζικός των άξων αυτών δέν υπάρχει ή

ακριθέστερον αφανίζεται εις άπειρον.

.--Εάν οι δύο κύκλοι τέµνωνται ο ριζικός άξων αυτών είναι η κοινή χορδή των.

4.-- Εάν οι δύο κύκλοι είναι εφαπτόμενοι ο ριζικός άξων είναι η κοινή εφα-
πτοµένη των είς τό σημείον επαφής των,

5.--Εάν οι κύκλοι κείνται εκτός αλλήλων ο ριζικός άξων κείται μεταξύ τον ουδέν
έχων καινόν μετ᾽ αυτών σημείον.

ό.--᾽Εάν οί κύκλοι κείνται εντός αλλήλων ο ριζικός των άξων κείται εκτός αυτών,

7.-- Εάν τά κέντρα Τρίών κύκλων δέν κείνται επ᾽ ευδείας οι ριζικοί άξονες
αυτών λαμβανομένων ανά δύο διέρχονται διά τού αυτού σημείου, τό όποζον καλείται
ριζικόν κέντρον τών κύκλων τούτων.

' θ.--Εάν τά τρία κέντρα τών κύκλων κείνται επ' ευδ̓είας οί ριζικοί άξονες αυ-
τών είναι διάφοροι αλλήλων καί παράλληλοι (Ριζικον κέντρον εις άπειρον).

[Διά περισσότερα καί λεπτομερέστερα επί τών δυνάμεων καί επί τών ριζικών
αξόνων δύναταί τις νά µελετήση επί οίασδήποτε μεγάλης γεωμετρίας].

Πάσαι αι ανωτέρω παρατηρήσεις. ευκόλως δύνανται νά αποδειχ̓ώσι καί διερευνηδ̓ώσι.

ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΙ ΤΕΜΝΟΜΕΝΑΙ ΟΡΘΟΓΩΝΙΩΣ

Δύο περιφέρειαι Κ, Α (Σχ. 138) λέγομεν ότι τέμνονται οῤογωνίως, εάν
αι εφαπτόμεναι εις εν τών χοινών των σημείων σχηματίζουν οῤήν γωνίαν.
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Δηλαδή αι Κ, ΛΑ τέμνονται ορύογωνίως διότι αι εφαπτόμεναι Αν καί Αν

σχηματίζουν τήν ορθήν γώνίαν κΑγ. -

"Επί τών οῤογωνίως τεμνομένων περιφερειών ευλόλως αποδειννύονται

αι εξής βασιλαί προτάσεις.

1) Εόν δύο περιφέρειαι τέμνονται

οῤογωνίως, αί εφαπτόμεναι εις έν τών

;οινών σημείων διέργονται διά τών

λέντρον τών περιφερειών Ζαϊ άντι-

στρόφος.
9) Διά δύο περιφερείζςς τεμνομένας

οῤογωνίως αχτίνων ̓ι, ̓., ισχύει ή

σχέσις ό’ -Ξ ̓ι’ --- ο.’ καί αντιστρόφως

(δ--διάλεντρος).

3) "Απο τήν πρότασιν 5 ευκόλως έ-

πεται ότι ίνα δύο περιφέρειαι τέμνων: . Σχ. 128.

ται οῤογωνίως πρέπει καί αρχεί τό τετράγωνον τής αχτίνος τής μιάς νά

ισούται μέ τήν δύναμιν τού :έντρου της πρός τόν άλλον »ύκλον.

Σελίς 122. 5 260. ΠΟΡΙΣΜΑ 1.

Εάν αί πλευραί τού τυχόντος πολυγώνου πολλαγλασιασδούν επί ̓ρ, αι γωνίαι

όμως αυτού μείνουν αμετάθλητοι, τότε τό νέον πολύγωνον δά είναι όμοιον πρός τό

αρχικόν, επειδή αμφότερα έχουν ίσας τάς γωνίας των ανά μίαν καί τάς πλευράς των

αναλόγους μέ λόγον ρ. ᾿Αλλά τότε ό λόγος τών εμθαδών των δά ισούται μέ ρ’. "Αρα

τό εμθαδόν τού νέου είναι ̓ρ᾽ φοράς τό εμβαδόν τού αρχικού.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

194 -- Δύο ομόλογοι πλευραί δύο ομοίων πολυγώνων έχουν μήλχη ή μέν

9 μ., ή δέ Π μ. ᾿Εάν δέ ή περίμετρος τού πρώτου είναι 34 μ. Πόση είναι ή

περίμετρος τού δευτέρου ; ᾽

ΛΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι ο λόγος τών περιµέτρων δύο ομοίων πο-

λυγώνων ισούται μέ τόν λόγον ομοιότητός των ήτοι άν καλέσωμεν Π

καί Π΄ τάς περιµέτρους τών θά πρέπη νά έχωμεν

Π 2 24 2 ᾽
πρ  ---- η τποπη- Ξπ τς .Π΄--5.2 ή '-- .Π’ 5 ή τρ 5 Πο.Π΄--5.24 ή Π΄--60 μ

195..-Αι περίµειροι δύο ομοίων πολυγώνων έχουν μήκη ή μία 956 μ. καί

ή άλλη 40 μ. Μία δέ πλευρά τού πρώτου είνσι5 μ. Μά ευρεύη τό μήκος

τής ομολόγου πλευράς τού δευτέρου πολυγώνου.

ΑΥΣΙΣ.-- Εργαζόμενοι ως ανωτέρω θά λάβωμεν

25 5 -
πο --- ή -κ--5.40 χ--8μ,- ήτοι 25.χ--5 ή χ μ

1.

196...-Η περίμετρος πολυγώνου είναι τετραπλασία τής περιμέτρου άλλθυ

ομοίου πολυγώνου. Πόσας φοράς μεγαλυτέρα είναι η επιφάνεια τού πρώτου

από τήν τού δευτέρου :
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ΛΥΣΙΣ.--᾽ Επειδή η περίμετρος τού ενός είναι τετραπλασία τής πε-

ριμέτρου τού άλλου, έπεται ότι ο λόγος τών περιμέτρων των είναι 4.

᾿Αλλά τότε ο λόγος τών εμβαδών των θά πρέπη νά είναι 4:--16. Τούτο:

σημαίνει ότι η επιφάνεια τού ενός είναι 16 φοράς µεγαλυτέρα τής επι-

φανείας τού άλλου.

: 197 --Δίδεται πολύγωνον ΑΒΓΔΕ. ᾿Εντός τού πολυγώνου τούτου λαμβά-

νοµεν έν σημείον Ο καί εξ αυτού φέρομεν τάς ΟΑ, 08, ΟΥ, ΟΔ, ΟΕ, τών.

ί οποίων. τά μέσα είναι αντιστοίγως τά σημεία

α. β, 1, ό, ε. Νά αποδειχ̓ή ότι τό πολύγωνον

αβγδε. είναι όμοιον πρός τό ΑΒΓΔΕ. Κατό-

πιν δέ νά είπητε, πώς δυνά[ιἐα νά κατασκευάσωμεν

πολύγωνον όμοιον ποός τό δοθέν.

"Έστω πολύυγώνον ΑΒΓΔΕ καί Ο σημείόν τι

εντός αυτού (Σχ. 129). Φέρομεν τάς ΟΑ, ΟΒ,

ΟΓ, ΟΔ, ΟΕ καί ευρίσκομεν τά μέσα αυτών

α, β, Υ, δ, ε. Θά δείξωμεν ότι τό αβγδε είναι

Σχ. 129. όμοιον πρός τό ΑΒΓΔΕ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή α, β, μέσα τών ΟΑ καί ΟΒ θά έχωμεν:

ΘΑ -- ΟΒ. -- 2. ᾿Αλλά τότε τά τρίγωνα ΟΑΒ καί Οαβ ώς έχοντα:
Οα Οβ

τήν γωνίαν ΑΟΒ κοινήν καί τάς περιεχούσας ταύτην πλευράς αναλό-

ο. ΑΒ : ,
γους είναι όμοια, ότε θά πρέπη καί -β- 2 καί συγχρόνως η ΑΒ θά

είναι παράλληλος τή αβ. ᾿Επειδή δέ διά τόν αυτόν λόγον η βγ θά είναι

παράλληλος τή ΒΓ κ. ο. κ, κυκλικώς, θά έχωμεν ότι βν 2, κ.λ.π.

ήτοι (1) ΑΒ. ΟΡ ΤΑ ΑΕ ΣΑ. 2.. Επί ή
᾿ αβ  β[β μγδό δε - εα - πσης Π

γωνία αβγ ισούται μέ τήν γωνίαν ΑΒΓ, επειδή αύται έχουν πλευράς

παραλλήλους καί ομορρόπους κ.ο.κ. όλαι αι γωνίαι τού αβγδε είναι

ίσαι πρός τάς γωνίας τού ΑΒΓΔΕ. Τά πολύγωνα λοιπόν έχουν τάς

γωνίας των ανά μίαν ίσας καί τάς πλευράς των αναλόγους δυνάμει

τής (1), ώστε ταύτα είναι όμοια.

Έκ τών ανωτέρω έπεται ότι ευκόλως δυνάμεθα νά κατασκευάσω-

μεν πολύγωνον όμοιον πρός δοθέν, αρκεί νά λάβωμεν εντός τού δοθέν-

τος σημείόν τι καί επί τών ευθειών, αι οποίαι συνδέουν τό σημείον μέ
τάς κορυφάς τού πολυγώνου νά λάβωμεν ανά έν σημείον τό οποίον νά:
διαιρή τήν ευθείαν ταύτην εις τυχόντα λόγον. Συνδέοντες τότε τά ση-᾽
μεία ταύτα, θά έχωμεν πολύγωνον όμοιον πρός τό δοθέν.

198.--Πόσαι μοίραι ή πόσα μέρη τής οῤής είναι αί γωνίαι τριγώνου,.
όταν αύται είναι ανάλογοι τών αρἰμών 1, 9, ό ;

ΛΥΣΙΣ.--᾽ Εάν παραστήσωμεν τάς γωνίας τού τριγώνου διά τών:
Χ, Υ, ώ θά πρέπη εν πρώτοις νά είναι «Έν Εω--Ίδου ή «ην -ω-- --2 ορθ.

Κατά δέ τό πρόβλημα θά είναι -- ----- --
; -
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., τ Ν΄ Χ ΄ 180» . 2

᾿Εκ ταύτης δέ έπεται γτο 2” φ 5 ΠΟ -- -δ- ή-- ο

Ν Ν ω Ν ν ω 1

ΟΥ ----- --- Ί -- 309 η --έ--υ- οι Γ

3 - εν 1
καί ν --30 ν--6Π' ̓ --9ο ή ΝΞ

:

2
ορθ. ν-- σα ορθ 55] ορ.

199... Πόσαι μοίραι ή πόσα μέρη τής οῤής είναι αι γωνίαι χυρτού τε--

τραπ)εύρου, ύταν αύται είναι ανάλογοι τών αρἰμών 1, Ο, 5 καί τ;

ΛΥΣΙΣ.-- Αν νι Ν, ώ, Φ αι γωνίαι τού τετραπλεύρου θά έχωμεν

ΣΧ. νο. 9 Αγ ζωπτφ 360”. , 4 θή
τ 175. 7 Γρ51; “ Ίδε Ι ιο ρα

άρα « -- 22 30’ « -- ; ορθ.

"567 30’ ή --- 3 : .; 50’ ή ον 4. ορθ

ω --112’ 30’ ω -- -α- ορθ.

φ --1570 30’ φ -- - ορθ.

200.-- Νά κατοσκευασθή τετράγωνον ισοδύγαμον πρός δὀέν τετράγωνον:

ΔΥΣΙΣ.--᾿Εάν κληθή ν η πλευρά τού ζητουμένου τετραγώνου καί:

β ας υ ηβάσις καί τό ύψος τού δοθέντος τριγώνου θά πρέπη
.Ο

τη
μένου τετραγώνου θά είναι μέση ανάλογος τού ημίσεως τής βάσεως καί

τού ύψους τού δοθέντος τριγώνου. Καί συνεπώς κατασκευάζεται βάσει.

μιάς τών γνωστών μεθόδων (8 256).

χ᾽ «Ο, Έκ τούτου φαίνεται ότι η πλευρά ν τού ζητου-

201. Νά χατασκευασ̓ή τετράγωνον τριπλάσιον, τετραπλάσιον, πενταπλά--

θίον κλπ. δοθέντος τετραγώνου.

ΛΥΣΙΣ.--ξΕάν καλέσωμεν α τήν πλευράν τού δοθέντος τετραγώνου

καί χ τήν πλευράν τού ζητουμένου θά πρέπη νά έχωμεν

1) απ-- 3α”, 2) κό-- 4α", 3) ν᾽ -- δα’ κλπ.

Εν πρώτοις ευρίσκομεν τήν πλευράν κ τετραγώνου διπλασίου

τού δοθέντος. Πρός τούτο κατασκευάζομεν ορθογώνιον ισοσκελές πλευ-

ράς α. ότε η υποτείνουσα αυτού θά είναι αί 2. Κατόπιν κατασκευ-

αζομεν άλλο ορθογώνιον τρίγωνον μέ καθέτους πλευράς α καί α ίί 2.

Κατόπιν κατασκευάζομεν άλλο ορθογώνιον τρίγωνον μέ καθέτους πλευ-

ράς α καί αί 2. Τότε η υποτείνουσα αυτού θάα είναι η πλευρά τού

ζητουμένου τετραγώνου τού τριπλασίου τού δοθέντος καί ίση πρός

σ [3. Έκ τρίτου καταοκευάζομεν πάλιν ορθογώνιον τρίγωνον μέ κα-

θέτους πλευράς α καί αί 3 ότε η υποτείνουσα αυτού θά είναι η πλευ-

ρά τού τετραγώνου τού τετραπλασίου τού δοθέντος καί ίση πρός Ζα.

Τό σχήμα 1 τού βιβλίου δεικνύει τόν τρόπον ευρέσεως τών πλευρών τών

Έν λόγω τετραγώνων.
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ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΙ ΤΟΥ Γ΄ ΒΙΒΛΙΟΥ

202..- Εξ µία πλευρά ορθογωνίου είναι τετραπλασία τής προσγειµένης τη:

Φ αι τό εμβαδόν αυτού είναι 93,04 τ.μ.Νά ευρεδούν αι πλευραί τού ορύδογωνίου.

ΛΔΥΣΙΣ.--᾽Εάν καλέσωμεν ν τήν μίαν τών πλευρών τού ορθογω-

νίου η άλλη θά είναι αν καί τό εμβαδόν τού ορθογωνίου θά είναι

4ν.κ -- 2304 ή ανί -- 2304 ή κ)-576 ή κ-- 5,6 --

-- 2,4 μ. "Άρα αι πλευραί τού ορθογωνίου είναι η μέν 2,4 μ., η δέ

4. 2,4--9,6 μ΄

203- Διά σημείου μιάς τών διαγωνίων παραλληλογράμμου φέρομεν πα-

ραλλήλους πρός τάς πλευράς αυτού. Νά αποδειγ̓ή, ότι δύο εκ τών σγηµατι-

σθέντων παραλληλογοάιιµων είναι ισοδύναμα. |

... Ί β "Έστω τό παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔΗ
καί σημείόν τιΟ τής διαγωνίου ΑΓ

εν. -η Ζ (Σχ. 130). Φέρομεν εκ τού Ο τάς παραλ-
σσ / λήλους ΕΖ καί ΗΘ αντιστοίχως πρός τάς

πλευράς του ΔΓ καί ΑΔ. Θά δείξωμεν

Δ θ Γ ότι δύο εκ τών οχηματιζομένων παραλλη-

Σχ. 180 λογράμων είναι ισοδύναμα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. -- ᾿Επειδή η διαγώνιος

ΑΓ χωρίζει. τό παραλληλόγραμμον εις δύο τρίγωνα ίσα θά έχωμεν

{1} (ΑΒΓ)- (ΑΔΓ) ᾿Αλλά είναι προφανές ότι έκαστον τών τετραπλεύ-

ρών ΑΕΟΗ καί ΟΘΓΖ είναι παραλληλόγραμμον εκ κατασκευής. ᾿Αλλά

ΑΟ καί ΟΓ είναι διαγώνιοι αυτών, ότε θά έχωμεν (ΑΕΟ) -- (ΑΗΟ) καί

(0Ο8Γ)--(ΟΓ7) "Αν αθροίσωμεν τάς ισότητας ταύτας κατά μέλη λαμ-

βάνομεν (ΑΕΟ) -ι- (06Γ) -- (ΑΠΟ) -- (ΟΓ2).

"Αν δέ τά μέλη τής ισότητος ταύτης αφαιρέσωμεν από τά μέλη τής.

(1) λαμβάνομεν (ΕΔΘΟ) -- (ΠΟΖΒ) ήτοι τά δύο ταύτα παραλληλό-

γραμμα είναι ισοδύναμα.
204.-- Εκ τού τυχόντος σημείου Ε τής διαγω-

νίου ΑΓ κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ φέρομεν πα-

ραλλήλους πρός τάς πλευράς ΑΒ καί ΑΔ, αι

οποίαι τέμνουν τάς ΒΣ καί ΔΙ’ αντιστοίχως εις τά

σημεία Ζ καί Η. Νά αποδειχθή ότν αί ΗΖ «αί ΔΡ

είναι παράλληλοι.

Έστω τό τετράπλευρον ΑΒΓΔ καί Ε τυχόν

σημείον τής διαγωνίου του ΑΓ (Σχ. 131). Φέρο-

μεν εκ τού Ε τάς ΕΗ καί ΕΖ αντιστοίχως πα-

ραλλήλους πρός τάς ΑΔ καί ΑΒ, Θά δείξωμεν

ότι ΗΖ [| ΔΒ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή ΕΗ [| ΑΔ τά τρίγω-
να ΓΕΗ καί ΓΑΔ είναι όμοια, ότε θά έχωμεν

ΤἈ τα) ᾿Ομοίως επειδή ΕΖ |! ΑΒ τά τρίγωνα ΓΕΖ κοί ΓΑΒ είναι
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όμεια ότε ΤΕ τ-- ΓΖ ᾿
᾽ ΓΑ ΓΒ

Συγκρίνοντες τάς δύο ανωτέρω ισότητας παρατηρούμεν ότι έχουν

τά πρώτα μέλη αυτών ίσα, άρα θά είναι κοί (1) ΠΗ ια,
ΓΔ. ΓΒ

"Αν ήδη σύρωμεν τάς ΕΖ καί ΔΒ εις τό τρίγωνον ΓΔΒ η ΗΖ τέ-

μνει τάς πλευράς ΓΒ καί ΓΛ αυτού εις μέρη ανάλογα δυνάμει τής (1)

άρα κατά γνωστήν πρότασιν, πρέπει νά είναι παράλληλος τή άλλη

πλευρά, ήτοι ΗΖ ΔΒ.

205.-- Εν τώ τριγώνω ΑΩΓ φέρομεν παράλληλον ποός τήν ΒΓ τέμνου-

µνουσαν τής ΛΒ καί ΛΙ εις τά σημεία Λ καί Ε αντιστοίχως. Νά αποδειχ̓ή.

ότι τό τρίγωνον ΑΛΓ είναι μέσον οηνάλογον τού δοθέντος τοιγώνου χαί τού

ΑΕΔ.

Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΔΕ παράλληλος

τή βάσει ΒΓ. Θά δείξωμεν ότι τό τρίγωνον

ΑΔΓ είναι μέσον ανάλογον τού τριγώνου ΑΒΓ

καί τού ΑΔΕ ήτοι (ΑΔΓ} (ΑΒΓ) (ΑΔΕ)

(Σχ- 132).

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Παρατηρούμεν ότι τά τρί-

γώνα ΑΔΓ καί ΑΔΕ έχουν κοινήν κορυφήν τήν

Δ τάς δέ βάσεις αυτών ΑΓ καί ΑΕ επ᾿ ευθείας

δηλαδή έχουν τό αυτό ύψος, ότε έχουν λόγον

ίσον πρός τόν λόγον τών βάσεών των ήτοι

(ΑΔΕ) (ΑΓ).(ΑΓ Σχ. 182.
(ΑΔΕ) (ΑΕ) (0) 1

Ομοίως τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΔΓ έχουν κοινήν κορυφήν τό Γ

τάς δέ βάσεις των ΑΒ καί ΑΔ επ᾽ ευθείας ότε θά έχωμεν

. (ΑΒΓΊ (ΔΑΒ

(ΑΔΓ) (ΑΔ)

᾿Αλλ᾽ επειδή η ΔΕ είναι παράλληλος τή ΒΓ θά έχωμεν

(ΑΒ) (ΑΓ),

(ΑΔ) (ΔΕ)

(2).

᾿Εκ τούτου φαίνεται ότι τά δεύτερα μέλη τών (1}

. . . τ (ΑΔΓ) (ΑΒΓΊ ..
καί (2) είναι ίσα, ότε θά είνοι καί (ΑΔΕ) (ΑΔΓΊ ή

-- (ΑΒΓ) (ΑΔΕ).

(ΑΔΓ}--

206.--᾽Εάν δύο οῤογώνια τρίγωνα έχουν τήν υποτείνουσαν καί μίαν τών

κἀέτων πλευρών αναλόγους είναι όμοια.

Έστωσαν α, β, γ αι πλευραί τού ενός ορθογωνίου τριγώνου

(α -- υποτείνουσα) καί α΄, β΄, Υ΄ αι αντίστοιχοι πλευραί τού άλλου. "Έ-

β
Χομεν εξ υποθέσεως ος. -- πι Θά δείξωμεν ότι ταύτα είναι όμοια.

α
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- Εκ τής δοθείσης ισότητος έπεται ότι

αν β; ο α’--β’ ος αυ ο β’

ταν βτ η α’:--β': α΄” β΄

᾿Αλλά α”- β'--γ’ α’- β”"ΞΞΥ". ότε θά έχωμεν

3 3 9 , α 2

5 δι καί Ο πα 6
Υ7 α΄” β’ γ α β

δηλαδή τά τρίγωνα έχουν τάς πλευράς των αναλόνους καί ουνεπώς

είναι όμοια.

Σηµείωσις. Η άσκησις λύεται καί δι᾽ επιδέσεως τών σχημάτων.

207.--Ει- τοαπέζιον ΑΒΓΔ αι γωνίαι Α καί Δ είναι ορθαί, αι δέ δια-

Υώνιοι αυτού τέμνονται κἀέτος. Νά αποδειχ̓ή, ότι (ΑΔ)'--(ΑΒ) (ΔΓ]-

β β Έστω τό τραπέζιον ΑΒΓΔ έχον τάς

κ. Α καί Δ ορθάς (δισορθογώνιον τραπέζιον)

καί τάς διαγωνίους του ΑΓ καί ΒΔ τε-

μνομένας καθέτους εις τό Ε (Σχ. 133). Θά

δείξωμεν ότι (ΑΔ)’--(ΑΒ) (ΔΓ).

ΑΠΟΔΡΙΞΙΣ.--Φέρομεν εκ τού Α τήν

ΑΖ παράλληλον τής ΒΔ μέχρις ότου τμή-

ση τήν προέκτασιν τής ΔΓ εις τό Ζ. Τότε

Σχ. 198. τό σχήμα ΑΒΔΖ είναι παραλληλόγραμ-

μον εκ κατασκευής. ᾿Αλλά επειδή η ΒΔ

[ναι κάθετος τή ΑΓ, έπεται ότι καί η πσράλληλος αυτής ΑΖ θά είναι

κάθετος τή ΑΙ ήτοι η γωνία ΖΑΓ ορθή, ᾿Αλλά τότε γνωρίζομεν ότι

(ΑΔ}--(ΖΔ). (ΔΓ) επειδή δέ (ΖΔ) -- (ΑΒ), έπεται ότι θά είναι (ΑΔ}--

-- (ΑΒ) .(ΔΓ).

Ν

ο ν

Σημείωσις: ΉΗ άσκησις λύεται καί τή Θοηδ̓εία τών ομοίων τριγώνων ΑΒΔ

Καί ΑΔΓ.

- 908.--᾿Εάν τετράπλευρον είναι εγγεγοαμμένον εις «κύλλον καί φέρωμεν τάς

διαγωνίους αυτοί, τά οῤογώνια τά υποία ορίζονται υπό τών τμημάτων εχά-

στης διαγωνίου είναι ισοδύναμα.

ΔΥΣΙΣ.--᾽Αφού τό τετράπλευρον είναι εγγεγραμμένον αι διαγώνιοι

αυτού θά είναι δύο χορδαί τεμνόμεναι᾽ εντός τού κύκλου, ότε ευκόλως

έπεται η πρότασις.

209..--Έν οῤογωνίω τριγώνω, τό οῤογώνιον τό οριζόμενον υπό τών κα:

̓έτων πλευρών αυτού, είναι ισοδύναμον πρός τό οὀογώνιον τό οριζόμενον

υπό τής υποτεινούσης καί τού ύψους επ᾽ αυτής.

ΛΥΣΙΣ.--Γνωρίζομεν ότι έκαστον τών γινομένων τούτων θά παρι-

στά τό διπλάσιον εμβαδόν τού τριγώνου, ουνεπώς τά δύο ταύτα γινό-
μενα είναι ίσα.

Σημείωσις: Ευκύλως αποδεικνύεται η πρότασις καί διά τών ομοίων τριγώ-
νων ΑΒΓ καί ΑΔΓ (Σχ, 118}.
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210.--.᾿Εάν εν τριγώνω ΑΒΓ η ΒΓ κείτοι έναντι γωνίας 190”, νά οποδει-

χδή ότι (ΒΓ):-(ΔΙΗ)”-Ι(ΑΓ)” ΑΒ) (ΑΓ).

"Εστω τρίγωνον ΑΒΓ εις ό η γωνΑ--]20". Θά δείξωμεν ότι (ΒΓ}--

Ξ(ΑΒ)"-Γ{ΑΓ)"-Γ(ΑΒ) (ΑΓ).
ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Εφαρμόζοντες τό θεώ-

ρηµα τής επεκτάσεως τού Πυθαγορείου

λαμβάνομεν (Σχ. 134).

(ΒΓ):ΞΞ(ΑΒ)"-Ι(ΑΓ)”-Ι-2(ΑΓ). (ΑΔ) ()

᾿Αλλά εις τό ορθογώνιον τρίγωνον ΒΑΔ η

Σχ. 194. γωνία ΒΑΔ--60» ότε ή γων ΑΒΔ--109 καί

συνεπώ: ηπλευρά ΑΔ οφείλει νά ισούται

μέ τό ήμισυ τής υποτεινούσης ΑΒ (άσκ.76) ήτοι(Α Δ)-- (95) "Αρα η

σχέσις (1) νίνεται ΒΓ)’ -(Α8Β)᾽--(ΑΓ)--2 (ΑΓ). (ΑΒ) (ΑΒ (ΑΓ) -3-

-Ε (ΑΓ) (Α8).

211. -᾿Εάν ή ΑΔ. διχοτομή τήν γωνίαν Α τού τριγώνου ΑΕΒΕ,

νά αποδειχθή ότι ΑΒ ΔΕ
" ΑΓ ΔΓ

"Εστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΑΔ η

δ β εσωτερική διχοτόµος τής γωνίας Α

(Σχ. 135). Θά δείξωμεν ότι

δ ΑΒ. ΔΒ.
ΑΓ. αΓ

»

2 β Γ ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Εκ τού Β φέρο-

Σχ. 185. μεν τήν ΒΖ παράλληλον τή διχοτό-

μώ ΑΔ, τέμνουσαν τήν ΑΓ εις τό

Ζ. Εις τό τρίγωνον ΓΒΖ, επειδή η ΛΔ είναι παράλληλος τή ΒΖ καί τέ-

μνει τάς πλευράς του, θά τέμνη αυτάς εις μέρη ανάλογα ήτοι
ΒΔ ΖΑ , , , ο ανω ως Ξ κ. /

ΔΕ - πγΓ Εκ τπύτης φαίνεται ότι αρκεί νά δειχθή ότι ΑΒ)--

-- (ΑΖ). Πράγματι επειδή ΒΖ | ΑΛ θά είναι γων ΖΒΑ -- γών ΒΑΔ καί

γών ΒΖΑ--γωώνΔΑΓ, αλλά γών ΒΑΔ-ΞγωώνΔΑΓ (λόγω τής διχοτόμου)

ότε γων ΖΒΑ--γωνΒΖΑ καί συνεπώς τό τρίνωνον ΑΒΖ είναι ισοσκελές
ΒΔ ΑΒ

ότε (ΑΒ)--ΑΖ), καί η προηγουμένη αναλογία γίνεται ΖΓ - Γ᾽

212.--ηΗ ΑΔ διχοτομεί την έξωτερι-

κήν γωνίαν ΒΑΖ τού τριγώνου ΑΒΓ

χαί τέμνει τήν προέκτασιν τής ΓΒ εις

ΞΔ Νάαποδειν̓ηέ. ΑΒ. ΔΒτό Δ. ΝΣ απόδειχ̓η έτι ΑΓ Δ:

"Έστω τρίγωνον ΑΒΓ καί Αά η διχο-

τόμος τής εξωτερικής του γωνίας ΒΑΖ

, ο ΑΒ ΔΒ
(Σχ. 136). Θά δείξωμεν ότι ΑΕ Ξ ΔΓ
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ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ.--Φέρομεν εκ τού Η τήν ΒΘ, βοηθητικώς, παράλληλον

ος . . ΔΒ ΑΘ.
τής ΑΔ. Θά έχωμεν τότε ΔΕ  ΆαΓ

ΑΒ -- ΑΘ. Πράγματι γών ΒΘΑ -- γωνΔΑΖ καί γωνΑΒΘ.- γωνΔΑΒ.

᾿Αλλά γωνΔΑΖ--γωνΔΑΒ (λόγω τής διχοτόμου ΑΔ) ότε θά είναι καί

γωνΑΒΘ--γωνΑΘΒ. Δηλαδή τό τρίγωνον ΑΒΘ είναι ισοσκελές ήτοι
ΑΒ--ΑΘ.

᾿Αρκεί νά δειχθή ότι

Συνεπώς η πρό ένη αναλογία γίν ΑΒ. ΑΒυνεπώς η προηγουμένη αναλογία γίνεται ΑΓ Αρ

213.--Τό εμβαδόν παντός τριγώνου ισούται μέ τό γινόμενον τών

τριών πλευρών του, τό οποίον διηρέ̓η διά τού διπλασίου τής διαµέ-
τρου τού περιγεγραμμένου κύκλου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επανερχόμεθα εις τό Σχήμα Τά τής αξιοσημειώ-

του προτάσεως Β.

᾿Εκεί είδομεν ότι τά τρίγωνα ΑΒΣ καί ΑΔΓ έχουν τάς γωνίας των

ανά μίαν ίσας. "Αρα ταύτα είναι όμοια ότε

ΑΡ ΑΣ Η (98) (ΑΓ)(ΑΔ) (ΑΣ)
Πολλαπλαοιάζομεν ήδη τά μέλη ταύτης επί (ΒΓ) καί λαμβάνομεν

(ΑΒ) (ΑΓ) (ΒΓ) -- (ΒΓ) (ΑΔ) (ΑΣ). ᾽Αλλά (ΒΓ) . (ΑΔ) -- 2 (ΑΒΓ), ότε

(ΑΒ) (ΑΓ) (ΒΓ)
έχομεν (ΑΒ)(ΑΓ) (ΒΓ}-- 2 (ΑΒΓ) (ΑΣ) ή (ΑΒΓ)-Ξ σας

214.-- δά εγγραφήη καί νά περι/ρα γή περί δοθέντα χύχλον τρίγωνον

όμοιον πρός δὀέν τοίγωνον.

. 1 ΑΝΑΛΑΥΣΙΣ.- Ας υπο-

α θέσωμεν ότι ενεγράφη είς τόν
ί δοθέντα κύκλον Ο το τρίγω-

λ νον ΑΒΓ όμοιον πρός τό αβγ

(Σχ 137) Φέρομεν τάς ακτί-Ε σ

Ζή νας ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ εις τάς κο-
4 ρυφάς. Τότε γων ΑΟΓ --

8 η ΞΞ2γωνβ--2 γωνβ. γωνβοΟΓ--
, -- 2 γων Α --2 γων α καί

γωνΑΟβ-Ξ-2γωνΓ:--2γων Υ. ᾿Εκ

τούτων αγόμεθα εις τήν α-
κόλουθον σύνθεσιν.

ΣΥΝΘΕΣΙΣ.--Εις τόν δοθέντα κύκλον Ο, σύρομεν τάς ακτίνας
ΟΑ καί ΟΓ, ώστε γων ΑΟΓ-- «γωνβ, καί ομοίως καί τήν ΟΒ ώστε
γώνΒΟΓ--2γωνγ. Συνδέοντες τάς κορυφάς Α, Β, Γ λαμβάνομεν τό τρί-
γώνον ΑΒΓ, όπερ είναι τό ζητούμενον.

Σχ. 187.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Πράγματι τό τρίγωνον ΑΒΓ έχει εκάστην τών γω-
γ[ών του διπλασίαν τής αντιστοίχου εγγεγραμμένης. ᾿Αλλά εκάστη εγ-



129

γεγραμμένη κατεσκευάσθη ίση πρός τό διπλάσιον εκάστης τών γωνιών

τού αβγ. "Αρα αι γωνίαι τού ΑΒΓ καί αι τού αβγ είναι ίσαι καί ου-

νεπώς τά τρίγωνα ταύτα. είναι όμοια.

ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΙΣ.--Τό πρόβλημα έχει πάντοτε λύσιν.

2) Διά νά περιγράψωμεν τρίγωνον περί τόν δοθέντα κύκλον εργα-

ζόμεθα ως εξής : ᾿Εγγράφομεν πρώτον τό τρίγωνον ΑΒΓ τό όμοιον πρός

τό δοθέν αβγ (ως είδομεν προηγουμένως (Σχ. 137). Κατόπιν εις τά

μέσα τών τόξων ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ φέρομεν εφαπτομένας παραλλήλους πρός

τάς πλευράς τού ΑΒΓ. Σχηματιζομεν ούτω τό..τρίνωνον ΔΕΖ, ού αι

γωνίαι είναι ίσαι πρός τάς τού ΑΡΓ (πλευραί παράλληλοι) καί συνε-

πώς είναι όμοιον πρός τό ΑΒΓ καί όρα καί πρός τό αβγ.

215. - Νά ευρεθή τό εμβαδόν τριγώνου εκ τών πλευρών.

ΛΥΣΙΣ.--Η λύσις αυτής ευρίοκεται εις τό βιβλίον, ο δέ τύπος είναι

-έτίτ--α) (τ--β) (τ--Υν

ένθα τ--ημιπερίμετρος τού τριγώνου ήτοι σ--β-ΣΥ
2

Εφαρμογή: "Αν α 4 β-9,45 γ.-:1505 θά είναι

αΈβ!{ν 31, 20
αη-β--γ--7.1η-9.451-15.05--3190μ. ή τ----τιί- ---Σ---1595

Ήδη τ--α--15,05...7,4..8,55 τρ 1596 945. 650
τ---γ--15,95-.15,05.---0,90:

άρα Ε-- [15,95 8,55. 6,50. 0,90-- 28,25 τ.µ.

"Εν από τά πλέον ενδιαφέροντα δέµατα τής γτωμετρίος είναι τό κεφόλοιον τό περί

αρμονικής διαιρέσεως ευδείος, επ] τού οποίου δά είπωμεν ολίγο.

ΑΡΜΟΝΙΚΗ ΔΙΑΙΡΕΣΙΣ ΕΥΘΕΙΑΣ

ΘΕΩΡΗΜΑ. -- «Επί ευθείας απεριορίστου δίδονται τα σημεία ΑΑ.

καί Β. Νά δειχ̓ή ότι υπάρχουν επί τής ευθείας ταύτης δύο άλλα
σημεία χαί μόνον δύο, τοιαύτα ώστε Α Μ Β

ο λόγος τών αποστάσεών των από τά - ---------------ε
“-δὀέντα σημεία νά είναι δοθείς καί

ίσος πρός ρ(ρ᾽»9). Βείνται δέ τά Σχ. 188.
δύο ταύτας σημείκ τό έν μεταξύ Α καί Β, τό δέ εκτός τού ΑΒ καί

επί τής προεχτάσεώς του».

"Εστω η απεριόριστος ευθεία χγ καί επί ταύτης τά δύο δοθέντα

σημεία Α καί Β. "Έστω δέ ακόμη ρ ο δοθείς λόγος.

Διακρίνομεν δύο περιπτώσεις καθ᾽όσον ρ «1 ή ̓7Ί.

"Εστω δέ πρώτον ότι: ̓«. | | |
1) Θά αποδείξωμεν ότι υπάρχει μεταξύ Α καί Β' σημείόν τι Μ

Μα

(Σχ. 138) ώστε ο λόγος ΜΒ νά ισούται πρός ̓.
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ΜΑ
ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Πράγματι εάν είναι -

ΜΑ. ρ ΜΑ ΜΒ ΜΑ-Ι- ΜΒ
θά είναι καί --- σσ ή . -- ----

ΜΗ ] ρ ] ρ--ί

ΑΒ Ρ --- | ο
Ξ- πι  ήτοι (ΜΑ) -: (ΑΒ) ----- καί επειδή ρ- ίι Άρ έπε-

Ρ-1 ΡΕ] -
ται ότι τό ΜΊΑ είναι μέρος τού ΑΒ καί συνεπώς υπάρχει σημείόν

Α ΜΗ
τι Μ ώστε νά αληθέύηη η σχέσις ΜΒ -- ρ.. Δέν υπάρχει άλλο

τοιούτον σημεί ον μεταξύ Α καί Β, Διότι άν δεχθώμεν έν άλλο τό Μ,

Μ,Α . ᾿
ώστε νά είναι - '- ̓ρ,.θά είχομεν τότε, ως άνω: (Αι Α) --

Μ..Β κ. Σ ᾿

-- (ΑΒ) τι ότε (Μ, Α) -- (ΜΑ) δηλαδή τά Μ καί Μ, συμ-ρ--

πίπτουν.

2) Θά -αποδείξωμεν τώρα ότι καί επί τής προεκτάσεως τού ΑΒ

ΜΑ
υπάρχει σημείόν τι Μ’ τοιούτον ώστε Μμ ή ο ένθα ορ { 1.

(Σχ. 139). 'Επειδή ̓ρ«1 έπεται ότι θά ΜΛ’ Α Μ Β

πρέπη Μ΄Α « Μ΄Β ήτοι τό Μ΄ θά . . .
- ; τ ”- κ Υ

κείται πλησιέστερον τού Α ή τού Β. Σν. 130 -

δηλαδή τό Μ΄ θά κείται (άν υπάρχη) χ: 5”,

αριστερά τού Α: "δη ο δοθείς λόγος γράφεται :

ΜΑ ο. , ΜΑ :- ΜΒ Μ΄8-Μ΄ Α ΑΒ
--- .. 1 μμ”. πο ΕΣ 7 τις πννυνσυννυνυυυ --- ----

Μ΄’Β ... 1 ΠΝ Γρ

εξ ών έπεται ότι (Μ΄Α) -- (Α8) --α-. αλλ᾽ επειδή είναι ̓᾽» 1--ρ
Τρ

έπεται ότι τό Μ΄Α ειναι μείζον τού ΑΒ δηλαδή τό Μ΄ Α θά κείται εκτός
τού ΑΒ. Ήτοι υπάρχει Καί : πάλιν σημείον τι. επί τής προεκτάσεως τής

ΑΒ ώστε νά πληρούται η σχέοις η Α ρ.
Μ΄ Β

᾿Αποδεικνύεται δέ ευκόλωώς {ώς εις τό 1) ότι δέν υπάρχει: άλλο

σημείον εκτδς τού Μ΄.

"Έστω δεύτερον ότι ̓»Σ!1.

Θά αποδείξωμεν. ότι καί εις τήν περίπτωσιν ταύτην υπάρχουν δύο
σημεία τό έν Μ μεταξύ Α καί Β, τό Α ΜΒ Μ΄
δέ Μ' επί τής προεκτάσεως τού. ΑΒ .Τ --» ---- ᾽ τ
καί πρός τά δεξιά τού Β΄ (Σχ. 140). - Σχ. 140.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- 1)"Εχομεν ΕΣ -- 4 ή “ -- "- -
ρ

ΜΑ--ΜΒ ΑΒ. ᾽ς
-- [1 “: - ή (ΜΑ)- (ΑΒ στη

ήτοι καί πάλιν τό (ΜΑ) είναι μέρος τού (ΑΒ) ώστε τόΛΜ κείται μεταξύ

Α καί Β καί δύναται νά επαληθεύση τόν λόγον ΜΑ --
ΜΒ
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’

' καλά» Μ΄Α ΄ ᾿
2) Διά τό Μ΄’ έχομεν µΏ ρ καί επειδή ο] άν υπάρχη ση.

μείον Μ΄ τούτο θά πρέπη νά κείται πρός τό μέρος τό δεξιά τού ΑΒ διότι
ο, Μ’Α ρ Μ’Α ΜΏ΄Α72Μ΄Β. Πράγματι ε ΆΤΈ 3 ή -π-- -ΜΑ ΣΜΒ ρ γματι έχομεν ΜΤΒ ] ή , ; 1

Μ΄Α--Μ΄Β ΑΒ Άνκορώνη, ο. ο σε “Α) --- οσορΤΊ ρ-.. Η (Μ΄ Α) (ΑΒ);

αλλ᾽ επειδή ρ᾽»ο--1 έπεται ότι τό (Μ΄ Α) είναι μεγαλύτερον τ τού ΑΒ ήτοι

δύναται νά υπάρχη σημείόν τι πρός τά δεξιά τού Β ώστε νά είναι

Μ΄Α
ΜΒ ρ 5]. Εις αμφοτέρας δέ τάς περιπτώσεις (1) καί (2) ευκόλως

αποδεικνύεται ότι εκτός τών Μ καί Μ΄ δέν υπάρχει άλλο σημείον.

Συµπέρασµα.-- Εξ όλων τών ανωτέρω ουμπεραίνομεν ότι δοθέντων

δύο σημείων Α καί Β επί απεριορίστου ευθείας χν υπάρχει πάντοτε με-

ταξύ τών Α καί Β έν σημείον καί έν μόνον ώστε ο λόγος τών αποστά-

σεών του νά είναι δοθείς καί ίσος πρός ρ οιουδήποτε όντος τού θετι-

κού ρ. "Αν ̓ρ...] τό σημείον είναι τό μέσον τού ΑΒ.

᾿Επίσης ότι υπάρχει έν καί μόνον σημείον εκτός τού ΑΒ καί πρός

τό µέρος Αν (αριστερά τού Α) άν ο λόγος είναι μικρότερος τής µονά-

δος καί έν μόνον σημείον πρός τό μέρος Βν (δεξιά τού Β) άν ο λόγος

είναι μεγαλύτερος τής μονάδος. Εάν εις τάς περιπτώσεις ταύτας ο

λόγος ρ--], τότε τό σημείον τούτο αφανίζεται εις τό άπειρον δεξιά ή

αριστερά, (διότι εις τάς περιπτώσεις ταύτας καθ’ άς τό Μ΄’ ευρίσκεται

εις τό άπειρον τά Μ΄ Α καί Μ΄ Β καθίστανται αισθητώς ίσα).

᾿Αρμονική διαίρεσις ευδ̓είας : ᾿Επειδή είναι δυνατόν, δοθέντων δύο

σημείων Α καί Β, νά ευρεθούν δύο άλλα Γ καί Δ, τό έν μεταξύ τών

. ο σε , ΓΑ ΔΑ,
Α καί Β, τό δέ εκτός τού ΑΒ, ώστε νά ισχύη σχέσις ΓΒ ΞΔΒ᾽ (1)

διά τούτο τά σημεία Γ καί Δ λέγομεν ότι διαιρούν τό τμήμα ΑΒ εσω-

τερικώς καί εξωτερικώς εις τόν αυτόν λόγον ή απλούστερον ότι διαι-

ρούν αυτό αρμονιχώς. Τά σημεία Γ καί Δ λέγονται συζυγή άρμο-

νικά πρός τά Α καί Β.

᾿Επειδή η σχέσις (1) δύναται νά γραφή καί ως εξής

ΓΑ ΓΒ . ΑΓ -. ΒΕ

ΔΑ 28 Ί αβ "ΒΔ
δυνάμεθα να είπωμεν ότι καί τά Α καί Β είναι συζυγή αρμονικά πρός

τά Γ καί Δ. Δηλαδή άν δύο σημεία είναι συζυγή αρμονικά πρός δύο

άλλα καί τά δύο άλλα είναι συζυγή αρμονικά τών πρώτων.

Τά σημεία Α, Β, Γ, Δ λέγομεν τότε ότι αποτελούν ρμονιχήν ση-

Μειοσειράν.

Είδομεν εις τήν άσκησιν 21] καί 212 ότι η εσωτερική διχοτόμος ΑΔ

τού τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τήν απέναντι πλευράν εις μέρη ανάλογα

τών τ λ ο τ -- ᾿Επισ ς εν παρακειµενων πλευρών Πτοι οτι Γ Γ
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ότι καί η εξωτερική διχοτόµος ΑΔ΄ έχει τήν αυτήν ιδιότητα ήτοι

ΑΒ ΔΒ
ΑΓ ΞΕ ώ
ΑΓ ΔΓ

Σ 9) λαμβά 98 δή] ί τ τοιυγκρίνοντες τάς (1) καί (2) ναμρ νομεν ΔΓ ΔΓ ητο

τά άΔ καί Δ' είναι συζυγή αρμονικά πρός τά Β καί Γ.

Δυνάμεθα νά εύρωμεν τό συζυγές αρμονικόν δὀέντος σημείου

Γ πρός τά δύο, δοθέντα επίσης, σημεία Α καί Β ως εξής.

Γράφομεν περιφέρειαν Κ΄ διερχομένην
διά τών Α καί Β. (Σχ. 141) καί φέρο-

μεν τήν κάθετον ΚΟ επί τήν ΑΒ τέμ-

νουσαν τήν περιφέρειαν εις τά Ζ.καί Μ

Σύρομεν κατόπιν τήν Γ, ήτις τέμνει

τήν περιφέρειαν εις τό Ε "Αν ήδη αχθη

η ΖΕ αύτη προεκτεινομένη θά τμήση τήν

ΑΒ εις τό Δ, τό οποίον είναι τό σουζυγές

αρμονικόν τού Γ. Πράγματι επειδή Μ τό

Σχ. 141. μέσον τού τόξου ΑΒ η ΕΓ θά είναι εσω-

τερική διχοτόμος τού τριγώνου ΑΕΒ.

᾿Επειδή δέ η ΖΕΔ. είναι κάθετος τή ΕΓ ᾿ θά είναι εξωτερική διχο-

"τόμος τής γωνίας Ε τού αυτού τριγώνου ΑΕΒ. :Ήτοι τό Δ είναι τό ου-

-- ΜΝ ̓ ᾽ Γα ΔΑ
ζυγές αρμονικόν τού Γ, διότι θά είναι Έπ - Αμ

Ευρίσχομεν τά συζυνή αρμονικά δύο δὀέντων σημείων Α

καί. Β πρός δὀέντα λόγον Ρ ως εξής:

Έκ τών άκρων τής ευθείας ΑΒ φέρομεν τάς ευθείας ΑΕ καί ΒΖ

παραλλήλως αντιρρόπως καί ίσας πρός μ καί ν οντιστοίχως. (Σχ. 142)

2, Αν αχθή η ΖΕ αύτη θά τμήση τήν

Ο ΑΒ εις τό Γ θά είναι δέ λόγω τών

ομοίων τριγώνων ΓΑΕ καί ΓΒΖ,

ΤΑ -5-
ΓΕ ν

Κατόπιν αντιρρόπως τή ΒΖ λαμβά-
Σχ. 142. μεν ΒΗ --ν καί φέρομεν ΕΗ ήτις

τέμνει τήν προέκτασιν τής ΑΒ εις τό Δ.

᾿ Λόγω τών ομοίων τριγώνων ΔΒΗ καί ΔΑΕ είναι

ΔΑ µ ̓ ΓΑ ΔΑε----,. τ α--.. Αρα ----- -
ΔΒ ν ΓΒ ΔΒ

ήτοι τά Γ καί Δ είναι τά συζυγή αρμονικά τών Α καί Β

πρός: δοθένια λόγον -..

| ν
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ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΣ ΤΟΠΟΣ

ΑΠΟΑΛΛΩΜΕΙΟΣ ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑ

Επί τού δὀέντος επιπέδου δίδονται δύο σημείκ Α. χαί Β.
Ζητείται νά ερισ̓ή ο γεωμ. τόπος τών σημείων Μ τοιούτων ώστε

ΜΑ μ. . , ο. .με τ έν̓α μ, ν δὀέντο ευθύγραμμα τμήματα (μ Εν).

Τό ευθύ. Έστωσαν τά σημεία Α .

καί Β (Σχ. 143) καί σημείον Μ τού

τόπου τριούτον ώστε

ΜΑ μ..

ΜΒ ν

Σύρομεν τάς διχοτόμους ΜΓ καί ΜΔ

τής εσωτερικής καί εξωτερικής γωνίας

Μ τού τριγώνου ΜΑ,. Διά τού τρό-

, ο λέ ΜΑ Σχ. 148.
που τούτου ο λόγος μμ : μετα-

φέρεται επί τής ΑΒ. Πράγματι έχομεν

ΜΑ ΓΑ ο ΜΑ ΔΑ... ΓΑ ΔΑ μ
ο... καί σσ -: τ ΠΕἸΝ Έτ ---
ΜΒ ΓΒ ΜΒ ΔΒ Ί ΤΒ ΔΒ ν

Εκ τούτου καθίσταται φανέροόν ότι τά Γ καί Δ. είναι συζυγή

, Η :
αρμονικά πρός τά Α καί Β μέ τόν λόγον ----: Είναι λοιπόν ως

ν

εκ τούτου εντελώς ωρισμένα (βλέπε προηγουμένην κατασκευήν). ᾿Επειδή

δέ η γωνία ΓΜΔ είναι ορθή (διχοτόµος παραπληρ. εφεξής) έπεται ότι

τό Μ θά κείται επί περιφερείας ήτις γράφεται μέ διάμετρον τήν ΓΔ.

Τό αντίστροφον.-- Θά δείξωμεν ότι πάν σημείον τού τόπου έχει

τήν ιδιότητα: "Εστω πρός τούτο τό οημείον Μ τής περιφερείας Ο.

ΜΑ
Θά δείξωμενότι “τε ΞΡ. φέρομεν τάς ΜΓ, ΜΔ, ΜΑ,

ν

ΜΒ. "Αν η ΜΓ είναι διχοτόµος τής γωνίας ΑΜΒ η πρότασις

είναι φανερά. "Αν όμως η ΜΓ δέν είναι διχοτόµος τής γωνίας ταύ-

της τότε θά είναι διχοτόµος π.χ. τής γωνίας ΒΜΑ, ή ΒΜΑ.. ᾿Επειδή

δέ ΜΔ κάθετος τή ΜΓ η ΜΔ. θά είναι εξωτερική. διχοτόμος τής

αυτής γωνίας.

Έκ τών ανωτέρω συμπεραίνομεν ότι θά πρέπη

ΜΑΙ ΤΑΙ... ΜΑΙ ΔΑ. ΤΑ. ΔΑ
ΜΒ γα “ βΒ 7 δα] τβα 7 ΔΒ

ΓΑ ΓΒ
ή πί τα
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"Εχομεν όμως εξ υποθέσεως ότι

ΓΑ ΔΑ. , ΓΑ ΓΒ

το Δα 1ΊΔΑ ” δα

Συγκρίνοντες τάς (1) καί (2) λαμβάνομεν

ΓΑ, ΓΑ, ΓΑ, ΓΑ

ΔΑ, ΔΑ ΔΑ ΓΑ... ΔΑ- ΓΑ

ή η -- τ ήτοι ΓΑ, Ξ ΓΑ. ᾿Αλλά τούτο είναι.

άτοπον εκτός άν τό Α, συμπίπτει πρός τό Α. (Ομοίως εργαζόμεθα καί

μέ τό Α.). |

Έξ όλων λοιπόν τών ανωτέρω συμπεραίνομεν ότι η ΜΓ είναι

πράγματι διχοτόμος τής γωνΑΜΓ ηδέ ΜΔ τής εξωτερικής τής

γωνίας ΑΜΓ τού τριγώνου ΑΜΓ. "Αρα θά είναι

ΜΑ. ΤΑ ΔΑ μ..
ΜΒ ΓΒ ΔΒ ν

”Αν µζΞν Τότε ο τόπος είναι η κάθετος εις τό μέσον τής ΑΒ..

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

ΠΊ τών συζυγών αρμονικών δυνάμἐα νά δείξωμεν ευκόλως τάς κάτωδ: πορα--

τηρήσεις.

{.- Τά ουζυγή αρμονικά Γ, Δ πρός τά Α καί Β κείνται πρός τό αυτό μέρος τού

μέσου Ο τού ΑΒ. 3

2.--Τά συζυγή αρμονικά Γ καί Δ πρός τά Α καί Β είναι τοιαύτα ώστε τό Γ νά

κείται μεταξύ Α καί Β, τό δέ Δ εκτός τού ΑΒ. .

α.--"Αν 0Ο τό μέσον τού ΑΒ καί Γ καί Δ τά συζυγή αρμονικά πρός τά Α καί 8

δά είναι
α) (ΟΑΥ -- (ΟΓ) (ΟΛ) (λίαν αξιοσημείωτον).

1 1 2

Θ. “ΠΤ.
4.--Τό αρμονικόν συζυγές τού μέσου Ο τού ευδυγράμμου τμήματος ΑΒ κείται εις

άπειρον.

(αρμονική ισότης)

µ -- ΜΑ ια. -
ΡΝ ο λόγος μβ΄ νά υπολογισθή

άφ᾽ ενός μέν η ακτίς τής. περιφερείας τού ᾿Απολλωνίου ως επίσης καί αι αποστάσεις

τού κέντρου αυτής εξ εκάστου τών σημείων Α, Β, τ, Δ.

ΆΝ »Αν α τό μήκος τής ΑΒ καί

ΘΕΩΡΗΜΑΤΑΤΟΥ Π̓ΙΟΛΕΜΑΙΟΥΕΝ ΤΩ, [΄ ΒΙΒΛΙΒ,

«Εις πάν τετράπλευρον εγγεγραμμένον εις κύκλον τό άθροισμα

τών γινομένων τών έναντι πλευρών τού ισούται μέ τό γινόμενον

τών διαγωνίων του».

"Έστω τετράπλευρον ΑΒΓΔ εγγεγραμμένον εις κύκλον Ο (Σχ. 144).

Θά δείξωμεν ότι (ΑΒ) (ΓΔ]!-(ΑΔ) (ΒΓ)--(ΑΓ) (ΒΔ).
ΑΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Κατασκευάζομεν τήν γωνΒΑΕ ίσην πρός τήν ΔΑΓ.

Τότε τά τρίγωνα ΑΒΕ καί ΑΔΓ είναι όμοια διότι έχουν γωνΒ,--γωνΓ.
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καί γωνΒΑΕ--γωνΔΑΓ (εκ κατοσκεηής), άρα (ΔΒ) ΘΕ)

ή (ΑΒ) (ΔΓ)-.ΑΓ) (ΒΕΊ 0) .
Ομοίως τά τρίγωνα ΑΒΓ καί ΑΕΔ

είναι όμοια διότι έχουν γων ΒΑΓ..γων ΕΑΔ

(αποτελούνται από εκάστην τών ίσων κοί τήν

κοινήν γωνΕΑΓ), καί τήν γωνΓ.--γωνΑΔΒ,

ότε ΜΝ - (άν ή (ΒΓ) (ΑΔ]--

-- (ώΕΔ) (ΔΓ) (2). Προσθέτοντες τός (1)

καί (2) κατά μέλη λαμβάνομεν

(ΑΒ) ΔΓ)-Τ(ΒΓ)(ΑΔ)-Ξ(ΑΙ) (ΒΕ)-Ε(ΑΓ/(ΕΔ):Ξ
Ξ-(ΑΓ) [ΒΕ)-Ι:(ΕΔ)Ι ---(ΑΓ). (ΒΔ).

(ΑΓ). (ΘΓ

Ευκόλως αποδεικνύεται καί η αντίστροφος πρότασις, ᾿Αρκεί νά

κατασκευασθή πρός τούτο μέ πλευράν τήν ΑΒ καί κορυφήν τό Β

γωνία ίση πρός Γ,, ής η πλευρά θά τµήση τήν ΑΕ εις τό Ε'.

Δεικνύομεν δέ τότε ότι τό Ε΄ κείται επί τής ΒΔ.
Επίσης δεικνύομεν βάσει τής ασκήσεως 213 ότι

(ΑΓ) (ΑΔ) (ΑΒ)1- (ΓΔ) (ΓΒ)
(ΒΔ) (ΒΑ) (ΒΓ) -- (ΔΑ) (ΔΓ)

ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣΤΩΝΔΙΧΟΤΟΜΩΝΤΩΝ ΓΩΝΙὨΝΤΟΥ ΤΡΙΓΩΝΟΥ

«Εϊς πάν τρίγωνον τό γινόμενον δύο πλευρών του ισούται μέ τό

τετράγωνον τής περιεχομένης διχοτόμου σύν τώ γινομένω τών δύο
τμημάτων τά εποία αύτη ορίζει επί τής τρίτης πλευράς».

"Εστω τρίγωνον ΑΒΓ καί ΑΔ η διχοτό-

"ος τής γωνίας Α αυτού (Σχ. 145). Θά δεί-

ξωμεν ότι (ΑΒ) (ΑΓ)-(ΑΔ}Τ--(ΒΔ}» (ΔΓ)

ΑΑΠΟΔΕΙΞΙΣ..-- Περιγράφομεν περί τό
τρίγωνον κύκλον καί προεκτείνομεν τήν ΑΔ

νά τμήση τήν περιφέρειαν εις τό Ε. Σύρομεν

8 δέ βοηθητικώς καί τήν. ΒΕ. ᾽᾿Από τά σχηµα-

« τιζόμενα τρίγωνα ΑΒΕ καί ΑΔΓ, τά οποία

ο (ΑΒ)... (ΑΕ)είναι όμοια, λαμβάνομεν (κα) τα

ή (ΑΒ) (ΑΓ)--(ΑΔ)(ΑΕ)Ξ(ΑΔ)(ΑΔΗΗΔΕ}ΞΞ
-- (ΑΔΤΗ-(ΑΔ)(ΔΕΊ.

᾿Αλλά λόγω τών τεμνομένων χορδών ΑΕ

καί ΒΓ θά έχωμεν (ΑΔ) (ΔΕ)--(ΒΔ) (ΔΓ), η δέ προηγουμένη ισόιης γί-

νεται (ΑΒ) (ΑΓΟΞ:(ΑΔ):- (ΒΔ) (ΔΓ). (1)

Βάσει τού ανωτέρω θεωρήματος ορίζομεν τό μήκος τής διχοτόμου

ΑΔ συναρτήσει τών πλευρών τού τριγώνου ως εξής :

Σχ. 146.
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Προσδιορίζοµεν τά τμήματα ΒΔ καί ΔΓ εκ τής γνωστής σχέσεως

(άσκ.218) 5 - πμ

ή Υ. 8δ η ΔΕ ΒΔΕ. ΔΙΈΒΑ
ήτοι Ρ τσ δι  Ο βΒ ΟΥ | βη-ν

α -. α8, -- «7
- βαν εδ [ν μέ

"Καί αντικαθιστώμεν εις τήν ανωτέρω σχέσιν (1) ότε λαμβάνομεν

5 αβ «Υ
βγΞΑΆΔΡΕ Ρ βέν

ή ---αν.. αγ ΒΥ. κ. αυ]-
ΝΙΝ βου [θα]

-- ΒΥ. -α) -- .ΡΥ.... ο- [εη: (β:1{-γ-{-α)(β-{-γ--α) δεν); οτ 2(τ--α)

ή Δ)-...5.. γππαβν !ήτοι (ΑΔ) -- βΤΥ [τ(τ--α)βγ

᾿Αναλόγως ευρίσκομεν τούς τύπους οι οποίοι μάς δίδουν τά μήκη

καί τών άλλων διχοτόμων.

ΓΕΝΙΚΑΙ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Φό Ε.-- Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη διά δύο δοδέντων σημείων καί έφαπτο-

μένη δοδείσης ευδείας. (᾿Απολλωνίου Ίον Πρόθληµα).
“

97.--- Δι’ ενός τών σημείων τομής «δύο τεµνοµένων περιφερειών νά αχδή τέμνουσα

τοιαύτη ώστε ο λόγος τών δύο αποτεμνομένων άαπ' αυτής χορδών νά είναι ίσος πρός

--- (μ, ν δοδέντα ευδύγραμμα τμήματα).

σ8.-- Είς παραλληλόγραμμον ΑΒΓΔ. φέρομεν τήν διαγώνιον ΑΓ καί εκ τού Δ ευ-

δείαν η οποία τέμνει τήν ΑΓ είς τό Ε, τήν ΑΒ είς τό Ζ καί τήν θΓ εις τό Η. Νά

δειχ̓ή ότι (ΔΕ)᾽ --- (ΕΖ) (ΕΗ).

99.-- Τό άδροισμα τών τετραγώνων τών τμημάτων δύο χορδών κἀέτως τεμνομέ-
νων ισούται μέ τό τετράγωνον τής διαμέτρου τού κύκλου.

100.-- Εάν Μ σημείον τής θάσεως ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ ισοσκελούς δά είναι

(ΑΒ); - ΑΜ}: --- (ΜΒ} (ΜΓ),

101.-- Νά ευρεδή επί τής πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ (Α αμθλεία) σημείον Δ

τοιούτον ώστε (ΑΔ): - (84) (ΔΓ).

Ι0λ.-- Διά σηµέίου Ρ εκτός δοδέντος κύκλου νά αχδή τέµνουσα ΡΑΒ ώστε τό
τμήμα ΑΒ τό εντός τής περιφερείας νά ισούται μέ τήν έφαπτομένην τήν αγομένην
εκ τού Ρ πρός τήν περιφέρειαν.

105.-- Νά ευρεδή ο γεωμ. τόπος τών κέντρων τών περιφερειών, εκάστη τών οποίων

τέμνει ορδογωνίως δύο δοθείσας περιφερείας.

104.-- ᾿Από σημείου Ρ εκτός -δοδεΐσης. περιφερείας κειµένου, νά αχδή τέμνουσο
ΡΑΒ ώστε νά είναι (ΑΒ): --- (ΡΑ) -(Ρ8).

105.-- "Αν ΑΔ είναι διάµεσος τριγώνου ΑΒΓ καί αχδούν οι διχοτόμοι ΔΕ καί ΔΙ
τών γωνιών ΑΔΒ, ΑΔΓ νά δειχ̓ή, ότι η ΕΖ είναι παράλληλος τή ΒΓ.

10ό.-- Να καταοκευασδή τρίγωνον ού δίδεται η Θάσις, ο λόγος τών δύο άλλων πλευ-
ρών καί τό ύψος τό αντιστοιχούν τή δοθ̓είση Θάσει.



ΒΙΒΛΙΟΝ Δ΄.

ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ ΚΑΙ ΚΥΚΛΟΥ ΜΕΤΡΗΣΙΣ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

216.--Νά ευρείη τό μέγεθος εις μοίρας καί οῤάς γωνίας εκάστης τών

εσωτερικών καί εξωτερικών γωνιών χανονιχού πενταγώνου, εξαγώνου, όχτα-

χώνου, δωδεκαγώνου.

ΔΥΣΙΣ.--Γνωρίζομεν ότι τό μέγεθος εκάστης τών γωνιών κανονι.

κού πολυγώνου δίδεται υπό τού τύπου 2 --- α- εις ορθάς νωνίας

τ 4 ο
καί ( 2-- τ) «900 εις μοίρας.

Εις τήν περίπτωσίν µας θά έχωμεν κατά σειράν

1) Διά τό πεντάγωνον 2 -- ο ΈΞ Ρ ορθ. --- 108».

. ̓ - 4 8...
2) Διά τό εξάγωνον 2 --- α - 6 ορθ. -- 120". .

4 12
3) Διά οκτάγωνον 2 --- ΈΞ δ ορθ. -- 1354.

4 20 .
4) Διά τό δωδεκάγωνον 2 -- 2 ΠΡ ορθ. -- 150», .

“ξκάστη δέ εξωτερική, ως παραπληρωματικη τής εσωτερικής θά είναι

6 4
-- ------ --- 3 -- ηδιά τό 1) 2 ο 5 ορθ. 72

8 4
α τό -- ---- -- ------ορθ., -- 0διά τό 2) 2 6 6 ορθ 60

12 4 . - κεφ
διά τό 3) 2 -- α -β ορθ. -- 45

20 4. --
διά τό 4) 2 --- ΕΙ Ξ- 1Ζ ορθ. -- 30

Καί γενικώς η εξωτερική γωνία κανονικού πολυγώνου είναι
36 0

4 ορθ. ή ον

217. -Γίνος κανονικού πολυγώνου εκάστη μέν γωνία είναι 150’ εκάστη

δέ τών εξωτεριχών γωνιών 605 ;

ΔΥΣΙΣ.-- α) ᾿Αρκεί νά τεθή [-α) 905 --- 1500
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ή λύοντες ως πρός µ ευρίσκομεν μ -- 12 (δωδεκάγωνον).

- 3600 ον .
̓) ᾿Αρκεί νά τεθή τα -- 605 ή μ--6 (εξάγωνον).

218. Νά ευρεδήη ή κεντρική γωνία κανονιλού πολυγώνου μέ Ο, 6, δ, α

πλευράς καί αντιστρόφως νά ευρεύή ο αοὐιιός τών πλευρών αυτού, όταν ή,

χεντριχή γωνία είναι 90’, 455, 395 90’.

ΛΥΣΙΣ.--Γνωρίζομεν ότι η κεντρική γωνία θά είναι

3605 . ;
3 ορθ. ή - εις μοίρας.

μ

΄ . 4. ΉΝ
Ήτοι έχομεν α) 5 ορθ. -- 72" β) 6 ορθ. -- 60”,

4 ορθ.-- 45», καίγενικώς. ορθ 360"ο «Ξ 4505,κα ν ᾽ . Γποοοον»
γ) 8 ”Ρ και Υ μ Ρ μ

- 360» Ν
᾿Αντιστρόφως: α) Θά πρέπη νά είναι μ --- 90’ ή μ--4 (τετρά-

, 3605 ᾿ 3605 ᾿
γώνον) β) ----- κ 45" ή µμ--8(οκτάγωνον) Υ) μ 22” 30

µ

360 1
ή ----- 22 ή μ-- 106 (δεκαεξάγωνον).μ .

219.--- Νά αποδειχθή, ότι η διχοτόμος τής γωνίας ΑΒΕξ κανονικού

πενταγώνου ΑΒΓΔΕ είναι κά̓ετος τή πλευρά ΡΙ.

Εις τό κανονικόν πεντάγωνον ΑΒΓΔΕ

(Σχ. 146) έστω ΒΗ η διχοτόμος τής γω- 8

νίας ΑΒΕ. Θά δείξωμεν ότι αύτη είναι 7

κάθετος τή ΒΓ.
-

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή τό τρίγωνον

ΑΒΕ είναι ισοσκελές (ΑΕ -- ΑΒ) καί η Η ρ

γωνία Α ως Έ ορθ. έπεται ότι η γωνία

2 Ε

ΑΒΕ θά ισούται μέ 5 ορθής, ότε η

ΕΒΓ 6. 2 4 -- ΠΝ Σχ. 146.
γών ΞΕ 6 Τ ο ρθής. ᾿Επειδή

- 1
δέ η ΒΗ είναι διχοτόµος τής γών ΑΒΕ, η γων ΗΒΕ -- 5 όρθ.

1 4 5
"Αρα η γων ΗΒΓ -- δ᾽ -- α- ο 1 ορθ. ήτοι ΒΗ ΒΓ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

220.-- Πολύγωνον εγ)εγραμμένον καί πεοιγεγραμμένον εις δύο πύχλους

οποχέντρους είναι κανονικόν.

ΑΠΟΔΕΡΙΞΙΣ.-- Αι πλευραί αυτού είναι χορδαί τού μεγάλου κύ-

κλου απέχουσαι ισάκις τού κέντρου, ως εφαπτομέναι τού μικρού κύ-

κλου άρα θά είναι ίσαι, ήτοι τό πολύγωνον είναι κανονικόν.



΄»

221.-- Ο λύγος τών αλτίνον δύο κανονικών οκταγώνων είναι Ύ Νά

ευρεύη ό λόνος τών περιμέτρων καί τών επιφανειών αυτών.

ΛΎΥΣΙΣ.-- Έχοντες υπ᾿ όψιν τά θεωρήματα 5 267 καί ς 259 ευρίσκο-

μεν ότι ο λόγος τών περιμέτρων θά είναι επίσης . ; ο δέ λόγος τών επι--

φανε'ών ᾽
10

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

222.--- Εις δοθέντα :ύλλον νή εγγρσαφούν κανογικά πολύγωνα μέ 8, 16,

19. 94 πλευρής. "

ΛΥΣΙΣ.-- ᾿Εγγράφομεν κατ᾽ αρχάς τετράγωνον καί κατόπιν διχο-

τομούμεν τά τόξα του. Συνδέοντες τά σημεία διαιρέσεως έχομεν έν κα-
νονικόν οκτάγωνον (1266). Διχοτομούντες ήδη καί τά τόξα τού οκταγώ-

νου έχομεν έν κανονικόν δεκαεξάγωνον.

Διά νά εγγράψωμεν κανονικον δωδεκάγωνον, εγγράφομεν πρώτον Εν.

κανονικόν εξάγωνον καί διχοτομούμεν τά τόξα αυτού. Διχοτομούντες

δέ καί τά τόξα τού κανονικού δωδεκαγώνου έχομεν τό κανονικόν είκο-

σιτετράγωνον.

223.-- Νά ευρεθή ο λόγος τών εμβαδών δύο τετραγώνων, εξ ών τό έν

είνσι περιγεγραιιμένον, τό δέ άλλο εγγεγοαμμένον εις τόν αυτόν κύκλον.

ΔΛΥΣΙΣ.-- ᾿Εάν καλέσωμεν α τήν ακτίνα τού κύκλου, τότε η μέν

πλευρά τού εγγεγραμμένου τετραγώνου θά είναι α 2, η δέ τού πε-

ριγεγρομμένου ίση πρός μίαν διάμετρον ήτοι 2α. -

Τά εμβαδά δέ αυτών θά είναι αντιστοίχως (α | 2)᾽' --2α’ καί

-- 2. 1
(2α): -- 4α” καί ο λόγος τών Δα ΕΙ

224 - Νά δειχθή ότι τό απόστημα ισοπλεύρου τοιγώνου εγγεγραμ.. εις.

α - -
»ύκλον είναι ο άνα η αχτίς τού κύκλου.

-

ΑΠΟΔΕΙΞΟΣ.-- Γνωρίζομεν ότι η πλευρά τού ισοπλεύρου τριγώ-

νου τού εγγεγραμμένου εις κύκλον ακτίνος α είναι α | 3. Τότε τό από--

στηιιά του θά είναι :

225.-- Ιζατασλευή σχημάτων περιεχόντων «κανονικά πολύγωνα.

ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΟΣ ᾿ΠΡΟΤΑΣΙΣ

«Νόά εγγραφή εις χύχλον κανονικόν δεκάγωνον».

ΛΥΣΙΣ.- "Εστω κύκλος Κ (Σχ. 147) καί ΑΒ η πλευρά τού δεκα-

1
γώνου, Φέρομεν τάς ΚΑ, ΚΒ ακτίνας, ότε γωνκ-- το περιφερ. --

-- 36’, Διχοτομούμεν τήν γωνβ διά τής ΒΓ. Επειδή εκάστη τών γω-
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νιών Α καί Β τού ισοσκελούς τριγώνου ΚΑΒ είναι γνωστή καί ίση πρός

7ου, έπεται ότι διά τής διχοτόµου ΒΓ, η γωνΒ διηρέθη εις δύο γωνίας,

ών εκάστη είναι 365. "Αρα τό τρίγωνον ΚΒΓ είναι ισοσκελές καί άρα

ΓΚ--ΓΒ. 'Ομοίως καί τό τρίγωνον ΓΒΑ είναι ισο-

οκελές, διότι γωνΒΓΑ-ΞΞγωνΑ--72», ήτοι ΑΒ-ΞΓΒ.

"Αρα ΑΒ--ΒΓΞΞΙίΓ. ᾿Επειδή όμως ΒΓ διχοτόμος,

θά τέμνη τήν απέναντι πλευράν εις μέρη ανάλογα

τών παρακειμένων πλευρών ήτοι ΚΒ “ΚΕ

᾿Αλλά (ΚΒ}--ΚΑ), (ΑΒ)--(ΚΓ} ότε η προηγουμένη

(ΚΓ) (ΑΓ) . ̓
τκα) (κ) (1) ή (ΚΓ} -

--(ΑΓ) ({Α}, τούτο όμως σημαίνει ότι διά νά ευρε-

θή τό ΚΓ καί διά αυτού καί τό ίσον του ΑΒ, αρκεί

νά διαιρεθή η ακτίς τού κύκλου εις τό μέσον καί άκρον λόγον (χρυσή

τομή). “Ώστε διά νά εύρωμεν τήν πλευράν κανονικού δεκαγώνου αρκεί

νά διαιρέσωμεν τήν ακτίνα εις μέσον καί άκρον λόγον καί νά λάβωμεν

τό μεγαλύτερον τών δύο μερών.

Ο υπολογισμός τής πλευράς (ΑΒ), συναρτήσει τής ακτίνος 1ε, γίνε-

ται ως εξής :

Θέτομεν εις τήν (1).αντί (ΚΑ) -- Κ καί (ΑΓ) -- κ -- (ΚΓ} ότε λαμ:

βάνομεν (ΚΓ} -- κ (κ -- ΚΓ) ή (ΚΓ} -[- Ε (ΚΓ) -- Β’ --0.

Λύοντες τήν δευτεροβάθµιον αυτήν εξίσωσιν ως πρός (ΚΓ} λαμβά.

ισότης γίνεται

Σχ. 147.

νομεν (απορρίπτοντες τήν αρνητικήν τιμήν) ({Γ} -- Ε 15 -:1)

Σελίς 136. ΣΗΜΕἸΩΣΙΣ Β!

Τήν απόδειξιν τών προτάσεων τών σχετικών μέ τήν δεωρίαν τών ορίων δύνατοί

τις νά είρη εις οιονδήποτε σύγγραμμα αλγέθρας.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ | ,

226.-- Η ακτίς κύκλου είναι 1) 10µ. 9) 06 µ. 9) 008 μ. Νά ευρἐή τό
μήδβος τής περιφερείας του. Καί αντιστρόφως νά ευρἐή ή ακτίς του, όταν τό

μήχος τής περιφερείας του είναι : 1) 91,416 μ. 9) 15,108 μ. 9) 195066 µ.

ΑΥΣΙΣ.- ᾿Εφαρμόζομεν τόν τύπον τόν δίδοντα τό μήκος τής
περιφερείας κύκλου ήτοι Γ --2πα ένθα ο π θά λαμβάνεται ίσος πρός
3.1416 καί λαμβάνομεν ᾽

1) Γ--2.3,1416.10 -- 6,2832
2) Γ--2.3,1415,0,6 -- 3,76992
3) Γ--2.,]416. 0,08 --- 0,502656

;Αντιστρόφως.-- Γνωστού όντος τού Γ δυνάμεθα νά λάβωμεν τόΓ
α λύοντες ως πρός αυτό ήτοι α-- Σα

π
31.416 15,708

1) Ω -- -------------- -- 5 . -- ο. -- --- ---! 2. 31416 . ο “τ ρίας 2
1,256

3) '2566 --:0,2α-Ξ5.------------

2. 3,1416
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κ 227.--- Δι περίµετροι δύο ομοίων πανονιλών πολυγώνων είναι 1,12 μ. καί

υδμ. Η περιφέρεια η περιγεγραμπένη περί τό πρώτον πολύγωνον είναι

9 εμ. Πόση είναι ή πεοιφέρεια ή περιγεγραμμένη περί τό άλλο πολθγωνον -

ΛΔΥΧΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι (5 276) ο λόγος τών περιφερειών δύο

κύκλων ισούται μέ τόν λόγον τών ακτίνων τών, αλλά ότι καί ο λόγος

τών ακτίνων ισούται μέ τόν λόγον τών περιμέτρων τών δύο κανονικών

πολυγώνων τών εγγεγραμμένων εις τούτους. ΠΝ

"Αν λοιπόν κληθή Γ τό μήκος τής περιφερείας θά έχωμεν

1.12 2.4 -

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

228.-- Πόσον είναι τό μήκο- τόξου όταν είται 1]α΄--6μ. μ--θθ»,

3} α---µμ.ε--53 30 Ο}α--1}μ.μ---ΜΡ 50 "Ι΄

παμ
ΛΥΣἸΣ.-- Εφαρμόζοντες τόν τύπον 5η» λαμβάνομεν κατά σει-

3.419. 6.952
ράν 1} ----------- -- 3.44544 μι.

180

31416 5.225 Ξ - 31416. . 3344
λ ------------------------------... ---- τ ---2) το -- 7.854 µ. 3] πα 0,38 μ.

22 Το µήηχος τόξου 40" είναι : β5{ α. Νά εθνεύη η πείς πής περωρε-

ΛΥΣΕΣ.  ᾿Εφαρμόζοντες τόν αυτόν ώς άνω τύπον λαμβάνομεν

- - δι

υ 45 Αύοντες δέ ώς πρός α ευρίσκομεν α---]Ώμ..

Σελης Τ41. 5 264- Ποφισµα 2. “

Άν καλέσωμεν Κι. Κ' τά εμδοδά τών δύο κύκλων καί πι, καί ον πάς  αάπππνας

των δά έχωμευ τός απσότητας Κι -- παι" καί Κ.-πα.᾽- Διπιροίνπες πάς [σώπηπας

κ» παν έν ών

τούτος κΌπά μξλπ, Απιμβζουσμηον κ, Τ᾽

ΑΣΚΗΣΈΙΣ

230. Να ειφεθά τό εμβαδόν χί:λσω, τού αποίοε ή) αραίς είπαι 1) διμ»

309 µ, 3) 331 µ η τού οποίου η περιπέφεια είναι 251938 μι.

ΛΥΣΙΣ..-Έφαρμόζοντες τόν τύπον Κ΄--πα’ λαμβάνομεν

Ο 27415 3:--20 2744 τμ. 2) κ--2,1416.1.5:-0 285744 πηι.

3η}κ--314165 021:--η 13854455 τμ. Γνωρίζομεν ότι τό εμβαδάόν καυ-

κλρυ [σούται μέ πό γινόμενον τής περιφερείας του επί τό ήμισυ τής

ακτίνος του ήποι Κ...251328 . κ: ένθα α ή ακείς, ήτις είς τό πρώ-

251328 4.- --, «Φρα α΄. - ΓΕ απ,όλημα δέν εδόθηι καί ήπσις είναι 2΄».1416 2
-- 59} 2556 πι.

-- οάγραιΚ---25,Ι328...
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231 --- Τό ειβαδόν κύκλου τινός είναι 90 τ. μι. Νά ευρἐή η αγτίς αυτού

καί τό μήκος τής περιφερείας του. | --

ΔΥΣΙΣ... Έ 90 ή Ό γ ο νο, µο--- οµεν πα” -- α” -- ηα-- ᾽ σσ Β.
| χομσν η Ί 3,1416 3,1416

232.-- Νά Χατασχευασθή κύχλος έχων επιφάνειαν ίσην πρός τήν διαφο-

οάν ή πρός τό άθροισμα δύο δὀέντων κύκλων.

ΔΥΣΙΣ.-- ᾽Εάν καλέσωμεν α καί β τός ακτίνας τών δοθέντων κύ-

«κλών καί « καλέσωμεν τήν ακτίνα τού ζητουμένου κύκλου θά έχωμεν

διά τήν πρώτην περίπτωσιν πχ’ -- πα’ -- πβ’ (υποτίθεται α”;β).

Ή απλοποιούντες διά π θά έχωμεν ν’--α: --β’. Τό τελευταίον

τούτο μάς δεικνύει ότι η ακτίς « τού ζητουμένου κύκλου θά είναι η μία

τών καθέτων πλευρών ορθογώγου τριγώνου έχοντος υποτείνουσαν τήν

ακτίνα α καί τήν άλλην κάθετον πλευράν ίσην πρός τήν ακτίνα β.

Διά τήν δευτέραν περίπτωσιν θά έχωμεν πχ’: πα” !- πβ: ή χ’ --

-- α’ -- β’ δηλαδή η ν είναι υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου καθέ-

των πλευρών α καί β.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

233.--Εις κύκλον ακτίνος Ι{μ. πόσον είναι τύ εμβαδύν τού τομέως, ού η

“νία είναι 105;

ΛΥΣΙΣ.- ᾿Εφαρμόζοντες τόν τύπων Ό

2,1416.. 10’. 10366 ----- - 8,72 τ.μ.

λαμβάνομεν

8

234.--Κυκλιχκού τομέως 96υ τό ειιβαδόν είναι 3,85975} τ... Νά ευρἐή η
αχτίς τού κύκλου, εις όν ανήκει.

κα”.36
ΔΥΣΙΣ..-. Θά έχωμεν - -- 3853760

ο αν. 3853750.360 365375..10
ΠΤ βπαις 3 πια 122

καί άρα α -- 1226 Ξ- 3,9 μ.

γι ες - 9 3 . ΄ 2 - “ . ΄| 235.--- Νά ευρεθή τό εμβαδόν τμήματος κύκλου αντίνος 3 μ. όταν τό τό-
50ν τού τμήματος είναι 60.

ΔΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή τό τόξον τού τμήματος είναι 60», η χορδή τού
τμήματος θά είναι πλευρά κανονικού εξαγώνου καί συνεπώς θά ισού-
ται μέ τήν ακτίνα ήτοι 2μ. Διά νά εύρωμεν λοιπόν τό εμβαδόν τού
τμήματος αρκεί νά υπολογίσωμεν τόν κυκλικόν τοµέα όστις αντιστοιχεί
εις τό τόξον τού τμήματος καί απ᾽ αυτού νά αφαιρέσωμεν τό εμβαδόν
τού ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς 2μ όπερ σχηματίζεται από τήν χορ:

Όήν τού τμήματος καί τός παρακειμένας ακτίνας. Θά έχωμεν λοιπόν’

Εμβ. κυκλ. τοµέως-- π-2-60 Ξ- όπ Ξ- 3 Ξ τ. μ.
3360 6



2.9 ΝΕ
᾿Εμβαδόν ισοπλεύρου τριγώνου -- -. 27 -- [3τ

: 2
"Αρα τό εμβαδόν τού τμήματος είναι κ. - {5 ---

ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΙ ΤΟΥ Δ΄ ΒΙΒΛΙΟΥ

236.-- ᾽Εάν μία χορυφη κανονιλού πενταγώνου εγγεγρσιιμένου εις κύκλον

συμπίπτει μετά μιάς τών χορυφών χανονιμού εξαγώνου εγγεγραμμένου εις τόν

αυτόν χύχλον, πόσων μοιρών είναι τό τόξον τό οριζόμενον υπό τών δύο αμέ-

σως επομένών »ορυτών :

ΑΥΣΙΣ. "Αν υποθέσωμεν ότι Α, Α, είναι η πλευρά τού εγγεγραμ-

μένου κανονικού πενταγώνου καί Α, Α, η πλευρά τού εγγεγγραμμένου

κανονικού εξαγώνου, τότε Α, Α, θά είναι τό ζητούμενον τόξον.

᾿Αλλά Α, Α, --Α, Α, -Α,Αι-. 725 -- 60’ -- 12” (Διότι η πλευρά τού

πενταγώνου αντιστοιχεί εις τέξον 72» καί η τού εξαγώνου εις τόξον Ε09)

237.-- Νά ευρἐή. ο λόγος τής περιμέτρου ισοπλεύρου τριγώνου περιγε-

γραμμένου περί κύκλον πρός τήν περίμετρον τοί ισοπλεύοου τριγώνου τού

εγγεγραμμένου εις τόν αυτόν χύχλον.

ΔΥΣΙΣ..- Έστω τρίγωνον ΑΒΓ ισόπλευρον περιγεγραμμένον εις

τόν κύκλον Ο καί ΔΕΖ τό αντίστοιχον εγγε-

γραμμένον ισόπλευρον. (Σχ. 148).

᾿Επειδή γωνία Α -- 60”, είναι δέ ΑΖ -- ΑΕ

(ως εφαπτόμεναι εκ σημείου πρός περιφέρειαν)

έπεται ότι τό τρίγωνον ΑΖΕ είναι ισόπλευρον.

᾿Επειδή δε ισόπλευρα είναι καί τά λοιπά τρίγω-

να ΒΖΔ, ΓΔΕ έπεται ότι η πλευρά ΑΒ --2, ΔΕ

ήτοι αι πλευραί τού περιγεγραμμένου είναι δι-

πλάσιαι τών τού εγγεγραμμένου καί συνεπώς καί

λόγος τών περιμέτρων θά είναι 2. Σχ. 148.

«-238.--- Νά ευρεθή ο λόγος τής πεοιφεοείας κύκλου τούς τήν περίμετοον

τού κανονικού εξαγώνου τού εγγεγραμμένου εις αυτόν.

ΔΛΥΣΙΣ..-.. Γνωρίζομεν ότι η πλευρά κανονικού εξαγώνου εγγεγραμ-
μένου ισούται μέ τήν ακτίνα. "Αρα η περίμετρος αυτού είναι 6α (α -- α-

κτίς). ᾿ΑΦφ᾽ ετέρου τό μήκος τής περιφερείας είναι 2πα. Συνεπώς ο λό-

1 2πα π
γος ειναι . Επί τηρητ"

5 | δα 3

- 239.--Δύο τόξα έχουν ίσα μήκη. Τό πρώτον είναι 190 50’ καί τό δεύτε-,

̓ον ου 30’. Νά ευρεύή ή ακτίς τού δευτέρου, όταν ή τού πρώτου. είναι 3,5 μ.

ΔΥΣΙΣ.--"Αν καλέσωμεν « τήν ακτίνα τού δευτέρου κύκλου τότε

τά μήκη τών τόξων θά είναι αντισιοίχως τουύπρώτου

π.2,5.129 30’ ΜΡ π.«. 2030’ τος

Ππτεο---- τού δευτέρου πο δρ ος ᾿Αλλ᾽ εξ υποθέ-

σεως τά μήκη τών τόξων είναι ίσα, άρα
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π.χ.2930᾽ π. 25. 12"30/
Τ805 - 1805 στ δρ

240.--"Εάν ή γωνία τής κορυφής ισοσχελούς τριγώνου είναι 18419, νά δει:

1̓η ότι ή αχτίς τού περί τό τοίγωνον τούτο περιγεγοαμμένου κύκλου είναι

ίση πρός μίαν τών ίσων πλευοών αυτού.

"Έστω ισοσκελές τρίγωνον ΑΒΓ εγγεγραμμέ-

"νόν εις κύκλον Κ᾿ καί ού η γωνΒΑΓ -- 120». Θά ΝΆ
δείξωμενότι ΚΒ--ΑΒ (Σχ. 149). β Γ Γ

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.Φέρομεν τήν ΚΑ ήτις θά είναι -]

κάθετος τή ΒΓ καί διχοτόμος τής γωνίας ΒΑΓ.

᾿Αλλά τότε γωνΚΑΒ -- 60’. "Αρα τότε καί

γωνΚ -- 60 ήτοι τό τρίγωνον ΚΑΒ είναι ισό-

πλευρον ότε ΚΒ--ΑΒ. |

ο Σχ. 149.

241.--- Τό έδαφος δωματίου εστοώ̓η διά πλαχών εγουσών σχήματα Χα-

νονιχού πολυγώνου καί ο αρἰμός τών πλευρών είναι », λ, ο. Νά αποδειχθή

5 1 1 1 1
ότι τος Έλ ΕΞ

- ΔΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι η γωνία πολυγώνου κανονικού δίδεται

υπό τού τύπου. 2 -- - (μ -- αριθμός πλευρών). Εις τήν περίπτωσιν µας

αι γωνίαι τών πολυγώνων τών εχόντων πλευράς κ, λ, ρ θά είναι αντι-

4
στοίχωο 2 4 2

Χ 5 κ ᾽ λ.χ

. 4 ᾽

2 -- Ρ᾽ ᾿Επειδή δέ διά τών γωνιών τούτων

καλύπτεται πλήρως η περί τι σημείον τού επιπέδου επιφάνεια θά πρέπη

1 4
2-..3ι2...3. 12... -- 4 ορθ.

Ά Λ 0

- 4 4 4 4 4 4
Π --- ------ --- ----- ---- ------ -----2 Ώ ΄-- τε -ος } ----.-. --

Ί Χ ά ρ -1 7; Έ λ τ 0 3

ο μις, 1 1 1 1
διαιρούντες δέ αμφότερα τά μέλη διά 4λαμβάνομεν ---- -|-- } η- - Ξ Σ᾽

κ . ρ

242. ΛΥΣΙΣ.-- Έχκοντες υπ όψιν τό σγήμα τού βιβλίου παβατηρούμεν

ότι, άν τεθη ΑΒ -- Ζα τότε γραμμή ΑΒΔ -- πα -|᾽- π: Θα -- όπα, γραμμή

ΑΓΔ -- π- 3α-- πα--ύπα, γραμμή ΑΕΔ -Ξ-π:- δα.

243. ΑΥΣΙΣ.-- Τό τόξον τού λευκού μέρους τό σημειούμενον διά εστι-

γαενης είναι τό έχτον τής περιφερείας τού «ύχλου καί συνεπώς δά είναι

9π:9 3π
σσ Ξ- ην Ολα δέ τά άλλα τόξα τά πεοι»λείοντα λευλά μέρη είναι

ημιπεοιφέρειαι γοαφείσαι μέ διαμέτρους απτίνας τού κύκλου άρα έν τούτων

ν ν 1

̓ά είναι δ᾽ όπ- 1 -- π, δύο δέ τοιαύτα θά είναι 3π Άρα τό μήχος τής
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. τ... τι... άπ Αππεριμέτρου ενός λευκού ̓ά είναι --- |- 3. -- η"

»

244. Η ατόστασι: τών κέντρον δύο ίσον χύκ];υν ισοξτα: πρώς τήν αλτίνατων. Νά ευρἐή τό εμβαδόν της ποινής επισανείας τών :έλλων τούτων.ΛΥΣΙΣ.-- ΕΈστωσαν οι ίσοι κύκλοι Κ καί
ΑΛ διά τούς οποίους δίδεται ότι, ό διάκεντρος
των ίοε-ται πρός τη ακτίτα, Ίτοι ή περιφέ-
Ρειτ τού ενός ξιέοχετα: δια τεύ κέντρου τού
Έτερος (Σχ- 151). Ζητοζμεν ια ο πολογίσωμεν
τώ εμβαδόν τού μέσους ΑΒ ΛΑ ικαμπυλό-

ΌτοΥράαμςι]. Φέοομεν πρός τ τήν ΑΒ, τις
είναι κάβετος τώ διαπεέντο.. αλ. Επειδήή ΑΒ
είναι κοινή χορδή δύο ίσων εν ών Επεταυ Σχ. 15Ο.
ό: τά δύο κυκλικά τω]ματα ΆΡΏΛ κοί
ΛΕΒΗ είναι ίσα. ᾿Άσκεί λο:πόν νά υπολογίσωμεν τό έ» εξ αυτών. Σ0-ρβΌεε5 τότε τές ΚΆ καί ΜΒ καί παρατπρούμεν ότ: τό τμήμα ΑΡΒΑ
είια: δ.αφορά τού κικλικού τομέως ΚΑΛΒ καί τες πριν τώνου ΑΝΚΒ.
2 τό εμβαδώών τεύ κοκλικού ταµεως ΠΑΆΛΒ--

α”. Ισο πας . ̓ . ν ηΜΕΝ ΞΞ --- τάν αα -- Φητίς, | διότι χων ΑΒ -- η2ών ώς- 9, ᾽

έκπγασσια τής γα ΑΚΑ -- 56 Έγεκας τού ισοππεύρου πριγώνσω ΑΚΑ {αυ
πλειΏζι ίπσι Ως ακπίνεερ]- Τ9 δέ ενβαδών τού πρηγώωνσυ [4ΑΒ ---

Ι πω α ατή κ---α { 3.  Ξτ- «υυτε ΑΒ -- πλευρά ισοπλεύρου έγγε-
Ιβαομμενος προς ου Β---15Λ.» καί Κ--απόστημαι).'

Σινεπάντ εμώ. πα). τωτω Δρβλς ---..- Στ.
3 Φ

"Άρα έωβ. ΑΚΒΛΑ. 2. δα π- 3/3) υπ 3/3).επ τος, ΝΙΝ 6 "245. Νώ ε"φεθη τώ εμβαδών τμήμιαπος Ζά-
Ζχωε αμπίτως παν ή παοφδήήτας είνοα 1) πΆσιν-
ρα εγοεγοσημμέπατ υφπσλμεέφσωοπφιγιώπου -εαώ 3]
αΆπεοαι Εγγεηομμένων" τεπρσώσυ-

ΛΥΣΗΣ. "Έκαστον τµήµα είναι δισφεριάι
τού ανπισταίχου κωελικού ποµέως καί τού τρι-
γώνωυ πού άχαντως βάσιν τήν Ισρδήν πού
τμήγιστος. Άρα Θά έχωμεν. Διά τό πρώτον.
(Σχ- 151]. Αν καλέσωμεν. Ο τό κέντρων
τού κόκλσυ ικπί ΑΒ τήν πλιευράν τού ισοπλε-
ρου τριγώνου τώτε εμίβ. κεωκολ..«μήν. ΑΛΒΓ--
Ξ-ξιμ(... κοκ. τομ. ΟΑΓΓΒ,--- έμβ. τρι» ΌΑΙΒ--πα αγ τοςοΗ3 αλ.
καί ΟΛ) -- |
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Διά τό δεύτερον : "Αν ΔΕ. η πλευρά τού τετραγώνου θά είναι εμβ.

κυκλ. τμήμ. ΔΘΕΖ -- εμβ. κυκλ. τομ. ΟΔΖΕ -- εμβ. τριγ. ΟΔΕ --

ο πα” 1 ΥΣ αί 2 ο πα” 2α’ πα”--οα”

ΠΣ 2 2: 4 4. 4

246.--- Μέ χέντρα τάς ορτίας (ή τάς περιττάς) χοουγάς «ονονιχού εξαγώ:
᾿

. ΄ - 2 . - . ”

νου εγγεγραμμένου εις κύκλον ακτίνος α γραίρομεν τρια τό-Ξα έντος τον :ν-

.λου κείµενα «αί περατούμενα εις τήν περιφέρειαν αυτού. Χά ευρεθή τό εμ-

βαδόν τών ούτω σγηματιζομένων τριών φύλλων.

ΔΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή όλοι οι γραφέντες κύκλοι

είναι ίσοι. έπεται ότι τά τρία φύλλα αποτελούν-
Α

ται από 6 κυκλικα τμήματα. έκαστον τών οποίων ή σα 8

είναι ίσον πρός τό κυκλικον τμήμα ΒΓΝ (σχ. 132). 2

᾿Αρκεί λοιπόν νά υπολογίσωμεν τό κυκλ. τμήμα

ΒΝΓ καί. νά τό επαναλάβωμεν εξάκις. β

Τούτο όμως είναι διαφορά τού κυκλικού το-

μέωε ΟΒΝΓ καί τού τριγώνου ΌΒΓ ήτοι μέ Γ

9 Ή ΝΕ
-ξ- ο. "Αρα τό εμβαδόν τών, τριών φύλ- Ε

λ ί 6 πα: α Τη άο... 1-}.
Ων είναι 6 4 Σχ. 154.

247.--- Γοείς κύκλοι ακτίνος α εγάπτονται εξωτεριχώς ανά δύο. Νά εύ-

ρἐή τό εμβαδόν τής επιφανείας, ήτις περιέχεται μεταξύ τών περιιρεθειών

τών κύκλων τούτων.

ΛΥΣΙΣ.-- Ενούμεν τά κέντρα τών ίσων κύκλων (Σχ 153) καί σχη-

ματίζομεν τό τρίγωνον ΚΛΡ, εκόστη πλευρά τού

οποίου θά διέρχετσι διά τού σημείου οφής (ώς

διάκεντρος κύκλων εφαπτομένων). Διά νά υπο-

λογίσωμεν λοιπόν τήν επιφάνειαν ΑΒΓ τήν πε-
ριεχομένην μεταξύ τών περιφερειών τούτων αρ-
κεί νά εύρωμεν τό εμβαδόν τού τριγώνου καί
νά αφαιρέσωμεν από τούτου τούς τρείς κυκλι-
κούς τομείς. ᾿Αλλά τό τρίγωνον ΚΛΡ είναι ισό-

Σχ. 159. πλευρον πλευράς 2α, οι δέ κυκλικοί τομείς είναι

προφανώς ίσοι.
"Αρα θΊ έχωμεν εμβαδόν καμπυλ.τριγώνου ΑΒΓ -- εμβ. τριγ.ΚΛΡ--

᾽ Φα) ΚΚ3. πα” .. 3
--3 εμβαδ. κυκλ. τομ. ΑΚΒ -- (2413 --3 πο. -κα’}3 -- νο. : 4 6 2

--. ή » ΄ , ο 5. ο, ε . ..- : . ΄ ᾿᾽ 248. Η επιφάνεια η μεταξύ δύο. υμοχέντρων χύχλων περι) αμβανομένη
είναι ισοδύνωιος μέ κύχλον, ο οποίος έχει αχτίνα τήν εφοπτομένην τής ιν

̓ ΄ ’ - Ε ε ΄ .: - ” ᾽ Νκροτέρας περιφερείας, η οποία άγεται εκ τού τυχόντος σημείου τής άλλης.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- "Αν φέρωμεν τάς ΚΑ καί ΚΒ καί καλέσωμεν
({Α}Ξ5Ξ4 καί (ΚΒ}--α τάς ακτίνας τών. κύκλων (Σχ. 154), η μεταξύ των
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επιφάνεια θά είναι πΑ’--πα’-Ξ π(Α’--α’). ᾿Αλλά Αί--αίξ(ΑΒ)” (λόνω

τού ορθογωνίου τριγώνου ΜΒΑ), ότε η μεταξύ των επιφάνεια θά είναι

π(ΑΒ)’ δηλαδή ίση μέ τήν επιφάνειαν τού κύκλου

τού έχοντος ακτίνα τήν εφαπτομένην ΑΒ,

249.--"Εάν επί τής υποτεινούσης ΒΓ οῤογωνίου

τοιγώνου ΑΠΡ, ως επί διαμέτρου, γραφή ημινκύλλιον

περιέχον αυτό γαί επί τών όλλων δύο πλευρών ημικύ-

Α ηλια εχτός τού τριγώνου, τά µέρη τών ημιχυκλίων τού-

τών τά εχτός τού πρώτου γείµενα (ότινα λέγονται μη-

Σχ. 154. νίσκοι τού Ιπποκράτους) έχουν ά̓ροισιια τό τρίγωνον.

ΛΥΣΙΣ.-- 'Ο μέ διάμετρον τήν υποτείνουσαν γραφόμενος κύκλος
; ΒΓν’ γ

έχει εμβαδόν π (-, ) ΤΙ ” (Σχ. 155). Οι δέ μέ διαμέτρους τάς

καθέτους πλευράς γραφόμενοι κύκλοι έχουν εμβαδά αντιστοίχως

ΑΒΝ: (ΑΒ ΑΓ κ (ΑΓ -}- μμ δν πρ Ε
2 ) όν πο )-

᾿Αλλά είναι νωστόν ότι ήν αγ 1ίαγρ τά

ί πολ᾽.απλασιάζοντες αμφότερα τά μέλη επί ό

---α λαμβάνομεν - -τ {δος (Αθ μπι}. /

Συνεπώς καί τό ημικύκλιον ΒΖΑΗΓ -- μέ Β Γ

ημικ. ΒΔΑ--ημικ, ΑΕΓ, Σχ. 155.

Ή τρι/ΑΒΓ΄1-κυκλ. τμ. ΒΖΑ--κυκλ. τμ. ΑΗΓ--

Ξ-μηνισ. Ει-ι-κυκλ.τμ.ΒΖΑ-μηνισ.ξ»-Γκυκλ.τµ ΑΗΓ.Διαγράφοντες δέ από

τών μελών τής ισότητος τά ίσα λσμβάνομεν τριγΑβΓ--μηνισ.Ε,--μηνισ Εν.

250.-- 'Εάν εις ορδογώνιον καί ισοσκελές τρίγώ-

νον περιγοαφή κύκλος χοί έπειτα μέ «κέντρον τήν

χορυφήν τής οὀής γωνίας καί αλτίνα μίαν τών χα-

̓έτων πλευρών, γραφή άλλος :ύλλος, τό εκτός τού-

του χείμενον. μέρος τού πρώτου είναι ισοδύναμον

με τό τρίγωνον,

ΛΥΣΙΣ.--᾽Εάν καλέσωμεν α τήν μίαν τών

ίσων καθέτων πλευρών τού τριγώνου ΑΒΓ

(Σχ. 156), η υποτείνουσα αυτού είναι αί2. Τό

Σχ. 166. εμβαδόν τού τομέως ΑΓΕΒ ισούται μέ τό τέ-
᾿ - , ο . πα” .

ταρτον τού κύκλου ακτίνος α ήτοι Γ᾽ Τό δέ

ο Β 3 - ΠΊ 3

εμβαδόν τεύ ημικυκλίου ΓΒΖ είναι -- -π (5) -- (α12) Ξ-

ΤΣ «Συνεπώς παρατηρούμεν ότι ο κυκλ. τομεύς ΑΓΕΒ ισούται μέ τό

ημικύκλιον ΓΖΒ, ᾿Αλλά ο μέν τομεύς αποτελείται από τό τρίγωνον

ΑΒΓ καί τό κυκλ. τµημ, ΓΕΒ, τό δέ ημικύκλιον από τόν μηνίσκον Ει

καί τό κεκλ. τμήμα ΓΕΒ. "Αρα τό τρίγωνον ΑΒΓ--μηνισ. Ε,,



ΒΙΒΛΙΟΝ Ε.,

ΣΤΕΡΕΟΜΕΤΡΙΑ
ΘΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΕΥΘΕΙΩΝ δι. ΕΤΙΤΕΔΩΝ

Σελίς 146. 6 282. ΠΟΡΙΣΜΑ 1.--;Τό επίπεδον τούτο είναι τό οριζόμενον υπό τριών

σημείων, ών τό έν είναι η τομή Α τών ευδειών, τά δέ δύο άλλα είναι τά Β καί Γ, τά

οποία κείνται επί εκάστης τών ευδειών αντιστοίχως. "Αρα διά δύο ευδειών τεμνομένων

διέρχεται έν επίπεδον αφού εκάστη τών ευδειών τούτων ως έχουσα δύο κοινά σημεία

µετά τού επιπέδου δά κείται επ᾽ αυτού.

Σελίς 146. 6 250. ΠΟΡΙΣΜΑ 32.-- Γνωρίζομεν ότι δύο ευδείοι διά νά είναι παράλλη-

λοι πρέπει νά κείνται επί τού αυτού επιπέδου. Δυνάμεδα λοιπόν νά οπαντήσωμεν αμέ-

σως: εξ ορισμού. Δέν υπάρχει άλλο επίπεδον διερχόμενον διά τών ιδίων παρολ-

λήλων, διότι τότε τά δύο επίπεδα δά είχον τρία κοινά σημµεία, τό έν επί τής μιάς καί

τά δύο επ] τής άλλης τών παραλλήλων.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ: 251.-- Ευθεία πινουμενη καί ή οποία διέρχεται διά σταθερού

σημείου Α λαί τέμνει ευθείαν μή περιέχουσαν τό Α ουθά(ει επι(άνειαν

επιπέδου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι τό σημείον Α καί η ευθεία η μή

περιέχουσα τό Α ορίζουν τήν θέσιν ενός επιπέδου. Εις εκάσττν θέσιν η

κινουμένη ευθεία ως έχουσα πάντοτε δύο κοινά σημεία μετά τ’.Ο επιπέ-

δου θά κείται επ᾽ αυτού.

252.-- Ποίαν επιφάνειαν γυάφει εὐεία γοαμιιή χινουμενη ούτως ώστε

νά τέμνη περιφέρειαν κύκλου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι ο κύκλος είναι εξ ορισιιού σχήμα

επίπεδον, η κινουμένη λοιπόν ευθεία τέμνουσα πάντοτε τήν περιφέρειαν

τού κύκλου εις δύο σημεία θά κείται πάντοτε επί τού ετιπέδου τούτου
καί συνεπώς κινουμένη γράφει τό επίπεδον τού κύκλου.

Α 253.-- Τρείς ευθείαι γραμιιαί, ε: τών ο-

ποίων εχάστη συναντά τάς άλλας δύο, ορίζουν

τήν θέσιν ενός επιπέδου ή διέρχονται διά τού

αυτού σημείου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Αι τρείς ευθείαι ΑΒ,
(6) Ρ ΑΓ, ΒΓ (Σχ. 157α)τεμνόμεναι ανά δύο

ορίζουν τρία σημεία τά Α, Β, Γ, τά οποία

μή κείμενα επ᾽ ευθείας ορίζουν ως γνω:

στόν τήν θέσιν ενός επιπέδου. 'Εκάστη δέ
τών ευθειών κείται επ᾽ συτού ως έχουσα
δύο κοινά σημεία μετά τού επιπέδου τού:
του. Αν δέ αι ευθείαι έχουν κοινόν ση:
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μείον π. χ. τό Ο ως εις τό (Σχ. 157β) τότε θά υπάρχουν τρία επίπεδα

τά ΟΑΒ, ΟΑΑΓ, ΟΒΤΓ. (Αι τρείς ευθείαι δύνανται νά κείντα! καί επί ενός

επιπέδου καί νά διέρχωνται διά τού Ο).

Ζελίς 148. 8 295.- ΠΟΡἸΣΜΑ 1.-- "Έστω ευδεία χγ καί σημείον Ο κείμενον επ᾽ αυ-

τής (Σχ. 158). Θά δείξωμεν ότι άγεται είς τό Ο επίπεδον κα-

̓ετον επί τής Χγ καί έν μόνον. Πρός τούτο φέρομεν είς τό Ο Σ Ξ

τάς καδέτους ΟΑ καί ΟΖ επί τής χγ καί πρός τυχούσας διευ-

δύνσεις. Αύται τεμνόμεναι περί τό Ο ορίζουν τήν δέσιν Β

τού επιπέδου (Ρ). Επειδή δέ η χγ είναι κάδετος επί δύο

τεμνομένας ευδείας αυτού καί Εις τήν τομήν των δά είναι

κάθετος επί τό Ρ.Ώστε ήχδη εις τό Ο καί επί τής χγ κόδε-

τον επίπεδον. Δέν υπάρχει άλλο κάδετον επίπεδον επί τής χγ
καί εις τό αυτό σημείον Ο, διότι άν δεχ̓ώμεν ως τοιούτον καί
τόΣ, τότε τό υπό τής χγ καί τής ΟΑ οριζόμενον επίπεδον

ΧΌΑ δά τµήση τό νέον επίπεδον Σ κατά τήν ΟΒ, εφ᾽ ήν

η χγ δο είναι κάθετος, διότι η ΟΒ διέρχεται διά τού πο- γ

δός τής καδέτου κγ επί τό Σ. ᾿Αλλά τότε αι ΟΑ καί 08 Σχ. 1586.

κείµεναι επί τού αυτού επιπέδου είναι κάθετοι επί τήν αυ-

τήν ευθείαν χγ καί εις τό αυτό σημείον, όπερ είναι άτοπον. "Αρα έν καί μόνον εέπί-
πεδον άγεται κάδετον τή χγ είς τό Ο,

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.-- 254.-- Πάσω πλαγία ευθεία πρός επίπεδον είναι κάθετος

της, μία δέ καί μόνη τοιαύτη εύὐεία υπάρχει:
"Εστω ευθεία ΑΒ πλαγία πρός τό επίπεδον

Π (Σχ. 159). Θά δείξωμεν ότι υπάρχει επί τού

επ'πίδου Π ευθεία, εφ᾽ ής η ΑΒ είναι κάθετος
καί ό:ι τοιαύτη ευθεία υπάρχει μία μόνον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι, άν υπάρ-
χη μία τοιαύτη ευθεία κάθετος επί τήν ΑΒ

εις τό Β καί κειμένη επί τού Π, θά πρέπη
αύτη νά κείται επί τού επιπέδου, τό εποίον

άγεται κάθετον τής ΑΒ εις τό Β δηλ. επί τού Ρ. Φέρομεν λοιπόν τό επί-

πεδον Ρ κάθετον τή ΑΒ εις τό Β (8 295), όπερ ως έχον έν κοινόν ση-

μείον μέ τό Π θά τέμνη τό Π κατά τινα ευθείαν «ιν. ᾿Επί ταύτην η ΑΒ
είναι κάθετος, αφ᾽ εύ η χν είναι ευθεία τού Ρ επί: τού οποίου η ΑΒ

είναι κάθετος. Δέν υπάρχει άλλη ευθεία χ’ν΄ τού Π εφ᾽ ήν η ΑΒ νά

είναι κάθετος, διότι άν ήτο αύτη κάθετος καί επί τάς δύο, θά ήτο κά-

θετος καί επί τό επίπεδον Π, όπερ αντίκειται εις τήν υπόθεσίν μας,

επειδή η ΑΒ εδόθη πλαγία πρός τό Π. |

Σχ. 109.

255. Τρείς ευθείαι έχουσαι έν χοινόν σηιιείον καί κάθετοι ανά δύο δέν

χείντον επί τού. αυτού επιπέδου, εκάστη δέ τούτων είναι κά̓ετος επί τό επί-

;3εδον τό οριζόμενον υπό τών δύο άλλων,

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--᾽Αναφερόµενοι εις τό σχήμα 157β παρατηρούμεν ότι

άν αι ευθείαι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ είναι κάθετοι ανά δύο, υποτεθή δέ ότι η

ΟΑ κείται εις τό επίπεδον τό οποίον ορίζουν αι ΟΒ καί ΟΓ, τότε θά

᾿είχομεν εις τό αυτό σημείον Ο τής ΟΓ δύο καθέτους επ᾽ αυτήν τάς

ΘΑ καί Ο8Β καί εν ενί επιπέδω, όπερ αντιβαίνει εις. τά ήδη γνωστά εν

τή επιπ-δημετρία. "Αρα αι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ κείνται ανά δύο εις διάφορα
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επίπεδα. Είναι δέ εκάστη τούτων κάθετος επί τό επίπεδον τό οποίον

ορίζουν αι δύο άλλαι διότι είναι κάθετος επί εκάστης τούτων (εξ υπο-

θέσεως) καί εις τήν τομήν των.

Σελίς 151. ς 202. ΠΟΡΙΣΜΑ 1.-- Διότι άν υποδέσωμεν ότι ήγοντο δύο κόδετοι εκ

τού σημείου επί τό επίπεδον, αύται δά ήσάν παράλληλοι, τό οποίον αντιθαίνει είς τήν

υπόδεοίν µας ήτις δίδει ότι άγονται εκ τού αυτού σημείου.

Σελίς 151. 6 203. ΠΟΡΙΣΜΑ 2.- Έχοντες υπ’ όψιν τό οχήμα τής Ε 200 τού 6ι-

θλίου παρατηρούμεν ότι εις τό οῤογώνιον. τρίγωνον ΑΕΔ εάν ΑΕ είναι κάδετος επί

τό επίπεδον (ΜΝ), η δέ ΔΕ κάδετος επ] τήν τυχούσαν ευδείαν ΒΓ τού επιπέδου, τότε

καί η ΑΔ δά είναι κάδετος τή ΒΓ. Πράγματι άν διά τού ποδός Ε τής καδέτου ΑΕ

αχδή η ΗΖ παράλληλος τή ΒΓ τότε αύτη δά είναι κόδετος έπ] τήν ΑΕ καί τήν ΕΔ,

ευδείας τού τριγώνου ΑΕΔ, άρα καί επί τό επίπεδον ΑΕΔ. Τότε όμως καί η παράλλη-

λος τή ΑΕ, ή ΒΓ, δά είναι καί αυτή κάδετος τώ επιπέδω ΑΔΕ καί συνεπώς καί επί πά-

σαν εύ̓εζταν αυτού διερχομένην διά τού ποδός τής καδέτου ταύτης. Μία όμως τοιαύτη

ευθεία είναι η ΑΔ. "αρα η ΑΔ είναι κάδετος τή ΒΓ. Ευκόλως δέ οποδεικνύεται ότι :

«Αν η ΑΕ κάδετος επί τού ΜΝ καί ΑΔ κάδετος τή ΒΓ δα είναι καί ΕΔ κάδετος

τή ΒΓ». Κοί ότι : «Αν ΑΔ κάδετος τή ΒΓ καί ΕΔ κάδετος τή ΒΓ, κείται δέ η ΒΓ καί

ΕΔ επί τού αυτού επιπέδου ΜΝ, τότε η ΔΕ δό είναι κάδετος τώ επιπέδω ΜΝ».
Τά ανωτέρω αποτελούν τό καλούμενον Ρ̓εώρημα τών τριών καδέτων.

Σελίς 152. 8 δ04. ΑΙ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΙ ΠΡΟΤΑΣΕἸΣ.-- 1) Διότι άν ήτο μία άλλη µικρο-
τέρα, τότε: δά ήτο η πλαγία μικροτέρα τής καδέτου. 2) Διότι άν απείχον όνιοον κοί

αι πλάγιοι δά ήσαν άνισοι, όπερ αντιθαίνει είς τήν υπόδεσιν, ήτις δίδει ότι είναι ίσαι,

3) Οι πόδες απέχουν άνισον, διότι άν απείχον ίσον καί αι πλάγιαι δά ήσαν ίσαι
όπερ αντίκειται τή υποδέσει. 'Ο πούς δέ τής μεγολυτέρας απέχει περισσότερον, διότι

άν απείχε ολιγώτερον δά ήτο η πλαγία ούτη καί η μικροτέρα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:-- 256.-- ᾿Εάν ευθεία στρέφεται περί άξονα μένουσα παρά}:

ληλος πρός αυτόν, δύο οιαιδήποτε ̓έσεις τής εὐείας είναι παράλλη]οι.

ΑΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Διότι αι δύο διάφοροι θέσεις τής ευθείας θά είναι

παράλληλοι πρός τόν άξονα καί συνεπώς καί μεταξύ τών παράλληλα,

257.-- "Εκ τών σημείων τής ευθείας ΑΒ άγονται χά̓ετοι επί τό επίπεδο
Π. Τί είναι μεταξύ τών αι κά̓ετοι αύται ; καί επί ποίας επιφανείας χείνται;

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Αι κάθετοι ΑΔ, ΕΖ, ΗΘ ως κάθετοι. επί. τό αύτ
επίπεδον θά είναι παράλληλοι (Σχ. 160). Κείν-

ται δέ πάσαι επί τού επιπέδου, τό οποίον Αβ
ορίζει η ΑΒ καί μία τών καθέτων π. χ. η ΑΔ. 6

Ποάγματι εκάστη τών καθέτων τούτων, η
αγομένη εκ σημείου τινός τής ΑΒ θά τέμνη

τήν ΑΒ καί συνετώς θά πρέτη νά κείται επί

τού επιπέδου τών ΑΒ καί ΑΔ, διότι όν δέν

έκειτο, π. χ. η ΕΖ, επί τού επιπέδου τούτου,

τότε η ΕΖ καί ΑΔ ως παράλληλοι θά ώριζον

τήν θέσιν ενός άλλου επιπέδου επί τού οποίου Σχ. 160
θά έκειτο η ΑΔ καί η ΑΕ (δηλαδή η ΑΒ), άρα ταύτα θά συνέπιπτον.

258..--"Όταν ευθεία είναι παράλληλος πρός επίπεδον όλα τά σημεία τ

εὐείας αυτής απέχουν εξ ίσου από τού επιπέδου. Τί λέγεται λοιπόν άπι

στασις ευθείας από επιπέδου, ποός τό οποίον είναι παράλληλος ;
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ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ.-- Έστω ευθεία ΑΒΓ παράλληλος πρός τό επίπεδον

Ρ (Σχ. 161) καί Αα, Ββ, Γγ αι κάθετοι επί τό επίπεδον εκ τών σημείων

Α, Β, Γ. ᾿Εδείχθη προηγουμένως ότι αι κάθετοι αυταί είναι παράλλη-

λοι καί κείνται επί τού αυτού επιπέδου ΑΓγα. Τό επίπεδον τούτο τέ-

μνει τό Ρ κατά τήν ευθείαν αγ πρός τήν οποίαν η «ΑΓ θά είναι παράλ-

ληλος, διότι άν είχον κοινόν σημείον, επί τού επιπέδου των, τούτο ως

ανήκον εις τήν αγ, ήτις κείται συγχρόνως καί

ΒΓ επί τού επιπέδου Ρ θά ήτο κοινόν τής ΑΓ

καί τού επιπέδου Ρ, όπερ άτοπον διότι η ΑΓ

υπετέθη παράλληλος πρός τό Ρ, ᾿Αφού λοι-

πόν ΑΓ παράλληλος τή αγ έπεται ότι τά

σχήματα ΑΒβα, ΑΓγα είναι παραλληλόγραμ-

4 ε 1 μα καί συνεπώς είναι Αα -- Ββ -- ΓΥ. Βάσει

τούτου καλούμεν απόστασιν ευθείας παραλ-

Σχ. 161. λήλου πρός επίπεδον, τήν απόστασιν τυχόν-

' τος σημείου τής ευθείας από τού επιπέδου.

Σελίς 152 5 207.-- ΠΟΡΙΣΜΑ 1.-- Έχοντες υπ᾽ έψιν τό σχήμο τού θΘιθλίου 8 306

παρατηρούμεν ότι άν η ΑΒ έτεμνς την [Δ τότε η Τομή

αυτή δά εγίνετο επί τού επιπέδου ΜΝ (διότι η ΓΔ δό Αα 8

κείται όσον καί άν προεκταδ̓ή επί τού επιπέδου), ήτοι

η ΑΒ δο έτεμνε τό ΜΝ, όπερ αντιθαίνει είς τήν υπό-
δεσιν, καθ’ ήν η ΑΒ είναι παράλληλος πρός τό ΜΝ.

Σελίς 152 Ε 208.-- ΠΟΡἸΣΜΑ 2.- "Ας υποδέσωμεν

ότι η ΓΕ αγομένη εκ σημείου Γ τού επιπέδου Π καί

παράλληλος τή ΑΒ δέν κείται επί τού Π (Σχ. 1ό2).

Τότε επειδή ΑΒ καί ΓΕ πορόλληλοι, ορίζουν τήν δέσιν

τού επιπέδου Σ, όπερ δά τμήση τό Π κατά τήν ΓΔ /πή

παράλληλον τής ΑΒ (6 307). ᾿Αλλά τότε πάσαι αι ευ- -

δείαι Α8Β, ΓΕ, Γά κείνται επί τού αυτού επιπέδου καί Σχ. 162.

όρα δά έχωμεν εκ τού Γ δύο πορολλήλους, τήν ΓΕ καί ΓΔ πρός τήν ΑΒ, όπερ αντιδαί-

νει εις τό Ευκλείδειον αίτημα.

Σελίς 156 6 315.-- ΠΟΡΙΣΜΑ.-- διότι αι κάδετοι αυταί είναι πάράλληλοι, ως παρόλ-

ληλοι δέ μεταξύ παραλλήλων επιπέδων δά είναι ίσαι.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.--|259. Διά δὀέντος σημείου νό αχ̓ή επίπεδον παοάλληλον α)

ποός δοθείσαν ευθείαν καί β) πρός δύο δοθείσας εὐείας, αι οποίαι ούτε τέ-

µνονται, ούτε είναι παράλληλοι.(Καί όποται καλούνται ασύμβατοι)

ΛΥΣΙΣ.-- α) Πρός τούτο φέρομεν διά τού δοθέντος σημείου ευ-

θείαν παράλληλον πρός τήν δοθείσαν ευθείαν. Τότε πάν επίπεδον διερ-

χόμενον διά τής ευθείας ταύτης θά είναι παράλληλον πρός τήν δοθεί-

σαν ευθείαν επειδή αύτη θά είναι παράλληλος πρός μίαν ευθείαν τού

επιπέδου. β) Διά τού δοθέντος σημείου φέρομεν δύο ευθείας παραλλή-

λους αντιστοίχως πρός τάς δύο δοθείσας ευθείας. Αι ευθείαι αυταί ως

έχουσαι έν κοινόν σημείον, δηλαδή τό σημείον εξ ού άγονται, ορίζουν

τήν θέσιν ενός επιπέδου τό οποίον είναι παράλληλον πρός αμφοτέρας

τάς δοθείσας ευθείας.

260.--- Δι᾽ εκάστης ε: δύο δοθεισών ευθειών νά αχθή επίπεδον παράλ,

ληλον πρός τήν άλλην.
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ΑΥΣΙΣ.--: "Έστωσαν αι ευθείαι (ε), (ε) (Ζχ. 163,, αι οποίαι υποτί-

θενται ότι ούτε τέμνονται ούτε είναι παράλληλοι. Διά νά φέρωμεν διά

( τής (ε) επίπεδον παράλληλον πρός τήν (ε’), σύρο-

, μεν από τυχόν σημείον τής (ε) π.χ. τό Ξ τήν ΕΖ

4 παράλληλον τή (εΊ. Τότε αι (ε) καί ΕΖ τεμνόμε-

γά..3., ναι ορίζουν τήν θέσιν ενός. επιπέδου όπερ είναι τό

ζητούμενον, διότι η (ε) είναι παράλληλος πρός

αυτό, ως παράλληλος πρός μίαν ευθείαν αυτού

(Φ) / τήν ΕΖ. "Ομοίως εργαζόμεθα άν θέλωμεν νά φέ-
------------ '..........'.'''.---. « -

μ. ρώμεν διά τής (ε) επίπεδον παράλληλον τή (ε).

Σχ. 168 Σύρομεν τήν ΗΘ παράλληλον τή (ε) κλπ.

261.---᾽Εάν ευθεία χαί επίπεδον είναι κάδετα επί τήν αυτήν ευθείαν,

είναι μεταξύ των παράλληλα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Έστω η ευθεία ΑΒ καί τό επίπεδον Π κάθετα αμ-

φότερα τή ευθεία ΒΓ (Σχ. 164). Θά δείξωμεν ότι η ΑΒ καί τό Π είναι

παράλληλα. Πρός τούτο παρατηρούμεν ότι η ΑΒ β

καί ΒΓ ορίζουν τήν θέσιν ενός επιπέδου τό οποίον ΒΗ

θά τμήση τό δοθέν Π κατά τινα ευθείαν π. χ. τήν

ΓΔ. ᾿Αλλά τότε επειδή η ΒΓ είναι εξ υποθέσεως:

κάθετος τώ ΙΙ], θά είναι κάθετος καί πρός τήν ΓΔ,

επειδή δέ αι ΑΒ καί ΓΔ κείνται επί τού αυτού επί-

πέδου καί είναι καθετοι τή ΒΓ θά είναι παράλλη-

λοι, ήτοι η ΑΒ είνοι παράλληλος πρός μίαν ευ-

θείαν τού επιπέδου Π, συνεπώς θά είναι παράλ- ᾽

ληλος καί πρός τό επίπεδον. ᾿Εδείχθη ούτω ότι η Σχ. 164.

ΑΒ καί τό Π είναι παράλληλα.

ο 9β2.-- ᾿Ιιάν δύο γωνίαι μή Μείµεναι επί τού αυτού επιπέδου έχουν δύο

μέν πλευράς αυτών παραλλήλους γαί υμορρόπους, τάς δέ δύο άλλας παραλ.-

5 λήλους καί αντιρρόπους. αι «ωνίαι αύται

είναι παραπληρωµατικαί.

"Έστωσαν αι γωνίαι ΑΒΓ καί ΔΖΗ

(Σχ. 165), αι οποίαι έχουν τάς πλευράς

τών παραλλήλους καί τάς μέν ΑΒ καί ΔΖ

ομορρόπους τάς δέ ΒΙ καί ΖΗ αντιρρό-

πους. Θά δείξωµεν ότι είναι παραπληρω-

Σχ. 165. ματικαί ήτοι γωνΑβΒΓ-Ι-γωνΔζΙΗ--2όρθ.

ΑΠΟΔΕΙΞ.ΙΣ.--- Προεκτείνομεν τήν ΓΒ πρός τό μέρος τής κορυφής

Β καί σχηματίζομεν τήν γωνίαν ΑΒΕ, ήτις θά έχη πλέον τάς πλευράς
της παραλλήλους καί ομορρόπους πρός τάς πλευράς τής γωνίας ΔΖΗ.

᾿Αλλά αι γωνίαι αυταί κατά τό θεώρημα (8 317) είναι ίσαι καί τά επί-

πεδα εφ᾽ ώνκείνται είναι παράλληλα. Επειδή όμως γωνΑβΓ-ι-γωνΑβΕ--

--2ορθ. έπεται ότι καί γωνΑβΓ--γωνΔδζΗ--2ρορθ.

263.--’Εάν δύο ευθείαι τέµμνωνται υπύ παραλλήλων επιπέδων ναί τά τμή-

ματα τής μιώς τά περιεχόμενα μεταξύ τών επιπέδων τούτων είναι ίσα μεταξύ

τών, ̓ά είνσι μεταξύ τών ίσα καί τά αντίστοιχα τιήµατα τής όλλης.
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ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ. - Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα καί θεώρημα τής

ΔΗ

ΗΓ
γου είναι ίσοι ήτοι ΒΕ--ΕΑ τότε θά πρέπη καί οι όροι τού β’ λόγου νά

είναι ίσοι ήτοι ΔΗ--ΗΓ. ᾿

᾿ - ες ας ο Β κ
3 318 παρατηρούμεν ότι άν τής αναλογίας Ες Ξ- οι όροι τού α΄ λό-

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:- 264. Πότε η προβολή ευθείας επί επίπεδον δέν είναι ευθεία;

ΑΠΑΝΤΗΣΙΣ.--"Οταν η ευθεία είναι κάθετος επί τό επίπεδον, ότε

η προβολή αυτής είναι σημείον.

-. 965.--Η ευθεία ή παοάλληλος πρός επίπεδον καί ή προβολή της επ᾽

αυτό είναι ίσαι.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--"Έχοντες υπ’ όψιν τήν άσκησιν 258 παρατηρούμεν
ότι τό σχήμα όπερ ορίζεται υπό τής ευθείας, τής προβολής καί τών κα-

θέτων ειώςτών άκρων τής δοθείσης ευθείας είναι ορθογώνιον καί συνε-

πώς η προβολή ισούται μέ τήν ευθείαν.

266.-- Αι προβολαί δύο παραλλήλων ευθειών ΑΒ :οί ΓΔ επί τό αυτό

επίπεδον είναι παράλληλον καί έχουν λόγον ίσον μέ τόν λόγον τών δύο πρώ-

τών ευθειών.

"Έστωσαν αι ευθείαι ΑΒ καί ΓΔ (Σχ. 166),

αι οποίαι είναι παράλληλοι καί αβ, γδ αι προ-

βολαί αυτών επί τό αυτό επίπεδον Π. Θά δεί-

ξωμεν ότι αι αβ καί Υδ είναι παράλληλοι καί

αρ ΑΒ,
ότι ---

Υδ Γδ

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Επειδή αι Αα καί ΓΥ είναι 4

παράλληλοι ως κάθετοι. επί τό αυτό επίπεδον {4

καί επειδή εξ υποθέσεως καί ΑΒ || ΓΔ έπεται ότι

αι πλευραί τής γωνβλα καί ΔΓγ είναι παράλ-

ληλοι, άρα αι γωνίαι αυταί πρέπει νά κείνται

επί επιπέδων παραλλήλων, Συνεπώς τεμνόμενα τά παράλληλα επίπεδα

ΑΒβα καί ΓΔδγ υπό τρίτου, δηλαδή τού δοθέντος Π, θά τέµνωνται

κατ᾽ ευθείας παραλλήλους ήτοι αι αβ καί γδ, αι οποίαι είναι αι τομαί,

θά είναι ευθείαι παράλληλοι. Διά τήν απόδειξιν τού δευτέρου μέρους

τής προτάσεωώς µας φέρομεν επί τών επιπέδων ΑΒβα, ΓΔδγ τάς ΑΗ.

καί ΓΘ αντιστοίχως παραλλήλους πρός τάς αβ καί γδ. Τά σχηματιζό-

μενα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΗ καί ΓΔΘ είναι όμοια, διότι έχουν τήν

γώνΒΑΗΞ-γωνΔΓΘ επειδή αι πλευραί τών γωνιών τούτων είναι παράλ-

ληλοι. ᾿Εκ τής ομοιότητος τών τριγώνων τούτων έπεται ότι

ΑΗ ΑΒ αβ ΑΒ.
τδ Εκ αλλά ΑΠ-- αβ΄ καί Γ6Θ--γδ, ότε θά έχωμεν ----“5 ΤΑ

- Σελίς 161 5 225.- ΠΟΡΙΣΜΑ.-- Σχηματίζομεν τάς αντιστοίχους επιπέδους τών διέ-.

όρων τούτων. ᾿Αλλά αι γωνίαι αυταί είναι ίσαι ως κατά κορυφην άρα καί αι αντί[-

στοιχοι διέδροι είναι ίσαι.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ--- 267. Τό άθροισμα δύο εφεξής διέδρων γωνιών, τάς οποίας

σγηματίζουν δύο επίπεδο τέμνοντα άλληλα, είναι δύο ορθαί διέδροι γωνίαι.
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ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Σχηματίζοµεν τάς αντιστοίχους επιπέδους τών διέ-

δρων. Αι αντίστοιχοι αυταί επίπεδοι είναι εφεξής μέ τάς μή κοινάς

πλευράς των επ᾽ ευθείας καί συνεπώς είναι παραπληρωματικαί. ᾿Αλλά

τότε κοί -αντίστοιχοι διέδροι θά είναι παραπληρωματικαί καί συνεπώς

έχουν άθροισμα δύο ορθών διέδρων γωνιών (8 326). ᾽

268.- ᾿Εάν τό άθροισια δύο εφεξής διέδρων γωνιών είναι δύο οῤαί

διέδοοι γωνίαι, αι τιή κοιναί έδραι αυτών κείνται εις τό αυτό επίπεδον.

Έσιωσαν αι εφεξής διέδροι ΕΑΒΓ καί ΕΑΒΔ (Σχ. 167) έχου-

σαι άθροισμα δύο ορθών διέδρων ήτοι

διεδ.γωνΕ ΑΒΓ --διεδ.γωνΕΑΒΔ--2Ζοόρθ. Θά δεί-

ξωμεν ότι αι μή κοινοί έδραι ΑΒΓ καί ΑΒΔ Λ

κείνται επί τού αυτού επιπέδου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Σχηματίζομεν τός αντισιοί- ος

χους επιπέδους των ήτοι τήν γων!ΗΘ καί ΙΗΚ.

"Αλλά τότε επειδή αι ΙΗ, ΗΘ, ΚΗ είναι κάθετοι

εις τό αυτό σημείον τής ΑΒ κείνται επί τού αυ-

τού επιπέδου. ᾿Επειδή όμως αι διέδροι είναι εξ υποθέσεως παραπληρω-

ματικαί, θά είναι γωνίΗΘ--γων]ΗΝ--2ορθ. καί συνεπώς αι ΚΗ καί ΗΘ

θα κείνται επ᾽ ευθείας. Δηλαδή τά επίπεδα ΑΒΓ καί ΑΒΔ έχουν κοινάς

τάς τεμνομένας ευθείας ΑΒ καί ΚΘ, συνεπώς συμπίπτουν καί αποτε-

λούν έν καί μόνον επίπεδον.

6
Σχ. 167.

269. ᾿Γάν δι᾽ ευθείας επί επιπέδου φέρωμεν επίπεδον πρός τό αυτό μέρος

τού πρώτου επιπέδου, τό όθροισμα τών σχημιατιζομένων διέδρων γωνιών είναι

δύο οῤαί διέδροι γωνίαι.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Έχοντες υπ᾽ όψ.ν τό οχήμα τής προηγουμένης

ασκήσεως παρατηρούμεν ότι τό άθροισμα τών αντιστοίχων επιπέδων

ΙΗΘ καί ΙΗΚ θά ισούται πρός δύο ορθάς, άρα
τό άθροισμα τών δύο σχηματιζομένων διέδρων θά

είναι ίσον πρός δύο ορθάς διέδρους γωνίας.

Ν β Σελίς 162 6 320.-- ΠΟΡΙΣΜΑ.-- "Έστω ότι η κόδετος ΟΘ'

η αγομένη εκ τού τυχόντος σημείου Ο τού επιπέδου (Ρ} δέν

'; κείται επί τού Ρ, Φέρομεν εκ τού Ο καί επί τού επιπέδου Ρ

7 Ο τήν ΟΖ κάδ̓ετον τή τομή ΑΒ τών επιπέδων Ρ καί Σ (Σχ. 168).

8) ᾽Αλλά τότε κατά τήν πρόταοιν (8 323) η ΟΖ οφείλει νά είναι

β κάδετος τώ Σ. "Αρα εκ τού Ο δά έχωμεν δύο κσδέτους πρός

Σχ. 168. τό επίπεδον (Σ) όπερ άτοπον. Δέον , άρα να δεχ̓ώμεν ότι η
ΟΘ κείται επί τού Ρ.

᾽ασκΗσΕΙΣ.- 270. Δι' εκάστης ευθείας κειιιένης εν επιπέδω άγεται επί-

πεδον κά̓ετον επ᾿ αυτό χαί έν μόνον.

ΛΥΣΙΣ.-- Έστω ΑΒ η ευθεία τού επιπέδου Σ. Σύρομεν τήν κάθε-

τον ΖΟ επί τό επίπεδον Σ καί από τυχόντος σημείου Ζ τής ΑΒ (Σχ.168).

Τότε τό επίπεδον τό οποίον ορίζουν οι τεμνόμενοι ευθείαι ΑΒ καί ΟΖ

είναι τό ζητούμενον ήτοι τό Ρ. Πράγματι τούτο ως περιέχον τήν κάθε-
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τον ΟΖ είναι κάθετον επί τό Σ. Δέν άγεται δέ άλλο επίπιδον διά τής ΑΒ

κάθετον τώ Σ. Διότι άν υπήρχε: καί δεύτερον τοιούτον, τούτο θά ετέμνετο

μετά τού Ρ κπτά τήν ΑΒ (διότι αμφότερα άγονται διά τής ΛΒ). ᾿Αλλά

επειδή αμφότερα ταίτα υποτίθεντοι κόθετα τώ Σ καί η τομή αυτών ΑΒ

θά ήτο κάθεισς τώ Σ, όπερ άτοπον, διότι η ΑΒ κείται επί τού Σ.

271.--Διά δοθέντος σημείου άγεται επίπεδον παράλληλον ποός δοθείσαν
ευδεί ιν καί κάθετον επι δοθέν επίπεδον καί έν μόνον.

7 6, | ΔΥΣΙΣ.-- Έστω Ο τό δοθέν σημείον καί (ε)
η δοθείσα ευθεία (Σχ. 169). Διά τιύ Ο φέρομεν

τήν Οη παράλληλον τής δοθείσης (ε) καί τήν
. τήν Οα κάθετον τώ δοθέντι επιπεδω Π. Αι δύο ευ-

θείαι Οη καί Όα τεµνόµεναι εις τό Ο ορίζουν τήν

θέσιν τού επιπέδου Σ, όπερ είναι τό ζητούμενον.

/τ Πράγματι τούτο είναι κάθετον τώ Π, ως περιέχον

Σχ. 169. τήν κάθετον Οα καί παράλληλον τή (ε) ως περιέχον

τήν Οη ήτις είναι παράλληλος τή (ε). Δέν άγεται

δέ άλλο’ διότι διά τού Ο μία κάθετος άγεται επί τό Π καί µία ποράλ-

ληλος πρός τήν (ε).

272.- ᾿Εάν ευθεία καί επίπεδον είναι κά̓ετα πρός άλλο επίπεδον, είναι

πρός άλληλα παράλληλα.

"Έστωσαν η ευθεία ΑΒ καί τό επίπεδον Ρ

αμφότερα κάθετα τώ Π (Σχ. 170), Θά δείξωμεν

ότι η ΑΒ καί τό Ρ είναι παράλληλα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Εν τώ επιπέδω Ρ ούρομεν

τήν ΓΔ κάθετον επί τήν τομήν ΕΖ τών επιπέ-

δων Ρ καί Π. ᾿Αλλά τότε η ΓΔ θά είναι κάθε-

τος καί επί τό Π. "Ηδη παρατηρούμεν ότ: αι

ΑΒ καί ΓΔ ως κάθετοι επί τό Π, θά πρέπη νά Σχ. 170.

είναι παράλληλοι. ᾿Αλλά τότε η ΑΒ ούσα πα-

ράλληλος πρός μίαν ευθείαν τού Ρ θά είναι παράλληλος καί πρός τό

επίπεδον Ρ. ᾿Εδείχθη λοιπόν ότι ΑΒ καί Ρ είναι παράλληλα.

2 Α Γ 273.-- 'Η απόστασις ευθείας παραλλήλου πρός

(ε}Ί επίπεδον από οιαοδήποτε ευθείας τού επιπέδου μή

παραλλήλου πρός τήν πρώτην είναι η αυτή πάντοτε.

"Έστω ευθεία (ε) παράλληλος πρός τό επί-

πεδον Π, καί τυχούσα ευθεία τού επιπέδου, η

(κ), μή παράλληλος τή (ε) (Σχ. 171). Θά δείξω-

μεν ότι η απόστασις τής (ε) καί (ν) είναι πάν-

τοτε η αυτή οιαδήποτε καί άν είναι η θέσις τής

Σχ. 171. (κ) εν τώ Π.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Διά νά εύρωμεν τήν απόστασιν τών (ε) καί (κ).

(5 333) φέρομεν εκ τυχόντος σημείου Α τής (ε) τήν ΑΒ κάθετον τώ Π

καί εκ τού Β τήν ΒΔ παράλληλον τής (ε), ήτις τέμνει τήν (χ) εις τό Δ.
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Έκ τού Δ φέρομεν τήν ΔΓ παράλληλον τής ΑΒ, ήτις θά είναι η από:

στασις τών (κ) καί (ε). Παρατηρούμεν όμως ότι η απόστασις αυτή ΓΔ

τών (ε) καί (κ) ιοούται μέ τήν απόστασιν ΑΒ, ήτις είναι σταθερά, ως

απόστασις ευθείας παραλλήλου πρός επίπεδον. Δηλαδή παρατηρούμεν

ότι άν η (κ) λάβη τήν θέσιν τής (ν) καί πάλιν η απόστασις ΖΕ. τής (ε)

καί (ν) θά ισούται πρός τήν ΑΒ. "Αρα εδείχθη ότι η απόστασις τής (ε}

από πάσης ευθείας τού ΓΙ μή παράλληλον πρός ταύτην είναι η αυτή.

ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΙ ΤΟΥ Ε΄ ΒΙΒΛΙΟΥ

274.--Τοείς ευδείαι γραμμαί, αι οποίαι διέρχονται διά τού αυτού ση-
, . 2 4 . 3 - - . - ᾽ -.». α

μείου χαί τέμνουν τήν αυτήν εὐείαν, κείνται επί τού αυτού επιτέδου.

ΑΠΟΔΡΙΞΙΣ.--Έστωσαν αι ευθείαι ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ αι οποίαι διέρ:

χονται διά τού αυτού σημείου Ο καί τέμνουν μίαν ευθείαν (ε) (τό

σχήμα απλούν). Αι ευθείαι ΟΑ, ΟΒ ορίζουν τεμνόμεναι τήν θέσιν ενός

επιπέδου επί τού οποίου κείται καί η (ε) ως έχουσα μετ᾽ αυτών, δύο

κοινά σημεία, τά Α καί Β. ᾿Αλλά επί τού επιπέδου τούτου κείται καί η

ΟΓ, ως έχουσα κοινά σημεία μετά τού επιπέδου τό Ο καί Γ [διότι τό

Γ ανήκει εις τήν (ε) επειδή η ΟΓ τέμνει τήν (ε}].

275.-- ᾿Εάν δύο ευθείαι Α καί Β είναι μεταξύ των παράλληλοι, πάν επί-

πεδον παράλληλον πρός τήν Β καί διεργόµενον διά σημείου τινός τής Α, δά

διέρχεται δι᾽ δλοχλήρου τής εὐείας Α.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Ας υποθέσωμεν, ότι τό επίπεδον, τό οποίον άγε-

ται διά τινος σημείου Γ τής Α παραλλήλως πρός τήν ευθείαν Β, είναι

τό (Ρ), καί μή περιέχον τήν Α. "Αν ήδη από τό σημείον Γ τής Α αχθη

παράλληλος πρός τήν ευθείαν Β κατά τό πόρισμα τής (8 308) αύτη οφεί-

λει νά κείται επί τού επιπέδου (Ρ). ᾿Αλλά εξ υποθέσεως αι ευθείαι Α

καί Β είναι παράλληλοι: ώστε θά ήγοντο διά τού Γ δύο ευθείαι πα-

ράλληλοι τή Β, όπερ άτοπον, άρα τό (Ρ) περιέχει τήν Α.

276.-- ᾿Εάν δύο ευθείαι είναι μεταξύ τον κάθετοι, δι) εκάστης εξ αυτών

διέρχεται επίπεδον χά̓ετον επί τήν άλλην καί έν μόνον.

. Έστωσαν αι ευθείαι Ον, Ον κάθετοι µεταξύ
των (Σχ. 172). Θά δείξωμεν ότι άγεται διά τής Όν
επίπεδον κάθετον τή Ον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Εις τό Ο καί επί τήν Ον φέ-

Ρροµεν τήν Ο7 κάθετον. Τότε αι Ον, Ο/ τεμνόµεναι

ο - ορίζουν τήν θέσιν ενός επιπέδου, τό οποίον είναι

Ζ,,, ΄ υ κάθετον τή Ον, διότι η Οκ είναι κάθετος επί δύο
4 Ζ΄ ευθείας αυτού τάς Ος (εξ υποθέσεως) καί Ο: (εκ

κατασκευής) καί εις τήν τομήν αυτών Ο. 'Ομοίως
Σχ. 1732. ε . ο ος

ργαζόμενοι δυνάμεθα νά φέρωμεν επίπεδον διερ-

χόμενον διά τής Ον καί κάθετον τή Ογ. Δέν δύνα-

ταϊ δέ διά τής Ος νά αχθή καί άλλο επίπεδον κάθετον τή Ον, διότι θά
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είχομεν εις τό αυτό σημείον Ο τής Οκ δύο επίπεδα κάθετα όπερ αντι-
βαίνει εις τήν πρότασιν τής Εξ 292.

277.--Τό άθροισμα τών αποστάσεων δύο σημείων από τού αυτού επιπέ-

δου είναι διπλάσιον τής αποστάσεως τού μέσου τής ευθείας τήΞ: ενούσης τά

δύ» ταύτα σημεία από τού αυτού επιπέδου.

"Έστωσα: Α καί Β τά δοθέντα σημεία, Μ τό μέσον τής ενούσης
ταύτα ευθείας καί Αα, ΒΒ, Μµμ αι αποστάσεις αυτών από τού δοθέν-

τος επιτέδοι Π (Σχ. 173). Δά δείξωμεν ότι Αα--Ββ--2Μιι.

8 ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι η προβολή

τής ΑΒ θά είναι η ευθεία σού, η δέ προβολή τού

μέσου Μ θά αντιστοιχή εις τό μέσον μ τής αβ.

Πράγματι αι Αα, Ββ, Μµ ως κάθετοι επί τό Π

είναι παράλληλοι καί συνεπώς το οχήμα ΑαβΒ

είναι τραπέζιον, ότε η Μμ ανομένη εκ τού μέ-

σου Μ τής ΑΒ θά διέρχεται καί διά τού μέσον

µ τής αβ. ᾽Αλλά τόιε η Μµ ώς διάµεσος τού

Σχ. 178. τραπεζίου ΑΒβα θά ισούιαι μέ τό ημιάθροισμα

τών δύο παραλλήλων βάσεων (6 201) όρα 2Μµ--

Ξ- Αα--ΒΡβ.

218.--᾽Εάν Μ είναι σηιιείόν τι δοθείσης: περιφερεία- Ο είναι σημείον

εκτός τού επιπέδου τού κύ-λου τής δούείσης περιφερείχ; καί τό Ν ̓ιαιρή

τήν εύ̓ειαν ΟΜ Ζατά δὀέντα λόγον, νά αποδειχθή. ότι διά τάς διαφόσους

θέσει: τού Μ ο τόπος τού Ν είναι πεοιφέρεια κύκλου.

Τό ευθύ.- "Έστω τό επίπεδον Π επί τού ο-
ποίου κείτα: η δοθείσα περιφέρεια, ής τό κέντρον

έστω Κ καί Ο δοθέν σπιείον εκτός τού Π. ”Ας

εποθέσωμεν» δε ότι Δί είναι τυχόν σηιιείον τής

περιφεοσείας. Φέοομεν τήν ευθείαν ΟΜ καί λαμ-

Βάνσυεν επί τοόττς τά σημείον Ν τοιούτοι ώστε

ΟΝ

ΝΜ
τόν ν. τότον τος Ν όταν ή ΟΜ στρέφεται περί

τό Ο ώστε τό ΛΜ νά κινείται επί τής περιφε-

ρείας Κ. Φέροι:ε:ν πρές τούτο τήν ΟΚ, πεις είναι

σταβερά θέσε: καί τ:εγέθει. καί δρίζομεν επί ταύ-

της σπαείον Α ώστε - Ξ- 2 Σύρομεν τώρα

τε}. (Ένβα Α ο δοθείς λόγος). Ζηταύμεν

τήν ΛΝ καί παρατπροξμεν ότι ή ΑΝ είναι

παράλληλος πρός τήν ακτίνα [1Μ (ής τό μήκος

ΟΝ ΟΛ.κ
έστω -} Πρένι-ατι επειδή εν τώ τριγΟΚ ΜΙ είναι --πτ-πμ ΑΕ Δ. έπαε-

ται ότι η ΑΝ είναι πασΏλλτρ.ος τή ΚΜ. Έκ τού δοθέυτος Άδγου

ΟΝ ΟΝ ας ΟΝ λ . ΟΝ  ΑΑ

κ ο οσο σσ κ δες απτι δάκη
ΟΛ 2.

ά 5. 5.
ρα κα οκ ντι
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-. "Ήδη από τά όμοια τρίγωνα ΟΛΝ καί ΟΚΜ έχομεν

ΟΛ ΛΝ ΟΝ. ΑΝ 1. ΛΝ -- αλ.

ΟΚ πμ  οΜ λΠΙ] ας ΤΆ ΤΙ
του παρατηρούμεν ότι η απόστασις τού Ν από τού ωρισμένου καί στα-

Εκ τού:

αλ ᾿
θερού σημείου Λ είναι σταθερά καί ίση πρός ΕΠΊ "Αν ήδη τό Μ λά-

βη τήν θέσιν Μ,, τότε τό Ν θά λάβη τήν θέσιν Ν, καί συνεπώς διά τού

αλ - ΜΝ
αυτού τρόπου ευρίσκομεν ότι ΛΝ, χι «θά είναι δέ ΛΝ παράλληλος

τή ΚΜΙ. Εξ όλων τών ανωτέρω συνάγομεν ότι η ΛΝ στρεφομένη περί

τό Λ παραμένει παράλληλος πρός τό επίπεδον Π, άρα κινουμένη θά

κείται επί τού επιπέδου Ρ τού παραλλήλου πρός τό Π καί αγομένου

διά τού σταθερού σημείου Λ. Επειδή δέ η ευθεία ΛΝ κινουμένη επί τού

επιπέδου τούτου διατηρεί σταθερόν μήκος έπεται ότι τό Ν γράφει περι-

αλ
φέρειαν κύκλου κειμένου επί τού Ρ έχουσαν κέντρον τό Λ καί ακτίνα --

Τό αντίστρόφον: "Έστω ήδη τυχόν σημείον τού τόπου π. χ. τό Ν,.

Φέρομεν τήν ΟΝ,, τήν οποίαν προεκτείνομεν μέχρις ότου τμήση τό επί-

πεδον Π είς τι σημείον π..χ. τό Μ,΄. Θά δείξωμεν ότι τό ΜΙ’ κείται επί

τής περιφερείας Κ, καί ότι οι Ξ-λ (δηλαδή τό Μ΄’, συμπίπτει πρός
1ΝΛ

τό Μ)). Πράγματι άν αχθή η ΚΜ', θά είναι ΌΝ. ΛΗ ΘΛ.ΟΜ’, "ΚΜ  όκ
-. λ. ΛΝ. Αλ. ο (λ--τ) ΔΕ.  λ--] αλ

πμ Ελλ πα πι 5
λ

(διότι ΛΝ, ο. "Αρα τό ΜΙ’ κείται επί τής περιφερείας καί συμ-

| ̓ ΟΝ ον ΟΝ, λ ήπίπτει πρός τό Μι. "Αρα ΟΜ πα ΠΜ ΞΟΝΤΤ λει... Η1 1 1 πι --

ΟΝ,
|

ΝΜ, ΞΆ

279.--"Εάν έχωμεν δύο ευθείας καί δυνάμεθα νά φέρωμεν διά τής μιάς
εξ αυτών επίπεδον κά̓ετον επί τήν άλλην, αι εὐείαι αύται είναι μεταξύ

των κάθετοι.

: ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--"Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχ. 172 άς υποθέσωμεν ότι
Ον καί Ον είναι αι δύο δοθείσαι ευθείαι καί ότι ήχθη διά τής Ον επί-
πεδον κάθετον τή Ον. ᾿Αλλά τότε η Ον ούσα κάθετος τώ επιπέδω τού-
τώ θά είναι κάθετος καί επί τήν ευθείαν Όν τις διέρχεται διά τού πο-
δός τής Ον, Άρα αι Ος καί Ον είνοι κάθετοι.

280.--Τά επίπεδα τά διχοτομούντα δύο κατά κορυφήν διέδρους γωνίας
κείνται επί τού αυτού επιπέδου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Φέρομεν πρός τούτο επίπεδον κάθετον επί τήν
κοινήν ακμήν τών δοθεισών κατά κορυφήν διέδρων, γανιών. Λσμβάνο:
μεν συνεπώς τάς αντιστοίχους επιπέδους τών διέδρων, κειμένας προφα-
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νώς επ᾽ αυτού. ᾿Αλλά αι αντίστοιχοι αυταί γωνίαι είναι ίσαι ως κατά

κορυφήν. "Εάν τώρα διχοτομήσωμεν τάς διέδρους ταύτας, οι διχοτόμοι

τών αντιστοίχων επιπέδων των θά κείνται επ᾽ ευθείας, "Αρα τά διχοτο-

μούντα επίπεδα τάς κατά κορυφήν διέδρους έχοντα κοινήν τήν ακμήν

καί διερχόμενα καί διά τής ευθείας διχοτόμου τών κατά κορυφήν επιπέ-

δων γωνιών συμπίπτουν καί απετελουν έν μόνον επίπεδον.

2861.-- Τά επίπεδα τά διγοτομούντα δύο εφεξής παραπληρωματικάς διέ-

όρονς νωονίος είναι μεταξύ τον κά̓ετα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Φέρομεν επίπεδον κάθετον επί τήν κοινήν ακμήν

τών διέδρων γωνιών κοί λαμβάνομεν ούτω τάς αντιστοίχους επιπέδους

των. ᾿Επειδή αι δοθείσαι δίεδροι γωνίαι είναι εφεξής καί πσραπληρωμα-

τικαί, αι αντίστοιχοι αυτών επίπεδοι θά είναι επίσης παραπληρωματικαί,

αι δέ διχοτόµοι των θά είναι κάθετοι επ᾽ αλλήλας. "Αν λοιπόν φέρωμεν

τά επίπεδα τά διχοτομούντα τάς διέδρους ταύτας γωνίας ταύτα ως

έχοντα τήν αντίστοιχον αυτών επίπεδον ορθήν θά είναι κάθετα επ᾽ άλ-

ληλα, διότι ταύτα θά περιέχουν τάς διχοτόμους τών αντιστοίχων

επιπέδων.

2θ2.-- Νά οπὀειγ̓η ότι τά μέσα τών πλευ-

ρών ενός τετραπλεύρου, τού οποίου αι πλευοοί

δέν χείνται επί τού αυτού επιπέδου (στορεβ}λόν

τετρύπλευρον), είνοι κορυφαί παραλληλογράιιιου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- "Εστω τό στρεβλόν τε-

τράπλευρον ΑΒΓΔ καί Ε,Ζ,Η,Θ τά μέσα τών

πλευρών του (Σχ. 175) Σύρομεν τήν διαγώ-

νιον ΒΔ. Τά σημ-ία Α, Β, Δ ορίζοευν τήν θέ-

σιν τού επιπέδου τριγώνου ΑΒΔ εις τό οποίον

η ΕΘ συνδέει τά μέσα τών δύο πλευρών τοι

άρα θά είν:ι η ΕΘ ίση πρός το ήμιου τής

ΒΔ καί παράλληλος αυτή. Ομοίως τά Γ. Β, Γ

Δ ορίζευν τέ τρίγωνον ΓΒΔ εις ό η ΖΗ η Σχ. 176.

συνδέουσα τά μέσα τών δύο πλευρών του θά

είναι παράλληλος τή ΒΔ καί ίση πρός τό ήμιου αυτής. Συνετώς τό

τετράπλευρον ΕΘΗΖ ως έχον δύο απέναντι πλευράς ίσας καί παραλ-

λήλως έπεται ότι είναι επίπεδον παραλληλόγραμμον. .

283,--Νά ευρἐή ό γ. τόπος τών σημείων, τά οποία απέχουν εΞ ίσου από

δύο ευθειών παραλλήλων.

Τό ευθύ: "Επτώσαν ΑΒ καί ΓΔ δύο ευθείαι παράλληλοι κοί Π τό

επίπεδον αυτών (Σχ. 176). "Εστω δέ ΕΖ κοινή αυτών κάθετος. “Εν στ-

μείον τού τότου είναι προφανώς τό μέσον Θ τής ΕΖ. "Αν υψώσωμεν

τήν κάθετον ΘΜ επί τό επίπεδον Π τότε πάν σημείον τής καθέτου ταύ-

της απέχει εξ ίσου τών παραλλήλων. "Αν λοιπόν αχθή τό επίπεδον τό

κάθετον επί τήν ΕΖ τό διερχόμενον διά τής ΜΘ τούτο θά είναι κάθε-

τον καί επί τό Π. Λέγομεν ότι τό επίπεδον τούτο αποτελεί τόν ζητού-

μενον γεωμ. τόπον. |



160

Τό αντίστροφον.-- Πράγματι πάν σημείον τού επιπέδου τούτου έστω

τό Μ απέχει ίσον εκ τών δύο παραλλήλων. Διότι άν αχθή η κάθετος

ΜΘ εκ τού Μ επί τό Π αύτη θά κείται συγ-

χρόνωτ καί εις τό επίπεδον τού τέπου. "Αν τώ-

ρα διά τού ποδός Θ φέρωμεν τήν κάθετον ΕΘΖ

επί τάς παραλλήλους καί συνδέσονεν τό Μ μέ

τά Ε καί Ζ τότε αι ΜΕ καί ΜΖ θά είναι κάθε-

τοι επί τάς ΑΒ καί ΓΔ κατά τό θεώρημα τών

τριών καθέτων. ᾿Από δέ τά ορθογώνια τρίγωνα

Σχ. 176. ΜΘΕ, ΜΘΖ ευκόλως έπεται ότι ΜΕ--Μ2.

284.-- Νά ευρεθή ο Υ. τόπος τών σημείων τά οποία απέγουν εξ ίσου

από δύο εὐειών τεμνομένων.

Τό ευθύ.-- "Έστωσαν Όκςκ, Όν αι τεμνόμεναι ευθείσι ή ορίζουσαι

τήν θέσιν τού επιπέδου Π. (Σχ. 177). "Ε- η

στώ δέ Μ τυχόν σημείον τού τόπου καί ΡΗΊΝ

ΜΘ, ΜΚ αι αποστάσεις αυτού από τών ΄ι

ευθειων Οκ, Ον δι άς είναι ΜΘ -- ΜΚ. - 1

Φέρομεν τήν ΜΗ κάθετον επί τό επίπεδον

ως καί τάς ΗΘ καί ΗΗ. Τότε κατά τό

θεώρημα τών τριών καθέτών αι ΗθΘ' καί 0

ΗΚ θά είναι αντιστοίχως κάθετοι επί τάς η

Ον, Ον Συγκρίνομεν τώρα τά σχηματιζό-

μενα ορθογώνια τρίγωνα ΜΗΘ καί ΜΗΝ.

Ταύτα έχουν τήν ΜΗ κοινήν καί τήν ΜΘΞΞΜΚ, επειδή τό Μ εδέχθημεν

ότι είναι σημείον τού τόπου. "Αρα θά είναι καί ΗΘ--ΗΚ, ότε τό Η θά
κείται επί τής διχοτόμου ΟΖ τής γωνίας «Ον. ᾿Αλλά διό τής ΜΗ καί

ΟΖ ορίζεται η θέσις επιπέδου. όπερ ως διερχόµενον διά τής ΜΗ θά
είναι κάθετον επί τό Π. "Αρα ο ζητούμενος τόπος είναι το επίπεδον τό

οποίον άγεται διά τής διχοτόµου ΟΖ τής γών ΟΥ καί είναι κάθετον

επί τό Π. |

Τό αντίστροφον: Έστω ήδη σημείόν τι Μ τού τόπου. Φέρομεν εκ τού

Μ τήν κάθετον ΜΗ επί τό επίπεδον Π ήτις θά κείται εις τό επίπεδον

τού τόπου, άρα θά τέμνη τήν διχοτόμον ΟΖ εις τό σημείον Η. Φέρο-

μεν εκ τού Η τάς καθέτους ΗΘ καί ΗΜ επί τάς Οχ, Ον, αίτινες θά

είναι ίσσι. "Αν ήδη αχθούν αι ΜΘ καί ΜΚ αυταί, κατά τό θεώρημα

τών τριών καθέτων, θά είναι κάθετοι επί τάς Όκ, Ον καί συγχρόνως
ίσαι, διότι τά ορθογώνια τρίγωνα ΜΗΘ, ΜΗΚ είναι ίσα, ώς έχοντα

ΜΗ κοινήν καί ΗΘ--:ΗΚ. ᾿Εδείχθη λοιπόν ότι πάν σημείον τού τόπου
έχει τήν ιδιότητα.

ή
|

!

{

σι

Σχ. 177.

285.-- Νά ευοεθή ο γ. τόπος τών σημείων, τά οποία απέγουν εξ ίσου από
δύο επιπέδων παραλλήλων.

ΛΥΣΙΣ.--Πολύ εύκολα ευρίσκομεν ότι ο τόπος είναι τό επίπεδον
τό παράλληλον πρός αυτά καί αγόμενον εκ τού μέσου τής αποστά-.

σεώς τών.
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286.-- Νά ευρεύθή ο γ. τόπος τών σημείων, τά οποία απέχουν εξ ίσου

από τεσσάοον σημείων, τά οποία δέν χείνταί επί τού αυτού επιπέδου (έν

σημείον].

ΛΥΣΙΣ.--"Εστωσαν Α, Β, Γ, Δ τά τέσσαρα σημεία, μή κείµενα επί

τού αυτού επιπέδου. (Σχ. 178). ᾿Εκ τούτων τά τρία Α, Β, Γ ορίζουν

τήν θέσιν ενός επιπέδου, τού επιπέδου Ρ. Γνω-

ρίζομεν ότι ο τόπος τών σημείων, τά οποία α-

πέχουν εξ ίσου από τά σημεία Α, Β, Γ είναι η

κάθετος Μπ εις τό κέντρον ΚΜ τού περιγεγραμ-

μένου κύκλου περί τό τρίγωνον τών σημείων

Α, Β, Γ. ᾿Επειδή ήδη θέλομεν τά σημεία τής

Κκπ νά απέχουν εξ ίσου καί οπό τό Δ, αρκεί νά

αχθή. επίπεδον κάθετον εις τό μέσον Μ τής ΓΔ
(ή τής ΑΔ, ή τής ΒΔ). Τό επίπεδον τούτο, έστω

τό Π, θά τµήση τήν Κπ είς τι σημείον Σ, όπερ

είναι τό ζητούμενον. Προφανές ότι τούτο ισα-

πέχει τών Α, Β, Γ, Δ. Σχ. 17δ..

Διερεύνησις.--Τό επίπεδον []} θά τμήση τήν Μπ, διότι άν δέν τήν
έτεμνε θά ήτο παράλληλον τή Κχ, ότε θά ήτο κάθετον τώ Ρ. ᾿Αλλα τότε

η ΓΔ ως κάθετος επί τό Π θά ήτο κάθετος καί επί τήν Κν. ᾿Αλλά η

ΓΔ άγεται εκ σημείου Γ τού επιπέδου Ρ, ότε θά έπρεπε νά κείται επί

τού Ρ, δηλσδή τό Δ θά έκειτο επί τού Ρ’ αλλά τούτο αντιβαίνει εις τήν

υπόθεσίν µας, ήτις δίδει ότι τά τέσσαρα σημεία δέν κείνται επί τού αύ-

τού επιπέδου. “Ωστε τό Π τέμνει τήν Μα. ᾿Επίσης θά πρέπη τρία τών
δεδομένων σημείων νά μή κείνται επ᾽ ευθείας.

287.--’Ε: τού δὀέντος σημείου νά αχθή ευθεία τέιινουσα δύο δοθείσας

ευ]είος μή :ειμένας επί τού αυτού. επιπέδου.

ΛΥΣΙΣ.--"Έστω Α τό δοθέν σημείον, κ δέ καί ν αι δοθείσαι ευ-

θείαι τού. χώρου, αι οποίαι δέν κείνται επί τού
αυτού επιπέδου (Σχ. 179). Θέλομεν νά φέρωμεν

διά τού Α ευθείαν τέμνουσαν αμφοτέρας ταύ-

τας. Πρός τούτο παρατηρούμεν ότι τό Α καί η

νχ ορίζουν τήν θέσιν τού επιπέδου Π, επίσης δέ

ότι τό Α καί η ν ορίζουν τήν θέσιν τού επιπέδου

Σχ. 1790. Ρ. Τά επίπεδα ταύτα, ως έχοντα κοινόν οΗη-

μείον τό Α, τέμνονται κατά τινα ευθείαν ΑΖ,

ήτις είναι η ζητουμένη. Πράγματι η ΑΖ ως κειμένη μετά τής

χ εις τό αυτό επίπεδον Π, τέμνει τήν « π.χ. εις τό Ε. ᾿Ομοίως δέ ως

κειμένη μετά τής ν εις τό αυτό επίπεδον Ρ τέμνει τήν ν π.χ. εις τό Θ.

Διερεύνησις.-- Διά νά έχη τό πρόβλημα λύσιν θά πρέπη εκάστη τών

ευθειών «, ν νά μή είναι παράλληλος τή τομή ΑΖ. Δηλαδή εκάστη τών

χ, Υ νά μή είναι παράλληλος πρός τό επίπεδον όπερ ορίζει τό Α καί η

άλλη τών ευθειών Χ, Ν.
44
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288.-- Νά αχ̓ή πυράλληλος ποός δὀείσαν εὐείαν, τέµνουσα δύο δούει-

σας εὐείας μή χευμένος. επί τού συτού επιπέδου.

ΛΥΣΙΣ.-- ᾿Εστώσαν αι ευθείαι (ε), (ει), (ε.) μή κείμεναι εις τό

αυτό επίπεδον (Σχ. 180), Θέλομεν νά φέρωμεν ευθείαν παράλληλον π.χ.

[6) πρός τήν (ε), ήτις νά τέμνη τάς δύο άλλας

(ει) καί (ε.).

Πρός τούτο διά τυχόντος σηµείου Γ τής

(ε.) φέρομεν τήν ΓΖ παράλληλον τής (ε), ότε

τό επίπεδον (Π) τό οριζόμενον υπό τών ΓΖ

καί (ε.) θά είναι παράλληλον τή (ε) “Ομοίως

"από τού τυχόντος σημείου Δ τής [ει) φέρο-

Σχ. 180. μεν τήν ΔΕ παράλληλον τή (ε). ότε τό υπό
τών ΕΔ καί (ει) οριζόμενον επίπεδον (Ρ) θά

είναι παράλληλον τή (ε). Τά επίπεδο ταύτα (Π) καί (Ρ) εν γένει τέμνον-

ται κατά τινα ευθείαν χγ, ήτις είναι η ζητουμένη. Διότι ούτη είναι πα-

ράλληλος τή (ε) καί τέμνει αμφοτέρας τάς (ει), (ε.) ως κειμένη μεθ’

εκάστης εν επιπέδω. Είναι δέ η «ν παράλληλος τή (ε) διότι. τό επίπεδον

(Ρ) είναι παράλληλον τή (ε). επειδή δέ τό (Π}) περιέχει τήν ΓΖ, ήτις είναι

παράλληλος τή (ε) καί άρα καί πρός τό (Ρ), έπεται ότι το (Π) τέμνον

τό (Ρ) θά τέμνη τούτο κατ᾽ ευθείαν χγν παράλληλον τή ΓΖ άρα καί τή (ε).

Διερεύνησις : “ινα τό πρόβλημα έχη λύσιν θά πρέπη τά επίπεδα (Γ)

καί (Ρ) νά τέμνωνται, αλλά διά νά συμβαίνη τούτο θά πρέπη οι ευθείαι

(ε), (ει), (ε.) νά μή είναι παράλληλοι πρός το αυτό επίπεδον, διότι άλ-

λως τά (Π), (Ρ) θά είναι παράλληλα, Τότε δέ καί η κν θά τέµνη τάς

(ει) καί (ές), διότι άν δέ έτεμνε π.χ. τήν (ει) τότε η (ει) θά ήτο παράλ-

λήλος πρός τό (ΠΠ) καί συνεπώς αι ευθείαι {ε), (ει), (ε.) θά ήσαν παράλ-

ληλοι πρός τό ουτό επίπεδον. Τό πρόβλημα δέν έχει επίσης λύσιν άν η

(ε) είναι παράλληλος πρός μίαν τών (ει), (ες).

269.- Εάν εν τών σημείων Α, 1, Γ, Δ δύο παραλλήλων ευθειών ΑΒ καί

ΓΔ κειμένων πρός τό αυτό μέρος επιπέδου ηγ̓ούν ευθείαι παράλληλον ποός

αλλήλας, τέµνουσαι τό ονωτέρο επίπεδον, αντιστοίγως εις τό αι. [, όν. ό νά

αποδειχ̓ή, ότι ΑΒ :ΓΔ--αβ : γδ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--᾽Ακριβώς ομοία πρός τήν τής αοκ. 266.

290.--᾽Εάν επίπεδον διγοτομήί δίεδρον γω-

νίαν, πάσα ευθεία κά̓ετος επ᾿ αυτό καί περα-

τουμένη εις τάς έδρας τής διέδρου, διγοτομείται
υπό τού επιπέδου τούτου.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Έστω δίεδρος γωνία
ΡΑΒΠ καί Σ τό επίπεδον τό διχότομούν ταύ-

την (Σχ. 181). Φέρομεν τήν ευθείαν ΗΘ κά-
θετον επί τό Σ καί περατουμένην εις τάς

έδρας τής διέδρου γωνίας. Θά δείξωμεν ότι
ΟΗ--ΟΘ. Πρός τούτο φέρομεν τήν ΟΛ κάθετον επί τήν κοινήν ακμήν
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ΑΒ, ότε επειδή ΠΟ κάθετος τώ Σ θά είναι ΗΛ κάθετος τή ΑΒ (θεώρ.

τριών κοθέτων). "Ομοίως καί η ΘΛ θά είναι κάθετος τή ΑΒ. "Αρα αι
νωνίαι ΘΛΟ καί ΗΛΟ είναί αι αντίστοιχοι επίπεδοι τών διέδρων

ΡΑΒΣ, ΠΑΒΣ καί συνεπώς. επειδή τό Σ είναι.τό διχοτομούν. αι γω-

νίαι αύται είναι ίσαι. "Αρα τά ορθογώνια τρίγωνα ΟΛΗ, ΟΘΛ είναι

ίσα, ως έχοντα ΟΛ κοινήν καί γων ΌΛΘ--γων ΟΛΗ άρα καί Ο6--ΟΗ,

ΒΙΒΛΟΝΣΤ,. | |

ΠΕΡΙ ΠΤΟΛΥΕΔΡΩΝ

Σελίς 170. 5 240. ΠΟΡΙΣΜΑ.- Διότι η θάσις καί η τομή, είναι τομαί πρίσματος

υπό παραλλήλων επιπέδων, δά πρέπη συνεπώς νά είναι πολύγωνα ίσα (6 339),

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.-- 291. Ίάς παραπλεύρους έδρας ορθού πρίσματος δυνάμεθα

νά τός ̓έσωμεν επί τού αυτού επιπέδου ούτως, ώστε αι πλευραί τών βάσεων

αυτού νά :Ζείνται επί ευθειών γρομμών ; Καί διοτί ;

ΑΠΑΝΤΗΣΙΣ,--Επειδή αι παράπλευροι ακμαί είναι κάθετοι πρός

τάς πλευράς τών βάσεων τού ορθού πρίσματος, έπεται ότι δυνάμεθα

τάς έδρας νά τάς θέσωμεν επί τού αυτού επιπέδου, ώστε αι πλευραί

τών βάσεων νά κείνται επί ευθειών γραμμών. Πράγματι δέ δύο προσ-

κείμεναι γωνίαι κείµεναι επί δύο διαδοχικών ποραπλεύρων εδρών θά

είναι παραπληρωματικαί, ότε οι μή κοιναί πλευραί των θά κείνται επ᾽

ευθείας.

292.-- Πρϊίσμα οῤόν μέ βάσιν τετράγωνον έχει ύψος ύ μ. καί εμβαδόν

βάσεως 6, 305 τ.μ. Νά ευρεθή τό εμβαδόν τής παραπλεύρου επιφανείας του.

ΛΥΣΙΣ.--᾽Επειδή η βάσις είναι τετράγωνον, η πλευρά της θά είναι

1 6,25 --2,5 μ. "Αρα τό εμβαδόν τής παραπλεύρου επιφανείας θά είναι

[4.2,5) .5.-50 τ.μ.

293.-- Τό εμβαδόν τής παοαπλεύρου επιφανείας ποίσματος οῤού μέ

βάσιν κανονικόν εξόγωνον ισούται μέ 4 3. αυ, όπου α είναι τό απόστημα τής

βάσεως λαί υ τό ύψος τού πρίσματος.

ΔΛΥΣΙΣ.-"Αν καλέσωμεν «ν τήν πλευράν τής βάσεως γνωρίζομεν

: χ]3.. ΝΗ «3. ο
ότι τό απόστημα θά είναι ΣΤ άρα θά πρέπη ΣΕ --α ή

; ̓ 2 2α}3 .
λύοντες ως πρός ν λαμβάνομεν « -- σα - 213 Αρα τό εμβα-

2

- 2αΥ 5 -
δόν τής παραπλεύρου επιφανείας θά είναι 6. κ. υ --α }3.υ--

--4}52.α.υ.
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Σελίς 172. 8 345. ΠΟΡΙΣΜΑ.--᾽Ἀού αι 6άσεις είναι ισοδύνομοι δύνανται νά διαι-

ρεδούν εις μέρη ίσα, τά οποία καί δά εφαρμόζουν ανά έν. Κατόπιν χωρίζομεν τά πρί-

σματα εις ορδά τοιαύτα έχοντο ανά έν, θάσιν έν τών ίσων μερών, είς τά οποία διη-

ρέδησαν αι ισοδύναμοι θάσεις τών πριομάτων. ᾿Αλλά τά ορδά ταύτα πρίσματα είναι

ισούψή καί έχουν ίσας θάσεις, άρα είναι εφαρμόσιμα. Συνεπώς καί τά ακέραια πρί-

ομοτα δά είναι ισοδύναμα.

Σελίς 175. 5 54]. Η ΑΝΑΠΟΔΕΙΚΤΟΣ ΠΡΟΤΑΣΙΣ. -- Έστω τό παραλληλεπίπεδον

ΑΒΓΔΕΖΗΘ (Σχ. 182). Εις τούτο αι θάσεις ΑΒΓΔ καί ΕΖΗΘ είναι πολύγωνα ίσα καί πα-

ρόλληλα κατά τόν ορισμόν τών πρισμάτων Αι έδραι όμως µ

ΕΒΓΖ καί ΑΔΗΘ είναι παραλληλόγραμμα (εξ ορισμού) ότε Ζ

ΕΒ καί ΖΓ είναι παροόλληλοι καί περιεχόμενοι μεταξύ τών '

παραλλήλων θάσεων δα είναι καί ίσαι ήτοι ΕΒ.-Ζ[--Α6 - Ι

ΞΗΔ. ᾿Επειδή δέ αι γωνίάι ΖΕΒ καί ΗΘΑ έχουν τάς πλευ- 6 Τ

ράς των παραλλήλους, έπεται ότι είναι ίσαι καί τά επί- Λ---- -δ--

πεδα εφ᾽ ών κείνται παράλληλα. "Αρα αι έδραι ΒΓΖΕ κοί / Δ

ΑΔΗΘ είναι ποραλληλόγραµμµα ίσα. “Ομοίως δεικνύομεν

ότι καί έδράι ΔΓΖΗ καί ΑΒΕΘ είναι ίσαι. "Αρα πάσαι αι Α β

απέναντι έδραι παραλληλεπιπέδου είναι ίσαι καί συνεπώς

οιαιδήποτε τούτων δύνανται νά ληφδούν ως Θάσεις παραλ- Σχ. 183.

ληλεπιπέδου.

Σελίς 174. 6 350. ΠΟΡΙΣΜΑ.-- Διά νά ορισδή έν παραλληλεπίπεδον αρκεί νά δοδώ-

σιν οί τρείς ακμοαί του, αί οποίαι άγονται εκ μιάς κορυφής του. Συνεπώς εις τήν πε-

ριπττοίν µας, εών οχδή διά τού Α επίπεδον παράλληλον τή ΒΓΖ, εκ τού Ζ παρόλλη-

λον τή ΑΒΓ καί εκ τού [ παράλληλον πρός τό ΒΑΖ, τότε δά οσοχηματισδή τό παραλλη-

λεπίπεδον ΑΒΓΔΕΖΗΘ τό οποίον δο είναι διπλάσιον τού δοδέντος, ως εδείχδη εις τήν

5 345, νά

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:-- 294. Αι διαγώνιοι παντός ορϊογωνίου παραλληλεπιπέδου

είναι ίσαι, τό δέ τετράγωνον μιάς τούτων ισούται μέ τό ά̓οροισιια τών τετρα΄

γώνων τών τοιών ακμών μιάς τών στερεών αυτού γωνιών.

"Έστω τό ορθογώνιον παραλληλεπί- 6

πεδον ΑΗ. Φέρομεν δύο π. χ. διαγωνίους

αυτού, τάς ΘΒ κοί ΕΓ. (Σχ. Ι83). Θά δεί-

ξωμεν δίι αύται είναι ίσαι.

η

ΑΠΟΔΡΙΕΙΣ.-- Σύρομεν τάς ΘΓ καί

ΕΒ ότε τό σχήμα ΕΒΓΘ είναι ορθογώ-

νιον παραλληλόγραμμον, επειδή αι ΘΕ Σχ. 188.
καί ΒΓ είναι κάθετοι επί τάς ΕΒ καί ΘΓ

διότι είναι κάθετοι καί επί τά επίπεδα ΞΓΑΒΖ καί ΘΔΓΗ.

"Αρα αι διαγώνιοι τού ορθογωνίου παραλληλογράμμου ΕΒΓΘ είναι

ίσαι ήτοι ΘΒ -- ΕΓ. Διά τού αυτού τρόπου αποδεικνύομεν τήν ισότητα

όλων τών διαγωνίων. .

Ήδη από τό ορθογώνιον τρίγωνον ΘΕΒ έπεται ότι

(ΘΕγ -1- (ΕΒ) --- (ΘΒ)». ᾿Αλλά (ΕΒ)’ -- (ΕΑ) η- (ΑΒ) ως προκύπτει
εκ τού ορθογωνίου τριγώνου ΕΑΒ.

"Αρα (ΘΕ]Τ’ { (ΕΑ)’ -- (ΑΒ) -- (Θ68)’
᾿Επειδή δέ ΘΕ -- ΒΓ, καί ΕΑ -- ΒΖ θά έχωμεν

(86): -- (8Γ): -- (ΑΒ)”-- (87).
295.-- Νά ευσἐή 1) η διαγώνιος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, τού

οποίου αι τρείς αχμαί μιάς τών στερεών γωγιών αυτού είναι 8 μ,, 0 μ. καί

δ εόμ καί 5) ή διαγώνιος κύβου αλμής υ.
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ΛΥΣΙΣ.-- 1) Εύρομεν προηγουμένως ότι (ΒΘ)’--(ΒΓ}-(ΑΒγ--(82}:

ότε αντικαθιστώνιες τά ίσα λαμβάνομεν (ΒΘγ'--6:-|-8: -1- (5 | 2): --

-- 225 άρα (ΒΘ)-- 1:25 ---15μ. 2) Εις τόν κύβον πάσαι αι ακμαί θά είναι

ίσαι πρός α άρα άν ό η διαγώνιος αυτού θά έχωμεν ᾿

δ'--α'{-α"-|-α’--3α: άρα δ--α] 3.

296.--Νά ευρεθή ή ακμή κύβου, τού οποίου ή διαγώνιος είτοι (1 μ.

ΛΥΣΙΣ.-.Εύρομεν ότι η διαγώνιος τού κύβου ακμής α είναι αίί 3.

το 64 64] 3

απ 3
297.-- Ποίον είναι τό σχΏιια τής τομής »ύβου ογμής α υπό επιπέδου

διερχοιιένου διά δύο απέναντι αλμών μή κειμένων επί τής αυτής έδρας καί

ποίον τό εμβαδόν αυτής ;

άρα θά πρέπηα | 3 -- 64 ή α

6 ΑΠΑΝΤΗΣΙΣ.--"Εστω ο κύβος ΑΗ ακ-
4 ”  μής α. Φέρομεν τό επίπεδον ΑΕΗΓ διερχό-

εμέ ς µενον διά τών δύο απέναντι ακμών ΑΕ καί
ΑΔ. ΗΓ (Σχ. 184). Επειδή ΑΕ καί ΗΓ είναι κάθε-

«” - / τοι επίτάς βάσεις ΑΒΓΔ καί ΕΖἨΘ, θά είναι

4 Ζ κάθετοι επί τάς ΑΓ καί ΕΗ. "Αρα τό σχήμα

ΑΕΗΓ έχει πάσας τας γωνίας του ορθάς καί

συνεπώς είναι ορθογώνιον. ᾿Επειδη: δέ η ΑΓ

είναι διαγώνιος τού τετραγώνου τής βάσεως

ΆΒΓΔ θά είναι (ΑΓ)--α[ 2. "Αρα τό εμβαδόν τού ορθογωνίου ΑΕΗΓ

θά είναι αί 2.α--α’ [2.

Σχ. 184.

Σελις 176. 8 355. ΠΟΡΙΣΜΑ.-- Εύρομεν ότι ό όγκος ορδογωνίου παραλληλεπιπέδου

είναι αθγ άν ο, 8, γ αι τρείς διαστάσεις αυτού.

᾿Αλλά άν λάθωμεν τάς δύο μόνον διαστάσεις καί πολλαπλασιάσωμεν αυτάς, τότε

ορίζομεν τό εμβαδόν τής έδρας η οποία έχει ως ακμάς εκείνος αι οποίαι παρίστανται

υπό τώψ αρἰμών α, 6. Συνεπώς η τρίτη διάστασις γ δά παριστώ τό ύψος τού παραλ-

ληλεπιπέδου, άν ως οάσις ληφδή η ανωτέρω καδορισδείσα έδρα.

Σελίς 178 5 356, ΠΟΡἸΣΜΑ Ίον.-- Έστω Ρ ο όγκος τρίσματος ού η δάσις έχει

εμθαδόν ̓ καί τό ύψος του είναι υ. Θο έχωμεν ΒΡ--6.υ,

Επειδή δέ δι᾽ έν άλλο πρίσμα τό οποίον δά έχη τό αυτό 8 καί τό αυτό υ, τό

γινόμενον δό είναι τό ίδιον, ο όγκος αυτού δά ισούται μέ τόν όγκον τού προηγο:-

μένου. "Αρα δά είναι ισοδύναμα.

Σελις 178 8 557 ΠΟΡΙΣΜΑ 2ον.-- 1) "Αν Ρ κοί Ρ’ οι όγκοι αυτών ̓ η κοινή δάόσις

-- ον ον Η.καί υ, υ’ τά ύψη δά έχωμεν Ρ, 8, υ’ υ’
Ρ θ6.υ 6

2) "Αν δέ υ τό κοινόν ύψος καί 6, θ' -αι θάσεις δά έχωμεν ΠἨ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:.-- 298. Δί τρείς διαστάσεις ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου

είναι 1), 0μ., 18 μ.. καί 0,95 μ. καί 9) 3,5 μ., 430 ηι., καί 5,8 μ. Ποίος είναι ο

όγκος αυτού ;

ΛΥΣΙΣ,-- 1} Γνωρίζομεν ότι ο όγκος θά ισούται μέ τό γινόμενον

τών τριών διαστάσεών του ήτοι Ρ -:6.8.6,25 -- 675 κυβ. µέτρα.

2) "Ομοίως ευρίσκομεν Ρ --.3.5.4,25.5,8-- 86,275 κ. μ.
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299.-- 'Η ολική επιφάνεια κύβου έχει εμβαδόν 90 τ. μ. Νά ευρεθή ο:

όγκος αυτού ως λαί όταν η διαγώνιος αυτού είναι α 19 μ..-

ΛΥΣΙΣ.-- 1) Αν καλέσωμεν α τήν ακμήν τού κύβου η επιφάνε ια

μιάς έδρας του θά είναι α’ καί η ολική 6α”. "Αρα θά πρέπη 6α:-- 95.

ή αί -Ξ16 καί α--- 4 μμ. 'Ο όγκος συνεπώς αυτού θά είναι Ρ--4’--: 64 κ. μ΄

2) Γνωρίζομεν ότι η διαγώνιος κύβου ακμής α δίδεται υπό τού τύ-

που α }3 (άσκ. 295,2), συνεπώς επειδή ο κύβος έχει διαγώνιονα [3 θά:

έχη ακμήν α καί ο όγκος τοι; θά είναι α".

300.--- 'Η ακμή κύβου είναι όμ., αμ. Ποία ή ακμή κύβου, όστις είναι

διπλάσιος κατ᾽ όγκον; (Δήλιον πρόβλημα).

ΛΥΣΙΣ.--᾽Αν ν η ακμή τού διπλασίου κύβου ο όγκος του θά είναι

Ό όγκος δέ τού δοθέντος κύβου θά είναι 3: ή α’. Θά πρέπη συνε-

πώς νά έχωμεν τήν εξίσωσιν ν’-Ξ2.37 ή ν’...2.α’ άρα «31 ο 3χώμ ;

8

χΞ-χ Ι 2

301.-- Πόσα κυβικά μέτρα αέρος χωρεί δωιιάτιόν τι, ούτινος τό ύψος.

είναι 6 µ., τό δέ πάτωμα έχει μήκος 48 μ. καί πλάτος δ5,3 µ. Κυί πόσον:

είναι τό βάρος τού οέρος τούτου: (Πυκνότης αέρος 1,993 “ραπιιάρισς κατά

:υβ. δέκατον). ΄ -

ΔΥΣΙΣ.--:Ο όγκος τού δωματίου είναι 6. 4,8.5, 2--]419,760 κ.µ."Αρο
καί ο όγκος τού αέρος θά είναι 149,760 κ. μ. Τό βάρος τού αέρος τού-

του θά ισούται μέ τό γινόμενον τού όγκου του εις κυβ. δέκατα επί τήν

πυκνότητά του 1,293 ήτοι 149760Χχ1,293 γραμμάρια:

302.- Κύβος τις έγει όγκον 125 «. τι. Πόσα μέτρα είναι η ακμή τοι,

πόσα ή διαγώνιος αυτού καί πόσα τετραγωνικά μέτρο είναι ή υλιλή του επι..

φανεια;

ΛΥΣΙΣ.--Γνωρίζομεν διι ο όγκος κύβου ακμής α είναι ο’ άρα θά

έχωμεν α’--125 ή α-- -τβ- -- Ρμ. ᾿Επειδή δέ η διαγώνιος αυτού είναι

α 13 3 θά έχωμεν ό--5 [3, η δέ ολική επιφάνεια θά είναι 6α:. 9.55.-150τμ.

303.-- Πρίσμα έχει ύψος 1,6 μ. καί βάσιν τειράγωνον, τού οποίου ή.

περίμετρος είναι 13,8μ. Νά ευρεθή ό όγκος του.

ΛΑΥΣΙΣ.--Η πλευρά τής βάσεώς του θά είναι 12,3: 4 -- 3,705 μ.
"Αρα ο όγκος του θά είναι 3,705” . 7,6 κ. μ.

304.- Δύο ορθογώγια παραλληλεπίπεδα, ών αι βάσεις όκουν διαστάσεις
τού μέν ενός 8,5 μ. καί 8.1 µ. τού δέ άλλου 1,8 µ. καί 5,5 μ έχουν ίσα ύψη.
Νά ευρεθή ο όγκος τού δευτέρου παραλληλεπιπέδου, ύτον ο όγκος τού πρώ:
του είναι 99,1. κ. μ.

ΛΥΣἸΣ.-- Γιωρίζομεν ότι ο λόγος δύο πρισμάτων (διότι τά ποραλ.-.
ληλεπίπεδα είναι καί πρίσματα) εχόντων τό αυτό ύφος ισούται μέ τόν:
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λόγον τών βάσεών των ήτοι ρε Ξ-- ο αλλά η βάσις τού πρώτου εί-

νσι 3,5. 3,4, η δέ βάσις τού δευτέρου είναι 1,8. 5,5 καί ο όγκος τού πρώτου

. ᾿ 391. 35.34. . Ή,39.1.1,8.5,5
δίδετσι ίσος πρός 39,1."Αρα ΡΞ τ 55 Ρ΄-- πππα-

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.--305. Χά αποδειχ̓ή, ότι αί έδραι τής παραπλεύρου επιφα-

νείας κανονικής πυρσμίδος είναι ίσα ισοσλελή τρίγωνα.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ..-- Επειδή η πυραμίς είναι κανονική, η βάσις της

είναι κανονικόν πολύγωνον καί συνεπώς πάσαι αι πλευραί τής βάσεως

είναι ίσαι δηλαδή αι βάσεις τών ισοσκελών τριγώνων. ᾿Αλλά καί αι
παράπλευροι ακμαί τής πυραμίδος είναι ίσαι, διότι άν αχθή τό ύψος

τής κονονικής πυραμίδος, τούτο, συμφώνως μέ τόν ορισμόν, θά πίπτη

εις τό κέντρον τού πολυγώνου τής βόσεως. Αν λοιπόν συνδέσωμεν

τόν πόδα τού ύψους μέ τάς κορυφάς τής βάσεως, θά σχηματισθούν ίσα

ορθογώνια τρίγωνα, διά τών οποίων ευκόλως βλέποπεν ότι αι παρά-

πλευροι ακμαί τής πυραμίδος θά είναι ίσαι. "Αρα τά τρίγωνα τών

εδρών τής πυραμίδος έχοντα τάς πλευράς τών ανά μίαν ίσας είναι

ισοσκελή καί ίσα.

306.-- Νά ευρεθή τό εμβαδόν τής παρυπλεύρου επιφανείας πανονι:ής πυ-

ραιιίδος μέ βάσιν εξάγωνον πλευοάς 8 ιι. Ζοί όταν τό ύψος ενός τών τριγώ-

νώναυτής είναι 10 μι. ᾽

ΛΥΣΙΣ.-- Είδομεν προηγουμένως ότι όλα τά τρίγωνα τής πυρα-

μίδος είναι ίσα, αρκεί λοιπόν νά ευυρεθή τό εμβαδόν τού ενός καί νά

8.10
επαναληφλή εξάκις. Τού ενός τρινώνου τό εμβαδόν είναι -------40τ.µ.

άρα η παράπλευρος επιφάνεια τής πυραμίδος θά έχη εμβαδόν

6.40 -- 240 τ.μ. ᾿

307 ---Λύο τομαί πυραμίδος παοάλληλοι πούς τάς βάσεις απέχουν από τής

κορυφής αυτής 4 µ. καί ομ. Νά ευρεθή ο λόγος τών εμβαδών τών τομών.

ΛΥΣΙΣ..--᾿Επειδή αι τομαί είναι παράλληλοι πρός τήν βάσιν αι

τομσί θά είναι όμοισι πρός αλλήλας, ο δέ λόγος των θά ισούται μέ τό

τετράγωνον τού λόγου τών αποστάσεων τών από τής κορυφής ήτοι μέ

4 ν 16.
(--)} ----

308.--[]οίος ο τόπος τών κορυφών τών ισοδυνάμων πυραμίδων εχουσών

την αυτήν βάσιν ;

ΛΥΣΙΣ.-- Επειδή αι πυραμίδες είναι ισοδύναμει κοί έχουν τήν αυ-

τήν βάσιν θά έχουν καί τό αυτό ύψος. "Αρα αι κορυφαί τών ισούψών

τούτων πυραμίδων θά κείνται επί δύο επιπέδων παραλλήλων πρός τήν

βάσιν, εκατέρωθεν αυτής καί εις απόστασιν ίσην πρός έν τών υψών τών

πυρσμίδων τούτων. ι

309.-- Νά διαιυἐή τειοάεδρον εις τρία, τέσσαρα καί γενικώς εις ν ίσο-

δύναμα τετοάεδοα, δι᾽ επιπέδων διερχομένων διά τής αυτής πλευράς.
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ΑΥΣΙΣ.-- Έστω τό τετράεδρον ΟΑΘΓ (Σχ. 185) εις τό οποίον τά

επίπεδα ΟΑΔ. ΟΑΕ, αγόμενα διά τής πλευράς ΟΑ διαιρούν τούτο εις

τρία ισοδύναμα µέρη.

Παρατηρούμεν ότι τά τετράεδρα ΟΑΒΔ,

ΟΑΔΕ, ΟΑΕΓ έχουν κοινόν ύψος τό εκ τής

κορυφής Ο αγόμενον επί τήν βάσιν ΑΒΓ,

επειδή λοιπόν είναι καί ισοδύναμα, θά πρέπη

νά έχουν καί βάσεις ισοδυνάμους. Δηλαδή

πρέπει (ΑΡΔ)Ξ(ΑΔΕ)-Ξ(ΑΕΓ). ᾽Αλλά τά τρί-

γωνα ταύτα έχοντα κοινόν ύψος τό εκ τής

κορυφής Α επί τήν πλευράν ΒΓ, θά πρέπη νά

έχουν καί ίσας βάσεις ήτοι ΒΔΞΞΔΕ--ΕΓ, Εκ

τούτων αγόμεθα εις τήν ακόλουθον σύνθεσιν.

Διαιρούμεν τήν ακμήν τήν κειμένην απέναντι

τής πλευράς, δι᾽ ής θά αχθούν τά επίπεδα.

εις τρία, τέσσαρα, ν ίσα μέρη. Κατόπιν φέ-

Σχ. 185. ροµεν τά επίπεδα, τά οποία ορίζουν η πλευ-

ρά καί έκαστον τών σημείων τής διαιρέσεως

τής έναντι ακμής. Τό τετράεδρον διαιρείται ούτω εις ισοδύναμα μέρη,

τρία, τέσσαρα. γενικώς ν, καθ᾽ ότι θά έχουν βάσεις ισοδυνάμους καί τό

αυτό ύψος, τό τού τετραέδρου. |

Σελίς 185, 8 56ό, ΠΟΡΙΚΜΑ Ίον.-- Γνωρίζομεν ότι ο όγκος τού πρίοματος Οα

είναι ̓.υ (6 η θάσις καί υ τό ύψος αμφότερα κοινά), τής δέ πυραμίδος -τ -Ε.νυ,

άρα η πυραμίς είναι τό τρίτον πρίσματος έχοντος τήν αυτήν θάσιν καί τό αυτό όψος.

Σελίς 185. 5 567. ΠΟΡΙΣΜΑ Ώον. 1) "Άν Ρ καί Ρ’ οι όγκοι τών πυραμίδων τών

Ρ !".. β.
εχουσών τό αυτό ύψος υ καί θάσεις 6 καί θ'’, δά έχωμεν --- --- ..β-ν β .

Ρ "βου ̓
31 5 ᾿ ̓ : - 4 Ρ ο )2) "Αν δέ 6 η κοινη θάοις καί υ, υ' τα ύψη τιν δα έχωμεν ---- -------- 7------ ᾿

ί Ρ ν β.υ υ΄

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 310.-- Πυραμίς τις έχει βάσιν τετράγωνον, ού η πλευρά

είναι 6,2 μ. τό δέ ύψος της είναι 12,5 μ. Ζητείται ό όγχος αυτής.

ί 1
ΛΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι ο όγκος είναι τό 3 τής βάσεώς της επί

τό ύψος της. ᾿Επειδή δέ η βάσις είναι τετράγωνον πλευράς 6,2 μ. Βά

1
έχώμεν Ρ -- ο 6,2: 12,5 κ, μ.

311.- Κανονική τις πυραμις έχει βάσιν εξάγωνον, ού ή πλευρά είναι;9,3μ.
Εκάστη δέ τών εις τήν χορυφήν αυτής συντρεχουσών ανμών είναι Β μ. Ζη-
τείται ό όγκος αυτής.

ΛΥΣΙΣ.-- Τό εμβαδόν τής βάσεώς της θά είναι ίσον πρός τό εμ-

3,2: , [3
4

πλευρά εξαγώνου ίση πρός τήν ακτίνα). ᾿Αρκεί ήδη νά ευρεθή τό ύψος.
Φέρομεν λοιπόν τό ύψος εκ τής κορυφής. τό οποίον θά πέση εις τό κέν-

βαδόν έξ ισοπλεύρων τριγώνων πλευράς 3,2 ήτοι 6 - (διότι
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τρον τού εξαγώνου καί συνεπώς ορίζεται ως μία τών καθέτων πλευρών

ορθογωνίου τριγώνου, ού η υποτείνουσα είναι 8 μ. καί η άλλη κάθε-

τος ίση πρός 3,2 μ. ήτοι υ -- ι 8.--3,2: -- 1 53,76 -- 7,3. Ο όγκος λοι-

1 6.325. 13.
πόν τής πυραμίδος θά είναι Ρ -- α-' ο 7,3 --65 κ. μ.

ω
-

312.--- Τριγωνι:κής πυραμίδος τό εμβαδόν τής βάσεως είναι Β τ. μ. καί ο

όγχος είναι 95 ». μ. Νά είρεθή τό ύψος της.

ΛΥΣΙΣ.-- Καλούντες « τό άγνωστον ύψος τής πυραμίδος θά έχω-

μεν πρός λύσιν τήν εξίσωσιν 5 6. κ--25 εξ ής κ--12,2 µ.

313.-- '9 όγχος κανονικού τετραέδρου αχμής α ισούται μέ

αγ
12

᾿Εφαρμογη όταν είναι α--Ξ µ,. 4 µ, 2,5 μ.

Εαί μέ τί ισούται τό εμβαδόν τής ολικής του επιφανείας ;

ΔΛΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή η βάσις τού κανονικού τετραέδρου ΟΑΒΓ (Σχ.186)

είναι ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α, τό εμβα-

οκ. . τ αί 3 ᾿ τ 0
δόν της θά είναι . πα Αρκεί λοιπόν νά

υπολογισθή τό ύψος ΟΕ, τό οποίον πίπτει εις

τό κέντρον Ε. τού πολυγώνου τής βάσεως. Τό

Ε είναι ως εκ τούτου η τομή τών υψών, τών

διαµέσων κλπ. τού τριγώνου ΑΒΓ. ᾿Αλλά γνώ: τά

ς 5 ΜΗ...”
ίζομεν ότι (ΑΔ) -- -αίβ Επειδή δέ (ΑΕ)--ριςσοΗ 2 / Δ

-- Ξ (ΑΔ).(επειδή ΑΔ είναι καί διάµεσος) έπε- ρ

2 ο. κκ
ται ότι (ΑΕ) ----- α] ό. α]3 Σχ. 186.

3 2 3
᾿Αλλά τώρα εκ τού ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΕ ευρίσκεται τό ύψος

[8 α΄ η ν

διότι (ΟΕγ'-- (ΟΑ)' -- (ΑΕ}' --- α-(τ) --α-.. 24’ θα’ "Αρα
9 ΕΙ

(ΟΑ) --- τη’ “Ώστε τό ύψος κανονικού τετραέδρου ακμής α θά δί-

αί 6
δεται υπό τού τύπου ασ "Ήδη ο όγκος τού τετραέδρου υπολο-

-

αι 2κ. τ. α]3 αι[ρ
γίζεται ευκόλως καί είναι Ρ-----. ας ο σα στο

'Ο ολική επιφάνεια προφανώς αποτελείται από 4 ισόπλευρα τρίγωνα

ίσα πρός τήν βάσιν καί συνεπώς θά είναι Ε -- 13. 4 -- αί 3. ,

Εφαρμογή. διά α-- 3μµ. ευρίσκομεν



»Ζ 912
α) Ρ-τηπ---5. κ.μ. καί Ε--3: Κ3--9{ 3 τ. μ.

β) ρ 4.12 Ε--4».1 3. γ) Ρ-- 2,55} 3. Ε-- 25: 13
12 " 12

314--- Νά αποδειχθή, ότι αι παράπλευροι έδραι κολούρου πυραμίδος, η

οποία προέχυψεν εκ χανονιχής πυραμίδος (λανονιχή χόλουρος πυραμίς) είναι

ίσα ισοσχεθη τραπέζια.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Είδομεν εις τήν άσκ. 350:

ότι αι παράπλευροι έδραι κανονικής πυράμί-

δος είναι ίσα ισοσκελή τρίγωνα. Διά νά προ-

κύψη όμως η κόλουρος, εφέρομεν επίπεδον

παράλληλον τή βάσει. Συνεπώς τούτο θά

τμήση τάς ακμάς εις μέρη ανάλογα. ώστε αι

παράπλευροι ακμαί τής κολούρου ᾿θά είναι

ίσαι, δηλαδή τά τραπέζια τών εδρών της, θά

είναι ισοσκελή. ᾿Επειδή δέ καί αι πλευραί

τών βάοεών των είναι ίσαι ανά µία, έπεται

ότι τά τραπέζια είναι ίσα.

Σχ. 187 315 -- Κανονικής πυραμίδος, η βάσι- είναι

ΠΝ τετράγωνον πλευράς 8 μ. τό δέ ύψος είναι ̓6:µ.

᾿Επίπεδον δέ παράλληλον πρός τήν βάσιν διέρχεται διά τού μέσου τού ύψους"

Νά ευρἐή τό εμβαδόν τής παραπλεύρου επιφανείας κολούρου πυραμίδος, ή

οποία προέχυψεν εκ τής τοιιής αυτής ω- χαί ό όγκος τής κολούρου πυραμίδος.

ΑΥΣΙΣ.-- Έστω η πυραμίς ΟΑΒΓΔ (Σχ. 181). Φέρομεν τό ύψος.

ΟΕ καί κατόπιν τήν ΑΕ. Έκ τού ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΕ λαμβάνο-

μεν (ΟΑ)-Ξ(ΟΕ)--(ΑΕ}. ᾿Αλλά (ΟΕΊ-Ξ2 μ. καί (ΑΕ)--μέ τό ήμισυ τής

διαγωνίου τού τετραγώνου τής βάσεως ήτοι (ΑΕ]-- ΓΣ. Ξ- 412. μ.

"Αρα (ΟΑ) --γδ’--(4] 2 --γ6β. Κατόπιν φέρομεν τό ύψος ΟΖ τής έ-

όρας ΟΒΓ. Δυνάμεθα, εκ τού ορθογωνίου τριγώνου ΟΖΒ, νά υπολογί-

σωώμεν τούτο, διότι θά έχωμεν (ΟΖ)’--(ΟΒ}'.-(ΒΖ):.. ᾿Αλλά (ΟΒ)--(ΟΑ) -:

--[68 καί (ΒΖ)--(ΒΓ) : 2--4. "Αρα (ΟΖγ'--(γο8 )’ --- 4:--68 --- 16 --- 52 καί

(ΟΖ) -- [52. ᾿Επειδή όμως τό επίπεδον αβγδ εξ υποθέσεως διχοτομεί τό

ύψος, θά διχοτομή καί τάς παραπλεύρους ακμάς (8 359), ως καί πάσαν

ευθείαν αγομένην εκ τού Ο πρός τήν βάσιν. Συνεπώς θά έχωμεν. (βγ]--

ΞΞ(ΒΓΙ/ : 2:38 : 2--4 καί (ζΖ)--(ΟΖ) : 2--γ52 : 2. "Ηδη τό εμβαδόν τής
παραπλεύρου επιφανείας θά είναι ίσον πρός 4 ισοσκελή τραπέζια ίσα,

εκάστου τών εποίων τό εμβαδόν είναι δ . [55 -τ3 52. Καί η παρά-

πλευρος επιφάνεια 4. 3952 --12[52. Διά νά υπολογίσωμεν τόν όγκον

ο. . ̓ 1 ---θά εφαρμόσωμεν τόν τύπον Ρ-- .. υ(8-Α-ΓΒβ). ᾿Εδώ υ-- (ΟΕ) :2--

-», Β--8'--64 καί β-4:--16. "Αρα Ρ-- ---34 64-Γ16-:- 69.16): 112κ.μ.
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316.--Νά αποδειχθή ότι, άν αι διαγώνιοι παρχλληλεπιπέδου είναι

ίσαι, τό παραλληλεπίπεδον είναι οῤογώνιον.

"Έστω τό παραλληλεπίπεδον ΔΗ τού οποίου αι διαγώνιοι ΑΗ, ΒΘ,

ΓΕ, ΔΖ είναι ίσαι (Σγ. 188). Θά δείξωμεν ότι τούτο είναι ορθογώνιον.

̓ µ ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.- "Εστω Ο τό κέντρον τού

να σσ παραλληλεπιπέδου, δι’ ού διέρχονται πάσαι αι

Ε καστ νν -5-- / διαγώνιοι. ᾿Εκ τούτου φέρομεν τήν κάθετον

ΠΝ -ηξθς.,--1. ΟΚ επί τήν έδραν ΑΒΓΔ καί συνδέομεν τό

;' 15] Έρο Ε/Γ Κι μέ τάς κορυφάς Α, Β, Γ, Δ. Σχηματίζομεν

ο ---κΈ-. ούτω τέσσαρα ορθογώνια τρίγωνα τά ΟΚΒ,

Α. β ΟΝΓ, ΟΚΔ, ΟΚΑ τά οποία είναι ίσα, διότι

Σχ. 188. έχουν ΟΑ-ΞΟΒ--ΟΓ--ΟΔ ως ημίση τών ίσων

εξ υποθέσεως διαγωνίων καί τήν ΟΚ κοινήν.

"Αρα θά έχουν καί ΚΑ--ΚΒ--{Γ -- ΚΔ. Δη-

λαδή υπάρχει περιφέρεια διερχομένη διά τών κορυφών Α, Β, Γ, Δ έχου-
σα κέντρον τό Κ. ᾿Επειδή όμως τό σχήμα ΑΒΓΔ είναι συγχρόνως: καί

παραλληλόγραμμον, ώς εγγεγραμμένον εις τόν κύκλον, θά είναι ορθο-

;ώνιον (όσκ. 100). ᾿Εδείχθη λοιπόν ότι η έδρα ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιον.

Διά τού αυτού τρόπου αποδεικνύομεν ότι καί οί λοιπαί έδραι είναι ορ-

θογώνια παραλληλόγραμμα καί ουνεπώς τό δοθέν παραλληλεπίπεδον

είναι ορθογώνιον.

Ν 317.-- Νά αποδειχθηή, ότι τό άθροισμο τών τετραγώνων τών τεσ-

σάρων διαγωνίων παροαλληλεπιπέδου ισούται μέ τό άθροισμα τών

τετρογώνων τών 12 αχμών αυτού.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- "Έχοντες υπ᾽ όψιν τό προηγούμενον οχήμα υποθέ-

τοµεν ότι φέρομεν τάς διαγωνίους ΔΒ κοί ΑΓ τής έδρας ΑΒΓΔ.

Γνωρίζομεν (άοκ. 188) ότι τό άθροισμα τών τετραγώνων τών τεσσά-

ρων πλευρών παραλληλογράμμου ισούται μέ τό άθροισμα τών τετρα-

γώώνων τών δισγωνίων του.

᾿Εφαρμόζοντε: τήν πρότασιν ταύτην εις τό παραλληλόγραμμον

ΑΒΓΔ λαμβάνομεν (ΑΒΥ'.--- (ΒΓ): --- (ΓΔ): --- (ΛΑ): ---(ΑΓ) (ΒΔ) (1)

καί εκ τών ΘΕΖΗ επίσης (ΘΕ)’-!- (ΕΖ}’-1- (ΖΗγ’!|-. (ΠΘ}’ --(ΕΗγ (ΘΖ) (2)

᾿Επειδή δέ τώρα καί τά σχήματα ΑΕΗΓ καί ΒΖΘΑ είναι επίσης

πσραλληλόγρσμμα εφαρμόζοντες τήν πρότασιν ταύτην καί εις αυτά λαμ-

βάνομεν(ΑΓΊ! -- (ΓΗ)’ -- (ΗΕΥ-- (ΑΕ): -- (ΕΓ): η- (4Η): (3)
καί (ΒΖ]’ -- (ΖΘ}' -- (ΘΔ) -- (ΔΒ) -- (ΘΒ): -- (ΔΖ) (4)

᾿Αθροίζοντες τάς (1), (2), (3), (4) κατά μέλη λαμβάνομεν

(ΑΒ) -- (ΒΓΡ'-- (ΓΔ: -- (ΔΑγ'-- (ΘΕγ η-(Ε2}' η- (ΖΗ-- (ΠΘγΗ-
ΑΓ} π- (ΓΗΣ -- (ΕΗ}’ η- (ΔΕ}' -- (ΒΖ}' -- (2Θ}' 1- (ΔΘΥ' - (ΔΒ) --

-- (ΑΓ) -- (ΒΔ) --(ΕΗ}' -- {ΘΖ} η- (ΕΓ) Γ(ΑΗ)"-Γ(ΘΒ)’ Γ(Δ 2)".
᾿Εξαλείφωντες τώρα από τών δύο μελών τά ίσα μέρη, (ΑΓ)’, (ΒΔ]},

(ΞΗ)’, (ΘΖ)! λαμβάνομεν τελικώς (ΑΒΤ--(ΒΓΤ{ΓΔ)--(ΔΑ}!-(ΘΕ}’Ί1-
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-(ΕΖγη-ΖΗγ-{ΗΘγ-{ΓΗγΗ-(ΑΕγ'4-(Β2}’1-(ΔΘ}'-- (ΕΓ-- (ΑΉ; --
-(ΘΒ} ΔΖ} δ.έ.δ,

318.--'Επί πλευράς τινός δοθείσης πυραμίδος νά ευρἐή σημείον τοιού-

τον, ώστε τό δι αυτού διερχόµενον παράλληλον επίπεδον πρό: τήν βάσιν νώ

δίδη τομήν τό ήμισυ τής βάσεως.

ΛΥΣΙΣ.--᾽᾿Αναφερόμενοι εις τό σχήμα 187, άς υποθέσωμεν ότι α είναι

τό ζητούμενον σημείον τό κείμενον επί τής πλευράς ΟΑ τής δοθείσης

πυραμίδος ΟΑΒΓΔ. Έστω δέ ακόμη ότι ήχθη τό πρός τήν βάσιν πα-

; 1
ράλληλον επίπεδον αβγδ ώστε (αβγδ) -- - (ΑΒΓΔ). 'Επειδή

τό επίπεδον αβγδ καί η βάσις είναι παράλληλα. θά είναι όμοια καί συ-

| (αβγδί (Οσα; , Ί (Οα’.,  η Ακμή τής πάρε...
νεπώς (ΒΓΔ θα ή - χ: άν λ η ακμή τής βάσεως,

λ] 2
Έκ

τούτου φαίνεται ότι διά νά ορισθή τό σημείον α αρκεί νά ληφθή επι

τής ακμής ΟΑ καί από τού Ο τμήμα Οα ίσον πρός τό ήμισυ τής δια-

γωνίου ιετραγώνου έχοντος πλευράν λ.

Έκ τής τελευταίας ισότητος λαμβάνομεν ευκόλως (Οα)-- ᾿

319,.--- Πυραμις έχει βάσιν τετράγωνον πλευράς α μ. ᾿Εάν δέ }λ. µ. είναι

τό μήχος μιάς τών πσραπλεύρων ακμών, νά ευρεθή τό ύψος «αί ο όνχο:

τής πυραμίδος.

ΛΥΣΙΣ.-- ᾿Αναφερόμενοι καί πάλιν εις τό σχ. 187. Παρατηρούμεν
ότι τό ύψος ΟΕ ̓ά ορισθή εκ τού ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΕ. Πράνγ-

ματι (ΟΑ}--λ καί (ΑΕ)-Ξ(ΑΓΊ : 2-- αί2:2. "Αρα (ΟΕ)’--ΌΑ}: (ΑΕ)
“ο ..

ΒΝΠΕ } ή (ΟΕ)---[.-- --. Ο όγκος θά είναι Ρ-- -- [λος -α7

320.-- Πυραμίς έχει βάσιν τετράγωνον πλευράς υ μ. ᾿Εάν δέ Β τ. μι.

είναι τό εμβαδόν εκάστης τών παραπλεύρων εδρών, νά ευρεθή τό ύψος καί
ο όγκος τής πυραμίδος.

ΑΥΣΙΣ.-- Τό εμβαδόν τής βάσεως τής πυραμίδος είναι α’. Διά νά
ευρωμενιτώρα τό ύψος τής πυραμίδος εργαζόμεθα ως εξής. "Ας καλέ-
σωμεν ν τό ύψος ιιιάς παραπλεύρου έδρας τής πυραμίδος.

Τότε τό εμβαδόν τής έδρας θά είναι --- "Αρα θά πρέπη -- --Β

. 28...
ήν-- -. Αναφερόμενοι τώρα εις τό σχήμα 187 παρατηρούμεν ότι διά

νά ορισθή τό ύψος ΟΕ τής πυραμίδος αρκεί νά εφαρμόσωμεν τήν πρό-
τασιν τού Πυθαγόρα εις τό ορθογώνιον τρίγωνον ΟΕΖ εις τό οποίον

ο 28.
(02) στα καί (Ε2) Ο Ήτοι (ΟΕ) -- (ΟΖΥ' -- (ΕΖ) ---

2817 αλ αβ: : 4Β: κα”-- ( ) -- (:) --π- -α- ή (ΟΕ)--- [8 ος
αί 4
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, {ωςο

“Ο όγκος συνεπώς τής πυραμίδος θά είναι Ρ -- ατα”. Τ16Β:-- α:
δα

321.--δά ευρεύη ο όψχκος κανονικού οκταέδρου αγμής α.

ΛΥΣΙΣ.-- Έστω τό κανονικόν οκτάεδρον
ΟΑΒΓΔΟ’ (Σχ. 189). Διά νά ορίσωμεν τόν όγ-
κον αυτού αρκεί νά ορίσωμεν τόν όγκον τής κα-

νονικής τετραγωνικής πυραμίδος ΟΑΒΓΔ καί

νά τόν διπλασιάσωμεν. Φέρομεν πρός τούτο τό

ύψος ΟΚ επί τήν ΑΒΓΔ καί σύρομεν τήν ΑΚ.

Εκ τού ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΚ λαμβάνομεν

(ΟΚ}’-(ΟΑ)--(ΑΚ)'. ᾿Αλλά (ΟΑΊ--α καί (ΑΚ}--

α}2-"ήμισυ διαγωνίου ΑΓ-- -- 5 ότε (ΟΚΥ:Ξ-α:--

α}2}λ΄ 2α:. αί .
Σχ. 1869’ 4 π ) -.α ή(ΟΚ)-- ---5-. Ο όγκος

τ 4

λοιπόν θά είναι Ρ-- ανα] 3 ---5..:.5. καί τού οκταέδρου

2»α)2 αί 2.
43.

322.--- Δί διαστάσεις ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι α, β, γ. Νά εύ-

ρἐή ο όγκος τού ολταέδρου τού έχοντος κοουφάς τά κέντρα τών εδρών τού

παραλληλεπιπέδου.

ΛΥΣΙΣ.-- Έστω τό ορθογώνιον παραλληλεπίπεδον ΠΘ καί Α, Β,

Γ, Δ, Ε, Ζ τά κέντρα τών εδρών του

(Σχ. 190). Ζητούμεν τόν όγκον τού οκταέ. ; ρ

όρου ΑΒΓΔΕΖ συναρτήσει τών ακμών α, -..

β, γ τού παραλληλεπιπέδου. Παρατηρού- μυς, στ

μεν ότι τό οκτάεδρον αποτελείται από δύο ΖΥ..--Η - 4 Έρτ

τετραγωνικάς πυραμίδας εχούσας βάσιν β Έτός ο τ.

τό ΔΕΒΖ καί κορυφάς τάς Α καί Γ. ᾿Αλ- ΄ ς΄

λά τό ΔΕΒΖ είναι ρόμβος (ως ευκόλως 1,4 β

δεικνύεται) ού τό εμβαδόν ισούται μέ Η
Σχ. 190.

(ΔΒ) (ΕΖ) -- Σ᾽ 'α. β. (Διότι ΔΒ.-:α καί |

-- επειδή εκάστη συνδέει τά κέντρα δύο έναντι εδρών .καί συνεπώς

θά είναι η απόστασις αυτών). "Ηδη η απόστασις τής κορυφής Α από

τού ΔΕΒΖ θά ισούται μέ -- καί άρα ο όγκος τής πυραμίδας ΑΔΕΒΖ

1 α. α.β. Υ
θά ισούται μέ ---᾽ ΒΥ. β. Καί τού οκταέδρου-- 2.-αβγ.

3 2 2 12 12

-α. β᾽ ν. 1 3
ος "Ήτοι είναι τό ΤΝ τού ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου.

}
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323.-- Τό ύψος κολούρου πυραμµίδος είναι ό, ̓ μ., τό εμβαδόν τής µεγα-

λυτέρας βάσεως αυτής 34 τ. μ. καί μία τών πλευρών τής βάσεως αυτής είναι

385 μμ ή δέ πρός αυτήν ομόλογος πλευρά τής άλλης βάσεως είναν 2, 3 μ. Νά

ευρἐή ο όγκος τής κολούρου ταύτης πυραμµίδος.

ΛΥΣΙΣ.-- Επειδή αι βάσεις είναι όμοια πολύγωνα, άν καλέσωμεν

̓ ον β 2,2’
8 τό εμβαδόν τής μικράς βάσεως θά πρέπη νά έχωμεν δα 385:

εξ ής ορίζεται η άλλη βάσις. Ήδη δέ δι’ εφαρμογής τού τύπου

1 σα -
ΡΡ-----υ (β--Β--γ8β) ορίζομεν καί τόν όγκον αυτής επειδή όλα είναι

2

γνωστά.

324.-- 'Η βάσις: χανονιχής πυοαμίδος είναι κανονιλόν εξάγωνον πλευράς

α, ή δέ παοάπλευρος ακιιή 2. Νά ευρἐή τό ύψος καί όγκος τής πυρσμίδος.

ΛΥΣΙΣ.-- Τό εμβαδόν τής βάσεως θά είναι 6. α᾿Ί 3 (διότι αποτε-
4

λείται από 6 ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς α). Διά νά εύρωμεν τό ύψος

αρκεί νά εφαρμόσωμεν τήν πρότασιν τού Πυθαγόρα εις έν τών ορθογω-

νίων τρινώνων όπερ ορίζεται από τό ύψος τής πυραμίδος, μίαν ακμήν

καί μίαν ακτίνα τής βάσεως, ήτοι άν ν τό ύψος θά είναι « -- γχ' --αα’

“:.Ρ - ο

Ο όγκος λοιπόν θά είναι Ρ -- -α-- δα’ [3 ίχ---α:
4

325.-- Αι τρείς άχμαί τής αυτής στερεάς: γωνίας κύβου αλμής α διγοτο-

μούνται υπό επιπέδου. Νά ευρεθή ο όγκος τού ούτω Εξ β Α

σχηματιζομένου τετραέδρου.

ΛΥΣΙΣ.-- Εστω ο κύβος ΑΗ καί Β,Γ, Δ Δ

τά μέσα τών ακμών ΑΕ, Α7, ΑΘ.(Σχ. 191). Τό | Γ
τετράεδρον ΑΒΓΔ δύναται νά θεωρηθή ως έχον

βάσιν τό τρίγωνον ΑΒΔ καί ύψος ΓΑ, διότι οι σσ στ πρ

ακμαί ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ είναι κάθετοι ανά δύο, ᾿Αλλά

τό εμβαδέν τού τριγώνου ΑΒΔ θά είναι Η

1 1 αα α Σχ. 191-α- (ΑΒΙΑΔ) -- -α-...Ρ..-α- ---Έ

1 » μα]

τό δέ ύψος ΑΓ επίσης είναι σσ "Αρα ο όγκος είναι Ρ --στα ΚΓ “ -- 29 .

326. -Λί βάσεις κπολούρου πυραμίδος είναι Η καί β. Κά ευρεύήη εξ αυ-

τών τό εμβαδόν τής τομής, ήτις είναι παράλληλος πρός αυτάδ λαί απέχει εξ

ίσου απ᾽ αυτών. -

ΛΥΣΙΣ.-- "Έστω πυραμίς ΟΑΒΓ, εξ ής προκύπτει η κόλουρος
αβγΑΒΓ καί αβ΄γ’ η μέση τομή αυτής (Σχ. 192). Καλούμεν νι, κ., Χ,
αντιστοίχως τάς πλευράς αβ, αβ’, ΑΒ. ᾿Επειδή η τομή καί αι βάσεις

είναι όμοια πολύγωνα θά έχωμεν τήν σχέσιν ΓΟ. -.(α-β΄ 2), {ΆΒΓ
δη κια
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Ή άν καλέσωμεν ε τό εμβαδόν τής μέσης τομής θά έχώμεν

8 .-.. 8 ΓΒ Τε 78
Χι .Έ Χο” τ ΝΗ ΝΙ -- Να . Ν,

ίβ:-18Β Τε, Μην ᾿
τ στον. αλλά 2κ.--Νι-Ην, (διάµεσος

/ ' / σσ -----

τραπεζίου) άρα 1βπ 8. λε ο τε --
2ν. Ν«Νβ. /--

᾿ μα ΙβΒ. ..
-- | β ΕΙ Β ή | ε ΠΝ κοί

ι.[3 -ι-- γ
Σχ. 199. ΤΡ ΣΤΡ,

4

327.-- Αι ευθείαι αι οποίοι συνδέουν τά μέσα τών απέναντι οκμών τε-

τρσέδρου ΑΡΓΔ, διέρχονται διά τού αυτού σημείου, τό οποίον είναι τό μέ-

σον εχάστη: τούτων.

Έστω το τετράεδρον ΑΒΓΔ (Σχ. 193) καί Ε, Η, Ζ, Θ καί Ι, Λ τά

μέσα τών απέναντι ακμών του. Θά δείξωμεν

ότι αι ευθείαι ΕΗ, ΘΖ, ΙΛ διέρχοντσι διά τού

αυτού σημείου Ο, όπερ είναι κοινόν τών μέσον:

ΑΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Φέρομεν τάς ΕΖ καί ΘΗ

καί σχηματίζομεν τό παραλληλόγραμμον ΕΖΗΘ,

διότι αι ΕΖ καί ΘΗ ως συνδέουσαι τά μέσα δύο

πλευρών τών τριγώνων ΑΒΔ καί ΓΒΔ είναι

παράλληλοι πρός τήν ΒΔ καί ίσαι πρός τό ημι-

συ αυτής, ότε θά είναι καί μεταξύ των ίσαι καί

παράλληλοι. Συνεπώς αι διαγώνιοι ΞΗ καί ΘΖ

αυτού θά. διχοτομούσιν αλλήλας εις τό Ο. 'Ο-

μοίως άν σύρωμεν τάς ΙΖ καί ΘΛ το τετρά-
πλευρον [ΖΛΘ θά είναι καί αυτό παοαλληλό-
γραμμον, ότε οι διαγώνιοι αυτού ΙΛ κοί ΘΖ επίσης θά διχοτομούνται.

᾿Αλλ’ επειδή τό μέσον τής ΖΘ είναι έν καί μόνον, έπεται ότι πάσαι

αύται διέρχονται διά τού αυτού σημείου Ο, όπερ είναι κοινόν των μέσον.

328.-- Τίς τό τετράεδρον ΑΒΙώ τά έξ επίπεδα τά διερχόμενα διά μιάς

ακμής καί τού μέσου τής απέναντι αλμής τέμνονται εις τό αυτό σημείον.5

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Έχοντες υπ᾽ όψιν τό σχήμα 193 εργαζόμεθα ως

εξής. Τό επίπεδον τό οποίον ορίζει τό Η καί ακμή ΑΒ, περιέχει προφα-

νώς τήν ΕΗ ήτις διέρχεται, ως εδείχθη προηγουμένως, διά τού Ο. Κατά

τόν αυτόν τρόπον δεικνύομεν, ότι έκαστον τών επιπέδων ΑΔΘ, ΑΓΛ,

ΒΔΙ, ΓΔΕ, ΒΓΖ διέρχεται διά τού Ο ως περιέχον μίαν τών ΖΘ, ΙΛ, άρα

πάντα ταύτα διέρχονται διά τού αυτού σημείου ήτοι τού Ο.
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329 --- Αι τέσσαρες ευθείαι, αι οποίαι συνδέουν τάς κορυ(ας τετραέδρου

ΑΒΓΔ μέ τά χοινά σημεία τών διαμέσων τών απέναντι εδρών, διέρχονται διά

τού αυτού σημείου καί διαιρούνται υπ᾽ αυτού εις δύο

μέρη, τών οποίων τό έν είναι τριπλάσιον τού άλλον.

"Έστω τό τετράεδρον ΑΒΓΔ καί Λ καί Κ΄ τά ση-

μεία τομής τών διαμέσων τών εδρών ΒΓΔ καί

ΑΓΔ (Σχ.194). Σύρομεν τάς ΑΛ καί ΒΚ. Δείξω-

μεν ότι τέμνουσιν αλλήλας εις τό σημείον Ο ώστε

ΑΟ ΒΟ νιν ,
----- -- ------ -- 5. καί ότι τό αυτό συμβαίνει

ΟΛ οκ

καί διά τάς δύο άλλας τάς αγομένας εκ τών

κορυφών Δ καί Γ πρός τά σημεία τών διαμέ-

σων τών εδρών ΑΒΓ καί ΑΒΔ.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- ᾿Επειδή αι ευθείαι ΑΖ καί

Σχ. 194 ΒΖ τέμνονται εις τό Ζ, μέσον τής ΓΑ, έπεται

ότι ορίζουν τήν θέσιν ενός επιπέδου, τού επιπέ-

δου ΑΒΖ. ᾿Επειδή αι ΑΛ καί ΒΚ έχουν δύο κοινά σημεία εν τώ επι-

πέδω τούτω, έπεται ότι κείνται επ᾽ αυτού καί άρα τέμνονται. "Εστω Ο

τό σημείον τής τομής των. ᾿Αλλά επειδή τά Κ καί Λ είναι τά σημεία

ΖΚ ΖΛ 1

τα ΖΒ 3
καί άρα η ΚΛ τέμνουσα τάς πλευράς τού τριγώνου ΖΑΒ εις μέρη ανά-

λογα είναι παράλληλος τή ΑΒ καί τά τρίγωνα ΖΚΛ καί ΖΑΒ θά είνσι

τομής τών διαμέσων κατά τήν άσκησ. 92 θά έχωμεν

ο Κλ 1
όμοια, ότε καί ΑΒ 7 -α- Ήδη όμως καί τά τρίγωνα ΚΟΛ κοί ΑΟΒ

ΑΟ ΒΟ ΑΒ 3
είναι όμοια, ότε όλ οκ Κλ” τ᾽

Ομοίως εργαζόμενοι μέ μίαν τών ΑΛ ή ΒΚ καί μέ μίαν τών άλλων

ευθειών αι οποίαι άγονται εκ τών κορυφών Γ καί Δ πρός τά σημεία

τομής τών διαμέσων τών έναντι εδρών του, ευρίσκομεν ότι πάσαι αι

ευθείαι αύται διέρχονται διά τού αυτού σημείου Κ, όπερ τέμνει ταύτας
εις δύο μέρη ών τό έν είναι τριπλάσιον τού άλλου.



ΒΙΒΛΙΟΝ Ζ΄.

ΣΤΕΡΕΑ ΕΚ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗΣ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ: 330. Κυλίνδρου τινός ή διάμετρος τής βάσεως είναι 4,δμ.,

τό δέ ύψο- 1,8 μ. Πόση είναι ή χυρτή Επιφάνεια αυτού :;

ΔΥΣΙΣ.--Η ακτίς θά είναι 4,5: 2 - 2,25 μ. καί συνεπώς τό εμβα-

δόν θά είναι 2.3,14.2,25. 1,8 τ.μ.

331.--Αϊ χυοταί επιφάνειαι δύο κυλίνδρων εχόντων ίσος ράσεις είναι ως

τά ύψη των, εάν δέ έχουν ίσα ύψη, είναι ως αι οκτίνες τών βάσεων.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΙΣ.-- 1) "Αν Ε καί Ε’ αι κυρτοί επιφάνειαι τών κυλίν-

όρων, υ καί. υ’ τά ύψη των, επειδή αι βάσεις των είναι ίσαι θά είναι

καί ακτίνες τών βάσεων τούτων ίσαι καί συνεπώς άν ̓ρκαί ρ’ αι ίσαι

: μ Ε 2πρ.υ υ ο,
ακτίνες θά έχωμεν ΕΞ πρ’ σος (διότι ρ--ρ’)

2) "Αν δέ έχουν ίσα ύψη θά είναι Ε.- άπρ.υ 6 Ρ.
χ ψη Ε΄  Ό2πρ.υ  ̓ρ'

332.--Ποίον είναι τό σχή!ια τής τομής κυλίνδρου δι᾽ επιπέδου παραλλή-

λου ποός τόν άξονα αυτού ;

ΑΠΑΝΤΗΣΙΣ.--᾽Αφού τό επίπεδον θά είναι παράλληλον πρός τόν

άξονα θά είναι κάθετον πρός τάς βάσεις. Αι τομαί δέ τών βάσεων υπ᾽

αυτού θά είναι παράλληλοι (6 310), ως επίσης καί τομαί τής .κυρτής

επιφανείας υπ᾽ αυτού παράλληλοι, ως παράλληλοι πρός τόν άξονα καί
κάθετοι πρός πάς βάσεις. Αρα η τομή θά είναι ορθογώνιον.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ-.--333. Κυλίνδρου τινός η αχτίς τής βάσεως είναι 8,άμ.. τό

δέ ύψος 8,Βμ. Πόσος είναι ό όγκος αυτού καί πόσος 9ά είναι ο όγχος τού,

εάν µόνον η αγτίς τής βάσεως πολλαπλασιασ̓ή επί α ή μόνον τό ύψος του

πολλαπλασιασ̓ή επί β ; |

ΑΥΣΙΣ.- Ο όγκος Ρ τού κυλίνδρου θά είναι Ρ--3,14. 8,4”. 3,5.Αν

ήδη η ακτίς τής βάσεως πολλαπλασιασθή επί α καί γίνη 8,4. α ο όγκος

θά γίνη Ρ’--3,14. (8,4 . α)” . 3,5---3,14 . 8,4: . 3,5 . αί--Ρ . αί ήτοι πολλα-

πλασιάζεται επί α”. "Αν όμως τό ύψος πολλαπλασιασθή επί β καί γίνη

35 .β, ο όγκος θά γίνη Ρ'--3,14. 8,4’. (3,5 . β)--3,14 . 8,4". 3,9. β Ξ-Ρ.β

ήται ο όγκος πολλαπλασιάζεται καί ούτος επί β.

334.--Πρόκειται νά κατασλευυσ̓ή κυλινδρικόν αγγοίον εκ λευλοσιδήρου,

τό οποίον νά χωρή μίαν οκάν ύδοτος καί νά έχη ύψος διπλάσιον τής διαμέ-
τρου τής βάσεως. Ποίαι ̓ά είναι αι διαστάσεις αυτού :;

12
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ΑΥΣΙΣ.- Είναι γνωστόν ότι µία οκά ύδατος έχει βάρος ίσον πρός

1280 γραμμάρια. ᾿Αλλ᾽ επειδή η πυκνότης τού ύδατος είνα: 1, έπεται

ότι ο ογκος αυτού θά είναι 1280 κυβ. εκατοστά. "Αν λοιπόν καλέσωμεν

α τήν ακτίνα τής βάσεως, η διάμετρος θά είναι 2α καί συνεπώς τό

ύψος 2. 2α--4α καί ο όγκος 3,14. α’. αα--4. 3.14α’. Θά πρέπη συνε-

πώς νά έχωμεν τήν εξίσωσιν 4. 7,|4α"-- 1280

5 3

1280 ̓ ον 1280
ή α -] Ζ -η εκ. καί τό ύψος θά είναι τοτε 4. ατα

335.--Κύλινδρός τις εκ χυτού σιδήρου έχει μήχος μέν 4,13... περι(έρειαν

δέ βάσεως 0,6 μ. Ζητείται τό βάρος αυτού. (Τό ειδικόν βάρο: τού γυτού σι-

δήορου είναι 1,3 περίπου).

ΔΛΥΣΙΣ.--Αν καλέσωμεν α τήν ακτίνα τής βάσεως θά έχωμεν

2.3,14.α--0,6 η α-- ουδ᾽ "Ηδη ο όγκος του θά είναι

Ρ--3,14. (ως) 4,12. Γνωρίζομεν δέ ότι τό βάρος σώματος ευρίσκε-

ται άν πολλαπλασιάσωμεν τόν όγκον του επί τό ειδικόν του βάρος

6 3
ήτοι -- 3,14. (68) 4,12. 7,2 εις τόννους.

"Αν θέλωμεν νά τό τρέψωμεν εις οκάδας πολλαπλασιάζομεν τό

ανωτέρω εξαγόμενον πρώτον επί 1.0{(0.00Ο καί κατόπιν δισιροίμεν διά

1280 (διότι 1280 γραμμάρια-. 1 οοκά).

336.-- Ο όγλος κυλίνδρου ισούται μέ τό γινύμενον τής Ζυοτής έπιφα:

νείας αυτού επί τό ήμισυ τής οκτίνο: τής βάσεώς τον.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--Γνωρίζομεν ότι ο όγκος κυλίνδρου δίδεται υπό τού

τύπου Ρ--π.α’. υ ένθα α η ακτίς τής βάσεως καί υ τό ύψος του.

"Αλλά ο τύπος δύναται νά γραφή καί ως εξής Ρ--2παυ. -' όπερ

σημαίνει ότι αρκεί νά πολλαπλασιασθή η κυρτή επιφάνεια του 2παυ επί

τό ήμισυ τής ακτίνος ήτοι επι σσ

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.- 331. Κώνου τινός η ακτίς τής βάσεως είναι 0,0 μ., τό δέ

ύψος 12 μ. Πόση είναι ή κυρτή αυτού επιφάνεια ;

ΆΥΣΙΣ.--Εφαρμόζοντες τόν δεύτερον τύπον τής σημειώσεως τής

6 377 ήτοι τόν Ρ--πα[α"{|-υ’ ένθα α η ακτίς τής βάσεως καί υ τό ύψος

λαμβάνομεν Ρ--3,14. 6,5] 65:12: τ.μ.

338.---Κώνου τινός ή διάμετρος τής βάσεως είναι 8 τι., η δέ πλευρά 91,̓μ.,

Νά ευρἐή ή δλική επιφάνειά του.

ΛΥΣΙΣ.-- Η ολική επιφάνεια θά είναι τό άθροισμα τής κυρτής του
επιφανείας καί τής επιφανείας τής βάσεώς του ήτοι άν α η ακτίς τής
βάσεως καί λ η πλευρά τών θά έχωμεν Ε--παλ-!-πα’--3,14.. 4. 24,8 1-
Ί- 3,14. 4: τω. (διότι α--8 : 2-4)



179

339.-- Τετράγωνον πλευράς α στρέφεται περί μίαν τών πλευρών αυτού.

Νά ευρἐή τό εμβαδόν τής επιφανείας τής γραφομένης υπό μιάς τών διαγω-

γίων του.

ΛΥΣΙΣ.--Η διαγώνιος τού τετραγώνου στρεφομένη περί μίαν τών
πλευρών του, θά γράψη προφανώς τήν κυρτήν επιφάνειαν ενός κώνου

έχοντος ακτίνα τήν άλλην κάθετον πλευράν. "Αρα η ακτίς τού κώνου

τούτου θά είναι α καί η πλευρά του θά είναι α] 2 καί τό εμβαδόν

τής κυρτής επιφανείας του π.α. α]! 2--πα’}' ο

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:--340. Κώνου τινός ή μέν διάμετρος τής βάσεως είναι 9Εμ.,

ή δέ πλευρά 9,64 µ. Πόσος είναι ο όγλος τούτου ;

ΛΥΣΙΣ.--Ευρίσκομεν πρώτον τό ύψος εκ τού ορθογωνίου τριγώνου

ιού ύψους, τής ακτίνος καί τής πλευράς ήτοι υ-- 364:..1.4’. (διότι η

ακτίς θά είναι 28:2 -1,4 μ.). "Αρα ο όγκος θά είναι

1 ------------------
Ρ--, «314. 14}. | 3.64:---1,4: κ. μ.

341.--:Η αλτίς τής βάσεως κώνου είναι 2,9 μ., ώ δέ όγλος αυτού 50 κ.μ.

Νά εύρεύθη ή κυρτή επιφάνεια τού κώνου ;
;

ΛΥΣΙΣ.--'Υπολογίζομεν κατ᾽ αρχάς τό ύψος όπερ έστω υ, ότε θά

] 3.80
.314,2,55,υ-.80 ή υ-ε---5᾽ -- 1,2," υρίσκο-3 3,1 2,5’,υ--80 ή υ τα 25 1,2. "Ήδη ευρίσκο

σκομεν τήν κυρτήν επιφάνειαν εκ τού τύπου

Ε--πα}γ α- 1. υ’-- 3,14.2,5 1|2,5: }- 1.27τ. μ.

πρέπη

342.--᾽Οὐογώνιον τοίγωνον, ού αι κάθετοι πλευραί είναι 3 μ. καί ά µ,

στρέφετωι διαδοχγικώς πεοί τάς δύο ταύτος καθέτους πλευράς Νά ευρἐή ο

λόγος τών όγλων τών σχηματιζομένων στερεών.

ΔΛΥΣΙΣ.--Όταν στρέφεται ορθογώνιον τρίγωνον περί μίαν τών κα-

θέτων πλευρών του γεννάται ως γνωστόν κώνος. "Αν λοιπόν στραφή

περί τήν κάθετον τών 4 μ.. τότε τό ύψος του θά είναι 4 μ. καί η ακτίς

1
τής βάσεώς του 3 µ. καί ο όγκος του Ρ-- κ... 3.4. "Αν δέ

στραφή περί τήν κάθετον τών 3μ. θα έχώμεν Ρ΄ - -α- «4.35. Αρα

ο 1. «35.4. 3, ̓
Ρ- Ξ-- 45-53 4 Ητοι ο λόγος τών

όγκων θά ισούται µε τόν λόγον τών καθέτων πλευρών (διαστασεών του).

ο ζητούμενος λόγος θά είναι

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:.-- 343. Κολούρον τινύς χώνου τό ύψος είναι 0,74 μ. αί δέ ακτί-

"Ες τών βώήσεων αυτού 0,0 μ. καί 0,9 μ. Πόάη ή χυρτή επιφάνεια αυτού ;-

ΔΛΥΣΙΣ.-- Έστω (ΟΑ) -- 0,3μ, καί (08) -- 0,5 μ. (Σχ. 195) καί

(ΟΟ’) -- 0,74 μ. Δυνάμεθα νά ορίσωμεν τήν πλευράν ΑΒ άν φέρωμεν
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τήν ΑΓ κάθετον τή Ο΄Β, ότε (ΑΓ) --(ΟΟ’ -- 0,74, "Έχωμεν προφανώς

(ΓΒ)--(Ο8)--(Ο'Γ)--(0΄Β)--(9Α:--0,5--0,3--0,2.

”Αρα (ΑΒ) -- } 0,74: -Γ-ο,2:.
᾽ |

"Ήδη ίνα προσδιορίσωµεν τήν κυρτήν επιφάνειαν |
-μπ---ι---

:ι

ό------76

-αρκεί νά εφαρμόσωμεν τόν τύπον Εα-- π(ΑΆΊ-α) λ

ένθα Α, α αι ακτίνες τών βάσεων καί λ η

πλευρά."Αρα Ε--3,14(0,5-.0,3) ϊ 0,74:1. 0,2:τ.μ. Σχ. 195

344.-- Κώνου τινός ή πλευρά είναι 10 μι. καί ή απτίς τής βάσεως 0 ιι.

"Επίπεδον δέ αγόμενον παραλλήλως πρός τήν βάσιν καί διά τού μέσου τής

πλευράς τέμνει τόν χώνον. Πόση είναι ή ολική επιγάνεια τού αποκοπέντος

χολούρου κώνου :

ΛΥΣΙΣ.-- Ευρίσκομεν κατ᾽ αρχάς τό ύψος τού κώνου, όπερ είναι

Ι 10”--6--- 8 ιι. Κατόπιν ευρίσκομεν τήν ακτίνα τής άνω βάσεως τού

προκύψαντος κολούρου, διότι γνωρίζομεν ότι τό αχθέν επίπεδον εδιχο-

τόµησε ύψος καί πλευράν τού δοθέντος κώνου καί έχομεν γ δη... 4:ΞΞ3 μ.

"Πξη τού κολούρου κώνου γνωρίζομεν τάς ακτίνας τών βάσεών του

3... καί 6 μ. καί τήν πλευράν του 5. “Ότε η κυρτη επιφάνειά του θά

είναι 3,14. (3-56). 5--3,14. 45 καί η ολική θά είναι 3.14 . 45-:-3,14 . 33ΓΕ

-32.14.δ---3,14. (45-59-:36)--3,14.90 τ.μ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ--- 345. Κολούρου τινός κώνου τό ύψος είναν 1,18 µ., αι δέ

ακτίνες τών βάσεων είναι 0,14 μ. καί ΟΌθμι. πόσος είναι ο όγκος αυτού;

ΛΥΣΙΣ.-- Ο όνκος του ευρίσκεται ευκόλως δι᾽ εφαρμογής τού
} .

τύπου καί είναι 5 ---- 3,14.,1,18 (0,14’ 1- 0,06’ !1-0,14.η,06) -- Ο,39κ, μ.

346.-- Κώνός τι: έχει ύψος 20μ. ᾿Εάν θέλωμεν νά τάμωμεν αυτόν

είς δύο ίσα τόν ύγχον µέρη δι᾽ επιπέδου παραλλήλου τή βάσει, ε; ποίου

σημείου τού ύχιους πρέπει νά αλ̓ή τό τέμνον επίπεδον ;

ΑΥΣΙΣ.-- Έστω ο κώνος ΟΑΒ (Σχ. 196) ού τό
ύψος (ΌΚ)-- 20μ. καί τόν οποίον η τομή (ακβ), η

παράλληλος τή Βάσει, διαιρεί εις δύο μέρη ίσα κατ᾽

όγκον. Ήδη πορατηρούμεν ότι ο κώνος Οαβ οφείλει

(Οαβ) 1

(0αΑΒ) 2
νά είναι τό ήμισυ τού κώνου ΟΑΒ ήτοι

1
᾿Αλλά (Οαβ)-- --- π. (κβγ' (Οκ). καί (0Α8) --

ρα (Οαβ;,(κ᾽ (Οκ)
(0ΟΑΒ)  (ΚΒρ᾿ (ΌΚ)

᾿Αλλά τά τρίγωνα Οκβ καί ΟΚΒ είναι όμοια, ότε θά

ο. π.(ΚΒΥ. (ΟΚ). "Α
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έχωμεν. ον -μο "ότε η προηγουμένη σχέσις γίνεται. 048) (οκ.

ο άβ)
(0ΑΒ) (ΟΗ)’

--- (Όκ)'
--- -. ή (Οκ) αι -- 15)/54μ. (περίπου).

2 205 2

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.-- 347. ᾿Εάν επίπεδον εφάπτεται σφαίρας, η εις τό σημείον

επαφής αγομένη ακτίς είναι κά̓ετος επί τό εφαπτόμενον επίπεδον. Καί τί

είναι τής σταίρας τό επίπεδον, όπερ είναι κάθετον εις τό άποον τής αλτίνος

αυτής ; ΄

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- 1) Διότι αύτη, από όλας τάς ευθείας, αι οποίαι

άγονται εκ τού κέντρου πρός τό επίπεδον είναι η συντομωτέρα καί συ-

νεπώς θά πρέπη νά είναι κάθετος επί τό επίπεδον.

2) ᾿Επειδή πάσα άλλη ευθεία εκ τού κέντρου πρός τό επίπεδον θά

είναι πλαγία, έπεται ότι θά είναι µεγαλυτέρα τής καθέτου καί άρα τής

ακτίνος. Συνεπώς όλα τά κοινά σημεία τών ευθειών τούτων καί τού

επιπέδου θά κείνται εκτός τής σφαίρας. |

"Αρα τό επίπεδον καί η σφαίρα θά έχουν έν μόνον κοινόν σημείον

καί συνεπώς τό επίπεδον θά εφάπτεται τής σφαίρας.

348. --Ποίαι είναι αι σγετιλαί Οέσεις ευθείας πρός σφαίραν, όταν ή από.

στασις τού χέντρου πό τής ̓εωρουμένης ευδείαξ είναι 1ον) μεγαλυτέρα τής

αλτίνος τής σφαίρας, Ο) ίση «οι δον) μιλροτέοα αυτής :

ΑΠΑΝΤΗΣΙΣ.--Η ευθεία καί τό κέντρον ορίζουν τήν θέσιν ενός

επιπέδου, τό όποίον θά τμήση τήν σφαίραν κατά μέγιοτον κύκλον αυ-

τής. "Ηδη άν η απόστασις τού κέντρου από τής ευθείας είναι μεγαλυ-

τέρα τής ακτιίνος, τότε η ευθεία θά κειται εκτός τής σφαίρας. "Αν ή

απόσταοις είναι ίση μέ τήν ακτίνα η ευθεία θά εφάπτεται τής περιφε-

ρείας τού μεγίστου κύκλου συνεπώς καί τής σφαίρας. "Αν τέλος. η από-

στασις είναι µικροτερα τής ακτίνος τότε η ευθεία θά έχη δύο κοινά

σημεία μετά τής περιφερείας τού μεγίστου κύκλου, άρα δύο κοινά ση-

μεία καί μετά τής σφαίρας.

349.. “Η εὐεία ή οποία είναι κάθετος επί τινα ακτίνα τής σφαίρας

εις τό άκοον αυτής, εφάπτεται τής σφαίρας καί αί εφαπτόμεναι σφαίρας εις

τό αυτό σημείον αυτής κείνται επί τού αυτού᾽ επιπέδου, όπερ είνοι εφαπτό-

μεον τής σφαίρας εις τό αυτό σημείον. ᾿

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--- 1) ᾿Εάν συνδέσωμεν δι᾽ ευθείας τό κέντρον μέ οι-

ονδήποτε σημείον τής ευθείας (εννοείται επί τού επιπέδου όπερ ορίζει η

ευθεία καί τό κέντρον), τότε η ευθεία αύτη θά είναι μεγαλυτέρα τής

καθέτου καί συνεπώς καί τής ακτίνος. ᾿Εκ τούτου γίνεται φανερόν ότι

τά σημείον τομής τής εκ τού κέντρου ευθείας μέ τήν δοθείσαν ευθείαν

θά κείται εκτός τής σφαίρας καί ότι μόνον κοινόν είναι τό άκρον τής

ακτίνος, εις η; ήχθη κάθετος η δοθείσα ευθεία. Αρα η ευθεία καί η

σφαίρα εφάπτονται αλλήλων.

2) Είναι φανερόν ότι όλαι αι ευθείαι θό είναι κάθετοι εις τό αυτό
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σημείον, δηλαδή εις τό άκρον τής ακτίνος, η οποία άγεται εις τό ση-

μείον τής επαφής. Συνέπώς όλαι αύται ως κάθετοι εις τό αυτό σημείον

ευθείας κείνται εν ενί επιπέδω όπερ ως κάθετον εις τό άκρον τής εν

λόγω ακτίνος θά εφάπτεται τής σφαίρας (άσκ. 347).

350.--Νά ευοἐή τό εμβαδόν χύχλου, τού οποίου τό επίπεδον απέχει

από τού χέντοου σφαίρας αλτίνος 0,1 μ. απόστασιν ίσην ποός 1,35 μ.

ΛΥΣΙΣ.--᾽Αρκεί νά ορίσωμεν τήν ακτίνα τού κύκλου τούτου. Αύτη

όμως ορίζεται ευκόλως, διότι, άν κληθή «, θά είναι μία τών καθέτων

πλευρών ορθογωνίου τριγώνου έχοντος υποτείνουσαν τήν ακτίνα τής

σφαίρας Ο,4 καί τήν άλλην κάθετον τήν δοθείσαν απόστασιν 0,25 μ.

άρα « --] 04:--0.25: :-- 0,097. Καί τό εμβαδόν θά είναι Ε --

-- 3,14. Ο,0975 τ.μ.

. Σελίς 204. Ε 292. ΠΟΡΙΣΜΑ.--ηέρομεν τάς ΚΑ, ΚΒ, ότε αι γωνίαι ΑΚΠ καί ΒΚΠ

είναι ορδαί, (επειδή θαΐνουν επί τεταρτηµορίου τών ίσων μεγίστων κύκλων τής οφαί-

ρας). Συνεπώς η διάμετρος ΠΠ’, ούσα κάδετος επί τάς ΚΑ, ΚΒ καί εις τήν τομήν των,

δά είναι κάδετος καί επί: τό επίπεδον τού κύκλου ΑΒΓ. "Αρα τα Π καί Π’ είναι πό-

λοι τού κύκλου τούτου.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:-- 351. Τά κέντρα δύο σφαιρών απέχουν Ο,] μ., αι δέ αχτίνες

αυτών είναι 006 μ. τής ιιιώς καί Ο,08 μ. τής άλλης. Νά ευρἐή τό εμβαδόν

τής χοινής τομής αυτών.

ΛΥΣΙΣ.-- Έχοντες υπ᾽ όψιν τό. σχήμα τής 6 396 τού βιβλίου, εργα-

ζόμεθα ως εξής : Γνωρίζομεν ότι η τομή αυτή, είναι κύκλος κέντρου Δ

καί ακτίνος ΔΑ. ᾿Αρκεί λοιπόν νά ορισθή η ΔΑ. ᾿Αλλά η ΔΑ είναι

ύψος τού τριγώνου ΑΚΛ τού οποίου γνωρίζομεν τάς τρείς πλευράς ήτοι

(ΚΛ)-- 0,1 µ., (ΚΑ) -- 0.08 µ. καί (ΛΑ) -- 0,06 µ.

Ορίζομεν τό (ΑΔ) ήτοι :

(ΑΔ)- Τα) -- ΛΔ) - / (λα. ΓάλΓ(ΔΑΥ (ΚΑΤ.
4 (ΚλΛ}

--0,048 (περίπου). "Αρα τό εμβαδόν τού κύκλου θά είναι 3,14. 0,048”. τ. μ.

ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΙΟΣ ΠΑΡΑΤΗΡἨΣΙΣ.-- Έκ τού ανωτέρω πορίσματος έπεται η εξής

οξιοσημείωτος παρατήρησις. Τήν επιφάνειαν σφαίρας δυνάμεδα νά διαιρέσωμεν εις όσασ-
δήποτε ισοδυνάμους ζώνας δέλομεν, αρκεί να φέρωμεν επίπεδα κάδετο επί μίαν διά-
μετρον αυτής εις σημεία ισαπέχονται αλλήλων. Αί προκύπτουσαι ζώναι ως ισούψείς δά
δά είναι ισοδύναμοι.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.--352. Η ακτίς σφαίρας τινός είναι 3,5 μ. Πόση είναι ή επι-

φάνεια αυτής ;

ΑΥΣΙΣ.- Αν α η ακτίς, γνωρίζοµεν ότι η επιφάνεια τής σφαίρας
θά είναι Ε--4πα’”--4. 3,14. 3,5} τ.μ.

353.--Σφαίρα, τής οποίας ή αλτίς είναι 8,θμ. τέμνεται υπό δύο παραλ-

λήλων επιπέδων, απεχόντων απ' αλλήλων κατά 0,4μ. Πόσον είναι τό εμβαδόν

τής σφαιριχής επιρανείας, ήτις περιλαμβάνεται μεταξύ τών δύο επιπέδων ;

ΛΥΣΙΣ.--Είναι προφανές ότι πρόκειται περί σφαιρικής ζώνης εχού-
σης ύψος 0,4 μ. "Αρα τό εμβαδόν της θά είναι 2. 3,14 . 3,6. 04 τ. μ.
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354.---᾽Εάν διπλασιασ̓ή ή ακιίς σφαίρας τινός, πόσας φοράς γίνεται ή

επιφάνεια αυτής μεγαλυτέρα :

ΑΥΣΙΣ.-- Αν α η ακτίς τής σφαίρας τό εμβάδόν της βά είναι

ξαξ--4πα’. "Αν όμως η ακτίς διπλασιασθή καί γίνη 2Ζα, ή επιφάνεια τής

νέας σφαίρος θά είναι Ε΄---4π.(2α)’--4π.4α”--4.4πα’--4Ε. ήτοι τετραπλα-

σιάζεται. .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ.-- 355. Τρίγωνον ισόπλευρον στρέφεται περί μίαν τών πλευ-

ρών του ολόλληοον περιστροφήν.Νά ευρεθή ο όγκης τού προκύπτοντος στερεού.

ΛΥΣΙΣ. - Φέρομεν τό ύψος τού ισοπλεύρου τό αντίστοιχον πρός

τήν πλευράν περί ήν θά γίνη η στροφή. Είναι φανερόν τότε, ότι κατά

στροφήν τού τριγώνου θά παραχθώσι δύο ίσοι κώνοι, έχοντες ακτίνα

βάσεως τό ύψος τού ισοπλεύρου καί ύψος τό ήμισυ τής πλευράς, περί

ήν εστράφη τό τρίγωνον: "Αν λοιπόν κληθή α η πλευρά τού ισοπλεύ-

ο : αγ εχ ΜΝ
ρου, τό ύψος του, ώς γνωστόν, θά είναι -------. "Αρα ο όγκος ενός

κώνου θά είναι ] -π. (11) ων ως ός. «καί τού όλου ΤΩ.
3 ο 2 8 4

Σελις 209 Ε 401, ΠΟΡΙΣΜΑ Ί.- Γνωρίζομεν (6 400) ότι τό εμθαδόν τής σφαίρας δό

είνοι 2πα . 2α (α--ακτίς). Δηλοδή ίσον πρός απα”. ᾽Αλλά πα’ είναι τό εμθαδόν ενός

μεγίστου κύκλου. "Αρα τό εμθαδόν σφαίρας Ισούτσι μέ τό εμθαδόν τεσσάρων μεγίστων
κύκλων της.

Σελίς 20. 6 402. ΠΟΡΙΣΜΑ 1.-- "Αν Εέ καί Ε’ αι επιφάνειαι τών εν λόγω σφαιρών

α, α΄ αι ακτίνες των, καί Δ, Δ’ αι διάμετροι αυτών δά έχωμεν τάς οχέσεις.

Ε 4πα᾽ π.Δ᾽ Ε α7 Δ’
- πετεητοτοο-.. ήτοι -------------

Εξ: πα π.δ" ; α” Δ’

Σελίς 209, 6 403. ΠΟΡΙΣΜΑ 5ό.--Γνωρίζομεν ότι τό εμθαδόν ζώνης είναι γινόμενον τού

ύψους της επί τήν περιφέρειαν μεγίοτου κύκλου αυτής. ᾿Αλλά είς τήν περίπτωσιν µας

αι δύο ζώνοι είναι; ισούψείς, καί ανήκουν είς τήν αυτήν σφαίραν. Δηλαδή τά εμθαδό

των εκφράζονται μέ γινόμενα από ίσους παράγοντας άρα είναι ίσα καί αί ζώναι είναι

Ισοδύναμοι

356.-- Γραπέζιον ισοσκελές, τού οποίου γνωρίζομεν τάς δύο βάσεις καί

τό ύψος στρέφεται περί τήν μεγαλυτέραν βάσιν. Νά ευρἐή ο όγκος τού σχη-

ματιζομένου στερεού.

ΛΥΣἸΣ.-- "Έστω τό ισοσκελές τραπέζιον ΑΒΓΔ, τού οποίου αι βά-

σεις άς παρασταθώοι συντόμως η (ΑΒ) -- α η (ΔΓ) -- β καί τό ύψος

(ΑΕ) --υ. (Σχ. 197) Σύρυμεν αμφότερα τά ύψη τά εκ τών κορυφών Α.,

καί Β καί στρέφομε:ν τό τραπέζιον «περί τήν Α β

μεγαλυτέραν βάσιν ΔΓ. Είνοι φανερόν ότι ο

όγκος τού οχημαιιζομένου οτερεού θά είναι

άθροισμα τών όγκων τού κυλίνδρου, όστις παρά-

γεται υπό τού ορθογωνίου ΑΕΖΒ καί τών δύο

ίσων κώνων οι οποίοι παράγονται από τά ίσα

ορθογώνια τρίγονα ΑΔΕ καί ΒΖΓ. Ο κύλιννρος Δ. Ε 2 Π

θα έχη ύψος μέν τήν (ΑΒ) -- α καί ακιίνα βά- :. Σχ. 197.

σεως τήν (ΑΕ) -- υ.
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Οι κώνοι θά έχουν ακτίνα βάσεως τήν (ΑΕ}-Ξυ καί ύψος τήν

-- (ΕΖ --
(ΔΕ) --(5-}--- ρα.

"Αρα άν καλέσωμεν Ρ τόν όγκον τού στερεού θά έχωμεν

Ρ -- Ρ’ . κυλίνδρου -|-2Ρ΄'. κώνου--π. υι. α--δ: σα π. υ”. ής Ξ-

--α ο. 2α
3 α -- β--α ---πωοξ. 5-6 .

Σελίς 213. 6 408, ΠΟΡΙΣΜΑ 2. "Αν καλέσωμεν Ρ, Ρ' τούς όγκους τών εν λόγω

σφαιρών α, α',τάς ακτίνας των καί Δ, Δ' τάς διαμέτρους των δό πρέπη να έχωμεν τάς

Ισότητας τών λόγων

1 3
Ρ  4παα ̓6᾽ π.δ ήτοι Ρα: Δ,

Ρ᾽ 45 πα” ΠΝ τ π. Δ’: η Ρ’ -- α”η Δ”

δ τ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ:-- 351]. Η ακτίς σφαίρας τινός είναι δ.5 μμ. Πόσος είναι ο

όγκος αυτής ;
4

ΔΥΣΙΣ.-- ᾿Εφαρμόζοντες τόν τύπον Ρ -- α πα’ (ένθα α--

-- ακτίς) λαμβάνομεν Ρ -- --. 3014 . 3,5" κ.μ.

ο 356. ΑΥΣΙΣ. Ο όγκος τού σιδήρου τής σφαίρας είναι προφανώς ίσος πρός τήν
διαφοράν τών όγκων τών δύο σφαιρών τής εξωτερικής καί τής εσωτερικής. "Αρα άν Ρ

ο όγκος τού σιδηρού µέρους δά έχωμεν

Ρ---α- «3,14 . 0,05) -- -- 3,14 . 0,04” κ. μ.

359.--- Μιάς σφαίρας ο όγκος είναι 38, ΡΙ04 χ.μ. Πόση είναι ή ακτίς

αυτής ;

ΛΥΣΙΣ:.--.Καλούντες κ τήν άγνωστον ακτίνα, αρκεί νά λυθή η εξί-

σωσις -α- «ΒΔ κλσθ 33, 5104, διά νά προσδιορισθή αύτη.

8

4.33,5104
Ήτοι κ ---|/----------

4.314

360.--- ᾽Εάν ή. ακτίς σφαίρας διπλασιασ̓ή, πόσας φοράς μεγαλύτερος ̓ά

γίνη ο όγκος αυτής ; Καί άν ο ύγκος σφαίρας διπλασιασθή, επί ποίον αριθ-

μόν ̓ά πολλαπλασιασ̓ή ή ακτίς αυτής;

ΑΥΣΙΣ.-- 1) Αν καλέσωμεν α τήν ακτίνα της, ο όγκος της θά

είναι ρε πα’. ᾿Αλλά όταν η ακτίς διπλασιασθή καί γίνη Ζα, ο όγ-

4 4π
κος της θά γίνη αν π (2α)' --8 - σα αί--Β.Ρ δηλαδή οκταπλα-

σιάζεται. |
- 4

2) ᾿Εάν ύδη ο όγκος είναι ΡΞ πα’ καί γίνη 2Ρ, καλέσωμεν δέ κ

- ̓ - 4
τήν ακτίνα τής νέας σφαίρας θά πρέπη 2Ρ---ε πκ’ η - πχ’--
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Δ᾽

πε πα’,2 ή ν--α".2 ή «- .. 2, Δηλαδή η ακτίς α πρέπει νά΄πολλα-

πλασιασθή επί } ο, ίνα ο όγκος τής σφαίρας διπλασιασθή.

361.--Νά ευρεύή ο λόγος τού όγλου τής σφαίρας πρός τόν όγκον ΄περι-

γεγραμμένου περί αυτήν κύβον (ήτοι :ύβου, τού οποίου όλαι αι έδραι εφά-

πτονται τής σφαίρας).

ΑΧΣΙΣ.-- "Αν καλέσωμεν α τήν ακμήν τού κύβου, η ακτίς τής

σφαίρας θά είναι προφανώς "Αρα ο όγκος τής σφαίρας θά είναιαΦ

"

στ. (5 ) -- «πα, Ο όγκος τού κύβου θά είναι α’. Καί ο λόγος

πα”

» . 6 π
τών όγκων θά είναι αν -- σσ

ΓΕΝΙΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΕΠΙ ΤΟΥ Ζ’ ΒΙΒΛΙΟΥ

362.--Ποίος είναι ο γεωμ. τόπος τών κέντρων τών οφαιοών, οί οποίαιγ ε » - - ᾿ ΄

διέρχονται διά δύο δοθέντων σημείων ;

ΛΥΣΙΣ.--᾿Επειδή τά δοθέντα σημεία θά κείνται επί τής επιφανείας

τών σφαιρών, έπεται ότι τό κέντρον εκάστης σφαίρας θά απέχη εξ ίσου

τών δοθέντων σημείων. ᾿Αναγόμεθα λοιπόν εις γνωστόν γεώμ. τόπον

(5 296) εις τόν οποίον εδείξαμεν ότι ούτος είναι τό επίπεδον τό κάθετον

εις τό μέσον τής ευθείας, τής συνδεούσης τά δοθέντα σημεία.

363.-- Θέλει τις νά χατασχευάση κωνικήν σκηνήν χωρητικότητος 190 α. μ.

τήν οποίαν ̓ά στηρίξη επί κυχλικής βάσεως εμβαδού 80 τ. μ. Πόσα τετρα-

γωνικαά μέτρα υφάσματος σληνής ̓ά χρειασ̓ή ;

ΑΥΣΙΣ.- Η ακτίς ευρίσκεται εκ τού εμθαδού τής θάσεως, διότι δά είναι

πα-- δ0ήα -- [5 Η πλευρά δό ευρἐή αφού πρώτον ορισδή τό ύψος τής
π

σκηνής. Θα έχωμεν δέ, άν χ τό ύψος, Έ π. (13) . Χ--120

9 π
ΣΣ μ. "Άρα η πλευρό δά είναι

“(ΡΕ
Συνεπώς η κυρτή οπιφάνεια δά είναι Ε--π 15 γξε... Π
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364.--Τό εμβαδόν μιάς σφαιριχής ζώνης σφαίρας τινός ισούτοι μέ τό

εμβαδόν τής χυρτής επιφανείας χυλίνδρου, ο οποίος έχει βάσιν μέγιστον χύ-

χλον τής σφαίρας, ύψος δέ τό ύψος τής ζώνης.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Αν καλέσωμεν α τήν ακτίνα τής σφαίρας καί υ

τό ύψος τής ζώνης, τό εμβαδόν τής ζώνης θά είναι 2πα . υ, δηλαδή ισο-

δύναμον πρός τήν κυρτήν επιφάνειαν κυλίνδρου, όστις έχει βάσιν μέγι-

στον κύκλον τής σφαίρας καί τό αυτό ύψος υ, διότι η κυρτή επιφάνεια

τοιούτου κυλίνδρου, θά είναι επίσης 2πα. υ.

565.--Σφατρα ακτίνος ρ φωτίζεται υπό φωτιστικής πηγής, η οποία οπέχει από τής

επιφανείας τής σφαίρας απόστασιν α. Νά αποδειχδή, ότι τό εμθαδόν τής φωτιζομένης

2πρ᾽ς

ρ--α

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.--"Εστω σφαίρα Κ καί Ο η φωτιστικη πηγη

οφαιρικής ζώνης είναι

(Σχ. 198) κειμένη εις απόστασιν ΟΙ από τής επιφανείας

τής οφαίρας ώστε (ΟΓ)-Ξ-α. Φέρομεν τυχόν επίπεδον διερ-

χόμενον διά τής ΟΚ, τό οποίον δά τµήση τήν σφαίραν

κατά μέγιστον κύκλον, τόν ΑΓΒ. Έκ τού Ο φέρομεν τάς

εφοπτομένας ΟΑ καί ΟΒ πρός τόν κύκλον τούτον. Τό μέ-

ρος τής σφαίρος τό φωτιζόμενον υπό τής πηγής αποτε-

λεί τήν σφαιρικην ζώνην τήν έχουσαν 6άσιν τόν κύκλον

(Δ, ΔΒ) καί ύψος τό ΓΔ. Τό εμθαδόν λοιπόν αυτής δά
είναι Ε--2πρ (ΓΔ) (1), ᾿Αλλά (ΓΔγ--ΚΓγ--(ΚΔ)--ρ--(ΚΔ).
Έκ τού ορδογωνίου τριγώνου ΑΟΚ ευρίσκομεν τό ΚΔ, διότι

(ΑΚ)---(Κδ). (Κο) ή ̓) :- ΚΔ). (α1-ρ) ή (ΚΔ) --

Ρ "Άρα (ΓΔ) --ρ -- -6Ξ ̓ρ᾽ρα-ρ᾽ ρα
α--ρ ρα ρα ρα.
Συνεπώς η ισότης (1) γίνεται

Σχ. 198 ρα  Υ2πρα.. . Ε-- 2 .”- -- κος

"ρ ρΊγα ρα

366.--- Κανονικόν ημιεξάγωνον στρέφεται περί τήν διάμετρον αυτού. Νά

ευρεθή τό εμβαδόν τής επιφανείας καί ο όγκος τού σχηματιζομένου στερεού-

ΑΥΣ1Σ.-- ᾿Αναφερόμενοι εις τήν άσκησιν 356, παραττρούμεν ότι ο

όγκος τού παραγομένου στερεού ευρίσκεται ως εκεί, αρκεί νά θέσωμεν

(ΑΒ) --α (ένθα α η πλευρά τού κανονικού εξαγώνου), (ΔΓ) -- 2α καί

(ΑΕ)-- Τ(ΑΔ)”--(ΔΕ)}: -- |---- - «Ιδ

--------- -- πο”,"Αρα θά έχωμεν τελικώς Ρ--π. (5) )΄ κ.) ο,

Η δέ επιφάνεια θά είναι τό άθροισμα τής κυρτής επιφανείας τού

κυλίνδρου, όν γεννά τό ορθογώνιον ΑΒΖΕ καί τής κυρτής επιφανείας

τών δύο κώνων τούς οποίους παράγουν τά δύο ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΕ

καί ΒΓΖ. Ήτοι Εξ--Έπιφ. κυλ-|-2 επιφ. κώνου--δπ. αι

«Ε2.π. α13. α--4π Ο.α:Τ 3ο --πα’] 3.
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367.-- ᾿Οῤογώνιον τρίγωνον στοέφεται διαδοχικώς περί τάς τρείς πλευ-

ράς αυτού. Οι σχημστιζόµεγοι όγκοι είναι Ο, όταν στρέφεται περί τήν υπο-

τείνουσαν καί Ο’, Ο’’, όταν στρέφεται περι τάς άλλας πλευράς.Νά υπολογισ̓ή,

̓ ̓ 1 ] 1
ή παφάστασις ̓α., -- ο’: οι

ΛΥΣΙΣ.- "Εστω ορθογώνιον τρίγωνον ΑΒΓ μέ ορθήν τήν γωνίαν Α

καί έστω ότι τά μήκη τών πλευρών είναι (ΒΓ) Ξ α, (ΑΒ)--γ, (ΑΓ) --β

(Σχ. 199). Φέρομεν τό ύψος (ΑΔ) -- υ καί

Α τότε λαμβάνομεν τά δύο ορθογώνια τρί-

γώνα ΑΒΔ καί ΑΔΓ. "Αν στρέψωμεν τό

τρίγωνον ΑΒΓ περί τήν ΒΓ λαμβάνομέν
ως όγκον τό άθρυισμα τών όγκων τών

Κώνων, οι οποίοι παράγονται υπό τών δύο

ορθογωνίων τριγώνων ΑΒΔ καί ΑΔΓ ήτοι
Β Δ Γ Ο -- -α πο’ (ΒΔ) -- -Έ πυ’ (ΔΓ) --

Σχ. 199. 1 1---α- πυ" [(88)3(Δ0) | ΠΕ πυ’,.α.

"Αν τώρα τό τρίγωνον ΑΒΓ οτραφή περί τάς καθέτους πλευράς

του τότε θά παραχθώσι δύο κώνοι αντιστοίχως, ών οι όγκοι θά είναι

ΕΞ ; πβ’ . υΥ καί Οο’'--- - α- πγ’ . β

Η δοθείσα λοιπόν παράστασις γίνεται

αι... 1. 39.3. 3.968 1...
Ο΄ .- τ Οο”- Ου) π’β' γ᾽ ' π’β’γ' π’υ’α:’ π’ β’ γ' υσαξ

9 3 1 ᾿ ᾽ ᾿ -

ΠΕΙ (ρον: ων.) . ᾿Αλλά ενθυμούμεθα ότι αυ--βγ ήτοι η δοθεί-

α γίνεται -3. ( α” - ο) --.3. 1 .1 -. 9 0-0
σα γι π’ α:υ υ’,α: -- π’ α”υ’ στατ) -- π:᾽ στ

368.-- Νά εύρἐή τό εμβαδόν τής επιφανείας τής σφαίρας χαί ο όγκος'

αυτής, όταν τό εμβαδόν τής ζώνης αυτής, ύψους ό μ., είναι 94,948 τ. μ.

ΛΥΣΙΣ.-- Γνωρίζομεν ότι τό εμβαδόν ζώνης είναι 2π.α.υ ήτοι

2.3,14.α.5, τό οποίον πρέπει νά ισούται μέ 94,248 τ. μ.

"Αρα 2.3,14.5.α--34,248, εξ ής α--3.μ. "Αρα η επιφάνεια τής σφαί-

᾽ 4
ρας θά είναι εξε--4.π,3’ καί ε όγκος Ρ -- τα πο.

569. ΑΥ̓ΣἸΣ.-- Ευρίοκομεν πρώτον τήν ακτίνα, άν δέσωμεν 4πα--5026,ο6,εξ ής

α--20, Ο όγκος αυτού δά είναι Ρ-- --α- π.α;-- -[-π.20) κ. μ. Γνωρίζομεν όμως ότι η

πυκνότης τού ύδατος είναι ίση πρός τήν 1, άρα τό θάρος, πληρωδέντος δι" ύδοτος,

δά είναι -α «2,14. 8000 τόννοι. Αιά νά είρωμεν δέ τό θάρος τού αερίου'., αρκεί νά

πολλαπλασιάσωμεν τήν άνω ποσότητα --- 514. θ000 επί τό 0,0000855 ήτοι τό ζητούμε-

νον θάρος εις τόννους δά είναι -α- «α,14. 8000. 00000895.
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570. ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- Ευρίσκομεν πρώτον τόν όγκον τού κυλίνδρου, ο οποίος είναι

Β ξεπα᾽ (λ--2α). Ο όγκος τών δύο ίσων ημισφαιρίων αποτελεί τόν όγκον μιάς ᾿σφαί-

4 8
ρας ακτίνος α ήτοι Ρ» πας πα. "Αρα ο ολικός όγκος δά είναι Ρι-- Ρ»--παλ--2ογη-

» 3 3 ΕΝ Ά 9
--ξ πα όπα κ --4πα ο όπα . όπ - - κ. 2ο).

374. ΑΥΣΙΣ.-- ᾿Επειδή είς 5 δευτερόλεπτα πίπτει µία σταγών εις 1 λεπτόν δά πί-

πτουν 12 σταγόνες καί συνεπώς εις 1 ώραν--ό0 λεπτά δά πίπτουν ο0.Ί2--720 σταγό-

νες. Είς δέ τάς Β ώρας, καδ᾽ άς εχρησιμοποιήδη τό σταγονόµετρον δά έπεσαν 8.720--

--576η σταγόνες. Ήδη ευρίσκομεν τόν όγκον μιάς σταγόνος, όστις δά είναι

-α- .δ,14.0,4᾽ (διότι 4 χιλιοοστά--0,4 εκατοστά). Ο όγκος λοιπόν τών 5760 σταγόνων

δά είναι 5760. -ς .514.. 0,47 κ, εκ. Καί θάρος δά είναι 5740. --- . 5]14.. 0,4 0,8

γραμμάρια.

572. ΑΥΣΙΣ.-- Ο όγκος τού μετάλλου δά είναι η διαφορά τών όγκων τής εξωτε-

ρικής σφαίρας καί τής εσωτερικής σφαίρας, ήτοι δά είναι -- π 004” -- -. π. 0,01”.

Αν ήδη κληδή α η ακμή τού κύθου, ο όγκος του δά είναι α". "Αρα δά πρέπη αί--

5

4 νων 5 µ -]--- 5η παθτς πο” τ΄ π- 0005 ήα-{-ς π (0,047--0, 021)

373.--Η επιφάνεια τής σφαίρας είναι πρός τήν όλην επιφάνειαν τού πε:

ριγεγραμμένου περί αυτήν κυλίνδρου (ήτοι περιλομβανομένων χαί τών βάσεων

αυτού) ώς ο 3 πρός τόν 5. Τόν αυτόν “δέ λόγον έχουν χαί οι όγκοι τών δύο

τούτων στερεών.

-ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- 'Ο κύλινδρος ΑΒΓΔ (Σχ.:200)
Α 2 β έχει ακτίνα βάσεως (ΕΓ)--(ΟΗ)--α καί ύψος (ΑΔ):

η -. κε(ζΕ)--2α. "Ενθα α η ακτίς τής σφαίρας. Η επι-
!|ί φάνεια τού κυλίνδρου η ολική, θά είναι 2πα.2α-!-

Ο----η» -- 2πα"--ρπα’”, ΉΗ επιφάνεια τής σφαίρας θά είναι

µε - 4πα” 2
-δ-... 4πα’. Ο λογος των θά είναι παν 5

Δ Ε Γ Ό όγκος τού κυλίνδρου θά είναι πα’. 2α -- 2πα5,

Σχ. 200. Ο όγκος τής σφαίρας θά είναι -α- πα’

΄ }/ 3

Ο λόγος των - πα 4 2
2πα’  ̓̓ 3

314.-- Οι όγκοι σφαίρας καί περιγεγραμμένου περί αυτήν πολυέδρου,
έχουν τόν αυτόν λόγον, τόν οποίον έχουν καί αι επιφάντιαι αυτών.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ.-- "Εν πολύεδρον περιγεγραμμένον περί σφαίραν δύ-
ναται νά αναλυθή εις πυραμίδας εκάστη τών οποίων έχει βάσιν μίαν
έδραν τού πολυέδρου καί ύψος τήν ακτίνα τής σφαίρας.

"Αρα ο όγκος μιάς τοιαύτης πυραμίδος θά ισούται μέ τό -- (τού
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εμβαδού μιάς έδρας)χ(ακτίνα σφαίρας). 'Ο όγκος συνεπώς όλου τού

πολυέδρου θά είναι Ρ -- σα Χ(Επιφ. πολυέδρου)Χ(ακτίνα σφαίρας). Ο

δέ όγκος τής σφαίρας (8 407) Ρ’ --- Τρ Χ (επιφ. σφαίρας)Χ(ακτ. σφαί-

ας) ά α.Ο.-. Επιφ πολυέδρου.

ρος) ΒΡΡ ΡΕΞ επιφ. σφαίρας

315.-- Νά αποδει/ύήη, ότι όν κυκ)ικόν τμήμα στραφή περί διάμετρον μη

τέμνουσαν αυτό, γράφει στερεόν, όπερ είναι τό ήμισυ τού κώνου, όστις έχει

ακτίνα βάσεως τήν χορδήν τού τμήματος, ύψος δέ τήν προβολήν τής χοοδής

ταύτης επί τόν άξονα τής περιστροιρής.

ΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. "Εστω τό κυκλικόον τμήμα ΑΓΒΑ (σχ. 201) καί διά-

µετρος κύκλου η ΔΕ. µή τέµνουσα αυτό. "Αν τό τμήμα τούτο στραφή

περί τήν ΔΕ, τότε ο όγκος τόν οποίςν θά γράψη τό ΑΓΒΑ είναι η δια-

φορά τών όγκων τών οστερεών τά οποία γρά-

φουν αφ᾽ ενός ο κυκλικός τομεύς ΚΑΓΒ καί τό

τρίγωνον ΚΑΒ στρεφόμενα περί τήν διάμετρον

ΔΕ. ᾿Αλλά ο όγκος τού σφαιρ. τομ. ΚΑΓΒ--

- . (ζώνης ΑΓΒ). α--(α-- ακτίς τής σφαίρ.)--

-.1. 2πα(Πρ]α-- 3 πα” (ΠΡ). ᾿Επίσης ο όγκος3

ξ τριγ. ΚΑΒ-- -α- (επιφ. ΑΒ) (4Η) --

- Σχ. 201. ο . (ΚΗ). (ΠΡ). (ΚΗ} (5 383 σημ. β

"Αρα ο όγκος τού τµήμ. Ξ - πα’(ΠΡ}. -α- π(ΚΗ) .(ΠΡ) Ξ

-- 2. π.. (ΠΡ) | α’ -- (ΚΗ] τα ά π (ΠΡ) . (ΑΗ). -- --π{ΠΡ) ο.
3

Ε για π (ΑΒ):. (ΠΡ)
2 4 ᾿ ᾿

376.-- Νά αποδειχ̓ή, ότι ο όγκος σφαιριχού τμήματος ισούται μέ τό

ήμισυ τού ἀροίσματος τών όγκον δύο κυλίνδρων, οι οποίοι έχουν βάσεις τάς

βάσεις αυτού, καί ύψος τό ύψος αυτού, εις τό οποίον προστίθεται ό όγχος

σφαίρας, ή οποία έχει διάμετρον τό ύψος αυτού.

ΑΑΑΠΟΔΕΙΞΙΣ. -᾽᾿Αναφερόμεθα εις τό σχήμα 201 καί παρατηρούμεν
ότι τό σφαιρικόν τμήμα. όπερ έχει βάσεις τούς κύκλους κέντρων Ρ καί

Π καί. ακτίνας αντιστοίχως ΡΒ καί ΠΑ, γράφεται από τό ΑΓΒΡΠΑ,

όταν τούτο στραφή ολόκληρον περιοτροφήν περί τήν διάμετρον ΔΕ. Ευ-

κόλως παρατηρούμεν ότι ο όγκος τούτου είναι άθροισμα τών όγκων,

τούς οποίους γράφουν τό δισορθογώνιον τραπέζιον ΒΡΠΑ (κολ. κώ-

νος) καί τό κυκλ. τμήμα ΑΓΒΑ. Ο όγκος Ρ, τού τραπεζίου θά είναι
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Ρ,-- -- π(ΠΡ). [(5π»Η{ΒΡγ-{ΒΡχΑπ)|ο όγκος τού τμήματος (άσκ 375)

Ρ, τα (ΑΒ): .(ΠΡ). Αρα Ρι,-ΓΡ. -- -- π. (ΠΡ). | 2(Α ΓΙ)’ - 2 (ΒΡ)’ |-

1-2 (ΑΠ) (ΒΡΗ(ΑΒΥΊ (1). ᾿Εάν δέ αχθή η ΒΖ κάθετος τή ΑΠ θά έχω-

μεν(ΑΒγ--(ΒΖγ-µΑΖγ--(ΠΡγ'--(ΑΠ-.Π2γ--{ΠΡγ--{ΑΠ--ΒΡ}'--(ΠΡγ'1-
“ΑΠ}-(ΒΡ}--2 (ΑΠ) (ΒΡ). Φέροντες τήν τιμήν ταύτην τού (Α8Β)”

ειςτήν(1) λαμβάνομενΡ.-Ρ.---Έ-π(ΠΡ)|(Πρ):13 (ΑΠ)2ΘΡΥΙ--

-- π(ΠΡ)-:- - π.(ΑΠ): (ΠΡ)-- 3 π..(ΒΡ)’'. (ΠΡ).

1
᾿Αλλά τό μέν Έ π (ΠΡ) φανερώνει τόν όγκον σφαίρας διαμέτρου

ΠΡ (ύψος τμήματος). Τά δέ π (ΑΠ} (ΠΡ) καί π.(ΒΡ}' (ΠΡ) φανερώ-
νούν τούς όγκους δύο κυλίνδρων, οι οποίοι έχουν βάσεις, τάς βάσεις

ΒΡ καί ΑΠ, τού τμήματος καί κοινόν ύψος, τό Όψος ΠΡ, τού τμήματος.

317.-- Νά ευρἐή ο όγκος αμφικύρτου φυλού, ού αι έδροι έγουν τήν

αυτήν οκτίνα ̓ καί τό αυτό βάδος ε. (βάδος--ύψος).

ον ΑΥΣΙΣ.-- Ο αμφίκυρτος φακός είναι άθροιομα δύο ίσων σφαιρι-
κών τμημάτων μέ μίαν βάσιν ακτίνος ρ καί μέ ύψος τό ε. "Αρα ο όγ-

- 1 πε
κος του θά είναι 2 ο. «ευ -Γ----πρ'ε |ΞΞ-α-{ε7η-3ρ”).ί

2
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107.--Ν4 αχδ̓ήή διά δοδείσης ευδ̓είας επίπεδον ίσον απέχον από δύο δοδέντων

σημείων.

108.-- Εν ορδής γωνίας η μία πλευρά είψαι παράλληλος πρός επίπεδον, η προθολη

αυτής επ] τό επίπεδον είναι ορδή.

109,-- Διατυπώσατε καί δείξατε τήν αντίστροφον πρότασιν.

110.--Νάα αποδειχδή, ότι άν ευδεία είναι κάδετος επί επίπεδον, η προθολη αυτής.

επ] άλλο επίπεδον τέµνον τό πρώτον, είναι κάδετος επί τήν κοινην τομήν τών επι-

πέδων.

111.--"Αν ευδεία είναι παράλληλος πρός δύο τεμνόμενα επίπεδα δά είναι παρόλ-

ληλος καί πρός την τομήν των.

112.---Εάν ευδεία είναι ίσον κεκλιμένη πρός τως έδρας διέδρου γωνίας, τά σηµετα

τομής αυτής καί τών εδρών, ισαπέχουν τής τομής τών εδρών τής διέδρου.

5 τ15.--Δίδεται επίπεδον (Π), ευδεία (ε) εκτός τού (Π} καί σημείον Α. Νά αχδή διά

τού Α ευδείο εγγίζουσα τήν (ε) καί τό (Π) καί έχουσα μέσον τό Α.

114.--Δίδεται σημείον Α εκτός επιπέδου (Π) καί ευδεζα (ε» μη κειμένη επί τού (Π).

Νά αχδή διά τού Α εύύδετα τέμνουσα τήν (5) καί τό (Π), ώστε τό μεταξύ τής (ε) καί ᾽

(Π) μέρος αυτής νά έχη μήκος λ.

115. -Νά ευρεδη ο Υ. τόπος τών προθολών δοδέντος σημείου, εκτός επιπέδου (Π).

κειμένου, επί τάς εὐείας τού (Π), οι οποίαι άγονται εξ ενός σημείου τού επιπέδου.

116..---᾿Εκτός επιπέδου (1) δίδεται σημείον Α, καί επί τού επιπέδου (Π} έτερον ση-

μείον Β. Νό οχ̓ή διά τού Β καί επί τού (Π) ευδεία ήτις να απέχη από τού Α απόστασιν λ.

117,--Νά αποδειχδή ότι τό εμθαδόν τής παραπλεύρου επιφανείας πλαγίου πρίσμα-
τος είναι γινόμενον τής περιμέτρου μιάς καδέτου τομής αυτού επί τό μήκος τής πλευ-
ράς του.

11θ..-Πυρομίδος ΟΑΒΓ αί πλευρο| τής Θασεώς της ΑΒΓ έχουν μήκη αντιστοίχως

ό, 8, 10μ., η δέ ΟΑ είναι κάδετος τή Θάσει καί έχει μήκος τό τρίτον τού αδροίσμα-
τος τών υψών τής θάσεως, Νά ευρεδή ο όγκος της.

119.--ΑΪ απέναντι ακμαί κανονικού τετραέδρου είναι ασυμθάτως ορδογώνιοι.

120..-"Αν δύο ζεύγη απέναντι ακμών τετραέδρου είναι ασυμδάτως ορδογώνια δά

είναι επίσης καί τό τρίτον ζεύγος.
.

121.--Τό επίπεδον τό οποίον διχοτομεί μίαν δίεδρον γωνίαν τετραέδρου, διαιρεί

τήν έναντι ακμήν εις μέρη ανάλογα πρός τάς τάς παρακειμένας έδρας.

122.-- Επί μιάς τών θόσεων κυλίνδρου σύρομεν χορδήν αντιστοιχούσαν εις τόξον

1205, Διά ταύτης φέρομεν επίπεδον παράλληλον πρός τόν άξονα τού κυλίνδρου καί χω-

ρίζομεν τόν κύλινδρον εις δύο μέρη. Να ευρεδήή ο λόγος τών δύο μερών.

Τ25.-- Ο όγκος κώνου |σούται μέ τό γινόμενον τού εμθαδού τού ορδογωνίου τρι-

γώνου τό οποίον γεννά αυτόν, επί τό μήκος τής περιφερείας τού κέντρου θάρους τού

τριγώνου. :

124.--Τετράγωνον πλευράς α στρέφεται περί διαγώνιον αυτού. Νά ευρεδή ο όγκος

καί η επιφάνεια τού παραγοµένου στερεού.
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'125.--᾿Ισόπλευρον τρίγωνον πλευράς α, στρέφεται περί άξονα κάδετον επί μίαν
τών πλευρών αυτού καί απέχοντος τού μέσου τής πλευράς ταύτης απόστασιν δ. Νά

ευρεδή ο όγκος καί η επιφάνεια τού παραγομένου στερεού.

12ό.-- Είς σφαίραν ακτίνος όμ. εγγράφομεν κώνον, έχοντα κορυφήν τό κέντρον

τής σφαίρας καί θάσιν μικρόν κύκλον αυτής. Νά υπολογιοδή τό ύψος αυτού άν αί

επιφάνειαν αυτών έχουν λόγον "/ι.

127.--Να τμηδ̓ή σφαίρα υπό επιπέδου διαιρούσα τήν επιφάνειαν τής σφαίρας εις .μέ-

σον καί άκρον λόγον. :

128.--Εις δοδέντα κάκλον Κ, ακτίνος ̓, καί εκ σημείου Α εκτός φέρομεν τάς έφα-

πτομένας ΑΒ, ΑΓ. Νά ευρεδή ο όγκος τόν οποίον παράγει τό τρίγωνον ΑΒΓ στρεφό-

µεεον περί τήν ΑΚ άν γωνία Α--άθ'.

122.--Νά υπολογισδή ο όγκος σφαίρας, εγγεγραμμένης ή περιγεγραμμένης περί δο-

δέντα κύθον.





ΕΚΔΟΤΙΚΟΣ ΟΙΚΟΣ ΧΑΡ, ΚΑΓΙΑΦΑ

ΕΝ ΠΑαΤΡΟΑΙΣ

ΣΧΟΛΙΚΑΙ ΜΕΤΑΦΡΑΣΕΙΣ
(Μετά περιγραφών, περιλήφεων καί πολλών γραμματικών,

συντακτινών καί πρανµατικδν παρατηρήσεων).

᾿ΝΑναγνωστικού τής ᾿Αρχαίας Έλλην. γλώσσης
(Δ. Φιλικού) Διά τάς Τρείς κατωτέρας τάξεις τών Γυ-
μνασίων. Β.Δ.ΜΠΟΥΤΣΙΚΑ

Εκλογαί ᾿Αρχαίων Ελλήνων Συγγραφέων
(Αισώπου, ᾿Απολλοδώρου, Αιλιανού χαί Λουκιανού)
διά τήν Β΄. τάξιν τών Γυμν. Β.Δ. ΜΠΟΥΤΣΙΚΑ

Ξενοφώντος Κύρου ᾿Ανάβασις Κ. Κοσμά
Βιβλίον 1ον 2ον όον, διά τήν Γ΄. τάξιν τών Γυμν.

Β.Δ. ΜΠΟΥΤΣΙΚΑ

Ξιενοφώντος Βύρου ᾿Ανάβασις Κ. Κοσμά
Βιβλίον αον δον θον, διά τήν Ι. τάξιν τών Γυμν.

Β.Δ.ΜΠΟΥΤΣΙΚΑ

Βιενοφώντος Ελληνικά
Βιβλίον 1ον 2ον ΑΝ. ΚΑΝΕΛΛΟΠΟΥΛΟΥ

Ειενοφώντος Ελληνικά
ΕΒιβλίον όον 4ον » »

Λυσίου Λόγοι
(Περί τού σηκού απολογία, υπέρ αδυνάτου, κατά σιτο-
πωλών) διά τήν Ε΄. τάξιν τών Γυμν. ΓΕ. ΠΜΠΛΠΙΙΠΚΟΚΟΥ̓

Πλάτωνος (Απολογία Σωκράτους)
Ι, ΠΑΝΑΓΙΩΤΟΥ

Δημοσθένους (Α΄. καί Β’. Φιλιππικός)
Διά τήν Ε΄. τάξιν τών Γυμνασίων.

» (Α΄. καί Β΄. ᾿Θλυν̓ιακός)
Διά τήν ΣΤ΄. τόξιν τών Γυμνασίων.

Ι. ΠΑΝΑΓΙΩΤΟΥ

Λατινικού ᾿Αναγνωσματαρίου Κ. Κοσμά
Διά τήν Δ’. τάξιν τών Γυμν. υπό Ι. ΜΠΑΚΟΠΟΥΛΟΥ

Λεξικόν ᾽Ανωμάλων Ρημάτων
Διά τά Γυμνάσια 1ΩΑΝ. ΜΠΑΚΟΠΟΥΛΟΥ






