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2 Cuprins

INTRODUCERE

In acest curs prezent&m notiunile g rezultatele de bazd ale
teoriei deviatillor man, impreuna cu aplicatile importante care
decurg de aici.

Capitolul 1 se refer la primele rezultate de acest tip, obtinute
de H. Cramer (Random Variables and Probability Distributions,
Cambridge Univ. Press, 1938) gt H. Chernoff (Ann. Math. Statist.
23, 1952, pp. 493-507) in ceea ce privegle suma normalizat}
a variabilelor aleatoare independente gi identic repartizate, in
cazul real gi In raport cu o semidreapti. Totodati studiem in
detaliu propnet#iile transformatei Cramer, in funciie de care se
exprnim& valorile asimptotice cdutate in teoria deviatilor mari.

In capitolul 2 prezentim rezultatele generale ale acester teorn,
in cazul in care vanabilele aleatoare 1au valon intr-un spatiu Ba-
nach separabil, urmind rezultatele lni M. Donsker-S. Varadhan
(Comm. Pure Appl. Math. 28,1975, pp. 1-47 ; 29, 1976, pp. 279-
301; 29,1976, pp. 389-461), in formularea lui R.R. Bahadur-S.L.
Zabell (Ann. Prob. 7, 1979, pp. 587-621). Problema care rimane
acum de studiat este de a calcula exphat transformarea Cramer.

Cazul cel mai important (din punct de vedere practic) in care
se folosesc rezultatele din capitolul 2 este cazul gausian, adicd
atunci cand legea vanabilelor aleatore considerate este gaumand
pe un spatiu Banach separabil. Prezentfm aceste lucruri in capi-
tolul 3, in care tratdm apoi cazul particular al spatnlor Hilbert
gi, in fine cazul legilor traiectoritlor proceselor gausiene.

Aceste rezullate permit ca, in capitolul 4, 88 justificam studiul
deviatilor man, prin cateva aplcatii importante. Prezentdm
rezultatul (cu caracter statistic) al lui [. Sanov (Select. Trans.
Math. Stai. Prob. 1, 1961, pp. 213-244) pnivind deviatile man
ale legii empirice a unui egantion dat, apoi studiul ”cozilor”
mdsurilor g1 proceselor gausiene (dup8 Donsker-Varadhan) si
rezultatul lm M. Schilder ( Trans. Amer. Math. Soc. 125, 1966,
pp. 63-85) in care se calculeag¥ explicit transformarea Cramer
a legi traiectoritlor migcdri browniene. Incheiem acest capitol
cu prezentarea demonstratiei legii tari a numerelor mari pentru
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variabile aleatoare cu valon in spatii Banach (dupd Ranga Rao)
gi o ultim¥ aplicatie la obtinerea formei functionale a legh log-
aritmului iterat, dupd V. Strassen (2. Wahrsch. verw. Geb. 3,
1964, pp. 211-226).

In capitolul 5 prezentdm rezultaiele recente ale lui M.I. Freidlin-
A.D. Wentzell (Random Perturbations of Dynamical Systems,
Springer- Verlag, Berlin, 1984) privind perturbatule aleatore mici
ale sistemelor dinamice, tratate ca probleme de deviaii man
(uniforme), datorate unui proces gausian sau unui zgomot alb ;
a doua situatie revine la studiul deviatiillor solutiilor ecuatiilor
diferentiale stocastice perturbate. In spiritul acestui capitol, di-
rectil mai generale decat cele tratate aici sunt cele legate de di-
fuzii cu timp de explozie finit san pe o vanetate diferentiabila,
perturbatii aleatoare care conduc la procese discontinue sau care
provin din fenomene ergodice (m#suri aleatoare), cele legate de
principiul de mediere, problemele echilibrului m stabilitafu. Nu
am tratat aceste direcin, dar ele pot fi gdsite in cariea citats a
lui Freidlin-Wentzell, ca 51 in D.W. Stroock, An Introduction to
the Theory of Large Deviations, Springer-Verlag, Berlin, 1984.

Am inclus o serie de exemple g1 exercitii, in majoritate aplicatit
umediate ale teonei. Pentru a intelege foarte bine acest curs, sunt
necesare, in afard de ingredientele probabiliste (teoria proceselor
g calcul stocastic), notiuni legate de misun pe spaii vecto-
riale, analizi functional#, topologie, operatori liniari gi functii
convexe.

Ag don s8 mulfumesc d-lui profesor Paul Deheuvels, care mi-a
pus la dispozifie mai multe versiuni ale acestei teori, precum g
d-lor profesori Ion Cuculescu gi Constantin Tudor, care au citit
manuscrisul gi mi-au indicat punctele, necesare gi importante din
punct de vedere probabilist, pe care si pun accent. Multumiri
totodal¥ d-nei profesor Monica Dumitrescu, care mi-a indicat
legdturile posibile ale acestei teorii cu statistica.

Gh. Stoica

Pans si Bucuresti, 1995
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CLASIFICAREA STATISTICA A ABATERILOR

Fie F,(z), n > 1 gir de functii de repartilie care converge
(slab) cBtre o functie de repartitie ¥ (z). Fie z,, n > 1 gir
de numere reale care converge citre +oo cand n — +oo. Este
clar c& F, (z,) converge ctre 1 gi ci F, (—z,) converge citre 0
cdnd n — +00. Problema care intereseaz este obtinerea vitezei
de convergentd, adicd studiul comportamentului asimptotic al
expresillor 1 — F, (z,) g F, (—z,) cand n — +oo.

Fie {X,,n > 1} gir de variabile aleatoare reale independente
g1 identic repartizate, cu media 0 g1 dispersia 1. Stim ci, pentru
orice z € R avem

X1+---+Xn.
__< —
7 :c] ® (z)

cand n — +oo, unde ®(z) = 71271500 e~='/2dg este funciia

P

de repartific a legii normale (gausiene) N (0,1). Fie F, (z,) =
P(X,+...4+ X, <z); atunci F, (/nz) - ®(z) cdnd n —
+o00, pentru orice z € R. Cu alte cuvinte

1= Fo(Vnza) = P (X1 4.+ Xn > 20v/n) — 1= 8 (z)

cand n — +00, unde z,, = z. Abaterile z, de acest tip se numesc
ordinare ; abaterile z, cu z, = o(y/n) §t z, — +00 se numesc
mari, iar cele cu z, = cy/log n se numesc abateri medii.

In statistica sunt cunoscute rezultate de tipul urmstor.

In cazul abatenlor man, dacf existi ¢t > O cu £ (e‘xl) < 400,

atunci
1- F, (Vnz,)
1-&(z,)
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_ 22 g —teatmp ()] zn +1
=c [ugfc ‘/_E'(c ’)] (1+O( T .

In cazul abaterilor medii, daci existd k = k(c) cu E | X, [¥<
400, atunci

1- F. (V/nz.)

= (z.) — 1 cand n — +o00.

Si remarcim c, daci z,, = z4/n san z,, =~ ¢y/n sau z./yn—
400, rezultatele de mai sus nu mai sunt adevirate. Dacd z,. =
z+/n, atunci trebuie discutat comportamentul la limit¥ al ex-

presiei
Xi+...+Xa
P (L > 3) )
n
In statisiici, acest tip de abaten se numesc ercesive (sau abatert
mari de la medie).

Pe campul de probabilitate (€2, K, P) vom considera un gir
de vanabile aleatoare reale {X.,n > 1} independente g1 identic
repartizate, cu repartitia (legea) u. S notdin

Xp==(X14+...+ X.). (1.1)

3|

Comportamentul asimptotic al probabilititilor
P (7,. € A) , A borelianl din R, cind n — oo

este descris, in ipoteza [ | £ | du(z) < oo, de legea tare a nu-
merelor mari. Mai precis, intrucit X, — m := [ zdu(z) aproape
sigur, obtinem ¢ lima... P (X. € A) = 1 daci A contine o
vecinitate a lul m, in timp ce im, .., P (Yn € A) = 0 daci
m ¢ A

Pentru n mare, un eveniment de tipul {Yn € A} cumég A
reprezinid o situatie de ”deviatie mare” in raport cu m (sau de
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la media m). Calificativul *mare” se refer$ la faptul ci X, evit}
o vecindtate a lul m a cdrel mirime nu tinde la 0 cand n — oco.
In acest context, "deviatile mia” corespund evenimentelor de
tipul {X. € A.} cu A = m + 5-B, B borelian¥ din R ie.
evenimente ale clror probabilitiiy converg ”in general” cltre
limite nenule descrise de teorema limith centralX.

In acest capitol vom prezenta deviatile mar in cazul in care
multimea A de mai sus este o semi-dreapta reald.

DEFINITIE. Notdm transformarea Laplace a repartitiel u
aplicatia 4 : R — (0, +00] datX de

at) = [ e=du(a) (1.2)
gi transformarea Cramer A : R — [0, +00] a lui 4 aplicatia

Mz) = ?:K [tz — log i(2)], z € R. (1.3)

Observatii.

1. Ca anvelopd superioars de functii liniare, A este convexa si
inferior semi-continua.
Dac# are loc [ | z | du(z) < oo, atunci

2. i(t) = 400 pentru orice t > 0 <= A(z) = 0 pentru orce
z > 0.

3. Existd t > 0 astfel ca i(t) < oo <= lim,_.., A(z) = +oo.

Intr-adevdr, dacd i(t) = 400 pentru orice t > 0, din relatia
(1.3.) obtinem c8 A(z) = sup,q [tz — log A(t)] 91 deci AM(z) = 0
pentru orice ¢ > 0. Dacd exist8 ¢ > 0 astfel ca (i(t) < oo, relatia
AMz) > tz — log /i(t) aratf c& im, .. A(z) = +o00. Implicatile
reciproce din (2) g (3) rezulti din implicatile directe din (3)
resp. (2). ’

Rezultatele 1,2 gi 3 r8man adevirate dacd inlocuim ¢,z > 0,
z—4ooprnnt,z<0,z— —o0

4. Dacy i este finit& intr-o vecin&tate a lm 0, atunci functa
A iq atinge minimul in punctul m = fg zdu(z) , iar M (m) =
1/0% , unde o2 este dispersia lui 4.
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Exemple.
DacX u=pb,+(1—p)d, cu u <vgi0<p<1,avem

L=t og =t + =2 ]og == —Jog (v — u) ,dack u <z < v

v—-u 1-p
Mz) = +o00, dacd z < usau T > v
- —logp pentru z = u

—log(1— p) pentru z = v.
Dack u este repartitia exponentiald e;, atunci

_Jz—1-logz,daci z >0
’\(3)_{ +o00, dacd z < 0.

Dac¥ u este repartitia normalX (gausiana) N (m, 2), atunci

Mz)=g5(z—m)®,z€R.

TEOREMA 1.1. Fie {X.,n > 1} gir de variabile aleatoare
reale independente gi identic repartizate, cu aceeagi repartifie .

Fie X, = 1(X.+...+ X,) 3i ) transformarea Cramer o lui
u. Atunet, pentru oricea € R, avem

— Ma) < liminf %103 P(X.<a) (1.4)

~Ma) < q‘@gf%bgp (Xn>a).

Dacé [ | z | du(z) < 0o, atunct au loc g1 tnegalitdiile urmdtoare,
valabile pentru oricen > 1:

1 _
zlogP (X, < a) < —A(a), pentru a < fzdF(z) (1.5)

1 —
—;logP (X,, > a) < —A(a), pentru a > /zdF(:c).

Demonstrafie. Legile vanabilelor aleatoare Y, := X, —a g
Zn := —X, au ca transformate Cramer funcfiile z — A(z + a)
resp. £ — A(—z). Este suficient deci de tratat cagul {a = 0} g
de demonstrat numai inegalititile privind P (Y,. > 0).



1. DEVIATII MARI PE DREAPTA 9

S& ardtdm formulele (1.5). Presupunem c8 [zdu(z) < 0;
definifia lm1 A devine

A(0) = sup [~ log fi(t)] = sup [~ log A(t)].

Pentru ¢t > 0, putem scrie

P (yﬂ > 0) - P [et(X1+...+Xu) > ]]

< E [t 2] = [a(e)]"
deci

%log P (X» 2 0) < igf log a(2)] = - A(0),

adicd (1.5).
Demonstratia formulelor (1.4) folosegte urmitoarea lem4 tehnici
(cazul in care u este ”cu suport finit”).

LEMA 1.2. Fie z;,p; (1 < i < k) numere reale astfel ca
pi > 0 gimin; z; < 0 < max; z; . Notdim

k k _n
) N\ . P,
b= tlgf{( (gp;eu‘) g f(ny,...,n) = n!g nl’

Atunci extstd o constantd ¢ > 0 gi un numdr natural N astfel ca
oricenn > N se poate scrie can = ny +...+ng , unde numerele
naturale n; verificd

k
Yonzi208 f(ny,...,n) 2 en~k2pm,

=1

Demaonstrafia lemet 1.2. Conform formmulei lui Stirling, pentru
z; €1, co), obtinem

fla, .o ) > n_klzﬁ (m)z =:1g(z1,..., %)

1=1 e

S% fixdm s € R astfel ca b = )ik pie®™. Atunci numerele
reale u; = np.e*®i/b verifick

A A
Zu,- =n, ur, = 0,
=1

=1 =
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g(uy,...,ux) = n~*2",

Firi a pierde generalitatea, putem presupune ci z; < zj pen-
tru orice i. Punem N; = [w] 81 N =n— Y;cxti. Pentru 4 > 0
fixat gi B varind intr-un interval m&rginit fixat, exist4 o con-
stantd c; cu propretatea

v Av+B v Av
> -
(Av+B) =4 (Av)

pentru orice v > 1§i Av+ B > 1. De aici rezultd existenta unei
constante c3 astfel ca (np;/N:)¥' > c; (np;/u;)*™ pentru orice i
g orice n suficient de mare. Deci, pentru n suficient de mare, cu
cs = c& ,avem

k k
ZN;:n, EN.-::.' >0,
=1

=1
g (Nl’ ey Nk) 2 c3n_k/2bn»

gl lema este demonstrats.

Demonstratia formulelor (1.4). Putem presupune ci u ((0, 00))
gl p((—00,0)) sunt # 0. Fie 4 = ;51 pifo; (Suma cel mult
numdrabild) gi p; > 0 pentru orice . Pentru k suficient de mare,
vom avea

min z; < 0 < max z; .
1<i<k 1<i<k

Sirul monoton de functii fix(t) = <<k pie*™ converge citre
i(t) cdnd k — oo, deci converge unifo;m_converge c8tre fi(t) pe
orice compact inclus in {t | i(t) < co}. Cum fk(t) tinde cXtre
+o00 odatld cu | ¢ |, avem

Lim
k—co

inf i(t)] = inf A(e) = O

Punem b; = inf, fi(t) g1 fix¥m k. Cu notatile din lema 1.2.
obtinem, pentru orice n

P (7,. > 0) > fny, ..., ne) > enF2p7
51 dea

1 — .
liminf =~ log P (X,, > 0) > log by .

- OO n
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Facem k — oo gi obiinem formulele (1.4).

S4 trecem la cagul general. Punem Y(*) = f pentru -";—1 <
X, < -z- . Fie y, legea comunX a Y,(*) -urilor gi A, transformarea
Cramer a lui g, . Constructia lui 4, implic’

e (t) > eV fi(t) pentru orice t, s > 0.
Cum (0, +00) gi (—o0,0) nu sunt u-neglijabile, avem c3 ji(t) >
AePM | cu A, B constante strict pogitive. Putem scrie
eI = inf [e~t0j, (¢)] > inf [e~2M/0a(2)]

Sirul de functii g,(t) = e~2t/*4(t) converge crescitor citre fi(t)
cand s — oo g citre +oo cénd | t |— oo, pentru s > 2/B. Ca
mai sus, aceasta implic

lim fiof 9,(0)] = inf A1) = =

=400

gt deci hm, ., [-2,(1/5)] > —A(0).
Din cazul discret, pentru s fixat, ob{inem

-
]i'fx_l.ionof%logP (y,t > 1/3) > —\.(1/3)

. ) i —(s)
g1 tinand cont de incluzinnea {Yn > l/s} C {X,, > 0} obtinem

ci
li,p_l’jgfilogP (Xn20) 2 =A,1/s)

facem s — oo gi obtinem formula (1.4).0

Obaservatii.

1. Restrictiile asupra semnului expresiei [a — [ zdu(z)] din
formulele (1.5) nu sunt puse decat pentru a formula simplu sin-
gurul rezultat netrivial. Intr-adevir, dacd [ zdu(z) < a, avem
de exemplu

171} llogP(T,. Sa) =supllogP(7,. < a) =0.

n—o0 n '\21 n
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2. Teorema 1.1. sugereaz§ c¥ probabilitatea de a gisi X, in
vecindtatea lui z ”are ordinul” e="*#) ; in aceast formg, rezul-
tatul este fals, dar acest enun{ exprimad confinutul intuitiv al
teoremei 1.1., dupd cum vom preciza mai departe. S3 retinem
pentru moment c8 valorile mari ale lui A corespund punctelor
in care aparitile lui X, sunt puiin probabile.

PROPOZITIA 1.3. Fie [u,v] C [—o00,+00] anvelopa con-
vezd inchisd o suportului repartifiei u cu [ | z | dp(z) < 4oo.
Atunci M(z) = 400 pentru z ¢ [u,v] in timp ce M(z) este finitd
g1 continud pentru z € (u,v). In plus, A este continud la stdnga
in v (dacd v este finit) gi continud la dreapta tn u (dacd u este
finit). Pentru v finit, relatia A(v) = 400 este echivalentd cu
p({v}) = 0 (rezultat analog pentru u finit). In particular avem

/R e**®)dyu(z) < oo pentru orice s < 1 (1.6)
st
. - . AMz)
f{t) < oo pentru orice t > 0 <= hI_P —= =400 (1.7)
=400 T

(rezultat analog pentrut < 0, z — —00).

Demonstrafie. Deoarece X, € [u, v] aproape sigur, formulele
(1.4) aplicate cu a < u g @ > v aratd ¢ A(a) = +oo pentrua ¢
[u,v]. Reciproc, fie m = [ zdu(z); dacd a > m q A(a) = +oo,
formulele (1.5) aratf cX¥ P (7,; > a) = 0 g deci u({a}) = 0,
ceea ce imphci a > v. Argument analog pentru a < m. Deci A
este finit4 pe (u,v); in plus am v3zut ci A(v) = +oo implici
u({v}) = 0, iar formulele (1.4) demonstreaz¥ reciproca. Toate
proprietitile de continuitate ale lul A sunt consecinte simple ale
faptului ci A este convexa g inferior semi-continua.

Formula (1.6) este evidentd daci /i(t) = 4oco pentru orice
t > 0 sau dac¥ v este finit. In cazul contrar, intrucit X este
convex4 §i continud pe (u, +00), derivata ei A’ existi pe (u, +0co)
(mai putin, eventual, pe o multime numdrabild). O integrare
prin pir{l impreuna cu conditia im,_.; A(z) = 400 aratd ci
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[ e M=) dy(z) este finitd dach integrala
400
I= / M@\ (z) ([, +00)) dz

este finitd. Din formulele (1.5) aplicate pentru n = 1, ob{inem
ch u([z, +00)) € e~X*) pentru z > m, deai

+co
I< / e~ DXM=) )\ (2)dz < +00 pentru s < 1.

Rationim analog pentru [™_ gi formula (1.6) este demonstrats.
S8 demonstr&m formula (1.7). DacX ji(t) este finitd pentru
orice t > 0, din definitia transform&rii Cramer rezulth, pentru
tyz > 0, c¥ X2 > ¢ — llogji(t) gi deci liminf, . o 22 > ¢,
Cum ¢ este arbitrar, obtinem ci& hm,_,, ., i&ﬂ = +o0.
Reciproc, pentru onice ¢ > 0 fixat, are loc majorarea tz <

2A(z) pentru z suficient de mare. Din formula (1.6), obtinem

+o0 +o0
/; e®du(z) < /; M2 dy(z) < 400,

deci [i(t) este finitd.0

Remarca. In formula (1.6), conditia s < 1 nu poate fi im-
bunitatitd (in general). De exemplu, dac u este gausianX sau
exponentiali, atunci [ eM=)du(z) = +o0o. Acest fapt rimaine
adevidrat pentru orice probabilitate 1 pe R cu suport necom-
pact astfel ca fi(t) s& fie finit& cel putin intr-un ¢ # 0. In acest
caz, A ar putea fi caracterizat¥ ca funcfia convexd ”cea mai mare
la 00” astiel ca fg e**(*)du(z) este finitd pentru s < 1 g infinitd
pentru s = 1.
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2
REZULTATE GENERALE

Fie E spatiu Banach real gi separabil inzestrat cu borelienele
B(E), iar u o probabilitate pe E. Fie (R, P) cAmp de prob-
abilitate complet §i X, : 2 — E gir de vanabile aleatoare
independente g identic repartizate, cu legea y. Punem X, =
L(Xi+...+X,).

Pentru orice A € B (E), notdim

L(A)zl,&r_gig;ll-logP(Yn € A),

I(A) = hmsup—logP(X € A)

=+ 400

§i observdm c& —oco < [(A4) < (A) <.
Daci [(A) = I(A), notim

I(A) = lm —1ogP(7 € 4).

PROPOZITIA 2.1. Limita [(A) ezistd pentru orice parte
A € B(E) convezd. Oricare ar fi A, B € B(E), avem

max(L(4), {(B)] < (AU B) < (AU B) < max [[(4),[(B)]

In particular, dacd [(A;) ezistd pentrui = 1,...,n, atunci eristd
[{AL1U...UA,) gi este egald cu max[l (A,),...,1(A4.)].
Demonstratie. Punem

1 . 1
X:;(X1+...+X,,)gx}’:—(Xn+1+.”+,\’n+m);

atunc X,im = n—i‘;X + - Y 1ar convexitatea lu1 A implicd

(X €e A)n(Y € A) C (Xn+m € A). Deducem c8 p,(A)um (A4) <
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pnsm(A), unde iy, este legea lui X, , deci funciia f : N — [0, o0],
f(n) = —log pp(A) este subudltxva, gl deci existd hm, .o ﬂn—l
Apoi folosim faptul cX [ gi [ sunt functii crescitoare g ci,
pentru ¢ > max T(A),I(B)]g gi n mare, u,(A) §i 1. (B) sunt
majorate de e™, deci p,(A U B) < 2¢™, adic) [(AU B) < c.O

DEFINITIE. Vom numi transformarea Cramer a misuri u
aplicatia A : E — [0, +00], datX de

AMz) = —inf {{(A4), A deschis& g convex¥, cu z € A}. (2.1)
Exercitiu. Cu notatiile de mai sus, ardtati ci
Mz)=-— ls.in% [ (B(z,$)),

unde B(z,§) este bila din E de centru z g razd 6.

A prion, aceastd definitie nu coincide cu definitia din capitolul
1in cazul E = R. Vom vedea c¥ acest lucru se intampl¥ in cazul
in care momentele de ordinul 1 ale tuturor proiectiilor (continue)
1-dimensionale ale lui u sunt finite.

LEMA 2.2. Transformata Cramer A a lut u este funciie
convexd §i infersor semi-continud.

Demonstratie. Intr-adevdr, pentru z € E g1 ¢ < A(z) date,
exist® o vecindtate deschisd gi convexd A a lui z astfel ca c <
—{(A). Pentru orice y € A, vom avea

Aly) = sup{—{(B), B vecin&tate deschis& g convext a lui y},

deci A(y) > —{(A) > c. Functia A este inferior semicontinug
deoarece verificl relatia A(z) < Liminf,_,,; A(y).

Convexilatea se verifica pe dreptele spatiului, deci este sufi-
cient de ardtat ci A(25) < 1A(z)+ 3M(y) pentru orice z,y € E.
Pentru orice deschis convex care contine 2, exist4 deschisi con-
vexi B, C care contin z respectiv y si asifel ca (%B + %C) C A
Sipunem X = (X, + ...+ X)) 9 Y = 2 (Xoss +. ..+ Xon)
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inclusiunea (X € B)U (Y € C) C (X2, € A) implick pn(B)
in(C) <pian(A), unde u, este legea lui X,. Trecem la limit}
dupd n gi obtinem

S1(B) + 31(0) < 1(4),

deci —3A(z)—1A(y) < {(A) iar apoi lu&m inf dup& A in membrul
drept.O0

\ DEFINITIE. Fie (E,u) ca mai inainte gi A transformarea
N Cramer a ln g. Numim functionala Cramer a lni u aplicatia
A : P(E) — [0, +00] definit} prin

N
NN A(A) = ;gf{ AMz), ACE. (2.2)
N S& observim ci a cunoagte A este echivalent cu a cunoagte A.

‘

TEOREMA 2.3. Fie X,.: Q — E sir de variabile aleatoare
independente 3i cu aceeagi lege i, iar A funciionala Cramer aso-

ciatd lut u. Atunci
(a) Pentru orice A € B(E) avem

~A ()&) < [A). (2.3)
(5) Dacd A este compact, atunci
I(A) < —-A (Z). (2.4)
(c) Pentru orice reuniune finitd A de deschise conveze ale lui
E, avem
[(A) = —A(A). (2.5)

Demonstrajte. Dack z € ;4, existl o vecinatate deschisd @i con-
vexi C a lui z astfel ca C CA gi avem I(A) 2 {C) =C
—(z). Ludm sup dupi z €A gi obtinem formula (2.3.).
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Intrucat [ este monotona, avem [(A4) < I(A), deci putem pre-
supune A compact pentru a demonstra (2.4.). Fie a > —A(A);
pentru orice = € A avem a > —A(z) gi deci exist4 un deschis
convex C; 3 z astfel ca a > [(C;). Fie C;;;1 = 1,...,k o
acoperire fimt¥ a lui A. Din propozifia 2.1. gtim c¥

I(A) < ‘B}axkl (C:)<a

gl cum a este arbitrar, ob{inem (2.4.).

Din definitia lui A, avem intotdeauna A (A4 U B) = inf [A(A),
A(B)] . Conform propozitiei 2.1. putem presupune A deschis
§i convexs pentru a demonstra formula (2.5.). Din (2.3.) rezulta
cd — A(A) < I(A), deci este suficient de demonstrat inegalitatea
inversi cind [(A) este finit4.

Pentru ¢ > 0 dat, putem g¥si N € N astfel ca

%log tn(A) 2 [(A) — € pentrun > N,

Intrucit A este deschis si convex, existi un compact convex K
inclus in A astfel ca (A \ K) < ¢, deci

1 1
Nlog un(A) — FloguN(K) <.

Aceasta inseamnd c3 functia f(n) = ~ log u,(K) verificd f(N) <
— [{{A) — 2¢] N 51, intrucdt K este convex, rezulil ci f este
subaditivd (vezi propozitia 2.1.). In particular avem f(pN) <
— [{(A) — 2¢] Np pentiru orice p € N* gi deci

f(pN)

~I(K) = < —~I(A) + 2.

P"°°

Formula (2.4.) aratX inega.htatea. A(K) < —{(K). Ultimele dou
inegalitB{i, impreung cu A(A) < A(K) implicd A(4) < —[(4)+
2¢ ;1 cum ¢ este arbitrar, obinem A(A) < —{(A).0

PROPOZITIA 2.4. Transformarea Cramer asociatd lui p

se poate calcula cu formula

A(z) = sup {—I(H), H semi-spatiu deschis, cu z € H}.
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Demonstratic. Fie a < A(z). Multimea convexd g inchisd
C = {y; AM(y) < a} nu-l contine pe z. Exist4 deci un semi-spatiu
deschis H al lm1 E astfel ca HNC =@ s z € H. In particular
A(H) > a. Din relatia —[{(H) = A(H) obtinem c3 —[(H) >
a, deci r = sup {—I{(H), H semi-spaiiu deschis, cu z € H} este
> a pentru a < A(z) i.e. 7 > A(z). Inegalitatea opuss rezulta
direct din definiia lm A(z).O

Observatie. Propozitia 2.4. reduce calculul lui A la calculul
lui [(H) cu H semi-spatiu deschis, iar aceasta este o problem&
1-dimensionalX, apropiati de cea rezolvatf in capitolul 1. Acest
fapl ne va permite 83 calculam A 1n once dimensiune, pornind
de la [ (transformata Laplace a lui u) iar functionala A devine
in principiu calculabili.

Fie u probabilitate pe B(E). Notdm i(t) := fg c<t=>du(z),
t € E’ (dualul lui E), transformarea Laplace a lui p. Funcya
log i(t) este defimtd pe E’ , cu valor in [0, +co], este convexa
gi inferior semi-continui (B’ este inzestrat cu topologia slabi
o (E’; E)). Are loc urmitorul rezultat.

PROPOZITIA 2.5. Cu notatiile precedenie, dacd
/E {<t,z >| du(z) este finitX pentru orice t € E’ |

atunce

AMz) =sup[<t,z > —logi(t)], z € E.
ek

Demonstratie. S& considerim u centratf §§ E = R (cazul in
care 4 nu este centratd se reduce prin translagie la calculele ce
urmeagd). Avemn de ardtat ci

f(z) :=sup iz — log i(1)]
tER
coincide cu

g(z) ::—lj\r‘rsl((:c—Zc, r+2)),z€R.
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Cum u este centratd, formulele (1.5.) implicd pentru z > 0

1 —
[{((z — 2, z+2¢)) < ]imsup—r;logP(Xn >z — 26)

< —f($ - 26):
deci
g(z) > ]i&:)f(z — 2¢) pentru z > 0. (2.6)

Formulele (1.4.) implic3 pentru z > 0
—-f(z) < nmmfllogP(X >z) < ]jm'mf-l-logP(X,. > z)
— n—eo n "= — n—o n
g1, conform formulei 2.5., obtinem

lim llog P (Xn > :z) = —A((z,+0c0)) = —;ﬂ>£ 9(v),

n—o 1

deci
f(z) > él;{ g(y) pentru z > 0.

Legea numerelor mari arat8 c8 g(0) = 0 ;i cum g este convexd,
inferior semicontinud gi pogitivd, aveminf,5, g(y) = him o g(z+
¢) pentru z > 0, deci

(2) 2 limg(z +¢) (2.7)

Pot avea loc urmatoarele situatii. Existd a, b € [0, +00] astfel
ca f, g 88 fie respectiv
1) continue finite pe [0, a), [0, b)
2) = +oo pe (a, +00), (b, +00)
3) continue la stinga in a pentru a finit (in b pentru b finit).
Cu inegalititile (2.6.), (2.7.), ar&t&m succesiv ci a = b, apoi
c8 f gi g coincid pe [0, +00) \ {a}, deci coincid pe [0, +c0).
Similar tratim problema compararii lui f §1 g pe (—o0,0].
In cazul general, fie z € E. Orice semi-spatiu deschis care-l
confine pe r se scrie

HY. ={ye€eE; (t,y) —r>0},cu
(t,z)—r>0pentrute E ,re R



2. REZULTATE GENERALE 21

sau
H,={yeE;(t,y) —r<0},cu
(t,z) —r<Opentrute B ,reR.
Fie t : E — R forma liniari asociati lui ¢ € E’ 51 si notam Y, =
t(Xa), LY =t (HY) = (r,+00) i L7 =t (H,) = (—o0,7),
u=t(z), pe = t(y), l(A4) = hm,_co }‘log P (7,. € A)
= [[t71(A)], unde A este deschis gi convex in R. Conform propo-
zijiel 2.4., notind transformarea Cramer a lui y, prin ), , ob{inem

wwp —h (1)) e - (22

Ae(u) = max{
r<u

de unde, tindnd cont ci I, (L¥) = | | t71(L¥) | = ((HE),
obtinem

o =man [ g (52)] g - 1(75)] |

Luim sup in membrul drept din ultima inegalitate dupd ¢t € E’
gi obtinem sup {—!(H), H semi-spatiu deschis, cu z € H}, care
este egal (cf. propozitiei 2.4.) cu A(z). Obtinem deci

Mz) = sup A(< 2 >) = sup Ay (2]
73 teE!

Din cazul E = R (studiat anterior) avem
Alt(e)] = @ [t(z)] = supls - t(z) — log fu(s)].
:€

Cum ms¥ [(s) = 4(st) pentru s € R, t € E' |, obtinem
AMz) = sup,g sup,er [s - t(z) —log i(st)], ceea ce aratid ci
AMz) = supegi[< t,z > —log 4(t)].0

Exemple.

1. E = R4, 4 este gausianX de medie M si matrice de covariatic

¥ (presupusd inversabild) . Atunai

Az) = %(r MY T (2~ M),
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2. E = Ré, du(z) = f(z)dz cu f(z) ~ 'fr,- cand | z [— +oo.
Atunci 4(t) = +oo pentru orice ¢ # 0, deci A = 0 (cf. propozitiei
2.5.).

Observatii.
1. Din teorema 2.3. rezultd ci A este identic nuld & pentru
orice parte borelian% A a lui E, de interior nevid, are loc

lim llogP(Y,.EA) =0,

n—+o00 n

deci situatia A = O necesitd o descriere mai find a comporta-
mentului asimptotic al P (7,, € A), care poate converge ciire
0 (atunci cind [g zdu(z) ¢ A) e.g. cu vitez& polinomiall in 1.
2. Fie E = R4 | 1 probabilitate pe E astfel ca [ | z | du(z) <
+00 g p nu incarcy nici un subspatiu afin (propriu) al lui R4 .
DacX A este transformata Cramer a lui g, atunci corespondenta
dintre X gi u este biunivocd ; in teoria functiilor convexe (in
dualitate), se arati ci multimea D()) := {z € R ; A(z) ﬁnit&}

are interiorul nevid g1 ci ) este difereniiabil pe D (A). In plus,
dacky € 8 D ()), atunci lim_ | ¥(z) ||= +oo. Similar,

—y, z€D(Y)
functia log  este diferentiabild pe D (log ). Tolodat¥, dacd
£(t) este finit¥ pentru orice t € RY, atunci putem scrie A(z) =

(z,z) — log i(z), pentru orice z €D (A), unde z este solutia
(unicl) a ecuatiei -:f (z2) = z.

Evaluarea lui /(A) se bazeazi pe teorema 2.3. Restrictia " A
compact” peniru validitatea formulei {(A) < —A (,—4) este

prea puternicd in majoritatea aplicatilor. In vedea in contin-
uare situatii cand aceasid conditie devine inutil}.

LEMA 2.6. Fie u probabilitate pe spativl Banach real gi sep-
arabil B, X, (n > 1) sir de variabile aleatoare independente
de lege p, cu valori in E. Dacd, pentru orice a > 0 exisid un



2. RE2ZULTATE GENERALE 23

compact K, C E astfel ca P(YH ¢ Ka) < e~"® pentru orice
n > N(a), atunci, pentru orice B € B(E) avemn

I(B) < —A (B).

I plus, daca A este transforrmarea Cramer a lut p, atunct mulfirnile
{z € E; A(z) < b} sunt convere si compacte, pentru orice b > 0.
Demonstratie. Este clar c& [(E\ K.) < —a. Avem

I(B) < max{I[(BNK.),[(Bn(E\ K.))}

< max{f(?ﬂ K.,), —a}.

Cum BN K, este compact, teorema 2.3. implic’

[(BnK.)<-A(BnK.) <-A(B),

deai [(B) < mu{—A (P) , - a} pentru orice a > 0, deci [( B) <
—A (B)_

Fie 6 > 0 §i a > b fixat. Multimea E \ K, este deschisd, deci
tcorema 2.3. implicd

~A(E\ K.) < liminf X log P (X. € (E\ K.)),
: n—+4+ov n

deci, din definitia lui K, rezultds —A (E\ K,) < —a. In particu-
lar avem A(z) > a pentruz ¢ K, ,deci {z € E; A(z) < b} C K,
31 apoi folosim faptul ¢& A este mferior semicontinug. Observat
c& {z € E; A(z) < b} este gi convexs (deoarece A este convexd).O

Observatie. Demonstratia leinei 2.6. functioneazi in ipoteza
E =spativ vectorial topologic.
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PROPOZITIA 2.7. Fie E dualul unut spatiu Banach F gi
u probabilitate pe B (E) asifel ca

/;) eVl du(z) este finith pentru s intr-o vecinitate a lui 0.

Atunci, dacd A este transformata Cramer a lui u, pentru orice

A € B(E) avem

—A (A) < biminf ~ log P (X, € A) (2.8)

n—‘oon

< limsup — logP(X EA) <-A (;4).

n—++00

unde :1, A sunt in raport cu topologia slabd o (E,F) pe E. In
plus, multimile {z € E; A(z) < b} sunt compacte (slabe) pentru
orice b > 0.

Observatii. Dacd E = F' | atunci B(E) este acelagi peniru
orice topologie intre topologia normei gi cea slabd. In particular,
trapsformarea Cramer A gi luncyonala Cramer A sunt aceleagi
pentru topologiile normei si slabs. S& reamintim c& dualul lui E
cu topologia slaby este F'.

Demonstratia propozifiei 2.7. Formulele (2.8.) vor rezulta din
teorema 2.3. dupi constructia compactilor K, din lema 2.6. Fie
B, bila inchis& de razi a din E, care este slab compactd. Din
formulele (1.5.) ob{inem

P(X.€B.)=P(| X > a)

1
<P Xall 4ot X ) > 0] < e,

unde « este transformarea Cramer a lui v =legea lui || X, || .
Prin ipoleza /' este finitd intr-o vecinatate a lui 0, dea
lim,_, ;o a(a) = +00. RImane s¥ aplicim lema 2.6.0



2. REZULTATE GENERALE 25

COROLAR 2.8. Fic E = R? gi y probabilitate pe B(E)
astfel ca fi(t) sd fie finitd pentru oricet intr-o vecindtale a lui
0. Atunci, pentru orice A € B(E) avem

—A (,"4) < iminf = log P (¥, € A)

< limsup — log P (X € A) (;1) .
n—++o00

In plus, M\(z) — 400 cdind z — oo in R4

Observatie. In ipotezele corolarului 2.8., se observi ci relatia
A (;1) =A (,_4) (care implick A (;1) =A (;1) = A (A)) este
suficientd pentru existenta lui [{A) = img 4 o0 ;‘; log P (yn € A)
precum gi a relatiei [{A) = —A(A). Reciproca este falsk : fie E =
R, p=36+ 36181 A=(0,400). Atunci avem [(A4) = —A(4)
deoarece A este deschis convex, in timp ce A (A) = A (;4) =

+o00 iar A (E) = A1) = log 2.

Exercitii.
1. Este adevarat ci limp 40 = log P (Xn € A) existd pentru

orice A deschisd in cazul E = R4 7

2. In cazul E = R? se pot arita urmitoarele inegalititi (cf. P.
Bartfai, On the multivariate Chernoff theorem, Preprint Math.
Inst. of the Bunganian Acad. of Sciences, 1977). Pentru A C R4
deschis¥ avem

e~ ) < limind [P (X, € 4)]""

n—+o0

g pentru A C R deschis} gi convexd avem
P(X.€ A) < e @]

In general, rezultatul

[P (yn € A)]l/n — e A



28 2. REZULTATE GENERALE

pentru orice A C R4 boreliani este fals. Bartfai a dat un exem-
plu de multime A inchis¥ cu interior nevid, astfel ca A (4) <
~+o0 g1

P(Y,. € A) =0, pentrun=12,...0

Interiorul unei mulyimi B € B (E) este mai mare in topologia
tare decat in cea slabd, in timp ce aderenta el este mai micd.

Deci, valorile — A (5) 51 —A (E‘) se imbunatitesc cand trecem
de la topologia slabi la cea a normei. Propozitia 2.7. nu permite
utilizarea acestor valori decat pentru topologia slabé, cel putin

in ce-] privegte pe —A ( B) In continuare vom int&ri ipotezele,

pentru a putea utiliza topologia tare.

Fie T spatiu topologic poloneg ; in acest curs vom considera
I'=R?(d > 1)sau I’ = E (spatiu Banach separabil). Fie M (T')
spatiul m3surilor m&rginite pe B(I') gi M;(I') submultimea con-
vexi gi inchis¥ a probabilit8tilor pe B(T'). Spatiul M (T) il con-
siderm inzestrat cu topologia convergentei slabe : u, = u dacd
[ fdun — [ fdu pentru orice f € Cp(T'). O parte C C M ()
este relativ compactd daci, pentru once ¢ > 0, existd K. com-
pact in T astfel ca u* (I'\ K.) < ¢, pentruorice u = u* —u~ €
C.

Fie p € My(E) cu [g || = || du(z) < +oo. Atunci exist} s
este unic un element notat b(u) € E astfel ca

(t,b(u)) = /E(t, z)du(z) pentru orice t € E' |

numit baricentrullui ¢. Au loc urmatoarele propnetit :

1. Dacd u(C) = 1 atunci 6(u) € C, unde C este convex inchis
din E.

2. Fie p, € M,(E) convergent citre i € M, (E). Daci B este
o bild inchis¥ din E astfel ca u,(B) = 1 pentru orice n, atunci
b(pn) — b(u) cand n — +oo.
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LEMA 2.9. Fie f : [0,400) — [0, 400) funcfie continud cu

L. 4 oo J—EQ = +o00. Atunci mulfimea

Fifa)i={ue ME); [ £z ) dute) < o}

este inchisd in M(E). Aplicatia p — b(u) este bine-definitd gi
continud pe F(f, a).

Demonstratie. Lema lui Fatou aratX cX F(f,a) este inchisi.
Pe de altX parte, pentru 4 € F(f,a) gi r > 0, avem

1], 2@l [l dute)

< e(r) | Sz 1) du(z) < ae(r),

l=ll>r
unde €(r) = supyg>, (Il z || /f (| z ||)] ; observim c&lim, _ 1o, €(r)
= 0 gi aplicAm proprietatea 2 de mai sus a baricentrelor pentru
a obt{ine continuitatea aplicatiei 4 — b(u) pe F(f,a).0

LEMA 2.10. Fie T spafiu topologic polonez gi X,, gir de vari-
abtle aleatoare independente cu valori in T, cu aceeags lege . Sa
considerdm legea empiricd a egantionului X,,..., X, i.e. vari-
abila aleatoare Z, = %(5)(1 +...4+6x,) cu valori in My(T).
Atunci, pentru orice a > 0, eztstd un compact K, in M (') g¢
un numdr natural N(a), astfel ca

P(Z.g K)<e™.

Demonstratie. Fie by, ¢, giruri de numere poeitive care converg

citre 0. Pentru fiecare p alegem un compact K, in I' astfel ca
w(I'\ K;) < b, . Notdm

Fo={reMiT)cuv(T'\ K,) < bp}.
Sd ardtim ci

1/2ne,
P(Zn ¢ Fp) < (2—’) pentru orice n, p. (2.9)

P
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Dac¥ acest lucru este ardtat atunci, cu notaia K: = Mp>1 5y
(care este compact in M;(I')) g1 cu formula (2.9.), obtinem

bp 1/2nep
€p

P(Znﬁf'C)SZP(Znsffp)sZ(

P21 r21

Este suficient apoi de considerat b, = €,u/% cu 0 < u < 1/2
pentru a obiine

P(Z.gK)<) ur<2ut

px1

g lema este demonstratd. Rimdne de ardtat formula (2.9.).
Suprm&m indicele p pentru ugurinta calculelor. Are loc

P(Z.¢ F) = P{%[lm (X1) + ..o+ 1ge (Xo)] > e}

=P(7,.>e),

unde U; = 1g. (X;) este variabila aleatoare cu legea binomiald
ab + (1 —a)b , cu o = u(K®) g a cirei transformare Cramer
o notdm cu A. Dupf formulele (1.5.) avem

P(Z,¢ F)<e ™9, (2.10)
Dar, pentru ¢ € (0, 1) avem

1—c¢
l1—-«

Ale) = elog§+ (1-—¢)log

gl ludm b, < ¢, (deci @ < by, < ¢,) gi €, < 5 pentru a obfine

Mep) 2 €, )og i + log 3. Impunem conditia 3¢, log 3= > 3log 3
pentru a obtine A(e,) > 1¢,log Ef , ceea ce, impreuni cu (2.10.),

demonstreazd (2.9.).0
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TEOREMA 2.11. Fie E spajiu Banach real, separabil gi p
probabilitate pe E astfel ca

./E e*=lldi(z) este finith pentru orice s € R.
Atunci, pentru orice A € B(E). avem

—A (,4) < liminf  log P (X, € 4)

u——oon

< limsup ~ logP(X GA)< -A (:1),

n—+oco N
unde A este funcfionala Cramer asociatd fui u. In plus, mulfimile
{z € E; A(z) < b} sunt compacte pentru orice b > 0 finit.
Demonstratie. Fie v legea comuna a vanabilelor || X, || s
si notdm m = [g zdv(z). Vom arita existenta unei functii f
continuf §i convexd pe [0, +o00) astfel ca

f(z)=0pentru0 <z <m

Lim ﬂz-koo (2.]])

z—++00

+o0 _
/ e*f)dy(z) este finita pentru s < 1.
0

Cum 7 este finitd pe R (din ipotezd), putem lua f(z) = A.(z)
pentru z € [m, +00), unde )\, este transformarea Cramer a lui
v g f(z) = 0 pentru z € [0, m]. Cu notaiiile din lemele 2.9. si
2.10., avemn

P(Zag F(fia) = P{LU (U X D+ £ (1 Xa )] > a)

< ¢—"As(a) ,

unde prin Ay am notat transformarea Cramer zlsociatﬁ lu 6,
legea lui f (|| X, ||). Conform formulelor (2.11.), 6(s) este finit4
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in vecin#itatea lui 0, deci Ag(a) converge citre +oo cand a —
+00. Deci, pentru orice 4 > 0 existl a, astfel ca

P(Zn ¢ F(f,a) Se™.

Fie acum L4 := K4 N F(f,a), unde K4 este compactul din
lema 2.10. Conform acestei leme g a ultimei formule, ob{inem

P(Z. ¢ L4) < 2¢™™* pentru n > N(A).
In plus, conform lemei 2.9., L4 este compact in M,(E), pe care
aplicatia # — b(7) este bine-definitd gt continui. Deci imaginea
L, =b(L,) este compactd in E si
P(X,.¢Ly,)=P(b(2,)¢b(La)<P(Z.¢La)< 2™

pentru n > N(A). R&man de aplicat lema 2.6. g1 teorema 2.3.0
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CAZUL GAUSIAN

Fie E spatiu Banach separabil. O probabilitate u pe B (E) se
numesgte gausiand dac, pentru orice functional® liniar¥ gi con-
tinud ¢t : E — R , legea (i) este gausiand pe R. Dac¥ in plus
t(1) este centratd pentru orice t € E/ | spunem c& 4 este cen-
tratd.

TEOREMA 3.1. Dacd u este probabilitate gausiand centratd
pe E, atunci [ge'lelldu(z) este finitd pentru orice s € R. In
particular, [ || z ||? du(z) este finitd.

Demonstratie. Putem presupune u centrati. Fie z,z,,...,z,
variabile aleatoare independente din E, toate avind legea u. S&
observim c¥, pentru n > 1, legea lui 5 S"%_; zx in raport cu
u" este aceeagl cu legea lul z in raport cu . Vom ardta cd este
suficient ca [ e’ll¥lldu(z) o4 fie finitd pentru un singur s € R.
Intr-adevir, dacX este aga, atunci

nl el g
fE e u(z)

_ 2.9 v n
/;)exp (n 7 Il hz=:lzk ||) p" (dzy, .. .,dz,)

< ([ W)’

Acum sd observim cd, daci r, y sunt variabile aleatoare pe E,
independente gi cu legea L, atunci (;—,"‘,{-, ;—,‘?}) are aceeagi lege
sub 4? ca i (z,y). Pentru 0 < s < ¢, avem

W ((z,9) €E: |z ]|<s, [lyllzt)
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=1 ((z,0) €B?: [z —yll< 2%, ||z +y (> 2'%)

<u((@y) €B: [l - ylis 2, L=l + 1y 1> 24)

t—s
< (@ eB: Ay I2 o)

deci
pz€E: [z[<)uz€E: [[z]29)

t —s\\?
<(s(z€E: =112 577))

Ludm to = 3 §i tay1 = 3 + 2*/%¢t, pentru a obtine
p(z€E: ||z ||2tnn)/u(z€E: |[z]<s)

<SWGEEE: [c|2ta) /uz€E: [[]l<s))* .
Deci
p(z€E: [[z][2tn)
pEel: [z]2s)
s€E: [=[<2)
pentru orice 0 < 3 < t gt n 2 0. In particular, alegem pe 3

astfel ca p(z€E: [[zll2s)/u(zeE: |[zll<s)=p<1;
ob{inem

<pu(zeE: ||z||<s)xexp [2"’105

2(n+1)/2 -1

#(zeE: ”"’HZW

8) < c2"logp a

S¥ notim E’ dualul i E g (¢, z) dualitatea dintre t € ¥’
gt z € E. Peniru u centrat, definim coveriafia lui y prin K :

E'x E'—- R,
K(s,t) = /E(s,.':)(t,:z)du(a:); stek .

Intrucat | K(s,t) [ || s il t |l cuc® =[]l [ du(z),
observim c¥ aplicatia K este biliniar8 §i continui pe E’ x E
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iar K(s,t) > 0 pentru t € E’ . Spatiul E’ se scufundd intr-
un spatiu Hilbert H in felul urm#tor. Fiecarei t € E’ 1 asociem
vaniabila aleatoare gausiani reald Z* definitd pe campul de prob-
abilitate (E, B(E), u) prin Z4z) = (t,z). Fie H inchiderea
in L? (E, B(E), p) a spatiului vectonial {Z* , ¢t € E’}. Aplicatia
Z : E' — H este liniar#, continud g de imagine dens. In plus,
dacX not¥m [-, -] produsul scalar din L2 (E, B(E), u) (deci gi din

H), avem
K(s,t) = [Z‘, Zt] pentru orice s,t € E' .

Si observam ci, dacd v € L?(E, B(E), p), atunc

J e o) | dute) S el v llosce, scey,

deci formula Sv = [ zv(z)du(z) definegte un operator liniar gi
continuu S : L2(E, B(E), u) — E. Din constructic avem

L2 @@)dulz) = [ (s, 2)(a)du(z) = (s, [ 2o(=)duz)
gl deci
[Zt,v] =(t,Sv) pentrut € E' | v € L2(E, B(E), p),

ceea ce aratd c¥ restriciia lui S la H este injectivi.

In concluzie, datd fiind o probabilitate gausian u pe spatiul
Banach separabil E, ii putem asocia un spatiu Hilbert separabil
H cu produsul scalar notat [, -]y , o injectie liniar& gi continud
S : H — E, o aplicatie liniari s continui (de imagine densi)

Z : E' — H asifel ca

[Z',v]H = (t,Sv) pentrut € E' j v € H,

[Z‘,Z’]H = K(t,s) pentrut,s € E' .
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PROPOZITIA 3.2. Fie u probabilitate gausiand centratd pe
spatiul Banach separabil E. Fie H spatiul Hilbert ¢ S: H —- E
injectia liniard §i continud asociate [ui 4 ca mai inainte. Atunci
trangformarea Cramer A a lui u este datd de

L Sz |[§; duck z € S(H
A(z)={ ZI-I{-oo, d:lxlcga:eE\S(H)(. )

In plus, operatorul S este compact.
Demonstratie. Transformarea Laplace [i(t) se scrie

at) = [ “du(z) = B [exp (2°)]

deci log 4(t) = 4 (2%, Z*]y = LK (¢,t). Propozitia 2.5. aratd ci

A(z) = sup [< t,z > ——K(t t)| , z € E, deci
teE!
Az) = sup [< to> -2 || 2t ||2] . (3.1)
teEr 2

Fie acum z € E fixat astfel ca A(z) < +0o. Pentrut € Ker Z gi
orice a € R, conform formulei (3.1.), avem A(z) > a(t, z), ceea
ce implicd (t,z) = 0. Aceasta inseamni c¥ existy o aplica.gie
liniax® g : ImZ — R astfel ca g(Z%) = (t,z) pentru orice
t € E'. Tot din formula (3.1.) rezult}

1
| 9(v) IS M=) + 5 [l vl pentruv€lmZ,

deci ¢ este marginitd pe intersectia dintre Im Z g bila unitate
din H. Cum Im Z este dens8 in H, aplicatia g se prelungegte
(unic) la o functionald liniard gi continud pe H i.e. existd w €
H astfel ca g(v) = [v,w]y pentru orice v € H. In particular
{t,z) = g(Z) = [Z*, w]g = (t, Sw) pentru orice t € E/ , dea
z=Swie z € S(H).

Reciproc, fie z € S(H) gi s¥ sciem z = Sw cu w € H.
Conform formulei (3.1.), avem

Nz) = sup {2, 0], - 211 2 I

teE!
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g cum Im Z este densi in H, obtinem
1
Mz) = sup {[v, wly = 5 1l v I } -
v€H

Pentru || v [|u= o fixat, sup[v, w]y este atins g este egal cu
o || w |lu. Cum sup (a || w[ju —3a?) este egal cu L || w |,
obiinem A(z) = 1 || w ||= 5 || 57z ||} g1 in particular A(z) <
+oco.

Calculul lui ) aratf ci imaginea prin S a bilei unitate din
Heste {z € E : A(z) < 1}. Aceastd mulfime este compactd (cf.
teoremei 2.11.), deci S este operator compact.O

TEOREMA 3.3. Fie u probabilitate gaustand centratd pe
spafiul Banach separabil E. Fie X : Q@ — E variabtld aleatoare
de lege u. Fie A functionala Cramer asociatd lui u. Atunci, pen-
tru orice A € B(E) avem

A (}i) < limipf ?log P (cX € A)

< limsupe?log P (eX € A) < —A (;1) )
e—0
Demonstrafie. Fie ¢ € (0,1) si notdm n (c) partea intreagd a
lui 1/€? . Putem scnie

€= nlzgzlz’ cul—e? <bHe) < 1. (3.2)

Fie X, : @ — E gir de variabile aleatoare independente, toate
cu legea . Intrucat u este gausiand, media normalizatd p'/2 X p
are aceeagl lege ca g X pentru once p. In consecinti

P(eX € A) = P (en(e)? Xy € A) (3.3)

=P (7..@ € b(—]ejA)
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SEnotimF:{zEE::c:ay, 1<a<?2, yEZ}.D'mdeﬁ-

nitia lui A gi remarcind c& traneformarea Cramer A a lm u
satisface A(az) = a®>)\(z) pentru orice a € R, z € E, obtinem

A(F) = inf A(z) (3.4)

_ . 2 _ _ =
= inf inf a*A(y) = inf A(4) = A ().
yEA yEA
Pe de alt3 parte, RlaA C F dacd ¢ este suficient de mic (F
este inchisi) gi cum lim._ n (¢) = +oc0, teorema 2.11. implicid

limsup —— n(e) log P (Xn(e) €55 )

¢—0

< hmsup—]ogP(X € F) <-A(F),
n—+oo
ceea ce, impreund cu formulele (3.2.)-(3.4.) dau a doua inegali-
tate din cooncluzia teoremel.
Fie z €A. Existd o vecindtate deschisd si convexd V a lu =
astfel ca, pentru ¢ suficient de mic, s8 avem V C RTA Conform
acelelagl teoreme 2.11., avem

hmmf ezlogp(ex € A) > ll.mmf (( ))log P (Y,,_(E) € V)

Lu&m sup in membrul drept din ultima inegalitate dup& z € A

$1 obfinem prnma inegalitate din concluzma teoremei.[

Sa considerdm acum E spatiu Hilbert separabil gi 4 probabili-
tate gausiani (centrats) pe B (E). Areloc E = E/ | iar covaniatia
K (s,t) asociati lui p se scrie

K(s,t) = (s, Tt) = (T's,t) pentru s,t € E,
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unde T : E — E este operator liniar, continuu, autoadjunct,
poritiv g1 de urmd finitd. Aceasta inseamni ca existd o bagi
ortonormali e, a lul E gt numere pozitive r, astfel ca 312 r, <
~+00 gl

+o00
Tz = Z(%%)M% pentru z € E.
n=1
Vom nota 7"/2 ridicina pirati (unici) auto-adjunctd a lui T,
definitd prin

T2 = Z(z )T 12¢ pentru z € E

gt H inchiderea lui 7V/2 (E). Atunci H este ortogonalul lui Ker 7’
in E, iar Ker 7', H sunt nucleul i aderenta imaginii lui 7%/2. In
particular, restrictia lui 7%/2 la subspatiul inchis H este injectivi

§i T2 (E) = T2 (H).

PROPQOZITIA 3.4. Fie u probabilitate gausiand (centratd)
pe spafiul Hilbert separabilE, T : E — E operatorul de covariatie
asoctat lui p ca mai inainte gt H ortogonalul lui KerT in E.
Notdm cu S restrictia lui T2 la H, deci S : H — E este in-
jectiv gi aplicd H pe T2 (E). Atunci transformarea Cramer A
a lui u este datd de

Mz = { 311572 Iy dack = € T2 (R)
= +oo, dack = ¢ T2 (E).

Demonstratie. Pentru orice s € E/ = E, notdm Z* = T'/2s,
Intrucit operatorul 7%/2 las3 pe H invariant si verificd T1/2 (E) =
H, obtinem c& Z : E' — H esle operator liniar, continuu, de
imagine dens¥, in timp ce S : H — E este injectiv. Rimane de
aplicat propozitia 3.2., observand c¥ S (H) = TV/2(E).0

Fie X, : @ — R, t € [0, 1] proces gausian centrat cu traiec-
torile continue a.s. Atunci covariafia p a procesulus, definitd
prin

p(s,t)= LX,(w)XL(w)dP(w), pentru s,t € [0, 1],
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este continu& in (s,t). De exemplu, dace p satisface conditia

Holder
p(5,8) = p(ss8) [S ctfl s =o' [* + [ £ =t/ ]

pentru s,t,s',t’ € [0, 1], atunci procesul X, admite o versiune
cu traiectonile continue a.s.

Mai mult, deindat ce procesul X; admite o versiune cu tralec-
torile continue a.s., putem gisi o versiune a procesului cu traiec-
torille continue peste tot. Ob{inem astfel o aphcatie masurabild
X : Q2 — CJ[0,1], unde X (w) este functia care lui ¢t € [0, 1] ii
asociazd X;(w), iar C [0, 1] este spatiul functillor continue pe
[0, 1] inzestrat cu corpul borelienelor.

Fie 1 imaginea probabilitatii P (datX pe Q) prin aplicatia X ,
pumild [egea procesului X, . Atuna u este probabilitale gausiand
centrat pe (E, B(E)), unde E = C[0, 1] inzestrat cu structura
sa uzuald de spatiu Banach.

Intr-adevar, E’ este spatiul misunilor Radon mérginite pe
[0,1]; pentru orice # € E’ | vanabila aleatoare Z7 : E — R
definitd prin

z°(f)=m )= [ @)dn(z), peniru f € B

are aceeasi lege (atunci cand E este ingestrat cu probabilitatea
#) ca gl variabila aleatoare Y :  — R definit¥ prin

Y(w) = j[°  Kew)an(o)

Deci imaginea mésurii 4 prin orice functionald liniard gi continu&
este gausiani centratf, dec u este gausianX centratl.
Covariafia K a lui u este datd de

K (n,7) = Cov [ ]M X dr(t), /M x,dn(t)]

= / / o(s, t)dx(s)dn(t).
[0,1]x[0,1]
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PROPOZITIA 3.5. Fie X, : Q — R, t € [0,1] procgs gau-
stan centrat cu traiectoriile continue a.s., de covariajie p(s,t),
s,t € [0,1]. S& definim operatorul R : L?[0,1] — L?[0,1] prin
Ri(t) = [3 p(t,s)f(s)ds. Atunci R ia valori in C[0,1], este
auto-adjunct, pozitiv, compact gi de urmd finitd. Fie H ortog-
onalul lus Ker R in L%[0,1] gi S restriciia o H a operatoru-
lut RM? | deci S : H — L?[0,1] este injectiv gi aplicd H pe
RM? (L*[0, 1]).

Fie y legea procesului X, . Atunci transformarea Cramer X a
lui 4 este datd (pentru f € C[0,1]) de :

A(f) = 31 S72f lIfa,y dack f € RY2(L2[0,1])
400, dack f ¢ RY2(L?[0,1]).
Demonstratia se va baza pe lema urmétoare.
LEMA 3.8. Fie C, L spafii Banach separabile gi u proba-
bilitate gausiand centratd pe C. Dacd existd o injectie continud

t : C — L, atunci transformdrile Cramer ale mdsurilor pu gt
1(u) sunt legate prin relafia

/\# = /\,-(P)Oi .

Demonstratia lemei 3.6. Fie 1 : L* — C* aplicatia dualf a
lu . Din definitia covanatiel ob{inem

Ki) (s,t) = K, (& (s), 7" (t)) pentrus,t € L™ .

Cum 1 este injectivd, 1* (L*) este densi in C* g dec, pentru
z € C, avem

M) = sup [(t,2) = 3 Kalt, )

teC

= sup [(z (s),z) - —K (& (s}, (3))]

s€L+
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= sup [(s,1 (2)) ~ 5 Kigw (5,°)
seL+

Le. Au(z) = A (i(z)).0

Demonstrafia propozifiei 3.5. Ludm C: = C[0,1] st L: =
L?[0,1]; dacq ¢ este injectia canonic¥, lema 3.6. arat¥ c&, pentru
f € C[0,1] avem A, (f) = Aiu)(f) unde prin abuz de Limbaj
am identificat f gi i(f). Apoi, covariatia lui 7 (u) este datd de
Ky (f,9) = (Bf,9)130,1] » iar calculul lui A, pentru spatiul
Hilbert L a fost f8cut in propozitia 3.4. Folosim in final ci A
este "restrictia ” lui A, la C.O
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APLICATII

APLICATIE IN STATISTICA

Vom formula gi demonstra aceastd aplicatie in cazul real, degi
rimane adeviratd in contextul unui spatiu topologic polonez.
S& remarcim importanta ei intrinsecl, deoarece se calculeazi
explicit transformarea Cramer a legii empirice asociate unui
egantion dat.

Not&m M (R) (resp. M; (R)) spatiul mésurilor reale m&rginite
(resp. spatiul probabilit3tilor pe dreaptd). Pentru p,v € M, (R),
definim informajia (sau informatia Kullback) lui v in raport cu
4 prin

L(v) = [ f(z)log f(z)du(z), dack v este absolut continug in
raport cu p g f(z) = $(z),

I.(v) = 400, dac v nu este absolut continuf in raport cu p.

Observim ca I,(v) este cu atdt "mai mare ”cu cat v este mai
indep¥rtatd de u. In particular I,(v) =0 & v = .

TEOREMA 4.1. Fie X, gir de variabile aleatoare reale in-
dependente, cu aceeagi lege u. Sd considerdm legea empiricd a
egantionului X1,..., Xp d.e. Zp:=1(6x, +...+ 6x,) cu valori
in My (R). Atunci, pentru orice A € M;(R) avem

-1, ( )<lunmf log P (Z. € A)

n—+4oo

< himsup ~ logP(Z €A <1, (A)

n—+oo

unde I,(A) = inf,eq [.(v). Pentru orice reuniune A de deschise



42 4. APLICATII

g1 conveze din M; (R), avem

I, (A)= lm tlogP(Z € A).

n—-+oo 1,

In fine, transformarea Cramer A a legit lut 6y, coincide cu 1,
pe My (R) gi este egald cu +oo pe M (R)\ M, (R). In plus,
multimile {A(z) < b} sunt compacte, pentru orice b > 0.

Demonsirafie. Din lema 2.10. existi, pentru once a > 0, un
compact K; in M; (R) asifel ca P(Z, ¢ K,) < e™ . Lema
2.6. g1 teorema 2.3. furnizeazi concluzia, daci ardtam ci trans-
formarea Cramer A a lui 7 (:=legea lui §x, ) coincide cu I, pe
M, (R) si este egald cu +c0 pe M (R)\M; (R). Ultima afirma-
tie rezult¥ din faptul ¢4 M; (R) contine anvelopa convex4 in-
chis¥ a suportului lui 7« . Pentru v € M;(R), conform cu
propozitia 2.5., avem

My)= sup [(f, v) —log #(f)] -

feC(R

Din constructie, pentru f € C(R), avem

#(f) = /MI(R)exp((f, / f(")dp(z

deci
Av) = sup [/ f(z)dv(z) log/ef(x)dp. a:)]

S& presupunem c¥ I,(v) < +oo. Atunci v < p gi fie g = §
Pentru f € C'(R), din inegalitatea Jensen, obtinem

exp / (f —logg) 1(g>o)9d.u] < / exp (f — log 9) 1(5>0)9dk,
decr
[ fodu ~ [ glog gdu < log [ e’ dy
sau

/fdv —losfe’d# < fgloggd# = L(v).



4. APLICATII 43

Lu¥m sup in membrul stang dupa f € C(R) g obfinem A(v) <
I,(v). Reciproc, presupunem A(v) < 400 deci, pentru orice f €
C(R) avem

/fdu - log/efdp < Ay) < +oo. (4.1)

Formula (4.1.) rémAne adevdratd pentru orice f mésurabild gi
marginitf (cf. teoremei lui Luzin, restrictia unei astfel de functii
la compacti de v gi u—mEsurd & 1 este continud). Aplicim (4.1.)
functiei f =nl,,cu A C R, y(A) = 0gi obtinem nv(A) < A(v)
pentru orice n, ded v(A) = 0. Notdm g = % g, dacd log g ar fi
mirginitd, formula (4.1.) aplicat’ funciiei log g ar implica

jloggdu - log/d,u < M)

ie. I,(v) < A(v). DacX logg nu e mirginit¥, o aproximim cu
functii mAsurabile mérginite.C

APLICATII LA MASURI SI PROCESE GAUSIENE
Notatiile gi definitille sunt cele din capitolul 3.

PROPOZITIA 4.2. Fie u probabilitate gausiand centratd pe
spatiul Banach separabil E. Fie ) transformata ei Cramer gi K
covariafia et, Atunci numerele

a=if{A(z):z €E, || z]=1}
g1

=sup{K(t,t): t€ K, |[t]=1}
sunt finite gt avem

. 1 1
'Eﬂlwzlogp{z €E ||z||>2r}=-a= ~35

Demonstratie. Fie B = {z € E, || z ||> 1}. Relatia M az) =
o?\(z) pentru @ € R, z € E implici

. i f g2 _
A(B)= Iuel}; Alz) = lhlljlllil cl'];f;cy My) =a
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2 2 _
A (B) = inf inf ?)y) = o

Cum B este inchisg, teorema 3.3. imphci

lim —logu{z €E, ||z |2 7}

r—+o00 r

= lim_ zlogP(%X € B) -
unde X : (2, P} — E este variabili aleatoare cu legea (.

Riman de comparat numerele a si 1/2b. Pentru z € E, ¢t €
E' g s > 0, avem A(z) > s(t,z) — 3s°K(¢,t). Fie z € E cu
|| z ||=1 fixat. Conform teoremei Hahn-Banach, existd to € B’
cu || to ||= 1 astfel ca (o, 2z) = 1. Obtinem

1 1 1
Mz) > [__2Kt,t] —_ > —
A AP U BT (XA R

gi de aici obfinem a > 7. Fie acumt € E' cu || ¢t ||= 1 ; avem

~1[1,400) C B. Fie X, : @ — E vanabile aleatoare cu legea
. Atuna

P(t(X,) €1,+)) < P (X, € B).

In aceastd inegalitate aplicBm log, facem n — +o0o g, daci
notdm Ay,) transformata Cramer a lui ¢(4), obtinem

1

“5REy - M) =~k [l teo) S ~A(B) = -

g1 de aici rezulti a < %
Cum K este biiniard g continug, rezultl ¢’ b < +oo 1 deci
a > 0. Calculul lui A arati c8 a < 400 gi deci b > 0.0

Vom vedea in cazul proceselor gausiene situatii in care aiat A
cat g1 numerele q, b se pot determina explicit.
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PROPOZITIA 4.3. Fie X, : @ — R, t € [0,1] proces gau-
stan centrat cu tratectoriile continue a.s., de covariajie p(s,t),
s,t € [0,1]. Dacd notdm b = supyg[o ) p(t, t), atunci

r—+<+o0 1'2

1
lo P X 1> = ——,
8 {é}fﬁ] | X1z r} 26

Demonstrafie. Conform propozitiei 4.2., este suficient de ver-
ificat ci _
sup{K (n,n);n€E', |Inf=1}=0
Fien€E cul|n|=1 Putemscrien=nt—n",f=n"+n"
si |l 711=ll 7 ||= 1, deci

K@= [ plsthn(s)intt)

[o1]x[0,1]

<[] 1o(s,t)| dils)di(e)
{o,1]x[0,1]
Functia p este pozitiv definit¥, deci p(s,t)?® < p(s, 3)p(t,t) si
deci sup, sepo.1] | 2(s,t) |= b, ceea ce aratd cd K (n,7) < b. Pede
alt¥ parte, din compactitate, existd ¢ € {0, 1] astfel ca p(t,t) = b,
ceea ce di K (6;,6:) = 6.0

Remarcd. Dacid procesul gausian X; are traiectorile a.s. in
L7 [0,1], cu p > 1, proporifia 4.2. aratd c3

) 1/p
r_ly_'l_lwrzlogP{(/ | X, P dt) Zr}

existd, dar calculul acestei limite, plecind de la p, nu este posi-
bil4 ”explicit ” in general.O

In continuare se va determina explicit transformarea Cramer
in cazul migciri browniene.
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PROPOZITIA 4.4. Fie B, : Q — R, t € [0,1] migcare
browniand cu By = 0 a.s. Fie u legea tratectoriilor miscdrii
browniene By pe Co[0,1], spatiul Banach al functiilor continue
pe[0,1] gt nule in 0. Atunci transformarea Cramer A a lui u este
datd, pentru f € Gy [0,1], prin

M) =5 [ fera

dacd f este absolut continud cu derivata (Lebesgue) f', respectiv
A(f) = +oo, dacd f nu este absolut continud.

Demonstratie. Vom aplica propozitia 3.5. spatiului Cy {0, 1] in
loc de C [0, 1], ceea ce nu modifici nimic. Avem p(s,t) = s A,
iar operatorul R : L2[0,1] — L2[0, 1] este dat de

Rg(t) = /: (s At)g(s)ds = '/: sg(s)ds +1t /;1 g(s)ds.

Este clar c&, dacd f este continua, nuliin 0 si f = Rg, atund f
admite derivatf continud f'(t) = [ g(s)ds nulf in 1 g admite
denvatd de ordinul doi f” = —g de pitrat integrabil. De aici
rezult ci R este injectiv, cf R(L?[0,1]) este muliimea [ €
C) [0, 1] de douad on denvabile, astfel ca f” € L%[0,1] s f'(1) =
0. In fine, pentru f € R(L%[0,1]), avem R~} = — f" .

Fie f € R(L?[0,1]); din f = —Rf” , ob{inem

| B2 o=l B £ |[Zapog= (RS”, Frao

= —(/, f")L’[O.ll =| f “13[0,11 )

in care ultima egalitate s-a obtinut prin integrare prin parti,
deoarece f(0) = f’(1) = 0. Conform propozijiei 3.5. avem

1 _ 1
AMf) = s IR Y2 f o= s I 125017 »

pentru f € R(L?[0,1]). Acest rezultat trebuie extins la f €
RY2(L2[0,1]). Fie deci f = RY2g cu g € L2[0,1], f € C,{0,1].
Cum R este injectiv, gi R!/? este injectiv, deci RY/? (L2 [0, 1]) este
dens in L2{0, 1]. Exist3 un gir h, € L2[0, 1] astfel ca R/?h, =
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gn converge cltre g in L2[0, 1], ceea ce implic8 convergenta lui
fa = RM?g, = Rh, citre f in C,[0,1]. Cum f, € R(L?[0, 1]),
avem
Il 9a ”Lﬁ[o,1]=” R_llzfn ||L=[o,1]=” fa ||U[o,1]

gl cum g, converge cltre g, se obtine c& f, este gir mdrginit in
L?[0,1]. Putem deci extrage un subgir (notat tot f.) convergent
glab citre £ € L?[0,1]. In consecintd, fu(t) = (f., ljo,4)L300,1]
converge pentru orice ¢ € [0, 1] citre

F(t) = (k, l[o.t])L’[O.ll = /oek(s)ds.

Cum f, converge citre f in Cq[0, 1], rezultd c& f = k, deci
existd k = f' € L?[0,1]. In plus, cum f} converge slab c&tre f’
in L2[0, 1], avem

I £ oago,y< limind || £ {[zapo,y

n—+<+00

= bm |l gu o=l ¢ lzspu=ll B72f |lza,y

n—-00

adici, tindnd cont de propoeitia 3.5.
| T
5 11 £/ o< AS) pentru £ € Go[0,1]0 RY* (L2[0,1]) .

In plus, am vizut c& f € Cy [0, 1]N RYM? (L]0, 1]) implick exis-
tenta lui ' gi f' € L2[0,1]

Reciproc, fie f € C; [0, 1] astfel c8 [’ existd @1 f' € L2[0, 1]
Aproximim f’ in L2?[0,1] cu functi de clasy C' g obiinem
existenta unui sir v, € G {0, 1] astfel cX v/, , v” exist¥, v/ €
L2[0,1], v.(1) = 0, imp oo v, = f'in L2[0, 1] g1 iMpopon Un =
fin G, [0, 1]. Semi-continuilatea inferioar¥ a lui A implicd A(f) <
liminf,, 4 A (vn). Pe de altd parte, intrucat v, € R(L?[0, 1]),
avem A (vs) = 7 || v/, || 20,1}, deci

) 1 1
M) hm — |l v “L=[0.1]= 3 I f ”11[0,1] ‘

n—+co 2

In particular A < +o00, ceea ce implicd f € RY/? (120, 1}).
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Am identificat deci Co [0, 1]N RY2(L2(0, 1]) cu mul{imea f €
Co [0, 1] astfel c8 ' existigi € L2[0, 1], am demonstrat c& A(f) =
i f ”L’[O ;) pentru f € Go[0,1]Nn RM2(1?[0,1]), in timp ce
/\ = 400 in afara acestui subspatiu.O

Exercitii.
1. Fie repartitiile u. (dz) = (27/¢)™"/? exp (— 22/2¢) dz. Aritati
cd
R — . 2
lim ¢ log e (A) = e'i%’i‘f” /2

pentru orice borelian} real% A.
2. Fie procesul Ornstein-Uhlenbeck real definit pnn

t
V.= ae‘ﬂ‘/ eP*dB, , V, =0,
o
sau ca solufia unicd a ecuafiel stocastice Langevin
t
V, = B, - ﬂ/ V,ds.
0

Folosind metoda din propozitia 4.4., aritati ci transformarea
Cramer a acestui proces este, pentru f € C; [0, 1]

M) = 533 [ U@+ B0 d

daci f este absolut continui cu derivaia (Lebesgue) f’, respec-
tiv A(f) = +00, dacd f nu este absolut continui.

3. Fie ) transformarea Cramer a legii traiectorilor migcarii
browniene 51 f € Cp[0,1] cu A (f) < +o0. Ar¥tati c¥

hmhmsup e?log P {sup|eB fl< 5}

0 f0,1]
—hmhmmfelogP{supleB f|<6} -A(f).
(0.1

4. In cazul unui proces gausian X, (vezi propozitia 3.5.), pen-

tru f € RY2(L?[0,1]), ar¥tati cX

P {sup[m] leX — f| < 5}
m
é~0 p {“P[o,ll leX| < 6}

= exp {—6—2/\ (f)} .
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5. Ardtaty ci afirmafiile de la 3 51 4 raman adev&rate in cazul
unei variabile aleatoare cu valor intr-un spatiu Banach (sau a
unei probabilititi cu valori intr-un spatiu Banach). Mai preas,
fie A transformarea Cramer a unei variabile aleatoare X : 2 —
E,cu E spaiiu Banach separabil, cu legea gausiani centrati.
Atunci, pentru orice S (H) (vezi notatiile din propozijia 3.2. gi
teorema 3.3.), avem

%illgﬁrgezlogP(ll eX —z|[<6)==-A(z)

f
o PllleX —zf<§) _ 2
b P exT<e - P @}

Indicajie. Aritati cd, in ipoteza

® (t) := {A(z) <t} sunt mulfimi compacte pentru orice t > 0,

urm#toarele afirmatii sunt echivalente.
1) Pentru orice A C E deschisd avem

ﬁmi(l):\f e*log P (eX € A) > —A(A).
1’} Pentru orice 6,7 > 0, z € E, exist 5 > 0 astfel ca
P(eX —z||<é8) > exp (—e"2 A z) + 7]) pentru e < € .

Similar, urmé#toarele afirmatii sunt echivalente.
2) Pentru orice A C E inchis¥ avem

limsupe?log P(eX € A) < —A (A4).

€—0

2’} Pentru orice 6,v,s > 0, exist4 ¢y > 0 astfel ca

Pl eX = ®(s) [|> 6) S exp(—e*(s — 7)) pentruc < e .
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LEMA 4.5. Fie E spajiu Banach separabil, A transformarea
Cramer a unei variabile aleatoare X : Q — E 31 A C E astfel
ca

inf A(z) = inf A (z),
DE; EGZ
tar valoarea comund este atinsd intr-un punct unic zg € FE.
Atunct, pentru orice § > 0,
P{eXeA)n(|lz—=ol< 8} _

fiy P(X € A) =1 (42

Demonstratie. S8 observim c&
'mf{A(a:), €A |lz-20 < 6} > A(z0)-
Apoa

limsup ?log P ((eX € A)N (|| z — =, ||> §))
0

< himsup ¢?log P ((eX GZ) Al z—20 |2 5))

e—0
< —=A (Io) .

Aceasta inseamnd c¥ P((¢X € A)N (|| z — 2o ||> 6)) converge
citre 0 ma repede ca numitorul din (4.2.).0

Exemplu. Fie procesul stocastic X pe intervalul [0, 1] care
satisface ecuafia liniar}

d nodF X .

Pl—-lXi= ——t =

(@) x=g T -en

impreund cu n conditii la frontiers, liniare, omogene gt deter-
ministe, unde B, este o migcare browniani. Avem

1
X{:e/o G (s,t)dB, ,
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unde G (s, t) este functia Green a problemei la frontierd asociatd
operatorului P (d/dt)gi conditilor la frontieri date. Transfor-
marea Cramer asociatd traiectorilor procesului X{ este A (f) =
+oo dacd f nu satisface conditiile la frontieri sau daci derivata
d*=!f,/dt"~! nu este absolut continud, respectiv

1| (d\
’\(f)=§/; IP(I)J(
in caz contrar. Arftaii cf multimea A = {f € L?[0,1] : || f||> ¢}

satisface ipotezele lemei 4.5. g1 deduceti ci&

dt

lim e*log P {|| X |[> c} = lim e*log P {|| X< [|> c}

—-wt {20 7($) 11},

unde inf —ul se ia dupd toate functiile f care satisfac conditiile
la frontierd i || f ||= c. In cazul particular in care P (d/dt) este
autoadjunct in L?[0, 1}, avem

2
lim é*log P {|| X*[|> ¢} = ~=-¢*

unde ( este valoarea proprie cea mai mica in valoare absoluti a

lni P (d/dt).

Observatie. Vom vedea in capitolul urm&tor un alt exemplu
de aplicare al lemei 4.5. in cazul difugiilor (solutile ecuatulor
stocastice), la evaluarea asimptotici a probabiliti{i ca difuzia
sd rimana intr-un domeniu gi a primului timp de iegire a difuziei
dintr-un domeniu.
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LEGEA TARE A NUMERELOR MARI

Pe campul de probabilitate (§2, K, P) vom considera un gir de
variabile aleatoare { X,,,n > 1} independente gi identic reparti-
zate, cu legea u g1 cu valon in spatiul Banach separabil E. Si
notdm X, := 3 (X: +...+ X,.).

TEOREMA 4.6. Dacd E(|| X, ||) < 400, atunci X, —
E (1) a.s. (3¢ in probabilitate).

Demonstratie. S& presupunem ci || X; ||< M (a.s. sau in
probabilitate). Atunci [gel*ldu(z) < e*™ < +co pentru orice
s € R g1 deci, din teorema 2.11. (gi lema 2.10.) exist8 un compact
K C E g o constantl ¢ > 0, cu

p (7,. ¢ K) = py (K°) < ce™ pentru onice n > 1,

unde 4, este legea lui X, . Deci P (liminf,,_ﬂ_o,a {Yn ¢ K}) =0
i.e. girul {Xn (w),n> 1} este relativ compact pentru w € €,
cu P(Qf) = 0. Din legea tare a numerelor mari (cazul real)

avem .
t (Xn) — t(E(u)) a.s., in probabilitate,

pentruorice t € E/. Cum E este separabil, E/ este w*—separabil,
dect X, (w) — E(u) slab, pentru w € Q,, cu P(Q5) = 0.
Aceasta inseamnd c3 X, (w) — E (u) tare, pentru w € ; N Q.

Pentru cazul general, notdm XM = xpo 40) (|| Xa ||) X, si fie
YM) = X, — XM pentru n > 1, M > 0. Pentru ¢ > 0 dat,
sd alegem M >0cu F (|| yM) H) < €/4. Din legea tare pentru

girul {H Y|, n> 1}, alegem N astfel ca
1 n
P - Y 1> 3) <ef2
(:\21]13 n’; Y™ 1> e/3) < ¢/
g

n>N 1

P (sup 2 xga - E (1) 1> 6/3) <€/2,
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unde p(3) este legea lui X{¥) . Observand ci || E (u)—E (,u(”)) Il
<FE (” Yy ”) , obtinem

P (sup I %0 =BG 12
n>N
< P (sup 11 X0 = X012 ¢/3)
n2>N
+7 (oup | X0 B (409) 12 ¢/)
n>N

<P (sl S 1YY 2 ef3) /2=
n2N n k=1l

LEGEA LOGARITMULUI ITERAT

Fie B, : @ — R, t € [0, 1] o migcare browniand cu By = 0
a.s. Fie u legea traiectorillor migc&rii browniene B; pe C; (0, 1],
spatiul Banach al functiilor continue pe [0, 1] gi nule in 0. Ream-
intim ci tBy, , t € [1,+00) este incd migcare browniand, deci
putem considera miscarea browniand B; definiti pentru t €
[0, +00).

Vom prezenta in continuare forma ”functionald” a legh log-
aritmului iterat pentru migcarea browniani. Notim AC 0, 1]
spatiul funcfulor g € C[0, 1] cu propnietatea c3, pentru orice
t € [0, 1], derivata (Lebesgue) g’ a lui g exist¥ gi este de pitrat
integrabil pe [0,t], inzestrat cu topologia indus& de C'[0, 1].

TEOREMA 4.7. Sirul de procese
(2nloglogn)™/* B , t €[0,1], n > 2,

(cu traiectoriile in Cy [0, 1]), este relativ compact in Co [0, 1] cu
p—probabilitate { g multimea punctelor sale limitd este datd de

S= {AC[O, 1], £(0) = o, /olf'(m)'ldz < 1}.
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Accasta inseamnd ci existd 3y C  de probabilitate 0 cu
proprietifile urmitoare.

1. Pentru orice w ¢ €, si orice gir de numere naturale n; <
ns < ..., exist3 un subgir nx, = n,(w) g o functie f € S astfel
ca

2rloglogrs,) " By, + () — f(t) uniform in t € [0, 1],
5] g g 5] t,

2. Pentruonice f € S i w ¢ Qo , exastd un gir ng = ni(w, f)
astiel ca

(2nz loglog nk) ™Y/ B,,s (w) — £(t) uniform in ¢ € [0, 1].

Observatie. Conform propozitiei 4.4., multimea limit4 S co-
incide cu {AC[0,1], f(0) =0, 2X (f) < 1}.

COROLAR 4.8. Dacd ® : Co[0,1] — R este functionald

liniard gi continud, atunct

limsup ¢ ((211 loglog n) /2 B,,.) =sup®(f) p—as.
n—+oo0 f€s

In particular, pentru ® (f) = f (1), obtinem legea clasicd a log-

aritmulut iterat -

bmsup + (2nloglogn) /> B, = 1 x — as.

n—+oo

Observatie. Folosind un rezultat al lui Skorohod, care afirm&
cd un gir de vanabile aleatoare se poate obtine redefimind o
migcare browniana, din teorema 4.7. se poate ob{ine forma ”func-
tionalid” a legii Hartman-Wintner-Hincin a logaritmului iterat
pentru variabile aleatoare identic repartizate. Mai precis, fie
X1, X2, ... independente, identic repartizate pe (2, K, P), cu
media 0 81 dispersia 1. Definim S; =0 @

SR_, Xk dacdt e N*

5= { (1 =t —[t]) Syg + (¢t — [t]) Sigg+1 1n caz contrar.
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Atuna girul de procese
(2nloglogn) ™ S, , t € [0,1], n > 2,

este relativ compactin Cp [0, 1] cu P—probabilitate 1 gi multimea
punctelor sale imit¥ este datd de S. In particular, procedand
ca in corolarul 4.8., obtinem

limsup + (2n loglog n) ™'/ S Xi =1P-as.

n—+oo kol

Aplicatie. Cu notatiile de mai sus, fie g, legea lui S,¢/n?/? .
Aritati ci p, — p slab, unde p este legea traiectorilor migcdrn
browniene. (Principiul de invariantd al lui Donsker).

Pentru a face demonstirafia teoremei 4.7., vom avea nevoie de

LEMA 4.9. Fie K C C,[0,1] compact, g € Cy[0,1] 1 I C

(1, +00), 1 €1. Notdm g,(t) = g(nt)/ (2loglogn)*’? pentru n >
2,t €[0,1]. Pentru 1> 1, notdm 1, = [:*]. Dacd

Lmsup || ¢;, — K ||= 0 pentru orice 1 € I,

Nt +00
atunct girul {gn , n > 2} este relativ compact g1 orice subgir con-
vergent al sdu converge cdire un element din K.

Demonstratie. Intrucat K este compact, existi M > 051 p :
(0, 1] — (0, +00) nedescrescitoare cu lime o p(t) = 0 si

sup || f IS M, sup | f(2) — f(s) [€ p(t—5),0<s <t < L.
fEK fEK

Dat fiind € > 0,88 alegem i € J cu p(1 — 1/t) <91 (1 — 1) x
(M + ¢) < ¢. Apoi alegem un numar natural L > 2 astfel ca
loglog iz / loglog z < ¢ pentru z > L. In fine, fie n(z,¢) cu

|| 9e. — K ||< ¢ pentru n > n(7,¢) ; notdm n(e) = L Vn(i«).
Pentrun > n(e), s alegem m astfel ca i™ < n < i**! i notdm
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N =[] ; cum m > n(i,¢), gtim c& || gy — K ||< €. Dea
| gon — K ||< €+ || g» — gn || - Observand c&

9n(t) = g (- Nt) / (2loglogn)'?

=gn (%t) (2loglog N)!/? / (2)loglog n)/? |

obtiinem

—gn(2)

2loglog N)'/? n
Il g — gn Il— (——g—g—)— (ﬁt)

1| (2loglog n)*/? N

< (2loglog N)l/2

172

n
+ aup Jon () - o 0)
(2loglog ) 1 fl gn i P 9N\ % gn (t)

< (21oglog N)!/? _

n
Zloglog w17 1 (M+e)+25+p(]——).

N

Cum n < N < An, avem

(QloglogN)ll‘<(210glog,\n)1/:<
~ (2loglogn)!/? T (2loglogn)? ~

deci

(2loglog N)l/2 3

(2 loglog n)'/? H{M+e)<(A=-1)(M+e)<e¢

In acelagi timp avem p(1 — n/N) < p(1—1/)) < ¢, deal
Il gn — K ||< 5¢ pentru n > n(e).O

Demonstrafia teoremei 4.7. Fie 1 > 1 si § > 0 fixale ; no-
tam i, = [i"], 8% = {g€Cy[0,1], ||g—S[|< 8}, &(t) =
Bri/ (2loglog n,)l/2 g slegem 1 < ¢ < infy56 2M(g). Din a doua
inegalitate a teoremei 4.4. rezultd

1

u (E-'n(') ¢ s‘) < exp(—~loglogi,) < T oa:
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pentru n suficient de mare. De aici ob{inem

2 (&) ¢ 8%) < +oo, deci (E{lil;pﬁen(') ¢ 5'5) =1

Aceasta egalitate este adevarald pentru orice 6 > 0 deci, pentru
orice 1 > 1, existd B; cu u(B;)=0g

limsup || &,.(-,w) — S ||= 0 pentru w ¢ B;.
n—<4o00

Punem B = Up>1B141/n ; avem i (B) = 0 gi pentru orice w ¢ B
aplicim lema 4.8. cu I = {1+ 1/n, n > 1} pentru a obline c4
girul {{, , n > 2} este relativ compact g1 orice subsir convergent
al s¥u converge citre un element din S.

Pentru reciproca, si alegem o submul{ime numarabila densd
in S, formatd din functii f cu 2A (f) < 1 (ludm e.g. fo(t) =

S fa(®)dt s n> 1t €0, 1], unde fo€ L?[0,1] este dens in
{fE L[0,1], ”f”L’[o 1< 1}) Este deci suficient de artat c4,
pentru orice f € S cu 2A (f) < 1, avem

b (timind ) €)= £ = 0) =1.

o b vy

Pentru & > 2, definim

_ 0, pentru 0<t < 1/k
Jilt) = { £(6) = [ (1/k), pentrut > 1/k

g1 pentru m > 1

() = 0, dac8 0 < ¢t < 1/k
Nmk(t) = (Bymi — Bym—1) / (2loglog km)l/2 , dacd t > 1/k.

S& observim ci
| €xm — fII< sup || €km || + sup || f ][ + sup || &k — f ||
{0,1/K] [0,1/k] ]

[1/k1

sz(sup | €m Il + sup ||fn)+n ok = S Il
[0,1/k] [0,1/k]
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Dacd C := {w: &, (-, w) este relativ compact}, pentru § > 0 g
we€ C,exisi] k(w) > 2 cu

| Ekm = f IS 64 || ton k(o) — Sx (| pentru m > 1.

Cum u(C) = 0, este suficient de aritat ci pentru £ > 2,
p (ming 1| e = fi 1= 0) = 1.

Insa procesele {nmx , m > 1} suni independente in raport cu u,.
deci vom arita ci

Z L} Tk — fr | < €) = +oo0.

m>1

Din prima inegalitate din teorema 4.4. obtinem cX existi m (k)
cu propnetatea

1

[ (li Pmi— fill< e) 2 exp(=7loglog k™) = o o oss

pentru m > m (k) , unde 7 este strict subunitar, iar fy:=

fi(t + 1/k) pentru care [J7'/* f; (1) dt <2X(f) < 1T
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PERTURBATII
ALEATOARE MICI

Fie 6 : R* — R" camp (local) lipschitzian de vectori cdruia i
asociern sistemul dinamic

Zi= b(z1), (5.1)

unde z; este solujlia maximald a lui (5.1.).

Fie o aplicatie (local) lipschitziani de la R™ in spatiul matn-
cilor (n,n). Pentru orice functie continuf f : R — R"™ , orice
¢ > 0 g orice z € R" | ecuatia diferentiald

zi= b (zf) + o (z5) fe (5.2)

admite o solutie maximald unicd cu z§ = z. Dacd (a,b) este
intervalul de definitie al acestel solutii maximale, atunci avem
0 < b < 400, 1ar b nu nu poate fi finit dacal dacd hm;_; ||| =
+00. Vom numi b timpul de ezplozie al soluper z§ .

S3 considerim un proces gausian G, : § —» R™ cu traiectorn
continue, ¢ > 0 g1 sistemul

{ Xe=b(Xs) +eo(X5) G, (5.3)
X§ =z, cuzeR"dat,

unde, pentru orice w € 2, X¢ (w) este solutia maximald unicd a
lui {(5.2.) cand inlocuim f; cu G; (w) gi punem X¢ (w) = z.

Continuitatea solutiilor lu (5.2.) (ca functionale de f) implici
mésurabilitatea lui X§ in raport cu corpul borehan generat de
G, , 0 < s <t S3 observdm ci, in general, X¢ nu este proces
gausian.
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Problema pe care o studiem este de a preciza comportamentul
traiectoriifor lui X £ cand ¢ — 0, mai precis s¥ evalu§¥m probabil-
itatea ca tralectona lui X7 , ¢t € [0, 1] s3 apariind unei multim
A de traiectornii "aberante ”din punctul de vedere al sistemului
(5.1.). Aceste probabilitii vor converge ciire 0 odal¥ cu ¢, cu
viteze de tipul exp (—C(A)c?), jar problema este de a evalua

C(A).

Interpretarea eunstici a acestei probleme este urmtoarea.
"Cregterile ” AXf = X¢ ,\, — X{ "verificR” AXf =b(X5) At +
€0 (X§) AZ, . Cu alte cuvinte, cregterea deterministy b (Xy) At
anticipala de sistemul (5.1.) este perturbati aici de vanabila
aleatoare €0 (X;)AZ, ("zgomotul”) a cidrei legi conditionate
de trecut la timpul ¢ este gausiand centratd g1 cu matricea de

covanatie proportional¥ cu €.

Remarci. Daci b = 0, k = n, z = 0, o =identilatea, atunci
X{=¢€Z, ,unde Z, = [} G,ds este proces gausian cu iraiectorii
continue 1ar aceasta situafie a fost tratatd in capitolul anterior.

VYom presupune c3 timpii de explozie ai solutiilor lui (5.1.)-
(5.3.) sunt infini4i. Aceasta se intampl) e.g. dacf b §i o sunt cu
cregtere subliniari i.e. |[b(y)ll + |Ib(y)|l < ct. (1 + ||y]}) (similar
pentru o). Totodat§ vom presupune cX, pentru orice z € R" |
matricea o(z) este inversabili.

Observatie. In aceste ipoteze putem jusiifica afirmatia ci
(5.3.) este ”periurbatie aleatoare mic)¥” a lui (5.1.). Mai precis,
se poale aratd c3, pentru orice t € [0,1] 51 6 > 0, avem

limP{ sup | X -z, > 5} = 0.

€0 0<s<t
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Vom nota C [0, 1] spatiul functiilor continue f : [0,1] — R"
i, pentru z € R" | notdm C, [0, 1] subspatiul functilor f €
C [0, 1] cu f(0) = z, ambele ingestrate cu topologia convergentei
uniforme. In particular, observdm ci aplicatia X ¢ care asoaazi
lui w € § traiectoria (solutia lui (5.3.)) t — X5, ¢ €[0,1], este
misurabilf de la Q la C, [0,1]. Fie acum z € R" fixat.

Pentru orice f € C[0, 1], vom nota F,(f) restrictia la [0,1] a
solutiel unice maximale g a ecuatiei diferentiale

ge=b(ge) + 0 (g¢) fe cu go = 2.

Din teona ecuatiilor diferentiale ordinare, obtinem c& aplicafia
F; de la C[0,1]la C, [0, 1] este continud.

TEOREMA 5.1. In ipotezele precedente, notdm A : C [0,1] —

[0, +00] transformarea Cramer a legii traiectoriilor procesului G,
in C[0,1]. Definim ) (g) = +oo dacd g nu este de clasd C! pe
[0,1] g¢

NOESI6
cu f datd de f, = o (g,)”" (g, —b (gt)), t €[0,1], go = z. Dacd
A (A) =infyea A (g) pentru A boreliand in C. [0, 1], atunci

~:i (}’1) < liminf ¢*log P (X* € A)

< limsup e’log P (X € A) < — A (;1) .
€—0

Demonstratie. Pentru g € C, [0, 1] consider¥m mul{imea (posi-
bil vid&) F;? (g) a functilor f € C[0, 1] astfel c& g este pe [0, 1]
solutia maximald a ecuatiei diferentiale g;= b (g:) + o (g:) fi cu
go = z. Atunci avem c¥ A(g) = inf {A(f)|f € F71(g)} pentru
g €C.[0,1]5i A (4) = Ao F7! (A) pentru A C C, [0,1].

Intrucit P (X< € A) = P{eG € FF71 (A)}, teorema 3.3. arat}
ck, atunci cand ¢ — 0, limin{ g Limsup ale lui e2log P (X€ € A)
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sunt in intervalul [—A ((0,') ,—A ((_})] ,unde C = F! (A). Con-

tinuitatea lui F, implic¥ CC F;1 (,_4) gl o F1 (;1), deci

-4 (6). = (@) < [ (7 (3)) -2 (72 (1))

R&¥mane s} aplicYm teorema 2.11.,tinand cont c3 Y este inferior
semi-continud st mul{imile {X (9) < a} sunt compacte pentru

orice a > 0 finit (deoarece A este inferior semi-continud st F.
este continug).Ol

Observatie. Ipotezele in care am lucrat se pot adapta ugor la
situatia in care procesul gausian G, are traiectoriile in L? (resp.
continue) si inzestrand spatiul traiectoriilor lui X{ cu norma

. 12 .
(o1 + N g 12:) ™ (resp. ll2, + 1 9 2 ).

Situatia tratatd pand acum se referd la un proces X; ale
carui tralectori verific’ ”ecuatia stocasticd ” dX§ = b (X5) dt +
ea (X&) dZ, , unde Z; este proces gausian cu tralectorile con-
tinue g1 difereniiabile.

Cazul ecuatiilor stocastice ar corespunde lvi Z, = B, , unde
B; este migcare browniana. Insd B; nu este diferentiabila, dec
nu este posibil ed consider8m X; ca funciionald continui de
¢ B, ” , dar putem considera X ca funciionali de F; (¢B),
unde B inseamnd tralectoria migcdrii browniene in R* . In gen-
eral insl, regularitatea aplicatiel F, se reduce in acest caz doar la
masurabibiiate, desi rezultatul formal vom vedea ci raimane ade-
varat i.e. dacd notdm A functionala Cramer a migcirii browniene

g1 X "functionala Cramer ” asoctatd ecualiei stocastice dX; =
b(X;)dt+eo (X;)dB, , din propozitia 4.4. si teorema 5.1., avem
~ 1, d
—_ 1—1 — -1 2
Vo) =2 [ @) = 1 ZE @

unde relatia f = F! (g) inseamnd g, = [} [b (9s) + o (g4) f, ds,
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adicd
X0) =5 [ Mo @)t 5. —b )] I? ds.

S& ar&t&m insd acest lucru riguros ; punctul "tare” va fi in
a arita cd, pentru ¢ mic, aplicatia F, "seamini” cu o aplicatie
continud.

Fie D CR™ deschis, o camp de matrice (n,n) gi o familie de
campuri de vecton b, , € > 0 (b =: b) care satisfac conditile

o € C'(D)
be sunt local Lipschitziene pe D (5.4)
lim._ b.(z) = (z) uniform pe compactele lu1 D.

Notam prin X{ solutia ecuatiei diferentiale stocastice pe [
dX; =bc(X{)dt +eo(X;)dB,, X =z € D, (5.5)

unde B: este miscare browniand de dimensiune n. Vom pre-
supune c¥ ecuatia (5.5.) are o solutie unicd X7 : @ — D,
t € [0,1] i.e. timpul de explozie al acestei solutii este infinit
pe D gi traiectoriile solutiei sunt in C, (D), spatiul functilor f
continue pe D cu f(0) = z. Vomnota X¢: @ — C, (D) vanabila
aleatoare care asociazd lui w € ) traiectoria t — X (w).

Observatjie. Sistemul (5.5.) poate fi considerat gi el ca pertur-
batie mic3 a sisiemului dinamic (5.1.) 1n sensul cd, pentru orice
t€[0,1]gt 6 > 0, avem

]imP{sup [ XE -z, >5} =

e~0 0<o<t

in plus acest model este "invariant ” la schimb&rile de coordo-
nate i.e. dacd ¢ : D — D' (I deschis din R™) este difeomor-
fism, atunci procesul ¢ (X;) verificd o ecuatie de tip (5.5.) cu
coeficienti b/ ,o’ care satisfac conditiile (5.4.).
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Vom nota AC (D) spatjul functiilor g € C (D) cu proprietatea
c&, pentru orice ¢ € [0, 1], derivata (Lebesgue) g a lui g exist¥ gi
este de pitrat integrabil pe [0, ], inzestrat cu topologia indusi
de C (D). Din teoria ecuatiilor diferentiale ordinare, avem

LEMA 5.2. Fiez € D g f € AC(D). Atunci ecuafia

diferentiald
gi=b(g)+0o(ge) fe (5.6)
admite o solufie unicd g € AC (D) cu go = z. Notdm aceastd

asoctere g = F. (f). Aplicatia F . D x AC(D) — AC (D) nu
este in general continud, dar restrictia ei la Dx K, este continud

pentru orice a > 0, unde K, := {f € AC(D) |f01 |};¢|2 dt < a}.

In plus, pentru orice compacii K, L C D cu K Cf, gioricea > 0,
existd t,c > 0 cu proprietdiile

(1) pentru orice v € K, f € Ko , functia h = F,(f) are timpul
de ezplozie infinit gi h([0,t]) C L.

(ii) pentru oricev,w € K, f € K, gi s <t avem

Fgu;l1"‘.,(1')—1‘1»(1’) |<e*|v-—w].

TEOREMA 5.3. Cu notatiile 3i in ipotezele precedente, sd
fizdm un compact K C D gi numerele realea > 0,t € (0,1].

Atunct, peniru orice R, p > 0 ezistd o, 7, €9 > 0 cu proprietatea
urmdtoare. Pentru orice z € K, f € AC(R™), g = F,(f) care

verificd f; |ft|’ dt <agig([0,t]) C K, relagiile e < ¢y gi
| X§— z|< r (P-a.s.) implicd

P

sup | ¢B ~ f|<ag sup| X —g|>p
[0,¢] {0,

(5.7)

< exp (—Rc_z) .
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Observatii.
1. Pentru h € C (D), si notdm

Lo (hyr) = {k € C (D)

sup | A~k |< r}
o

banda inchisd de ax& h g razd r. Teorema 5.3. garanteazd ci,
pentru ¢ gi o mici gi dacX neglij¥m un eveniment de probabili-
tate inferioard lui exp (—Re~?), prezenta lui ¢B in banda A =
Fo¢ (f, @) implicl prezenta lui X in banda de ax% g = F;(f) g
razd p, cu conditia ca X§ sa fie suficient de aproape de gg = z.

2. Teorema 5.3. descrie deci o propnietate de "continuitate ”
a aplicatiet misurabile care lui ¢B ii asociaz¥ X€ cand z = X¢
este fixat.

3. Formal, propozitia 4.4. implici lim...c €2log P (eB € A) =
—A(A), unde A(A) = infees A(p) 8 Mo) = 3/ l6al? ds,
norma fiind euclidian. Probabilitatea P (¢ B € A) se comportd
deci ca gi exp (—(ct.)e~?); dar, pentru R suficient de mare, proba-
bilit4ile in exp (— Re~2) sunt neglijabile in raport cu P (B € A).

Aceasta ajuta la intelegerea consecintel urmatoare.

COROLARUL 5.4. In ipotezele gi cu notatiile din teorema
5.8., 3d fizdm z, f gi punem g = F.f. Atunct, peniru oricep > 0
§10 <t <1, eristd ag > 0 astfel ca relatia o < ap sd implice

P-%P[XE € Toc(g,p)|eB € Loy (f )] =1

Mai precis, pentru orice p, R> 0 3i0 <t < 1, eztstd ap > 0 gt
¢o (@) > 0 cu proprietatea

R
P(X“ € To.(g,p) B € Toy (£,0)] 21— exp (- 3 )
pentru o < ayg gt € < €g ().
Demonstratia corolarului 5.4. Vom nota simplu To, (g, p) =
IysiTos(f,a) =Ty .Fiep=P[X“€T,|eB€T,;]. Atunci
P(eBel/)n(X<¢T,)

p=1- PBET,) ' (5.8)
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Fiea=1[5| f,]z dt. Conform propozitiel 4.4., avem
]in%ezlogP[eB €ly]=-ATYy) > -a

deci, pentru ¢ < ¢ (@)

PeB € Ty] > exp (-——t;—a) . (5.9)

Pentru R > 0 dat, s punem R; = R + 2a. Teorema 5.3. aph-
catd lul p, ¢, R; implic} existenta unor €0 (R:), ao (R,) astfel ci
majorarea (5.7.) se aplici pentru ¢ < ¢ (R)) 8i @ < ap(Ry).
Din formulele (5.8.) gi (5.9.) rezuli¥, pentru o < ao(R) g
e<e(R)Aq

_ 2
exp(—2a/e?) €2
Demonstrafia teoremet 5.3. Fie K, L C D compacte astfel ca
K CI. Notam K' reuniunea bilelor inchise de centru v € K gl
de razéd r > 0. Fix8m ry > 0 astfel ca K3 Ci, a>0,T € (0,1]
§i punem K, = {f € AC(R") ljoT 12 dt < a}.
Din propozitia 5.2., existd sq € (0,T] astfel ca, pentru orice
f € K, gl orice v € K™ |, functia h = F,f sd fie definitd pe
[0, so] si A([0,s0]) C K% . In plus, peniru s, suficient de mic,
exist¥ o constani ¢ > 0 astfel ca, pentru s < sg, v, w € K" |
f € K, 53 avem

sup(F,f, Fof) <e“|v-w]. (5.10)

Q,s
Pentru p € (0,7), v € K™ gi g = F, f, cu notatia ¢, = X7 —g,
avem, pentru ¢ < sq

t t
tp;=/ a,dB,+zt+/ hods + X{ — v,
0 0

unde am notat a, = €[g (X&) — o (g,)], he = b (X2) — b(g,),

Zy = fota(g,) [edB,— fs ds].
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Functia m, = $0(X¢) € L[0, 0] 5, integrand prin pérti,
obtinem

2= (g:) [eB: — fi] - & (g0) [eBo — fo] - /O 17 (eB, — £.) ds.

Pentru o > 0, p € (0, rg], considerSm timpii de iegire

n=inf{s €[0,1] ; | eB.— f. [> @}
9=inf{se[0,1]; | X—g,|> o}

Pentrut < 0 A sy , X§ g1 g; rmén in K3 C L q existd deci o
constanti care majoreazd (peste tot) expresiile | o (g¢) |,
| o (XE)—o(ge) | /1 XE—ge |, | 0(XE) —blge) | /| X5 —ge| g
Js | my P ds.

Convergenta lm b, cdtre b este uniformd pe compacty decy,
pentru orice v > 0, exist¥ ¢p () > 0 astfel ca

| b (X)) —b(XS) IS ypentrue<eysit <OAs.
Punem conditiile

veEK® , feK,,eeo=¢6(7),p<ro

| X§—v|< p/R P-as. (5.11)

pentru a obtine majordrile (cu ¢ constantd adecvats)

| a¢ |< ec, pentrut < G A s

t ¢
/h,ds-s/ | b (X5) —6(X5) | ds
0 0

¢
+/ | be(X$)—b(g,) | ds < (y+cp)t pentrut < G A s
0

| z2 |< c™ pentrut < 6 Asg An.

Punem w, = [} a,dB, = ¢, — 2z, — fs hods — X§& + v pentru a
obtine

t 1
|wel2l gl =l 2] = | [ huds | —zo
0 5
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Fie 5 < 39 . Cu notatia A := {§ < s < n}, obtinem | g |= p
gi, tindnd cont de majordnle precedente, obtinem

1
| we |2 p—co—vys—csp—zp.

In afard de conditile (5.11.), s§ punem gi conditule

1 1 1
ca < P S <sp,c8< £ V%0 = £p (5.12)
pentru a obtine cX A C {| we |> %p} Dack wy ,i=1,...,n
sunt coordonatele lul wg , atunci

Py s TP {lwl> 3o} (5.13)

=1
Pentru orice 7 = 1, ..., n, w; este martingal local al carui proces

crescator asodiat d; este majorat de [ | a, |* ds, ded Z;, :=

exp (Mw; - M?’ ) este martingal local pentru orice M € R.

In consecintd, Z;4¢ este martingal mirginit pentrut € [0,T] g
E(Z,p0) = F(Z5) = 1. Putem scrie deci

; 1 . M2 M M2
P{uiae2 g} = P{Muts ~ e 2 o= o).

iar din (5.12.) obtinem

A8
doap < /; | ay |? ds < ?3c?p? |

deci

. 2
P{wlﬁa 2 ép} <P {Z:AH 2 exp (%p - _ﬂg_czscng)}

2
< E(Z,Ag) exp (—%p + MTEZSCZPZ) .
Alegem acum M = p/5{e?sc?p?) pentru a obtine
P{uin2 2o} S oxp (o).

50e23c2
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Similar g#isim o majorare pentru P {ij <- %p} deci, impreun&
cu (5.13.) obtinem, in ipotezele (5.11.) gi (5.12.)

P(A)SZnexp(— 1 )

50¢2s¢?

Ceea ce am demonstrat pand acum se poate enunia astfel. In
ipotezele

UEK’o)fEKa)ngzf, |X5—v|$p/5P—u.u.

PS"O1€S51(P)=€0(5L;0))QSO’O(P)=;;C (5.14)

aSao(P)=£,3531=so/\

%)
are loc
Pleup|eB ~f|<agisup|[X—g|>p (5.15)
[0,9] [0,4]
<o (522
nex - .
- P 50€2sc?

Conform proprietatii Markov obtinem c4, dac4
fEK.,p<ro,eLa(p),a<xm(p), s<s1,t+s<T,

atunci, pe multimea {w € Q ; Xf € K™ }, are loc P - a.s. ine-
galitatea

Plsup |eB-f|<aq sup'lxe—@lzp]f;] (5.16)

fe,t49] [t,t+3]
<2 ——l
= fmexp T 50¢2sc3/’

unde F; este corpul borehan generat de migcarea browniani

pand la momentul ¢, lar G este traiectoria aleatoare definita
pe [t,t + s] ca soluiia unic} a ecuatiel stocastice ¥,= b(y,) +

o (¥.) f., care pornegte din X¢ la timpul ¢.
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Fie acum f € AC(R")si N € N* . Punem g = F.(f), s =
T/N gi presupunem verificate conditiile

fGKa)g([O)T])CK)GSGI(P))Q’SQ'O(P)7S$31-
(5.17)
Pentru k = 0,..., N — 1, definim evenimentele

Ay = {sup[ Xe—g|2p}§i
[0,4]

Akz{ sup |X‘—G"'|2p},k=1,...,N—l.
[fs,(k+1)s]

Prin recurentd dupi k, in ipoteza
oN (7 = 1) [T <10, (5.18)
sl ar8tim cd, pentru k =1,..., N avem

Ao n...N Ak._.; (5]9)

c {sup1x = g1 p (e - 1) /e - )

Pentru k = 1 relatia (5.19.) este evidentd. Dac¥ este adevirat}
pentruun k=1,..., N—1,fiew € Ao MN...MN Ay ; din ipoteza
de inductie avem

cks T ecT -1

Xf —gr < pi— T — < p-S_ < oN

| ks — 9k ‘—pe“—]_ped'/”-—l_p T
deci, in ipoteza (5.18.), avem c& X§, € K™ . Traiectorille G**
iau valori in D pe [ks, (k + 1) s] iar proprietatea (5.10.) implici

sup | G* —g|<| X{, — gk |,
[k, (k+1)s]
deci

sup [ X —g|<p+e® | Xi, —gr |-
[ks,{k+1)s]

Obtinem in fine

sup | X< — g [< pe* (6°"‘— l)/(e“ - 1)
[o,(k+1)s]
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= p (et = 1) /(e - 1),

deci (5.19.) este demonstrats.
Fie r > 0 arbitrar ;i presupunem indephnitd condiia

eT — 1
N
P cT

Atunci (5.19.) implic¥, pentru k = N,

<rA ro (520)

Aon...nAN_1C{Sl.lp|X€—g|< r},
0

1}

deci

N-1
{suplX‘—ngr}CASﬁ...ﬂA‘j,_l=UF;,, (5.21)
0,71 k=0
unde Fy = A5, Fx = AoN. . NAg NAf pentruk =1,... ,N-1.
Din (5.19.) g1 (5.20.) avem F;, C {X§, € K™} N Ag i dear Fj, C
{Xi, e K}n {ﬂup[k,,(k-n):] | X< — Gk |> P}«
Conditiile (5.17.), (5.20.) gi

1
| X5 — g0 |< =P P-as. (5.22)

implic¥ Fy C {| X§—g0|< %p}ﬁ{sup[o',l | X<~g|> p}. Aplicim
acum inegalitiiile (5.15.) gi (5.16.) pentru a obtine, pentru k£ =
0,....N=-1,

P

< 2nexp (— (5.23)

1
SOezscz) '

Fkﬁ{sup|eB—f|§a}

[0,7)

Notdm Q = {SUP[O.T] | eB— f i< ag SUP[,T| | Xe—g1|> r}.
Din (5.21)-(5.23) rezult} (pentru cd s = T/N)

1
P(Q) < 20N exp (- g )

—1f2

glcum se~° <e pentru orice s > 0, avem

2rm 2 N
P(Q) 100n T exp (~ o)
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Fie R > 0 arbitrar ; in conditile (5.17.), (5.20.), (5.22.) &
N/100T | 100nT'3e? < 1 (5.24)

obtinem P (@) < exp(—R/e?). Pentru a termina demonstrafia,
53 observim c3 setul urmé&tor de conditii implicd (5.17.), (5.20.),
(5.22.) 51 (5.24.).

e<el(r,R),a<a(rR), fEK,,g([0,T)C K
| X5~ 2 |< 1/5p0 (v, R) P-acs.

unde ¢; (7, B) = min [61 (00), 1/\/]00nTc2], a1 (r, R) = o (o),
o = min [CT (r Aro) /2N, (cCT - 1) ,ro], iar No = Nj (R) este
ales > max (1007c%R, T/s,).0

Definim transformarea Cramer A : C(D) — [0, +o0] a sis-
temului dinamic (5.5.) prin

A(g) = 400 pentru g € C (D), g ¢ AC(D), (5.25)

Ao =5 [ o)™ g -] IP at

gl funcfionala Cramer a sistemului (5.5.) prin

A(A) = gl;]élfi A{g) pentruonce A C C(D). (5.26)

Interpretarea transform&rii Cramer este aceea ci A (¢) misoard
distanta dintre g s solutia sistemului (5.1.), ambele plecand din
acelagi punct z € D q utilizand pe spatiul tangent la D in =
metrica definiti de forma pitratici 3 || o (z)™ (-) ||2.
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PROPOZITIA 5.5. Cu notatiile de mai sus gi in fpotezele
(5.4.), transformarea Cramer (5.25.) este inferior semicontinud
, pentry orice compact K C D gia > 0, mulfimile {g € C (D),
90 € K, A(g) < a} sunt compacte §i, pentru orice g € C (D),
avemn

Ao =int {3 (), feAC@), 9= RS}, (B20)

unde ) (f) = Lo |fef? dt este transformarea Cramer ¢ migcdrii
browniene (cf. propozitiei 4.4.). In aceastd formul&, inf este
atins dacd A (g) este finitd.

Demonstraiie. Fie borelianul

D* ={(z,v) € D x R*|a (z) " (v) # B}

g, pentru (z,v) € D* , notdm

[v|= inf |u|}.

u€a(z)~! (v)

K(zn) = {uea@ ()
Cum {(u, v)|K (z,v) NS # B} este borelian pentru orice inchis
S din R" | exist¥ o funciie borelian¥ yx : D* — R" cu propii-
etatea x (z,v) € X (z, v) pentru orice (z,v) € D* .

Fie g € C(D) cu A (g) finit4. Din faptul c&

Il e (2) v ||*=inf {l wl,weR*, o(z)w = u},

avem (gg y gt —b(gg)) € D* @
o ()™ [6e =8 (a0)] IP=I x [g¢ , g —b(gn)] I

pentru orice t € [0, 1]. Din (5.25.) avem

/\(g)-:%/olb([gt‘ ge —b(Gt)] |2 dt < +o0,

deci existy f € AC(R") astfel ca A (g) = L3 |fi]? dt (este
suficient de luat ftz X [gt , g —b (gt)] peniru aproape toi t €
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[0,1]). Am ardiat c&, dacd g € C. (D) cu A(g) finitd, atunci
existd f € AC(R™) astlel ca A (f) = A(g)mg=F.f .

Fie acum h € AC(R"™) cu ¢ = F;h ; pentru aproape tofi
t € [0,1] avem

iP=ll o (0™ g —b )] IP=N o 00)™ (£) 1P,
g f;g= o {gt) Hg, deci Iftlzﬁ |h,¢|2 a.c. Aceasta inseamna cd

M)A (=g [ A< ] [ Ik = (R

deci (5.27.) esie satisfacuti.
Conform propozitiei 5.2, dacd K, = {f € C(R"), ) (f) < a,}

s5i dacd K este compact in D, atunci restrictia lui F. la K x K,
(cu valon in C (D)), este continui. Din (5.25.) rezultl c¥ A este

infenor semicontinusd si c& F; (K x K,) este compact.Ol

Exercitiu. Folosind teorema 5.5., regsiti transformarea Cra-
mer a procesului Ornstein-Uhlenbeck (ca difuzie perturbat ale-
ator), gi care a fost calculatd direct in capitolul precedent.

COROLAR 5.8. In ipotezele gi cu notatiile de mai sus, pen-
tru orice A C C, (D) avem

—A (;1) < limicl)lfe2logP(X‘ € A)
< limsupe?log P (X € A) < — A (/—1)
e—(Q

Demonstratie. Fie g E}l cu A(g) finith. Din propozitia 5.5.,

existi f € AC(D) astfel ca ) (f) = A(g) 6i ¢ = F.f. Apoi
existd t € [0, 1] g1 p > O astfel ca

{h € C. (D)

5UP|h—9|SP} CA.
[0.t]
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Fie R > 0 astfel ca R > A(g) =) (f). Conform teoremei 5.3.
existd @, ¢g > 0 cu proprietatea urmi#toare. Relatia ¢ < ¢ im-
plicd

Plsup|eB—-f|<assup| X —g|>p

fo.] (0,

< exp (—Re_z) ,

ceea ce di

P(X‘E./.,i)ZP[ suPlX‘—QISPJ
[0.1]

>P [supl eB—f|Scy] —exp(—Re_z).
[0,

Din propozitia 3.9. avém

e—0

lim ¢?log P (sup | eB - f|< oz)
fo.e]

=—m%XW)

wplo-flSaf2 =X ()
[0.1]
§i— A (f) > — R, ceea ce implicd

liminf e’ log P (X< € A) > - Y(f)=-2(a).

Luam sup dupd g €A si obtinem pnma inegalitate din corolar.

Fie acuma < A (;1) gi punem K, = {g € C; (D) |A(g9) < a},
L.= {feAC(R")

X(f) < a}; avem K, = F, (L.). Din

K.N A= @, pentru orice g € K, existd o vecin#tate deschisd V,
alui g in C, (D) astfel ca V,n A = 9. Exist8 p, >0, ¢, € [0, 1]
astfe]l ca

Gg-={h€C,(D) sup|h—g|§pg}cvg-
. [[0,¢,]
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Fie f; € L, astfel ca g = F:(f;). Din teorema 5.3., pentru
R > a, existd ay, ¢, > 0 cu proprietatea urmitoare. Daci

D? = {feAC(R")

5“tP|f_fg|<°‘g}:

ovl

atuncl

P{(eBe D?)n(X ¢ G7) ] < exp (—Re‘g) ,
ceea ce implicd

P[(cBe DY) (X ¢ V) | <exp(—Re?).

Din acoperirea deschis8 (D9) . a lui L, extragem o acoperire
finitd DY, ..., D{ 5i punem D, = u%_ D? . Obtinem c¥

(eBe D)N(X€ A)=Ui{(eB € DY)N(X* € A)},

care este inclus in evenimentul U; {(eB € DY) N (X=¢ V) }.
Deci, dacd alegem ¢ < min {¢g,, ..., €z}, avem

P[(eB€ D.)N(X € A) | < kexp(—Re?),
ceea ce implicd
P(X e A< P[(eBeD,)n(X € A) ]+ P(eB € D)

< kexp (~Re?) + P(eB € D).

Propozitia 4.4. implici
lime? log P (cB € D) = — K (DY)

»

(deoarece D. este deschis), deci

| (A) = limsup elog P (X¢ € A)
€—0

<(-Rv(-Ky).
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Cum R > a gi D¢N L, =B, membrul al doilea este majorat de
—a. Relatia [ (A) < —a pentruorice a < A (;1), a finit, implicl

1 (A) € -A(A).O

Observatie. Transformarea Cramer X (deci s functionala

Cramer K) in cazul perturbatilor cu procese gausiene gi al ecua-
tlor stocastice sunt uniformein raport cu z € R™ , cand ¢ — 0.

APLICATII

53 considerdm X§ solutia ecuatiei diferentiale stocastice
dX{=b(X{)dt +edB;, pe R", cu X{ = zo

Dack D este domeniu in R™ cu 2o € D, not&m 9D frontiera
lui D,
™ =1uf{t: X ¢ D}

prima fegire a lui X¢ din D g1

Hp(t)={feCR") : fo==0, [t € DUID},

f—fD(t)-:{fGC(R") “fo==z20, fs ¢ D pentruun 0 < s < t}.

PROPOZITIA 5.7. Daca frontiera lut D coincide cu fron-

tiera {ut D, atunci

. Pl < —

ll_{[ée log P{X{ € D} = felgg(t)/\ (f) (5.28)
s1

hme?log P{r <t} =— il A(f). (5.29)

0 s€Holt)

v

Demonastrafie. Relatia (5.29.) va rezulta din Jema 4.5. ; s&

verificdim 1potezele acestela. Presupunem c4 'mff 3 ASf)
€H p(t



78 5. PERTURBATII ALEATOARE MICI

= A(fo), cu fo = zo . Functia f; atinge frontiera 4D intr-un
to # 0, iar inf —ul de mai sus este finit pentru ci existd funcin
netede arbitrare care pleaci din z, gi pardsesc D in [0, 1]; rezultd
c3 f; este absolut continua.

Pentru ¢ > 0 dat, existd z¢ € R* \ D intr-o e—vecindtate a
lui f;, ; punem

t
ff=ft+t—(z€—fto), 0<t< 1L
(0]

Observam ci f¢ apariine interiorului lui Hp (t). S& aritim ci

A(f) = A(f) cand ¢ — 0. Avem
2
]dt

= [ lis-ba-Fo0 00, d-b() e

L6,1]
l 1
t2 /o

g

s =3 =3 [ |l -0

fe-b(f5)- fi +b(ft)! dt.
Apoi

e =) = oAb (5 = 1 (= = fu) + () £ = (f0)

care converge citre 0 uniform in ¢ € [0, 1] cand ¢ — 0.0

Observatii.

1. Calculul expresiillor (5.28.)-(5.29.) se reduce la probleme
vanafionale. Intr-adevdr, s& observdm c4 nol ne-am restrans la
spatiul C'[0, 1], dar toate argumentele gi calculele din capitolul 5
riman adevirate in spajiul C[0,t],¢ > 0. S¥ notdm ), transfor-
marea Cramer asociatd traiectoriilor X ¢ pe intervalul [0, t] (deci
A = Ay). Pentru calculul extremelor avem la dispozitie ecuatia
Euler, 1ar inf —ul se poate gisi prin ecuatia Hamilion-Jacobi.
Punem

V(t)z)y) = in{ ’\t (f)

fo=a, f=y
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Atunci

Jnf ()= nf V(t2,0)

inf A(f)= 1iof Vi(sz,vy).
fGED(‘) 0<Le<t, y¢D

Ecuatia Hamilton-Jacobi pentru V (¢, z,y) are forma

wv 1
-g = —IV V(t z,y)]2+(b(y) \4 V(t zyy)))
la care adaugim conditiile V (0,z,z) =08 V (¢,2,y) > 0.
2. S& not&m ci functiile u¢(t,z) = P{Xf € D} g v<(t,2) =
P {r° < t} sunt solutiile problemelor

€
2 o CAwt (@), Vou), z€RY, 150
u®(0,z) = 1 pentru z € D, u°(0,z) = 0 pentru z ¢ D,
respectiv
O A+ (b(z), Vavd), z€D,t>0
at 2 z ’ 3y

v*(0,z) = 0 pentru z € D, v© (tﬂ’)lzeaD =1

(remarcati ci parametrul ¢ apare la derivatele de cel mai mare
ordin). Propotzitia 5.7. furnizeaz¥ informatii, atunci cand ¢ — 0,
asupra comportamentului solutiilor problemelor de mai sus.

| CENTRARS GANTRCTIL
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