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IN '.i:'RODUCERE 

Cursul cuprinde două discipline ale Hidrofizicii( Partea I - Fizica apelor subterane; Partea 
II - Fizica apelor de suprafaţă), aceasta reprezentând una din cele trei grupe de discipline ale 
Fizicii globului terestru sau ale Fizicii mediului. Disciplinele hidrofizicii ar putea fi grupate 
astfel: 

Hidrofizica 

- Fizica apelor 
de uscat 

(Hidrologie fizică) 

-Fizica mărilor 
si oceanelor 

( ~ceanografie 
fizică) 

{

- Fizica apelor 
subterane 

- Fizica apelor 
de suprafată 

Cunoaşterea resurselor de apă, evaluarea rezultatelor, exploatarea raţională cât şi conser
varea lor au devenit probleme de prim ordin ale societăţii deoarece ele asigură dezvoltarea 
agriculturii, a industriei şi a vieţii. Tocmai aceste scopuri fac din apele subterane şi cele 
de suprafaţă un complex unitar atât în ceea ce priveşte cantitatea de apă cât şi în ceea ce 
priveşte calitatea apei. 

Deşi accesul la apele subterane nu este întotdeauna la fel de simplu ca la apele de 
suprafaţă, apele subterane prezintă avantaje mai importante cum sunt: 

- compensarea debitelor prin acumularea naturală, - protecţia pierderilor prin evaporare; 
protecţia naturală mai bună împotriva poluării decât a apelor de suprafaţă. Toate aceste 
avantaje obligă şi mai mult dezvoltarea activităţii ~e protecţie a apelor subterane cât şi a 
aceleia de exploatare raţională a ei. De aceea trebuie subliniat încă o dată că exploatarea 
raţională a apelor subterane într-o anumită regiune nu se poate face decât în concordanţă 
cu aceea a apelor de suprafaţă a aceleaşi regiuni. 

Exploatarea raţională a apelor subterane impune deci evaluarea resurselor exploatabile, 
cu alte cuvinte estimarea resurselor de apă, adică a volumului de apă ce poate fi eliberat din 
subteran, sau a celui înmagazinat în substrat, fie în cursul unei perioade, fie la un moment 
dat. Pentru aceasta sunt necesare următoarele: 

- determinarea dimensiunilor rocii-magazie; 

- volumul de apă ce există în aceste roci-magazie; 
- volumul de apă eliberat faţă de cel înmagazinat; 
- volumul de apă exploatabil prin mijloacele tehnice avute la dispoziţie, pentru că numai 

această parte de apă din totalul de rezerve, reprezintă interes la un moment dat pentru om, 
pentru societate. 
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Pentru estimarea rezervelor de apă subterană sunt necesare următoarele date de bază: 
- Cunoaşterea structurilor hidrologice, adică a formaţiunilor geologice (a rocilor) capabile 

să primească apa, să păstreze apa şi să permită circulaţia apei. Acest gen de informaţii sunt 

aduse de geologi specializaţi în hidrologie. 
- Porozitatea eficace sau coeficientul de variaţie a înmagazinării al rocilor. 

- Dinamica circulaţiei apei prin acvifere, etc. 
Ultimele două tipuri de informaţii sunt procurate de cercetători în fizica globului, specializaţi 
în circulaţia apelor subterane: ingineri hidrologi, ingineri hidrogeologi, ingineri geofizicieni, 

fizicieni, etc. 
În cazul studiului apelor de suprafaţă, cele mai importante probleme care se pun şi la 

care trebuie să se răspundă sunt: 
- stabilirea de bilanţuri hidrologice (precipitaţii atmosferice, evaporări, umidităţi în sol, 

scurgeri pe cursuri de ape) pe bazine hidrografice; 
- determinarea volumului de apă mediu care se scurge printr-un profil transversal al 

cursului de apă; 
- variaţia volumului de apă scurs pe diferite intervale calendaristice; 
- stabilirea valorilor extreme ale curgerilor de apă; 
- studiul aluviunilor transportate şi depuse de apă; 
- prognozarea volumelor şi nivelurilor apelor; 
- studiul poluării apelor. 
Apele din oceane, râuri, etc, care la un loc alcătuiesc hidrosfera, se află în permanentă 

circulaţie chiar dacă pe anumite porţiuni ale circuitului apare în diferite stări de agregare. 
O imagine a cantităţilor de apă de pe Glob ar putea fi următoarea: 

- Volumul de apă din oceane şi mări: Va= 1370 x 106 km3 

- Volumul de apă corespunzător uscatului: Vu = 84 x 106 km3 

- Volumul de apă din atmosferă: Vat = O, 014 x 106 km3
. 

Din volumul total de apă Va+ Vu + Vat ~ 1454 x l06 km3
, starea solidă (gheaţă şi zăpadă 

permanentă) a ei reprezintă numai ~ 24 x 106 km3
. 

Circuitele mari şi mici ale apei în natură pot fi integrate într-un circuit închis global, 
care schematic ar putea fi reprezentat ca în figura 1. Întregul Glob este împărţit din punct 
de vedere al acestor circuite în două regiuni: cxoreică şi endoreică. În regiunea exoreică 
apa din bazinele hidrografice se scurge (zona umedă) în oceanele şi mările legate şi se mai 
racordează cu acestea prin curenţii aerieni de deasupra continentelor sau oceanelor şi mărilor, 
care transportă apa sub formă de vapori în ambele sensuri. În regiunea endoreică bazinele 

hidrografice nu comunică cu oceanele şi mările legate. Pentru fiecare bazin nivelul de bază 
este o mare interioară sau un lac, ca de exemplu M. Caspică, M. Moartă şi Lacul Aral. 

Circuitul apei în acestă regiune poate fi legat de acela al precedentei regiuni numai prin 
curenţii aerieni de deasupra continentelor. 
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Oceane si mari legate 

Conunen1 

Regiunea 1:11oreica 

Figura 1 

1n această regiune cantitatea de apă evaporată nu este întotdeauna egală cu aceea venită 
sub formă de precipitaţii, aşa cum este reprezentată în figura 1, pentru cazul ideal. Cele 

două cantităţi de apă pot fi diferite ducând la creşterea sau la scăderea nivelului de bază a 
mărilor respective. De exemplu în ultimii 40 de ani nivelul M. Caspice a scăzut cu 3m. 
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PARTEA I: FIZICA APELOR SUBTERANE 

CAPITOLUL 1 

PROPRIETATI FIZICE SI CARACTERISTICI HIDROGEOLOGICE ALE 
APELOR SUBTERANE SI ALE ROCILOR CARE LE ADAPOSTESC 

1.1. Originea apelor subterane . 
Apele care circulă prin porii sau fisurile rocilor constituie apele subterane. ln ceea ce 

priveşte originea lor pot fi clasificate în trei categorii: ape vadoase, ape juvenile şi ape de 

zăcământ. 

Apele vadoase sau de infiltraţie provin din infiltrarea precipitaţiilor atmosferice (ploaie, 

zăpadă topită, gheţari în faze de topire) din cadrul circuitului general al apei din natură §i 

din condensarea vaporilor de apă în partea superioară a litosferei. Această categorie de ape 

contribuie în cea mai mare măsură la formarea rezervoarelor de ape subterane. 

Apele juvenile sau magmatice provin din condensarea vaporilor de apă care apar din 

degazeificarea magmelor. Au un conţinut mare de săruri şi gaze, au temperaturi mai ridicate 

şi când apar la suprafaţă sunt considerate ape minerale. Trebuie însă precizat că nu toate 

apele minerale sunt de tip juvenil. De multe ori apele minerale provin din ape vadoase 

care pe parcursul circulaţiei lor întâlnind anumite categorii de roci, suferă procese chimice, 
mineralizându-se. 

Apele de zăcământ (fosile sau veterice) sunt legate de prezenţa zăcămintelor petrolifere 

şi apar sub forma unor strate acvifere sub presiune, ca şi petrolul. Ele provin din nămolul 
prezent în vechi lagune sau bazine maritime, unde ulterior s-au format zăcămintele de petrol 
prin descompunerea substanţelor organice. 

1.2. Porozitatea rocilor 
Problema capacităţii rocilor de a înmagazina apa a stârnit curiozitatea multor cercetători. 

Ea a devenit şi mai importantă atunci când a apărut şi problema înmagazinării petrolului 
în roci. La început cercetările au abordat nisipurile neconsolidate în care golurile cunoscute 

şi sub denumirea de pori le conferă posibilitatea de înmagazinare considerabilă a apei. 

Mai târziu cercetările s-au extins şi asupra altor roci sedimentare şi chiar asupra rocilor 

magmatice şi metamorfice. S-a introdus proprietatea de porozitate a unei roci, proprietate 

care să reflecte existenţa golurilor dintr-o rocă într-o cantitate mai mică sau mai mare, în 

funcţie de tipul rocii. În funcţie de momentul dobândirii porilor se poate vorbi de o porozi
tate primară şi de o porozitate secundară. 

Porozitatea primară ia naştere în procesul de formare a rocilor. Ea este caracteristică rocilor 

detritice neconsolidate (argile, nisipuri, pietrişuri), pentru unele roci detritice consolidate 

(gresii, conglomerate) şi pentru roci de precipitaţie chimică ( calcare oolitice, calcare crista
lizate). 

Porozitatea secundară ia naştere prin procese geologice care acţionează asupra rocilor după 

formarea lor, de exemplu dizolvare, fracturare, recristalizare, dolomitizare, etc. Ea este ca

racteristică pentru unele roci detritice consolidate ( şist uri argiloase fracturate, gresii 
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fisurate), pentru unele roci de precipitaţie chimică (calcare şi dolomite carstificate, cal
care dolomitizate) precum şi pentru unele roci magmatice şi metamorfice (granite, andezite, 
gnaise, micaşisturi, etc., fracturate şi fisurate). 

Intre porozitatea primară şi cea secundară există o deosebire esenţială care constă în 
caracterul diferit al dispunerii şi distribuţiei golurilor. Această caracteristică conduce la 

considerarea rocilor fie ca medii poroase caracterizate prin existenţa golurilor intragranu
lare, fie ca medii fisurate caracterizate prin existenţa golurilor fisurale ( crăpături, diaclaze, 
canalicule, canale şi conducte înguste sau largi, fracturi, goluri de dizolvare, cavităţi). 

O altă clasificare a porozităţii poate fi făcută în funcţie de gradul de umplere a golurilor 
şi de posibilitatea circulaţiei apei prin ele. Porozitatea reală sau totală mt, este aceea căreia 

îi corespund toate golurile, fie că o parte se află în comunicaţie între ele, iar restul sunt 
izolate faţă de primele. Porozitatea comunicativă, efectivă sau pe scurt porozitatea, deoarece 

ea apare în majoritatea cazurilor, este aceea care corespunde totalităţii golurilor aflate în 

comunicaţie. Porozitatea eficace, me, este aceea căreia îi corespunde partea din golurile 

aflate în comunicaţie, prin care apa poate circula liber sub acţiunea forţei de greutate. În 

paragraful următor se va arăta de ce o parte din apa care pătrunde într-o rocă uscată nu 

poate circula liber sub acţiunea greutăţii. Pe baza acestor definiţii calitative se pot enunţa 
definiţiile cantitative. 

Porozitatea reală sau totală, mt, exprimată relativ, reprezintă raportul dintre½, - volumul 
tuturor golurilor aflate în comunicaţie sau izolate dintr-o rocă al cărei volum total este V şi 
volumul V. 

V- V. 
V 

( 1.1) 

în care ½,i este volumul golurilor izolate; ½,c este volumul golurilor aflate în comunicaţie şi 
Vs - volumul părţii solide a rocii, toate volumele referindu-se la roca de volum V. 

Porozitatea comunicativă, m, exprimată relativ, reprezintă raportul dintre volumul 
golurilor aflaţi în comunicaţie, Var., dintr-o rocă de volum V ,şi acest volum: 

½ic V - V. - ½,i V, + ½,i 
m=v= V =l- V (1.2) 

Deoarece ½,i ~ V. în majoritatea cazurilor, relaţia (1.2) se poate scrie: 

V, Vg 
m = 1 - - = - = mt 

V V 

Acesta este motivul pentru care în literatura de specialitate cele două mărimi nu apar 

întotdeauna deosebite. Câteva valori numerice ale porozităţii arată varietatea acesteia la 

diferite roci: 
Marmura 

Calcar 

Granit 

0,001 --;- 0,006 

0,025 --i- 0,200 

0,002 --i- 0,015 

Gresie 
Tuf vulcanic 

Piatra ponce 

0,040 --=- 0,300 

0,110 --=- 0,400 

~ 0,880 
Porozitatea eficace, me, exprimată relativ, reprezintă raportul dintre volumul de apă 

eliberabilă gravitaţional, Vae, dintr-o rocă de volum V, şi volumul acesteia. 
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Vae 
me = - = 

V 
V - ( ~~ + Vgi + Var) 

V 
(I.:3) 

în care Var reprezintă volumul apei reţinute în roca de volum V, apa care nu părăseşte 
roca numai datorită greutăţii proprii. Detalii asupra apei reţinute vor fi date în paragraful 
următor. Din (1.2) şi (1.3) rezultă că întotdeauna : 

me < m (1.4) 

Se poate face o clasificare a porilor în funcţie de dimensiunile lor în următoarele categorii: 
- pori supracapilari cu diametrul cuprins între 0,5 şi 1,2 mm. In condiţii normale de 

presiune şi temperatură, circulaţia apei prin asemenea pori se face conform legilor hidrodi
namicii. Dacă porii depăşesc dimensiunea de 1,2 mm se spune că e vorba de macroporozitatc. 

- pori capilari cu diametrul cuprins între 0,0002 mm şi 0,5 mm ( 0,2 µm - 500 µm). Prin 
aceşti pori apa circulă mult mai greu din cauza forţelor capilare nemaisupunându-se legilor 

hidrodinamicii. 
- pori subcapilari cu dimensiuni mai mici decât 0,0002 mm ( 0,2 µm). Apa pătrunsă în 

asemenea pori se menţine datorită forţelor de adsorbţie şi nu are posibilitatea să circule deloc. 
Din aceşti pori apa nu poate fi scoasă decât prin încălzirea rocii la o anumită temperatură. 
Există pori şi fisuri mai mici decât cei subcapilari, fiind cunoscuţi sub denumirea cje micropori 
şi sunt specifici granulelor însăşi. 

1.3. Tipuri de apă conţinută în sol şi subsol 
Un material acvifer poros poate conţine diferite tipuri de ape susceptibile să fie clasificate 

în patru mari categorii: 
- apă de reţinere 
- apă capilară 

- apă gravifică 

- apă sub formă de vapori 

In aceste categorii nu a fost inclusă apa implicată chimic sau apa de constituire, parte inte
grantă a diferitelor tipuri de molecule constituente ale rocii. Ea nu este o apă eliminabilă 
în sensul celor patru categorii. Ea poate fi scoasă numai prin distrugerea moleculelor con
stituente ale părţii solide a rocii. 

1.3.1 Apa de reţinere 

Molecula de apă fiind un dipol electric permanent este atrasă şi fixată de neregularităţile 

electronice de la suprafaţa diferitelor cristale, ai căror constituenţi sunt în mod asemănător 
mici dipoli. O anumită cantitate de apă pătrunsă în roci este astfel adsorbită. Aceasta este 

apa de reţinere, adesea considerată apa legată. Proprietăţile sale fizice sunt foarte diferite 
de acelea ale apei libere, în special densitatea. Apa de reţinere este întâlnită în roci sub 
două forme: apă higroscopică şi apă peliculară. 

Apa higroscopică. Granulele constituente ale rocilor sunt acoperite complet de apă care 
impregnează microporii sau pătrunde în canale foarte fine formând parcele izolate de apă 

care se menţin prin forţele de adsorbţie. Din acest motiv ea este cunoscută adesea ca apă 
de adsorbţie. Ea nu poate să se deplaseze decât în stare de vapori. Cantitatea de apă 
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higroscopică nu este constantă. Ea variază în funcţie de porozitate în mod special, dar şi de 
umiditate, temperatură şi presiunea aerului. 

apă peliculară 

Figura 1.1 
\ 

Apa peliculară înconjoară granulele constituente şi apa lor higroscopică ca o peliculă subţire 
de grosime variabilă de ordinul câtorva fracţiuni de micron, nedepăşind 0,1 microni. Ea 
umple microporii a căror secţiune este de ordinul de mărime al sferei de atracţie moleculară. 
Ea mai este cunoscută sub denumirea de apă de adeziune (cercetătorii germani) sau apă de 

carieră din rocile compacte. 

Starea initiala 

Starea finala 

Figura 1.2 

Ea se poate deplasa în stare lichidă prin jocul de atracţie moleculară a granulelor vecine. 

Să presupunem două granule de nisip în contact, având raza egală cu R, înconjurate de o 
peliculă de apă de grosime inegală (mai groasă pe A în starea iniţială). Dacă ne-am fixa 
asupra unei paricule de apă peliculară "a", care în starea iniţială se află la o distanţă mai 
mică de granula B decât de granula A, forţa de atracţie moleculară va fi mai mare din partea 
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granulei B din care cauză particula de apă "a" se va deplasa spre pelicula mai sub;i,-,.:' ·_·c 

inconjoară granula B. Această mişcare va înceta atunci când pelicula de apă va atinge 
aceeaşi grosime în jurul celor două granule. Apa peliculară nu se poate deplasa sub acţiunea 
gravităţii şi nici nu transmite presiunea de tip hidrostatic. Apa peliculară poate fi extrasă 
numai prin centrifugare. Conţinutul în apă peliculară al rocilor variază de la 40% - 50% 

pentru argile şi de la 3% - 15% pentru nisipuri. 

1.3.2. Apa capilară 
Apa capilară umple o parte din pori în funcţie de dimensiunea lor pentru a putea da 

naştere meniscului necesar manifestării forţei capilare. În figură este dat un exemplu de 
formare a unui film capilar între două granule care nu se ating dar sunt suficient de apropiate . 

• 

apa capilara 

Figura 1.3 

Un alt exemplu este acela al unui ansamblu de granule care în anumite condiţii favorizează 
formarea unor canale cu dimensiuni transversale capilare şi lungimi diferite, sau interstiţii cu 
cel puţin o dimensiune capilară. Astfel sunt create condiţii formării meniscurilor capilare, 
generatoare de forţe (capilare) ce vor contribui la umplerea cu apă (capilară) a unei alte 
părti din porii, canalele şi interstiţiile ce au creat condiţii. După poziţia acestor filamente 
capilare în raport cu suprafaţa liberă a apei subterane şi după modul în care se manifestă 
acţiunea gravitaţiei asupra lor există două feluri de apă capilară. 

Apa capilară continuă sau susţinută se află în contact cu suprafaţa liberă a apei subterane, 
se ridică deasupra acesteia pornind din ea şi urcă în funcţie de dimensiunile capilare. Astfel 
această apă capilară îmbracă o formă specială cu aspect continuu şi susţinută de suprafaţa 
liberă a apei. Acest domeniu în care se formează şi există acest tip de apă capilară se 
numeşte subzona franjurilor capilare. Această categorie de apă capilară legată de suprafaţa 
liberă a apei subterane, cu care se ridică şi se lasă în perioade de ploi abundente sau de 

secetă, transmite presiunea hidrostatică şi este supusă acţiunii forţei de greutate. 
Apa capilară izolată sau suspendată este a doua categorie de apă capilară care se află 

deasupra subzonei cu franjuri capilare, fără să aibă legătură cu aceasta. Ea ocupă numai 

o parte din goluri, cealaltă parte fiind ocupată de aer şi vapori de apă. Filamentele scurte 
de apă capilară izolată nu sunt legate între ele, din care cauză apar suspendate, şi nici nu 
se deplasează sub acţiunea forţei de greutate. Din aceste motive apa capilară izolată face 
parte din categoria apelor suspendate. 
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1.3.3 Apa gravifică 

Apa gravifică umple spaţiul rămas liber al porilor, interstiţiilor şi fisurilor din rocă (figura 
1.4). Mai este cunoscută sub denumirea de apă liberă sau apă de percolaţie. Apa gravifică 

este supusă numai acţiunii gravităţii, curge în subsol şi poate fi ex_trasă prin procedee tehnice 
variate. Ea transmite presiunea hidrostatică, iar supusă acţiunii diferenţelor de presiune 
poate circula prin acvifere. Apa gravifică constituie ,partea activă a apelor subterane din 
care cauză se mai numeşte apă hidrodinamic activă. Unii autori consideră apa gravifică ca 
fiind alcătuită din apa de infiltraţie care coboară prin sol şi subsol către acvifer şi din apa 
pânzei subterane. 

Extragerea din roci a tipurilor de ape definite se face prin procedee diferite. Dacă unui 
eşantion de rocă saturat cu apă i se lasă faţete libere el lasă să-i scape liber apa gravitaţională 
şi apa capilară continuă. Restul de apă capilară (suspendată) şi apa peliculară se poate 
elimina prin centrifugare. Apa higroscopică se elimină numai prin calcinare din cauza forţelor 
de atracţie moleculară foarte intense. 

Categorii 
de a e 

Ape de 
retine re 

Ape 

capilare 

u ca egom 
sau tipuri de ap 

Apa higroscopic 
Ape 

suspendate 
sau 

legate 

a cap, ara Ape 
conţinun sau 
sustinuta sustinute sau 

t--r:--:---t"---,r::-:::-------t 
pa a libere 

gravifica gravifica 

Tabelul 1.1 
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o un e extra
gere din roca 

Calcinare 

Centrifugare 
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Diferitele moduri de a împărţi apele din sol şi subsol pe categorii şi subcategorii sunt prezen

tate sintetic în talelul 1.1. 
1.4. Repartiţia pe verticală a apei în sol şi subsol 
Repartiţia pe verticală a apei în sol şi subsol îmbracă aspecte particulare de la o zonă 

la alta a Pământului. Fă.ră a-i pierde din aspectele importante, ea poate fi prezentată pe 
un model teoretic de structură a solului şi subsolului. Pentru aceasta să presupunem o 
structură simplificată şi anume formată din două straturi de roci cu proprietăţi opuse în 
ceea ce priveşte permeabilitatea apei (figura 1.5 ). Ambele sunt aşezate orizontal, cel de la 
bază fiind impermeabil apei, iar cel de deasupra a cărui faţă superioară este în contact cu 
atmosfera este permeabil apei şi mai prezintă şi următoarele caracteristici: omogen, adică 
granulometria uniformă şi izotrop adică lipsit de orice stratifica~ie şi permeabilitate uniformă 
pe verticală şi pe orizontală. 

lnflltratle 

Subzona de evap 
transplratle 

Subzona 
Intermediara 

Franjuri capilare 
Suprafata hldrosta 

tlca 
Percolatle Strat acvifer 

Figura 1.5 

Zona de 
saturat! 

Iapa I 

Strat 

permeabil 

Strat Impermeabil 

În urma căderii ploilor apa se infiltrează creându-se la un moment dat situaţia reprezen
tată schematic în figura 1.5. O parte din stratul freatic se saturează, suprafaţa AB 
reprezentând partea superioară a zonei saturate. Deasupra acesteia se formează zona de 
aeraţie. 

Zona de saturaţie sau zona de ape susţinute 
Prin denumirea ei rezultă că toate golurile sunt ocupate în întregime de apă, cu alte 

cuvinte cantitatea de apă înmagazinată în volumul respectiv este maximă. De asemenea şi 
apa gravifică sau apa liberă şi-a atins maximul. Se spune că apele de percolaţie sunt localizate 
în ,această zonă. De asemenea în această zonă se practică puţurile pentru alimentare cu apă. 

Această zonă se mai numeşte pânză acviferă sau strat acvifer. Pânza acviferă reprezentată 
în schemă este un caz particular de acvifer care mai poartă denumirea şi de pânză freatică 
deoarece partea superioară a zonei saturate este liberă şi se poate deplasa pe verticală în 
funcţie de regimul pluviometric şi de regimul de exploatare al ei, adică în funcţie de numărul 
de puţuri practicate în ea. 

Limita superioară a zonei de saturaţie, suprafaţa AB, este o suprafaţă de echilibru pentru 
care presiunea este egală cu presiunea atmosferică. Ea poartă mai multe denumiri: suprafaţa 
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libera a apelor subterane, nivel freatic, oglinda apei, suprafaţă hidrostatică ( când apa m 
acvifer este în regim static). 

Zona de aeratie 

Această zonă cuprinde aşa cum se vede şi în figura 1.5: franjele capilare, subzona de 

reţinere (intermediară) şi subzona de evapotranspiraţie, înşiruirea făcându-se de jos în sus 

spre suprafaţa Pământului. 
Gradul de umiditate al acestei zone scade treptat de jos în sus, de la saturaţie lângă 

suprafaţa liberă a apelor subterane până la o valoarea oarecare lângă suprafaţa Pământului, 

valoare ce depinde şi de condiţiile meteorologice atmosferice. Umiditatea acestei zone este 

legată de prezenţa apei capilare. Aşa cum s-a arătat mai înainte există două tipuri de apă 

capilară: apa capilară izolată sau suspendată şi apa capilară continuă sau susţinută. 

Apa capilară izolată se află În toată zona de aeraţie şi face parte din categoria apelor 

suspendate. Apa capilară continuă aparţine apei susţinute şi caracterizează franja capilară. 

Ea este capabilă să scadă liber dacă nivelul hidrostatic, de care ea este legată hidraulic, 

coboară (sau invers). Înălţimea franjei capilare variază în raport invers cu dimensiunile 

granulelor constituente rocilor din zona franjei. De la câţiva decimetri în terenuri foarte 
permeabile ea poate creşte până la 3-4 m în nămoluri unde ea atinge valoarea maximă. Alte 

valori: 0,3 - 0,6m în nisipuri; 1,2m în marne; 3m în şlam, nămoluri. 

Su bzona de retenţie (reţinere) se află deasupra franjei capilare. Ea este caracterizată 
prin aceea că spaţiul liber dintre granulele constituente ale rocilor este ocupat de apă, aer 

şi de vapori de apă. Volumul de apă este funcţie de capacitatea de retenţie (reţinere) a 

apei de către rocile constituente. În această subzonă apa este reţinută sub trei forme: 

apă higroscopică, apă peliculară şi apă capilară izolată. Nici una din aceste categorii de 
ape nu prezintă legături hidraulice cu stratele inferioare din care cauză se mai spune că 

este domeniul apelor suspendate. Unii autori pentru acest domeniu folosesc denumirea de 
subzonă intermediară. Grosimea medie a acestei subzone este de la 0,6 la 2m, dar ea poate 
atinge 10 - 20 m, dar tot atât de bine poate să lipsească complet ( de ex. zona mlăştinoasă). 

Subzona de evapotranspiraţie reprezintă partea superioară a zonei de aeraţie, cunoscută şi 

sub denumirea de subzona apei din sol. Denumirea de evapotranspiraţie reprezintă reunirea 

a două fenomene principale ale bilanţului hidrologic, evaporaţia şi transpiraţia într-un singur 

cuvânt. Evapotranspiraţia este suma tuturor pierderilor de apă prin transformare în vapori, 

oricare ar fi cauzele care o produc. Evaporaţia reprezintă fenomenul fizic de transformare a 

apei în vapori de apă. Transpiraţia este un fenomen biologic legat de învelişul vegetal care 

absoarbe apă din sol, o tranzitează prin el şi din care o parte o elimină prin pori. Cealaltă 

parte din apa absorbită este folosită pentru creşterea învelişului vegetal. 

Contribu~ia evapotranspiraţiei este determinată de ansamblul de factori care fiecare la 

rândul său determină evaporaţia şi transpiraţia. Acest ansamblu de factori poate fi împărţit 
în două grupe: factori fizici şi factori fiziologici. Exemplu de factori fizici: -deficitul hi

grometric, temparatura, viteza şi turbulenţa vântului, presiunea atmosferică, intensitatea 

radiaţiei solare, granulometria, porozitatea, litologia elementelor componente ale solului, al

titudinea şi zona climatică, gradul de acoperire cu vegetaţie, etc. 
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Exemplu de factori fiziologici : specia de vegetaţie, vârsta vegetaţiei, gradul de dezvoltare al 
frunzelor, profunzimea rădăcinilor, etc. 

Grosimea subzonei de evapotranspiraţie variază în funcţie de climat şi de tipul de cultură 

vegetală. În zona temperată ea ajunge în medie 1 - 2m, rar 3m. 
Din cele prezentate se poate face o sinteză a repartiţiei pe verticală a diferitelor tipuri 

de ape. 
Zona de saturaţie cuprinde toate tipurile de ape: apă higroscopică, apă peliculară, apă 

capilară izolată ( deşi acestea definesc apa de retenţie şi nu zona de retenţie; ele apar în 

funcţie de structura granulară a rocii), apa capilară continuă şi apa gravifică. 
Franja capilară cuprinde: apa higroscopică, apa peliculară, apa capilară izolată şi apa 

capilară continuă. 

Zona de retenţie ( de reţinere) cuprinde toate apele de retenţie : apa higroscopică, apa 
peliculară şi · apa capilară izolată. 

Zona de evapotranspiraţie cuprinde aceleaşi tipuri de ape ca şi zona de retenţie numai că 
aici gradul de umiditate este variabil datorită cuplajului acestei zone cu exteriorul fie prin 

rădăcinile vegetaţiei , fie prin contactul direct cu climatul. 
Se înţelege că pe vreme ploioasă starea normală de distribuţie pe verticală a apelor este 

modificată temporar datorită infiltraţiei apelor superficiale către zona de saturaţie . Este 
mo~entul când apa gravifică îşi poate ridica nivelul pentru mai mult sau mai puţin t imp. 

Relaţia dintre diferi te categorii şi subcategorii de ape pe de o parte şi zonele şi subzonele 
care le găzduiesc pe de altă parte, poate fi prezentată şi printr-o schemă - tabel sau printr-o 
secţiune verticală după cum urmează în tabelul 1.2. 

Zon sp a I 

de Subzon 
interme 

eratie diara 

Franja 
capilar 

Zon8 de 
saturatie 

Tabelul 1.2 

u 

peli 
a 

pe I ere sau 
sustinute 

Apa capilara Apa 

continua gravifica 

Haşura indică apartenenţa unei categorii sau subcategorii de apă la o anumită zonă sau 
subzonă. 
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1.5. Strate acvifere 
Din punctul de vedere al modului în care o rocă permite circulaţia apei prin ea se poate 

face următoarea clasificare a rocilor: 

-roci acvifere, în care apa circulă foarte uşor ca de exemplu: 
bolovănişuri, grohotişuri, gresii grosiere, etc. 

nisipuri, pietrişuri, 
,· 

-roci acviclude, în care apa circulă cu viteză redusă din cauza porilor prea mici, ca de 
exemplu: marnele, argilele, etc. 

-roci acvifuge, în care apa practic nu circulă din cauza porilor foarte mici, ca de exemplu 
roci eruptive, metamorfice şi sedimentare bine cimentate. 

După această clasificare se poate trage concluzia că din cele trei categorii de roci, cele 
acvifere prezintă cel mai mare interes hidrologic deoarece-ele au capacitatea cea mai mare 
de înmagazinare a apei. 

Stratele acvifere, sau pe scurt acviferele se împart în două mari categorii: 
- acvifere cu suprafaţă liberă 
- acvifere sub presiune 
1. 5. 1. Acvifere cu su praf aţă liberă 

În paragraful 1.4 cu ocazia prezentării repartiţiei pe verticală a diferitelor tipuri de apă, 
s-a pus în evidenţă că numai existenţa unui strat impermeabil la o anumită adâncime opreşte 
infiltraţia apei gravitaţionale şi în acest fel se formează un strat de rocă acviferă saturat cu 
apă. În figura 1.6 este prezentată o situaţie similară simplificată în care sunt evidenţiate 
numai cele două zone de aeraţie şi de saturaţie. Suprafaţa AB reprezintă oglinda apei 
sau suprafaţa liberă a apei. De aceea şi acviferul definit de zona de saturaţie se numeşte 
acvifer cu suprafaţă liberă. O asemenea situaţie poate fi determinată în teren cu ajutorul 
piezometrelor. Pe figură sunt reprezentate trei piezometre (1, 2, 3). Un piezometru este un 
foraj ( o gaură) foarte îngust efectuat până în zona saturată. Suprafaţa definită de nivelul 
apei din fiecare piezometru defineşte suprafaţa liberă a apei sau suprafaţa piezometrică. 
Dacă în acvifer apa nu circulă pe orizontală, adică se află în echilibru, suprafaţa AB se mai 
numeşte şi suprafaţă (nivel) hidrostatică. 

2 3 

Zona de 
aenrtie 

A B 

Zona de 
satunrtie 
(uvlfelj 

Figura 1.6 
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În majoritatea cazurilor apa circulă !ji pe orizontală în acvifere, situaţie în care supraia\a 
liberă a apei (sau suprafaţa piezometrică) nu mai coincide cu supr'ffaţa sau nivelul hidro
static. · Cauzele care pun în mişcare apa ş1 de-a lungul acviferului pot fi naturale sau ar
tificiale. Un exemplu de cauze naturale este acela al unui acvifer cu suprafaţă liberă în 

zona unui interfluviu (figura 1.7). Sensul de deplasare al apei de-a lungul acviferului .este 
reprezentat prin săgeţi şi el este impus de diferenţa de nivel al celor două râuri prezentate în 
secţiune transversală. În acest caz suprafaţa liberă (piezometrică) nu mai este şi o suprafaţă 
de nivel hidrostatic. 

Figura 1.7 

Un exemplu de cauze artificiale (figura 1.8) este acela al unui acvifer străbătut de un puţ 
din care se pompează apă şi în acest caz suprafaţa hidrostatică nu mai coincide cu suprafaţa 
liberă. 

o 

suprafata libera 

n11n111,b11/11111J'l71111 

Figura 1.8 

In figura 1.9 este prezentată o schiţă generală a acviferului cu suprafaţa liberă în care 
ş1 patul impermeabil are o formă oarecare în care sunt fixate şi coordonatele diferitelor 
puncte de interes în studiul mişcării. Au fost precizate numai pe verticală cotele punctelor 
respective. P este un punct material care se mişcă cu viteza u. Între diferitele cote şi 
distanţe se poate stabili următoarea· relaţie: 

p 
h = z + - = H + zo 

'Y 

unde h este nivel ( cotă) piezometric. 
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supntfata libera 

_pat Impermeabil 
'lnr7'rlh-+-r-r-,-r---r-r77 

nivel de 
------------------------~referinta 

Figura 1.9 

Relaţia (1.5) mai poate fi scrisă: 

p' = 1 · H = p + 1 · z - 1 · zo 

în care s-a notat cu p' = 1 · H, presiunea pe patul impermeabil. 
1. 5. 2 Acvifere sub presiune 

(1.6) 

Mai sunt cunoscute şi sub denumirea de acvifere captive deoarece acviferul în acest caz 
se află între două strate impermeabile. Cu alte cuvinte în acest caz există şi pat impermeabil 
şi capac impermeabil. Mecanismul de formare şi de întreţinere al unui asemenea strat este 
diferit faţă de acela al acviferelor cu suprafaţă liberă. În figura 1.10 este prezentat un acvifer 
sub presiune în care se poate observa şi mecanismul de formare şi întreţinere. Stratul acvifer 
având corespondent la suprafaţă, porţiunea ab, aceasta permite infiltraţia apelor meteorice. 

Apa ascensionala 
Apa arteziana 

b 

Figura 1.10 

Se observă că în acest tip de acvifere dispare şi noţiunea de suprafaţă liberă sau <,>glinda 
apei. În acest caz rămâne utilizabilă numai noţiunea de suprafaţă piezometrică. Ea se 
defineşte tot cu ajutorul piezometrelor care de data aceasta indică presiunea apei acviferului 
în punctul în care a fost forat piezometrul. Deci suprafaţa piezometrică este locul geometric 
al tuturor nivelelor de apă din piezometre. Această suprafaţă imaginară în acest caz este 
ilustrată în figura 1.11 în care este prezentat un puţ din care se pompează apă. 
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' 1 ·-·::1 acvifer: . 

. . "----,-" ·'· .:: : . ·, . .:-' - . . - ... . 
:: .. ·· · ··:· ······· ·· · f .. :: '' · ·· 'pat imperm·eabil 
AW I , > ' I ' I , t .,-t , ,, , 1111 ► > 1 1 1 I 

Figura 1.11 

În figura 1.12 sunt prezentate mărimile ce caracterizează poziţia unui punct material din 
curgere şi poziţia suprafeţei piezometrice. 

iar 

2 

Figura 1.12 

Din figură rezultă următoarea relaţie între acestea: 

p' = 1 · ( h - zo) 

> 

(1.7) 

( 1.8) 

reprezintă presiunea pe patul impermeabil, care cu ajutorul lui (1.7) se mai poate scrie: 

p
1 = p + I · Z - f · Zo (1.9) 

Relaţia exprimă legătura dintre presiunea pe patul impermeabil şi presiunea p dintr-un punct 
de pe aceeaşi verticală. 
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CAPITOLUL 2 

STATICA APELOR SUBTERANE 

2.1. Forţe implicate în roci uscate 
Se consideră un strat de roci de la suprafaţa pământului care la o anumită adâncime ( ~z) 

are în componenţa sa un strat orizontal poros de grosime M. Deasupra şi dedesubtul acestui 

strat se află strat uri impermeabile apei denumite acoperiş etanş respectiv pat ( culcuş} etanş 

(figura 2.1), pentru care nu s-a luat în consideraţie grosimea lor. Deasupra şi dedesubtul 
acestora se află alte tipuri de roci . 

z 

Supndata solului 

acoperls etans 

--1---1--M= Strat poros 

- pat (culros) etan, 

Figura 2.1 

ln această succesiune de straturi este delimitată o prismă dreaptă, verticală imaginară, 
cu înălţimea M + ~z şi aria bazei w. Porozitatea comunicativă a stratului poros, sau pe 

scurt porozitatea, definită în capitolul precedent este: 

Vgc V - ( V, + Vgi) V, + Vg; 
m = -V- = ___ V ___ = 1 - --V-- (2.1) 

Deoarece Vgi ~ V, se poate neglija Vg; presupunând că efectul golurilor izolate este implicat 
în determinarea experimentală a densităţii părţii solide a rocii (ps)- În acest caz relaţia 
precedentă se scrie: 

(2.2) 

Prisma de înălţime M + ~z, formată din rocă uscată, rigidă şi presupusă în echilibru 
se află sub acţiunea a două forţe, greutatea proprie (Go) şi reacţiunea normală a culcuşului 
etanş ( IV0 ). Conform primului principiu al mecanicii: 
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(2.3) 

Pentru G0 se poate scrie că reprezintă suma greutăţilor celor două porţiuni de prismă, una 
de înălţime 6. z şi alta de înălţime M: 

(2.4) 

în care: Pz este densitatea medie a rocilor din prisma cu înălţimea 6. z şi aria bazei w; Ps 

este densitatea medie a componentelor solide ale rocii poroase ce alcătuieşte porţiunea de 
prismă de înălţime M; -kg = § este acceleraţia greutăţii; (1 - m)wM = Vs este volumul 

componentelor minerale solide din volumul V= wM al rocii poroase considerate. -Expresia lui N0 este: 

(2.5) 

în care <7z
0 

este efortul unitar pe faţa bazei inferioare, a cărui expresie se obţine din (2.3) 

după înlocuirea lui (2.4) şi (2.5): 

(2.6) 

2.2. Forţe implicate în roci saturate cu apă 
Exprimarea cantitativă a înmagazinării apei în volumul V corespunzător prismei din 

mediul poros poate fi realizată prin intermediul imaginării unor situaţii ca în figura 2.2. 

t.,z /;. 

a 

8""1~ lH.., 
(f\r) (C..-) 

Figura 2.2 

Ariile bazelor prismelor au rămas aceleaşi, w. In situaţia notată cu a , porţiunea de 
prismă poroasă este considerată uscată, separată de apa destinată înmagazinării. Aceasta 
este desenată separat ocupând volumul wHa, cu densitatea Pa· Situaţia următoare notat ă 
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cu b reprezmtă aceeaşi coloană, cu prisma de rocă poroasă saturată cu apa care în situaţia a 

a fost desenată separat. ln situaţia nouă apa are densitatea p pe înălţimea H :::; M complet 

înmagazinată. Dacă H < M, apa are suprafaţa liberă şi se spune că înmagazinarea este 

cu nivel liber. Dacă H = M apa presează pe acoperişul etanş iar înmagazinarea este sub 
presmne. 

In situaţia a treia, notată cu c, prisma cu roca poroasă este considerată împreună doar 

cu apa reţinută de ea prin absorbţie - adsorbţie, cu densitatea Par, separată de apa eliberată 
din înmagazinare prin cedare gravitaţională. Densitatea acesteia după eliberare se notează 

cu Pa, ea fiind reprezentată separat, ocupând volumul wHae < wHa. 

În toate cele trei situaţii greutatea coloanei împreună cu aceea a apei de înmagazinat, 

complet separată sau complet înmagazinată sau parţial înmagazinată şi parţial cedată, este 

aceeaşi. Conform notaţiilor din figură se poate scrie şirul de egalităţi: 

(2.7) 

m care: G0 = greutatea prismei uscate; Ga = greutatea apei destinate înmagazinării; G = 
greutatea prismei cu roca poroasă saturată cu apă complet înmagazinată; Car = greutatea 
apei reţinute în înmagazinare prin absorbţie - adsorbţie; Gae = greutatea apei eliberate din 

înmagazinare prin cedare gravitaţională. 

Sirul de egalităţi (2. 7) se mai poate scrie sub forma: 

G a = G - Co = G ar + G ae (2.8) 

O parte din aceste greutăţi pot fi exprimate pe baza notaţiilor din figurile 2.1 şi 2.2 şi 

din textul respectiv, astfel: 

(la = -kgpaWHa 

G - Go = -kgpmwH 
-Gae = -kgpawHae 

Gar = -kgpa[wHa - wHae] (2.9) 

Inlocuind aceste greutăţi în şirul de egalităţi (2.8) şi trecând de la densităţi la greutăţile 

specifice se obţine: 

(2.10) 

Din prima egalitate se obţine pentru porozitate: 

(2.11) 

Dacă se egalează expresiile lui m date de (2.1) şi (2.11), rezultă: 
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(2.12) 

În aceste condiţii se pot face următoarele observaţii: 
- wH corespunde lui V, volumul rocii saturate cu apă (fig. 2.2.b) 
- hah )wHa corespunde lui ½,c, volumul porilor aflaţi în comunicaţie. 
Dacă din figura 2.2.a se ia volumul apei înainte de a fi înmagazinată, wHa, apă ce urmează 

să satureze volumul wH de rocă uscată ai cărei pori în comunicaţie au volumul ½c se obţine: 

(2.13) 

deoarece 1 > Îa, rezultă că 'Ya/, < 1 h, greutatea specifică medie a apei înmagazinate, este 
mai mare decât Îa, greutatea specifică a apei în stare liberă, cel puţin din cauza forţelor 
intermoleculare care măresc densitatea unei părţi a apei înmagazinate). 

Astfel din relaţia (2.13) se ajunge la concluzia că atunci când o cantitate de apă este 
înmagazinată de o rocă poroasă îşi micşorează volumul ( la ha/,)· wHa) faţă de acela pe 
care l-a avut înainte de înmagazinarea ei (wHa)-
Din a doua egalitate a relaţiei (2.10) rezultă pentru m: 

(2.14) 

Primul termen din membrul doi are ca semnificaţie porozitatea eficace, me, semnificaţie ce 
rezultă din scrierea egalităţii dintre masa de apă cliberabilă (p · Vae) şi masa de apă eliberată 

(PaWHae): 

Conform relaţiei (1.3): 

iar (2.14) se mai poate scrie: 

1a(wHa - wHae) 
m = me + ------

,wll 

Relaţiile (2.11), (2.16) şi (2.17) se mai pot scrie sub forma: 
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Î 

(2.16) 

(2.17) 

(2.11') 

(2.16') 

(2.17') 
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Cu ajutorul acestora, relaţiile (2.9) pot fi retranscrise astfel: 

ct = -k,awHa = -k,mwH 

Gae = -k,awHae = -k,mewH 

Car= -k"fa(WHa - wHae) = -k,(m - me)wH (2.18) 

2.3. Presiuni exercitate de diferite tipuri de ape înmagazinate 
Pentru calculul presiunilor exercitate pe faţeta inferioară a secţiunii orizontale cu aria w, 

din vecinătatea culcuşului etanş se procedează în felul următor: 
Se notează cu Pa, presiunea apei destinată înmagazinării (figura 2.2. a) de înălţime Ha 

şi greutate specifică , 0 , presiune ce va fi dată de raportul dintre greutatea apei respective 

(Ga = ,awHa = 1mwH din relaţiile 2.18) şi aria w: 

1mwH 
--- = 1a · Ha = ,mH 

w 
(2.19) 

Se notează cu Pae, presiunea apei gravitaţionale ca fiind raportul dintre greutatea apei eli
minată gravitaţional ( figura 2.2.c şi din relaţiile 2.18 rezultând: Gae = "faeWHae = ,mewH) 
ş1 ana w: 

(2.20) 

Deoarece apa reţinută nu transmite presiuni hidrostatice ea îşi manifestă totuşi efectul de 
apăsare asupra culcuşului impermeabil prin intermediul părţii solide a rocii poroase de care 
este "agăţată", producând o încărcare suplimentară a coloanei litologice. Apare astfel o 
apăsare unitară normală suplimentară, Uzar, egală cu raportul dintre greutatea apei reţinute 
dată de relaţiile (2.15) şi figura 2.2 a şic ( Gar = ,a(wHa - wH0 e) = 1 (m - me)wH) şi aria 
secţiunii,w: 

(2.21) 

Comparând (2.19) şi (2.20) cu (2.21) rezultă: 

Uzar = Pa - Pae (2.22) 

Pentru aflarea diferitelor reacţiuni ce apar din partea patului impermeabil, pe baza notaţiilor 
din figura 2.2. a,b,c şi aplicând principiul unu al mecanicii se pot scrie următoarele relaţii: 

Ga +Na= O 

G+N=O 

Gae +Nae= O 

Go +Car+ No+ Nar = O 

Go +No= O 

Car+ Nar = O 

23 
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Folosind aceste relaţii ş1 expresiile (2.18), (2.19), (2.20) ş1 (2.21) se pot scne expresiile 
reacţiunilor: 

Na = -(5a = k,mwH = kpaW 

Nae= -Gae = k,mewH = kPaeW 

Nar =-Car= k,(m - me)wH = kG'zar · W 

2.4. Coeficienţi de variaţie a înmagazinării 

(2.24) 

Coeficienţii de variaţie a înmagazinării apei de către o rocă poroasă dintr-un acvifer 
sunt mărimi relative care exprimă posibilitatea variaţiei înmagazinării apei. În figura 2.3 a 
este reprezentată o prismă verticală într-un acvifer cuprins între două strate impermeabile 
paralele şi orizontale situate la distanţa M. Dacă apa saturează prisma pe toată înălţimea 
acviferul este sub presiune. Dacă apa se ridică numai până la cota H < M, acviferul este 
cu suprafaţă liberă. 

2.{1 Coeficienţi de variaţie a înmagazinării în acvifere cu suprafaţă liberă 

ln figura 2.3.a este reprezentată o prismă verticală cu aria secţiunii w într-un acvifer cu 
suprafaţa liberă, având pe patul impermeabil presiunea p'. 

/ 

H 

' 
• b 

Figura 2.3 

În figura 2.3.b este reprezentată aceeaşi prismă în care nivelul apei din acvifer a variat 
(crescut) cu ~H datorită variaţiei (creşterii) cu ~p' a presiunii pe patul acviferului. Ca o 
consecinţă a acesteia s-a înmagazinat o cantitate suplimentară de apă în greutate de ~Ga = 
~(,mwH) din care o parte eliberabilă ~Gae = ~(,mewH). Aria secţiunii transversale a 
prismei este w, iar acviferul este presupus omogen şi izotrop. Deci ~Ga , respectiv ~Gae, 
reprezintă variaţiile absolute ale greutăţilor diferitelor tipuri de ape totale sau eliminabile, 
înmagazinate în prisma cu aria secţiunii w pentru variaţia ~p' a presiunii pe patul acviferului. 
Deoarece definiţia coeficientului de variaţia a înmagazinării urmează să fie o caracteristică a 
acviferului trebuie să fie enunţată în aşa fel încât să fie independentă de dimensiunile prismei 
şi de mărimea variaţiei presiunii pe patul acviferului. În aceste condiţii, coeficientul de 
variaţie a înmagazinării poate fi definit ca reprezentând variaţia greutăţii apei înmagazinabile 
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(flGa sau flGae) într-o prismă verticală cu aria secţiunii transversală egală cu unitatea 
datorită variaţiei presiunii pe patul acviferului (~p') cu o unitate. Cu ajutorul variaţiilor 
finite se poate scrie: 

So = .!_. ~Ga = .!_. ~(,mwH) 
w flp' w ~(,H) 

(2.25) 

pentru coeficientul de variaţie a înmagazinării totale în acviferul cu suprafaţă liberă şi: 

(2.26) 

pentru coeficientul de variaţie a înmagazinării eficace în acvifere cu suprafaţă liberă. 
Unele dintre mărimile care intră în relaţiile (2.25) şi (2.26), cu excepţia lui H, pot fi 

scoase sau introduse de sub operatorul ~ deoarece fie că sunt constante, fie că pe baza unor 
ipoteze suplimentare asupra acviferului devin constante. De exemplu, pentru un acvifer cu 
suprafaţă liberă, omogen şi izotrop, mărimile 1 , m, me, w sunt constante. Pe baza acestor 
proprietăţi S0 şi Sea pot fi puşi şi sub alte forme decât (2.25) şi (2.26), din care să rezulte şi 
alte definiţii ale lor: 

şi respectiv: 

So = .!_ . flGa = .!_. fl(,mwll) = fl(,mwH) = flGa 
w ~p' w ~(, H) ~(,wH) flG' 

So = -yfl(mwll) = .!_ Ll V,. 
,w~H w~H 

So= 
w~(,mH) 

w~(-yH) 
~Pa 
~p' 

Seo = .!_. ~Gae = .!_. b..(îmewH) = b..(îmewH) = b..Gae 
w b..p' w b..(,H) ~(,wH) ~G' 

S eO = r tJ:.. ( ffieW H) = .!_ . tJ:.. Vae 
;wb..H w ~H 

) _ wb..(îmeH) _ b..pae 
• eO - w~(; H) - Llp' 
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Relaţiile (2.27) şi (2.31) conduc la o definiţie mai puţin clară a coeficienţilor. Conform lor ei 

reprezintă variaţia greutăţii apei totale înmagazinată în rocă, sau a celei eliberabile din rocă, 

corespunzătoare unei variaţii egale cu unitatea (.~G' = 1) a greutăţii apei înmagazinate, dacă 

ar ocupa singură volumul întreg ( al rocii poroase şi al apei din ea) şi având aceeaşi densitate 

cu apa înmagazinată în rocă. 

Semnificaţiile relaţiilor (2.28) şi (2.32) sunt evidente. 

Relaţiile (2.29) şi (2.33) conduc la o altă definiţie a coeficienţilor. În acest caz ei reprezintă 
variaţia volumului de apă total ÎnTJ1agazinată (sau a celei eliminabile) într-o prismă cu aria 
secţiunii egală cu unitatea când nivelul apei variază cu unitatea. 

Ultimile relaţii, (2.30) şi (2.34) conduc la definirea coeficienţilor prin variaţia presiunii 

apei înmagazinată ( sau eliberabilă) în rocă produsă de variaţia presiunii pe patul imperme

abil (pe aceeaşi verticală) egală cu o unitate. În paragraful următor se va arăta că această 
definiţie este cea mai generală pentru ambele tipuri de acvifere. 

Relaţiile (2.27) -;- (2.34) pot fi retranscrise şi pentru variaţii infinit mici ale mărimilor 
respective şi anume: 

şi respectiv: 

So = .!._ aGa = .!._ a(,mwH) = aGa 
w op' w a(,H) ac, 

So= m 

c; - .!._ ava 
... 0 - w aH 

S _ apa 
o - ap1 

Seo = me 
S _ .!,_ âVae 

eO - w aH 

Seo = aPae 
âp' 

(2.3,5) 

(2.36) 

Cltimile forme ale fiecărui coeficient din ecuaţiile (2.35) şi (2.36) pot fi puse sub o formă 

finală ţinând cont de relaţia (1.6): 

p' = H 'Y = p + 1 z - 1 zo 
din care se obţine: .EE. = 1 

âp' 

Deci: 

(2.37) 

Expresiile finale ale celor doi coeficienţi sunt: 
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S _ 8pa _ 8(m,H) (2_
38

) 
0 

- 8p - 8p 

Seo = 8pae = 8( me, H) 
8p 8p (2.39) 

Sub această formă ei pot fi uitlizaţi şi pentru acviferele neomogene. Intre cei doi 
coeficienţi rezultă relaţia: 

a 
So - Seo = op[,(m - me)H] = m - me (2.40) 

2.4- 2. Coeficientul de variaţie a înmagazinării pentru acvifere sub presiune 

Pentru un acvifer sub presiune, omogen şi izotrop, coeficientul respectiv poate fi de 
asemenea definit cu ajutorul variaţiilor finite ale mărimilor implicate. Fie o prismă verticală 

de material acvifer saturat, de secţiune w, înălţime M, volum V= wM şi porozitate m 

(sau porozitate eficace me), 

-----r----;;;y 
/ / ,, 

I / 

I 

I I 

Iv 
I 
I 

I I M I I 
I I 

,,L - _ _) 
/ / 

,/ (O ,.,, 

Figura 2.4 

Chiar dacă materialul acvifer din prismă este saturat, el mai poate primi masă de apă, fie 

prin comprimarea apei, fie prin variaţia (forţarea) porozităţii care implică şi o variaţie a lui 

M. Să presupunem că în condiţiile menţionate în prisma respectivă, prin înmgazinarea supli
mentară (după atingerea stării de saturaţie) a crescut greutatea apei cu !:l.Ga = !:l.(,mwM) 
pentru o creştere cu !:l.p' a presiunii p' de pe patul impermeabil (baza prismei) al stratului 
acvifer. Atunci coeficientul de variaţie a înmagazinării se defineşte ca fiind raportul dintre 

variaţia ( creşterea) greutăţii apei înmagazinate într-o prismă verticală de acvifer complet 

saturat cu secţiunea egală cu unitatea pentru o creştere a presiunii totale pe baza prismei cu 

o unitate. Definiţia permite să se scrie pentru coeficientul de variaţie a înmagazinării totale 

expresia: 

Si = !:l.Ga = !:l.('ymwM) 
w!:l.p' w/:l.p' 

(2.41) 

27 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



iar pentru coeficientul de variaţie a înmagazinării eficace: 

S _ !:).Gae _ D,.(,mewM) _ D,.(,meM) 
el - wD.p' - wD.p' - D,.p' (2.42) 

Pentru un acvifer sub presiune şi neomogen se obţin expresiile coeficienţilor prin trecere la 

limită pentru D.p' - O: 

S _ 8(,mM) 
1 - 8p' ŞI (2.43) 

Folosind relaţia (1.9), care stabileşte legătura dintre presiunea de pe patul impermeabil cu 

presiunea p dintr-un punct oarecare al acviferului sub presiune de pe aceeaşi verticală, adică: 

p' = p + 1 z - 1 z0 expresiile celor doi coeficienţi devin: 

S _ 8(,mM) 
1 - 8p' 

8(,mM) 
8p 

8p 

8p' 

8p 

8p' 

8(,mM) 
ap (2.44) 

(2.45) 

Pe parcursul deducerii acestor expresii s-a făcut mereu menţiunea că acviferul sub presiune 

este presupus complet saturat. Dacă nu ar fi îndeplinită această condiţie, deci ar exista o 

porţiune de acvifer nesaturată sub acoperişul impermeabil ne-am situa în cazul precedent al 

acviferului cu suprafaţă liberă. Acea.stă observaţie, cât şi compararea expresiilor celor doi 

coeficienţi de variaţie a înmagazinării găsiţi pentru cele două tipuri de acvifere (adică (2.38) 

cu (2.44) şi (2.39) cu (2.45)) permit să se considere câte o singură expresie pentru fiecare 

coeficient şi anume; 

S = 8(,mH) 
8p 

(2.46) 

în care pentru acviferele cu suprafaţă liberă se face menţiunea H < M şi i se pune indicele 

"O" şi se scrie: 

So= 8(,mH) 
8p 

(2.17) 

iar pentru acviferele sub presiune se face menţiunea H = M şi se pune indicele "1", adică: 

(2.48) 

Deoarece 1 = g · p, m, me, M sunt mărimi care variază cu presiunea în cazul acviferelor 

sub presiune, expresiile coeficienţilor de variaţie a înmagazinării nu mai pot fi simplificate 

( ca în cazul acviferelor cu suprafaţă liberă : S0 = m şi Seo = me) decât în foarte puţine 

cazuri şi anume acolo unde tipul de acvifer sub presiune şi tipul de curgere permit ipoteze 

suplimentare asupra mărimilor respective. 
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Caracterizarea compresibilităţii ansamblului rocă poroasă, apă înmagazinată sub pre
siune poate fi făcută cu ajutorul expresiei: 

/3* = _l. 8(pV) 
pV âp 

(2.49) 

a cărei semnificaţie fizică o vom deduce în final şi în care pV reprezintă masa totală a rocii 
poroase saturată cu apă al cărei volum este V iar densitatea medie p. Această masă mai 
poate fi scrisă: 

p ·V= pmV + Ps(l - m)V = pmeV + p(m - me)V + Ps(l - m)V 

Introducând (2.50) în (2.49) se obţine: 

(2.50) 

/3" = _l. 8(pV) = _l. â(pmeV) + _l. i_[p(m - me)V] + _l. i_[Ps(l - m)V] (2.51) 
p V âp p V âp p V 8p p V âp 

Ultimul termen din membrul doi este nul deoarece masa părţii solide a rocii nu variază cu 
presiunea . Restul relaţiei se scrie, în urma înmulţirii sus şi jos cu g şi a punerii lui V sub 
forma w · M, astfel: 

(2.52) 

Simplificarea cu w a fost posibilă deoarece aria secţiunii transversale a prismei este singura 
mărime ce poate fi considerată constantă într-un acvifer sub presiune. După desfacerea. 
termenului doi din membrul drept şi reducerile corespunzătoare, se obţine: 

/3* = _1_ . â( ,mM) 
,M âp 

(2.53) 

Introducând pe (2.53) în (2.52) se obţipe: 

/3* = _l_â(,mM) = _1_. â(,meM) + _l_. ~[,(m _ me)M] 
, M âp I M 8p I M op 

(2.54) 

sau: 

(2.55) 

Din cele două egalităţi rezultă: 

(2.56) 

Derivata din membrul doi este neglijabilă deoarece masa apei de reţinere p(m - me)M din 
prismă variază foarte puţin cu presiunea. Deci practic: 
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(2.57) 

Semnificaţia fizică a lui /3"' poate fi dedusă din dezvoltarea relaţiei (2.53): 

/3 = --["tmM] = - 1M- + 1m- + mM-„ 1 8 1 [ am 8 M 81 l 
"fM 8p 1M 8p 8p 8p 

(2.58) 

sau dând factor comun pe 1mM: 

(2.59) 

din care se observă că /3* reprezintă suma variaţiilor unitare ale lui m, M, "f în raport cu 
presiunea înmulţită cu porozitatea rocii. 
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CAPITOLUL 3 

LEGILE DINAMICII APEI ELIBERABILE PRIN ACVIFERE 

3.1. Modelul ales pentru apa care circulă prin golurile din roci 
Mişcarea reală a apei prin pori sau fisuri (numită şi apă hidrodinamic activă) este foarte 

complicată din cauza sinuozităţii canalelor prin care circulă, canale cu dimensiuni şi forme 
variabile, cât şi din cauza unui sistem de legături de comunicaţie între canale, practic aleator. 
De aceea mişcarea reală este neuniformă şi pe traiectorii de formă oarecare, studiul direct 
al ei ridicând probleme de calcul greu de rezolvat, dacă nu chiar imposibil. 

În aceste condiţii se preferă ca mişcarea să fie studiată cu ajutorul unui model utilizat şi 
în alte situaţii, modelul mediului continuu. ln cazul circulaţiei apei prin acvifere acest model 
este uşor diferit faţă de modelul clasic al mediului continuu din cauza prezenţei scheletului 
constituenţilor solizi ai rocii. 

Fie, mai întâi un mediu poros omogen (granule identice), de porozitate eficace me din 
care se delimitează un cilindru imaginar a cărui axă să coincidă cu direcţia de curgere a apei 

prin acvifer, având aria secţiunii transversale w şi lungimea l. 

\ 

I 
wl 

I 
I 

Figura 3.1 

Aria secţiunii transversale w este numai parţial traversată de apă, şi anume aceea core
spunzătoare secţiunii golurilor aflate în comunicaţie, notată cu Wae şi numită suprafaţă efi
cace, restul fiind ocupată de secţiunile granulelor. Pe acest model pot fi definite diferite 
viteze de curgere a apei: 

- Viteza medie reală sau efectivă pe secţiunea transversală a canalelor din reţeaua de 
pori ar putea fi definită cu ajutorul debitului real , Q, al apei prin secţiunea transversală a 
cilindrului raportat la aria suprafeţei eficace Wae a secţiunii, adică: 

Q 
u=

Wae 
(3.1) 

- Se poate defini viteza unui mediu continuu care ocupă întregul cilindru imaginat, mediu 
care în timpul deplasării traversează întreaga arie w a secţiunii transversale, debitul fiind 
tot cel real (Q). În acest caz expresia ei va fi: 

Q 
v= -

w 
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şi se numeşte viteză aparentă sau de filtrare (filtraţie), ea fiind întotdeauna mai mică decât 
viteza reală u. Relaţia dintre cele două viteze se obţine făcând raportul expresiilor (3.1) şi 

(3.2): 

V Wae Wael Vae 
---------m u - W - wl - V - e 

(3.3) 

Deci 

V= ffie · U (3.4) 

Dacă volumul cilindrului imaginar îl micşorăm suficient de mult ( matematic îl facem să tindă 
către zero), dar în acelaşi timp rămâne suficient de mare pentru a conţine destule granule şi 
respectiv goluri pentru a păstra imaginea modelului de mediu continuu, expresiile vitezelor 
definite capătă sens de viteze "punctuale", adică ale elementului de volum corespunzător. 
Relaţia dintre cele două viteze poate fi scrisă şi vectorial: 

V= me · u (3.5) 

Astfel definite, cele două viteze pot fi utilizate şi într-un mediu neomogen, din care cauză 
toate cele trei mărimi v, me, u, pentru a cuprinde toate variantele de curgeri subterane, 

trebuie declarate de la început ca fiind nişte funcţii de punct şi de timp, adică: 

v = v(r, t); u = u(r, t); me = me(r, t) (3.6) 

r fiind vectorul de poziţie al elementului de volum la care se referă cele trei mărimi. 
Dacă se notează cu dV volumul elementar al mediului continuu, el reprezintă volumul în 

care se află punctul material al modelului, punct care se deplasează cu viteza de filtrare v. În 
acelaşi timp medV reprezintă volumul elementar de apă hidrodinamic activă corespunzătoare 
volumului dV, apă care se mişcă cu viteza efectivă il. Atât volumul elementar dV cât şi un 
volum finit al mediului continuu sunt în general funcţii de timp. Pe baza acestor notaţii 
volumul apei hidrodinamic active corespunzătoare volumului V( t) este: 

Vae(t) = J medV 

V(t) 

(3.7) 

Pe parcursul mişcării, volumul de apă hidrodinamic activă, J medV, prezintă o variaţie în 
V(t) 

timp, variaţie ce poate fi exprimată cu ajutorul derivatei substanţiale astfel: 

d J J (dme . -) dt medV = & + me · divu dV (3.8) 

V(t) V(t) 

Dacă dezvoltăm şi derivata substanţială a lui me se obţine: 
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d J d J (âme _ d d. -) dt me V = 8t + ugra me + me ivu dV 

V(t) V(t) 

sau :t j medV = j [ a;e + div(meu)] dV = J a;e dV + j div(meiI)dV (3.9) 

V(t) V(t) V(t) V(t) 

Cu ajutorul formulei lui Gauss f div(meu)dV = § meiidw se obţine: 
• V(t) w(t) 

(3.10) 

sau folosind viteza de filtrare v = me · u: 

! J medV = :t J medV + f vdw (3.11) 

V(t) V(t) w(t) 

Rezultatul obţinut arată că derivata substanţială a volumului Vae ( t) este egală cu suma 

dintre derivata locală a aceluiaşi volum de apă hidrodinamic activă şi fluxul vitezei de filtrare 

prin suprafaţa închisă w(t) care delimitează volumul V(t). 

3.2. Forţe reale implicate în dinamica apelor subterane 
Forţele care participă la mişcarea apei în domeniul saturat cu apă al unei roci poroase 

sau fisurate sunt: forţa de greutate , forţa de presiune şi forţa de rezistenţă la înaintare. 

z 

Figura 3.2 

Forţa de greutate a apei hidrodinamic active din volumul V(t), notată cu Gae, rezultă 
prin integrarea pe întreg volumul V(t) a greutăţilor elementare gpmedV ale porţiunilor 

elementare de apă hidrodinamic activă din volumele elementare medV. Deci: 
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G ae = J 9 · p · medV 

V(t) 

(3.12) 

Forţa de presiune exercitată asupra apei hidrodinamic active din interiorul suprafeţei 

închise w(t) care delimitează volumul V(t), notată cu Fpae, se obţine prin integrarea pe 
w( t) a forţelor de presiune elementare: -pmedw = -pnmedw care acţionează pe suprafeţele 

elementare eficace medw = iimedw, forţe orientate spre interiorul volumului în sens opus 

versorilor normalelor ii pe dw. Deci: 

Fpae = - f p . medw 

w(t) 

(3.13) 

Forţa de rezistentă, Rae, care se opune mişcării apei hidrodinamic active din volumul 
V(t) se obţine prin integrarea pe V( t) a forţelor elementare, RpmedV, întâmpinate de masele 

elementare pmedV, adică: 

Rae = J RpmedV (3.14) 

V(t) 

în care R este forţa de rezistenţă la înaintarea unităţii de masă hidrodinamic activă. Pentru 

determinarea rezistenţei pe care o întâmpină apa la înaintare din partea componentelor 
solide ale rocilor se poate folosi problema inversă a calculului rezistenţei pe care o întâmpină 

componentele solide când se mişcă prin apă. Astfel pentru viteze mici în regim laminar se 
foloseşte pentru modulul forţei de rezistenţă la înaintarea apei expresii de tip Stokes ( relaţia 
3.15), iar pentru viteze mari în regim turbulent expresii de tip Newton (relaţia 3.16): 

(3.15) 

(3.16) 

în care p este masa specifică a apei; v este modulul vitezei de filtrare; / este dimensiunea 

liniară caracteristică pentru proprietăţile geometrice ale mediului poros; T/ este vâscozitatea 

dinamică a apei; !(Re) este o funcţie de numărul lui Reynolds a cărui expresie este: 

Re= pul= ul (3.17) 
T/ V 

în care u este modulul vitezei efective şi v este vâscozitatea cinematică a apei. 

Împărţind ultima expresie a modulului forţei de rezistenţă (3.15) prin pl3 se obţine modulul 
forţei de rezistenţă la înaintare a unităţii de masă a apei hidrodinamic active: 

IR.I= IRael = 17vlf(Re) = vv. f(Re) 
p/3 p/3 /2 

(3.18) 
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m care 

(3.19) 

are semnificaţia permeabilităţii mediului poros sau fisurat. 

Deoarece forţa de rezistenţă la înaintare a unităţii de masă a apei hidrodinamic activă 
se opune mişcării apei cu viteza v, ea va fi pe aceeaşi direcţie dar de sens opus cu v, ceea ce 

permite şi scrierea vectorială a ei: 

- V 
R = - - · v · f (Re) 

k 
(3.20) 

Cele două expresii date pentru numărul lui Reynolds pot fi puse şi sub altă formă dacă 

se înlocuieşte viteza efectivă cu cea de filtrare (v = meu) şi/= v'k: 

Re = _!_ . pvv'k = _!_ vv'k 
me TJ fie V 

(3.21) 

Pentru determinarea completă a forţei rezistente în mişcarea prin roci poroase sau fisurate, 

se caută o funcţie f(Re) care să satisfacă condiţiile: 

lim [!(Re)] = l; şi lim [!(Re)] = eRe 
Re----+O Re----+oo 

Din aceste condiţii rezultă: 

Sau sub forma: 

de unde: 

1 < J(Re) < eRe 

ln[f(Re)] < 
1 O< Re 

ln[f(Re )] 
----=n-1, 

Re 
unde 1 < n < 2 

J(Re) = e(n-l)Re, unde 1 < n < 2 

în care n -+ l pentru mişcarea foarte lentă şi n -+ 2 pentru mişcarea foarte rapidă. 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

În domeniul mişcării laminare a apei prin medii poroase determinările experimentale dau 

pentru Re ca limită superioară valori de 50 --;- 60, iar în domeniul mişcării turbulente până 

la 420. Deci în domeniul mişcării laminare, exponentul ( n - l )Re are valori suficient de 

mici pentru a permite o bună aproximare a funcţiei f (Re) numai prin primii doi termeni ai 

dezvoltării în serie: 

e(n-l)Re_
1 

(n-l)Re (n-l)2Re2 

- + 1! + 2! (3.25) 

adică: 

3.j 
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f (Re) = 1 + ( n - 1) Re 

3.3. Mărimi şi legi generale ale mişcării apei hidrodinamic active 
3.3. 1. Legea continuităţii 

(3.26) 

În domeniul saturat cu apă al rocii poroase sau fisurate, masa de apă hidrodinamic activă 
M, conţinută în volumul V( t) este invariabilă în timp, adică: 

dM =O 
dt 

(3.27) 

Dacă notăm cu p(r, t) densitatea apei conţinute în V(t), masa M din V(t) poate fi scrisă: 

M = J pmedV 
V(t) 

iar invariabilitatea ( conservarea) ei se scrie: 

dM = !!__ J pmedV = O 
dt dt 

V(t) 

(3.28) 

(3.29) 

Deoarece volumul de integrare V(t) este format din particule (P) de apă hidrodinamic activă 
în mişcare cu viteza u(P), derivata substanţilaă a integralei de volum care exprimă condiţia 
<le invariabilitate a masei se scrie: 

! j pmedV = j [ d(:;e) + pmedivu] dV (3.30) 

V(t) V(t) 

iar condiţia de conservare sub formă integrală (globală) devine: 

J [d(pme) . -] 
dt + pmedivu dV = O (3.31) 

V(t) 

Întrucât volumul V(t) este arbitrar ales se poate scrie şi forma locală a acestei condiţii de 
conservare: 

d(pme) d . ..... 
dt + pme wu. = O (3.32) 

Dacă se înlocuieşte termenul doi cu: 

(3.33) 

şi viteza efectivă i1 cu viteza de filtrare iJ prin relaţia de definiţie, iar derivata totală din 

primul termen se dezvoltă, atunci cele două forme ale legii continuităţii , globală şi locală 
(3.31 şi 3.32), mai pot fi scrise astfel: 
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J [ â(~~îe) + div(pv) l dV = o 
V(t) 

8(pme) + d" ( ➔) O 
8t zv pv = 

în care pv este densitatea fluxului de masă al apei hidrodinamic active. 
3.3.2. Impulsul şi legea impulsului 

(3.34) 

(3.35) 

Impulsul apei hidrodinamic active conţinută în volumul V( t) este dat de expresia: 

fi= j pmeiidV 

V(t) 

(3.36) 

Legea impulsului poate fi aplicată apei hidrodinamic active din volumul V(t) ca fiind 
reprezentabilă printr-un ansamblu de puncte materiale cu masa pmedV şi impulsul pmeiidV 
ansamblu aflat sub acţiunea celor trei tipuri de forţe externe. Deci, derivata substanţială a 
impulsului apei hidrodinamic active conţinută în vo_lumul V(t) este egală cu suma tuturor 
forţelor externe care acţionează asupra apei respective. 

sau 

➔ 

dH ➔ ➔ ➔ 
-d = Gae + Fpae + Rac 

t 

! J pmeiidV = J gpmedV - J pmedw + J RpmedV 
V(t) V(t) w(t) V(t) 

Derivata substanţială a primului membru, adică a impulsului total conduce la: 

d J ~dV J [d(pmeii) ➔d• ➔i dV dt pmeu = dt + pmeu zvu = 

V(t) V(t) 

J ( dii _, [d(pme) . ➔i) J dii (pme)dt + u dt + pmedivu dV = pmedtdV 

V(t) V(t) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

expresia din parantezele drepte fiind nulă conform relaţiei (3.32). Termenul doi din membrul 
drept al relaţiei (3.38) poate fi transformat cu ajutorul formulei integrale a gradientului 

astfel: 

f pmedw = j grad(pme)dV (3.40) 

w(t) V(t) 

Înlocuind pe (3.39) şi (3.40) în (3.38) se obţine pentru legea impulsului sub formă integrală 
relaţia: 
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j pme !~ dV = j gpmedV - j grad(pme)dV + j RpmedV (3.41) 

V(t) V(t) V(t) V(t) 

sau: 

-dH 

dt 
(3.42) 

Deoarece alegerea lui V(t) a fost arbitrară forma locală a aceleiaşi legi se poate scrie: 

du -
pmedt = gpme - grad(pme) + Rpme (3.43) 

3.3.3. Legile de filtrare 

Pentru obţinerea legilor de curgere a apei prin medii poroase sau fisurate saturate se 

porneşte de la legea impulsului sub formă locală (3.43), care se mai poate scrie: 

~ 1 -- = g- --grad(p · me) + R 
dt p · me 

(3.44) 

Pentru a se obţine diferite forme ale legii de filtrare vor fi transforma\i pe rând toţi membrii 
relaţiei (3.44). Membrul stâng se mai poate scrie: 

du au (-:-!r'7)-- = - + uv u 
dt at 

iar din: U X (v' X u) = grad ( ~
2

) - (u · v')u 
se obţine: 

( u · V)i1 = grad ( ~
2

) - u x (V x ii) 

Deci se mai poate scrie că: 

d- a- ( 2
) 

u n u _ .... 
- = - + grad - - u x (V x u) 
dt 8t 2 

Termenul 1 din membrul drept al relaţiei (3.44) poate fi scris astfel: 

g = -kg = -g · gradz 

Termenul 2 din membrul drept poate fi scris şi altfel pornind de la : 

(3.45) 

(3.46) 

(3.4 7) 

(3.48) 

grad(!!.) = grad (P · me · -
1
-) = -

1
- · grad(p · me) + p · me · grad (-

1
-) (3.49) 

p p . me p . me pme 

de unde: 
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-
1

- · grad(p ·fie)= grad (E) -p · fiegrad (-
1
-) = 

p . fie p p . fie 

= grad (E) + 
2 

p · grad(p · me) 
p p · fie 

Ultimul termen din membrul drept poate fi scris conform relaţiei (3.20): 

... 
... V· V 
R = -- · J(Re) 

k 

Se înlocuiesc relaţiile (3.47), (3.48), (3.50) şi (3.51) în relaţia (3.44) şi se obţine: 

!~+grad (~
2

)- i1 x (V x il) = -g · gradz -grad(~)-
... 

p vv 
·grad(p·fie)--k ·f(Re) 

p2 . fie 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

Se împarte cu g, se face substituţia g · p = , şi după redistribuirea termenilor se obţine: 

( p) V · V 1 8iJ ( U 
2 

) -grad z + - = - · J( Re) + - · - + grad - -
, k · g g ât 2g 

... 
-~ X (V X il) + P ·grad(,· fie) 

g , 2 · fie 
(3.5:3) 

Deoarece z + E. + const = h este cota sau sarcina piezometrică şi reprezintă energia potenţială 
"f 

a unităţii de greutate de apă hidrodinamic activă se poate alege const = O şi se obţine: 

p 
z+ - = h (3.54) 

' 
De asemenea derivata vitezei ii poate fi înlocuită: 

âii â ( v ) 1 âiJ iJ âme 
ât = ât me = fie ât m; ât 

(3.55) 

Înlocuind pe (3.54) şi (3.55) în (3.53) se obţine: 

-gradh = .!!._ · vf(Re) + _l _âv +grad(~) - __j__ x [v x (i_)] + 
kg g · fie ât 2gm; gme fie 

p V âme 
+--·grad(, · fie) - -- · -

1 2 
• me g · fi; ât 

(3.56) 

expresie ce reprezintă legea generală de filtrare sub formă vectorială. 
Pentru a se obţine forma scalară a legii se înmulţeşte scalar cu versorul tangentei la 

· · ... dr traiectorie so = ds. 

Se obţin egalităţile: 
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- dh 8h so· gra = -
8s 

so · grad ( v
2 

) = i_ ( v
2 

) 
2g · m~ as 29 · m; 

So . grad( ,me) = :s ( I . mc) 

- - - av av 
So . V = V; So . - = -at at 

so· ( v x [v x (:e) ]) = O vezi figura 3.3 

Figura 3.3 

Deci forma scalară a legii este: 

(3.57) 

8h V 1 av a ( v
2 

) p a V ome -- = -v · J(Re) + --- + - --- + -. · -(,me) - --, · - (3.58) 
8s k · g g ·meat 8s 29 · m; 1 2me 8s 9 · m; at 

Se face notaţia P = - ~~ în care P reprezintă panta hidraulică sau gradientul hidraulic, iar 

pentru J(Re) se foloseşte expresia (3.24) ( cu Re din expresia 3.21) , atunci expresia (3 .. 58) 
devine: 

V (n-l)Re 1 OV O ( v
2 

) p 8 V Ome P = - ·V· e + ---+ - + -- · - ,me) - ----
gk g · me at os 2g · m; , 2 me as ( g · m; ât 

(3.59) 

Pentru domeniul mişcării laminare şi chiar pentru domeniul mişcării turbulente mai puţin 

rapidă s-a arătat în capitolul precedent că funcţia J( Re) poate fi exprimată astfel: 

f (Re) = 1 + ( n - I ) Re = 1 + ( n - I ) · v,/k 
meii 

în care caz expresia pantei hidraulice devine: 

-n V ( n - I) 2 1 ov o ( v
2 

) 
r = --v + ----v + -- · - + - --- + 

g · k g . vfk. me g · me at as 2g · m; 
p a V Offie +-· -(,•me)- --· -

, 2me os g · m; at (3.60) 
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Cltimii doi :.c,,ricni pot fi exprimaţi în funcţie de coeficientul de varia\ie a înmagazinării 
eficace Se, definit astfel: 

sau 

ame __ l (s _ a(,H)) 
=} ap - 'Y H e me ap 

Cu ajutorul relaţiilor (3.61) şi (3.62) ultimii doi termeni ai lui (3.60) se scriu: 

P a P a op P ( a H) op 
-2--a (,me) = -2--0 (,me)-o = 2 H Se - ,me-o . -o 
'Y me s 'Y me p s 'Y me p s 

_v_ame - _v_. Ome op - V (s -m o(,H)) op 
gm; ot - gm; op at - 1gm;H e e op at 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

Pornind de la acestă formă se arată că parantezele celor două expresii sunt nule pentru 
acviferele cu suprafaţă liberă şi cu aproximaţie nule pentru acviferele sub presiune. Pentru 
acviferele su suprafaţă liberă se obţine: 

(3.64) 

iar pentru acviferele sub presiune se obţine: 

(3.65) 

Deci şi în cazul acviferelor sub presiune parantezele pot fi considerate nule dacă variaţiile 
cu presiunea ale porozităţii eficace şi greutăţii specifice a apei sunt nule sau cel puţin negli
jabile. În acest caz relaţia (3.60) se scrie: 

P=-v+---v +---+- --V n - l 2 1 av o ( v2 ) 
kg gme v'k gme at as 2gm~ 

(3.66) 

Relaţia reprezintă legea filtrării sub formă scalară pentru domeniul mişcării laminare şi 

chiar pentru domeniul mişcării turbulente, mai puţin rapidă. Ultimul termen al ei mai poate 
fi scris: 

o ( v
2 

) 1 a ( v ) 
2 

1 v a ( v ) 
os 2gm; = 2g os me - g me as me 

V av v 2 Ome 
= gm~ as - gm~ as 
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şi ( 3.66) se scrie: 

p = _v_v + n -1 v2 + _l_ov + _v_ov _ ~ ome 
k · g gmev'k gme ot gm~ os gm~ os 

(3.67) 

Ipoteza precedentă, mişcare laminară sau turbulentă mai puţin rapidă presupune că v variază 

foarte lent de-a lungul liniei de curent, deci: 

av 
-~O 
os 

In ipoteza unui acvifer omogen sau aproape omogen, adică atunci când me variază foarte 

lent de-a lungul acviferului se poate presupune că : 

âme 
--~O as 

Dacă regimul este staţionar, sau slab nestaţionar, adică variaţia locală în timp a lui v este 

neglijabilă, se poate presupune că şi: 

av 
-~O at 

Pe baza acestor aproximaţii legea de filtrare (3.67) capătă forma: 

(3.68) 

cunoscută şi sub denumirea de legea neliniară de filtrare şi este caracteristică pentru regimul 

laminar neliniar de curgere staţionară sau slab nestaţionară. Coeficientul (n - 1)/me este 
uneori substituit cu C1 · d/ v'k în care C1 este coeficient adimensional, d este dimensiunea 
liniară caracteristică granulelor de dimensiune medie. S-au folosit şi legi neliniare stabilite 

empiric scrise la forma generală: P =a· v + b • v2 

ln cazul mişcării laminare foarte lente, termenul al doilea din relaţia (3.68) tinde să se 

anuleze deoarece, aşa cum s-a arătat la forţa de frecare n - 1 şi ( n - 1) - O şi se obţine o 
nouă variantă a legii de filtrare: 

V 
P=-v 

g·k 

cunoscută sub denumirea de lege liniară de filtrare. 

(3.69) 

Această lege liniară de filtrare este sigură până la Re ~ 1; (ln Re < O), este probabilă 

până la Re~ 2--;- 3; (O< ln Re< l) şi posibilă până la 7--;- 9 ( 1 < ln Re< 2) şi este practic 
imposibilă pentru lnRe > 2. 

Mişcarea apei prin roci poroase sau fisurate fiind preponderent lentă se face conform legii 
liniare care se mai poate pune şi sub alte forme: 

gk 
V=-P 

V 
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Dacă se notează 

(3. 71) 

unde K, este coeficient de filtrare sau conductibilitate hidraulică legea liniară se poate scrie: 

âh 
V= K, .p = -K,-

âs 
(3.72) 

formă cunoscută sub denumirea de lege a lui Darcy care a fost stabilită experimental şi care 
vectorial se poate scrie: 

v = -Kgradh (3.73) 

3.3.4- Difuzivitatea hidraulică 

Modelul ales pentru apa hidrodinamic activă a fost acela al unui ansamblu de particule 

cu dimensiuni elementare ( medV). Între aceste particule în afară de interacţiunea directă a 

acelora aflate în contact, are loc o a doua interacţiune între toate particulele care nu vin direct 

în contact, dar care se transmite din aproape în aproape în aşa fel încât schimbarea poziţiei 

oricărei particule este rezultatul ambelor tipuri de interacţiuni. Propagarea din aproape 
în aproape a interacţiunii particulelor de apă hidrodinamic activă, constituie fenomenul de 
difuzivitate hidraulică prin medii poroase sau fisurate. 

Pentru a deduce legea difuzivităţii hidraulice prin medii poroase sau fisurate se porneşte 

de la legea continuităţii dedusă pentru aceleaşi condiţii (relaţia 3.35) 

â(pme) + d" ( .... ) O 
ât wpv = 

Ea va fi transformată în două etape. Prima etapă implică dezvoltarea ambilor termeni. 
Primul termen este pus mai întâi sub forma: 

â(pme) âp 
âp ât 

( 3. 7 4) 

iar primul factor din membrul doi se obţine din dezvoltarea expresiei generale a coeficientului 

de variaţie a înmagazinării: 

S _ â('Ym.H) _ Jf â(pme) + âH 
e - âp - g âp ,me âp 

⇒ â(pm,) __ l [s _ "'ffi âH] 
âp - 9H e / e âp 

Şl 

â(pme) = _l [s _ m âH] âp 
ât g H e I 

e âp ât 
( 3. 75) 

Al doilea termen al legii continuităţii se transformă, în ipoteza mişcării laminare lente, 

staţionară sau turbulentă nerapidă, cu ajutorul legii Darcy: 

43 . 
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div(pv) = -div(pK,grad h) = -pA,divgrad h - (grad h)grad(pK,) 

Înlocuind pe (3.75) şi (3.76) în legea continuităţii (3.35) se obţine: 

Se 8p ,me 8H 8p . 
-- - --- - pK,dzvgrad h- (grad h)grad(pK,) = O 
gH at gH ap at 

Se înmulţeşte cu H / p, se ţine cont că 1 = gp şi se obţine: 

Se 8p 8H . H ) 
-- - me- - K,Hdzvgrad h - -(grad h grad(,K,) = O 
, at at , 

(3.76) 

(3. 77) 

A doua etapă de transformare presupune dezvoltarea tuturor termenilor relaţiei (3.77). 
Primul termen se obţine derivând local în raport cu timpul, expresia cotei piezometrice 

(1 5) (1 7) . E. _ h âz 1 qJ?_ .1!.... â--y _ âh d" d v A 1 · ', . sau . . z + -r - ⇒ 81 + :; ât - -r2 81 - 81 , m care, upa mmu ţ1rea cu ... e se 
obţine: 

(3.78) 

Al doilea termen din ( 3. 77) se obţine derivând local în raport cu timpul funcţia JJ h K,: 

din care după înmulţirea cu me, K, se obţine: 

(3. 79) 

Al treilea termen din (3. 77) se obţine prin dezvoltarea expresiei: 

div(Hgrad h) = Hdivgrad h + (grad h)grad II 

din care, după înmulţirea cu K, şi folosirea legii lui Oarcy v = meii= -Kgrad h, se obţine: 

K,Hdivgrad h = K,div(Hgrad h) + meugrad H (3.80) 

Al patrulea termen din (3.77) se obţine din legea Darcy sub aceeaşi formă: 

H ( ) _ melf _ 
- grad h · grad(,K,) = ---ugrad(,K,) , ,K (3.81) 

Se înlocuiesc (3.78), (3.79), (3.80) şi (3.81) în (3.77) şi după o grupare convenabilă se obţine: 
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sau: 

(3.82) 

Prin restrângerea încă o dată a membrului 2 se obţine: 

Se- - K · dzv(Hgradh) - Se-+ --- - -- (, · K) = me1 K- - (3.83) 8h . 8z Se ·pa, me · H 8 d ( H ) 
at at , 2 ,at , . K at , _ dt__ , . K, 

Această relaţie reprezintă legea difuzivităţii în mişcarea laminară foarte lentă, în regim 
staţionar sau slab nestaţionar, al apei prin medii poroase specifice acviferelor. 

Forma obţinută poate fi uşor simplificată dacă se consideră conductibilitatea hidraulică 
funcţie numai de punct [K = f(i)] şi deci independentă de timp. Pe baza acestei ipoteze: 

în ultimul termen din membrul unu al relaţiei (3.83) se simplifică K şi rămâne: 

oh . 8z Se· p 8, me · H 8, d ( H ) Se- -K · dzv(Hgrad h) - Se-+ --- - --- = me1K- --
8t at , 2 at 1 at dt , . K 

(3.84) 

Sub această formă se arată că suma ultimilor trei termeni ai primului membru este 
întotdeauna nulă pentru acviferele cu suprafaţă liberă, iar pentru cele sub presiune este 
de asemenea nulă dacă se pune condiţia ca : 

Pentru acviferele cu suprafaţă liberă expresia celor trei termeni: 

poate fi calculată pornind de la relaţia ( 1.5) pusă sub forma: 

p 
z+-=H+zo , 

(3.85) 

În ipoteza patului impermeabil nedeformabil ~ = O se obţine prin derivare, înmulţirea cu 
-Seo şi reordonarea termenilor: 

S 8z SeoPa, _ Seo 8p S 8H 
eO Ot + 1 2 8t - 1 Ot eO Oi (3.86) 

Se înlocuiesc primii doi termeni din expresia lui E (3.85) cu relaţia (3.86), se ţine seama că 
pentru acviferele cu suprafaţă liberă Seo = me şi se obţine: 
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unde p' = 1 H este presiunea pe patul impermeabil pe aceeaşi verticală. Deoarece în para

graful 2.4 s-a arătat că ~ = 1 se obţine pentru E valoarea zero. 

(3.87) 

În cazul acviferelor sub presiune, pentru curgerea laminară cota unui punct material P de 

viteză iJ, rămâne constantă în timp, adică !~ = O, fapt pentru care expresia lui E, (3.85), 
devine: 

(3-.88) 

Pentru a obţine anularea lui E şi în acest caz, este necesară o ipoteză suplimentară: coefi
cientul de variaţie a înmagazinării eficace nu trebuie să varieze cu presiunea, adică: 

(3.89) 

Rolul acestei condiţii suplimentare în anularea expresiei lui E (3.88) poate fi arătat mai uşor 
cu ajutorul graficului din figura 3.4. Din (3.89) rezultă: 

Se1 = const. (3.90) 

care este reprezentată grafic prin dreapta (sau segmentul de dreaptă) paralelă cu axa Op. 
Din definiţia lui Se1 şi condiţia (3.90) rezultă: 

(3.91) 

Figura 3.4 
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Deci funcţia 1meM în graficul din figură poate fi reprezentată printr-o dreaptă cu panta 

pozitivă şi care trece prin origine, proprietate ce rezultă din semnificaţia fizică a funcţiei. 

Din figura 3.4 şi din relaţia (3.91) rezultă: 

a ,meM ,meM 
tana = -a (,meM) = Sel = -- ⇒ Sel - --- = o 

p p p 

Deci: 

E = ]!_ a, [s - ,meM l = o ,2 {)t el p 

ln acest caz relaţia (3.84) devine: 

oh . d ( J/) 'i - - K,dzv(H · grad h) = m ,K,- -
'--e ot e dt ,K 

(3.92) 

(3.93) 

şi ea reprezintă forma locală a legii difuzivităţii hidraulice prin medii poroase pentru curgerea 

laminară foarte lentă în regim staţionar sau slab nestaţionar care satisfac şi condiţiile ~~ = O 

şi ag~1 = O. Pentru acestă lege se mai pot obţine încă alte trei forme. 

Prin împărţire cu K, şi simplificare cu g a membrului drept se obţine: 

Se oh . d ( H) -- - dzv(H · grad h) = m p- -
K, ot e dt pK, 

(3.94) 

Membrul drept poate fi înlocuit dacă se ţine cont de relaţia: 

din care: 

Prin înlocuire în relaţia (3.94) se obţine: 

-- - dzv(H • gradh) = - -- - --(pm ) Se oh . d (meH) H d 
x:,m . & K, ~& e 

(3.95) 

Si această formă poate fi modificată ţinând cont de : 

-Kgrad h = v 

şi de legea de continuitate pusă sub forma : 

Prin înlocuire în relaţia (3.95) se obţine: 
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Se 8h d. (H .... ) d (meii) meH d . .... --+ zv -v =- -- +--· zvu 
K at K dt K K 

Această formă poate fi modificată la rândul ei ţinând cont de: 

(
H .... ) d. (H .... ) meHd. .... .... d (meH) div K v = zv K meu = K zvu + ugra K 

şi de dezvoltarea derivatei substanţiale din membrul drept: 

d (meH) _ 8 (meH) .... d (meH) - -- - - -- + ugra --
dt K ot K K 

Prin înlocuire în relaţia (3.96) se obţine: 

(3.96) 

(3.97) 

Ecuaţia fundamentală de difuzivitate hidraulică poate fi pusă şi sub formă globală. Prin in
tegrarea relaţiei (3.96) pentru oricare volum inclus într-un acvifer reprezentat prin domeniul 
de dezvoltare al unei roci poroase sau fisurate saturate cu apă eliberabilă se obţine: 

J i !~ dV + J div (~ v) dV = J [! (m~H) + m~H divu] dV 
V(t) V(t) V(t) 

Termenul doi din membrul stâng poate fi transformat cu ajutorul formulei Gauss - Ostro
gradski, iar membrul drept reprezintă derivata substanţială a integralei de volum. Cu aceste 
observaţii relaţia precedentă se poate scrie: 

J SeohdV + f H vdw = ~ J _meH dV 
K ot K dt K 

(3.98) 

V(t) w(t) V(t) 

sau conform cu forma locală pusă sub forma (:3.97): 

J o (meH) dV f H .... d .... _ d J meHd - -- + -v w - - -- V 
ot K K dt K 

(3.99) 

V(t) w(t) V(t) 

Dacă volumul V(t) se referă la un întreg acvifer atunci relaţia (3.99) exprimă un aspect 
cantitativ cu privire la dinamica încărcăturii acviferului corespunzătoare posibilităţilor de 
descărcare şi încărcare posibilitate exemplificată în schema de principiu reprezentată în 
tabelul 3.1. 

RelaUa (3.98) mai poate fi scrisă sub forma: 

( / 
Se oh f ll .... ....) [ / mel/ ] K ot dV + K vdw dt = d KdV 

V(t) '-"(t) V(t) 
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Ea poate fi integrată in rapoll \..,u :,;rnpul, <le la momentul iniţial t0 la un moment oarecare 
t, când volumul acviferului poate varia şi el de la V(t0 ) la V(t). În acest caz relaţia obţinută 
reprezintă evoluţia încărcăturii hidrodinamice a unui acvifer, adică: 

j (1 i~~dV + f ~vdw) dt = J m~H dV- J m~H dV 
to V(t) w(t) V(t) V(t0 ) 

(3.100) 

ln tabelul 3.1 sunt prezentate schematic exemple de mecanisme posibile de încărcare -

descărcare a unui acvifer în scopul ilustrării dinamicii sale. 

Unitati posibile cu care Sensul Locul prin care are loc 
acviferul schimba apa schimbului de apa schimbul de apa cu unita-
prin incarcare-descarcare tea 

de pi:cc::1p1.tat1.c atmastc !J;:m, 1:;Qa.tc C:~ <Ic 11.CC:-CS ~ta:;,c 
~pe i:1.c:a s1 cc:Ddcl5mc :ln A a,;:,.U,ca: s1 1Np:..e..t;a •~ ca: so.l 

mctca:c1.c:c 
l<=Em <Ic 11,1:1;11,ti,c, c:1:ap1tw:1,:l:ism1, 

<Ic evapotxzm.sp11:at1.c ~ ,p,olmi c:a.cs~e ,-etc:. 

lllpe :imtw:l!J.oe de supz: llf!llt ll : J:a:m::1 , I C 21:::ID supcllf!ete - l.:ln1i <Ic emei:1=-
I 

~1, etc:. IA ta, e• vcm:e <Ic lnol. 51 d.e l:im4 

cmmic , u1.gn:t11, V li!J:m ~:I.Li! S:l aals.1%:1..Li! ==-
~,CllJ:1. pitw:i 5:1 t:ccntw::1 ,Cil.O,c SlU l!lt!Ulll1lal::l..l.ol: 4e ape de I 

<Ic :1n1cc:tic 11. ape:1 1n I s:upi:data .--iat,. , pz:1D I e12a & 
de ~ .. ,c_ -i:atu ca,cespmsatOBJ:,o sup,cd,ote-

Dl:cam:i, p.,.tw:1 51 l.a:c llgl:1.c:o1e ll1.gllte 51 pc:ln pe,cet~ 
amen&-:'JUC :i::a:a1tu% 1. <Ic C!aptm:e a F Juecu::l..l.m: 4e eap,aJ:,o 51. :lnject1.e 

a-1 <UD ~CJ:1111 a a:pe1 ~/ :ln SllbtCJ:a:L 

1lcvU-c1:,c :b:L1Ra~te :.cpu:11.tc E 
Pl:Ul eci:-~ 1.1.t~e serrd..pei:-• 

p:1n ,oC!:cllllC litol.og1C!e 5em1.etzm.se lld..1e &! sepai:ue a = IM!=e1:o!! 

kv:1.:1:c:ce :lnvec1.,c,atc a:l:latc 1n R l!:c:m :i:1:a1t:t.e1:cl.c de c:=ta.c:t 

C!aita.c:t dil:ec:t de t1p p1.em1nt1111. 4:1.at,ce ac\ti:l:e,ce 

:.1111 c:m:.t:1.c: 

Tabelul 3.1 

3.4. O clasificare posibilă a modelelor de curgeri subterane 
Legea difuzivităţii hidraulice obţinută sub forma (3.93): 

(3.101) 

ca şi următoarele trei forme (3.94), (3.95), (3.96), toate sunt valabile pentru curgerea lami

nară foarte lentă, în regim staţionar sau uşor nestaţionar cu cele două condiţii suplimentare 

~~ = O pentru ambele tipuri de acvifere şi cu 05;1 = O numai pentru cele sub presiune. 

Această lege mai poate fi pusă şi sub altă formă dacă se dezvoltă derivata substanţială din 

membrul doi: 
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Se~~ - Kdiv(H · grad h) = me,K :t ( ;J + ,Kvgrad ( ;~) (3.102) 

Această formă a legii difuzivităţii permite un mod de împărţire a modelelor mişcărilor 
apei hidrodinamic active prin acvifere de la simple la foarte complicate în funcţie de regimul 
de curgere, staţionar sau nestaţionar, de prezenţa sau absenţa unor surse auxiliare de apă. 

Dacă se parcurge drumul invers obţinerii legii difuzivităţii (3.102), se constată că cei doi 
termeni care nu conţin derivate în raport cu timpul din această lege au fost obţinuţi prin 
dezvoltarea şi transformarea lui div(pv) din legea continuităţii (3.35), iar ceilalţi doi care 
conţin ;t au fost obţinuţi din &(~~e), cel de-al doilea termen al aceleiaşi legi (3.35). 

Cei doi termeni proveniţi din transformarea div(pv) exprimă sub o formă mai puţin 
vizibilă, vitezele a două mişcări simultane. 

Din punct de vedere dimensional termenii celor două legi (3.35) şi (3.102) diferă. Termenii 
legii continuităţii au dimensiunile variaţiei densităţii curentului de masă pe unitatea de 
lungime sau ale variaţiei locale a densităţii apei hidrodinamic active în unitatea de timp, 
pe când termenii legii difuzivităţii (3.102) au dimensiunile unei viteze sau ale unui debit 
specific, adică ale unui debit corespunzător unităţii de arie perpendiculară pe direcţia de 
curgere. Această deosebire apare deoarece pe parcursul transformărilor legii continuităţii 
acesta a fost înmulţită cu H / p. 

Astfel fiecare membru al relaţiei (3.102) reprezintă o curgere. Membrul unu seamănă 
ca formă cu legea continuităţii (3.35), pe când membrul doi seamănă mai puţin evident. 
Fiecare dintre ei are aceeaşi structură, un termen care conţine derivata în raport cu timpul , 
iar cel de-al doilea distribuţia în spaţiu a mărimilor ce caracterizează curgerea. Termenii care 
conţin derivata în raport cu timpul arată comportarea în timp a mărimii care caracterizează 
curgerea. De exemplu, în cazul curgerii reprezentată de membrul unu al relaţiei (3.102), 
în care mărimea caracteristică este cota piezometrică h, se poate spune că ea reprezintă 
curgerea principală dintr-un anumit domeniu al acviferului. Cota piezometrică poate fi 
determinată în spaţiu şi în timp, fie numai de sursele principale care asigură mişcarea în 
acvifer, fie şi de surse auxiliare sau numai de acestea din urmă. Efectul surselor auxiliare 
este conţinut în membrul doi al legii difuzivităţii (3.102). Exemple de surse auxiliare pot fi 
luate din tabelul 3.1 sau din cazurile tratate la mişcări cu surse auxiliare ( cap. 5 , 7). Dacă 
nu există surse auxiliare membrul doi al relaţiei (3.102) sau (3.101) este nul. 

Din relaţia (3.102) rezultă că derivata locală a cotei piezometrice stabileşte caracterul 

mişcării. Dacă t~ = O mişcarea reprezentată de membrul unu este staţionară. Dacă ~~ i- O 
mişcarea este nestaţionară. 

Până aici pot fi distinse două modele de curgeri subterane pentru care legea difuzivităţii 
(3.102) îmbracă forme particulare. 

Curgerea staţionară fără surse auxiliare are ca lege a difuzivităţii: 

Kdiv[H grad h] = O (3.103) 

Curgerea nestaţionară fără surse auxiliare are ca lege a difuzivităţii: 
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(3.104) 

Dacă există surse auxiliare trebuie luat în consideraţie şi membrul doi al relaţiei (3.102). 
Dar şi membrul doi are doi termeni. Dacă primul termen al acestuia, care conţine derivata 

în raport cu timpul, este şi el nul ca şi !~ atunci contribuţia sursei auxiliare se reduce la 
a modifica ecuaţia suprafeţei piezometrice, regimul de curgere rămânând tot staţionar. În 
acest caz se defineşte curgerea staţionară cu sursă auxiliară pentru care legea difuzivităţii 

devine: 

-K,div[Hgrad h] = ,K,vgrad ( ,: ) (1.105) 

Dacă într-un acvifer există sursă auxiliară care funcţionează m regim nestaţionar şi 

încărcarea sau descărcarea acviferului de către sursa principală se face tot în regim 
nestaţionar, toţi termenii relaţiei (3.102) vor fi diferiţi de zero. În acest caz se defineşte o 
curgere nestaţionară cu sursă auxiliară pentru care legea difuzivităţii conţine toţi termenii, 
adică: 

âh . â ( H ) _ ( H ) Se ât - !Cdzv(H · grad h) = me,K, ât ,IC + ,K,vgrad ,K (3.106) 

sau: 

(3.107) 
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CAPITOLUL 4 

CURGEREA STATIONARA FARA SURSE AUXILIARE 

4.1. Aspecte generale 
În capitolul precedent s-a arătat că o asemenea curgere are o lege a difuzivităţii de forma: 

->Cdiv(Hgrad h) = O ( 4.1) 

Debitul elementar de apă hidrodinamic activă printr-o secţiune a curentului este prin 

definiţie: 

dQ = v-dw 

Elementul de suprafaţă pe secţiunea w' normală pe direcţia locală de curgere poate fi scris: 

dw = nHdlo 

în care H este înălţimea secţiunii, iar [0 este lăţimea frontului normal pe direcţia de curgere. 

... 
H li< n li< di$ 

Figura 4.1 

Debitul prin elementul de suprafaţă va fi: 

H 

dQ = v · dw = vnHdl0 = vHdl0 = qdl0 

unde s-a notat cu q = vH o nouă mărime - debitul unitar a cărui semnificaţie fizică rezultă 

din relaţiile precedente. Acesta poate fi scris: 

dQ 
q = dlo pentru q = q(l0 ) 

q = Q pentru q = constant 
Io 
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Debitul unitar poate f-i scris convenţional şi vectorial, iar dezvoltat ca expresie cu ajutorul 
legii lui Darcy devine: 

q= Hv= -KH · grad h (4.3) 

Cunoaşterea acestei noi mărimi q = ij(_ r) prezintă interes practic deoarece cu ajutorul ei se 
pot determina alte mărimi: 

- viteza de filtrare: v = ij/ H 
-debitul: Q = J iJdw prin orice secţiune w' a curentului de apă 

w' 

-cota (sarcina) piezometrică funcţie de punct h = h(P) în diferite condiţii în funcţie 

de tipul de simetrie pe care o prezintă acviferul, operaţiune ce se poate realiza chiar prin 
integrarea relaţiei de definiţie: 

-HKgrad h = ij 

Deci în cazul studiului curgerilor cu nivel staţionar şi fără surse auxiliare pot fi folosite două 

relaţii: 

Legea difuzivităţii K,div(Hgrad h) = O ( 4.4) 

Legea Darcy - HKgrad h = Hv = ij ( 4.5) 

Ele pot îmbrăca forme uşor diferite pentru cele două tipuri de acvifere: cu suprafaţă 

liberă şi sub presiune: 

-În cazul curgerilor cu suprafaţă liberă, relaţia care leagă diferite moduri de exprimare a 

cotei piezometrice permite ca cele două legi să se scrie sub altă formă: 

Rezultă: 

p 
h = z + - + const = z0 + H + const 

; 

Kdiv[ll grad(z0 + H)] = O 

-KHgrad(zo + H) = HiJ = ij 

( 4.6) 

(4.7) 

care la rândul lor pentru un acvifer cu patul impermeabil presupus plan orizontal, zo = 
constant ⇒ grad z0 = O, devin: 

"divgrad(H2
) = O (4.8) 

-KHgrad H = Hv = q ( 4.9) 

Relaţia ( 4.8) mai este cunoscută şi sub denumirea de ecuaţia lui Forchheimer. 
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- În cazul curgerii sub presiune (H = M) relaţiile stabilite pentru curgerea cu nivel 

staţionar şi fără sursă auxiliară se scriu: 

div(Mgrad h) = O (4.10) 

-KM grad h = Mv = ij ( 4.11) 

pentru acviferele sub presiune cu grosime constantă (M = const), cele două relaţii devin: 

divgrad h = O 

-KM grad h = Mv = ij 

Pe baza relaţiilor obţinute vor fi studiate câteva modele ale curgerii. 

4.2.Curgeri vertical plane 

(4.12) 

(4.13) 

În cazul unei frontiere rectilinii de descărcare sau reîncărcare a unor acvifere se poate 

face ipoteza că în plane verticale, perpendiculare pe direcţia frontierei şi paralele între ele, 

pe distanţe suficient de mari faţă de frontieră şi pe o durată suficient de mare curgerea 

se menţine practic identică în oricare dintre planele verticale şi paralele între ele. Planele 

definite coincid şi cu direcţia de curgere în acvifer. 

Pentru curgeri vertical plane pentru care se alege un sistem cartezian cu axa OX de-a 
lungul curgerii şi axa OZ verticală, relaţiile (4.6) şi (4.7), pentru acviferele cu suprafaţă 
liberă, se reduc la: 

K,.!!_ [H (dzo + dH)] = O 
dx dx dx 

iar relaţiile (4.10) şi (4.11) deduse pentru acviferele sub presiune se reduc la: 

.!!_ (M dh) = O 
dx dx 

dh 
-KM- = qx = Mvx 

dx 

In continuare vor fi prezentate câteva cazuri de mişcări plan - verticale. 

4. 2.1. Curgerea vertical - plană într-un mediu omogen 

( 4.14) 

( 4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

Dacă şi mediul constituent al acviferului este omogen, adică K, = constant ( =} grad K = 

O;div K, = O) atunci relaţiile (4.14) şi (4.15) pentru acviferele cu suprafaţă liberă devin: 
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i_ [-K,H (iJ,:.:u + dll)] = O 
dx dx dx 

(
dz0 dH) -K,H -+- =q=Hv 
dx dx 

combinând cele 2 relaţii se obţine: 

q = constant 

Pentru un acvifer sub presiune cu K, = constant relaţiile (4.16) şi (4.17) devin: 

i_ (-K,Mdh) = O 
dx dx 

dh 
-KM- =q= Mv 

dx 

Combinând şi aici cele două relaţii rezultă: 

dq 
dx = O =} q = constant 

4.2.1.l. Exemple de curgeri plan verticale cu suprafaţă liberă 

( 4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

( 4.21) 

(4.22) 

( 4.23) 

a) Curgerea cu suprafată liberă, vertical plană,într-un mediu omogen cu patul imperme
abil plan orizontal spre un dren 

z 

-- - - ·- -- - - - - - . -- --· -- - - .. - - . -· ·- - - - - -- - - - - - - -

----+ p:>ren H 
o 

Figura 4.2 

H -V 

➔ 
q 

X 

Având în vedere sensul curgerii din acvifer, impus de dren şi sensul axelor SC- ului cele 
două legi vectoriale pentru curgerea cu suprafaţă liberă ( 4.6) şi ( 4. 7) devin pentru acest caz: 

->Ci_ [H (dz0 + dH)] = O 
dx dx dx 

(4.24) 
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-KH (dz0 + dH) = -q 
dx dx 

( 4.25) 

la care dacă se adaugă K = constant ( mediu omogen), pat orizontal ( ~ = O) se obţine: 

.!!_ [-KHdH] = O 
dx dx 

YHdH -- q "-' ::::} q = constant 
dx 

Ultima lege se mai poate scrie : 

HdH = ~dx ( 4.26) 

Ecuaţia poate fi integrată între diferite limite: 
- Pentru a obţine ecuaţia curbei de nivel va fi integrată de la zero la x, respectiv de la 

Ho la H: 

( 4.27) 

reprezintă ecuaţia curbei de nivel şi este un arc de parabolă, parabola fiind simetrică în 

raport cu axa O X. 
-Pentru ~ obţine expresia debitului unitar ecuaţia diferenţială este integrată de la X1 la 

x2 , respectiv de la H1 la J/2 : 

K H 2 - H 2 

q=-• 2 1 
2 X2 - X1 

( 4.28) 

Relaţia se numeşte relaţia Dupuit şi permite calculul debitului dacă se cunoaşte K şi 

nivelele J/1 , H2 în două piezometre aflate pc o direcţie perpendiculară pe frontiera drenului 
la distanţele x 1 respectiv x 2 de aceasta. 

b) Curgerea cu suprafată liberă, vertical plană într-un mediu omogen cu patul imperme
abil plan orizontal într-o zonă de interfluviu. 

Frontierele de încărcare şi de descărcare fiind tot rectilinii şi paralele curgerea este tot 
vertical plană. Ea este identică în- plane verticale paralele aşezate de-a lungul direcţiei 

de curgere. Pornind de la legea difuzivităţii(4.4) şi legea lui Darcy (4.5) pentru curgerea 
staţionară, fără surse auxiliare, cu suprafaţă liberă: 

-Kdiv[Hgrad h] = O ş1 - KHgrad h = if 

- cu h = z0 + H + const 

şi scrisă pentru mişcarea vertical plană cu K = constant şi z0 = constant se obţine: 
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z 

I 

I 

I 

I 

I IH 
I 
I I 
I I 

I / 

{ 
d: [-KH~!] 

-KHdH 
dx 

o 

⇒ dqx = O :::::} qx = constant 
dx 

L Xy 

S-a notat cu qx proiecţia vectorului q pe OX deoarece nu se cunoaşte sensul curgerii în 
acvifer. Se ştie doar că H0 > lh. Din a doua ecuaţie diferenţială se obţine forma: 

K, 2 
--d(H ) = qxdx 

2 
sau 

Integrată de lax= O lax, respectiv de la H0 la H se obţine ecuaţia curbei de nivel: 

H 2 = H6 - 2
qxx 
K 

( 4.29) 

Ea este o parabolă simetrică în raport cu axa OX. Dacă aceeaşi ecuaţie se integrează de la 

x = O la x = L, respectiv de la Ho la HL se obţine: 

deci curgerea are loc în sensul axei OX. 
- Coordonatele vârfului parabolei sunt: Zv = Hv = O şi Xv = HtlC > O 
- Relaţia dintre xv şi L rezultă din: 

H;KL H5 
K(H2 - H2) = L H2 - H2 > L ⇒ Xv > L 

O L O L 

4.2.1.2. Exemplu de curgere plan verticală într-un acvifer sub presiune, omogen 
Curgerea sub presiune, vertical plană, spre un dren într-un strat acvifer omogen plan 

orizontal cu grosime uniformă 

Legile curgerii staţionare fără surse auxiliare sub presiune (4.10) şi (4.11) scrise pentru 
curgerea plan - verticală din acest caz devin: 
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z 

Figura 4.4 

d dh 
-K,-(M-) = O 

dx dx 

dh 
-K,M- = -q 

dx 

iar pentru strat omogen K, = constant ecuaţiile se scriu astfel: 

{ 
d: (KM~;) = O 

K,Mdh = q 
dx 

=> dq = O => q = constant 
dx 

I 
I 

K 

( 4.30) 

( 4.31) 

Legea a doua poate fi pusă sub forma dh = wdx. Dacă este integrată de la o la X' 

respectiv de la ho la h se obţine ecuaţia curbei piezometrice: 

h = h0 + K,~x (4.32) 

care este o dreaptă cu pantă pozitivă, ca în figura 1.4. 
Dacă ecuaţia se integrează de la O la L, respectiv de la h0 la hL se obţine modulul 

debitului unitar: 

q = K,M(hL - ho) (4_JJ) 
L 

în care s-a notat cu L distanţa faţă de frontiera drenului la care începe să nu se mai simtă 
influenţa drenului şi unde cota piezometrică este hL, 

4.2.2. Curgerea vertical - plană într-un mediu neomogen 

4.2.2.1. Curgerea sub presiune, vertical plană, într-un acvifer cu grosime uniformă şi 
orizontal, neomogenitatea constând în variaţii discontinue de conductibilitate hidraulică 
după plane dispuse perpendicular pe feţele stratului şi pe direcţia de curgere 
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z 

/:---_ ....... piezometrica 
/ : ~,______ 

/ 1 ,, ~ 
I . " J. 
~ 1111/1//// 1/f /// li //III<) 

1 
I Ji I : h_ / ; 

\ I I I ~, I 

\ K1 'I Kll 11 

--- \1 - \J \, 

o X 

Figura 4.5 

Curgerea va fi uniformă, cu acelaşi debit unitar chiar dacă fiecare domeniu este caracterizat 
de o altă conductibilitate hidraulică, deoarece în fiecare domeniu K= constant. Legile de 
curgere vor fi aceleaşi ca în cazul curgerii de la 4.2.1.2 numai că ele vor fi aplicate pentru 

fiecare domeniu omogen în parte: 

{ 
d: (-K,M~;) = O 

-KM~; = q 

=} dq = O =} q = constant 
dx 

Legea a doua pusă sub forma: dh = -,½,dx va fi integrată separat pentru fiecare 
domeniu: 

ŞI 

h' x' 

h, h q ( ') h qLn = 2 + KnM x2 - x = 2 + KnM 

Comparând cele două expresii ale lui h' se obţine modulul debitului unitar: 

( 4.34) 

59 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Curba piezometrică pentru fiecare domeniu este câte un segment de dreaptă cu pante 
negative diferite şi care au un punct comun de coordonate (x', h'). Dacă cele două con

ductibilităţi hidraulice se află în relaţia K.1 < K.u atunci pantele celor două drepte vor fi 
- IC;M < -~, iar cele două segmente vor corespunde celor din figura 4.5. 

Dacă expresia debitului este înmulţită sus şi jos cu L = Li+ Lu se obţine: 

_ LI + L II M h 1 - h2 
q- h+.f.u.· L 

IC1 IC11 

Dacă se notează conductibilitatea hidraulică echivalentă cu K1. 

atunci: 

L1 + Lu _ k, 
f1. + .f.u. - l. 
K1 IC11 

(4.35) 

( 1.36) 

(4.37) 

Dacă se compară această expresie cu aceea a debitului într-un acvifer sub presiune dar 

omogen [q = ,cf ( hL - h0 )] se constată că debitul unitar pentru curgerea într-un strat acvifer 
sub presiune neomogen ca în modelul studiat poate fi obţinut printr-o curgere la aceeaşi 

diferenţă piezometrică (h1 - h2 ) pe aceeaşi lungime L într-un strat acvifer cu aceeaşi grosime 

M, dacă acesta are conductibilitatea hidraulică K, 1. definită mai înainte. 

Dacă există n domenii succesive şi omogene cu valori diferite ale lui K. şi anume 

K-1, K.u, K.u1, ... , Kn, fiecare având lungimea Li, Ln, Lui, ... , Ln, atunci conductibilitatea 
hidraulică echivalentă are expresia: 

(4.38) 

4.2.2.2 Curgerea sub presiune, vertical plană, într-un acvifer cu grosime uniformă şi 

orizontal, neomogenitatea constând în variaţii discontinue de conductibilitate hidraulică 

după plane dispuse paralel cu feţele stratului şi cu directia de curgere 

z 

I 
/ I 

/ I 

I ' ' \ hl j(ll/t/tt/l/////1 ✓ t//tc/J 

( ,1, ~ b ~\ 

I 
I lM_ I .,.___ I I 

I I ,-71 K11 
M I I I \ 

\ I tt-- - - -.- - - ----, 'h_ 

\II' I o 
1 

1
M K •v- I I \\I,' J 1 I I 

// 
X 

Figura 4.6 
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Legile aplicate cazului precedent sunt valabile şi aici numai că ele se aplică separat celor 
două domenii suprapuse cu conductibilităţi hidraulice diferite. Deci: 

dh 
-KM-=q 

dx 

Curgerea fiind asigurată în ambele strate simultan de aceeaşi sursă principală, cota piezo
metrică este practic independentă de numărul stratelor. Debitul unitar total ij va fi egal cu 

suma debitelor prin fiecare strat (if1, respectiv ifII), Deci se poate scrie: 

q1 + qII = q 

dh dh 
=> -K1M1- - KIIMII- = q 

dx dx 

Se rezolvă separat cele două ecuaţii diferenţiale pentru fiecare strat în parte şi se obţine 
pentru fiecare dintre ele: 

dh = - qII dx 
KIIMII 

Se integrează fiecare din ele pe două domenii, de la x 1 la x respectiv de la h1 la h şi de lax 
la x 2 , respectiv h la h2 ; se obţine pentru prima ecuaţie: 

şi pentru a doua ecuaţie: 

qII 
h = h1 - K, M ( X - X1) Şl 

II II 
qII ) h = h2 + K M (x2 - x 
II II 

( 4.39) 

( 4.40) 

Toate cele 4 ecuaţii h = h( x) exprimă acelaşi lucru, ecuaţia curbei piezometrice care şi 
în acest caz este o dreaptă cu panta negativă, ca în figura 4.6. Întrucât panta lor e aceeaşi 
din egalarea lor se obţine: 

(4.41) 

Eliminând pe (h + q1x/K1MI) între ecuaţiile (4.39) obţinute pentru primul strat şi pe 
(h + qnx/K11Mu)întrc ecuaţiile (4.40) obţinute pentru stratul 2, se obţin expresiile celor 

două debite unitare. 

( 4.42) 

( 4.43) 
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• 

iar debitul unitar total va fi: 

( 4.44) 

Membrul 2 al acestei expresii se înmulţeşte şi se împarte cu M = M1 + Mu şi se obţine: 

q = K1M1 + KuMu Mh1 - h2 
M1+Mu L 

Se notează conductibilitatea hidraulică echivalentă cu K:11: 

K _ K1M1 + KuMu 
li - M1 + M11 

( 4.15) 

şi se obţine pentru debitul unitar total: 

(4.46) 

Dacă se compară expresia ( 4.46) cu relaţia ( 4.33) obţinută pentru curgerea sub presiune 
spre un dren ( din paragraful 4.2.1.2) se constată că debitul unitar pentru curgerea într
un strat acvifer sub presiune, neomogen - format din strate omogene orizontale, poate fi 
obţinut printr-o curgere la aceeaşi diferenţă piezometrică ( h1 - h2 = hL - ho) pe acelaşi 
segment de lungime L într-un strat acvifer cu aceeaşi grosime M = M1 + Mu dacă acesta 
are conductibilitatea hidraulică K: 11 defintă mai înainte. 

Dacă există n straturi succesive plane paralele orizontale de grosimi constante M 1 + 
Mu + M1u + · · · + Mn = M fiecare având conductibilitatea hidraulică K1, Ku, Ku1, · · ·, Kn, 
şi aceeaşi lungime L, atunci conductibilitatea hidraulică echivalentă ar avea expresia: 

n 

"L,K;M; 
K:11 = _i=-~-

L, M; 
i=l 

4.3. Curgerea compusă în regim staţionar fără surse auxiliare 

(4.47) 

Există cazuri când două sau mai multe curgeri vertical plane se întâlnesc dând na~tere 
unei curgeri rezultante. În figura 4. 7 este reprezentată, într-o secţiune plană orizontală, 
concurenţa a patru curgeri, axa OX fiind aleasă de-a lungul curgerii rezultante. În acest 
caz mişcarea rezultantă poate fi obţinută prin compunerea celor patru curgeri concurente. 

Pentru fiecare dintre acestea se poate scrie legea difuzivi tă ţii ( 4.1) şi legea lui Darcy sub 
forma ( 4.3), în ipoteza unui mediu omogen şi izotrop: 

-K,div(Hgrad h)j = O (4.48) 

( 4.49) 
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y 

Figura 4.7 

iar pentru mişcarea rezultantă: 

I 

I 
I 

4 4 

-Kdiv(Hgrad h) = -KLdiv(Hgrad h)i = -Kdiv L(Hgrad h)i = O (4.50) 
j=l i=l 

4 4 4 

-KHgrad h = -K L(Hgrad h)j = L/Hv)j = L fi = ij 
j=l j=l 

Legile ( 4.50) şi ( 4.51) pot fi aplicate în diferite cazuri particulare. 
4. 3.1. Curgerea compusă în acvifere cu suprafaJă liberă 

(4.51) 

Pentru un acvifer cu suprafaţă liberă, omogen şi izotrop, având patul impermeabil plan 
orizontal se ţine seama de: 

h = z0 + H ş1 z0 = constant 

iar cele două legi devin: 

4 

-Kdivgrad(H2
) = -Kdiv Lgrad(H2 )i = O 

j=l 
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(H2) 4 

[ (H2) -j 
4 

-K,grad 2 = -K,~ grad 2 j = ~fj = ij ( 4.53) 

Tinând cont de orientarea axelor OX şi OY din figura 4.7 expresia ( 4.53) se scrie: 

( 4.54) 

Deoarece 8
~

2 
= O rezultă că H 2 = f ( x) şi prima ecuaţie ( 4.54) se poate scrie: 

dH
2 = - ~ (t qi cos ai) dx 

3=1 

( 4.55) 

Integrată de la H0 la H şi de la x 0 la x se obţine ecuaţia suprafeţei libere a curentului 
rezultant: 

( 4.56) 

4-3.2 Curgerea compusă în acvifere sub presiune 

ln ipoteza că acviferul este omogen şi izotrop, de grosime constantă M şi patul imper
meabil orizontal, corespunde unei configuraţii în plan orizontal reprezentată în figura 4.7, 
legile ( 4.50) şi ( 4.51) se scriu: 

4 

-Kdiv(Mgrad h) = -K,div L(Mgrad h)j = O 
j=l 

4 4 

-K,Mgrad h = -K, L(Mgrad h)j = L q--; 
j=l 

Proiec;tată pe axele O X şi OY relaţia ( 4.58) devine: 

âh 4 

-K,M- = ~ qcosa 
âx L.,,, 1 1 

j=l 

oh 1 

-K,M- = ~ qsina = O ây L.,,, J J 
J=l 
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Din Cnre raind.Ile: 

dh = -K~ (tq3 coso:3) dx 
J=l 

( 4.60) 

iar prin integrare de la h0 la h şi de la x 0 la x se obţine ecuaţia suprafeţei piezometrice a 
curentului rezultant: 

h = ho- K,~ (tq3 coso:3) (x-x 0 ) 

J=l 

(4.61) 
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CAPITOLUL 5 

CURGEREA STATIONARA CU SURSA AUXILIARA 

5.1. Aspecte generale 
Aşa cum s-a arătat în paragraful 3.3.5 legea difuzivităţii pentru această curgere este: 

-Kdiv[Hgrad h] = '"'lvKgrad (;) 

Această lege poate fi pusă şi sub alte forme, uneori mai utile în aplicaţii. De exemplu: 
- Primul membru poate fi dedus din dezvoltarea următoarei expresii vectoriale: 

div[KHgrad h] = Kdiv(Hgrad h) + H(grad h)gradK 

din care se obţine: 

-Kdiv( H grad h) = div( -KH grad h) + H (grad h )gradK 

care cu ajutorul legii lui Darcy: grad h = -v/K mai poate fi scrisă: 

-Kdiv( H grad h) = div( -KH grad h) - ~ vgradK 

( 5.1) 

(5.2) 

Se înlocuieşte { 5.2) în ( 5.1) şi prin dezvoltarea membrului doi se obţine o nouă formă a 
legii difuzivităţii: 

div(-KHgrad h) = '"'lvgrad ( ~) (5.3) 

Incă o formă a acelei~i legi se poate obţine dacă precedenta se scrie: 

grad ( Ii) 
div(-KHgrad h) - Hv H -, = o ( 5.4) 

-, 

Dar legea 1 ui Darcy pusă sub forma: -IC H grad h = H v = if permite să se scrie: 

d . - if d(H) ivq - --gra - = O 
HI '"'I '"'I 

(5.5) 

sau: 

1 d. _ ij d (H) H/, ivq - (H/,) 2 gra 1 = O (5.6) 

Deoarece: 

d. ( if ) 1 d. - - d ( 1 ) 1 . _ ij (H) 
iv H/, = ll/, ivq + qgra H/, = H/, dzvq- (H/,) 2 grad 1 
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" ... ~.,d formă a k~ii difu;!;ivităţii hidraulice pentru curi::,crea sta~ionară cu sursă auxiliară 

este: 

(5.7) 

Pentru aplicaţiile care urmează prezintă interes legea difuzivităţii pusă sub forma a doua 
- relaţia ( 5.3). În cazul curgerii staţionare cu sursă auxiliară şi cu suprafaţă liberă această 
lege poate fi în continuare transformată luând în considerare atât expresia cotei piezometrice 
pentru curgeri cu suprafaţă liberă: 

h = z0 + H + const 

cât şi semnificaţia fizică a membrului doi al legii: 

(5.8) 

Acest termen are dimensiunile unei viteze. Fiind vorba de deplasarea unui fluid, viteza lui 
poate fi considerată ca reprezentând debitul fluidului care traversează unitatea de suprafaţă. 
În cazul acviferelor cu suprafaţă liberă este vorba de debitul apei care traversează unitatea 
de suprafaţă liberă fie prin evaporaţie, fie prin infiltraţie. Se notează cu w debitul prin 
unitatea de suprafaţă, adică: 

1vgrad ( ~) = w (5.9) 

Denumirea lui w este si de modul de infiltraţie sau infiltraţia eficace, cu observaţia că 
mărimea respectivă este o funcţie de punct. Dacă descărcarea acviferului prin evaporaţie 
este mai mică decât reîncărcarea lui prin infiltraţia din precipitaţii sau condensare în sol, 
atunci w este pozitiv, în caz contrar este negativ. 

Deci legea difuzivităţii pentru un acvifer cu suprafaţă liberă se mai poate scrie în cazul 
curgerii staţionare cu sursă auxiliară: 

div[-KHgrad(z0 + H)] = w (5.10) 

Dacă patul impermeabil este orizontal ( z0 = const) legea devine: 

div [- ~grad(H)2] = w {5.11) 

în ipoteza că şi K = const 

divgrad(H)2 = - ~ (5.12) 

- Pentru curgerea staţionară cu sursă auxiliară, prin acvifere sub presiune, cu H = M, 
legea difuzivităţii (5.3) devine: 
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div(-JCMgradh) = ,vgrad ( ~) (5.13) 

Membrul doi al legii păstrează aceeaşi semnificaţie fizică şi anume reprezintă debitul de apă 

ce traversează unitatea de suprafaţă. De data acesta este vorba de suprafaţa care separă 
acviferul sub presiune de un alt acvifer secundar aflat în contact cu cel principal prin patul 

sau capacul semipermeabil al acestuia. Potrivit legii lui Darcy debitul care traversează 

unitatea de suprafaţă ( ceea ce este acelaşi lucru cu scalarul vitezei fluidului pe direcţia 

de curgere cu care traveresează suprafaţa) se poate exprima şi printr-o funcţie de punct de 

forma: 

(5.14) 

în care K,' şi M' sunt conductibilitatea hidraulică şi grosimea patului sau capacului semiper

meabil, adică a acelui strat semipermeabil care separă acviferul principal de cel secundar, 

acesta din urmă .având sarcina ( cota) piezometrică presupusă constantă şi egală cu cota 

piezometrică de la capul curgerii din acviferul principal ( h0 ). 

z 

Figura 5.1 

ln acest caz h reprezintă sarcina piezometrică în acviferul principal care este o funcţie de 

punct şi care pentru x = O ia valoarea h = h0 , iar (h - h0 )/ M' reprezintă raportul dintre 
variaţia sarcinii piezometrice prin mediul "poros" ( adică prin capacul sau patul semiper

meabil de grosime M' şi conductibilitate hidraulică K,') şi grosimea l\11', adică distanţa de-a 

lungul căreia are loc variaţia sarcinii piezometrice respective. Acest raport mai reprezintă 

viteza de variaţie a sarcinii piezometrice pe direcţia perpendiculară pe capacul sau patul 

semipermeabil al acviferului principal, sau proiecţia gradientului sarcinii piezometrice pe 
aceeaşi direcţie. Acest raţionament permite să se scrie: 

,vgrad (-M) = -K,'-h_-_h_o 
"I M' 

(5.15) 
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iar legea. <lifu,,; ;ita.'~ii hidraulice µcnlru curgerea staţionară cu sun,:i aLlx~liară, suo presiune, 

devine: 

. d v-,h - ho 
div(-KMgra h)=-1\.., M' (5.16) 

cu precizarea că dacă: 

a) ho - h < O ( h0 < h ), acviferul principal cedează apa către acviferul subordonat 

hidraulic (secundar) prin capacul sau patul impermeabil 

b) h0 - h > O ( h0 > h) , acviferul principal primeşte apa de la acviferul subordonat prin 

capacul sau patul impermeabil. 

Transferul de apă printr-un strat semipermeabil care separă două acvifere de sarcină 

piezometrică diferită este cunoscut sub denumirea de drenanţă. 

Intensitatea acestui transfer conform relaţiei stabilite (5.15), este condiţionată de 

mărimea raportului K' / M' pentru o diferenţă de sarcină piezometrică dată (h0 -h ). Raportul 

K,' / M' se numeşte parametru de drenanţă. O altă mărime caracteristică este transmisivitatea 

hidraulică a acviferului principal, care prin definiţie reprezintă: 

In ipoteza că T = K · 1\1 este constantă, legea difuzivităţii se poate scrie: 

TM' 
K'divgrad h = -(ho - h) 

De asemenea factorul de drenanţă,B, se defineşte cu ajutorul relaţiei: 

B = (T:.Y' = c~~~r, 
ln acest caz legea difuzivităţii se scrie: 

. (ho - h) 
divgrad h + B2 = O 

iar în ipoteza că ho = const se obţine: 

divgrad(h0 - h) - (~) 
2 

(ho - h) = O 

care este o ecuaţie de tip Helmholtz. 

5.2. Curgeri plan - verticale în regim staţionar cu surse auxiliare 
5.2.1. Curgerea vertical plană cu suprafaţă liberă 

(5.17) 

( 5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5.21) 

O asemenea curgere poate să aibă loc în zonele de interfluviu unde un acvifer cu suprafaţă 

liberă, în afară de mişcarea de filtraţie impusă de apa infiltrată din cele două râuri, poate 

ceda prin evaporare sau primi prin infiltrare de la precipitaţii căzute în interfluviu, în mod 

permanent apă prin suprafaţa liberă. Curgerea se poate menţine neschimbată în plane 

verticale paralele orientate după direcţia de ansamblu a curentului în acvifer. Planul XOZ 
al SC -ului a fost ales conform figurii 5.2, paralel cu planele verticale definite ale curgerii cu 

axa OX orizontală. Se consideră patul impermeabil orizontal, adică dz0 /dx = O, iar pentru 

început K = K(x). 
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z 

X 

Figura 5.2 

În aceste condiţii, cele două legi, difuzivitate (5.10) şi Darcy, se scriu prin proiecţiile lor 

astfel: 

~ (-K,HdH) = w 
dx dx 

-KHdli = q 
dx 

unde w şi q sunt mărimi algebrice (q proiecţia vectorului respectiv). din care rezultă: 

dq - = w sau dq = w · dx 
dx 

(5.22) 

- În ipoteza că w = const, ecuaţia diferenţială se poate integra uşor de la x = O la x, 
respectiv de la qo = (-KH<lf;t=o până la q = -KH<ij; şi se obţine: 

q = qo + W • X (5.23) 

ecuaţie ce reprezintă dependenţa lui q de x, adică variaţia debitului unitar de-a lungul 
curger11. 

Dacă se înlocuieşte expresia lui q din legea lui Darcy se obţine o ecuaţie diferenţială care 
integrată între limitele alese convenabil se ajunge la H = H(x), la q0 şi la alte forme ale lui 
q(x). Deci: 

(5.24) 

- ln ipoteza K, = const integrarea se simplifică mult. Integrată de lax = O lax, respectiv 
de la H0 la H se obţine ecuaţia curbei de nivel: 
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2 2 2qo w 2 H = H - -x- -x 
o K, K, (5.25) 

Înainte de a studia funcţia H = H ( x) trebuie obţinute expresiile pentru q0 şi q( x ). Pentru 
acesta se integrează ecuaţia (5.24) de lax= O lax= L, respectiv de la Ho la fh şi se obţine: 

din care: 

(5.26) 

iar prin înlocuirea lui q0 în expresia iniţială ( 5.23) a lui q se obţine: 

( 5.27) 

Studiul formei curbei de nivel se face căutând mai întâi valorile lui x = Xe pentru care 

funcţia atinge valori extreme şi apoi valorile extreme He ale lui H. 
Prin anularea derivatei se obţine: 

2HdH = _ 2q0 _ 2w x = 0 -+ 
dx K, K, 

2 

Xe = - Qo ŞI H 2 = H 2 + ~ 
w e 

O >Civ 

Din ecuaţia curbei de nivel ( 5.25) se observă că este vorba de o parabolă cu axa de 
simetrie verticală. Coordonatele vârfului, Xe şi H,,, şi orientarea parabolei în plan vertical 
depind de valorile şi semnele lui w şi q0 . Din expresia (5.26) a lui q0 se observă că el poate 
fi pozitiv pentru w < O sau pentru valori suficient de mici ale lui w dar pozitive; q0 poate fi 
şi negativ pentru w > O şi suficient de mare. Deci în funcţie de domeniile de valori ale lui w 

şi q0 se pot distinge mai multe cazuri. 
a) 

Qo > O 

Din relaţia q( x) = q0 +w·x se observă că, deoarece w > O, pentru orice valoare O < x < x 1 , 

q(x) > O, de unde rezultă şi sensul curgerii. 
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Figura 5.3 

b) 

2 

H; = HJ + ;°u, > HJ 

qo < O 

1-\,r 
I 

\ 

Figura 5.4 

Din relaţia q( x) = qo + w · x se observă că pentru x = Xe, q = qe = O,iar pentru domeniul 
de valori Xe < x < x 1 , q( x) > O, domeniu în care se schimbă sensul curgerii în acvifer ca o 
consecinţă a precipitaţiilor abundente. În acest sens apare şi creasta C a curbei de nivel. 

c) 

w <0 ⇒ 
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Figura 5.5 

Din relaţia q( x) = q0 + w · x se observă că pentru x = Xe, q = qe = O,iar pentru domeniul 

de valori Xe < x < L, q(x) < O. 
5.2.2. Curgerea vertical plană sub presiune 

O asemenea curgere poate să aibă loc în zonele de descărcare şi reîncărcare prin frontiere 
practic rectilinii şi paralele ale unor strate acvifere cvasiorizontale care pot ceda sau primi 
permanent apă prin paturile sau capacele lor semipermeabile. Curgerea se poate menţine 
neschimbată în plane verticale paralele, orientate de-a lungul direcţiei de ansamblu a curen
tului acvifer. Planul XOZ al sistemului a fost ales conform :figurii 5.6, paralel cu planele 
verticale definite şi cu axa OX orizontală. 

o 

z 

\ 
1

h0 

I 
I--....__"-'--....___-~--+-+---,-"-'--'-''----'--~~~~ I 

X L X 

Figura 5.6 

Deci în cazul curgerii staţionare cu sursă auxiliară sub presiune caracterizată printr-un 
factor de drenanţă B = (T M' / K,') 1/ 2 = constant, în care sarcina piezometrică este funcţie 

numai de x, h = h(x ), legea difuzivităţii de tipul ecuaţiei Helmholtz: 

divgrad(ho - h) = G) 2 

(ho - h) 
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se seri~ 

(5.29) 

În această ecuaţie s-a presupus h0 = const, T = KM = const. Deci legea lui Darcy 

pentru acviferul principal proiectată pe OX : 

se mai poate scrie 

dh 
-KM-= q 

dx 

v d(ho - h) 
"'M---=q 

dx 

şi care pentru x = O ia valoarea particulară: 

KM (d(ho - h)) = qo 
d.T x=O 

sau 

(
d(h0 - h)) 

dx x=O 

Pentru integrare, ecuaţia difuzivităţii trebuie pusă sub o altă formă; mai întâi se 
înmulteşte cu 2d(h~;h): 

[
..!f._(ho - h)] . 2d(ho - h) = (2-)2 (ho - h). 2d(ho - h) 
dx 2 dx B dx 

sau 

[ 
d2 l d( h0 - h) ( I ) 

2 

dx 2 (ho - h) · 2 dx dx = B 2(h0 - h)d(ho - h) 

adică 

( 5.30) 

Soluţia ecuaţiei (.5.30) se poate obţine prjn integrare în două etape. Mai întâi integrarea 

se face de la (ho - h) - O la (ho - h) -=f. O, respectiv de lax= O lax -=f. O şi se obţine: 

Deoarece s-a arătat mai înainte că : 

iar (ho - h)x=O = O 
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rezultatul se poate pune sub forma: 

(5.31) 

A doua integrare se face separând mai întâi variabilele în rezultatul de la prima integrare 
(,5.31 ), rezultat ce reprezintă tot o ecuaţie diferenţială; se obţine: 

d(ho - h) = I_dx 
J(qoB/T) 2 + (ho - h) 2 B 

( 5.32) 

Se integreaza expresia de la ( ho - h) - O la ( ho - h) # O, respectiv de la x = O la x # O şi 
se obţine: 

[ /(q0B) 2 l q0 B x ln ( h0 - h) + y T + ( ho - h )2 
- ln T = B 

Rezolvând ecuaţia în raport cu ( h0 - h) se ajunge la : 

( 5.33) 

sau 

qoB . ( x) h0 - h = 7 smh B ( 5.34) 

Ambele expresii reprezintă forme diferite ale ecuaţiei curbei piezometrice. Pentru fiecare 
dintre ele se mai poate obţine câte o nouă formă dacă se deduc mai întâi expresiile lui q0 . 

Acestea se obţin pentru fiecare în parte. În acest scop se retranscriu (5.33) şi (5.34) pentru 
un punct particular: x = Lşi h = hL din care se scot cele două expresii căutate pentru q0 

care înlocuite în (5.33) şi (5.34)se obţine: 

T(ho - hL) 
şi qo = B sinh(L/ B) 

sinh ( ½) 
ho - h = ( ho - h L) . ( L ) 

smh îi 

7,5 

(5.35) 

( 5.36) 
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CAPITOLUL 6 

CURGEREA NESTATIONARA FARA SURSE AUXILIARE 

6.1. Aspecte generale 
Aşa cum s-a arătat în paragraful 3.3.5. legea difuzivităţii hidraulice pentru acest tip de 

curgeri este: 

Se~~ - K,div(Hgradh) = O ( 6.1) 

Ea mai poate fi pusă sub o altă formă utilă în anumite aplicaţii. Termenul întâi poate fi 
transformat dacă se ia în consideraţie o altă formă a legii difuzivităţii neparticularizată care 
a fost dedusă în paragraful 3.3.4 - relaţia (3.97): 

(6.2) 

valabilă pentru curgerea laminară lentă care satisface condiţiile: 

8K, 
8t = 0 ŞI 

Cu aceste precizări ecuaţia (6.2) devine: 

S âh _ o(meH) 
e ât - ât 

Se înlocuieşte în (6.1) şi o nouă formă a legii difuzivităţii este: 

â(meH) . at - Kdw(Hgrad h) = O (6.3) 

O altă formă a legii difuzivităţii se poate obţine prin modificarea termenului doi al relaţiei 
(6.3) pornind de la expresia: 

-K,div(Hgrad h) = div(-K,Hgrad h)- (-K,Hgrad h)gradK, 
K, 

şi ţinând cont de legea lui Darcy pusă sub forma: 

-KHgrad h = HiJ = ij 

se obţine: 

-K.div(Hgrad h) = divij- ~gradK, = K,div ~ 

Această relaţie se înlocuieşte în (6.3) şi se obţine o nouă formă a legii difuzivităţii: 

â( meH) + K,div ( ij) = O 
at K 

76 

(6.4) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



In cazul curgerii în regim nestaţionar fără sursă auxiliară cu suprafaţă liberă se mai pot 

lua în consideraţie: 
- expresia cotei piezometrice : h = z0 + H + const 

- expresia particulară a coeficientului de variaţie a înmagazinării: Se = Soe = me = const 

- constanţa în timp a patului impermeabil : aazt° = O 

Forma (6.3) a legii difuzivităţii devine: 

me aa~ - K,div[Hgrad(zo + H)] = O (6.5) 

iar dacă se presupune şi patul impermeabil orizontal (grad z0 = O) şi K, = constant legea ia 
forma: 

2me aH . ( 2 -- - divgrad H ) = O 
K at 

ecuaţie ce reprezintă o formă particulară a ecuaţiei lui Boussinesq. 

(6.6) 

- În cazul curgerii nestaţionare fără sursă auxiliară în acvifer sub presiune caracterizată 
prin H = M în acvifere compresibile şi elastice, prima formă a legii difuzivităţii (6.1) devine: 

Particularizată pentru K, 

scne: 

Se~~ - K,div(Mgrad h) = O 

constant, de-a lungul acviferului ş1 ştiind că T 

ah . 
Se at - div(T grad h) = O 

iar pentru acvifere cu grosime constantă (M = const): 

Se!~ - T divgrad h = O 

(6.7) 

KM se 

(6.8) 

Ecuaţia reprezintă o formă particulară a ecuaţiei lui Fourrier. Ecuaţia se mai poate scrie 
şi sub forma: 

ah . at - a divgrad h = O (6.9) 

dacă se notează cu a= T / Se, mărime ce poartă denumirea de coeficient de difuzivitate, 

sau coeficient de piezotransmisivitate sau coeficient de piezoconductibilitate. 

6.2. Curgeri vertical plane în regim nestaţionar fără sursă auxiliară 
6.2.1. Curgere vertical plană cu suprafaJă liberă 

Un exemplu de curgere vertical plană cu suprafaţă liberă în regim nestaţionar şi fără 

sursă auxiliară este aceea care se face în apropierea unei frontiere rectilinii de descărcare sau 
încărcare nepermanentă a unui acvifer, cum ar fi curgerea spre un dren. În aceste condiţii 
curgerea va avea loc identic în plane verticale paralele orientate după direcţia curentului 
acvifer, în care se plasează şi planul XOZ al unui SC - rectangular cu axa OX orizontală. 
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În ipoteza că dC\I iferul este omogen şi izotrop cu patul impermeaLil orizontal şi cu cota 

de nivel (H) funcţie numai de x şi de t , legea difuzivităţii pusă sub forma lui Boussinesq 

(6.6) se reduce la: 

2me oH 0 2 H 2 

-----=O 
K, ot ox2 

(6.10) 

Pentru rezolvarea ecuaţiei, Boussinesq a folosit metoda separării variabilelor, pornind de 

la o soluţie de tipul: 

de unde: 

H = H(x, t) = <I>(x) · T(t) 

H 2 = <I>2(x) · T 2(t) ⇒ 

oH2 = T2( ) d<I>2. 
ox t dx ' 

Înlocuite în ecuaţia (6.11) se obţine: 

2me <I> dT _ T2 cfl<I>
2 = O 

K, dt dx 2 

sau separând variabilele: 

I dT K, 1 cfl <I>2 

T2 dt 2me <I> dx 2 

( 6.11) 

(6.12) 

(6.13) 

Faptul că au putut fi separate cele două variabile rezultă că cei doi membri au o valoare 

comună, valoare ce trebuie să fie negativă pentru a se obţine o soluţie mărginită a ecuaţiei 

Boussinesq pentru t > O. Atunci se poate scrie : 

1 dT _ K, 1 cfl<I>2 _ ,\2 
T 2 dt - 2me <I, dx 2 - -

de unde se pot obţine două ecuaţii cu câte o singură variabilă: 

ŞI 

Ultima ecuaţie poate fi adusă la o formă convenabilă dacă se fac câteva artificii: 

- mai întâi se înmulţeşte cu d~
2

: 
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- membrul întâi se înmulţeşte şi se împarte cu dx iar 4l din membrul doi se pune sub 

forma ( ct> 2
)

1!2
. 

-membrul unu se înmulţeşte şi se împarte cu 2, iar membrul doi cu 2/3. 

expresie care se reduce la : 

sau: 

(6.17) 

- Puse sub această formă de ecuaţii cu o singură variabilă (6.15) şi (6.17) pot fi integrate 

separat: 

Mai întâi pentru ecuaţia în t se obţine: 

1 2 1 
T = >. t + Co sau T = Co+ >. 2t (6.18) 

Deoarece cf>(x) va fi determinată în aşa fel încât T(O) = 1 rezultă că C0 = 1 şi soluţia 

(6.18) a ecuaţiei în t va fi: 

T(t)- -
1

-
- 1 + >.2 t 

Ecuaţia în x se integrează în mai multe rânduri şi se obţine mai întâi: 

de unde 

cf>dct> 
dx = --;===== 

✓c _ 2mc ).2cf>3 1 3K 

care se integrează încă o dată: 

~ 

J ct>dct> 
X = --;===== + C2 

✓ Ci _ 2me ).2cf>3 
O 3K 
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Deoarece suprafa~3. liberă a curgerii se află într-un anumit raport cu ~renul prin ipoteză, 
rezultă, conform figurii 6.1 şi alegerii SC -ului că pentru x = O rezultă H(x, t) = 4l(x)T(t) = 
O. Întrucât s-a ales T(O) = 1 rezultă că 4l(O) = O. Dacă se pun aceste condiţii în ecuaţia 
(6.21) rezultă C2 = O şi ecuaţia respectivă devine: 

z 

I 
I 

1-1(11.0) I 
\ 

z 

Figura 6.1 

- -- -----·----------..---

h00 =h(oo,I) 

li li 

Figura 6.2 

(6.22) 

Dacă se notează 2~~,vC1 = Hl, ecuaţia (6.22) se poate aduce la forme mai convenabile prin 
transformări succesive: 

(6.23) 

sau 

(6.24) 

ceea ce se mai poate scrie şi sub forma: 

(6.25) 
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Deoarece ld t = O s-a ales T(O) = 1, acum, toL lat = O, se pune condiţia ca pentru x = L 
să avem H(L, O) = <I>(L) · T(O) = Hi. 

Această condiţie atrage după sine şi valoarea particulară: 

expresie ce reprezintă valoarea limitei de integrare pentru x = L, pentru care <1> 3 / Hl = 
<1>1,/ Hl = 1. Punând deci în expresia (6.23) condiţia ca pentru x = L să avem <1> 3 

/ Hz 
<1>1,/ Hl = l., se obţine: 

= {3K ./Hi, 11 

( <J)3 )-1/3. ( - <1>3 )-1/2. (!:) 
L V ~ 3 Hl l Hl d Hl (6.26) 

o 

în care L are semnificaţia distanţei faţă de drenul orizontal ( cu frontiera plasată de-a 

lungul axei OY) la care s-ar afla o limită impermeabilă verticală. 

În urma transformărilor efectuate asupra expresiilor integrate pe parcurs a apărut sub 

integrală o nouă variabilă <1> 3 
/ Hi, Adusă sub ultima formă integrala apare ca o funcţie Euler 

de speţa I, care poate fi scrisă mai simplu dacă noua variabilă se notează x = <1>3 
/ Hz, iar 

la exponenţi se introduc o = ~ şi /3 = ½· Cu aceste substituţii şi notaţii integrala apare 
simplificată ca formă şi se notează astfel: 

1 

B(o,/3) = J x0
-

1 (l - xt- 1dx (6.27) 

o 

În cazul nostru valoarea particulară a funcţiei Euler de speţa I se va nota simbolic cu 

B(1,½), iar expresia lui L se retranscrie astfel: 

din care se poate scoate valoarea lui A2 ca fiind: 

Revenind la expresia funcţiei T(t) ea poate fi detaliată prin înlocuirea lui A2
: 

T(t)- -
1
-

1 + A2 • t 
1 

1 + ! [B(l !)]2 JCHL • t 
6 3' 2 m,L2 

Se construieşte raportul x/ L cu ajutorul expresiilor (6.23) şi (6.28) şi se obţine: 
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X 

L 

(6.31) 

Se face substituţia :L = ~L = f (f) şi rezultă: 

(6.32) 

Expresia (6.31) devine 

(6.33) 

Se revine la soluţia generală (6.11), se înlocuiesc expresiile (6.30) şi (6.32) găsite pentru 1'(t) 
şi ~( x) şi se obţine: 

H(x t) - ~(x) • T(t) - lhf ( L) 
' - - 1 + ![B(±- !)]2 ICHL . t 

6 3' 2 m,L2 

( 6.34) 

Deoarece Brn, ½l = 2,587 şi ¼(2, 587) 2 = 1,115 se obţine în final: 

( 6.35) 

6.2.2. Curgerea vertical plană sub presiune 

Intr-un acvifer omogen şi izotrop de grosime constantă în care curgerea sub presiune se 

face în regim nestaţionar şi fără surse auxiliare are loc o descărcare de-a lungul unei frontiere 
rectilinii (axa OX în figura 6.2) spre un dren pentru care legea difuzivităţii (6.9) devine: 

(6.36) 

Ecuaţia poate fi integrată prin mai multe metode în funcţie de cunoaşterea condiţiilor 

iniţiale. 

Metoda separării variabilelor se foloseşte dacă se cunoaşte cota piezometrică la momentul 

iniţial, adică se cunoaşte funcţia cp(x) = h(x, O). În acest caz se caută o soluţie de forma: 

h(x 1 t) = ~(x)T(t) (6.37) 

care trebuie să satisfacă ecuaţia (6.36), adică: 
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Prin separarea variabilelor se obţine: 

1 dT _ 1 d}~ _ , 2 

aTdt - ~ dx 2 - -A 

din care rezultă cele două ecuaţii diferenţiale cu câte o singură variabilă: 

dT 
dl+ >.2aT = O 

Soluţia ecuaţiei (6.40) este: 

Soluţia ecuaţiei (6.41) este de tipul: 

Introduse în soluţia (6.37) se obţine mai întâi: 

h(x, t, .\) = [C(.\) cos Ax+ D(x) sin Ax]. c-·\
2

at 

în care s-au folosit notaţiile: 

C1 · C2 = C(A) 

G\ · C3 = D(,\) 

Soluţia h(x, t) se obţine prin integrarea relaţiei (6.42) în raport cu A: 

00 = 
h(x, t) = J h(x, t, A)dA = j[C().) cos .\x + D(.\) sin Ax]· e->.

2
atd,\ 

o o 

(6.38) 

(6.39) 

(6.40) 

(6.41) 

(6.42) 

i6.43) 

C(A) şi D(,\) se determină cu ajutorul condiţiilor iniţiale: cp(x) = h(x, O), funcţie presu

pusă cunoscută. Pentru t = O , (6.43) devine: 

00 

h(x,O) = cp(x) = j[C(A) cos Ax+ D(,\) sin Ax]· d.\ (6.44) 

o 

În ipoteza că cp(x) poate fi reprezentată printr-o integrală Fourier, adică: 
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00 (X", 

cp(x) = ~ J d). J f(E) cos Ă(x - E)dE (6.45) 

0 -00 

sau prin dezvoltarea cosinusului şi reordonarea convenabilă a factorilor: 

(X) (X) = 
cp(x) = ~ j[cos>.x J f(E)cos>.tdE+sin>.x J f(c)sin>.t:dt:]d>. (6.46) 

Q -oo -00 

Se compară (6.44) cu (6.46) şi se obţin expresiile căutate: 

00 

C(>.) = ~ J f(c) cos >.t:dE (6.4 7) 

-oo 

(6.48) 

-= 

Soluţia (6.43) a ecuaţiei (6.36) cu constantele determinate se scrie: 

<X> 00 00 

h(x,t)= ~j[cos>.x J J(t)cosĂEdt:+sin>.x J j(E)sin>.EdE]e-,\
2
at.d,\ (6.49) 

o -oo -oo 

a carei formă poate fi restrânsă: 

00 00 00 00 

h(x, t) = ~ J J f(E)e-.\
2

at cos >.(x - f.)df. · d,\ = ~ J f(c)df. J e-,\
2

at cos ,\(x - f.)d>. (6.50) 

0 -00 -oo 0 

Ultima integrală este de tip Poisson ( cu a • t > O) şi are soluţia: 

!= ,\2 {fi ~ e- at cos ,\(x - E)d,\ = - · e- 4a, 
4at 

(6.51) 

o 

Forma finală a soluţiei (6.49) corespunzătoare ecuaţiei (6.36) este deci: 

00 

h(x, t) = -- J(E) • e- 1ot • de 11 ~ 
2.;:irat 

(6.,52) 

-= 

6.3. Curgeri axial simetrice în regim nestaţionar fără surse auxiliare 
Acest tip de curgere poate fi reprezentat de situaţia creată prin săparea unui puţ într-un 

acvifer orizontal, omogen şi izotrop din care se pompează apă sau prin care se introduce 

apă în acvifer. De aceea curgerea axial simetrică se mai numeşte şi convergentă în primul 
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caz ~i divergentă în al doilea caz. 0c1.torită simetriei acestui caz cel mai convenabil este ca 
mişcarea să fie studiată în raport cu un SC cilindric cu axa oz verticală şi care coincide cu 

axa puţului. 

6. 3.1. Curgerea axial simetrică cu suprafaJă liberă în regim nestaJionar fără surse aux

iliare 

Deoarece curgerea în acest caz este identică în orice plan vertical ce trece prin axa oz este 
suficient să fie studiată mişcarea într-un singur asemenea plan. Dacă se notează coordonatele 
cilindrice cu l, o, z mişcarea va putea fi studiată într-un plan loz unde axa ol este orizontală. 

o 

Figura 6.3 

Legea difuzivităţii corespunzătoare regimului nestaţionar fără surse auxiliare pentru acvifere 

cu suprafaţă liberă (6.6) se reduce pentru planul menţionat la: 

(6.71) 

Pentru rezolvarea acestei ecuaţii este necesar să se cunoscă expresia componentei radiale 

a vitezei efective ~~ funcţie de coordonata radială şi de timp. Componenta radială a vitezei 
de filtrare la o distanţă l de axa puţului este dată de raportul dintre debitul de pompare şi 
aria laterală a cilindrului coaxial cu puţul, de rază l şi înălţime H. S-a presupus că puţul a 

fost forat până la patul impermeabil. Se poate scrie în acest caz: 

sau: 

din care rezultă: 

d/2 = - Q dt 
7rmeH 

Integrată pentru l de la / la O şi penţru t de la O la t se obţine: 
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12 = Q t 
1rmeH 

sau 
[2 

t 
(6.75) 

Dacă se compară (6.75) cu (6.73) se obţine expresia căutată pentru componenta radială 

a vitezei efective: 

dl 

dt 

l 
2t 

Cu ajutorul acestei relaţii, primul termen al legii difuzivităţii (6. 71) poate fi scris: 

iar legea difuzivităţii devine: 

me 1 ( an2
) a ( an2

) 
2Kt H -laz + 81 -laz = O 

sau: 

l 8 ( 18H
2

) _ me l 
_za:/ 8l - al - - 2Kt H 

şi mai restrâns: 

(6.76) 

( 6. 77) 

(6.78) 

(6. 79) 

(6.80) 

Pentru integrarea acestei expresii de la l = O la l este necesar să fie precizate condiţiile 
iniţiale şi condiţiile la limită. Astfel: 

- din condiţia iniţială curba piezometrică, adică funcţia H(l, t) are valoarea H(l, O)= H00 

ŞI 

- din condiţiile la limită funcţia H(l, t) are valorile: 

H(O,t)=H0 (t) şi H(oo,t)=H= 

lim (-18H2

) = _ _9__ 
t--+o at 1rK 

(6.82) 

Prin integrarea expresiei (6.80), pentru un anumit moment t, pentru l de la zero la l, 
interval în care funcţia -1 8

:
2 

variază de la ~ la -[ 8~
2 

se obţine: 

I 

ln (-/iH2) -ln (- !L) = -~ J ldl az 1rK 2Kt H 
(6.83) 

o 

sau: 
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Dacă se notează: 

[2 ~ 
-=H 
/2 

J di 
o 

unde iI reprezintă înălţimea medie şi: 

-=a 
fie 

în care a reprezintă coeficientul variaţiei de nivel, atunci din (6.84) se obţine: 

an2 Q _i!... 
--=-•C ht 

8l 1rKl 

(6.84) 

(6.85) 

(6.86) 

(6.87) 

Expresia (6.87) reprezintă derivata parţială în raport cu l, a funcţiei H 2 (l, t). Derivata 
parţială în raport cu t a aceleiaşi funcţii se obţine din (6.87) şi (6.76): 

an2 an2 at Q _i!... 
--=---=---•e 4at 

at az at 21rKt 

Cu ajutorul (6.87) şi (6.88) se construieşte diferenţiala totală a funcţiei H 2 (/,t): 

2 an2 an2 Q 2 1 
dH =-dl+ -dt = --(-dl- -dt) 

az at 21rK z t 

Dacă se introduce variabila: 

se obţine: 

/2 
u=-

4at 

dH2 = _9_ e-u du 
21rK u 

(6.88) 

(6.89) 

(6.90) 

(6.91) 

Integrarea se face de la o oarecare valoarea a lui u, pentru care J/2(u) = H2, până la 
u = oo, pentru care H(u) = H(oo) = H00 iar l/2(u) = H 2(oo) H~. Pentru Q şi K 
presupuse constante se obţine din (6.91 ): 

00 

H2 - H2 = _9_! e-u du 
00 21rK u 

(6.92) 

u 

Integrala se rezolvă prin dezvoltarea în serie a funcţiilor exponenţiale şi se obţine: 
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H2 - H2 = _9__ Joo _!_ (1 + ~ (-ut) du= __!{_ ln u + ~ (-ut oo 
00 21r/C u ~ n! 21rK ~ n · n! 

u n=l n=l u 

= __!L [-0,5772- lnu-~ (-url 
21rK, ~ n · n! 

n=l 

(6.93) 

în care -0, 5772 reprezintă valoarea expresiei [1n u + f
1 

(:~!n] pentru n -+ oo, valoarea 

cunoscută şi sub denumirea de "constanta lui Euler". 

Relaţia (6.93) poate fi pusă şi sub o altă formă dacă se foloseşte denivelarea v = lloo - H. 

v(2Hoo - v) = _Q_ [-o, 5772 - ln u - ~ _(-_u_rl 
2nK, ~ n•n! 

n=l 

(6.94) 

Pentru v << H00 se poate aproxima 2H00 - v ~ 2H00 , iar (6.94) devine: 

Q [ 
00 (-ut] v = --- -0,5772 - lnu - ~--

41r>CH00 ~ n · n! 
n=l 

(6.95) 

00 ~ 
Pentru valori foarte mici ale lui u suma L ::! devine neglijabilă în raport cu ln u şi 

n=l 
constanta lui Euler iar soluţia (6.94) devine 

Q Q [ l2] v(2l/ - v) = - [-O 5772 - ln u] = - - ln 1 781 - ln -00 21rK ' 21rK ' 4at 

= _ _2__ ln 1, 78112 ~ _2__ ln 2, 25at 
21rK 4at 21rK /2 

din care rezultă expresia debitului: 

Q 
= 1rKv(2H00 - v) 

I ) 2,25at 2 n-,2-

1rKv(2H00 - v) 
ln i.s~ 

I 

(6.96) 

(6.97) 

6.3.2. Curge.rea axial simetrică sub presiune în regim nestaţionar fără surse auxiliare 

Legea difuzivităţii pentru curgerea nestaţionară fără surse auxiliare, într-un acvifer sub 

presiune, omogen şi izotrop, cu grosime uniformă şi orizontal a fost dedusă sub forma (6.9), 

adică: 

8h 
- - a· divgrad h = O at 

In cazul practicării unui puţ vertical până la patul impermeabil al acviferului curgerea 

prezintă o simetrie axială. Prin scrierea legii (6.9) în coordonate cilindrice ea se reduce la 
forma: 

(6.98) 
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Figura 6.4 

Ecuaţia obţinută fiind asemănătoare cu ( 6. 71) modul de rezolvare este acelaşi. Condiţia 

iniţială a funcţiei h = h(l, t) este h(l, O)= h00 iar condiţiile la limită sunt: 

h(O, t) = h0 (t) 

h( oo, t) = hoo 

lim (-18h) = _ _9_ 
1--0 at 21rT 

unde T este transmisivitatea. 

Se obţine: 

00 

h00 - h = -- --du Q J e-u 
41rT u 

u 

sau prin rezolvarea integralei: 

Q [ _ 
00 (-ut] h00 - h = -- -0,J772- lnu- ~--

41rT ~ n · n! 
n=l 

(6.99) 

(6.100) 

Dacă se foloseşte denivelarea v = h00 -h şi se fac aceleaşi aproximări ca în cazul precedent 

se obţine: 

Q l 2, 25at 
v ~ 41rT n /2 (6.101) 

iar pentru debit: 

21rTv 
Q=---!. ln 2,25at - l 1 s.,/ai, 

2 12 n~ 

21rKMv 
(6.102) 
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CAPITOLUL 7 

CURGEREA NESTATIONARA CU SURSE AUXILIARE 

7.1. Aspecte generale 
În paragraful 2.3.5. s-a arătat că legea difuzivităţii pentru această curgere cuprinde toţi 

termenii 

ah . a ( H ) ... ( H ) Se at - ICdzv( H grad h) = me,IC at ,IC + ,ICvgrad ,IC. (7 .1) 

sau cu membrul doi restrâns: 

(7.2) 

Membrul doi al acestei ecuaţii se mai poate pune şi sub altă formă dacă se consideră, 
pentru ecuaţia exprimată de legea difuzivităţii, o soluţie de forma: 

h = h* + oh (7.3) 

în care h* este o soluţie ce satisface doar primul membru, adică: 

8h* 
Se at - ICdiv(Hgrad h*) = O (7.4) 

Scăzând din (7.2) pe (7.4) se obţine, pentru legea difuzivităţii corespunzătoare curgerii 
nestaţionare cu surse auxiliare forma: 

, 8(h - h*) . • d ( H) 
Se dt - ICdw[Hgrad(h - h )] = me,IC dt ,IC (7.5) 

sau folosind (7.3): 

8(bh) . d ( H) 
Se~ - ICdw [Hgrad(8h)] = me,IC dt ,IC (7.6) 

O altă formă a legii difuzivităţii hidraulice pentru această curgere se obţine modificând 
membrul 1 al relaţiei (7.2). Egalat cu zero se reduce la legea difuzivităţii pentru curgerea 

nestaţionară fără surse auxiliare, lege pentru care în paragraful 6.1. s-a dezvoltat şi forma 
(6.4), adică: 

8(meH) + ICdiv ( ij) = O 
at IC 

în ipoteza că ~~ = O. Deci în aceeaşi ipoteză, legea difuzivităţii pentru curgerea nestaţionară 
cu surse auxiliare (7.2) se mai poate scrie: 

8(meH) + ICdiv ( q) = m IC!!_ (.!!_) 
ât IC ei dt ,IC (7. 7) 
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1'entru curgerea nestaţionară cu surse auxiliare şi cu suprafaţă liberă se obţine o formă 
particulară a legii difuzivităţii (7.2) dacă se ţine cont de: 

- relaţia cotei piezometrice: h = z0 + H; 
- relaţia dintre coeficienţii de variaţie a înmagazinării şi porozitatea efectivă: 

Se = Se0 = me = const. 

- constanţa în timp a cotei patului impermeabil: ~ = O; 
- conductibilitatea hidraulică constantă (IC = const.) şi în spaţiu şi în timp; 
- semnificaţia fizică a membrului doi şi în acest caz este tot o viteză sau debit pe unitatea 

de suprafaţă, numai că în acest tip de curgere nestaţionară şi cu surse auxiliare, funcţia w 

cu care se va înlocui membrul doi va fi şi o funcţie de punct şi de timp, adică w = w(i, t). 
Debitul specific w mai este denumit modul de infiltraţie sau infiltraţie eficace, când w > O 

şi modul de exfiltraţie sau exfiltraţie eficace atunci când w < O. 
Cu aceste precizări, legea difuzivităţii (7.2) se poate scrie:-

me 
8
8
~ - ICdiv [Hgrad(zo + H)] = w (7.8) 

Dacă se mai presupune că şi patul impermeabil este orizontal, adică gradz0 = O, relaţia (7.8) 
se reduce la ecuaţia lui Boussinesq: 

sau 

8H IC . 2 w 
- - -dzvgrad(H) = -
at 2me me 

2me an . 2 2w 
-- -dzvgrad(H) = -

IC at IC 

(7.9) 

(7.10) 

Pentru curgerea sub presiune în regim nestaţionar şi cu surse auxiliare pot fi evidenţiate 
mai multe situaţii, în funcţie de comportamentul în timp al acviferului subordonat. 1n 
paragraful 5.1 a fost prezentat contactul dintre un acvifer principal şi unul subordonat prin 
intermediul unui strat intermediar semipermeabil de grosime constantă M' şi conductibilitate 
hidraulică IC'. 

În cazul unui acvifer subordonat care îşi menţine cota piezometrică iniţială h00 a acviferu
lui principal, membrul doi al legii difuzivităţii (7.2) se pune sub forma (5.14) cu ajutorul legii 
lui Darcy. Astfel legea difuzivităţii (7.2) se scrie pentru curgerea sub presiune menţionată 

astfel: 

ah . 1 h-h00 
Se at - ICdzv( M gradh) = -IC M' (7.11) 

Deoarece h00 = const. se poate scrie că: 

8h00 . sem - IC dz V ( M gradhoo) = o (7.12) 

Scăzând (7.11) din (7.12) se obţine: 
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, 8(h00 - h) . K' 
Se at - Kdiv[Mgrad(h 00 - h)] = - M,(h= - h) (7.13) 

iar dacă se notează cleni velarea 

V= h00 - h (7.13') 

(7.14) 

Într-un acvifer cu M =const.şi reluând notaţiile din paragrafele 5.1 şi 6.1 pentru trans

misivitatea (T = KM), pentru coeficientul de difuzivitate hidraulică ( a. = J.) şi pentru 

factorul de drenanţă ( B = /W). legea difuzivităţii (7.14) se scrie: 

l 8v . 1 
-- - dwgradv = --v 
a 8t B2 

7.2. Curgerea vertical-plană nestaţionară şi cu surse auxiliare 
7.2.1. Curgerea vertical-plană cu suprafaţă liberă 

(7.15) 

În această categorie pot fi considerate zonele de interfluvii sau orice alte situaţii în care 

încărcarea şi descărcarea acviferelor se face de-a lungul unor direcţii rectilinii paralele şi 

în care atât alimentarea principală cât şi sursele auxiliare (schimbul de apă prin suprafaţa 

liberă) se fac în regim nestaţionar. 
ln ipoteza unui acvifer omogen şi izotrop cu pat impermeabil orizontal, legea difuzivităţii 

(7.10) devine: 

2me8H 82 1/2 2w(x,t) 
T at - ax2 = K 

(7.16) 

în care s-a luat axa Ox orizontală şi de-a lungul curgerii, iar debitul de apă schimbată prin 

unitatea de suprafaţă liberă a acviferului este de asemenea o funcţie de punct şi de timp. 

Relaţia (7.16) mai poate fi pusă şi sub forma: 

me 8H2 82 H2 2w(x, t) 
KHat - ax2 = K, 

(7 .1 7) 

Particularizând şi mai mult acviferul mărginit de do1.1ă frontiere rectilinii şi paralele, ca fiind 

de exemplu un interfluviu alimentat şi de precipitaţii (fig 7.1); se pot preciza în plus şi alte 

aspecte. 

z: 

_;, 
:1!1 

I 
I 

w(x,ti 

Figura 7.1 
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Conform alegerii SC-ului, coordonatele front.icrelor sunt x = O şi x = L. La momentul 
iniţial t = O când şi w este încă nul se consideră înălţimea suprafeţei liberă iJ ca reprezentând 
iJ ~ H(O, t) ~ H(L, t) = H(x, O). Până la momentul iniţial în absenţa sursei auxiliare iJ 
satisface legea difuzivităţii de forma: 

me aif 2 a2 iJ2 
------=0 
KH ât âx2 

(7.18) 

Dacă se scade (7.18) din (7.17) se obţine: 

m~ [iJ âH
2 

_ âH2] - ~ (H2 _ iI2) = 2w(x, t) 
KH H ât ât 8x2 K 

(7.19) 

În cazul (H - H) << H sau flit ~ O sau * ::::::: 1 relaţia (7.19) poate fi transformată 
pornind de la: 

şi se obţine: 

în acest caz condiţia iniţială devine: 

iar condiţiile limită: 

H 2 (x, O) - H2 (x, O) ~ O pentru O ~ x ~ L 

H2(0, t) - iJ2(o, t) = O 

JI 2(L, t) - H2(L, t) = O 

Dacă se face schimbarea de variabilă 

relaţia (7.21) devine: 

în care a este considerat constant. 

Kil 
-t=at 
me 

(7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

(7.23) 

(7.24) 

(7.25) 

Întrucât funcţia f(x, at) = H2 - H2 , derivatele sale de ordinul 1 şi 2 şi func~ia din membrul 
doi al relaţiei (7.25) satisfac condiţiile impuse funcţiilor "originale" în transformarea Laplace 

în raport cu variabila ( at), aplicând această transformare se obţine: 
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(X) 

.C(H2 - H2 ) = j(H2 - H2 )e-p(at)d(at) = S(x,p) 

o 

.C EJ(I/2 - i/2) = S( ) - (H2 - H2) 
EJ(at) p x, p 

(X) 

.Cw(x,at) = j w(x,at)e-p(at)d(at) = W(x,p) 

o 

În aceste condiţii ecuaţia (7.25) se transformă în: 

o ecuaţie operaţională a cărei soluţie este 

L 

S(x, p) = j G(x, a, p) [~ W(x, p)] da 
o 

în care funcţia Green este de forma: 

, sh.[(L - a )y'p] · sh( x.jp) . 
G(x, a, p) = h( ) · pentru O ~ x ~ u ~ L 

y'p · s Ly'p 

sau: 

sh.[(L - x)Jp] · sh(ay1p) 
G(x,a,p) = h(L ) · pentru O~ a~ :c ~ L 

y'p · s v1P 

(7.26) 

(7.26') 

(7.26") 

(7.26" ') 

(7.27) 

(7.28) 

(7.29) 

(7.30) 

Funcţia "imagine" G(x, a, p) de tip (7.29) respectiv (7.30) îi corespunde funcţia "original" 

de tip: 

l [ (x - a at) (x + a at) l g(x,a,at) = 2L r.p ~, L2 - r.p ~: L2 = 
00 

2 ~ -n21r2_g1_ • n1rx . n1ra = - e L2 sin - sm -
L L L 

(7.31) 
n=l 

1n care 
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( ) 

00 

X± a at n2~2at X ±a 
1_,, -- - = 1 + 2 ~ e- v cos21rn--
r 2L ' L2 L.,,, 2L 

n=l 

(7.32) 

Funcţiei S(x,p), exprimată prin (7.28), îi corespunde transformarea inversă 

L at 

H2 -ÎJ2 = ,e-1 s(x,p) = J da J g[x,a,a(t- r)];w(a,ar)d(at) (7.33) 

o o 

Se obţine astfel soluţia pentru ecuaţia curbei de nivel: 

~ 4 ()() 2 2 a t-T n1f"X n,ra L at [ l 
H' = H' + K, L / d" / ~ e -• ' "4?- sin L sin L w( '7, at )d( at) (7.34) 

7.2.2. Curgerea vertical-plană sub presiune 
In ipoteza unui acvifer sub presiune, omogen, izotrop, cu grosime uniformă, M, orizontal, 

cu conductibilitatea hidraulică K, şi coeficientul de variaţie a înmagazinării Se 1 , considerat 

acvifer principal (figura 7.2), se află separat, prin culcuşul său semipermeabil de grosime 
constantă M', conductibilitate hidraulică K,' şi coeficienţi de variaţie a înmagazinării s;1 , de 
un alt acvifer subordonat hidraulic, legea difuzivităţii (7.15) se scrie sub forma: 

1 Oli o2 ll 1 --- - = --li 
a ot 8x2 B2 

(7.35) 

z 

Figura 7.2 

Axa Ox, orizontală, este perpendiculară pe direcţia drenului, iar B, factorul de drenanţă 

este presupus constant. 
Pentru condiţia iniţială ll(x, O) = f(x) ecuaţia (7.35) se poate rezolva prin metoda 

separării variabilelor căutând o soluţie de forma: 

ll(x, t) = X(x) • T(t) (7.36) 
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Înlocuită în (7.35) se obţine: 

(7.37) 

deoarece valoarea comună (->.2) este cerută de soluţia mărginită pentru t > O, soluţie ce 

trebuie căutată. Astfel ecuaţiile (7.37) se rezolvă separat. Pentru ecuaţia 

soluţia este: 

iar pentru ecuaţia: 

soluţia este: 

X = C2 cos >.x + C3 sin >.x 

Funcţia v(x,t,>.) = X(x,>.) • T(t,>.) va fi 

v(x,t,>.) = [C1C2cos>.x + C1C3 sin>.x] · e-(:ch-+>.2)at = 

= [C(>.) cos >.x + D(>.) sin >.x] · e-( ~+>.
2
)at 

iar soluţia ecuaţiei (7.36) se obţine din: 

00 

v(x, t) = J v(x, t, >.)d>. 
o 

sau 

= 
v(x, t) = J [C(>.) cos >.x + D(>.) sin >.x] e-( ~2 +,\

2
)atd). 

o 

ai cărei coeficienţi C(>.) şi D(>.) se determină din condiţia iniţială: 

= 
v(x, O) = J [C(>.) cos >.x + D(>.) sin >.x] d>. = f(x) 

o 

(7.38) 

(7.39) 

(7.40) 

(7.41) 

(7.42) 

(7.43) 

(7.44) 

(7.45) 

In cazul în care condiţia iniţială v(x, O)= J(x) se poate exprima cu ajutorul integralei 

Fourier: 
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00 ,').' 

f(x) = ~ j d>. j f(u) cos >.(x - u)da = 
o -oo 

(7.46) 

atunci prin compararea relaţiilor (7.45) şi (7.46) se obţin expresiile celor doi coeficienţi: 

00 

C(>.) = ~ j f(u) cos >.uda 

-oo 

00 

D(>.) = ~ j f(u) sin >.uda 

-oo 

Soluţia generală (7.44) a ecuaţiei (7.35) se scrie: 

00 00 

(7.47) 

= ~ j f(u)du j e...:(~+,\
2
)atcos>.(x-u)d>. (7.48) 

-oo o 

Exponenţiala din ultima integrală poate fi separată în doi factori, iar unul dintre ei fiind 

independent de >. poate fi scos de sub a doua integrală 

00 00 

v(x, t) = ~ J J(u)e-fli da J e-,\
2
at cos >.(x - u)d>. (7.49) 

-oo o 

I . I d 1-r cz_.,.,2 . 1 . 
U t1ma integra ă este e tip Poisson putând fi înlocuită cu y 

4
at · e- 4a, , iar u tima 

formă a soluţiei generale devine: 

00 

v( x, t) = -- f ( u) e - B 2 - 4at du 1 / at (z-<T)
2 

2.Jioj 
(7.50) 

-oo 

Ecuaţia curbei piezometrice se obţine prin înlocuirea lui (7.50) în (7.13'): 

(7.51) 

-oo 
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PARTEA II: FIZICA APELOR DE SUPRAFATA 

CAPITOLUL 8 

BAZELE STATISTICO- MATEMATICE ALE HIDROLOGIEI 

8.1. Calculul de probabilităţi. Asigurări hidrologice experimentale. 
ln hidrologie nu se pot soluţiona toate problemele folosind doar metodologia deterministă, 

adică găsind relaţiile între cauză şi efect. În schimb se observă că o serie de factori hidrologici 
au caracterul variabilelor aleatoare şi în acest caz se aplică calculul de probabilităţi. 

8.1.1. Asigurările factorului unic 

Un factor hidrologic X, aleatoriu, e măsurat la fiecare interval de timp ~t în care se pro

duce. Se obţine un şir statistic cu n elemente: XiiX2 , ... , Xm-I, Xm, ... , Xn; fiecare element 

apărând o singură dată. Frecvenţa relativă a fiecărui element în acest caz, este: 

f = ¼; f < 1. Aceasta este echivalentă cu probabilitatea empirică sau statistică. 
* Probabilitatea empirică sau statistică: 
Evenimentul X se observă în medie de nk ori, dintr-un număr total de n operaţii indi

viduale independente. Probabilitatea statistică este: 

nk 
p(X) = - (8.1) 

n 

Probabilitatea elementară se defineşte astfel: fiecare element are aceeaşi probabilitate de 

a se realiza: p(X) = ~ = f ( undef a fost definit anterior). 
"' Probabilitatea matematică reprezintă raportul dintre numărul cazurilor favorabile pro

ducerii evenimentului X (m) şi numărul cazurilor posibile (n), atunci când toate cazurile au 

posibilităţi egale de reproducere: p(X) = ~-
Relaţia între probabilitatea statistică şi probabilitatea matematică e echivalentă cu 

relaţia între o funcţie experimentală şi una teoretică. Probabilitatea de a se realiza in
diferent. care din elementele şirului este 1 sau 100%. 

Se ordonează şirul după valoarea elementelor ( în ordine crescătoare) şi se înscrie în 

dreptul fiecărui element probabilitea sa de ~pariţie- f (probabilitate elementară pentru cazul 

enunţat mai sus). 

X: X1 < X2< X3< ... < Xm < ... < Xn 

p: !. .!. .!. .!. !. n n n n n 
Dacă elementele sunt independente (matematic- incompatibile) se pot defini două cate

gorii de probabilităţi. 

l. Probabilitatea totală de egalare sau de depăşire, a elementului Xm; în hidrologie se 
numeşte asigurare empirică de depăşire: P m. 

n 
~ n-m 

Pm = LPk = --
n 

k=m 
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sau procentual: 

(8.3) 

2. Probabilitatea totală de egalare sau de nedepăşire a elementului Xm, în hidrologie se 

numeşte asigurare empirică de nedepăşire: P:r,: 

m , L m p = Pk = -
m n (8.4) 

k=l 

sau procentual 

m 

P:n = LPk% = 100: (8.5) 
k=l 

Se observă că între cele două tipuri de probabilităţi există următoarea relaţie: 

(8.6) 

Weibull introduce alte două rela~ii ale acestor probabilităţi pentru a micşora ponderea lui n 

(numărul de elemente) în expresiile care intervin. 

m 
p =1---

m n + 1 

P' = ___!!!_ 
m n + 1 

Asigurarea de depăşire a unui element cuprins în intervalul(Xm- Xm+d este : 

sau (după Weibull) 

m+i . . 

p = L Pk = m + z - m = _:_ 
n n n 

k=m 

l 
P = -- unde i = 1, 2, 3, ... , n - m 

n+l 

(8.7) 

(8.8) 

(8.9) 

(8.10) 

Notiunea de asigurare de depăşire poate fi înlocuită cu noţiunea de perioadă de repetare, 

m condiţiile în care fiecare element al şirului se realizează o singură dată în intervalul de 

timp ~t, menţionat la începutul paragrafului. 

Se observă că între cele două asigurări de depăşire, cea procentuală şi cea neprocentuală, 

există următoarea relaţie: 

p _ Pm% 
m - 100 
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Relaţia se interpretează astfel: din 100 de elemente realizate, elementul Xm a fost depăşit 

de Pm % ori. 
Relaţia de mai sus poate fi scrisă şi astfel: 

(8.12) 

ceea ce înseamnă că din 100/ Pm % elemente, Xm a fost depăşit o singură dată, sau din 

100/ Pm % intervale de timp, Xm a fost depăşit sau egalat o singură dată (numărul de elemente 

este egal cu numărul intervalelor de timp ~t). 

În acest context se poate defini perioada de repetare a asigurărilor de depăşire Tm, care 

reprezintă numărul de intervale de timp la care elementul e egalat sau depăşit o singură 

dată. 

(8.13) 

În hidrologie Tm e exprimat în luni, trimestre, ani. Această noţiune (perioada de repetare) 

trebuie înţeleasă ca o mărime medie; astfel într-o suită de perioade e posibil să nu apară 
valoarea lui Xm, iar în altele să apară de mai multe ori. Analog se poate stabili o relaţie şi 

pentru perioada de repetare a asigurărilor de nedepăşire: 

T' =~ 
m pt Of. 

mlO 

(8.14) 

Calculul de probabilităţi poate oferi posibilitatea să se calculeze probabilitatea p0 ca 
valoarea lui Xm să fie depăşită cel puţin o dată la începutul a T intervale de timp din totalul 
celor Tm intervale~ t (deci T < Tm)-

(8.15) 

8.1.2. Asigurări complexe 

Unele procese hidrologice au în structura lor mai mulţi factori aleatori independenţi, sau 

cu o slabă legătură între ei. În această situaţie se definesc asigurările complexe. 
Se studiază cazul cel mai frecvent în hidrologie când intervin doi factori cu acelaşi număr 

de elemente. 

Se consideră două şiruri statistice obţinute în urma măsurătorilor efectuate asupra unor 

factori hidrologici: 

X1, X2,X3, ... ,Xm, ... ,Xn 
Yi, Y2: ½, ... , }~, ... , Yn 
Pentru fiecare şir se poate construi graficul probabilităţilor elementare : pe abscisă probabi

litatea empirică sau frecvenţa relativă Px, Py şi pe ordonată valoarea elementelor şirului; Px, 

Py reprezintă raportul dintre numărul de elemente cuprinse în intervalul ~X, respectiv ~ Y 
şi numărul total de elemente - pot fi denumite frecvenţe medii pe intervalele menţionate. 
( ~X Şi~ Y sunt intervale alese convenabil); vezi figura 8.1. 
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Întrucat şirurile sunt independente se poate stabili următoarea relaţie între probabilităţile 
empirice ale elementelor Xm şi Yi: 

PXm,Yj = PXm · PYj (8.16} 

Figura 8.1 

Relaţia de mai sus exprimă faptul că probabilitatea să se realizeze un element al şirului 

X (Xm) când se cunoaşte elementul Yi este egală cu produsul probabilităţilor de realizare a 

celor două elemente. 

PXm,Yj se numeşte probabilitate elementară complexă care se poate reprezenta în mod analog 
pe un grafic. 

X 

Xn 

X1 

P. : p = const 
X=Xm Yj 

Px· Py 

Figura 8.2 

Asigurarea complexă de depăşire în cazul unor şiruri crescătoare, se defineşte astfel: 
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n n 

P = :EL PXmPYj (8.17) 
k=m i=j 

Asigurarea condiţionată de depăşire a factorului Xm în funcţie de un element dat Y = Yj 
care are probabilitatea elementară py1 (figura 8.2) e dată de relaţia: 

(8.18) 

Exemplu: asigurarea. de depăşire a elementului Xm= 5.5, care face parte dintr-un şir de 20 
elemente, cu poziţia numărul trei în şir, condiţionat de Yj cu probabilitatea py1 = 3/16 este 

9/56. 
8.1. 3. Valoarea medie şi dispersia unei distribuţii empirice 

Dintr-o serie de n determinări, o variabilă aleatoare X apare într-o ordine oarecare cu 
diverse valori: X 1 de n 1 ori, X 2 de n 2 ori, ... , Xk de nk ori. 
In acest caz media se defineşte : 

sau 

X= n1X1 + n2X2 + .... + nkXk 
n 

k 

x = Lxi • fi ,unde !
. _ ni ,-

i=I 
n 

i = 1, 2, 3, ... , k; n = n1 + n2 + .... + nk 

Dispersia acestei distribuţii este dată de relaţia: 

k 

E(X, - X) 2 
· ni 

2 i=I a=-------
n 

Caz particular: ni = l ; n elemente ale şirului: 
ln acest caz se obţin relaţiile următoare pentru media şirului şi dispersie: 

2 1 ~ 2 2 - ~ -2 1 :En 2 -2 -2 
a = - L....., Xi - - X L....J X1 + X = - Xi - 2X + X . 

n n n 
i=l i=l i=I 

Ultima egalitate e obţinută prin înlocuirea lui X din relaţia (8.21). 
Expresia dispersiei este: 
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Devia/ia standard a unui şir statistic e dată de relaţia : s = #, sau: 

k 
2 ~ -2 

ns = L- n;(Xi - X) 
i=l 

8.2. Extrapolarea asigurărilor empirice 

(8.22) 

(8.23) 

În general şirurile statistice din hidrologie nu depăşesc 40 - 50 de elemente. ln acest 
caz se recurge la calculul de probabilitate prin care se poate efectua extrapolarea şirurilor 
statistice scurte. 

Formulele de extrapolare sunt date de anumiţi parametri determinaţi la rândul lor de 

funcţia continuă de probabilitate p(X), funcţia de asigurare F(X) al căror suport empiric 
sunt şirurile satistice obţinute din măsurători. 

Prin trecerea de ia cazul discret la cel continuu rezultă următoarele relaţii: 

00 J p(X)dX = 1 

o 

F(X) = J p(X)dX 

In cazul şirului ordonat crescător se defineşte: 
1. asigurarea teoretică de depăşire a elementului Xi: 

00 

P = J p(X)dX 

X, 

2. asigurarea teoretică de nedepăşire a elementului Xi: 

X, 

P' = 1 - P = J p(X)d(X) 

8.2.1. FuncJii teoretice de probabilitate 

a. Funcţia Gauss - Laplace 

o 

Funcţia de probabilitate elementară e dată de relaţia: 
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unde Xi sunt elementele şirului, i = 1,2,3, ... ,n; 
o-2 = dispersia şirului de date experimentale Xi; 
u = deviaţia standard a şirului statistic X; 

Pentru calculul funcţiei de asigurare teoretică se face următoarea schimbare de variabilă: 

(8.29) 

Pentru acest şir nou format, ţinând cont de relaţiile (8.21) şi (8.22), se găsesc următoarele 
valori pentru medie şi dispersie: 

n n 

I: Um I:~ -X 
u = m=1 m=1 - X - X - O deci 

n uv'2 - uv'2 - ' 

2 _ 1 
O"u - 2· 

0"2 

2u2 

1 

2' deci 

Asigurarea de depăşire se calculează din relaţia (8.26) cu ajutorul noii variabile Um dată 

de relaţia (8.29): 

00 00 

P( ui) = j p( u)du = ~ 
1 
j e-u

2 

du 
211" · -

u, V2 u, 

Se cunoaşte valoarea integralei : 

-oo 

00 

Ţinând cont de relaţia ( 8.31) integrala J e-u
2 
du se determină astfel: 

u, 

Întrucât e-u
2 

este funcţie pară, avem următoarea proprietate: 

-u, 00 

j e-u
2 
du= j c-u

2 
du 

-oo u, 

Folosind această proprietate, relaţia (8.32) devine: 
00 u, 

2- J e-u
2 
du = ~ - f e-u

2 
du. 

u; -u, 
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Această expresie a integralei căutate se înlocuieşte în relaţia (8.30) ş1 se obţine pentru 
asigurarea de depăşire expresia: 

(8.34) 

Pentru calculul asigurării de nedepăşire se foloseşte relaţia (8.27): 

1 l 1 u2 

( 

u, ) 

P (u,) = 1 - P(ui) = 2 1 + .,fii 1,- du (8.35) 

Pentru calculul valorilor de asigurare corespunzătoare unui anumit element al şirului X; se 
u, 

determină valoarea integralei J e-u
2 
du din tabele, în funcţie de elementul u;. Elementul u; 

la rândul său depinde de valoarea elementului şirului X;, aşa cum se vede din relaţia (8.29). 

b. Funcţii logaritmice normale (lognormala Galton) 
Funcţia de probabilitate este exprimată astfel: 

( -)2 _
1 

U; - U 

p(u;) = 1 . e T -u-,,-
v"firuu 

(8.36) 

unde u, = log (; - a) 
. minX; 

şi a e dat de relaţia a = _ . 
X 

p(u;) se observă că este tot o funcţie de tip Gauss - Laplace obţinută printr-o schimbare de 

variabilă pentru a o face nesimetrică în X. 
Pentru a se exprima funcţiile de asigurare se face din nou o schimbare de variabilă : 

z; = ;:fi. Deci funcţiile de asigurare de depăşire şi ncdepăşire sunt: 

c. Funcţiile Pearson (Gamma) 
Funcţia de probabilitate elementară este: 

p(X) = i:) · xo-l · e-{JX; pentruX > Q 
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unde o şi /3 sunt parametri ce se pot calcula din valorile şirului statistic. ln calculul hidrologic 
aceşti parametri se înlocuiesc cu: 
- coeficientul de variaţie Cv: 

m=l 

n-l 

-coeficientul de asimetrie Cs: 

n 

1:(Km-1)3 

C _ m=l 
s- ----3--

n · Cv 

unde Km= Xm şi m = 1,2,3, ... ,n. Valorile funcţiilor f(o) se găsesc în tabele. 
X 

Funcţia teoretică de asigurare de depăşire se exprimă prin relaţia: 

d. Funcţii Gumbel 

00 

P(X) = J .i!:_ · x 0
-

1 
· e-13xdX r(a) 

X, 

(8.40) 

(8.41) 

(8.42) 

Aceste funcţii sunt generate pe baza "legii limită a valorilor extreme". In acest sens 
există două categorii de funcţii: 

- unele aplicate şirurilor statistice cu elemente maximale ale factorului considerat (spre 
exemplu debite maxime) 

- unele aplicate şirurilor statistice cu elemente minimale ( exemplu debite minime). 
Pentru elemente maximale se defineşte următoarea funcţie de probabilitate: 

(8.43) 

o este un parametru funcţie de şirul statistic şi Xd este valoarea dominantă a elementelor 
şirului. 

Funcţia de asigurare în acest caz este: 

= 
P(ui) = j p(u)du = l - e-e-"• 

u, 

8.2.2. Procedee de verificare a asigurărilor teoretice 

A. Formate de probabilitate 

(8.44) 

Un criteriu de verificare a uneia sau alteia din funcţiile teoretice de asigurare admise, 
reprezintă confruntarea asigurărilor calculate cu asigurările empirice determinate din şirul 
statistic. 

Cel mai frecvent se foloseşte procedeul grafic pentru întocmirea formatelor de proba
bilitate. Pentru fiecare funcţie de asigurare cc urmează a fi verificată în comparaţie cu 
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asigurările empmce se construiesc formate de probabilitate. ln acest scop se reprezintă 

punctele ( Pm, Xm) şi curba F(X) într-un sistem de axe : asigurările pe abscisă şi valorile 
clementelor pe ordonată. Pe abscisă se pot scrie asigurările P m sau perioadele de repetare 

T, sau ambele. 

Cu cât un format de probabilitate prezintă curbele mai puţin accentuate (curbase apropie 

cât mai mult de o dreaptă), cu atât extrapolarea se face mai corect. 

Formatul de probabilitate arată ca în figura 8.3: 

Xn 

X2 

"'m p n 

Figura 8.3 

Se reprezintă în acest format funcţia propusă spre verificare ( u;, P( u;)). Dacă punctele 

empirice ( Pm, Xm) se situează în jurul curbei obţinută anterior prin reprezenterea punctelor 

( u;, P( u;)) atunci extrapolarea poate fi considerată exactă. 
B. Criteriul x2 

Pentru un şir statistic empiric, numeros: cu n termeni ( X 1 , ... ,X;, ... , Xn), se poate face 
o comparaţie directă cu funcţia de probabilitate teoretică p(X), care trebuie verificată. 

Se construieşte un grafic de frecvenţe relative pentru un număr "m" de intervale "~X" 
( vezi figura 8.1 ). Pentru un interval oarecare se calculează f;, media frecvenţelor relative 
corespunzătoare acelui interval. Unei astfel de valori f; îi corespunde elementul X; , deter

minat empiric. Se introduce valoarea X; în formula probabilităţii teoretice supusă verificării 
şi se obţine valoarea p(X;) notată cu p;. Cu aceste elemente se poate exprima analitic 

valabilitatea funcţiei alese prin calcularea expresiei: 

Această valoare determină gradul de încredere asupra utilizării funcţiei teoretice alese. 

8. 2. 3. A sigura rea teoretică bidimensională 

Asigurarea teoretică bidimensională se defineşte în felul următor: 

00 00 

P(X;, Y;) = J J p(X, Y)dXdY (8.46) 

X, Y. 
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unde p(X,Y) este funcţie de pwbabiiitate bidimensională astfel încât 

oa oa 

J J p(X, Y)dXdY = 1 (8.47) 

o o 

X, Y sunt doi factori hidrologici care pot fi compatibili sau incompatibili. 

Dacă X, Y sunt incompatibili atunci funcţia de probabilitate bidimensională se poate calcula 

funcţie de p(X) şi p(Y) - funcţiile de probabilitate individuale. 

oa oa 

p(X, Y) = J J p(X)p(Y)dXdY (8.48) 

X1 Y1 

Funcţiile teoretice de probabilitate p(X) şi p(Y) se folosesc sub forma funcţiilor Gauss

Laplace sau funcţiile lognorrnale (vezi paragraful 8.2.1). 

Pentru aceeaşi valoare a asigurării teoretice se obţin o infinitate de perechi de valori 

(X1 , Yi ). Dacă se fixează o valoare X1 se obţine o valoare unică pentru Yi şi în aceste 

condiţii asigurarea se numeşte asigurare condiţionată monodimensională. 

8.3. Corelaţii 
Corelaţiile reprezintă exprimarea analitică sau grafică a legăturilor cantitative între 

diverşi factori (în particular factori hidrologici) chiar dacă nu se referă la cauză şi efect 

în mod strict. 

8.3.1. Relaţia empirică între două mărimi aleatoare 

a) Fie o colectivitate statistică (X,Y) pentru care se face o serie de determinări experimentale 

şi rezultatele obţinute se trec într-un astfel de tabel: 

,Xk 
Tabel A 

y : }î, 1/2, , yk 
Pentru ambii factori avem acelaşi număr <le determinări: k. 

b) Pentru anumite perechi de factori (X,Y) se fac determinări în felul următor: pentru o 

anumită valoare determinată X; se fac "m" măsurători asupra lui Y şi se obţin valorile 

(Yi1, Y;2, ... , Y;m), respectiv pentru o valoare determinată Yi se fac "I" măsurători asupra lui 

X şi se obţin valorile (X; 1 , X;2, ... , X;i). Rezultatele obţinute se pot grupa în astfel de tabele: 

X (l) ·. Y, Y, y y 
11, 12, , lm - X 1 

Tabel Bl 

v(/) .. Y, V v y 
-"- 11 , I 12, , I Im - X 1 

unde Y x, reprezintă media şirului de determinări ale lui Y pentru o valoare constantă X; 

d t v d ) t" y Yi1 + Y;2 + · • • + l'im a a e re a~1a x, = --------
m 
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y(I): X11, X12, 

Y(2l : X21, X22, ,X21 - Xv2 

y(m): Xml, Xm2, ,Xml - Xvi 

Tabel B2 

unde X Y, este media şirului de determinări ale lui X pentru o valoare constantă Y; ş1 are 
. - Xi1 + Xi2 + · · · + Xii 

expresia Xv, = l 
Definim în continuare cîteva noţiuni legate de corelaţia dintre două mărimi aleatoare: 

Câmp de corelaţie reprezintă repartiţia empirică a variabilelor (X, Y) şi se obţine prin 

reprezentarea grafică în sistemul (XOY) a perechilor (Xi, Y;) sau (X Y;, Y x, ). 
Centru de repartiţie este punctul determinat de mediile celor două şiruri statistice 

M(X, Y). 
• 

Din analiza câmpurilor de corelaţie se disting trei tipuri de relaţii între cei doi factori: 

• a) dependenţă funcţională: în cazul în care punctele experimentale sunt aşezate pe o 

bandă care formează o curbă determinată; 

• b) dependenţă corelaţională: punctele sunt aşezate destul de ordonat dar cu o tendinţă 

mică ca X să fie dependent de Y; 

• c) independenţă: în cazul unei distribuţii haotice a punctelor experimentale ( Xi, Y; ) 
(vezi figura 8.4). 

y y y 

,..+ ..... 
X X ~:~• -.~:"'~ 

.,.>< 111.X >c.._+.,._ )t :I(' 
X)l X )l y 

X .X 
i-1 "- x-+-.,._ lt ic\ >:.-'(x~.J< X 

)< >< X !++ t t- +-++ X 
-,( V;,r )( 

')( '/Y ,\ J, )r " )I ,. / + 
lt >( )( "~ ... )( }("I( 'X 

"y ){ 
}( )I: )I" ){ X 

X )""'I'.;-~>< )( )( ~ .. )( X ')(. -.4 -t .I('.)()(. X 
i.-,,.t ""~+,:a.,, 

t-1:, o o X 
o X X 

al b) c) 

Figura 8.4 

8.3.2. Corelaţie liniară. EcuaJia dreptei de regresie 

Când dependenţa funcţională ce se stabileşte între doi factori X ş1 Y e de tip liniar, 

atunci se pot determina ecuaţii liniare între X şi Y x sau Y şi X y. 

Y x =a+ /3X (8.49) 
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Xv=,+ 8Y (8.5lJ) 

a) În cazul în care numărul de determinări pentru X coincide cu numărul de determinări 
pentru Y şi acesta este n ( conform tabelului A fiecărui element Xi îi corespunde un clement 

17; ) atunci ecuaţia l_iniară se scrie: 

(8.51) 

Pentru a se determina dependenţa analitică dintre cele două elemente X şi Y trebuie să 

se determine coeficienţii a şi b. 

Se face sumă peste toţi factorii Xi, Y; în ecuaţia (8.51 ): 

n n 

n · a+ b- I:xk - Lyk = o 
k=l k=l 

Ecuaţia'(8.52) se împarte la numărul total de determinări "n". Se obţine: 

n n 

în care expresiile ¼ L Xk, respectiv ¼ L Yk reprezintă mediile şirurilor: X şi Y. 
k=l k=l 

Atunci expresia (8.53) devine: 

Se înmulţeşte ecuaţia (8.51) cu Xk şi apoi se face suma de la 1 la n. 

n n n 

In continuare se împarte ecuaţia (8.,55) la n, se obţine: 

Conform relaţiei (8.22) o-t = ~ t X/ - X
2

. 

i=l 
De aici se obţine: 

1 ~ 2 -2 
;; ~ = O"x +x 

i=l 

(8.52) 

(8.53) 

(8.54) 

(8.55) 

(8.56) 

(8.57) 

Inlocuind (8.57) în (8.56) şi ţinând cont de expresia mediei pentru şirul X, se face următoarea 
n 

notaţie v11 = ¼ L XkYk şi se obţine: 
k=l 
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-- 2 -2 
a · X + b( u x + X ) - Vi 1 = O (8.58) 

La expresia (8.58) se adună şi se scade termenul X· Y: 

- -2 -- 2 --
aX + b · X - X· Y + bux - v11 +X· Y = O (8.59) 

Dacă ecuaţia (8.54) se înmulţeşte cu X se obţine prima parte a expresiei (8.59): 
aX + bX

2 
- X· Y = O. În aceste condiţii expresia (8.59) se reduce la următoarea formă: 

2 - -
lxrx = v11 - X· Y 

Se face următoarea notaţie : 

Se obţine relaţia: 

Se formează următorul sistem de ecuaţii liniare: 

bX = Y 

ale cărui soluţii sunt chiar coeficienţii căutaţi: 

- X 
a= Y-µ 11 -

u2 
X 

(8.60) 

(8.61) 

(8.62) 

(8.63) 

(8.64) 

(8.65) 

· Mărimile X, Y, µ 11 , ux se determină din cele două şiruri empirice X, Y. Factorul Y se 
exprimă în funcţie de X în modul următor: 

Y = a+ bX (8.66) 

Înlocuind valorile calculate ale coeficienţilor a şi b se găseşte următoarea relaţie analitică de 
corelaţie: 

- µ11 -
Y - Y = - · (X - X) 

u2 
X 

(8.67) 

În cazul în care valorile Xk, Yk apar de nk ori în şirul statistic (deci nk i= 1, diferit faţă 
de cazul studiat mai sus) se regăseşte expresia de mai sus în care termenii X, Y, µ 11 , u x îşi 

modifică exprimarea în conformitate cu noua situaţie: 
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(8.68) 

(8.69) 

., 

(8.70) 

În mod analog se obţine expresia care dă dependenţa lui X faţă de Y: 

X - X = µu (Y - Y) 
O'y2 

(8.71) 

Ecuaţiile (8.67) şi (8. 71) poartă numele de ecuaţii de regresie. 
b) În cazul în care pentru acelaşi element Xi se obţin "m" valori pentru Y, respectiv 

pentru un element }'i se ob~in "l" valori pentru X (conform tabelelor B1, 82) ecua~iile de 

regresie se deduc ca şi în cazul a) şi se obţin expresiile: 

Yx-Y= µ11 (X-X) 
O'i 

unde Y x şi X y au fost definiţi mai sus, iar X şi Y au expresiile: 

- 1 ~-
X= - L.,XY, 

m i=l 

I 

Y=~~F I L., X, 
i=l 

(8.72) 

(8. 73) 

(8.74) 

( 8. 75) 

Pentru rapoartele care apar în ecuaţiile (8.67), (8.71), (8.72), (8.73) se fac următoarele 

notaţii: 

µ11 
-2 = PX,Y 
O'y 

(8.76) 

(8. 77) 

Mărimile Px,v; PY,X poartă numele de coeficienţi de regresie. Dreapta care în sensul 

principiului celor mai mici pătrate reprezintă sistemul de puncte (Xi, Y;) care se găsesc în 
corelaţie, se numeşte dreaptă de regresie. 
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8. 3. 3. Determinarea coeficientului de corelaţie 

Se determină centrul de distribuţie definit de (X, Y) şi se face următoarea translaţie : 

In cazul a): 

{

U= 

V= 

ln cazul b) : 

X- X 

Y- y 
(8.78) 

(8. 79) 

Ecuaţiile de regresie corespunzătoare celor două cazun se obţin înlocuind expresiile 

(8.78), (8.79) în (8.67), (8.71), (8.72), (8.73). 

Cazul a): 

Cazul b) : 

Ju= 
lv= 

(/) 

{ 

Uv = µu · V (/) 
u} 

vu = µu · u (I I) u;. 
Grafic, translaţia sP- poate reprezenta în modul următor. 

y 

(II) 

-y 

/! 
I 

I X X 

Figura 8.5 
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Această translaţie reprezintă deplasarea originii vechiului sistem de coordonate din po,,,iţia 
sa iniţială în centrul de distribuţie care este originea noului sistem de coordonate. 
Din expresiile (8. 78) se observă că mediile noilor şiruri obţinute prin translaţie sunt nule şi 
dispersiile lor sunt egale cu cele ale şirurilor iniţiale. 

u=v=O 
,T2 _ ,T2 
vu - vx 
,T 2 _ ,T2 
vv - vy 

Conform relaţiilor anterioare expresia lui µ 11 devine: 

(8.82) 

Din ecuaţiile (8.80) se observă că coeficienţii de regresie sunt daţi de valorile pantelor 
dreptelor ( I) şi (II): 

µ11 
tan o= pyx = -, u} 

tan /3 = px y = µn 
, u2 

y 

(8.83) 

(8.84) 

*) Dacă dependenţa corelaţională dintre cei doi factori este funcţională liniară atunci 

cele două drepte de regresie coincid , deci o + /3 = 90°, respectiv: 

tan o · tan /3 = l (8.85) 

**) Dacă între cei doi factori nu se poate stabili o relaţie liniară atunci putem spune că 
v variază puţin în funcţie de u şi practic pantele dreptelor (1), (II) sunt aproximativ nule, 
ceea ce se scrie astfel: 

tan o · tan /3 = O (8.86) 

ln concluzie produsul tg a · tg /3 este un criteriu pentru determinarea legăturilor de 
corelaţie şi dependenţă funcţională liniară. Se defineşte coeficientul de corelaţie în felul 
următor: 

r = Jtan o• t.an /3 = (8.87) 
UX ·Uy 

Valoarea sa e cuprinsă în intervalul [-1 , l]. Când valoarea absolută a acestui coeficient 
atinge sau se apropie de valoarea 1, depedenţa celor doi factori este liniară. Când valoarea 

sa absolută se apropie de zero , atunci variabilele se pot considera în relaţie de dependenţă 
funcţională neliniară. 

Pentru cele două cazuri menţionate mai sus se scriu în modul următor relaţiile pentru 
coeficientul de corelaţie: 
a) În acest caz ( vezi tabelul A), r se exprimă astfel: 
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TI n 

L UkVk 
k=l r=-----

l 
L (Xk - X)(Yk - Y) 
k=I 

n naxay 

sau prin înlocuirea expresiilor ax, ay se obţine: 

n 

L (Xk - X)(Yk - Y) 
k=l r=-----;=========== 

n n 

Z:(Xk - X) 2 
· Z:(Yk - Y) 2 

k=l k=l 

(8.88) 

(8.89) 

b) ln condiţiile în care nk -:/ 1 (vezi tabelul B), cînd se face un număr nik de determinări 
ale lui Y pentru o valoare dată Xi, coeficient.ul de corelaţie are o expresie corespunzătoare. 

Numărul de determinări n;k, ale factorilor X; şi Yk se grupează într-un tabel de felul următor. 

Y/X X1 X2 ... X1 nk Xy 

-
Yi nu n12 n11 n1 XYi 

-
}'2 n.21 n22 ... n21 n2 Xv2 

Yn nml nm2 ... nml nm Xyl 

n; ni n2 ... n, 
- -
Yx Yx1 y X2 ... Yx, 

Valoarea n;k din tabel reprezintă numărul de determinări pentru o anumită valoare măsurată 
X; când elementul Y; este constant; i ia valori între 1 şi 1, iar k e cuprins între 1 şi m. n; 

şi nk reprezintă numărul de determinări pentru toate valorile X; când }'k este constant şi 

invers. 

Corelaţia dintre X; şi Y x, e dată de coeficientul de corelaţie r 1 

(8.90) 
I I 

L n;(X; - X) 2 L n;(Y x, - Y) 2 

i=l 
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m m 

L nkYk L nikyk 

Y = k=l ~ y _ k=l 
m nk = ~nik; X, - -m--

L nk i=l L nik 
k=l k=l 

Corelaţia dintre Yk şi X yk este exprimată prin coeficientul de corelaţie r 2 : 

m 

L nk(Yk - Y)(X yk - X) 
k=l 

r2 = ----;============= (8.91) 
m m 

L nk(Yk - Y) 2 L nk(X yk - X) 2 

k=l k=l 

8. 3.4- ProprietăJile coeficientului de corelaJie 
Fie su, Sv deviaţiile standard ale şirurilor u, v. Din definiţia deviaţiei (8.23) se poate 

scrie: 

n 

ns~= L(vk - vu)2 (8.92) 
k=l 

Din relaţia (8.81) , ţinând cont că·o-x = O"u, rezultă: 

(8.93) 

Din relaţia (8.85) µu se poate scrie astfel: 

(8.94) 

Introducând relaţiile (8.93), (8.94) în (8.92) se obţine: 

(8.95) 

n n 

Dar ¾ L uz = o-~ şi ¼ I: vz = o-; (întrucât uk = Vk = O). Deci: 
k=l k=l 

n 

(8.96) 

n 

LVZ =o-;· n (8.97) 
k=l 
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Din rela~ia (8.94) şi din definiţia lui µ 11 obţinem: 

Înlocuind (8.96) şi (8.98) în expresia (8.95) rezultă: 

ns2 = n(a2 - 2r2a 2 + r2
0"

2) = n(l - r) 2a 2 
V V V V V 

şi după simplificare se obţine: 

Analog se obţine 

In funcţie de valorile lui r apar următoarele cazuri: 
1) r = ±1. În acest caz se obţine: 

s2 = s2 = O 
V IL 

Înlocuind în ecuaţia de regresie (8.81) şi revenind la translaţie obţinem: 

{

Yx- Y= ±ay(X-X) 
ax 

- -:- . ax -
X y- X = ±-(Y - Y) 

ay 

(8.98) 

(8.99) 

(8.100) 

(8.101) 

(8.102) 

(8.103) 

(8.104) 

Se observă că pentru r = 1, atunci când Y creşte şi X creşte şi pentru r = -1 atunci când 
Y creşte, X scade. 

2) r = O . Dependenţa este funcţională dar nu liniară. 
O corelaţie hidrologică se consideră valabilă dacă în valoare absolută coeficientul de 

corelaţie "r" depăşeşte valoarea de O. 7. 
8. 3. 5. CorelaJia liniară cu trei variabile 

ln cazul în care un factor Y depinde liniar de alţi doi, X şi Z atunci ecuaţia de regresie 
se scne: 

Y=a+b-X+c·Z (8.105) 

Făcându-se determinări asupra celor 3 factori se obţin 3 şiruri empirice : 
(X1, X2, ... , Xn) 
(Y1, Y2, ... , Yn) 
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În acest fel se poate forma un sistem cu n ecuaţii din care se determină coeficienţii a, b, c 

prin metoda celor mai mici pătrate: 

1 
a=-· 

N 

1 
b= -• 

N 

1 
c= -· 

N 

N= 

nY nX nZ 

LX;Y; LX? LX;Z; 

L Z;Y; L X,Zi L Z/ 

n nY nZ 

nX LXiY; Lxizi 

nZ LZiY; Lz? 

n nX nZ 

nX Lxi2 Lxizi 

nZ Lxiz, Lzixi 

n nX nZ 

nX EX/ EXiZi 

nZ EXiZi EZi 

(8.106) 

(8.107) 

(8.108) 

(8.109) 

Corelaţia celor trei factori e dată de trei coeficienţi de corelaţie parţiali pyx, pxz, pyz 

( care exprimă corelaţia între doi câte· doi factori) şi coeficientul general de corelaţie este: 

R= 

8. 3. 6. Corelaţia curbă 

P}x + P}z - 2pxy · pyz · pxz 

1 - Piz 
(8.110) 

În cazul în care graficul XOY în care sunt trecute valorile determinate experimental ale 

doi factori (X;, Y;) indică o curbă, atunci pentru exprimarea corelaţiei se va alege una din 

următoarele patru ecuaţii, în mod corespunzător: 

I) Y = b- eaX 

Da.că se foloseşte următoarea schimbare de variabilă { : 

se transformă într-o ecuaţie liniară: 
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v = lg b + u • a (8.112) 

II) Y = a+ bX + cX 2 (8.113) 

{

u=X-X 
Se face transformarea de variabilă _ şi atunci se obţine ecuaţia liniară : 

V= Y-!'.._ 
X-X 

v = b + 2bX + c · u 

Prin transformarea de variabilă { : : 
lg X 

se obţine ecuaţia liniară: 

v = lg a+ b · u 

IV) Y= a 
b+cX 

Dacă se face următoarea schimbare de variabiă { : 

b C 
v=-+-·u 

a a 

X 
se obţine ecuaţia liniară: 

1 
V 

(8.114) 

(8.115) 

(8.116) 

(8.117) 

(8.118) 

Dreapta sau curba de corelaţie se poate determina ş1 m mod grafic, construindu-le 

printre punctele experimentale (X;,~), dar procedeul este mai puţin precis şi determinarea 

parametrilor care definesc curba sau dreapta se face cu eroare mai mare decât în cazul 
analitic. 

8.4. Generarea de valori cronologice 
Importantă din punct de vedere hidrologic este simularea de şiruri de valori care se 

succed cronologic în continuarea unor şiruri cronologice cunoscute. Toate valorile obţinute 

prin simulare împreună cu cele de bază sunt necesare obţinerii unei informaţii mai bogate 

asupra fenomenului hidrologic studiat, în special cu aplicaţie în problemele de proiectare şi 

exploatare a construcţiilor hidrotehnice. 

Simularea consideră fenomenul hidrologic ca fiind aleator, iar noul şir generat trebuie să 

aibă aceleaşi caracteristici statistice ca şi ansamblul valorilor de bază ( a, Cv, X, etc). 
8.4 .1. Relaţii de simulare 

Principiul metodei care stabileşte aceste relaţii de simulare derivă din teoria lanţului 

Marcov: trecerea unui sistem aleator de la momentul (t - 1) la momentul t depinde de 

probabilitatea sistemului de trecere la timpul t. 
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Fie un şir discret de valori cronologice determinate experimental: 
X 1,X2, ... ,Xt-l,Xt, ... ,Xn. Între aceste elemente există o relaţie de ordin 1: 

(8.119) 

unde ~Xt = Xt - X şi ~Xt-l = Xt-I - X, lt este o variabilă de trecere la timpul t şi r.p 

este coeficientul lanţului de ordin I. 
ln acest caz expresia (8.119) se poate seric: 

l .Sirul hidrologic cu pas constant ~t = l an 

Fie X1,X2,••·,Xi,••·,xn şirul de bază şi Xn+l 
simulat. Conform ecuaţiei (8.120) sc poate scrie: 

Y;+1 =X+ p(Y;-X) + t:i+l, i = 1,2, ... 

În relaţia (8.121) p este coeficient de autocorelaţie de ordin I cu proprietatea : 

a;= ai(l - /-) 

(8.120) 

Y; şirul 

(8.121) 

(8.122) 

unde ax este abaterea pătratică medie a şirului de bază. Valoarea fi se înlocuieşte cu 9i, 

unde 9i este o variabilă gaussiană cu valori pozitive şi negative. Relaţia de substituţie e 
următoarea : 

(8.123) 

ln acest caz relaţia (8.121) devine : 

(8.124) 

Sau se poate face substituţia lui 9i cu ,i care este o variabilă aleatoare de tip Pearson cu 
caracteristicile "f = O şi a,., = 1. 

Atunci ecuaţia (8.124) devine: 

(8.125) 

2.Sirul hidrologic cu pas constant ~t = 1 lună 

1n acest caz problema se transformă în generarea de matrice (Y;,i) cunoscând matricea 
de bază ( X 1,i). (Exemplu: debite medii lunare, ni veluri medii lunare, etc.) 
Fie matricea de bază, cu datele determinate experimental, (X1,i): 

X1,1 X21 · · · 
' 

X·1 J, X·+11 · · · J ' X12,1 

X12 
' 

X2,2 · · · X2 J, x1+1,2 • • • X12,2 
(8.126) 

X1m 
' 

X2 ··· ,m xj,m x+i ... J ,m X12,m 
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unde j = 1, 2, ... , 12 (numărul de luni ale anului) z = 1, 2, ... , m (numărul de ani pentru 
care s-au făcut determinări) 

Matricele generate pot avea aceeaşi valoare pentru m ca şi matricea de bază, sau nu. 

Generarea se face de la şir la şir , respectiv de la coloană la coloană: 

(8.127) 

sau dacă se folosesc variabile de tip Pearson: 

(8.128) 

unde X j, X j+I reprezintă mediile coloanelor j şi j + 1 din matricea de bază respectiv abaterile 

pătratice. 

9j+I,i, "fj+I,i sunt variabile aleatoare Gauss sau Pearson corespunzătoare valorilor Yi+i,i 

generate. 

8.4- 2. Coeficientul de corelaţie serială şi autocorelaţie 

Se pleacă de la expresia găsită mai sus pentru coeficientul de corelaţie (8.89). Pentru 
exprimarea coeficientului de autocorelaţie se fac următoarele substituţii: 

X; -----+ X; şi l': -----+ X;+i, întrucât corelaţia se face între aceeaşi termeni ai şirului. 

In aceste condiţii avem: 

2 2 1 ~ 2 -2 
u X = ay = - ~ xi - X 

n i=l 

Atunci coeficientul de autocorelaţie devine: 

n-1 

-
1 '"'XY-X-Y 

n-1 LJ ' ' i=l p=--------oJ 

n-1 2 
-

1
- '"'X·X·+1 - X 

n-1 LJ ' ' i=l 

i ~ x-2 - x2 
n LJ ' i=l 

(8.129) 

(8.130) 

În expresia lui p, la numărător sumarea se face până la ( n - 1) deoarece ultimul termen al 

şirului se obţine pentru i + 1 = n, deci i = n - 1. 
În cazul coeficientului de corelaţie serială se pleacă de la aceeaşi expresie (8.89) şi se fac 

substituţiile : 

X;-----+ Xj;l'j-----+ Xj+I;n-----+ m. 
Se obţine : 

m 

¼ I:(Xj+l - Xj+i). (Xj - Xi) 
j=l 

Pi+i,j = -----;::============= 
1 

m 

m m 

'E(Xj+l - Xj+1)2 'E(Xj - Xj)2 
j=l j=l 

Coeficientul Pj+I,i dă corelaţia între coloanele j şi j + 1. 
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Din expresiile (8.130) şi (8.131) se observă următoarea relaţie: -1 < p < 1. 

8.4,3. Determinarea variabilelor aleatoare 

S-au definit următoarele caracteristici ale şirurilor respective: abaterile standard sunt 

egale cu unitatea u9 = l; u..., = 1 şi mediile şirurilor sunt nule 'f = O; g = O. 
Aceste variabile se obţin prin numerele aleatoare care sunt practic frecvenţe relative 

cu distribuţia uniformă în intervalul (O, 1) şi au aceleaşi caracteristici statistice: abaterea 

standard egală cu unitatea şi media nulă. 

:-,.;umerele aleatoare se generează printr-un proces întâmplător, care are loc în sisteme 

imaginate fizic sau matematic. 

Exemplu de sistem fizic: o urnă cu 10.000 bile din care 1000 sunt numerotate cu O; alte 

1000 cu 1 şi aşa mai departe câte 1000 cu fiecare cifră de la O la 9. Se pot scoate din urnă 
bile ale căror notaţii forrr:iează un număr aleator ca parte zecimală: 4321, 0720, etc. 

Ca sistem matematic se foloseşte calculatorul prin care se pot genera numere pseu
doaleatoare /i: 

unde, 

i=0,1,2, ... (8.132) 

şi Fi este un număr întreg pseudoaleator mai mic sau egal cu I M I şi M este cel mai mare 
număr întreg acceptat de calculator (Ex: pentru IBM 360/40 M = 232 ). Pentru calculul lui 

F 1 din formula de recurenţă (8.132) se foloseşte un număr oarecare întreg şi impar F0 . 

Legătura dintre aceste numere pseudoaleatoare şi variabilele Gauss 9i se face prin 
următoarea funcţie de transfer: 

g, 

'"""' 1 / -,\2 ~ f; = - . e-2 d>. 
21r 

(8.133) 

-oo 

ln mod curent se folosesc următoarele relaţii aproximative de trecere de la f; la g; şi la 1;: 

12 

g; = Lfk-6 (8.134) 
k==l 

(8.135) 

unde Cs este coeficientul de asimetrie al şirului de bază. 

a E (2, 3) (8.136) 
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Valorile aleatoare în ordinea în care se calculează se asociază valorilor în curs de generare 
conform relaţiilor de generare anterioare. Se pot genera şiruri oricât de mari. 

8.5. Evoluţia factorilor hidrologici 
Evoluţia se defineşte ca fiind tendinţa de desfăşurare în timp a fenomenului în cauză, 

cunoscînd un şir numeros de valori cronologice cu acelaşi pas de timp. Tendinţa poate fi 
crescătoare sau descrescătoare pe un interval redus de timp, sau periodică pe un interval 
mai mare de timp. 

8. 5.1. Metode pentru urmărirea tendinţei fenomenului 

A. Metoda mediei mobile 
Această metodă permite atenuarea variaţiei valorilor. Se calculează media unei valori a 

şirului, Y; prin una din relaţiile: 

(8.137) 

unde }i-l, Y;, Y;+l sunt valori cronologice ale factorului Y. 

(8.138) 

unde a, b, c sunt ponderi constante afectate valorilor din şir astfel încât a + b + c = 1. 

Fiecare valoare din şir se substituie cu media corespunzătoare şi se reprezintă grafic 
conform pasului de timp al şirului. 

y 

graficul initial 

Yi+l 
Graficul atenuat 

\ 
i-l l i+l 

T T 

Figura 8.6 

Graficul poate prezenta un ciclu sau mai multe. Nu e necesar ca valorile de la un ciclu 

la altul să fie identice şi nici perioada acestor cicluri. 
Existenţa ciclului hidrologic global din natură imprimă cicluri specifice cu perioada T = 

lan pentru temperatură, evaporări, precipitaţii, niveluri şi debite la cursuri de apă. 
B. Metoda analizei armonice. Formularea matematică a periodicităţii 
Dacă se cunoaşte sau se determină perioada T a ciclului se poate exprima variaţia valo

rilor cronologice ale şirului prin funcţiile Fourier. 
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unde t E [-t, f] şi ao, ak, bk sunt coeficienţi funcţie de valoarea }"i. 

Pentru calculul coeficienţilor ak, bk se face următoarea schimbare de variabilă: 
obţine un şir cu perioada T' = 2,r. Atunci ecuaţia (8.139) devine: 

00 

Y(X) = ~o+ z)ak cos kX + bk sin kX) 
k=I 

(8.139) 

t = ~-; şi se 

(8.140) 

Intervalul (O, 2,r) se împarte în n părţi egale pentru care se cunosc următoarele valori perechi: 
(O, Y0 ), (X1, Y1), ... , (Xn = 2,r, Yn). Se obţine un sistem de ecuaţii de tipul: 

00 

Yi = ~o + z) ak cos kXi + bk sin kXi) (8.141) 
k=l 

Ecuaţiile (8.141) se înmulţesc pe rând cu cos kXi respectiv cu sin kXi şi utilizând pro
prietăţile funcţiilor Fourier se obţin următoarele valori pentru coeficienţii ak, bk, a0 : 

2 
n-1 

llk = ;:; L Yi cos kXi (8.112) 
i=O 

(8.143) 

(8.141) 

ln cazul funcţiilor continue Y(X) sumele care apar în relaţiile de mai sus se transformă în 
integrale. Astfel: 

271' 

ak = ~ J Y(X)coskXdX 
o 

2:,r 

bk = ~ J Y(X)sinkXdX 
o 

8.6. Omogenitate hidrologică 

(8.145) 

(8.146) 

Omogenitatea unui teritoriu din punct de vedere hidrologic se defineşte ca fiind cali

tatea acestuia de a fi reprezentativ faţă de un factor hidrologic ( ex: debit mediu anual, 
precipitaţii ,etc.). 
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Gradul de omogenitate poate avea diverse valori acestea fiind calculate pe baza dispersiei 

valorilor factorului considerat pe întreg teritoriul. 

Fie k puncte pe teritoriu în ca.re s-au obţinut măsurători ale factorului hidrologic con

siderat. În fiecare punct există un şir de n termeni şi media tuturor valorilor pe teritoriu, 

pentru cele k şiruri este X. Se poate construi un tabel cu valorile determinate şi mediile lor 

în cele k puncte. 

1 : X11 X12 X1 1 Xin -----t X1 

2: X21 X22 X2J X2n -----t X2 

(8.147) 
z : X;1 X;2 . . . X;i ... X;n -----tX; 

Coeficientul de neomogenitate se defineşte astfel: 

A(N - k) 
'P = B(k-l) 

(8.148) 

k 

unde N = nk; A= n Z:(X, - X)2; 
i=l i=l j=l 

Termenul A exprimă dispersia mediilor din punctele teritoriului faţă de media generală. 

Termenul B exprimă dispersia valorilor din şiruri faţă de mediile şirurilor din fiecare punct 

în parte. 
Pentru cazul în care şirurile din cele k puncte nu au acelaşi număr de valori se obţin 

următoarele expresii pentru factorii N, A, B: 
k k k n, 

N = L n;; A = L n; (Xi - X) 2 ; B = L Z:(Xij - X;)2
. 

i=l i=l i=l j=l 

S-au construit tabele cu valori limită critice pentru coeficientul de neomogenitate în 

funcţie de un anumit nivel de încredere. 
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CAPITOLUL 9 

ASPECTE FIZIOGRAFICE ALE CURGERII APELOR DE SUPRAFATA 

9. 1. Reţeaua hidrografică 

Re1eaua hidrografică (R.H) este un sistem de văi şi depresiuni naturale către care converg 

apele provenite din precipitaţii şi cele subterane. 

Reţeaua hidrografică naturală poate fi completată cu canale, lacuri de acumulare, sau 

poate fi redusă prin eliminarea formaţiunilor dăunătoare ( bălţi, mlaştini). Reţelele hidro

grafice sunt create prin scufundările şi ridicările scoarţei, fenomene care au avut loc de-alun

gul erelor geologice, până în era Cuaternară. Ulterior apar modificări datorită interacţiunii 

apă - uscat, în principal prin acţiunea de eroziune a apelor şi a depunerilor în aval a 

pământurilor erodate. 

Reţelele hidrografice au importanţă diferită, în funcţie de lungimea lor şi numărul de 

ramificaţii. Un criteriu de stabilire a importanţei reţelei hidrografice se obţine prin acordarea 

unui ordin de mărime n văilor în funcţie de numărul de ramificaţii N. Cel mai mic ordin 

de mărime n = 1, se atribuie văilor singulare(fără ramificaţii) cu lungimea minimă de 5 km; 

n = 2 pentru văi care rezultă din unirea a cel puţin două văi de ordinul 1; n = 3 pentru văi 

care rezultă din unirea a cel puţin două văi de ordinul 2; s.a.m.d.( vezi figura 9.1 ). În mod 

evident se poate stabili o corelaţie între numărul de ramificaţii N şi ordinul de mărime n, 

pentru fiecare R.H. 

Eremplu: Pentru râul Argeş la profilul Piteşti s-a determinat următoarea corela1ie exprimată 

analitic: lg N = 2, 3 - O, 572 · n. 

Parametrii reţelei hidrografice 

A. Lungimea re1elei hidrografice este dată de lungimea tuturor ramificaţiilor unei R.H. 

Lungimea unei ramificaţii l În funcţie de ordinul de mărime n se stabileşte astfel : 

Pentru n = 1 lungimea reprezintă distanţa desfăşurată în plan orizontal de la izvor până la 

prima confluenţă. Pentru n 2'. 2 lungimea reprezintă distanţa desfăşurată În plan orizontal 

măsurată de la punctul de confluenţă care defineşte începutul reţelei cu ordinul respectiv 

până la următoarea confluenţă care schimbă ordinul de mărime (se măsoară în km). 
Pentru o reţea de ordinul n se poate calcula lungimea L prin relaţia : 

N1 N, Nn-1 

L = L l1k + •·· + L /;k + ... + L ln-1,k + ln (9.1) 
k=l k=l 

N, 
undei= 1,2, ... ,n-1, Ni= numărul de ramificaţii care au ordinul de mărime i, L l;k = 

k=l 
suma lungimilor ramificaţiilor reţelei de ordinul i. 

B. Profilul longitudinal al re1elei hidrografice reprezintă succesiunea cotelor terenului de 
pe fundul văilor, care reiese din hărţile cu curbe de nivel. 

In general, valea cu ordinul de mărime cel mai mare are cote mai mici faţă de văile adiacente, 

ceea ce îi permite să primească gravitaţional afluxul de apă al acestora. 
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Figura 9.1 

C. Densitatea reţelei hidrografice D reprezintă lungimea reţelei hidrografice raportată la 
suprafaţa care înscrie R.H. 

(9.2) 

unde L = lungimea R.H. şi S = suprafaţa care cuprinde R.H. 
Această mărime caracterizează capacitatea R.H. de a colecta o anumită cantitate de apă. 
9.2. Bazinul hidrografic 
Bazinul hidrografic ( B.H.) se mai numeşte bazin de recepţie sau bazin colector ş1 

reprezintă teritoriul care înglobează reţeaua hidrografică până la cumpăna apelor. 
Cumpăna apelor este linia celor mai înalte cote ale B.H. considerat. 

Parametrii bazinului hidrografic 
A. Suprafaţa bazinului hidrografic se notează de obicei cu F şi se estimează pentru o 

anumită lungime L a reţelei hidrografi.ce. 
Exemplu: B.H. al Dunării are suprafaţa totală F = 817000 km2

. 
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B. Curba hipsometrică este un grafic obţinut pe baza curbelor de nivel de pe suprafaţa 

B.H. 

~~--_. ___ ____;~ Amed. 

=F., 
· - .. !JtlfJJ..._ 

A 
A-.dA 

A·2t.A 

A-{t-f)t.A 
Curba hipsometrică a BH. 

Figura 9.2 a) Figura 9.2 b) 
Ordonatele acestui grafic reprezintă altitudinile de la cea mai joasă cotă Co până la cea 

mai înaltă C1 , iar abscisele sunt însumări ale suprafeţelor parţiale f i dintre două curbe de 
l 

nivel succesive. I: fk = însumarea suprafeţelor parţiale dintre cota C1 şi curba de nivel de 
k=l 

ordinul i. 
Ai = valoarea curbei de nivel de ordinul i (vezi figura 9.2.a). 

l 

Construcţia curbei se obţine prin reprezentarea perechilor de valori (Ai , I: fk) . Curba 
k=l 

hipsometrică oferă posibilitatea de a estima rapid suprafeţele aflate deasupra unor cote 
date, sau suprafeţele aferente B.H. din diverse regiuni. Prin echivalarea ariei determinate de 
curba hipsometrică cu aria unui dreptunghi cu baza egală cu suprafaţa F a B.H. se obţine 
altitudinea medie a reliefului ca fiind înălţimea dreptunghiului. 

C.Panta medie a bazinului hidrografic 

Se poate calcula o pantă medie a bazinului J pentru aprecierea mişcării apei pe suprafaţa 
sa. 

Fie Ji panta medie a terenului dintre două curbe de nivel definită de raportul dintre diferenţa 
de altitudine dintre două curbe de nivel şi lăţimea medie a terenului dintre cele două curbe 
de nivel: 

(9.3) 

unde L\A este diferenţa dintre două curbe de nivel şi bi este lăţimea medie a terenului dintre 
cele două curbe de nivel (figura 9.2.b). 

Se exprimă suprafaţa dintre două curbe de nivel în felul următor: fi = li · bi, unde li este 
lungimea mediană a suprafeţei fi- Atunci panta medie a bazinului hidrografic se exprimă 
prin următoarea relaţie: 

J = ~ Ji · fi = ~ L\A · fi = L\A ~ li · bi = L\A ~ l, 
L F L F. b· F ~ b· F L 
i=l i=l l i=l l i=l 

(9.4) 
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unde F reprezintă suprafaţa totală a bazinului hidrografic şi se poate exprima astfel: 
n 

F = L., fi; 

n 

I: l; reprezintă lungimea totală a curbelor de nivel din bazinul hidrografic. 
i=l 

D. Structura geologică a solului bazinului hidrografic şi învelişul vegetal 

Structura geologică a solului B.H. constituie un factor fiziografie necesar pentru carac
terizarea bazinului. Pentru studiul bazinului e necesară eleborarea unei hărţi a bazinului 
hidrografic cu repartiţia structurilor geologice, cu aprecieri asupra gradului lor de permeabi
litate, în funcţie de capacitatea diferită pe care o au rocile de a infiltra precipitaţii, deci de 

a micşora volumul curgerilor. 
De exemplu în regiuni muntoase cu roci cristaline neîmpădurite, infiltraţia este neglija

bilă, în formaţii de carst e cuprinsă între 30% - 80%, în roci argiloase este de 30% - 50%, 
iar în nisipuri şi pietrişuri este de 40% - 70% din cantitatea de apă superficială. 

De asemenea învelişul vegetal intervine cu o pondere importantă la procesul de curgere 

prin reţinerea parţială şi frânarea mişcării maselor de apă precipitate pe suprafaţa B.H. 
9.3. Albiile cursurilor de apă 
Albia reprezintă partea inferioară a văii ocupată permanent sau temporar de curentul 

de apă. 
Structurile geologice foarte tari modelează forma curentului şi îi imprimă direcţiile de cur
gere, iar pe structurile aluvionare curentul îşi modelează singur albia pentru a corespunde 
legilor sale de mişcare. 

Parametrii albiilor 
A. Profil transversal al albiei 

Profilul transversale alcătuit dintr-o parte adâncă numită albie minoră şi părţile laterale 
care nu sunt mereu acoperite cu apă, care se numesc lunci (figura 9.3). 

Linia adâncimilor maxime ale albiei minore din profilele transversale succesive se numeşte 
talveg. 

Albia minoră şi luncile formează aşa numita albie majoră. După gradul inundaţiilor 
albia majoră are o întindere mai mare sau mai mică. Calculele hidrologice de probabilitate 
şi cele hidraulice permit determinarea întinderilor albiei majore pentru asigurări de depăşire 
a debitelor maxime. Lăţimea B şi adâncimea medie Ymed a secţiunii transversale de curgere 
a curentului sunt în relaţie directă cu debitul Q. Pe baza cercetărilor în natură sau laborator, 

s-au stabilit o serie de formule de legătură între aceşti parametri. 
Exemplu: Formula Blench 

(9.5) 

unde o şi /3 sunt parametri funcţie de forma profilului albiei şi granulaţiei sale. 
Suprafaţa liberă nu e riguros orizontală, datorită unor curenţi secundari. Dacă debitul creşte, 
pe porţiuni rectilinii suprafaţa are o formă convexă ( cu cote mai mari în mijlocul albiei) şi 

dacă debitul scade forma devine concavă (cu cote mai mari către m~luri). 
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·· .... . -·"Talveg 
Luna1 Albiemroră 

..-------Albiemopă -----a.I 

Profil transversal de principiu pri111 
albia minoră şi albia majoră. 

Figura 9.3 

B. Profil longitudinal al albiei 

Reprezentarea grafică în plan vertical a liniei talvegului şi a liniilor suprafeţelor libere la 
anumite asigurări ale debitului se numeşte profil longitudinal. 

C. Reprezentări batimetrice 

Curbele batimetrice sunt linii de egală adâncime ale albiei considerate faţă de suprafaţa 
liberă a apei, la nivelul cel mai scăzut înregistrat după un timp îndelungat. Curbele celor 
mai mici adâncimi se prezintă ca nişte elipse mult alungite. 

Reprezentarea albiei prin curbe batimetrice se foloseşte în hidrologie pentru calculul 
volumului de apă acumulat de-a lungul unui anumit sector de albie, în studiul hidrodinamic 
al albiei, în proiectarea construcţiilor de amenajare a albiei. 

9.4. Dinamica râurilor 
Forţele care acţionează asupra apei în timpul curgerii pe B.H. sunt: 
A. Forţa gravitaţională 

Mişcarea apei din amonte în aval are loc asemenea mişcării pe un plan înclinat. Com

ponenta tangenţială a forţei gravitaţionale contribuie la deplasarea particulei de apă de-a 
lungul planului înclinat. 

Figura 9.4 
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B. Forja Coriolis 

Această forţă apare datorită mişcării de rotaţie a Pământului şi acţionează perpendicular 
pe direcţia de mişcare a apei în râuri. 
Expresia forţei este: 

F' = -2m ·W X v-;. (9.6) 

unde m este masa particulei de apă asupra căreia considerăm acţiunea forţei , w este viteza 

de rotaţie a Pământului şi Vr viteza medie a curentului de apă. 
Forţa Coriolis determină abaterea apei în emisfera nordică spre dreapta şi în cea sudică 

spre stânga, fapt care duce la apariţia eroziunii malurilor respective, datorită presiunii mai 
mari ce acţionează pe aceste părţi. 

C. Forja centrifugă 

N 

s 
Figura 9.5 

-~r 

Pe sectoarele în curbă ( cu raza R) ale cursului de apă datorită acţiunii forţei centrifuge 

suprafaţa liberă se înclină cu un unghi a faţă de planul orizontal. 
Acest unghi se poate calcula din figura de mai jos conform relaţiei: 

mv2 2 
- V 

tana = ....B_ = -
mg gR 

(9.7) 

Diferenţa de nivel dintre suprafaţa liberă a apei între cele două maluri are valoarea !)..y (vezi 

figura 9.6) şi se exprimă prin relaţia : 

B · v2 

!)..y = B · tan a = -
gR 
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suprafata libera 

R 

albie 

Figura 9.6 

D. ForJa de frecare 

B 

,d 

Datorită frecării care are loc cu patul albiei, asupra particulei de apă acţionează o forţă 
de frecare care se opune mişcării. 
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CAPITOLUL 10 

MARIMI SI METODE DE MASURA IN HIDROLOGIE 

10.1. Reţeaua hidrometrică 
Pentru obţinerea de date privind fenomenele hidrologice dintr-un bazin hidrografic fie 

prin observaţii directe, fie prin operaţii tehnice e necesar ca în anumite puncte geografice să 

se înfiin\eze servicii cu acest specific. 

În funcţie de importanţa studiilor efectuate, acestea se împart în staţii hidrometrice şi 
posturi hidrometrice. Totalitatea acestor servicii constituie reţeaua hidrometrică. Reţeaua 

hidrometrică e formată din două reţele componente: una cu funcţionalitate de lungă du

rată - reţeaua hidrometrică de bază şi cealaltă cu o durată de funcţionare relativ scurtă şi 

discontinuă - reţeaua hidrometrică auxiliară. 

Prin staţiile şi posturile hidrometrice se urmăresc în mod continuu variabilele hidrologice 

(niveluri, debite, etc) în unul sau mai multe profile transversale ale unui sector de lungime 

limitată(pentru apele de suprafaţă) sau într-un sistem de foraje (pentru apele subterane). 

10.1.1. Reţeaua hidrometrică a apelor de suprafaţă 

Reţeaua hidrometrică de bază trebuie să furnizeze date în mod continuu cel puţin 25 de 

ani. Pentru amplasarea staţiilor şi posturilor hidrometrice astfel încât să se asigure caracterul 

natural al variabilei studiate se ţine cont de următoarele: 

- se evită amplasarea în vecinătatea imediată a construcţiilor hidrotehnice; 

- se aleg sectoare rectilinii cu profile invariabile, evitându-se instabilitatea în plan ori-

zontal şi vertical al albiei; 

- se evită localizarea lor în sectoare cu variaţii mari ale uneia dintre mărimi ( ex: nivelul 

în profil transversal) care duc la variaţii mici ale altei mărimi (ex: debitul). 

Repartizarea staţiilor şi a posturilor hidrometrice în reţea trebuie să se facă după următoarele 

criterii astfel încât să se obţină o cât mai bună coordonare şi exploatare a datelor ob\inute 

pe întregul bazin hidrografic: 

- pe sectoarele lungi fără afluenţi importanţi, distanţele între două puncte hidrometrice 

să se aleagă astfel încât debitul mediu al cursului de apă între două puncte învecinate să 

difere cu circa 20%; 

- la confluenţe importante, fiecare curs de apă să dispună de un punct în aval la o distanţă 

care să satisfacă diferenţa de 20% în raport cu însumarea debitelor de la confluenţă. 

Punctele hidrometrice ale reţelei auxiliare completează în mod temporar reţeaua de bază, 

pentru a obţine informaţii suplimentare ( ex: pentru proiectarea unor construcţii hidrotehnice 

în amplasamente îndepărtate de punctele hidrometrice existente, pentru îmbunătăţirea 

metodelor de prognoză hidrologică, etc.) 
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10.1.2. Reţeaua hidrometrică a acviferelor freatice 
Reţeaua hidrometrică în acest caz constă din puncte de măsurătoare alcătuite din foraje 

singulare sau grupate în triunghiuri, care permit determinarea direcţiei şi sensului de curgere 
ale curentului subteran. Modul de repartizare a forajelor depinde de natura structurilor 
freatice şi de interacţiunea acestora cu apele de suprafaţă. 
Pentru studii lărgite asupra interacţiunii ape de suprafaţă - ape subterane, se utilizează 
foraje amplasate perpendicular pe cursul de apă. 

10.2. Nivelul 
10.2.1. Hidrometria nivelurilor la apele de suprafajă 
Nivelul reprezintă cota unui punct situat pe suprafaţa liberă a apei la un moment dat. 

Planul de referinţă orizontal faţă de care se determină această cotă poate fi nivelul mării 
sau oricare alt plan relativ. Se notează de obicei cu H. 

Plan 
·-de~afie 

Figura 10.1 

Când linia suprafeţei libere nu e orizontală, nivelul se consideră ca fiind media valorilor 
sale determinate pe lăţimea suprafeţei libere. 

Mirele hidrometrice sunt instalaţii, aparate şi construcţii cu care se determină nivelul 
apelor de suprafaţă în cadrul staţiilor şi posturilor hidrometrice. 

a. Mire hidrometrice simple - sunt rigle gradate din doi în_doi centimetri care se montează 
pe un suport fixat în curentul apei fără să pert urbe curgerea normală astfel încât: 

- planul orizontal de referinţă să treacă prin gradaţia "O" a riglei şi să se găsească sub 
cel mai scăzut nivel cunoscut în zona respectivă. 

- gradaţia superioară să fie cu 0.5 m mai sus decât nivelul maxim cunoscut (figura 10.2). 
Mira hidrometrică simplă se citeşte de către observatori cu ochiul liber de pe mal sau de pe 
o punte amenajată , în anumite ore fixate ale zilei. 

b. Limnigrafe - sunt aparate care înscriu pe grafic în mod continuu nivelurile. În funcţie 
de amplitudinea nivelurilor, limnigrafele înregistrează pe o foaie de grafic nivelurile la scări 
de la 1:5 la 1:20, în perioadă de o zi, o săptămână sau 15 -zile. Aparatul urmăreşte direct 
nivelul printr-un plutitor de la suprafaţa apei şi îl transmite la un sistem de înregistrare. 
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Secfiunea-b 

Suportul pe piloţi 
al mirei hidrometrice. 

Figura 10.2 

c. Teletransmitătoare - sunt aparate de măsurat ce transmit singure valoarea nivelului 

măsurat la distanţe mari. Aceste aparate se construiesc pe principiul variaţiei intensităţii 
curentului electric sau pe principiul emiterii de impulsuri electrice. 

Teletransmiţătorul bazat pe variaţia intensităţii curentului electric este astfel construit 
încât variaţia nivelului duce la variaţia intensităţii , care se transmite la dispozitivul de 
recepţie etalonat în unităţi ale nivelului (figura 10.3). Aparatul funcţionează până la tensi

unea de 60 V şi poate transmite informaţii până la 5 km. Erorile asupra măsurătorilor sunt 

influenţate de variaţia temperaturii şi umidităţii aerului care duc la modificări ale caracte
risticilor circuitului de transmisie. 
Instalaţiile construite pe baza emiterii de impulsuri electrice pot transmite informaţii până 
la câteva sute de kilometri. 
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10.2.2. Hidrometria nivelurilor la apele freatice 

In scopul determinării nivelurilor apelor freatice se practică foraje care să pătrundă în 
stratul acvifer. 
Modul de realizare a unui foraj este următorul (figura 10.5): 

- se introduce până la stratul de bază impermeabil o coloană metalică cu diametrul de 
300 mm şi în interiorul ei o altă coloană metalică cu diametrul de 100 mm, prevăzută cu 
fante pentru a interacţiona cu acviferul. 

- se umple spaţiul dintre cele două coloane cu pietriş până la adâncimea de un metru de 
la nivelul terenului, şi peste se pune argilă. 

- se extrage coloana exterioară pe măsură ce se umple spaţiul dintre cele două coloane; 
se constituie astfel filtrul forajului. 

- se ridică deasupra terenului capătul exterior al coloanei interioare şi se închide cu capac. 
Planul de referinţă faţă de care se determină nivelul apei din foraj este planul orizontal 

care trece prin capătul exterior al coloanei. Valoarea nivelului se determină prin citirea 
directă pe o ruletă metalică a lungimii desfăşurate în interiorul forajului. Ruleta are la 
capătul din interiorul forajului un dispozitiv care semnalizează sonor sau optic contactul 
cu suprafaţa apei. Valoarea nivelurilor freaticelor se poate înregistra direct şi continuu cu 
ajutorul limnigrafelor montate la capătul exterior al coloanei (figura 10.4). 

Nivel minim 

Figura 10.5 
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10.2.3. Modul de reprezentare a datelor de nivel 

a. Hidrografe de nivel 
Reprezentarea grafică în ordine cronologică a nivelurilor măsurate la o staţie hidrometrică 

de-a lungul unui interval de timp formează aşa numitul hidrograf de nivel (figura 10.6). 

Figura 10.6 

Hidrografele se elaborează pe intervale de câte un an sau pe anumite luni din întreaga 
perioadă de ani de când se efectuează observaţiile. Limnigrafele redau în mod automat 
aceste hidrografe dar corespunzător intervalului de timp şi scării proprii a aparatului. 

Pentru fiecare an se constată o epocă de niveluri mari în intervalul martie -iunie şi una 
sau două epoci cu niveluri scăzute în timpul verii şi iernii. Graficul de nivel din epoca de 
niveluri mari se numeşte hidrograf de viitură. 

Valorile caracteristice ale nivelurilor sunt cele extreme ( nivel maxim anual, multianual; 
nivel minim anual, multianual) şi cele medii (nivel mediu anual, multianual). Cu aceste 
valori se formează şiruri statistice care sunt baza de calcul a valorilor asigurate şi a generării 
de noi valori (conform calculului statistic - vezi capitolul 8). 

b. Grafice de durată şi de frecvenţă 
Pe baza hidrografului de nivel se pot construi încă două grafice uzuale în problemele de 

folosire a apelor: graficul de durată şi graficul de frecvenţă a nivelurilor (figura 10.7). 
Graficul de durată a nivelurilor prezintă duratele nivelurilor hidrografului în ordine de

screscătoare. 

Graficul de fercvenţă a nivelurilor prezintă durata de variaţie a nivelului pentru o clasă 
de nivel t:J..JJ. 

Utilitatea lor constă în faptul că dau posibilitatea de a determina în cât timp (ore, zile) 
din întregul interval a fost egalat sau depăşit un nivel sau o clasă de niveluri. 

10.3. Adâncimea 

Adâncimea reprezintă diferenţa între cotele suprafeţei libere şi a unui punct situat în 
planul albiei. Se notează de obicei cu A (vezi figura 10.1). Pentru acelaşi nivel, în profil 
transversal se obţin diferite valori pentru adâncime. Adâncimea se măsoară periodic pentru a 

urmări schimbările morfologice ale albiei ( depuneri, eroziuni) şi pentru a deterrruna sec\iunea 
de curgere la nivelurile curentului. 
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Figura 10.7 

În scopul de a determina adâncimea în cadrul unei secţiuni transversale se materializează 
limita suprafeţei libere la contactul cu malurile prin anumite repere. Valoarea adâncimii se 
măsoară cu sonde gradate care se introduc în cursul de apă. Pentru adâncimi mici se folosesc 
cabluri gradate şi se citeşte direct valoarea adâncimii . Pentru adâncimi mari citirea directă 
nu mai dă valoarea reală a adâncimii deoarece se adaugă o anumită eroare datorată presiunii 
curentului care abate cablul de la verticală. Pentru o determinare corectă se înregistrează 
unghiul făcut de cablu cu verticala şi se estimează eroarea creată. În final se determină 
valoarea reală a adâncimii. 

10.3.1. Determinarea secţiunii de curgere 

Valoarea secţiunii de curgere (secţiunea transversală pe cursul de apă) e necesară în 
calculul debitului curentului de apă corespunzător unui anumit nivel. 

Secţiunea transversală trebuie măsurată perpendicular pe direcţia de mişcare a curen-· 

tului. Se aleg corespunzător lăţimii suprafeţei libere distanţele "d" între sondajele unde se 
determină adâncimea pentru profilul respectiv. Aceste distanţe "d" împreună cu adâncimile 
"A" măsurate, constituie coordonatele care intră în calculul secţiunii de curgere respective, 
şi care permit determinarea formei secţiunii. 

10.4. Viteza 
10.4-1. Metode de determinare a vitezei apelor de suprafaţă 
Pentru caracterizarea mişcării apelor curgătoare de suprafaţă se foloseşte noţiunea de 

viteză medie a secţiunii de curgere. Viteza medie a secţiunii rezultă din mulţimea de viteze 
punctuale distribuite în secţiune. Vitezele punctuale oscilează în jurul unor valori medii. 
Pentru o curgere rectilinie şi regulată distribuţia pe verticală a vitezelor e parabolică sau 

logaritmică (vezi figura 10.8). 
Când apar perturbaţii (ex: vântul, îngheţul) se modifică forma distribuţiei pe verticală a 

vitezelor: 
- când vântul bate în direcţie opusă curgerii se măresc adâncimile şi se diminuează viteza 

(vezi figura 10.8). 
- când vântul are direcţie comună cu curgerea are loc micşorarea adâncimilor şi amplifi

carea vitezei (vezi figura 10.8). 
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- când curentul se mişcă sub un pod de gheaţă au loc de asemenea modificări în distribuţia 

vitezelor, după cum arată figura 10.8. 
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Figura 10.8 

Viteza punctuală a curentului de apă se măsoară cu morişca hidrometrică (figura 10.9). 
Aparatul respectiv transformă viteza orizontală a curentului în viteză de rotaţie prin inter
mediul elicei cu care este prevăzut, după legea: 

v=a+ b· n (10.1) 

unde v este viteza liniară a apei, n este turaţia elicei, a şi b sunt parametri care depind de 
tipul de fabricaţie al aparatului . 

Aparatul este construit astfel încât la o rotaţie a axului aparatului elicea se învârte de 
N ori şi rotiţa care restabileşte curentul în circuit o singură dată. O dată cu restabilirea 
contactului se pune în funcţiune şi sistemul de semnalizare care poate fi sonor sau optic. 

Dacă într-un punct în care se fac măsurătorile se înregistrează S semnale în timpul T 
secunde atunci turaţia n a elicei e dată de următoarea relaţie: 

N(S - 1) 
n = ---- rot/s 

1' 
(10.2) 

Pentru calculul vitezei medii pe verticală se fac determinări de-a lungul verticalei respective 
în punctele situate la adâncimile 0,2 A; 0,8 A ( pentru o verticală cu adâncimea A ). Pentru 
efectuarea acestor măsurători morişca se suspendă de un cablu şi se coboară pe verticală în 
curentul de apă. 
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Figura 10.9 
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Pentru măsurători rapide se foloseşte. o şalupă în continuă mişca.re din care se determină 
viteza cu morişca hidrometrică, de la un mal la celălalt al cursului de apă. 

, 

Figura 10.10 
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În punctul M aflat la adâncimea y se determină viteza curentului din legea de compunere a 

vitezelor: 

(10.3) 

unde veste viteza curentului la adâncimea y; VR este viteza rezultantă înregistrată de morişca 

hidrometrică în mişcarea şalupei cu viteza V 8 • 

Unghiul dintre direcţia axului moriştei şi direcţia profilului transversal (a) se înregistrează 

automat ca şi adâncimea y. Expresia analitică a vitezei la adâncimea y în funcţie de viteza 
care se măsoară cu morişca este : 

v = VR · sin a (10.4) 
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Trecerile succesive ale şalupei de la un mal la altul permite determinarea vitezelor punctuale 

din secţiunea udată a cursului de apă. 
10.4 .2. Metode de determinare a vitezei apelor subterane 

Apele subterane sunt caracterizate de două tipuri de viteze distincte: viteza medie reală 

sau efectivă şi viteza aparentă sau de filtrare. 
a. Viteza medie reală se defineşte ca raportul dintre debitul real prin secţiunea transver

sală de curgere şi aria suprafeţei eficace a secţiunii: 

Q 
u=

Wae 
(10.5) 

Wae este aria corespunzătoare tuturor golurilor aflate în comunicaţie ( aria traversată efectiv 

de apă). Relaţia dintre aria eficace şi cea totală este următoarea: 

Wae =fie· W ( 10.6) 

unde fie este porozitatea eficace şi w este aria transversală totală. 

Pentru determinarea vitezei medii reale se folosesc trasorii. Din punct de vedere al 

detectării lor trasorii se clasifică în trasori chimici, coloranţi, substanţe biologice, trasori 

izotopi ci. 
1. Trasori chimici 
Trasorii chimici utilizaţi sunt săruri uşor solubile ( ex: clorură de sodiu, clorură de calciu, 

clorură de amoniu, acid boric, azotaţi). Detectarea acestor trasori se face prin măsurători de 
rezistivitate (metoda I) sau prin prelevare de probe şi analiză chimică în scopul determinării 

concentraţiei ( metoda II). 
Metoda I 
Această metodă utilizează electroliţi foarte puternici cum ar fi clorură de sodiu sau 

clorură de calciu. Trasorul se introduce într-un foraj F1 şi se înregistrează trecerea sa în 
forajul F2 , amplasat în aval faţă de F1 , prin măsurarea rezistenţei electrice între tubul 

forajului F2 şi conductorul metalic central al acestui foraj .. 
O dată cu Înaintarea trasorului scade rezistenţa dintre cei doi electrozi, urmând ca la 

atingerea electrodului din forajul F2 să se producă un scurtcircuit înregistrat de ampermetrul 
A. 

Dacă I este distanţa dintre cele două foraje şi t:J.t este timpul de propagare a trasorului 

(timpul scurs de la introducerea trasorului în F1 şi înregistrarea scurtcircuitului) atunci 

viteza reală de deplasare a apei în stratul freatic este dată de raportul dintre distanţa l şi 

intervalul de timp t:J.t. 

l 
U.= -

~t 
(10.7) 

Metoda se aplică în cazul rocilor permeabile şi distanţele între cele două foraje cuprinse între 
O, 75 şi 1.50 m. 
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Metoda II 

R 

Ce-a de-a doua metodă propune detectarea concentraţiilor trasorului în diverse foraje de 
observaţie prin prelevare de probe. Se utilizează tot relaţia ( 10. 7) pentru calculul vitezei, cu 
următoarea semnificaţie a termenilor: l este distanţa dintre două foraje şi !!,.t este intervalul 
de timp între atingerea maximelor concentraţiei trasorului în fiecare foraj. Metoda dă erori 
de ordinul de mărime al parametrului determinat. 

2. Coloranţi 
Se pot introduce în apa subterană coloranţi ca fluoresceina, rodamina B, albastru de 

metil, albastru de anilină, fucsina, roşu de Congo, etc. Colorantul cel mai des utilizat 
este fluoresceina (sarea de sodiu a resorcina! - ftaleinei : C20H100 5Na 2 ). Folosirea acestui 
colorant e limitată la terenuri cu strate granulate permeabile şi în strate fisurate. Da
torită dependenţei intensităţii culorii fluoresceinei de valoarea pH-ului mediului în care se 
află, măsurătorile trebuie să se facă la un pH = 9 deoarece în această regiune intensitatea 

fluorescenţei e aproximativ constantă (vezi figura 10.12) 

Fluoresceina poate fi detectată cu fluorimetrul în diluţii maxime de 5 · 10-4 mg. 
3. Substanţe biologice 
Domeniul de utilizare al acestor trasori este foarte limitat, din cauza reţinerii trasorului de 

către mediile străbătute de apa subterană. Substanţele biologice se folosesc pentru stabilirea 
perimetrelor de protecţie sanitară, la instalaţiile de captări şi de tratare a apelor. ln acest 
scop se folosesc: bacteria violaceus, bacteriofag antific, etc. 
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Figura 10.12 

4. Trasori izotopici (trasori neconvenţionali) 

Pentru studiul fenomenelor ce au loc în apele subterane folosirea izotopilor radioactivi ca 
trasori este foarte convenabilă întrucât timpul de detectare e mult redus faţă de utilizarea 

trasorilor convenţionali. Izotopii radioactivi pot fi detectaţi direct în curentul acvifer. Tra
sorul ideal introdus în apa subterană trebuie să se deplaseze cu aceeaşi viteză ca şi apa, 

fără pierderi pe unitatea de parcurs. În plus trasorul radioactiv trebuie să aibă o durată de 

înjumătăţire corespunzătoare duratei de investigare şi să emită radiaţii caracteristice astfel 
încât să nu contamineze apa peste limitele admisibile. 

In funcţie de durata de investigare se folosesc următoarele tipuri de izotopi: 
- pentru lucrări de scurtă durată se foloseşte 1131 cu timpul de înjumătăţire T1; 2 = 8, 06 

zile. 

- pentru lucrări cu durata medic se foloseşte Rb86 cu timpul de înjumătăţire T1; 2 = 18, 6 
zile 

-pentru lucrări cu durată mare se foloseşte Cl36 cu timpul de înjumătăţire T1; 2 = 3, 08-105 

am. 

:Mişcarea izotopilor e caracterizată de variaţia concentraţiei în timp. Curba teoretică a 
concentraţiei pentru trasorul ideal e puţin diferită de curba pentru trasorul real în sensul că 

maximele sunt deplasate unul faţă de celălalt şi curba reală e puţin aplatisată faţă de cea 
teo~etică (vezi figura 10.13). 

1n figura 10.13 notaţiile folosite reprezintă: 

tt = timpul teoretic de atingere a concentraţiei maxime 

tr = timpul real de atingere a concentraţiei maxime 

~l = tr - tt 
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Figura 10.13 

Principiul de determinare a vitezei apei subterane 
Determinarea vitezei folosind trasori izotopici se face prin evaluarea timpului de tranzit 

între două puncte din acvifer măsurându-se concentraţia izotopilor în două piezometre 

plasate în punctele respective. Viteza e dată de relaţia : 

L 

t2 - t1 
u=--- ( 10.8) 

unde L este distanţa dintre foraje care se alege în funcţie de natura acviferului; 

t1 este momentul în care trasorul e introdus în pânza freatică în forajul F1 ; 

t. 2 este momentul în care trasorul e observat în forajul F2 situat în aval faţă de F1 • 

Dacă între cele două foraje situate pe direcţia de curgere a apei subterane există un 
regim de curgere permanent (fără nici un aport de apă nemarcată), micşorarea concentraţiei 

trasorului radioactiv este dată numai de dezintegrarea izotopului. Luând în consideraţie 

legea de dezintegrare radioactivă pentru două momente de timp diferite t 1 şi t2 putem 

exprima concentraţiile izotopilor faţă de concentraţia iniţială C0 . 

C C -Ât1 
l = 'O. e (10.9) 

(10.10) 

Se împarte ecuaţia (10.10) la ecuaţia (10.9) şi se obţine: 

C2 -Ât 
-=e 
C1 

(10.11) 

unde t = t2 - t 1 este timpul de tranzit între două foraje. 

Dacă se exprimă constanta de dezintegrare prin intermediul timpului de înjumătăţire 

>. = P- atunci expresia (10.11) devine: 
I /2 
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(10.12) 

Relaţia (10.12) exprimă scăderea concentraţiei izotopului radioactiv în timp. 
În practică trebuie să se ţină cont şi de ceilalţi factori care duc la scăderea concentraţiei 

trasorului: convecţia hidrodinamică, dispersia hidrodinamică şi schimbul de ioni. Atunci 
legea după care variază concentraţia izotopului este următoarea ( Inoue şi Kaufman, 1963): 

ac 1 - P aq"' 
-=-p·--·-+ at P at · [ a ( ac) a ( ac) a ( ac)] ax Dox ax + ay Doy ay + OZ Doz az -

[ a a a ] - -(ux · C) + -(u · C) +-(uz· C) ax oy y az (10.13) 

unde C, q* sunt concentraţiile specifice ale radioizotopului în fazele lichidă respectiv solidă, p 

este presiunea apei, p este densitatea apei, Ux, uy, Uz sunt componentele vitezei apei pe cele 
3 axe ale unui sistem de coordonate cartezian şi Dox, Doy, Doz sunt coeficienţii de difuzie. 

Primul termen din ecuaţia (10.13), din membrul drept descrie influenţa absorbţiei tra

sorului, cel de-al doilea descrie influenţa difuziei, respectiv cel de-al treilea termen de

scrie influenţa convecţiei a.supra variaţiei concentraţiei trasorului. Studiile experimentale 

au arătat că dispersia trasorului se face în plan sub un unghi a mai mic de 30 de grade ( de 

obicei cuprins între 15 şi 20 de grade) şi că această dispersie este dependentă de viteza apei 
subterane (figura 10.14). 

.,, 

• Foraj ... 

Figura 10.14 
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1\lletoda de lucru 
Pentru măsurarea vitezei reale sunt necesare minim 2 foraje. Distanţa dintre foraje e 

dependentă de viteza apei. Trasorul se introduce în foraj sub formă de soluţie apoasă, 

miscibilă. Activitatea totală necesară se calculează astfel încât să se ţină cont de: 

- volumul în care se diluează trasorul 

- durata probabilă a măsurătorilor 

- i:apacitatea de reţinere a mediului străbătut de trasor 

- protecţia contra radiaţiilor. 

Pentru determinarea timpului necesar parcurgerii distanţei dintre 2 foraje, se măsoară 

timpul la care s-a introdus trasorul în primul foraj şi respectiv timpul la care s-a atins 

maximul concentraţiei în forajul 2. Această valoare se determină din curba concentraţiei şi 

corespunde valorii maxime atinse. 

În trecerea apei (respectiv a trasorului) printr-un mediu omogen puţin absorbant, cum 

ar fi pietrişul, variaţia concentraţiei trasorului în forajul de observaţie are o distribuţie 

gaussiană cu un maxim foarte pronunţat ( asemenea curbei teoretice pentru trasorul ideal). 

Considerând momentul zero, momentul introducerii trasorului în primul foraj, atunci timpul 

corespunzător maximului concentraţiei din această curbă reprezintă timpul necesar ca tra

sorul să parcurgă distanţa dintre foraje. Pentru soluri neomogene sau mai mult absorbante 

(argile), curba concentraţiei este aplatisată şi nesimetrică. Aprecierea timpului în care tra

sorul a străbătut distanţa dintre cele 2 foraje se face prin determinarea centrului de greutate 

al curbei. 
b.Viteza medie aparentă 
Viteza medie aparentă sau de filtrare se defineşte ca fiind raportul dintre debitul apei 

subterane şi aria suprafeţei transversale pe cursul de apă: 

Q 
V= -

w 
(10.14) 

Între aria suprafeţei transversale (w) şi aria eficace a suprafeţei transversale (w0 e) există 
relaţia Wae = me · w ceea ce duce la stabilirea relaţiei între cele două viteze, cea aparentă şi 

cea reală: 

V = U • ffie (10.15) 

Se prezintă în continuare o metodă de determinare a vitezei medii aparente a apelor 

subterane care utilizează izotopi radioactivi şi se numeşte metoda diluţiei p1.tnctuale. 

Principiul metodei diluţiei pun.duale 

Metoda diluţiei punctuale sau metoda forajului unic foloseşte un trasor radioactiv in

trodus într-un foraj, într-un volum izolat al acestuia, şi se măsoară concentraţia în acelaşi 

foraj (figura 10.15). Scăderea concentraţiei trasorului ca urmare a antrenării sale de către 

apa subterană stă la baza determinării vitezei de circulaţie. 

147 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



,,,-- -..::::.._...,._ ____ 7, 

litlll~~Cllll:a~i:illlltl~~---~,- Disc mctahc 

~ 

Ho Detecto-r 

] 

____s!L. 

, 
''V Suport 

/, d 
///✓// 

,_ /F////;/ 

Filllu df 

Figura 10.15 

Pentru stabilirea ecuaţiei pe baza căreia se poate determina viteza de circulaţie a apei 

subterane sunt necesare câteva ipoteze: 
- dimensiunile forajului să fie bine cunoscute 
- volumul activ pentru detectare este practic egal cu volumul de măsurare ( Volumul activ 

pentru detedare este astfel definit, încât 'orice radiaţie care ar pătrunde în detector venind 

din afara acestui volum să contribuie cu mai puţin de 1 % la mărirea vitezei de numărare. 

Volumul de măsurare este porţiunea din foraj de înălţime Ho izolată de restul forajului unde 

s-a introdus trasorul, în care se execută măsurarea.) 
- în orice moment al determinării, concentraţia trasorului e omogenă în volumul de 

măsurare 

- măsurările se fac după ce s-a stabilit un regim de curgere permanent 

- absenţa unui gradient de potenţial hidrodinamic vertical (ipoteza Du puit) 

- sonda de detectare are o geometrie radială simetrică, astfel încât determinarea vitezei 

de numărare nu depinde de poziţia sa în foraj. 

După ce s-a introdus trasorul în volumul de măsurare se înregistrează o variaţie a 

concentraţiei care depinde de mai mulţi factori. Această variaţie poate fi exprimată ast
fel: 

(10.16) 

unde: 
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dC 1 reprezinl):;, scăderea concentraţiei trasuru;ui ca urmare a dezintegrării radioactive a izo

topului radioactiv utilizat, caracterizată prin constanta de dezintegrare Aj 
dC2 dă scăderea concentraţiei trasorului ca urmare a antrenării soluţiei radioactive de către 

apa subterană care străbate volumul de măsurare; 
dC3 reprezintă variaţia concentraţiei datorită difuziei; 

dC4 reprezintă variaţia concentraţiei datorită dispersiei; 

dC5 reprezintă scăderea concentraţiei trasorului datorită unor efecte fizico-chimice care au 

loc în mediul poros din stratul acvifer, cum ar fi schimbul ionic, adsorbţia, etc; 

dC6 reprezintă scăderea concentraţiei trasorului datorită unor efecte ter.mice şi transformări 

de energie. 

Fie V volumul de apă cuprins în volumul de măsurare şi C concentraţia iniţială a trasoru

lui. Tinând cont de aceste notaţii se poate scrie următoarea relaţie, care exprimă analitic 
sc:nnificaţia termenului dC2 : 

dV 
V 

(10.17) 

Variaţia volumului dV se poate exprima şi prin intermediul debitului Q sau prin inter

mediul vitezei apei prin forajul respectiv, v1: 

dV = -Q · dt = -d · H0 · v J · dt 

Din ecuaţia (10.18) şi din expresia volumului V= f • d2 • H0 rezultă: 

dV 

V 

lnlocuind în ecuaţia (10.17) obţinem: 

4v1 · dt 
1r d 

de _ 4v1 · C d 
2-----• t 

1rd 

(10.18) 

(l0.19) 

(10.20) 

Celelalte variaţii care duc la scăderea concentraţiei trasorului se pot exprima analog: 

dC1 -A· C · dt 

dC3 -X3 · C · dt 

dC4 -X4 · C · dt ( 10.21) 

dCs -X5 · C · dt 

dC6 -x6 · C · dt 

urde A, x3, x 4 , xs, Xs sunt constante ce caracterizează proprietăţile trasorului radioactiv uti
lizat, al mediului investigat şi ale apei subterane. 

Inlocuind expresiile de mai sus în ecuaţia (10.16) se obţine: 
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(10.22) 

Dacă se face notaţia x = ..X + x 3 + x 4 + x 5 + x 6 atunci ecuaţia diferenţială se scrie: 

(
4VJ ) dC = - 1rd + X • C. dt (10.23) 

În funcţie de condiţiile iniţiale: la t = O, C = C0 , soluţia ecuaţiei diferenţiale (10.23) este: 

(10.24) 

Dacă ansamblul de detectare are un răspuns liniar, atunci concentraţia e direct 

proporţională cu viteza de numărare şi atunci relaţia de mai sus se poate scrie: 

( 10.25) 

Pentru v1 = O ecuaţia (10.25) se scrie: 

(10.26) 

Cunoscând valorile pentru R, Ro, t, din ecuaţia (10.26) se poate determina valoarea lui x. 

Determinările experimentale au arătat că cel de-al doilea termen e mult mai mare faţă de 
ceilalţi ceea ce poate duce la neglijarea tuturor celorlalţi factori. Atunci VJ se poate exprima 

astfel (ţinând cont de relaţia (10.25)): 

1rd R 
VJ = -- • ln-

4t Ro 
(10.27) 

unde t reprezintă intervalul de timp de la începutul măsurătorilor până când se înregistrează 

viteza de numărare R. 
Valoarea v f a vitezei determinate caracterizează numai trecerea apei prin gaura de sondă 

şi diferă de viteza aparentă v din mediul investigat. Pentru determinarea vitezei aparente 

trebuie să se ţină cont de faptul că perforarea unui strat acvifer de către un piezometru 

provoacă o perturbare a câmpului hidrodinamic al pânzei freatice subterane, şi în plus filtrul 

forajului are o permeabilitate diferită de cea a terenului. Atunci debitul real de apă care 

trece prin secţiunea transversală a forajului ( Q*) se calculează din relaţia:Q" = cp · Q, unde Q 
este debitul care ar trece prin aceeaşi secţiune a acviferului dacă nu s-ar ţine cont de aceşti 

factori ( Q folosit mai sus în calcule) şi cp este un factor care exprimă perturbaţia câmpului 
hidrodinamic al pânzei de apă subterană. 

Pentru exprimarea lui cp, Ogilvi (1958) a stabilit relaţia: 

(ţ) = 
2(1 - k) 
l-d2,k 

d} 
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unde k = kk 1 -kk2 cu k1 = coeficientul d~ permeabilitate al mediului investigat; /, 2 =--= coeficientul 
I+ 2 

de permeabilitate al stratului filtrant, d = diametrul găurii forate, d1 = diametrul exterior 
al stratului filtrant. 

Tinând cont de această corecţie, viteza aparentă se exprimă astfel: 

( 10.29) 

Relaţia este valabilă în cazul în care detectorul imersat în centrul volumului de măsurare are 
un diametru mult mai mic în comparaţie cu diametrul găurii forate. Dacă cele două diametre 
sunt comparabile trebuie să se ţină cont de perturbarea produsă în câmpul hidrodinamic de 
către detector (vezi figura 10.16 - distribuţia liniilor de curent care intersectează un foraj cu 

diametrul d, în care s-a introdus un detector cu diametrul ds). 

=====-----o 

Figura 10.16 

În acest caz viteza aparentă prin mediul respectiv e dată de relaţia v = 1 unde v J este 
viteza în piezometrul unde se fac determinările şi /3 este un coeficient care caracterizează 
perturbaţia datorită detectorului. Acest coeficient a fost calculat de Krolikovski (1961): 
/3 = r..p-r-, unde r este raza găurii forate, r 5 este raza detectorului. 

T-Ts 

S-a constatat că dacă lungimea detectorului hd este diferită de înălţimea volumului de 

măsurare Ho atunci trebuie să se mai ia în considerare o corecţie. Astfel Borowczyk ( 1964) 
propune folosirea următoarei relaţii pentru determinări experimentale: 

v = - -rr(cP - d;) · ln ~ 
4r..p · d · t . Ro 

(10.30) 

Această relaţie corectează majoritatea erorilor care apar în practică datorită perturbărilor 
date de piezometru, filtrul său şi detector în câmpul hidrodinamic al pânzei subterane. 

10.5. Parametrii stratelor acvifere subterane 
10.5.1. Porozitatea 
Porozitatea eficace ( me) reprezintă totalitatea golurilor prin care apa poate circula liber 

sub acţiunea forţei gravitaţionale şi se exprimă prin raportul dintre volumul tuturor golurilor 
în comunicaţie şi volumul rocii. 
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În continuare se prezintă metoda de determinare a porozităţii eficace prm măsurători 

radiometrice, metoda Halevy şi Nir ( 1962). 
Se construiesc două foraje F1 şi 1'2 care străbat întreg acviferul. ln F1 se introduce 

trasorul radioactiv, iar din F2 se pompează apă. Dacă H este grosimea medie a stratului 
acvifer atunci distanţa· dintre foraje, L, se alege astfel încât să satisfacă relaţia L > H ( figura 

10.17). 

Trasor 
Schema detenninarii 

porozl.tatil 

H' 

~ Masurare 

:... - -- suprarala I: ~ ::-- - - ·...---- nivd liber 
li 

li 
li 

11 
li 

li H. 11 

li 

· li 
li 

li 

Sectiune plana 
(transversala) 

Figura 10.17 

Sectiune longitudinala 

Tinând cont de relaţia L > H se poate considera că există o simetrie cilindrică în 
pompare. 

Volumul de apă înmagazinat în formaţia acviferă reprezentată geometric de un cilindru 
cu raza L şi generatoarea li va fi 

( 10.31) 

Acest volum se determină efectiv prin pomparea apei în forajul F2 • 

Dacă debitul cu care se pompează apa, Q(t), este variabil în timp atunci volumul extras 
în timpul t; se determină conform relaţiei: 

t; 

V(t;) = J Q(t)dt (10.32) 

o 

Dacă apa se extrage cu debit constant Q, atu'nci volumul extras în timpul t, se calculează 
astfel: 
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(10.33) 

Determinarea timpului t;, necesar pentru pomparea întregului volum V conţinut în acviferul 
reprezentat de un cilindru se face din curba de concentraţie a trasorului înregistrată în forajul 

f2 astfel încât maximul curbei corespunde timpului t;. 

C 

C 
m 

t 

Figura_l0.18 

Se folosesc trasori cu viaţă medie sau lungă pentru a evita dezintegrarea m timpul 

măsurătorilor şi deci pentru a reduce eroarea determinărilor. 
Din relaţiile (10.31), (10.32), (10.33) rezultă valoarea pentru me: 

m - V( t;) (10.34) 
e - rr L2 H 

Verificarea datelor experimentale: Se pot verifica valorile obţinute din măsurătorile 

asupra porozităţii eficace, determinând în aceleaşi foraje viteza aparentă şi viteza reală 

pentru acviferul respectiv. Valoarea obţinută din relaţia me = ~ trebuie să fie aceeaşi cu cca 
obţinută pe baza determinărilor conform metodei expuse mai sus, dacă erorile de măsurare 
sunt nesemnificative. 

10.5.2. Rezervele de apă din bazinele subterane 

Eriksson (1958) elaborează o metodă de calcul a rezervelor de apă din bazinele subterane 
care alimentează cursurile de apă. 
In condiţii staţionare de curgere o cantitate de apă care provine dintr-un element de suprafaţă 

dS, din suprafaţa bazinului de apă subterană, va avea un timp T pentru a străbate bazinul 
subteran şi a atinge cursul de apă. 

ln acest caz volumul de apă depozitat de-a lungul unei linii de curent, dWj este dat de 
expresia: 

dWj =V. T. dS ( 10.35) 

unde v este viteza aparentă prin aceeaşi arie dS. 

Depozitul total de apă subterană W0 se obţine prin integrarea expresiei anterioare pe 

aria So: 
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So 

Wo = j v · T · dS 

o 

unde S0 este aria modelului de curgere idealizat prin care se filtrează apa. 

(10.36) 

Pentru modelul idealizat considerat, timpul T necesar apei să străbată elementele de 

suprafaţă din secţiunile care alcătuiesc bazinul subteran poate fi considerat ca o funcţie 

monotonă de S. În acest caz pentru S = S0 se obţine T = T0 . 

T 

so s 
Figura 10.19 

In figura 10.19 se reprezintă dependenţa dintre T şi S în situaţii diferite: curba A 

reprezintă situaţia reală, curba B reprezintă relaţia dintre T şi S pentru un model de cur
gere idealizat, pentru un sol cu o permeabilitate constantă, iar curba C reprezintă o relaţie 

exponenţială între T şi S tot pentru o curgere idealizată. Curgerea idealizată şi cea reală 
sunt reprezentate in figura 10.20. 

Dacă timpul necesar apei să străbată bazinul acvifer este proporţional cu distanţa până 

la cursul de apă atunci relaţia între T şi S se poate scrie astfel (situaţie corespunzătoare 
cazului B): 

T 
S=So

To 

Curba C este exprimată analitic printr-o astfel de expresie: 

unde a este o constantă. 

( 10.37) 

(10.:37') 

Se introduce în apa care alimentează bazinul subteran un trasor radioactiv. Dacă la 

suprafaţa bazinului concentraţia sa este C0 , iar timpul necesar parcurgerii elementului de 

suprafaţă dS este T atunci concentraţia trasorului care ajunge la cursul de apă va fi C , 
dată de expresia: 

15,i 
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(10.38) 

unde >. este constanta de dezintegrare. Relaţia este valabilă pentru cantitatea de apă care 
străbate elementul de suprafaţă dS. 

a) Siruatia reala - caz A 

b) model idealizat corespunzator unei 
permeabilitati constante - c:az B 

Figura 10.20 

Repre:&enlllrea schematica 

a unui model de cnraere subte

rana, iodicandu-&e linHe de 

curent 

Valoarea medie a concentraţiei trasorului măsurată în apa care ajunge în râu este: 

To 

C = Co f ->-.r . as dT· Formula Eriksson 
So e aT ' (10.39) 

o 

În funcţie de cele două funcţii S(T), de la modelele idealizate B, C, se obţin următoarele 
valori: 

Caz B: 

as 
ar 

So 
To 

- 1 Co ->-.To 
⇒ C = -- · -(e - 1) 

>. To 
( 10.40) 

Din relaţia (10.40) se calculează valoarea lui T0 , cunoscându-se valoarea pentru concentraţia 
medie. 

Caz C: 

as 5, -aT - = -a 0e ar (10.41) 
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Din această relaţie se poate determina valoarea lui T0 care interesează. 
Înlocuind valorile lui T0 rezultate din relaţiile (10.40), (10.41) în ecuaţia (10.36) ş1 

făcându-se integrala în funcţie de condiţiile celor două cazuri idealizate, se află cantitatea 
de apă înmagazinată în acvifer, W0 . 

10.6. Debit 
Debitul Q al unui curent de apă se defineşte ca fiind volumul care trece printr-o secţiune 

normală de curgere în decursul unui interval de timp. Se măsoară în m3 
/ s sau l / s. 

În hidrologie se foloseşte şi debitul specific care reprezintă debitul raportat la suprafaţa 
bazinului hidrografic de pe care se colectează: q = <j. Se exprimă în unităţile m3 /(s • km2

). 

Când debitul Q este constant pe intervalul de timp T, volumul Q · T poate fi echivalat 

cu înălţimea h a unui strat de apă uniform repartizată pe suprafaţa BH, F. Înălţimea 
corespunzătoare este dată de relaţia h = 9l-(l/m2 sau mm) . 
Sistemul acesta de unităţi corespunde cu cel al precipitaţiilor atmosferice şi al evaporării 
apei, deci avantajează compararea valorilor acestor factori şi facilitează stabilirea ecuaţiei 
bilanţului hidrologic. 

10.6.1. Metode de determinare a debitului apelor de suprafaţă 

a). Metoda vi tezelor 

Presupunem că există o funcţie a vitezei exprimată faţă de coordonatele ( x, y) ale curen
tului de apă: v = . cp(x, y). Pentru o secţiune cu lăţimea unitară dx = l şi înălţimea 

elementară dy se poate exprima debitul elementar: 

dq = cp(x,y) · 1 · dy 

Figura 10.21 ~ --r_.....,,,_ 

q(x) ✓ I 
__,,,,,,- q 

... -w-~-- x - - ............ 

...... -----e----- ......i 
Determinarea analitică 
a de bi telor. 
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Pentru întreaga verticală de adâncime A se obţine debitul: 

A A 

q = J dq = J cp ( x, y) · 1 · dy (10.43) 

o o 

Debitul corespunzător secţiunii de curgere rezultă din integrarea lui q pe toată lăţimea l 
a secţiunii. 

I I A 

Q = J qdx = J j cp(x, y)dxdy (10.44) 

o o o 

In realitate nu există o funcţie continuă cp( x, y ). În albii naturale nu se pot face 
măsurători astfel încât să se exprime satisfăcător funcţia de viteze în raport cu coordo

natele secţiunii. În practică se foloseşte o metodă de calcul grafoanalitic. Pentru aceasta se 
desenează curentul de apă în profil transversal şi distribuţiile vitezelor pe verticalele pe care 

A 

au fost măsurate. Se calculează debitele q = J v(y )dy = vA şi se reprezintă prin segmente 
o 

verticale cu originea în planul suprafeţei libere. Se trasează curba q( x) prin capetele acestor 
I 

segmente ( ca în figura 10.22) . Se calculează Q = J q( x )dx prin estimarea ariei conţinută 
o 

sub curba q(x) . 

1.60 
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157 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



O altă metodă de calcul al debitelor se bazează pe curbele iz01ahe (de egală viteză). 
Aceste curbe se trasează în secţiunea de curgere pe baza valorilor vitezelor punctuale expri
mate pentru o anumită adâncime şi pentru o anumită coordonată în planul orizontal. Astfel 

debitul în secţiunea respectivă se poate exprima prin relaţia : 

( 10.45) 

unde vi, Vi+i sunt vitezele a două izotahe alăturate şi fi suprafaţa cuprinsă între cele două 

izotahe (figura 10.23). 

Figura 10.23 

Toate aceste determinări ale lui Q sunt valabile în cazul în care nivelul albiei nu s-a 
schimbat pe durata efectuării măsurătorilor de viteză şi a suprafeţei secţiunii de curgere. 

În caz contrar debitul se calculează pe suprafeţe mai mici şi nivelul la care se raportează 
debitul în acest caz va fi: 

n 

L Vi bi HI 
H = _i=_l __ _ 

n 

"'f:,vibi 
i=l 

( 10.46) 

unde bi sunt lăţimile parţiale ale secţiunii de curgere pentru care se calculează debitul, vi 
sunt vitezele medii pe verticalele respective şi HI sunt nivelele corespunzătoare timpului de 
măsurare a vitezelor pe verticală. 

b) Metoda chimică 

Procedeul diluţiei punctuale care se foloseşte în acestă metodă permite determinarea 
directă a debitului. Î~ curentul din albie cu debitul Q se injectează o cantitate de trasor 
chimic cu debitul q şi concentraţia C1. În aval faţă de punctul de injecţie, trasorul va avea 
concentraţia C2 şi debitul total va fi Q + q. Trasorul folosit este o sare solubilă. În acest caz 
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ecuaţia de bilanţ a concentraţiei trasorului chimic se scrie funcţie de concentraţiile trasorului 

C1 , C2 , măsurate în laborator şi concentraţia naturală a curentului, C0 . 

(10.47) 

De aici rezultă expresia pentru debit: 

(10.48) 

Concentraţia C1 se determină în laborator din probele care s-au prelevat în amonte şi 

concentraţia C2 se determină din probele prelevate în aval. Experimental s-a constatat 

că C2 este mult mai mic decât C1 şi Co este mult mai mic faţă de C2 . Atunci relaţia care 

dă debitul se simplifică: 

(10.49) 

Metoda se foloseşte pentru determinarea debitelor în cazul curenţilor cu grad mare de 

turbulenţă unde nu se poate folosi morişca pentru determinarea vitezei. 

c) Metoda integrării - Hull 

Metoda foloseşte un trasor radioactiv care se imersează în curentul de apă. Dacă se 

introduce în râu un trasor cu o activitate determinată A, atunci în secţiunea de măsură 

unda trasorului va avea o anumită lungime, funcţie de distanţa până la punctul de injecţie. 

Măsurarea concentraţiei trasorului se face prin imersarea unui detector direct în curentul 

de apă. Unui detector imersat într-un lichid radioactiv îi este caracteristic un volum sensibil 

V, în funcţie de caracteristicile de construcţie şi funcţionare ale detectorului, ca şi de izotopul 

folosit. Volumul sensibil este astfel definit, încât orice radiaţie provenită de la trasorul 

radioactiv din exteriorul său, contribuie cu mai puţin de 1 % la viteza de numărare care se 
obţine în instalaţia electronică. Geometria de măsurare se alege astfel încât domeniul de 

măsurare efectiv să fie "ocupat" numai de apa care conţine trasorul radioactiv, adică sfera 

cu raza de investigaţie R00 să nu intersecteze baza sau malurile cursului de apă (vezi figura 

10.24,caz b ). În această situaţie, detectorul se consideră imersat într-un volum infinit. 

IDstalatic de maAHare 

a) b) 

Figura 10.24 
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Se injectează instantaneu un trasor cu activitatea A. Dacă nu există alte surse de con

taminare ecuaţia continuităţii se scrie astfel: 

v(C-v) = - ac at 
unde C este concentraţia trasorului şi veste vectorul viteză a cursului de apă. 

(10.50) 

Lat = O există un volum W care conţine toată cantitatea injectată A. Atunci prin integrarea 

ecuaţiei (10.50) după timp şi volum se obţine: 

J J v(C · v)dWdt = J J (- ~~) dWdt (10.51) 

TW TW 

Dacă întreaga cantitate de trasor părăseşte volumul W la timpul T atunci activitatea A se 

scrie: 

(10.52) 

Integrala din membrul stâng al ecuaţiei poate fi transformată din integrală pe volum în 

integrală pe suprafaţă cu ajutorul teoremei Gauss şi atunci se obţine: 

j j (C- v)(dSw)dt = A (10.53) 

T Sw 

Suprafaţa Sw este suprafaţa care înconjură volumul W. Trasorul se găseşte în interiorul 

suprafeţei Sw la timpul t = O şi în exteriorul ei la timpul t ~ T. Deci produsul v · dSw este 
zero în toată masa fluidului cu excepţia volumului W, iar C este zero în amonte de punctul 
de injecţie. De aici rezultă că integrala din ecuaţia ( 10.53) este zero în aval de intersecţia 

suprafeţei E a liniilor de curent cu suprafaţa Sw. 
Debitul Q este dat de expresia: 

J vdSw = Q (10.54) 

E 

De aici rezultă: 

J vdSw = J vdSw = Q ( 10.55) 

Sw E 

Întrucât în cazul unui regim permanent ~ = O şi J Cdt este constantă pe suprafaţa ~ , se 
T 

pot separa variabilele din ecuaţia (10.53) astfel: 

· J CdT = A 
T 
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Din relaţiile (10.55) şi (10.56) se obţine: 

A 
Q = f CdT (10.57) 

T 

Relaţia care exprimă debitul se poate folosi dacă există o suprafaţă arbitrară în curent astfel 
încât integrala în timp a concentraţiei trasorului în orice punct de pe această suprafaţă să 
fie constantă şi dacă această suprafaţă cuprinde punctul în care se fac măsurătorile. 

Presupunând că există o relaţie liniară între viteza de numărare R şi concentraţia C : 
C = F:, unde Fw este factor de proporţionalitate, atunci se poate scrie: 

f Rdt 

J CdT = j _!i_dt = f = N 
Fw Fwdt F· 

T T T 

(10.58) 

unde N este numărul total de pulsuri obţinut din activitatea A şi F* este viteza de numărare 
obţinută pentru o concentraţie unitară în volumul W. F* este un factor de calibrare şi se 
determină în condiţii statice, în laborator sau pe teren. 

Deci debitul se exprimă astfel: 

Q = F* · ~ = F* · A 
N f RdT 

(10.59) 

T 

10.6.2. Metode de determinare a debitului apelor subterane 

Se studiază cazul apelor subterane (provenite din straturile freatice) care sunt colectate 
de cursurile de apă de suprafaţă pe care le intersectează. 

ln cazul în care avem un mediu cu o valoare constantă pentru conductibilitatea hidraulică, 
K, se instalează două piezometre cu care să se măsoare nivelurile apei subterane din care 
unul se situează în locul unde apa subterană intersectează albia. 

ln figura 10.25 L este distanţa dintre locul unde apa subterană intersectează albia şi 

locul unde este plasat al doilea tub piezometric; h1 , h2 nivelurile apei subterane în cele două 
piezometre ;l este lungimea frontului normal pe direcţia de curgere. 

Atunci Q este debitul care provine din stratul freatic pe lungimea L şi este dat de relaţia: 

Q=v-n. 
Legea lui Darcy : v = -K grad h se scrie astfel: 

V= K. h1 - h2 
L 

Secţiunea medie pe lungimea pe care se calculează debitul este: 

n = h1 + h2. l 
2 

Tinând cont de relaţiile (10.60) şi (10.61) debitul va avea următoarea expresie: 

K(h 2 
- h2

) • l Q = 1 2 
2L 
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/ 

Stmt impermeabil 

Figural0.25 

V 

~ 

L 

h 
1 

Dacă structura geologică a acviferului se compune din două straturi pentru care /{1 ş1 

K2 sunt diferiţi, atunci debitul se calculează ca o sumă de debite parţiale cu aceeaşi pantă 
piezometrică dar cu secţiuni corespunzătoare fiecărui strat (figura 10.26). 

Stmt impermeabil L 

Figura 10.26 
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(10.63) 

Deci Q este: 

(10.64) 

10.6.3. RelaJia debit - nivel ( curba debitelor) 

Există o legătură nemijlocită între cei doi factori, debit şi nivel pentru aceeaşi secţiune 

de curgere denumită în hidrologie curba debitelor sau cheia debitelor sau cheia limnimetrică. 

Stabilirea relaţiei cantitative între debit şi nivel oferă posibilităţi multiple de rezolvare a 
problemelor din domeniul hidrologiei, hidraulicei şi economiei apelor. 

Cheia debitelor se poate determina în mod grafic prin reprezentarea perechilor ( Qi, ll;) 
înregistrate în timp, sau în mod analitic. Pentru determinarea analitică a curbei debitelor 
se iau în considerare două tipuri de profile: 

a) pentru profile transversale stabile cu forma geometrică asemănătoare parabolei, 
trapezului, dreptunghiului, relaţia generală folosită este: 

Q = Q0 (H +at (10.65) 

unde Q 0 este debitul la nivelul H + a = l; a este parametru de nivel şi n este un exponent 
funcţie de forma albiei. 
Valorile lui Q0 , a, n se determină din setul de valori ( Q;, H;). Cei trei parametri caracte
rizează din punct de vedere hidrologic profilul transversal. 

b) pentru profile stabile cu forme geometrice neregulate, se alege o funcţie polinomială 
în scopul exprimării relaţiei dintre Q şi H. 

n 

Q = La1Hj = f(H) (10.66) 
j=O 

De obicei se alege n = 4, polinomul c~ţinând 5 termeni. Parametrii aj se determină din 
condiţia ca graficul f(H) să se apropie de curba debitului dusă prin valorile experimentale. 
Astfel se pune următoarea condiţie de minim: 

(10.67) 

Din cele n + l ecuaţii obţinute în acest mod se determină parametrii llj, 
c) pentru albii cu secţiuni transversale instabile in timp (eroziune, depuneri, pod de 

gheaţă), curba debitelor nu se mai exprimă univoc. Deci în acest caz debitul pentru aceeaşi 
valoare a nivelului va avea valori diferite. Dacă se fac studii asupra gradientului variaţiei 

hidrografului ~ şi asupra valorilor maxime ale debitului, ale nivelului se poate stabili o 
formulă care să aducă curba la o formă univocă. Se va folosi relaţia de principiu: 
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(10.68) 

unde Q; este debitul pe curba univocă, Q: este debitul la nivelul Hi pe ramura crescătoare 

a hidrografului, o: parametru, ( 1l este variaţia debitului în timp la nivelul Hi. 
Wilson (1974) stabileşte relaţia de principiu de forma următoare: 

unde A este secţiunea udată la nivelul H şi J este panta albiei. 
1 O. 6.4- Grafice de debit 

(10.69) 

a) Hidrograful debitelor Q(t) reprezintă variaţia debitelor în ordine cronologică. Acest 
grafic scoate în evidenţă valoarea caracteristică de-a lungul perioadei respective şi urmăreşte 
fidel hidrograful de nivel (figura 10.27). 

H Q 

Figura 10.27 

Pentru un hidrograf anual se remarcă debitul maxim anual şi minim anual. Cu valorile 
caracteristice anuale ale debitului se formează şiruri statistice care constituie baza pentru 
determinarea debitelor de asigurare ( vezi calculul statistic, capitolul 8). 

b) Graficul debitelor cumulate W( t) reprezintt"variaţia ( creşterea) în raport cu timpul 
a volumelor de apă care trec prin profilul respectiv (figura 10.28). În mod analitic volumele 
acumulate se exprimă astfel: 

t 

Wt = J Qdt, dacă Q este o funcţie continuă 
o 

n 

Wt = L Qi · ~t; t = n • ~t 
i=O 

dacă Q; este un şir discret cu valorile medii ale debitului pe un interval ~t. 
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Wt în aceste relaţii reprczinlă volumul de apă care a trecut prin profilul transversal până 
la momentul t. Volumul total care trece prin profil, până la final , la momentul Teste: 

T 

Wr = J Qdt = Q · T 
o 

unde Q este debitul mediu pe intervalul de timp T . 

Q w 

i-----x 

'a,: 
I I 
I 
r l 
I : 

M 
t 

n-1 n iÎl I I 

' I n 
.IQrfJt 
1 

i i 

--- -x-----i~l--- j J. 
~--T=n·t1i --

t 

Figura 10.28 

(10.71) 

Dacă se cunoaşte W(t) se poate determina şi Q(t) ţinând cont că tangenta la curba W(t) 
într-un punct se scrie: 

dWt 
tana = -- = Qt 

dt 
(10.72) 

Evaluarea tangentelor în fiecare punct al curbei debitelor cumulate (DC) trebuie să ţină 

seama de scara în care s-au reprezentat timpul, volumele, debitele. Pentru volumul total 
cumulat se foloseşte relaţia: 

Wr -
- = Q = tanc.p 
T 
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CAPITOLUL 11 

FACTORI DETERMINANT! IN CURGEREA APELOR DE SUPRAFATA 

11. 1. Atmosfera 
Din punct de vedere meteorologic, înălţimea stratului atmosferic nu depăşeşte 80 km 

şi se subdivide în câteva sfere: troposfera se întinde pe primii 11 km de la nivelul mării, 
stratosfera cuprinde zona de la 11 km la 30 -40 km înălţime şi mezosfera de la 30 km la 80 
km înălţime. 

În atmosferă coexistă gazele (nitrogen, oxigen, argon, bioxid de carbon, etc.), suspensii 
de vapori de apă şi diverse particule microscopice. În troposferă se concentrează jumătate 
din greutatea totală a aerului şi aici se află sediul celor mai multe fenomene care interesează 

hidrologia: formarea norilor, precipitaţiile atmosferice, vântul, etc. Cea mai mare parte 
a cantităţii de vapori de apă din atmosferă (90%) se află concentrată în primii 5 km ai 
troposferei. Factorii din atmosferă care contribuie la mişcarea apelor de suprafaţă sunt: 

Presiunea atmosferică 
Presiunea atmosferică este rezultatul acţiunii moleculare a aerului asupra corpurilor cu 

care vine În contact şi se exprimă ca fiind greutatea coloanei de aer cu aria lcm2 şi înălţimea 

de la sol până la limita superioară a atmosferei. În hidrologie interesează determinarea 
presiunii pe întreaga suprafaţă a bazinului hidrografic. 

Vântul 
Vântul reprezintă mişcarea pe orizontală a maselor de aer şi depinde de următorii factori: 
- potenţialul aerodinamic caracterizat de gradientul izobarelor regionale 
- forţa Coriolis datorată rotaţiei Pământului 
- componenta orizontală a forţei centrifuge din mişcarea masei de aer 
- frecarea maselor de aer aflate în mişcare, de învelişul solului. 

Vântul poate să apară şi prin încălzirea sau răcirea rapidă a stratului de aer în contact cu 
solul sau cu masele de apă ( foen, brize locale). Din punct de vedere hidrologic interesează 
în special valorile vitezei vântului la sol şi la o înălţime din apropierea solului de lm până 
la 5m. S-a stabilit o formulă de tip parabolic care dă legătura între viteza vântului v şi 

înălţimea de la sol H. 

(
H )t 

v = Vo. Ho , H > Ho (11.1) 

unde vo este viteza măsurată la o înălţime standard H0 . Datele asupra direcţiei şi vitezei 
vântului se înregistrează zilnic şi se prelucrează sub forma unor grafice numite roza vântului. 

Umiditatea aerului 

Umiditatea caracterizează încărcarea aerului cu vapori de apă. Se definesc trei tipuri de 
umidităţi: 

-umiditatea de saturaJie, Us - reprezintă valoarea maximă a cantităţii de vapori de apă 
pe care poate să o conţină un volum de lm3 de aer la o temperatură dată. 
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-umiditatea absolută, Ua - reprezintă valoarea cantităţii de vapor? de apă cuprinsă intr-un 
volum de lm3 la momentul înregistrării. 

-umiditatea relativă, Ur - reprezintă raportul în procente dintre umiditatea absolută şi 

cea de saturaţie: 

Ua 
Ur = 100 · - ( % ) 

Us 
(11.2) 

Umiditatea absolută a aerului pentru acelaşi amplasament de înregistrare scade cu înălţimea 
deasupra solului. 

11.2. Regimul termic 
Pământul primeşte în medie de la Soare o energie radiantă cu intensitatea 

O, 30cal/( cm2min) care se distribuie neuniform în timp şi spaţiu. La contactul cu diverse 
corpuri de pe sol, radiaţiile solare se reflectă parţial în atmosferă, fracţiunea care se reflectă 

numindu-se albedou. Albedoul zăpezii proaspete este de 75% - 90%, al nisipului 35% - 43%, 
al argilei 16%- 23%, al ierbii verzi este de 26%. Albedoul suprafeţei apelor este cuprins între 

2%-12% în funcţie de înălţimea soarelui. 
11.2.1. Regimul termic al solului 

Radiaţia solară care ajunge la sol, cu excepţia celei reflectate se transformă în energie 
calorică care se transmite o parte în interiorul solului şi altă parte în aerul atmosferic. 
Repartiţia neuniformă a radiaţiei solare duce la variaţia temperaturii pe suprafaţa solului 
şi în adâncimea lui. Din punct de vedere hidrologic interesează propagarea căldurii într
un strat subţire de la suprafaţa solului care influenţează evaporarea apei din sol şi topirea 
zăpezii. 

Propagarea căldurii într-un sol omogen se urmăreşte prin ecuaţia de propagare a căldurii 
prin conducţie. 

(11.3) 

unde T este temperatura la adâncimea z şi la timpul t, iar K este coeficientul de conducti
vitate a temperaturii (m2 

/ zi). 
În funcţie de condiţiile iniţiale se rezolvă ecuaţia de propagare. Alegem spre exemplu 

următoarea lege de variaţie a temperaturii la suprafaţă: 

Ts = A cos(wt - c) (11.4) 

Pentru T se caută o soluţie de forma T = u( z) • ei(wt-{), apropiată de condiţiile iniţiale. 

Introducem în ecuaţia (11.3) soluţia respectivă: 

(11.5) 

În urma simplificărilor se obţine: 

(11.6) 
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Soluţia ecuaţiei diferenţiale omogene ( 11.6) este de forma u( z) = e0 Z, unde a este o con
stantă. Se înlocuieşte această soluţie în ecuaţia (11.6) şi se găseşte valoarea pentru a. Din 
condiţiile iniţiale (11.4) se obţine valoarea lui u(O): u(O) = Us = A. Se obţine soluţia: 

/iw" 
u(z)=A·e-zvx ( 11. 7) 

Se transformă radicalul~: se scrie iw/K sub forma unui pătrat perfect: m2 = iw/K, 
unde m este un număr complex: m =a+ b • i. Atunci m2 = a2 

- b2 + 2abi. Prin identificare 
se obţine a = b = w/2K. Deci radicalul se scrie: Jiw/ K = (1 + i) · w/2K. 
Astfel soluţia ecuaţiei propagării căldurii devine: 

( 11.8) 

Se observă că rezultatul reprezintă o undă cosinusoidală pentru care amplitudinea scade cu 
adâncimea z şi faza undei depinde de adâncime. 

Variaţia temperaturii în sol se determină prin măsurători directe cu geotermometre, 
îngropate la diferite adâncimi. Adâncimea la care temperatura în sol nu mai e influenţată 
de temperatura de la suprafaţă e de ordinul 8 - 10 m. 

11.2.2. Regimul termic al aerului 

Solul care a devenit sursă de căldură datorită absorbţiei radiaţiei solare, încălzeşte la 
rândul lui prin contact stratul inferior al aerului, care la rândul său transmite păturilor de 
deasupra o parte din căldura sa. Regimul termic al aerului din spaţiul unui bazin hidrografic 
se stabileşte pe baza observaţiilor efectuate sistematic cu ajutorul termometrelor montate la 
2 m deasupra solului. ln spaţiul B.H. , datele de temperatură ale aerului pentru un interval 
de timp se reprezintă sub forma liniilor de egală temperatură numite izoterme. 

11. 2. 3. Regimul termic al apelor 
Apele curgătoare de suprafaţă sunt direct expuse radiaţiilor solare şi drept urmare 

înmagazinează o cantitate de energie calorică care variază datorită contactului cu mediul 
înconjurător. Datorită scurgerii în regim turbulent a apelor de suprafaţă curgătoare are loc 
un amestec continuu ce duce la uniformizarea temperaturii în masa lichidului, în acelaşi 

profil transversal. Temperatura apelor curgătoare urmăreşte variaţia temperaturii aerului 
înconjurător cu un anumit decalaj, după cum se vede în figură 11.1. 

- Temperaturo aero/:.JI 
- - Temp~;ulur, Of)er 

1 1l li/ JY .Y H ~X iXI Xll 

Figura 11.1 
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Dacă. curentul de apă de suprafa~ă intersectează straturi freatice, se produc modificări sen
sibile regimului termic primar, prin contribuţia termică a acestora. Pentru stabilirea tem
peraturii finale se foloseşte ecuaţia de bilanţ termic: 

unde Qa, QJ reprezintă debitul apei curgătoare, respectiv al freaticului; 
ta, t f sunt temperaturile corespunzătoare în amonte de contribuţia freaticului; 
t este temperatura apei aval de aportul freaticului. 

Ape de suprafaţă cu viteză neglijabilă - lacuri naturale adânci sau de acumulare. 

(11.9) 

În acest caz temperatura se stabileşte pe baza unor factori diverşi ce trebuie luaţi m 
considerare. Astfel încălzirea e dată de contactul suprafeţei libere cu razele solare, respectiv 

cu aL.nosfera şi de încălzirea termică a cursurilor de apă caldă care alimentează lacurile. 
Scăderea temperaturii în lacuri este afectată de absenţa razelor solare, evaporare şi aportul 
de apă rece din cursurile confluente, respectiv de către zăpadă. Pentru acelaşi moment de 
timp, temperatura apei în volumul lacului variază semnificativ în primii 8-10 m adâncime, 
iar de la 50-60 m în jos, temperatura rămâne constantă la valoarea de 4°C. 

Ape subterane. Temperatura depozitelor de apă subterană este puternic influenţată de 

mediul geologic în care sunt integrate, în funcţie de adâncimea la care se află. 
Pentru adâncimi mai mici de 1,5 m temperatura apei e influenţată de temperatura ex

terioară. Pentru adâncimi cuprinse între 15-25 m apa rămâne la o temperatură constantă 
apropiată de temperatura medie multianuală a aerului de deasupra zonei. Pentru adâncimi 
mai mari de 25 m temperatura apei variază funcţie de gradientul geotermic al Pământului. 

11.3. Precipitaţii atmosferice 
În studiul hidrologic interesează precipitaţiile care provin din ploi şi din topirea zăpezilor, 

acestea intervenind ca sursă primară a curgerii apelor de suprafaţă şi a celor subterane. 
11.3.1. Măsurarea precipitaţiilor 

Cantitatea de precipitaţii provenită din ploi se măsoară cu pluviometrul sau pluviograful. 
* Pluviometrul e alcătuit dintr-un corp cilindric din metal care are la partea superioară 

o pâlnie prin care se captează apa precipitată. Volumul colectat este măsurat cu o eprubetă 

gradată. 

* Pluviograful este un pluviometru la care se adaugă un dispozitiv de înregistrare au
tomată a cantităţii de apă acumulată în 24 de ore. În urma măsurătorilor se obţin două 
curbe de interes: 

-pluviograma = curba precipitaţiilor acumulate măsurate 

-hidrograful= graficul intensităţii precipitaţiilor în funcţie de timp. 
În cazul determinării cantităţii de ·apă provenită din zăpezi sunt necesare măsurători 

asupra grosimii stratului de zăpadă iniţial şi cumulat, a greutăţii zăpezii, a răspândirii 

suprafeţelor acoperite cu zăpadă pe bazinul hidrografic. Având aceste date se fac în conti
nuare estimări asupra cantităţii de apă rezultată în urma topirii zăpezilor. 

11. 3. 2. Clasificarea precipitaJiilor 

Din punct de vedere al ariei de acţiune, precipitaţiile se clasifică în: 
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1.- precipitaţia la staţie (într-un punct) 
2.- precipitaţia pe bazinul hidrografic 
Din punct de vedere al timpului pentru care se calculează, precipitaţiile se clasifică în: 
- precipitaţia zilnică la staţie 
- precipitaţia lunară la staţie 
- precipitaţia anuală la staţie 
l.Studiul precipitaţiilor la staţie 
Valorile înregistrate pentru precipitaţii se prezintă ca nişte variabile aleatoare, dacă 

eliminăm variaţiile periodice cu anotimpul. În acest caz se foloseşte studiul statistic al 

precipitaţiilor atât în cazul repartiţiei precipitaţiilor zilnice cât şi anuale. Se aplică calculul 

statistic unor şiruri de N înregistrări pluviometrice aşa cum s-a văzut în capitolul 8. Se 
folosesc legile teoretice de probabilităţi : Gumbel, Pearson III, Gauss. 

2. Studiul precipitaţiilor pe bazinul hidrografic 
r,,,.,+;+,,+~a de precipitaţii căzute pe B.H. se determină în mod curent prin 2 metode: 

izohietelor 

1:t0hietele sunt definite ca fiind liniile de precipitaţii egale. Aceste izohiete se trasează pe 
harta B.H. după procedeul de trasare a curbelor de nivel. 

Fie f1, fi, ... , fi, ... , f n suprafeţele parţiale dintre două izohiete şi h1, ... , h1, ... , hn+I valorile 
izohietelor (cantitatea de precipitaţii înregistrată la diverse staţii aflate pe suprafaţa B.H.) 

Figura 11.2 

In acest caz cantitatea de precipitaţii căzută pe întreg B.H. se calculează astfel: 

(11.10) 
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unde F este suprafaţa integrală a J.H. 
b)Metoda Thiessen 

Metoda se bazează pe faptul că atribuie fiecărui punct de înregistrare a precipitaţiei o 

suprafaţă parţială din B.H. Pentru constituirea unei astfel de suprafeţe parţiale se formează 
un triunghi cu vârfurile în punctele de înregistrare (puncte pluvio) şi apoi se construiesc 
mediatoarele laturilor triunghiului, astfel încât se obţine o suprafaţă poligonală în jurul 
fiecărui punct de înregistrare. 

--BJI. 
• Ani. ,-;o. 

Figura 11.3 

Precipitaţia pe bazinul hidrografic se poate calcula astfel: 

(11.11) 

unde h; este valoarea precipitaţiei la o staţie, f; este suprafaţa poligonului construit în jurul 

staţiei respective şi F este suprafaţa totală a B.H. 
11. 3. 3. Studiul intensităţii precipitaţiilor 

Intensitatea precipitaţiei la timpul t se calculează prin derivarea curbei de precipitaţii 
acumulate ( cantitatea de precipitaţii acumulată la un moment de timp după începutul aver

sei) în funcţie de timp, în acel punct. Se poate trasa curba de intensitate a precipitaţiei 
(hidrograful) lucrând cu intervale de timp finite, pentru precipitaţiile într-un punct. Pentru 
o arie se defineşte intensitatea medie pe suprafaţă la un moment dat: 

Im= ~ J J l(x, y)dxdy (11.12) 

s 

unde I este intensitatea precipitaţiei într-un punct de coordonate (x, y) şi S este suprafaţa 
ariei respective. 
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Din punct de vedere practic cand 11u dispunem <le informaţii asupra intensităţii în toai,c 
punctele de pe suprafaţa pe care se face calculul, ci doar de valori punctuale din staţiile de 
înregistrare, problema intensităţii medii se rezolvă astfel: 

Presupunem că pe suprafaţa S există n pluviometre şi un pluviograf care înregistrează 
cantitatea de precipitaţii Pi, P2 , ••• , Pn, respectiv PE la pluviograf, în timpul total al 
precipitaţiei. La pluviograf se poate calcula intensitatea precipitaţiei în perioada /}.t aşa 

cum s-a definit la începutul paragrafului. Se obţine valoarea h. Atunci se pot determina 
intensităţile la fiecare staţie în care există un pluviometru; în perioada /}.t se obţin valorile: 

IE· Pi/ PE, h · Pd PE, ... , IE· Pn/ PE. Considerăm că ariile din zona de influenţă a pluviome
trelor sunt: S1, S2 , ..• , Sn, respectiv SE pentru pluviograf. Aceste arii pot fi calculate ca în 
metoda Thiessen ( suprafeţe poligonale ce se formează în jurul staţiilor). Astfel intensitatea 
medie a precipitaţiei pe suprafaţa S se determină cu relaţia: 

(11.13) 

(11.14) 

unde P e dat de relaţia : 

P = ½(PESE+ PiS1 + ... •+ PnSn) (11.15) 

şi reprezintă ploaia medie pe bazin. 
În cazul curgerilor de suprafaţă interesează doar acea parte din precipitaţie care n-a fost 

în totalitate infiltrată, evaporată sau interceptată. Această parte din precipitaţii se numeşte 
precipitaţie utilă, eficace sau excedentară şi e definită de un volum eficace (VE), înălţime 
eficace (HE) şi durată eficace (TE)-

11.4. Evaporarea apei 
Din punct de vedere hidrologic se studiază evaporarea difuză care reprezintă ruperea 

legăturilor dintre moleculele de la suprafaţa liberă a apei datorită înmagazinării unei energii 
suplimentare ( de exemplu radiaţia solară). 

Evaporarea totală de pe un bazin hidrografic pentru o perioadă dată se numeşte 

evapotranspiraţie şi e compusă din mai multe tipuri de evaporări în funcţie de starea apei: 
- Ea = evaporarea apei de la suprafaţa maselor de apă din albii, lacuri , mlaştini şi din 

stratul precipitaţiilor care ating solul; 

- Ez = evaporarea apei de la suprafaţa maselor de zăpadă şi de gheaţă; 

- Es = evaporarea apei de la suprafaţa acoperită a solului umectat de ploi şi zăpezi, 

inclusiv din franja capilară, când ajunge la suprafaţă; 

-Ei = evaporarea apei de pe învelişul vegetal provenită din intercepţia precipitaţiilor; 

-EP = evaporarea apei din sol prin efectul de transpiraţie a a plantelor. 
Din punct de vedere cantitativ se poate scrie următoarea expresie: 
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11.4- 1. Evaporarea de la suprafaţa liberă {Ea) 
Metode de determinare 
a. Stabilirea ecuaţiei de bilanţ energetic 

(11.16) 

Metoda se bazează pe ecuaţia generală de conservare a masei şi energiei termice şi ra
diative dintr-un volum dat: 

(11.17) 

unde I, respectiv O sunt energiile de intrare respectiv ieşire din volumul considerat, în 

unitatea de timp; Qs este energia stocată în volumul respectiv, în unitatea de timp. 

Energia de intrare se compune din energia radiaţiei solare incidentă la suprafaţa apei Q; 
şi energia de convecţie a masei de apă. 

(11.18) 

Energia de ieşire se compune din energia radiaţiei solare reflectată la suprafaţa apei Qr, 
energia pierdută de masa de apă prin schimbul de radiaţii de unde lungi cu atmosfera Qb, 
energia utilizată în producerea evaporaţiei Qe, energia absorbită de pe suprafaţa apei în 
atmosferă Qh: 

(11.19) 

Deci relaţia de bilanţ ( 11.17) devine: 

( 11.20) 

Se notează raportul Qh/Qe = R, unde R se numeşte raportul lui Bowen şi în acest caz 
ecuaţia ( 11. 20) se scrie: 

(11.21) 

Pentru exprimarea lui R se foloseşte relaţia: 

( 11.22) 

În expresia de mai sus C8 este constanta Bowen cu unitatea de măsură ( 0 c--1 ) , p este 
presiunea atmosferică, es este presiunea vaporilor de apă saturaţi la temperatura suprafeţei 

apei Ts şi E este presiunea vaporilor la temperatura T a aerului din imediata vecinătate a 
suprafeţei apei. 

Pentru energia de evaporare se ştie următoarea expresie: 

(11.23) 
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unde Pe este densitatea apei evaporate, Ea esle evapora~ia de la suprafaţa liberă, Le cst.c 
căldura latentă de evaporare şi As este suprafaţa apei pentru care se calculează energia de 

evaporare. 
Din relaţiile (11.21) şi {11.23) se determină evaporaţia Ea: 

Ea = Qi - Qr - Qb + Qv - Qs 
PeLeAs(l + R) 

Unităţile de măsură pentru mărimile care intervin în relaţia ( 11.24) sunt: 

Ea [ cm/min]; As [ cm 2
] ; p [ g/cm3

]; Le [ cal/g ]; Q [ cal/min ]. 

( 11.24) 

Qb, Qv, Qe depind de caracteristicile masei de apă. În acest caz evaporarea Ea are valori 
diferite pentru aceeaşi regiune. 

b. Metoda corelaţiei datelor evaporometrice cu factorii meteorologici 
Efectuarea măsurătorilor volumelor de apă evaporate din mici rezervoare de apă simultan 

1 temperaturii aerului, a umidităţii relative, a vitezei vântului, duce la obţinerea 

_ analitice sau grafice între evaporare şi factorii meteorologici care o determină . 
.... e obţin o serie de relaţii de corelaţie: 

- evaporarea zilnică: 

U 8 = umiditatea de saturaţie, media zilnică; 
Ua = umiditatea absolută, media zilnică; 
v = viteza vântului, media zilnică. 

- evaporarea lunară: 

Ea= O, l5n(us - ua)(l + 0,072)v; Ea[mm/luna] 

Us = umiditatea de saturaţie, media lunară; 
Ua - umiditatea absolută, media lunară; 
v = viteza vântului, media lunară; 
n = numărul de zile din luna respectivă. 

( 11.25) 

( 11.26) 

Pentru a se face trecerea de la rezervoare mici la lacuri adânci formulele de corelaţie de 
mai sus se corectează cu un coeficient c = O, 6 - O, 7. 

Cu datele obţinute în anumite puncte ale B.H. se pot trasa pe harta respectivă izoliniile 
evaporării la suprafaţa liberă a apei, pentru orice interval de timp; izoliniile reprezintă în 
acest caz potenţialul evaporant al atmosferei. 

11.4,2. Evapotranspiraţia 
Metode de determinare 
a. Metoda ecuaţiei de bilanţ 

Pentru determinarea evapotranspiraţiei, Et pe un bazin hidrografic pentru un interval 
de timp ~t se stabileşte o ecuaţie de bilanţ între volumele de apă intrate şi volumele de apă 
ieşite din bazin. 
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În ecuaţia bilanţului termenii pozitivi (intrările) sunt WP - volumul precipitaţiilor şi R 
- cantităţile rămase din perioada precedentă de precipitaţii sub formă de ape subterane, 
zăpezi; termenii negativi (ieşirile) sunt Wq - volumul curgerii totale a cursurilor de apă, 
corespunzătoare B.H., Et - evaporarea totală, R' - cantităţile de apă rămase la sfârşitul 
perioadei t:!..t pentru care se face bilanţul. 
R' se poate exprima prin relaţia: R' = R ± t:!..R; relaţia face legătura între cantităţile de apă 

rămase în bazin înainte de perioada t:!..t şi după această perioadă. 

ln acest caz ecuaţia de bilanţ se scrie: 

( 11.27) 

De unde se obţine pentru evapotranspiraţie relaţia: 

(11.28) 

Valoarea lui t:!..R nu se poate determina exact şi în aceste condiţii se determină 

evapotranspiraţia medie pe n ani: 

Et = L~1 Eti = L7=1 Wpi - L7=1 Wqi + L~1 ±t:!..Ri 
n n n n 

( 11.29) 

Media pe n ani a lui t:!..R tinde către zero, deci se poate neglija. Astfel se poate determina 
evapotranspiraţia medie din diferenţa a 2 termeni care se determină riguros: 

( 1) .30) 

unde W 11 este precipitaţia medie multianuală şi W q este curgerea medie multianuală. 
b) Formule empirice 

În cazul în care W q nu se poate determina riguros, se folosesc formule semiempirice 
pentru calculul evapotranspiraţiei medii. 
Formula Turc: 

WP 
E1 = -2 

0,9+~ 
(11.31) 

unde W P este precipitaţia medie multianuală şi L este o relaţie funcţie de temperatura medie 
multianuală, T: 

L = 300 + 25T + O, 05T2
; [°C] (11.32) 

Un caz particular al evapotranspiraţiei este evapotranspiraţia potenţială Etp· Aceasta se 
produce în condiţiile în care toate formele de evaporare au loc la valorile lor maxime. 

11.5. Infiltraţia 
În cazul infiltraţiei interesează în mod principal: 
- variaţia în timp a pătrunderii apei în sol în timpul precipitaţiilor şi puţin timp după 

aceea; 
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- adâncimea până la care poate ajunge frontul umed; 
- cantitatea de apă pătrunsă în sol până ajunge să alimenteze acviferul freatic; 
- evaluarea stării de umiditate iniţială existentă în sol în momentul producerii unei noi 

precipitaţii. 

Rezolvarea acestor aspecte se face considerând modelul fizico - matematic al mişcării apei 

în pământul nesaturat (capitolul 3). 
11.5.1. Infiltraţia în ipoteze simplificatoare 

a) Pătrunderea apei în solul inundat la suprafaţă de un strat de apă cu grosime redusă a 

fost studiată ca un caz particular la ecuaţia mişcării apei în pământ nesaturat. J .R. Philip 
obţine o relaţie care dă viteza de infiltraţie a apei în sol: 

1 I 

v(t)=-s-c 2 +A 
2 

·teza de infiltraţie [cm/min]; 

..:nt funcţie de coeficientul de permeabilitate; 

( 11.33) 

.s = capacitatea de absorbţie a Pământului (sau sucţiunea) care depinde de umiditatea 

iniţială. 

Cantitatea totală de apă, W, infiltrată în intervalul de timp t se obţine prin integrarea 

relaţiei de mai sus: 

I 

W(t) = s · f2 +A· t ( 11.34) 

In ecuaţia de mai sus primul termen din membrul drept reprezintă contribuţia la 
infiltraţie a potenţialului capilar şi cel de-al doilea dă contribuţia la infiltraţie a potenţialului 
gravitaţional. Când frontul umed ajunge la adâncimea stratului freatic primul termen se 
anulează şi cel de-al doilea termen dă valoarea alimentării acviferului. 

Capacitatea de absorbţie s, într-un punct se obţine din măsurători: se măsoară W; pentru 
diverse momente de timp t; se determină A şi se reprezintă grafic ( 0,; W - At). Din panta 
dreptei obţinută tan o, se calculează capacitatea de absorbţie : 

s = tan a = _W_(_t )__,.-_A_t 
t½ 

(11.35) 

b) Budakovski şi Bindeman stabilesc o relaţie de calcul a vitezei de coborâre a frontului 
umed în Pământ în timpul infiltraţiilor. 

dz 

dt 

z = adâncimea la care a ajuns frontul umed, [cm]; 
Uo, UJ = umiditatea iniţială, respectiv umiditatea finală; 
I< = coeficientul de permeabilitate; 
s = sucţiunea, [mm]. 
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11.5.2. lnfillra1ia lra.tai.ă unpinc 

Pentru rezolvarea problemei infiltraţiei se fac măsurători in situ şi rezultatele obţinute 
sunt interpretate sub formă de formule empirice. 

Metoda de măsurare. Metoda Porchet 
Se sapă un canal de adâncime H şi rază R care se umple cu apă (figura 11.4). 

H 

X 

I 
ii li 

2R 

Figura 11.4 

apa 

Se măsoară înălţimea x a apei rămase la intervale regulate. Pentru o cotă x suprafaţa 
de infiltraţie este aria totală a cilindrului: 

At = 1rR2 + 21rRx = 21rR(x + R/2) 
ln acest caz debitul infiltraţiei va fi : 

q = K · At = K21r R ( x + ~) 

unde K este coeficientul de infiltraţie. 

( 11.37) 

Pentru un interval infinitezimal de timp dt, variaţia înălţimii apei va fi dx, iar debitul 
infiltraţiei: 

(11.38) 

unde dx/dt este viteza de infiltraţie şi 1rR2 este aria suprafeţei normale (baza cilindrului). 
Egalând relaţiile ( 11.37) şi ( 11.38) se obţine: 

dx 1 ------- = - -- · dt 
K · 21r R(x + R/2) 1r R2 

(11.39) 

Se integreză relaţia ( 11.39) între 2 înălţimi x 1 şi x2 corespunzătoare a 2 momente de timp 

t1 şi t2 : 

(11.40) 
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Rezolvarea integralelor dă urmd.torul rezultat: 

2K(h -ti) 
R 

(11.41) 

Se notează cp(x) = R/2 - ln(x + R/2). Din ecuaţia (11.41) rezultă expresia pentru K: 

K = cp(xi) - cp(x2) 
t2 - t1 

(11.42) 

Pe baza acestor măsurători s-au stabilit o serie de formule empirice pentru calculul vitezei 

de infiltraţie: 

V= C. tf3 

unde C, C1 , C2 , /3, 1 sunt constante. 
Cea mai des folosită relaţie pentru calculul vitezei de infiltraţie este formula Horton: 

- ( ) --yt V - Vc + Vo - Vc e 

unde v0 este viteza de infiltrare în primul minut [mm/min] 

v = viteza de infiltrare la timpul t [mm/min]; 

( 11.43) 

vc = viteza de infiltrare constantă realizată după un timp lung de la începerea infiltraţiei 

[mm/min]; 
; :-:-- f~;::tv;: iîî-vers cie timp [mm- 1 J. 

Cantitatea de apă infiltrată în timpul t se calculează prin integrarea relaţiei (11.43): 

(11.44) 

Determinarea constantelor v0 , Vc, 1 pentru un anumit tip de sol se face prin experimentarea 
infiltraţiei cu ajutorul unor dispozitive care permit reproducerea fenomenului natural. Cu 
infiltrometrul se studiază infiltraţia în cazul în care stratul de apă se menţine constant 

deasupra solului. lnfiltrometrul este format din 2 cilindrii de tablă concentrici (figura 11.5). 
Se introduce infiltrometrul vertical în teren, prin presiune. În cilindrul interior se menţine 

stratul subţire de apă cu un flacon gradat. Se notează volumele scurse din flacon la momente 
de timp diferite: corespunzător momentului ti se determină volumul Wi. Deci viteza medie 

de infiltraţie pe un interval de timp D.t = ti - ti-I este vi: 

(11.45) 

unde n este secţiunea transversală a cilindrului interior( prin care circulă apa). 
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Figura 11.5 

Dacă intervalele ~t tind către zero atunci vitezele Vi sunt viteze instantanee. Perechile 
obţinute din determinări ( Vi, ti) se reprezintă grafic şi se obţine astfel curba de variaţie a 
vitezei de infiltraţie. 

V 

vc=ct I 

--- -- __ _!__ - -- - -------------~- ___ • ___ ::;~;:--:_,-,,,..:~c_ 

t-
1 

Figura 11.6 
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Se determină din grafic (figura 11.6) valorile v0 şi Vc care intervin în formula Horton. 
Dacă se logaritmează în formula Horton se obţine: 

V -Vc 
ln--= -,t 

Vo - Vc 

Se reprezintă grafic (ln ~0-::::.::, ti)- Se obţin~ o dreaptă cu panta tan a = ,. Astfel se determină 
şi valoarea constantei 1 . 

Viteza de infiltraţie depinde puternic de valoarea umidităţii solului cum se vede şi în 

graficul următor. 

v r;,.,.1.~1 
1uuvuu1 (mm/oră/ 

.31lr--.----r--,--.--,----,-,-- -,--~75 

.25 r 
, -- Nisip argf/os of : 

.20-r-t-T-~--+---Argil(J {Hus!on)-+-J c-J~ I I I l _t 

1,5 I I l 

1.0,-ţ--ţ-t-+-+-=-=F.::~-l..J! 25 

11,5ţ-;:--ţ-ll~--,'--~ 

o 
--, 

' 
D 

Cm:he viteze infiltraţit: -timp pentru 
solun cu umectare diferit~. 

Figura 11.7 

Curbele notate cu "iniţial" caracterizează solurile neumectate, înainte de a se produce 
precipitaţii ( cu umiditate minimă) . Se observă din grafic că viteza de . infiltraţie scade cu 
creşterea umidităţii solului ceea ce implică creşterea volumului de precipitaţii care gravitează 
pe suprafaţa terenului spre reţeaua hidrografică. 

O altă formulă empirică care se foloseşte pentru calculul vitezei de infiltraţie este formula 
lui Holtan care ţine cont şi de gradul de umectare al solului: 

V = V c + a ( Umax - Uo )6 · t 

unde veste viteza de infiltraţie, (cm/ora]; 
Umax este umiditatea maximă, [cm]; 
u0 este umiditatea iniţială, [cm]; 
Vc este viteza minimă, (cm/ora]; 
a, 8 sunt constante empirice. 

( 11.46) 

Pentru a calcula volumul de apă ,W ,infiltrat în timpul t se integrează relaţia (11.46): 
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t 

W = j V · dt = Vct + a( Umax - uo)5 · t 

o 

11. 5. 3. Infiltraţia În bazine hidrografice 

(11.47) 

Infiltraţia pe B.H. se studiază diferit faţă de infiltraţia pe suprafeţe mici de sol omogen 
( cum s-a văzut în paragrafele anterioare). În acest caz se deduce indirect infiltraţia globală 
pe bazin şi repartizarea ei în timp. Infiltraţia totală se determină pe baza unei ecuaţii de 
bilanţ a volumelor intrate şi ieşite din bazin: 

h* = h* - h* - h* - h* u p Q R E (11.48) 

Termenii din ecuaţie reprezintă: 

-h: = volumul total de apă infiltrat [mmcolH2O] uniform repartizat pe B.H.; 
- h; = volumul total de apă precipitat [mm] conform unei pluviograme medii pe bazin; 
- h'b = volumul total al curgerii directe rezultat din precipitaţie, dedus din hidrograful 

depitelor [mm]; 

- hR = volumul total al retenţiei superficiale (intercepţie şi acumulare în depresiuni) 
[mm] 

- hE = volumul total al evapotranspiraţiei. 
S-a notat cu indicele"*" volumul total pentru fiecare element din ecuaţia de bilanţ. 
Dacă se studiază infiltraţia pe B.H. pentru o singură precipitaţie (de durată scurtă) 

valoarea lui hE se poate neglija. Retenţia superficială se evaluează după datele generale 
existente în diferite surse de specialitate. Pentru precipitaţii puternice, hR nu influenţează 
sensibil infiltraţia. 

Figura 11.8 ilustrează principiul unei metode de calcul a infiltraţiei globale h: şi a repar-
tizării acesteia în timp. 

Notaţiile de pe figură reprezintă: 
hp(l) = pluviograma cu durata Tp 
hQ = curba debitelor cumulate cu durata TQ, este corespunzătoare hidrografului de debit 

Q (fără debitul iniţial, cel dinaintea începerii precipitaţiei). 

Curbele hQ şi Q sunt întârziate cu timpul t0 datorită retenţiei şi infiltraţiei de la începutul 
precipitaţiei. Curgerea în B.H. se produce după un timp t0 de la începutul precipitaţiei. 

Considerând întârzierea produsă de retenţie în procesul infiltraţiei, curba hp( 1) 5e deplasează 

în jos cu valoarea hR şi se transformă în hp(2). 
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În această situaţie segmentul CD de pe grafic reprezintă valoarea infiltraţiei totale, care 
este exprimată analitic astfel: 

(11.49) 

Toate valorile din membrul drept al ecuaţiei (11.48) se cunosc din măsurătorile făcute la 
staţiile de pe suprafaţa B.H. ( din pluviograme, curba debitelor cumulate). 

Repartizarea în timp a infiltraţiei globale 
Se vede din figura 11.8 că cele 2 curbe hp ( 1) şi hQ au durate diferi te Tp < T Q · Prima 

problemă care se pune este determinarea duratei totale Tu a infiltraţiei în B.H. În acest 
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~ens :::e ~i, e cunt că <lin durata totală a precipitaţiei infiltraţi,: nu foloseşte tirnpul tR de la 
începutul precipitaţiei sustras de retenţia superficială. Din timpul TQ al debitelor acumu
late, infiltraţia nu foloseşte timpul TA care reprezintă durata scurgerii acumulată în albiile 
reţelei hidrografice. Scurgerea acumulată în R.H. reprezintă volumul acumulat în reţeaua 
hidrografică de la începutul precipitaţiei care se studiază, iar în grafic corespunde porţiunii 

haşurate din curba debitelor. Acestui volum îi corespunde un timp TA. Suprafaţa haşurată 
TA 

se exprimă prin integrala J Qdt şi corespunde volumului de apă acumulat în R.H. care se 
o 

poate calcula din produsul dintre lungimea R.H. ( L l ) şi secţiunea medie udată a albiilor 
la nivelul malurilor ( n ): 

( 11.50) 

Acest volum exprimat în înălţime coloană de apă, determină segmentul CE pe figură: 
TA 

ICEI = (J Qdt)/F ( unde Feste suprafaţa totală a B.H.) Corespunzător valorii acestui 
o 

segment se determină timpul TA. Atunci durata infiltraţiei totale se calculează din relaţia: 

(11.51) 

Pentru repartizarea infiltraţiei pe durata totală Tu se trasează curba (hu, t) prin punctele 

(h:,Tu), (AB,to) şi (tR,O) (figura 11.8). 
Pentru t = tR infiltraţia e nulă. 
Din aceste date se pot obţine informaţii asupra vitezei medii de infiltraţie U = !:1hu/ l:it 

(curba U din figura 11.8). 

11.6. Retenţia superficială 
Retenţia superficială e compusă în ansamblu din două fenomene: intercepţia şi retenţia 

în depresiuni ( acumulare în depresiuni). 
11. 6.1. IntercepJia 
Intercepţia reprezintă partea din precipitaţii reţinută de învelişul vegetal. Intercepţia 

variază în funcţie de structura învelişului vegetal, mlrimea şi durata precipitaţiei atmosferice, 
puterea evaporantă a atmosferei, etc. 

Evaluări directe ale intercepţiei se pot obţine prin măsurarea simultană a precipitaţiei 

deasupra sau în afara vegetaţiei şi dedesubtul ei. Diferenţa evaluată reprezintă valoarea 
intercepţiei. 

Cercetătorii americani au estimat valoarea intercepţiei în funcţie de natura vegetaţiei în 

cazul precipitaţiilor importante. 
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Natura vegetaţiei Intercepţie Intercepţie % din precipitaţie 

Fag 21,8 

Stejar 20,7 

Arţar 22,5 

Porumb 0,75 

Porumbac 8,25 

Cereale 3,40 

Fâneţe 2,00 

Lucernă 2,75 

În general pentru studiul bazinelor hidrologice mari ş1 mijlocii intercepţia nu se ia în 

considerare. 

11.6.2. Acumulare în depresiuni 

Retenţia sau acumularea în depresiuni reprezintă partea din intercepţie care e reţinută în 

micile depresiuni izolate ale B. H. ln aceste locuri, apa care se acumulează nu are posibilitatea 
de a se scurge ci se epuizează fie prin evaporare, fie prin infiltraţie, sau prin ambele moduri 

simultan. 
Pe baza analizei precipitaţiilor şi curgerii de suprafaţă s-au evaluat indirect valori ale 

retenţiei pentru diverse soluri: 

- pentru suprafeţe argiloase - 2,5 mm 
- pentru suprafeţe nisipoase - 5 mm 

- pentru lut - 4 mm 

Valorile acestea pot suferi modificări în funcţie de panta terenului, natura culturilor, etc. 

Efectul retenţiei superficiale este de a produce o întârziere a curgerii pe suprafaţa solului 

către reţeaua hidrografică, datorită acumulării unei cantităţi de apă în depresiuni şi vegetaţie 
la începutul precipitaţiei. 
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CAPITOLUL 12 

PRINCIPII DE MODELARE A CURGERII DE SUPRAFATA 

12.1. Distribuţia precipitaţiilor în procesul curgerii. Componentele procesu
lui hidrologic . 

Se pune problema în cazul unei precipitaţii constante de intensitate medie, cum se dis
tribuie în timp cantitatea de apă provenită din precipitaţie în procesul de curgere şi de 
acumulare de apă din B.H. respectiv. Practic problema e similară cu a defini componentele 
procesului hidrologic rezultate în urma unei precipitaţii: 

a. Curgerea de suprafaţă. Reprezintă curgerea directă de pe sol, adică este fluxul de apă 

de pe suprafaţa solului B.H. care gravitează pe drumul cel mai scurt către ramificaţiile R.H. 
şi se produce după un anumit timp de la foceperea precipitaţiei (figura 12.1 - 2). 

b. Curgerea intermediară sau hipodermă. Este fluxul de apă care pătrunde în zona de 

aeraţie şi gravitează prin aceasta către R.H. Ea se produce cu un decalaj de timp faţă de 
curgerea de suprafaţă (figura 12.1 - 3). 

c. Curgerea subterană sau de bază. Reprezintă fluxul de apă care pătrunde până în zona 
de saturaţie şi se deplasează în această zonă (figura 12.1 - 4). 

d. Restul de precipitaţii care cad direct în apele de suprafaţă (figura 12.1 - 1). 
e. Acumularea în zona de aeraţie Reprezintă partea din precipitaţie care măreşte umi

ditatea solului din zonă (figura 12.1 - 5). 
f. Retenţia superficială. Se împarte în cele două componente analizate în capitolul 

precedent (vezi paragraful 11.6): fi - acumulare în depresiuni şi / 2 - intercepţia (figura 
12.1 - 6 şi 7). Linsley reprezintă schematic repartizarea precipitaţiei în figura următoare în 
condiţiile în care nu se ia în considerare evapotranspiraţia . 

. . Schema repartizăâi preetpttaţi<"t 
uniforme_ intre componentele scurgt>rii hidro
logice (mmus e·rapotranspiraţia) după I.in~ley. 

Figura 12.1 
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Suprafaţa haşurată repre:lintă curgerea integrală înregistrată în volumul de control al ii.li. 

şi cuprinde curgerea de suprafaţă (a), curgerea hipodermă (b), curgerea de bază (c). 
Curgerea intermediară (b), curgerea subterană (c), acumulările din zona de aeraţie (e) 

şi parţial acumulările din depresiuni (/1 ) formează În totalitatea lor infiltraţia. 
12.2. Coeficientul de curgere 
Acest coeficient este definit în vederea determinării scurgerii pe baza precipitaţiilor. 

Relaţia de definiţie a coeficientului de curgere este: 

C = hQ < l 
hp 

(12.1) 

Deci reprezintă raportul dintre volumul de apă scurs în profilul de control al B.H. şi volu
mul de apă dat de precipitaţie. Ambele volume sunt reprezentate prin înălţimi uniform 

repartizate pe B.H. 
ln funcţie de precipitaţiile şi curgerile care se iau în consideraţie în relaţie, 

fie de viitură, fie cumulate m decursul unm an, sau medie a mai mul
tor ani se determină un coeficient de viitură , coeficient de curgere anuală, respectiv 
coeficient de curgere mediu multianual. 
Analiza detaliată a expresiei coeficientului de curgere arată că pentru acelaşi loc, valoarea 
sa variază în timpul precipitaţiei, din cauza schimbării capacităţii de infiltrare a apei în sol 

şi a evapotranspiraţiei. De aceea pentru fiecare pas de timp !:it al precipitaţiei şi o valoare 
corespunzătoare a acestuia, va exista un coeficient de curgere parţial care în final se me
diază pentru obţinerea unui coeficient de curgere care să caracterizeze precipitaţia şi B.H. 
respectiv. 

12.3. Bilanţul hidrologic 
Ecuaţia generală a bilanţului hidrologic se obţine prin estimarea aporturilor şi pierderilor 

de apă din B.H. evaluate pentru perioade mai lungi de timp. 
O primă formă a ecuaţiei este următoarea: 

P = cantitatea de precipitaţii, exprimată în mm; 
C = curgerea de suprafaţă, exprimată în mm; 
E = evapotranspiraţia, exprimată în mm; 
I = cantitatea de apă infiltrată, exprimată în mm; 

R = retenţia superficială, exprimată în mm. 

(12.2) 

Ultimul termen din ecuaţie poate fi neglijat pentru perioade mai lungi pentru care se face 
bilanţul. 

Pentru infiltraţie putem scrie relaţia ( 12.3) în scopul de a împărţi apa infiltrată în două 
categorii: 

- !:ii = cantitatea de apă infiltrată care contribuie la umiditatea solului ( rămâne în sol 
şi subsol). 

- lw = partea din infiltraţii care după un anumit traseu subteran revine la suprafaţă 
pentru a alimenta resursele hidrografice ( corespunde curgerii intermediare definită mai sus). 
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(12.3) 

În acest caz ecuaţia bilanţului hidrologic se poate retranscrie: 

(12.4) 

Suma dintre curgerea de suprafaţă şi infiltraţie reprezintă curgerea totală din B.H, notată 
cu Q: 

(12.5) 

Atunci ecuaţia bilanţului devine: 

(12.6) 

Cantitatea de apă evapotranspirată poate fi numită deficit de curgere , care se notează cu 
D. Se obţine o ultimă formă pentru ecuaţia bilanţului hidrologic: 

(12. 7) 

Toate cele patru forme ale ecuaţiei pot fi reprezentate schematic în felul următor: 

E o 

p 
C C 

Al a 

I 
lw 

În prima coloană este membrul stâng al ecuaţiei bilanţului, respectiv coloanele II, III 
însumate pe verticală dau termenii din membrul drept al ecuaţiilor. 

Dacă echilibrul natural în B.H. e modificat prin exploatări ale apelor subterane sau 
de suprafaţă, deficit pluviometric sau prin deviaţii spre alte bazine vecine, se introduce în 

ecuaţia bilanţului hidrologic un termen q care reprezintă aceste modificări: 

(12.8) 

În cazul unei comunicări subterane cu un bazin adiacent se introduce în ecuaţia bilanţului 
un termen care reprezintă valoarea curgerii dintre bazine (w): 

(12.9) 
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Termenul suplimentar w poate ave.i "crnnul plus când B.H. studiat primeşte apă de la !:,,.,::nul 

vecin sau poate fi negativ dacă transferul de apă se face în celălalt sens. 
12.4. Curgerea de suprafaţă 
Pentru studiul curgerii de suprafaţă trebuie analizate procesele de formare şi integrare 

în reţeaua hidrografică a scurgerii pe versanţi. Acest studiu este complicat datorită com
plexităţii factorilor care trebuie luaţi în considerare: variaţia precipitaţiilor, a infiltraţiilor 
şi a factorilor bazinului hidrografic. 

Din acest motiv nu s-a putut elabora o soluţie analitică general valabilă care să permită 

calculul din precipitaţii al curgerii pe versanţi în bazine hidrografice naturale. Pentru studiul 
caracteristicilor dominante ale procesului s-au analizat cazuri tipice de formare şi propagare 

a curgem: 
a) - curgerea pe versant sub forma unei pelicule subţiri de apă întâlnită de obicei în zone 

urbane şi pe versanţi a căror topografie şi vegetaţie variază foarte puţin în spaţiu. 
b) - curgerea pe versanţi în bazine hidrografice cu suprafeţe mici (F < 10km2

) caracte
tport lateral uniform distribuit pe lungimea cursului de apă. 

_. 6 cCea pe versanţi în bazine cu suprafeţe mai mari (10km2 < F < 1000km2 ) în 
care aportul lateral este uniform distribuit şi concentrat ( prin unirea mai multor pâraie) în 
lungul cursului de apă. 
Din punct de vedere matemabc cazurile a) şi b) se tratează de regulă utilizând modele 
hidrodinamice, iar cazul c) se analizează cu modele de tip hidrograf unitar. 

12.4 .1. Modele hidrodinamice. Deducerea ecuaţiilor Saint - Venant 

Această metodă de studiu a curgerii de suprafaţă se bazează pe integrarea ecuaţiilor care 
descriu mişcarea nepermanentă a apei. Modelul ia în considerare curgerea apei pe versanţi 
până la prima ramificaţie colectoare. Ecuaţiile mişcării nepermanente Saint - Venant se 
deduc din teorema conservării masei ( ecuaţia de continuitate) şi teorema impulsului ( ecuaţia 
de mişcare). 

FORMA INTEGRALA A ECUATIILOR SAINT - VENANT 
Se consideră un volum de control ( V. C.) în cadrul unui curs de apă de suprafaţă, plasat 

între coordonatele Xi şi x2 (de-a lungul axei OX, în lungul curgerii) respectiv momentele de 

timp t1 şi t2 corespunzătoare atingerii coordonatelor. Direcţia de curgere face un unghi a 

cu ~rizontala (tan a= i 0 = panta talvegului). 

In figura de mai jos este reprezentat volumul de control într-un sistem de coordonate 
tridimensional şi o vedere în planul orizontal . Forţele reprezentate în figură sunt compo

nentele forţelor de presiune pe axa OX ( F:1 , F:~, F;2 , F;~), componenta forţei de greutate 
pe axa OX ( F9 ) şi forţa de frecare cu patul albiei (F1 ). 

188 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



z 

y 

Ecuaţia de continuitate 

~~~:_ --· ----~s~t:ar~ta 
I 
I F. 

Fg ,._ I ,._.!!1 
t ,_, . Fi';,::."' ,,,,,, ,,,,,,,,,, , 

;-.-_______ ...__., X 

X 
2 

Figura 12.2 

•x 

Se deduce din legea conservării masei : cantitatea netă de apă acumulată în volumul de 

control în intervalul (t 1 - t2 ) trebuie să fie egală cu variaţia cantităţii de apă din volumul de 

control în acelaşi interval de timp. 

Matematic se poate scrie cantitatea de apă acumulată la un moment de timp t în V .C. 
x2 

cu expresia: f (pA)tdx , unde A este aria secţiunii transversale. Cantitatea de apă care trece 

!2 

în intervalul (t1 - t2 )prin dreptul coordonatei x se poate exprima astfel: J (pvA)xdt. Atunci 

cei doi membri din legea conservării masei se scriu astfel: 

x2 t2 

j [(pA)t 2 - (pAk] dx = j [(pvA)x 1 - (pvA)x2 ] dt (12.10) 

X] 

Pentru un lichid incompresibil ( p = constant) ecuaţia (12.10) devine: 

x2 t2 

j [(A)t2 -(Ak]dx = j [(vA)x 1 -(vA)x2 ]dt (12.11) 

Produsul dintre viteza în secţiune transversală v şi aria secţiunii transversale A este debitul 

în secţiune transversală care depinde de x şi t. 
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Ecuaţia de continuitate se scrie în f01 îrra inlcgrală astfel: 

x2 t2 

/ [(A)t2 - (A)t1 ] dx = j [(Q)x1 - (Q)x2] di (12.12) 

Ecuaţia mişcării (sau ecuaţia dinamică) 
Pentru deducerea acestei ecuaţii se foloseşte legea conservării impulsului pe volumul de 

control. Notăm impulsul ( cantitatea de mişcare) cu M, iar expresia sa la un moment de 
timp teste: 

x2 

M = m · v = j(pvA)tdx (12.13) 

X} 

Fluxul cantităţii de mişcare sau fluxul de impuls se notează M1 şi e dat de produsul dintre 

şi viteză: 

M f = pv A · v = pv2 A (12.14) 

Conform legii conservării impulsului, modificarea impulsului în V. C. între t 1 şi t 2 , tl.M, 
trebuie să fie egală cu fluxul net de impuls în V .C. în intervalul de timp ( t 1 - t2) , M1n plus 
impulsul datorat forţelor exterioare care acţionează asupra V .C. în acelaşi interval de timp. 

!2 

tl.M = Mfn + J (Fpl - Fp2 + F9 - F1)dt (12.15) 

!1 

unde Fp1, Fp2, F9 , Fi sunt componentele forţelor de presiune, de greutate şi de frecare pe axa 
OX, în lungul căreia are loc curgerea. 

Tinând cont de relaţiile (12.13) şi (12.14) se pot exprima următorii termeni: 

x2 

tl.M = J [(pvA)t2 - (pvA)t1 ] dx (12.16) 

!2 

MJn = J [(pv 2 A)x1 - (pv 2 A)x2 ] dt (12.17) 

t1 

In continuare se calculează ceilalţi termeni din membrul drept al ecuaţiei (12.15). Pentru 

cazul general al albiilor neprismatice se consideră o distribuţie hidrostatică a presiunii în 
secţiune. 
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Figura 12.3 

Se ataşează figurii 12.3 un sistem cartezian (XOYZ). Pentru o anumită distanţă ( faţă de 
baza albiei volumul de control are o anumită lăţime b(l)- Într-o secţiune oarecare forţa de 
presiune hidrostatică se exprimă prin produsul dintre presiunea hidrostat.ir~ ~! :.~~a. uorma1ă 
asupra căreia acţionează presiunea: 

h(x) 

r;l = g J p[h(x) - (]b(x,()de (12.18) 

o 

Atunci impulsul forţei nete de presiune în secţiunea cuprinsă între coordonatele x 1 şi x2 este: 

~ ~ ½ 

j Fp1dt = j(F;l - F;;)dt = g j [p(l1)x1 - p(fi)x2 ] dt (12.19) 

Am notat cu / 1 expresia : 

h(x) 

11 = j [h(x) - (] · b(e)dl (12.20) 

o 

Datorită neprismacităţii albiei apare în volumul de control o presiune care acţionează la 

maluri. Întrucât lăţimea V. C. variază în lungul lui ~x = x 2 - x1 , suprafaţa udată este 

( db • de)h şi forţa de presiune se scrie: 

(12.21) 
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lrnµt:.l:sul datorat acestor forţe este: 

unde cu / 2 s-a notat integrala : 

h(x) 

f [h(x) - el· ab(x) dl 
ax 

o 

( 12.22) 

{12.23) 

Pentru calculul impulsului forţei de greutate a apei din V.C., în intervalul ( t 1 - t2 ), pe 

direcţia OX trebuie estimată panta talvegului: 

. OZJ 
zo = -- = tano 

âx 
(12.24) 

unghi mic o, se poate aproxima sin o cu tan o. În acest caz proiecţia forţei de 

,!!,reutate pe axa OX este : J,~ = G · sin o = G · tan o= G · i0 • Atunci impulsul căutat este: 

(12.25) 

ln vederea calculului impulsului datorat forţei de frecare, pe direcţia OX se adoptă ipoteza 
lui Chow şi anume că forţele de frecare pe unitatea de lungime de pat de albie sunt. date 
de relaţii asemănătoare cu cele pentru componenta F9 a greutăţii cu deosebirea că a.p?rP în 

expresie panta de frecare ( i J) în loc de panta talvegului: 

x2 

F1 = J pgAi1dx (12.26) 

X\ 

Deci impulsul datorat forţei de frecare în V.C., în intervalul de timp ( t1 - t 2 ) este: 

(12.27) 

Se înlocuiesc toate expresiile de mai sus în legea de conservare a impulsului, se consideră 

lichid incompresibil ( p = constant ) şi se obţine ecuaţia de mişcare: 

x2 t2 t2 

j [(vA)12 - (vAk] dx = f [(v 2A)x1 - (v2 A)x2 ] dt + g f [(/1)x1 - (/i)x2 ] dt -

XJ t1 t1 

t2 x2 t2 x2 

-g J f I2dxdt + g J J A(io - i1)dxdt ( 12.28) 
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Ewa~iiie (12.12) §i (12.28) reprezi1h,'. ccuaiiile Saint - Venant în formă integrală. 
ECUATIILE SAINT-VENANT SUB FORMA DIFERENTIALA 

În ipoteza că funcţiile care apar în aceste ecuaţii , Q, z, A, v sunt funcţii continue şi 
derivabile atunci pot fi dezvoltate în serii Taylor: 

( 12.29) 

(12.30) 

Făcând ca intervalele (t2 - t1 ) şi (x 2 - xi) să tindă către zero, putem calcula următoarele 

limite ţinând cont de relaţiile (12.29) şi (12.30) şi considerând semnificativ doar al doilea 
termen din dezvoltare : 

(12.31) 

(12.32) 

În aceste condiţii ecuaţia de continuitate (12.12) se scrie : 

(12.33) 

de unde se obţine : 

(12.34) 

Ecuaţia e valabilă în cazul în care de-a lungul volumului de control nu există aport lateral 

de apă. În cazul aportului lateral de apă se estimează valoarea fluxului acestuia pe unitatea 

lungimii de albie ( q) şi se introduce în ecuaţie: 

(12.35) 

Folosind dezvoltarea în serie a funcţiilor vA = Q, v2 A, 11 şi trecând la limită se obţine 
expresia ecuaţiei de mişcare în formă diferenţială: 

(12.36) 
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(12.37) 

(12.38) 

Dacă înlocuim expresiile (12.36), (12.37), (12.38) în forma integrală a ecuaţiei de mişcare 
(12.28), considerând că x2 tinde la x1 şi t2 tinde la t1 se obţine forma diferenţială: 

( 12.39) 

Ultimul termen din membrul stâng al relaţiei (12.39) se obţine prin derivarea expresiei 

(12.20): 

Conform teoremei Leibniz integrala de mai sus se poate scrie: 

h(x) h(x) 
unde f b(x, l)de = A aria secţiunii transversale şi 

o 
f [h(x)-e] ·~!dl= li. 
o 

Astfel ecuaţia de mişcare devine: 

Ecuaţiile Saint - Venant sub formă diferenţială sunt: 

8A 8Q _ O 
at + ax -

8Q o(v2A) 8h 
-
8 

+ 
0 

+gA-
0 

+gA(i1-io)=O 
t X X 

(12.40) 

(12.41) 

(12.42) 

(12.43) 

Se pot obţine forme echivalente ale ecuaţiilor înlocuind diverşi parametri din ecuaţiile 

(12.43). Se ţine cont că parametrii care se înlocuiesc sunt perechi de variabile dependente. 
Spre exemplu aria A se poate exprima prin intermediul nivelul h astfel: 

oA oA âh oh 
-=-·-=B·-ot ah at at ( 12.44) 
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u1lllc B este lăţimea albiei. Viteza Într-o secţiune transversală de arie A se poate exprima 

funcţie de debit: v = Q/A. 
Atunci ecuaţiile Saint - Venant exprimate funcţie de noile variabile devin: 

ah 1 aQ 
-+-•-=O at B ax 

aQ a (Q2
) ah - + - - + gA- + gA(i1 - io) = O 

ât ax A ax (12.45) 

Sau se poate folosi următorul schimb de variabilă : h = z - z I şi ecuaţiile Saint - Venant se 

exprimă în acest caz în funcţie de z şi Q ( aceste variabile se folosesc în cazul albiilor cu pal 

fix z I = const). Efectuăm derivata 1 ui h În funcţie de t şi x şi se obţine: 

âh 
ât 

az 
ât 

âh az az1 âz . 
-= -- -=-+zo 
âx âx âx âx 

Atunci ecuaţiile Saint - Venant se exprimă: 

âz 1 âQ 
-+-·-=0 
ât B ax 

âQ â (Q2
) âz . - + - - + gA- + gAz1 = O 

ât âx A âx 

( 12.46) 

(12.17) 

(12.48) 

Alegerea setului de variabile care să intre în componenţa ecuaţiilor Saint - Venant se face 
în funcţie de problema care trebuie rezolvată. 

Sistemele de ecuaţii (12.42), (12.45), (12.48) descriu propagarea undelor dinamice. Un

dele dinamice se atenuează, iar magnitudinea atenuării depinde de mărimea primilor trei 

termeni din ecuaţia dinamică. Dacă se neglijează primii doi termeni din ecuaţia de mişcare, 
ecuaţiile obţinute astfel descriu propagarea undelor de difuzie. Undele de difuzie se atenuează 

în propagarea de-a lungul albiei. Dacă se neglijează primii trei termeni din ecuaţia de mişcare 

se obţine un nou sistem care descrie propagarea undelor cinematice. Aceste unde se propagă 

fără să se atenueze. În această situaţie debitul e funcţie univocă de nivelul apei. 

Rezolvarea acestor sisteme de ecuaţii soluţionează problema curgerii de suprafaţă. 

12.4-2. Metoda hidrografului unitar 

Metoda aceasta înlocuieşte formulele hidraulice şi o parte din parametrii care intrau în 

relaţiile Saint - Venant ( parametri mai greu de determinat în diverse situaţii) cu o relaţie 

directă între cauză şi efect. Dacă într-un bazin hidrografic se produce o precipitaţie efectivă 

(fără pierderi) uniformă cu valoarea h0 = 1mm pe o durată foarte scurtă atunci această 

precipitaţie este considerată precipitaţie impuls ( funcţie de impuls) în procesul formării 

debitelor. Se notează printr-o funcţie de intervalul ll.t: y = y(ll.t). 
Această precipitaţie are intensitatea constantă: 
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. ho l 
Zo = 6-t = 6_t (12.49) 

Ca urmare a acţiunii precipitaţiei impuls se produce o curgere în profilul care se studiază 

reprezentată prin hidrograful [H.U, 6-t] denumit hidrograf unitar de durată 6-t a precipitaţiei. 

Curgerea rezultantă are acelaşi volum h0 = 1mm, în schimb durata e diferită faţă de cea 

a precipitaţiei. Această curgere rezultantă se notează printr-o funcţie Y = Y(k · 6-t), unde 

k este un număr natural. Dacă în B.H. se consideră o precipitaţie efectivă ce are loc în 

intervalul 6-t şi are volumul h = i · 6-t diferit faţă de h0 atunci apar curgeri reprezentate de 

hidrograful q( k · 6-t). 
Dacă admitem principiul liniarităţii sistemului hidrologic considerat, atunci putem găsi 

următoarea relaţie între cele două hidrografe: 

h 
q(k · 6-t) = [Y(k · 6-t)] · -

ho 

sau ţinând cont de relaţia (12.49): 

q(k · 6-t) = [Y(k · 6-t)] · i · 6-t 

(12.50) 

(12.51) 

În acest caz se pot calcula ordonatele hidrografului q( k • 6-t) cu ajutorul ordonatelor hidro

grafului unitar [H.U, 6-t] prin relaţia : 

q = (H.U, 6-t) · i · 6-t; k = 1, 2, ... , n (12.52) 

q 

1 

y(At) 

1 o,__ _ __, 
I/'~" _....9(k t,_t) 

I ', 
I ' 

I '- "-
'-

" CHU. 6.t> 

nt.t 

Figura 12.4 
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DeLerminarea hidrografului unitar 

Dacă se acceptă postulatul superpoziţiei în cazul acestui model atunci se poate considera 

că hidrograful produs de ploi succesive poate fi calculat prin însumarea hidrografelor produse 

de ploi individuale luând în considerare momentele de început ale ploilor. 

Spre exemplicare, se consideră un impuls complex fragmentat în m precipitaţii impuls 

fiecare cu durata n · fit. La momentul t = k · fit răspunsul total este dat de următorul 
hidrograf: 

Qk = [Y(k ·fit)]· i1 ·fit+ [Y(k - 1) ·fit]· i2 ·fit+ [Y(k - 2) ·fit]· i3 ·fit+... (12.53) 

unde k = l, 2, 3, ... , s 

Notăm n + m - 1 = s. Pentru diverse valori ale lui k (diverse momente de timp) se 

constituie s ecuaţii. Cunoscându-se valorile Qk se pot determina ordonatele hidrografului 

unitar Y(fit)i Y(2fit), ... , Y(kfit) folosind metoda celor mai mici pătrate de rezolvare a 

sis ternului. Astfel se obţine un sistem cu ( n - l) necunoscute : 

8 [t (Y(k · fit) - Qk)2] 

8[Y(k-fit)] =O 
( 12.54) 

Din acest sistem se determină ordonatele hidrografului unitar [Y(k · fit)]. Datele obţinute 

se pot folosi pentru determinarea altor hidrografe dacă se acceptă postulatul invarianţei 

în timp: hidrograful unitar rezultat dintr-o precipitaţie netă reflectă combinarea efectelor 

tuturor caracteristicilor bazinului hidrografic şi oricând s-ar produce precipitaţia H. U. este 

mereu acelaşi. 

Deci în folosirea acestei metode de studiu a curgerii de suprafaţă se admit următoarele 

postulate: 

a) - ploaia netă efectivă e uniform distribuită în timp, pe durata de calcul; 

b) - ploaia netă e uniform distribuită în spaţiu sau prezintă moduri similare de variaţie 

la toate ploile; 

c) liniaritatea- ordonatele hidrografului unitar sunt direct proporţionale cu volumul ploii 

nete care l-a generat; 

d) superpoziţia - hidrograful produs de ploi succesive poate fi calculat prin însumarea 

hidrografelor produse de ploi individuale luând în considerare momentele de început ale 

ploilor; 

e) invarianţa în timp - hidrograful unitar este nemodificat în timp. 

12.4,3. Metoda hidrografului unitar instantaneu 

Se referă la cazul continuu în aceleaşi condiţii ca în cazul precedent. Metoda foloseşte o 

relaţie directă între impuls şi răspuns , integrala Duhamel: 

t 

Q(t) = I i(T)Y(t - T)dT; t < lp ( 12.55) 

o 
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unde Q( t) este debitul curgerii directe la momentul t şi tP este durata precipitaţiei; 
i( T) este intensitatea efectivă a precipitaţiei. 
Y(t-T) este hidrograful unitar instantaneu (H.U.1.) analog cu hidrograful unitar din metoda 

precedentă, dar e definit pentru intervale de timp foarte mici, T mult mai mic decât tl.t. 
Determinarea H.U.I. 
Pentru determinarea hidrografului unitar instantaneu s-au imaginat diverse modele con

ceptuale care ţin cont de procesele care au loc în B.H. În general determinarea ecuaţiei H.U.I. 
utilizând diferite modele conceptuale se face prin integrarea ecuaţiei de continuitate (12.56) 

şi a ecuaţiei de mişcare care are diferite forme în funcţie de schema conceptuală imaginată. 

I_ Q = dV 
dt 

unde I = intensitatea precipitaţiei nete; 
Q = debitul curgerii de suprafaţă; 
dd~ = variaţia volumului acumulat. 

Pentru un rezervor liniar ecuaţia de mişcare are următoarea formă: 

V= k-Q 

V = volumul acumulat; 
k = parametrul rezervorului (constanta de acumulare). 

Înlocuind ecuaţia (12.57) în (12.56) se obţine: 

(12.56) 

(12.57) 

(12.58) 

Prin integrarea ecuaţiei (12.58) se obţine ecuaţia H.U.I. pentru un rezervor liniar cu 
parametru constant ( k = constant), în cazul ploii unitare : 

(12.59) 

12.5. Propagarea undei de viitură în albii naturale 
Unda de viitură este un curent de apă care se transmite cu debite variabile, de-a lungul 

albiei, suprapunându-se curentului existent. Mişcarea undei de la o secţiune la alta e echiva
lentă cu alimentarea şi golirea simultană a unui vas. Când debit.ul de alimentare Q* este 
mai mare decât debit.ul de evacuare Q se acumulează un volum de apă W. În caz contrar se 

majorează evacuarea. ln secţiunea din aval a sectorului de albie care este tot un rezervor, 
debitele undei se vor desfăşura în timp după un hidrograf diferenţiat de cel din amonte. 
Studiul undei de viitură, şi anume determinarea hidrografului din aval când se cunoaşte cel 
din amonte se poate face din punct de vedere hidraulic sau hidrologic. 

12.5.1. Studiul hidraulic al propagării undei de viitură 

Se consideră un sector al albiei cu secţiuni transversale aproximativ dreptunghiulare. 
Deci în acest caz aria poate fi scrisă: 
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( 12.60) 

B = lăţimea secţiunii transversale; 

z = înălţimea suprafeţei libere în aceeaşi secţiune transversală faţă de un nivel orizontal de 
referinţă (figura 12.5). 

..... 
OrROnlal ~---------. ._.---.,---.. ~· 

"" z _____ _j_ _ _ _ 

Figura 12.5 

Se scriu cele două ecuaţii Saint - Venant (12.48) pentru această situaţie. Ecuaţia de 
continuitate devine: 

(12.61) 

1n cazul ecuaţiei dinamice primii doi termeni sunt neglijabili în comparaţie cu ultimii doi 
(predominantă fiind frecarea): 

OZ . 
gA ox + gAi1 = O (12.62) 

În urma simplificărilor rămâne: 

(12.63) 

Se derivează ecuaţia de continuitate în raport cu x şi cea dinamică în raport cu t: 

(12.64) 

(12.65) 

Se înmulţeşte ecuaţia (12.65) cu B şi se obţine: 

(12.66) 
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Se scad ecuaţiile ( 12.66) şi ( 12.64) şi se obţine: 

a2Q - B. 8i1 = O 
8x2 8t 

(12.67) 

Termenul ~ se poate scrie în funcţie de alte variabile ţinând cont de faptul că următoarele 
variabile sunt dependente între ele: (i1, Q, z); (Q, x, t); (z, x, t). 

Termenul :~ se înlocuieşte din ecuaţia (12.61) şi relaţia (12.68) devine: 

8i1 8Q 1 8i1 8Q 
-·---•-·-
8Q 8t B 8z 8x 

Înlocuind expresia (12.67) în ecuaţia (12.69) se obţine: 

Se fac următoarele notaţii: 

B. :6 = /3; 

Atunci se poate scrie ecuaţia de propagare a undei de viitură: 

8Q l 82Q a8Q 
-=--+-at f3 8x2 f3 ax 

(12.68) 

(12.69) 

(12.70) 

(12.71) 

(12.72) 

Această ecuaţie se rezolvă În funcţie de condiţiile iniţiale şi se obţine distribuţia debitului 
undei de viitură în timp şi spaţiu. ! reprezintă un factor de atenuare şie similar coeficientului 
de difuzie, iar ţ este viteza de translaţie a debitului Q. 

12.5.2. Studiul hidrologic al propagării undei de viitură 

Metodele hidrologice prezintă avantaje faţă de metoda hidraulică în sensul că folosesc 

un număr mai mic de parametri, deci problema se soluţionează mai rapid. 
Studiul hidrologic pleacă de la un sistem de două ecuaţii: 

dW =Q"-Q 
dt 

W=Q·T+a(Q*-Q)T 

(12.73) 

(12.74) 

Prima relaţie este o condiţie de continuitate şi exprimă faptul că variaţia volumului acumulat 
de-a lungul albiei între două secţiuni este egal cu diferenţa debitelor între cele două secţiuni: 

- Q• - debitul de alimentare în secţiunea din amonte; 

200 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



- Q - debitul de evacuare în sec\rnnea din aval. 
Relaţia (12.74) este o legătură empirică (Mc. Charty) între debitul de alimentare şi cel 
de evacuare, respectiv volumul de apă acumulat la un moment t. Parametrii o şi T sunt 

constanţi şi caracterizează albia din punct de vedere al mecanismului de alimentare şi eva
cuare a sectorului respectiv. 

Se fac următoarele notaţii: 

a -T = K; (1 - o) -T = L (12.75) 

Derivăm relaţia ( 12. 7 4) în raport cu timpul şi se obţine: 

8W = TaQ aT (8Q* _ 8Q) 
at at + at at 

(12.76) 

Dacă se grupează termenii pe lângă derivatele debitelor, ecuaţia de mai sus se transformă 
astfel: 

aw aQ oQ* - = -(1-a)-T+a·T- -
at at at 

Folosind notaţiile ( 12. 75) se obţine: 

aw aQ aQ* 
-=L--+K·-at at at 

Se egalează relaţiile (12.73) şi (12.78) şi rezultă următoarea ecuaţie diferenţială: 

Q + L . 8Q = Q* - K . oQ* 
at at 

Se face următoarea notaţie: 

1 ( ,. oQ*) cp(t) = - Q - J(. -
L 8t 

şi atunci ecuaţia ( 12. 79) devine: 

Q aQ - + - = cp(t) 
L 8t 

(12.77) 

(12.78) 

(12. 79) 

(12.80) 

(12.81) 

Ecuaţia de mai sus este o ecuaţie diferenţială de gradul I, neomogenă care se rezolvă în 
funcţie de condiţiile iniţiale: la t = t0 debitul Q = Q0 = constant. Soluţia ecuaţiei este 

Q = Qom + Qneom· 
Partea omogenă a soluţiei este: 

I 

Q0 m = A· e-r, cu A = constant (12.82) 

Partea neomogenă a soluţiei este: 

(12.83) 
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Se înlocuiesc cele două relaţii ( 12.82) şi ( l'.l.83) în ecuaţia (12.81) pentru identificarea func~iei 

C(t): 

1 _.!. , _.!. 1 _.!. 
- . C(t). e L + C (t)e L - - • C(t) • e L = ',?(t) 
L L 

( 12.84) 

Deci se obţine: 

C'(t) = et · 'P(t) ( 12.85) 

Atunci 

t 

C(t) = J e"t',?(t)dt + C(O) ( 12.86) 

o 

Soluţia ecuaţiei (12.81) se poate scrie: 

Q =A• e-± + e-f (!ei• <p(t)dt + C(O)) ( 12.87) 

Pentru t = O înlocuind în (12.87) se obţine: 

t 

Q0 =A+ J 'P(t)dt + C(O) (12.88) 

o 

Dar debitul iniţial Q0 este constant: Q0 = A şi atunci ecuaţia (12.88) dă expresia lui C(O): 

t 

C(O) = - J 'P(t)dt (12.89) 

o 

Tinând cont de relaţiile de mai sus soluţia finală este: 

(12.90) 

Ecuaţia devine operativă dacă hidrograful din amonte Q"(t) se exprimă sub formă analitică 
(de exemplu polinom Newton). Rezolvând ecuaţia pentru diverse cazuri se întocmeşte hidro
graful din aval faţă de cel din amonte. S-au găsit unele caracteristici generale: 

- Hidrograful undei din aval Q(t) are valoarea maximă mai mică decât valoarea maximă 
a hidrografului Q*(t) din amonte. Prin propagarea undei (fără aport de debite pe traseu) 
se produce o atenuare a valorii maxime a debitului din amonte. 

- Valoarea maximă a undei din aval se produce cu o întârziere T0 faţă de cea din amonte. 
- Volumul maxim acumulat în albie se realizează atunci când debitele Q* şi Q devin 

egale. 
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- Durata de curgere prin seqiunea din aval e întotdeauna mai mare ca durata de curgere 
prin secţiunea din amonte. 

Problema care intervine este determinarea parametrilor o şi T. Dacă forma analitică a 

lui Q*( t) este relativ simplă şi există o pereche de hidrografe ( amonte, aval) din înregistrări 
de debite, atunci se poate aplica metoda celor mai mici pătrate pentru determinarea lui a 

şi T. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOL UL 13 

TRANSPORTUL DE ALUVIUNI 

Aluviunile sunt materiale solide granulare, de formă şi dimensiuni diferite care au fost 

transportate de curentul apei. Aceste particule pot proveni din: 

- straturile de sol de pe versanţi 

- sedimentul albiei cursului de apă 

- prăbuşirea de stânci din versanţi, alunecări de teren 

- evacuarea accidentală sau controlată de material steril granular rezultat din fluxuri 

tehnologice industriale. 
Aluviunile de pe versanţi sunt particule de rocă dezagregate de presiunea exercitată de 

picăturile de ploaie sau alţi agenţi atmosferici şi apoi antrenate de albia râurilor prin curgerea 
de suprafaţă. Acest fenomen de "spălare a solului" se numeşte eroziunea solului. Grosimea 

stratului de sol erodat anual, variază după natura învelişului solului, după climat şi după 

caracteristicile morfologice ale versanţilor, de la 0,01 mm/ an până la lmm/ an. Despăduririle 
masive duc la accentuarea procesului de eroziune a solului. 

O altă cauză de formare a aluviunilor este fenomenul de dezagregare a malurilor şi a 

sedimentului albiilor, fenomen care se datorează presiunii hidrodinamice a curentului de 

suprafaţă şi subteran. 

Din analiza modului cum se produce deplasarea aluviunilor în lungul cursului de apă se 
desprind unele caracteristici: 

- albiile cursurilor de apă sunt căi de tranzit pentru aluviuni, acestea deplasându-se din 
zonele înalte ale bazinului hidrografic către cele joase. 

- cantitatea de aluviuni antrenată creşte odată cu creşterea debitului de apă peste o 
valoare critică. 

- deplasarea aluviunilor de-a lungul cursului de apă este intermitentă, funcţie de curgerea 
generală şi condiţiile de curgere. 

13.1. Structura aluviunilor 
Aluviunile care provin din dezagregarea rocilor au componente de tipul: feldspat, mică, 

cuarţ, siliciu sau chiar fragmente de rocă: gresie, calcar, granit. După poziţia particulelor 
în mişcare în masa curentului de apă aluviunile se împart în: 

- aluviuni în suspensie, care sunt răspândite în masa curentului de apă. Acestea au forme 

prismatice, cu muchii ascuţite şi diametrul de ordinul micronilor. 

- aluviuni în semisuspensie; au forme rotunjite datorită ciocnirilor între particule şi pereţii 
albiei. 

- aluviuni de fund, care sunt particule mari şi se deplasează pe patul albiei sau în imedi
ata vecinătate, pe direcţia de curgere a curentului. 

Aluviunile în semisuspensie şi cele de fund, în mişcarea lor din amonte către aval îşi 
micşorează dimensiunile. H. Sternberg descoperă legea după care are loc reducerea di

mensiunilor particulelor şi o verifică în laborator şi pe unele cursuri de apă. In deducerea 
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ic:gn ::;e pleacă de la ipoteza că pierderea de greutate a unei particule este proporţională cu 
greutatea G a acesteia şi cu distanţa parcursă: 

dG = -c · G · ds (13.1) 

unde c este coeficientul de abraziune care depinde de forma şi natura particulei, de viteza 

de deplasare şi de mărimea particulelor care alcătuiesc sedimentul albiei. Prin integrarea 
ecuaţiei ( 13.1) se obţine: 

(13.2) 

unde G0 este greutatea particulei la coordonata zero şi G este greutatea particulei după ce 
a străbătut distanţa s. 

Se pot folosi diametrele sferelor echivalente în greutate cu particulele considerate şi atunci 
ecuaţia ( 13.2) devine: 

d3 _ d3. -C•S 
- o e (13.3) 

unde d este diametrul sferei echivalente cu particula după ce a străbătut distanţa s şi d0 este 

diametrul iniţial ( las= O). 

--+ 
V 

;:> 

I I 
I dS I ---------~--..i~. ---~.i 

s 

Figura 13.1 

Expresia coeficientului c este stabilită empiric: 

unde v este viteza cu care se deplasează aluviunile (m/s); 

G-dG 

d1 este diametrul sedimentului de la care particula începe să se mişte (mm); 
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c1 este coeficientul specific de abraziune, cu valori caracteristice pentru fiecare tip de material 
(km- 1 ). 

Legea poate fi aplicată în cazul cursurilor de apă fără afluenţi şi cu o structură apro

ximativ omogenă a aluviunilor. Aluviunile de fund au o gamă largă de dimensiuni şi forme 
atunci când de-a lungul unui curs de apă, afluenţii din amonte aduc aluviuni de dimensiuni 
şi structuri diferite care se află în diverse condiţii de abraziune. 

Caracterizarea aluviunilor de fund se face pe baza analizei granulometrice şi mai ales 

prin diametrul mediu al amestecului de aluviuni (dmediu)- Determinarea diametrului mediu 
se obţine prin operaţia de cernere conform procedeelor geotehnice, din curba frecvenţelor 
relative a diametrelor granulelor (figura 13.2). 

Frecvenţa relativă (f) se defineşte ca fiind raportul dintre greutatea probei granulelor de 
diametre cuprinse într-un anumit interval şi greutatea totală a probei. Din această curbă 
de frecvenţe se obţine valoarea diametrului mediu ca fiind abscisa centrului de greutate G. 

f 
Curba de frecvente relative 

~ 

d 

Figura 13.2 

Cu datele obţinute prin operaţia de cernere se construieşte curba granulometrică ( curba 
frecvenţelor cumulate - figura 13.3). Pe această curbă diametrul mediu se obţine din condiţia 
ca verticala corespunzătoare diametrului mediu să delimiteze suprafeţe egale de o parte şi 
alta a sa. 

In cazul particulelor foarte fine cu diametrul mai mic de O, 1 mm, procedeul cernerii 
devine impracticabil şi se recurge la stabilirea diametrului prin mijloace hidraulice şi anume 
prin măsurarea vitezei uniforme w a căderii particulelor în apă stătătoare, folosind formula 
Stokes: 

w = g . ,1 -, . d2 [ m / s] 
180077 

(13.5) 

T/ este vâscozitatea cinematică ; , este greutatea specifică a apei şi , 1 greutatea specifică a 
particulei. 
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100% 

Figura 13.3 

13.2. Deplasarea aluviunilor 

dmediu d 

Mişcarea tuturor aluviunilor se face în salturi. In funcţie de tipurile de aluviuni salturile 
sunt mai lungi sau mai scurte. Astfel aluviunile în suspensie execută salturi lungi şi neregu
late, iar cele de fund salturi scurte ( acestea din urmă fiind cu atât mai scurte cu cât se află 
în interiorul masei de aluviuni). 

Mişcarea în salturi se datorează suprapunerii a doi factori: 
- regimul turbulent al curentului prin componenta verticală a vitezei sale ( v*) 
- acţiunea vitezei de cădere a particulei în apă (w). 

v* 

,, ,d~~',,~, 71 

Figura 13.4 

Salturile mici ale aluviunilor de fund se explică prin valorile mici ale vitezelor curentului 
de apă în această zonă ( v) , prin valori mai mari ale vitezei de cădere a particulei, respectiv 
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f->lÎn ciocnirile şi coutactele pe care le au cu parLculde învecinate. Experienţele cfeciuate 
asupra modului de antrenare a aluviunilor din patul albiei în funcţie de creşterea vitezei 

curentului au arătat că: 
- o particulă de o anumită mărime se menţine în repaus pe fund până la o viteză limită 

a apei (v1)-
- pentru viteze mai mari decât v1 particula intră în mişcare prin rostogolire până la 

atingerea unei alte viteze limită (v2)-
- pentru viteze ale curentului de apă mai mari decât viteza v2 începe mişcarea prin salturi 

a căror mărime creşte proporţional cu viteza curentului de apă. Această mişcare are loc până 

la atingerea unei viteze v3. 

- pentru viteze mai mari decât v3 particulele nu mai ating patul albiei şi se menţin în 

suspensie. 
În concluzie în funcţie de viteza cursului de apă particulele se pot rostogoli pe fund, pot 

executa salturi, sau pot rămâne în suspensie. 
13.2.1. Studiul mişcării aluviunilor de fund 

Mişcarea aluviunilor se studiază începând de la o anumită stare numită stare critică a 
particulei. Starea critică e dată de condiţiile în care aluviunile încep să se deplaseze, dacă 
se foloseşte ipoteza că particulele depuse anterior în albie sunt în stare de repaus. 

Starea critică a mişcării particulelor de fund se realizează atunci când forţa de rezistenţă 
ce acţionează asupra particulelor este egală cu forţa de deplasare. Se consideră T, forţa 

critică de antrenare pe unitatea de suprafaţă a patului albiei exprimată calitativ prin relaţia 
dată de Du Boys şi Du Buat: 

T = 1 · H · sin a (13.6) 

unde H este adâncimea curentului; a este unghiul de orientare pe orizontală a patului albiei; 

1 este greutatea specifică a apei. 

Dacă această forţă se aplică suprafeţei particulei care se echivalează cu suprafaţa unei 
sfere de diametru d atunci forţa critică de antrenare ce acţionează asupra acestei particule 
va fi: 

T = T · S = !, · H sin o • r.p1rd2 

4 
(13.7) 

unde r.p este coeficient de formă al particulei, pentru exprimarea cât mai corectă a suprafeţei. 
Forţa care se opune deplasăriî este forţa de frecare cu patul albiei şi se exprimă din relaţia 

generală: 

7r. d3 
p = µ . N = µ( G - FA) · cos Q = µ(,1 V - )' V) · cos Q = µ-- · ( ,1 - I) · cos O 

6 

unde 11 este greutatea specifică a particulei; 1 este greutatea specifică a apei. 
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Figura 13.5 

ln starea critică cele două forţe sunt egale: T = F. Deci prin egalarea expresiilor ( 13. 7) 
şi (13.8) se obţine: 

2µ · d · {;1 - , ) 
tan o = ------

3cp., . I/ 
(13.9) 

Pentru unghiuri mici se poate aproxima tangenta prin sinus (tan o = sin o). In acest caz: 

2 µ · d 
Tcritic = 1 · H · tan o= - · -- · (,1 - 1 ). 

3 cp 
(13.10) 

Viteza critică din centrul particulei se obţine prin egalarea forţei de antrenare a particulei 
cu greutatea în apă a particulei. Forţa de antrenare a particulei de către curentul de apă 
are forma: 

1rd2 v2 
T--·-

v - 4 2g (13.11) 

unde v este viteza curentului de apă care antrenează particula. In starea critică are loc 
egalarea forţelor menţionate: 

7r . d2 v~r 7r d3 ( ) -- . - = µ- . . ,1 -' . cos o 
4 2g 6 

(13.12) 

Pentru unghiuri o mici se poate aproxima cosinusul cu 1. Deci viteza critică se poate scrie: 

4µd(,1 - ,) 

3g 
(13.13) 

Experimentele din laborator şi din natură au condus la formule empirice de calcul ale vitezei 

critice medii a curentului de apă în funcţie de diametru. 

13.2.2. Studiul mişcării aluviunilor în suspensie 

Pentru studiul acestei mişcări se fac următoarele ipoteze: 
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- concentraţia de aluviuni Î11~r-un punct al curentului nu se schimbă în timp. Prin 
concentraţie de aluviuni se înţelege cantitatea de particule conţinute în unitatea de volum 

de apă. Se măsoară în 7 sau ~ . 
- particulele sunt atât de mari încât curentul de apă nu consumă o energie prea mare 

pentru transportul lor. 
În aceste condiţii putem considera că transferul de aluviuni de jos în sus datorat com

ponentei verticale a vitezei {într-un punct al curentului) este egal cu transferul de aluviuni 

datorat vitezei de cădere a particulelor sub acţiunea gravitaţiei. 
Schimdt a elaborat o teorie asupra mişcării aluviunilor în suspensie. Pentru unitatea 

de suprafaţă din planul orizontal în care se face transferul şi unitatea de timp, se exprimă 

egalitatea dintre transferele de aluviuni, enunţată anterior prin relaţia: 

dp 
P. w = -E dh (13.14) 

unde p · w este transferul de aluviuni datorat vitezei de cădere în câmp gravitaţional şi 

E · dp/ dh reprezintă transferul de aluviuni de jos în sus datorat componentei verticale a 
vitezei. 

p este concentraţia aluviunilor; 
w este o mărime hidraulică şi anume viteza uniformă de cădere a particulelor în apă 

stătătoare; 

h este înălţimea corespunzătoare concentraţiei p 

E este un coeficient de transfer al aluviunilor, variabil de la un punct la altul. 
Semnul minus care apare în egalitatea (13.14) indică scăderea cu înălţimea a transferului 

care se produce de jos în sus. 

i-- - - - - - - = I ~ ,----

H 

7 l J ) 7 

Figura 13.6 

1n ecuaţia (13.14) se separă variabilele, se integrează între două limite ale înălţimii a şi 
h şi se obţine: 

(13.15) 
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unele Pa. . :' ,, cuiKcnt.ra~ia cunoscută la înălţimea a. 

13.3. Debitul solid al aluviunilor târâte şi în suspensie 
Debitul solid de aluviuni se defineşte ca fiind raportul dintre numărul de particule târâte 

sau în suspensie înmulţit cu greutatea uneia ( când acestea sunt identice) şi intervalul de 
timp pentru care se măsoară debitul. 

Debitul solid aferent aluviunilor târâte pe lăţimea unitară de profil (notat q~) depinde de 
diferenţa între forţa de târâre T şi forţa critică de târâre Tc,itic a materialului care alcătuieşte 
sedimentul albiei. 

Du Boys stabileşte următoarea relaţie care exprimă debitul solid al aluviunilor târâte pe 
lăţimea unitară de profil: 

(13.16) 

In expresia de mai sus Ceste un coeficient care depinde de structura şi mărimea aluviunilor. 
O altă relaţie de calcul a debitului solid de târâre e dată de Levy, bazându-se pe 

proporţionalitatea existentă între viteza curentului şi viteza critică de antrenare Vcrit: 

I d ( 
qs = k · V - Vcrit) 

unde d este diametrul mediu al aluviunilor antrenate; 
v este viteza curentului; 

Vcrit este viteza critică de antrenare a curentului; 
k este parametru de proporţionalitate. 

(13.17) 

Modelul de calcul al transportului solid târat maxim este conceput de H.A. Einstein prin 
interpretarea probabilistică a teoriei amestecului turbulent în curgerile cu suprafaţă liberă. 
Desprinderea unei granule de patul albiei are loc atunci când componenta hidrodinamică de 
portanţă Fy este superioară greutăţii granulei în apă G. Forţa Fy este o mărime fluctuantă 
şi poate fi reprezentată printr-o funcţie aleatoare, staţionară în timp dată de expresia: 

F' 
R = Y 

Fy 
( 13.18) 

unde Fy este media probabilistică a forţei .f~ , respectiv Fi este fluctuaţia forţei. Atunci 
forţa Fy se poate exprima: 

(13.19) 

Distribuţia funcţiei R poate fi reprezentată printr-o funcţie de densitate de probabilitate de 
tip Gauss: 

f(R) = 1 . exp (- (R - 1)2) 
$. u 2u2 

(13.20) 

Se consideră patul albiei format din granule de aceeaşi dimensiune, caracterizate de o funcţie 

aleatoare dependentă de acea dimensiune. Fiecare granulă progresează pe pat prin salturi 
de lungime medie constantă, L. 
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Fie Pn probabilitatea ca o granulă să se desprindă de cel puţin n ori de patul albiei într
un interval de timp T ( suficient de mare comparativ cu durata saltului), atunci distanţa 
medie parcursă de granulă în intervalul T este n · L. Considerând o suprafaţă de lăţime 

unitară şi lungime L pe patul albiei, numărul mediu de granule ca traversează o secţiune 
normală când curgerea este saturată e dat de expresia: 

L 
N = Pn · D2 01 . s 

( 13.21) 

unde a 1 • D~ este aria ocupată de granule pe banda cu lăţime unitară ~ Ds este diametrul 
sferei echivalentă cu granula şi o 1 este un coeficient care caracterizează ocuparea suprafeţei 
de către granule. 

Schema salturilor particulei 

Figura 13.7 

Pentru o lungime în sensul curgerii infinită, numărul maxim de granule care traversează 
secţiunea normală este: 

( 13.22) 

Tinând cont de definiţia debitului solid de la începutul paragrafului se poate scrie expresia 
debitului solid maxim de târâre în secţiune normală pentru o lăţime unitară a patului albiei: 

(13.23) 

unde o este coeficient de formă a particulei; 'Ys - greutatea specifică a particulei; 1 - greutatea 
specifică a apei. 
Einstein admite că mărimile L şi T se pot exprima cu relaţiile: 

(13.24) 

(13.25) 
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in care D.L şi D.T sunt parametri de proporţionaiitate şi Wr este viteza de cădere finală a 
particulei în apă stătătoare, calculată prin relaţia: 

( 13.26) 

Introducând relaţiile (13.24), (13.25) şi (13.26) în relaţia (13.23) se obţine o nouă expresie 
pentru debitul solid de târâre: 

(13.27) 

unde cu A'" s-a notat raportul constantelor: 

A,. = _a_1_·_a_T_ (13.28) 

00 

Termenul I: Pn se exprimă în funcţie de probabilitatea Pi pentru care o granulă să se 
n=l 

desprindă cel puţin o dată în intervalul T. La rândul său P1 se exprimă în funcţie de 
distrubuţia f( R). 

Debitul aferent aluviunilor în suspensie, notat q" s depinde de viteza curentului cu care 

acesta transportă concentraţia de aluviuni în profilul albiei. Considerând distribuţia vitezei 
(v) şi a concentraţiei (p) pe verticală, ca în figura 13.8, se obţine distribuţia produsului v · p 
şi se estimează media acestui produs pentru diverse verticale ale profilului transversal al 
albiei, pentru care se face calculul. 

VP 

B 

I 

t--: 
Profil lawS\lersal al albiei VP 

Figura 13.8 

Debitul aluviunilor în suspensie pe lărgimea B a profilului se exprimă astfel: 

B A B 

q" s = J J V • p . dh . db J V . p . db (13.29) 

o o o 
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A adânci-mea ; v • p media repartiţiei v · p pe adâncirriea A; p concentra~ia punctuală de 
aluviuni în suspensie; v viteza curentului în punctul de înălţime h al verticalei profilului. 

13.4. Măsurarea debitului solid 
Odată cu măsurătorile privind debitul solid se efectuează şi măsurători referitoare la 

morfologia albiei, granulozitatea aluviunilor în mişcare şi a celor sedimentate. Debitul solid 
în suspensie ca şi cel târât se raportează la debitul curgerii şi la nivelul apei din momentul 
măsurătorii. 

13.4 .1. Măsurarea debitului solid de târâre 

Se consideră un debit elementar q care reprezintă cantitatea de aluviuni ce trece în 
unitatea de timp prin secţiunea transversală de lăţime parţială b: 

100 · G 
q= 

b-t 
(13.30) 

G este greutatea aluviunilor care trec prin secţiunea cu lăţimea b, în timpul t şi se determină 
direct cu aparate speciale. 

Figura 13.9 

Dacă se notează cu l; distanţele dintre verticalele care trec prin mijlocul lăţimilor b ( vezi 
figura 13.9), atunci debitul solid de târâre prin secţiunea transversală de lăţime B se poate 
calcula astfel: 

, 1 1 1 1 
qs = 2q1 · /1 + 2(q1 + q2) · /2 + •·· + 2(q; + q;+1) · l;+1 + ... + 2qn · ln+l (13.31) 

Suma distanţelor 11, /2, ... , ln+ 1 formează lăţimea activă B de circulaţie a aluviunilor de fund. 
Lăţimea b este lăţimea aparatului care captează aluviunile cu debitul parţial q. Aparatele 
folosite pentru captarea aluviunilor se numesc batometre. Cel mai simplu batometru este o 
cutie de plasă de sârmă cu ochiuri mici, cu o parte deschisă pe o lăţime b, fixată pe patul 
albiei printr-o bară metalică. 
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bara 
metalica 

partea deschisa. prin care se capteaza aluv iun.ile 

Figura 13.10 

p1asa 

Batometrele trebuie construite astfel încât să asigure captarea în întregime a stratului de 
aluviuni care se mişcă pe fund şi să nu perturbe regimul de curgere normală al apei. După 
un timp t înregistrat la cronometru, batometrul se extrage din apă şi se cântăresc aluviunile 
reţinute în interior. 

13.4,2. Măsurarea debitului solid în suspensie 

Determinarea debitului solid al aluviunilor în suspensie se obţine prin măsurători simul
tane de viteză a apei şi de turbiditate într-un număr de puncte ale secţiunii de curgere a 

râului . Se consideră că debitul solid în suspensie care se scurge într-un profil e o însumare 
de debite parţiale corespunzătoare verticalelor considerate în profil: 

q" s = L b · Vmed · Pmed (13.32) 

unde b este semisuma distanţei până la verticala imediat alăturată verticalei considerate; 
Vmed este viteza medi~ a apei corespunzătoare verticalei considerate; Pmed este concentraţia 
medie a aluviunilor pe aceeaşi verticală. 

Aparatele cu care se determină concentraţia aluviunilor în suspensie se numesc tot 
batometre şi constau într-un mic rezervor care prin scufundare în curent cu ajutorul unui 

cablu subţire, captează o probă de apă. Cantitatea de apă recoltată depinde de turbiditatea 
apei. Se separă aluviunile în suspensie de masa lichidă a probei prin filtrare sau decantare 
şi apoi prin uscare şi cântărire. 

Se cântăresc aluviunile separate de apă ( G ), se cunoaşte volumul total al probei (W) şi se 
obţine concentraţia aluviunilor din punctul de unde s-a luat proba: p = G/W. 

Cea mai mare parte a aluviunilor în suspensie din volumul total anual de aluviuni trans
portate de un râu se scurge în perioada viiturilor. Ca exemplu se poate spune că pentru un 

215 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



debit lichid de 1,25 de ori mai mare ca debitul mediu multianual se scurge o cantitate de cel 
puţin 90 % din debitul solid mediu multianual. 

Dependenţa debitului solid (q''s) faţă de cel lichid (Q) este de forma unei bucle (figura 
13.11 ), diferită pentru fiecare viitură, cu valori mai mari ale debitului solid în perioada de 
creştere a viiturii şi cu valori mai mici în perioada de scădere pentru acelaşi debit lichid. 

Q Q 

Figura 13.11 

Acest aspect se poate explica prin puterea mai mare de antrenare a curentului în perioada 
de creştere a debitului de apă. 
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