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PRD.lti. 

Volaalll. ele taţi ••t• o oontinaare tireaacl a 111-

orlrii •Problae ele teoria probabilitlţilor•, par~•• I, 

api.rutl 1n 1978. 

Be-u oprit de aoeastl dat~ la doal capitole deo­

■ebit de iJlportante ale teoriei probabilltlţllor, şi 

aoeuta au 1Jltiaplltor. 

Teoria aartiagalelor a devenit an instr11118nt cu­

rent al analisei probabUiatioe a proceselor stocastice, 

ou naaeroaae 1.llplicaţii practice. Boţianea de dependeA­

ţl u:rkoviani. este wia diAtre oele ui utilisate noţiani 

atit din panct de vedere teoretic oit şi din pimot de 

vedere al aplicaţiilor 1n oele mai variate domenii de 

activitate (statistici, fizici, econo■ie, biologie, ■o­

ciologie, etc.). 

Problemele diA oapitolal I &Q fost redactate de 

C.Tudor iar cele din capitolal II de D.Plorea. Resoma­

tele teoretice de la incepQtal fiecărui capitol au fost 

redactate de C.Tudor. 

Menţionăm el bibliografia nu. are pretenţii de a 

ti completl • .lm clutat sl evidenţiem numai unele dintre 
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~b 
cursurile fi tratatele de basl, tlrl a cita naaeroaaele 

articole din diferite rffl■te ele specialitate, oouaora­

te oelor deal capitole tr,e.tate 1n culegere. 

■alţaalJI cond&lcer11 tacaltlţ11 fi ••mb~ilor cate­

drei de •Informatici ,1 teoria probabllitlţilor" pentru 

spriji.aal acordat 1n elaborarea preaeatei luorlri. 
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C.&PI!OLUL I 

11.ll'fDGAI.B 

1. DDDTI'fII SI RBZULTAD DE Bill 

Ia oele oe ar.easl 'f va ti waa dia ■ulţ:lllile 

• • l 1,2 •••• i „u :a •• (o, ooJ 

Pi• {:S, }l ,P) aa ctap de probabilitate ,1 t1e 

(J( 1;) t E. lf • ta■Uie creacA.toare { adiol 1-(__ 9 C. Jt\ dacă 
• ~ t) de corpuri borelle.ae inol11Se 1a J{ • 

Pie xt l (E,J{,P)--.. :a, tE:~,o fuilie de T&riabile 

aleatoare (fuilia ( ... t >te 'f se ma1 nu■eote ,1 proces 

atooaatio) . 

DEFINITU l. Vom apWle ol procesul (~)t; Elf eate 

J( t - u.rtingal (respect1T ]'(\ - supel'll&rt1.ngal, 

Rt - suburtinga].) daols 

a) ~ eate Jt\ - ■AsurabUă pentru orice t (se -1 do• 

ol prooeaal (~) eate Jit - adaptat). 

b) ■ (l~I)~ ..o pe.atra orice t. 

o) ■[ ~ / ]{ 8 ] • X8 (~eapeotiv ■[ Xt / }( 9 ] ~ X8 , 

■[Xţ / }{8 1 ~ X8 ) peatru orice • .(.. t. 
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Kat• rtdbil ci. o) ••t. ech1v&l.e11tl cu araltoarea coa-

4iţ1•• 

C.) 1~ dP .• /x• 4P ( .reapeotiT I 

' ' I¾ 4P~ f x. dP, / X. dP;a /x• dP) peAtra 

' ' A A 

ori o• • <:. t ,1 A E }(_9 • 

la oaza.l f • B condiţia o) este totwia cu ooncH­

ţ1a1 

■ [!,,,..1 / k al ~ X• putr11 orio• a sau. ou oondiţi.a 

c'l) / x ... 1 dP ·/I· dP (ro"P••U•/X,..1dP"' [x·'"'· 
' ' ' ' 

/x•+l 4P~ / x. dP) pentru orice a şi AEt. 
A A 

Maximumul unui număr finit de submartingale e s te 

sub11artingal ş i dacă (Xt) e21te 11artingal şi p ~ l atlUlc1 
p . 

( / Xt / ) t ea t e s ubcart 1.::igal • 
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DDIIU!'Il 2. o aplicaţie °": l1 ~ !'U{ +ooJ 

To■ apu.e ol este 'H, - epţieaall 4aol {"t ~ t) E. J1\ 

pentra orice t E !'. 

Ia ou al ! • • ••t• qo:r 4• Tlnt ol ~ ••t• Jt t -

· opţlo~l daci fi aa■al daci l, s t} E J< t peatra orice 

t €. •• 

IUiaaaal fi ■haaal aau1 naalr tlAlt 4• opţioaa-

1• ••t• opţloaal.l. De aaeaenea daci "ta a1nt 1(_ t -op­

ţloaale atanoi ■up -C • este ~ - opţionali iar 
• 

1af' ~. ••t• J( t.- opţionali and• J< ~-n K. 
• •>t 

Oriclrel ot101ale "?; 1 •t ataşeazl Wl corp bor,-

11a.p k' "t detirlit pripa 

x"t • l A E. !B ( u J~ t / A n {i~ t} E:. H - pent!'ll orie• 
tE: 'f 

ID cazul T ••avea si lll'Jlătoarea descrierea 

Dacă (~)tE.T este an proces stocastic (continuu 

la dreapta daci T • B+) astfel incit Xt este Jt, - ml­

eurabilă pentru orice t ,1 ""G este 1-(t - opţională 

&tWlcia 
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(X X ) (eu) • X (w) A (<-->) ••1.• }( -ala11-
"{, l. t. L oej ~ {~<-' "t, 

rab1U . 

De aae ... ea daci o ,1 7: a!Jlt ]('t-opţioule _ 

,1 .l E. J{,... at1Ulo1 J.n{r.~1;ţ,1 A nl &-i1aJ a1nt h R n"}( • 
"" IT "t; 

Ia partioalar J<cr- c. lc"'5 daci G""~ ~ 

Cit priveft• valabilitatea inegalitlţii de a11baarti.agal. 

pentr~ momente de tip aleatoare avu lll'aitor11l rezultat 

parţial . 

~, Teoreaa de optionalizare (cazul mărginit) 

l'ie (Zţ) a }(t_ su.bu.rtillgal (}(t - aarti.ngal) 

1 
oont1A1u1 la dreapta daci '1' .. R+, fi G" ,?: ]( t - opţionale 

astfel incit u~ -r ~ a 011 a oonstantl. Atonei 

4.l Inegalitatea sabmart1ngalulll1 

Pie (Xt) un au.bmartingal., oont1nu.u. la dreapta 

dac! '1' = R+ • .l tanoi pentru orioe a> O ,1 a f:'1' are loc 

inegalitatea 

P ( aap ¾ ~ a) f:. ¼ J X:8 dP '=:: ¼ ■ <X: ) 
~h 

(~Xi~o.) 
t_s-, " 
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4.2 Inegalitatea eqpermart 1ngalw.u1 

:J1•C1t>t E 'l' u eapenartlngal(continlUl la 

dreapta daol 'f • ll..,J . 

.ltano1 pentru orlo• a> O fi r ~ • dln 'l' are loc 

1aegal1tatea1 

'1'5 'l'eorpa de CO.DTerggţă a prting•l•lor 
P'le (I) m aubmart1.ngal(cont1Da.u la dreapta 

daol 'f • Jl.) . 

a) Daol ••t• 1.Ddepl1a1tl 001>.d1ţia1 egp ■(x;)slill ■(x;)c-, 
t~'r ~-

(aoeutl condiţie ••t• echiTalentl ou condiţia 

J'f ■ (/~I )~ce daol (~) eate aart1.Dgal) atunci 

r. •••• -. I oa. I T&riabill aleatoare -integrabilă. 
, t~oo - -

'b) Presa.pan•• ol taaU1a (~) eete a.uttorm illtegrabUl • 

.ltwio1 oond1ţ1a dln a) eate îndeplinită, procesul 

(~) 't E: f UlllOJ ••"t• · }( t - al:lbaartingal ( ad• }( OIC> S 

-~ ( y }{1;) fi ~ Li -. I . t-- -
c) Preaa.pa.ne■ el (1t) este anttora integrabili ,1 ol 

<1t) eate H1; - martingal. J.tunoi (It) . 
tE: '!' lJ{ooJ 

este J( t- aarti.Dgal. 
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6 corolar cr~Ltv> ~ l) ~1e , ~ 1, x E I{c:1, R ,P) 

,1 cKt> aa ,1r oreaolt01' 4e oorpan boreu ... dia 
_ tE !' L' 

}i_ • .t.tuoi •Lx/1{~, ~•LXI J(_) t11a plaa 
t-,.-

ciDd ! • I convergenta de •1 ■aa are loo a.a. 

11) Or1oe aartingal oonvergeat h L1 eate oolffer­

gent ,1 a.a. 

'f7 !eore11a de optionalisare Ccazu.l general) 

:ue (~) an }( t - aa.burtingal (}(t - -.rtiA­

gal) co11t1lla.11 la dreapta daol ! = R+· 

Daci f...U1a (Xt) este a.nifora integrabili ,1 l; 

este l( t - opţionali atanoi X -c; este 1.ntegrabili. 

Pentr11 orice c11pla. de opţionale C- , ~ 0111. s-, ~ u• 

\.4 ■[ ~/~] (X0 • ■ (X~/ ~ ) 

(Reaaintim ol din teorema de convergenţi., ale clrei ipo­

teze aint aatiaflca.te, rezultl ol Xţ a.a x_ ,1 

atwioi prin defi.l1i ţie X ~ este egali oa. ~ pe 1;; • oo ) • 

ln oontinoare fie (K t> t t ! o f-Uie descendentl ( ad.1-

ol 1-< 8 C. }( t daci .• ) t) de corplll'i boreliene. 

DEFINTIE • Un proces C¾>tE 1' Tom spune ol este 

)( t - submartingal invers (}(t - e11permartingal invers., 

J<t - martingal invers) dac!r 

a) ¾ este }c t - măsurabilă şi integrabil! pentr11 

orice t. 
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b) l(x. / 1< tl ~ Xţ c■rx.n,. t J , xt• ■rx.l1<t] .. Xţ> 

daol ·-· 
Oit pr1T•ft• ooaportuea la !Afillit • eabmartiDgalelor 

ilfferN Tea da a1'111.toral resaltata 

!'B horpa 4f qopytrgeptl • -ntne1e1or 1Jrfsp 

11• (Xţ)t~'f an )(t - aabll&l'tingal 11rH"■ 

cooat1aa.Q la d.Napta c1ao1. , • :a.> ,1 t1• k'_. f1 kt 
tE'f 

a) Atano1 extatl • ·n1'1.ab11l aleatou-e x _ oare e■t• 

J< ......uab1U (n.Q aeapl.rat 1ategrab1ll) uttel taolt -
Xţ~X .... Daol eate 1a4eplill1tl oon41ţ1aa 
~ 

1) J,; ■ (Iţ) > - - - atanoi X.,.. ••t• illtegrab1U , 

Iţ~ x_ ,1 (Xt>tE: Tu...f•t• J<t- eublllU'tingal uvers. 
a.s. . 

b) Daci (Iţ) t t 'f eate l{t - u.rt1agal illvere atwio1 

condiţia 1) este 1Acleplin1tl ,1 proceeal (Iţ)t€ 'fut-\ 

este }{ t - u.rtingal 1D'H1'8o 

9° Corolar CP,Ltvl 
Pie (B,}{, P) an oilrp de probabilitate, 

<Rt>tE; o ~aaUle deecendentl de oorpar1 boreliene 

din 1{_ ,1 X o TariabUl aleatoare integrabilă • 

.1tunc1 D [X/ h\1 Li •(XI 1<_] ,1 1n pla daol 
t;-.-
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~ • • atuoi oomerpzaţa are loo fi•••• 

Aaintia 1ll tacheierea oona1deraţ11lor 41a aceat 

paragr&! ol ll&joritatea resultatelor de basl di.A teoria 

cluiol a probabilitlţilor oit ,1 din teoria proceeelor 

etooutic• •• pot obţille o~ •~utoral urtingalelor. 

§ 2. PROBLDIE UZOLV J.U 

l. a) Pie (X!l) lll1 şir de variabile aleatoare 1.n.­

dependente şi ou medie fi.llitl şi fie Sn • x1+ ••• +Xn, 

Jcn -= 93 (X1 , • • • ,I
11

) s: 93 (s1 , ••• ,S11) • Sl se arate el şi­
ral (Sn) este Hn - submartingal daol M(In)~ O pentrii 

orice n ,11-( a - martin.gal daol M(In) • O pentru. or1oe 

n. 

b) .lie (Xn) Wl şir de variabile aleatoare inde­

pendente aetfel incit P(Xn = 1) • p, P(Xn • -1) • 1-p 

.pentru. orice n . 

Fie (bn) u.n şir de fu.neţii definite pe [-1,1Jn-l 

şi cu. valori in R+, b 1 constant! şi S0 o constantă . 

Definim şirul de variabile aleatoare prin Sn+-l a: 

:: Sn + In+l . ~Il'. •. ,In). 

Să se arate că şirul (Sn) este J3 (S1 , • • • ,Sn) -

s11bmartingal (respectiv ;f]cs1 , ••• ,Sn) - martingal) dacă 
P)½ (respectiv p = ¼ ). 
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Sollltie a) Ia pr1alll r1D.d est• vidbil el pen­

t1'a. orio• 11, S• ••t• H.-llla11rablll ti 

• 
■C/S,J)~ L • (/x1/:koo 

1:sl 

Apoi 41.n aaooiativitatea independenţei resultl el Xn+l 

ti Kn aht independente ,1 deoi •Lsn+1(Jt11J • 

• sn + • [xn+l/ HnJ • sll + •<Xn♦1> de unde atirllaţia 
resaltă oa. QŞllrinţl. 

b) De asemenea este olar ol S11 eate Jla • 

• B (Sl, ••• ,SD.) - dam-abil! ,1 

• 
•</sn♦1!>!f:/Bo/ + [. bl ( {-1,1} 1-1, M(/X1P • 

bl 

• 
I S I ~ b ( [-l, l:,. i-l) ,, ...,... = o +L- 1 '-J .... _ 

Apoi 

1-1 

M[S IJi.1 :=S -t-MlXn-t-,b" •. _.,(X,;· ·,X,.)/}(J = 
11-t-4 • li 

: sn -f M LX,...4 b,. .. f x1,· . . >X.)/ !Bcx .... ·.X.)/ k„J = 

= 5„ -t M(l,",..
1
cx,.- -·,X.>] Ml.An-t/i3(X,, ···,X11 >J /~] = 

-= s ~ MU, o,,···, x.,J MCX )/1(,,1 = s -tM'cx I. 
,i ,.... 11-tt r, rttt 

de ande a.Urmaţia rezultă uşor daci ţinem oont că b~ o. 
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2. ~le (X.) an fir de Tarial>ll• aleatolU'• indepea­

dent• Oll ••di• O fi 6"! • D2
(x_)L oa . 

2 2 2 -2 2 ne •• ._- 1 + ••• + G"" • , Y• s 8i - ._ , s.-x1+ ••• +x_ ,1 

R • • !Bcx1•··•x.,~ 8l se arate ol ,1ra1 (Y.) ••t• x.­
aartingal. 

Bolqtie, bt• •1zib11 al ·:Y.: Hte l< .- alaiira-

b1U ,1 4• .... ll •• ■C/Y,af) ~ ■cs!> + •! • 

2 2 ~ 
Apoi d.1.D egalitatea Sn.+l-SD +28DXn+l + •n♦i f1 

d.1.D raptul ol Xotl fi H. ■înt independente resaltla 

3. Pie (Xn) an şir de Tariabil• aleatoare nenega­

tiTe, independente şi astrei incit M(X) = l pentru 
D 

orioe n. 
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D. 

Bă se arate că yn = TT X1 este Rn = 
i==l 

•Î>Cx1, ••• ,Xn) - martingal. 

Bolc.tiet In primul rind Hte vizibil el Yn este 
Jl 

}{ a - măslll'&bilă ,1 de asemenea ll(Yn) = ŢŢY(X1) = l<oO 
i=l 

pentr11 orice n _ 

4. Fie X, (E,}t', P)- Ro variabilă aleatoa­

re Cil medie finită şi fie (1t' t)tE.T (T = N aa11 B+) o 

familie crescătoare de corpuri boreliene din}{. 

Sl se arate oă {!l(X / }(tJÎtE-T este Kt - .martingal 

Solutiet 

li [X I n\ 1 este evident 1{ t - măsc.rabilă şi 

11 ( / K (X (}-( t;]f) f- K(•(JX J / H_ tJ) = li (/ XI) LoO 

A.poi 11( ■ [X /}(tJ/H
8
J "' ■[X tH.. 8 J dacl a~ t 

5. Fie (Zn)n=l, 2 , ••• Wl şir de varia~ 

toare independente simetrice şi fie 

/(a = 93 (Zl, • • • ,z., / la+-1/ ) 

Cda. 41/1980 Fasc. 2 
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• 
81 •• ar~t. ol ,1ra1 x_ ·I: ■iga cz.> ••t• Jl_-tlU"ti.D­

,..1 
gal. 

8olat1ea Intii al obaenb ol. }( a • 

• ~ ( l (Zl' ••• ,Zll) E. Al n { /zA+l/ E Bi JA E. !B •' B E $:a> ' 
:a 

deoi J? a este 

aeoţia ti.Ditl.. 

generat de o tUJ.1.lie i.D.chial la 1.Dter-

A.cest tapt arat! ol. rlmiae de arătat ol1 

L ~ll,.,)JP = f n-+I J 
... ~, 

{{l.
1
,-··,t. t:.A}Ol/l: /E:Bj . -· fa ... ,i'JE11Jn!/l E:BIJ 

°i' " ltfl 

5 
( 

reaultl ol trebui• ■I pito'bl. 011 J ~{ c,,~,MP=D 

l~.--.~~Jnu~ •. .i~es 

Ianaott ~f.1 (Zl' •• ,z.> ,1 ~B C/Z..,..J! ) aiga(z..,..1) ■1•~ 

ladependute reaaltl ol.1 

j ■1sacz.,.1)c1P • P((z1, •• ,z.>6 Af~c/z..;_1/1 

lu,. ... , 1.JcA]nuz .J E: sj 

- ~(2 1JP 
I •H 
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sigla(ZA+l)dP c j ,{B(+Za+l)dP- /:t~(-z.,..1 )dF 
( x .>o) (r .€..o J 

,1 flBcz .... 1> dP•/KB(x) dP":z;;l (x) •i:trt. 
(l >o) -...., (;,,ao) 

= } lB(x) dP. (-z .... 1)-1 (x) • j }B(-za+1) dP 

C;,_poJ ( l L. a) .... 

6. Soheu 1111 Pob;a 

Se fac extrageri repetate dintr-o urnă care 

oonţi.De bile albe şi aegre. 

Sl presapanem oă da.pă fiecare extragere bila ex­

trasl. se 1.Dtroduce in 12rnă impreimă oa incu c bile de 

aoeeaşi 0111.oare, O-> o. 
Pie Y.a. nomărul bilelor albe at'late in arnă dapl 

oea de a a extragere ,1 fie X• variabila aleatoare def1-

D.1tl pri.a X. .. l clacă la a a ~agere a-a obţinut bila 

albl fi X. • O 1a oa:s contrar. Sl se arate el şiral 

(Ya> ... 1 , 2 ,.: e■te ~ (i:1 , •• ,x_) - aartiagal şi al H . 

oaloales• P(Xa c 1) oa. alte oaviJlte_probabilitatea oa 

la a extragere el obţiaem bila albi. 

Bola.tiea Fie a şi b 1u111ăral de bile albe . şi ae­

gre anate iniţial in arnă. Fie ~• 'b_. aumhal de bile 

albe şi aegre da.pi a 11. extragere. 
a. 

ltwioi1 Y• .. --- şi ._,ba•X. aiat legate pria relaţUla 
aa+ba 
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[:· C 4aol X...1 - 1 
a ... 1. 

daol X. - o 

c· 4aol X...1 - 1 

...... 1 - ude •o•a, lto•'b 
.... + C, 4aol X.• G 

1 • Fie (~) t E. 'f , (X~ ) t '= T ,'f • li eact li+ ,doai. 

prooeae stocastice de~1.D.ite pe acelaşi cîmp de proba­

' biUtate (E,J{, P) şi (h' t>t E T , C:h'.1;)1; E 'f două şiruri 

creacătoue de corpuri boreliene din }{ asttel 1n.o1t , . 
}{ t şi }l t sint iAdependente pentru orice t. 

S! se arate o! dacă (Zţ) este H. t - martingal 
1 -v I 

şi (Xţ) este n.. t - martingal atunci (Xţ + Zţ), 

cy• t> stnt ~ (}i\ u K~) - martingale: 
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SolQtie1 Pie familia 'e 1.uchiaă la inter■ecţia 
. ~ 

tinitl detinită prin 'e 
19 

={ AnB / AE;.1Îa, BE Jlf 
8

J. 
Kete w,or de VlHt el !J3 (}{

8
U}i~) = ~ Ce). Pie e<.t 

m ' ~ 
,1 C E. .JJ cll. u Ha> Treb11ie să arltb oii 

/ ex,,• xp 4P. / ex~ • x,,i 4P 

C O 

Ca f1U1oţie de C oei doi membri ai egalităţii 

atnt lli.aQri fi.D.ite ,1 01111 001.D.cid tn B, eate •~icieat 

(ooni'orm teoremei de wi.icitate a probabilitlţilor) al 

u&tlll el ele 001.Acid. pe 'e 8 • 

Fie deci A€f., 8E. Jl~ atanoi1 

j (X -t x' JJP =fl ~6 .(Xt-t x;JJP-j) X } Jf-,-
Ana t. t A A t. B 

JX A x'JP-:PCB>jxJP-tP<.11>jx'dP=P(B>f X~JP-t 
-t JJBl:: ,1t Bt A 

f 
(Xt.+ll~ . 

1"R°A>}x.'JP=JA tex' +x >JP= (X -t x' JJP,~ martiJlsll 
s" AB'.,, Ane"., 

A■ellln.l tor aveai , 

J V X JP= f}x ~ x' JP =(fJ- X/PJ(fls\Jf')= 
""t. t A t S t A • 

fţna . 

~(jA' xJP>C]~ x'JP>=) X„x'dP Jea· ~Xe":) ~ 
A ') 8 .,, AnB I) 

marti.ngal. 
I 
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a. Pie (B,}f,P) un cimp de probabilitate,cH.). 

an ,1r o:reacltor de oo;z:pur1 boreliene diJl }(, şi (~) an 

şir de variabile aleatoare. SI se arate oă (Xn) este 

Jl. D - a12bmartingal daci şi namai daol există două ti­

ruri (Yn) , (An) de variabile aleatoare astfel incit 

Xn = Yn + ~. a.s. pentru orice n, unde (Yn) este Hn­
sartingal, O = A1 ~A26 ••• ~An~•• • a.a. şi An este 

)( n-l - măs12rab1ll pentru orioe n ~ l C descompunerea 

Doob-llezer). In plWI să se arate o! (Yn) şi _ (An) OQ pro­

prietăţile de mai saa aint 12nio determinaţi. 
n-1 

Soluţie, Avem căa Xn=Xi+)(Xi♦l-Xi),x1+1-x1 • 
ta 

Detil:li.11 ul = xl' vl "' O şi ui+l = xi+l-11 [X1+1I JîiJ I 

V i+l = li [ Xi+l / J{iJ - Xi pentru. i > l. 

Este vizibil el 11(U1+1/7{iJ „ O şi Vi+l~O a.a. (pri­

ma din proprietăţile valorilor medii condiţionate şi a 

două din inegalitatea de sabmartingal). Punem prin de-
n n 

finiţie• Yn = L Un I An= L Vn 
i=l i=l 

Este vizibil că Yn este ){ n-măsurabilă iar An este 
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Ha-1 - lllauala!UJ. ,1 avem& 

• 
11 [Y'At-1 /}{ 8 ]. 11[ L. u1 + ua+1 / J-l .1. 

1-1 

• • 
•[ U1 + ■ [u..,1 / Ha] =[u1 = Yn, deci (Yn) eate 

icl 1-1 . 

Unicitatea. Pie ~ = Yn +An= Y' + A' ,·ataci 
ll J1 

, , l/ 
şirRl .l: • .ln - .ln = Yn - Yn este .na - aart1.Dgal ş1 

" ,, V 
1n plaa .l1 = O, .ln este Jtn-l - măsurabili dacl n;>l . 

,, " .., J „ '"TJ 
lvem An+l z ■ L.ln+l/ n.nJ = .l• (prima egalitate d.1Jl .n.n-

llăsurabilitatea lui .1;._1 iu a dou din egalitatea de 

urtiDgal) • Indaoti v n.m obţ inel Oa.A.i_ • ~ _ "' •• ~• .1; de 

ande An=~ (egal1tlţ11e atnt adnl.rate a.a.) • 

.lpoi Yn~-An~-An=Y~ şi ou aceasta anioitatea este 

9. :ne (~j an aubmartingal nenegatiY ,1 t 1 E. T. 

Să ae uate el (Xţ) t~ tl este o familie anitorllă inte­

grabilă. 
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Solutie1 Avem ol1 

J ~ dP ~ f ~l dP:: f ~l dP + / 11.l dP ~ 
(Xt•> <xt-.) (X~,Xllltf) (XdlX,sJ 

t t 1 ~ , t, r 

~ J ~l dP •.t P(1t ) ~) ~ / 11.
1 

dP + 1-- / llţ G ~ 
attr> ~r) . · 

~ f ~ dP + ~ j 1t dP -=ţ> O c1nd o<-...-,~--
(X ~ p> le l 

t, 

unUoJlll' 1a t ~t1 , prin lll'Jlllll'e familia (11.)t ~tl este 

unUo:rm 1.ntegr•bill. 

lo. Pentru orice n ~ie <X:) un proces stocastic 

astfel hcit sap~ este 1.lltegrabill pentru orice t. 
n 

a) SA se arate el dac! (~)t este Ji't - submarti..Dgal 

pentru orice n atunci (sap ~ >t este Ji\ -submartiugal. 
n 

b) Să se arate că dacă (~)t esteJ< t - supe.rmartingal 

crescător pentru orice n atunci (sap X:> este J<t ~ 
n t 

supermartingal . 

Soluţiei Fie Yt: sup ~ ,~ = sup ~ 
n K•" 
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Cam ~ eate aabmartingal rezultl ol daol •~ t şi A.E:.'Ha 

atunci j ~ dP ~ f J! dP 
;.ţ A 
1>%1.D. trecerea la li.mită rezultl ol 

(deouec• _ti1'ul ~ eate oreaoltor), deo1 (Yt) este aub­

marti.D.gal. 

b) !Pi• •~t şi A.E.Jl
8

• Atano1: 

f•llP ~ 4P • U.a f ~ dP ~u„ fx: dP =! aa:p ·x: dP 
An ...... -Jo\ -A A" 

11. Pie (K,J{,P) IUl cimp de probabilitate, 

( Jl t>t"- 1'' 'f „ li aaa. B+, o !amili• oreaoltoare de cor-

puri boreliene di.D. 1{ • Pie C¾) t t f 1m proces stocastic 

astfel incit ~ este Jt:'. t-măeu.rabill pentr11 orice t. Daci 

Pc li deti.D.1.a aplicaţia Dp I E -- T Ulao 1 priai 

Dp(t&> ) • tinf ( tE Tr ¾( ... ) ~ :r) daol mulţimea de 
s11b 1.Jlt este ne-
Vidă 

oe 1n oas contrar 

a) Dacă T = B şi r E. ~li să se arate oă DF este H. t - op­

ţională. 
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b) Ia oa~al T • :a+ d. ae arate ol c!acl P este ■al ţime 

1nch1d ,1 (~) _este contin1111 la dreapta atano1 Dp eetc 

J?t - opţională. 

Solutiea a) Deoarece~ este X• - llllaurabill 

pentru orice D şi familia (}{D) este creaoltoare rezal­

tl ol aalţiaea { Dp •a}•{ X16l':r, ••• ,x_..l~ f:r,x_~:r} 
eate ta}(•• cu alte cadate »p •te }l•-opţi_.ll.. 

b) Daol :r este aalţ:lae 1noh1el atanoi{~ ~ tS • 

u t 4(~, P) ~ t j 
r~t 
1'€~ 

Deoarece d(x,P) eate oonti.11111 ta x (deoi borellarll) ,1 

Ix, este R r - mleurablll rezultl ol 4(~,Y) este K r­

alaurabill ,1 deoi { d(~,P) f:. ;J E 1\ C Kt , de unde 

{:o,<- t\'-~ fi cil aceasta ~irmaţia este 4oved1:t5.. 

. -
12. Pie o o 1? t-opţioaall ,1 .l E:. ~u'" 

a) 81. ee arate ol aplioaţta ".1 .5 r. pe~ este /(t­
l_ ao pe '° .l 

opţionali. . 

b) Fie (~) DE N un proces atocutio astfel îaoit ~ este 

}( n-măsarabilă pentr11 orioe n. 

Să se arate că pentr11 J'c~R aplicaţiaa 
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2? 

dacă aul. ţiaea de ■ub ~ este 
aeTidl 

în caz ooatrar 

Solut1e1 a) Dacă t ,oe atunci {u.l &tJ• 

= 1.n {6"~ tl'=- J<t dact ~ este l(t - opţioaal! ~· 

a) AT„I 
a-l 

{ "t • ll j • u { "C • a, u • f J • 
f.1 

a-l 
„LJ {XaE :r, XiE.e:r, i „ i+l, ... ,ainflr'!:l}Cil(a 
t.1 

rabill. 

a) Sl •• arate el .; eate ](t - opţioaall ~ IA putica­

lar al ae dedaci. ci. daci. T 1 , Z: 2 aut Jt\-opţioule •- · 

tunci ?; 1 + r 2 ••t• llt - opţionali ~ 
'b) Sl se arate el orioe opţional.! este lillita una.1 tir 

descre•cl~o.r de opţionale aiaple. 

Solllţiea a) A.ve• el { 1; ~ t}• l"t~t}n{G""..s tJ~Jlt 
deoarece f?; ~ tJ el\-, aşa ol 'ti eate op.ţională. 
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Deoareoe '"C l + 'C 2 e■te X1 
v-r; 

2 
-aleurabill t1 -r1 v1;2 ~ 

~ r 1 + l: 2 reslll.tl ol ""t; l + l: 2 este opţioull. 

aade C, ••t• opţioaall. 
fi 6"" a aht ~-aleurablle, deo1 

opţioaal.• oo~ora pUD.ctlll.ai a). Bate apoi T1z1b1l oi. 

(6'" a> Hte deaore■oltor şi ol G'"a~&- • 

14. P1e (B,J{,P) aa cillp de probabilitate, 

(}{ t>tE; ! (lfd ■au R+) o tU11Ue crescătoare de corpari 

boreliene di.a Jc. 
Daci 6" este X t - opţio.-.aU tuiti. ,1 t• l' ao al se 

arate el J< s~( U J< ). 
6" n=l O"' A t 

te&a 

• 
8olqţ1ea Iat11 eate Tizibil ol are loo egalita-

oO 

J. • LJ [ J. t1 l G"" !Si t• l] 
a=l 

Deoarece G" este }co- -măsurabilă rezultl el . 

A „ J. n l c;-~ t } €. 1-< dacă J. E J<__, De asemenea 
R a Ir o 
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~€. li t ("Hzi puagratal. 1) . Rezaltl 4ec1 al. 
• 

.lac Jl;' J.lt .. )(vJ\ te ~ ( U }l ) de aade 
a a a-l a-" t • 

.1 -O .1. e: 9?> cu 1< , 
a=l . ..1 6"" A t. 

15.F1• u, t Rt - opţionale. Sl ae uate ol au 

leo egalitlţilea 

Solaţlea Daol .l E. J{G'"n ll atlllloi .l n { G""<\ ~ ~ t J • 
i; . 

• A n [ o-= tl u .1 n l r; ~ t J t:. H, 

,1 deci 

şi o~ aoeuta u probat egalitatea 

resal.tl el 

rezultl. el .l E l< (analeg pen~ B). 
0-A'C 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Jieciproo daoA .A. €.1<s-, A c { t, ~?: } atu.noi .A. • .A. n { u ~ 

~ c} E 1<'t deoi A E": 1<0-nll'C (analog pentra B E.1\_ 

oa B c. { -c <G"5) . 

J'ie ao1111 C E. l{""-g l atanoi C • A u B, A • 

„ c fl l~~"t J J B s C O["tL.-} • .Apoi putem sorie 

A • C n{c- .. -c:ţ ntr•-.; ~-c "} 

rezultl oă A E J'(-r- ~ 
Se prooedeazl analog pentru B. 

Incluziwaea 1».versă este imedi.ată. 

17. ll'ie (E,J-l,P) ua c.urp de probabilitate , 

(Jt\\E:'1'' !' • 1' sauR+ , o :tamllie cresoltoare de cor­

pari "borelieae d1ll J{ şi X o variabilă aleatoare illte­

grabill. 1'1e G' , c; Î(t - opţionale. 

a) Să se arate ol: ll[X /}{ 1 + K[XIJ( .. , ... ]-= •IJ 11'] + ,,..-r: u... (;' 
+ •Lx t H,) ,1 ■[x/~/h'"t] .. •Lx I llc;-,..-i;] 

b) Să se arate el: ll[X I }{e-~ctţ= K[X I h\J )f u=t } 

(Egalităţile precedente au loc a.s.) 

Solutie: a) Aplicaţiile ţ.lC-v'tJ M[X/1-lo-]şi ~l~Ll.j M[X I~] 

si.ut ~c;-,.. ~ - măsurabile şi deci sillt egale cu valori-

le lor medii condiţionate in raport cu ~6'/\""" • Aces-

tea si.ut M [ X,l X I 1<.~ -c:] şi li [ 'Xl &:'l X / 1-1 ] 
~~~l ~ ~L-1 ''t-A~ 
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Pe deas11pra \G'~,ţ •[X/k'cr] • • L~c.s~\•CXt~irJ/~] • 

"'X · •[xiv 1K;}~ ''lc-~t:} .,.,, 

i.plioaţ11le tf{?;L.IS'i IIU/ }("t J şi ~{~G'S ll[X l~fR-i:1 

ti1acl }{6',. -i; -măsarabile, rezllltA ol siat egale c11 Ta­

lorile lor :aed.ii oondiţionate ia raport 011 :J<.. • 

Dar ou aceste Tal ori medii oondi ţionate sint egale re-
. . 

zllltl ol aplicaţiile precedote stat egale. Rezaltl ci.a 

•LX / x ... ~J • ■[ k{p!E~} x/Kg..,.1) + •L\u.r.f X/ J<C-A-c; ] -. 

-~t.~d ■[xtt(;_,/}{r;J •.\~L.Cq ■[x I 7',.(H-r.l.., • [xrw_.1~1 

ceea oe probeasl el a doaa egalitate d1ll a) este aderi­

ratl. 

8l reţlae■ armltouea egalitate oe a tost ultatl ■ai 

°") •[xtX,.-c;J. tft
0

~.~f •[xi l<e--1 + ţ-r;,~ţ •Lxt~J 

~Tind ia Tedere el 'A1 1 ■ [X/1.J J eate J(. -usua- · ~~4:, I ~ t-w~ ,_ 
bill tl ~{~LIF"} ■fx ~ ~] este~- mls12rablll obţinea& 

■[X/ J(crv~J • ~S-"-r:~ •fX JJ<~] + \l:LS- ţ ■[X rl{..,"'-] • 

'"'■Ll •lxtJ{ J/J{ J + ■[! ■[x/J(.._JIJ<r] • ·1s--~~J . c,"VI '5 {1'.dr} . . 

• ~ •lx tJ(.J+ ~\.,_ ■[x lJl.-1: 
{cr~t: j . .. -i-- l 
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Reţi.nind primlll. şi 111.timlll termen din egalităţile de ma.1 

sus obţinem 

+tt{ ll[X / J{] 
~L6"3 «t-' 

Prin adu.nare din ,I.. ) şi J ) obţinem prima egalitate 

din a) 

b) Deoarece ambii aembr1 ai egalităţii sint ~ - măs11-

rab111 rezllltl d este sutioient să arătăm oă integrale­

le pe or1oe ■111.ţime din Rt ~1 aabilor termeni ai ega­

lit!ţii de demonstrat coincid. 

J'ie deci AE.:h\ ; atune1/•(X/~ X, dP "' 
w-=t.J 

Â 

c j 11 [ x ~,..HJKt1 dP = f M[X IR t] t. dP 
tl - ::4 lo:=lJ 

Am ţinut oont mai sas că Afl.(G'" =t}t.)(t, ~apt oare se 

verifi~ă ou u.şurinţă. 

l?. Fie (E,N, P) an cim.p de probabilitate şi X 

o variabilă aleatoare integrabilă. 

Să se arate că :familia MU/ TJ , unde T par­

curge corpurile boreliene din X ' este u.n.Uorm inte­

grabilă. 
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~H .. ._olpentnorice Jl.- ■ab .... ,.,._ 

~(~amilia{_I°' l't Jl..- opţi0ll8ll} este anUon in­

tegrabili (din _teoreu de convergenţi a artill.galelor re-

11ultl ol X. ~> X oi atanoi pri.D deUDiţie X • X 
·L oo ~ oo 

·pe {'C --} ). 

Solgtlpt 111.l.oouind X ou /X/ daol este neoeaar, 

pa~ presgpane x~o • .ltUDoi av•t 

! ■[L'1"J 4P • J X dP 
(NCX(l'Jx) (NCX/1).>c.) 

P(■[X/1'J> c)~ ¼ ■ ( ■ [X/'TJ ) • ¼ ■(X)-'> o 

oind o---. - llllitoni 1n 'F • 

Rezalt;l ol· prţ- integrali este~ E pentru o 

suficient de mare şi aceasta anUora iA T, fapt ce este 

echivalent cu m1Uorm integrabilitatea familiei din enan­

ţul problemei. 

P~e &CWI (~) Gil J<.. - Hbmartingal anUora 

1.D.tegrabUv 

Din teorema de opţional.bare ('?7, §1.) aplicatl opţionale-:­

lor "C' , o,O obţinem& J:'r ~ ■U-/~J şi OIDI familia 

f•[x-1)(
1
1 ;? Jc., - opţionali} este unUorm integrabili 

rezaltl ol şi familia 

[ ~ ;r Rn - . opţională} este anUorm integrabili 

(fiind mai miel). 

Cda. 41/1980 Pasc. 3 
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18. Ph (~)tE:a • Jl 1; - -.rt1Dgal oon'tiau. 
. ♦ 

la veapta ,1 t1•• 

ll, • n J( • penuu orto• t. BI„ arat• o1 ~ ••t• 
+ •>t 

){ -aartlllgal.. 

'· Bgl1tte1 :lan T1s1b1l ol t..Uia C:X, >, ene 
+ 

crHoltoare ,1 ~oareo• Ji.,c.Jt.., .... ,1 ol~ ffh 

}( '4- - alaurablll pen'trll ar1oe t. 

Ple a< t, .l~ ... ti ( ■11), (ta) 4oal tira:rl ... 1aott 

a <:.. •a~ t •a )t •• ta"'> t. Ia'tr1lo1t AE.Jl a n• ol1 
• 

• 
Deoareo• X8 = •[x8 / k • 1 , ~ • •[~ t H. 1; J resuUi. 

n 1 € a 1 a 

ol familiile (X
8 

) , (~ ) alD.t llllitoa illtegrabile (Test 
A ll 

probleaa:~1>. lll aoHt cu prin trecere la 11a1111 1a l) 

obţlniad ol 

1 X8 4P • / ~ 4P oa alt• OCfflnt• (~) Hte ]( t+ -

.l .l 

aartlngal. 
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a7111g-1MIII • 1L d eete apaţh •trie separabil şi oo-

plet 1n raport cu metrica, 

l+aup /w1(t)-w2(t)/ 
t-,,, 

Pentru 01'ioe O~ a !:- t d~i.aia aplicaţia 

~ a.12_ 4--'> R4 p1'ia x(=) :s v...> (t) şi 1-c. •aJ3(x"/u:..:a), 
V t ~ f(: -= $ ex.I •"' •~t). 

11• .1~1<• ,1 ?; • R • - epţ1r.1na1A. tiaitl. 

a) Să •• arate că AE J(: ~ ~. 4:.-.l şi w ' ( 11.) • <41 ( a.) 

pent1'a a.€. Ea, tJ 1.llplică <AJ' €.A. 

b) Să ee arate ol AE }{; ~'-'E..l şi _'-"' (a.) • ~'(u) pea­

tru 11 E. [a, "t (- ) ] 1apl1oA u,, €. A. 

Bolutie: a) Pie A E. H ; , w E: .l ,1 e..> ' astfel 

taott x.( .... ) • x
11
(w') pentru uE.[a,tJ. Conaiderh apli­

caţia ;! : ..fl. c;______,. C( h,t1 , a4) clefin.1tl pri.a xa.o;j:xll 

cue este măaurl.lbiU. (deai ;j este restricţia). Din 

p:toblema 26 ( dill (l'fj) rezultl oă :J3 4=(jJ Cxu/ a"114t) 
. C([a,tJ,B ) 

de un.de z · 
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8E. ~(i11 / a •a.,t). Cam pria ipoted. &T- ;,Co., )s,1(c.o')EB 

resultl el w • €. ~-l(B) : .l 

fie acWD A E: }l8 Cil proprietatea el daol c... EA ti c,,.,' 

este aatf'el inolt x
11
(c.,) = x

11
(c.,,, ') ~ntra u E. [a,t] 

atu.noi <.1
1 €. .l fi al arltla ol .lE X:• 

lie aplicaţia llhlU'abill 'f , ...IL4 -Il..d def'initl pria 

x11 o 'f • zt" u. .&:vu 1 

Din ipoteză rezultă ol WE. A ~'f' ( ... ) E: .14;::, ~E..-,-1 (.l) 

deoi A • '-f -l(A) c K;. 
b) Pie t =": (w), avemc.>cA0{C6t)€x"; şi 

cwn(J.) =eat • pe [s,tJ rezultă din problema preoedeAtă 

căc.u· 'E:. An{-c.tj şi deci w I E:. A. 

Reciproc f'ie A€ J( 8 ca. proprieteal;ea el <...> E: A ş'i 

1fu,r-X(w') pe [s, t' (ci. )J implică (A.J ' E. A şi să arătă■ - .. -') 
că AE:1{ • 

't; 

Pentru aceasta arătăm tntîi că "t (c.. ) "" 1: (c..,' ) • Fie 

t = ?: (CA> ) ; atunciw €.,{f;~ ti E. J<.: şi cum c.u =.., • pe 

[s,tJ rezultă că cu • E. lt'- tJ adică -r (c.:,1 
)~ z;- (<-> ). 
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CWII şi x
11

(<- ) c xa.( ... •) pe [a, "?; ( w • )J rezultii că 

'i ( c., ) s -c ( ~ •) şi 1n final "1: (- ) = ~ ( CJJ •) • 

1'1e a< t şi al ariith că Af'l {t!!; t)E.R;. Fie 

wE.Afl{~~t} şiw' :c<&. pe [a,tJ. Reza.ltl că w 1:w 

.pe ra, 'S (c-.i)] ceea ce implică c. '~ A şi "C' (c..) = 

:-C(w')!!.t şi deci"-'' E..i"t~ t~ adicl<A>
1
EAntt~t} 

2o. Ca: notaţiile din problema .11, fie"( o- Jet­

opţională finitii. 

a) Să se arate că Jl. 8 are o mulţille nwnărabilă de ge-
~ . 

neratori. 

b) Fie "' n R.; - opţionale astfel incit "t n 1-C. • Să 

se arate căr 

Solutier a) Fie aplicaţia măsurabilii 

'f ,Jt d .,.Jtd definită prin xu•'f = x ~,.. u • Avem 

că <f (1<. 8 ) = ~ (x ~,., t / t ~ a). 

Fie A E Jl.: şi w E::. A; atunci c-, = <f (w ) pe 

[s, C ( c., )] deci 'f ( w ) E:. A (din problema preceden-

tâ)......:=ţ, w ~ <f -l(A) şi t ( c..i ) = "G. ( <f ( <A> ) ) ceea ce ara-

tă că A=1-1 (A) şi prin 11r11are A€. 93 (x t;" t / t ~ a). 

Cam x"'l\t este 1t' ! "' t C. J?.: măsurabilă r·ezultă că: 

}{ s = $ (x ~ " t / t ~ s . ) 
-r;; 
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!'ie li nWDărabiU astfel incit !B(Iff) a:$ d• 
R 

Avem atunci J{~ .. $ (x bi\ t / t -:='!- a ) • 

.!fj (xt;I\ t / t~ e, t-s E Q.._)a:$ ( ~h x-~ .... t< .f3 Rd )) = 
t.E.Q~ 

:f,(Ux-1 (~) ) şi este vizibil el 
Ul> "tA t 
f-'>t;Q-t-

U X-l (,..) .,,. .., este nlDlărab.L.MS. 
-r;,.. t 

tl!> l!I 

t-eEQ.._ 

b) Din panctul a) ştim că Jl 8 :,B(x~,, t / t ~ a). 
i; 

Cum 1111 ·--
şi deci 

x '1,;nl\ t = x -" t rezultă că x "C"t este 

-:-LJ s 
Jl.-,.. ) • „n 

Incl11Ziunea reciprocă este evidentă. 

21. Fie E = R+ , }("' 93 + , S : E--~ R+ 
R 

aplicaţia identică şi pentru orice t E R+ punem "J!~ = 
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a> ~ .. arat• o1 R ~ • 93 c gj ro, t1 J.t,.a », Jt'.'; c. }{; 

daci • < t ,1 x: • ,) 1{: pentru orice •• 
t>. 

b) Sl •• dedaol ol 8 -■te 1{: -opţională şi x;= J{~ 
-o) Fie T I B----- ll+ U{+-} o aplicaţie 1{ 0-măaurabill. 

Sl ae arate ci 't este K t - opţionali daci şi 1um&1 

daol u:iat:l a€ R+o<+-l uttel 1Jloit 'l':) s pe {a~ a} ,1 

'l' • s pe f s > aJ • 
Solgtle1 a) Pi• .&.E.$ , atunci {SA tE .l~ = 

a„ 

s A1LI ~ unde .ll • 1..n (O,t] , A2 • {t,-) dacă t·E. A, 

.12 • III daci t ~ .l. Caa .l~ ~ rezultl că 
[O,t] 

ts" t E: .l}E:.ffi ($fb,t], (t,oo)). Reciproc dacă .l • [O,a~ 

a, l, atu.noi .l s{SA t E ~E.!B(S" t) iar (t,oo) • 

s{ SA t E. (t,-)}~$ {81' t). 

Inclazi1111ea }r:c 1l
0

t daci s ~ t resalt! din 

$[o,af ffi[o,tJ'1 (a,o0) • (a,t] IJ {t,oC>), (s,tJE:$[o,tJ 

.l rlmas el arltla egel.itatea }{: .(l }{:. P1e pentru 
t>a 

aceasta .A E. 1-{: oa a• ~ a. Dacă enetă n
0 

aettel 1Jlc1t 

• 
en~ .l pentru orloe n ~ 110 atunci J.. • J.. n C o,s11J _pentr11 

n~n
0

, de unde A • A() (O,s]t~(O,sJc..1{:. Da~ pent1'u 

orice ~ există D > e aattel incit s
11 

c · .1
11 

(evident pu-
! e e 
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te• preeapwa• •t > n, -1> atmaoi J. • J.n ro,a"tJ u(••e ,-> 

de undea 

A • An (O,alU(a,-)E.J{: . 

b) { 8~ tJ. [O,tJE~[o,tJC )(; cleoi 8 eate 1(~ - opţio­
nală. 

Apoi daol J. €.'J<. 0 at11Doi A n { s~ t J • A O[e,t~,tf 11'; 
o) J.1'1• '1' o opţională ,1 a E. :a+ ul-) ... bott 'f ~ 8 

pe{ s ~ a J ,1 '1' = • pe I s > • t 
.ltunoi ('l'~tţ a{'f~t; S~a}Ul'f~ t; •~SJ • 

s Al LJA2 unde Al • { 'f*t, s. 11, s~ tJ, J.2 • , daol 

11 > t şi A2 • l 'f~ S ~ t, ! = • î dacă • ~ t . 

Deoarece E, _ t, s,a}E1(0 = '}{~ rezultl ol Al€ w; 
şi de asemenea .A.2E}(; daci a > t: 
Daol • ~ t ata.1101 A2 • { ba, !< S $ ti fi oaa{'l' • 11,'1' <-SJ 

E.. x•. resulti din nou ol A2 E. Jl; şi b tinal .A. E 1(; . . 

deci! este J{ t- opţionali. 

l'ie acaa Ta- 1-t; - opţionali~ Atlllloi pentru orice tER+, 

l 'f, tl ~ Jl; şi deoi {'f ~ ti ori aparţhe ~• !6Co,tJ 

ori este de torma .A. u (t, o- ) oa A € 13 t o, i;J' 

Pan•• s • lat [ • 1 l'l'6 t} c ( t, - ) j 

Daol t~• atanoi {T~ t}c[O,t]şi deoi 'f,ll,S pe \.S~•J 

Apoi pentr1111 ~t a~fsieT:11etS.:> (t,-) şi deci tl­

eind t~ s obţi.nem lT=sl::>Ca,-) aşa ol\.'ba"\ pe ls ~ aj . 
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22. Sl ee dea exemplll de an eupermarti.Dgal 1t 

oontiD.1111 la <1%eapta ,1 pozitiT utfel iAoit lim Y. • O 
. t--:.-, 

• •• • 4ar •<1t> / > o. . 

Solqtie1.011 aotaţ1Ue din problema precedent! 

tte P o probabilitate pe J< 0 uttel iAcit P(JJD • O şi 

P(S > t) > O pentru orioe t. (P poate f'1 de exemplll repar­

tiţia ezpounţiaJ.l) . 

l. 
Pie 1t • fS> tJ 1 &Tem el xt~ O şi ■(1t) = l ~.ntru 

p(i > t) 

orioe t. 

Kate rtz1b11 ol 1t este continuu. la <1%eapta oa t11noţie 

de t fi 1t ~ O pentru orioe t. . 

J. rl.-.e al arltlm oă (Xţ) este l< \~ti.agal. J.T„ 

• ( y. / J{ • 1 1 • cct nt ] ~ 
,... • • P(S > ..,1;) {s > a+tl • 

r V
0 

1 • 
~ f(s1> •> •C" {s > e+tJ/ n..J) Jts> •> 11[1s '> .~ ,x.1 • 

• ţ:ls > t} • X • 
i(S> a) 8 
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'1-2 

2,. Sl •• oonatra1Hol Wl aartiagal (Xţ) Wii­

ton 1ategrabU ,1 oontiaau la dreapta qa 1.aoU 

•ap •<~)~.. ,1 ■(•ap Xţ) • oe • 
t t 

Solgtif I Ca aotaţ 111• dia problm 2 4 ti• 

P repaniţia exponenţiali pe Jl •, Z • Tar1ab1ll iate­

grabUl positi"f'i (det1Jlitl pe ~) fi tie 

l ■(~{S? tf wZ) i( oare •at• 
~ a z {S'-t} + P(i>t) . {S>tJ 

vizibil oontiaaa la dreapta • 

.lrltla ol ~ • ■lz 'x;J tap~ oe aratl ol (~) Hte x;­
ll&l'tiJlg&l WlUO:ra 1.Jltegrabil. 

Deoar•o• 1-{~ a .f3 (8 A t) (THi problema 21. ) Hte aati­

oieat el arlcb ol J ~ dP • J Z 4P peatru orio• 
(C:,,\UA) l!,l\ticAl 

.l € !3 oa t~.l (tamilia aoeetor J. este aa aist•• de s•­
B,.. 

neretori iaohia la iateraeoţia tiJaitl pentru .i3 . ) • 
:R+ 

.lTeal J ~ 4P • J ~ 4P 
(S.~AJ CW~ 

•/ ■[Z 11-t;JdP• 

-f ■ rz1~;Ja 
{S,UA> 

ac 

♦ J 
1 

-2 X -x ,._ 
X t e <.LA. ~- deci sap M(Xt) = ll(Z) ~ c,O . 

t 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Rhî.ae Ă arlth el li( llllp Xţ) • 00 • 

t 

•tt\s > t} ~z J A••• aap Xţ ~ aap Xţ • aup _ _____ _._.___ • 
t t~S t,S P(S>t) 

· .. l,"~ e t • [l{s> tJ. zJ~ •Cz) e 8 
,1 ■Ce 8 ) "' .- dapă. 

CIUi qo%' ae poate nritiC&J &fa oă ll(srp ~) ~ ■(Z_) ll(e8): 

24. Sl ae dea exempla de an aartingal. (Xt) con­

tiJla.a. la ch-eapta d 1Ulit01'1l integrabil astf'el tacit 

11(:z;) • .. pantru orice~ opţ1oaal.ă ae1deat1c null. 

Sol11t1e1Cu. aotaţiile din problema :z 1 tie P 

repartiţia expoAenţialA cu parametru 1, 
s 

z • Â . }?
8 

e 2' ,1 procesul oonti.A11u la ch-eapta.1 
{o.::s-fll v1:> 

K f 1-. Avem căa s .> t, 

f lC 

ll(Z) • j ..l e ~ e -x a ~- • Din problelDlil .u,t111 cla 
o Vx 

~ s ■[Z tJ{;J aşa el (~) este llllrl1.ngal. anitora 1.ate­

grabil (nzi probleaa l 1 ) • 

Pent%'11 orice a E. (O,l] aveai 
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a. 

şi deci M (t' ) ~ f i ·e x e-x 4x • +oa 
SA a 0 

ll'ie &OQII 'f t:r x•t - opţioaaJ.l aşa uolt 

P('fxO) l.. 1. 

Du problema :J 1 rezultl el ex:latl a E (O,]J 

aşa tacit S" a ~ T. Bu. patem avea •<x;>.::-clei aceasta 

ar atrage li(~"' .> ~ •ci; >-=- deci o ooatradioţie ~ 

25. Fie (X.) Wl 'Ha - marti.ngal ( J{•-su.bmar­

tingal) şi (V a> an şir de variabile aleatoare asttel in­

cit V• să fie J{ • - măsurabilă pentru. orice a (aceeaşi 

ipoteză asupra lui (Va) plu faptul el v.~ O a.a . pen­

tru orice .i:o, Dacă variabilele aleatoare, 

dacl n = l 

dacă A-;, l sint 

integrabile pentru orice n să se arate că prooeaal V . X 

este 11:' n - martingal ( J( n - submartingal) • 

Ic particular dacă c"; este H • - opţionalii să se de­

ducă că procesul (X~" n)n este 'l{ 11 - martingal O i.n­

submartingal). 

Soluţie: Avem: M [ (V .X)n+l-(V .x) 1/YJ=11[Vn(Xn+1-Xn)/k'nJ 
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Dacii (X.) este martiAgal at~ci altima condiţionare este 

O şi deci V.I eete 1111.rtingal. 

Dacă (Ia) este aubmartingal atllllci aceaatii condiţionare 

este ~ O şi deci V ll M [ In+l - In/}(_ .]~ O aşa el V .I 

este aubmartingal. 

Cu X-;/\• este Jlî,A • - măsarabilă rezultă că este şi 
H.n - llăaarabill. 

Din inegalitatea / X "'- 11 n /!: /I1/ + ••• +/ ID/ rezultă că 

/xT./\ 1/ este integrabili.. 

Ca notaţia Vil .. ~ln~~ţ rezultă că I~11 n = (V.X) 8 şi 
ai"irmaţia este &CWII o consecinţă a consideraţiilor pre­

cedente. 

26. ne (~) ~ e11permartingal pozitiv şi """G 

o Ha -opţio11âlă. Să se arate cii K[X "' /}[ 11 ]-=- X~" a 

(dacă X
00 

este limita a.a. a lui Xn oare exiatli din teo­

r ema de convergenţi · • martingalelor atunci ~ = X00 

pe b = 09 pi-1.ll definiţie)• 

So lut ie z ~oarece (X-;,.. n) 11 este supermartingal şi 

a.a 
Xt;,, 11 ~ ~ rezultă că este suficient să arătăm oii 

M[Y
00 

/J( nJ~Y
11 

pentru orice superma:rtingal pozitiv (Yn~ 

Illegalitatea.M [ 1.nf Y .• JJ( J~11 [ YA-/ }( p1 L Yp valabilă 
"'~" 
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dacă n > p, uată prin trecere la lim. tă că 'M[Yco I¼ PJ ~ Yp 

dacă avem in vedere că ~ Y.Dl 7' Y
00 

şi media condiţională ... ~.. . 

este oontinaă la 11.mitele ascendente • 

.:;t. Fie (x_), (~) }( • - submartingale şi ?; 

o }{ t - opţională Unită astfel incit ~ !!': X~ a.s. 

Să ae arate că şirul Yn=l:n {(_ (a~:~) + Xi if ,~~ n.) este 

Hzi - submartingal (cuplarea submartingalelor) . 

Soluţiei Este clar că Yn este R n - lllăsurabllă şi 

li (/Ir/) 1:: li (/~/) + ■(/ ~/)~ pentru orice n. 

Âpoi proprietatea de submaztingal alai(~), (X~) per­

site să acriea1 

Dar ipoteza \~ X~ atrage oă ~l ~ :r~1 pe {7;; =n+lÎ , 

deci l (n~~) In+l + ({ (7;~ n) x~1,.:; .{ (.a+-lL~) Xn+l + 

+ ~ ("to~ n+l) X~1 = Yn+l fapt oare arată ol 
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28. Pie ex_) W1 "J<11 - 1111bauUngal eJt'a - aar­

t1Apl) fi "t" 1 111. "t 2 }ia - opţionale f1Aite astfel tnctt 

•CI X n~oo ,1 U.a J x_ 4P • o, 1 • 1,2~ Sl H arate 
i;1, -c~,.., 

' 
.el ■ ex'î. ) ~ ■ ex-g ) es 111 casul urtingalulai). 

1 2 

BplQtlf • ?>1.n teoreaa de opţionallsare oor_eepan­

sl toare culllai augill.1.t ana ol 11ex'l.-"a>~ ■ex~ "• ) 
J. . 2 

Nil eohi•ale11t1 

♦ ■ ex.. ~{-C2> aJ> . 

:O.oarece dill ipotesl .... ,;.;! ■ ex. ~ f T1 "> •l' • O rHlll.tl 

ol eate aaticieat al arltla ol 1111 I (I "l:· Ă {r; • 11·) • 
· •- 1 1 .'< 

• ■(1~1). 
Ori aoeuta ••t• o ooDaeoiaţl a teoreM1 de 

4oa1aati. deoareoe I ·-cit\ h1.• ~->_.X~ t1 

/I -ci a{~1 ~ ,t l / ~,I '"' 1' oare Hte illtegra'b1U. 

erpnţl 
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i9. 1'1• (B,Jl ,P) an ohrp de probabilitate ş1 

-r; 1 :I~ I O, 1, •••• ţ o Yari.ablll aleatoare aattel iaott 

P ( .; a:n) "' • n+l unde a > o. 
(a+l) 

Fie 'H. D = .'B ( b A n) oi XJl a a(~" n)- ,l {°" a} , 

Yll • i; - a(a+l)( i" n). Sl •• arate ol~• Y• aia~ 

J\'. • - aut1Dgale. 

Bolatie I Se observă ci 1{ ••!B ({-; •lJ , ... ,l"'h•n-1\ • f~•H 

Deoarece {li~ n.} ={--r; sn}U{'t~n+lJc.J{n+l resultl 

ol ]{ ll c J{ a+-l qa că familia ( J< a> este oreacltoare. 

Apoi ~ l t;.: a} • ): f ~" (n-l), a} este Jl' n-l ( deoi Jr nj 

-măsurabilă tapt oe arat! că ~ este }{ n-măsurabiU. 

Din / Xn/ f an.+l rezul tl ol M(/Xn/)L.. oo . 

Pentru a onstra el (Xn) este 1{ n. - martingal rbine 

să probăa 0!1 

1) f ~ dP • 1 Xn+l dP 
tl '4 

unde A = f 1: =I:' , lt ~ n-1, sau A s { '"t ?:- a}_ 

Dacă J. ,. f ~ =lri ca K ~n-1 atunci Xa "' Xn+l deci l) este 

adevărată. 

f_ 
a( n+l)daoă ~>., 

Dacă A = f 7: ~ n ţ atunci Xn = a·,,, X 1::: · 
n+ ari-i dacă ~-=" 
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de unde / Xn dP = an P (~.a. n) şi / Xn+l dP=a(n+l)P(l;nl)+ 
A ~ 

+ anP(i; =n)-P('G =n) = anP("'~n)+ aP( t.>n) - P(i;=n) = 
00 

= BDP(~~n) deoarece aP(l; > n) = a2 L 
K:a+l 

Cu aceasta am probat l) fi pentru A = f?; ~ al . 

Pentru a arlta el Yn este 1( n - martin.gal., deoarece 

Yn+l c Yn pe fi;; =K\ cu K ~ n-1, rezi.:ltă că este su-

:fieient oa 

j <x! l - x! ) dP :: J a(a+l) ["t;11 (n+l) - "t;11 a] dP. 
(Ţ;~ft) + (~'->n) 

.&.vem 

"' [ (an-1)2 -a2a2] P(~ =n) + a2(n+l)2-a2n2 P ('t> a) = 

.. ( 1.;.2an) P("t =11) + a2 (1+2n) P( "t > n)::{l-2an) P("t an) + 

+ a( l +2.a) P(~> a) = (a+l) P (-,; •a) • 

.lpo1, 

J a(a+l) [ l:11(n+l) - -; An ] dP • a(a+l) P (~ > a) • 
{-;~n) 

"' (a+l) P ("t •ll) • 

Cda. ~1/1980 Faec. 4 
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,o. Fie 8 1 , ••• , B n• •.• 1m şi1' de eyenimente 

şi ( }{ n) n~ 0 o bază etooastică aşa incit B n E 1< n 

pentru orice n ~ l. .... 
Sl se arate că P (lim B n)'"' P ~ P( B ,/ J( n-l) s oo) n..,.._ n=l 

Jl 

Solo.ţie, Pie Xn = L Ll8 - P( B .1 ]( m-l)], 1~ n~_, 
m=l m 

Este uşor de văzut că Xn este R n - IB8.rtillgal. 

Fie 

ia caz contrar 

Cum X 1;,.n este 1( n - 11artingal, X --c„ n ~ c+l din teorema 

de convergenţă a martingalelor rezuli§. că }_~X~ "Jl 

existl a.e. deci lim X
0 

există şi este finită pel~ = oa} ---Cam [ 1111p XaL..oo) • O { eap X.~ o} rezultl el 
" osl a 

11.a X. •Xi.Stă (11 este Unită pe 11111.ţiaea f sap X.<-J, 
. D. 

Aplicind acelaşi raţiona.ment şi martingalului (-Xn) se 

obţine a!'irmaţ ia. 
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3i. (Raiparea jacătorula.1) 

Pi• x1 , ••• ,xn,••• llll şir de variabile aleatoa­

re independente asttel incit P(Xn = ~ l) • ¼ pentru 

orice n şi fie Sn = x1+ ••• +~• 

l'ie e.,b iatregi pozitivi şi D = 11in ( D?: 11 s.=-a sa11 

sn = b),...,.... ,~ ~4:..ţ.. ..,._ pud: 

D „ eo dacl ( ••• ) eete vid! • Se cere să se calcuiezea 

li • P(6D • b) şi M(D) . 

Solatiea Din problemele -f,< rezultă el 6
8 

şi sa2
· - a 

siat $ (Xl'. • •Jn) ~ martingale. 

!.plicind teorema de opţionalizare (cazul mărginit) cu­

plul11i l, Dl\ a obţinem O = •<~I\ a - Dl\ n) şi 01211 

fs.f ~ a+b dacă 11~ D rezultă că ■(Dl\ n) ::r■(S~_, 8) ~ (a+b)
2 

şi apoi lema lai Patou implică ll(D)~ 11.m ■(D" a)~ (a+b) 2 .. _ 
aşa că P(D~o0) • 1. 

Pentru D <-oe se observA. c! avem 5n = -a saa b, deci 

/5n/~ a+b şi prin armare KC/SrJ) ~ a+b<-.- . 

>.po,j J •• lfP/ f (a+b) P(D ■) - (a+b)P(D--) • O 

(11 "-D) 

Condiţiile din problema a ~ K I I t fiind î.ndeplinite rezul­

tA căi 

- a 
f(. i+b 
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~nalog se ver~icl condiţiile din problema 
2 pentru aartingalul Y•,. 6• - • şi opţionala D. 

Obţin•~ că O• •CI1) • •CYD) sau eoh1Talent, 

■ (~) ,. •CD) t1 Call ■(~) • 77b
2 

- (l- n)a2 
c ab 

~.'.(. ll'ie (X.) Wl }{
11 

- aartingal şi b o R._­
opţională cu I!(~~ oo • Presupunem că există o constan-

tă C astfel incît • [/Xn+l-XD/ /"Jc D J J/nHJ ~ C ;tfn !St;} a.a. 

Aplicaţie (identitatea lui Wald)i Fie (Xn) an şir de va­

riabil• aleatoare 1.ndependeate, identic repartizate şi 

cu a= ■(.11)4.oe. 
Fie " o !f3 (Xi,• •• ,.111) - opţioaall ou •("" )L cD şi fie 

Sa :: .11+ •• • +z... 
Să se arate că are loo egalitatear M(~) = aM(b). 

Sol u,1e: Conform 

că: M( / Xt / ).::.oo 

problemei 28 ,este suficient să 

şi 11.m j X dP = O (se aplică 
Jl~OO(i;-:,n) Jl 

arătăm 

CO.li.Olt!-

tia problemei cuplului de opţionale '1; ,l şi martinga­

l ulu1 XJt) . 

!1'1e Y1 = / x1/, Y
11 

=/Xn-Xn_1 / dacă .ll;, l. Y11 sînt pozitive 

ş i din i poteză avem M [Y.;'J( 11_ 1J X{ILctÎc l{•~~f a.s. 
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i.poi •(Y1+ ••• +Ia) •T. J(Y1+ .. +Ya)dP •! J Ya dP • 
.. 1 a=lc-~-> 

(-i;:n} 

( J-.Q. (~~'71E.1<',,_i) 
00 oC> • L J •[Ya /}(_ n-1] dP~ L oP(-c;~ a) .. c11n:; ) 

asl(-r;~.,) a::l 

.. 

de ad• •c/ r..;. / ) ~ j Ir.• I dP~ t[~Y1+ ~ .+Ya) dP a 

a=l r~="' 11::l 

• M (Y1 + ••• + Y-r; ) ~ oe . 

Mai departe f x_d.Pf f (Y1+ ••• +Ya) dPf f (Y1+ •• +Y )dl½, O 
( "'>nl (l;>n) (l;>1J) 1: _ 

c1nd •-ao deoarece Y1+ ••• +Y -i; este 1.ntegrabiU .• 

Aplicaţie. Birul 8~ = sn-n• este~(x1 • • •• ,x.)-ma.rt1.Dgal 

şi pe deas~pra avem: 

11[/s~1-a~,/~(x1, •.. ,x.>J „ u[/x.,.._1-a/{.Bcx1, •• ,x.>J = 

= li (/ Xa+l - a/) = li( / i:1-al) şi cum 11( b ) '- 00 rezultă 

că inegalitatea din on1111ţul problemei a.re loc cu o „ 
= u(/1:i-a/) şi deci il(S~ ) = M(Sj) sau echivalent M(S~)= · 

a all(b). 
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~- 1'1• (X.) Wl şir de variabile aleatoare 1Jade­

pendente, identic repartizate, pozitive şi Cil OL... a -= 

= •CXi_)"'-oo şi Ue Sa"' x1+••••X.~ 60 a: O. 

Pentrll t > O fie Bt • Ilia ( •~ l I Sa > t) , Bt • ._ dacă 

( ••• ) este vidă. Să se arate el i !!= •<:&t)..;:: -=- . 

Solutiea 1Ati1 arătă• ol K(Bt)"'-"'9• Pie pentru 

aceasta t > o, atwici există wi 1ntreg r astfel incit 

P(Sr > t) > O pentr11 oă 1a cu contrar dacă P(Sr ~ t)=l 

pentn orice n at121101 P(X1+ •• +x.+ •• : t) .. 1 de un.de 

ll(Xi+• •• +~+ •• ) ~oJO deci o contradicţie • 

.&.tuno1 P(lit )' e) =- P(Sar ~ t)~ [ P(Sr t) J • şi deci 

Jl 
4',oO_ 

Fiind 1ndepl1nite ipotezele d1.ll identitatea la.1 Wald 

(vezi problema 32 ) rezultă oA M(Sw ) = d(Jlt) şi ca 
. . t 

511 > t dacă lit..:.- deci a.s. obţinem t<.K(S. )=all(Nt) 
t t 

sau M(Kt) > ¾ • 
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34 • . Fie Y1 , Y2 , ••• •.m şir de variabile alea­

toare independente , identic r epartizate aşa incit 
11 

•<Y1) c: o, P(Y1 = O) L l şi fie s. =Z::: Y1:· .ltunci 
l:=l 

-P(SA > O pentru orice n) = P(S1:1. ~ O pentru orice n) =O 

Sol11tie1Fie q = P(S
0 

L.. O pentru orice n) şi 

Aa = [~ ~ 6
11 

pentru orice K ~ nf, n.=1,2, ••• 

I • 

Avem că P(An) = P (S!l-SI: - > O pentru orice 1:..::: n şi 

6K - S
11 

< O pentru orice K > n) = q P(S.o- SK > O pentrn 

orice K .:: n) . 

f •~C•el 
Fie -c; = l ~ 

B
11

~ o) dacă <--. > -/: 0 

in caz contrar 

AtWlci P(Sn-SK > O pentru orice K < n) = P(Si > O pentru 

1 ~ i~ n-1) = P( 't. ~ n), deci P(An) = q P("l; ~ n) şi prin 
_, C>O 

armare ~ ~ P(An) = q ~ P("t;~ .n) = qM(~ ) . 

Prin absurd dacă q > O atunci M('?; )L~ şi din identita­

tea lui 'fald (vezi problema 32.) rezultă că M(S,; ) = O 

şi in particlllar P(S -i; = O) = 1 fapt ce contrazice ipote­

za P(Y1=0)~ 1. Aplicînd raţionamentlll precedent şirului 

(-Yn)n se obţine şi că P(Sn > O pentru orice n) = o. 
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35. O generalizare a identitătii ltli Wald. 

Fie Y1 , •• , Yn•••• Wl şir de variabile aleatoare 1.Jldep•n= 

dente ca M(YK) > O pentru orioe Ir şi •~ .-1fu_■C/YKi>• 

::B~ pentrll mt 1 ~o<~ 2. 
a 

Fie 1{ a =!B (Y1 , ••• , Y8 ) , s. = L YJt. Să se arate oă 
K=l 

M(S.; )= O pentru orice Ha - opţiona1ă 't, pentru oare 

l 
I! ( ""- )L..00 • 

Soluţiei Di.Jl teorema de opţionalizare rezultă oă 

M(¾,..,) > O. 

Teorema de ooa.vergeaţl domiD.ată •• apune ci este sldi­

oient al arătla el • [e,.,ap / ¾11a /}~ • 

Ana at11Doi -J/1 ~p {sup / S '"'"•/;~ D.) ~ P { b ~ DO() + 
(.fJ~ a 

+ P <:~/sb,,_.,~ a)~P {°b,:!< a"()+ .-Ol, 'Jl[/S~" •"'f] 

Dia probleu 52 dia [?.lJ şi dia ipoteal resultl cla 

"" rse, "" ■ [/ 8 li 
11 

•o</ ] ~ 2 11[ ~ li ( / Y1/ ) ~ 
bl 

~ ~ f. ~ 28 n P (b ~ a ) + 2B , ~ dP ~~-, 
Obţ 1.Aem ţ 1.Jli.lld cont de JIU) : 

.c> 

'li. [ 8~ / s, ... ,i11 = r da 6-

.,,o 
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~ -6. Pie Y1 , ••• ,Y., ••• variabile aleatoare 1Jl­

dependeate, identio repartizate ou a .. ■(Y1)<00 ,1 fie 

1-t'a 11 58{Y1, ••• ,Ia) Sa II Y1 + ••• +Ta~ .lt111101 pentru 

orioe 1{ a - opţionali f1a1tl --C pe.atr11 care ll(J:"f._) .c.. oo 

al se arate ol are loo egalitatea& 11(5&) = d{?;). 

Solp.tua fie {..Q, J{ ,P) cimplll de probabilitate 

pe oare sint detiaite variabilele aleatoare Ya• 

:rlrli a reatriap generab111tatea putea preaiipu-

•• ol ..a .f (71•··••7·•··~> / 71tRJ ,1 Y~(<.u) • 711 

peatn orioe •• 

Detiaia Q ,Jl-..n. Fia QC c.. > •C7 C ... ) , ~..,. 
7 (w ) • •• • .) • 
~~ l 
:r1e -c.-o, "t 1• 1;, "t; 2 • "l; • Q, ••• , -C. • "t; o Qa- ude 
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pe!ldote şi identic repartizate. Din ipotesa : o.v~"" ci>: 

•<s-r; ) 
~ 

.! L 
li. 1=1 

rezoltl din legea tare a numerelor mari. 

,j. Pie (E,J<,P) an cimp de probabilitate, 

(1{11.)o~ D~P an şir crescător de corpuri boreliene dia 

}{ şi f'ie (Z
8

) 0 ~ n ~P un şir de variabile aleatoare de­

finite pe (E,}( ,P) astfel încît Z
11 

să :f'ie "R 11-măsura­
bill şi integrabili pentru orice n. 

Definim prin recurenţă descendentă şirul de va-

riabile aleatoare (Xn) 0 ~ D !:- P print ~ = ZP şi 

~-m = max{ Zp-m' M[Xp-m+l/ Ji p-mJJ pentru l ~m~p. 

•1 Să se arate că şirul (Xn) este cel mai mic 

}(
0 

- supermartingal ce majorează pe (Zn). 

b) Pie În - opţională ""'t0 definită prin 

r
0

: min (nr Xn = Zn} Să se arate ~ă are loc egalita­

tea: 

., ess sup M[Z'T. / H 0 ] 

~ 1(-• 
opţională 
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(Se mai zice că 4 0 este optimală ui raport cu (Zn' Jz:'n)) 

Solaties a) Din defaiţie rezultă că X. este 

Ra - aăelll'&bill pentr11 orice n. Pr:lJl 1.aduoţie descea­

deatl se .,..rt:ri ol ou. uşari.aţi ci. Za != X. şi X. ~ 

~ ■[ sap Z• /1{ al 1 1a partiolllar resllltl el X. este ia--•, 
tegrabill peatr1a orice a. 

Din defiaiţie nu că M [ ~l / }c ~ 6 Xp-m fapt oe 

arată ol ex.> este 1{ a - supermartillgal. 

■ai ■as a-a Tlz11t ol X.~ Z• peatra orice •• 

Jie (~) wa alt ~ a - superaartingal oe majoread. pe 

Pria 1aducţie deaoeadentl se nriticl ol~;,,. X. peatrll 

orioe •• 

b) Deoarece X. - Za este Ha - llăelll'abllă pentru orice 

a, rezultl el -C:
0 

este J'(a - opţicuaall (vezi proble­

• 1-1) 

Arltl■ ol (X -r;.," a> ~~P este R a - urtiagal. 

Iatr-adevl.r pe ( "t. • > aJ &Ta ol X. > Za deci şi 

x •• ■[x., .. 1 / 1{ • J . 

■ [:z: /}(_3 = X ~o)[t;a~ aJ+ ■[X.,..1/Jla]J{t.,> aţ ~a" (a+l) 
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+ X• K {i >Al"' X "b" • , ou alt• oav1D.-
• l o 

te X ~ ·,,,. • este J{ • - aartisagal: 
o 

Ia partioalar obţi.Dea oă X0 = K[X""" / Jc 0 J:: ■[z~ I}( 
0

] • 
o • 

C1111 pe de altă parte X0 ~ ll[Xb / "/( 
0

] ~ •~ I "Jc 0] 

pentru orio• opţioaală "t afirmaţia din b) rezultl. 

?e. Pe 11n ciap de probabilitate (E,Jt',P) fie 

I 1 , ••• ,IP variabile aleatoare independente de •die O şi 

fie o= C
0
< c1< ••• < cp. 

Defi.uim Z0 = O, 1.'0 :c {ri,, E}, Za= Y1+ ••• +Yll - Ca, 

1{Jl =9:)(Yl'•••,Y•) pentru l~•s-p. Sl se arate că O 

es te opţionlll.ă optimală în raport cu (Za' Ji' •) 
( pent ru definiţie vezi problema precedentă) 

Soluţie: Din prob~ema 1 rezultă că 

( Y1t • • • +Yn) l~ a s p este "J< n - martingal şi C lllll şirul 

(Cn) este st r i c t crescător re zult! că (Za) 
0 

~ n ~ p este 

l{ • - supermar tingal, mai mult avem i negalitatea stric­

tă Zn > M[ Zn+l / 'J{_ nJ • 

rtez.u l tă a t ,in c i cu notaţ i ile din probl ema precedentă că 

X D = Zn r,er1tr u o '= n ~I> ş i deci "t,
0 

= 0 1 cu a l t e c uvinte 

O e c te opţio~ală opti~ală , 
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3 'J IPie (x_) Jl~ l aa procea (7(_9_) •~ l - adap­

tat şi să preel1.l)aaea el X. este iD.tegrabiU pe.11.tra 

orice•• De!iaiai 

P „f b ;-C Ji'a - opţională !1za.1tă a.s. astfel ÎJlcit 

ll(Y )<::«> ~ şi V :: np li (X ) 
--r; ~~F "r;; 

a) Să se arate că dacl °"'/o€. ,= şi ll[X" IH_ 
11

] ~ Xn • pe 

[r;; "> aJ, ll[Xc, / }[ .J~x. pe { r; .. n, c,~ a J per.t ria 

orice A, atllllci .li(~ ) ;;,. 11(1s-,) 

b) Dacă ll(X._) = VLo0 l!lă se arate că pentru orice G"' E 1 

au loc ipotezele di.a panctw. a) pentru cupl ul b • f'5' • 

Solutie: a) Anm l!(X 1; ) "' f X dPţ- f X d.P= r; ~ 
( ~C-) l ~G") 

=Î; j X. dP -t t J ■[x~ l"H nl d.P ~ 
(1.:n,~) c ~:,~6'",ri,} 

~ f li [ ~ /J1\,_) dP + ţ; J Xr. dP = 

(t:n&'1 ( "(;>,6" .. n) 

li (X c;- ) 

b) Fie ll(Lc) = V~o0· i,1 A ={ b > n; M[X"G t .k' n3.:. n ) E. 

fc_ 1{ •• 

Atunci G'! = ll ~ A +~X eÂ E F şi dacă P(A) > o at unci 

M(X G') =; Xll dP + / X dP >f X dP + / X dP = J.!(I~) 
A fA -r; j -r; eA "t 

ceea ce nu s e poate dacă avem în veder~ definiţia lui A. 
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Res.llltl deoi ol P(.l) .= O deci obţinem pria& diatre ipo­

tezele db a). Lulnd acu.a B = { "t; sa, S > •• llf.¼, / k' .J>X.1, 
G'' • G' ): B + ~ }_eB şi procedu.d oa mi 1llaiate se ob­

ţ iae ,1 a doaa ipoteză din a). 

Ljo. l"ie (X•)•~ l an prooea Jt' a - adaptat 

astfel iacî.t X
11 

să fie integrabili pentru orice • şi fie 

• ~ .f( a - opţională finită. 

a) SA. se arate că (.I ~" 8 ) este J-r • - s12bmartilsgal 

dacA.1 

b) Daol ia plus ll(Y ) ~ oo şi U.m /:x:!: dP;;. O ataci 
~ -- a (1;::,,,) 

11[~ I H.J 3 x. pe{~> aJ . 

c) Dacă t,G"' c F (vezi probleu precedentă pent r 12 defi­

Jt.iţie)ti IIUa+l /Jt:' .J ~ X._ pe [-r; = •J pei:atru orice a şi 

;.;-_ j x;:: O să se arate oă K[Xc; / f( aJ ~ Xa pe 
(G>f)) 
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Solo.ties a) Dacă A E }( n atunci 

dP s J \dP + / x. dP~/ ¾ dP + / xa+1dP .. 
(/t;t;,&r,) 

= I X ~" (n+l) dP. 
. " 
b) Fie M (X; ) "'- • Atunci peatru A€. Jr a şi 11 ~ Jtt-1 

avea, 

f ~ dP~ f X i; ,, 

(A;'""' ( A;~"' 

~ f X-i;dP + j X:JP. Trecind la 11.11.ită Îll 1aegal1-
CA,..,.!!~~m > (Ai~>"'> 

tatea astfel obţinută (scrisă pentru un subşir mx:---::,c,,o 

pentr11 care J x:. 
(~-.,.) IC 

dP ~ li.li J t; dP = O ) ,.....,_ 
VOII • 

('c,-... , 

obţ1ae j X• dP ~ f X"t dP „ J •[~ I 1( .J dP exact 
<A; ~•n <A jun> c A; -c,i,n> 

ceea ce vro1aa. 

o) Fie .l €. }{ • şi a~ a+l • .ltuao1 

/ X. dP ~ f X ul\■ dP • / X(;" dP 
(A;,=n~r) C~ ; 'C 2 n-1 ( ,4;c=ns r ~ ... J 

+j X. dP 

( ,4; 1;:n~<.:> .... ) 

IA continuare se procedează oa la punctul precedent. 
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41. Pi• (X.) Wl . şir }{ • - adaptat astfel 

incit X. să fie integrabili pentra. orice n. 

Pie J..• = l 11[ x..,111{.J~ X. 1 şi al presapt1De11 că 

J..1 C J..2 c ••• , L.l J..• = il excepţie :!lcud o aalţille 
ll=l 

aeglijabilă şi că -i; s ll1ll (a ;i,. 1, z.~11[x.,..1t.h'.JE. F 

cu F oa in problema 31 

Daci ;-::1_ f X:, dP = O ,şi 6' E. F este astfel incit: 

J 
-(-01t) 

~ x. dP = O să se arate ol K(X-i; ) i3:- li( Xc;-). 

"--<v>"' 

Pe deasupra dacă există o variabili aleatoare 

W ~ O oa. medie finită şi Wl şir strict crescător de n11-

11ere pozitivea ast:fel incit x; • W + Cn pen1.ra orice n, 
I 

să se arate ol M(X ~ ) ;;;,,. M(X-r.;' ) pentru orice "G E F oa 

M(C-r;• ) L..o0. 

J..plicatie. Pie Y,Y1,Y2, •••• variabile aleato~­

re independente identic repartizate şi cu medie finită. 

Fie"}{ Jl =!13 (Yl' ••• ,Yn), ~ = 118% (Yl' •••• YJl), xll: 

s:~-Jl. 

Fie j unica sola.ţie a ecaaţiei J,fY- r )+] = l şi 

"'t;.: min ( n;,,. 1, l!n~ r ), 
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Să se arate că M(X-r ) = sup M (XG' ) = ,P 
-. C-~F ~ 

te .; este R n - opţională optimală, 

cu alte cuvin-

Soluţie: Prima parte a probLemei rezultă din 

problemele 31 , J/ O 

Din X
0 
~ w + cn şi M(C~, ) ,t.. oo rez utl tă: 

w dP + j C~, 

ci!>r,> 
dP--:::.> O deci 

M(X,. ) ~ M(X"t, ) conform primei părţi a P.roblemei. 

Aplicaţie. Avem Xn+l - X0 = (Yn+l - Yn)+ - l, de unde 

Din M [ (Y-f )+:l = l rezultă că p = P(YLf ) L 1 şi deci 

P(~ > n) ~ P(Y1 '-f 
P(1: '-oo ) = l. 

n 
, • • • , Y DL f> ) :p -"> 0, deci 

oa 

Mai departe 14( "t;; m)!:: L 
K=l 

pentr.u orice m ~ 1. 

e>d 

ti1 ,P(li ~ K) ~.:?:. ~ pK-too 
K=l 

Avind in vedere identitatea lui Wald (vezi problema 3-2) 

şi rezultatele precedente obţ inem că Mc/ ¾:I ) !:o 

~M( /r1/) +, •• + 1(/\/) 8! ii fli= M(/Y1/) •■(b) 

cu al te cuvinte 7: E F. 

Cda. 41/1980 Pasc. 5 
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De asemenea f xn + dP . ,!: r ... ., F ( 1;;> n) ~ o cînd n -'>..o 

(i;> .. ) -şi 1n = Y1 + n, deci conform primei părţi a problemei 

obţinem că M(Xb ) ~ M(Xs- ) pentru orice G""" cu M (6"')<.,o_ 

Egalitatea M(X-r;; ) = sup M(XG"" ) razul tă dacă arătăm că 
uE.F 

I 
M (6' ) 4-.,.. dacă G"' ~ F. Fie J :> f şi fie Sn = 

n 
:f:... [(YK - r' )+ - 12 • AtWlci Xn~ / 1 + Sn, deci 
K=l 

\-- ~ f '+S
0 

şi dacă (;' E. F obţinem, avind în vedere pro-

b lema 36) că M(S1,) există şi M(S&- )~M(El)[M(Y-r)!..l)..t'..o 

De aici rezultă că M( C. ) .c..,,. ~ l1 ( ~) f r-
A rămas : probăm că M(X0 ) = f • Avem: 

M(~) :::L[P(î,;~ n) f YdP - P (~~ n)] 
n=.1. <r~r) 

= 

= l [ s YdP - l ] = '3 
P(Y~ f ) (y.:ţ) I 

Egalitatea M(Xo-) 

42... Fie tJ o probabilitate pe R ou media m 

şi dispersia b 2
• Presupunem că - ~ ~ a"> O 

Fie 4a_: R --~ R definită prin qa(x) = l dacă x ~ O; 

4a (x) = r-!:x dacă x <O. Să se arate cli are loc inega­

litatea, 
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1) j qa(x+y)d8 (y)~ qa(x) pentru orice x. 

Aplicaţie: Fie (E,}{,P) un cimp de probabilitate J 

(h'. ) un şir crescător de corpuri boreliene din n n=0,1, •• 

un şir crescător de numere şi 

(Y) un şir de variabile aleatoare astfel incit: n n=O, 1, ••• 

n şi !
0 

= O. .• 

12) ~ - ~ este 1-t n - martingal. 

13) }(n şi _ Yn+l - în sînt independente pentru orice n. 

Fie Zn = Yn - aan; Să se arate că pentru orice a> O şirul 

qa(Zn) este Jl.11 - supermartingal. 

Observaţie. Dacă (Yn) este un şir de variabile aleatoare 

cu proprietatea 11) atunci se ştie din problema 8 că 

există şi este unic un şir de variabile ~leatoare (An) 

aşa încît Y~ - An să fie }( n- mart1ngal unde 0=A
0 

~A1 ~ •• 

şi An este }{ n-l - măsurabilă pentru orice n (se aplică 

problema 8 submartingalului r;). 
Se poate arăta că şirul qa(Z

0
) unde Zn=Yn-aA.n este Kn­

martingal pentru orice a)O (demonstraţia acestei afirma­

ţii nu o dăm aici) 
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Solatia problemei. Deoarece qa ~ l rezultă că inegalitati„ 

<Ma 

l) este evidentă -oentru x~O. Dacă x.:. O fie x
1
;:x+mLx 

Î 2 l (x1) şi r(xi+u) = qa(x ) + (a + au ) q8 • 

r,raficul lui r este o parabolă tangentă la gra~icul lui 

. l l l 2 l q
8 

1n x. Tinind cont că 4a (x) = aqa(x) obţinem1 

r(O) =q
8

(x1)+aq!(-x1+ax
12

) = [4a(x1)-ax1 4a(x1)] + 

+ axl4a(xl) [ l+axlqa(xl) - qa(xl) ] = l = qa(O) 

Parabola ce reprezintă per şi hiperbola ce reprezintă 

pe 4a au la stînga lui O, 4 puncte com.une: unul la infi­

~it, unul dublu în x1 şi unul în o. Contactul in x 1 este 

simplu şi cele două curbe nu se traversează în x1 , deci 

q
8

(y) ~ r(y) pentru y ~ O şi de asemenea evident pen­

tru y~ O. Atunci 

f qa(x+y)d e (y) ~ f r(x+y)d6 (y) =J r(x1+.r-m) d8(y) = 

qa(xl)+~(xl)[ I 
a j (.r-m) 2 de (.r)j = ) (y-m) dB(y) + a 

= qa(xl) + a G2q~(xl) 1= qa(xl)+(x-xl)q~(xl) ==- qa(x) 

( ulti~a inegalitate din convexitate). 

Aplica tie. Intîi să observăm că Zn+ 1 -z11 
şi }l 11. sint 112• 

-1 • 
dependente ( di.12 13) deci P „ h - = P /~fi!> P / <j,(Z -i ) 

n+l a 
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ande h I E~Ex.E, h(w)=(...,,"" ) . Fie AE:. R •• Treb1.lie 

să arătăm oăr / qa(Zn+l) dP ~ j 4-.( Z•) dP ~ Aven 
11 A f 4-_(Zn+l) dP = / 4a (Zh :r zn+l - Za) dP „ 

;ţ i1 

= f(A (w 1) <ia(Z.11(= l)+Zn+l (= 2)-Zll(..., 2))dP(u.,l)dP("'2) = 

~J;ţA(wl)[f 4a_(Z11.(...,1)+ ..._ )dPo(Zn+l-Zn)-l(a)] dP(=1 h• 

-:j';{A(wl)4a(Zn(wl)) dP(<»l) • 1 <ia(Zn) ~ 

Mai sus am aplicat inegalitatea l) deoarece M[Po(Zn+l -

- Z )-l J „ j (Z 1-z ) dP = -a(a l - a ) şi 
• 11.+ a n+ n 

43. Să se arate că şirul. este 

}( a -- supermartingal (cu notaţiile şi ipotezele din , 

problema 42 ) 

Solatie: Fie h I E---':'>Ex:R, h(~) = (~,<>->).Deoarece 

Tn+l - tn şi H n aint independente rezulti. că P o h-l= 
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= P / Rn ~ P / i (Y :_ Y ) 
n-1 n 

y2 
ne K(;y,v) = :1 + ; şi .le!}( ; ţinînd ~ont că 

V n 

f K(Y'Ial ,an+l) dP =1 K(Yn+Yn+l - Yn,a'la1 ) dP :1: 

~ }\ 

= /ţc= 1)[ f KCJ[c,J)+~an+l) dPo(Yn+l-Yn)~~ dP(= 1) ~ 

~[--+- /<Yn+W2 dPo(Yn+l-Yn)c:l- a~lJ = 
;\ an+l 

= jr a ~ <I!+ a'Ial - an)+ 
l J dP 

•n+l 
= 

A n+l 

=/ [ ~ + an+l - an 
+ l J dP 2 

A 
(an+an+l - an) an+ 8)a+1 -an 

a+x l Dar funcţia (b+x)2 + b+x este descrescAtoare pentr~ 

x~ O pentru orice a, b > O. 

Atunci ultimul termen din inegalitAţile de mai 

sus este majorat de 

j ( + + + ) dP •/K (Yn,a11) dP. 
an n 

A A 
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~¼. In ipotezele problemei precedente să se a­

rate că are loc inegalitatea, 

l) P( există n astfel incit Y
0

~ b+ana) ~ a+~ 

pentru orice a, b> O. 
y 

Să se deducă că an converge a.s. către o va­
n 

riabilă aleatoare · nulă dacă a -= lim a
0 

:: o0 (legea tare 
Jl-"?>00 

a nu.merelor mari pentru martingale). 
.• 

Sol11tie1 ll'ie •~ = ~ + 8nl atW1ci l î 0 ¼aa~J = {z0 ~ OJ = 

• [ qa(Z
11

) = l J deci P (există n asttel incit T.ifaan+b)= 

= P (există n astfel incit Y
11

~ aa~)• P (există n astfel 

incit ~(Z
0

)=1) ~ P(s~p ~(ZDh 1)6 M[qa(Z 0 )J = qa(-b)= 

• ~- In particular din l) rezultă că: 
l+av 

2) P(există n asttel incit /Y
11

/ ~ a8n+b) •~ ___g__h pentru 
l+a 

orice a,b > O. 

Presupunem oă şirul (8n) este mărginit I tie deci M 
asttel incit 8n~ M pentru orice n . 

Deoarece(~ - 8n) este ms.rtingal avem că Y(~)=M(a
0

)= 

t ' 
=8n = i de unde Sllp •</. TD/) ~ [ ll(~) ] ~ li 1" şi 

• 
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prin uraare Yn converge a.s. (vezi T ~ , §l) şi CUII ~ 

In 
este convergent rezultă că converge a.a. 

an 

Presupunem acum că 8n 7 o0 • Vom arăta oă 
Yn 

~ 

a.a. "" 0 

-/Yn/ 
Pentru aceasta este suficient să arătăm că P(U.11 ~ iJ> 2a)::O 

"'""CIIQ D 

pentru orice a> o. 

- /Yn/ J r Or i t l im a~ 2a C z există n astfel încit 
n__., n 

- /Yn/ 
pentr u orice b;> O, deci P(lim a ~ 2a) ~ 

n- n 

~(există n a stfel înc ît / Yn/~aa +b )~2-
n l+ab 

45. Fie (X) un şir de variabi l e aleatoare 
n 

2 
indepe.::1de"lte astfel încît M(X

0
) = o, D (Xn)C::: o0 pentru 

Să se arate că are loc inegalitatea (inegali­

tatea lui Kolmogorov): 

P ( max 
m~ n 

n 

/ x1+ ••• +XIIJ/? a) ~ a-2 D2 
(Xi). 

1=1 

Soluţie: ~in problema 1 rezultă că şirul Sn=X1+ •• +Xn 

e ste marti.ngal deci /8
0

/
2 este submartingal. 

I n acest caz inegalitatea supermartingalului ne dă1 
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2 n. _ _.2 
= a- L M(x1 ) (ultima. egalitate rezultă din independen-

1=1 

l-1 6. Fie (X ) · 1 un H - martingal astfel 
~ n n~ n 

incit M(X1 )=0 şi M(x!)L:.,.opentru orice n. P'ie }( =~0, J2._j) 

Xo = o, Yn = Xn-Xn-l şi c, ! = M [ ~ I'}( n-lJ ' n ~ 1. 

Dacă ~ este J-? n - opţională finită să se arate că are 
Ţ' 2 

loc egalitatea: M(ţ ) = M( L c;- n ) • 

D=l 

Aplicaţie. Fie Y1 , ••• ,Y
0 

variabile aleatoare independen­

t e cu M(YK) = O, M(?i ) = oi Loc pentru orice K. 
I< 

Fie Z0 = max -/ YK / XK = L_. Y i. 

Pentru orice a > O să se arate că are loc inegalitatea: 

P ( llSX / XK / ) a) ~ 1 -

- 2 
Lta+Z0 ) J 
fu~; 
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• 2 
Solutiea Fie Un = ~ - L G'1 • Este uşor de vbut că 

K=l 

Un Hte Ji. a - martillgal . 

Din teorema de opţionalizare rezultă că 
-2 "'"n 2 

M ( ub,_ n) = o sa11 echivalent K(r"lo"ll) = M(L. G"' K ) 
K:l 

de unde prin aplicarea lemei 1111 Fato11 şi teoremei 

Beppo - Levy obţinem: 

1111 
li.-'>"" 

Dacă M (X~ ) = _, atunci este vizibil că egalitatea 

2 din enunţ rezultă. Presupu.nem că Y( X~ ).c'..oc , ilirma-

ţ ia rezultă dacă arătă111 Jl(x;,.. ll) ~ .li(~ ) pentr11 orice 

~ . 0ri aceast& este o consecinţă a problemei 2t aplica­

tă s11bmartingalul ui (x2~ "D)D, 

Aplicaţie: Fie "t =fmnin ( K~l1 XK > a) ~ncă( > J 0 
(:. - caz contr 8 r 

~ este !B (Y1 ,.,. ,'ţ_) 
-

- opţională rinită şi avem: 
?' .t:._ 5 2 P( max 

K = l K lEKsn 
/ Xx:/ ~ f.) ~ ■<L_ G" ~) =M(x;. ) s -,,j, a+Za) 2_f. 

K=l 
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4 t. Fie (Xm>o ~ m~ n 11n }{ 11 - &W>martingal 

pozitiv cu X
0
= O, şi fie (Cm) un şir de constante pozi­

tivei 

Să se arate că are loc inegalitateaa 

R 

P(=~=· Im~ l)~ ~ [ cil M (~ - ~-1> + (Cm - Cm-1>. 

Aplicaţie. Să se deducă legea tare a n1111e1"9lor mari sub 

forma lui Kolmogorov ou ajutorul inegalităţii precedente. 

Solutiea Avem Cm~ s: ~ (CliXi - Ci-l x1_1) ~ 
t1 

~ fu [ C1(XCXi-l) + (Ci - Ci-l)+ x1_1J şi nu este 

greu de arătat că Ym = fu [ c1(x1-x1_1)+(c1-ci_1)+ X1_1] 

este J{ 
11 

- su~martingal pozitiv. 

In acest caz din inegalitatea submartingalltl.ai obţinem: 

Jl 

= ~ [ cm r, (~-1-1> + (Cil - Cm-1>+ JI <~1 )J 
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Aplicaţie. Fie r1 , • • ,Yn,••• variabile aleatoare indepen­

dente 011 M(Ym) = O, lf(~) = u! .c; ..., , m=l,2, ••• şi stfel 
li. 

• Să arătăm oă ¼ L. 
m=l 

Y a.s. 
m->o 

li 

Pentru aceasta este suficient să arătăm oă P(sup ¼ L... YK 
..,~., K=l 

~ E )--'3> O oind n--? - pentru ori oe f "> O. 

Ori ţinind cont de inegalitatea demonstrată obţinem, 

• • 
¼ L Yn ~ I: ) ~ P( sup ~ <z: YK)

2 ~ 
K=l ~ 11 K=l 

P(sup 

= 
m:n 

O oind n~ oo conform ipo-

tezei. 

4R. Fie ~ un şir de variabile aleatoare in­

dependente şi identic repartizate definite pe un cimp 

de probabilitate (E,}c ,P). Definim S
0

=0, }(
0 

=Î<ll, E J , ' 
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def 
a) Să se arate că pentru orice UE R aşa incit Y, ( u) = 

= log M[exp(u.X1 )]<:::oo şirul Yn = exp i uS0 -n<f (u)J este 

}c n - martingal. 

Apoi să se deducă că dacă in plus u t O atunci Yn ~> O 

.• 

b) Presupunem că funcţia 'f este finită într-o vecină­

tate deschisă V a lui O şi fie pentru orice x E R şi 
oo K 

n~N fi xaţi expf ux-ny(u)J=L .!!- fK(n,x), uE:. V„ dez-
K=o Kl 

voltarea in serie a funcţiei analitice U-"';> exp{u .x-nr (u)j 

definită pe V. 

Să se arate că pentru orice K, şirul i f'K(n,Sn)} este 
~ 

Jc a - mart ingal. . 

-Sdvfii!. Din asociativitatea independenţei obţinem că 
Xn+l şi JZ n sint independente şi 1n particular 
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Yf exp(uXn+l) / J< nJ z: exp y>(u.) • 

llai departe M[Yll+1 /H 11]= exp { uBn - (n+l) <t' ( u) J • 

M[exp (uXn+i/ RnJ = exp fuS n-(n+ l)lp(u)j expt..ţ( u) = Yn 

cu al te cuvinte Yn este }c n - martingal. 

"Fie acum u, O aşa incit 'f (u)4-00 • Din inegalitatea 
1 

lui Schwartz obţinem M[exp(~ x1)J ~{M[exp(uX1)Jf deci 

Din teorema de convergenţă a martingalelor rezultă că: 

Să presupunem prin absurd că P(Z > O)> O. Cwn 

exp{u Sn - 2.aC,(~)) 8
•

8 '?,Z 12 şi Y><~) ,::.½ y,(u) 

rezultă că exp fuSn - ny,(u)}~exp{uSn - 2n 'f(~ )} şi 
J.. 

prin urmare Z ~ Z 'L..-. 

Rezultă oă pe mulţimea O .::. ZLoo avem că şirul 

oum 'f (u) >2 f(~) rezultă el!. acelaşi şir converge către 
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O ceea oe nu se poate. 

b) Dacă m~n şi A E Xn avem că 

x) / exp [ u sn - U'f(u) i dP i exp{u sm - 111 'f(u)} dP 

A A 

Alegem f. > O ast:fel incit M [ exp ( +2 E. Sn) J ~ oo , 

M [ exp (- 2 E Sn)] '-oe. 

Cum pentru u E [ - f , f] avem o majorare de tipul 

/x/K exp(ux) ~ el{ [ exp (2 f x) + exp (-2f :x:)] valabilă 

pentru orice x E R şi K~O cu ~ constante„rezultă că 

teorema de derivare sub integrală are loc. 

Derivînd in x) în raport ou ude K ori şi făoînd apoi 

u = O se obţine oăr 

/tK(n, Sn) dP = Jr fg:(m, S
11

) dP ou alte cuvinte 
;ţ A 

~g. Fie (XA) un şir de variabile aleatoare ln­

dependente cu repartiţia N(O,l) şi fie Sn=X1+ •• ,+Xn' 

a) Să se arate oă :;,entru orice u t" R şirul 
112 (l) 

Y~ = exp ( uS
0 

- 7 n) este ..o(X1 , •• ,X
0

) - martingal ş i 

să se deducă inegalitatea: 
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e 2 
P(mu/8./ ~ e ) ~ exp ( - ~ ) pentru orice n. 

b) Fie P o r~partiţie pe R. 8~ ~e arate ei şirul 
y „ j yu dP' ( 11) este ~ (X1 , ••• ,Xn) ma:-t1ngal~ 
n R n ll,..f(~) 

In particular sl se deducă ol şirul Yn :: ..--
. ~ /tl-t- I 

este ':Bcx1,.,.,In) - martingal. 

Soluţiei a) raptul el Y: este martingal rezoltă din pro­
blema precedentl daol avem in vedere el 1 ( 11) :: 

= log 11Lexp (uii)] = ~-

Deoarece pentru /J fixat aplicaţia 

u-,,Y:,(w) este ~(Xl' ••• ,Xn) - măsurabilă şi pentru 

orice w fixat aplicaţia tL --"> ~c.,) este continuă 
- lil. (deci masurabilă) rezultă că aplicaţia (=,o)----::- Yn(c..,) 

este ~(Xl', •• ,Xn)® ~R - măsurabilă. Teorema lui 

Fubini ne permite să tragem concluzia că Yn este 

$ (Xl' •• ,Xn) - măsurabilă. 

dF(u) 
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dP) dF( u) = j Y.P.+ l dP 
11 

Luînd F = N(O,l) se obţlne ş i ultima parte a afirmaţiei. 

5o. Fie (Xn) un submartingal cu M(Xn) ~ l 
.• 

pentru orice n. Să se arate că: P(Xm > a pentru orice m)~ 

l ~a:,a>l. 

In particular dacă Y1 , ••• ,Yn,••• sînt variabile al eatoa­

re independente cu repartiţia N(O,l), Xn=Y1+ •• ,+Y
0 1 

C~(a) = (n+l) [ a2 + log(n+l)] • 

Să se arate că: P(/Xn/ > Cn(a) pentru un an umit n) ~ 
2 

::: ~"if~) . 

Soluţie: (~) a pentru un m J = { sup ~ ) a ţ = 
m 

= L) l sup ~ > a }. 
n m~n 

Atunc i P(Xm > a pent ru un m) = Hm P (sup ~ >a) .:k_î' 
ll-'!>"° 111 ~n 

_2l. ¼ Hm M(X
4

) s: ¼ 
ll...,_ 

Cda. 41/1980 Fasc . 6 
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Din prob lema . 
X 2 

rezultă oă 9:xp ( ,..!.._ )/ (rn+l este 
2n+2 

martiogal de unde P(/X•/ > Cn(a) pentru un anumit n) = 

x2 c;<a) 
= P (exp ( _!!_)/ 1/ÎÎ+l > exp ( --- ) J 1/ri+l) pentru 

2n+2 2n+2 

X 2 + a2 

a 'li~ > e ~ 
2n+2 

un anumit n) = P(exp ( pentru 

dacă avem in vedere pri!lla parte a 

problemei. 

51 Fie (Xlil) un şir de variabile aleatoare cu 

dispersie finitl şi fie Y1 = x1-M(X1 ) şi Ya = 

= X:n - :.i[x
0
/~(x1 , ... ,x

0
_ 1)] pentru n > 1 • 

.,o 

Să se arate că dacă L M(Y~) c:. oo atunci seria 

P ( max 
H'!!i:n-f:.M 

D>=l 
2 . 

este a.a. şi î.n L convergentă. 
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Din inegalitatea submartingalului obţinem1 

Schwartz _1 
~ i · 'z,i.-Zii//2 

14 

= E-l (L M(yf t~ O cind M,N-"> oo deoarece 
i=N+l 

Din calculul precedent se observă şi călzM-ZNll 2-"">o 
= .• 

cu alte . cuvinte seria Ya este convergentă şi in 

52• Fie (x_) un şir de variabile aleatoare in­

dependente astfel incit P(X.,, = t l) = ½ pentru orice a 

şi fie sn = x1+ ••• ~xn 

a) Să se arate că P (11111 S
8 

= 00) = l ,,...,._ 

b) Fie ~ = ■ia ( a; s. = l ) • Să se arate că 
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Solut1e1 al Să preaupWlem el P (11.m s.~> "> o. n-
00 

Cumavem [11.m Sn.c..o0} =LJ {BUJ> SnL..K3 rezultă 
.,..,,.._ K=l " 

că există wi K astfel incit P(sUJ> S11. L... K) > O. 
n 

Fie bg = 111.ll ( n; Sn = K), '1:"K = _, dael (...-) 

este vidă. Deoarece 811. /\ ~ ~ K rezultă din teorema 
K 

de convergenţă a martingalelor el s.,, ~ ... , ---.c
8
:..:

0

c.::
8

:....:
0

'-----'~'!>8 
K 

cînd n~ oe. Pe 11ulţi.llea { aup S.D. .c.. K) ,, 

dSei Sn converge a.a. pe această mulţi.Ila care are proba­

j il itatea pozitivă. Mulţimea de convergenţă a lui Sa 

fii nd eveniment terminal inaeam.nă că neapărat S• conver­

ge a.s. 

In particular trebuie oa Xa a.a. 

care 11.u este posibil dacă avem in vedere că Xn ia ntl.ll8.i 

valorile t l. 

b) Din pllllctul a) rezlll.tă că b = 111..a (a1 S„:xl )L..oo a.a. 

Dacă &11 avea 1111 f Sa dP = O , caz 11.(/ S I ) • l 
M-""'>~ 1; 

(t. )TI) 
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fapt 1.mposibil deoarece S îa =l a.s. deci ll(Sb) = l. 

63. Fie X
0

, ••• ,x. un s upermarti.Jlgal astfel i~­

c it M(ţ) <( oc pentru orice O~ lt ~N şi fie Xi =Y 1°".A.1 

descompunerea Doob-Meyer a lui X (vezi problema ~ apli­

catl 1111 -X) 

a) Să se arate că are loc 1.negalitateas 
N-l 

14(~ ) ~ li(~) + 2JI <Z: Xi (Ai+l 
1::0 

b) Să se dedu.că că dacă O ~Xi ~ a, a con.staată, atunci 

Soluţie, a) Avilld ia vedere că M(X1+i-X1 / J?1J=A1-.A.i+l 

obţineai M (~♦l- ~) = M [(Yi+l - Y1) 
2j • 

= M [ (Xi+l - Xi)
2 

+ 2 (A1♦l-A1)(Xi+l-X1)+(Ai+l-A1) 2] = 

"' M [ <x1.·1-xi)2J - M[(A1+1-Ai>2J~M[(xi+1-x1lJ = 

"' M <XÎ+1 - X1> + 2 xfx1 (Xi-xi+1>J • M <~.1-Xi ) + 
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şi deoarece X
0 

= Y
0 

vom obţiae1 

N-1 N-l 
M (~) = M(~) + ~ M['.(Y,. :-v. )z-1 f: Mer_) +~ncxi:,- x;h 'L.... L♦{ IL L=o 

1=0 N-i -t-~Z: M[X-UI . -A .J] = N-1 t=o < <-f"i < 

= M(~). 2z MLX1<'1+1 - '1 )] 
1:0 

şi atunci diA inegalitatea de la pUActul a) se obţi:ae 

5q. Fie X
0
,,,,,XN un martingal relativ la cor­

purile boreliene 1{
0

, ••• , HN. Fie x
0 

= X
0

, x1=X1-x
1_

1 

'!'abili pentru O~ 1 ~ N-1. 

n 

Fie gn. = L v1x 1 , O~• !:N, g; = n~ /~/şi S• = 5rJ(x)= 
1:0 

Să se ar a te că dacă x1 ?:'.. o, O 61~ N, atu.nci al.l loc inega„ 

l1tăţ1le1 
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1) aP(t;, >a)~ 1, 11 (/X./) 

2) aP(5ri > a) ~ 1, M (/ X
0
/) peatr11 orice a > O~ 

Sol11tiea Fie Zi = Xi"' a şi z1 c r1-A1 desco11pwierea 

• 
Doob-lleyer a lui (Zi) şi U•=Z 0v0 + Z<zi-Zi-l) vi I 

• 
Va= Vo!o +L(Yi-!1-1) V1 · 

1:1 

isl 

.• 
T 

Di.a iaegalitatea sub11artingalului obţiae11 aP(XN "> a) -fc 

" ~M(X
0
). Pe 11ulţuea { Xii = a J avem ~ = Un pentru 

orice • de ade 

hideat / U• I~ /v • /· + .la ( de aotat că / V 1 I !i: l, .l?- O) 

şi /V•/+ .l• este aub•art1.Jag&l). 

Iaegalitatea sub11artiagalului di.a 

P( u; > a) ~P((/V/ + .l); > a) "'- ~ 11[( /V11 / + .15 )2J ~ 
a 

2 2 
~ ~ li (V• + ~ ) ~ ~ li <Yi) deoarece li(~ ) ~ 

a a 
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Utiliziad iJlegalitatea din problema preoedeată pWlctul 

b) şi faptul oă Z
0 

.!:S- X
0 

obţue11 P(u; >•) ~ 1: M(J:9) 

care i.mpreună cu 3) dă 1) 

In continuare ave■ , 

1'° T 

4) P(5N(X) > a) ~ P(XN > a) + P(3N(X) > a, :ÎS ~a)'=::-

~ ¼ M(X 0 ) + P(3N(Z)2> a2) 

Apoi este vizibil cA ~(Z) ~ 25i(Y) + 2Bi(A) ~ 

~ 2 s;<Y) + 2Ai de uade1 

cu 4) dă 2). 

54, . Fie (X•) ua }fa - martingal pozitiY, 

a) Să se arate că formula Q(A) :: jx dP, AE'/(, , aEN
1 J1 a ll 

•lefineşte fără ambigt1itate o fuacţie de mlllţime fi.11.it 

aditivi! Q I LJ Jc .R --> R.., a cărei restricţie la 

n=l 
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orice "HA este •Ullă.rabil aditivă. 

b) Să se deducă că 1111.ita X.,..= 1111 Xn (limita există 
a---

a.s. din teorema de convergenţă a IIB.rti.ngalelor) este 

cea mai nare fu.neţ ie 1'.,., = P> ( U }?•) - Jllăsa.rabilă ş1 
a 

pozitivă astfel illcit f X dP ~ Q(A) pentru orice 
A oO 

Solutiea a) Pentru A&. 'J?. egalitatea de martingal Xn : 

ş1 

deci Q este binedefinită. 
G_,-

J.poi Q/R• = Xn•P_, care este numărabil aditivă. 

Fie .11 ,., •,1i,E. ffi ( L;_ }(•) disjuacte două cite do'.lă.1 
deoarece R • este crescător rezultă că există ţ ast-

Q este finiţ aditivă, 

b ) Din lema lui Fatou obţine• 
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pentru orice J. E.. ~Re_) deoarece avem egalitatea 

/x.'A dP = Q(J. ) dac! A EJlp, n~p • 
.:4 

Iztvers fie Y o funcţie 1(_-llă.surabilă şi pozitivă ast-

fel îocit J YdP :!f. Q.(A) pentru orice ,1E:U U . 
~ ," J ..... 

Atunci dacă Ac.1{ 11 

:: Q.(A) = f X11 dP 
t1 

obţinem: 1 li [ Y / Jl .J dP = 1 YdP~ 
~ 11 

deci M [ Y / J{ .J 5: x. deoarece am-

bele sînt l<, • - măsurabile. 

~§1 
Atunci Y 1111 M f Y / "k. 11] ~ 1111 X0 = X 

n n °"' 

.. 
55". Fie X

0
, 1c n' Q ca'"'problema precedent!. 

a) Să se arate că Q este numărabil aditivă pe U 1?
0 n 

dacă şi nu.mai dacă f X~ dP = Q.(E) pentru orice t. R. 
E X ~ 

- opţională finită,MI,< ,.._1.;.,,J. ... t M[ţ /JI,.] = ţ;An r,__ 
O/\..t<4. .. ~ OŢ\~~ .. ~.i. f..·K<-to. b 

Dacă această condiţie este îndeplinită să se arate ci Q 

se prelungeşte in mod unic la o funcţie numărabil aditi­

vă pe 1?
00 

= ~ ( U K 
0

) şi ci are loc egalitatea 
D. 

Q = X-C. • P pe }{--C pentru orice opţioaală :tinitl ~ • 
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b) Pentru ca Q să se prelwigeasol la 1,:' 1atr-o lllaarl 
4'00 

de forma X.P , X integrabilă şi pozitivi este aeoesar ,1 

au.tioieat ca / X
00 

dP = Q(E) sau iacl 11[:x:.,.,. Ol.~] = x. 

pentru orice n. 

Selat1ea a) Daci Q este numărabil aditivă pe U J?n şi 
- D 

7;; eate e epţienaU tinitl atunci Q(E)= 2. Q(1; =n) şi 
D 

deoi Q(B) ,.;~ J -~ dP = f I d.P. 
" ~-=rtl E "t; 

Invers daci (';;' este opţională tinitli şi da~l / X.; dP = 

=Q(E) atunci inegalitatea M[X-r,. / 7'! n] ~ X 1;"' n< vezi pre-
~tJ.J - I 

~le~~lQa &M:l . ol: I -c; I\ .lldP :s / I 1 dP = Q(E) = f ¾ dP 
... ,.t.._ Mt~ 11<.,]= ~"'" · ~-
Si presupunea acua ol 11[¾; /]< zl" X 't "n pentru eric• 

epţienall tinitl l"o şi al arltăa el Q este numărabil 

aditivi pe~ Hn• Fi• deoi ('P)P disjunct• delii cite 

dolii ell .l • l,) ',• 'Pt 1{8p şi .lE Jill. 

Fie 9t: epţienala tinitl detinitl pJ'in -r. =n 

pe ~ .l "t: • nV~ pe 'P• 
bea ol L. Q("l,) = 1: J xnVZL dP .. / I~ dP . 

p p ~ p ~ 
Deoarece "t" ~ n avem din ipotHl ol M[X"t; I k n J = ID, 

de mide f Q('P) = J X~ dP = f Xn dP = Q(.&.) deoa-

r ece .&. E. ~ . 
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Fie acwa Q nwnl.rabil aditivi pe Y J? n• 

Din teorema 1111 Caratheodo17 rez :tltl ol Q are o a.nicl 

prelangil'e nwnirab U adi tivl pe 1<
00 

s 93 ( lJ °Xn) . 

Atunci pentru orioe opţionali finită l'; şi B E. ~i;avem1 

Q(B) .. L Q (Bn (t. =n})= Lf X11dP = / \ dP deci 
D D 8 

81>{?;:-nJ 

QzsX~.Ppe ~. 

b) Dacl Q. admite o prelungire de forma X.P pe }< atunoi -
Xn • l[x / Î{ 

11
} deoarece j Xn dP = Q(.1)= j XdP daci 

li "1 
A t }l n de unde resul tl ol X"° = l!U I ]c_J şi deci 

Xn = M[X / 1-L nhentru orice n. 

Invers daci Xn :z MU 00 / }? D] atunci (ID) este urtingal 

unitoni iDtegJ'&bil şi deci XD •••• '>X 
Ll .._ 

X dP = 1111 j :I_ dP = Q(A) pentru 
00 ,,_.,. _ 'A 7> orice 

Rezllltl el mi.SIU'& x_ .P „ prelllDgeşte pe Q la }(X:, • 

56. (Legea 0-l) . 

1'1• ( R 11) wi th de oorpiut boreliene inde­

pendente ,1 !ie J • n fE ( Rn' JcD+l' .... ) oa.pal 
a 
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bol'elian al eTeni.JDentelol' terainale . 

Daoi X ea,e o TariabUl aleatoue cu media 

tinitl şi J-zlaUJ'&bill al ae &l'ate el X=M(X) a.s . 

Solutie: Din 9, §1, JPezaltl ol 

ll[I tfB ( Hn,H l)+-l' • • .)] 

Du I este indapendentl de P: <.Rn• J{ n+l' ••• )., deci 

ll[I / fJ3 (}(a' ... ) J = a (I ) şi Jl'izl unue I = M(I) . 

. • 

51• Pie (E,H ,P) un cîmp de pr obabilitate şi 

,enh•u Ol'ice n tie A D ,. [ .lnl, •••• 1 .lllll J o partiţie 
D 

finitl a lui ~ ou ele■enh din }( şi tie }[ 
11 

=:13 (.b.n) · 

Yie Q o probabilitate pe H abaolut continui in r aport 
~ Q(.ln,> ')- • 

ou P şi t ie In "' L_, (\ .a , ID "' O 1n ca~ul 
n= i P(.lni) Di 

heaupanea el daol n < • atimci Â n esh 

■ai tinJ. decit .6 •>aşa ci şirril de corpuri boi,eliene 

( Jf D) este OllPHOltoJP. 

a) Sl •• u ate ol XD eate H n- 111UJtingal relatiT la ' P. 

b) Dad I Hte P> ( ~}rD) - dau.Hbill al •• de4aci 

ol 
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Sollltlet a) Uiraaţia renltl dc-.ol ultla ol .ln s 

:c •[.JJH n ]. Deoueoe ~ n U[ (Z)j este un aiatea de 

generatori inohi• la interaecţia tinali din teorema de 

unicitate a probabilitlţilor rezultl oleate autioien, 

al aritl.m ol 

Î j JI [ I /Jt D J dP ; j I<~ ) dP(w ) • Q(Ani) aşa ol 

Ani Ani 

egalitatea ~ezultl. 

llai deJarte din teorema de convergenţi a aartingalelor 

(vezi 6, §l) rezultl el 

Q(A (w )) 
n X (<.u) ~ .r~193<uH >]. 

P(A (<>-> )) n '7 f»/• D 
D D 

= ~ ( ultilla egalitate rezultl din~ ( U }(
0

) - mlalll'a­
n 

bili taha llli t} 
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58• Fie ti LO,l)--=.> R o tunaţio borellanl 

aottel incit f / t(x)} dm(x) Loo , m fiind măsura Lebeague 

(n) (n) (n) [ -1.. ) 
şi !ie 11 , I 2 , ••• , I2° intervalele O, 

20 
, 

[.L 2 [2Jl 1 zn' ~>, ... , ,;;,. ,1> 

Fie tunoţia ai11pll t
0 

detinitl 1rin& 

Bi ae arate el t
0 

a.s."")t in raport 011 •• 

Solutiei Fie Q probabilitatea pe .<B[O~l) det'initl prin 

Q(A) z c/ t(x) da(x) unde C = [/t(x ) da(x) J -l. 

l. 

" 
$(Ifn>, ••• ,1::>) -11utingal şi t 0 ~M[t/fi3<Qf 9/;1)J 
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. ~ 

(D "" '- ( ) 
Problema eete rezolTatl dacll. do-..edia el .D CU LJ IKn )= 

D=l Kol 

Deoarece orice intenal deachia (a,b) ae scrie ca reunium 

nwll.rabill de intoryale I(n) rezultl ol 
" K 

<J3fo,l)C ffi( LJ L.J lin))• Inol11zianoa 1nverol eah 
n=l l=l 

vi&ibill. 

58. Fie (Xn) un şir de Tariabile aleatoare 
r,- rD r.- o,;> r,--

şi J0 = J.J (XD'Xn+l' • • .) J j = n J0 • Să ae arate el 
n=l 

A E.TiaJliol P(A) = O aau l daci şi numai daci 

11• aup )F ( Bnc) - F(B)P(C) j = O pentru orice 
n-1:>00 &~J,. 

c E. 93 (Xl ••• • ,xn, ••• > 

Solatie. Presupune■ ol d~ci. A E T atunci P(A) = O aaa l. 

In ,articular rezultl el U[t I TJ = 11(1') pentru orice Ta­

riabill aleatoare integrabili 1'. 

Din 9§1 rezultl el daol cE:-fB(x1 , ••• ,In••••) atunci 
')- r,-- l -

li [ fi c - P( C) / 'J n J L "> li [ lf C -P( C) / J] = 

= M [ f\'0 - P(C)J:z O 

Atunci au, IP(Bnc)-P(B)P(C)/ = aup / /[ t0-P(C)JdP/'"' 
BE:J;: BE.J;;' 8 

= B':ţ l f Mf)C- PC.c>/J;. JclP ~ ~ I [MLA-Ftt)/T]dPJ--> 
"' ~ 8 Bf.!&"x.,,..-,l(.,. ... ) a c " 
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--=> O din convcn·gonţn în r,1 cil.ifo O a lui ML~-P(C)/ 7n J 
Rooiproc l!:l prC3lllHln0!1 o:î. li!1 nup / P(B n C)-P(B)P(C)/ ::O 

n--'>= BET 

pentru or1co CE.93(x1 , .. ,,In''")" 

l<'ic., A E. J şi nl e:r:t:.3..1 o'\ P(A) = O onu L Din ipotezl 

o.v01 c3. ll I ou.:2, IP(.\ ,B)··P(A)P(B)/=O, dar cua AE:. Tn 
h--x,o B1=.J. 

n ' - 2 • 
;-:-ntrn odco n rozult.:', / P(A)-LP(,\)J / = /P( Ar1.\ ) -P(A)P(A) / 

<:::. trnp /P(A ! B) - P(A)P(B) / · -> O deci P(A)=J'(A)] 2 

&:i;; 
de undo P(A) esto O sau l, 

60, Fie ( Yn) un şir de yar1 ~b1le aleatoare 

indop:mdon te notfol îi.cit P(Yn :: :t l) = ~ pentru orice 

lin P(B ) ,., O 
n-":>CO n 

şi P( lia Bn) = l. 
n-~= 

Sil. 11e arate oă şil'ul X0 = O, Xn+l=Xn(l+Yn+l) + ?.B Yn+l 
n 

este:B(r1 , •• ,Yn) - s.art ingal şi lin P( X
0

=0)=1, P(X
0 

oon-
~ 

Terge) = o, doci Xn __.z_> O şi Xn diverge a.s. 

Solutin1 .lven.M [X
0
+l/~(Y1 , ... ,Yn)J= 11[ X

0 
( l + 

+ yn+l)/~(Yl ••• rn)J + u[,\ y 1/ $ (Yl' .•• ,Y )J = 
n n+ n 

Cda. 41/1980 Fasc. 7 
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= 1
0 

M (l+Y n+l) + tf Bn li (Yn+l) = X0 deo:,.rece U(Yn+l)=OJ 

a şa că (X
0

) este ..'.:B (Y1 , •• , Yn) - i.:artingal. Se observi eă 

1
0 

ia nWRai valori întregi nenegative. 

Din ulti•a inegalitate rezultă ci lui P(Xn I O) = O şi ,.,__.,,=-

S ă ar~taa că P(Xn diverge ) = 1, Prin absurd preaupunea 

ca P( Xt conve:::-ge ) > O şi aă arith ci ajungem la o con­

t :::-adi ~:; ie. Se obaervă că daoă. X
0 

converge atunci I[ B 

con7erge deci ?o CB c onverge şi eu.a f._ CB ia nu.aa i Ta-
o _ n 

lor ile '.),) rezultl ci Ă cB converge către ~ lia CB = 
n -- n 

n---;,=,o 

c u alte cuvi:1t ~ /( B converge cltre 
!'.I 

7 i e ~ = XD c onverge J I 11■ Bn i avea 
r>----::>Oo 

?( ::,) = P( X
0 

converge) ') O şi ;, - - =::> } 
B ; deci B n B 

n 
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ţB, B n Bn converge oltre O şi 1n partiailar-

P(B \ B n Bn) -:;, O aa11 echivalent P(B n B0 ) ---;:, P(B) "> O 

ceea oe 011 este posibil tiindol P(B n Bn)~ P(Bn) - -::::::,. O. 

61. Pe ct■pul de probabilitate ([o, 1 ] ,~ 0 , jJ• ■) , 

mai.sura LebeagueJconsiderăa şirul de variabile aleatoa­

re (XD) definit prins Xll{w ) ::: 2° daoi O ~,,:; L. 2-11 şi 

X
0 
(w ) = O in cas contrar 

Sl se arate el (X
0

) e■te $ (X1 , • • • ,X0 ) - cartingal care 

OODTerge •••• cltre o dar ll(XD) / ~ o şi 

(X1, •• ,,X
0
,.,,.0) nu este subaartingal (deci în teorema 

de coDTergenţl a martingalelor condiţia de Ullit'or~ iote­

grabilitate este esenţiali), 

$olut1e1 Aritlm 1nti1 cJ. S3 (X1 , • • • ,Xn) 

An eate partiţia 6. 11 { L~ , 1
;} ) 1 

= ,/5 ( D ) unde n 

Vom tace aceasta prin inducţie dupl n. Afirmaţia eate 

imediatl pentru n=l, Presupunem afirmaţia adevlratl pen­

tru n şi al~ arltlll pentru n+l. Deoarece 
.;.-i 

{xn+l s 2°;- ~ [ ~I, :!:t)reEultl el ~ (Xl, ... xo+l ) 
ILo 2 tc" 1 

este inclaa 1n corpul borelian generat de :partiţ ia 6 n+l' 
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Inclaziu.nea i.Jlversl rezultă din egalităţiler 

[2~ '~i)n{xn+l = tiJ = l2~l' ~O:î ) 

l:r..!... I hl)() Cux = 2nJ) =[2K+l ' 2K+2 )' 
2n 2n n+l 2n+i 2n+l 

Pentru a arăta ol (In) este martingal este suficient de 

dovedit căi J X d.m = J X d-m pan!iu,.. o~,.: <-.2 ~ {)Jk. o.v<>m · 

[ .E. , I!.:!:! n ; .! J I(~ ) n+~ 
i" 1.0 ) L," , " 

) X,/m -= 2-.,.,i.''= 1 
Lo,;,, ) 

r.,:, f'~i,.,_ K > c o-va.... 

( 

cim „ J X d m = o 
r ~ ~.CH..+<) , .... ~ 
L:i.."+<.' 2" ) 

f 
I 

X dm-::.o ) X n ) n„1 
[~,~ ) 1 11. w ) 

.2" 2" 
Li-1.t" 

care se iaa integralele Xn, 

Xn+l sint o. Este vizibil ol Xn converge punctual către 

deoarece pe mulţimile pe 

O (deci a.s.) Deoarece M(Xn) = l pentru orice n rezultl 

că M(X
0

)--,l---:> o. De asemenea (I1 , ••• ,I
0

, ••• 0) nu este 

submartingal pentru că de exemplu 

J Xn dm = l '=- j Od.m = o 
[o,;;, ) [o, f. ) 
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6l. Să se arate că nu întotdeauna Wl martin­

gal care converge a.a. converge şi în L1 (recip~oca ae 

ştie că este adevărată). 

Solutier Fie (Yn) un şir de variabile alsa-

toare independente. identic repartizate cu Yn ~O, 

M(Yn) = 1JP(Y
0

:l)L.. l şi fie Xn = Y1 ••• Yn 

Este c®oac ut că (Xn) este 93 (X1 , ••• ,Xn) - martingal 

(vezi problema 3 ) şi de asemenea avem x:;~ O • 

M(Xn) = l. Condiţia din teorema de convergenţă a martin­

galelor fiind tndeplinită rezultă că X
0 

converge a.a. 

Vom arăta că Xn nu converge în L1 • Această afirmaţie 

rezultă din faptul că: 

Observaţie. Alte exemple de astfel de martingale sînt 

oferite de problema precedentă şi de problema qg. 

63. Fie (Xn) un şir de variabile aleatoare 
p 

independente c11 media O, M(/X
0
/) <.. o0 pentru orice n(p~ l) 

şi fie Sn = X1+ .•• +I0 • 
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S! se arate ci SĂ a.a. ">8 şi M(/8/P)4-oc dacl şi numai 

dacl SD ~ ">8. 

Sol~tie. Deoareoe Sn este martingal rezultă că dacă 

Sn _]l_'> 8, deci Sn__L"> S atunoi SD a.a. =>S (vezi 

p6, §1). 

AJoi ■[s / g3 (X1, ••• ,XD)J = 14[8-SD /:B(xl, • • ,XD)] + 

+ ll [Sn / .B (X1 , ••• ,Xn J = M(S) + BD deoarece S-S11 este 

independent! de 1:1 (I1 , • •,ID). 

Deoareoe M[s/ff3i(x1, ••• ,Xnli a.a.::;,M(S) {vezi 6,§1) 

rezultl ci 14(8) = O dacl BD a.a. S deci Y[S/.Î,(X1 •• XntJ„ 

= Sn şi apelind din nou la 6, §1 o'bţ inem ci S
11 
~ ~ 8 . 

' 64. Fie(Xn) un şir de variabile aleatoare 1n-

depeodente astfel incit SD ='t:.. XK converge în reparti­
K:l 

Să se arate el Sn converge a.a. (reciproca se ttie ol 

este adevlratl) 

Sol11tie1 Din iJotezl 
D 

'-fs (t) =TT 'fx (t) converge uni­
n K=l K 

form pe orice compact citre ~ 8(t) unde Sn rei-. ===;:::.S 

Fie t
0 

astfel incit 'fs(t) I: O pentr11 / t/~t
0

, deci 

'f ' 5a(t) I: O pentru l tl~t0 pentru n al.d'ioient de mare. 
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Pentr11 t fixat Cil / t / ~ t
0 

şi n suficient de mare pllte11 
itsn 

e 
defini variabila aleatoare oomplexl Z0 = rs (t) 

n 

Aseminător ou problema 3 se aratl oă (Z
0

) eate 

~ (X1,. • ,In)-martingal ( în sens ol ol partea reală şi 

cea imaginară sint .martingale). Deoarece (Z
0

) este uni­

form mărginit rezultă din teorema de conver~enţă a mar­

tingalelor că Z
0 

converge a.a. 

Deci există o molţime Et cil P(Et) = l astfel încit dacă 
ltsc..,l 

e " w E. Et atunci şirul de numere complexe c.J,J (t) 
/ sn 

con-

itSn(=) 
verge şi cum numitorul converge rezultă că e 

converge , 
itS (ev) 

Conaiderăm e D oa :hncţie de (t, c...., ) pe spaţiol 
itS (w) Q 1 J 

[-t
0
,t

0
Jx E. Pentr11 orice ne D este .D ~J'[ 

;, [-to' toJ 

-ala11rabill. 

/ 
itSD(<.c.>) 2 

Fie D :r { (t,w )E [-t
0
,t

0
]" B a converge J ; din 

ipotezl aeoţianile Dt au P-l!ăsura O şi din teorema lai 

rabini obţillemi 

f •<Dc.u) dP(w ) 2(aeP)(D) ,. f P(Dt)dm( t) = O; 

[-to,toJ 

• Iii.ava Lebeague. 
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Deoi ~a.s. avem m (D ) = O 
w itS (u...l) n Ori pentru astfel de Cu şirule converge pen-

i itS
11
(w) 

trii aproape toţi tE[-t0 ,t0 ] şi~(Sn(c..u))= e dm(t) 
[-t.,t.] 

converge 1n virtutea teoremei de convergenţă dominat!. 

Evenimentul [ lim / S
11

/<:.oo} este eveniment coadă, doci 
. ~-

conform legii 0-1 are probabilitatea O sau l. 

Dacl el are -probabilitatea O deci ;..!;4J.S
11

/= = a.s. 

atunci limitele şirurilor Cf(Sn(w));care există P-a.s.J 

stnt zero. 

loloaind de doul ori teorema de convergenţi dominată şi 
n 

2t0 ,/TTC/x / 1= l,Y ['f(Sn)J = 
K=l K 

= f'fs (t)dm(t) = J ncrx (t)dm(t) ee obţine căi 
[-t_,tJ n f.ţ,,tj K=l K 

n 
O= lim 11.[cp(Sn)J = lim } · n Cfx (t)dm(t)= [ Cf8 (t~dm(t) 

11--,.., "-"" K=l K r{.t] ..J 
f-t„t.J 1.- •' • 

deci tp8(t) = O m-a.,.t. pe [-t0 ,t0 J deci <f5 (t):O 

pentru cel puţin unt E [-t0 ,t0 ] !apt ce contrazice ale­

gerea lui t
0

• 

Prin urmare lim )8
11

/ .c..= a.s. 
l'l-';>oo 

Fie t,t•E [-t0 ,t0
J astfel incit ţr si ~ie iraţional 

şi cu.m orice şir mărginit de numere reale (sn) converge 
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converg• a.11. 

o tamilie numărabili 

de submartingale astfel incit sap 11. [~up <x!)+J '-°'° . 
n LE.J 

Să se arate că xn1 a.s.,;ri pentru orice 1 ou xi inte-
oo 00 

grabilă şi oă sup xi 
•Ecl n 

a .s •· "' ~up x:, 
U~J 

Soluţ ia: Din ipotez~ rezultă că s~p M[(X~)~J.::. 00 1en-

tru orice i aşa că teorema de ooavergenţi 6 martingale-

lor rezultă 

bile x:, aşa 

Din problema 

existenţa unei variabile aleatoare integra­

incit x1 ~xi n oo 

1 o rezul tl el şirul ( aup i:;) este sub-
i.eJ n 

martingal oare din iJoteză verifică condiţia din teorema 

de oonvergenţl a martingalelor . 

Rezultă c4 există o variabilă aleatoare integrabili X= 

astfel incit ~up x
11
1 a· 8 • "> I 

' 00 

Evident I_~ x:_ a.a. pentru orice 1 deci X~sup x:1a.s. 
- ~ oO (.. C1b 

Pentru a arlta c4 această inegalitate este egalitate este 

a~icient sli veritioh el U(X
00

) = M(ap.p x!.,) . 
L 

Fie (Z,)p€llf un şir de Jărţi t1nite ale lui I a oăror 

rewiiune este I. 

K( ~~ i:;) este crescător în p şi de asemenea in n 
LE p 

deoarece ~:J' x! este submartingal pentru orice p. 
L f' 
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s111 li [ su, x1 J = sui, ■ (su, x! ) este !initl 
f', " i.E.If n n i <:I 

fiind majorată de sup M [ sup (X!)+] oare este finiti. 
" LE. I 

prin 11otezi, rezultă oă pentru orioe E ) O exist! 

,, , n € astfel incit M[~up x! J ~ S- ~ ,entru ,~ , r 
c. L E.J 

n ~ ni 
r 

Insl X - aup xi este limita a.s. a şirul111 de varia-
00 i.r.!r o0 

bile aleatoare pozitive (~up x! 
Ltl 

lemei lui Fatou avem 

~ S-(S- E) = f pentr12 p :;: p E • 

- aup r~ ) deci oonfor~ 
L( J f 

Rezul tl cl M(X 
::,o 

-SUJI xi ) ,:;, f pentru 
iE.J ?C 

,.. '> O adio.I too-

m.11i oe vroiam. 

6S. Fie I, Y variabile alea~oare pozitive 

astfel incit I~ Y a.a. şi fie a,b '> o. P1-esupW1em ol 

pentru orice ,< ~ a are loc inegalitatea 

1 J XdP 
I. 

t y>.K ) 

l) ~ bP(Y > Îf) 

Sl se arate el dacA Y este integrabilă atwioi X log•x 

este integrabilă. 
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Aplicaţie. Fie (Xn)n un martingal pozitiv unU'orm 1nte­

~ab11 (sau un martingal invers pozitiv) şi fie a > O şi 

b ) l astfel incit XD~ bX~-l (~
00 
~ a, Xn ~ bXn-l) pentru 

orice n. So:. ~ ...,..oh ....;. X o .. +x c-. X p_-r X ) ~ 
~ CS> r aO ·-r _.,.. r -QP 

Solgtie, Arătăm 1nt11 el are loc egalitatea1 
oe 

2) I X 1l I dP a j d) / X dP 
. / I {X>~) 

Avem f X lg+X dP = f X lg+X dP + / I lg+:X: ~ :: / XlgidP= 
X (x,1) (x.ln rx~n 

:: f I ( f t d X ) dP ll'llbini J-o il J I dP 

(X~ ◄ > ! ! ). (X>)) 

Fie d... a max(l,a} J deoarece [ X >): 3 C { Y ) Â' 3 din 
..J 

inegalitatea l) obţlnea1 

00 o,::, 

f U. f I dP ~ b j P (Y > A ) d X „ bll(Y) ~ oe 
00.. Ă {X>):) o 

Apoi 3galitatea 2) .ne dă1 
O<. 00 

ll(I lg+I) ,. J d: s XdP + f y. f X dP '-

o<. :J. (X>)\ l O( (X>)) 

L.. ll(X) J \X + bll(Y) 4;,0 . 

l 

Apl1catiea Fie (Xn)n 1 2 Wl martingal pozitiY unU'orm 
:z • , •• 

integrabil asttel incit Xn: 'bXn-l pentru orice n. 

Fie Y = s~p Xn şi pentru ~ ~ O tie A) = { Y ) Â° } 
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Deoarece din t eorema de convergenţă a martingale lor avem 

a.s. 

Vom demonstra inegalitatea 1) pentru variabilele a l ea toa­

re X.,. ,Y; deoarece A"A ? Aa cînd X~ a este suficie nt do 

probat l) pentru )( > a . 
daci există. 

( mi.n( n 1Xn '> ). ) as tfel de n 
Considerăm opţionala ~ ~ = ~ 

'--- oo in caz contr ar. 

Din inegalităţile Xn ~ Ă X
0

_ 1 re z ultă că X 
7 
G -.~ 

( aceasta este adevăre_tă ş i pentru Z. = = · ) . 
,,{ 

.c::. b / 

Avem A ) 

ţ ine m : 

= (._ şi din teorema de opţionalizare ob-

X"" dP = X , 
. t :.cal, ' "r. 

; 

dP 

ş i conform cu prima parte a problemei rezultă ci ~lg+X"""' 

este integrabilă. 

Fie acum (~n)n=l, z, ... un martingal invers pozitiv ast-

fel incit X_oc'!:: a şi X_
0 
~ b X_

0
_ 1 pentru orice n . 

Fie Y = sup X ~ , A . =ty > 'X J pentru ·,._ > 0• Rezolva-
"i -~ /.. 

rea se face la fel ca î n cazul precedent unde x_1 ia lo-

-=ul lui I xc cu observaţia că "Ir>. nu :poate lua valoarea. 

- = deoarece lim I = X ~ a<:_ -X (din teorema de con• 
l"\-'"":>00 -li -oo 
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verganţl a martingalelor inverse se ştie el I_n ~ -• 9
:;_ Xcl 

61, Fie (E,K,P) un oimp de probabilitate, 

( H D) o familie crescătoare de corpuri boreliene di.u }( 

şi (In) Wl Hn-martingal pozitiv. Daol este indepli­

nitl una din următoarele două condiţii, 

o oonstanti. 

2) }{n =ffi(ll.n) ,6n partiţie namărabilă a lui E ou 

elemente din J-c 

şi Ceste o oonatanti. 

Să se arate ol există o constanti I-< astfel incit 

:I.Ml ~ K In a.a. . 

Solgtiet 1) .lvem M[(I0+1-In)
2 

/ K DJ = K[/Xn+l-Xn//In+l -

- xn I/ H n] ~ vCII [ (Xn+1-Xn)
2/]( J li [/:r.n+l-Xn/ I)( n j _ 

de unde rezalti 11[(xn+1-X11)
2/]r n J ~ C [ M[/Xn+l-Xn//f,;JJ 2 

Deoarece (X
0

) este martingal ,ozitiv obţinem, 

M[/xn+l-Xn/ (X nJ = 211[ (Xn+l - xn>-rR ,J := 2Xn 

Din oele de mai BWI şi din ipotezl rezultl1 
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2) Se ştie ol orice variabili aleatoare 111.surabill 1n ra­

port cu un corp borelian generat de o partiţie nwllrabill 

este, oonatantl a.a. ,e elementele partiţiei. 

Rezultl ol xn+1P(Bn+i)• / x0 • 1<IP4in+l dP = f X0 dP : 

B B 8 
ntt M• n 

daol avea 1n vedere el In+l este a.a. constanta pe Bn+l 

şi I 0 eate •••• constantă pe B0 • 

Oma P(B
0

) ~ CP(BD+l) rezal.tl el XD+l ~ CX
0 

a.a. 

69. Pie (X
0

) un tir de variabile aleatoare 

independente, identic repartizate şi cu medie finită 

şi fie s
0 

= x1+ ••• +~. 

a) Sl se arate ol T-n „ 
8

: este H _n = cs,1 p~n) -

martingal invers. 

b) Daci In ~ O pentru orice n, sl se deduci el x11g+x1 

SD 
este integrabili daci sup - este integrabili. 

n n 
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l ~1 =-ll• Pentru aceasta este suficient să arltă.m. că 

jx1dl' = f x1 dl' pentru orice A = s;1
(B) ca BE .:B R. 

Avem: 

A~oi din teorema lui Fubi.l:li avema 

= j ~(n-l)(B-x1)x
1

d.F(x
1

) = j F11(n-l) ("R-ic)xd..,;,(:,:1 de ci 

nu depinde de 1. 

Tinind cont de asooiativitat•a independenţei (S
0 

, 

.½ (Xn+l' ... )) s1nt independente) obţinem1 
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n 

= ½ M[5-: x1/sn] 
i=l 

este H -n -:nar ·0Lri.gal i11ve1•s, 

din problema precadentn (do la c,plicaţi<:) cu s.::li (Y1 ) ~-1. 
+ s b = 2, deci X1l e x1 este integ:rabilă dac~ s~p nn o8t ~ 

integrab ilă , 

69. Fi e Y1 , • . ,,Yn variab i le aleatoare 1nde~ 

pendente identic repartizate ct.t valori î.n {O,l, ••• J Ql 

ou medie f inită, 

, a. 
= , Y1 , l ~m L.. ll , Să so arate că are loc egali-
·w 

Din problema precedent& rezul tll oă X 
III 

e s te }( -mar tin .... - m 
gal i nv ers sau echivalent oă (Xm)-n "- m "- l e s t e H m -ma.r-

t i ngal. Este evident oă C.,..l are loo pe { Sn~ nJ. Răl:lîne 
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8 
.t.r1.-. e1 x-c • 1 „ L:=. 7 ~13n fa • .::: • J. 

8 8 
Pria 1~ :, < 1. 8l preeapmum ol ;!i1 ~ l 

8 8 
fi al ar.1111a el .:!'!::.L = 1. Pr1A abam-4 daol. ~ 1 

n-1 .r-:r> 
!a A=l [~ r J A:l _1_ atuoi a • a ---a=r + n-f > ; [ (l+ iiir' ) + 

+ i!:r-J • 1 oeea oe au •• poate. 

8 
01111 ,1 Jl • O ,e O { (au : ~ 1) n ca. ~ n) J 

~ ~~n 

:nsultl ol 1• [811 ..:: A 3 nea• 

P( 811 ) a ,enn-11 im an11111t l~ • 6 n / 88 ) • M[XT. / }( _0 ] == 

8 
., X_n = 11 de ande resalt l•EJ . 

;70. J'le o111pal de probabilitate (B, !P <•> ,P) 

ande P Hte ~1..uitl :,riA P(lnj) • ¼ - nh fi tb 

Hn • tcfl}, {2}, •••• {A}, {n+l} ). 81 -~ arate ol . 

şirul. ~ • (n+l) ';\ in+l, ••• } oste .H n -martizigal utt•l 

1nolt ll(X
0

) .. l dar •~ ~(c.u) • w na eate 1.Dtegra-
n 

Cda. 41/1980 Pasc. 8 
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biU (aceuta aratl ol inegalitatea 1111 Doo'b 

Sol11t1e, Deoareo• H_
11 

••te generat de o partiţie,pentru 

a arlta ol (:tn) eate Ji 
11 

- aartiqal eate auficien.t 4o 

vorllioat al.a 

/xn a. J :t.D+l pentrll •• [1:J. I~• Hll •• {a+l, •• }. 
A A 

Daol .l • { I. j , I~ n J••t• clar el egal.11.&tea are loc 

(ambii membri ai egalltlţU a1nt &ero) iar daci. .l • 

"' { n+l, • • • • } na 

f X.. a • / (n+l) X f a+l, •• ~ J~ • Cn+J.)PC [ah •.. j > • 
tll+L,-·· } f ,..,, .. ) 

• (n+l) J1 • l iar f xll+l cSP • (~2) P({a+2, ... } ) • 
tnt•,··· ) 

• (a+2) .!:2 • 1. 

. ..., 
oe 

are integrala :t_~ Dl'' {p. D 
<>O 

-L n¼r •oD. 
ll:l 
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C&.PHMm, II 

Yn'OllI 

1. D&Ilil"J.'II SI ~ Jl&li 

· âiUtate, I • mal-

ţ!M oel Hlt 11amlr. ,1 JCl'llUG orice ..0,1,2, ••• tte 

%_n a(K,X) ~ (I/f(I)) • a-.J.1oaţ1e daarulll • 

DElPlllITU 1. Von ane ol tinl (~) nt• 

l1mţ lla.rlcov ou spaţial atlrilor I daci pelltr11 orioe n ,1 

1., ... ,S.at-l E I an loo egalltltt aa 
• 

(1~1) P(x_1 • in+-1 / ~=1ntt••.X0mif P(X..i•1n..i/Xn•1n) 

de ilîclaf:4 oe P<Jiaadzi• • .,X0 s10 ) >o. 

Egalitatea (l.l) este cunosoati. 1n literaturi am> DD11el.e 

u :,roprt.eţe.t,a 11ar1cw. 

81a.tem11l de 1u1mere p1 „p(:t0~1), 1 E I, se naae,te NN:r't1Ua 

inittalJ a J.u;ţalai ■arkov. 

lh'lde.Dt • 1 ~ O pentru orice 1 ti 2 ,1 • 1„ 
1€ I 

1'2. Ţeoreml. Urmltoarel.e ~lrmaţii elnt echtnleates 

l) (~) este lanţ aarkn. 
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2) F( I.0 •1•• • • • ,I.r;;.•t,.)sJ1 .. (I..1 •1i/I.8 -t•) • • .P(I.a.-.1,/ I,,,_1• 

: tll-l) pentru ori.oe D ,1 10 , ••• , ia. e I, d.e 1a4atl oe 

. \ 
P(lci•io, • • • ,:xn-Î), ... -,p o. 

; P(I._..•ia+■' ••• ,I.n+l •1„i/ Ill • 1a) patra orioe n, • 

,11
0

, ••• ,111.+aE 1, d.e f.a4&tl oeP(I
8
.1., •• • ,x0 .1

0
)>0. 

4) P(.l! I.n•i,! )•P(.1 \ln•i) ,entr11 orioe a, t;.l E .'.E, (Ial a? n), 

! € 'B ex.\ ■ 4a) , d.e 1a4atl oe P(:Z:.al) ::> o. 

5) P(.lO B/ln•i) • P(.1/In•i)P(B/ln;t)pentru orice n,1, 

1,B oa 1n pWlCtlll preced.ent(ao•utl e~lltat• u apau 

ol dat tit.a.4 pr•&eatal at11Aoi Yiitorlll ,1 treo11tal ■lat 

iad.e,ell.d.eate). I 

6) P(:Z:t -=1...._1 / ~ -t8 , •• ,:z:t •1 )•P(J:t ial....._-/:z:t -ta) 
Ml ..,.. a o • ... 1 WT1' a 

pentru or1o• n, ~ fi O~-. C: t 1 < • • • < ta+l 

O aatrioe F=<r1,,1)1,.1e I e■te etocaetiol 4aol P1,.1~0 

,1 L p i,.1 • l „ntru orioe 1,j • 
.1 

Pentru orice•~ O f1e P(11) • (p(m,1,mt-l,j)) 1,jt 1 e ma-

trice atooas t 1ol ale clrei el6meote la vom numi prohab1-

l1tlt1 dt trecere 1ntr-un t•• (1nterJ)retare j11&titioatl 
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4a P4 cue euazl). 

DDIJII'.rll } • Lanţ 111 •ukoT (Xa) . Toa -,cane el eate uooiat 

--tricilor de trecere P(a) , • l o, daci P(x_.1-~/I.:ri)= 

s p(m,i,a+l,~) pentru orice a,1, ~ ori 4a oit• ori 

P(:r_•l).7 o • 

.A.Tind 1n Tedsre T2 rezultl cil tirul (I
0

) este lanţ 

■arkov oa utr1o1le 4a trecere P(a) daci fi naai daci 

•• ~(.11-1,1n-1 ,n,10 ) ,entra orice n,1~• 

Pentra a,n "ţ o dennta utrioil• P(■,•Hl) prilla 

P(a, ... n) • l •C:> :: : : : 
P(a) •• • P( ... o-1) daci a) l, ■ ţO. 

M PropositS,t. He ex., an lanţ ■ulcOY Cil •trioil• 4a 

tteoer• P(a) • J.tancil 

a) Pemra. orioe •••~O oa P(X.•1)) O ue loc egalitatea, 

P(X..,a ■ ~1 X. ■ l) ■ p(111,1, .. a,~) 

(oa alte cwillte ele■ent•l• aatrio11 P(a, ... a) .. l"llit cal­

oaluea probabllltlţllor de trecere 1n a .. ,1). 

b) Pentru. orioe • < Î <. n ue loc egalitatea •trioiall 

(oimosoutl eab naaele de relatu Cbapaan-KolaogoroT)I 
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'J< ■ ,1, .. a,~> • 2- •(■,1, .. f ,k>.< .. t ,k, .. •.~> 
I(~ I 

I?E'1ll1%U ;. J.enţal ■akO't' (I ) Hte eaogn da4I 

PfID+1•J/1
1 

21) na ~1.Ade 4e n, oi nemat 4- 1,~. 

ln casa) e2nd lanţul ■•r•n (I
8

) are •t7loil• 4o tJo•o.­

re ,,, 111) etar.ot 'to-a ••Oli• ol ••te 01togen deol :P( ■) .. P 

~ntra "2'1o• • ande P ••t• • aatrioe stooutiol, 11ao 

.,~t,1v4l•nt deoli 

ţ><tn":r12 17?'1o• n,1,j,11,:, 4e 1r:adatl oo P(X.•l, •• ,I0 ei 0 )>o . 

6 ~~KRV4TII 11, Siral (ID) ••te lanţ ■erko~ omogen oa 

-trio•• de treoere F.(p(1,~)) claol fi nwu.1 claola 

~4ntra orie• a,tk. 

12) •t• (I•) a..n lanţ ••rk.-, 01togen oa -trlcea de t r eo ... 

re P■ (>(i,~)) ,1 fle .r'.(p(n, 1,~)). 

naol P(X.-1)) O atU1oi P(X...a•j/ X.•l)•>(n,1 , ~), ea al.te 
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olffint• probab111tlţile de tr•cere 1n n paşi ■ int date 

d• eleaent•l• -trio11 pll . 

t,) .lre loc următoarea egalitate (oare reprezintA relaţia 

Chapen-Eol.aogorov tn oa11Rl o■ogen)apllM'll.pll.pll eaa echi­

•alent 

p(m+D, 1, .1) • [_ p(a, i, ·k)p{n.-i,:,.1), 1, .1 E I 

l"I 

'!!?. Teoreml (exiatenta letarilor ■arkov). Pie I o ■al­

ţime oel mw.t nlllllrabilă, (pi)i€ 1 o ta■il1e de 121D11ere 

reale asttel 1no1t p1? O şi 2 :,1=1 ,1 tie P(11) ,. 

1 

• (p(m,1,a+l,j))i,j' D • 0,1, ••• , un fir de matrici sto-

outloe :,e Ix I . 

!tunoi exi■t.1 an o1mp de probabilitate (~J{,P) şi pe el 

un lanţ ■arkov (:I
0

)
1
q 

O 
oa mulţimea ■tlrUor I, ou repar-

tiţia iniţiali (p1) ,1 oare core■pand• utrioilor P! ■). 

a. PROPRIEŢ.lff.l 'l'.&RB IWl.KOV ll'ie (J:
0

)
11

, 
0 

un luţ ■arltaT 

ou ■paţial atlrilor I ,1 oa 11&tri cile 4• t r ecer e P(m) 

,1 t i e}<
8 

• ~(x
0

, ••• ,x
11
). 

Daol T e■te J(• - opţional.I at wioi • • te po■ibil ca T(c..,) 

d ia •aloarea + _, pentru aoumiţi c.u , 1 1n acest caz 

X.,(,.;,~) IUl Hte defirlit . 

Introdu.ce■ următoar~• convent ie oare ne -.a :,er■1 te al 

■implUiol.m o ■erie de &rirmaţ11 1n oare apare eituaţia 
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deacrid. -1 ■a . 

~ie d an panct oe na ••te 1n I, 1n ac••t cu pmaea 

prill de:t'iniţie x_ ( w) = d pentr11 orice w , de •••-­

nea daol f I I -'!> :a este o ql1caţ1• atanci utiAdell 

t ~ I U , cf J ~md.ad prill defini ţie f( d ) a O. In ace•t 

fel da.ol T( c:...,) c oo ato.noi f(¼( w)) • t( cf) .. O ,...., 
T8.l '!ecremă. Pie 'f o;{A-opţionall., .lfJ{T şi BE~Xir+in~O) 

(A ae sioe anterior llli ! iar B este poeterio~ lai T). 

Atonei ue loo arllltoarea egalitate oanGaoatl •a'b naae­

le de proprietatea tue •arkoya 

P(B/ X,• 1,.l) • P(B/ X,• 1) 

de 1ndatl oe P(.l,~ • 1 )> o. 

la pertiolllar daol B • ! ~Jl-J J ,1 T Hte fiAitl obţiae■I 

P(~+a•J/:Z:, •1,.l)cP(:Z:,+a•J/:Z:, • l)• ■[~T,1,t.a,j)/:Z:,-1,.l] 

s.2. Oo:rolu. Ple ex.> an 1-ţ ■arkff ... gen •• •trl.- . 

oea de trecere P.(p(i,J))' ,1 fie T o.)(.-opţioaall. fini~. 

Daci. A€~ &tWloi P(~••J/X,•1,.l).P(X,+aEJ/Xri)•p(n,1, J) 

In partioalar rezllltl ol <¼+n>nţ O Hte lanţ ■arkn oae­

gen•• Mttioea de trecere P. 

9 CLASDir.&BEA ST1Rll,QR. J'ie (Xa) an lanţ MarkoT oaogea 

ou 9>aţial atlriler I ,1 oa •trioea de trecere P. 

Pentra aimplitioarea aorier11 TO■ at111sa notaţia P1(A) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



l2l 

pent1'a P(J./X.•1) ti ■1(Y) ~tra ■[T/X0-t]. 

:rte Ti • 111a[a 11, ~-~] , 'ff • - claol 1 J ••te TidJ.. 

· d•f' _.:t def _.:t 
Defini.a at(k,l,~) r P1('1i,-k),f(i,~) • P1('1i, <oo) • 

- dl'> • L f('~,1.~) • P1(U fxa•~>, 1,~EI, Ic„ 1,2, ••• 
k:l za-1 

CQ alte Olff1Ate t(k,i,j) eete probal>Uitatea oa pleciAd 

din 1, lanţal hrkov ~el fie Îll ~ .. ntn priu datl du­

pi ~ pa.fi, 1a.1' t(1,j) ••t• probabilitatea ca plecl.nd d1A 

i lanţu ■arkOT ~al ne 1n j dupl GD nwnh' finit de paşi 

DEFIJTITIE. O atare u: I este reca..rent& daol f(i 9l),. l 

,1 .h1'ecverltl eaa tranz1end. daol t{i,1) < 1. 

He •j • f X j(Xll), 011 alte oulnte Jlj re:,rezilltl nui­

-• 
ral de rtsite 1ll ~-

JIC).l Pl'opositif. Au. loc eplitlţll•• 

pj,.j -k) • t{j,j)k-1[1-t(j,j~ , k • 1,2, ••• 

tl .-nn'll 1 ~ ja 

/ 

1 - rc1,j> k=0 
P1(B3•k> • L 

t(i,j)t(;J,j:,--1[14(j,j)] k • 1,2, • • 

,.2 coro1v 
c!aol 

c1aol 

f(.1,.1)< 1 
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DEFINITI~. ■atrioea R ou elementele r(1,j)c•1CRj ) •• na­

■eşte matricea potenţial a la.1 1-,. 

L9.3. l!!!!i.• Aa loc egalitlţile1 

Are loc armltorul oriter1Q de recurenţla 

T<,.4. Teoreid. Urmlte>arele a1'iraaţ11 ■ 1.nt echivalente: 

a1) j eate reourentl (j ••t• tranzientl) 

a2 ) r(j,j)= o0 

a,) PjC•;1• OO)sl 

(r(J,j) <= ) 

(P ;1<B;1<o0) s l) 

T9.5 Teorema primei 1.!ltrlr1. Orioare ar fi atlril• 1,j 

şi nlllllrul. aatural n ave111 

A 

,cn,i,j) • ~ t(■,1,;1)1(n-a,j,j) 
azl 

~.6 CRITERIU. Starea 1 este recarentl ■au tranzientl 4apl 

oua seria g(i,~) • L •<n,1,1) eat• oonvergentl ■au 41-

vergenti.. n-l 

In oaaal transient avu g(i,1) • 1 
l-f'(1,1) 

9.7 Corolar. Oricare ar ti starea 1, daci j este tran­

zientl, at11D.oi aeria L p(n,1,j) e■t• oomergentl.,deci 
D=l 
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U.a p(n,1,J) ,. O. 

9.8 Conlg. Ua lanţ Jluko't' ca aalţiaea •tuilor f1.n1 ti. 

a a poate nea toate atl..r11• tranzient.. 

le. BA !"li D-Z CIJll'!JnCARX. Voa apa.ne ci ahzea J este 

a cGeaibill 41n starea 1 •1 • o• acri• 1 ~ ~ daci exi.ati 

n 7 O ..tfel 1.Dc1t p(n, 1,J) ;:> o. Relaţ ia • ~ • eate 

.r.Otti• I fi tranztt1d. 

Voa s,wu1 el atlrile 1 şi J 0011aniol •1 Tem scrie 1 < > J 

dacl 1 ~ ~. J - 1 . 

Relaţia • ~ • • t. renn:td., a1.aetr1ei ş1 t raza1t1Yi. 

!J8 oA e iapute all.lţ iHr. a rllo'l' b. d u d •eh i n ­

hllţi . 

PEFIIil 1'l1L a) (I eab t11ţi CL:.. . ., er• e {;.i§. este illeLl­

' ~ftO~ n1 c1 o etar~ 41 d~r, ln1 C nu• te •~0eal~i l! 

u o h1~aleDţ deCti -2:... p(1,J) ~l 
j f C 

~,wt. re. D'i"J o& 1 ', C oa a ou 1 te ,:r 11 .. , c\ad r,e,tri c•• 

{p(i ,~ )) t,JE 0 H t e •~ocuticl, 

'b) O atare 1 ••t• abaorbantl daci t 11 ••t• 1nch1d aau. 

ech1Talent d.aol p( i , 1) • l. 

o) O aulţi.ae !Jlchid O Hh 1redl10t1bill daci nici o aub­

malţi.ae a llli O na Hte 1Doh1al.. 

4 ) Lanţul ■arlcOT (:ID) ••te i.l'ed11ctibllul daci I Hh 1re­

duotibill aaa echbalent d.aol oricare a.r t1 doal atA.ri 

4111 I ele oo■an1ol. 
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DEIPIHIŢD. O proprietate a atlriler wurl. lanţ ■arkov oate 

proprietate de clael daci de lndatl oe o atare are aoeaa­

tl proprietate, aoe■t lQcru rl•ine a4evlrat pentru toate 

atlr11• din claaa oara conţine aoeaatl atare . 

no.l boreml. Reo11.re.nţa ,1 tranzienţa a1nt ,ropr1atl.ţ1 

da olaall. 

Tlo.2 Ţeortmă• P1e 1 e stare reoarentl astfel incit 

1 _.., j • .ltllllo1 j ---., 1 ·,1 t(i,~)•f(j,1) "' 1. In partioia­

l ar r ezultl ol~ eate recu.rentl . 

Tlo. , %t9l"•ll!A • llltr-wi lanţ Markov omogen X atlril• raca­

r ente pot fi partiţionate intr-o manieri maiol 1n mulţ1-

■1le i nob1ae , 1 ireductibile c1 ,c2 , ••• 

Matrioea de trecere Pa lanţului e.re f orma a.rmăteare (du­

pl o eventuali r enamerot are a atlriler) 

pl o 0 ........ o 
o P2 0 .... .. .. o 

p o o p,•••• • • • • o = .. ... ...... ... .......... 
Ql Q2 Q~ ••••• •• • Q 

unde P1 ,P2 , ••• ■1nt matricile stooaatioe ooreepwizltoare 

mulţimilor de ■t11r1 o1,o2 , • •• , iar Q corespunde atlrilor 

tranziente. 

11. PERIODICITATE. Pentru o stare i pentru oare p(n,1,1)>o 

pentru. un n_'ţl definim perioada d(i) oa fiind egall 
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cu oel aai 118.l!'e diTizor co1110.11 al naaerelor a "?, 1 pentru 

oare p(a,1,1) )' O. 

Daol d( 1) -,. 1 •oa apune el 1 eate periodici. t1 da.c:4 

4(1)•1 Tom ■pe• ol 1 ••te neperiodici. 

~11.l Teore.ml. Propriet■t•• de• avea o perioadi. d e■te 

o proprietate 4• clad. 

Deci 1ntr-o claaA toate eth-11• aa aoeeati perioadl d 

fi 4 ae naae9t• perioada. cl.aaei. 

1n particular daci clua eete mulţi.Ma atl.rilor,d N n11-

Mtt• perioada lanţului. 

Un lanţ llarkoY ireduotibil •• spune ol eete periodic da.el 

4 ".> l ,1 n ... rio41o daol el• 1. 

12. CJ.LCULUL IUTRICllOR 1i,a(r(i,J))it.1E z, l•(t(i,J))1,J1:I 

Daci j e■te o ■tare recurentl atunci 

r(i,J) • l O daol 

♦CIOcl.aoi 

t(i,.1). o 

t(i,.1) "> o 

I, 
Daol j ••t• tranzientl şi reou.rentl atuoi r(i,J)a O 

Rhiae ca&ul o1Ad 1,.1 ■int tranziente. Pie D ■ulţ1-a 

etlrilor tranziente, Q ,1 S ■atrioile obţinute din P fi 

R prin reţinerea liniilor şi coloanelor cor~apunzilld ati­

rilor tranziente, a41ol q(1,j)=p(1,j) ,s(1, j)n-(1, j), 1, Jt D. 

Pl2.l. Propoziţie. Daci D eate !1n1tl atunci 8&(1-Q)-l 

In general avem următorul reallltat. 
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n2.2 t,or,gl. s ene eolllţ-ia ainiaall a atatmla.ia 

(I - "" Y c I, Y ..,. G 

Mai departe 4aal. 1-, ~ aht racllJ!eute •1 11P&l"ţ 1D aoelri.a,1 

clue bohiee şi 1Nductib11.e atunoi r(i,;1) • 1 

Daal. 1 •at• reclll'9Jld. şi j 'traDn-enff. sau daci 1,._~ a1nt 

reClll'eJtt au aparţin_ la el 

atanol f(i,j) .. o. 
tredaotlbil• 41.s~anc~• 

Daci 1,;! llint tranzient., 1 -/, ~. ucmcl 

Rlmhe cazul cind 1 eot e tranzientl 111 ;! re.carentl. In 

acest ou calaulele s i,nt s1nlp11f1.oate 4- ~aitoarea l eal.. 

Ll2., l!!a• l'ie O o mulţi# 1-r~dnctibill. şi hohial. 4e 

stlri recurente. Atimci pentru. orice a11ere t.re.nzientl 1 

avem f(i,j) = f(i,l<) pentru. o1"1oe ;1,1' e o. 
Pl2.4. fropozitie. Fie o3 o claal recUJ!!8ntl şi . 

B=(b(1,j))i~ D deUnit prin b(l,j) = L. p(i,k.) . 
k&cj 

Atunci pentru. orice stare tranzientl l aTem g(i,j) = 

s 1"(1,k.~ ande G c SB. 

13. '@?RED LJVIT!-

Tl3. l. (Teorema ergodiol medie) Llmita Cesaro 
n 

lim l L p{a,1,j) • 1r (1,j) enstl pentru. orice 1,j. 
ll nsl 
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Mat:doea lf • ( ,r (1,,1)) 1,.1€ I aatiafaoe armltoarelea 

1f p • Pir • 1f „ î[2 ,1 L- 1f (1,.1) ~ 1 pentra oZ'ioe 1. 
je. I 

n:,.2. Teol'!Jll. a) Daoi. .1 este tranzientă at1111oi 

lia p(n,1,.1) = O 
n .... ,,,:, 

b) Daoă .1 ••t• recarentl ,1 are perioada d{j) ata.nci 

T.1:,.:,(Teoreaa ergod1cl) Orioare ar ti stlril• 1,.1 avem1 

O'I 

ande tr(i," •L t(nd{j)+r,1,.1)). 
n=O 

Vom spane ol o stare recmoentl 1 eate nall daol 
1 1 111(T1 ) ., c,,0 ş1 nenuli daol 111(!1),<:~ . 

Teorema llrlltltoare împrellnl ou T aratl struotura Wllll 

lanţ lla.rlcn. 

T.1:,.4. Ţeoreml. Fie (Xn) an lanţ Markov ireductibil. 

~tunoi sau toate stlrile sint tranzient• sau toate aint 

recurente (in acest din armă caz sa11 toate •tuile aint 

reoarente nule sau toate a1nt recu.rente nenale). De ue-

m8nea aau toate etlrile sint neperiodice aau toate au 

perioada 4 :> l. 
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14. CRŢfflil p:z JmCtJBJilffÂ• Are loo araltoral or1ter1a 

de reolll"enţl1 

14.l. cr1t1r1a. ~1• cxa> wi lanţ llarkcw ue4aot1bU oa 

atlril• I ,1 oa •trloea 4e tr•o•r• P.(p(l,~)) ,1 fi• 

Q "' (q(i,3)) utr1oea •~ţlDatl 4ill P pr1D 1Dlltararea 

liniei ~ ,1 ooloanel k pentra an k G I. 

Atunci toate atlrile din I aiDt rooureate daol fi a...S. 

4e.ol anioa aolaţ1o a a inealllal1 

x1 • L q(1, ~):z:3, o~ x1 ~ 1,1 E I 0 
3€-1,o 

Hte X1 • O pentru orice 1 fi Io def I'~ k } 

O repartiţie 1r • (lf ( 1))1 €I este atattoparl (sau 1gva­

riantl) 1n raport ou P daol ir P ■ ,r 
T.14 . 2. Teoremf,. ~1• (Xn) an lanţ llarkov iredactibil şi 

neperiodic, cu st!rile I ,1 matricea de trecere P■ (p(i,3)) 

Atll.Dci exietl o repartiţie etaţionarl to raportLll. ca P 

daci şi nwno.1 daol toate stările a1nt reoarente J\enule 

Daol exiatl o repart1t1e staţionarA if •C1f(1)) 1 E-I 

atunci 1f ( 1) > O pentru orice 1, îT este unica repar­

t1 ţie ataţionarl şi « (j) .. 11m p(n,1,j) pentru orice 

1,J. 
14.~. Corolar, Daci (Xn) este un lanţ Uo.rkov ireductibil, 

neperiodic şi ou mulţimea stărilor finitl atunci siste-

111ul1 lt p,.. 1T, 1f l , 1, 1\' .i! O are o anicl sol uţie, 
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Pl•••• Pfm!UM• IJrtr-u lanţ llarll:n lredacttbil şi 

oa .al~ n.at:tll 49 nlri toate ni.rile aht reouren-

l~ WGQiI ... D ŢMU '8flOIIII. ID acest para­

graf TO. OOIU1dera urmlit.orul -4el ele aiste■ de a,tepta-

re. 

a) Clienţii..._ ind1Yidaal ,1 naalrlll. lu (iD tirul 

c1e qteptare) pone t1 1at1n1t. 

li) IA~•l• 41JJtN Hai.ri 9int Tariablle aleatoare 1D­

c!e,eadea:1ae, W..tio Np&rtiute ,1 C1l repartiţia r. 
o) lld.aU 1111 dDg,ar ~c. .. 

4) llecula 4e eenu.1 pr1aal. nlli.t_pri.lHal servit. 

e) CU•ţll alnt ""1.ţl 1.DdiYidul 1u tlap11 de aervi­

N alat YWinU• ale.-toue 1.Jlclepetld•t•, identic repar­

tisate Oll repartiţia G tl aht IA4epea4enţ1 de veniri. 

f') Se ~ ol •nerul e•t• ooapet de 1.oclatl ce exia­

tl 11D ol.1aa1:. 

Pie 4.ol "t 1 , ••• , 1: D, • • • T&riabile aleatoare independen­

te, ~d.eatic repartisate, nenegative, oa repartiţia r, ce 

z,epresintl 1.Jltervalele de tlllp tntre aoairi. 

Pie o( 1 , ••• ,_ o( D, • • • • T&riabile aleatoare independente 

identic repartisate, nenegatiTe, Cil repartiţia G, ce re­

presintl ti■p11 de HrTire. 

SS.,teml. de aateptv, ■ l'(,.Aoeat alate■ eate de~init ca 
>.. 

■ai au oa r repartiţia exponenţiali oa paruetral 

Cda. 41/1980 rase. 9 
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:ru u_) aaalrlll 4- olieDU 1a ataHa S-41at 4ap1 pl.► 

ou•• ollntlllai a. 

n5.1. Z•Plflli• a) ex.> ••t• 1.Uţ llukCJ'f' ... PD •• •tl­

rU• ! O, l, • • • • ) t1 oa •trt aea a. tl"•en•• 

Io '1 '2 ...... 
, . .. '1 '2 . ..... 

o .. '1 ...... 
•.... •....•........... 

f cl,uk _). t 1, 
u4e q~ • f! • da(t) , ~ • 0,1 ••• 

" 
ID plu (I.,) HH indDGt1b1l ,1 uper1o41o. 

D) Jl• I" • 1(1_, ) .,\ ■ ( o( 1> • AtllDOi ex.> Ht• HOID'eat 
1 , 

n•nlll daol ,1 11aaa1 4aol I" <: 1. 

B1•t-al 4• aşteptue G) ■ll. Aoeat aiatem de qt••r• 

Hte 411&lal a1atna1Ri I\Gll 1n Hual ol •• llfferaeall 

rolaril• t1ap1lor latre aoa11'1 ,1 al t1ap11V 4- ••"h•• 
Oa alt• on1nt• 1n oa41'11l ao••ta1 •lat•• "t 1 , ... , ?'11 , ... 

aa rt,p~rt1ţ1a 1 (na neaplrat repartiţia exponenţ1all)1ar 

.J. 1 , • • •, tl. 
11

• • • aa repart1 ţ 1• expcmenţlall 011 -,.r ... tral 

)'- . 
11• (X'

8
) nmalral da ol1•Dţ1 prezenţi 1n •taţi• (la oare 

•• tnoluda ,1 oal oare ••t• earYtt) t■e41at 1na1nte 4a 

• 11-a ••nlra. 
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T15.2. 1'eor•II• a) (I~) ••t• la.Dţ llarkn o■opn CQ au­

t-11• f O,l , • •• J ,1 CR •trioea de ttteo•t-•1 

ro 'lo u o o l P' • l'l ql '- o Q 

'lo v 
I 

1'2 Cl2 ql I 

..... ....... ......... 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
k i 

ude ~ • } iF .- f- t d'J'(t) i rll•~1•~2• •••• 
o 

h plu (I~) ute iredaotibil fi Deperiodio. 

b) (Ii) eu• recurent nenQJ. daci tl amu1 daci -• !•.t L AQ_ > 1. J>aol I' ) 1 atunci li.a P(I~sJlx;-1>­
A■l .._ 

■(li >f J, J • o,1,2, • • • ,11Dde r ••t• a.nioa aolaţle a 

2 
eoaaţlei1 f • ea_+qlf •~ r + • • •• , O < r < l. 

Daci %' ~ 1 &tuci li.a P(I~ • J I I~ • 1) • O :,eDtra 

ottice 1,J. 

16. DTODJ. .lLGl'..BRICA Dl S'l'tlDIUL UNTURII.OR IWllOV. 

Prill aaooierea de lllltr1c1 de trecere luţarilor ■arkov 

eate visibil ol•• 1.apwie ti aetoda utrioiall oa poa1-

b111tate de atadia a lanţarilor Uarkov. 

Av&DtaJQJ. aoe•tei metode ooostl 1n taptb.l ol dA poaibi-
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l itatea construirii 4e algoritmi pentru oalcw.lll. uor 

dria, oe ai.nt in conexiune ou probab1l1tlţ1lo do trooe-

re. 

Ple P • (p(1,J)) 1 ~ l,J ~1' o •trloo atooutld •• 1'► 

prezintl aatrlce• do trecere a■oc1atl anlli lanţ ■arktn 

•omogen (Xn) cu atlrllo l 1, ••• ,r ) • 

Pl6.l. Propoziţie. ■atrlcoa Pare oa valoare proprie 

valoarea A 1 • l ,1 orioe valoare proprie l a llll 

P eatl~aoe 

Bi preempunn oi Pare valorile proprii 41atincte 

}. l • l,A 2' •. •' ~ r• 

Pentru orioe l~ l ( 1' 't1e 11D v~ctor pro~i• la dreapta 

a~• (a(j,i))14 J 6 1' ~1 an "Hotor propria la etinga 

bi= b(1,J))1 ~~~r aaoc1aţ1 valorii propru l 1. 

Fie A• (a(i,j))i,J' B •{b(i,j))l,J • 

Bol'lllll vectori ai'bl aattol incit < ai'bi "> •l, 

r 
P61., Propoziţie. Are loc egalitate pD„.L )~ /\ 1 

1:1 

61.}. Obferyat1e. DacA valorile proprii ale matricii P 

aint ~ 1 , ••• ,~ • ou ■ultiplicităţile r 1 , •• r.,r1+ ••• +r••r 

atUDoi contor■ formulei lni Perron are loo egalitatear 
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Tl6.4. Ţeor911l. ■ultiplicitate• geometrici• valorii 

proprU .l 1 • 1 (adiol diaenailUlea spaţiului vectorial 

al veotoril01' proprii uociaţi llli ). 1:1) coincide ou 

•111 tiplioi~•t• algebriol a 11&1 ). 1 "' 1 şi de asemenea 

coincide c11 nlDllrlll de clue recurente ale lanţllloi 

■arltO't' (~) • 

761.5. 'r19rgă. Daci (Xn) este ired110tibil şi are peri­

oada d atunci rldlcinlle de ordin dale 1mitlţii ■int 

valori prop1'ii pentr11 P ou ■ultiplicitatea algebrici. 

11'"1 şi 1n plu P nu Mi are al te valori proprii de mod11l 

IUlllo 

FBOBLDB llZOLVJ.D 

1. Pie A=(&i.ţ'), 9 matrice patraticl co11plexl de ordinul 

n. Un număr complex ,l. se nU11eşte valoare proprie a 

matricei A dacl exietl 1m vector complex (numit vector 

propriu), 'I=\ "i ,-.2 , • .. vn) ,+ (O,O, ••• ,O) astfel 1ac1t 

v.J. = \ • .,. 
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Se obaerYI el valorile proprii ale ■atricei A aint ••­

luţiile ec~aţiei (nuaitl ecuaţia caracteri atial) 

det (AI - A) c: O, W1de I eate ■atricea unitate 4• ordi­

nul n. 

Bi•• arate el Yaloril• proprii ale unei utrioi atochaa­

tice P=(pi.1) de ordinul a silit 1A T&loare •~•olatl cel 

mult egale Gil l. 

Bal\lt1e1 Pi• A o valoare proprie a utrioii ■toou­
tioe Pc(p1J) şi v • (v1,v2 , ••• ,Yn) Wl vector propria 

Hociat lui ). • Atunci 

n 
OA v.1 •L.. .i,iJ 

ial 

de Wlde 

n • · .r \•11 L 
ial ,1 ■ 1 

ll 

Pi3 • 

D 

deci l>-\ ·~Iv 31~ L y 1 

3 • 1,2, ••• , 

ll 

L. \ •1 \ 

ial 

,1 de aici evident l>-l~ 1. 

Oba. Vectorul•~ (l,l, ••• ,l) satisface relaţia e.P•• 

deci A • l ••t• valoare proi:r ie. 
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2. He P.(p14), 1,J = o, 1,2...o • t rioe •toouti cl 

şi f (P) = . i,ax I Pi J - p~_:tt Sl ae arate ol f (P )al 
'4, 1.i ,j l zv 

4acl ti nmaai daci P este de fora 

, p+q=l, Y+8+t•l 

(eaa ee obţ ine dintr-o ~•l de aatrice prin permatuee. 

mior linii eaa a anor coloane) 
P s-loo.rh<,o 

8olutie1 Daci f (P) "' l, existi- un triplet 11'12 ,J ut-

tel incit / p
11

;j - P¼;j I • 1. 81 alegem, 4e exempla 1
1
..o, 

;j • o, 12 • 1 deai I p00 - P1- I • l de unde resulti ol 

p00 • l ti PJ.e • l (Ha iDYera) 

Daol p
00 

• l atanoi p01 "'p02 • O 

ti daol p10 = l atW101 PJ.l + p12 • l 

cleoi P are i'craa 41n enunţ . 

Ileoiproo daol P •[~ ~ : l 
r a t1 pt,q • 1 , Y+a+t • 1 
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3. :ru P • aatrloe atoout1ol 4e er41Dul J fi 
• 

1r • 11a ¼ L p9 (li.alta CHaro). 
„1 

BI •• arate oia 

a) ••trio• I-P+ n ••t• ne4egeneratl ti pentra -
B( ~ >· L r •cp•- ir,➔ B • (I-P+11')-l -1T 

l ..o . 

ll) H( r ) 1 • ît.H( r > • B. ,r • ,r . B • o 

(I-P)L H(l-P) • I -1{ 

o) Rang (I-P) + Jlaag 1f • J 

Bohtba a) Deoareoe P 1f • lrP • ir 2 • 1T pria 1.D4ao­

ţ1e H obţille pt. •~ l 

p9 „ 1\' • (P „ 1T )• 

Pentru O.,.~ r < 1 

R(r) •~ r 8 (P-T )
8 

• [t•t (P-1D] -l - îf ••• 

L R( ~ ) + 1f 1 [ I- t (P-11' >] • I ,1 4eo1 

[e(~ ) + l j (1-P+ 1j ) • I : (l~r )B~ )(P-Tf ) (1) 

Se ft1• 1nal el lim ¼ L pD • jf (11.Jlita Ceaaro) 

111pl10l ""➔- •=l 

lla ( 1-r ) L_ r 9pl* • 1j (limita Abel) r / I a::0 
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De aici obţiae■ .,,, 
(1- r ) !or •cp•-1, = (1- r )H(i ,~ o pt. r l l. 

,1 4ec1 41n ( 1) rezal tl el I-P• lf" est• nedegeneratl. 

Imutl.ţilld tot, 1-elaţia (1) CCl (I-P+1f )-l şi !lcind Î f 1 

obţlDell B(f ) + 11 ➔ (I-P.îf)-l 

b) Sl arltb de exeapla el B (r) 7j = O 

B( t )lf• [ (I- r (P-lr ))-
1

- ·ii]îf =[I- f (P-î ~ -l [r -
- (I-f (P-1i))l]1f •[I- (P-î)]-l (1î-îT-t(iJ-(/i)=0 

şi analog arltb ol 

1{'B( r ) • B 1f • lf' B • O 

.lYa -.1 departe• _, ~J 
(!-t>)H=[(l-P-tlf) -1"11-f= (î-P-t-îr)H 0 (1-P"TŢ)[(T- P-t-î)- n 

•I- Î fi analog obţinea B(I-P)=I- 11 
o) Rezaltl din 1Degal.1tlţ1le 

p-Rang(I-P+ 1{ ) ~ Rang( I-P)+ Rang 1i ~ p 

4. Pi• P:(p1j) o matrice atocasticl de ordinlll n şi 

D 
o( (p) = •iii ti ■in <Puc•1jk) 

~-4.:., ~~li\. 
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Sl ae arate ol 

cJ. (p) = 1- j H:7- max L (p1k-p;J~, Ic{ 1,2, •• • ~ 
!f \j~m. f k~ I 

Solgtiea Deoarece ml.D(a,b) • ½ (a+b-\a~)) 

ll 

p11tem scrie o( (p) • l - ½ ~ L. \ P11c-Pjk \ 

'~"•A~"" k=l 

Iotî.ad a• = max (a,O), •-• al.D (a,O) , a ~ B 

,t ţ 1.Dind Cont el 

D n D 

L (pik-Pjk)+ = - L (pik-P,jk)- = ½ LI P1k-Pj1c \ 
k•l k=l k=l 

De aici rezultl el 

JIU: L 
T kEI 

ll 

<P1k-Pjk)"" ½ LI Pn-P;Jk l , :t c ~ 1,2, •• ,n) 
k=l 

de ande tor■lll.a din enanţ. 

5. Oricare ar ti -tricele atocutioe P,, p~ , •• 
P~ de ordinul. n, avems 
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Pentru m = 2 inegalitatea devin• egali t at e . 

Solut i• • Vo■ deaoutra priJl iDdooţi• in raport cu• · 

11• uoi P■ ( p1j) fi Q•(q13 ) doul utrioi etocasti ce de 

OJ.'41.Dlll. lle 

Utilidn4 Hsultatel• 4111 problema [ i.,] u„ 

"' l Sfl,2,. ,,OJ şi 

lL. i (fit -PJt)1tl =-l (I. (pit -PjtS°LXtt+fcrit-~01 Ju_ 
kr t::, e-= , kr t-= , {<:f 

= 1 (f Cr"-PJttI !tL +i. [-cpit-f;t)] [-I tel] ~ 
e,,, Lez e.:: , LEI 

I 1: J P(l-Pjl I· ( ""1)( L Îtt - tn in L 2IL} 
"Ţ ! 2 , 

1' (Hf"" 1e: I ul~"' lr:r 
' 

=- ...!. LI pu. -pa I· mo." L C1e•1.. -Jc·,) 
'1 LI 6 I~{'. t~ni iE[ 

„ntru orio• i,j • 1,2, •• • n, I c { 1,2, • • ,D J deci 

Preaupaaea inegalitatea adevlratl pt. •• Avem succesiv 
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14-o 

[1- .( (Pi jJ [ 1- .t(P2~ • • • [ 1- .( (P..,1>l 
D~ t>• ['- Pi, p1.1 p· [ ;, ~ !i. ,-,, , C., .?c.'= O,tJ I c((f1}: ,-,,-,,-id 
î'i. rn"lkJ."I 6„ 014,../- Se vwfai pi-...,. ctJwl ~ m-1 . 
· 6. Pie (x

0
), n • 0,1,2, ••• wi lanţ Markov oaogen 

I"' f 0,1,2) apaţiul atlrllor 1aatricea de trecere 

P: 

a) Sl ee 

pafi• 

b) Bl ae 

c) Sl se 

absolate 

,1 repartiţla 1A1ţiall •o• f •~ • t • 
•2. 0 

calculeze probabllitl.ţile de trecere dapl doi 

oalculese1 

P(x
0 

„ O, x1 „ 1, X2 1: 2) 

P(x1 • O, ~ .. 2, X~• l) 

calculeze repartiţia lai x2 (probabilitl.ţile 

dapă 2 paşi). 

d) Fie î;" prima intrare a prooealll.ai in atare& 2 

Bl ae calculeze P( ~ = 2) 
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1•1 

Sc,lllţh. (3 1 
,, 

·r I 

tlB 
I l 3, 3, 1, 

a) 
Ţ 3 î 

p • I I I C 
,, l LL 

î '1 ,; "l 4(f 4d "' I I r ~ J" 
1. o o I tZ. -u. fi. 

b) P(x0■0,x1.1,x2s2)aP(x0-0) P{x1=1\x0-0)P(~•2\x1sl) 

• '°'01~.Z:- • -f1' 
,cx1=0,x2•2,x,•2) • p(xo-<>,x1•0,x1•2,x,•2) + 

p{x0•1,x1•0,~•2,x,•2) + 1(x0=2,,-o,x2=2,x,•2) 

• PpPooPo2P22 + P1P1Po2•22 + P2P2ofo2•22 • !tt 

•> ID geae:ral ,c~-a> • L p(x2-~•Xo•1)- L •1•~~ 
1t I 1 f.I 

analog p(~•l), p(~•2). 

d) l't„2.)~ Î x0 *i, .t,* ◄ ,x...,=-2.]={X..=o,t,= o,X.i.~l] () 

{ ':(o =O, X,=,, X" ::1Ju l -¼,. '~ r, ~ o, x..L „i.J v J fo:: I, :t,. 1, ~ ::iJ 

~< cuc.; 
t1 deoi •• caloaloaal u,or p{,• 2) 
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? • Tui.abilele aleatoue <x.> toraul u l&Dţ 

IRukn ..... D 011 doul •1;1:rl .1. ,1 .11. :r10 ZD • 0 „ll 

x11 „ 1 4apl ou la pual a sl•t•lll uto 1A •tuN J.• 

... .ii ,1 ,<z..1-1\x.i • O) • i 1ar pCz..1 • O l~-u-r 

• 
81 pao■ 7a •L ~ . J.tldlol 

bO 

so1at1,. 

:ne t D ,-.111 oind •iatnlll rffiao pentra a a-oad 1A 

starea ~1 . 

..... o~t1~"'2< •.• 

HQ b D ~ 1t~,~l. 

CoDstru1■ 1n continare şirlll de Tar1ab1le aleatoare 

(4D) 1111de il • ?;l, Zn· 'ţD- 't'n-1 • D~2. 

Cu. (xD) este lanţ Marltov rezultl ol v.a. t 11 ••to 1.Dd•­

pendentl de•••• z1,s2 , ••• ,!n+l' iar din 1potezl de o■o-
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geDitate u4a.cn ht .ia ol 15 , •/ 2 ■1At egal repa.r­

Uute. 

Apoi P(Za•l) • l • f 
Deci pt. a ~ 2 

•
_. - 2 , .. > µ.(2->--e> 
~ .,,- •• • r 2 

X 

Daol x
0 

• 1, a1 are aoeiql repartiţie ca Z
0

, A ~ 2 iar 

4aol x
0 

• o ••• pC'i•, )■ l, p(a1.1c)a(l-~ )k•l~ • Deci 

■(Si) • + ,1 »2
(~) • l - ~ " . ),. 

.lpltc1D4 o Tariantl a4eCTatl a teoremei 11.aite centrale 

•~tu•• 

lia 

l--

l'i• . t partea 1Atreagl a exprNlei 

„ u4e •l»tiaea 

• cp (x) 

•c>-±#: > _ x ~ JrFc2->--r- >. o ci> 
~ ). 

D • 
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'fini.Ad oent •1 de faptal ol? Ja' k) • P :'t t> A) •• 

P ( 
~' - 8; ~ ) (~L -t!f-L ~ 

<.1:. - p >i- "'>-!t.-t-Ofi.) -
~ :>-t (i- >- -~) - Vl.rc2- ~ -14J llll 

\?'-tr-)3 )-
1 - t (-x) • ~ (x) od&1il oa k -- (cleoi fi •4a1il oa 

m.- - ). 

O'ba.a D&d ). +f-4-•l, ..-.a X. a1at ~d-.ne fi 7a 

are o cliatrlbutie 'biaorali 4e H41adl. a. C• fa anet 

oua 

obţi.Ha ohiar teore• Ilot~. 

a. :fie l •J(.,P} a ohlt „ FObabll1u11e, 

I• f 0,1,2, ••• 3 fi <x.>aa-o,l,2, ••• • Zn: E - I• til' 

de •••• illdependente, egal HJIU'tisate (ai.ni •t ~ o, -L. •1 • l, utf'el 1nc1t •<x.=1)•p1, pent1'a •1oe 
1:zO 

n-= 0,1,2, ••• ) 
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• 
b) Daal 79. •[ z-1 , (1a>.o-0,l,t, ••• .. te 4- ... •nea 

S.-0 

a lanţ •ukOT oaogen • 

§olqj;,it• a) Se O'QUt'atl Qf0-1' ol h 1a4atl oe p (xllsi, 

Xn-1 • l..,1 • ••• ••0„10) ~ o 

• Mtri oea 4• treo.re are tona 

[ 

•• •1 •2······1 
,. • ~--. _'1_. ~- :·.-:·: 

•> Dul e(~ai., ~ .. 1•t..,1 , •••• , , • .t•) > O 

f>C'jn.1•3 \~n•1, 'n-1•1n-1• • • • •Jo'"' 10) 1.P.(JM1•31y_■1)• 

4aol J~ t 

4aol J < 1 

•1 utrio•• 4• tr•o•r• ••t• 
'• P1 •2 ,, ... .. 

ft. o Po '1 '2 .. .... 
o o Po P1 ... .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Cds. 41 980 Paec . lo 
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9. (Modelul 1111 Ehnnţest). Se da_u R bile naaero­

tate de la l la R, repartizate in dolJI urne (in prin 

bill M bile iar in oea .de a dou 11-~) •1 o ORtie GQ W 

jetoane n1111erotate tot de la l la R. Se extra·ge l1Jl ;je­

ton din outie şi se schimbi ~n• bilei cu aoelqi raumlr 

(adio! bila ou nwdrul corespunzi.tor jetonului extra• 

aflatl într-o urni se mutl in oealaltl). Se repwie je­

tonul în cutie şi ae repet-l aceiaşi operaţie. Fie x
11

, 

numirul de bile af'lat în prime urni la puul n. 

(n = 1,2, •••• ). :SVident din ipotezl x
0 

= M. Se conside­

ri lanţul Markov omogen oorespunzltor acestei experien­

ţe. 

a) Sl se scrie utrioea de treoere. 

b) 8l ae arate ol ■(~) .. f + (■ - J) (l - f )8 

s01ut1e1 
a) Probabilitlţile de trecere a1nt, 

P1t,k+l • i - I pentru k = 0,1, ••• ,•-1 

Pk,k-1 -1 pentru k • 1,2, ••• ,B 

~.( C O pentru! h- e I ~ 1 

deci matricea de trecere este de ~orma 
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o 1 o o ••••• o o 

i O 1-j o ••••• o o 

p„ o i o 1-i ••••• o o 

.•• ···· ······ ······· ········ 
o o o o ••••• o j 
o o o o 1 o 

'b) Pentru 11 • l 
• ]f Jf 

ll(x1) •L kP(Xi•k) a L k ( L Pj•P,11c> • ~ t.in• 
kaO ~ jcO kzO 

(M-l) I+ (M+l){l- I>"' I+<• - I> (1 - i) 
Preeap1111e■ apoi ol 

R 

li(~• L. j p(x11~j) • f + (M - f> (1 - f>• 
jaO 

Bl oalollll.m 

• li • 
k-0 ltaO jaO 

B Jf Jf 

c L p (x11„ j)(L kp jll:) "'L p(x
11
•j) f (J-1 f + { j+l) (l - j>] 

J•O k-0 J•O 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



148 

I 

- L .c:a:.-~> [~ci - i>+1]. c1- i>[I •<• -1><1 - i>a] 
~-o 

lo. lDtr-Wl atelier enatl o Mfilll oare eau 

al ternati • o-aplatl ••11 4eoaplatl. La an ■oaent !lat exia­

tl 4eo1 doal situaţii opusei starea A1 c1n4 •t1• lD­

creasl I starea A0 c1n4 •tina ••te opriU. Pi• •i1t pro­

babilitatea oa la paaal D+l .. ,1.na III. t1• 1n ■tarea At• 

tt11Ad ol la paalll. a era 1A atar .. •~ (~,t • 0,1). 

Sl notl■ •o1 • ~ t •ie • f ( )E:(0.-1), f e (0,1)). le 

oonaiderl lanţw. lfarltOT oaogea o-ore-.1mzltor ac„t1d 

expert IN.Dt • 

a) BI•• oalouleu probab1litat ... de~ 1a a ,-,1. 

~) Sl • ar••• ol lanţal llarkw ..- ersoft•• 

Prin indaoţ1• •• glntt• ; 
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IA -A(A-+e-te".----t6'"') 
,_p•. 

f (A+e..-e'+ -. -+ei 
macle 9• 1- >- -r-
b) Daol aotla oa Ja(O), Ja(l), a • 0,1,2, ••• ,robuU1-

tlţUe oa la pual a, -.1.aa al ri. oprid, re.,.ctt.• 

al 1 ...... N ··1M• 
,.co>. -f- + e • c,.co> - L. ) .. ,,. )+t'-

) 
+ fiil• c,.c1> - ~ ) ,.el).;::--

'tf Â-t-~ 

•1 .. le\ .< l 

,.co) -r ). 
Ua ,1 u. ,.o>. 

').,ţ-f-+r 
( lncS,epead.ut u 4iatr1baţla 1Aiţ1all 1

0
(0), 1

0
(1)) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



11. Se c1U1oa,te foraala 1111 Perron p$Jltru oalc.u­

l al p11terllor anei aatrS.ci pltirate .t., de ordinul •• ta 

i'llncţie de T&lo:dle aale pro~U. 41•tillote ). l' ~ 2 • • >. t' 

q ~ •• de ault1pllo1tlţi algeb1'loe reapeot1Y -i•82• •rllq 

(O deaouti,aţie foarte •1.apll a aoe■tei foraule e■te cla­

tl iA artioolal. lai Ion Cllculeao111 "O deaonatraţ1• •111-

pll a anei toraule a llli Per11on• 1 cl1Jl .t.n.Ua1T., •da 

■at.J'i&., nr.25, 1960, pag.7.;a). :Poloaind foraula lal 

Perron •l „ calculeze P macle 

Bol11ţie1 

Din eouaţia oaracteriatiol clet ( >..1-P)= O care 1a aeeat 

cu are foraa ,>. 2 - (2-p,-q)). +l-p-q "' O, aut.. 'Mlon­
le proprii ),. l el o1 A 2sl-p-q t1 _.,.14elrt ). l ,;. )I 2 
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fi ooaten tonaalei 1111 Penoza •• ebţiMa 

p~ • I~ ~ (.>.r-1)1 + ' ~" ~j (;\J ~~] 
~-~ >-="'1 L ~ ')>., ~= ~<. 

• _!_ [ 1 Pl + (' -r-1)"'" [ r - r] 
Ptt 1 P J p~ -i 1 

Me1af'1 nsaltat ,oaw ebţue ,t. toloab4 represent;a­

na ... ovali a •vloe p . 

OfflO!J(n 

iz. Se 41 lalaţal ... kn oa ... ţilll atlrilor 

I s {o, 1 ,2 J ~1 oa •trio„ 4• n-eoue 

p. l: ! ?l 
1 o oj 

a) Caloal1a4 probabilitlţil• 4• trecere dapl D paol 11A 

M uat;e ol J.anţal eat• iredaotibil. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Sglatifa 

41 di.a •••ţi.a cuacteri•tiol l), I,. PI • O ebţl.Ma 

Y&l.eril..e •ro,rU. '>- 1-o, ).. 2•1, ). 3 • .. l, 

Dtilt&iad ferau.la l~i Perron ,1 ţiaiA.4 cent ol. 

u,( ~ 1-P) • '>- ')."_ l l obţt..ua l
)." ¼~ 1>-

5 5" 

>- ~ i-i 

· ••1 pll • l: o 

~] [: 

2 

:} 
; 

2 
fi p.2.k+l „ o fl,? l '5 

2 u 

' 
d.e unde :rea ul tl şi el lanţul ute 1redu.ct1'bil. 
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15!> 

• j t Îi 
'b) T• U• l I.. P"'. 

t t Ii • „1 

t 
L 

½ t¼ 

.:..,. l>i.ab-o ll1'Dl 1a C&N •• P9eae ■ bile naae­

eotah 4e la 1 la Ql, •• e:ictrap pe r1JS4 o1tt o bill, 

:,JLl.lliadi&◄e 4e fie11are 4atl bila utraal îna_pot. Toa ap11-

;u ol a1.et••l21 •• gi.Note la u &1UU11t pu 1D. atarH QJ 

daci oel Mi ure 41.ntr• nu.aerele extrue eate ~ 

(J • 1,2, ••• ,a). S.l H aorie •trie•• 4e trecere 
1eu1t„lu; ,"lorllo,. ~t" aW 

pllDSlton aoeet.S: expeJ.'ienţe ,1 al •• oalcui.ze 

coree-

proba-

~ilintea 4a trecen 4upl D ,..1. 

so1at111 
'freoerile 41.ll atare& Q1 (celui •re Duaăr e.E-

tru ••t• l) iar or1oe atare QJ, ~) l a1nt egal pro­

babile, cleo1 ·P•j • j , J ~ 1. 

o- trecerea clin •tarea~ 1n •tarea Q1 Hh 1apoa1l:>1U 

:,21 • O. ID atare& ~ •• poate rh1Ae 1D d.ou.l. ■odur1 

agal prebab1le, fie •xtrlgind bila cm n.r. l, tie e.Etrl­

sill4 bila CQ n.r.2, deoi p22 • i• ltvident ci 12jz ¼ j >2• 

Cont1nu.1nd. aaeet raţionament obţi.n•• Ptj • O pt. 1 > j, 
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1 1 l ......... t 1 
• • • • 
o l 1 ~--······ ! l • • • p • l ......... i 1 o o • • •.......... ... ........•.• 
o o o • •• , ~t: ••~ l • 
o o o ......... o 1 

• 
haaţ1a oaracteriatiol eate \)I - PI • îi ( ). - ; ) ,.1 
,1 a.ol notl■ oa 2i:! el„entele -trioel •~ (). I-~ 

O ~•ra l > ' 
~p_l 
~-i • 

\>.1 -~_I __ 

■C >. -· 1>< >-- j;l > 

,1 11tilis!.nd fol'JDula 1111 Perron obţine■ 

peatra l> ~ 

pentru 1• ~ 
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OtllClflfl' 
14. S. cons140M un lanţ Jlat'li:O'f' Clb apaţial etl-

rilor I • ll.,2, •••• 211.j ,1 mtrioea de trece~~• 

G , o .o •••• o o q 

q o , o •••• o o o 
o I o -p •••• o o o 

p. . .•...•..•••.•••....••••..•...•.. 
o o 8 o ••••• o , o 
o o o o ••••• q o p 

p o o o •••• o q ) 

{Meu la 1ntilllplare pe o clroeateri.llţl) 

a) Sl ae oalo.ial.eu pi'Obabi.litlţile de trecere dllpă D pqt. 

\:i} 81 • arate ol 

l0lllţal n eete •10410. 

So19tJAIJ 
a) Vt111da aorier. •btcU P nb toni normală. Daci 

safil'lua ne Qlol!i pi.>Mpri-1 _aia;,le } ~ k '= I, existl 

J[ .....,cslbGI. .,_.,-,_ iaci~ PB = lL7 11nda J:( 6jk ) i}, 

j,.kGI, 'tJr • ţ O . PfD'Ull ~;. Ir: ,1 p" • s.r1a-1 ande 
.r- { l peama J, • k 

r" • ( cf~~= ), ~,k:61. 

In eaul .uost.l'll B ., ( € (j-l)(k-l)), 
..lU 

E • e • 
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-(~i)(k-1) r 
,1. ¾- (€ ) fi Ja( (p t k-l♦ Î. E-(k-l))o jk) , 

j,k~ I 

b) Bezultl din faptlll ol 

2n l 4 daci ;I+ k erte par 
lia Pjt • ~ 

'J\-9oo o daci ;l+k eate iapa1' 

2n+l 

f : 
daci j + k Hte iapa1' 

lim Pjk "' 
,n .... c,0 dacl j + k eate par 

15. Se consideri lanţul llarlcov omogen 011 spa­

ţiul st!.rilor I ,. { 1,2, ••• ,11j şi matricea de trecere 

p.,_ (p~k) cu Pj,j+l = 1, j „ 1,2, ••• ,a-l, Pml „ l • 
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1"1 

·81 ee ce.lc~lne pr~blliUţUe 4- tioecer. 4apl a p&ti. 

8ol.;aUe1tJt1lbla aodqi •todl oa ha probl w ( '1 . 

Ba( f (j-l)(Jr-1)), e, • .'lJ. , .-1. i (f-(~-l)(t-1)) 

• [ l 4aol JMo ;1-k N . 41 dct. oa ■ 

adiai P~t • 
O ha ou oontl'u. 

16. Se oODBidel'I UD luţ ■ukOY oaopa o• 

epaţiu ec.&rllOI' I• lo,1,2, •••• sJ ,1 oa .aulo•• 4• ........ 
o t o o ••••• o o i 
t o i o ••••• o o o 

p :. o t o i ..... o o o 

o o o o ..... t o t 
i o o o o t o o No (hre la 1Dt1■plue pe o corcomterinţl N~ ~ ) 
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s, •• calculez e prooab1l1tlţ1le de trecere dupl D p&f i 

s~but1e1 Pentru comoditatea scrierii al introducea nota-

ţHle 

A.vn 1n general 

O (J ?kll ln particular deeA eate de forma ksîft!,k=o, 1,2, • • B 

Z( r, .. ) t , (,.,.).., _.!.. L6 - i.,@ I l~ 1 -1..9 L(Nt-t)9 
V ulo U 2, e -re 7 1: (?, -t-2 e e -: 

( w I l/JG I I 
~ 2<?. +-ye. =yG,(Q)+;r Q,,{o) 

111 analog 

,,J 

e ?lch l1eo1 i,utom aor1e pentru • p;r 
li 

i',( (J) '<n{ ()) • L Pr,11 4,.( O) n,m „ 0,1, ••• 111 

111•0 

lnmulţ1nd ou Z(G) otiţ,1nem1 

li N B 

Z~((;) ~/O)• 2_ i,1,1n?.(0)4.u.U>) " Ll'nm LP11115Q8 (0) 

BaO 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1" 
!f • • 

,. L ( L PJ._). ~(Q) • L P!. ~( 9) 

şl prin recuren,fjl ae obţine relaţi. 

• 
zrc e > ~< e > • L P~ ~c 9 > (.( > 

...O na 

.J 

8e obeervl apoi el pentr■ 9 t"' f!r- (bo,l, • •• ,B) ,1 

c-ntra ■ ~a 

N -- • I: ~<&1c> ~<e1c> - 1:' • 
kaO bO 

• 
,1 1za pl• L \ ~( ~ t>l 2 ••• 1 

bO 

-

121c (q-.:1 
l+i -

• o 

Imullţ1ncl re1*ţ1a ( .,(. ) oa ~( Q ) oa a f'ilc-at H obţlae 

pentra 8 -e 1t re G) ~( 01c)~( 6 t> • p::., ~ .... ~2 
,1 

in•aa1D4 4apl lt obţlae■ • 

• .. • 2 "' L zrc 81c) ~( 911:> ~( 611:)..Pna2I~< 9t>I •(S+l)pDII 
k-0 k~ 

• • 2kl!r•u V __l_ ~ r 2-lt 
deol Pna • l+I ~ ooe r;y 

k•O 
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Ob•er,oţi•r DacA o ons iderl■ JMraal la 1nt1■plare ~ • 

oirouaterinţl a i general, oa •trioea 4• tr.oer• 

o p o . . . . o q 

q o p o o 

o ' o •• •• o o 
P::: ...... .. ... .... .. se pot oalo.al• 1Jl II04 

o o o ••••. o ; analog 

p o o ••••• • o 

pro'babilitlţile de trecere dapl a pafi bind Z( 9) • 

„ re1e + •• -te 

17. Se consideri ara l.anţ ■arkoT oac,gen oa apa-

ţfol atlrilor I "' ~ 0,1,2, •••• J ,1 ca •trio•• de trecere 

de for•• 
o 4 t> o .. o o o 
I I o o 2. o "i o o 

P=-
o I o ( o o o î: :I 

. - -
o o I 

b o î o 
~ o o o o o ' ~ (■ere l a lnttapl are ou douA ecrane re lectante) 
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81 ae caloulese _ probabilitlţile de treoere dapl n pqi. 

Solutier Obaervlm el pol1.Doaal trigonometrio 

011 x z: ooaG 

aatiatace relaţiile 

~(x) = i ~-1(x) + i ~ 1(x), n • l,c, ••• ,B-1 

_, 

iar daci 9 = ~, k = 0,1,2, •••• ,a-1,,1 relaţia 

Deoi _pt. 0 • ij- putem acrie 

I 
~(x) = L Pna~(x) , n • 0,1 ••••• . 

·..O 
I 

,1 prin indlloţie ~~(x) .. I P!. ~(x) 

...o 
. fii 

Dar pt. xlt -=ce-5 N _ , lt • 0,1 1 2, ... 21-1 

2lf-1 2lf-l 

L ~ (xlt)~(xlt) = L coa ~ coa u..lL c 
ltsO k=O • 

..., ,., 
[ ooa Cp-,)k 11 + cos Cp+~kll J .. 

,., 
Cn-m)k 11 1 

I 
(pţ9ikîi' 1 

( o( ) 

(e ♦ • ) • o 

Cda. 41/1980 Pasc. 11 
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a-1 a-1 
,1 1A plu L. ~(zk) • j L (l+coa ~) • • 

Jt,.O . Jt,.O 

ID1112l.ţind relaţia ("') ou ~(z) petru Wl ■ !1.zat H ob­

ţine petrll :ic ::a Xir• ,1 tnauat.Dd dllpl k 

a-1 
L ~~ ~Czii)~(zlc) • p!Jr 
t-0 

a-1 
. l' deci p!. .. I L.. 

Jt,.O 

~ 

111k li oos T , a., ... o,l. .B 

18. Se consideră un lanţ llarkov oaogen ou apa­

ţ11ll at!.rilor I = [0,1,2, ••• ,n, •• } şi probabUitlţ11e 

de treceretp00:l, pt,k+l E p, Pk,1c-l•l-p, k ~l. 

,1 Pka • O 1A celelalte oazuri. ( ■eraul la 1ntt■plare ou 

ecran absorbant; starea absorbantl tiiad O). Pava 

p.• ¼ al ae oalouleae probabilitlţile de trecere dapl 

• n pafi Pka , k,a = 1,2, •• · •• 

8olgt1ta ■atrioea de tredere are toraaa 

l o o o ......... 

' o j o ........ 
p • i ,. -~~~-~~~~ o o 

....... • ............. 
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f~ cont de torallla trigonoaetrial 

ooa e aiA k(t . ■ f ai.n (k-l) 0 + ½ ain (lt+l) 8' 

-ooa 0 aill k G • ,L P1[r ain r f:J 
r=o 

Aapltt1o1ncl oa ooa 0 obţi.nea a1100H1T1 

-
ooa2 e au 'Ic e • I 1>u ooa e a1nr e • 

r-a 

- - - .... • L. Pu ( Z Pra ain a e ) • L ( 2 Pia-Pra)•ill • • 
r20 ■-O a.O raO 

ele uu prin reoarenţl 

ll 
Pr'lt alll r&, 

Aapltt1o1ncl 41n no11 oa aiD a& ,1 11ltegr11acl 1n raport 

obţ11lea1 

~;; 

~ 61,,\\"9"" <i9d8• T p';, 
0 
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/

o daol r ~ a 

ain a 9 48 ~ daol r • • 
- '1' 

(~ ooan6 a~n k8 sin se 48 

o 
pentru k,a=l,2, •••• , a• 0,1,2, ••••• 

r, ■•l,2, ••• 

19. Se conaideri lanţ'11 KarkoT omogen ca apa­

ţ1'11 stărilor I= lo,1~2,~~~~ }~1 probabilitlţih 4• 

trecere Po,l • l, P)c,k+l • p, P)c,t-l • 1-p, k ~ l 

şi Pica• O in celelalte cazu.ri (Mers la intiaplare oa 

ecran reflectant). 

Pentru p: ½ aă se oaloulese probabilitlţil• de trecere 

după n paşi. 

Solatie. Matricea de trecere este 

o l o o ........ 
p ½ o l o ~ ........ 

:. 

o ·1 o l ....... 
'2 1 

....................... 
I-: 

~inind cont de formula trigonoEetrică 

cos e cos 1c e = ¼ ooa (k:+1)~ + ½ ooa c:-1> 0. 
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pu.tem eorie -
co• e oo• 1c e • L PJ&:r oo• r 9 . 

r:r:O 

uplirto!Ad ca. oo• G obţi.Aea 

e,o 

ooa2 e ooa 1c • I. · ~ ooe ae .· 
•• o 

de unde prin reoa.renţl 
.,,,. 

co• 11
9008 1c e • ! ~ oo• re 

r=O 

bplifioind din noa. oa. cos • 8 fi integrind ÎII. rap01't 

Cil 8 pe interval lll [0,2 'l] 
1- . 
~ 008 D800S 1t & cos •0 
o 

Dar 

re 008 • 8 49. 

o 

4eo1 . .. 

obţille■ 
J 

.l• -· ~ coare ~oa 40 •L~ 
r..o o 

l 
o daol r ~ • 

,r daol r • • -~ 1 

1ţ daol 1' 20 • • o 

•640 

l,f 

-lr ( COSA 0 008 le 9 008 8 9 4 8 pentru 8 ~ 0 
11 } 

h" ~Ş. ooe11e co• k8 4 8 pentr11 • • O 

o 

a,k,a • 0,1,2, ••••• 
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20. Se consideri o particulă care se poate 

deplaaa pe o axă orientat! nepllt1nd ocnpa decît punctele 

de abciel 0,1,2, · ••• ,n. _••. Presupunem că de cite ori par­

ticula se află intr-o poziţie 1 I o, ea tace un salt de 

o anitate spre dreapta cu probabilitatea pi-,. o, spre 

stî.lg cu .probabilitate q1 :::-o sau rămine pe loc 012 pro­

baoilitatea ri> o. p1 + qi + ri = 1. Din poziţia O parti­

cula face an salt in poziţia l cu probabilitatea p
0 

>_o, 
rbinind pe loc cu probabilitatea r 0 ~ O, p0 + r 0 • l. 

Sl •• scrie aatricea de trecere a lanţu.lui Markov omoge~ 

oe descrie mişcarea particulei şi sl se dea o metodl de 

calcul a probabilităţilor de trecere după n paşi, folo­

sind teoria polinoamelor ortogonale. 

Soluţie. Matricea de trecere are format 

r• Po o o ........ 
p„ •1 rl P1 o ........ 

o q~ 1'2 p~ ....... ( . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
8l cona1derb 1n cont1naare sistemul de ecuaţii 

1'Qk(x) • ~Qk-l(x)+rkQk(x) + PtQk+l(x) ' 

cu condiţiile ~(x) = 1, Q1(x) = x;:o 

le= 1,2, ••• 

Utilizind aceste ecuaţii putem scrie nelaţiile 
c,O 

1'Qk(x) • L Pg~(x) k • 0,1, •••• 
r..O . 
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d• aade prin indlicţie dllpl n- •• obţine 
d"l 

~(x) • L ~ ~(x) 
raO 

Deeareoe ~) O, •• demonatreasl · 11Şor el 

~k ••t• an polinoa de grad k. 

( o( ) 

kt.stl atanoi ta aod unio (.modalul o constantă adi-

tiTI.) o tancţie o (x) def initl. pe [-1,1] 11edeeorea­

oltoare şi neoonatutl. ut'fel tno1t 
t 

) Q,,(%) lq,(%)4cr'(%) = l~ 
- j 

daol k ~ h 

daol k = h 

Inaulţind relaţia ( ol. ) Cil ~(x) şi integr111d pe inter­

nllll (-1,1] in raport Oll dD(x) obţt.na 

~ °"" f I 
) ~(x)~(x)d o (x) "' L ,:r ~(x)~(x)d~(x) • 

-1 r~ - • 
\ 

.. ~ ) {( do'(x) 

- , 
de ande reaal111 Pkll• 

21. Se cSl wi luţ MarkoT oaogen (Xzi_) , oa. a.n 

nmil.r finit de atlria A0 tA1 ••••• ,A8 ,1 tie P~k>j ,b:0 ,1, • • 

probabilltlţil• de trecere corespunzătoare. Preaa.pwiea 

el niatl. tntregi • "'> O ti k0 ? O &st.fel incit 
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ID aoe•t oas luţal (zll). ••te ergodio •~ol lla1tele 

1111 p<:> • Pic J,t..0,1~:::1 exiatl, independente de J. 
f\ ➔..., J . 

••erele Po•Pi••••Ps fo~ae•zl singura •olaţie aenegati-

YI a •i•te■alai de eouţi1 
I 

pt • L PJ PJt 
J■O 

I 
oare aatiataoe relaţia r 

t-0 

Solaţl11 

t ■ 0,1, •• • ,. 

81 t •- (ll) ~- (D) (D) (D) llO - 8k • · ■.u& p (k , ■k • ■ax Ptk k • 0,1, •• ,K. 
O.!:UH 0-'l~ . 

81At Hidente relaţUlet -in)·~ •i'"'l) , lin)) •in+l) 
fi O ~ -i D) ~ li D) ~ 1 

deai e.xiatl Haltele ~ • 1111 ■iD) t1 't• U.11 ■ill) fi 
n ... .,. "-4"° ) 

llt -' 't 
Toa arlta ol de fapt ~ a •t 

Pt - &DU111ţ1 e O ,1 e 1 

Jie B ■ [ J, O ~J ~·­

,1 B • f J, O ~ J ~ I, 
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Se obeenl el A ) O fi A + I • O. 

Stnt doal oa:atU"i poaibile · 

cr> 
t• f B, atwioi B J -(1- p { t ) ,- -(1-d) de ande A-E l-4 

l • 
- ,( (fi 

Nil t 0 ~ B ,1 atunci J. ... l - p e. t ~ 1 - 4 de aH■enl. 
• • 

Deci 11in+■) - ~n+•) ~ (l-4) (■~n) - llt (n) ) 

fi OWII ~•) - ~■) ~ 1-4. 
prin recurenţi ~na) - ~( .. r) ~ (1-d)• ➔ O otnd a 

deoi ■ic • •t oeea oe aratl ol !~., p~:t_ Pk. cu Pit•~••1t 
I 

Trecind la liaita din relaţia L p~=) • 1 H obţine. 
• kaO 

L Pic • 1 
kaO 

Prin aoe1a,1 raţionaaent ut1lia1n4 relaţia 

~ (ri-1) N 
• L p e J P3t „ obţin• PJt • l PJ. PJt" 

J~ J~ 

P(D) • 
Jt 

Presupunem o! ar aai exhta , 1 Q
0

, Q1 , •• • • ,~ di.terite 

de oele anterioare pentra oare 
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l?• 

• 
fi ~ • L. QJPJk 

J.O 

• 
Se obţi.Ae CR a.,ariDţl "ls· • L '¼ P~:> ,1 pt.a -- a•u 

J.O 

• • 
~ = I. Qj • pt • p~ L QJ • :tt· 

jz::O . j.O 

22. h co.a41ţ~11• probleae1[2~ rte p~~•) • 

= p(Xzi=k 1~1 = j) J,k = 0,1, •••• I. Sl •• arate ol 

(-n) " lia PJk = Pjt uiatl ,1 toraeazl o aatrioe atocu-

tică. 

p (xn=lt,xn+l • j) 

P (xn+l = j) 

P(xn+l"'J xA=t). P(~=k) 
= • 

p~~l"' .1) 

s ~j • P _(xn = k) 

p cxn+l -= j) 

N 

=lP(1:
0 

= j) • P3~) rer.nltă oă 
i=O 

.J 
li 

= L P(X0 ° j)·R = f11. 
j:O 
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( - 11) 

limp ~k 

171 

In cont ina&%'e avea 

2~. Considerb îndeplinit• condiţiile din 

problema [2iJ P~esupunea . c~ la momentul t = O aisteau.l. 

se găseşte 1n starea Ak, şi r evine in starea Ak pt.priaa 
. . ( k) 

dat! dupl un nllllllr de paşi pe oare il notb ou. Y • 

Să se arate ol P ( ,(k) > n) < ( l-4) 11
• 

Sol11t1u . 

a) Avem evident p ( ik) > l) = l - f~~ deoi pt. n=l• 
· · v-tla.l, o .!.I."' c.nu..+ 

8l raţicnăa prin recurenţi : · u-+, oc/.v.i~ 

P(vCk)> n+ll „ L L. P( ).l(k)> n, xn=~•~l • ·h) 

~k ~a'.k 

4eo1 

p·(/k)"> n+l) ,.L_- P (~(k)> 11, ~•3) L. p~k (l-d.)P(al~-, 

~i'k blk 
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24. J>at ~11.Ad an lanţ llark:ov Oll I apaţlal •tl­
rilor oel aQJ.t aamlrabil ,1 011 P • (p1J)• 1,J6I utrioea 

4e trecere, al•• arate alt 
s li\. 

t(l,~) • 11■ 1:Ji___ , oricare 1,J E I. 
• S--.ao ~ 
(l'o.rallla 111! DoebliA) 

Solgtiea Folosind teoreu. prl■ei 1.Atrlria 
. s m. s s i rZi~I. l_s{rm, 4J)-r;·"":I Cfr.m.,.v ·rr~;--) 

lh:4 

de wide 

5 s s , s-r' ... r' 
c~+ r. p;) r sc/11\,l,JJ? I. r,A ~(41- L r~) Y. -f {ttn,i.1) 

"'.. III\=-• "'.. • III.• , ""~ ◄ 

orioare ••< •• 
• 

I■plrţiAd prin l + L PjJ şi alcind a ~ - ,1 apoi 
n=l 

•' _. o0 obţiAe■ to.raQJ.a 1111 DoebliA 

1D partioalar 

t(i,1) = 1 _, :1a 
s~ .... 

l 
• 

l ♦ L 
a-l 
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25. Se dl an lanţ •arkOT omogen, c11 apaţ1111 

etlr1lor I• \0,1,2, ••• } ş1 011 aatr1cea de treoere 

(p1;1), 1, j I 

Daci şirlll } ~) , i EI 1ndeplineşte oond.itille 

~ ~ O L P1,1 o.;1 ~ ~- , 1 fi. I 
.1 

at11Dc1 a1 • 11.ll L pt, o..1 exiatl pentr11 orice iE- I 
"" .. _ j 

şi •1 • L P1;1 •,1 
.1 

so11t11 

:lxistl deci pentru orice 1 E- I 

•1 „ 11.ll L P~,1 llj ~ - llt 
........ .1 

Trecind apoi la lilllita pentru. n --'io0 1n relaţia 
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26. (Un aodel al aooidentelor de aan.ol). 

Intr-o intreprindere, an laorltor poate eu.teri acciden­

te de mUDcl care necesit! perioade de spitalizare de o 

ai puil la a-l zile. Sl preaapanea ol probabilitatea oa 

lacrltoral al na tie accidentat in deouraal unei sile 

eate O~ q ,<: l ,1 ol probabilitatea oa el fie acciden­

tat şi al tle •pitaliaat ■-r zile este P•Pa-r•l~ 1' ~►l, 
m-1 . 

p • 1-q, 2: Pa-r = l. Conveni.li el epwie■ ol lac1'lto1'al 
rsl 

H atll 1D starea n la eti1'şit11l IUlei sile daol,tte llll 

a auterit nioi Wl accident 1D deo11real acelei zll• ,t.ie 

se glseşte la afi1'şitul _Wlei perioade 4e spitalizare şi 

ol l11crltorul se atll 1D starea r la st11',ital anei zile 

daol el are de executat a-r sile de spitalizue,l~ r~■-1 

Evident lacrltorlll se poate_ glai 11l starea r fie ca ur­

are a wiai accident 1D ziua reapectivl şi oare neoeai­

tl a-r sile, de spitaliaare, fie ca 111'■~• a &tll1'ii •• 

1D atare& 1'-1 la sfi1'şitlll silei precedente. Bate normal 

al aoceptla ol accidentlrile aa11 neaccidentele din sile 

dife1'it• sint eveniaente independente • 
. p ci 

a) 8l se sori• matricea \recere corespunzţtoue lanţului 
orno9co 

Markov care descrie trecerile lll0rltorll111i prin atizile 

b) Sl se deterllli.De repartiţia staţionari 1T in raport 

011 p -oentr11 oare 1f lal 
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Solv+ic.. •. 

a) Matricea de trecere eate 

P· 

q 

o 

o 

o 

l 

p Pm-l 

o 

o 

o 

o 

p Pa-l 

l 

o l 

o ....•••.• o 
o ••....... o 

o 

l 

o 

b) Kcll&ţia1TP • Îj" ne oonda.ce la aiatem111 · 

î1 0 4 + li a-l •Ît 0 

1r 0P Pa-1 • 1i l 

l 0 P P-1 + 1T (. -l • "ţţ e 2 ~ e. ~ 11 - l 

Din a.lt1ael• a-l ecuaţii obţinea aa.ooeeiv 

T 2 • P<Pa-1 + Pa-2) 1r o 

,1 1n general '\ • P ( ! P-1) î 0 
ial 

,1 din condiţia 1f l • 1 1 

s1■1a l o • --;_--1--
1+, L,_ ip1 

1•1 
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27. Beoesar 91 •~1oient oa lanţiu ■arltcn 011 

spaţial stlrilor I ,. { 0,1·,2, ••• J,1 ou aatricea de tre-

oer• O 1 O o· ••• 

P= ql o Pi o ••• 
o ~ o ~~~~-

al adllitl o repartiţie 

'l ţ O, 1(' 1 "' l eate 

staţionari. T ~ (11' 1>1~ I , 
. - .,,. i-l 
ca L 1r .pt <oe 

1=1 k..O "-k+l 

Solatie I Bouaţ ia 'lţ,P • 1T ele cle~iniţ ie a mei repara­

ţii staţionare ne conduce la . aiate■iu 

Îll 41 -=To 
tto + 1f 2q2 • Îi l 

P1-1 1f 1-1 + qi+l 1f i+l • ir i i • 2,, ••••• 

DiD acest aiate■ •• obţine pri.A reolU'enţaa 

1-1 

, 11 l 

-DiD condiţia 1f.1 ■ 1, care 1nee1111eazl L T 1 „ 1 aveai 
1:sO 
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- - ~ l = lfo + L xo 1i aau 
qk+l 

i=l k=O 

11' o = l 
_, 1-l ~ 

l+ L îT <lJc+l 
1=1 Jc::() 

fi de aici 1r o > O dacl şi numai dacl 

î 
1-l 

Pic 1f <l1c+1 
<;0'0 

1=1 Jc::() 

In particular dacă Pl( = p, qk = q= l-p, Ic ~ l 

1-l 
Pic -seria ~ 'îi qk-l 

: l 2. (...L)i converge p q 
i=l k:O i =l 

numai daci p < q. 

28. Fie lanţ ul 11arkov cu spaţiul stărilor 

I = l 0,1,2, •• •} şi cu matrice de trecere 

-Zu.. ao o o . , .. 
~• I ... p„ LQ. Q, a., o 

(.:2, -L O;. 0-i. a, a.o 
(, l 

Cda . 41/1980 Fe3c , 12 
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,:,o 

Dacă L. t91i: > 1 există o repartiţie stiţ ionar! 11 , 
k::O 

Sol11t1e1 \'om că11ta repartiţia staţionară li -=( 1f 1) 1 el 

de forma îl' 1 = x1 , x (;; (O,l) 

_, 
Dill ecuaţia '1f p = li pentru j e I, j f 1 obţinem 

ec11aţ1ile -L x1ai-j+l = xJ, sao inmulţind cQ x1-J 

i=j-1 
,,.,, 
2 xi-j+l ai-j+l = x, care sint deci identice 

i=j-1 

-şi cu notaţia t(x) = L 
k=I 

Dar ' °"' f (l) = L kak '> l t(l)i:: l şi 

k:11 

deci există x
0 

E (O; 1) astfel incit f (x
0

) = x
0 

.SA obaervăm apoi că 
o-0 k-1 

=LLa~! 
k=l 1::0 
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lutnd I este o repartiţie 

29. SA. se calculeze probabilitatea h(i ,j) 

ca pleoind din starea i, un lanţ Markov (xn)• n) O ( cu 

spaţiul stărilor I cel mult numirabil) el ajungl •ÎD sta­

rea j de o infinitate de ori . 

Soluţiei Botind ou h(s,i,j) = P(xn+m ¼ j, pentru cel 

puţin s ·valori n ~ l) avem succesiv. 

b(s+l,i,j) = L P(x # j, m .t.JJ4 ..,n,~n=j~~n+k „ j 

nţl · 

pentru cel puţ 1n a valori k ~ l ( X. = 1) • 

.P <x.♦ n+Jt • j pent.L'u cel puţin a valori kJ llz..,11 sj)• 
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= i'(i,;f) • h (s,i,;f) 

Cwa h(l,i,;f) • .. (i,;f) obţinem prin indaoţie 

D&f h (i,j) . 

h(i,;f) = 

= lim h (s,i,j) deci 
S-""'° 
daol f(j,;f) < l 

1'(i,;f) dac! f(;f,j) = l 

30. Se dă an lanţ Markav omogen ou spaţial 

stărilor I= l~,1J şi CG matricea de trecere 

P = [l-p p J p,q E (O,l) 
q 1-q 

a) 81 se calculeze probabilitate ca plecind din 1, lan­

ţul să fie in ;f pentra prima dată după n paşi. 

b) SI se calculeze probabilitatea pleoind din 1, lan­

ţul să 1'1e în j _ după an număr finit de paşi • . 

c) Să se calculeze probabilitatea că plecînd din 1, lan­

ţul să ajungi in ;f de o intinitate de or i . 

Solaţie . a) Se obţine cu aşurinţl 

{ 

1-p dacă n"' l 

f(n,1,1) = . pq(l-q)n-2 dacă_ nţ 2. 
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t(a,1,2) ■ p(l-p)n-l 

t(n,2,1) ■ q(l-q)n-l 

181 

t(n,2,2) • l
. l-q claol ll • l 

pq(l-p)~ daci • 12 . 

00 

b) f(l,l) • (1-p)+pq 2 (l-q)n-2 • l tl acalog f(2,2)■1 
n-2 

-f(l,2) e p L (l-p)n-l • l t1 analog f(2,l) • l 

n-1 

(Deoi aabele ■tlr1 atnt recurente) 

IJI\CI 
c) Conform problae (ln+<rt"4rc realll.tl el 

1,j = 0,1 

,1. Se 41 lanţlll. Mark:OT (~). D) 0 CU 

apaţilll. ■tlrilor I• {0,1,2, ,3 
,1 o~ Mtrioea de trecere 

[! 
o o 

~] , - o o 
t o 
o l 
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Să se arate oăa 

a) toat.e stAril• · aint recurente, renexive şi positive. 

b) lanţlll nu este ergodio. 

8olllţiea Caloul1nd paterile lui P .>bţinea 

o o l o ·, ½ o o 

p>-. o o · 1 o I?~ l ¼ • ~ o o .. o o o 1 
o o 1 o 

½ i o o o o o 1 

p\p 
de ande rezlll tl 

fi 
daci D = 3k-2, ll :a 3k-l 

n 
Pt P11 = = 

daci D = 3k 

f: 
daci D • 3k-:2, D = 3k-l 

D D 
P33:a P44 • 

daci D a 3k 

,k= 1,2, ••• 

a) Utilidnd teoremele · 

- o stare 1 este reourentl saa nerecurentl după cum 

f ,:1 dţTerge sau converge, 
n=l 

- o atare 1 este reflexivi sau nereflexiTl dupl cwa 

p~1 ') O pentru cel puţin o valoare n "' 1,2, ••• saa. 
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·11 
P11• O pentru .orice 11 = 1, 2, • •• 

- ll - o stare 1 este pozitiv! sau null dupl cwa lia p11 ") O 

ll 
sau li.a Pu= O, 

şi forma concretl a probab.ilitlţilor PÎt rezult! ol . 

toate stările sint recurente, ref'lexive şi pozitive . 

b) Rezultă imediat tot din forma probabilitatea P~j . 

Obs. Lanţul este inductibil deoarece se observi ol pen­

tru orice i,j există n=l , n=2, sau D=3 astfel inott 

pfJ ") O şi r ezultă şi de aici că toate stlrile stat r e­

curente şi pozitive. 

32. Fle (x
11
), n O an lanţ Yarkov (cu spa­

ţiul stlrllor I finit). Se ştie el oricare ar fi atarea 

1, daci j este stare tranzient! 11.m p~~ =O.Să se ara-
n .... ..o " 

te oă aceastf convergentă este exponenţială. 

Soluţie. Va trebui să arătăm ol există a:> O şi ac: b <l 

astfel înott p~J ~ ab
11

• 

Dill ipoteză rezultă că pentru O < f < · l exlstl 11
0

, ast­

fel incit J: P~J <: E , pentru orloe n ~ n
0 

şl 14:= I. 
JeI 

Se ştie că dac! 1 este stare recurent! şi 1 ~ j atunci 

şi J este de asemenea recurent!. Din acest ■otlv putea 

scrie 1n continuare: 
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Ca 01'1o• 19 l Ht• ele toraa a • u.+r, o~ r ~ n., nea 

D-o r A-1 
Ptf• ~ Pft • PtJ ,.; c • - llo • u• 

k~I 

1 
l „ 

oa•••,~• <t) 
E 

J,. 1'1• (z.), •~O an luţ ■arkcw oaopa 

oD apaţllll atlrllor I• fo,1,2,3, •• · •. J tl •~r1o•• 4• 

treo•r•• 

»o 1-i»o o o o ...... 
Pa Pi o 1-PJ_ O o ...... 

'2 o o l-»2 O ...... , P1 f= (O,l) 

....•.••....•..•......•.•.....• 

8l •• arate ·a1 •tarea O •n• reoeutl claal ,1 zaoaal 

claal -L P1. -
S.-0 
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Bol11ţ1e • .lTeaa . 

t1 pt. a> l 
n-2 D-2 

t(a,O,O) • 1T (l-p1)p11_ 1 ~1T (l-p1) l-(l-Pn-1> • 
1:0 bO 

a-2 n-1 

• ~ (l-p1) - 1Ţ (l-P1) "' Un-2 - tJn-l 
1aO 1-0 

ude Ull • 1
l (l-P1> . 4aol a~- O 

. 1 4aol a• -1 

a+l 

Deo1 2, 
ia-l 

„1 

t800 • I (Un-2- U:.n-1> • l - u. 
a-l 

Poloa1a .tn contina&1'e m'Jl!torlll realll.tat olulo 
• Daol Pt € (0,1) fi u. • 1f (l-p1) atwio1 u.-, O oind 

bO - . 
a -t oo 4aol ,1 naaai 4aol L P1 • _o,c. 

1aO 
,,. -

1lezultl deci ol L, r:0 "' l 4aol fi naai daol L Pt• __, 
1-0 
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34. Fie l antlll. Markov oa spaţiul stărilor 

I= lo,1,2, ••• ] ,1 matricea de trecere 

ao •1 a2 a; ....... 
•o al 82 ., ....... 00 

L8t o 8t)O s l •o --i a2 ....... 
P= i:::O 

o o •o --i ....... 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Sl ae arate că : 
oO 

~) daci I k~ > l lanţal este tranzient (toate stlri-

k=O le aint transieate) 

c'° 

b) aaoă L 11:~ · ~ l lanţal este recurent (toate at!ri­
i:=O le stnt recarente). 

Solaţie, Se observă el lanţul este ireductibil! 

a) Folosim teoremat 

Becesar şi suficient oa un lanţ Markov iredactibil, 

011 spaţiul sti\rilor I s Î 0,1,2, ••• ] şi ou matricea de 

trecere P--.(pij) i,j EI, să fie tranzient este ca el 

e:xiste un şir (y 1) 1 EI' 12econstant care să satisfacă 

aiste■lll. de ecuaţii: 

1E I, i ~ O 
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Voa căuta eoluţii aie aoestu.1 aiatea de f m'- :r1 • X-" 

:z:E(O,l). 

Siatea\1.l. T& deTenia 
c;,C 

L. PiJ~ • zi, 1 ~ O ea• 
J..O 

a~-i+l :z:-1„ :z:1 , i ,J. O . sau tncl (inanl.ţi.Jld res­

pecti T CQ x1- 1) 

Observh el toate ecu.aţiile sistemului ·atnt de foraa 
. -

f(x) = ·x 011 t(x) = L yk. 
k=O 

-
Dar CWI t(O) = a 0 > O, t(l)aLar.=l şi t .'(l) =L k~ >l 

k:O 

exiatl x0e (O,l) incit t(x
0

) = x , cleol 
. o 

11 = x! este şirul care asigurl tranzienţa şir'1lv.1 

b) De aoeaeti dati totosia teorema• 

B'ecesar şi suficient oa llD lanţ llarkov ireductibil 

cu spaţial stirllor I „ f 0,1,2, ••• } şi ou matricea de 

trecere P:: (piJ), 1, ~ e I sl fle reoGrent este oa ei 

existe un şir (;ri)iS-I• 11a „1 = oo oare ai satisfac& 

aiatemlll de ineouaţila 
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~ 

L P1J 7 J ~ 71, 1 ~ o. 
J..O 

Yoe arlta el şirlll 71 = t,, aatiafaoe pentru lanţ al dat 

teorua 4• Mi ana 
,,,. - -L. P1J~j z I ·J-1+1.°J • L ·J-bl (;j-1+1)+1-S 2 . 

;j::O Jai-1 Jai-1 

. L Dt-1 • 1 ~ 1, 1 , o. 
bO 

-''• Se dl an luţ •artOT oaogen (~) Jq o, 
oa spaţial atlrilor I ctJ fT\Olt t\u.,a4("Clb.l ~.: P- (fi.A), i.JEf 
rnotriCICl c!. irto.r, . 

•ot1Jl4 oa lp,j :f.>~J.!. x>J, t, 1 ~V~n-ll x0=1), 

~ ~ J, •11 ,1' p!J • L tP:J 
a.o 

81 se uate ol 4aol 1 fi ;j aparţin aceleiaşi olase re­

oarente 

lia 
Ir\. ... oa 
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8ol11tie. Avem: 

• L Pu 
1J :O 

n-" deoarece ipi~ a O pt V ? n. 

şi Mi departe, 

, a• 0,1,2, ••• 

•"' -l,:-2,••• 

n=<> l) ::O 

Folosi■ 1A continaare 11rmă.torul rezllltat din analid.a 

• 
Fie c. = L ..__v b 11 , 

J]..O 

unde o .!f ._ ~ x., X. > O• ~ -■ • o0 . 1 
a::O 

• b 
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Se obseffl ol O~ p~1 ~ l", L p11 11 o0 ·c starea 1 este 

-=<> reourentl) 

-limb. s 11■ ·~i:., = L 
p ..o 

(din ipotezâ 

uupra atlrilor i ,1 J) 

rezultl deoi . oă 11m 

36. Fie (Xa), n.ţ o, Wl lanţ Markov omogen 

011 apaţilll etăr1101' I t:lait, şi Te I, ! I ~ · mulţimea 

atbilor transiente. Să se arate că probabilitatea de 

a ruine la nestirşit 1n mulţimea 'r este o. 
Soluţie. Sl presupunem oă lanţul pleacă dintr-o stare 

1 ~ I oareoare şi tie JE !. Avem succesiv: 

P ~•tarea J revine de _o infinitate de ori)= L p(x0 =1). 
i=I 

• p (starea J revine de o infinitate de orii x
0
=i) = O 

o 

Dar H•ident nlatl J
0 

E I lnott 

(x._ E !, n? O) s;. (starea J
0 

revine 4e o infinitate de 

ori) 
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deci ?(xDE T, n~ O)~ P (starea j 0 revine de o infinita­

te de ori) = O ceea ce demonstrează că probabilitatea_ 

de a ruine la neefirşit 1n mulţiaea T este o. 

37. In condiţiile problemei 36, notind 

cu a(i,k) probabilitatea ca lanţul MarkOT plecind din 

starea tranzientă i, sl ajungă 1n starea a't)eorbantl 

k(Pa:k c 1) satisface reţaţiaa 

a(i,k) = pik + L. Pij a(j,k) 

jf ! 

Soluţie. Neexistind probabilitatea mişcării de la o sta­

re absorbantă la altă stare absorbant!, 1n condiţiile 

noastre a(i,k) = f(i,k) 

Dar 011111 !(1,k) = ~ ( U ~ • k) ~· 
şi deoarece I~ = kJ .S. [ Xn-l = k J , k fiind . absorbantă 
rezultl 

a(i,k) = f'(i,k) = 11.m P~CXa•k) = 11.m PÎt (o<) 
"' -,.;o 'I\ .. .,.. 

Din relaţia Chapm~-Kolmogoro. 

Pn+l [" P pn+l 
ii: = ij jk 

j G-I 
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deducem pik 

192 

n 
= P1t + L Pi;t P;tk 

-;f& T 
<p> 

(.b ţ inut oont oă nW11ai pt. j E !' Pjk J O şi oă J\1t=l) 

Tr.ecind 1n re~aţia ( f ) la 11m1tl după n şi ţi.Dind 

cont de relaţia (o() obţinem 

. a(i,k) • Pt1t + L Pi;t a(;f,k) 
;f G, !' 

38. Sl se arate oi daci pentru lanţul 

•arkoT (Xzi), n-~o ou spaţiul stărilor I nwnărabil şi cu 

aatrioea de trecere P = {p1;1), i,j I, mulţi.mea Fc I a 

stărilor neesenţiale este finită, atu.noi cu probabilita­

tea egali cu 1, lanţul Markov rămille 1n stări din F 

namai de an nWllir finit de ori. 

Solut1e. Deoarece o stare neesenţială nu este accesibi­

li dintr-o stare esenţiali avem 

n 
şi este suficient să arătăm că 11m Pi;t = O, i &F 
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Deoarece 

p (:z:..,k,€ ,. 1 ~le'~ n+l I~= 1) ~ 

p :x.+lc" '° F, l_f le" ~A \:z:. = 1) 

şiral este monoton desorescl tor . 

Tinind cont că o stare este neesenţială este nulă_ 

(lim p~j = o, 1€ I, dacă j este nlll.ă) pentr11 o< E < l 

există .m. astfel incit L p:j < E < 1, n; m~ i El 
j e „ 

~ (s+l)m as • sa 
şi cum L Pij = L. Puc • ~j ~ E Z ·p1k „ 

jEP' J,kEl 

. prin inducţie v :"2.vltă c.ă. ; 

1Gl 

...... 8ll 8 
~ Pij ,S E, ceea ce atrage că 11.m .L p~j = O 

j f l!' I!\ .....,O j f-1 

39.(Problema ruinării judecătorului). 

Doi jucători sa.aţin o serie de po..f"tide. ale aceluiaşi 

joc, sumele lor iniţiale p11ae in joc fiind de k şi 

.e-le lei: 

Cda. 41/19_80 Pasc. 13 
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Si preaupa.nem că fiecare partidă se pariază pe un sin-

gur leu, eă probab_!.!J • .lţ ile de cîştig a unei partida de 

către oei doi parteneri sînt p şi q = l~p, pE-(0,l) şi 

in :plas că rezultate l e partidelor aint independente. 

a) Să se serie matricea do trecere a lanţului MarkoT 

omogen oare reprezintă evoluţia capitalului primului 

jucător . 

b) Să se ·calouleze ~atrioea fundamentală a acestui lanţ 

Markov(C'4~part1eular f=,, {:4pt.pJ ~). 

o) Să se determine probabilităţile de ruinare ale pri­

mului, respectiv ale celui de al doilea jucător. 

d) Să se determine durata medie a competiţiei. 

Solu~ie1 

a) Spaţial stărilor ester ;:: fo,1,2, •.. j iar matri-

cea de trecere este 

1 o o o ...... o o o 
q o p o ...... o o o 

P:: o q o p ...... o o o 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
o o o o q o p 

o o o o O O l 

b) Utilizăm 1n continuare excelenta monografie "Lanţuri 

Markov finite şi aplicaţii" de Marius Iosifescu. 

Pentru . un lanţ ou stări tranziento .(numit şi lanţ absor-
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fr ol . 
bant) care este de forma P =LR Tj ;- r matrice 

matricea fu.ndamentală este H =(I - '1')-1 • 

In cazul nostru 

o p o .••• o o 
'1' = q O , p •••• O O 

o o o o · p 

o o o q o 

şi prin calcul direct obţinem matricea fWldamentală 

H = (n(i,j)) şi anW11e : 

fentru p /, ½ · 

iar pentru p = ½ 

I j < e -1> 
n(i,j) = i e e i < -j> 

[ (f/- ~ [lft~ - ~~• 
[(tf- \ 1 [(f f'-(ff]r,, 

daoă .1 ~ 1 

dacă .1 "> 1 
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l 
li a 2 2 

p +pq+q 

iar pt. 

11-~ 
• p +q 

c) Probabilitatea de ruinare a primului 

a(i,O) 
e-1 

„ L n( 1, j)pjo 
j=l 

(~) e-1 _1 

= (~f- l 

jucător este 

, dacă pi,½ 

daoil P = i 

Probabilitatea de ruinare a celui d9:-al doilea jucător. 

a(i, () = l - a(i, O) 

{.1 

M~M:7-L. t'r\(~.-i) = 
~ .. ~ 

{ ~ ~ f ~-~ 
(111 ( V) este valoarea medie a variabilei aleatoare, ce 

exprimă timpu pe care lanţul il petrece in mulţ imea stă­

rilor tranziente,caloulată in raport cu probabilitatea ~i 
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4o) Să presupunem că lanţltl Uarko'Y omogen (x
0

) 

n 'ţ- o, cu spaţiul stărilor I = [ O,l,2, ••• ) şi ou ma­

tricea de trecere P :: (p1 j), i,j ~I este ired11otibil. 

Dacă sistemul de ecuaţii 

l 7,1 Pij • 7 1 , . 1 € I 
,1::0 

are cel p11ţin o soluţie care satisface condiţiile 

( r ) , există cel puţin un j 0 e I tocit 7 jo ~ O 

atunci lanţul este pozitiv reclU"ent. 
li 

Soluţ .iez Să noth p1 j= ½ L P!,1 şi deoarece 
""" . n=l o-o 

2. Y j p~1 = 7 1 , n = l,2,.. rezultăL 7 "jj! = ,-1 
j:O j=O 

lit111zind cond1ţ ia ( o(. ) 

deci pt. a _., oa obţinem - -
71 • lim L Yj Pji = L Yj U.m P;i 

tr\. ➔cP j::0 j::O 
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Du. :: ondiţ11le (ol.) ,1 ( ~ ) se coutatl oă exiati 10 
' 

1.ncit 1i1 ~ o, deo11f 1 >O 
o o 

~l. SA presupwaem el lanţal Marlcov omogen 

(x~),n~ o, ou apaţial atărilor I• fo,1,2, ••• },1 oa 

■atrioea de trecere P 2 (p1~), 1,~ I ••t• l.reduot1b1l 

şi posftiY reoarent. Daol şiral f „3], 7~ "?O, J • 0,1,2,. 
aatiataoe aisteaal de 1Deoaaţ11 : 

,.o 

Solllţie. PrlD inducţie obţine■ L_ 7 ~ Pl1~ 7t• ll ~l 

3-0 

şi pentrG ■ ~ l 
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"" . 

lia L.. 7J ~i • 1(1 
"' .. - 3z0 

• 
Dar Cilii 1r 1 > o, aWHle parţiale 2: 7 3 atnt egal ~ 

3:0 
ginite peatr11 orioe ■ >O, deoi .... 

2: 7 3 <ooo, 
3-0 

„2. Se dl lanţlll l!arko• oaogen (~), Dl O, 011 

apaţilll stărilor I• lo,1,2, ••• J ,1 o~ aatrioea de 

trecere P .. (p13), 1, ,1 E; I, ireductibil ,1 re-oeent. Sl 

ae arate ol firlll 

eate aolaţie a aiateaw.111 

-Ti • L_ •3 P,11 1 • 0,1,2, ••• 

3-0 
(Utilid. notaţiile illtrodue 1n probleaa ,5) 

Solutiea - -L • JP31 •L oP;jP31 + Po1 • Po1 + 
oO -

L.. L 0P:3 P,11 
J110 3• J•l D•l 

~ 

şi OWI 0 p03 < ..o •••• mal 4eparte 
.... .,. -
L. •3 P31 •Pot+~ L oP!,1 P31 
J..0 n~l J•l . 
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Dar L 0P!j Pji • 

J=l 

Deoi p9lltra 1 ~ o 

n+l 

I 
oPoi 

ll♦l 

f(O,O) 

200 

pt. 1 • O 

~ - D+l "'° D+l "' 
'- VjPjt•Poi +L oPoi ■r oPoi „ oPoi • "'1 
j:O . n=l n--0 

(pt~i ~ O Poi „ oP1) 

l .,. n+l 
r(::o)• L f(o,o)=f(o,o)=l ,. • 0 

n..0 

43. J'ie I o 11alţiae cel ■alt nwnlrabUl, i6 „ 

= f(()= (1
0

,11 , ... )/itEI) şi Xn, -~~ I proiecţia 
de ordin a. 

Pentru. k E li fie aplicaţia 9 k I r' ~ r' definiti. 

prin Xn o 9 k s Xn+k pentr!l orice n şi pentru. U Ir'➔ I 
fie apl1oaţ111• Xa, 1 i' _., I, G» 1 ~ -;> ~ defini-

te pria ~ w) • \c~,C4J) • e; w > • ~f ..,;u > 
Fie P o aatrice de tranziţie pe I, q o lege pe I şi fie 

Pl probabilitatea pe 1<-:. ~x4 J n "} O) !n raport co. care 

(X8 ) este lanţ Markov ou matricea de trecere P şi legea 

iniţiali q. 
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Să se arate oă daoli )) este o J<n_ .. ~X
0

, ••• Xn) -opţio­
nali tinitl atlllloi are loc egalitat·eaa 

(1) Pq(l () E};1 (B)) : Pq(A)Pj(B) 

pentra orice jC: I, 1 E: J< 11 , .1cf XJJ= j J şi BE ~. 

In particular al se deducă. egalitatea 

(2) Kp [zo a)J I x'.v] .. b(XI) ) 
q 

pentru orice v.a. Z ~ O unde b(i) = Ki(Z) 

Solutie. Presupunem pentru început oă li este oollStant, 

deci b, n. 

Dacă 1 E: ~ şi B cJ{stnt· de tormaa 1 =fX0:i0 , ••• ,xn • 

,. in},B "'fx0 = ;1 0 , ... ,~ =: ;ip} atunci egalitatea de de­

mon.strat se scrie sub forma 

Pi("o"~, -- · )~~i.ii·,~-t-,.::j,, .. ""tr=jp)= 
" Pi (t:o= i.o,. · , tn. = l,,.) · p I;,\ ()(o „ i o J .. · , X p = j f) 
Din definiţia lanţului Markov rezultă oă oei doi membri 

ai egalităţii precedente sint egali ou 

qiop(io1l) ••• p(in-l'in)p(;Jo,jl).,.p(jp-l'jp) dacă in=jo 

şi sint egali cu O dacă in ~ ;1 0 , deci egalitatea are loc. 

Apoi teorema de unicitate a probabilităţilor permite al 

concludem oi egalitatea (1) are loc pentru A,B oa in 

enunţul teoremei . 

Fie acu.m \J arbi tr.ară, A €' X)l}c!xv = j} şl B e 1< Deoa­

r ece A f\ fv= n }€'~ conform celoi- precedente putem sorie1 

P1 Uv=~J/\A I\ ~'c~)]" P1 t Vi \l=ll\.1AA) 11g~'ca)]::. 

~ P9. Ul-l=<1\1n ·l\lP/!3) 
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-
de unde tna11111Dd 4llpl ll re sul tl ( l) • 

Pentru egalitatea (2) este eu1'1oient de arătat oia 

5 Z o 6>,dP • ~ b(X V )dP q daol J.f: J.(JI aau adnd 1D .,. .. 
J. Că • J. 

dere teoreu oluei aonotone putea presupune ol 

z =XB, Bl:~ 

5 y~ -1 IA &OHt ou avea "'B o &1,1 dP q.p q(J. "61} (B)) • 

I,. . 

L Pq(J.f\ÎX 11 =JJ/)9ţB)) "'L P4(1.nfX~aJJ)P;i(B) • 
~&I 

II 
JE-I 

• L_ f PJ(B)!E'q •L· f Px;B)dPq • 

J cI 1..nf~•JJ J EI 1..n/\•·Jj · 

::: J Px;B)dfq• 

J. 

"• :fie (XD)ll~ 0 Wl lanţ ■arkoT omogen 011 re­

partiţia 1n1.ţ1&ll E 1 • Def'1n1.m prin reourenţă urmltorlll 

tir ( '))\)le~ O de 'V d9f 13(X0 , • .. ,Xn)-opţionalea 
? J\."" 

\1° o ))k+l ( k J k+l r i • , i • aiD t ll ")J.J i I Xll a i , lf i • olO daci 

aalţiaea de sub •1n este Tidl. Dae:' i este atare recu­

rentl şi Z eate o T .a. cu valori 1n • şi J<,,- aăalll'abill 
\ 
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el •• arate el. şirul <Z•611f >1c ~ O eate IUl i,1r de v.a. 

independente ş i i dentio repartizate. 

Solatie. Deoarece 1 este reoa.rentâ rezultl ct lanţul 
le 

(Xn) o viaitează de o inf'1nitate de ori, aşa el v.a Vi 

eint bine derinite (rinit~ a.a.). 

Fie p(j) = Pi(Zsj)1 problema eate rezolvată dacă arătă■ 

Ol.I 

P1(Zoe ~• jlc' O~lc~() • p(jo) ••• p(jl) 
)I" 

Voa dovedi aceasta prin indllcţie dllpl l 
Pentru ~ sO &rirmaţiaeate illlediată. Preaopt.me~ &rir­

maţia adevuati pentru e - 1 ,1 al o arătiim pentru e 
Aplioind egalitatea (l) din problema precedentă opţio-

nalei \) i şi eveniaentelor A. ,,. 

z jlc+l' o ~le< e l 'YOII obţillet 

{zaj0), B•~Zo0Jllc • 
i 

- 1 

P1(A. ~ e~ţB)) • Pi(A.)P1(B) deoarece x~L c 1 pe A.. 

Ori A. Î\ ~~
1
(B) a:lZcjo,Zoe„l•e •• j lc+l' O(k<fJ 

\J~ .... v„ 

• t·ZoQJ"' .11c, O~k~ejdeoarece 6)JloC9P.1~6it-l+1 
~ " I, I, 

Pe de altl parte ipoteza inducţiei arată el P1(!) • 

• p( jl) • • • p( j e ) • 

"' 
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45. (Urna lui Polya). Se consider! o urni care 

la momentul iniţial conţine a bile albe şi b bile negre. 

Se extrage o bilă, dupl care bila extrasă este reintro­

da.să in urnă impreu.nă. cuc bile de aceiaşi culoare. Fie 

~ nWIA.rul bilelor albe obţinute in primele n _extrageri 

o·~xn<.n,~x0 = O prin definiţie. Dacl xn = 1, aoeasta 
co. 

insemnînd in primele n extrageri au apărut 1 bile albe 

şi n-1 . bile negre, ~O!npoziti.Q.. . urnei înaintea celei de 

(n+l) - a extragerii va fi atunci a+ci bile albe şi 

b+(n-i)c bile negre. Evident probabilitatea ca xn+l s~ 

ia o anwllitl valoare, condiţionatl de ciinoaşterea valori­

lor lui x
0

, ,, •• ,x
0 

na va depinde decit de valoarea 

luatl de~• deci xn este~ lanţ Markov. 

Sl ae calculeze probabil1tetea de ·trecerez 

Soluţiez 

P(~l • 1 I X», = 1) • b+~-oo 
a+ ne 

a+1o 
a+b+nc 

pt. J /, 1, 1+1 

Se observă deci oă acest lanţ Markov nu este omogen ş i 

in plllS spaţiul stărilor variază tn timp (stările 1 po­

sibile la momentul n, cele pentru care p(x =1) > O sint 
n J 

0,1, •••• ,n)-. 
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