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PREFATA

Volumul de fatd este o continuare fireasci a lu-
cririi "Probleme de teoria probabilitditilor", partea I,
apliruti in 1978.

Ne—-am oprit de aceasti dati la dbnl capitole deo-
sebit de importante ale teoriei probabilitdtilor, si
aceasta nu intimplitor.

Teoria martingalelor & devenit un instrument cu-
rent al analisei probabilistice a proceselor stocastice,
cu numeroase implicatii practice. Notiunea de dependen-
td markoviani este una dintre cele mai utilizate notiuni
atit din punct de vedere teoretic cit si‘din punct de
vedere al aplicatiilor in cele mal variate domenii de
activitate (statistici, fizicd, economie, biologie, so-
ciologie, oto;).

Problemele din capitolul I au fost redactate de
c;'rudor iar cele din capitolul II de D;rloru. Rezuma-
tele teoretice de la inceputul fiecidrui cnpitol_lu fost
redactate de C.Tudor.

Mentionim ci bibliografia nu are prétenvii de a
i conpleti; Am ciutat si evidentiem numai unele dintre
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cursurile si tratatele de bazi, firid a citht:-orolulo
articole din diferite reviste de spooialitlt_:e. consacra-
te celor doui capitole tr@tate in culegere.

Multumim conducerii facultd{ii si membrilor cate-
drei de "Informatici si teoria probabilititilor" pentru
sprijinul acordat in elaborarea prezentei lucriri.
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CAPITOLUL I

MARTIRGALE

1. DEFINITII SI REZULTATE DE BAZA

In cele ce urmeazi T va f£i unma din multimile
F={1,2....{ sauR = [0,00)

Pie (E,J{ ,P) um cimp de probabilitate si fie
(Kt)ter o familie crescitoare (adieci H’C th daci
8 £t) de corpuri borelieme incluse i.lH.
Ple X, : (E,K ,P) />R, t€?T,0 fanilie de variadile
aleatoare (familia (‘“t)te'!' se mai numegte si proces
stocastic).

DEFINITIA 1. Vom spune ci procesul (‘e)ter este
H ; - martingal (respectiv Rt - supermartingal,
K ¢ - submartingal) daci:
a) xt este ]ft - -!Lau.rabili pentru orice t (se mai zice

of procesal (Ie) este ]{t - adaptat).
b)) M (lxtl)L =0 pentru orice t;

o) ML X,/ }(.] = X, (respectiv ML X/ H‘]é Xy
M(X; / 1> X,) peatru orice s £ t.
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Este vizibil ci o) este echivalenti cu urmitoares con-
ditie:

o')/lth_-/x.dP(rospooﬂ.v:
A A
/Ithé /x.ar, /xtdra/x.dp) pentru
A

A A ¥ 3

orice s < t si Aé}(a.

Iz cazul T = K conditia ¢) este totuna cu condi-
$ia:

cl) l[xm1/}{n] =X, (z:esp; t N [xml/]{n] <

l[x..l/ Jf.] > X, pentra orice n sau ou conditia

<='1)/xMl ap .-/xll ar (rospoctivs/lhldPé /x.dr,
A A A A

/xul ar> /I. dP) pentra orice » s§i ‘€—K'

A A

Maximumul wnui numdr finit de submartingale este
subnartingal si dacX (x ) eate martingasl si p> 1 atunci
( /x / )t este submartingal.
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DEPINITIA 2. O splicatie 3 : ()3 PU{+oo}
vom spume ol este Rt - optiomalk dack {T < t)e€ Rt
pentra orice t € !;

In cagul T = N este ugor de vizut o T este J’ft-
‘optiomalk dack si mumai dack {T =t}€ JU, peatru orice
ten.

Neximumol si minumol onui numdr finit de o;;tion-
le este optionali. De asemenea daci ‘C.‘ sint Rt —=0p=
tiomale atunci :up T , este ]‘Q - optionald iar

inf T este J(, - opfionalt unde K= 1,
» s>t

Or el o C_4i se ataseaz ¢ bor

liap 7o definit pria:

Rt-{LQB(U ]{t/m{ucie}{, pentru orice
te?

ter|

In cazul T = N avem ] i urmitoarea descriere:

}(‘s{Ae @ ( Lg]“(.)/ AN{c :l]ER. peatru orice n}
Daca (xt)te! este un proces stocastic (continua

la dreapte daci T = R*) astfel fncit X  este Rt - mie-

surabilid pentru orice t si T este Rt - optionald

atunci:
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X, X[um t0l—— >R definiti prin:
(x.ckuwoj ) (@) = xmgm)(m(:;) oste }( -mimu-
rabils,

De asemenea dacd 6 si T sint JU,-optionale
si A € F_ atunei AN{E<Tiga A N{F<T} sint fn RU_ORG;
In particalar F_C 1o ascs c23.

Cit privegte valabilitatea inegalitiitii de submartiagal
pentru momente de tip aleatoare avem urmiterul rezultat

partial.

T3 Teorema de optionalizare (cagul mirginit)

Fie (Xt) an }(t' submartingal (Rt - martingal)
)oontuum la dreapta dacd T = Rﬂgi G ,Z 7(t - optionale
astfel incit G< 7T <« a cu a constanti. Atunci

MLx /] (T =l[x,cl7'(°_ ).
4,1 Inegalitatea submart ulod

Fie (xt) un submartingal, continuu la dreapta
dacd T = R¢. Atunci pentru orice a>0 qi 8 &T are loc
inegalitatea

Plamp x> 0 < d fx,drsil(x;)
(tsoxtza)
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4,2 Inegalitatea supermartingaluolui

Fie(Xy)y cp un supermartingal(continuu la
dreapta dscd T = R ).

Atunei pentru orice a>0 gi r<s din T are loc
inegalitatea:

P(swp X,>w<i [n(x)+na)

TS B conv: a alel
Pie (X) un submartingal(continuu la dreapta
dacd T = n*),
D d M = M
a) Dacd este indeplimitd conditia: sup (xp) g.’!.: (X 1m0

(aceasti conditie este echivalenti cu conditia
t:-.? ] (lltl )< eO dack (X;) este martingal) atunci

It-:—‘_l:—;-) I ou X_ varisbild aleatoare integrabili.

b) Presupunem of familia (X,) este uniform integrabild.
Atunci conditia din a) este indeplinitid, procesul
(X)ge 7 oteny 8% ¥ - submartingal ( unde H_-=

Iy
-8(%’ Ht) si ‘t——t::'*x-,
¢) Presupunem ci (It) este uniform integrabili si cd

(Xy) este Rt - martingal. Atunci (xt)te!‘U{mI

este K = martingal.
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6 Corolar (P.Levy).1) Me p =1, I€ IL(E,K,P)
i (]( t)t . un gir oresciitor de corpuri borelieme din

: P
K - Atunet l[x/}(‘J?ILIIK‘,} si ia plus

cind T = N convergenta de mai sus are loc a.s.
i1) Orice martingal convergeant in 1’.1 este conver-
gent si a.s.

T7 Teorema de optionalizare (cazul general)

Fie (Xy) un Rt - submartingal (]{t - martin-
gal) continuu la dreapta daci T = R_,

Dacd familia (xt) este uniform integrabild i ©
este I ¢ = optionald atunci I_‘ este integrabili.
Pentru orice cuplu de optionale G , T ou &5< T avem
I < MLX /K] (Xo =M[X_[}] )

(Reamintim ci din teorema de convergentd, ale cirei ipo-
teze sint satisficute, rezulti od xt_—‘L-»x,, si
atunci prin definitie Xt este egali cu X peT =o° ).
In continuare fie (X t)gee © familie descendentd (adi-
c¥ R' - Kt daci 8 ) t) de corpuri boreliene .

DEFINTIE . Un proces (xt)t ¢ Vom spune ci este
](t - submartingal invers (}(t - supermartingal invers,
Rt - martingal invers) daci:

a) X, este Rt - misurabild gi integrabili pentru

orice ¢t.
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v ux, /K 21, Mx Ky ] < %o WX K] = Xy
dacd st
Cit priveste comportarea la infinit a submartingalelor
inverse vomn da urmiitorul rezultat:
T8 Teorema de conversentd & martingalelor inverse
Ple (X )¢ g un i - subnartingal invers

(continuu la drespta dsck T = B) g1 f1e J_=[ | K,
te?T
a) Atunci existi o variabili aleatoare x” care este

Kw -misurabild (nu neapirat integrabili) astfel incit

xt-!‘é'—;x_, o Dacl este indeplinitd conditia:

1) tie.g". | (It)>— o= atunci X_ este integrabili ,

Xt-i—'l-r) T8l (TP g puPBte J ;- submartingal invers.

b) Dack (X;), . o eSte Rt - martingal invers atunci
conditia 1) este indeplinitd gi procesul (xt)te 20U ton}
este <, ~ martingsl invers.

9. Corolar (P.Levy)
Pie (E,}, P) un oimp de probabilitate ,
(Rt)te‘! o familie descendenti de corpuri boreliene

din K si X o variabili aleatoare integrabili.

Atunci l[xl}(t]%——)l [x/K_] i in plus dacd
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T = ¥ atunci convergenta are loc $i a.s.

Amintim in incheierea consideratiilor din acest
paragraf ci majoritatea rezultatelor de basi dim teoria
clasicd a probabilititilor cit gi din teoria proceselor
stocastice se pot obt{ine cn ajutorul martingalelor.

§ 2. PROBLEME REZOLVATE

l. a) Pie (xn) un gir de variabile aleatoare in-
dependente gi cu medie finitd si fie 8n = x1+...+xn N
K =8(xl,....xn) =8(31.....sn). 84 se arate ci gi-
rul (8,) este J{ - submartingal daci M(X )= O pentru
orice n 91}(‘ - martingal daci I(In) = 0 pentru orice
n.

b) Fie (In) un gir de variabile aleatoare inde-
pendente astfel incit P(xn =1) = p, P(Xn z «l) = 1l=-p
pentru orice n.

Fie (b)) un sir de functii definite pe {-1,1j°7%
8i cu valori in R*. bl constantd si So o constanti
Definim girul de variabile aleatoare prin sn+l =
=8, + X ;. b(xl,...,x)

54 se arate ci girul (8)) este B(sl....,s ) -
submartingal (respectiv 8(51""’511) - martingal) daci
p)% (respectiv p = % ).
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Sclutie a) In primul rind este vizibil ci pen-
tru orice n, 8. este }f‘-nﬁcntnbm s

a
(/8,22 > M (X)) 00
i=1

Apoi din asociativitatea independentei rezultd ci xnd

si }{, sint independente si deci M[S , .//7,] -

=8, + M[X  / F{y] =8, + M(X,,;) de unde afirmatia
rezultid cu ugurinti.

b) De asemenea este clar ci 5, este [{ &

.@(sl,....sl) - misurabild si

n
ldsmll )<[By + Z b, ( {-1,1 1-1) (/X)) =
i=1 .
: 1-1
=’sol * b, ( {-1,1) S K- =Y
apot  MCS,, IFI=5,+MIX,, bl KuX) ] H.J=

=5, tMLX,, baLXp SR B, X K] =

=9, + MLk, (X XOT MIX,, 1 BX, X T K] =
= S“ + M[B"*‘(x‘ ¥ x.)] MX )IHJ - S" -f-”(x'f)_

ntd

ML 1‘»4( XP'"’ X l]{n]zsnf().’:-ﬂ HLL',"‘LX‘,»-.,X..)/ Rn]

de unde afirmatia rezulti ugor daci timem cont ci b > O.
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2. Fie (I.) un sir de variabile aleatoare indepen—
dente cu media O sgi Fi = Dz(x.)c o
Fes =62 4..062, 1, =82-42, By=Xy+..4X, 81
) -B(xl....x ). B se arate ok siral (Y,) este ¥ -

martingal.
Soluties Bste vizibil o T . nto)‘(.- misura-

11K g1 de asemenea M(/Y, /) <M(82) + a2 =

.g l(tz) + n = 2.2400

+

Apoi din egalitatea 3»1"3 4-:«.’8n el ¥ Tnel si

din faptul of X , si R. sint independente rezulti:

u,, [, =82+ 28, uLx,,/KH,]+ ux2, /F ] -

-8, =82+ 285, M(X, ) + M(X5,)) - 82, =
2 2 2_ 2
=5, 4G 1 " %1 =S "5 = Iy

3. Fie (X,) un sir de variabile aleatoare nenega-
tive, independente gi astfel incit "(xn) = 1 pentra

orice n.
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8& se arate cd Y, = [ | X, este Rn =
i=1

8@(11’ L .xn) - mtinsal .

Solutie: In primul rind este vizibil cé Y, este

K - mésurabilid si de asemenea ll(l’ ) ..T]’ll(xi) 1<o0
i=1

pentru orice n.

Apoi I[Yn+1/H‘] =T, "[xn+1/H.] = Ty M(Xpy,1)=Ty

4, Ple X : (E,, P)——> R o variabili aleatoa-
re cu medie finit¥ si fie (H dtep (T = N sauB+) o
familie crescitoare de corpuri boreliene ain K .
S& se arate ci {IL'X { Kt]}te'r este Rt - martingal

Solutie:
M[xl Rt] este evident _Ht - misurabilid gi
W (Jurx (K Jgn cumuxi/H ] = u X)) <00
Apot M{M[X /FH J/H ] =ux /H Jaack s<¢

R e < .

5. Fie (Zn)n=1,2,... un gir de vuiwﬁo alea~ [/
toare independente simetrice gi file

Ha- Bt ity "'ﬁ_f“;: B

Cda. 41/198c PFasc. 2
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n
8& se arate o girul X, -Z siga (Z.) este }(.-nu-th-

m=1
gal.

Bolutie: Intii sd observim oi ]{‘ =

=8¢ {(Zyoeeerz) € af M1z, 1€8] e Bn" Be QR),

deci ]{ p ®Ste generat de o familie inchisi# la inter-
sectia finiti. Acest fapt arati ci rdmine de aritat oci:

/ 57 wigmz )aP = / ) wamcz )P

m=4 m=9q

@, zeAINUZ 18] (@, Beaini Iz, €813

m=q (

n+t n
Corm J Zi niqm(Z )dP= I) ; W(Zﬁ)d}’(f J aigm(Z 3dP
)
«

resulti ol trebuie si probim oi: ; rgml(E  )dEo
{cg,-meainiiz, 183

Iatrucit k‘(ll,--oz‘) sl 23(/z.+1/) sign(Z, ;) siat
independente rezulti oi:

G, 2)eArisz )eg

- .z.},..cz_“)JP

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



19

dar f 7(3(/Z.+10 am(zm)ar /)(Buzm)ap. fz?(-z Y&
M

o | Ap(Zy,)) & = [ Xy @""z sl (x) simetrie
(m ) (Ono) -

= [ 3@ @0 2,0 HD = [ Xyl o

(o)
(£5°)

6. Bchema lui Polya
B8e fac extrageri repetate dintr-o urni care

contine bile albe si megre. }

BA presupunem ci dupd fiecare extragere bila ex-
trasi se introduce in urni impreuni cu fncu ¢ bile de
aceeagl ocunloars, o) O;

Fie Y numirul bilelor elbe aflate in urni dupd
cea de a a extragere gi fie X variabila aleatoare defi-
nitd prin X, = 1 dsci la & a extragere s-a obyinut bila
albd g1 X, = O im cez contrar. 84 se arate ci girul
(!.).:1'2"; este 33(11....1‘) - martingal si si se
calculeze P(X, = 1) cu alte cuvinte probabilitatea ca
la » extragers si cb{inem bila llbl;

Bolutie: Fie & gi b numiral de bile albe gi me—
gre aflate initial iIn urnd. Fie Sy b. noefiral de bile
albe si megre dup& a n extragere.

Atunci: ! si a‘,b‘.x‘ sint legate prim relafiils

t.fb.
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a+C dlolx.’lsl

‘l’l =
l. dacid x‘ =0
LY dack X, =1

b)o-l = ande a =a, b =b
‘. + C daci x. =0

Avem P (X, 4 = 1/X.) = Y pentra n = 1,2,... aga o

a i)

I[I X = .l"'c ‘l R a
SRS ERAE Wl w e A wr ol wes e A

+
R A -

= ‘—;{- = Y, deci (Y,) este martimgal.
AR R

Apoi P(I.:l)_ = .[P(x.:l/x._l)]t '(!._1) = '(Il)a -.-Er

7. Ple (xt)te‘r 9 (I't )ter)T = N san R+,doui

procese stocastice definite pe acelasi cimp de proba-
bilitate (B, K, P) 81 (Hedgen ,(}(;)te, douX siruri
crescitoare de corpuri borelieme din J{ astfel imoit
Hy st H’t sint independente peamtru orice t;

84 se arate ci dacX (It) este Ht - martingal
si (l‘t ) este th - martingal atunci (;t + X, ),
(x,x'y) stnt B (K UK,) - martingale.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



21

Solutie: Fie familia ‘(,’A inchisi la intersectia
finitd definits prin ‘€, ={ 40B/AEJ,, BeH ],
Este ugor de vizut ci 9 (X UH s = B (f). Fie s<t
gi Cc € B (}ﬂ UK g) Trebule si aritim ol

/(xt+x;)ar=/(x;+x.)ap

c c

Ca functie de C cei doi membri ai egalititii
sint méisuri finite si ocum coincid in E, este suficient
(conform teoremei de unicitate & probabilititilor) si
arktim ci ele coincid pe ‘6'.

Fie deci Aér’ Be R, atunois

/(X +x)dP ]) X (X*X)JP-—f) X, )( 4P+

Ane
4P~ pc@> [ X AP +6cA) [X'dP=PB) [ X AP+
LA J ¢ Bjt P

(x+x) .
m:}x’J&/) xdexdls o x')ng‘iﬁ martingal
4 AB 3% * A0B s A

l'oninitor avom ’
J XX, L 4P = /?(x X x4 - (/&Xtdl’)(/)axt.lf’): |

png t
) Py = "4P dec (X, X.) ente
~(JXAXQJP’(J’8X,‘"P’ A337(")(,, (XX,

martingal.

/
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8. Fie (E,}{,P) un cimp de probabilitate,(}/ ),

un gir crescitor de corpuri boreliene dn}fn sl (Xn) un
gir de variabile aleatoare. S& se arate ci (In) este
-Rn - submartingal dacd gl numai dacd existid doui gi-
ruri (!n) ’ (Ln) de varisbile aleatoare astfel incit
X, =Y, + A, a.s. pentru orice n, unde (I ) este an-

martingal, O = Alglaé... 5“115"‘ a.8. i ‘n este

Rn-l - midsurablld pentru orice n» 1l (descompunerea

Doob-Meyer). In plus =i se arate o (Y,) gi_(An) cu pro-
prietéitile de mai sus sint unic de{erninnti.
D=

Solutie: Avem o Xndfg(xul‘xi) Zy1 Xy =
i=

= Xy Xy, T+ 0T, H T -1

Definim Uy = X;, V; =0 g1 Uy, = X, -M[X, ./ F T4
Viep = M[X,, /K] =X, pentru 1>1.
Este vizibil ci I[Ui+1/7'(1] =0 sgi 71+120 a.8. (pri-

ma din proprietitile valorilor medii conditionate gi a
douid din inegalitatea de submartingal). Punem prin de-
n n

finifies Y, =Z Uy s A, = E v,
1=1 i=1

Este vizibil ci !n este }{n-mésurabili iar ‘n este
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a3
R ‘_1 - misurabili gi avem:

¥y, /K, ].n[Z U+ U, [T

a n
--Z'u1 +ufu ./ Hal ’Z% = Y,, deci (Y,) este
i=l 1=1

K. - mthgal;
De asemenesa xn =X + 4,, 0= ‘15‘26'",93‘5‘“

Unicitatea. Fie X =Y + 4 = !; + A' ;'atunci

n
r

girul A;-Ln-ln=tn—!;uto k.-mtinsal si

'} o
fn plus &) = 0, A, este J{ _, - misurabild dack n>1

Avem & . = ILA:H_II Rn] = Ay (prima egalitate din ]‘?n-
misurabilitatee lui A . iar a dous din egalitatea de
martingal). Inductiv vom obt{ine: Oali = Aé Eeeem L; de
unde A = A!': (egalitéitile sint adevirate a.s.).

Apol !nxxndng-fna ; si cu aceasta unicitatea este

demonstrati.
9. Pie (ItT un submartingal nenegativ gl-t]_e P,

84 se qato 11 (xt)té ty este o familie uniformi inte-
grabilﬁ.
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Solutie: Avem olis

Jr,we [x, @ [r, @+ [x @<

X 2 (X 2
(X2=) ) (X2 X 2p) (x‘:u,xt:.m

< /ltldP+fP(lt)q)é/thdP+;L/ltd!$
Gy2p O(t?p) ) )

< / xtlde;L ]ztlar—vo 6ind & —poms pree
Xz2p

1
unifomr in tstl. prin urmare familia (lt)t stl este

uniform integrebili.

lo. Pentru orice n fie (l:) uan proces stocastic
astfel incit l:p I: este integrabili pentru orice t.
a) Bi se arate ci dacd (l‘::)t este }{t - submartingal
pentru orice n atunci (B:p x% )t este ]{t -submartingsal.
b) B84 se arate cd daci (x':)t este t — supermartingal
crescdtor pentru orice n atunci (agp I;:)t este Kt >

supermartingal.

Solutie: Fle T, = sgp l: ,r: = sup 15

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



25

Cum !‘: este submartingal rezulti of dacd s<t si LeR‘
atunci /Y:drkf!‘:dl’
A A
Prin trecerea la limitdi rezultid oi
Af!t a® > /!. ap

(deoarece sirul !: este crescitor), deoi (!t) este sub-
mtmlo
b) Pie s<t gi A€/, Atunoi :

jsgp#ﬂ-}}:{#ﬂé}}:!ﬁ@:ﬂ s'?p'xgdr

11. Fie (B,X,P) un ocimp de probabilitate ,
(Hdgcqs T =N san R, o familie crescitoare de cor-

puri boreliene din J{ . Fie (Xdgep a0 proces stocastic
astfel incit lt ute]{t-m.ﬁsurabila pentru orice t. Dacdt

FCR definim aplicatia Dp ¢ E—=> TU{eo] prins

Dl,(w ) = inf( te T; It(‘” ) € F) dacX nmultimea de
::le este ne-

) in caz contrar

a) Dacd T = N si !e@n 8% se arate ci D!. este Kt - Op=
tionald.
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b) In cazul T = R sk se arate of daci F este mulfime
inchisd si (xt) 'uto continua la dreapta atunci D este
X, - optionai.

Solutie: a) Deoarece X este X a — mdsurabili
pentru orice n gi familia (Rn) este crescitoare rezul-
td ok mulfimea {Dp = n) ={ X,6Cr,.0., X _se C2,X €F]
este in at ©u alte caviate Dy este H.—optimu.

b) Daci ¥ este mulfime Inchisi atancifDy & tj =

-N U fax, med]

m=l r<¢

reQ'

Decarece d(x,F) este continui in x (deci boreliamd) si
I, este ], - misurabild rezultd cX dA(X;,¥) este K -~
alisarabild i deoi Ja(x )< AJE€ K CK, | ao unte

{DIG ﬂ‘-Kt 51 cu aceasta afirmafia este dovediti.

12, Fie 6" o K ,~optionald si A Q'Ro_.
a) 84 se arate ci spliocajia 6, = B ‘osto ]{t_
pe )
= optienali,

b) Fie (ln)n € Un proces stocastic astfel imcit X, este
H ,-miisorabili pentru orice n.

84 se arate ci pentru régn aplicatias
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inf (m>67s x.er) dacd multimea de sub imf este
7 nevidi

oo in caz ocontrar

este }{. - optionald.
Bolutiet a) Dacd t Lo6 atunci {G'Aétin
=AN{E < gje _Rt decd (": este —Kt - optionalﬁ.'

B-1
a) Avem: {iZ=nj = U{Z- l.V:E}-
£=1

A=l .
=U {xep, xgee?. 1= 0+1,...,.§n{c=£3e7{_
(%]

13. Pie © o Ht-optionalﬁ sl &6, T Ii__-nieu-
rablli,
a) S& se arate ci ¢ este }{t - optionl&; In partica-
lar si se dedunod ci dack Tl, C, sint ]{t-optioulo a="
tunci Tl + T, .th.Rt - opf;ioul&;

b) S& se arate ci orice optionali este limita unui gir
descresciitor de opf{ionale simple.

Solutie: a) Avem o {T < t}={Tet)nNis= t}ept
deoarece {7 < t}é&,qa o4 T este optionald.
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Deoarsce T ; +C, "t'](tlv'cz -mlisurabild si T, VT, <

LT, +Z, resulti ok "51 + T, este optiomali.

b) Pie G -oo} Z____Lk

KX {.Ll“z %}

unde G~ este optiomald.
Avem o3 5.36' si G’. sfnt -R..-ianrnbuo. deci

optionale conform punctului a). Este apoi vizibil o
(€,) este descresoitor gi ok G .—%f "

14, Pie (B, {,P) un cimp de probabilitate ,
(Rt)te ¢ (T=N sau R ) o familie crescitoare de corpuri

boreliene dim y .
Dack & utoR - optiozsli finitd si ¢, /oo sd se

arate cii -}{ .$(D]( t).

n=l €A n

Bolutie: Intii este vizibil ci are loc egalita-

tea:

A= 6[10{6-5 t‘}]
n=l

Deocarece (G este Ru- -misurabild rezultd ci
Ay = ANiG< t.}eRo_ dack LG)(O_,. De asemenea
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L.é H ty (vezi parsgraful 1). Rezultd deci ok

‘ne}(tfn}{t‘ crAt B( L_J ]'( ) de umde
ta

1=0 2, e@(U_R )

1. tl

15.F166,T X, - optiomale. 5& se arate ci au
loo egealititile:

b_A =K nH{ jauB/ & €K acio=ts B I, foivard)

'}(wt ={ AUB/,A(;_R‘ y AciFecy, Be I ,BCiTze-3f

Solutie: Dacd Aeks_n](tutnoi AN{6AT < ¢} =

- Aﬂie'ét}UAn{lét)é_Kt

Iavers deoarece GAT < T ,GaT <G rezultd oci

]{G'AECK" ’ R&"Azc 7‘)6' s1 deci ]’\:__A‘ C -K‘_ (YRI
®H = Vrn .}{6

gi cu aceasta am probat egalitatea AT

Fie C G_Yé_n,‘ ; atunci O = AUB, A = 6 NI ST} |
B =CNnites} .cam {c<z) &K 0K =«

= Ro—/\r rezulti i A € 7('_“ (analeg pentra B).
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Reciproc dmck A€ K, ACIG<TY atunci A = AN {6 =

Ty € Yt deci A e'R‘r(ﬂ{t (analog pentru B € K _
ou B c{t<G3).

Fie lonl;ce RG_V.‘ ; atunol C = A UB, A =
=C Nic=T] B = CN{Tse=) . Apoi putem scrie

A = CN{G<T} N{F¥T T} si oum CNiswzIe K _ o
rezultd oi A€ 'Kr;

Se procedeazi analog pentra B.

Incluziunea inversi este imediati.

17. Fie (B, H,P) un cimp de probabilitate ,
(}{t)te‘!' T=KsauR, o familie crescitoare de cor-
puri borelieme din J{ $i X o variabili aleatoare inte-
grabili. Fie G , G Rt - opt;ionale;

a) S& se arate ci: M[X /Rﬁt‘l\» E[X/K 1= MX/R 1+

+ MXIR] st MIX/K /K ] = uix/ Koned
b) B& se arate ci: M[X/ Re_]%_'ﬂz Mx! Rt] }{b‘-t}
(Egalititile precedente su loc u;s;)

Solutie: a) Aplicayiile £ M[X/R Js1 X _ uX/K ]

{6st}
gint Rc-/\ ¢ - misurabile si deci sint egale cu valori-
le lor medii conditionate in raport cu —K « Aces~

G'Ne

tea stat MLX X/ ] st Ml X o X I ]
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Pe deasupra k{,;“; ux/K] = wlX_  wix/K 1K]=

. &“5 u[x /¥ /¥].

splicatitle A oo MIx/ K T st R,y MK R KT
fiind }(G’A‘C -pisurabile, rezulti cf sint egale cu va-
-lorilo lor medii conditionate in raport an{-

Dar cum aceste valori medii conditionate -int ogalo re-
zultd o¥ aplicatiile precedente sint ogalo. Rezultd ci:

¥ix /K, I= l[kg‘_“} LS P S 20 S

G AT

Xy MXHAK] +R oy XK K] = M LXK /K]
ceea ce probeaszi ci a doua egalitate din a) este adevi-
uﬂ;

B4 ref{imem nrnitonrﬁa egalitate ce a fost arditati mai

sus:
<) MXIK,  J= Z - X/ K1+ ku‘c-s Mx/¥ ]
Avind in vedere ok X et} l[x/}(r“] este }{t -misara-

vik g1 A lrx/_l(,“] este ¥ - misursbild obtinem:
Mx/X_ J=& (ccs u[x /K, 1 o'?guﬂ W/, ] =

- l['ﬁ“ uix/K_ /K] + ILX l[X/-]"‘]/R'.J =
.A{“” ujx /J(th?({mﬂ wx /%]
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Retinind primul si ultimul termen din egalititile de mai

sus obf{inem

£)ux/K & oy MX/K ] *?27.45-3 M[x /K]

rntl = {6

Prin adunare din « ) si _}3 ) obtinem prima egalitate
din a)

b) Deoarece ambii membri ai egalititii sint Rt - misn-
rabili rezulti ci este suficient si aridtim cd integrale-
le pe orice mulf{ime din Rt ai ambilor termeni ai ega-
1iti41i de demonstrat eoi.ncid;

Fie deci A€ J{, ; atunei / M[x/K ] 7(“__1_} P =

A
;n{/o:t}.ulksj ap;méux ap =A/ xk{‘_zudp B
=/{ u[x X“,g“j](t] dP:A/ u[x/](t]/\iﬁa ar

Am tinut cont mei sus cd ANKE =tjeK ¢+ fapt ocare se
verificZ ocu usurinti.

17; Fie (E,R, P) un cimp de probabilitate si X
o variabild aleatoare integrabild;

S& se arate ci familia M[X/FJ , unde F par-
curge corpurile boreliene din K , este uniform inte-

grabili.
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se deducd ci pentru orice k a — submartin-

rmn-{xz t%T }p- optionald] este uniform in-
tegrabild (din teorema de convergentd a martingalelor re-
zultd of X, -f-{-> X_ 51 stunci prim definifle X =X

‘pe {T =om}),
Solutie: Inlocuind X cu [ X[ dack este necesar,

oo

puteyp presypune X2 0, Atunci avem:

/ M[X/¥] aP = / X ap
(MLX(FT>c) (MIX/F>c)

POUITI> &2 M (MIX/T] ) = 2 —>0

cind o—>ec uniform in? .

Rezultd of prima integrald este £ ¢ pentrau o
suficient de mare si aceasta uniform in T, fapt ce este
oechivalent cu uniform integrabilitatea familiei din enun-
tul problemei.,

Fie acum (Xn) an R‘ - submartingal uniform
utegrabil; _

Din teorema de optionalizare (T7, §1) aplicati optionale-
lor T , o0 obfinems X &£ ulx /7(‘ ] 91 cum familia

{u [I‘D(‘] T Hy - optionald} este uniform integrabild
rezultd oX gi familia

{lc T Rn - optionald } este uniform ﬁtegrabill
(£4ind mei mic3).

Cda. 41/1980 Pasc. 3
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18, Pie “e)tex an Rt - martingal continuu
+
la dreapta si fie:

Rt’ = th. pentru orice t. Bi se arate o X, este

K, —martingal.
t’
Solatie: Este vizibil ol familia (J(t ¢ oste

crescitoare gi deoarece K C]f“ aven g1 of X, este
R - v misurabil¥i pentru orice t.
Pie s< ¢, AER“ #1 (s)), (t,) douk siruri ass imeit

8 &8, < t .‘\ 8, t.» t. Intrucit Aex. aven o#is

a
1)/1..0- /ltadP
A A

Deoarece X, = n[x.l/]( ot Xt = I[ltl/}( g ] Temued

of familiile (x. Ve (xt ) sint uniform integrabile (veszi
n n

problema 47). In acest caz prin trecere la limitd in 1)

obtinind ok

/x.dP-/xthonutoouvinto (x,) este J(, -
A A
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19. fte (0% ={r:r—5 8% ¢ conttaukfm

mptated . _(Ld este spafic metric separabil si com-
plet in raport cu metrica:

o= sup /@ (E)=w (t)/
d(uv W 2) :Z AL ten 1 2
| * ht':f [wy ()=w,(8)/

Pentru orice C<s<t definim aplicatie |
g, 128 ¢ prin x(w) = w (1) 51K %Bixy/uas),
F(: = 8 xylscuzw

> R

Pie ACK® 51 T o K ® - optionald finitd.

8
a) S4 se arate ci A€]{t &2weld 8l w'(e) = w ()
pentru u € [s,t] implicid «w'€EA.

b) Bi se arate cX AE ]'{: &dwed 31w (n) = «w'(a) pen-
tro u €[s, T (e )] tmplich <€ A,

Solutle: a) Fie A€ J{§ ,wel 51 w * astrel
incit x‘(w) = xn( w ') pentru u€ [8,t] . Considerém apli-
catie § : & > co( [s,t7, BY) definitd prin Tod=x,
care este misurabilX (deci j este restrictia). Din

prfoblema 26 (din [ZH) rezulti oﬁ.gc( [s,t].xd-)-.g(;“/““t)

de unde:

T B o 1a, 45,880 B Glsaet)B (571G, facu s )

=$(xu/ s<u<t) -J(: gi ‘prin urmare A = j-l(B) cu
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Be g(;nll 4«uét). Cum prim ipotesd evem j(o )=j(w')es
regultd ci w ' € J"l(B) = A

Fie acum A€ ® ou proprietatea ci dmed <wed gi w'
este astfel incit x,(w) = xn(w ') pentra u € [s,t]
atunci @' € A g1 sk ardtim ok A€KE,

Fie aplicajia misurabild (p : _Q_d-——»Qd definitd prim

xuocF = Xenne Avenm 1

LK =B ® xu'lc.‘BRd)))a@ (Ut 8 0=
u s

u2s

B ) Gk 8 =K

scué t t

Din ipotezd rezulti ciwWeEA &P (w)E A@‘ﬂe‘f'l(‘)
dect 4 = ¢ "ta)e K2,

b) Ple t =T (w), avenwe AN{TstIEK ] st
cum & = ' pe [8,t] rezulti din problema precedenti
cles ' AN{TLTE) 31 deci w ' € A,

Reciproc fie A€ K® ca proprieteatea ci « € A gi
'Kw)-‘*.{u') pe [8, T (e )] implicd w '€ A sgi si aritim
ok AER .

Pentru aceasta ardtim intfi c¢d T (w) = T (w’ ). Fie

t = T(w ); atunclw € {G¢ tie-}{g $i cum w = w ' pe
[s,t] rezultd ci w '€ {Ts t} adicd T (' )= T (w ),
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Cum g1 x (w) = x,(«w') pe [5, T (w')Jrezultd oX
F(0)ST (w') sl tn final T (w) =% ('),

Fle s< t 51 si aritin of AN{z< t3€HE. Fie

WEAN{tet) giw ' =« pe [8,t] . Rezultd ci w f=-cw

pe [8, 8 (@)] ceea ce implicd cw '€ A g1 T (w) =

=T(w')4t g1 deciw ' €{T < t9Y adicd w'eA Nite &)

20. Cu notatiile din problema 49§ fio‘(dj(t-
optionald finiti.
a) S& se arate ci —}{_: are o multime numérabil&_ﬂa ge-
neratori.

b) Fie T

& R: - optionale astfel incit T n?'C . S&

se arate ci:
8 _ s
e =8
Solutie: a) Fie aplicatia m‘isnr.abilﬁ
< : ¢ 509 gerinita prin X e = X o, . - Avem
cd P (K% =8 (x za t/ t> 8).
Fie A € R: g1 @ € A; atunci w = ¢ (w ) pe
[8, T (w )] deci¢p («w )& 4 (din problema preceden—
tg)#wg?'l(A) $1T (w ) = B(P (w )) ceea ce ara-
t4 ci A=‘f’-1(A) si prin urmare 1e 8 (X zag /[t > 8).
Cum x., este ](." ntC -H_: misurabild rezultd ci:

}{: =$(xznt/t?—3)
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Fie N numirabild astfel incit $(R) 883‘1.

Avem atunoci 3{; =$(x_5/\t/t—33 ) =

:9 (xz ¢ /t28, t=8 € Q._):-@( EAZ--‘,W( BRd ) =

e,
Bt X te vizib
B(ubx rAt())sieaovz il e
t-reQ,
U P (F) este numirabili
Ta t
t=s8
t-aeQ’

b) Din punctul a) gtim oX '_}J_:s.B(x_“t/ t> 8).

Cum lim X n/\t‘xt/\t rezultid ci x este

B0 K3 Tt

9 (x x vy /821, r>8) -8 (Lle Hz:) -misurabild

s
si deci R:Cg(l\_& H_‘.n b1

Incluziunea reciprocd este evidentd.

S t: E

>R,

21. FieE=R_, K =$R* ,

©
aplicatis identicd gi pentru orice t € R, punem 7{1: =

- B(sA )
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a) BX se arate ci "}{; =B (Qm'ﬂ,&,a))"}{;cy;

o e
dacd 8 L ¢ '17{. = p Rt pentru orice s.
>8

b) B4 se deducd oi S este R; - optionald si R;:Ro.
¢) Fle T : E—> R _Ui+es} o aplicatie K °-misurabili.
S& se arate ci T este J, - optionald dsci gi numai
dack existd s€ B U{+e} astfel incit 728 pe{S< s} 91
T=5pe 18> 8f .

Solutie: a) Fie A&BR ; atunci {8Ate€ A} =
+

A, =P daci t¢ A. Cum 1e8 rezults oi
[o,t]

{sat e 1}69 (gfo.t]' (ty>o)). Reciproc daci A = [O,a),
a< 1, atunci A ={8a t € AJeB (B8 t) 1ar (t,e=) =
={8rteE (t,2}cB (8r1).

Incluziunea }{' C K dacd s £ t rezultd din
3[-0’.1 8[0'1;] i (8,00) = (8,t] UJ (t,°), (B't]e@[o,t]
A rimes a8 ardtim egalitatea }{ - -q R‘t‘ Fie pentru
t>s

L]
aceasta AG_H s OU u.\v 8. Daci existd n  astfel incit
2

8,4 A pentru orice n> n, atunci A = A(] [o,s,] pentru

n>n_, de unde A = A/ [o,.JeBm.s]CJ{,. Daci pentru

o’

orice {) existi nz>2 astfel incit sné' ‘n (evident pu-
Tooe
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tem presupune n,>1n, -1) atunci A = AN [0,-.!]u(l.e yos)
de unde:
A = AN[0,alU(s,=)EF .

») {8<ti= [o,81€By ,C I, dect 8 este Y, - optio-
nali.
Apoi dack A €K ° atunci A N{8<t} = Lﬂ[o.t%'tf-h’;

c) Fie T o optionald g1 s € R Ui~} aga fncit 7>38
peiS< 8} gt T =8 pe I8 > sf
Atunci {Tgt} ={ P<c ¢; B=alUiT < t; 8 < 8} =

= AjUA; unde Ay = { T<t, 848, S t}, A, =@ dack
s>t 9l A, ={T<8<t, T=8fdacis £t

Deoarece {T< t, 8xsjek® =Ra8 rezultd ok A, € R;
si de asemenea Azé"{; dacd 8 > t;

Dack 8 < t atunoci A, ={ T=s, T< 8<t! g1 oum{? = 8,7 <8J
€ H', results din nou of A€ K, s1 in final A€ T,

[ J
deci T este H- = optionald.

Fie acum T o Ht - optlonald. Atunci pentru orice t€R,
{rs ¢} €R; g1 deci {T < tJ ori apartine la 5&'”
ori este de forma A U (t,°® ) ou A < BEOJT

Punem s = inf { 8; {Ts t}< (%, =)}

Daci t<s atunci {T< tic [0,t]si deci T>S pe I8 <s}
Apoi pentru s < t averel{s < T< t} DO (t,o=) si deci fi-
cind ty s obtinem {T=8}o(s,c=) aga ol{T=s} pe 8 >s8i.
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22. S& se dea exemplu de un supermartingal xt

continuu la dreapta gi pozitiv astfel incit %1- X, =0
- — O .
a.s. dar M(X,)—~— O.

Solutie: .Cu notatiile din problema precedentid
fie P o probabilitate pe J ° astfel incit P@0) = O si
P($> t)> O pentru orice t. (P poate fi de exempla repar-
titia exponentiald).

X

Pie X, = ;%?-;ﬂ—; aven ci X —>0 51 M(X,) = 1 pentru

orice t.

Bste vizibil od lt este continuu la dreapta ca functie
de t si It; O pentru orice t. .
A rimas si aritim o (X,) este 'K't-nrtinsn. Avem

(R,] >

MLXy, ! K'] N P(8 >ut) &[8> s+t}

P(3> ) [3{8 > ut}”{ ])F(BL" “%

.
P> 8 o
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23. 8& se construlasci un martingal (X;) uai-
form imtegrabil gi contimuu la dreapta aga inmcit
:up WX )<eo ol l(:-p X,) = o© .

Bolutie: Cu notatiile dim problema 24 fie
P repartitia exponentiald pe K °, Z o variabili inte-
grabild positivd (definiti pe E) gi fie

I(Rm: ﬂ'z)

st
xt:zkis‘t}* P(S)t) k{8>t} care este

vizibil comntinmuu la dreaptea.

Avitin of X, = NM[2 [ K] fapt ce aratd ok (X,) este Y-
martingal uniform integrabil.
Deoarece 7-{; =8 (82 t) (vezi problema 2{ ) este sufi-

cient si ariitim ci ] X, aP = f Z dP pentru orice
(5aten) (5ateA)

A€ 8 ou t¢A (familia acestor A este um sistem de ge-

norntori inchis la intersectia finiti pentru QR ).
+

Avom } xedr.f ./zdr -/l[ZIH;JdP-
(5‘““""‘" (SateAset)  (guten aat)

-/ Mra/Ky) @
(Saten)
- 5
Fle 2 K{8$1}+8 e k{8>ﬁ' atunci M(Z) < 1 +

oD
+ / x'?'e X o™ ax cee deci sup M(Xy) = M(Z)< oo
/ .
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REmime sd ardtim o M( sup lt) = oo
t

L .z
Avem: sup X2 swp X = sup s> ] =
K t<8  t<s F(B>®

=pep e Mg, gpe T2 M@ e® 51 MCe®) = = aup
cum usor se poate verifica; asa ocd H(slup xt); l(z') l(es)=

= OO o

24, S& se dea exempln de nn martingal (!‘_) con-
tinuu la dreapta gi uniform integrabil astfel fmeit
l(xg) = oo pontru orice T optionalid meideatic nuli.

Solutie:Cu motatiile din problema 271 fie P
repartitia orponentilllscn parametra 1,

Z e Z si procesul continuu la dreapta:

=X ——
{o<g<1} VS

X, - 2 , UZRig, ¢y
{84t} P(8> t) {8>¢}

. Avem ci:

{
M(Z) = f 4 e ge X &x ¢eo . Din problonuagtil oii:
L Vx

X, = M2 /K] asa cf (X;) este martingal uniform imte-
grabil (vezi problema 17 );

Pentru orice a € (0,1] avem:
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¥ s 22K

l _8
SAs {s8<sSaaj E€ §0<8£a}

gi deci M (!:A.).é! é-exe-xu-m

Fie scum T o K.t - optiomald aga imcit
P(1=0) < 1.

Din problema 24 rezultd ci existdi ac (0,I]
aga incit SA & < T. Nu putem avea l(xg.)onolci aceasta
ar atrage l(xg 4 .) = l(x% )<eo deci o contradictie;

25. Pie (I.) u}{‘ - martingal ( }(.-aubm-
tingal) si (Vl) un gir de variabile aleatoare astfel in-
cit V_ sd fie 'K. - misurabili pentru orice m (aceeasi
ipotezd asupra lui (Vn) plus faptul o V, > O a.s. pen-
tru orice n). Daci# variabilele aleatoare:

X dacin=1

(), =
(V.x)n_1 + vn—l(xn-xn-l) dacX n>1 sint

integrabile pentru orice n si se arate ci procesul V.X
este Rn - martingal (J{n - submartingal).

In particular dacd & este Hn - optionall s8d se de-
ducd c& procesul (X ¢, ,), este }{‘ - martingal (}{n-
submartingal) .

Solutie: Avem: u[(v.x)ml-(v.X)n/]{}u[vn(xml-xn)/kn]

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



45

= vn"[an-l - I./}{ n]

‘Dnc& (ln) este martingal atunci ultima condificnare este
0 si deci V;X este mrtingal;

Dacl (Xl) este submartingal atunci aceastd conditionare

‘este > 0 g1 deci V, M[X,,, - X,/K,1>0 aga ok V.x
este submartingal.

Cam xt/\n este }(.GA‘ - misurabilid rezulti cid este. gi
Hn - misurabili.

Din inegalitatea /X , . [¢/E;/+...+/X / results cX
b & o/ este integradili,

Cu notatia vn 'k{nsti rezulti ci x‘cAn = (v.x)a si
afirmatia este acum o consecinti a consideratiilor pre-

cedents.

26. Fle (xn) un supermartingal ﬁozitiv si ©
° }{‘ -option&li. Si se arate ci l[x.‘ /J{n]é Xzag

(dacd X, este limita a.s. a lui xn care existid din teo-
rema de convergentd a martingalelor atunci X = X

pe © =o® prin definitie).

Solutie: Deocarece (X, ,), este supermartingal si
a.8 ;

Xzayg—? X, rezultd cd este suficient s ardtim ci

M[Y_ /K ,]&Y, pentru orice supermartingal pozitiv (1)
InegalitateaM[ inf I.,ﬂ{p]éll [Y,/K pl & Y, valabild

m>n
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daci n>p, arati prin trecere la limiti o l[!wlyp]é L

dacid avem in vedere ci inf Im 7 Y__ sl media conditionakl

maen

este continud le limitels ascendente.

&¥X. Fle (X)), (XY Rn - submartingale gi e
° }(t - optionald finitd astfel incit x_cé x_(: 8.8,

84 se arate ci giraul Y =X, [ (ncz) * Ia ?f(“ n) °ste
:H,n - submartingal (cuplares submartingalelor).
Solutie: Este clar ci Yn este -Ra - masurabilid si

M (/In/) < M (/ln/) + l(/g/)@c pentru orice n.

Apoi proprietatea de submartingal a lui (X,), (X}) per-

mite si scriem:

=X X (nce) ? xl'lk(tén)é&(néz).[xml/}{nj +

. /
’k (T<n) '[x'mll-}{ n] = [ k (nct)xml’Z(CSn)xn-rl/RtJ
Dar ipoteza I_C‘ X! atrage of X, , < X7 , pe §T =m+1% ,
<&

aect & (ncz) Xne1 * & (T<n) Tned® Y (me1cz) Tnir *

“ X (T2 n+l) xx'ul = In+1 fapt care aratd oi

Yns N [Yn+1‘/ K nl
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28. Me (X)) un J, - submartingal (J, - mar-
tin&il) si Tl"tz H. = optionale finite astfel incit
M/X_ Ncoo 51 1im dP = 0, 1 = 1,2, SA se arate

*4 (‘({n)g
ok M (le) < N (x-‘z) (= in casul martingalului).
Solutle: Din teorema de optionalizare corespun-

sitoare cazulul mirginit avem o M(X T .)4 (X
san echivalent: '

¥ (x % Kkl‘ o + NI, X{t e n$) €MX %, }['G zgﬂ +

+ X (x.. x{"z) ") .
Deoarece din ipoteszid nvo-.l_l.:l (x‘R £7,> ns) = 0 rezultd
ol este ;qtioiont si aritim ol-]ﬁ.: ¥ (X .‘lk fxy *'?Q =
= M(X .
X,
Ori aceasta este o consecinti a teoremei de &vormtﬁ

dominats decarece X ..‘12 frgeny " Ty W

[x < a’{'ﬁs ” }I <[x < 1/ care este integrabili.
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29. FPie (E, ¥ ,P) un cimp de probabilitate si
<: B—>10,1,.... } 0 variabili aleatoare astfel incit

P(T = = a de 0.
( n) (m unde a >

Pie Hn =B(TAn) st X = -(‘z»\n)-k{u,; :

In = xi - a(a+l)( %A n). 84 se arate ci X Yn sint

K a - Bartingale.

Solutie: Se observi ci Tfnas {® =1y ,c..,iT=n=1%, R AY})

Deoasrece {& 3» n} ={<T gn)uit;mnéj{ml regultd

od J{ <K, esa ok familia (J( ) este sresciitoare,
1908 X jpon =K ¢ a(ned)c g o8t K poy (dsot Jp)
-misurabild fapt ce arati of X, este J{ -misursbilk.
Din /xnlg an+l rezultd ci M(/X /)< eo.

Pentru a‘onstra cd (X,) este H
si probdm oi:

1) P =) X ap
l[xn %ml
K} , K< n-1, sau A = {T > a}

Dacid A = { & =K} ocu K ¢<n-1 atunci X, = xml deci 1) este

n — martingal rémine

unde A = {T

adevirati,

‘ a(n+l)dacl T>n
Daci A ={T> n} atunci X, = &an, X 4=

an‘—} dacd T=7
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de unde an P = an P (T= n) si /x dP=a(n+1)P(T> )+
A

n+1l

+ anP(% =n)=-P(T =n) = anP(%2n)+ aP(%>n) ~ P(G=n) =

anP(G2n) decarece aP(G>n) = azz —l—x_-'-_I =
K=msl (a+l)

= =P (T=
-—--1—(“1)m ( n)

Cu aceasta am probat 1) gi pentru A ={%= nl.
Pentru & ardta cé Yn este H 5 = mrtinéal. deoarece
T, =T, Pe {T =K} cu K < n-1, rezultd cid este su-
ficient ca

(ta{) (Jri+1 - Xi ) P = / a(a+1)[Ba(n+l) - TAn] dP.

~(T2m
Avem

J 2, -D e, D e, fade-

(“)") (g=m
= [(an-l)a _‘2.2_] P(T =n) + lz(:u-l)a-azn2 P (t>nm) =
= (1-2en) P(T =n) + 82(1+2n) P(T > n)=(1-2an) P(T =n) +

+ a(l+2n) P(T>n) = (a+l) P (G =nm).
Apoi,

j a(a+l) [ TA(n+l)= TAn] AP = a(a+l) P (T> ‘n) =
(g2>n) :

= (a+l) P (T =n).

Cda. 41/1980 Fasc. 4
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30, Fle Bl""' B goe-+ un gir de evenimente
sl (Rn)neo o bazd stocasticd ase incit Bné -}(n

pentru orice n > 1. -
S& se arate ci P (1lim B =P o P(Bn/](n-l) = o0)
n=1

n->oo

n
Solutie: Fie X =Z [R—B - P(B./ }{n-l)]' 1< nces
D=1 =

Este usor de vazut ci& Xn este H _ - martingal.

n

Fie ma (n>1;X,> C) dackC )£

T =
oo
in caz contrar

Cum X ., ~ este W, - martingel X < c+l din teorema

n Tan

de convergentd a martingalelor rezulti ci lim X-CAn

n-=>p0

exist® e.s. deci lim X, existd si este finitd peiT ==}
.—’-o

Cum {sﬂup x.éoeSHG{B? X, < ¢} rezultd ci
o=l

lim X, existd si este finitd pe multimea {sup X <o
n
B~>ce ;
O

de unde Z‘l P( B.I]f._l)w pe nnl'ginea{ozc: Rst.on 5.
m= = m

Aplicind acelasi rationament s$i martingalului (-xn) se
obtine afirmatia.
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34. (Ruoinarea juciitoruluoi)

Fle xl,....g.... an gir de variabile aleatoa-
re independente estfel imcit P(X =% 1) = %- pentru
orice n gi fie Bll = 11+...+In. .

Fie a,b intregi pozitivi gi D = min(n>1; S,=—a sau
S, = b),unde pr= defindie ne pune:

D= oo dack (...) este vidi . Se cere si se calculeze:
=P8y = b) g1 M(D) .

Solutie: Din problemele 4,2 rezultid ci S‘ s8i Snz'- a
sint 9 (xl,..,;n) - martingsale.

Aplicind teorema de optionalizare (cazul mArginit) ocu-
plului 1, DAr obtinem O = I(S%,\l = DAn) si cum

/S-/é a+d dacid m< D rezultd cd M(DA n) =I(S§nl)s(a+b)2

g1 apoi lema lui Patou implici M(D)< 1im M(D4 m) < (a+b)?
n—-poo

asa ci P(D<oo) = 1.

Pentru D<oo se observi cid avem SD = -a sau b, deci

/Snlg— a+d sl prin urmare M(/Sp/) < a+b< o=,

apoi/ [ 8y aP[ < (a+d) P(D m) 2 Z5(a+b)P(D=c) = O

(m<D)
Conditiile din problema ﬂ“ fiind indeplinite rezul=-
t4 cé:

0 = M(S,)=M(8p) = Wb = (L=-7)a deci 7= =
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22
Analog se verificd condit{iile din prcoblems yenlN
pentru martingalul !l = SE - a si optionala D.
Obtinem c& C = l(tl) = I(ID) sau echivalent:

¥ (s2) = ¥(D) s1 cum M(82) = 7b° - (1-7)a® = &b

22. Fie (X)) un J{, - martingal s1 T o }{..
optionelid cu (T oo , Presupunem ci existd o constan-
tX ¢ astfel incit IE/xml- n//](n] R{n“}éc R{nsz} a
Aplicatie (ddentitatesa lui Wald): Fie (xn) un sir de va-
riabile aleatoare independemnte, identic repartizate si
cu & = M(X;)<oe .

Fie T o B (Xy4eee9Xy) - optiomald cu M(T )coo 51 fie
s. = xlf‘-n-"&o
S& se arate ci are loc egalitatea: M(S5; ) = aM(T).

Sclujie: Conform problemei 28 ,este suficient sd ardtam

ca: M(/X_[ )<eo 51 lix jx dP = 0 (se aplici comclu-
nﬁ“(‘)n)

zie problemei cuplului de optionale ©,1 si martinga-

lulul X') .
Pie ¥, /xl/, =/xn-xn_1/ daci n>1. Y sint pozitive
$1 din ipotezd avem M[Y / ])( L‘lfc {ncgy 8eB:

si /X'/ < Yl"""yn‘
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o0 <
»=l

1
(x=m et

(desansce Lx2n¥eW, )

= E fl[!./](n_l] aP< Z oP(Z>n) = cM(G) -

R=Nz>m =1

de umde I(/x_:/) i /Ix,l dPéZL(!v'..-o-Il) ar =
n=1

hl(t:")
= M (!1 +ooet Iz )‘QO\

| xap</ < (1ye..
Mai d.opu'to“’m gdP(bn) (Y1+ +!.) dP(i{nEIrr +!t )dar—-> 0

¢ind n—=>x  deoarece Yl+...+Y.G este integrabili,
Aplicatie. Sirul S; = Sn—nl esteB(xl,...,xl)-mutugal

sl pe deasupra avem:

uL/Sy, 88/ B (XyyeeesT] = WK, -8 B(Xy,e 0T )] =

=¥ ( I

ci inegslitatea din enuntul problemei are loc cu o =
= M(/X;-a[) s1 deci M(SL ) = M(S]) sau echivalent M(8, )=

- al) = M( lxl-al) g1 cum M(TG )< oo rezultd

- aM(T).
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33, Pie (x_) un gir de variabile aleatoare imde-
pendente, identic repartizate, pozitive gi cu 0L a =
= I(11)<oo sl fie S‘ = xl+...+x‘ , 8= 0.

Pentru t > 0 fie N, = min( =13 8§, > t) , N =o= dack

(+e« ) este vidi. S& se arate of % < M(BL)< o=

Bolutie: Intii ardtdm ci l(lt)<-.. Fie pentru
aceasta t > 0, atumci existid un intreg r astfel incit
P(Sr > t) > O pentru cX im caz contrar daci P(Srs t)=1
pentru orice n  atunci P(x1+..+xl+.. < t) = 1 de unde

l(11+ ceetl v .) £ o0 deci o contradictie.
Atunoi P(Ny > ur) = P(5,.< $)<[P(s, )] " s1 dect

M(N,) =Z; P(R, > nr)< > [P (8,5 %)] Lo
n= n=1

Fiind indeplinite ipotezele din identitatea lui Wald
(vezi problema 32 ) rezultd oX I(Blt) = aM(Ny) si cum
Snt > t dacd lt/.a- deci a.s. obf{inem t<l($nt)=ul(lt)

sau M(N,) > £ .
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M, . Fie Il' YZ"" un gir de variabile alea-
toare independente, identic raepartizate asa fncit

n
l(!l) =0, P(Yl = 0)c 1 gi fie 5, =2 Yg. Atunci
K=1

-P(Sn> O pentru orice n) = P(S,< O pentru orice n) =0

Solaotie:Fie q = P(SnA O pentru orice n) si
A, = fS‘ < B, pentru orice K £ n{ , n=1,2,...

Avem ci P(4,) = P (sn'sf > O pentru orice K< n si
8g = S, < O pentru orice K> n) = q P(Sn- Sg> 0 éentru

orice K < n).

min (n>1 Sls 0) dacid (---) #9
File T =

oo in caz contrar

Atunci P(Sn-SK > O pentrau orice K<n) = 15(81> 0 pentru
l<i<n-l) = P(T=n), deci P(An) = q P(&G= n) si prin

n=1

urmare 1= Z P(4,) = qu P(T=2n) = QM(T ).
_ n=

Prin absurd daci q >0 atunci M(T )<o= gi din identita-
tea lui Wald (vezi problema 32) rezult¥ cd M(S ) =0
sl in particular P(S_c = 0) = 1 fapt ce contrazice ipote=-
za P(1'1=0)< 1. Aplicind rafionamentul precedent sirului
("Yn)n se obtine gi ci& P(5, > O pentru orice n) = O.
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35. O generalizare a identitdtii lui Wald.
Fie 11,... In"" un gsir de variabile aleatoare mdepené_

dente cu M(Yg) > O pentru orice K gi sap ..léll(/ IJ )=
B

=B4go pentru un l<xX < 2,
a

Fie 'j-{. 38(11,...,13), 8, =Z IK' S& se arate cd
K=1

¥(S_ )= O pentru orice H. - optionald T pentru care
Py
E (g% Jeoco .

Solutie: Din teorema de opiionalizare regzultd o
M, J)> 0.

Teorema de convergertd dominati ne spune cd este sufi-
cient si ardtim ci M [l“up / Brp/]<o® -

Avem atunci 3= P (sup /8, />B)<P (T> n) +
U < &
o -
+ P (aug‘/s zan!ZW<P(T> 2) + 2 IE/S.CA qu(]
n<

Din problema 52 dim [2}] gi din ipotesd resulti ci:

[san

ol
l[/su‘«/"]é 2 M . (/g )<

< 2B P(‘Galq)+28f"€dr
®2n)

Obtinem tinind cont de M(l):

n[s:plﬁ‘u/].[ P(s:p/sz,\ > <
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< (1+2B )/P(Zeu“ )du+/l‘“ /'Cdeu =
° 1 (T2
= (1+28 ) M(T ™) +_Q'C fn'qdndr =

1 & Pt
S (B U(gT) ¢+ (x DM (T )cw,

3.6. Ple Yyseees¥ysee. variabile aleatoare in-
dependeate, identic repartizate cu a =I(!1)<oo si fie
leg(tl'...’!.) 5.8!1 ¥oeoo + !n « Atunci peﬂﬁrn

orice H. = optionald fimitd T pentru care l(x,6 )< oo
83 se arate ci are loc egalitatea: 1(5.6) = aM(T).

Solutie: Fie ((0,}{,P) cimpul de probabilitate
pe care sint defiufe variabilele aleatoare Y.

Pird a roatrinsov generabilitatea putem presupu-
ne oi ﬂ:{ (71,....1‘,...)/71613} #l Y () =7,
peatru orice na.

Definim Q 1+/1—>0 prim Q(«) -(yw(w) ’

{.z("’ Ypeess) o
Pile Ty=0, T;= Ty Ty =T Qqueey Ty =To Q" unde

A=q, L = Qe q® 51 fie Z, ,1=1,2,...,definite prin

Lt SUTIOS TS L O A
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(‘Cl, Z’l) . (za,za) «ee 8int variabile aleatoare imde-
pendente gi identic repartizate. Din ipoteza avem ca:

I(Sz ) = I(Zl)<ao o Cum:

Z!: Y4 eeotYZqt oot '6+...+'&"

Z, = i 1 St 1 -  afirmatia
: % a )

1=1 qtecee+ Ty

L] L

rezulti din legea tare & numereleor mari.

33. Pie (E,K,P) un cimp de probabilitate,

€1 pep U §ir crescitor de corpuri boreliene dim

K sl fie (Zn)‘,s nep @ gir de variesbile sleatoars de-
finite pe (E,J{,P) astfel incit Z_ s& fie X -misura-
bild gi integrabilid pentru orice n.

Definim prin recurentéd descendentd girul de va-
riabile aleatoare (xn)osnsp prin: lp = Zp si
X, g = max {2, p LI Sy h’p_m]} pentru 1 €m=p.

a) S& se arate ci sirul (xn) este cel msi mic
Rn - supermartingal ce majoreazi pe (Zn).

b) Pie J{, - optlonals T, definitd prim
To = min (nj X, = Z,) 5& se arate.cd are loc egalita-

tea:
l[z_co/]{.] = e_gz ghl{:_p Mz / }{o]
optionald
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(Se mai zice c& T, este optimald in raport cu (Z,, J{))

Solutie: a) Din defimitie rezulti od X, este
H y - misursdild pentru orice n. Prin imductie descen-
dentd se verificd ocu ugurimti ci 2o =X, 81 K =

;1- M/ sup Zg /K .] i in particular rezulti ci X este im-

'&msr

tegrabili peamtru orice n. .
Din definitle avem of [ X, . /K _J< X __ fept ce

aratd ol (X,) este H a — Supermartiagal.
Mai sus s-a vAzot od Il = z_ pentru orice n.

Fie (I;) un alt K. - supermartingal ce majoreazi pe
zll
Prin imductie descemdenti se verifici ci x; = x. peatra

orice n.

b) Deoarece X‘ - Zl este Kn - misurabilid pentru orice
m, rezultd ci T  este R. - optionald (vezi proble-
ma 414) ‘

Ardtim ok (X este [ - martingal.

Cn ®) oencp
Intr-adevir pe {T, > u} avem of X > 2, dect 51

X.-I[IN-IIH.].

ntx T.A (ul),R‘J =X I;Xit.s 2t M Kalhigs
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= x_c. kt‘.ﬁ »} + x‘ 'X{.‘.>.}s x.ce’\ n® OU alte cuvin-

te X este H. - martingal.

TN R
In particular obyinmem oi X, = M[X_ /K = ulzg /F]-
Cum pe de altd parte X > I[I.‘ /}{0]2 '[z't, IJ(OJ

pentru orice optiomald T afirmatia din b) rezulti.

2&. Pe un cimp de probabilitate (E,'}(,P) fie
!1,...,Ip variabile aleatoare independente de medie 0 sgi

fie 0 = Co< c1< ee e <Cpu

Definim 2y = 0, F, = {8, Ef, 2, = Tj+..eY = C
'h’n =@(Y1,...,Yl) pentru 1< m <p. S4 se arate cd O

este optionsli optimalZ im raport cu (Z.. Y.)
(pentru definitie vezi problema precedenti)

Solutie: Dim problema 4 rezultd o3
(Yl""+Yn)15 a<p este }(n - martingal si cum girul
(Cn) este strict crescitor rezultd e (Zl)osnsp este
K g - supermartingal, mei mult avem inegalitatea stric-
taz,> MLz, /K 1 .

Rezultd atunci cu notayiile din problema precedentd ci

n+l

L, = 2, pentru o=n<p i deci G, = 0, cu alte cuvinte

O ecte optionala optinzla.
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39 Pie (xn)n;]. um proces (}{.).;1 - adap-

tat gi si presupumem ci X, este integrabild pemtru
orice a., Defimim:

P={T ;7 ¥, - optionald finitd a.s. astfel incit
w(x, Yoo g1V = ;‘31 x.)
a) S se arate cX dachk TGE £ i l[I_G K al=>Xy, - pe

iz> aj, I[IG/]{.]éI. pe iT=n, G=nj pentru

-

orice m, atunci M(X_)> M(Xs.)

b) Dacd I(I,‘) = V<oo 83 se arate cd pentru orice G< P
au loc ipotezele dim punctul a) pentru cuplul T ,&5 .

Solutie: a) Avem I(X_G) = j X dPt—_j/Xth=

- (C<6) {(%>6)
S S
- ap ¥x_ /X aF >
(G=nel) (T=6=n)
S s He s fre - wag
(Gines) (E26=m)

b) Fie M(X_ ) = V<oo g1 A ={T> n; u[xz/}{n_k nj€
QK"

Atunci G' =12 A, wc?(“e F si daci P(1)> O atunci

/ ,
M(IG,) =/xndP+/ !zdP?/ x_‘dP+// xzdp=u(xt)
A A A A

ceea ce nu se poate dacid avem in veders definitia lui A,
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Rezultd deci oi P(A) — O deci obf{inem prima dintre ipo-
tezele din a). Luind acum B ={T =a,G >n, l[x,, /I{.bx‘},

G' = GXB +T 0B sl procedind ca mai imainte se ob-

time si a doua ipotezd din a).

‘-]o. Fie (x.).a 1 oo proces X p — edaptat

astfel imcit X, sd fie integrabilX pentru orice a gi fie
%o J{p - optionald finitd.

a) BS& se arate ci (X -, .) este JX - submartingal

dacd:

I[xﬁllR.J‘BXlPQ iT>a}

b) Dack im plus M(X_ )z si }—:-:(/r; dP= 0 atumei
>n)

ux /K J> X, pe{T>a}

c) Dacld 7, G &€ F (vezi problema precedemti pentru defi-
aitie)st IIEX“II}(‘JéZ. pe {T< mn} pentru orice m si

11:] -
el X, =0 a&sonratec&l[x‘;/-}(._]s X, pe

>n)

multimea {T =m; 6> nj}
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Soluties a) Dack A€ fh’n atunci

A/x.u.drs / X_CdP+/X‘dPé/KCdP+/X.+1dP=

(A;zen) (A;z>m) CR;&em (A; Tzne0
.= £ x C/\(n'l-l) dP-

b) Fie M (Iz ) 2ec .o Atunci pemtru Ael’. si m> p+l

avenm,
[ec) x ., qo=[x e +f 5 =
(Ajzan) (A;e2m (Aj'lSI:i ) (A;z>m)

< f X aP + f x;JP. Trecind la limitd in imegali-
(Amstem) (A;e5m)

tatea astfel obtinutd (scrisid pentru un subgir mp—>o0=

+
pentru care } X, d—>1lin X, &P =0) vom
My o=

(=>"") K (To>w) .
obtime | X, 4P sfxt @ = [ ux /F ] P exact
(R;zam (A;zam CA;zan)

ceea ce vrolam.

¢) Fle A€ K si m> mel. Atumet

[e> [ xg,e =/ x @ +/x_ar

(Atmzs) (A Tonce (A;E=nsTem) (A;z=nst>m)

In continuare se procedeazi ca la punctul px;ecedent.
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H4. Pie (X)) un sir }{ - adaptat astfel
incit X, s8d fie integrabilid pentru orice n.
Ple &, ={ M xull}{l]é X, { g1 s presupunem ci

A C ApCavey L) A, = () exceptie ficind o maltime
B 2 a=1 -

neglijabild si & T = min(a=1; X >Mx ./} Jec F
cu F ca in problems 39 .

Deci 1lim [X; dP = O gi 6'€ F este astfel incit:
n —Deo

o)
1lim J X, P = 0 si se arate cid l(x_‘) = M( Xg-).

n->en
(G>n)

Pe deasupra daci existi o variabild aleatoare
W2 0 cu medie finiti si un gir strict crescdtor de nu-
mere pozitives astfel incit X; % W+ C, pentru orice n,
sd se arate ci M(I.C > n(xt, ) pentru orice 'Glé F ca
u(c_G« ) Leo. v

Aplicatie. Fie !.Yl.Iz,.... variabile aleatoa-
re independente identic repartizate si cu medie finit&;
Pie W o =8 (YheeenXy), My = max (Y3,..0,Tp), X, =

=!n-h.

Fie ﬁ unica solutie a ecuatiei I&Y—P )*]: 1 si

T=min (n> 1, unaf),

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



65

S3i se arate ci M(X__) = sup M (X, ) = P cu alte cuvin-
< GeF ’ :

te T este Rn - optionald optimali.

Solutie: Prima parte a problemei rezultd din
problemele 39 ., Yo .

Din X; < W +Cy si M(C‘; )& oo rezulti:

x-cu:ej wd1>+]c,<u>—-—~—>0dec1
] n i -
(=>m (T>n) &>m

M(X.c ) = M(X.c- ) conform primei pirti a problemei.

Aplicatie. Avem X ., - X, = (Y, - rn)* - 1, de unde

ulx  IH Jex e Wy, -upt/H Je1,u 25

n+l n+l

/K 1) .

Rezultd cd T = min (n>1; X > m[xml

Din M [ (Y-P )] =1 rezultd oi p = P(Y<f )<1 si dect
P(T> n)€ P(Yphp .Y pc B )=p—= 0, dect
P(T cLee ) = 1.

o el
Mai departe M( & By Z " P(g= 1) iz K2 pK-]Loo
K=1

pentru orice m=> 1.
Avind in vedere identitatea lui Wald (vezi problema 32)
i rezultatele precedente obtinem ci M(Ixz/ )<
LUC/Y[) +oer MU /) tmeme = M([Ty/) M(T)
cu alte cuvinte T & F.

Cda. 41/1980 Pasc. 5
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De asemenea / xn" P < [;. P (z>n)—>0 cind n—>e
T>n)
si X = !i + n, deci conform primei pirti a problemei

obtinem ci M(X.‘ )= M(Xs ) pentru orice 6 cu M (6)<w

Egalitatea M(X.G) = sup M(X, ) rezultd dacd arditim cd
GEeF

M (6 )em dack G &F. Fle fs'>F s1 fie S, =

n
=KZ: [(Tg = p' )% =17 . Atunod X =B + 5, dect
=1

Xg.éf '+, si dacd 6 € F obfyinem,avind in vedere pro-
blema 36  cf M(S; ) existd si H(S, )=M(6)[M(Y-p)t1}co
De aici rezultd cid M(G )<oep M(X) 5?.

A rimas sé probam cd M(Xg ) _r « Avem:

M(Xg ) -Z[P(z;e n) f YaP - P (€2 n)] =
(y=p)

= —2 ] JYdP-lJ =f

P(Y> ) (o)
Egalitatea M(X_) = sap M(X, ) ots anlfel dusoustals:
ET

42. Fie 6 o probabilitate pe R ocu media m
si dispersia & 2. Presupunem ci -6!'!2 > a>0
Fie q; : R —> R definitd prin qa(x) = 1 dacd x = 0;
qa(x) = —1::'?- dacd x<0. S& se arate ci are loc inega-
litatea:
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1) / qg(x+y)de (N< qa(x) pentru orice x.

Aplicatie: Fie (E,¥{,P) un cimp de probabilitate ,

(Rn)n=0,1,.. un gir crescitor de corpuri boreliene din

]{ ’ O=ao £ 83 ... un gir crescidtor de numere gi

(Yn) -0.1 un sir de variabile aleatoare astfel incit:
=UVglgees

11) M(Yi)-ioo » I, este H . - misurabilx pentru orice

n
n si !o = o. K
12) Yi - &, este Hn - martingal.

13) Kn si le - Yn sint independente pentru orice n.

Fie Zn = Y = 8a_; S& se arate cd pentru orice a > 0 sgirul

n n

qa(z'n) este }i - supermartingal,

n
Observatie. Daca (Yn) este un gir de variabile aleatoare

cu proprietatea 11) atunci se gtie din problema & cid
existd si este unic un sir de variabile eleatoare (ap)

aga incit Yﬁ - A sd fie }en
si A este Hn-l - misurabilid pentru orice n (se aplicid

- martingal unde 0=A°<—A1\ .e

problema § submartingalului Yﬁ). .
Se poate arita ci girul qu(Z,) unde Z =Y -ah este | ~
martingal pentru orice a> O (demonstratia acestei afirma-

ti1 nu o dim aiei)
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Solutia problemei. Deoarece g, < 1 rezultd cd inegal itatea
o8
1) este evidenti pentru x>0. Dacd x< O fie x1='1+m4x

X
i r(xfsn) = qa(xl) + (u+ aud) q: &,

Graficul lul r este o parabold tangentd la graficul luoi

1

4y in x”. Tinind cont ci q: (xl) = aq‘i(xl) obt; inem:

2
r(0) =qa(x1)+aq§(—xl+ax1 ) = [qa(xl)-axlq‘(xl):] +
+ axbe (M) [1eaxte () - 4, ] = 1 2 4,(0)
Parabola ce reprezintid pe r si hiperbola ce reprezinti
pe q, au la stinga lui O, 4 puncte comune: unul la infi=-
nit, unul dublu in xl si unul in O. Contactul in xl este
simplu si cele doud curbe nu se traverseazid in xl, deci

qa(y) < r(y) pentru y <0 gi de asemenea evident pen-

tru y =2 0. Atunci

) 2 (x+37)2 8 (3) ﬁ/r(ny)dé(y) =/ r(xl+y-m) 4 6(y) =
B 1, b, 1 | i 2
= 3 (xD+q (X[ | (y=m) 40() + a | (y=m)° a6 ] =
= qa(xl) + eczq:(xl) < qa(x1)+(x-xl)q:(x1) < qa(x)

(ultima inegalitate din convexitate).

Aplicatie. Intii s3 observidm ci zml-zn si -.H.‘ sint in-

dépendente (din 13) deci Poh ™t = P/ﬁnOP/(B(Z -2 )V
a+l “n
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unde h 1 E—>ExE, h(w)=(=,~). Fie A€ K . Trebuie

53 ardtdn ok /{qa(zx”l)dp ﬁﬂj 0,(2,) 4P . Avem
A/‘la(znu) ar = A/% (Zn-+ Zpyy = 2p) 4P =

= [RC ) 00(Ba( 142, (= )2y (= ))AB(cw)AR(2 )=

= [Xa @ DL [ aq(Za( P+ w0 (22 "M@ ] aB(er )

& X (@ Doy ) @) = 4 a(2,) P

Mai sus am aplicat inegalitatea 1) deoarece H[P.:(Zml -
= zn)-lj = / (Zgy1=2y) 9P = -a(a, , - a,) si

W (P (Zpyy - Zn)-l—] = Dz(zml %) =8,y -y 9

a(a 1-:)

n+
r—'—n-=‘>°
n+l T %n

' i 1
L3, 8% se arate ci sirul — + este
«

K a " supermartingal (cu notatiile si ipotezele din -
problema 43 )

Solutie: Fie h : E—>ExE, h(<) = (=, <« ), Deoarece

Yoo1 - Y st Hn sint independente rezulti ci Poh™iz
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=P [ Rp® 1:‘/3(!“__:l - T,)
v

72
Fie K(3,v) = = + = i A H_; tinind sont ci
v

2
I(Yn_l -Y)=0,D (le -1 = &p, — & avenm :

f/\x(xml va,q) &P =4K(Yn+rn+1 - Tpee,,,) & =
< (R [ [ KGEpstaay,y) @ o (X, TR ap(ey) 2

%[;-%— /(Yn'uk)z d-P°(!n o g n)tu.) _i:I] =
n+l

dP =
n+1

=/(+ (2 2ty = a0 +
A a

= 8 1
+ ap
/ [ (agtap, = a‘11)2 8y *+ “mi =8 :'

Dar functia (2-!)1 + ST]i_ este descrescitoare pentru
b+x

x>0 pentru orice a,b > O.

Atunci ultimul termen din inegalitdt{ile de mai
sus este majorat de

% :
/(?n-—+—i;)dP-/K(In.an) ap.

n
’ A

A
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4y In ipotezele problemei precedente sid se a-

rate cid are loc inegalitatea:

1
1) P( existd n astfel incit Ynabi-ana) .éa—+-5—

pentru orice a,b> 0.

84 se deducd c3 =—— converge a.s. citre o va-
n

riabili aleatoare nuld daci a = lim a, =oo (legea tare
n->oe

& numerelor mari pentru nartgga],e).

Solutie: Fie a} = %+ a,; atunci {¥ >aa! §={2,) 0f =

siqa(zn) = 1} deci P (existi n astfel incit Ynaaan+b)=
= P (existd n astfel incit Ylé_ n;)- P (existdi n astfel
incit qn(zn)zl)gP(agp q(Zp)> D< l[q‘(zo)] = qg(=b)=

= l—l‘-—b. In particular din 1) rezultd ci:
+

2) P(existi n astfel incit /Yn/ ;aanﬂa) P4 - pentru
l+ab

orice a,b > 0.

Presupunem of girul (a;) este mirginit; fie deci 'y
astfel incit a,< M pentru orice n.

Deoarece (!f1 - ‘n) este martingal avem ci Il‘(!i)zll(an).-.

=a =¥ de unde s:p l(/.!n[) < [I(!‘i) J= e si
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prin urmare Y, converge a.s. (vezi T5 , §1) 1 cum &,

Y
este convergent rezultd cid L. converge a.s.

8
Y. a.8. _ g
Presupunem acum ci 8, 7 o0 Vom ardta ci T it .
-
Pentru aceasta este suficient s aritim ci P(lim g > 2a)=0
n-p><o n

pentru orice a> 0.

s X
ori§ 1lim /32-; 2afc | exists n astfel incit [T, >
n->e© n

e J T
> aan+b] pentru orice b)) O, deci P(lim -a—l-l—; 2a) £
Do~ 1

<P (existd n astfel incit /Y />aa +b )< £ —— 35 0,
l+ab b8

45, Fie (Xn) un gir de variabile aleatoarse
independente astfel incit M(Xn) = 0, D2(Xn)<oo pentru
orice n.

S& se arate ci are loc inegalitatea (inesgali-

tatea lui Kolmogorov):

n
P ( max [Xyv...+X,[> a) éa—ez P* ¢X,).
men

= i=1
Solutie: Din problema 4 rezultd cid girul sn=x1+..+xn
este martingal deci /Sn/2 este submartingal.

\

In acest caz inegalitatea supermartingalului ne di:
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2 2 -2 2
x see l/ & P 8 = a < a “(S ):
P(::::/f +X_ /> a) < P(max 8 > ) < %

m<n

" .
= a'zz u(xi ) (ultima egalitate rezultd din independen-—
i=1

fa sirului (X)),

He. Fie (xn)nSI an o - bartingal astfel

ineit M(X1)=0 gi H(Xﬁk,npentru orice n. Pie Ro =§@, flj)
2
Lo =0y Iy =X Ty 8l Gy = M[Yﬁ /}(n-ll s B2 le

Dacd 7 este }f 5 = optionalid finitd si3 se arate ca are

< ~
- B U <
loc egalitatea: M(xi ) = M( ;} - ) s

Aplicatie. Fie Yl""'rn variabile aleatcare independen-
te cu M(Yy) = O, M(Y‘E ) = G‘?K <eoo pentru orice K.

~

Fie 2 = max ARE ,XK=Z
1€ K<n i=1

Pentru orice a > O s¥ se arate o3 are loc inegalitatea:

” 2
(a+2 )
P(max [Xg/> &) > 1- M{:.ij

1<EK<n %i\)x
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22
Solutie: Fie Un = xﬁ - z G[ . Bste ugor de viazut ci
E=1
Un este }i a™ martingal.
Din teorema de optionalizare rezulté c&

M (U ZA p) = 0 sau echivalent I(XZtA‘) = H(Z: (7
K=1

de unde prin aplicarea lemei lui Fatou si teoremeil

Beppo - Levy obtinem:

eI I e SHNR IR vl (2: o

n-voe
<
- 2
- M ( G‘K)
K=1

Daci ¥ (x%) =~ atunci este vizibil cX egalitatea

din enunf rezultid. Presupunem ci M( Ia.c )< eo . Afirma-
tia rezultd dacd aritidm: I(I%“ l) o= u(xﬁ ) pentru orice

2. Ori aceasts este o consecintd a problemei P14 aplica=

%3 submartingalului (X2-c nn

Aplicatie: Fie T =)min ( K21; Xp> &) daci( ) £ 9
n in caz contrgr

T este 9(Y1....,¥) - optionali finiti gi avem:
L]

= z
2 . .
-ES: Xl <€) M G D=2 ) < Wasz
=1 £ (lzgn [Xgl £€) (él g =¥X. ) W a+ .)}
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L 7. Fle (xm)0$,nsn un }{n - submartingal

pozitiv cu X = 0, si fie (Cm) on gir de constante pozi-

tive:

S84 se arate c& are loc inegalitatea:

R
P(max Cp X, > 1)< Zji [og ¥ (X, =X 1) + (Cp = Cpy)
n=

1<men

- N (xm-l)] ¢
Aplicatie. S3 se deducd legea tare & numerslor mari sud
forma lui Kolmogorov cu ajutorul inegalitdt{ii precedente.

Solutie: Avem Cm% = Zi(cixi =Ciy X y)<
i=

£ g[ ci(xi-xi_l) + (c1 - °1—1)+ xi—l] si nu este

- - + K
greu de artat cf Y = Zh [ cg(xg=x;_)+(C4=¢, )" X4 4]
eate ]{

In acest caz din inegalitatea submartingalului obfinem:

n ~ submartingal pozitiv, &

P(mcnlnel)s P{ max In; l)sl(tl)s

{&men ismen
R

= Z:l [og ¥ (XgTgy) + Oy = Cp )" ¥ (Xpy )J

a=
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Aplicatie. Fie tl’ . "In' ««+ variabile aleatoare indepen-

dente ou M(Y,) = 0, M(Y2) = G2 <oo , m=1,2,... g1 dstiel

m
oo G'2 ) a
fncit Z —3- <o . S5 aritim of % 2. T, 222,
n m=1 .
m=1
m
1 Zr
Pentru aceasta este suficient si ardtim cd P(sup 2 - K
mza =

2¢£)—> 0 cind n—oe pentru orice &> O.

Ori tinind cont de inegalitatea demonstratd obt{inem:
B

n
P(sup % Zx;i T, >2¢ )< ¥ Sup iz(z Yx)zz ) <
2 =1

IN
M'JH
[
b
=
-
™M
T
1
™
o
o

m=n K=1 K=1
2
z M(Y, )
= —1! Z —=—— —> 0 oind n—> o conform ipo=-
€ “men "

42, Fie xn un gir de variabile aleatoare in-
dependente $i identic repartizate definite pe un cimp
de probabilitate (E,},P). Definim § =0, K, ={®, Ef,"
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8, = Xyr-.#Xp, Fp =By ennx) =B85 00008,) pentru

n=>1.
def

a) Si se arate ci pentru orice ueR aga incit P(u) =
= log M[exp(u.Xl)]<.e girul Y, = exp { uS -n¢p (u)§ este

K, - martingal.

a.3>0

Apoi si se deducd c# dacd in plus u # O atuncl Y

b) Presupunem ci functia 7’ este finitd intr-o vecind-

tate deschis3d V a lui O si figcpengru orice x€R gi

neN fixafi exp ux-n<f(u)j =Z 2 fg(n,x), ue vV, dez-
K=o Kl

voltarea in serie a funcyiei analitice u—=expiu x-np ©f

definiti pe Y;

S8 se arate cid pentru orice K, sirul §fK(n,Sn)}" este

}lp - martingal.

—3oclutic Din asociativitatea independentei obtinem ci
xml si }2 o sint independente $i in particular
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Mexp(uX, 1)/ K ,] = exp p(u).
Mai departe MY /K, J= exp{ uS;, - (n+1)Pp (n)f .
M[exp (X, o /K o] = exp {uS ~(aeD) p()] expep(u) = ¥
cu alte cuvinte Y este }(n - martingal.

Fie acum u £ O aga incit r~/"(\1)4»@ . Din inegalitatea
1
lui Schwartz obiinem M[exp(3 x,)] 4{u[exp(uxl)]fz deci

PCH<dpw.

Din teorema de convergentd & martingalelor rezultd cd:
exp{ u S, -n Gp(u)f 2By 7 2 om

etp{% 8, - a kf(%)} B8 o Frspa

S3 presupunem prin absurd c& P(Z > 0) > 0. Cum
exp{us, - 20p(HJ—2:84 2% 51 () <3 p(w)

rezults ci exp fuS - n?o(u)) < exp{uS, - 2n ?’(% )j osi
prin urmare ZfZ‘"Av.

Rezultd cd pe multimea O0<Z<oo avem ci girul
exp {-a[p(w) -2P@V] = exp {us, - 2np(F )}/

/exp{us - nff(u)l———b ;l 0, dar pe de alti parte

cum (r(u) >2 'f(g) rezultd ci acelagi sir converge citre
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0 ceea ce nu se poate.

b) Dacd m«n si1 A€ ]{n avem cd )

x)/exp fus, -np(u)j ap 7exp{u Sp = mp(u) | dpP
A A

Alegem ¢ > O astfel fncit M [exp (#2 ¢ Sn)] Z oo
M[exp (- 2€8,)] coo.

Cum pentru uée [—sv,g] avém o majorare de tipul
/<% exp(ux) < Cx[exp (2&x) + exp (=2¢ x.)] valabild
pentru orice x € R si K>0 cu Cy constante,rezultd ci

teorema de derivare sub integrald are loc,
Derivind in x) in raport cu u de K ori gi fdcind apoi
u=0 se obtine ci:

A/fx(n, Sn) dP = / fx(m, Sn) dP c¢u alte cuvinte

{fx(n, Sn)} o este ]en - martingal pentru orice K> O,

49, Fie (Xn) un gir de variabile aleatoare in-
dependente cu repartitia N(O,1) si fie Sp=Xy+ 4K
a) S3i se arate ci ventru orice u€<R girul

u u?
T, = exp (uSn - n) este 8(11...,15) - martingal si

sd se deducd inegalitatea:
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P(laxlﬂllkel < exp ( = '%?n' ) pentra orice n.

b) Fie F o repartifie pe R. B ce arate ci sirel
T, = j !: aF (u) este )) (Xy,«cesXp ) ma~tingal

In partfeular 84 se deduck of siral Y —Q:\‘%%—"‘—'-‘ )
este ?)(xl.....xn) - martingal.

Solutie: &) Faptul o I: este martingal rezultd din pro=-
blema precedentd dacd mzlem in vedere c3 Y (u) =
= log M|exp (uxi)J = %.

Apoi P (m(sm|;e)spz(max (uSgl 7lal®) =
P(nx I én\e -'—lzn)éc_-‘n\e«rgg '} (!:) =
—‘u‘e + nn2

pentru orice néER. 2

¢
Luind a = -g— obtinem P (%g‘x%\anw 4 e T "2n

Deoarece pentru U fixat aplicatia
-8 .
=51 (w) este 9 (xl,...,x ) = misurabili si pentru

orice v fixat aplicatia B — l#(w) este continua
(deci masurabild) rezultd ci aplicatia (e=,0 ) —> Y (m)
este ,@(xl.....xn)e BR - misurabild. Teorema 1lui

+ Fubini ne permite si tragem concluzia c& Yn este

8 (X1 +09X,) = misurabili.

b) Daci AE_B(XI,....X ) atunci

/y ap j([r dF(u))dP = }(/Y dP) dF(u) =

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



81

o]t = [ 1y @
R A A
asa cid Yn este B(xl,..,xn) - martingal.

Luind F = N(O,1) se obf{ine g$i ultima parte a afirmatiei.

50. Fie (Xn) un submartingal cu M(Xn) 1
pentru orice n., SA se arate ci: P(Xm>a perft:ru orice m)<
1

£ 5 a>l.

In particular dacid Yl, “"Yn"" sint variabile aleztoa-
re independente cu repartitia N(0,1), Xp=Yq+eaot?
Cﬁ(a) = (n+l) [32 + log(n+l)]

S& se arate ci: P(/Xn/ S Cn(a) pentru un anumit n) <
2
< ex&g‘) . ’ "
Solutie: {%)& pentru un m § = §sup X; >aj=
m
= Lgfgzpn x,> a}.

{

]

1im P (sup X, >8) 4';

Atunci P(X, > a pentru un m)
n=>c m<n -

4
gl%i lin M(xn) '%

n--oco

Cda. 41/1980 Fasc. 6
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X 2
Din problema. 49 rezultd cd axp ( -2—‘-2- )/ U n+l este
n+

martingal de unde P(/X /> C,(a) pentru un anumit n) =

&4 cz<)

)/U n+l) pentru

n+
Xlz + a2
un anumit n) = P(exp ( )/ n+l S @ 2 pentru
a2 2n+2
un apumit n)< & daci avem in vedere prima parte a

problemei.

51 Fie (Xn) un sir de variabile aleatoare cu

dispersie finiti si fie Yl = xl-u(xl) si Ya =

=X, - m[xn/B(xl,...,xn_l)] pentru n > 1.

S& se arate cd daci E M(Y§)<ao atunci seria
n=1

Z Yn este a.s8., gi in L2 convergentéd.

Solutie. Fie Zn = Y1+...+Yn. Trebuie si ardtdm ci:

P (Nmax /2 n~Zn/>€)—>0 cind N,M— oo pentru orice €30
<=ne M

\

Deoarece M[le/ B Xy, ...,Xn)] = 0 rezulta ci sirul

Zy = Y1+...+Yn este B(Xl,....xn) - martingal.
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Din inegalitatea submartingalului obf{inem:

<] Schwartz _;
P( N:B;x” ,zn-ZN’ Se)e € /] ZM‘ZN// 1 \é i~IZM-ZNl/2=
M
= E-l (Z M(Y‘i »1/2———> 0 cind M,N—> oo deoarece
i=N+1l
Z W(1,2) coo.
n=1

Din calculul precedent se observd si calz,,-zN// o

cu alte cuvinte seria E Yn este convergentd si in

n=1
12,

52. Fie (X,) un gir de variabile aleatoare in-

dependente astfel incit P(xn =%)) = % pentru orice n
gl fie Sn = x1+...+xn
a) SA se arate ci P (Ti; 8, = o) = 1
h-=>co
b) Fie G = min(n; §, = 1). B4 se arate ci

1in [sndpgo

RA—o0o
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Solutie: a) S& presupunem ci P (_%3:_8‘@) S 0.
P (=]
Cum avem § 1im S <eo} =(_J {sup S5 < K} rezultd
n->oo n
K=1
cd existd un K astfel inmcit P(sup S, < K) > 0.
n

Fle ©x = mia(n; sn=x), Tg == dacd ()

este vidi. Deoarece S < K rezulti din teorema

de convergentd a martingalelor ci Snn‘ax ~—8.8. .5

cind n—>oo . Pe multimea {s:xp S, <« K} avem snn‘(.x=sn'
dacé Sn converge a.s. pe aceastid multime care are proba-
pilitatea pozitivd. Multimea de convergeni{d a lui S.
fiind eveniment terminal inseamnd cd neapdrat Sn conver=
ge a.8.

In particular trebuie ca x.—‘—'£=—> 0 fapt
care nu este posibil dacid avem in vedere ci Xn ia numai

valorile ¥ 1.

b) Din pumctul a) rezultd cd T = mim (a; S;=1)2c0 a.8.

Dacid am avea 1lim S, dP =0, caum M(/S8 ) = 1
n-Soco a T

e >n)

atunci din problema 2§ ar rezulta oi 0=I(81)=l(sc)
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fapt imposibil deoarece S‘B =1 a.8., deci "(81;) = 1.

53. Fie X,s+++yX, un supermartingal astfel in-

cit n(xi)< e pentru orice O<K<N si fie X,=Y i,

descompunerea Doob-Meyer a lui X (vezi problema 3 apli=-
cati lai =X)

a) S& se arate ci are loc inegalitatea:
N=1

H(Yf; ) < u(xﬁ) v oM () Xi(Ag q - 44))
1=0

b) S& se deducid ci dacid O <Xy < &, a constantd, atunci

M(TF ) < 3aM(X,)

Solutie: a) Avind im vedere ci '[11',1'11/}{1]“1"‘1*1

obtinem: M (Y2,1- T3) = M[ (T, - T,) 2]«

"

2 2
M (X = X% + 208y =R ) (X, =Ky +(hy -840 ] =

MKy %)) = Gy g4 T2MIRy X2 -

MG, - X))+ 2 MX (XX, )] = M (X2, X2 ) 4

+

2M[Xy(Ay,) - 4]
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si deoarece xo = Io vom ob{inme:

N-1
¥ () = u(r) +Z MY, oY) 14Mcx’7+ZM(’£.:X )
o1 +22, MLX, (A, ~ 4] =

=u) + 27 M[X Ay, - 4]
10

b) Deoarece 4=>0 rezultd cd H(AN) H(IN) = M(Xo)
si atunci dia inegalitatea de la punctul a) se obtinme

M(TE) < aM(Xy) + 2aM(Ap) < aM(X,) + 2aM(X_)=3aM(X,)

51!_ Fie X y++.,Xy un martingal relativ la cor=-

purile boreliene Ho""’ HN‘ Fie X, = Xo, x1=xi-x1_1

pentru i>1 si fie /Vil < 1, 0<1i¢<K, vhl Hi - misu=

rabilid pentru O< i< N-1.
n

Fie g, =Z v4Xy, O<n<N, g; = max /gn,ai S. = 8g(x)=
i=0

N 2 %
- [Z xi_]
i=1

Si se arate c3 dacd Xy=20, Oﬁigﬂ) atunci au loc inega=

litdtile:
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1) aP(gy > &) = 13 M (/X))

2) eP(8y> a) < 13 M (/X,]) pemtru orice a > 0.

Soluftie: Fie Z1 = Xi/\a si Zi = 11-11 descompunerea

R
Doob-Meyer a lui (Zi) g1 U =2 v, + E (Zi-zi-l) vy i
i=1
a

V= Vo0, *Z(Yf"i-l) vy
i=1

Dim inegalitatea submartingalului obtimem aP(XN>a) =
-
<M(X_)). Pe multimea {Xy = a3 avem g, = U, pentru

orice » de umde

3) aP(gy > @) < ‘P(x; >a) +«f(gg>a, Xy <a) =

< M(X) + aP(Ug > )

Evident /U (< /V I+ A, ( de notat c& [Vylc 1, A> 0)

si IV.’ + A, este submartingal).

Imegslitatea submartimgalului di:

PC Up> @) <P(UV + 0> @) & 2y MICvg1 + ap?] <

2 2
&gzl (V' + Ag ) 52! (1‘%) deoarece u(v,? )<
a a

él(l'i) siAg <Yy .
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Utilizind inmegalitatea din problema precedeatd pumctul

b) si faptul of Z, < X, obtimem P(Ug >a) < 22 M(X,)

care impreuns cu 3) di 1)
In continuare avem:
5) P(Sg(X) > 8) = P(Xyg>a) + P(Sy(X) > a, Xy <&) <

<2 ux,) + P(55(2)%> %)

Apoi este vizibil ok So(2)<285(T) + 285(A) <

=2 S%(Y) + 2A§ de umde:
2
P(s2(2) > a2) = P(SE(Y) + A2 > §) -i-z [SE(Y) + A5 ]=

=S m (154 AR < —2 M(TR) =42 M(X,) care fmpreund
a

cu 4) da 2).

4. ¥ie (X,) ua F, - martingal pozitiv.

a) SA se arate ca formula Q(A) = /X.d?, A€fy, neER,
A

iefinegte firi ambiguitate o fumctie de mulfime finit

o
aditivi Q xU }'En—>l?+ a cirei restrictie la
n=1
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orice —Hn este mumirabil aditivi.

b) S& se deducd cd limita X = lim Xy (linita existd
A—>o=

a.s. din teorema de convergentd a martingalelor) este

cea mai mare functie sz ?) e }e.) - misurabili si
n
pozitivd astfel incit /xoodP < Q(A) pentru orice
se U K,.
R
Solutie: a) Pentru A& 'R. egalitatea de martingal X, =
B l[lp/}f.] unde p> B atrage ci /‘Xl ap =/Xp aP si
. A A

deci Q este binedefiniti,

ovial
Apoi Q/R‘ = X_.P care este numirabil aditivi.

Fie A jye00y 6@ @8] K ) disjumcte doui cite douidy
1 = n

deoarece }‘?n este crescidtor rezultd cid exista go ast-

fel incit Aé@e bentrn orice 1 £1i< ) 7 Atunci:

© 0 e
Q((S Ay =l/xe @ =) [ngP:Z Q(A,) aga ca
1=1 0 = B v
=4 '

i=1 A‘.

Q oste finit aditivi.

b) Din lema lui Fatou ob{inem

y
/X _ap <1im A[x,drwu)

A n-=>oo
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pentru orice A € ‘l( HB , deoarece svem egalitatea

/x aP = Q4a) dac&AE}(. n >p.
/i P

Invers fie Y o functie —R“-nésurabili si pozitivi ast-

fel incit {YdP < Q(A) pentru orice Ae';')]e. .

Atunci daci A€ K , obfinem: A/u[rl K,] e = / YdP<

< Q) = 4 X, dP deci ulY) _K‘]é X, deoarece am-

bele sint Rn - misurabile.

S1
Atunci r 2 1 MIY)K J€ 1im X, = X__
a n

- .

55. Fie X , Yn. Q ca'pro‘olena precedenti.
a) S& se arate ci Q este numirabil aditivd pe U Rn
n

dacd gi numai daci / x_c dP = Q(E) pentru orice & }?.

5 - o
- optionald finitd seu echivalent M[Xc/}{"] = X'GM e
ORite m ™ ONnice eF_L'oméi pwut T

Daci aceastid conditie este indepliniti si se arate cid Q
se prelungeste in mod unic la o functie numirabil aditi-

va pe R“f 9( U Rn) si cd are loc egalitatea
Y

Q= XT. . P pe R'C pentru orice optiomalid finitdi T .
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b) Pentru ca Q si se prelungeascd la }\Jnintr-o misurd
de forma X,P, X integrabild si pozitivd este necesar si
suficieat ca g X__ dP = Q(E) sau inck M[X /K, ]=X,

pentru orice n.

Selutie: a) Dacd Q este numirabil aditivid pe U}f si

T este e eptlenali finiti atunci Q(E)= Z.Q('an) si
n

dect Q(E) = | x‘dr.:[x ar,

" (g=n)
Invers dacd  este optionald finiti si daocd ZX_GdP =
=Q(E) atunci inegalitatea M[X. /K T<X ;. ( vezi pre-
blenau)& Jx zandP = /xldy QUE) ./x1= ap
S% ];;o:;punol]aexﬁ o M[x_ 8'e LT SU
eptienald finitdi T g4 sd aridtim ci Q este numirabil
aditivd pe U H . Ple deeci (Lp) disjuncte deud cite

doud eu A = LPJLP A,t.}z 91 A€ H, e

pentru erice

Fie T epiienala finitd definitd prinT =n

poeA ann,poL?
Avem ok ZQ(AP) -Z fxnvnpdp /x

Decarece T > n avem din ipotezd ok u[x 1K 1=

de unde % QA =£ x_ap =Ar'xn aP = Q(A) deoa-

rece A € 1{5.
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Pie acum Q numirabil aditivi ps U K,

Din teorema lui Caratheodory rez:ltd ci Q are o unicd
prelungire numirabil aditivd pe _}{ao =5 Ln)]'{n) _

Atunci pentru orice opf{ionald finitd T g¢i B € R avem:

Q(B) -ZQ(BH {t -n})=ZIXdP fx 4P dect

Bnit—w)
Q=X .Ppe Rz
b) Dacd Q admite o prelungire de forma X.P pe ]’( atunoi

= Wx /K ] decarece / X, @ = Q(A)= / XdP dack
Aé'R de unde rezultd ol x_ =ux /R@] si deoi

X, = M[x] Hn]pantru orice n.
Invers dack X = ulx__/ Rnl atunci (X;) este martingal

uniform integrabil si deci Xn _";;>x_§ .
L

Atunci / x dP = 1lim /lp dP = Q(A) pentru orice
p== 2
re }{ &

Rezultd ci midsura x“ .P se prelungeste pe Q la }( o

oQ

Fie (R n) un gir de corpuri boreliene inde-
pendente si fie T =) g ( }Zn' Rnol""') corpul
a
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borelian al evenimentelor terminals.
Daci X este o variabili aleatoare cu media

finitd si T-niaurabnl sd se arate cd X=M(X) a.s.

Solatie: Din 9, §1, rezultd ok

ux /B (R pyre ]

> ufx /7]

Dar X este independentd de B (R X ge1t e, decl
l):X/@ (}Bn.---)_] M (X ) si prin urmare X = M(X).

-

5%. Ple (B,}H,P) un cimp de probabilitate si
pentru orice n fie A = {‘nl"""‘nln} o partitie

finitd a lul E cu elemente din [{ st tie 12, =H (A,).
Fie Q o probabiutate po }f absolut; continud in raport

ou P si fie I E 3 In = 0 in cagmul
8 n=41 P(‘ni)

. mai find decit A n %98 cd girul de corpuri boreliene
(}{ n) ©3te crescitor.

Prolnpﬁnn cd dacd n< m atunci An este

a) B& se arate ci X este io4 g~ Wartingal relativ la P,

®) Dack 3 este B (UK, - skearavils s se dedaca
Q(i(w)) a.s.
P(A (o))

welu

>%§- () unde A («) = A, dack
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Solutie; a) Afirmapia rezultd decdl ardtim off I
= IL% /}fn] . Decarece A  UID] este un sistea de

generatori inchis la intersectia finald din teorema de
unicitate a probabilitdyilor rezultk ocd este suficient
sl ardtim o

/ x,,dr=/ W B/ H,] @
A

ni Apg

Q( “)
Ori avem X, 4P = P = Q (Ayy) 51
P(Ayy) ’

Apy Apy

// u[R /K] - / o) ar(w) = Q) asa ok

1, A,

egalitatea rezulti.

Mai departe din teorema de convergentd a martingalelor
(vezi 6, §1) rezulti c#

L) 28 wRIB(JYR )] =

QUg(w))
P(Ap(e2))

3% ( ultima egalitate rezultid din9 ( U )1? ) - misara-
bilitatea lui %).
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5%. Pie £31 [ 0,1)——=>R o functie borelianid
astfel incitf}f(x))dn(x) Zoo , m £iind misura Lebesgue

si fie Ign), Ign),.... I;:) intervalele /O, —:3 )

L 2 281
250 zn)’---o ):'2“ 91)

Fie functia simpld tn definitd prin:
£,(x) = 2° / £(y)dn(y) dack x € Iy
™
8% se arate cid f ;'ﬁ_'—->f in raport ca m.
Solutie: Fie Q probabilitatea pe 8[0;1) definitd prin

Q(A) = c/ £(x) dm(x) unde C = _/:/f(x)d-(x):] %,
A

Cum Q este absolut.continui in raport cu m gi % =Cf
" L

QUEM) X e
k=41 ‘(Ién))

/(n) f(x)dl(x)
Z R‘(n) = Cf, eate

E=)

rezultd din problema 57 ek g, =

B, .0, D) _partingal g1 2, 208 an/%(U U Ix>l
2
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v oo J,n ‘n)
Problema este rerzolvatd dacd dovedim ci B (Ul H Ig /)=
n= (-]

Decarece orice interval deschis (a,b) se scrie ca reuniums
numiirabild de intervale I(n) rezulti oci
@[0 1) @( L_) U I(n)). Incluziunca invereid este

n=1l K=l

[b,1)

vizibili.

58. Fie (X,) un gir de variabile aleatoare

o=
si Z=§(xvxm1,...)) T: ﬂj:. 53 se arate ci

n=1
A eTilplicl P(A) = O sau 1 dac¥ si nusmai dacd
lim bujg |F ( BNC) = P(B)P(C)| = O pentru orice
ce ﬁ(xl,....xn....)
Solutie. Presupunem ci dacd A € 7 atunci P(A) = O sau 1.
In particular rezultd cd M[f /J | = M(f) pentru orice va-
riabild aleatoare integrabili f.
Din 981 rezultd cid daci C & s@ (Xl.u.,l seee) atunci

.

WL Ay -eey/ T W —E s u Ay )/ T =
=n£?(c-p(C)]=o

Atunci | P(BN C)-P(B = " ,'
une 52’3: ( )=P(B)P(C)/ B.:%I{[)c p(Cc)]ar/

o | gmnc— pcor /T, 1d P calsp Iémkc-mq]app

s R
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———== 0 din convergonta in Ll cifs 0 a lut z:L)%-p(c)/?Aj

Reciproc i presupunen of lim .,upir | P(BC)=P(B)P(C)| =0
n = 6

penbtru orico CC_EB(X]_, ’s .,Xn, i .)

Fie Ac T  si ai svitin ol P(A) = 0 sau 1. Din ipotezd
aver ¢ 1in owy | P(AAB)-~F(A)P(B)/=0, dar cua A€ T,
nwbgf’ '
pontru orico n rezulti [ P(A)=/P(A)] /=/P(Af).\)-P(A)P(A)/
= sup(P(A1B) = P(A)R(B) | —> 0 deet P(A)=/P(A)] 2

&é n

de unde P(A) este O zau 1.

6o, Fie (Yy) un sir de variabdile aleatoare

indopandente astfel irnciy P(l’n =%1) = % pentru orice
n si tie B e By ....,rn) astfol fneit 1im P(B ) =
nN-=sco n

$1P( 11.3)—1-

n-oc0

S& se arate oX siral X, = 0, X, =X (1+7_ ) ’RBnle

esteo 9(!1,...In) - partingal si lina P(Xn=0)=1, P(X_ son~-
a -

verge) = O, deci Xn—z——>0 91 X, diverge a.s.
Solutie: Avenm M[X_ ) /B (¥1,..0y¥)]= X, (1 4
+ le)/@(rl...rn)_] + u%nrmllﬁ(rl,....rn)_] -

Cda. 41/1980 Fasc., 7
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=X M1+ T 1B, T)] ¢ /TBnu[rmljﬁ(rl,...,rn)] .

=X M (1+le) + /an M (le) = X, deoarece M(le)zo)

asa ci (Xn) este%(Yl...,Yn) - martingal. Se observi cid

Zn ia numaj valori intregi nenegative.

Apoi pentru £ > O avem P(X  >€)<P(X  ,# 0)=

=3 P(X, #0) + P(B) asa °‘ni)§ P(X,, 7€) <

-~ 1ie P (X

N0k

21 wim
- £0) =% '}E;:’cP(Xn £ 0).

Din ultima inegalitate rezultd ci 1im P(X, #0) = 0 51
N—>oa

. s i _ ) P
jeci lim P(l(m1 > 7 ) = 0 cu alte cuvinte xn_,q.._vo

O

5& aratam ci P(](n diverge) = 1. Prin absurd presupunesm
cé I—’(Xn converge) > O gi 33 ardtim cd ajunge= la o con-
tradl ojie. Se observi cd daca Xn converge atunci /l'B

converge deci d Ccp_ comverge si cum / 0B ia numal va-
n . n R

iorile O,) rezultdi ci /\CBn converge catre /Tlis an
n-——k0

cu alte cuvinte /A n converge citre
n

g
I]:—iV,:-"E'n ‘
7ie B = - XD converge | | 1im Bn ; avem
n—>00
P — Y o
P(2) = P(X, converge)> O si A Ban g dect
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KB\B ﬂBn econverge citre O gi in partiaalar

P(B\ BN Bn) —> 0 sau echivalent P(BOBn)~—> P(B)> O

ceea ce nu este posibil fiindcd P(BﬂBn)f P(B,) —= 0.

64. Pe cimpul de probabilitate ([0,1]. To0, %

m mdsura Lebesgue, considerim girul de variabile aleatoa-

re (X,) definit prin: X (w) = 2" dsell 0 =d < 277 51
xn(w) = 0 in caz contrar

S3& se arate cid (In) este 8 (Il. ceoyX ) - martingal care
converge a.s. citre O dar Il(xn) ——>0 i

(Xyye009X ,00.0) nu este submartingal (deci in teorema
1 n

de convergentd a martingalelor condit{ia de uniform inte-

grabilitate este esentiald).

Solutier Ardtém 1ntil ok B (XyseeesXy) = £ (£ ) unde
An este partitia O 5 -{L:—; ’ %’)I 0 <K <2
Vom face aceasta prin induotjie dupid n. Afirmatia este

imediati pentru n=1. Presupunem afirmatia adevidrati pen-

tru n i si ° arlt;u pentru n+l. Deoarece
X,y = 2"5'* ): x+ )rezultl e ﬁ(xr"‘xml)

este inclus in corpul borelian generat de partitia 4‘—‘*,"1'
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¢

(& BN x, - 21 [F
2K+2

’ Znﬁ‘ )

} L

[+ 52)0 (ixg,, - 24)-[ 24

o) este martingal este suficient de
4

Pentru a ardta cd (X
X dm penlus aﬁ,u.z':O,u' ovem
. A

dovedit cé: [ X dm = |
K ped LS
1—2" w ) LG' P
_ r v Met)
) Xclm 72"2_"=4 ﬁ; \ X d'm_ ,f x dm =2 % ":U
b i )1 n+4 A (el =4
Lo, 27) L"/Jn) L ;;‘N/‘
o pw-‘r\u K>0 ouass
) X,, dm=eo J Xm‘d"m = /;' X <m=o
\ ,’L,‘i—{{) [ 2% , 0 "4
LM 5w )

7
2 2
deoarece pe multimile pe care se iau integralele xn.
xn*l sint O. Este vizibil ci Xn converge punctual catre
1 pentru orice n rezultid

0 (deci a.s.) Deoarece ¥(X))
cd M(xn}—+L:> 0. De asemenea (Xl,....Xn,...O) nu este

submartingal pentru c& de exemplu

/ s

) Xpdm = 1< | O0dm =0
I“_('

to )

)

El

[e

LY)
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62. 5% se arate c& nu intotdeauna un martin-
gal care converge &.3. converge s$i in L1 (reciproca se
stie ci este adevirati).

Solutie: Fie (Yn) un sir de variabile alea-

toare independente, identic repartizate cu Yn >0,

u(Y,) = l)P(Yn=1)é.l §1 fie Xp = Ty...Y)

n

Este cunoscut ci (Xn) este 33(11,...,xn) - martingal
(vezi problema 3 ) si de asemenea avem X > O ,

M(Xn) = 1. Conditia din teorema de convergentd a martin-
galelor fiind fndeplinitd rezultd ci X converge a.s.
Vom ardta cd X, nu converge in Ll. Aceastd afirmetie

rezultd din faptul ci:

MOX ) =X 1) = M(Yyeee Y /Y, =1/) =

o
=E M(Yy) ¥ ( /Ym -1/) =M(Y,=1]) =C £0
Observatie. Alte exemple de astfel de martingale sint
oferite de problema precedentd gi de problema Qa.

63. Fie (xn) un gir de variabile aleatoare
P
independente cu media O, n(lxn/) £ oo pentru orice n(p>1

51 fie sn = 110...+xn.
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8% se arate o 8/ —8:8. 53 g4 M(/8/P)2 oo dack gi numai
?

dack S, ——>8.

Solutie. Deoarece Bn este martingal rezulti cid dacid
i?
Sy

> 8, deci sn—I&—>s atunoi 8, —2:8° 5§ (vesi
P6,§1) .

apot M8 / B (X)se000X)] = M[B-S, /B(X}, .00 X)]

+ M[8, /B(Xyye00sXy ] = M(S) + 8, decarecs S-S, este
independentd deB(X;,..4X ).

Deoarece M(S /B (Xqsee .,xn)J‘-—‘—"—'>u(s) (vezi 6,81)

rezultd ck M(8) = O dack 8, —:2: 58 deci [S/B(X,..X;)]=

= B, si apelind din nou la 6, §1 obyinem ci 8y P >8.

\

64. Fio(xn) un gir de variabile aleatoare in=-

dependente astfel incit Bn =i Xy converge in reparti-
tie. K=1

S& se arate cia S converge a.s8. (reciproca se gtie cd
este adevirati)

Solutie: Din ipoteza 7’8 (%) -TTQfx (t) convergo uni-
E=1

form pe orice compact citre Lf«’s(tz) unde 8, L0 .8
Fie to astfel incit r\fs(t;) # O pentru Itléto. deci

[‘s‘(t) # 0 pentru | t/<t, pentru n suficient de mare.
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Pentru t fixat cu /t/éto gi n suficient dgtgare puten

defini variabila aleatoare complexd Z, = C;D
S

Asemdniitor cu problema 3 se aratd cid (Zn) este

8 (xl,..,Xn)-martinsal (in sensul of partea reald si
cea imaginaré sint martingale). Deoarece (Zn) este uni-
form miarginit rezultd din teorema de convorgenté a mar-
tingalelor c& Zn converge a.s, '

Deci existd o mul{ime E, cu P(E) =1 aatfelltsitngzit daca

w € E_ atunci girul de numere complexe 8 s con=
% R Fs (B

n
1t8n(w )
verge si cum numitorul coaverge rezultd cid e
convergs.
it8_(w )

Considerdm e ©°

it8,(w
[=tyst,]* E. Peatru orice n e n(«) este B -4
. ["topto]

ca functie de (t, < ) pe spatiul

-misurabili.

1t5n(w )

Fie D = {(t.w Y€ [-to.to] x l/o converge} ; din

ipotez# secyiunile Dt au P-pisura O gi din teorema lui
Pubini obtinem:

[I(Dg.,) dP(« ) =(m@®P)(D) -/P(Dt)dm(t) =0,
[=t41to]
a misura Lebesgue.
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Deci P-a.s. aven n (D) = 0

itsn(cu )
Ori pentru astfel de cuv sirul e converge pen—

tru aproape toti ¢ G_[-to,to] g:I.Q/p(S (w))zfe % dm(t)

converge in virtutea teoremei de convergenté dominati.
Evenimentul {1—11: /Snl<°°} este oveniment coadi, deci
. h—>c0

conform legii O=1 are probabilitatea O sau 1.

Dacd el are probabilitatea O deci nnm“/s |]= oo 8.8
atunci limitele sirurilor ff(sn(w_)»))care existd P-a.s.,
sint uro;

Folosind de doud ori teorema de convergentd dominatd si

$inind cont ci: /Cp(sn)/ B 2t°.l']'£]_99xxlél,ll Leesy)] =

f‘f (t)am(t) = ] T—Qf)x (t)dm(t) se obtine ci:
U-t] *n Ftt] =1

0= 1m M[P(8)] = lim/ T_— | i (9)an(e)= | Fa(tran(s),
n-50e { ‘t]
deci fg(t) = 0 m-a.p.t. pe [~t ,t,] deci Fg(t)=0

pentru cel putin un t € [-to.to] fapt ce contrazice ale=
gerea lui t,-

Prin urmare lm )8 |£o0 a.s.
N->co

Pie t,t' € L'-to.toj astfel incit {-r 8% fie irational

$1 cum orice gir mirginit de numere reals (an) converge
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(=]
N

its “"n
dacd (e ""mn), (e ) converg, rezultd od sirul (Bn)

converge a.s.

€5. Fle 1(x1), ] ey © femilie numirabili

de submartingale astfel incit sup I[Eau? (I:;)*J z_ oo

S% se arate cid X; L's‘_:JL pentru orice i cu Xi inte~
grabild si cd sup Xé-—&'».eup XL.
LET LET

Solugie: Din ipotezi rezultd cd sup M[(Xé)*] < oo pen-
tra orice 1 aga cd teorema de convergentd & martingale-
lor rezulti existenta unei variabile aleatoare integra-
bile X:; aga incit xé _a.8. 41 |

oo
Din problema 40 rezultd cid sirul (sup x;) este sub=-
tel n
martingal care din ipotezd verificd condifia din teorema
de convergentd a martingalelor.
Rezultd ci existd o variabild aleatoare integrabild X__
i a.s.

astfel incit a(np Ky ———= I, .

Evident X > Ii a.8, pentru orice i deci X>sup Xcia.s.
e .

Pentru a ardta ci aceasti inegalitate este egalitate este
suficient sd verifiolim of M(X_) = M(aup X. )
(9

Pie (I))pen un sir de parti finite ale lui I a cdror
reuniane este I.

I(;gr X:) este crescltor in p 3i de asemensa in n
13
fl

decarece P:f X: este submartingal pentru orice p.
L
F
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Can S 98% gup ¥ [ sup nJ sup M (32; xf! ) este finiti

[ LeI
f£1ind majoratd de sup M [ sup (Xi)’j care este finitd
ey

prin ipotezd, rezultid ci pentru orice £ > O existX
P., 0 astfel incit M[ sup xf, ]>8-5 opentrup>p .
€ € el

o> n.
Insl X - aup Xi este limita a.s. & girului de varia-
el
“p
bile aleatoare pozitive (sup Xé - sup x ) deci conforn
LE]

c.{'
’
lemei lui Fatou avem

M(Ix-.supxi) 1_19"(5\11’1 -“Fx ) <

el n-> 08 lel
< 8=(S=-7) = ¢ pentrap =2p_.
<

Rezultd ci M{(X_  -sup x ) < 7 pentru = > O adicd too-
- t&T

mai ce vroiam.

66. Fie I, Y variabile aleatoare pozitive
astfel incit X < 7 a.8. gi fie a,b > O. Presupunem oi
pentru orice /f > & are loc inegalitatea
1) & ) X&P = BbR(Y L A)

Ly>A)
S& se arate ci dacd Y este integrabili stunci X log’x
este integrabili.
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Aplicatie, Fie (xn)n un martingal pozitiv uniform inte-

grabil (sau un martingal invers pozitiv) si f'ie a > 0 si
b > 1 astfel incit X <dX (X < a, X, < bi ,) pentru

orice n. Sa ae onoks 5 X La'X  (resp. x_ﬂﬂ.{ X ) et

Solutie:s Aritdm intii cX are loc egalitateat

2) [Ils’ld?:/d—;-/XdP
1 (xX>%)

Aven [x 16'X @ = [ X 1g*x ap o/ 118" @ = [ ngxep-
(x<1) (x24) (x24)

<[x([ dan) e Jabint. X | yar
(x21) 1 i X oox)

Fie X = max(l,a); decarece { X > X} C{ Y> kj) din
inegalitatea 1) obtinem:

o )

f‘TX fxar < b} P(Y>A) dX = bM(Y) <o
A >X) >

Apoi sgalitatea 2) ne di:

(X 1g'X) = ] %"- )( xdp+/9-}[ X aP <
x AX x>X) x (X>X)

él(x)f ii- + BM(Y) Loo
1

Aplicaties Fie (xn)nsl,z,.. un martingal pozitiv uniform
integrabil astfel incit xn < un_l pentru orice n.

Pio!:agpln §1 pentru X > O fie A_=3Y>X)

A
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Deoarece din teorema de convergenyd a martingalelor avem

s
3.50
L, —— X aver X _= Y.

Vom demonstra inegalitatea 1) pentru variabilele aleatoa-
re X_, ,Y; decarece A)\? Aa cind X \; & este suficient de

robat 1) pentru X > a.

? ’ . . daci existi
fmin( 13X > %) gottel de n

Considerzm optionala ‘:X = 9

N in caz coatrar.
Din inegalitdyile X, < A X _, rezultd cd X_ < b «
“x
{aceasta este adeviarstd 3i pentru ¢ = o ).
A
Avem A = °© 54 > . gi din teorema de opyionalizare odb-
); ;

tinem:

I_dP = X, @pP = bXP('éx<>¢) = bAP(A, ) dect 1)
A, ‘g K ' '

f"
s4 conform cu prima parte & problemei rezultd ci ;x}g*x>c
este integrabilad.

Fie acum ()gn) un martingal invers pozitiv ast-

D=1, 25¢0s

fel incit X _<a 91 X_, <b X_,_; pentru orice n,

Ple Y = sup X_. , A, =4Y> k] pentru x >0. Rezolva=
rea se face la fel ca in cazul precedent unde X_, ia lo-
cul lui X __ cu observatia ﬁ-‘k nu poate lua valoarea.

- = deocarece limX =X < a < X (din teorema de conm=
n=>00 -l —-oo
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vergentd a martingalelor inverse se gtie c& X_, _3_':‘> X(x?

67. Fie (B,}{,P) un cimp de probabilitate,
(K n) o familie crescidtoare de corpurl boreliene din F

gi (Xn) un }fn-martingal pozitiv. Dacid este indepli-
nitd una din urmitoarele doud conddit{idi:

1) X

n+1'xn)a'é" ¢ ML(xml-Xn)zl ]fb]<oo a.8., unde C este

[

o constanti.

2) B, =B(A) ,L _ partifle numirabild a lui E ou

elemente din H  si P(Bn)é CP(B,, ;) pentru orice

B & Aml unde B € />~ este astfel incit B,y <B,

si C este o constanti.
S% se arate ci existd o constantid K astfel fncit

xm-l = K Xn 8.8,

Solutte: 1) Avem M[(X, =X )2/ ] = u[/x X X ., -
- X, /K o] Vol xp,,-x0%/K Julix,, -z, IKa]

de unde reznltd l[(xml-xn)z/}['n Jzc {'C/xn+1‘xn//7/njj2

Decarece (xn) este martingal pozitiv obtinem:
.Dxml'xni /K 4] = a[(xml -3 R ] £ 2,

Din cele de mai sus gi din ipotezd rezulti:
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(X, X2 on [ (X, X%/ W J<c?upx,, X,/ [}, ]52

<4c®x2 de unde

X,y < (2041 X, .

2) Se gtie ol orice variabili aleatoare misurabild in ra-
port cu un corp borelian generat de o partifie numirabild
este constantdi a.s. pe elementele partitiei.

. i [
Rezultd cd xn-olp(nm-l)' j! Imlde xn+1 ar =}
8
n

Ind.P =

27} ned

= xn P(Bn)

dacd avem in vedere ci xml este a.s. constanta pe Bn+1

si xn este a.s. constanti pe Bn‘

Cum P(Bn) < CP(BMI) rezaltd ci xml = (.2!n 8.8.

6. Pie (xn) un sir de variabile aleatoare
independente, identic repartizate gi cu medie finitd
si fie Bn = xlfoco"'xno

-z 9

a) S& se arate od Y = -:—- este J’f_n = (Sp; p=>n) -

martingal invers.

b) Dacd X > O pentru orice n, sk se deducd ci X,1g'X,

8
este integrabilid dacd sup —::—- este integrabili.
n
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Solutie: a) Aritim intii cd M[X,/S | = M[X,/8 ]pentru

l1<i<n. Pentru aceasta este suficient si ardtim ci

f / -
A/{Ild.P = { X, dP pentru orice A = Snl(B) cu BE “ﬁR'

XX,_dP =]« A g° 8y) Xy @P .;;'/,‘B(s(xl,..,xn))p1<xl.,

;. _ -4
229X ) AP = ))r' (_,‘(Bo 8s) plch.xl}..’d‘Ec)’n =

= (}{B o 8)py dP(xy)...dP(x,)

unde s, py sint aplicagiile (x;,.v«)X ) = Xyt
(xl,...,xn)—mﬁxi gl F este repartifia comund s varia=-

bilelor Xn.

Apoi din teorema lui Fubini avem:
SR = Ag(x#eoax )X aR(x;) 0. dF(x,) =

= f F*(n'l)(s-xl)xidl?(xi) = / P"(n'l)(‘,‘s-t)xd‘“'(:‘:“r dect

ou depinde de i.

Tinind cont de asociativitatea independeniei (Sn ’

J% (xml, «.+)) sint independente) obtinem:

u[x, /K a1 = M[Xy/ 8, Xy 10000 ] = M[X)/S, ) 51 dect:
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n
Y, =%5, - i [7 X,[8,] = %Z u(x,/8,] =M[Xy/8,]=

i=1 i=

fery

= u[xl/}{_n]si este imediatb oééﬁM[XI/}f_ngn=1,2',,_

- 5

este j{ —p —Pary ingal invers.

- J
b) Din legea tare & numerelor pari rezultd X % Sng'ueV(%)

Se observi cd nartinzalul invers (Yau) verific iyovezele

din problema precedent? (de la aplicayic) cu rS i((Yy) gi
b = 2, decl Xllg X1 este integrabili daci sup H" esta

n
integrabilé.

69. Fie Yl""’Yn variabile aleatoare inde-

pendente identic repartizete cu valori in {0,1,...} g1

cu medie finita.
B,

Ple S, = » Y4, l=m.n . S& se arate ci are loc egali-

Ly

i=1

tatea.
By 4
) P(S <m pentru orice l<m<n] 8,) = (1 = 5%) )

o , 8
Solutler Fle M ;=15 (88 00e«+0By) 51 X_p= =

a- m
Din problena precedentd rezultd o X_p este }{n ~partin-
gal invers sau echivalent ci (xm)-nsmil este }f a —har-

tingal. Este evident of (9 are loc pe{ 8,>nl Rimine
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sl o demonstrim pe mulyimes {8 < nf
min (mjm<ms-l, X >1) dack( )£ 9

Pie Z-{
-1 in cas coatrar
8
Aritin of X_ '1r{k?;-g'21}ﬂ{l.< n}
B
Prin ipotesd aves E,}<:L. 84 presaupunem ol ﬁ;l
B B8
#i sl aridsia oX —%:1.hummm 2351
8 B Y
ot -3 [ 1A e o s
o-.&-]-l ceea ce nu se poate.
8
Cam gt X =0pe O] (mx 3> 1) (8 < m]
resultd off pe {8 < B} avem
P( 8, > m pentru un enumit l<m<n/B) = l[I-C/R—nJ =
By
= X_, = =g~ de unde resultd )

=X

70. Pie oimpul de probabilitate (H, ?(l).?)
unde P este definiti prin P({n}) = % - 1-”11 sl flo

Hn v 8({1}, {2}y eeep {BY, {n+#l) ). BE se arate ci

girul xn = (nel) 7( {n«fl,.,.} este }{ a ~partingel estfel

fnoft l(xn) = 1 dar sup X («) = w nuo este integra-
n
Ccda. 41/1980c Pasc. 8
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bild (aceasta arati of inegalitatea lui Doed

/l-“u) L lly <q sgp (R p ©ste falsk pentru p = 1)

Bolutie: Deoarece R a este generat de o partifie,pentru

a arita ol (X ) este }{ - martingel este suficient de
verificat ci:

[In aP = [xml pentra A = (K} , K<n sau & = {nel,..}
A A

Dacll A = {l 1, K<n )o:to clar ol egalitatea are lec
(ambii membri ai egalitiditii sint zero) iar dack A =

={n+l,cc.. } aven

[xy @ = [ 1) Xipa, ... 08 = (bRC fhy,o. ) =
et} Ines}

= (Ml) -.'h = 1 iar [IMI aP = (n-l-z) P({ﬂz....}) =
{nu,---}

= (m2) ghy = 1.
"poi .(5> - (ml) P({Ml....}) = 1 iar .'glp xn(‘o) = W

are mtosrulg oP({n}) =§:_i n(% - ;“1! ) =

o
o

=7 &y =02,

n=l
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CAPTPOLUL II

1. DEFIST®IT SI REZULTAYE DB BAZA

Pis (B, X ,P) un oimp d4p prebesdilitate, I o mul-
time oel mult numlvebild gi pemtra erice m=0,1,2,... fie
X, 18, %) —> (I,T(D)) o aplicatie misurebili .

DEFINITIA 1. Vom spune o girul (X,) este
lent Harkov ou spatiul stirilor I deci pentru orice m gi
1,...,&’1 € I are loo ml!m.;:

(L) By = dy1/ TytgeoeerEomt Py, oty Tym8)
de indat® ce p(gan....x.sio) >0.
Bgalitatea (1;1) eate cunoscuti fn literaturdé sub numele
de mropristetes arkov.
8istemul de nmmere ’1-1’(10:.-1).16 I, se numegte repartitie

initialll a lanpului Harkov.

!vidmtptzoponmm“ igi Z )‘-1.
. ie1l
T2, Teoremi. Urmitoarele afirmatii sint echivaleamte:

1) (X,) este lan{ Markov.
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2) P(L o=l peoasX =l) -,1.2(11-1,/ Tgmig) e P(Xp=i /X, =
s n—l) pentru orice n gi 10....,1..6‘1, de ipdati ce

P(xo‘iog o 'xn_i)’ﬂﬂ.‘} 20,

3) r(x.“.xu_,...,xml.tul/xl.xn....,10.1.) »

s P(Xm “_,....xml.zul/x 1) pentra orice n, m

sl 19"...1B#.€ 1' de indatdé ce P(X.-l..-...!.-!..))().

4) P(A]X =1,B)=P(A|X,=1) pentru orice n,1;A € B(X ) nyn),
Be T(x,|mcn), do indath ce P(X =1)>0.

5) P(AN B[X =1) = P(A/Innt)P(B/!n=1))cntru orice n,i,

A,B ca in punctul procodnnt( aceastil oqnli.tato ne Spone

cd dat fiimd prezentul atunci viitorul gi trecutal sint
independente) . ®

6) P(xtn’lsx”l/ xt.-xn....xt..a.)-r(xt.duml[ X, =iy)

pentru orice n, l.5 sl 0$t.(t1<...<t.’1

0 matrice F=(Pl.:)1.391 este 2&22!.!&’12.! daci Pi.jzo

si ) Py,y = 1 pentru orice 1,3.
3

Pentru orice m 2} O fie F(m) = ()(1::.1.1»1,:)))1';‘€ 1 © ma-

trice stocasticd ale cirei elemente la vom numi prohbabji-
13tlt] de trecere intr—un pas (interpretare justificatid
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de P, care urmeazsi) .

DEFINITIA 3. Lantul Markev (xn)‘ vor spune ol este asocist
matriciler de trecers P(m), m 70, dack P(x.da:/x_uk

= p(m,4,2+1,3) peniru orice m,i, J ori de cite ori
P(X=1)> O.

Avind in vederes T2 regzulti cd girul (xn) este lant
Markov cu matrioile de trecere P(m) daci gi numai dscl

P(x‘S‘.o, eos ,ani_n)nP(Iozio)p(0,10.1.11))(1, 11';’-2) oo
«op(n=1,4,_ys8,1 ) pentra orice n, 13 .
Pentru m,n >0 definim matricile P(m,m+n) prin:

I dacl n = O

P(n,men) = P(m) dscdi n = 1
P(-);.;r(»n-l) dack n>1, =20.

P4 Mm. Fie (X,) un lan} Markov ou matricile de
trecere P(m). Atuncis
a) Pentra orice m,n70 ou P(X,=1)7 0 are loc egalitatea:

P(Xy,, = 3/Xy = 1) = p(a,1,00n,3)

(ou alte ocuvinte elementele matricii P(m,m+n) permit cal-
oularea probabilitii{ilor de trecere in n pagi).
b) Pentru orice m < { < n are loc egalitatea matrioiald

(cunosoutd sad numele de relatia Chgpman-Kolmogorov)!
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P(m,men) » Plu,mel ) P(me { ,mem)

ssu echivalent

P(s,i,m¢0,]) = Z_ ’(‘o‘--.'f .k?r(-vf ’L'.’lo’)
Kex

DFPIRITIA 5. Lentul Markov (X.) este emogen daok
P(X,,,234/1 =1) no depinde de n, oi naomei de 1,§ .

Ie cezul ¢ind lenfal Barkov (X.') are matricile de trece-
re P(m) stanci vom spune of este omogen deosl P(m) = P

pantra orice m ande P este o matrioe mtosastliel, sas

scshivalent decH:
/ ”
P(Xppy = 3/Xp=1, 0., X ml,) = P(Inoﬁﬂa/k,zi) « p(1,3)

pentra orioe n,i,,j,'ik, de indat¥ co P(I‘-l;..;ibzio)’>u.»
& UBBEHVATIE i) B8iral (In) este lany Merkov omogen on
matrices Ae trecere Ps(p(i,J)) bach gi numai dmch:

(6:1) P(XgmtgyeneyXmd ) = P(X o=l Ip(2g04,) (1 y08y)
pentru oriee n.ik.

1,) Tie (X.) un lan{ Merkev omogen ou matricea de trece—
re Pu(p(1,3)) si fe P'-(P(n.l.l));
Deocik P(l.—l)) 0 atunoi P(X”.-J/ x.-l)-)(l,l,,), ou alte
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cuvinte probebilitéitile de trecere in n pagi sint date
de elementele matricii F-.

13) Are loc urmiétoareea egalitate (care reprezintid relatia
Chapmen~Eolmogorev in cazul omogen):P ™ 2=P®.P” gan echi-

valent

p(men,4,3) = Z_ p(m,4,l0p(0,kod)s 1,5€ I
kex

T7. Teorenmii (existente lantariler Merkov). Fie I o mal-
time cel mult numirabili, (pi)ié 1 © familie de numere
reale astfel fncit p,20 si Z Py=1 si fie P(m) =

i

= (p(n.i.nl.d))i’d, B = 0,1l,000, un gir de matrici sto-
castice pe I x I.

Atunci existd un oimp de probabilitate (B’J{,P) 81 pe el

un lany Markov (X)) cu multimea stdrilor I, cu repar-

Bz 0

titia initiald (pi) gi care corespunde matricilor Pim).

8. PROPRIETATEA TARE MARKOV Fie (xn)n? o Un lant Harkov
ou spatiul stérilor I si cu matricile de trecere P(m)
o1 riel, = BXypeeesXy).

Dacé T o-toJ(‘ - optionald atunci este posibil ca T(w)
sl ia valoarea +oo pentru anumiti <o @i in acest caz
Zp( S na este definit.

Introducem urmitoarea conventie care ne va permite sd
simplificim o serie de afirma}{ii in care apare situatfia
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Fie J an punct ce nu este in I; in acest caz punem
prin definitie X__(w) = J pentru orice w ; de aseme-
nea dacd £ 1+ I —> R este o aplicatie atunci extindem

£ pe I U{J] punind prin definitie £(d) = O. In acest
fel dack T(w) = co atunei £(Xp(w)) = £(J) = 0

8.1 Teoremsi. Pie T oJ{,-optionald, A€ Xy 51 BERX, (n;0)

(A se zice anterior lui ¥ iar B este posterior lui 7).

Atunci are loo urmiitoarea egelitate cuncscutd sud nume-

le de proprietates tare Harkov:

P(8[ Xp = 1,4) = P(B/ Iy = 1)
de fndatd ce P(A,Xy = 1)> 0.
In particular deck B = { Xy  =3] §1 T este finitk obyimem
P(Tp,p=3 Ty =1,4)=P(Zp, =3/Ty = D)= W[p(T,1,Mn,3)/Tp=1,4 ]
8.2. Corgolar. Pie (x.) on ian{ Narkov emogen ocm matri-

cea de trecere P=(p(1,3)) sl fie T oJ(.—optiouu finitl;

Dack A€Ky atunel P(Xy, =3/Xp=1,4)=P(Xy, =3/Xp=1)=p(n,1,3)
In particular rezulti oi (x.!_m)n; 0 este lant{ Markov ome-—
gen eu matricea de trecere P.

9 CLASIFIC T, . Fie (X)) un lan} Markov omogea
cu spatinl stiriler I gi cu matricea de trecere P,
Pentru simplificarea sorierii vom utiliza notatia Pl(A)
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pentra P(A/X =1) g1 N,(Y) peatru l[x/xo.ﬂ.
rie 7§ = miafa;1, X=3] , 2] = dack | ] este viax.
Detinim 1£(K,1,3)%8F P (#=k),2(1,9)%" 2, (2 <o) =

=5 ek, - ri(('j {xn-:}). 1,3€1, k = 1,2,...
k=1 B=1

Cu alte cuvinte £(k,i,J) este probabilitatea ca plecind
din i, lanf{ul Markov X,sd fie fn J pentru prima dati du-
P& k pagi, ler £(4,j) este prebabilitates ca plecind din
4 lantul Markov X 8% fie In j dupd onn numidr finit de pasgi

DEPINITIE. O stare i€ I este resurentd dasscd £(1;1) = 1
g1 merecarentd seu tranzientd daed £(4,1i) < 1.

Pie 'j -z X;(In). cu alte cuvinte '; reprezintd numi-
n=e

ral de visite in J.
P9.1 Propozitie. Au loc egalitiijyiles
ka
Pyy =k) = 23,0 12039 L k= 2,2,

i pentru 1 £ 3
‘ 1-2(1,3 k-0

Py (B =l =
o )f(i.é)f(iod)“"’[l-f(d.d)] k=1,2,..

9.2 Corolex
1 dsck 1£(J,3)<1

P (H,¢n) =
1 (¥ ?o dsck  2£(3,3) =1
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DEFIRITIE. Matrices B cu elementele r(i.J):li(F_j) ge ne-
megte matricea potentiel & lui X,

19.3. Lemii. Au loc egalititile:

r(3,8) = ——— 81 r(4,3) = 2(4,1r(J,3) dack
1-£(3,3)

i# 3.
Are loc urmidtorul criteriu de recurentyi:
T9.4, Teoremd. Urmitoarele afirmatii sint echivalente:

11) J este recurent¥ (j este tranzienth)
.2) r(J,d)=o0 (x(3,3) <€)
n}) PJ(l:lOO):l <P4(N;<°°> = 1)

T9.5 Teorema primei intriri. Oricare ar fi stirile §,]
81 numiirul matural n avem:

p(n,1,3) =D  £(m,1,3)p(n-m,3,3)

m=l

9,6 CRITERIU. Starea i este recurenti sau tranzienté dupd

cur seris g(i,() = Z p(n,i,1) este convergentd sau di-
vergenti. b=l

In cazul tranzient avem g(i,i) = —_—

9.7 Corolar. Oricare ar fi starea i, dacld j este tran-

zienth, atunci seria Z p(n,1,3J) este convergentli,deci
a=1
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1ia p(mn,1,J) = C.

9.8 Corelar. Un lant Markev cu mulf{imea stdrilor finiti
au peate svea toate stdrile tranziente.

le. BELATIA DE COMUNICARE. Vom spune ci starea j este
accesibill din starea i gi vom scrie 1 —5 J dack existd
n 7 O astfel imeit p(n,1,J) > 0. Relatie " —> * este
refloxivi gi trnzitlvl;

Vom spune ol stirile i gi j comunied gi vom scrie 1 <>
dack 1 — 3, § — 4.

Relatis “~— * este reflexivl, sinetrici si tranzitivd
=258 off ea lmparte mulf{imsas midrilor in clese de echiva-
lentd.

DEFIRITIE. a) O sobpolfime CT I vom spune cf este imchi-
g% dach nicl o stare din afera lei C no exte esccesibili

Sin nlei o stare din C sau echivalent dacd <4 p(1,J3)=1
§cC

peuira orice 1< C Ban o nlte cuviabte decl metricea
(p(4,3)) % sticH .
,pki.,;,,i,‘ec este siocamticd

b) O stare 1 este absorbantd dacl 215 sete inchisd sau
echivalent dscdl p(i,1) = 1.

¢) O mul{ime Inchisd C ests ireductibild dacZ nici o sadb~
walfime @ lui C nu este inchiad.

&) Lentul EHerkov (I.) este ireductibilul dack I este ire-
AQuotibild sau echivalent dacdl oricare ar f1 doud stiri
din I ele ocomuniocd.
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DEFINITIE. O proprietate a stiriler unui lan{ Markov este
proprietate de clasi dacl de indati ce o stare are aceas~
ti proprietate, acest lucru rimine adeviirat pentru toate
stdrile din clasa ocare contine aceastil stgroo

Tlo.l Teoreméi. Recurenta gi tranzienta sint proprietdifi
de oclasii.

Tlo.2 Teoremi. Fie i e stare recurentdi astfel incit

1 —> jJ. Atonel § —» & gl £(1,5)=2(j,4) = 1. In particu-
lar rezulti ol j este rocnrent!;

Tlo.3 Teorem§. Intr-un lan}{ Markov omogen X stirile recao-
rente pot fi partitionate intr-c menierd uvnici in mulf{i-
mile inchise gi ireductibile 01,02...,

Metriocea de trecere P a lantului ere forme urmiteare (du~

P4 o eventuald renumerotare a stiriler)

P, © 0 vevosens O

0 Pz 0 .....--.0
P- 0 0 P}.o--nlooo

@eeceo0escrsenscorccete0En e

qu Q Qgeererees Q

unde PI'PZ"" sint matrioile stocastice corespunzitoare

mult{imilor de stiri cl.cz,..., jar Q corespunde stidrilor

tranziente.

11. PERIODICITATE. Pentru o stare i pentru care p(n,i,1i)>0
pentru un n2>1 definim periosda d(i) oa fiind egald
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cu cel mai mare divizor comun al numerelor m } 1 pentru
care p(m,i,1) > 0.

Dacl 4(4i) > 1 vom spune ci 1 este periodicd si dack
4(i)=1 vom spune o i este neperiodiecid.

T11.1 Peoremd. Proprietates de s avea o periocadi 4 este
o proprietate de claasd.

Dec! intr-o clasi toﬁte stédrile an aceeasi perioadd d

51 4 se numegte perioada clasei.

In particuler dacé clasa este mulyimea stiirilor,d se nu-
negte pericada lantului.

Un lant Markov ireductibil se spune ol este periodic daci
4> 1 g4 neperiodic deck d = 1.

12. CALCULUL MATRICILOR ?{-(z-(i,;))i“1€ 1 P=(E(L, )y 4 g

Dacli ] este o stare recurentd atunci

0 deck f£(i,J) = 0
r(1,3) = {

+oodacll £(1,3) > 0

Daclhi j este tranzienti sitreourentl atuned r(i1,J)= O
Rimine cazul ofnd 1i,J sint tranziente. FPie D mul{imea
stiriler tranziente, Q i 8 matricile obyinute din P si

B prin ref{inerea liniilor gi coloanelor corespunzind stéd-
rilor tranziente, adicid q(i,3)=p(i,3),5(1,d)rv(1,3),1,JeD.
P12.1. Propozitie. Dacli D este finitd atunoci B-(I-Q).l

In general avem urmitorul reszultat.
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712.2 Teorenii. 8 este solujia minimall a sistemului:

I-QY¥=I, Y2z O
Hei departe decl i,J sint recurente gl spartin aceleiasgi
clese inchise gi ireductibile atumeoi £(41,j) = 1
Daci i este recurentd si j tranzienti seu dmcd 1,J sint

recurente dar spartin la clase ireductibile disjuncte
atunci £(i,3) = O.

Dac¥ i,J) siat tranzients, i # j, atunci

£ =1 - gy o T = SR

Rimine cazul c¢ind i este tranzientd gi J recarentii. In
acest caz caloulele sint simplificate de urmitoarea lemi.

L12.3 Leni. Pie C o mulpime ireductibilié gi Inchisi de

stiri recurente. Atun¢i pentru orice stere trenzientd L

avem £(4i,3) = £(i,%k) pentru orice J,k € O;

Pl2.4. Propozitie. Fie cd o clasd recurentd si

B=(b(1,0))y ¢ p defintt prin b(L,D = T p(k).
kscJ

Atunci pentru orice stare trenzientd i avem g(i,J) =
= £(1,k) ande 6 = sB.

13. FTEOREME LIMITA.
T13.1. (stg_mﬂs). Limite Cesarc
lim l z p(m,4,3) = T(4,3) existd pentru orice 1.3.
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Matricea [ = (v(i’d))i,:je 1 setisface urmiitoarele:

MPp=P{ = T ='th 8l JZITT(i.J)é 1 pentru orice %.
€

T13.2. Teoremi. a) Dacd j este tranzienti atunci
1lim p(n,i,3) = ©
N~

b) Daci j este recurentdi gi are periceda 4d(j) atunci

oo
lin p(nd ($)43,3) = S unde w(d) = My(T)) =T nf(n,4,9)

N oo n=1
T.13.3(Teorema ergodicd) Oricare ar fi stirile i,j avem:
(1, a0
lim p(rd(J)+r,4,3) = » L2 < A())
n=ref m(J)

o
ande £,(1,3) =)  £(nd(I)+r,4,3)).

n=0
Vom spune ol ¢ stars recurentdi i este nuld daci
M, (1) - o g1 nenulk dmel M (T]) <.
Teorema urmitoare fmpreund cu T aratd structura unai
lent lnrkﬂ;
T.13:4. Teoremd. Fie (Xn) an lant Harkov iroductibil;
Atunci sau toate stirile sint tranziente sau toate sint
recurente (in acest din urm¥ caz san toate stirile sint

recurente nule sau toate sint recurente nenule). De ase-

menea sau toate stdrile sint meperiodice sau toate au

perioada 4 ? 1.
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14, CRITERI] DE RECURENTA. Are loc urmitorul criteriu
de recurentis

14.1. Criteriu. Pie (X)) un lant Markov ireductidbil eu
stiirile I gi cu matricea de trecere P=(p(1i,J)) si fie
Q = (q(1,3)) matricea ebi{inutd din P prin inléturarea
liniei K gi coloanei k pentrn un k cI.

Atunci toate stiirile din I sint recurente dacl gi numai
deci unioca solutie a sistemului:

X = Z a(1,9xys 0€x <1,4€1,
el

este x, = O pentru orice 1 € I S I\Sk }

0 repartitie T = (T (1)), o1 este statioperd (seu inve-
riantd) in report ocu P deck TP =T

T.14.2. Teoremi. Fie (X;) un lan{ Markov ireductibil si
neperiodic, cu stirile I si matricea de trecere P=(p(1,]))
Atunci existdé o repartiftie stajionard in raportul cm P
dacé 3i nuomai dacl toate stirile sint recurente pgnule

Decd existh o repartitie stafionarxd m =-('"(i.))1 &I

atunci T (1) 3> O pentru orice 1, 'l este unioa repar-
titie stationard i N (J) = lim p(n,i,J) pentru orice
it M 200

14.3. Coroler. Deck (X, ) este un lany Markov ireductibil,
neperiodic i ocu multimea stlrilor finitd atunci siste-
mult TP=T,T1£1,TRO are o unicé sclutie.
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Pl4.4. Proposi§is. Intr-an lant Markov ireductibil si
cu mulftimea finitdk de stiri toate stiirile sint recuren-

graf vom considera urmitorul model de sistem de asgtepta-
re.

a) Clientii sosesc individual si numiirul lor (in girul
ds agteptare) poate f£1 infinit.

b) Intervelele dintre sosiri sint variabile aleatoare in-
dependente, identic repartizate gi cu repartitia F.

¢) Existi un singur Secver

4d) Regula de servire: primul venit_primul servit.

e) Clientii sint serviti individual ier timpii de servi-
re sint variabile aleatoare independente, identic repar-
tisate ou repartitia G si sint independenti de veniri.

f) Se presupune ci serverul este ocupat de indatd ce exis-
ti un client.

Pie deci 'Cl..... Tpee+ varisbile aleatoare independen-
te, identic repartizate, nenegative, cu repartitia F, ce
reprezintd intervalele de timp intre sosiri.

Fle « 1000 a(n..... varisbile aleatoare independente
identic repartiszate, nenegative, cu repartitia G, ce re-
prezintd timpii de servire.

Sistemul do agteptare M G[{.Acest sistem este defiais o

mal sus cu F repartif{ia exponent{ialid cu parazetrul .
Cda. 41/1980 Pasc. 9
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Pie (1.) numiral de clienti in sistem imediat dupd ple-
cares cliemtalui n.

T15.1. Zsoremi. o) (X,) este lant Markov omogen cu sti~
rile 20.1..... };1 ou matricea de trecere:

(6 B g weere:
Pe 9% LY Qp cocoee
0 L G ceoeee

Pss00000000000b0000000

k
unde qk = J’(Fl,ﬂ ® -)' “(t) ’ k. o,laou
(4

In plus (Xn) este ireductibil si neperiodic.

b) Pie r = M(N, 1) =AM (o). Atanoi (X_) este recuremt
nenul Gack gi numai Gack P < 1.
Bistemul de agteptave G|M|1. Acest sistem de agteptare
este dualul sistemului M(G|1 in sensul ol se inverseazl
rolurile timpilor intre sosiri gi al timpiler de servire.
Cu alte cuvinte in cadrul acestui sisten tl'“" Tprees
su reparti{ie ¥ (nu neapirat repartitia exponentialll)iar
0(1. ssepel povs mu repartiyia exponentiali ou parametral
Pie (X'.) numirul de olienti prezenti in stafle (in ocare

se include gi cel care este servit) imediat insinte de

& n-a venire.
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T15.2. Ieorepd. a) (X)) este lany Markov omogen cu sté-

rile 10.1,... }01 cu matricea de trecere:

EE*" voo}

P = r q 94 ©0Q---|

2 2 9 L0
k .
unde g, = ri&ﬁ— e l“tdr(t); Fp=Q 4Gy, 0t e e
) K

In plus (X.'l) este ireductibil si neperiodic.

b) (Il") espe recurent nenul dacid gi mumai dacd

def z
s R > 1, Dack r > 1 atunci lim P(X'=j|X'=1)=
n=l % n J' °

41—? )e 3, 3= 0,1,2,...,unde F este unica solutie a
oonﬂoh? = q.+q1P +9; f 2§..... 0 < (3( 1.

Dack r £ 1 atunci 1im P(X) = J| X} = 1) = O pentru

orice 1,J.

16. EBRICA IN I NTURILOR ov.
Prin asocierea de matrici de trecere lanturilor Markov
este vizibil o se impune §i metoda matriciald ca posi-
bilitate de studiu a lanturilor Markov.

Avantajul acestei metode constd in fapthl cd di posibi-
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litatee construirii de algoritmi pentru calculul umer
nirimi ce sint in conexiume cu probebilititile de trece-
re.

Fie P = (P(iod))]_( 1,j&r © matrice stocasticld ce re-

prezinti matricea de trecere asociatdi unui lant Markov
.enogon (xn) cu stirile ll.....r ).

P16.1. Propozitie. Matricea P are ca valoare proprie
valoares A, = 1 si orice valoare proprie A aim
P satisface [)A| < 1.

B& presupunem ci P are valorile proprii distinocte

)~1 = 1)k2,....)

Pentru orice 1< 1<y fie un vector propriu la drespta

b 24

o= (a(3,1)); ¢ j<r 91 un veotor propria la stinga
by = b(i.j))lé i<r asociafi valorii proprii A q°

Fie A = (‘(1’3))1.3' B -(b(i'a))i,J .
Nornim vectori a,,b, astfel incit <ay,by > =1,

‘ r
-«
P61.3 Propozitie. Are loc egalitate P'= ,\1 Ay
i=1
unde A = .lbl'
61.3. Observatie. Daci valorile proprii ale matricii P

sint » 100 ,) a °0 multiplicititile Ty ST oeT 4 o4 T =T

atunci conform formulei lui Perron are loc egalitatea:
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d™' [ A adi(AT-P)
P Zm-w IS iﬁr} AR

r
unde \i/i(l)- T (l-xh)h
h £1

T16.4. Teoremii. Multiplicitatea geometricd a valorii
proprii A 1 = 1 (adiocd dimensiunea spayiului vectorial
al vectorilor proprii asociaf{i lui A 1:1) coincide cu
multiplicitates algebrick a lui A, = 1 gi de asemenca
coincide cu numirul de clase recurente ale lantului
Markov (X,).

?61.5. Teoremi. Dack (X,) este ireductibil si are peri-
oada 4 atunci rddicinile de ordin 4 ale unitdtii sint
valori proprii pentru P cu multiplicitatea algebrici
vny 51 in plus P nu mai are alte valori proprii de modal

PROBLEME REZOLVATE

1. Fie Ls(q_s'). o matrice patraticd complex# de ordinul
n. Un numir complex A ge numegte valoare proprie a
matricei A dacd existd un vector complex (numit vector
propriu) ¥=\¥y,¥,,...¥,) 5% (0,0,...,0) astfel Imeit

Veh = A.v.
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Be observi cé valorile proprii ale matricei A sint se-
lutiile ecuatiei (nmumitd ecuayis caracterieticd)

det (A I = 4) = O, unde I este matricea unitate de ordi-
nul n.

Bé& se arate cd valorile proprii ale unei matrici stochas-
tice Pz(pij) de ordinul p sint in valoare sbsolutd cel
nmult egale cu 1.

Bolutie: Fie A © valoare proprie a matricii stocas-
tiee P‘(Pij) i v = ('1"2"""n) un vector propria

ssociat lui A . Atunci

A'J .Z Vipij ’ J = 1.2.-.0'

i=1
de unde
Jz Ihvyl= s {Z V4 Pzal‘Z LA Pyy=
3=1 =1 121
n a n
=D V4D By = 2 \vy\
1l  gml 1=l
a a
deci t)“'ZIVJlﬁZ v, 51 de aici evident INg 1.
J=1 i=)

Obe. Vectorul e = (1,1,...,1) satisface relatia e.P=e

deci A = 1 este valoare prom ie.
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2. Ple P:(pu), i,3 = 0,1,2.0 matrice stocastici

si /‘.(P) = &‘?:? (plli - piz.il' 8d se arate ol/t (P)=1

daci gi numai dacd P este de forma

1 ° o
° P 1 » Pra=l, veset=l
v 8 1

(sau se obtine dintr-o astfel de matrice prin permatarea

unor linii sau a unor coloane)
P stoaastica
Solutie: Dacl/k (P) = 1, existd un triplet i,,i,,] ast~

fel incit | pil‘ - PL‘,JI = 1. B4 alegem de exemplu 11-0.
=0, i =1 deci |)°°-pul-1hundornu1ticl

Poo = 1 #1 Py, = 1 (sau invers)

Dacl Poo = 1 atunci Po1 = Po2 = 0
'i.dlclpl.:l ltnnoipl1+p12=1

deci P are forma din enunt; .
1 0 @

Reciproc dacd P = 0 p q prg =1, veset =1
r 8 t

(ui.:,} \pl.ld - pizd( = (poo =P\ =1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



136

3. 74¢ P o matrice stocastiol de ordinul p gi
B

T»11md 7 P* (1imita Cesaro).
B=]l

Bk se arste clit

e) Matrice I-P+ J| este nedegeneratd gi pentru r ] 1

B( F)-.Z.o p RPN T>x (1P =71

») n(f)‘K -TLa((S)-n.‘lr. M. H=0

(I-P)Bs H(I-P) = I =T

o) Rang (I-P) + Rang M = »

Bolutiet a) Decarece PT = TP = ‘n’z =7 prin induo-
tie se obtine pt. m2 1

Pl = (P=-T)"
Pentru O S(S( p

H((l ) ..Z..-o f.(P-T)- - [I-?(P—T[)] 1. M san

[n({)) qr][x- p (P-T)] = T o1 oot
[=cp > sV Q-PeT) == A= ORQOE-T) (@

Be gtie insk ok 1lim & zn P® = T (1imite Cesaro)
L)

tmplick »=1

1a (1-p) 2. {;‘p' =T (1imita Abel)
P/‘ n=0
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Do aici obtlnc-

<1-f>Zr<p -1 - (- )n(r)-, 0 eap p 2

i deci din (1) rezultk ck I-P+ I este nedegeneratid.

Inmulind tot, relatia (1) ca (I-P+T )L g1 fécind {3 21
obt inem a(? Y+ = (1-Rqr)t
b) S& ardtim de exemplu ci H (F T =
B(p )= [(I-f(P-'tr))"l- T -[=- F(P’ o) [r-

- (- =TT =fr= @D T- TapT-p=0
81 analog aritém ol

TH(P) -H“ -‘nﬂzo
Aven mai departe:
(1-P)H=[(1-P+T)-T]H= ((-P+T)H-(T- P+ LT PeT)- 7]
=I- T i apalog obtinem H(I-P)=I- ||
o) Rezultd din inegalitiditile

p-Bang(I-P+ T ) & Bang(I-P)+ Rang T < p

4, Fie P'(pid) o matrice stocasticd de ordinul n si

n
4-“;,5511

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



'Bi se arste ci

d(p) = 1-% m max Z (pik-pjk)’ IC{I.Z,..,!!)
1¢sgem T keI

Bolutie: Deoarece min(e,b) = ﬁ— (asb=|a=b ])

n
putem scrie o P =1- Q‘ ‘:‘f_‘s Z\pik-p;lk\
"’5 m k=1

Fotind a* = max (a,0), & = min (2,0) , a€ R
gk ¢inind cont ci

n n B
El(pik-pjk) - '2: Pyx - Z Pyg = °
k=1 k=1

avenm

n n n
2 Py’ = =2 (ByyPp)” = 32| Pyx~Px |
k=1 k=1 k=1

De aici rezulté ci
n
max Z (Pik-pjk)'é z‘ Pik"'ijl e I C{I,Z, ...ﬂ’S
I kel k=1

de unde formula din enunt.

5. Oricare ar fi matricele stocastice P, P, . ..

.o P..L de ordinul n, avem:

1 - (P, 'Pz"'.Pn?5[1 - ,((pl)] (1_.((‘)3)] ..[1--((2")]
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Pentru m = 2 inegalitetes devine egalitate.
Bolutie: Vom demonstra prin inductie in raport cu =m.

Fie deci P-(pu) i Q:(qu) doudl matrici stocastice de
ordinul n.

Utilizind resultatele din problems [k | avem

1-4(PQ) =4 mex max 2 2 (p

P f)q(k ’
g gsm I gy (=1 v

1<£1 2y <07 51

i' % PJ‘)?!L"‘(Z (Pee- f;t) Ziu.* Z(P«c Ay /_

A E et L 2 Fgep] [ 7] <

S 100 it - 2 min 2 4
‘;’-E ’?«L PJ‘l (l":::m Le[zq 1< <m lc[ U.)
: Zl th j"l Z (fe‘L‘fc L>

l‘( l
pontrn ortco 1,j =1 2....:. I c{l,z,...nJ deci

1-4 () <[1-4®][ 1 - < (@]
Presupunen inegalitatea adeviratd pt. m. Avem succesiv

L(PyPyececPy 1) 2 A(PyPyecc P+ X (Py 1) =L (Fy )

o (PyP,...P,
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1= ol (PyPpen Py y) 5[1--(@1?2..;1'.)] [ 1- 4 (B, )] €

[1--((?1)][ 1- -((Paﬂ [1’ '((Pul)l
P % [0 B L pigielod) , wcp- a-lu-pizy

s rauthobel din enunt S verfica prn caleul direet.
' 6. Pie (x;), n = 0,1,2,... un lan{ Markov omogen

I= 20.1.2} spatiul stiruor,nltr:lcoa de trecere

3 33

* } Q gi repartifia initiali p = Q = é ’

3o}

P=

a) B& se calculeze probabilititile de trecere dupd doi
pasi.
b) S& se ocalculesze:

P(x°=0,81=1,22=2)

P(xlso,xzza,xb-l)

c) Bd se calculeze repartitia lui x5 (probabilitiitile
absolute dupd 2 pagi).

d) Fle T prima intrare a procesului in starea 2
S& se calculeze P(T= 2)
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Bolatie. 3 3
[ N 4 L 2 3¢ 3y 3¢
O o = T 1T 7 3 03 3
Porfe ool e o oalfe 3 o
T 72 4 0% 2| 4 494 ¢
1 ! il Jd T
Z ° 7 z ° 3 ~ -‘% -;5-; |

b) P(x,=0,%,=1,x,=2)=P(x,=0) P(x,=1|xy=0)P(xy=2|x)=1)
= PoParPis = P

P(x;=0,X;22,X522) = P(x,=0,X,=0,Xpu2,X3=2) +

p(xnnl,xlso,xzcz,xfz) + ’(x°=2,x1-0,xz=2,x3=2)

= PpPooPo2P22 * P1P1gPo2P22 * P2P2oPo2P22 * TEI

¢) In general p(x,=}) = 2 P(xy=d,x =1)= 2. !1)13
i€1I ie

doed P“z’”"."‘:o * ’1’;'0 + ’2’20 -%. %‘2 +3.4m
analog p(lzil). ’(12.2).

a) {z;-z_}z [%#z, 1.¢4,1L=2}={"o=0, X, =0, 1,_:%} v

{i.=0, 1|:I,Xi='2,}Uilo= ‘,Z',:O,x‘ilJUé%:/,ll": J;:Z_}

d aui
i deci se calculeasd ugor p(zs 2)
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7. Yarisbilele alesatoare (x.) formeasd un lant
lsrkov omegen cu doud stiri A. i 11. Pie X = 0 san

x, = 1 dupi cum 12 pasul n sistemal este in starea A,

sen A, 81 '(xmlal‘xn =0) = A iar P(xg,y = 0 lxn.n.,;.

B
B85 pmnea > /9 -z Xy e Atanei
k=0

At
1is ——ﬁ'-— <x| = 4) (x)
\ n\l 2-2-f )

(lt,u
(O generalizare a teoremei Moivre-Laplace)
Bolutle.
Fie T _ pasul cind sistemul revine pentru a n-oari in
stares A,.
"..o Szl <z2< sse r.( see .1 xknOpt.l'ql
sau [ a < k<zm1.
Construim in continusre girul de variabile aleatoare
(Zl) unde 31 Izl. zn- zh- Tn_l ’ n;2.

Cum (x,) este lant Markov rezultd ci v.a. Z, este inde-
pendentd de v.a. B),B,,...,8 ., lar din ipotezi de omo-
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genitate deducem ir plus of B., ny2 sint egal repar-
tizate.
Apot P(B=1) = 1 - /; 81 P8 =K)= F k(1= > )*2 ;2

Deci pt. a2 2 ‘
ME,) - -);ﬂ‘- ot 22(3,) = #ﬂfrﬂ

Dacil x, = 1, 51 are aceiasi repartitie ca zn, n 22 iar

dsck x, = O avem p(By= 4)=) , p(B=0)3(2=) )5 1) | Dect

w8 = 4 g1 0%s)) - l;ﬂ’\-

Aplicind o varianti adecvati a teoremei limite centrale
obt ineme

-x 2t
lim P-—zk———’\——<x -?(x)
hoee  |Vkpe=d-g

>

Pie k partea intreagi s expresiei

2 a.x _..%u._cu,u

M Atp )

de unde obf{inem

=X=f) , 0 (1)
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Tinind cent si de faptul ol Py < k) =P (T >n) aven

%‘- "f"”L ‘CL.. )"f L
i <P e moél))
Otpe \—
1-4)(-:)-(#)(:) odatl cu k —voo (mzumau

M~y =0 )-

Obs.: Dack » 0}4-1. v.a x sint independente si

are o distribugie binormald de ordinul n. Cum in ascest

Mae X %2 . Ma-
”I" Q=-)>)

obi{imem chiar teorema Noivre-Laplace.

8. Mo |EX,P| wn oimp de probabilitate,
Ia= zo.l,z....j sl (xl)n-o.l,a....' x,: E — I un gir

de v.a. independente, egal repartisate (existd p, > O,

Z Py = 1, astfel incit p(x'si)-pi. pentra orice
1=0

n= 0'1.2’ ool)

a) 54 se arate ci (r‘) este un lant Markov omogen.
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£
b) Dack y, -Z ) fya)n-o.x.z,... este de asemenea

10
an lan{ Havrkov omogen -
Bolatie. a) Bo constatd ugor of de fadath ce P (x =1,
Xpg®™ Lo geecesX=1.)> O
Plxpyy=d | Zp=ts Zpop=tygoec sXg=ty)P(xy, =3 2y=1) =

* H(Zpy1=9) = By
i matriosa de trecers are forma

). ’1 ’2 secsoe
P =
Po Py Py ceeces
B pack Pt u=ts Ypua®lpgeeeerYyrle) > O
P(Yne1=d19a=ts Jom17tn-1*+*+Jo=10)-P(Yny =3I u=1)=

’3_1 dsocl §J 3 4

= P (xgy3=3-1) i |
0 dacd J < 14

§i matricea de trecere este
Po Py P Py ccce-

P- 0 Po Py Pp ceccer
0 o0 Po Py ccvc°

Cda., 41/1980 Pasc. 1o
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9. (!ggglgl_lg;_gg;gg;ggg); 8e dau N bile numero-
tate de la 1 la N, repartizate in doull urne (in prima
bild M bile iar in cea de & doua N-¥) gi o cutie ou N
jetoane numerotate tot de la 1 la K. Se extrage un je-
ton din cutie gi se schimbi urna bilei cu acelagi nunlg
(adici bila cu num¥rul corespunziitor jetonului extras
aflatd intr-o urnd se mutd in cealaltd). Se repune je-
tonul in cutie gi se repetd aceiagl operatie. Fie x ,
numirul de bile aflat in prima urni la pasul n.

(n =1,2,s...). Evident din ipotez& x, = M. Be conside-
r& lenful Markov omogen corespunzitor acestei experien-
fe.

a) B& se scrie matricea de trecere.

b) Bd se arate oi M(x)) = g + (M - g) - § y:
Solutie:

a) Probabilitéitile de trecere sint:

’k,k+1 = ] - f pentru k = 0,1,¢0.,N=1
Px,x2 = B pentru k = 1,2,...,8

Pn,¢ = O pentrulb-€| 41

deci matricea de trecere este de forma
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[0 2 0 0....0 o-‘
§ 014 o0....0 o
ps o § o0 1f.....0 0
0 0 0 0..... o ¢
o o o o 1 o0

b) Pentrun = 3

¥ H L] ¥
M(x)) =2 KP(x)=k) = 2 Kk (Zp.’-p‘k) = 2 kupy =
k=0 k=0 3=0 k=0

1) F+ uQ-P =5+ m-bHa-§)
Presupunen apoi ol

N
Mg = 2 I p(xg=d) =B+ -H a-H°

§=0
B84 calonlim
| ¥ E N
M(xp,y) ':Z k p(xp,y=k) ‘ZZ k( :E P(xp=d) Pgy) =
k=0 k=0 3=0
)} E ¥

o 2 p(xy= D kg =] pCeged) [ (a1 o (2132 = ]
4=0 k=0 3=0
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= 2 »x=9 [s02 - E)u] = (- i)[g s -Ha - ﬁ)‘]
3=0

fea-bHa-p=,

lo. Intr-un atelier existd o magini care estve
alternativ cuplatdé sau decuplati. La un moment dat exis-
td deocl doul situatii opuse: starea ‘1 cind magina lu-
creazii; starea A cind magina este opritd. Fie Py Pro-
babilitatea ca la pasul n+]l magina sl fie in starea ‘k'
gtiind of la pasul n era in starea A‘ (3,k = 0,2).
8k notkm pyy =A , Py, = P« Ae(0,1), pe (0,1)). s
oconsiderd lantul Markov omogen corespunziitor acestul
experimant.
e) Bi se calculese probabilitatea de trecsre in n pagi.
b) Bi se arate ci lanful Merkov este ergodic.

Sglutie;
8) Cum p, +p y=1, PetP11=1 rezulti )“-I-X. Pyy=1- r»
; -2 >
Deci matrices de trecere este P-[l ]
Lrat

Prin inductie se glsepte :
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h-A(A40+6%-+6") A(146+40%...« 0~
a

P =
| f(‘+9*0‘+-‘.§e‘) ‘—r(lfefo‘f---‘#e.)

unde 9.1-1-*;

b) Daci notim cm 'l(o)’ ’l(l)' A= 0’1.2'000 ’.‘Mﬂi—
titile ca la pasul n, magine sii fie opriti, respectiv
sl lucrese se ebf{ime:

2,0 = == 4+ 52 (0 - L )

A;-r Aefpr
’.(1) = -;;-F— + °. (’.(l) - -)ka— )

siem lel<

hN
1im p.(ﬂ) -)—1"%— i lia ).(1) = 21"“'

(independent de distribuyia initiald p,(0), p,(1))

deci lantul este ergodis.
Ergodicitatea r poate constata gi direct. Tinind cont

de a) avem:
2 _ p+ At e
. At Ak

’n = __-(_‘_-_2'_‘_*‘).4
12 A +,‘.

a _ 2(-6™') _ »
N
¥22 = e po™
)'ffp A,‘,
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1l. Se cunocagte formula lui Perron pentru calou-
lul puteriler unei matrici piitrate A, de ordinul =, &n
functie de valorile sele proprii distincte »,, PO hN e
q &8, de multipliciti{i algebrice respectiv '1"2""q

By +Bote .. .«uq-n, gi anume

o L Aﬂ,ej (M-A)
K L oy LU'""' i T O3
iz J#L' d

(0O demonstratie foarte simpli a acestei formule este da~
td in articolul lui Ion Cuculescu: "0 demonstratie sim-
plé a unei formule a lul Perron™, din An.Univ,, seria

Mat.Piz., nr.25, 1960, pag.7=8). Folosind formula lud
Perron si se calculeze [P unde

= 11 =
P [q’ 1_:} Peq € (0,1)

Bolufie:

e P 7]
-q X\ =l+q

Din ecuatia caracteristicd det ( MI-P)= O care in acest

caz are forma N2 - (2-p-g) N +l=p-q = O, ghsim valori-
le proprii A ;=1 i A ,=l-p-q i evident >1 # >‘2
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Avem mai doparte:

A1-P). [P "l
“p )l=l+q

X-hq ) )
deoi adj () I-P)= < >etes

9i conferm formulei lui Perron vem obtime:

n ]
s I3 ine o |2 adi OI-m
a I)TMQJ(M lem ["" : J>=&
R E (4-3-1)“ P -f

Pty [z r} N ) [-z z]

Acelagi rezultat poate obf{ine gi folosind reprezenta-
rea spectrald a matrice: P

o Omoyﬂ
12, Se A& lantul Markov cu spatiul stirilor

I= {0,1,2} gi cu matricea de trecere
o § 3%
P=J]1 o o

1 0 4]

a) Calculind probabilitiitile de trecere dupd a pasi si
se arate ci lantul este iredactibil.
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b) B4 se eslculeze metrices i

Sejutie: ¢
> -8 -
- > o
i-1 [ b

5i 4in ecustis carscteristichk () I-P)= 0 ebiinem
valerils proprii ) =0, )osl, )= - 1,
Ttilizind formuls luil Perren gi timind cent ei
rx 2x 2
- 5
s4J( ) I-P) = \ AN
5

obfinen

T N
- U e
®
*
~
1
H
-t
| ]

]

-
NP
o

f1 o o iro ,25 é-\
dees p2¥ o )0 § ; ol PZK’I‘ ’1 0 OJ, a>1
l‘o ,§ ; Ll u )

ds unde rezultd §i cd lantul este ireductibil,
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|

T

=l

) T« its

T

N AR A
P v
sha Sh M

15; Dinty-o wrnii in care se gisese = bile nume-
cotate de la 1 lam, se extrage pe rind cits o bild,
punindu-se de flecere deté bila extrasi inapoi. Vom spu~
ae of sistemul se gisegte ls un anumit pes in starea QJ
dack cel mai mare dintre numerele extrase este J
&) - 1,2....,-) Bl se sorie matricea de trecere cores-
pmltm estel ‘:aapcrhnto 8i sd se calculeze proba-
bilitates de trecere dupl n pasgi.

Seoluties

Trecerile din staree Ql (cel mai mare numir ex-

tras este 1) iar orice stare QJ' J 2 1 sint egal pro-

babile, dect ps =4 , 3> 1.

Cum trecerea din starea Q, in mtaree Ql este imposibilid
?p; = 0. In starea G, se poate rimine in doud moduri
sgal prebabile, fie extriéigind bila cu nr.l, fie extri-
gind bila cu nr.2, deei p,, = é. Evident cd Po5" & 3 >2.
Coptinuind acest rationament obtinem Pey 0O pt. £ >,
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pyy =2 Pyy - 1 pt. 1<J dect matricea de trecers

are forma
- vereeeccc B B
i gk d
o £ 1.....32 2
P . n ] 2 n
' 0 0 2........d2 3

@eeco0ss0se s s00000 8800000

0 0 0 vevr.c... B 3

Lo O B seseenson® 1J

n
Boustis caracteristiol este (M =P|= T () =4)
=1

g1 dsok notdm ou 2% elementele matricei adj () I-P)

0 pentru 1 D J
e LLI:.?J_ pentru 1 =
34 ‘o d :
n
Dy - Pl pentru 1 < §

a()=d)( M- d2d)

g1 utilizind formula lui Perron obtinem

0 pentru 15> J
(n) PR
Py = (&) pentru i= j

(D" - (&hr pentra 1<
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14, Be considerd un lan} l&kw“z' spatinl sti-

rlor I = lx.z.....aj §1 matricea de trecere
. 7

(<} P 0 .0 ....0 0 q
q +] b ] 0 ccee © 0 (¢]
0 q 0 P eece O 0 0
P' cecenesessssssesesesecsascsvecace
e © © 0.....0 p O
© 0 0 O0.c...q@q O p
[» 0 o o0...0 g

(Mere la intimplare pe o circomferingi)

e) B84 se calculess probabilititile de trecere dupi n pagi.
b) 84 se arate ol
laatal mu este ergodic.

Seluties
8) Dtilisém sorieres matricii P sub formf normali. Dack

satrieea arve valori prépril simple Ay, k € I, existd
2 iveversibill sstfel incit PH = HJ unde J=( J:‘ik o

g - .
kel 4 'z "“m}'ﬂ * o1 P" = BI®E™? unde
)k 1 mttn’.:k

7= (dg Mg ). dxEL
Jid
In caznl nostru H = (2(3"1)“"1)). E«xo ®
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=(3=1) (k-1) ' i
Ble g (€ Jat 320 “Lege D)y,

k€ I
i deci din egalitatee P™= HI®E™ obtinem

2n
P = - 12‘1 [, £1°0) Lo E—(1-1a nz(i-l)(é-:)

]
+ [ ];:1" b4 J £

b) Rezultd din faptul ok

2n dacd J + k este
1im Py = par
N Hoo

2nel _
lim Pjx

MN-=co

daci j+k este impar
dacd J ¢ k este impar

o m~ o 3>

dacd J + k este par

15. Se considerd lantul Markov omogen cu sp&-
tiul stirilor I = {1,2.....11} g1 matricea de trecere

pz(ka) ©u Py g0 = Le 3 =1,200000m1, Py = 1.
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88 se calculeze probabilititile de trecere dupd n pagi.

Bolutie1Utilizin aceiagi metodd oa inm problema (4.

2%y
Hax( 5(3-1)(‘-1))’ fa . i é (E"(J-l)(k-l))

IJ=( gk-l J‘k)n kel

Obtinem deci

a
’l - é Z E(i-l)(lﬂ"k)
Jk i=1

1 dacll n+j-k se divide cu m

adici ’:k =
0 in cas contrar.

16, Se consideri un lan{ Markov omogen ou

spajiul stérilor I = lo.x.z.....u] g1 ou matrices de

| [0 4 0 0.....0 0 i
3 o $40.....0 0 o0
P= o & o %.....0 0o o

© 0 00.....4 o &
0

4 o oo o & Y
(Mers la intimplare pe o corcomferintd N*O:)
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£4 se calculeze prooebilititile de trecere dupi n pasgi
guiutie: Pentru comnditates scrierii s introducem nots-

tiile
Z2(6) -é i, & 10, 0cs@ 81 Q(0) = oin®

Avem in general

o . "‘0
?((,)(h((,)z‘.’!é(,_,uoTE 0) gm0, %Qm,.[ep%(}m-. (6)

In particuler dscs ( eate de forma ()k=§%¥.k=o.l,2...ﬂ
o -6 - e N
2(6) (,(6)= +ePre N g0 0 HHIE
2
6

.4 { NO (
= 2Q “’—IC ‘IO-(O)*'I ON(O)

51 analog
206) 4(6) = % G 1(6) + % Q(6)

ot
Isci putem scrie pentru O = ?’" s K = 0,1,2,...8
N

206) @(0) > 7 PumQ(0) nm=0,1,...8
n=0

Inmul4ind ocu Z(( ) obtinem:

N N ]
2406 ) Q(0) = 2 pup?C0)0(0)5 ) by 2 2uuQ(6)
mn=0 m=0 B=0
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i ] | |
=2 (7 Puaag) %(0) = T 3 4(0)
8=0 ==0 8=0

91 prin recuren{d se obyine relatia
|

27(8) Q) = 2 ¥ 4(0) <)
B=0

-
Be observ apoi ok pentra © - E- (k=o,1,...,H) g1

N __ x gy
2 Q0 Qe =3 o - =0
k=0 =0

pentru m £ 2

|
ot inplas 3 |Qo)|i-wen
k=0

Inmul{ind rol-‘ﬁﬁ (d) ci Qu(©) cu m fixat se obyine
pentra 020, 2°(6) Q ( 6)(0)) = Pl A 51

In.uéind dupd k obf{inem .

L) v ¥ 2 v
T 25(0)) Q) Q0 =P, 5|Q,( 8)| “=(Nel)pp,
k=0 k=0

N 2;1(*:.!1
deci p;.-'éricos!% e »

+
k=0
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Observatie: Dack considerém mersul la intimplare pe o

>oirounferintl mai general, cu matricea de trecere

-

o P Oooono qw
qQ 0 p....0 O

0 q 0 60ee 0 O

p_: l'.o..oacf.taonco SCMMIM“]M
0 0 0 .....0 anslog

P O O..... ¢ o‘\
.

probabilitétile de trecere dupi n pagi luind Z(H) =

= ro"e + q..to b

r:.-'hz' (p0%4 q;%)vi #

17. Be considerd un lan{ Warkov omogen ou &pa=

tiul stérilor I = )O.l,Z....l} 51 cu matriocea de trecers

de forma
‘0 i o o 000-1
{ [

P 7 oio~.~ooo

R j 2 L o o
© 3 0 3 o
o‘ \
l_ © & o© i ©°3

© o o |

o o
(Mers le intimplare cu dounA ecrane ro?lootanto)
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Bl. se calouleze probabilitiitile de trecere dupd n pasi.
Bolutie: Observim ci polinomul trigonometric

Qu(x) = cos ne oux = cos @
satisface ulufiih
xQ(x) = i Q- (x) + % Q'ml(x) s B = 1,2,000,8=1
Qe (x) = Q(x)

~ é
lar dack 6= K-, x=0,1,2,....,28-1 51 relatis

Q(x) = Qg (x)

Deci pt. B = 4 putem scrie

]
zqn(x) = Z P“Q'(x) ’ n= o.l-aoo.'
‘B=0

N

g1 prin indnotie ern(x) = ) p:. Qu(x) (X))
=»=0

Dar pto xk =C95’—kN—ll‘f ’ k= 0.1,2..-.2‘-1

2N-1 2N=1

Qp(x)Q(xy) = Eo oon"-‘-'}- cos 9§l =
2N=-1 '

-3 2 [oon BT o con Cooml .
2K-1 gg-i'); iy ggﬂixﬁ' i
= é Re z (] + e )

( =0

k=0

Cda. 41/1980 PFasc. 1l
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1

2B~
Qi(xk) = iZ (1+cos 2"—" ) =N
k=0

2N-1
g1 in plus Z
k=0

Inmultind relatia (<) ou Qu(x) pentru un m fixat se ob-

§ine pentru x = x., $1 insumind dupd k

28-1 -
é;é T GEIG(x) = Pl
a-l - -~ ~t
deci p:. . } Z cos® !'u_ cos Bfl—' cos !,?-” » B,B=0,1..F
k=0 :

18, Se considerd un lant Markov omogen cu spa-
tiul stdrilor I = {0,1,2,..;;n,;.} s1 probabilitdtile
de trocorefpoozl, Px,ke1 = f. i’k;k-l'd’l" k ?1;
si Pes = O in celelalte cuuri; (Mersul la intimplare cu
ecran absorbant; starea absorbantd fiiad 0). Pu‘trl
p.= Q 8d se ocalculeze probabilititile de trecere dupd
n pagi PR, » K, = 1,2,....

Bolutie: Matricea de tredere are forma:
[T 0 0 0 suncosnns

$20do0........
" o bod.

~
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Pinind cont de formula trigonometrici
cos € 8in kO = & sin (x-1)0 + & sin (ke1)6
putem scrie:

on
cos © sin ke-Z Py 8in ré
r=0

> bo.l'oo.c

Amplificind cu coma @ obtinem succesiv:

conzelin K@ = Z Pgr cos O sinrfQ =
r=g

Z Pn(z Prs sin .9)' Z(Z pb’rl).h. =
r=0 8=0 ra=0

-

IZ }i..u.e
8=0

de unde prin recurentd

oo
oos g sin k6= 3 pp, sinrQ
r=0

Amplificind din nou ou sin 86 si integrind in rapert

cu © pe intervalul [0,25] obtinem:

n - 2w
S @6 pim g sin 50 6 S binr64im 500~ T Py

0 f:p 0

pentru 8 = 1,2,cc00.
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deoarece
2 0O dacdr#£s
S r..-lgapono

sin rO sin 89 d0=x duok =
0 1Y . L] .
deci p ,;1. S cos®g sin k6 sin sg 4§
°% s " [\ ¢ . ; °
p.ntrn k'.=1.2,oooc s A= 0.1.2,..0-.

19; 8e considerid l;nful Markov omogen cu spa=-
¢ial stArilor I = {0,1,2, ... ]51 probabilititils de
trecere p; 3 = 1, Py y,1 = P» pk;k-l =1l-p, k31
81 Py = O in celelalte cazuri (Mers la intimplare cu
ecran reflectant). .

Pentru p = % 8i se caloulose.probubilitlyilo de trecere
dupd n pasi.

Bolutie. Matricea de trecere este

0 1 0O O ceccoeces
1
P . é 0 2 o eessssen
'1 1 csoev oo
oz ©° 3z

“'.ll'o.....‘....'.....

L -

Tinind cont de formula trigonometricd

cos © cos k@ = % cos (k+1)€ + 5 cos (k=1)8 .
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pufon sorie

co8 & cos k@ = Z Pyy ©08 ¢ 6.
r=0

Amplificind cu cos @ obtinem

o0 ;
cos® 6 cos k -Z pi. cos 86 -
8=0 '

de unde prin recurentd

oo
cos Zgcos k @ ‘Z p:r cos rg
r=0 .

Kmplificind din nou cu cos s‘e g1 integrind im raport

cu 6 pe intervalul [0,21] obtinem

-

g o o du
Soos ne_mu k© cos 89 dg = Z P:r Scoore cos 864 ¢
[(\) . r=0 o '
Dar - ’ .
" O dacd r £ 8
geosrecosseden o daolr-n;i
o] )..b' daclrsq =0
dect R
i S cos®@ cos k& cos 88 dp pentrus £ 0
P: (] )
$ = e
‘}5 S ool‘e cos kfdg - pentrus =0
o

n,k,8 = 0,1,2,c00¢0
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20. Se considerd o particuld care se poate

deplasa pe o axi orientatd meputind ocupa decit punctele

de abciil 0,1,2,¢.4y0... Presupunem ci de cite ori par-
ticula se afli intr-o pozitie i # O, ea face un salt de
o unitate spre dreapta cu probabilitatea py > O, spre
stiaga cu probabilitate g4 >0 sau r§mine pe loc cu pro=-
baoilivatea rif>0, Py + Qg + Ty = 1. Din pozitia O parti-
cula face un salt in poziyia 1 cu probabilitatea p, 2 0,
rlninind pe loc cu probabilitate; T, 20, Py + Ty = 1.
S& se scrie matricea de-trecere a lantului Markov omogen
ce descrie migcarea particulei si si se dea o metodd de
calcul a probabilitdt{ilor de trecere dupi n pagi, folo-
8ind teoria polinoamelor ortogonale;

Solutie. Matricea de trecere are rornhx
r Po 0 O concecces

P_ ‘1 rl pl 0 LR )
o Q2 rz Pz LI A

LR R R R R N I I A A A A )

8% considerim in continuare sistemul de ecuatii
xQ (x) = quk_l(x)+erk(x) + kak+1(x) y k=1,2,...
X=Tqo

cu conditiile Qv(x) =1, Ql(x) =
o

Utilizind aceste ecuayii putem scrie nelatiile
o

0 (x) = go Pa(® k=0
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de unde prin inductie dupid n se obtine
oo

3 VOB AW ()
r=0
Deoarece pk> 0, se demonstreaszs ugor ci
Qk este un polinom de grad k;
Existd atunci in mod unic (modalul o constanti adi-
tivd) o functie G (x) definitd pe [-1.1] pedescres—

ciitoare si neconstantid astfel incic

1
0 dacl k # h

qu(x) Q.h(X)dO‘(x) = })o dacf k = b

-1
Inmultind relatia (o ) cu Qu(x) si Mtogrind pe inter-
valul [—1.1] in raport cu 40 (x) obtinem

o {
gr‘qi(x)qh(x)dﬁ“(x) = Z j‘Q,(x)Qh(x)dD'(x) =

-4 =0
A

= & ng a6’ (x)

=1
de unde resultd py).

2l. 8e A% un lant{ Markov omogen (xn), cu un
numfr £init de stiri: Ajsdy,....,Ag 91 fle pyy | ,k=0,1,..
probabilititile de trecere corespunzitoare. Presupunem
ci existd intregi s > 0 gi k, > O astfel incit
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ain p{®) = a >o0.
’Sk. =
In acest cas lantul (x‘)_o.to ergodic adici limitele

lia p D) . p, 3,k=0,1,...5 existd, independente de j.
Numerele PotPye-c Py fo;nenzl singura solutie nenegati-

vi a sistemului de ecuafii

N L
’k- z pd ’Jk k-O.l....,l
J=0
. K v
care satisface relatia :E P * 1.
k=0
Solatie:
8% notin n{® = min p2 .+ M - max p{® x . 0,1,..,N.
OSLéN 04 LeN

() ¢ g{mel) | y(m)

Bint evidente relatiile: mc® < m{ u{>+D)

2
st 0 <al® ¢ ™ <

dect existd liattele m = lin 5™ 51 - 11a m(®) 4

L -
n <n

Vol arita of de fapt m = N
Pt. anumiti (, 9t fl

.gn,.) _ .i.,,) sl) (l)) p(l'l)

Fio H = [3, 0 <j<HN, pg)d - p,f:’d < o} .
"Ex«[3, 06350 p3,-0y20].
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S84 punem A = Z- (P(‘E“ - p(::,d) gi B = Z.(P(é:" P (‘;'J)
JeH " jJeH

Be observi ck A7 0 g1 A + B = O,
p— .£n+l) - .&no-) < (.ﬁn) - .ﬁn))‘
8int doulk cazuri posibile

k, € B, stunoi B} ~(1- p"c’ (k)7 ~(1-0) de unde 4<1-4
sau k €H g1 atunci 4 <1 - e E, 1= e asesent.
Dect M{™*®) _ p{n+8) < (M)(-(‘) 5™ )
ot cun w(®) - u{®) <10

(=)

prin recurentd l{“) - £(1-4)2 50 ofnd n .

deci m = M, ceea ce arati ol }h pJ:"‘Pk“ pk"k"k

Trecind la limita din relaia Z p{D) = 1 se obyime.
X=0

Z =1
k=0

Prin acelagi rationament utilizind relatis p(n) .

-« N
(n=1)
= 2 P 3 ka se obt{ine Py = Z pd- PJk'
=0 =0 ;

S& sritim unicitatea numerelor PorPyrecc Py

Presupunem ci ar mai exista gi Qo Ql,.....Q. diferite

de cele anterioare pentru care
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)

.l
= 1 i :ZQP
Z =1 g P
Be obtime cu agurintd Qk-- ;E Qd p(n) si pt;n —> -0 avem
3=0

) § E .
"-t‘ZQj "k”czaj"k'
3=0 - 3=0
v Cu r\qgap*iha

P.3. A nu 5S¢ confunda pumerele Porpi- -

'mi*’ccio_ ’
22. In comdijiile prodlemei]2l) fie pip™
Jok = 0,1,0...N. B& se arate cit

= p(xnzk lxml = J)
lim pg'n) Pjk existi gi formeazd o matrice stocas-
ticad.
Solutie:
p(;n) Plxp=k,xy,y = ) ___P(xnu’J x =k). P(xn=k)'
! Py = 9 Plxpey = D

Py Pxp
P<xn+1 =3
N
Dar cum P (x =k) = ?fr Plxg = ) . pgi) rezulti ci
. 1=0
JH
1m P(x =k) = ZP(xo )-R= P
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(=n) P p *
Deci linP Jkn = "J"ké' E L3 Pdk
'Y

)]
H .
In continuare avem b3 pak = -h- 2 PPk = 1
k=0 k=0

23. Considerim indeplinite condiﬂilo din
problema [2]3 Presupunem ci la momentul t = O sistemul
se gisegte in starea Ag, ,éi revine in starea ‘k pt.prima
datd dupid un numdr de pagi pe care i; notdm cu V (k).
S% se arate ci P ( () > n) < (1-a)".
Solutie: ‘
a) Avem evident P( v(k) > 1) = 1= py deci pt. n=1.

& +
S% raticnim prn recurentd : W'Oh-o "4‘: :lu.:om{{

P> 01y« S T P(uM5p, x =3y = B)
BE 34

deci o
P (v ), g1y« PP s, x,-:)Z P (x-«m(v‘ »
3#x

< (1-a)0*?
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24, Dat fiind an lant Karkov cu I spajiul stii-
rilor cel mult numZrabil si cu P = (pu). i,§€1 matricea

de trecere, si se arate uvii:
; ]

£(4,3) = 1im -L‘%n— s oricare 1,j € I,
e A 2 Py
(Porlull luof Dooblin)

m Folosind teorema prmi intrlrit

$ -0 2smap i Z (§(m. na)Zm ™)

d:-;ndn e -
(4+2’_ pa))Z 5(m,‘4);): h;(uz p,) g{ﬁn,,J/

oricare 8'< s,
8

Impdrtind prin 1 + Z pgj 81 sdcind 8 —> = gi apoil
n=1 :

8' —> oo obtinem formula lui Doeblin
In particular

£(i,1) =1 - im .1L .
S
“ 1 z p:d
n=1
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25. Se di un lant Markov omogen, cu spatiul
stérilor I = §0,1,2,... }31 cu matricea de trecere
(pij)' 1,3 I
Dack siral ju;} , 1 €I indeplineste conditiile

Wz0 Z pyyuy<u , 1€l
J

atunci ay = lim Z p:d “J existd pentru orice i€1I

Moo

si &y =7 Pij 8y
3
Selutle

LRy Zpp)y 2 f (2 )<z fay

deci H?Zpid nd ? Z pij “d;a.oo
J J

Existd deci pentru orice i€l

Trecind apoi la limita pentru r -soo in relatia

1 .
% Pyy 2: Py % = %pf; a, obyinem

ZJ pij ‘J = .10'
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26. (Un model al accidentelor de muncd).
Intr-o intreprindere, un luoridtor poate suferi acciden-
te de muncd care necesitid perioade de spitalizare de o
zi pind la m-1 zile.'Sl_preaupuncn 6& probabilitatea ca
lucrdtorul sd nu fie accidentat in decursul unei zile
este 04£q L1 gi ci probabilitatea ca si fie acciden=
-tat i sd fle lpitalint m-r zile este p.p,_,,l<r<m-l,
P = 1l=q, 21 Py = 1 Convonin d spunem cd lucritorul

se afli in stares (' la ltirgitul anei zile daci rio nu

a suferit nioci un accident in decursul acelei zile fie

se gisegte la lfiréitul unei perioade de spitalizare gi
cd lucrdtorul se afli in starea r la sfirgitul unei zile
daci el are de executat m-r zile de spitalizare,l< r¢m-1,
Evident lucrdtorul se poate gisi 15 starea i fie ca ur-
mare a unui accident in ziua respectivd si care necesi-
t4 m-r zile, de spitalizare, fie ca urmare a aflirii sale
in starea r-1 la sfirgitul zilei preeednnti. Este normal
88 acceptim cid eccidentirile sau neaccidentele din sile
diferite sint evenimente independente.

a) B84 se scrie natriégzd%recorc corespunzitoare lantului

omo
Markov cz‘re descrie trecerile lucrdtorului prin stirile

0.1.....,.—1.
b) S4 se determine repartit{ia stationard T in raport

ou [ ventru care jl=1
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Solutie:

a) Matricea de trecere este

(@ P Pg.y P Ppuy ecccce PPp ppl—\

0 0 1 0 0
p= 0 0 0 1 0
0 0 0 veveeeeea © 1
Ll 0 0 veveeense O 0

b) Bouatia[[P = T ne conduce la sistemul "
Mol + L] 1 ’T‘o

WoP Ppy =Ty
To Pacy +Tgay =T 2 € €< am1

Din ultimele m-1 ecuatii ob{inem succesiv
71 = p Pm-‘ T[o
Ta= PPy + Ppp) W

51 in general T = p (é Pa-i) T 45¢s m=l

i=1
m-d
si din oondiyia T1 =1, adick 2 T, =1
1=0 .

sista T, = —i1—

l+p Z ipi
i=1
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27. Necesar gi suficient ca lantul Markov cu
spatiul stirilor I = {0,1‘,2,...]11 cu matricea de tre-
cere 01 0 0 '

o o LEN ]
P- % A1 o Pi*Q’_’l! P1DQ1>°

o % o pz.?.

si admitd o repartitic stationarf T= (T dycy s

o T §
T20, T1=1 esteca > -+ _Px .

1=1 k=0 41

Solutie: Bouatia TP =T de deﬁnitio a unei repara-

t11 stationare ne conduce la sistemul

19 =T,
To * W2% = 7y

Pig Wil * Q4 Ty =Ty 1= 230000

Din acest sistem se obyine prin recurenta:

T
Ty =x, T T::'I 121
: k=0

ot
Din conditia .1 = 1, care insemneazi J Ty = 1 avems
1=0
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1= Ty« 2. x, | CeY sau
i=1 k=0
_ 1
Tos 2 -1 Py
A :i i s
i=1 k=0

§1 Ge aiei T , > O dacd si numai dacd

i-1
S T <
=1 k=0 K+l
In particular daci p. = Py, Q = q= 1-p, k 21

i-1 Py = .
sertfa O I == = L 35 (29! converge
Qe P q
i=1 k=0 1=

numai daci p< Q.

28. Fie lanfyul Markov cu spafiul stirilor

I= {0,1,2,...} g1 cu matrice de trecere

~ o - -
ZZ Q@ Qo o O s &5 .
i
o
P= 12 as & a o
(=
2« 6, a a
(=3
Fasc. 12

Cda. 41/1%80
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oo 3
Daci Z ke, > 1 existi o repartiyle sta iopars T .
k=0 - '

T> 0ei (1 =1

Solutie: Vom cduta repartitia stationard T =( “1)161
de forma T('1 = xi , xc (0,1)

Din ecu‘at.ta fn'p = '\T _pentru jJ€ I, J2 1 obtinem
ecuatiile

o=

—

Z xiai-;hl = x". sau inmul$ind cu x+=d

i=j=1
S iejed _ - '
D X 84_3441 = X » care sint deci identice
1=3-1
oo
gi cu notetia &(x) = Z akxk) sint de forma }(x):x
k=0
’ - \ oo
Dar (o) =8,>0, f(M=1st [(1) =) ks >1
k=D
deci existd x, € (0,1) astfel fneit S—(xo) =
.B& obaervém.apoi cd
oo k=l

S oo 45 (5 apte5 S

—O k=i+1 k=1 1=0
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o
= = 1- -
Z 8 ( 1=, ) 1-x, (1-g, Z 80X, )
k=1 k=1

=-;j; [l-lov‘xo-lq)]ci

i
Lutnd Ty =1—§9~ y M= (g4 1 este o repartiyie

=X :

(-]

stationarid T>0s1 T1=1

29. S4 se calculeze probabilitatea h(i,J)
ca plecind din starea i, un lant Markov (x;), 0 » O (ecu
spatiul stirilor I cel mult»numirabn) si ajungid in sta-
rea J de o infinitate de ori.
Solutie: Notind ocu h(s,i,J) = P(x,, .
putin s valori n > 1) avem succesiv.

% j, pentru cel

h(s+l,i,3) = Z P(x # 3, m<ve BHDy Xy =30 Xp nak = d'
n2l
pentru cel putin s valori k > ll x, =1) =

= ngl P(xy £ 3, l'<v4n+n, Xnen = 3 ‘I. =1) .

fP (Xpensk = J pentru cel putin s va;l.ori k?:l.lx..,n =3)=
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= £(1,J) . b (8,1,3)
Cum h(1,1,3) = “(1,3) obtinem prin inductie

h(s+1l,4,J3) = f(iod) f(JoJ)] s

Dar h (4,J) - . = lim h (8,1,J) deci
. )
Y daoc¥ £(J,3) < 1
h(i,d) = ’
. £(41,J) dacd £(J,3) =1

30. Se d& un lant Markov omogen cu spatiul
stirilor I = {0,1} g1 cu matricea de trecere

1l=p P :
P= Psa € (0,1)
q 1l=q

a) 8% se calculeze probabilitate ca plecind din i, lan=-
tul sd fie in j pentru prima dati dupid n pasi.

b) S& se calculeze probabilitatea plecind din i, lan-
tul s4 fie in j dupi un numir finit de pasi.

c) S84 se calculeze probabilitatea ci plecind din i, lan-
tul sd ajungi in jJ de o infinitate de ori.

Solujie. a) Se obf{ine cu ugurinti

l-p dacd n = 1
2(8,1,1) = .| pq(2-9)"2 aacx ny 2.
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£(n,1,2) = p(1l=p)®~ 3
£(n,2,1) = q(:l.-q)”'1

‘leq dacd n = 1

£(n,2,2) = _
pa(1-p)2~2 dack a 32
“ .
®) £(1,1) = (-p)+pa J (1-9)™2 = 1 91 analog £(2,2)=1
n=2

£(1,2) = pi (1-p)®} = 1 g1 analog £(2,1) = 1

n=l

(Deci ambele stiri sint recurente)
vaes
¢) Conform problemg ankricarc resultd o

n(i,3) = £(4, =1 , 1,j=0,1

31. Se di lantul lu;kov (xn). n30cu
spatiul stériler I = {0,1,2, 3] '

81 ou matricea de trecere

o o0 o0 1
»= |9 O 0 1
3 3 o o
o o0 1 o
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54 se arate oci: _ .
a) toate stiirile sint recarente, reflexive gi pozitive.

b) lantul nu este ergedic.

Bolutie: Calculind puterile lui P obtinem

fo 0o 1 0 3 3 ° 0'1
" lo o "1 0
P . P |& 3 ol ..
0o 0 o0 1 g
o o 0
3 3 oo o0 0 o 1
iy L g
pi=p
de unde rezultid
0 daci n = 3k=2, n = 3k-1
Py = Pop =
1 22 dl“.l=3k-
0 dacd n = 3k=-2, n = 3k=1
A '
33" a4
b § dacd n = 3k
K= 1,200,

a) Utilizind teoremele -

- 0 stare i este recurentd sau nerecurentd dapd cum

[
z p:’_ diverge sau converge,
n=1

- 0 stare i este reflexivd sau nereflexivd dupid cunm

p'i'i) 0 pentru cel pu{in o valoare n = 1,2,... saa
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n
Pyg= O pentru orice m = 1,2,..0

- o stare 1 este pozitivd sau nuld dupd cum lim p:1>0

dau lim pu= 0,
gi forma concreti a probabilititilor p“. rezulti oi
toate stirile sint recurente, reflexive sgi positivo.

b) Rezulti imediat tot din forma probabilitatea pga-

Obs. Lantul este inductibil deoarece se observd cid pen-
tru orice i,j existd n-1, n=2, sau n=3 astfel incit
p:d > 0 91 rezultd si de aici cX toate stirile siat re-

curente si pozitive.

32. Fie (xn), n O un lan{ Markov (cu spa=-
tiul stirilor I finit). Se gtie ci oricare ar fi starea
i, dacd j este stare tranzientd ’:‘I.i.l.nopn = 0. S& se ara-
te ol aceaat§ convergentd este exponentiali.

Solutie. Va trebui si aritim ci existd a > 0 gi a<cb <l

astfel inocit pgj < ab?.

Din ipotezd rezultd ci pentru 0 <& < ' 1 existd n,, sst-

fel incit Z pgd <E s pentru orice n 2 n, sl 1€1.
JeI
Se gtie ci daci i este stare recurenti si i — j atunoi

31 J este de asemenea recurenti. Din acest motiv putem

scrie in continuare:
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(s+l)n sa, . s,
ZP“ ° 'Z ,Pnﬁ(azpik
JeIl- _ J,k€1I k€I

‘n. [ ]
de smde z Py <&

Je1I

Cum orice nz 1. este de forma p = an +r, 0S T < N, avem

' 8 r -2
Piy= 2 Py "By Lgt s © =wt
keI _
i
By

onn:z-l-,b-(g)

33. Fie (‘n)' A 20 an lant Markov omogen
ou spapiul stirilor I = {0.1,2.3,..'. } §1 matricea de

trecere:

P 19, O 0 O ......

Ps ” 0 1-910 O cevcee

’2 0 0 1"2 O coceee ) p1 € (001)

.

8% se arate ci starea O este recurenti daci gi numai
daak

[

S By =

i=0
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Bolutie. Avem:.
£(1,0,0) = py = (1 = p,)

sipt. n>1
n=2 n=2

£(n,0,0) = Tr (I‘Pi)Pn.]_ "“ (1"’1) 1-(1']".1) =
1=0 1=0

D=2 n=-1

"“ (1"1) L T[ (1"1) = UD-Z - un_i
i=0 1=0

"F (1-py) ack 23 0
120 T4 22

ande Un =
1 dacd 2 = =1
el el -
DeoiZ foo = Z (Upo= Upy) = 1 =T,
n=1 n=1

Polosim in continuare urmitorul resultat clasic

n .
Dacd py € (0,1) 81 Uy = T[ (1-py) atunci U, — O oind
10 : ‘
R -5 oo  dasok gi numai dack ) P, = co.
1=0

o g
Rezultk deci of 9 f3, = 1 dack g1 numai dack ) Py=os

n=i 1=0
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34, FPie lantul Markov ou spatiul stdrilor

I= 20,1.2,... 3 1 matricea de trecere

Tao a8y ay ‘3 .......—1
e, e 8, n’ cevvece . 5:“ .
p= 0 8, & 8 ceeeees ' k=°‘k
» O 0. ..o .1 eccoeee
0.'..'..0...‘.O..l..t.....J

—

84 se u'-ato cd:

o0
a) dack Z ke, > 1 lantul este tranzient (toate stari-
k=0 le sint tranziente)

o
b) dacd Z ks, <1 lanful este recurent (toate stiri-

k:Q le sint recurente).

8olutie. Se observd ci lantul este ireductibil.

a) Folosim teorenma:

Necesar s5i suficient ca un lant Markov ireductibil,
ou spatiul stirilor I = 10.1.2,... }gi cu matricea de
trecerec P"(pij) 1,j€1I, 84 fie tranzient este ca si
existe un sgir (yi)iél’ neconstant care si satisfacid

siastemul de e.ouat i1:

o
Z pij’j'-”i' i€I, 1 40
J=0
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Vom cduta solutii ale acestui sistem de forma ¥y = x*
x€(0,1).
S8istepul va deveni:

oo
Z puxlxxi,ifo sau

J=0 \

- 1

Z 84441 xd= x s 1 #0 san incd (inmulyind res-
J=i=1 pectiv cu xl"')

o<

z 85401 -4l | o
J=i=-1

Observim ci toate ec}gﬂile sistemului sint de forma
£(x) =x ou f£(x) :Z nkxk.
k=0

Dar cum £(0) = a, >0, f(l)-Zak=1 si f_'(].) =Z kak >l
k=0
existd x € (0,1) incit t(xo) = xo. deoi

¥y = x: este gsirul care asiguri tranzieata girului

b) De aceasti datd folosim teoremat

Necesar gi suficient ca un lan{ Markov ireductibil
cu spatiul stirilor I = {0,1.2,... } 81 cu matricea de
trecere P= (pyg)s 1,J €1 84 fie recurent este oa si

existe un sir (y;)ygq» 1lim yy = oo care si satisfacd
sistemul de inécuatii:
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= :
Z Pig I3 T 1460,

J=0

Vom aréta cX girul y,=_ satisface pentru lanful dat
teorema de mai sus

o oo oo
Z' pijﬁj = Z .3-1’1" s Z .:-1'1(3-101)+1-i -
J=0 J=i=1 J=i=1

=] xa-lets1, 140,

k=0

35. 8e di un lant Markov omogen (x,) n30,
ou spagiul starilor [ cdl molt numdrebil si P= (py) ij€r
mo‘l’rim él ‘l'mm, § )

Notind cu [pes =P SIEIT R &vsn-l | x,=1),
k43,821 ,1“9';1 3 kpgj
=0

8% se arate cXf daci 1 $i J apartin aceleiasi clase re-

curente
m

.Z .L
L
lim _’!.‘_-‘S_I,_J_ . 11,;:

L ) z ;
ﬂ.:of
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Solutie. Avem:

> S e > Z ’
Py = P27 = Pygi Pi
3 nz;'o v =0 Lplj n= v =0 ‘.Pa

v ’
decarece 1’13 =0 pt V2 n.

si mai departe,

~Re=V
Z Pu Z 11’13 ’Z Pyy P13
n=0 v =0

unde a 5
~ B P ' R = 125000
..o L 13 ’ L Al
iPij =

0 -3-1.;-2.000

n n
n v {2ed
Deci Z pij,": z P11 pid Z P11 iP’-J
n=0 ‘

Folosim in continuare urmitorul rezultat din analiszi:

- Ll
Fie C, =) &, b, , unde O<a < K, KE>0, 2 a  =o04
p=0 m=0

daci 1im b, = b<eoatunci lim Cn =D

n
Za

<
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- B
_ & — a
85 punem & =Pgy ¢ by =1 PU i € -ZP,.J

e

Se observid ci 05;:15 I, Z P::L = oo (starea i este
- recurenti)

. oo
Cm -
lim by = 11m By = 2 Pyg= Pyy (din ipotess
p=0
asupra stirilori si j)

™ .
2Py |
rezultd deci ci lim F"‘ = Py
(49
m =90

36, Fie (xn)’ n >0, un lany Markov omogen
ou spafiul stirilor I finit; gl ICI, P £ gzﬁ multimea
stirilor transiente. S& se arate ci probabilitatea de
a riémine la nesfirgit in mul{imea '1“ este 0;

Bolutie. Si presupunem oc# lantul pleacd dintr-o stare
i € I oarecare gi fie jc T. Avem succesiv:
P ‘starea j revine de o infinitate de or1)=Z p(x°=1);

. 1=1
o P (starea j revine de o infinitate de or1| ‘xg=1) = 0
D s

0
Dar evident existd j €I inolt

(x, €7, n20) ¢ (starea j, revine de o infinitate de
' ori)
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deci P(x,€ T, nz 0)€ P (starea J, revine de o infinita-

te de ori) = O ceea ce demonstreazi ci probabilitatea
de a rimine la nesfirgit in mulf{imea T eate O.

37. In conditiile problemei 36, notind
cu a(i,k) probabilitatea ca lan{ul Markov plecind din
starea tranzientd i, s ajungi in starea absorbantd

k(pgy = 1) satisface relayias

a(i,k) = Py * Z Pia a(J,k)
: Jer

Sclutie. Neexistind probabilitatea niscirii de la o sta-
re absorbanti la alti stare absorbant¥, in condifiile
noastre a(i,k) = £(4,k)

Dar cum £(1,k) = P (3::‘ = k)

s1 deoarece {x; = kjc{x, ) = k], k f1ind absorbantd
rezultd
a(1,k) = £(1,k) = lim P (x,=k) = lim p3) ()
m -0 Mmoo

Din relatia Chapman-Kolmogorov

o+l n+l
Pix = 2 Pyj Pyx
jel
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o+l n
deducem Dy, = Py + b Pij Pyx (p)
' JeT '

(Aa tinut cont of numai pt. jJe€T P;k #0 g1 ci p:fl)
Trecind in relafia ((3 ) la 1imit¥ dupd n si $inind
cont de relatia (o) obtinem

8(1,6) = pyy + 2 Py 84,0
. Jer

38, S¥ se erate ci dacid pentru lanful

Markov (xn), n20 ocu spatiul stirilor I numirabil $i cu
matricea de trecere P = (Pij)' i,J i, nultinea FC I a
stdrilor neesentisle este finitd, atunci cu probabilita-
tea egald cu 1, lantul Markov rimine in stidri din P
numai de un numir finit de ori. -
_mt_lﬂg. Deoarece o stare neesentiald nu este accesibi-
14 dintr-o stare esentiald avem

Pmen € F|Zm=t)=P (Amop &F, 4 S ke m|Tmzt) =2 Py

)'Gl’
i€ P, n;n = 1p25000

n
81 este suficient 83 aritim ci linm Z piJ =0, i&F
M= oo JGP
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Deoarece
Plxgr€F 16k €l xy, = 1)<
Py € By 1<K gn |z, = 1)
> (n)
sirul Pyj este monoton descrescitor .
jer
Tinind cont ci o stare este neesentiald este nuld
(1im p's:J = 0, 1€ I, dacd J este nuld) pentru o £<¢ 1

existd m astfel incit 2 P:J <é<1l, nzm. {€F

je
(8+l)m sm ] 8m
st cun 2 Py =L Py c Py SEZ Pyx , 16F

Jer JokEF RIS SN
. prin inductie v:zultd ca :
sn 8 0
Z Py & £ ceea ce atrage cid lim Zpu =0
jer M0 4 CP

39.(Problema ruindrii ;]udecétorulni);
Doi Jucdtori sustin o serie de Fomf;f_le_ ale aceluiagi
Joc, sumele lor initiale puse in joc fiind de k gi
£-x 1e1.

Cda. 41/198c Fasc. 13 -
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S84 presupunem c3d fiscerse partidi se pariazd pe un sin-
gur leu ¢i probabilitiyile de cistig a unei partids de
oftre ocei doi parteneri sint psiq-= lQp, pe(0,1) si
in plus ci rezultatsle partidelor sint independenta.
a) S84 se scrie matricea de trecere a lantului Markov
omog;n care reprezinta evelu{ia capitalului primului
Jjucidtor.
b) 8% se ‘ceslculeze matricea fundamentald a acestui lant
Markov (€a# particular '?:3, ‘(:“ pt. » £ %).
¢) S84 se determine probabilititile de ruinare ale pri-
mului, respectiv ale celui de al doilea jucidtor.
d) S& se determine durata medie a competiyiei.
Soluties . ‘
a) Spayiuol stirilor este I = {0,1,2,... ] jar matri-
cea de trecere este

1 0 0 0.....0 0O o.l
q O p 0 .ccoe0© 0 O
Pe 0 @ O D aeeeeca© 0 O
0 o0 ' 0 o qQ O »p
0 0 0 O o 0 1 &

b) Utilizdm in continuare excelenta monografie "Lanturi
Markov finite gi aplicaii" de Marius Iosifescu.

Pentru. un lang cu stiri tranziente (numit gi lan{ absor-
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. I of .
bant) care este de forma P =[; ;]:'I matrice unitate) '

matricea fundamentali este N =(I = T)-l.

In cazul nostru )
[0 p o0....0 01
TS q 0 P .-..0 0

................... .

0 0 o 0 p
Looo qu

si prin calcul direct obtinem matricea fundamentall
N = (n(i,3)) si anume:

@ e
(e f(f- 'L( g)‘ ‘l [(f_)e“_ (_E)J"‘]M

Pentrn P £ %

n(itd) =

iar pentru =
P 2

3 (-1 dacy § <1
n(4,3) = £
¢ 1 (0 =3) dacd §S51

In particular pt. e =3y, P £ %
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P +P3*+q T 1

tar pt. (=8,p %%

2

pa® p
o= P42 q 1 p
2 a e

¢) Probabilitatea de ruinare a primului Jjucitor este

e-l P C—1 =1
a(1,0) =F n(1,Dpgo = (Mg » dack p4 §

J=1 (q) -
ok ¥, - G- &

Probabilitatea de ruinare a celul de-al doilea jucdtor.

a(4, € ) =1 - a(4, 0)

d) Durata medie a competitiei este

Q-¢
{-1 2—‘— % t..e(_f < hack p #
ML(U):Z M(L,'S) N P_‘ (‘ztj -1 ' ¢
"t {(e-Q) asck p = §

t$e sb-c
('1( y ) este valoarea medie a variabilei aleatoare, ce

exprimi¥ timpul pe care lantul i1 petrece in mult{imea std-
rilor tranziente,calculati in raport cu probabilitatea P
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40) Si presupunem ci lanyul Markov omogen (x,)
n 7 0, cu spatiul stirilor I = {0,1.2.... } sl cu ma-
tricea de trecere P = (piJ)’ i,J &I este ireductibil.
Dacid sistemul de ecuatii

ZYJPii”il- iel
3=0

are cel pufin o solufie care satisface condifiile

CORDINE A P
=0

(F), existi cel put;ln un j € I fncit 3o £0
atunci lanful este pozitiv reourent.
Solm;ia: S3 notim pidz i 2_ pij gl deoarece

Z yd Pji = 71, n=1 2,.. relultaz_ ij..u = yi
J=0 . J=0

Ut11izind conditia (o) avem Z(yj\pu z |yd\<uc

deci pt. m —5 -~ obtinem

Iy = lim Z yJ ;Ji = ZIJ 11!;;1
Mmoo =0 J=O

51 oun 1in Pjy = im L Z Pyy = Wy20

L P h=

rezultd y, = Tfi J%O Ty
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Diz zondititle (¥ ) gi ( B ) se constatd ok existd i

fneit Ty £ 0, dect [y >0
(] (-]

41. B4 presupunem c¢i lantul Markov omogen
(x;‘),nz 0, ou spatiul stirilor I = {0,1.2,... };1 cu

i
matricea de trecere P = (p“), 1,J I este ireductidbil
gi pozitiv recurent. Dacd 51’“"[’3}' 74 20, J = 0,1,2,.
satisface sistemul de i.nocutu:

o

EO ’J ’11< 3‘

o
J=0

ad
Solatle. Prin inductie obfinenm Zy, p";1§’ Ygr 031
J=0 '
s1 pentram > 1

m=1
o<

Z ’3 ;:1 §’3 nnd.;;i ’-,‘!_'““Z Pg‘_
§=0 . =0

gi ocum 7y 2.0,'}:1?0 atunoci gya i’;iéyi pt.orice H 0
J=0

Pentru m -—> obtinem
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M.

ETOL R0

Dar cum W, > 0, sumele partiaie 'Z 11 sint egal mir-
i . oy

ginite pemtru orioo N >0, deci

Z ’j Loy

42, Be 4k lauvui Markov omogen (xn). nz0, ocu
spatiul stiriler I = 10.1.2.... ] 81 ou matricea de
trecere P = (pu). 1,J€ I, ireductidil si recurent. Sk
se u-l“to cd girul

*
'0 = 1, '1 = 0’01 i = 125000
este solufie a sistemului
'1 z p:i i= 0’1'2. see
(Utilizim nots;iile introduse in problna 35)

gglugig

Z'Jpji Z oPoaPn + Pog = Poy * Z zo’o: Pi1
J=0 j:]. n=1

81 cum ‘,p‘.‘.1 < o avem mal departe
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B+l
oPol

Ll N
=1 (0,0 2% &=

pt i £0

Deci pentra i # 0

Z ViP31=Po1 ’Z o’o:l 'Z opoi = o’oi = Vg

(Pted £ 0 Doy = Py )

i pentru i =0

o Z w1l I nel
z YiPj0 = Poe oz f(o,o):Z £(0,0)=£(0,0)=1 = v
J=0 n=1 n=0

43. Fie I o mulf{ime cel mult numiirabili, ol
= {ws (1..11....3/1ke I} 91 X, 1 ¥ 5 I protectia
de ordin n; _ '
Pentra k¢ § fie aplicatia ©, 1 I' —5 I' definit
.prin X0 0= X,,x Pentre orice n si pentru v xl"—) |
fie splicatiile X, 1 I' — I, Oy: I' —> 1F defini-
te prin X{w) = X,('S)‘U). 9‘,(w) = 97[(',;0)
Fie P o matrice de tranzif{ie pe I, q o lege pe I gi fie
Pzprobabilitutea pe K:fg)(xn] n 2 0) in raport cu care
(Xn) este ;an; Markov cu matricea de trecere P gl legea

initiald q.
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S% se arate od dacd ) este o -74\.’ ﬁ(xo....xn) ~optio=
nald finitd atunci are loc egalitatea:

-1
(¢)) Pq(l n 9, (B)) = Pq(A)PJ(B)

pentru orice JE€ I, AGR» ’ AC?XU= 3} si BE @. ‘
In particular si se deducd egalitatea
@ By [ze6u]K)]=vxy) P - aus.
pentru orice v.a. Z 2 O unde b(i) = ni(z)
Solutie. Presupunem pentru inceput ¢X )V este constant,
deci ¢ = n.
Daci AG}CR gi B é'J(sint'de forma: A ={X°=I.o....,xn =
= n}; = {xo = Jgreeniky = Jp} atunci egalitatea de de-

monstrat se scrie sub forma

Pl(xoziﬁ,' - )xl=i‘n'-l an'zjt," &ffﬂf)’

2 pi (Yo=lo, - +¥m=in) M (Xo=$o,~-- , Xp2]p)

Din definifia lanfului Markov rezultid cd cei doi membri
al egalititii precedente sint egali cu

Q1°p(1°11) .o ‘P( in-l’in)p(do':’l) . .P( Jp_lt Jp) dacd 1n=d°
$1 sint egali cu O decd i, # j,, deci egalitatea are loc.
Apoil teorema de unicitate a probabilititilor permite sa
concludem c¥ egalitatea (1) are loc pentru A,B ca in
enuntul teoremei.

Fie acam U arbitrerd, A €Xy AC|K) = 3} 51 BE K Deca-
rece AN {»: n}G]fl conform celor precedente putem sorie:

R Liv=adan ne'(e)- B L (o=ndnajag ()] «
. pi[ {p=aYa i) ‘P'b (%)
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de unde insumind dupi n rezultd (1).
Pentru egalitatea (2) este suficient de aritat od:

S‘Zae’drq - S‘b(!v )qu dacd AGRylun avind in ve-

dere teorema clasei monotone putem presupune oi
Z :xB s BE @

In acest caz avem 5 XGOO,, d.Pq-Pq(A neu]'(B)) =

A .
2. ranx, =3)n§E) = I Pan[X, =3hry®) =
je1 Jel

Zf 'erar Zf P(B)arg

JeI Anjx, =) jer Anfg-:j

= j Px'(B)qu.

A

44, r:lo (X )n;O un lant Markov omogen cu re-
partitia initiald § 4 Definim prin recurentd urmitorul
gir (V‘i)k>° de Xq‘“_f 'B(xo....,x )-optionales:

Yy =0, v“’l = un {n>vf 4 X, = 1} vE*l . o daa

multimea de sub min este vidi. Dacid i este stare recu-

rentd g1 Z este o v.a. cu valori in N si J{v" misurabili
t
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sl se arate ci girul (Z<9, 4 )k30 este un sir de v.a.
independente gi identio repartizate.
Solutie. Deocarece i este recurentd rezultd ci lanful "
(xn) 0 viziteazid de o infinitate de ori, asa ci v.a Vl
eint bine definite (finite a.s.).
Fie p(J) = Pi(ZaJ); problema este rezolvati daci ardtim
ci:
Picz-’e”:- Jpr 0SS0 = p(I) o3, )

Vom dovedi aceasta prin inductie dupi {
Pentru ( =0 nrimatia.uto imediatid. Presupunem afir-
mef{ia adevidrati pentru ¢ -1 g1 84 o ardtdm pentru e
Aplicind egalitatea (1) din problema precedentid opyio-
nalei \)i i evenimentelor A = {z.;o}, B-?Loe"k =

1
= Jk+1' 0%kl ] vom obtine:

-4

P,(AN @ (B)) = P,(A)P,(B) deoarece X, = 1 pe A.

i i i vy

<!

ors A g (B) ={2=a,.z°e,,‘uev: = g, OE<E) =
=Y =J 0<k4€}deoaroco 0,090,208, Lt

&zoe‘}; k' 9% pvt I 6){ +

Pe de altd parte ipoteza inductiei aratd ci Pi(B) =
= P(31)~~-P(Je e
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45, (Urnn.lui Polya). Se conaidez_-a 0 urnid care
la momentul ini{ial contine a bile albe $i b bile negre.
Se extrage o bild, dupid care bila extras#d este reintro-
dusi in urni impreund cu ¢ bile de aceiagi culoare. Fie
X numirnal bilelor albe obf{inute in primele n extrageri
O'an<né;x°. = 0 prin definityie. Dacd x, = 1, acoasta
insemnind in primele n extrageri au apirut i bile albe
81 n-i_bile negre, Compozi‘,fia,, urnei inaintea celei de
(n+l) - a extragerii va fi atunci a+ci bile albe si
b+(n-i)c bile negre. Evident probabilitatea ca X,y s&
ia o anumiti valoare, condiftionatd de cunocagterea valori-

n
luatd de Xpe deci x, este un lanf Markov,

lor lui x,y X;,++yX, na va depinde decit de valoarea

84 se calculeze probabilitatea de trecere:

Solutie:
Plrg,y = 1|xy = 1) = B{Eclle
P(xp,, = #+l|x, = 1) = ite
Px,,, = d|x, = 1)} =0 pt. J £ 4, 141

pt. orice 0 ign, n20

S8e observi deci ci acest lant Markov nu este omogen si
in plus spatiul stdrilor variazi in timp (stirile i po-
sibile la momentul n, cele pentru care p(xn=1) > 0)aint

0,1,.0004n)0
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