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THEORIE DES ERREURS ACCIDENTELLES

1. a) Erreurs accidentelles; b) Propriétés

a) Sion effectue ,,n” mesurages directs sur une grandeur physique X, (par exemple: longueur,
masse) dans les mémes conditions et avec la méme précision (c’est-a-dire avec le méme appareil,
les mémes précautions), on obtient les valeurs mdividuelles x ..., x . Les valeurs x, sont dispersées
autour de la valeur réelle x,. Autrement dit les valeurs obtenues peuvent étre inférieures par
rapport a la vrai valcur x.

On constate que les résultats x, sont presque les mémes, parfois la coincidence est totale. Si
en répétant les mesurages on obtient rigoureusement les mémes valeurs individuelles, ¢a signifie
que la méthode de mesurage utilisée n’est pas assez précise. Chaque valeur individuelle x, est
aflectee par I'erreur absolue accidentelle A, = x - x (ou A, = x_ - x,). La valeur mesurée x de la
grandeur X' (ou Ierreur absolue accidentelle A = x_- x,) est une variable aléatoire continue.

Pour chaque mesurage on obtient une seule valeur x, dont I’apparition ne modifie pas la
probabilité pour d’autres valeurs et par conséquent on tire la conclusion que les erreurs
constituent un systeme complet d’événements incompatibles et indépendents.

Donc, pour des mesurages individuels obtenus avec la méme précision et un nombre dessais
assez grand (» >>1) on peut appliquer aux erreurs accidentelles le théoréme du calcul
probabilistique.

La theorie des erreurs accidentelles est en effet une théorie statistique, donc ses
conclusions ne sont pas certaines, mais les plus probables.

b) Les propriétés des erreurs accidentelles sont:

1. Toutes les erreurs accidentelles absolues"Ai sont inférieurres a une certaine limite (le
principe limitatif).

2. Pour un nombre de mesurages ,,n” assez grand, (»>>1) on constate que le nombre des
erreurs absolues négatives est égal au nombre des erreurs absolues positives et la somme algébrique
des erreurs absolues accidentelles est extrémement petite (le principe distributif).

$a=3(x-x)>0
i=| =l

Autrement dit, les erreurs accidentelles sont dispersées symétriques d’un c6té et de 1’autre
de la valeur réelle x ; les erreurs accidentelles de méme module et de signe contraire ont la méme
probabilité d’appantion.

En conclusion, la fonction de distribution f{x) est une fonction de |x - x,| ou (x - x )*.

3. Les erreurs A, petites en valeur absolue sont plus probables que les erreurs A, d’une
valeur absolue grande.

Ce fait implique que la fonction pour la distribution des erreurs fx) diminue par rapport a
(x - x,)* (le principe causal).
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4. Parfois, on dit encore que la moyenne arithmetique des erreurs A, tend vers 0 pour un
nombre mfini des mesurages (le principe probabilistique).

A+ +A

lim =0

n—yeo n
Les proprietés énumérées ci-dessus ont été obtenues dans la pratique et sont considérées
des axiomes.
Exemple n° I: Soit une série de 40 erreurs accidentelles, ordonnées par rapport a leurs
valeurs absolués.

+0,02 - 0,25 +0,66 -1,15
- 0,02 - 0,28 +0,67 + 1,18
- 0,05 - 0,50 +0,71 +1,27
+0,15 +0,50 -0,72 -1,28
-0,15 -0,50 +0,82 +1,29
+0,15 - 0,52 - 0,88 - 1,30
-0,17 - 0,56 - 0,91 +1,45
-0,17 - 0,58 +0,95 - 1,55
-0,22 + 0,65 + 0,98 + 1,65
+0,25 - 0,66 +1,12 -2.42

Observations:

a) il n’y a aucune régle de succession par rapport a la grandeur aussi bien qu’au signe, donc
il s’agit d’erreurs accidentelles (aléatoires);

b) I’erreur maximale contenue dans la série est -2,42 et sa valeur absolue est une limite pour
toutes les autres (le principe limitatif);

c¢) le nombre d’erreurs dont la valeur absolue est mférieur a I’unité est 29 sur 40: il y a donc
plus d’erreurs petites en valeur absolue que des erreurs grandes en value absolue (le principe
causal);

d) il y a 19 valeurs positives et 21 négatives; la somme des erreurs positives (+ 14,64) est
trés proche de la somme des erreurs négatives (- 14,62) (le principe distributif);

Ay+...tA 0,02 . .
‘ 20 2 = 5 = 0-0005 se trouve dans le voisinage du 0 (le

e) la moyenne arithmétique

principe probabilistique).

Exemple n® 2: Dans le tableau ci-dessous sont présentés les résultats pour n = 100 mesurages
sur la célérité de la lumiére dans le vide c, obtenus par Michelson en 1879. Pour avoir une image
plus claire sur les fréquences relatives d’apparition des certains résultats (et par conséquent sur
leurs probabilités d’apparition), figurons les données du tableau situé a la droite (un histogramme)
comme des barres verticales dont la longueur est égale au nombre f, d’apparition d’une valeur
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individuelle (f, = %, n=100) {; Ag(*)
ni

¢ [km/s] f= - l \
299.500 1/100 ’ /T
299.550 2/100 i} M
299.600 8/100 ) AN
299.650 14/100 A .
299.700 22/100 7% B \
ooam0 20100 w1 |
299.
299,850 7/100 '12% JE;
299.900 1/100

Fig. 1



Si le nombre des mesurages est suffisamment grand f s"approche d’une fonction f{x)
probabilistique. Au lieu de I'histogranmume on peut construire une courbe qui represente la densité
de répartition f{x) (1a fonction de distribution pour les erreurs accidentelles) sous la forme dune
cloche.

2. La courbe de Gauss

Dans la figure n° 1 on a figure le résultai typicue d'une serie de ,,n” mesurage directs,
effectués dans des conditions identiques. sur la méme grandeur physique. Les valeurs individuelles
x. (et les erreurs accidentelles A ) ont des diflerentes tréquences d’apparition. Les valeurs des
résultats x. plus proche de la valeur réelle x_ont une [réquence relative plus grande par rapport
aux résultats individuels x, €loignés de x_

Gauss a démontré (1821) que la densite de répartition f{x) qui obéit aux axiomes
fondamentaux des erreurs accidentclles peut étre mise sous la forme: fx) = ke %" ouk, h
sont des constantes.

Cette fonction est nommée /a /oi de distribution normale de Gauss (la cloche de
Gauss) - fig. n° 2. '

La densité de repartition f(x) est tres A
importante parce que le produit /{x) Ax = AP ! 7™\
donne la définition de ia probabrine pour ‘
qu’une valeur individuelle soit comprise dans
I'intervalle x et x + Ax. Pour Av — 0. on
obtient dP = flx)-dx.

La constante £ peut étre déterminge a
condition que la superficie comprise entre la
fonction de répartition f{x) et 'axc Ox soit
égale a unité. Cela signifie que la probabilite
d’obtenir n’importe quelle valeur possible est
égale a l'unité.

e o . . PR . .
En utilisant I’intégrale Poisson '¢ = dv=yn. il s’ensuit que:

- I

J'f( )CL\—]—/\'( ’ ":l‘\':%‘ - ~—_J__l

o 1~

On anoté: = = A(x - x ) = dz = Adx

h ii : M
On a: k = —= et donc pour flx): fix)= =«
N pour fix): AAx)= -
La signification de la constante /# sera obtenue en calculant les coordonnées des points
d'inflexion de la courbe. Les dérivées du premier et dii second ordre sont:

df(X) 2K’ EEPIVENE df(\‘) 2h’ a2 27—k (x=xy
™ _—ﬁ(\' X,)e -»d\_:——z - —?{ 2hi(x=x,) ]e

De l'annulation de la dértvee du premier ordre on a x = x_qui correspond au maximum de
la fonction f{x).

De l'annulation de la dérivée du second ordre on obtient les points d'inflexion: x,; = x, = NS
B 2-h

La constante 4 caracteérise la largeur de la courbe de Gauss. Sih, < A, 1a courbe sera plus
large que dans le cas 2 = A (fig. v 2). Pour /7 grand l:: courbe est trés étroite, les erreurs sont
petites, autrement dit les valeurs x sont groupées attours de x . Pour 4 petit la courbe est trés
large et les valeurs x, sont €loignces par rapport a x .

https://biblioteca-digitala.ro



Par conséquent on peut considérer /4 comme un indicateur sur la précision des mesurages
(sa dimension est I'inverse de celle de x).
La probabilité d'obtenir un résultat compris entre x’ et x” (voir fig. n° 2)est donnée par la

surface comprise entre la courbe, les deux ordonnées et l'axe Ox: I S(x)dx. La courbe fx) est

symétrique par rapport a x_ et tend vers 0 pour x — =+ oo.

3. a) Estimation sur la vraie valeur x
b) Erreurs apprarents. Le principe de la moyenne arithmétique

a) Pour une série de mesurages d'égale précision, la meilleure valeur de la grandeur mesurée
est la moyenne arithmétique des résultats obtenus:

Observation: x est la valeur la plus proche par rapport a la vraie valeur x , mais ¥ ne
coincide pas avec x .

b) Les erreurs apparentes (probables ou résiduelles) sont définies comme I'écart des résultats
x, par rapport i la moyenne arithmetique.

Notation: v; =x—x;

Proprietés des erreurs apparentes:

1. La somme des erreurs apparentes pour une série de déterminations est nulle.

Démonstration: ivi = i(f—x.-) =(X—x)+ (X —x, )= — (gt +x,)=nx~ ix,-

i=l =l i=]

_la _ ?
Parce que: =2 x;, il s'ensuit que >V, =0.
i=1

i=}

2. On a établi que la moyene arithmeétique x est la valeur la plus probable de la grandeur
mesurée, la plus proche de la vraie valeur x,. Pour un nombre suffisamment grand des mesurages
(n > o), 0nax—zx,

Démonstration: On considére la somme:

11 4 n
z(xo - '\.l) = Zxo - zxi =nx, = in
=] i=l i=1

i=l
- " -
On sait que: XX =nx
i=l
n .
:Z(XO_xi)=nxo_nx
i=]
— 1&
SX=x,-—Y (x,-x;)
n,=)

On note o, =¥ —x, 'erreur de la moyenne arithmétique ou l'erreur moyenne quadratique de
la moyenne arithmétique.

Pour » suffisamment grand, la somme X(X—%) n'est pas nulle, mais tend

i=1
statistiquement vers 0, ’}i_rg_f:(xo —x;)=0 puisque on a le méme nombre des valeurs positives et

négatives. De plus, le dénominateur tend vers l'infini (n—eo).

8
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Conclusion: La différence entre x_et ¥ est extrémement réduite parce que dans la somme
considérée les erreurs (x_ - x,) se compensent mutuellement, puisque la valeur de n est considérée

grande.
3. Entre les erreur apparentes v, = x-u; et les erreurs exactes A, = x_-x, il y a la relation:

— 1z
Vi=X-x=x, - = 2 (X, = X)) — X = (X )——2(\,) x); 11 s'ensuit que: Vi~ 4; ———ZAk
|y 1 4= M k=1
4. Entre les erreurs absolues (exactes ou réelles) A = x - x, et les erreurs apparentes

(résiduelles ou probables) il y a la relation:

—Z(x —-x;)

E(X—l) ou

)l—], =1

" 1
“$ar-—Ffv

ny=) n=1i=

La relation ci-dessus entraine:

a) l'inégalité: Z(X x) <Z(x -x)

b) sila somme Z(x -x)* est minimale, la somme Z(X ~x)* sera-t-elle aussi.

i=|

4. a) Erreur moyenne quadratique d'un mesurage individuel
b) La relation entre l'indice de précision h et l'erreuer moyenne quadratique

a) On note par G l'erreur moyenne quadratique d'un mesurage individuel; du point de vue
physique ¢ nous donne un critére d'appréciation de la précision sur les mesurages x, ..., x,

individuels.
1 I n
0'=J =J— ).(.ro—xi)z
—li=1| ni=1

Exemple: A la suite des manipulations cffectuées pour mesurer la densité a l'aide de
picnométre deux étudiants (A et B) ont obtenu les résultats:

Mesurage 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Etudiants
p 530 [ 480 [ 460 | 520 | 490 | s00 [ 540 [ 470 | 480 | 530 A
[kg/m’] 500 | 490 | 430 | 520 | 510 | 490 | 580 | 500 | 530 | 510 B

On suppose que la vraie valeur de la densité du liquide soit p, = 500 kg/m’. En calculant

. . 7200
les erreurs moyennes quadratiques dans chaque cas, on obtient: 6, = o = 27 kg/m’ et
13000
Op= o =36 kg/m’.

Donc les mesurages effectués par I'étudiant A sont plus précis par rapport a I'étudiant B.

11 faut accentuer que chaque manipulation faite par A et B est affectée par ¢, et 6.

Du point de vue pratique l'erreur moyenne quadratique posséde l'avantage de conserver la
méme valeur pour un nombre de mesurages suffisament grand. Donc, avec un nombre relativement
petit des mesurages, on peut avoir une valeur o stable.

1
b) La relation entre I'indice de précision / et I'erreur moyenne quadratique & est: h = Lo
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La forme finale de la densité de distribution Gauss sera:

1 _(=x )

—hl(x~.r‘, Y — e 262

h
X)=—Fe ——
f(x) 7r o
c) La signification géométrique de I'erreur moyenne quadratique:

Pour établir la signification géometrique de o, calculons d'une fagon approximative la

. 1
superficie de la surface hachurée, donnée par l'intégrale: A =J2_— j e 207 dx
. n-0x,-0

v

T o La superficie considérée est égale

approximativement a deux fois la superficie du trapéze
| double hachuré dont la hauteur est ©, la petite base est
' Ax, + o©)etla grande base est fx ).

! fo \\ En conséquence:
| \ 1
! \ Az[f(x +0)+ f(x )]-0':-———6_1/2+1 =
. AN ° ? ‘ J2r ( )
el e~ P >
L2 N e ¥ = m f+ 11=0,641 =3

Fio 2
Concluzion: La probabilité de trouvey la vraie valeur x_de la grandeur considérée x dans
Mntervale [x - o, x + o] est égale a —=67%. Autrement dit, environ 67% des valcurs
individuelles X, ,.en X, SONE situées dans ’intervalle, le reste de 33% se trouve a ['extéricur. En
rcmplagant G et x, avec leurs estimations S et X, le résultat d'un mesurage direct sera rendu
sous la forme: x+S. Donc la probabilité que la moyenne d'une autre série des mesurages di-
rects soit comprise dans l'intervalle [f -S4x+ S;} sera la méme, c'est-a-dire 2/3.

5. L'erreur moyenne quadratique de la moyenne arithmétique
(l'erreur de la moyenne arithmeétique)

Par définition, l'erreur de la moyenne arithmetique est: 6. = x — x,.
Du fait que:

on peut écrire:

Si on éléve au carré, il en résulte que:

5
1| n - 1 n 2z
& 37{1 (i ‘x")} =3 Ll —xg) 4 3 ) (-,

i=1 ij=1
%)

Pour le demier terme on écrit;

[Nt

Yy (x,——xn)(xj—xo):Z(}xi—xa)Z(xj—xo):( A,:‘{ AJ:I
i,j=1 i=1 j=1 Li=l j=1
%)
Les erreur réeles A, A, sont des grandeur indépendentes et conformément au principe

distributif leurs sommes tendent vers 0.
. 21 21 5
Par conséquent, O =< 20-x,) = ~0
i=1

10
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(o3
=0s —_ \[n(n l),}'](

n
G_—— ‘ —_— '.
i= l

Par rapport a I'erreur moyenne quadrathue G qui tend vers une valeur stable avec
l'accroissement du nombre ,,#” des mesurages, I'erreur de la moyenne arithmétique o, ne posséde
aucune limite pour baisser.

Pour calculer l'erreur moyenne quadratique G et l'erreur de la moyenne arithmétique o; on
doit savoir les erreurs absolues réelles A, = x_- x, donc la vraie valeur x ; ce fait a lien ‘tres
rarement, par exemple quand on peut calculer x x_ d'une fagon théorique.

Voila pourquoi il est préférable de remplace1 les erreurs absolues réelles A, avec les erreurs

absolues apparentes v, = ¥ - x,, et les relations utilisées dans la pratique seront:

- e 2
cy‘i_\[n(n l),z,(x %)

Dans la littérature © et o; sont notés par S et Sy, ou

S est nommée l'erreur standard d'un mesurage individuel.

S est nommeée l'erreur standard de la moyenne arithmeétique.

S sera I'indicateur statistique de la dispersion des mesurages dans une série de ,,n
déterminations sur la méme grandeur physique.

Sy est lindicateur statistique de la dispersion de la moyenne arithmétique obtenue par
lintermédiaire d'une série de mesura ges sur la méme grandeur physique.

S5 est un critére d'appréciation pour la précision du résultat final des déterminations
effectudes.

Le résultat final d'un mesurage direct de la grandeur x doit respecter la forme:

”

_ 1 n |
x=xxS:=|—2I x; ———Z(x x)
ni=l nn—1)i=1

suivi par l'unité de mesure.

Exemple: La résistance d'un conducteur a été mesurée directement 10 fois et les résultats se
trouvent dans le tableau ci-dessous.

Comment doit-on €crire le résultat final des mesurages et quelle est sa signification?

Afin de pouvoir réponde a ces questions, on doit calculer les grandeurs: R, v, =R —R,

vi=(R-RY.

R v,;=R-R | V=(R-RY
6,270 -0,004 16.10¢
6.277 +0,003 9.10¢
6,271 -0,003 9.10°
6,273 -0,001 1.10°
6,276 +0.,002 4.10°
6,278 -0,002 4.10°¢
6,275 +0,004 16.10¢
6,277 +0,001 1.10¢
6,274 +0,003 9.10°¢
o | o | o
La La La

ﬂllne somnie sonume
62,743 | 0005 | 69.10¢

11
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Pour R, Set S, on calcule:
R+...+Ry
10

1

10 —
S = \[W_IZ(R’ - R)* =2,8-107Q J'erreur moyenne quadratique d'un mesurage individuel;
—i=l

R= = 6,740 la moyenne arithmétique.

~3
= \/—f—o— = %% =0,001Q l'erreur standard de la moyenne aritmétique.
Le résultat final s'éctit:
R = (6,274 £0,001) Q
La signification du résultat final: On peut considérer que la vraie valeur de la résistance R
est comprise dans l'intervalle 6,273 et 6,275 Q.

6. Niveau de confidence. Intervalle de confidence. Définitions

Soit x ,...,x, une série de,,n" déterminations effectuées dans des conditions identiques sur la
méme grandeur x, et les indicateurs statistiques attachés: x, S, S+.

Par définition, on appelle niveau de confidence P* du mesurage, la probabilité avec laquelle
on peut affirmer que la vraie valeur x_de la grandeur mesurée x se trouve dans l'intervalle de
confidence.

L'intervalle de confidence du mesurage est donné par définition comme l'intervalle dont les
extrémités coincident avec les valeurs extrémes de la série des mesurages, dans notre cas:

|¥-Sc:%+ 8<].
Exemple: Revenons au calcul de la résistance, pour laquelle on sait R =6,2740: et
SE =0.001Q.

On trouve ainsi l'intervalle de confidence qui contient la vraie valeur R avec un niveau de
confidence P* = 0,90; on va utiliser le tableau pour la fonction #(P*, k)

%k
k ! 0,90 0,95 0,98 0,99 0,999
4 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 2,015 2,571 3,365 4,032 06,859
6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1.860 2,306 2,896 3.355 5.041
9 1.833 2,262 2,821 3,250 4,781

Dans notre cas, n = 10, donc k =9.

Par conséquent, ((P* k) = 1(0,90;9) = 1,833 et le produit #(P* k).
Sz =1,833-0,001=0,00188 = 0,002,

Le résultat final sera:

R=R 1(P*:k). Sz =(6,274£0,002)Q.

L'intervalle de confidence peut étre écrit aussi comme (6,276; 6,272).

Observation: Afin d'obtenir l'intervalle de confidence imposé, pour un certain niveau de
confidence P* il nous faut des mesurages individuels dont la précision est élevée, donc qui
conduit a la diminution de l'erreur standard.

Par conséquent, pius une série de ,,n" mesurages individuels est précise, plus la dispersion

des résultats individuels est petite.
12
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7. Conclusions pratiques en ce qui concerne
les erreurs accidentelles d'une série
des mesurages directs dans les mémes conditions

a) La théorie des erreurs accidentelles, par sa nature probabilistique donne des bons résultats
pour ,,n" suffisamment grand: n=10+15.

Il n'est pas admis d'appliquer les relations presentées pour n < 5. Egalement, il n'est pas
indiqué de prende n > 20 (le gain de précision sera négligeable par rapport a I'éffort du mesurage).

b) Les résultats individuels x, qui sont en total désaccord avec x et les autres mesurages
sont des erreurs visibles et par conséquent seront éliminés. La moyenne arithmétique et I'erreur
moyenne quadratique seront calculées avec le reste des données.

c) La valeur la plus proche par rapport a la vraie valeur de la grandeur physique considerée
est la moyenne arithmétique x des valeurs individuelles x ..., x .

d) L'erreur associée a un seul mesurage est l'erreur standard S.

e) L'erreur de la moyenne arithmétique est I'erreur standard de la moyenne ..

8. a) Erreurs de lecture
b) Classe de précision (c) pour un appareil

a) Dans le cas du mesurage de la longuer a l'aide d'une régle, du temps, a l'aide d'un
chronometre, de l1a masse a l'aide d'une balance, le résultat sera affecté par une erreur directe, die
a I'mprécision de lecture.

Dans la pratique, on considere l'erreur de lecture égale a la plus petite division (ou sa
moitiée) de l'échelle de I'appareil.

Pour: - une régle: Ax = 0,5 mm

- un chronomeétre: ATt =0,2 s
- une balance : Am = 0,5 de la valeur du plus petit poids accepté par la balance.

b) La classe de précision indique l'erreur relative calculée en pour-cent par rapport a la
limite supérieure des indications de I'appareil.

En général la classe de précision est donnée en pourcentage, de sorte qu'en mesurant une
grandeur quelconque, en utilisant un appareil de classe de précision c, l'erreur absolue sera:

Ax = % (valeur maximale de la scale) - c¢%

et l'erreur relative calculée en pour-cent maximale & sera:

52 Ax (valeur maximale de la scale)
X x

Exemple: Un ampeéremetre avec ¢ = 1,5%, qui peut mesurer l'intensité du courant entre 0 et
54 introduit une erreur absolue de mesurage: A/ =+5 - 1,5% = +7,5% = 10,007 A.

La précision d'un mesurage est par définition I'imverse de l'erreur relative: P = 1/ et donc
pour avoir une haute précision on doit choisir correctement l'appareil de mesure.

c%.
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ERREURS DES FONCTIONS

1. Mesurages indirects:

Le plus souvent, la grandeur Z étudiée n'est pas accesible par des mesurages directs, étant
calculée par I'intermédiaire des grandeurs x, ), =, f qu'on peut mesurer directement. Par conséquent
Z est une fonction des grandeursx, y, =, t - Z=fx, y, z, 1).

2. La loi de propagation des erreurs:

Soit une grandeur Z mesurée par l'intermédiaire des parametres x, ). Alors, on peut écrire:
Z = F(x, y).

a) Les grandeurs x, y sont indépendantes:

L'erreur standard de la moyenne arithmétique a I'expression:

_ IF L (oFY
Sz \/[ . ]:: -82 +(E):T 53

b) Les grandeurs x, y sont dans une relation de dépendance l'une par rapport a l'autre:

Dans ce cas, chaque détermination nous foumit une valeur notée - . Le résultat sera: Z+$_,
la moyonno arithmdtique ot l'crrcur standard de la moyenne sont calculees avec les formules
connues:

")':»:\/ ! i(z,752

n(n_l) i=1

Exemple: Pour l'interférence des ondes, on obtient A avec la relation: A = %
ou: i = |'interfrange
d = la distance entre les sources
D = la distance du plan des sources jusqu'a I'écran.
Les grandeurs i, d, D sont mesurées indépendamment.
On doit calculer I'erreur standard de la moyenne arithmétique ;.
Si on effectue un nombre » de mesurages pour 1, d, D on peut calculer ;,4,D, . S-S,

L'erreur standard de la moyenne arithmétique sera donnée par la loi de propagation

des erveurs:
oA 5 87& A
s= |21 o 2] o] s
» di sz ad ‘}:; ¢ \aD d’: n

D=D D=

UI‘LI

https://biblioteca-digitala.ro



ou:

(d—-d)+...+d-d )

A n(n-1)
g o (D-D)+....H{D-D,)
C n(n-1)

Les dérivées partielles sont:

oA_dor_ior i

i D’ad D’aD D2 ’
Le calcul doit étre effectué avec les valeurs moyennes: i=i, d=d, D=D

o _3_’.(%)' _E (] _Td
oi :j;_‘ﬁ“ od ;jjz‘ﬁ“ oD ;"Z" D'

Erreurs absolues et relatives pour les fonctions

Soit une fonction continue et les dérivées partielles continues dans un domaine donné. On
suppose que dans un processus de mesurage les erreurs absolues accidentelles des arguments de
la fonction sont tres petites. Dans ces conditions I'erreur absolue de la fonction fsera calculée en

utilisant le calcul différentiel.

L'erreur absolue:
Soit une fonction f=Ax, y) et £, = x, y ) sa valeur exacte. Tenant compte qu'on peut écrire

x =x+(x -x)ety =y+(y, -y),larelation de Taylor donne:
g
fGy)= Mty v+, -y)| = f (x,y)+(l)xo —ﬂ{%}vo -+

1[(a2r
35 or A oo G
Pour des petites valeurs absolues Ax = x_- x et Ay = y_ - y, on peut négliger les

termes au carré.
Par conséquent:

f(xo’yo)Ef(xvy)+ %Jxo —I)+ —g‘y_ Yo _y)

Notons le module de l'erreur absolue par |Ax] et |A)| et le module de 'erreur relative par

|Ox] et |Sy].
|Ax{=x_ -x, ou x -x==%|Ax|, ou x = x+|Ax|

| Ax| X, — X
|8 =T ou == =4
15
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Par hypotése les erreurs absolues Ax, Ay sont petites et également leurs modules. 11 s'ensuit.

of o
fix, y,)-Ax. y) = *—“le(a—x)ﬁ |AY{5/

Les dérivées partielles oI et Bj—sont calculées pour x = x,, ¥ =y oux, y, sont les valeurs

X y
obtenues a la suite d'un seul mesurage sur x et y.
Par définition, I'erreur absolue accidentelle de la fonction f{x, y) est:

9
Sy )£ )= a7 = L ot L o

L'erreur absolue maximale |Af] est obtenue dans le cas ou les erreurs [Ax| et |Ay| ont les
méme signes que les dérivées:
REATNAE
Af = ‘()_rllml +\a‘y'IAy|

L'erreur absolue maximale peut étre écrite comme

b) Erreur relative maximale:

Af = f,|Ax|+| £, |Av| ou f!, £, sont les dérivées partielles par rapport a x et y.
L'erreur relative maximale sur fx, y) est:
ATA N L dln f(x,v)| , |9l fx,y
Of = 7 = '_f— Ax] + 7|A.v| = . |A\|+ N |A.v| = IS In f(x,)

Donc, l'erreur relative pour une fonction de deux variables |8f] est égale a la différentielle
logarithmique de la fonction ou on a remplacé les differentielles des arguments par les
erreurs absolues.

Une autre méthode d'obtenir le méme résultat contient les étapes suivantes:

1) on fait la différentielle de la fonction (pour obtenir I'erreur absolue) ou on calcule la

différentielle du logarithme naturel de la fonction (pour obtenir 'erreur relative);
2) on passe de la différentielle aux erreurs en remplagant les différentielles des arguments

par leurs erreurs absolues (d—09) et on prend les valeurs absolues des termes obtenus.
Observation: Pour les fonctions plus compliquées on calcule premiérement 'erreur relative
df et puis l'erreur absolue Af = o |f].
Exemples:
a) flx, y)=ax £ by
dfix, y)=adx+ b dy
Aflx, y) = |al Ax + [b] Ay
b)Ax, y)=x"y
dfix, y)=xdy + y dx
Mx, v) = x| Ay + ! Ax

Q) A v)=

dx — xdi
df ey ==
Yy

NAX + [x|A
A () = 52 MY

d) Ax, v 2)=x-y z
Inf=lnx+Ilny+In:z
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& _dx dy dz A Ax Ay Az
S ox Ty R

&f =dx+08y+dz
e) / (,v.y,2)=£

Inf=Ilnx-lny-Inz

Af Ax Ay Az
A T A S ——
TN Yt

S&f =dx +dy +8z

f) Ax)=x
Inf=rlnx
_i:rg :}A—/-zlrlE
fooox 7l
& =|r| &

Observation: Les relations établies ci-dessus fournissent I'erreur maximale pour la fonction
Ax, y) en connaissant les erreurs maximales des arguments dans le cas d'un seul mesurage pour
chaque argument et dont on a evalué leurs erreurs maximales.

/\7/
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LA VERIFICATION DE LA LOI DE L'ESPACE ]
ET DE LA VITESSE EN UTILISANT LE PLAN INCLINE

Le mouvement mécanique peut étre classifié selon plusieurs critéres. Par exemple, selon la
trajectoire, le mouvement mécanique peut étre: rectiligne, circulaire, curbiligne. Si, lors du
mouvement, toute droite solidaire avec le solide rigide reste parallele a elle-méme, il s'agit d'un
mouvement de translation.

Le mouvement rotatoire est défini pour le cas dans lequel les points du solide
tournent, décrivant des cercles paralleles, avec la méme vitesse angulaire et les centres sur l'axe
de rotation.

Relativement a I'accélération - defini comme la dérivée de la vitesse par rapport au temps,
on peut avoir:

r .
= (), mouvement uniforme
a= . [a=ct.. mouvement uniformement varié (1)
# 0 mouvement vane ..
a = f(t). mouvement varié

En examinant uniquement le mouvement rectiligne, on a - comme une conséquence de la
relation (1):

v = cl.

2
pouraf=OIS:U.t 2)

L'équation horaire d'un mouvement rectiligne uniforme est une fonction du premiér degré
par rapport au temps. Cela signifie en particulier que le mobile parcourt des éspaces égaux en des
temps égaux.
v=a-t

a-t’

pour a = ct.

2
v = at: 'équation de la valeur algébrique du vecteur vitesse a l'instant ¢

2
ar . . . e . , .- .
== I'équation horaire d'un mouvement rectiligne uniformément varié est une fonction

du deuxieme degre par rapport au tmps.
Le mouvement uniformément varié peut étre selon le signe de I'accélération:
- retardé (décéléré), a < o;
- accéléré, a>o.
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Le but de ce travail est de vérifier les équations de la vitesse et de I'espace pour le mouvement
uniformément vané (rel. 3).

Les lois du mouvement uniformément varié transposées au cas du champ de pesanteur ont
l'expression:

g=const, v =gt s= thz 4)

La seconde loi de Newton nous donne I'expression de la force: G = mg. ®)

Donc, la vérification des équations de la vitesse et de I'espace revient a la vérification des
lois pour la chute libre des corps.

La vérification directe de ce fait dans le laboratoire est rendue plus difficile a cause de la
grande valeur de l'intensité de la pesanteur (g = 9,81 m/s?). Par conséquent, on va étudier le
mouvement sur le plan incliné, di aux forces de pesanteur, dont I'accélération est inférieure a
l'intensité de la pesanteur.

Le plan incliné sous un angle donné par rapport a l'horizontale (fig. 1).

Soit un corps A sur le plan inclin€, qui se trouve sous

l'action de la force de pesanteur: G =mg. Cette force peut
étre décomposée en deux composantes: l'une paralléle au

plan notée par G, et qui donne au corps un mouvement
uniformément varié, l'autre normale sur le plan, notée par

G, et qui est compensée par la réaction du plan.

En examinant la figure n° 1, on constate:

G, =Gsin=mgsin® (6) Fig. 1
et aussi G, = ma (on a négligé la force de frottement). En résulte: ‘
a=gsn0 (7)

Puisque sin 0 prend des valeurs comprises dans l'intervalle [- 1; + 1], le mouvement sur le
plan incliné se produit a une accélération inférieure a celle de la pesanteur.

La description de l'appareil:

Le dispositif expénimental est composé de deux rails métaliques, dont une portion est inclinée
par rapport a I'horizontale avec un angle variable dont la valeur peut étre lue sur un arc fixé a
l'appareil. Sur ces rails divisées en mm peut rouler un disque métalique. L'arrét ou le dipart du
disque est commandé par un dispositif spécial.

Le temps est messuré a l'aide d'un chronométre.

Technique de travail et les vérifications expérimentales

1. Vérification de la loi d'espace:

- on choisi une inclinaison quelconque sur l'arc grandé;

- on met le dispositif de départ a une division convenable; le mobile est fixé dans le dispositif.

Attention!: Le chronométre doit étre déclenché au moment du départ du mobile;

- on mesure le temps nécessaire au mobile pour parcourir le plan inclin€ (jusqu'au point ou
commence le plan horizontal).

Soit s cet espace et ¢ le temps du parcours.

En utilisant la relation (3) on peut calculer I'accélération du mobile:

a= (8)

Si on choisit une inclinaison quelconque, pour n'importe quel espace parcouru (c'est a dire

pour n'importe quelle position du dispositif de départ), l'accélération est constate.

19
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On vérifie pour des différents espaces la relation:
Y e .
e o)

On va prendre pour s les valeurs: 64 cm, 55 cm et 40 cm.

L'angle d'inclinaison sera successivement: 2°, 3° et 4°. Pour chaque mclmaison du plan on
va vérifier la loi de l'espace (rel. 9), c'est-i-dire, pour chaque inclinaison on doit calculer
l'accélération sur les trois distances de s.

Pour une certaine inclinaison du plan et pour des divers espaces, 'accélération est constante.

On peut aussi déterminer la valeur de l'accélération. Soit un corps sur le plan incliné, dont la
hauteur est 4: le moment d'inertie du corps est J.

En appliquant la loi de la conservation de I'énergie, on obtient:

mvl  Jo?

mgh:T-k—?— (10)

Parce que: o = [ sin O

v
w=--, v*=2a,
R

ou par /" on a noté la longueur du plan et par ,,w" la vitesse angulaire du corps.
On peut écnre:

mg sinb

o TR (n

=

2, . . ]
Si le corps est une sphere, Js = EIHR'\ et si le corps est un cylindre, Jc = EmRz.
Avec ces données on peut écrire:

/
a =2 wgsine
L7

NERREVA

(12)
A
asing

a.,:é
J

v
De cette fagon on peut comparer - pour une certaine inclinaison du plan, la valeur de
l'accélération obtenue en utilisant la relation (9) avec celle donnée par la relation (12).
Les deux valeurs doivent coincider aux limites des erreurs expérimentales.

o,

2. Verification de la loi de la vitesse:

Le Principe de I'mertie nous dit qu'un corps tend a conserver son €tat d'équilibre ou son
mouvement rectilinge uniforme tant qu'aucune force extérieure n'intervient. Sile mobile se déplace
sur le plan incliné, apres son passage par le point 0, il va se déplacer aussi sur l'horizontale. Dans
une premicre approximation (négligeant le frottement du mobile avec les rails et la résistance de
l'air), le mouvement sera uniformément rectiligne, conformément au Principe de l'inertie.

Le mobile aura sur 'horizontale un mouvement rectiligne uniforme dont la vitesse est la
méme que la vitesse du mobile dans le demier moment de son mouvement sur le plan inclin€,
c'est-a-dire v = at,

ou a = l'accélération sur le pan incliné

= le temps sur le plan incliné.

La vitesse peut étre déterminée aussi par un mesurage direct, en utilisant le déplacement sur
I'horizontale: v’ =5 /¢,

ou s = l'espace parcouru sur I'horizontale

t" = le temps du parcours s’
La vérification pour la loi de la vitesse consiste a obtenir I'égalité: v’ = v.
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Ce fait prouve que l'accélération de la lot d'espace est identique a celle calculée par la
relation a = v/t

On fixe le dispositif d'arrét a la division 30 (s" = 30 cm). Le mouvement du mobile com-
mence sur le plan incliné; on mesure le temps ¢ pour le parcours s” de 'horizontale.

On va calculer la vitesse: v' = s/t".

On va également démontrer que l'accélération calculée de la loi de l'espace (I'équation horaire

du mouvement) est identique a celle calculée a 'aide de la relation: a =

du plan incliné et le méme s".

L'angle du plan sera succesivement: 2°, 3° et 4°.
Les résultats doivent étre écrits dans un tableau:

7

t

’

pour une méme pente

Inclination | s§ ¢t |s' | £ a=— | v’

Calcul des erreurs

i . s 2s .
a) En utilisant la relation pour I'accélération a = —- calculer la précision du mesurage.
t

Indication: On doit calculer l'erreur relative maximale

On peut écrire;

1l en résulte que:

As A’
da=08s+81" =—+—
s t

Ina = In2 + Ins - 2Int

da _ds _,dr

a - s t
Aa  As At
—=—+2— = 8a=0s+20¢
a Ky t

On considere: As = 1cm, At =02s
L'erreur absolue maximale sera par conséquent Aa

mesurage: P =

L'accélération peut étre écrite sous la forme: g =(a + Aa)m/s?

Sa’

oa -

a, et la précision du

b) La précision dans le cas de la vitesse peut étre calculée a partir de la relation: v = s/¢.

As At

L'erreur relative maximale: &v=38s+5¢ ou &y =2+ 22

s t

, Av ,
En conséquence, dv = ~ et l'erreur absolue sera: Ay =45y

Q.. . 1
La précision pour la vitesse: P=—

ov

On considére: As=1em Ar=0,2s.

On peut écrire:

v=(VEAv)m/s.
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LA DETERMINATION DE L'INTENSITE
DE LA PESANTEUR g EN UTILISANT
LE PENDULE REVERSIBLE DE KATER

Soit un corps rigide quelconque, qui peut tourner autour d'un axe horizontal qui ne traverse
pas son centre de gravite, sous l'action de son propre poids. Un tel corps est nommeé le pendule
physique.

—— Pour ce cas, le moment de la force de pesanteur par
R rapport a I'axe de rotation, plus precis au centre de suspension
PN PP plusp P
( PR O est:
NP OGN M = -mga,sing, (1)
. AN — \ r .
PN Ko N\ ou les symboles désignent:
AN ! "1%, \ m = la masse du pendule (du corps)
! \i . a_ = la distance qui sépare le centre de gravité G et 'axe de
. \ N 1 q P gr
| P / rotation
v 7 @ = l'angle de déviation verticale.
™7 Le signe moins nous montre que le moment A a tendance
Fig I a baisser l'angle de deviation.

Pour des angles ¢ petits, le mouvement de rotatation du corps se réduit a un mouvement
oscillatoire, dont 'équation différentielle s'écrit:

dl
I dt(f = -mga_ sing (2)
ou: / = le moment d'inertie du corps

2

Pyl l'accelération angulaire propre du mouvement de rotation du corps.

Sion note D = mga, et on divise par /, tenant copte que pour des petits angles sin ¢ ~ @,
l'équation (2) devient:

d¢ D "
do Doy @)
a 17
Ainsi, on a obtenu l'équation différentielle de I'oscillateur armonique, dont la solution est
de la forme:
0= ¢, sin(wt +¢) (3)

Si on dérive par rapport a ¢ et puis on introduit le résultat dans I'équation (2°), on obtent:

22
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Par conséquent, le corps rigide, sous l'action de son propre poids, appliqué au centre de
gravité, et pour des petits angles de déviation par rapport a la verticale, a un mouvement oscillatoire
autour du centre de suspension. La période des oscillations est donnée par:

T:E_’T=21tf ! (5)
® mga,

I 3
Si on introduit la notation -~~~ A, et I'on remplace dans (5), on obtient:

_on |2
T—Zn\/; (6)

A porte le nom de longueur réduite du pendule physique et représente la longueur que doit
avoir un pendule mathématique pour osciller synchrone avec le pendule physique.

La longueur réduite du pendule physique peut étre déterminée s'il y a a c6té de celui-ci un
pendule simple dont la longueur est variable, de sorte qu'il se synchronise avec le pendule
physique donné.

La longuer / = A du pendule simple au moment de la synchronisation avec le pendule
physique sera la longueur réduite.

Si on remplace dans la relation de la longueur réduite le moment d'inertie avec l'expression
donnée par le Théoreme de Steiner: 7=/, +ma], on a pour la longueur réduite:

A= =—"+a,
ma, ma,

2
_ [, + ma, 1 (7)

Cette expression nous montre que la longueur réduite du pendule physique est supérieure a
la distance entre le centre de gravité G et le centre de suspension.Ainsi, la longueur réduite A
détermine un point O’, nommeé centre de l'oscillation qui joue des propriétés exceptionnelles par
rapport aux autre points du corps.

Cette propriété nous dit que si on suppose la masse totale du corps concentrée dans ce
point, on obtiendrait un pendule simple synchronisé avec le pendule physique. De plus, si on
suspend le pendule physique dans le centre d'oscillation, on obtient un pendule réversible, le
centre de suspension devient le centre d'oscillation et la période d'oscillation ne se modifie pas.

Afin de démontrer cette affirmation, on note la longueur réduite du pendule dans la nouvelle
situation avec A":

A= L, +a, (®)

ma,

ou a, est la distance GO'.
Comme GO = 00’ - OG et donc a,= A- a, en résulte:

I
et - ©)
A m(k—a,)-”\ a,

Tenant compte de la relation (7), 'on obtient:

1
A—a = m; (10)

Remplagant (10) dans (9), on va obtenir:

I
N=—+a cestadi =
ma, 1, cestadire A=A

Autrement dit, le pendule physique est réversible si on change le centre de suspension avec
celui d'oscillation.

Un type de pendule réversible est le pendule de Kater (fig. n° 2). En l'utilisant on peut
déterminer avec une précision satisfaisant la valeur d'accélération de la pesanteur g.
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Le pendule de Kater est formé d'un tige métallique graduée, sur laquelle
peuvent coulisser six poids mobiles, situés par groupes de trois a chaque extremite

de la tige.
Les poids C et C’ sont pourvus d'une couteau prismatique. Le couteau de

u:f.n

(=

C constitue le centre d'oscillation du pendule. Faisant osciller le pendule autour "ﬁ"J g
du C, pour des angles inférieurs a 5 degrés, la période d'oscillation sera: AT
|
{
T'= (11) e I
A
()
Inversant le pendule, qui oscille maintenant autour du couteau C’, la période i
d'oscillation sera: Fig. 2
77 = (12)

Supposant qu'on a trouvé pour le pendule reversible deux position des axes d'oscillation et
de suspension, de sorte que, autour de ces axes les périodes soient les mémes: T'=T” =T . En
s'appuyant sur les relations (11) et (12) on peut écrire:

(11)

I +ma: (129
T =2m |~——F
mga,
Divisant par 27 les relations (117) et (127) et prenant leurs carrés. on a:
T, Y .
— \mga, = 1+ ma} (13a)
2r
7Y ; 3
[—') mga, =1, +ma; (13b)
2r) T -

Effectuant la soustraction des equations (13.a) et (13.b) on obtient:

T
. . - .2 2
(7;1237(‘1 —a,)=a; —a,

Si a n'est pas égal a a,, c'est a dire les axes d'oscillation et suspension se trouvent a des
distances différentes par rapport au centre de masse, on peut simplifier par (a, - a,):

41t2('aI +a,)

o =
(=1

T; (14)

Indications pour le mode d'emploi
et les verifications expérimentales

A. La méthode des périodes égales:

On fixe le pendule sur 'un des deux couteaux prismatiques et, en le laissant osciller, on
compte 40-50 oscillation complétes. On mesure a l'aide d'un chronometre le temps total pour les
,,n" oscillations, et on calcule la période d'oscillation du pendule 7, = ¢ /n [s].

On inverse le pendule, utilisant 'autre couteau et répétant d'une fagon identique I'opération
précédente on calcule la période T.,.

Siles temps 7 et ¢, différent, on va répeter les opérations, apres l'inversion des positions des
couteaux (pour une différence entre ¢ et ¢, de quelques secondes), ou celui des petits poids (pour
une différence entre 7, et £, de quelques dixiemes de secondes).
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Lo

. L . . 4 .
Si on arrive a trouver des périodes égales 7,=—=1, = = 7, on va répéter l'opération en
n
mesurant les périodes pour 100 oscillations (de cette fagon la précision du mesurages
augmente) et en utilisant la valeur qu'on a ainsi obtenue, on calcule g avec
la relation:

a, +a3

g

I, =2mn
4r’(a, + a,)
o
a, = a, +a, peut étre mesurée directement sur la tige, comme la distance entre les deux
couteaux prismatiques, dans la position pour laquelle on a obtenu des périodes égales.
B. La methode des périodes inégales.:
En réalité, il est bien difficile d'obtenir une égalité parfaite entre les temps d'oscillation ¢, et
t,. fait qui va induire une différence entre 7 et 7, et par conséquent, le calcul du g dans des telles
conditions (7, # 7,) s'impose.
En utilisant les relations (11) et (12) on obtient:
T'mga. = 4n* (1, + ma})
Timga, = 4 (1, + ma;)
En effectuant leur différence:
g(T7a, - Tlay) = 4 (o} - a})

I'on obtient:
4n°(a; - a3)
g="n i
Ita, ~T;a,
On va déterminer expérimentalement 7 et T, (7, # 7,) pour un nombre n = 50 d'oscillations
completes, en répétant cinq fois l'opération.
On va calculer la moyenne arithmétique du 7 et T, avec les cinq valeurs trouvées.

Pour mesurer a, ou bien a,, on doit savoir la distance entre le centre de gravité du pendule
et 'un des deux couteaux. Afin de I'obtenir, on va poser le pendule sur un support métallique
aigl de sorte qu'il soit en équilibre (voire la figure).

Il faut mesurer exactement avec —
une reégle a et a + a, , la distance entre — P N i

, - 0 o
les couteax, et puis on calcule a,a, -a b J
et d'ici la valeur du g.

E—> <;~~—-.f-'.{-—><1

v
Fig. 3

Indication pour la méthode B:

Si les masses sont disposées comme dans la figure du bas, dans laquelle @, + a,= 17,9 cm,
a doit avoir 15,33 cm.

Pour le calcul du g on utilise la _
méthode B.

Le calcul des erreurs sera éffectué pour
la méthode B. Fig4
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Calcul des erreurs

A. Méthode des périodes égales:
a) Déterminer l'erreur absolue maximale AT pour la valeur numérique du 7.

T , . . . .
Indication: T, = Ak =le temps nécessaire pour N oscillations completes.

oy . . AT
On va faire la différentielle, et puis on va passer aux erreurs: M:’:W’ I'erreur

absolue demandée.
b) La méme question pour la grandeur

A’ (a) +ay)

T2 (1

Parce que g dépend indirectement du 7, I'erreur absolue Ag sera calculée:

dg dz | 8m%(q+a,)
Ag=| L |AT)| op | 2£ =241 %)
g (BTO ] ol OU [an } T;]
¢) Calculer les erreurs relatives maximales 37, et 5g.

AT, At

Indication: 97T, :—T_D; AT, = (N =10)

o

AT,
- ¥ %=—"
Par pourcentage: %4.%0= ¢

]

- 100, I'erreur relative calculée en pourcent.

A
og = 2
g
En faisant le logarithme et puis la différentielle de I'équation (1) on va obtenir:
Ing =In4+2lnn +In(a, +a,)-2InT,
d_g: ii+ 2d_n+_d(a' +a2) _2d_T"_
qg 4 n a +a, T,

L'erreur relative maximale est:

A8 _ g4 8n Al ray) H AT,
g T a+ta T
Attention!: 1) pour des valeurs exactes, la différentielle est nulle A(4) = 0.
2) en considérant le numéro n avec assez de décimales, At = 0.
Supposant que: Aa, = Aa, = | mm, il en résulte que:

_Mayta) AT, 28a 24T,

og
a+a, I, a+a, T

L'erreur relative calculée en pourcent:

Sg%= (—-——ZA"' +—2ATOJ-100
a, +a, T :

[

d) Calculer la moyenne arithmétique pour g:

4n’(a, + . = 1X
W@ra) of 7-L§70 (v=10),
To Nk:l
e) Déterminer l'erreur standard pour la moyenne arithmétique: S

Indication: g =

8r’(a, +
='—‘(_l—3 aZ)S-- 0]:1 S7;

Indication: S. =
£ To 1:’

(N=10)
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f) Déterminer l'erreur standard pour un mesurage individuel:

S
Par conséquent: S, :ﬁ

N

_J(TO—I])2+ ..... HT,-Ty) |
N-1
g) Trouver l'intervalle de confidence pour la vraie valeur g, caractérisée par le niveau de
confidence P* specifie (P* = 0,999).
Indication: g —1(P*,k).S; < g,<g+1(P*,k)-S,
ou: g, = (Z+1(P*,k) S, )m/s?
Les valeurs pour la fonction #(P*, k) sont spécifiées dans le tableau du bas:

erreur moyenne quatratique.

1k
3 ! 0,90 0,95 0,98 0,99 0,999
4 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
6 1.943 2.447 3.143 3,707 5,059
7 1,805 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781

B. Méthode des périodes inégales:
a) On va calculer les grandeurs S et 5; avec les relations données plus-bas:

2
E)g] 2 ag} o2 N S
s= || % Ny 87, S, =—=: n=5
J(annzn N a7-2 [ 4 J; n

@G-+ -RY e (G- 1Y

S2
h 5-(5-1)
o BB+ BB+ (G- 1)
£ 5-(5-1)
dg _ 4n’(af -a7)(-2aT;)
a7, (Tfay - T7a, )
g _ 4n*(al - a})(2a,T;)
a7, (leal - Tzzaz)z
= TW4 41 Ve 4T
W T

b) Le point (g) des calculs effectués pour A. (Méthode des périodes égales), ou g a

4n’(al —al)

—2 _ reste valable.

g==;
Tlal —Tzaz

l'expression:
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LA DETERMINATION DU MOMENT D'INERTIE
D'UN SOLIDE EN UTILISANT
LE PENDULE DE HARTL

La moment d'inertie d'un corps par rapport a un axe autour duquel il a un mouvement de
rotation est donné€ par 'expresion:

m.r;.z = m]r12+ ..... +m 7'2 (1)

M=

I =

1
ou: m, = la masse élémentaire du point matériel ,,i"
r,= la distance du point ,,i" jusqu'a I'axe de rotation.

Entre le moment d'inertie d'un corp de masse A par rapport a un axe qui passe par son
centre de masse et le moment d'inertie par rapport a un autre axe, paralléle au premier et situé a
la distance ,,a", il y a la relation établie par Steiner:

=1+ Ma (2)

Théoriquement, pour les solides homogenes d'une forme régulicre, le moment d'inertie est
déterminé au moyen des calculs.

En ce qui concemne les solides hétérogenes d'une forme quelconque, leurs moments d'inertie
peuvent étre déterminés en utilisant la voie pratique.

Soit un solide quelconque suspendu a un fil. En général, un fil résiste a la torsion, c'est a dire
que si on le tord, on y fait naitre des forces qui tendent a s'opposer a la déformation. Pour un fil
élastique (fil métallique ou fil de verre filé, par exemple), ces forces antagonistes sont équivalentes
a un couple de rappel, appelé couple de torsion, et dont le moment est proportionnel a 'angle de
torsion, quel que soit cet angle:

M=-Co 3)

ou: C = la constate de torsion du fil, on montre que la constante C de torsion d'un fil
cylindrique homogene est proportionelle a la quatriéme puissance de son diamétre
et inversement portionnelle a sa longueur:

4

C=k- T, k = constate caractéristique de la nature du fil.
Le mouvement de rotation du rigide autour d'un axe est donné par la rotation:
do _d°
1212y (4)
dt dt

ou: M = le moment du couple de torsion par rapport a l'axe de relation
I = le moment d'inertie par rapport au méme axe.
L'équation du mouvement sera:
d’
I =-C
dt? ¢
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dp C 4
ou: e +_[‘(P=0 )

La solution de I'équation écrite plus-haut a une forme telle que:

@ = Asint (6)

]‘—ZJZ 7
=2 | (7

T = la période du mouvement sinusoidal de rotation.

c

ou; w=,— et donc
V7

De la sorte, en mesurant la période d'oscillation d'un corps tournant autour d'un axe, on
peut déterminer son moment d'inertie.

Dans le cas, si on ajoute au solide un autre corps, dont le moment d'inertie inconnu est note
par /. la période sera cette fois-1a:

1+1 8
C
Avec les relation (7) et (8) on peut calculer /:
T -7 (9)
==
7 -
Mode de travail

1.'appareil est composé d'un dispositif ayant la forme d'une croix, suspendue a un fil d'acier.

On toume le dispositif de 180° et on le bloque dans cette position.

On va mesurer le temps ../" nécessaire a accomplir N oscillations complétes, en calculant la
periode d'oscillation du dispositif a I'aide de la formule:

TTs] = vN.

La deuxiéme étape consiste a ajouter au corps initial (qui a la forme d'une croix) le corps
pour lequel on doit calculer le moment d'inertie, et de mesurer la période 7, du systéme.

En utilisant la relation (9) on calcule / . en prenant / = 13960 - 107 kg - n?.

Calcul des erreurs

a) Calculer l'crreur standard de la moyenne arithmétique 5, pour les mesurages
correspondents au disque d'aluminium A/

Indication: I dépend des deux variables indépendantes 7, et 7.
7']!2 _ TZ
1121'—27 [ = const.
T
On écrit la loi de propagation des erreurs:

https://biblioteca-digitala.ro



5
' n(n-1)

SZ_(T TO) ... 4(T 1)
T n(n-1)

b) Ecrire le résultat final dans ce cas.
Indication: 1°=(T,+$, kg m’
ou: J? = la valeur la plus probable de /..
1, =la moyenne arithmétique.
c) Calculer I'erreur standard individuelle 57, .
Indication: On utilise la relation:
S, =nS;
d) Trouver un intervalle de confidence qui contient la vraie valeur /? avec un niveau de
confidence P* = 0,98.

Indication: I = (i, te(P*,k)- Sy )kg -m?

_ fz _T

on /,=——
’ T

T, T, S; ont été déterminés au point (a).

Les valeurs pour la fonction #0,98; k) ou k =n- 1 =5 - 1 =4 sont spécifiées dans le tableau:

P*
L 0,90 0,95 0,98 0,99 0,999
4 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
6 1,043 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
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LA VERIFICATION DU THEOREME DE STEINER

Le théoréme de Steiner permet de déduire le moment d'inertie d'un solide rigide par rapport
a un axe quelconque:

..Le moment d'inertie d'un corps de masse m par rapport a un axe 0,0, est égal a la
somme de son moment d'inertie par rapport a un axe 00°, paralléle au precédent et passant
par le centre de masse du corps et de la quantité mR°, ou R est la distance entre les deux
axes.” (fig. n° 1)

=1 v mR (1)
ou: / = le moment d'inertie du solide par rapport a I'axe 00" passant par lc centre de masse
et parallele a 0,0].

Par la suite, le role du solide sera joué par deux disques.

Description de l'appareil:

L'appareil (fig. n° 2) est compose d'un support A4, suspendu par un support, de sorte que le
cadre puisse effectuer des oscillations de torsion autour de I'axe verticale 0,0;.

Sur le support. dans le plan horizontal, il y a deux disques métalliques places symétriquement,
BB, les disques peuvent tourner autour de leur axe de symetrie 00"

Egalement, ceux-ci peuvent étre immobilisés a l'aide des deux vis speciales dd.

La théorie de la méthode .

Par sa construction, I'appareil permet aux disques d'avoir deux types de mouvement:

- tourner autour d'un axe si on a immobilisé les disques;

- décrire un mouvement de translation si on a laissé les disques libres. Toute droite qui unie
deux points du corps restera paraliele a elle-meéme lors du mouvement qui est une caractéristique
du mouvement de translation.

Fig | rig. 2
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Fig. 3

La figure n° 3 représente trois phases des deux types du mouvement des disques.

En faisant osciller 'appareil a partir des angles de torsion initiaux petits, les disques laissés
libres auront un mouvement de translation, mais leur centre toumera autour de l'axe 0,0;.
Notant par:

I’ = le moment d'inertie par rapport a I'axe 0,0;

m = la masse d'un disque

R = la distance entre le centre d'un disque et I'axe 0,0;

on a:

I' =mR* + mR*=2mR* @)

Dans la deuxiéme situation, c'est a dire pour le cas des disques bloqués, en faisant osciller
I'appareil a partir d'un angle de torsion initial, les disques vont tourner autour de 0,0;. Le moment
d'inertie du systéme par rapport a l'axe 0,0, (qui ne passe pas par son centre de masse), sera
donne par I'€galite:

I=1+1I1=2]

ou /, = le moment d'inertie d'un disque, calculé par rapport a l'axe 0,0].

On a multipli€ par deux parce qu'il s'agit des deux disques identiques et le moment d'inertie
est une grandeur physique additive.

Le moment d'inertie /, est €gal au moment d'inertie d'un point matériel situé au centre du
disque, a la distance R de I'axe 0,0;: I, = mR?, donc I = 2mR’.

Le moment d'inertie /, = 2/, ou /, est le moment d'inertie d'un disque de rayon 7 et masse m,
par rapport a I'axe 00" qui passe par son centre (le chiffre deux nous montre qu'on a deux disques
identiques).

1
12=-2—mr2 =>[a=2-5mr2=mr2 ou I=2mR*+mr’ (3)

En raison de la modification du moment d'inertie / du systéme dans les deux situations
(disques libres ou disques bloques), les périodes d'oscillation du systéme seront différentes et
données par les expressions:

I 1
T = 21:‘/— ct T=2r[— 4
D D
ou D = le moment directeur du systéme
T/Z 1/
== (5)
7 I
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Utilisant les relations (2) et (3):
T 2R?
et 6
T 2R*+7° (©)
En prouvant, du point de vue expérimental,l'exactitude de la relation (6), on confirme la
validité du Théoreme de Steiner.

Mode de travail et les vérifications expérimentales

1. On mesure a l'aide d'une reégle les grandeurs R et 7, en calculant la valeur de I'expression:
2RY(2RE + ).

2. Avec les disques libres et a patrir d'un angle de torsion initial de 20°, on mesure a l'aide
d'un chronometre le temps pour 5-6 oscillations complétes.

Soit ,,m" le nombre d'oscillations effectuées par l'appareil dans ,,/" seconds.

Par définition, la pén'tode d'oscillation sera: 7[s] = #/m.

Dans notre cas: T, =—.

On va répéter dix fois l'opération, pour le méme ,,m", en obtenant £ ,..., £, . Siles mesurages
sont rigoureusement faits les dix temps auront des valeurs comparables.

Le calcul des périodes conduit a:

t t t
1 _ "2 _ 10
L T,=2% ., T,="%

6 6 6
3. On répéte les opérations plus-haut présentées, pour les disques bloqués.
Pour le méme angle de torsion (20°) et nombre d'oscillations complétes m = 6, on
mesure a l'aide d'un chronomeétre les temps ¢, , ..., 1,,, en calculant apres, les périodes:
’ tll 7 t; ’ tl’O
= T=dy o Ty =
4. En disposant de ces valeurs, interpréter les résultats conformément aux indications données.

];:

Explications facultatives:

a) Theoreme de Steiner:

Le moment d'inertie d'un solide quelconque par rapport a un axe qui ne passe pas par son
centre de masse, est égal a son moment d'inertie par rapport a un axe paralléle au premier et
passant par le centre de masse du corps, augmenté du produit de la masse du solide par le carré
de la distance des deux axes.

I'=1,+mR*

Démonstration:

Soit un systéme discret de points

matériels, dont le centre de masse est situé au Z ‘r
point C (voir fig.). 2 f}{ux-l)
La position d'un point P peut étre (X2, 7 XY,
rapportée au systéme des axes xCyz a l'origine At /*/ P
dans le centre de masse C, aussi bien qu'au d
systéeme XOYZ dont les axes sont paralléles a
ceux du premier systéme.
On peut écrire pour les coordonnées du Y, ¢
point P: ‘
X=X+x; Y=Y +y, Z=Z_+z ) Y 2V
Des considérations géométriques x
conduisent a:

2 _ 722 2
AP =Z+7] (2) Fig. 4
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ou: d = la distance entre les axes OX et Cx.

Notons les deux axes parallcles avec Aet A,

Les distances d'un point P quelconque du solide jusqu'aux deux axes sont: PK =d’ et PK’
= d”, dont les longueurs carrées sont:

d?=Y+27?
dﬂZ — x2 + y2
En utilisant les relations (1):

=47%= Y.+ y)2 +(Z,+ z)2 ou bien
d?=y* + 2 + Y2+ Z2+2yY, +22Z, = d” +d"* +2yY, +22Z,
Pour un point P, (m):

d?=d*+d" +2yY.+22Z_ |-m,
=>md’ =md* +md” +2myY.+2mzZ,
d = const. (V)i
On effectue l'addition de toutes les relations écrites pouri =1 ,..., n.
im,.d,.’2 =d2im,.+im,.d,f'2+2Ycim,yi+2Zcim,.z,. 3)
=1 : =l =1 i=1

=]
D'autre part, on sait que: _ilm,-x,-/M =x_ E.m,.y,./M =y, gmiz,. IM=z,.

ou: x, y, z, = les coordonnées du centre de masse d'un corp dont les points possedent les
coordonnées {x,-, ¥i z,-}.

M =m +...=m_ lamasse totale du corps.

x, y, z_sont déterminées dans le systéme xCyz dont l'origine est fixée par I'hypothése dans
le point (x, y, z) doncx, =0,y =0,z =0.

En résulte:

imiyi = imixi =0

= =t

I’=2md représente le moment d'inertie du corps par rapport a l'axe A

=1

I= §m¢’2 représente le moment d'inertie du corps par rapport a l'axe A

De la relation (3) résulte:
I'=1+ md
Q.E.D.

b) Le calcul du moment d'inertie pour un disque de rayon R:

Soit un disque métallique de rayon R, densité p et I'épaisseur 4 qui peut tourner autour d'un
axe perpendiculaire sur le disque et passant par son centre (voir fig.).

L'on suppose que la masse du disque a une distribution
continue.

On va calculer le moment d'inertie / du disque par rapport

a cet axe. e .
Le moment d'inertie élémentaire d/ est:

d/ =rPdm
ou: dm =1a masse d'un volume extrémement petit du
disque, parallélipipédique, de T'hauter 4 et la
surface S.
r = la distance entre le centre du disque et I'élément
Fig. § du volume.
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L'élément de la surface exprimé en coordonnées polaires r et @ (fig.) est:
dS=r-dr-do
=dm=pdv=phdS
ou: dv = le volume de I'élément de masse dm
=dl=rphdrde

4

R
I =phl*Pdr™do = 2nph- -
La masse M du disque: M = pv = ntRhp

2
=1= L{:; l'expression du moment d'inertie du disque par rapport a un axe perpendiculaire

qui passe par le point 0.

Calcul des erreurs

a) En mesurant le temps pour N oscillations complétes de I'appareil, calculer 1'erreur
absolue maximale pour 7°.On doit lire sur le chronométre I'erreur absolue At = 0,2 s (la valeur de
la plus petite graduation).

Indication: T’ = % (N = 5-6 oscillations completes)

AT = il At
N
Le résultat nous indique le numéro des décimales qu'on doit retenir dans l'opération de
division de T par N.
L'on détermine de la méme fagon AT
b) Calculer l'erreur absolue maximale pour le quotient 7 %/77 si les erreurs maximales A7 et
AT sont considérées connues.

. . T’ ) T2
Indication: Notons par x =T et (1. T)= = x?,

La différentielle df = 2xdx sera utilisés par la suite dans le calcul des erreurs.
On calcule Ax, s'appuyant sur dx.

T TdT'-T'dT
x=—; dx=————
T T
L'erreur Ax devient:
TAT + T'AT
_——Tz
T" (TAT'+T'AT)
= Af = 2?- —_—

Une autre méthode: On fait la différentielle de A7, T°):
of f if__ 2T’2. of 2T”

V=T 50T = T
L'erreur absolue maxunale devient:

11 en résulte que:

2T (TAT TAT’
ar=2L(TAT
T\ T T
Le résultat nous indique /e numéro des décimales qu'on doit retenir dans l'opération de
division de 72 par T°.
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r2 T/2
Le résultat sera: FiA T

c) Calculer l'erreur relative maximale pour la grandeur f(7",T)=—F
Indication: On doit logarithmer, différentier et puis on passe a l'expression de l'erreur

maximale:
Inf=InT* -InT? =2InT" -2InT
of _dT" _dT AT'
R
v .4 r=fo o]

ou bien: §f=2(87" + 87)

d) Calculer l'erreur relative maximale pour la grandeur f(R,r)= SR
’
Indication: On fait le logarithme, puis on différentie 'équation aux logarithmes trouvés, en
passant a la relation de l'erreur relative:
Inf=2InR-In(2R* -r?)
df dR 4RdR+2rdr

f R 2R +r°

2

Il s'ensuit que:
Af AR A4RAR+2rAr

S T

ien: Of = 20R+
ou bien: of SR
ou R, r sont obtenus par des mesurages.

AR =Ar =1 mm.
e) On doit déterminer dans les mémes conditions les mesurages 7}’ ,..., T, pour des différents
nombre d'oscillatians (par exemple: N, = 5; 6;7; 8; 0;j = 1.5) ou pour le méme nambre d'oscillation

(par exemple N = 8 oscillations).
Dans les conditions énumérées, calculer I'mdicateur statistique de la moyenne arithmétique

2
A 7 sur la fonction f(7",T)=—, aussi bien que l'erreur standard.

Ecrire le résultat final.
Indication: On va appliquer la loi pour la propagation des erreurs pour une grandeur qui

dépend de plusiéurs variables.

On peut écrire;
2

f(T',T):T2 et
_ & : [ 2
i J(a—rj o [ﬁl o
=T T'=T"
of 2T
ou: —= T? N
(BT’ AT
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S;» Sz = les erreurs standard de la moyenne arithmétique relativement aux 7 et 7', dont les

expressions sont:

= T +T+.. . +T,
ou: I' = - (n=95)
n
T/+T+...+T
’ (n=5)
n

T, T’ = les moyennes arithmétiques pour les périodes.
f) Estimer la précision avec laquelle on a mesuré les deux périodes 7" et T (1},...,T5; T,,...,T;).

Indication: On va calculer S = ,/;Sf(n =5), l'erreur standard.
g) On va centraliser les informations obtenues aux points (e) et (f) dans un tableau.
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LA DETERMINATION DE LA DENSITE
DES LIQUIDES EN UTILISANT
LA BALANCE MOHR-WESTPHALL

En vertu du Principe d'Archiméde on peut déterminer la densité relative d'un liquide - a
l'aide de V'appareil dont la description sera présentée plus-bas.

Description de l'appareil: La balance est composée d'un levier dont le point d'appui est 0
(voir la figure). A l'extrémité gauche du levier il y a le poids G - qu'on peut déplacer a droite ou
a gauche. L'extrémité droite du levier peut étre chargée avec un flotteur de verre (ou métallique)
P, Le segment OA est divisé en dix parts égales. Il y a aussi trois pieces métalliques en forme de
,.U", nommées cavaliers, dont les poids sont: a, a/10, a/100, a/1000.

Le poids du cavalier ,,a” est égal a la pesanteur du volume d'eau distillée déplacé par le
flotteur de verre complétement introduit dans I'eau distillée.

En utilisant les dix graduations, les cavaliers peuvent étre placés sur le segment OA en
dix position.

L'appareil dispose aussi d'une bulle d'air a l'aide de laquelle on vérifie 'horizontalité (la
vis M). En utilisant la vis / on régle la hauteur de la balance.

La position d'équilibre pour la balance est obtenue dans le cas ou les sommets coniques V/
et V, appartiennent a la méme horizontale; pour l'obténir il suffit de déplacer le poids G (dont la
forme est cylindrique) a droite ou a gauche.

Mode de travail

1. On doit établir I'horizontalité de la balance a l'aide de la vis M.

2. On met le levier sur le support, on accroche le flotteur de verre a la division 10.

3. A l'aide du poids G, on va équilibrer la balance.

Attention!: Pour les opérations a faire, on garde la méme position du poids G.

4. Le flotteur est plongé intégralement dans l'eau distillée et par I'addition du cavalier ,,a”

L& 0 A (le plus grand) a la division 10, I'équilibre aurait du étre rétabl.
y Dans le cas ou l'équilibre n'est pas obtenu, on va immerger
particllement le flotteur, tenant compte que pour les opérations
suivantes le niveau du plongeon doit étre le méme qu'au point 4.
M Conformément au Principe d'Archimeéde, la force avec laquelle
un liquide agit de bas en haut sur un corps (le flotteur) est égale a la
pesanteur du volume du liquide déplacé par le corps. Cette force
Fig. 1 est nommeée la force archimedique; F,=mg="V,-p,- g.

Par conséquent, le poids ,,a"” du cavalier est équilibré par le poids du volume d'eau distillée
Viro déplacé par le flotteur. L'expression mathématique est:

HO _
F: _VHZO-pHZO.g
Vio=V__=V

2 corps Aotteur
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Dans ce cas, il s'agit de I'accomplissement de la condition: la force archimedique £/:°
dirigée de bas en haut (qui agit sur le flotteur introduit dans I'eau distillée) est égale en valeur
absolue au poids du cavalier ,,a"”, guidé de haut en bas.

En conséquence: F;° = g, mais Ffzo = VHzo P o 9

ou: V0 = le volume d'eau deplacé par le flotteur (corps) =V,
Pr,0 =la densité de l'eau distillée
g = l'intensité de la pesanteur.

11 s'ensuit que:

_ . .g= i i 1
Ve o Pro 9=V potew Py 9=2 (le poids du cavalier). (1)

5. Soit un liquide plus'dense que I'eau. En introduisant le flotteur parfaitement séché dans ce
liquide, le bras OA de la balance va se lever. Avec le cavalier ,,a” placé a la division 10, on ajoute
par des essais les autres cavaliers dont les poids sont: a/10, a/100, a/1000, de sorte qu'on obtienne
I'équilibre de la balance.

La condition d'equilibre est: 1a somme des moments des forces qui actionnent dans le méme

sens, par rapport ou point O est égale avec la somme des moments des forces qui actionnent dans
le sens contraire, par rapport au méme

point O. -ﬁl
Donc:
MJ[% =Myp10+ Mapnoo+ Moo ou __Y % X i 10

[ ]
Flio=a10+2x+-2 42, 2 l
AT 0 100 ™ 1000 ) 4100 4100

ou: Fl= la force archimédique Ao A

qui agit sur le flotteur introduit dans Fig. 2

le liquide étudié.
La densité relative du liquide étudié p! , est défmie par la relation:

pI

Pr,0
ou p’ et Py, sont les densités absolues du liquide et de I'eau distillée.
On va écrire la condition pour I'équilibre de la balance, le flotteur introduit dans I'eau distillée
(le poids ,,a” se trouve a la division 10)
M =M, =F"10=a-10 3
Si on divise la relation (2) par (3), il en résult que:
!

[
prel -

P

!
=prl
Pr,0 -
! a-10+ix+ a + z
En effet: 210 _ 10" 100”1000
FAZ 10 a-10
Parce que: Fj=V,,.,. 0, g
Ff = VeorpiPro &
V;o'p s = Slotteur
{
plym Pt P

—+
Pr.0 100 ' 1000 10000

p!;=1+0,0x+0,00y + 0,000z
Par conséquent: p! , =1,0xyz numéro sans dimensions.
Par exemple: Si I'équilibre de la balance est réalisé pour les cavaliers dans les positions:
x =4,y =3,z =2, il sensuit que:
pl,;=1,0432
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6. Soit un liquide moins dense que l'eau. Dans cette situation, le bras de la balance
introduit dans ce liquide va descentre. L'équilibre sera rétabli en arrangeant les poids ,,a", ,,a/10",
..a’100", ,,a/1000".

Attention!: Le poids ,,a” (le plus grand cavalier, ne sera plus mis sur la divisions 10, mais
sur une autre, de sorte que, avec les autres cavaliers, I'on obtienne I'équilibre de la balance.

En supposant que les divisions x, y, z dans lesquelles sont placées a I'équilibre les poids ,,a”,
/10", . a/100", | a/1000", il revient que: (voir la figure)
Fﬁ-10=a-x+%y+-l—gaz+mt
La condition d'équilibre de la balance pour le flotteur introduit dans I'eau distillée est donnée

par la relation (3):

1
A
VvV ¥y _ 1 2 *
M—y——1
i 4/1000 2
A/l
Y3
Fig. 3
FA0.10=a-10
Comme avant, en faisant leur rapport, il en résulte que:
a a
X+ y+——z+——1t
F,10 7710 100 % 1000
F*°-10 a-10
£/ 10 - -
4 =22 = d =0,xyzt

THO 10 + +
F=7-10 10 1000 1000 10000
D'autre part:
FAI _ Vcoms'pl'g _ Py _pz
F Viorss Pro &  Puyo !
En conséquent, pour un liquide moins dense que l'eau:

P =0,xyzt

Par exemple: SiI'équilibre est obtenu pourx =9, y=8,z=7, ¢ = 1, il s'ensuit que p! , = 0,9871
nombre sans dimensions.

Les opérations qu'on doit effectuer sont:

1. Pour le méme liquide on va faire n = 5-6 déterminations directes, et en utilisant les
relations connues on déterminera la densité relative.

Par exemple: On suppose un liquide avec p!,=1,8785 connue. Les déterminations dans le
laboratoire sont des valeurs approximatives, qui ne coincident pas avec la vraie valeur 1,8785.
(p, = 18784; p,=18779; p, =1,8783; p, =1,8786; p, =1,87849).

2. Dans la limite du temps, on va calculer les densités relatives pour des solutions CuSO4 et
l'eau dont les concentrations sont connues, ou l'alcool et I'eau, préparées dans le laboratoire.

On va faire les graphes de 1a densité fonction de la concentration.

Les solutions d'eau et sucre pour lesquelles on peut mesurer 1a concentration a l'aide du
réfractomeétre ABBE‘, peuvent étre aussi utilisées.
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Calcul des erreurs

a) On va faire i = 5 déterminations pour compléter le tableau:

P, P p,-P ¢,-Py

W [ W] =] =~

Pour une détermination choisie (p;) on va écrire le résultat sous la forme: (p, £ Ap) ou Ap
est I'erreur absolue maximale qui accompagne les déterminations effectuées.

Indication: Ap est égale a la précision de l'appareil, autrement dit, c'est la plus petite valeur
de la densité, mesurée avec la balance (dans notre cas: Ap = 0,001).

b) Calculer l'estimation de la vraie valeur:

—~ 12
Indication: P = 2.; la valeur moyenne.
i=1

¢) Calculer I'erreur standard Sp pour un mesurage singulier, appartenant a la série effectuée.

Indication: S =
=

d) Ecrire le résultat de la série des mesurages effectués.
Indication: On calcule l'erreur standard S; pour la valeur moyenne, et la vraie valeur
appartient a l'mtervalle: (S; = S, /3n)
P—SSp,Sp+S; ou p,=(ptsS;)
e) Déterminer I'mtervalle de confidence de sorte que la vraie valeur p_ se trouve dedans,

avec un niveau de confidence P* = 0,999.
Indication:

p-t(P; k)SB <p, <p+t(P% k)~SE o p =(ptt(PYy k)-SB)
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LE CALCUL DE LA DENSITE D'UN GAZ
A L'AIDE DE L'APPAREIL DE BUNSEN

Pour déterminer la densité d'un gaz on va utiliser cette fois-ci la loi d'écoulement des liquides
a travers des petits orifices.

£ 3 Notre premier but est donc d'établir 'expression
."?9,, X -4 mathématique de cette loi.
d L_C_? P On suppose que la paroi AB sépare I'éspace du bas ou
a = Lf” la pression du gaz est p, et I'éspace du haut ou la pression du
R P gazestp,. Onap>p,
S Dans la paroi, existe un petit orifice CD dont la surface
— C"'S' ' ]) g °oSt S, a travers lequel le gaz s'écoule de bas en haut, sous la
A Lol DT forme d'un cylindre CDEF ou la pression baisse graduellement
-‘v-'?i"» dep ap,
Prenons un élément de ce cylindre, limité par deux
Fig. 1 surfaces qui lui sont perpendiculaires, ab et cd, situées a la

distanco /s 'uno do l'autro.

Le volume du cylindre est égal a Sh et sa masse avec hSp (ou p est la densité du gaz qui
s'écoule).

On va noter par p la pression exercée de bas en haut sur I'élément considéré et parp - dp la
pression de haut en bas. La différence entre ces deux pressions, orientée de bas en haut, imprime
a I'élément considéré un mouvement dans la méme direction.

On suppose que I'élément s'est déplacé sur la distance A.

La varation de I'énergie cinétique doit étre égale au travail mécanique de la force gi)
détermine le déplacement:

dW, = dF-h
ou: dF" = S[(p - dp) - p] = - Sdp

w, =lmv2 =lShp~v2
2 2

En portant dF et W_dans la relation (1) on va obtenir:

2d
d(v?) = -2

P
En effectuant l'intégrale entre v = 0 et v, = v, de p, 4 p,, on obtient: (2)
2 _ 2(p—pa)
P
Les conditions considérées pour la déduction de cette équation la rendent approximative.

v
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Ainci, on a supposé une densité du gaz constante durant I'écoulement, on a neglige le frottement

entre le gaz et les murs de l'orifice.

En réalité, ces considérations ne s'appliquent que d'une fagon approximative. Quand méme,
la relation (2) est vérifiée de maniére satisfaisante par I'expérience.

Dans le travail qu'on va effectuer en laboratoire, le gaz va sortir d'un récipient ou sa pression
est p, = p + H dans l'atmosphere, dont la pression et p, = H. 3)

La relation (2) devient:

A un moment donné, quand la surpression dans le récipient est p, la vitesse d'écoulement est
donnée par la relation (3).

Etant donné que le carré de la vitesse (v*) varie en raison directe a la pression pour laquelle
on suppose aussi une variation linéaire, la moyenne temporaire du carré de la vitesse () sera

donnée par la moyenne arithmétique:
2

2
— v +v +
e g _ PPy

2 P
ou: sont deux valeurs connues de la surpression du gaz dans le récipient d'ou
Py p

celui-ci s'éco e;
v, sont les vitesses d'écoulement du gaz qui correspondent aux pressions p, p,,
Spl, par le méme orifice s'écoulent deux gaz, dont les vitesses, les pressions et "les’ densx[ﬁi
sont distinguées les unes des autres par les indices et “, on a:

, , . .
—_— + —_—
v,z_pr Py v.z_p1+pu

M =
’ -

P P
On peut choisir les conditions de l'éxperience de sorte que: p;=p; et py=p; 1l
s'ensuit que: (5)

”2

[~

L

72 o

v P
En réalité, la détermination des deux vitesses v', v” est assez compliquée.

Dans ce cas, les volumes des gaz doivent étre identiques, leurs temps d'écoulement sont f&
raison inverse a la vitesse moyenne, c'est a dire:

i 7

’ 72
P _
Donc: — =53
p” ¢

De cette maniere, le mesurage du temps d'écoulement des deux gaz - dans les conditions
plus haut spécifiées, rend possible la détermination de la densité p’, pour p” connue.

Les étudiants vont déterminer la densité du gaz méthane p’, en leur donnant la densité
de l'air p”.

2
t
p'=mP p7=1293kg/m’

Description de l'appareil

L'appareil qu'on va utiliser est présenté dans la
figure n° 2. Il est composé d'un tube de verre A, dont on
a laissé ouvert la partie inférieure; le tube est prévu a sa
partie supérieure avec un robinet R pourvu de trois
orifices, parmi lesquels l'orifice ,,b" possede un diamétre
extrémement petit.

L'appareil est introduit dans le récipient B avec de
l'eau, fixé a l'aide d'un support.

Par la ramification ,,a" du robinet au moyen d'un
tube de caoutchouc, le tube ,,A" peut étre mis en Fig. 2
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Mode de travail

1. On va choisir sur le tube ,,B" deux reperes E, et E,.

2. On fixe le robinet , R" dans la position 1, en faisant le contact avec le tube ,,A". Pendant
ce temps, le contact avec l'ouverture ,,b" est fermé.

3. En utilisant une pompe, on va introduire de I'air dans le récipient ,,A", de sorte que le
niveau de l'eau descende sous le repére E ; puis on met le robinet sur la position I, obturant ainsi
la comunication du tube ,,A" avec la pompe.

4. Chronométrer le temps ,,t" dans lequel l'eau du tube ,,A" passe entre les deux
reperes £ et £,

5. Répéter les opérations plus-haut décrites, en utilisant cette fois-ci le gaz méthane.

Attention!: on utilise les mémes reperes qu'avant.

6. On choisi d'autre repéres E; et E;, pour lesquels on va faire les mémes opérations.

7. Pour chaque intervalle E, - £, on va faire six déterminations pour l'air et six pour le
gaz méthane.

La densité du gaz méthane sera donnée par la relation:

7?2

t _ n ti
p=p=; t=2X—
t’ =1 n

8. Calculer 1a masse molaire du gaz méthane, pour le volume molaire connu

V,, =22,4-107'm’ / mol (SI).

"l
=22,4-1293=" 10 kg / mol
t'

(%}

’

o

W=v, -p'=p"V,

[N}

-

[

Les résultats seront écrits dans le tableau:

’’7

Repernl ¢ t

Calcul des erreurs

a) Calculer l'erreur standard de la moyenne arithmétique S -
Indication: p’ est une fonction de deux variables indépendantes 7" et #” mesurées directement.

,2
’ t ) ”
p'= p’;Tz‘, p” = const.

L'on utilise la loi de la propagation des erreurs pour deux variables.

op’ op’ Y
So= =1 . -S2+|=—| -S>

op’ 28 op 27
. ’ = p _12-’ » = _p »3
ot t ot t

o) _,2r (o) _ L2
o' f=t —P P oy, L

=P
. (C=t)+. HT-1)
! n(n—1)
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v n(n—1)

b) Trouver l'intervalle de confidence auquel appartient la vraie valeur du p’, notée par p;
l'intervalle doit étre trouvé avec un niveau de confidence donné par P*(P* = 0,999;
k=n-1=6-1=5)

P —t(P* k) Sy <p, <SP HHP* k)-S5

ou: o, = (P £e(P*; k) S, Jhg/ i

—_ @
Les valeurs pour la fonction #P*; k) sont données dans le tableau:
P*
k 0,90 0,95 0,98 0,99 0,999
4 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 2,015 2,571 3,365 4,032 0,859
6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781

c) Sans utiliser le niveau de confidence P*, écrire le résultat final.

d) Calculer la précision pour les deux séries des mesurages (¢,,...,%; ) et (],..., ).

Indication: L'on utilise I'mdicateur statistique, I'erreur standard d'une détermination singuliére
d'une série donnée.

(-t +. AT -1) g @ =ty +.. . HT-12)

’ t

n—1
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DETERMINATION DU MODULE D'ELASTICIT E (YOUNG)
D'UN FIL SOUMIS A LA TRACTION

Siune force F agit sur un fil de longueur / et section transversale S, celui-ci peut se raccourcir
ou s'allonger de Al

La loi de Hooke nous dit que la grandeur Al est en raison directe de ‘17" ‘ et / et en raison
mnverse de S.

N=atl M
SAl
ou o est une constante de proportionnalité nommeée coefficient d'allongement (compression
longitudinale).
Par définition, le module d'élasticité d'extension, autrement dit le module de Young, est égal
a l'inverse de la constante d'élasticité o.; d'habitude on le note par E.

1 Fl (2)

Sous l'action de la force 7, le fil d'acier va manifester a cété de l'extension, une contraction,

transversale, dont I'expression mathématique est:

Adzﬁ% ()

ou on a noté par;

d = le diamétre du fil d'acier;

Ad = la variation du diamétre sous l'action de la force f;

B = une constante, dénommeée le coeficient de contraction transversale.

B
a
pour tous corps isotropes, c'est a dire 0,25.

Le rapport o == est dit coefficient de Poisson et posséde théoriquement la méme valeur

Description de l'appareil
et du mode de travail

Le fil confectionné du matériel qu'on étudie est fixé entre deux consoles (fig. n° 1). Par le
chargement en utilisant des poids, le fil va subir une élongation.

Par conséquence, 1a barre 7 sur laquelle on a fixé a angle droit un miror plan M va tourner
autour de l'axe O, s'appuyant sur le cylindre d qui se déplace avec le fil sous l'action des poids.

Donc, pour un allongement du fil avec A/, le miroir va tourner avec l'angle «; en
regardant la figure:
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Al

iga=——~a (pour des petits angles) é'/’ ”"/
4 ——
(4) N

ou: b = la longueur de la barre r.

Pour le miroir, le changement de
sa position peut étre enrégistré a 'aide
del'échelle graduée S dont I'image est
observée par la lunette R.

Pour une différence An entre les
gradations de I'échelle correspondant ‘ =
a la rotation du moroir a un angle o
et tenant compte de la distance D
entre le miroir et I'échelle, on peut
écrire:

An
tg2a=3 ~ 2o (l'angle o petit) (5)

En comparant les relations (4) et
(5), il s'ensuit:

Al = An b 6
3D (6)
Avant de commencer les

mesurages, on doit régler la lunette Fig. 1
et également établir sur l'échelle graduée S un repere arbitraire (un graduation quelconque) qui
sera la méme pour tous les mesurages.

On mesure a l'aide d'un métre la distance D entre le miroir et I'échelle graduée.

On note le ,,point zéro" sur I'échelle (n_), autrement dit, la graduation sans aucun poids.

Pour le chargement successivement avec des unités de masse m, = 0,5 kg, m, = 1 kg ,...,
m = 10 kg, dont les forces sont:F\ = m g(N) ,..., F, = m, g(N) on va lire les graduations  ,...,
n, en utilisant la lunette; puis on va calculer An,=n, -n,An,=n,-n_,..,An =n -n_, c'esta
dire le déplacement de l'image de I'échelle.

En utilisant la relation (6), on va calculer les allongements Al , AL ,..., Al .

Pour chaque A/ on doit calculer le module d'élasticité £, E, ,..., E, 4 l'aide de la relation (2).

Les grandeurs /, s, b, seront déterminées en les mesurant directement, dans le Systéme
International des Unités.

[\(Ll\lll&LLil(i v gt 1ty

Calcul des erreurs

a) En mesurant les grandeurs An et m, compléter le tableau:

mlkgl | Anlml| x | E, |E | (E-E) | (E-E)

5 i

i
1
2
3
4
5
ou on a noté par: % =L
An,
E = kx;; :EIBQ
Sb
E=X% g
5
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On suppose que les valeurs des grandeurs /, D, g, r, b sont exactes (affectées par des erreurs
absolues petites).

b) Indiquer lintervalle de confidence dans lequel on peut affirmer que se trouve la vraie
valeur E_, avec un niveau de confidence P* = 0,99.

Indication: On va déterminer l'erreur standard de la moyenne arithmétique S;.
‘FE— E)+...+(E - E,)

5-4
La valeur pour la fonction #P*; k) = (0,99;4) sera trouvée en utilisant le tableau:

S —_

E=

P*
X 0,90 0,95 0,98 0,99 0,999
4 2,132 2,176 3,747 4,604 8,610
5 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
6 1,043 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781

E,=(E£10,99,4)- S, )N /m’

¢) Caractériser la précision des mesurages £ ..., E..

Indication: On va utiliser l'indicateur statistique S%.

Se=nS_

d) En connaissant les valeurs des grandeurs /, g, b,d, D et leurs erreurs absolues maximales
AN =AD=10"m Ag=5-10"m/s*, Ad=001-10"m Ab=10>m(l = 2m; g=9,8064m/s’;
A=080-107m h=60-107; D=1,5mu),
calculer I'erreur absolue et relative pour la constante £.
2IDg
b

Indication: k =

Ak
7=8k =8,+8,+06,+0 . +9,

Les numeéros 2 et Tt ont été constdérés exacts.

Ak =1’ erreur absolue maximale
Ak=k(d,+8,+8,+25,+3,)
Ad)=AQ2r)=2-Ar.
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LA DETERMINATION DU MODULE D'ELASTICITE
D'UNE BARRE

Indication: Dans la théorie d'élasticité le mot ,,déformation” signifie le changement dans la
position des particules d'un corps solide, du a l'action des forces extérieures.

Pour des forces extérieures petites, les déformations vont disparaitre quand les forces
cessent d'agir.

Pour des grandes déformations, aprés l'arrét de l'action des forces, la déformation ne
disparaitra pas en totalité. On va l2a nommer la déformation rémanent. Quand on constate une
premiére trace d'une déformation rémanente on dit qu'on a atteint la limite d'élasticité.

Un corps se dit €lastique quand la limite d'élasticité va apparaitre pour des grandes forces.

Au contraire, un corps se dit inélastique quand la limite d'élasticité apparait méme pour des
trés petites forces.

Les déformations élastiques se classifient dans: /'extension (I'allongement), le glissement,
la torsion, le courbement. 1'extension et le glissement sont des déformations simples, les autres
sont plus complexes.

Pour des petites déformations, une déformation quelconque peut étre considérée comme la
somme des déformations simples.

Les petites déformations d'un corps élastique respectent les lois fondamentales suivantes:

a. entre les limites d'élasticité la déformation est en raison directe au module de la force
extérieure;

b. le changement du signe de la force extérieure influence uniquement le signe de la
déformation, en conservant méme module;

c. daus le cas de plusieurs forces extérieures, la déformation totale sera la somme des
déformations partielles.

Par conséquent. on peut écrire: (D)

ou: A = la déformation
K = une constante
P = ]a force extérieure. |

L'étude qu'on va entreprendre cette fois-ci consiste ;
a étudier le courbement d'une barre sous l'action d'une ]
force P=mg. - o L — X — |

Une barre élastique fixée a une extrémité dans un mur —
rigide et qui subit l'action d'une force extérieure a l'autre :
extrémite, va se courber.

Dans cette situation, les couches supérieures vont
s'allonger et les couches inférieures vont se comprimer. Quand '
méme' il y a une couche intermédiaire, nommée couche neutre
dont la longueur est constante et qui va seulement se courber. Fig. 1

et ALy
{
f.
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On appelle la fleche du courbement, le déplacement de I'extrémité de la barre.

La fléche du courbement est en raison directe a la force qui agit, et la constante de
proportionnalité A dépend de la nature et les dimensions de la barre.

Pour calculer la fleche du courbement on va analyser une section transversale quelconque
dans la barre rectangulaire, de longueur L, hauteur A et largeur a.

On suppose que la section considérée se
trouve i la distance x de I'extrémité hibre de la barre.
Dans la figure n° 2 on a représenté un élément de la
barre, dont la longuer est dx, situé dans le voisinage
de la section considerée.

(I) donne la position de la section avant le
courbement;

(II) donne la position de la section apres le
courbement;

(I0) 1a section de référence située dans la
proximité de celle courbée.

Avant de la courber, la section (I) est parallele

Fig. 2 avec la section (III).

Aprés le courbement, la section (I) passe dans la position (II), parce que la section tourne
autour d'un axe qui traverse la couche neutre OO’

Le fait est di aux portions appartenant a dx et situées au-dessus de la couche neutre qui
s'allongent, et celles du dessous de la couche neutre devient plus courtes.

On va calculer l'allongement d / d'une couche quelconque de la barre, de I'hauteur d y et
située a la distance y de la couche neutre.

La figure n° 2 nous donne:

AONM ~ AOAB

dy _ 20y

:o_é’ d = b (2)
2

Pour obtenir cet allongement on doit agir au contraire de la force élastique donnée par la loi
de Hooke:
_ E-dS-dl 3)
dx
ou: £ = le module délasticité du matériel
dS = la surface de la couche.
En portant dans cette expression la valeur trouvé de d/, aussi bien que dS = a - dy obtenu de
la figure n° 2, on a:
2Eas-y
e dy 4)
Pour calculer le moment qui agit dans toute la section transverale de la barre il faut additionner
les moments de toutes les forces dF.
Le moment élémentaire du courbement est:

dF =

Le moment total du courbement créé par les forces élastiques dans la section transversale
sera:

2Eac Eacb’
M= 24y = (6)
2 a2 YT 6dx
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A T'équilibre, le moment du courbement dii aux forces élastiques doit étre égal a celui des
forces extérieures; donc on va écrire:
Each’

=———=PFPx
6dx

ou: P = le poids situé a I'extrémité libre de la barre
x = la distance entre le point d'application de la force P et la section considérée.
L'angle fait par les directions (I) et (II) de la section transversale est une mesure du
courbement.
Parce que l'angle d@ est extrémement petit, on peut écrire dans le triangle AOB:

(7)

19(d9) = do = —>— =22 3
2(do) = do ERE (3)
:>d(p:27G 9

Dans les points 4 et B on va construire des perpendiculaires sur les directions des sections
(1) et (1), en les prolongeant juisqu'a 'extrémité libre de la barre.
Soit x leur longueur; de la figure n° 1 ou n° 2, il résulte que:
dA = xdo (10)
En utilisant l'expression qu'on a trouvé pour d¢ et I'expression du ¢ (relation 7):
& Padx

- Eab®

)

(11)
de l'équation (10) on trouvera:
12-P-x'ax

ar = :
Eab
L'entiere fleche du courbement sera donnee par l'intégrale:

2P
A= _[O, re UL
Eab
irL (12)
‘ o _Eab
La fleche d'une barre fixée a une extrémité et actionnée par une force de pesanteur P a
l'extrémité libre est donnée par la relation (12).
Le but de ce travail est de calculer expérimentalement la grandeur A et puis, a l'aide de la
relation (12) de déterminer le module d'élasticité.

= A =

Description de l'appareil

L'appareil utilisé est dessiné dans la figure n° 3. Il est composé d'une plaque de bois M sur
laquelle sont disposés les supports s , s, et s.. Les supports s, et s, soutiennent le tambour 7 avec
lequel on fixe l'extremire de la barre étudiée B.

Fig. 3
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Les différentes positions de la barre B peuvent étre réglées a I'aide du disque D. On etablit
la position choisie de la barre en utilisant la vis R,.

A droite, il y a le support s, pour une petite plaque graduée en mm, avec celle-ci on va
mesurer le déplacement de l'extrémité libre de la barre.

A l'aide des vis R, et R, l'on fixe l'aiguille indicatrice de I'extremité libre a coté d'une
graduation choisie comme point de repére.

Mode de travail

1. A laide du disque D et de la vis R , mettons la barre dans la position n° 1.

2. En utilisant les vis R, et R, on va amener le repére (appartenant a la plaque E) a coté de
l'aiguille indicatrice.

3. L'on charge la barre de 20 g jusqu'a 300 g, de 20 g en 20 g, en lisant chaque fois la
division indiquée par l'aiguille.

4. De cette fagon, il est possible de lire directement la fléche A par rapport au repére chioise.
4PL  4mgl

5. En utilisant la relation £ = prE

calculer E[N / mz]

Calcul des erreurs

a) Avec les mesurages de la fleche A et de la masse m, completer le tableau:

i | mlkgl | Anfml| x | E, [E | (E,-E) | (E-E)?
1
2
3
+
5
Les notations signifient: x, = T; E =kx,
} X +o.A4X
k= 4gl; ; E=-! >k
ab 5

On considére les valeurs numériques pour L, a,b, g, ,.exactes" (c'est-a-dire, les erreurs
absolues sont suffisamment petites)
L=06m,a=4mm;b=3mm;g=29,_81m/s’
b) Indiquer I'mtervalle de confidence pour lequel on peut affirmer l'appartenance de la vraie
valeur £ avec un niveau de confidence P* = 0,999.
Indication: On considere l'indicateur statistique

\[(E— E)+...HE-E,)
5-4
La valeur de la fonction #0,999; 4) va étre lue dans le tableau #(P*, k) presenté plus-bas:
(k = n-1=5-1 =4 les degrés de liberté)

S_=

E
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>k
& [ 0,90 0,95 0,98 0,99 0,999
4 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,860 2.306 2,896 3,355 5,041
9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781

L e résultat sera:

E —1(0,999,4)-S. <E, <E +1(0,999;4)- 5.

ou

d) Pour les valeurs numériques des grandeurs: L=0,6 m, a=4 mm, b=3 mm, g=9,81 ni/s

(g = 9,8064 = 0,0005 m/s?) calculer I'erreur absolue et relative pour la constante 4 =

Indication: 8, =8,+8,. +8,+8,.

A, = k-9,
5, =32k 235,

: L

. Al
8, =322 =135,

h
AL=Ah=10"m

5

Sy=vn 8.

=9, =8, +38, +5,+38,

https://biblioteca-digitala.ro

E, =(E£1(0,999;4)-5_) N/m’
c) Calculer la précision des mesurages £ ..., E
Indication: L'on calcule la grandeur S,

n=>5




METHODE HYDRODYNAMIQUE
POUR MESURER L'INTENSITE
DE LA PESANTEUR g

L'intensité de la pesanteur (pour la chute libre des corps sur 1a Terre) dépend de l'altitude (la
distance jusqu'au centre de 1a Terre) et ne dépend pas trop de la latitude, a cause de I'aplatissement
aux Pdles et surtout en raison du mouvement circulaire autour de son propre axe.

On considére l'intensité de la pesanteur normale ou standard g = 9,80665 m/s> et sur la
parallele 45° au niveau de la mer, g = 9,80616 m/s°.

Une méthode dont la précision est trés élevée suppose le mesurage du temps d'écoulement
de l'eau mise dans un récipient d'une forme quelconque.

Principe de la méthode:

On suppose un récipient cylindrique de rayon R qui posséde dans la partie inférieure un
orifice de rayon r (fig. n° 1). En considérant le cylindre conplétement rempli on poursuit a
déterminer le temps nécessaire pour que toute la quantité de I'eau s'écoule du récipient.

On va noter par:

. S h = le niveau de I'eau au moment ¢
/—7—” o M H = le niveau de l'eau au moment ¢ — o.
/; //; ////////l dh . ) ” : ‘. .
2 //{ /-/_;/_ i-'/ t La vitesse d'écoulement du liquide a travers l'orifice
_:‘-, ST H inférieur est donnée par la relation de Toricelli:
:f":f-"i ' _ | v(t) = 2gh(¢) (N
I ¥ l Pendant l'intervalle du temps infiniment petit d on peut
= oy e admettre que la vitesse d'écoulement du liquide ne se modifie
77 At pas. Soit dV'le volume de I'eau qui se déplasse en méme temps
dans la partie supérieure du cylindre que par l'orifice
Fio. 1 d'écoulement:
Ig.
& AV =5-dh=nR*-dh @)
D'autre part:
dV = —s-dl = —nrlv(t)dt = —-nr’ J2gh(t) - dt 3)

ou: S = la surface de la section transversale du cylindre
s = la surface de l'orifice de la partie inférieure du cylindre.
Du fait que /(¢) est une fonction qui décroit (voir le signe ,,moins") en comparant (2) et (3),
il s'ensuit que
nR*dh = —rr’ Jogh(t)dt (4)
(4) est une équation différentielle du premier ordre. Si on sépare les variables 4 et t, on

obtient
dh r?
—=——,/2 -dr
Jio RVE (5)
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Par intégration il résulte: .
(6)

f%:—;z ﬁ_éfdt

(7)

2
r .
ou: 2 h:—;R2 20t +C

ou: C = constante d'intégration arbitraire.
Pour déterminer C on utilise la condition qu'au moment ¢ = 0, 4 = H. Par consequent:
(8)

C=2JH
La relation (7) devient: ,
-
J}_l:—2_RZ—1’2gt+JH (9)

Si dans la relation (9) on met & = /4, on obtient le temps d'écoulement:

r:2R3(\/ﬁ—ﬁZ) (10)

rJ2g
En utilisant la relation (10) I'intensité de la pesanteur a I'expression:
2R 11+ 1, ~2,JH )

(11)

o =
=~

rt
Pour simplifier I'écriture, on note

‘CH+h -2 [Hh
2R (H+h ) (12)

=k

r

En conséquence:

k

.
B

La grandeur £ scra considérée comme une constante du récipient.
Quelle est la précision de la mesure de g dans la relation (13)?

La précision de g dépend a son tour de la précision avec laquelle on a mesuré R, r, // qui
intervient dans la constante du récipient et surtout de la précision de la mesure du temps ,.7"

d'écoulement pour le fluide.
En ce qui concerne le mesurage de 1, R et H on peut écrire en utilisant la relation (11) dans

deux endroits différents de la Terre:

2R (H+h -2 fHh)
&= 4,2 (14)
rt
2R'(H+h, —2,/Hh1)
£ = I‘Jt;‘
g L,
ou: —1-_—_ = (15)
fl

Par conséquent, il suffit de connaitre I'intensité de la pesanteur g, et le temps ¢, dans un
endroit et de calculer ainsi la constante du récipient £ = g? dans le but de calculer apres l'intensite

de la pesanteur dans n'importe quel endroit sur la Terre.
Pour ilustrer la précision avec laquelle on a mesuré le temps /, prenons un exemple numeérique:
si le temps d'écoulement est + = 10* 5 et le chronométre nous indique dans cet intervalle une
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erreur absolue égale a 0,1 s, en utilisant la relation (13), l'erreur relative sur g sera obtenue de la
fagon suivante:
Ing=Ink-2In¢

dg _dk 24t d (16)
kot t
A A
ou: | =8| =2~
g t
|28 201, 105 -20.10 (17)
g 10*

Si on choisit un intervalle plus grand pour ¢ on pourra obtenir une précision encore plus
élevée pour g.

Une trés bonne précision pour mesurer l'intensité de la pesanteur est trés importante dans
beaucoup d'activités pratiques.

Manipulation:

Le récipient de la figure n° 1 est prévu avec un tube latéral de petit diametre (qui n'est pas
dessiné sur la figure), qui posséde deux repéres - inférieur et supérieur - le repere supérieur peut
coincider avec l'extremité supérieur du tube latéral Le récipient possede également un bouchon
de rayon r pour fermer le tube qui est situé dans la partie inférieur du récipient de rayon R. Pour
déterminer g on doit agir de la fagon suivante:

a) on met dans le récipient de I'eau distillée (le bouchon ferme la partie inférieure) jusqu'au
moment ou le ménisque dans le tube latéral devient tangent au repere supérieur;

b) le chronomeétre dans la main gauche on ouvre le tube de rayon r en enlevant le bouchon
avec la main droite, dans le méme temps que le départ du chronometre; 'eau s'écoule dans un
récipient situé an dessous de l'appareil;

¢) on chronométre le temps 7 d'écoulement du liquide jusqu'au moment ou le ménisque du
liquide dans le tube auxiliaire devient tangent au repére inférieur qui est marqué;

d) en connaissant la constante k de l'appareil on calcule la valeur pour g avec la
relation (13);

e) on évaluera la valeur relative du g avec la relation (17). La valeur pour & = 57293,5 m
(valable seulement pour les reperes, inférieur et supérieur marqués sur le tube).

Le cas du récipient sphérique

On considere le cas d'un récipient de forme sphérique ou semisphérique de rayon R qui
possede dans la partie inférieur un orifice de rayon r (voir la figure no 2). Si on suppose le
récipient rempli avec de I'eau, on va déterminer le temp d'écoulement

Soit A le niveau de I'eau au moment ¢

La vitesse ,,v" d'écoulement par 'orifice qui se trouve en bas du récipient est donnée par la
relation de Toricelli: v= \2gh. On prend un intervalle du temps dr infinement petit dans lequel la
vitesse d'écoulement de I'eau ne se modifie pas d'une maniére sensible. Soit dJ le volume de

liquide qui s'écoule dans df par la partie supérieure et aussi
bien a travers l'orifice d'écoulement.

On peut écrire pour dV-

dV = S-dh=nAB%dh = s- dl = nrivdt = mr’ Jogh - dt

1l s'ensuit que:

nAB’dh = -nr’ Jagh dt(le signe ,,-" nous montre la
décroissance pour la fonction A(?)).

Parce que: AB* = AD*- DB* = R*- (R - h)?

= AB? =2Rh~

En conséquence on peut écrire I'équation différentielle

linéaire de premier ordre:

(2Rh-hk%)

dh = -r* f2g dt
Fig. 2 Jr e
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Par intégration on obtient:
f2RJR - JR )dh = —r* J2gl at
4 2
= —Rhﬁ-;h’f: r*f2gt+C
3

En imposant la condition initiale: pour ¢t = 0, 2 = R, on calcule la constante d'intégration:
14R*JR

15
La relation devient:

C:

—RhJ_ hz\/_—ﬁ—‘/: f2gt
Si on impose /2 = 0, le temps d'ecoulement dev1e11t.
14R2JR 98 RS
15r2J_ D'icion a: g= 257

. 98R? k
Pour simplifier, on met & = T copstante = g =

Pour un récipient sphérique et complétement remph avec de l'eau, pour t = 0 h = 2R la

. 16
valeur de la constante C devient: C = ERZ\DR

2 5 \ 256 R’
Dans ce cas: ¢_16R ‘/_ _256 B 1 oy k= —.
ZJ_ 225 4 ¢ 225 r

Dans le laboratoire on peut utiliser des récipients cylindriques aussi bien que sphériques.

Calcul des erreurs

a) En effectuant 10 déterminations pour le temps d'écoulement ente deux repeéres donnés:
t ..., 1, on doit évaluer la précision de la mesure pour la série des déterminations.

Indication: On utilise 'erreur standard d'un mesurage individuel (erreur moyenne d'une
grandeur directe S pour une détermination individuelle).

- 12
S= ; t==Xt n=10.
n—1 ni- '

b) Pour un ,,#” donné avec une erreur absolue maximale A7 = 0,2 s, calculer l'erreur relative
maximale dg et l'erreur absolue maximale Ag.
Indication: On considére la relation initiale

=k @
E=p
Le logarithme de la relation (1) est:
Ing = Ink - 2lns )
La différentielle de la relation (2) est:
g _ ok 24t
PR (3)
L'erreur relative maximale s'écrit:
49 _,At 4
g t
d'ou
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I 'erreur absolue maximale peut étre calculée en utilisant la relation:

Ag= A(%): zéAz ou avec (1), (4) et (5):
t L
At
ﬁ=2ﬂ ou Ag=2—-g
g t t
At k 2k

(la valeur pour k est donnée dans la théoriee, le temps f est le résultat d'un seul mesurage,
At =02 s).
¢) En utilisant la loi de propagation des erreurs, calculer l'erreur standard de la moyenne

arithmétique S;:
kY o Lag)
_ = = .S_ - —° 'S
se-y(Z] 5= E) |8 ©)

: 9-10
c_h+o g
10
i(a_g) |2k (7)
o) P

f ..., {,, Obtenus par mesurages.
d) Ecrire le résultat final des mesurages effectués.
Indication: g,= (g S;)m/ s
ou: g, < [§—Sg;§+ SE]
ou: g-95,<g,< §+Sg

Dans toutes les relations: g = _A—z

La vraie valeur du g, notée g , appartient a cet intervalle.

¢) Déterminer la précision sur la série de déterminations: g ,..., g,

Indication: On calcule l'erreur standard d'un mesurage individuel pour les détermmations
indirectes:

2
-2 -
98 Jiey
ou: S = l'erreur standard d'une détermination singuliére

‘/(i— BV A - )
10-1
f) Trouver l'intervalle de confidence de sorte que la vraie valeur du g, notée g_lui appartienne
avec un niveau de confidence P* = 0,999,

ié:’. ‘
or! 184

S, =

*
k 4 0,90 0,95 0,98 0,99 0,999
4 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 2,015 2,571 3,365 4,032 6,859
6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 1,895 2,365 2,998 3,499 5,405
8 1,860 2,306 2,896 3.355 5,041
9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781

https://biblioteca-digitala.ro



LA COMPOSITION
DES OSCILLATIONS PERPENDICULAIRES

L'appareil: l'oscilloscope.

Théorie de travail: On va démontrer qu'un point matériel, sous I'action d'une force élastique
(ou quasiélastique) posséde un mouvement oscillatoire. Une force élastique f(ou quasiélastique)
est proportionnelle au déplacement x et orientée vers la position d'équilibre (le mouvement est
dans la direction de l'axe OX). '

Donc:

f=-kx (1)

Le signe ,,-" signifie que la force est orientée contrairement au déplacement - par exemple,
la force qui agit sur un corps suspendu par un ressort.

La loi de Newton nous donne:

m—dt—z'= =—k-x (2)

ou: m = la masse du point matériel considéré

2
j; = l'accéleration du point matériel.

De la relation (2) il en résulte:

d? k
& 9

k \ [ . . . .
On note = w?, ol w représente la pulsation du mouvement oscillatoire. Il résulte:
dix
ye +0lx=0 4)

L'équation (4) est une équation différentielle de deuxieme ordre, homogene, aux coeffi-
cients constants.

La solution de I'équation (4) a une forme telle que (on peut se convaincre directement en la
remplacant dans I'équation):

x = acos(®f+ o) (5)

ou: a, o. = constantes qui peuvent étre déterminées en utilisant les conditions nitiales
La grandeur ,,a" est nommée I'amplitude du mouvement et (w? + o) est la phase.
Une autre solution de I'équation (4) est:

x = a s (0 + o) (6)
Les relations (5) et (6) sont les équations du mouvement oscillatoire harmonique.

, o era e , 2n , , . . .
La période d'oscillation noiée par T = 5 Teprésente le temps nécessaire au point materiel
de passer deux fois successivement par chaque point du trajet.
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La fréquence d'oscillation v = % représente le numéro des oscillations dans l'unité du temps.
L'amplitude représente le plus grand déplacement possible du point matériel, par rapport a
la position d'équilibre.
Considérons maintenant I'addition des deux oscillations, dont les directions de propagation
sont perpendiculaires.
On suppose que le point matériel participe simultanément a deux mouvements, dont les
périodes sont égales.
Soit les axes Ox et Oy au long duquels les oscillations se propagent.
On a:
x =a, cos(wf+o)
y =a, cos(wf+a,) (7
ou: @, a, = 'amplitude de la premiére et de la deuxiéme oscillation;
o, o, = les phases des deux mouvements considérés.
A partir de (7) on doit établir I'équation de la trajéctoire du point matériel.
En éliminant le temps ,,#” dans les équations (7), on trouve I'équation de la trajéctoire.
En effet:

= coswt - cosoz1 —sinwt - sinoal (a)
(8)

=coswt - cosa, — sinwt - sina_ (b)

R |Q: R |H

Si on multiplie la relation (a) par cos o, et (b) par cos o, et on fait leur différence, il
s'ensuit que:

X . .
—cosozz—Lcosml =sinwt-sin{a, — o) 9)
a a;

Maintenant, si on multiplie la relation (a) par sin o, et (b) par sin o et on fait leur différence.
il en résulte que:

A . 12 . .
——sin 0, — ==sIn O = cOs W -Sin (0, — Oy ) (10)
a 4

En additionant les carrés des relations (9) et (10), on obtient finalement:

xT Yy  2xy oA
—_— - cos(o, - )=sin (o - ) (1)
a]' a; aa, ‘ : - :

[.'équation (11) représente une ellipse.
Cas particulier:

1. Pour o, - o, = 0 ou o, = o, = a, il en résulte:

,
£ 2
L2 (12)
aq 4 aq
x_a ) ) D
ou = 7~ - I'équation d'une droite qui traverse l'origine des axes.

2. Pouro, - o, =1
De la relation (11) il en résulte que:

Yo 49 , . . . . . .
ou =" - I'équation d'une droite qui traverse l'origine des axes et passe par les cadrans Il et IV.
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17 3r .
3. Pour o, -0, = ou—, on obtient:

(¥}

(15)

nN| L
+

DNltz
Il

1 2
I'équation d'une ellipse rapportée aux axes des coordonnées (fig. n° 1).
Donc, la forme de la trajectoire dépend de la différence de phase (a., - o,). Toutes les autres

g n in . .
valeurs pour la différence de phase, exceptant i? et i? donnent des ellipses qui ne sont pas

rapportées aux axes Ox et Oy (fig. n° 2).

-

)

A
&, .
M AN, Ajﬂrﬂg\ AB Lj
/x-{‘"“- 1 0\7\ [ : \A 0 /r%*
e e * *
NEEFAE \1\\1\) \\j (/4
=2 ;m,=2 m=R M=
Fig 1 Fig. 2

La composition des oscillations perpendiculaires avec des périodes différentes conduira a
des trajectoires plus compliquées, nommées des figures Lissajous (fig. n° 3).

L'appareil utilisé pour l'étude et N LY Apy
I'observation des oscillations perpendiculaires L‘_< a (D
est oscilloscope. ﬁ A
Le principe de cet appareil est basé sur la /] * % %
déviation d'un faisceau d'électrons a la traversée q é
d'un champ électrique uniforme régnant entre %
deux surfaces conductrices planes et paralléles My=L; M=t Mi=b; my=t, Py=6-7 =8

entre elles. Fig. 3

Entre les deux plaques déflectrices la trajectoire des électrons est un arc de parabole qui se
prolonge a la sortie des plaques par une droite. Celle-ci rencontre l'ecran en un point d'impact I.
On montre que la déviation d = O/ du faisceau d'électrons est proportionnelle a la différence de
potentiel U appliquée entre les deux plaques.

Fig 4
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L'oscilloscope est constitué d'un tube de verre dans lequel on a réalisé le vide et qui contient:

- un canon a électrons qui crée le faisceau d'électrons;

- un systéme déflecteur qui permet de dévier le faisceau d'électrons verticalement et
horizontalement;

- un écran fluorescent qui permet de visualiser le point d'impact du faisceau d'électrons sous
la forme d'un spot lumineux.

Dans le canon a électrons:

- le filament fporté a l'incandescence chauffe la cathode k;

- la cathode k émet des électrons par effet thermoélectronique;

- le Wehnelt w est un cylindre entourant la cathode et percé d'un trou dans I'axe du systeme.
Il est porté a un potentiel réglable inférieur a celui de la cathode et commande l'intensité du
faisceau électronique;

- les anodes a, et a, portées a des potentiels supérieurs a celui de la cathode (de plusieurs
centaines de Volts) accélérent les électrons et en méme temps focalisent le faisceau.

Le systeme déflecteur est constitué de:

- plaques déflectrices horizontales Y et ¥, qui produisent un champ €lectrique vertical, donc
une déviation verticale du spot sur l'écran. C'est entre ces deux plaques que I'on applique la
tension UJ a etudier;

- plaques déflectrices verticales x et v, qui produisent wn champ électrique horizontal,
donc une déviation du spot de la gauche vers la droite de I'écran lorsqu'on leur applique la tension
de balayage Ux.

Ce balayage synchronesé du spot de gauche a droite de I'écran permet d'observer sur
l'oscilloscope une courbe y = f{x) qui reproduit les variations de la tension », en ordonnee, en
fonction du temps #, en abscisse.

Pour une période de la tension délivree par le générateur qui est égale a un multiple de la
tension etudiée, on aura sur I'écran une courbe immobile.

Pour deux tensions de la méme fréquence mais d'amplitude et phase différentes, la trajectoire
du spot lumineux sera une ellipse.

Si les tensions ne sont pas égales et 7, =

[N I,\T!

2 3 i
+ =3 ou Ty="T, on va obtenir les figures

présentées dans la fig. n° 3.

Dans ce travail pratique on va trouver l'image de 'ellipse et les figures Lissajous.

Les périodes seront fournies par le générateur des fréquences; pour une fréquence de la
tension du générateur égale a v = 50 Hz et appliquée sur les deux plaques déflectrices d'un
condensateur et pour une tension délivrée par la borne 18(50 Hz) appliquée sur les deux autres

; — [ plaques on aura une ellipse.
) . /7 \"'.: , On va déterminer I'amplitude de la tension étudiée par rap-
\ ' l port a 'amplitude d'une tension connue.
! \t\o\\‘/ o—| G Annexe: L'oscilloscope qui se trouve dans le laboratoire est

z j':\qfo °'—p_:jL . de type EO-4, avec les parties suivantes: 1. la partie d'alimentation;
: . 2. l'amplificateur pour la déflection verticale et horizontale; 3. le

O~y g2 générateur avec 8 échelles dont les fréquences sont comprises entre
e e \g 3 2 2 et 50 kHz.

N 1 _._O Q o Les sections de I'oscilloscope sont fixées sur un support fermé.
" ta "“ Les boutons de commande se trouvent fixés sur la partie
fig. 5 frontale du support, representée dans la fig. no 5.
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Pour déterminer I'amplitude de la tension étudiée, on va fixer sur I'écran de l'oscilloscope
des axes des coordonnées. Les boutons de 2 a 7 servent a régler le faisceau.

La signification des chiffres sur la région frontale est:

1. I'écran de l'oscilloscope;

2. le réglage de la luminosité de l'image sur l'écran;

3. la focalisation du faisceau;

4. 1a déviation du faisceau suivant l'axe Oy;

5. 1a déviation du faisceau suivant 'axe Ox;

6. la connexion de l'appareil dans le réseau;

7. l'interrupteur du faisceau;

8. le commutateur de gamme (la variation demandée de la tension);

9. le réglage fin de la fréquence.

Pour les commutateurs dans la position ,,fermé", le générateur est déconnecté et
l'amplificateur de la déflection horizontale sera connecté aux bomes d'entrée pour la déflection
sur l'axe Ox.

10. le commutateur de la source d'alimentation synchronique: la tension extérieure du réseau
et la synchronisation intérieure du circuit du générateur;

11. 1a borne d'entrée pour la synchronisation intérieur;

12. la variation de I'amplitude de la tension de synchronisation pour les deux modes de
synchronisation.

Les boutons de 13 a 19 sont utilisés pour régler I'amplification.

13 et 13". les bormes d'entrée de la tension étudiée sur les plaques de déflection verticale du
tube par l'amplificateur;

14. le réglage de cette tension, a I'entrée de 'amplificateur;

15. le changement de cette tension jusqu'au 25 V et 250 V;

16 et 16°. les bornes d'entrée pour la tension étudiée sur les plaques de déflection horizontale;

17. le réglage de cette tension a la sortie de 'amplificateur;

18. la bome du signal de controle, dont la fréquence est 50 Hz et I'amplitude 2,5 V,

19. I'ampoule indicatrice.

Manipulation:

Détermination de I'amplitude d'une tension imnconue:

On va connecteur 18 et 13°; on va régler 14 sur une des divisions 0,5; 1; 1,5; 2 (de sorte que
I'image soit trouvée sur I'écran). Pour mesurer 'amplitude de la tension 17 doit étre au 0. Dans ce
cas 'amplitude de la tension sera représentée sur I'écran par un segment vertical, dont la longueur
se trouve a l'aide d'un papier millimétrique.

Cette amplitude sera comparée a celle d'une tension connue délivrée par le générateur
Tesla. Les manipulations a faire sont:

- connecter les bormes 1” est 13° (voir fig. no 6 qui représente le panneau frontal du
générateur Tesla);

- lebouton 7’ est dans la position ,,ouvert” (dans ce cas 8" sera allumé). Avec um fil conducteur
on va connecter les bomes 3 et 13, l'aiguille indicatrice du bouton 4’ indique par exemple 1 V
(elle peut indiquer aussi d'autres tensions: 0,001; 0,01;0,1 V; 10 V.

Sur I'écran de l'oscilloscope apparaitra un segment lumineux
dont la longueur sera mesurée. De cette maniére on aura l'amplitude d B¢
de la tension 1 V pour la comparer avec celle innconue. ¥

Labome 2 délivre une tension constante égale a 10V, quelque | o ©3
soit la position du bouton 4.

i '
Le mesurage des fréquences en utilisant les figures Lissajous: 9* s o¢ b
Manipilations a faire pour obtienir l'ellipse et les figures
Lissajous: Fig. 6
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- le bouton 8 est:dans la position ,,fermé";

- on va connecter les bornes 18.avec 16 et 3" avec 13. En agissant sur les boutons 14, 17 et
6 on obtiendra 'ellipse et les figures Lissajous.

Avec 6 on peut varier la fréquence d'une tension d'amplitude constante. Si, par exemple, 4°
indique 10 V et 5" indique une valeur 0,025 Kc/s, c'est-a-dire que si on tourne 6 on peut obtenir
les fréquences comprises dans l'intervalle 0,025 et 0,15 Kc/s, dont les valeurs peuvent étre lues
sur I'echelle rouge du disque indicateur des fréquences.

Si 5" indique la valeur 0,15 Kc/s, a l'aide de 6" on peut obtenir les fréquences comprises
entre 0,15 et 0,9 Kc/s, dont les valeurs seront lues sur I'échelle jaune du disque central.

Si 6 indique 50 Hz, sur I'écran apparaitra une ellipse.

Le calcul de la fréquence d'une tension innconue et d'une autre tension connue, a l'aide des

s : 1 ; ,
figures Lissajous:Prenons en tant que fréquence connue v, = P 504z, la fréquence de la tension

du signal de controle (la borne 18) et la fréquence innconue v parmi les fréquences délivrées par
le générateur Tesla.

Pour les figures obtenues dans la fig. no 3 on peut appliquer la relation:
\ v

D(’ n2
ou: n, = le nombre maximum des points d'intersection d'une droite A paralléle a 'axe Ox et
la fioure Lissajons:
n, = le nombre maximum des points d'intersection d'une droite A" parall¢le a 'axe Oy et
la figure Lissajous.

n

UI

2
Par exemple, dans la figure n° 3, pour les deux premiers cas, on a les relations: -~ =7 = S et

¢

4 2 A e
o 6 3 Ansion peut déterminer v_pour chaque figure Lissajous obtenue.
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