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PREPATA

Cursurile de GEOMETRIE pe care le-am tinut la Pacul-
tatea de Matematicd din Bucuregti in semestrul I al anului
universitar 1994-1995, fac obiectul acestei lucrdri.

Cartea se adreseazd studentiler amului al II-lea
din invitimdntul matematic universitar. Ea umiregte sé
serveasci drept referinti pentru cursul de GEOMETRIE.

In po‘riudu redactérii acestui material am primit un
sprijin pretios din partea colectivului Catedrei de Geome-
trie a Pacultif{ii de Matematicd. Tuturor le adreses cele
mai sincere multumiri.

Conf.dr. Liviu NICOLESCU

27 martie 1995
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CAPITOLUL 0
STRUCTURI CANONICE
ALE SPATIULUI R®

In acest capitol reamintim unele notiuni Intflnite la cursn-
rile de algebri si anslis¥ sau la cursul de geometrie dim anul I, no-
tiuni ee vor fi utilisste In capitolele urmiitoare .

$1. Spagtml R7

l1.1. Pie R mul{imea numerclor reale gi fie

R. - {(xl...-.!‘l) ' xlo-'OQx.CR}

sultimes tuturer sistemeler ordonate de n numers resle. Se gtie da la
algedbri cX mult{imea R® poats fi structuratd ca um spatiu vectorial
peste corpul numerelor reale, operatiile fiind:

R®x R® —= R®, (1,5) — zey = (zey}, ..., 29,
Rx R® — R®, Q,n— ax= (ar},...,a7,
ande x= (xl......rn). y= (!1.----1‘) €R", Dimensiunea spatiului vec-
torial B2 este n.
Elementele spatiunlel vecterial R® se numese vectori. Vec-

tarid

.1 - (1..'.-0.0)' .2- (o.l,o’o.-.o)u-« ,f.. (.'.oo'°|1)

formeagi 'o bagk, numit¥ baza canenicl a spatinlui vecterisl Rn. Un

vectar x= (X%,...,2°)€ R® se mai morie

n
X = !13. Yoce* T @
4 n

sau, dack adoptim conventis de sumare a lui Binstein, avem
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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X = !1."

Geocmetric un vector x se reprezinti printr-un segment er4den-
tat ou originea in punctul O= (0,...,0) §i extremitatea in punctul x.

Pentru exemplificare, si aritim la ce revine adunarea vecto-
rilor gi Snmultirea vectorilor cu scalari in R2. Pie zx= (xl,:z) sl
y= (yl,yz) doi vectori tn R 2. Vecterul x+y-(xl+yl. 12+12) se repro-
sintd geometric printr-un segment cu originea in punctul O= (o,0) ¢i b
extremitatea In al patrulea virf al paralelogramului avind trei vir-
furi §n punctele O= (o0,0), =x= (xl.xz) gi y= (yl.yz).

b

Adunarea vectorilor se face dupd regula paralelogrammlui,
de adunmere e fortelor, aga cum se definegte in figieck.

Dack x = (xl,xz), atunci vectorii 2x= (2:1.212). -x -(-!].'-l'z)
-2x = (-2:1.-222) se reprezinti astfel

al

0

wn

4
y 4

/-x

/

-AE
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: 11
1.2. O submultime 5 din R ® se numeste subspagiu vectorial

decid
1) x+y € 8, (¥) x,yes
2) Ax€S8, MAre R, (¥) xes.

"+ Pie 8 wn sudspagium vectoriel al lui RZ gi fie A }o
{vi.....“ } doudl bagze ale lui S. Precerea d¢ la o bazd le cealaltd me
fece prin:

k
vi - E 'i': . ie {1....,!}.
J=1
unde dot(-i)io. Dacd dot(-i); o, atunci se spune c¥ cele doul base
sint la fel orientete; prin conventie basa canonicd & spat{inlui vecto-
rial R este positiv oriemzati.

l.3. Spunem ci splicatis

"Rl_.n.

este liniard dacl
a(x+y) = a(x) + u(y),
u(ax) = au(x),
oricare ar fi x,y€ R gl ac R. Vom folosi in continusre urmdtoarea

notatie
L(R", R®) = {n t R R® | u este luiarl}.

DacZ we€L{R", R™ , atunci avem

n(ei) -i “::k' 16{1.....nf.
X =)

‘unde {:1- (1,0400040), 8p= (0,1,0,00:0,0) 5000, :‘-(o,....o.l)} este
baze canonicd a spatiulul vectorial R® s1i unde u: 2int numere reale
unic determinate de aplicafis liniar¥ u. Ir acest fel oricidrei aplice-

$11 liniare ueL(R®, R™) 4 se asociazi o matrice (“i)lskin gi in~-
l¢isn

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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vers, oriclirei matrice (l})l‘ ksm 19 asociasl o unicd aplicatie

l¢i<n -
linierd wel( R®, R®) pria formuls n(ci) -é I:Ok. Sk mai observim

of fieckrei matrice (I:)l Sk¢m 1 0¢ el
7 léién
(‘%.nc..é.‘i.toc.é.-oo..;.ooo|<)e R“ '1 1"!!.. ﬂiol!ui ’-ﬂcf

(-1.-2.....-“)e RP® 1 corespunde o matrice unicl (I:) ’ unde

'% ‘.I.QQQ.': - .n' ‘i. .MI'..‘.H?. .2‘..... ‘;- .n.-‘“,....: .l.“o

In acest fol spatinl L( R", R®) se identifici cu spagiul

asociasi punctul

R™.
1.4. Pie ueLl(R®, R®). Un vector x€ R® - {o} se nmumegte

vector g.rogtu al lui u, daci existd un numir A , numit wvaloare
proprie, estfel imcit

a(zx)= A x

Valorile proprii ale operatorului liniar u sint r¥d¥cinile

reale ale ecuatiei

det(uf -2 3P =0,

unde u(e,) -t uky, 1€ {1....,3}.

k=l

1.5. Produsul scalar al vectorilor x= (xl.....x‘) 91

y= (yl.....f‘) din R ge defineste prin formula

KX ID= xlylo..n x‘yn
Pentru orice vectori x,y,z2 € R® gi orice scalar A € R aven:
1) KXy 3> =< FuxD,
2) KX, y+2Delx,yD+<X,8D,
3N<x, Ay>= A L<x,¥7>,
4)<x,x>2=0,
5)<x,x>= 0 <> x =0.
Spatiul vectorial real R n' cu produsul scalar definit mai

sus, este un gpatin vectorisl euclidian, v?g Lord ;/e O ’V‘lo‘GLmE

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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1.6. Cu ajuterul predusului scalar putem sl ascoiem figclirmi
vecter € € wa ammir real pesitiv, metat x| ¢i auait porms sem

Jungimes veotorciui x. Nerma wnui vectar x= (r},.00,2) este numlirul -
real pesitiv dat de sgalitatea

Ixl « fox, 0>
wmantclm- '

i1 ..{(‘1)2 Focet (x’)’
Pentru vecterii dia basa canecmiecl & spajimlui EM aves
I. I.I. l. l-l.-oo. .. '-10
1 2 B

Veoterii de lungime unn se numesc vectori unjigari sem vec-

tori nermeti sem vu..ci.

»

Pentru orice vecteri x,ye EM ¢l erice scalar A € R gves
1) Jaxl=lal .1zt
2) Izl >0; [x[ = 0 dacd ¢i numai dack x=0
3) Bzeyl € Izl + Iyl (inegalitatea trimnghiwlui).

Pentru o demmmstra inegalitatea triunghiunlui se folesegte

go‘luntu lui Sehwars
a
<zy> € (xl.fsM?

1.7. Din inegalitatea lui Schwars resultd od pentru doi vec-
fordi neruli x gi y dia EM avenm

Iz .17l

Se¢ numegte unghi a doi vectori aenmnl! x,y€ Em- {0} nosdral
real © 6_[0.’] dat de egalitatea

....-—‘—xl.a—(
Izi . 15}

N

1.8. Se spune of vectorul re Em este perpendicular (orto-
gonal) pr veetorwl ye EM ¢i se noteazi xly dack

<X ¥y> = 0.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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Se vede ugor coi relatis de ortogonalitate este simetriol ¢i
ol vectorul nul este singurul vector oartogemal pe el insugi.

O bazi a spatiului vecterial EA se numegte crtomormatd dacl
vectorii basei sint uniteri gi ertogemali doi cite doi.

Basa cenenicl {01.....0.} a spatiului E“ este ortonor-
mati, decerece avem

<.1'.J>- 3“ - {

1 dacll isJ
0 daeck 14)

1.9. Unui sistem ordonat de n-1 veosori vy,ec.,v, , din &
11 asociem vectorul

wes '1 XoooX 'a"l

determinat astfel:
1) dack Vyreees¥u g sint liniar dependenti, atunci w0
2) daci VyseeesVpy sint linisr independenti, atumai:
1) vectornl w este perpendicular pe veotoral v,, (¥) x€{1,...,n-1,
eadiol <w,y >=0, (V) ke{l,...,n-1{.

i11) lungimea vectorului v este datd de egalitatea
Vo> eee CVV, 1 >

0wl g <vz,v1> cee KVpeVp g >
LA R R R RN NN NN RN NN

<'n-1 .vl> ion & Vo "n-1>

4i4) bdaza {'1"""‘-1";"t‘ pozitiv orientati.

Vectorul ¥ se numegte produsul vectorial al vectorilor
'1"""!-1‘

Dac# punam
vy = V{'ll Yoot v{cn, ke {1.....!-1}

atunci produsul vectorial al vectorilor VyseeesVp g poate fi azmcris si

bolic sudb urmitoarea formi de "determinant”
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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l.10. Cu ajutorul norsei se poste defini ia S dm;uta

dintre doul puncte. ,

Prin definifie, distenta d(x,y) dintre doul punste r gi y
din E;“ este datl de egalitatea

a(x,3) = Ix-y1
Proprietigile distentei se dedue imediat dim preprietii§ile

noraei:

1) a(x,y) 03 a(x,y) = 0 dacl ¢i numai dack x=y

2) d(x,y) « d(y,x)

3) d(x,y)€ a(x,s) +d(s,y) (inegalitatea trimnghiului)
[ Obgerystie. Dack pe o mul{ime arbitrari B s-a definit o functie
} ) 4: 3 x3—>R

! (x,y) —> d(x,y)

'ou jroprietdtile 1), 2) gi 3) de mai sus, atunci sceasti func{ie se nu-
'megte metricH sau distentl, 1u' perechea (B,d) se numegte gpatiu metric.
l Spatiul euclidian 5 este spatiul metric ce se ob{ine introdu-~
1c!nd fn spatiul numeric g2 luncyia distanti 4 prin formula lui Pitagora
; a(x,3)2 = (ay})? 4,000 (ByD)?,

‘unde x = (xl,....rn) giy»= (y]'.....y‘) sint douX puncte arbitrere
din ;”l.

l.11. Transformirile spatiului euclidian E care comnservi struc-
ture euclidiani, adicZ tremsformirile lui E care consorw! metrica (dis-

tnnsa) sint numite izometrii sau suto 1sme spa euclid
LM. Deci prin izometrie sau automorfism al *;agiului euclidian E in-

telegem o aplicagie B : € — €, cu propristatea cX
jx=-yi=1B(x) -B(y)} , (¥) x,5e E/)v

Bxemple de izometrii i) Pie x, € E un element fixat gi aplicstie

!xO:E—-E, ?(x)-x+x°

Este evident cX T, este o izometrie (M_&_ﬂ_;o).
! °
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11) Ple R 1 € '——F o trencforsere ortogopsll, sdick R este

aplicatie liniard gi AN -

<Bx,Ry>=<x3> , Nz yef,

(em notat R x In loc de R(x)). Bste uger de visut ci R este o izometrie.
Observatie. Pie {e;,...,e }reperul camonic din E, ®i fie

R 1€, —— E_ o transformare ortogonall. Se spune ci R pistreaz¥ orjep-

tares dac¥ matricea ale cirei coloane sint R ol.....k e are determinan-

tul egal cu unu. O bd : a
Dumeste Totetie.

Exenm de transf are orto a 8 e te ests
gjimetria

s:EM——-t;n s X 8(x) = - x

Observatie. Se gtie cX o aplicatis B xEM - EM este izomefrie
dacd §i numai dacX exist¥ o matrice ortogonal¥ R de tip (m,n) gi um
vector x_€ Em astfel incit

°
B(x) »R(x) +x, , (W x g,

Cu slte cuvinte orice isometrie se obtine prin compunerea umei tranmsfor-
miiri ortogonsle definiti de R, cu o translagie T, determinati de vec-
(]

&8 $3 ; 230 8 et R S =
torul Xge Vom numi R componenta ortogopnald & izometriei B.

§ 2. TOPOLOGIA SPATIULUI [R®
2.1. Se numegte gpatiu topologig o pereche (K,Z ), unde M emte
o multime arbitrar¥, iar < este o familie de submultimi ale lul ¥ ce
verifici urmitoarele axiome:

i) =ultimea vidi apargine lui 3%
i1) M€ G ,
141) orice reuniune de submulf{imi din & este o submultime din & .

iv) intersectis a doud submult{imi din & este o submulf{ime din & .

Multimile din % se numesc pul{imi deschise ale spatiului to-
pologic (M,5), iar & poartd numele de topologie & multimii M saw de
structur¥ topologicX a lui M.

2.2, In R® se introduce o topologie cu ajutorul sferelor
deschise din spatinl euclidian .Em. Piird dat un punct xe EM i um
puckr strict pozitiv r>0 se numsgte sferd deschisi de centru x gi razd
r, aulfimes

8, () -{n—:Eml dxy) <r}

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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0 multime U din ®® se numegte mpliime deschis§ deck pemtru
‘orice punct X € U exist¥ un numir real strict pozitiv r— 0, astfel
fncit S,(x)C U. 0 mulyime VC B? este multime inchigd dacd R2-V este
sult{ime deschisi.
! Multimea UC R® se numegte stelatd in raport cu originea dack
(¥) xeU g1 (¥) tc[0,1] aven t xeU. :

2,3, Pte  UCR®, x € U g1 10— R, Spunenm of apli-

gatia P este gontinuk in punctul x,, dacd pentru orice (> o, existd
wn numdr S > O astfel incit

PCUN sa(‘o)’ < se(r(xo))

Dac¥ P este continui in fiecare punct dinU |, stunci P este
ocntinui pe U ,
Orice aplicafie liniarX
?;: R® —R"
este continud. Orice automorfism al spatiului ém este o splicatie
continui,

§ 3. DIPERENTIABILITATE IN SPATIUL R®

3.1, Pie UC R o multime deachisi, x,€ U st U —R" o apli-

catie continu¥. Spunem c# aplicatia P este diferentiabilX in punctul x ,
dack exist¥ o aplicatie linjari

oo Rn e R " )
agtfel fneit

P(x) - P(x_.) - u(x-x)
lim i B o slext = 0.
X=X 'r-xol

re ¥ -{x,}

Aplicatis liniarX u, unic determinetX se numegte diferentiale

eplicafiei P iIn punctul x i se noteazd cu dF . Am vizut la 1.3. cX
[~]
spatiul L(R®, R™) se identifick cu R °®. Aceastd identificare se ex-

tinde g1 in legitur¥ cu topologia de pe spatiul L(R®,R™).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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Dack functia P : U—— R™ este diferentiadbild in orice punct
din U , iar splicatia

a1 U —R™ = L(R®,R™), . x —ar,

este continul, atunci se spune cX P este de clasi cl.
Dac¥ aplicatia dF : U — RE® gste de clasd 01. atunci se

spune cf F este de clasid 02. Diferentiala aplicatiei dP ge noteazi cu
a%p = a(ar).

Recuremt , dac¥ aplicatia 4P : J—R 2™ ggte de clasi 01'1,
atunci se spune ci P este de clesi ck. Dac¥ aplicatia P este de <clasi
c" pentru orice k 6{1.2.3....} , stunci se spune c¥ F este de clasi 3”.

Conventie. In cele ce urmeazi prin aplicatle diferentiabil¥ conweminm sd
intelegem aplicatie de clas¥ €™,

Observatie. In general, despre o functie F : Uwﬂim, unde UC ﬂan, se
epune ci este diferemtliabllX daci# exist¥ o aplicatie diferentialbili
¥ + U—>R", unde U este o mulyime deschis¥ in R®, UC T g1 ¥/y = F.
3.2, Pie U o mulyime deschis¥ In B gi F : U~—>R™ o aplicagie
diferenyiabili,
IO e

Pie x € U. Coneiderim matricea

ari(z,)

oxd 15ism
lej<n

Jp(xo) -

Aplicatia P : U —* R™® ge numegte imersie, respectiv submersie
in punctul x  dac¥ rang J’(xg) = n, respectiv rang J?(xu) = m. Daci

rang Jp(xo) = m = n, stunci aplicatis P se numegte difeomorfism local
in x_,
Dack eplicatis F : U —=R™ este imersie, respectiv smbmersie,
in orice punct xoé U , atunci P se numegte imersies, respectiv smbmersie.
Pie U cR®, YV R™ doull mulgimi deschise gi P : U — V

o aplicatie bijectivi., P se numegte difeomorfism (intre U gi V) dack

eplicatiile P : U —»V g1 P"2: V —» U gint diferentiabile.
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3.3. Bxemple
3.3.1. Comnsideriim aplicatia
* Py Rz e R,
definitd prim
P(xl.xz) - (rloxz, xlxz.:z). ‘N
Decarece rang J,(x) =2, (¥)xe€ Rz. run;; cl&uto °

imersie. = /
3.3.2. Consideria aplicatia v
P R2 ——Rz
defiritd prin
1.2 ! 2 1t 2
P(x",x°) = (¢ cos x°, ¢ sin x°)

Deocarece rang Jr(x) = 2, rezulti cd P este difeomorfism local

in orice punct x € Rz. Aplicatia P nu este difeomorfism, deoarece ea
nu erte injectivi,

3.3.3. Pie m,nEN cu n>m gi aplicatia
P: R® —R"
defipitd prin
P(xl.....xn) = (rl.....x’, 0y000,0)
Dacarece rang J,(x) = m, rezultd ci P este submersie.
3.3.4, Considerim multimea
v-{st‘||x|<1}
pi aplicatia
?P: R® —v
definitd prin

K ) ( o )
x 'ooygx = gecey

1 (x*) €

’i ﬁ(;: ’:1

Se constatX ugor cX F este bijectivi gi cd rang Jy(x) = n,

(¥) x ¢ R®, Regulti cX P este un difeomorfism.
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3.3.5. Pie L : B® —= B® o splicatie liniari ¢i omogemi, deci
ecuatiile lui L sint de forma

1:"‘-.2‘:J EF 1‘{1......}.

unde x = (31.-.-.?). x' = L(x) - (!'1.....x'n) = nn. Observim c# matri-
cea iacobiani a aplicatiei L in punctul x este

1
B0 @1 64,5¢m
Rezultd ci avem
dL, =1L (¥) x «B®
3.3.6, Pie R ¢ EM — 'Fm o transformare ortogomali, deci ecua-
tiile lui R sint de forma

xi . ‘: xd . 16{1,...,:;}.

unde x = (x1,....z°) EE:" s X' =R x= (x'l,....x") € EM gl unde coefi-

i

clentii IJ satisfac conditiile de ortogonalitate

B4 4
=EE LN
Avem, ca la exemplul 3.3.5,

dR_ =R , (M xef,

3.37%F Pie B 3 EM — EM o izometrie., Ecuatiile apliciatiiei B

8int de forma

i . a;‘ xd+ ol 16{1,...,::}

n
unde Y _a

pa ; .i = éjk' Matricea lacobiand & eplicatiel B este

, 1
‘8' 20 (&)1 ¢1,5¢n

Vedem de aici cX
a3, =R , NWxcE,
m

unde R este componenta ortogonali a izometriei B,
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§4. SPATIUL VECTORIAL TARGENT INTR-UN
PURCT LA R "

Pie x € R2. Considerdm mulfjimea

=, R" = {(xo,x)l ’eR‘}

Aplicatia

,X Rl g an (xopx) —_— X

este ¢ bijectie. Prin aceast? Hijectie inzestrim multimea g Rn eu

o structurd de spatiu vectorisl real. Operatiile de adunare 11 de in-
mul{ire cu secalari sint definite prin

(xgox) + (x,7) = (x,, x+y)

l(xo,x) = (xg A 73)

Spatiul vectarisl ¥ = R™ se numegte spsyinl tangent In punc-
°
n
iul I, la g .

Riementele spatimlui liniar tangent ¥ R’ se numesc vectori
tangenti fn punctul x_ le R ™, Dimensiunea spltinlui vectorisl T _ R

%o
este n.

Daci {01....,cn}uto baza canonicd# a spetiului Rn. etunci

{(xgre)sennilzgee)

este o bazd a epstinluil vectorial T R" numit¥ bara canonicX a spa-
$iului tangent T .R‘. %

Pe vittor, cind punctul x din R © este rirat, un vector din
? x, R £l vom nota simplu cu x in loc de (x,,x) gi spunem ck x este
voeter tangent 12 R® in punctul Toe

Dack tdemtificiim in mod canonic ?IOR“ cu R?, atunei baza
canonic a spetiului vectorial ’L‘xo B® =R2 este formatd din vectorii
0= (L40p000,y0) 000, " " (O0yees,0,1).

Doi vectori (x,, x)& Tx° &® gi (3,0 7)€ T’o R% se numesc paraleli

decd ¢ = b O
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QAPITOLUL I
TEORIA LOCALA A OURBELOR

§ 1. CURBE IN SPATIUL BUCLID I Eds
TANGENTA, HIPERPLAN

l.1. DEFINITIF. Considerém un interval I & R. Se numagte
curbéd parametrizatd, sau pe scurt c a Q. E. orice aplica-

tie C™ - diferentiabild o : I——E;.‘.

l.2. OBSERVATIE.

ls2+1. Dacdé 1 nu este interval deschis, atunci aplicatia
631 — EM este curbd in Em dacé existd un interval deschis I SR
si o aplicatie C°° - diferentiabild o : i——EM astfel inecit

s i~ $i S| =c¢
l.2.2. Fie o© : I——E“ o curbd parametrizatd. Punctiele
care aparyin imaginii o(I) se numesc puncte ale curbei ¢ .

l.2.3%. Curbele din Ei se numesc gurbe plane, iar curbele
din E’b se numesc curbe strimbe. '

1.3. DEFINITIS. Un punct o(to) al unei curbe ¢ & I —-E-M

2e numegte punct ragulagy dacé ¢(t,) # O . Dacd &(t_,) = O atumci punc-

tul c(te) al curbei ¢ se numeste punct singular.

Curba ¢ : I —-EM 8e numegte curbd regulatd dacd #oate

punctele ei sint puncte regulate, deci dacd &(t) 4 O, oricare ar f£i
tel .

le4. OBSERVATIS.l.4.1. Fie M imaginea geometricd a curbail
parametrizate ¢ : I —e Em , deci M = c(I) CEM. Se spune cd ¢

L
este 0 parametrizars de clasé C a lui M .
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1l.4.2. Considerind in é;n un sistem de coordonate carte-

ziene, o ourbd parametrizatéd este datd prin scuatiile
e el(t)
(1l.1)

2 = o®(%)

eI

astfel cd avem o(%t) = (ol(t),...,cn(t)) pentru orice t € 1. Be spune

od t este parametrul ourbei. Dacéd notim P = o(%)), unde t,€ I,
atunci spunem cd punctul P corespunde valorii tl a parametrului ¢

(se mel spune od punctul P ure gbgcisa curbilinie %) .

104.50 Pie 01 I — E

m © curbd parametrisata, t, = R Y

*t & spatiul nnécnt in punctul ¢ la B .
-]

Baza canonicid {(to,l)} a spafiului vectorial T, B weste
. °

formatd din vectorul (to,l) = 1. Decarece aplicatia ¢ este difsren-

tiabild in 5, rezultd od
fe(e) = o(t)) - d°t°“'to)ﬂ

lin
t =%, e = ¢ 1

sel- {t.]

=0

Deocarece apliocatia

de, 1R == T R——R® =7 )a“
t° t, (:(1:0
este R-liniard, avem

t=t_) = d t=t_):-1) = (t=t_)dec, (1)
d°to( o) °t°(( 0 ° °t°

In cortinuare,obt{inen

o(t) = e(t,)
lia I - de, (1)“ =0
t=t, t - %, o
tex-{toi

De aici rezultd
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o(8) - o(s)
dog (1) = lia  =——p—p2 2 6(%,)
o t-‘fo (-]
teI-{t, |
Prin urmare vectorul é(to) = do, (1) apartine spagiului tangent
°

To(s,) R°,

1.5. « C der & e tri 3
o:I—--E:n si ElI—-em
Se spuna od curba T a fost obtinutd din ocurba ¢ printr-o gohimbare
de parametru (sau cd ¢ i & diferd printr-o schimbare de parametru
sau 68 ¢ si © sint echivalente), dacd existd un difeomorfism

P I —1
astfel incit

(1-2) T = 0'?

l.6. QBSBRVATQ‘ le6ele Din egalitatoa (1-2) resul té
(1) = o(1) ,
adicé& curbele parametrizate ¢ §i © au aceeasi imagine geometrici.

l.6.2. Este evident cd curbele parametrizate care dAiferid
intre ele printr-o schimbare de parametru formeazd ¢ clasd ce echiva-_
lentée. O astfel de clasd se numeste curbd neparametrisgati.

1.6.3. Din egalitatea (1.2) rezulti .

(1.3) S(%) = 8(t) $(}) ., unde t = PE) .

BEgalitatea (1.3) ne aratd cé vectorii G(%) gi &(t) sint
coliniari. Dacd '-i’(?) >0, (¥) T €I , atunci se spune c& gchimbarea
de parametru pAagtreazd orientarea. In acest caz, egalitatea (1.3) ne
aratd od vectorii coliniari (%) si é(g) au acelasi sens.

1.7+ DEFINITIF. Considerdm o ourbé parametrizatd

6t 1 — ﬁw
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gi fie¢ ([a,b] § I . Curba parametrizatd o| . ' [loﬂt—’fﬂ se_nu-
megte arc a] ourbel ¢. Pria lungimea arcului de ourbi cl(. v inteleges
lungimea imaginii splicatiei °\ﬁ.ﬂ . i

1.8, DEFINITIE. Lungimea arcului de ocurbd °’[a.b] este

; )
(104) L(Cl[.’bj ) = S. lé(f)l dt

1.9« PROPOZITIE. Lungimea unui arc de curbd este unm inveri-
ant al schimbérilor de paramstru. 2
Demonstratie. Fie o : I ——{';1 " Tl —»p

doud ourbe care diferd intre ele printr-o schimbare de parametru,

. adicd sxisti un diferomorfism
1T €T — PE) =t 1

aatfel incit €@ = c 0¥ . Sint posibile doui casuris

Sesul I. ¢® >0, M Tel
Pie (3,0]€I . Daca notém a = §(3), b = 9(B), atunci aven
X S .
| LGE |5y = |, 15O 6 -

- Js MR YEIEC A ~ U Ve e
=s_|e»<r(t)l dat = L feCP@E) p(Eyudt =
a a

= Sb lé(t)l ds :L(GI[.’b] )

Casul II. $(¥ <0, (V) Tel.
Luim un interval [i.?] < T. Dack not¥m « = ¢(B), b = P(2) atunci
lvo- e<b (functia ¢ este descrescitoare). Rezultd

' v, 5 i
L(Eltm;]) 'S: [2®l a3 = -g‘a fel PENE P (R)at =

. b
- _sb Ja(e)] at .& fe(e)l at = L(°![‘v"])

a
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1.9'. Aplicetii 1) Lungimea umui arc sl liptigorului. Conmsideriam
curba ¢t ICR _-62. sy o(t) = (¢, a eh-}). 28>0 (imaginea aplicatiei
¢ se numegte lintisor). Ne propunem si calcu- J
lin lungimsa Lis|jy )+ Avem 3(t) = (1, sa ). /
Resulti ' |

g t
L(el(o t]) = g ja(s) | dt = s 1’1\»-32-}“ = -
L ] O o "
13 —
[} x
«\ wmfataaemd

0

i1) Lupgimes cercului. Considerim un
cerc de rasi r ]
o1 [0, 2%) —= £ , o(t) = (r cos %, r sin t),
Avem o(t) = (- r #in ¢, r cos t). Resultd cX lungimee cercului este
27

27 27
l.-s IS(t)Ilt-Srdt-rtl = 25y
o 0 0

1i1) Comsiderim curba
ot ISR — [, , o(8) = (§(8)cos &, §(8)sin 0),
mde §: I —=R este o functie diferentiabili. Fie [31,02] < I, Aven

2 . (’2 —_—
1 i |

L(”[’r‘z]) % Xe

l.lo. PROPOZITIE. Pie ¢ : I —= £, o curbd regulatd. Pixi

4B punct 6, € I. Atunoi exiatd un interval JER , ou 0 €J
8l o schimbare de parametru cars pdstreazd orientarea
B P:J —1

astfel incit

/—'\
PO =t, o1 foeq (a)l=1 , (¥) sed
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« Definin functis reall f : I—7 & pria £(1) = S il S au.
.

Avem 2(8) =[[o($)U > 0, (WItC I, dect functis t+> £(t) este strict
sclitoare. Decarece avem t(t.) = 0, resultd ci £(t) < 0 pentru

& tgs $E I g1 2(4)> 0 pentru t > %, t €I. Notdm J = £(I), Este

dent of £ : I+>J este bijectie. Pie ¥: J+>1I, s> f(s) = ¢,
aplicetiei £, Aplicatia ¢ este bijectivi, Bste evident ci
9(0) = %,. Puncyia f este diferenmtisbilk gi f(t) >0, (¥)t€I. Punctis
s'f"t‘ diferentiabild gi avem ¥(s) = }-(J't—)>0, (¥) t= P(s) eI,

1

%oomoo ¢ ol ‘f'l = £ sfat func{ii diferentiabile, rezultd ci aplica-
tia ¢ este difeomorfism. Decarece ,‘f"(l) >0, (F)sed, resulti i schim-
barea de parsmetru 91 J —=I pXstreazi orientarea., Luim s = s(t) =

2 2(8), t = P(s) o1 aven

j.’??(-)l = [6(P ()] $(8) = [&(8)] $(8) = £(%) ?(15 -1

| 1.11, OBSERVATIE, Func{ia s = s(t) nu depinde de parametrizare
§1 m¥soarf lungimea arcelor pe curba ¢ : té I——)c(‘t)é.t;;;1 , unde s-a
fizat un punoct origine e(t,).

! Metil s = l(t) se numegte lungimea de arc pe curba c¢.

:
7
f Dacd curba ¢ 3 I —>€;ﬁ are reprezentareaparametricd (l.1)

*:unei aven

|
&f-: I%%Iz V(—g%}') -0..-0( )

1.12. DBFINITIE. O curbd ¢ : I —— I ge spune cé rste

onig, dacd fé(s)|| = 1, (¥) s €1I. Parametrul s

ametrizatd c
numegte parametrul canonic.

le13. OBSERVATIB.l.13.1. Propozitia l.10 ne aratd cé& orice

b&d regulatéd este echivalentd cu o curbd parametrizatd canonmic.
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1.13.2. Pie o1 I—E€ o ourbd parametrizati cananic,
deoli jé8(s)i = 1, (¥) s€l. Considerdm un interval (ao.aljcl « Lun
gimea arcului de ourbd °'['o"1] .este datd de

o SO i |
(o )-S o(l)ld:-j ds = 8, - 8
. I["'o"].J 8, i 8, 1 e
lel4. Considerédm o curbd ¢ § I-= Em gi fie o(to) un pu
regulat al curbei ce
Prin tangenta la curba ¢ in punctul regulat o(t,) inte
_gem pozitia 1imitd a dreptei determinate de o(to) gi de un punct car
oare o(t) al curbei oind t tinde cétre L

Dreapta determinatd de punctele o(t) = (cl(V),.'..on(:)
§i c(to) = (cl(to),...,cn(to)) are ecuatiiie
i _ ol n b
x ot (e ) ~ ‘x - e (%)
ooy~ i
ot (8)=c" () ¢?(%)=0"(%,)

Impértind numitorii cu t=t,, apoi trefind la limitd cu t=t,, oby

ecuatiile tangentei la curba ¢ in punctul regulat c(tn).

3 i n
(1.5) X =g (to) 1» - C (to)
ey ey
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Vectorul i(to) = (alito),n.,é"(to)) este Dumit vector
angent la curba ¢ im punoctul c(to).

l.15. Prin biperplan normal la curba ¢ 1 I ——E (n>2)°
M
unctul regulat o(to) intelegem hiperplanu} care trece prim punctul

(to) 51 este perpendicular pe tangenta la curba ¢ in punctul c(:u).

Picind seama de (1.5) , obtinem ecuatia hiperplanului nor-
al la curba ¢ 3 I —»EM (n>2) 4in punctul o(ty)
1.6)  (xl=ed(5,0)83(8) seeer (P=cB(5)) $B(5) = O

Pile ¢t I — El - o curbd pland. Prin pormala la
urba ¢ in punctul regulat c(to) intelegem dreapta care trecs prin

unctul o(t ) gi este perpendiculard pe tangenta la curba o fin punctul
().

1.16. BXBMPLE. 1.16.1. Fie a i b doi vectori inf, .
onsiderédm aplicatia

¢t R— Em

efinitd prin

c(t) = at + b

ste clar cd ¢ este o curbd parametrizetd in Eﬂ s Curba e P.—-;’,n

ste regulatd dacd $i numai dacd a £ O gi in scest caz curba asts o

reapté.
l.16.2. Consideram aplicatia

c: R --—E

2
efinita prin
6(t) = (r(t- sin t), r(l-cos t)),

de r este o constantd reald pozitivéd., Bste c iient cd4 ¢ 9ste o
urbd parametrizatd in Ez e« Ple [0.2.7']:& « Vrem sd gésim lungimea ar-

ului de curbé c|[o.2}-] « Avea

é(t) = (r( liecos t), r sin t)
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Jo(t)l = rﬁ-eoo £)2 + sins = rﬁdl—ool ts
v-r{;Jz -uz izi--ng
Resultd 25 : :
Lo|[,9)) =| 2rsafas=er
0

Bste ugor de vdzut od punctele ¢(2k¥) , cu k<eZ , sint puncte lin-.
gulare ale curbei, celelalte puncte fiind puncte regulate.
Observatie.Imaginea aplionfhi ¢ se numejte giocloidii. Cicloida este
descrisé de un punct M al unui cerc [" care se rostogolegte fird alu-
necare pe o dreaptd fixd D. In deoursul rostogolirii ocercului, punctul
M, care descrie cicloida, coincidé succesiv cu o infinitate de puncte
ale dreptei fixe, distan;a dintre doud punctes consecutive fiind egald
cu lungimea cercului. Alegem unul dintre aceste puncte drept originea
0, dreapta £ixd oca axd Ox gi perpendiculara in O pe Ox ca axd Oy (par
tea pozitivd a axei Oy fiind de aceeagi parte cu cercul fatd de Ox).
Notéam cu r raza cercului §i cu t médsura in radiani a unghiului
l/a!. Fie x si y ocoordonatele punctului M .

Rezulté
xsrttreos(f-to‘gisr(t-lint)

y:rorsin(i-to‘%_):r(l-oost)
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Bcuatia normalei intr-un punct oarecare ¢(t) = (x(t),y(t))

unei curbe plane este ..

y - 38 = - HH - x(e)

Beuatis normalei intr-un punct oarecare ¢(%) al cicloidei

ste

y = r(l= cos &) = 23:]-}:&-— (z = r(t-sin t))

Normala intersecteazd axa Ox in punctul N(rt,0). Prim ur-

are normala intr-un punot al cicloidei taie axa Ox in punctul de con-
act al cercului mobil [7 cu axa Ox.

) 1l.16+3. Ne propunem sd g#sim o parametrizare a locului geonme~
ric descris de un punct M de pe un cerc 4 care 80 rostogoleste fardé
lunecare pe un cere fix [” . Loocul geometric se numeste epicicloidsd

ind cercul mobil este tangent exterior cercului fix si hipocicloidi

ind cercul mobll este tangent interior cercului fix.

1l.16.3.1c Considerém mel intii cazul spicicloidel. Notdnm
u R raza cercului " §i cu r raza cercului #. In decursul rosto-
olirii cercului % , punctul M , care desorie epiciecloida, coincide
uccesiv cu © infinitate de pﬁcte ale cercului fix [ . Pie 4 unpul
intre aceste puncte. Alegem sistemul de axe xQy unde O aeste centrul
ercului M, iar Ox contine punctul A.

| iy
' .
7 N
N

| \

\ i
“ >
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Pie x,y coordonatele punctului M (ocare initial a fost in |
A) §i fie C' ocentrul cercului % pe care se afld X . Pie ¢ misura ‘
in radiani a unghiului x/O\O'- Hotém de asemensa ou &' misura in radi-
ani a unghiului lf'\o. Decarece rostogolirea cercului mobil pe cercul
[ se face fird alunecare, resulté
Rt = =t

Tolosind aceastd egalitate, rezultd

z =s(Rer) cos § + r cos(tet'=7) =

-(!or)mt-rooonf_::.

7 = (Rer) l-il ter ;Ln(tot'-ﬂ =
= (Rer) sin ¢t = »r -ul;-le
Prin urmare epicicloida este imaginea lplil;ltiti
s 1 B —-—EL
definitd prin
e(t) = ((Rer)eos ¢t = r cos B-;—: t,(Rer)sin ¢ = r sin L;!ﬁ
Un oas particular interesant este acela oind cercul mobil are raz eg

ou rasa osrcului fix. In acest cas epicicloida se numeste cardioijsi. |
Cardioida este deoi imaginea aplicatiei ‘

oxﬁ——-UZ

definitd prin

e(t) = (R(2 co8 & = cos 2t), R(2sin t - gin 2t))

Pregentim {n continuere Im c pentru R = 1.
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e

1.16.3.2. Censideria acum casul hipoeicloidei. Notida cu
t(rup-r) rasa uronlu r (rup. 7) _ .

| |

i In decursul restogolirii cercului , punctul K, oare
ionrio bhipociscloida coincide succesiv ocu ¢ infinitate de puncte ale
sercului fix " . ,

; Fie A unul dintre aceste puncte. Alegem sistemul de axe
iOs. unde O este centrul cercului " , iar Ox contine punctul 4.
Presupunem ¢ R> r
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Pie x,y coordonatele punotului M (care initial a fost
Sn A) si fie C' centrul ceraului # pe care se afld M. Notiém cu
midsure in radiani a unghiului 36\0'. .Je %' mdsurs in radiani a unghiun-
lui l/d'\l. Deocarece rostogolirea cercului mobil pe cercul fix se face

firé alunecare, aveam
Bt = rt' N

Folosind aceastd egalitate, resultd :

x = (R=r)cos ©

r cos( 7 _.(t'-‘)) =

= (R=r)eos t + r cos JiL t

-

7 = (R=r)sin t = r sin(F= (t'=%)) =
= (R-r)sin ¢t - r sin i;.l’.. t
Prin urmare hipocicloida este imaginea aplicafiei
st R — t‘z

definitd prin

o(t) = ((B=r)eos t + r eos R—;:-t, (R=r)sin ¢ - r sin 3-;:: t)

Un oas particular interesant este acela oint R = 4r. In acest casz '
hipocicloida se numeste astroidid.
Dacé in ecuatiile parametrice ale hipocicloidei

{ x = (R-r)cos ¢t + r eona—;: t

y:(R-r)lut-rllnz-rxt

facem R = 4r , rezultd ecuayiile parametrice ale astroidei i
’x:)rcoatoroos}t

1:-5§amt-rsin}t

sau
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x-lool’t
’-llh’ﬁ

in urmare astroida este imaginea aplicatisi

e: R ..EZ .
efinitd prin
o(t) = (R oos>t, B sin’t)

Punctele A(R,0), A'(-R,0), B(O,R) si B'(0,-R) aint vir-
urile astroidei.
vem
() = (-3R cos®t sin t, 3R sin’t cos t)

ezultd cd virfurile astroidei sint punote singulare ale ocurbsi, toate
lelalte puncte sint puncte regulate.

Pangenta intr-un punct regulat oarecare o(t) = (Rco-}t »
8in’t) al astroidei are ecuatia

x 8in t ¢ y cos t = R gin ¢t cos ¢t = O
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Este uger de verificat od, dacd ?P(R cos %,0) gi 5(0,R sin %) sint
punctele de intersectie ale tangentei Intr-un punct ocarecars al ‘astro-
idei cu axele de coordonate, atunci lungimea segmentului T8 este
constantd §i egaldi cu R .

lungimea ufroidoi,uta

L
Io(d'[g'zg ) = 4’0 o)l dt =

3
= 4 3R eos & 8in ¢ dt = 6R
°

1.16.4. Considerda aplicatia ¢ i (o.“ﬁ)r——»é definitd pj

o(t) = (a(ln|tg %l ¢+ cos t) + b, a sin &) , {

unde a si b sint constante reale gi a>0 .
Este evident cd aplicafia o este o ourbd parametrizatié. Imaginea
aplicatiei e se numeste tractrics . |
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Bouatia tangentei intr-un punoct caresare o(t) al trmtricei
este

z-.(h[t‘ ¢ o08 t)=d F,-ld.lt
l
cos & »

] . Punetul de mu-uotu dizntre tangenta in pumotul e(t) la
:untuui ¢4 axa Oz are coordonstele (a lnftg }] +b, 0)s Lungis
ea segmentului de pe _tangentid oupruu intre punctul de tangentd §i axa
oste mmﬂ §4 egaldi e a .

a 1.17. FRQPOLITIE. Tis ¢1 I—=€ o curbk parsmetrizati.
i
Uradtoarele afirmatli sint echivalents ¢

- (;) $ : (] i & ] .
i__ o () inea geometricd & curbei etrisate o1 I-—=E

este situati pe o hipersferi.

Demonstratie. (i) —» (11) Bouatia hiperplanului normal curbei
" s I—s.EM intr-un mét oarecare eo(t) = (el(t),....e‘(t)) este
’kl-?) {:xl-ol(t)]fil(t) 0-;.0 [i‘-o‘(t)] é%(s) = 0

}Promm oé hiperplanul de ecuatie (1l.7) trece prin punctul fix

:.(11....,0‘)16,”. deci avem

:{(1'.7') [at-ckc)] 8 veane [a2-%(®)] B(s) = 0
“'l’rh ui-;-ogra.;-o.. di;n (2.7Y) obthul

!; : [ol(t) - a] + cee 0[(0‘(%)-1']2 = K (=const.), (Ntel.
‘Dooi pentru orice t€I am obfinut od (ol(t)....,an(t)) verifiod
ecuapia unei hipersfere, deci o(I) se afli pe o hipersferd.

(ii) => (1) Daci imaginea aplicatiei
[: et €1 —=o(t) = (63(t),...,06%(8)) €,
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este situatd pe hiperafera de ecuatie

(!1..1>2 ®ooet ({'?)2 = } )

atunci avea
(1.9)  (o*(8)=ad)? ¢eees (B(8)=a2)? = »2

Prin derivare, dim (1.9) obt{inem

[e2(e)-at] 32(8) #orer [e%(1)-a] $%(%) = O

ceea ce ne aratd wd hiperplansle normale curbei e : I — Em trec
prin punctul fix (al,...,a%).

2.1, DEPINITIE. Fie o : I—E o ourbd paremetrisati.
Spunem cid curba ¢ este S.n‘pos:l.tio generald dacé vectorii 5(15).

ee’(t).....o(n'l)(t) sint liniar independenti, oricare ar fi valoarea
parametrului t im intervalul I.

2.2. DEFINITIE. Pie o + I1—~E€ (n>3) o ourbd in positie
generald 5i fie t € I. Hiperplanu} care trece prin punctul o(%,) ‘

51 este paralel ou vectorii &(t.), 0(2)(t.).;..,o(n'1)(t°) se nunosto_‘(

hiperplan osculator curbei ¢ in punctul o(to).

OBSERVATIF. Bouatia hiperplanului osculator curbei ¢ 1 I-—q
in punctul o(%,) = (cl(to),...,o‘(to)) este g

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



39

xt-el( L 22-e%( 8) e x'-o‘(t’)
sy ) e By
(2.1) M) (@A) e (D) | a0

(Vs (B (e ). (M D(s)
(m=3)
243 Fie 0t I —-EAS o curbd in positie generald
E_t__io $,<I . Dacé ua hiperplan H e trece priz punotul .n(t°)£-
tersecteasd imeginea aplicatiei ¢ in = puncte confundate in o(t,).
atunci H este hiperplanul osculator curbei fm punctul c(to)-

~ Demongtratie. Fie R un hiperplan ocare treceprin punctul
c(to) = (ol(t.),.... e‘(to)) « B are ecuatia

(2.2) Al[xl-;l(to)] sosut g [Pt ] =0,
unde Aj,eee,h €B 81 P (4)2>0 .
i

Punctele de intersectie ale hiperplanului de ecuatie (2.2)
cu imaginea aplicatisi

6 3§ I —= 5" »
t —— o(t) = (2(8),e00,0%(%))

au ;a abscise ;ubilmi rmu.nih QMLQI
(2.3) ‘1[ e]'(t)-ol(ta)] * Az[ oz(t)-ez(to)l tooot
+ 5[ c"(t)-o‘(te)] =0

Dacd dezvoltém funcyiile cl(t),....o'(t) in serie Taylor in jurul
punctului ¢, ecuajia (2+3) devine
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2 3
t- -t
‘1[;;! '.1(..) . .(.1.;9)_(.1)(2)(3.) + (_31.91 (01)(5>('.),"_ ]’
2 ] 3
=% (t=t_)
. Az[;;-‘ B8, » -(—!-,-')— (@5 + —f— (HPsp ....—J.
=t (t=t,)° (s-t)>
Suion A.{T,-! Bty ¢« g (M D5 ¢« —r— (.‘)‘”(y.)....]:

= 0

(2.4) ;;’-[Alil“.) o 2338 4euee L,a‘u,)] s

(s=%,)
. [ LD+ b D8 Dreern (MR, )]
(t-t

 age ——T’—[Al(ol)(')(to) e (™)) o

4 oee ¢ A.(C.)(‘)('.)] 4000 = 0

Decarece hiperplanul de ecuatie (2.2) intersecteazd imagines
aplicatiei ot I—- Em in n puncte oonfundate in o(t ) resultd |
od ecuatia (2.4) trebuie si admitd rdddocina © = t, multipld de or- ‘\
dinul n , deci trebuie sd aveam

4,8(8,)  08%(80) veee AER(E,) = O !
4,0 ¢ D@ (8) seue 4 (MR (x) 2 0

Al(ol)(n.l)(to) . Az(oz)(n'l)(to)o...oln(cn)(n-l)(to) = 0
a

Deoarece E (11)2 >0, din ultimele n-1 ecuatii si din ecuatpia
i=]

(2.2) obtinem
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aal(s)  Bef(e) aen Pad¥r)
sy B8 oo (t,)
P AP (M) [ e0 ,

@ ™) (B (800 (BHEV(r)

Hicd tocmai ecuatia hiperplanului esculator curbei in punotul c(t.)

2;- EXBMPLU. Considerdm aplicatia
| ‘ ;,l R — E,’
finitd prin
o(t) = (5,8, sin ¢, ces t)
to evident ¢d o este o curbd parsmetrigatd in E". Ne propunea sé

ritém cé curba este in positie generald §i apoi sé scriem ecuatia
dperplanului osculator eurbei im punmctul (0,0,0,1)= £ (0

Pentru orice tGR avem 1
é(t) = (1,1,008 &, ~sin %)
(2 (%) = (0,0,~81n t,-c0s ¢)
3(s) « (0,0,~c08 %, sin %)

84 presupunem od& pentru un sistem de numere reale 218,85

ORI OR .Bo“)(:) =0, (sek

aici obyinem a =a, = l} = 0 , deoi vectorii é(t),e(Z)(t).oO)(t)
p¢ liniar independenti oricare ar fi t €8 . Rezultd ci curdba datd
te in poziyie generald.
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Bcuatia hiperplanului esculator curbei date im punctul
(0,0,0,1) este :

xl ia x" x‘ -1
1 1 A (o}
=0
0 (+] o -A
0o (4] -A o)
sau ;
xl - 12 =0
|
$ 3. URI DE VECTORI DE-A GUL I CURBE, REPERUL L

FRENET, TEOREMA DE EXISTENTA SI UNICITATE A REPERULUI
FRENET PENTRU O CURBA IN POZITIE GENERALA.

3el. DEFINITIE. Fie o : I ——P:’;A o ocurbd parametrizati
Prin o e ctori de-a ul ¢ ei o intelegem o aplicatie

diferentiabild X : I -—Em. |

(
In reprezentarea geometriod, vectorul IXI(t) se comsideri
ca vector tangent la spatiul EM in punctul o(%t), adicd se identi

|

ficd ou vectorul (e(s), X(t)) din !c(t)l'fn’ .

.

| A
!
7 i
7/

X(t) - 4/\/
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3.2. BIBMPLU. Pie o 1 I —= E‘h o curbé parametrizatd.
i asplicatia
i1 s el —is) e = 24) Epy 0 ok

te un cimp veotorial de-a lungul curbei ¢ . g
Cimpul vectorial & —— (%) se numegte gimpul vectorial tan-
curbeli % — o(t)e - X
3.3« DEFINITIE. Prin reper Frenet asociat curbei o @ I--EM

yelegen un sistem de 2 cimpuri v-ctorialt{ol,....cn} de-a lungul
rbei o, astfel incit pentru orice t €I, sé avem indeplinite umi-

arele proprietiti :

) <eq(8), 0g(8) > =345 Dijeflyeeen]
) 8p(8(8), 02 (8),0 00, 6B (1))
- lp(ol(t),..;,ok(t)), (®kefl,.e0rn-1}

’?") sistemels de veotori {é(t. 0(2)(t)....,¢:(kh)} g4 {cl(t),...,
lk(t)} 8int la fel oriemtate pentru orice k€ {1,...,11-1}

F"') sistemul de veotori {ol(t),....an(t) } este orientat pozitiv.

3.4, TBOREMA (de existentd si unicitate a reperului Frenet).

ie o1 I — €m o curbd in pozitie generald. Atunoi existd un unic

ioper Frenet {01,...,0‘} asociat curbei o .

]

f Demonstragie. Deocarece curba este in pozifie generald rezultd
‘il vectorul £,(%) = é(t) este nenul, oricare ar fi t €I. Luida

- 3 2,(%)

13¢1) o, (%) = g Skl

ENO

'
fic veotorﬁl

;3-2) £25(%) = o) 4 A(%)e, ()
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Determinia functia A(S) astfel ea vecterii f£,(%) i 01(') si
fie ertogemali, adicd si aves '

(3.3) <£(8) 4 6(8)>=0 ,(¥tsl
Pia (3.2) ¢i (3.3) resultd '

(3e8) as) = = <o), o (02>
Dia 002) .t (’-‘) obtho-

(3.2') £,(8) = () - <e@(w), Q®>a®

PO nmru o(t) i 0(2)“) mt liniar m.;nnadm orioaz
erfi eI, atn (3.2") resultd od () 40, () ¥eI , deot

ot I, (0)0 40 , () seI. Luia

(%)

(3.5) cz(t) et
ltg(t)l |
Bste evident oi l.z(e)l =1 u od <.2(t). el(t)> =0 . Din form
lele (3.1), (3.2°) 81 (3.5) avem : |

(3.1*) o(t) = Ja(e)f ol(t),
(3.2%) 0@ (e) =<ef@(s), 0 (5)> o;(%) + [ £,(0)] ox(8). |
Relagiile (3.1') si (3.2") me aratd ci

p(3(8), o2)(%)) = sp(ey (%), ay(®)
Deocarece
a(t 0
_'c()' - >0 .(V)tel, |
<es®¥X(%), o, (0)> B (0N

resulti ol sistemele de vectori ié(t). 0(2)“) } si {ol(t),oz(t) }’

sint la fel orientate, (¥) t € 1.
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Presupunes ¢i am ocomstruit vecterii ol(t).-..,o‘_l(t),

J<a) unmitari, ertogomali dei oite’dei,cu propristates ef
S T G R O VR MO BN OB
1 uttol $2cits sistemele de weotori -
f58)y @) lF V0] 01 {o,(8)00000,(8)]

fat.la fel erientate pemtru orice t<€I . Vestorul tJ(t) i1 constru-

: astfel :

‘ » ~1

f(;.s) 1y (%) = o{3(x) 4 tl ($)e (t), §<n,

1 s=1

t-a- $-=4,(t) sint funoyii diferenyisbile pentru orice se{l,...,3-1j
e

vor fi detsraimate din conditiile

(3:7)  <24(8), 0, (8)> = 0, §<n, hefl,ueeyi-1]

Pinind seama de (3.6) i (3.7) obtinea

’*(}'?') A'(t) = -<c(:)(t)| ..(t)) s <8y B8 €{1,...,J-1}

IDin (3.6) si (3.7') avem :

=1
E’ (3.6 £3(8) = «P(1) - 3 <o), 0 (> o ()
|'

8=l
“‘ Deoarsce vectorii o(t), c(z)(t)....,o“)(t) (j <n) sint liniar in-
dspendenfi rezultd f&(t) A 0. Luda

- L

£.(t)
.8 Prisiber |-
1 (3.8) .J“) lfa(t)l

} In acest fel am construit veotorii ‘1(”"""’:-1“) unitari gi orto-

gorall doi cite doi. Ps de altd parte dim (3.6') gi (3.8) reszultd

pentru orice Jj < = relayiile
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(3.9)  ¢9(®) = <elI(8), 0(6)> 0 (%) sures
+ <o B8), 0y (9> 0 1 (8) ¢ P2, (O] 0y(8)

Din egalitidtile (3.1'), (3.2") g1 (3.9) obtinem :

lp(‘(t). .(2)(t).-oo,°(3)(t)) = lp(.l(t).oot’.:('))
Tinind seama de relayiile (3¢1')y (342%) gi (3.9) obyinem ol deterai-
nantul matricei aplicatiei liniare care duce basza {ol(t).-.-,cj(t)}

in basa {i(t). e(z)(t)..... o(")(t)} (J<n) este dat de

At = [2,(6)] oo 'ti(t)'
Pria urmare 4(%) >0, (¥) t€l gi deci sistemele de vectori
{5820 o Be)pennrol )] 81 for(0)eeerey ()] (3<m) sint 1a
fel orientate, pentru orice ¢ € I.
Daod ludm
.n(t) = .l(t) X goe X 'n.l(t> M ‘
|
atunci este evident cd veotorul e (t) ests unitar, $i ortogonal spas
tiulul generat de vectorii nl(t)....,o‘_l(t) » De asemenes est® evi
dent ocd sistemul de vectori {ol(t)...»,on(t)} este orientat pozitiv 1
pentru orice tel . 1
B4 ardtém acum od aplicatiile
t—0,(8) , ief{l,...,n} |
sint diferentiabile. |
Este evident cd funciiile |

t'——c-lk(t) ? keil....,n-lf

sint diferentiabile (dim constructie).
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Dia relafiile

<o (8)y o (¥)>= 0, k€ {l,ec0,m-1]

.:(‘).%(t) Peoc et .:(‘).:(t) =0,

o}(t)o%(t) Cooot .:(t)o;(t) =0,
le) ‘

PO OTRE O EIN O

e cil(t),...,o:(t) sint oomponentele vestorului oi(t).

{2eeeem}

_ ~Privia (3.10) ca ua sistem de »-1 ecuatii limiare 5i omo-
¢ su 1 Recunoscute o:(t)....,c:(t) + Decarece vecterii e,(%),...,
H(t) sint liniar imdependenfi resultd cd rangul matricei

.11“) ‘12“) ees  8(%)
S E® e &)

e ®» o & & o o 0 s s e 2 0 e

: M(S) =

o (® ORI

e n-l . Fie Di(t) minorul de ordinul n-1 obt{inut dupd gtergerss

oanei 1(1s£i<m) din matricea M(%). Atunci dim (3.1le) obyinem
11) o) = (D¥T A@) D) , 1scign,

e A(t) trebuie sd indeplineascid conditia

22* ) fe ()0 =1

arece rang M(t) = n-1 rezultid cid

D(8) = Dy(8)2 +.uer D (8)2 >0
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Dia (3.11) 84 (3¢11') ebtinea

(3.11°) a(s) = 7%'.). £

unde £s=1 sau €= =1 , aceasta resultiad dia nmfa s reperul
{01(8)0ece,0,(8)] 81 fie pesitiv orieatat. Dia (3.11) #i (3.11%) o

$inen
(=) £ 9,(%)

(3e21'") HOR ) et an,
)
unde { verifiod cendifiile |El= 1 @i
{
O E®) e W |
>0

e & ¢ o 8 @ @ 0 o & 0 o e s 0 o o

o ® €8 eee B

- -1)2=1 @)
el_il(s) ena(t) (=1) EDA:I

FEORE O B ) |

Din (3.11"') rezulté od funoctiile |

t ——-ct(t) s lsisa

|
i
sint diferentiabiles, deci i aplicatia t-so‘(t) este duornnnabiﬁ
Unicitatea reperului Frenet rezultd din constructie. ‘

3¢5« BXEMPLE 3.5.1ls He propunem si precizim dacd curba
¢ 1 R ——-55 ’
e(t) = (2t,2008 t, cos t; 2 sin ¢, sin t)

indeplineste conditia de existentd g§i unicitate a reperului Frenet.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



43

vem 1

o(t) = (2,=2 8im &, -gin t, 2 gos ¢ , cos &)

0(2)(t) = (0,=2 005 &, =c0s §, =2 sin t, ~sian %)

0(3)(3) = (0, 2 8ia %, 3in %, =2 cos %, - gos &)

c(4)(t) = (0, 2 cos ¢, cog *, 2 g:a % , sin %)

presupunes oé pentru um sistemr de pumere rsale ‘1"2"3"4 avem
alé(t) + 320(2)(;; + a3a(5)t:) . a~=(4)(t) =0
e aici rezulta
a.130
aycos t - 8z sim § - 8,008 € = 0

nzlin %+ 35 cos § = 3,38in ¢ =0

De alci obyinem a = as = 0, a, = &, ©es2 co ne aratd cd vectorii

e(t), e(a)(t) s o3lw) 5i o{*)(£) mu sint lintaer independenti, deci
curba consideratd nu este in pozlji.s gsnerald. Prin urmars curba datd

nu indeplinegts conditia de existeny& s$i unicitate a reperulul Frenst.

3¢5+2+ Comsideram curba

¢ : m.—--qu i
o(t) = (cos &, sin &, %,%)
He propunsm urmidtoarele :

cé
i) S3 aratam curba datd indeplineste conditia de existentd

/81 unicitate a reperului acbil Frenst.

iil) S& aorism reperul frsnet asociat curbei .
1) Vom folos: notatiiie din teoresma 3.4.

Avenm :
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é(s) = (~sia t,c0s %,1,1)

0(2)“) = (-ces %,-sia %,0,0)

0(3)0) = (sia ty=e0s %, 0,0)
Sé presupunem od pentru um sistem de Bumere reale a, 15{1.2,3}
avea

00 + 6@ 4 0P a0, W ven

De aioli obyismea &) = ay = a3 = 0 , deal veotorii é(t), .(2)“) ,
¢{2)(%) “siat liniar independenti oricars ar i & €® . Rezulti cd

ourba datd este inm posiyie generald, deol indeplinegte conditia de
existentd si unicitate a reperului mobil Prenet.

ii) Decarece jé(t)] = ﬁ ¢ resultd

‘ ET0S L
. t) = = -gin &, %,1,1
(3.12) o, (%) 1601 \/3- (=8 eos 1)
Deoarece <|(2)(t), ol(t)> =0 , rezultd t2(c) = 0(2)0:), deci avea
£,(¢)
(3.13) 6;(t) = —=—— = (=cos t,-sin ,0,0)
R

Tinind geama de sgalitidtile |
<o) ,0(0)> = '7% 1 <o), oy (8)>=0
rezultd
£,(%) = 0(5)“) -<o(3)(t). 0;(8) > o,(%) = . \
=< )00 > 0p(9) = o) 1 0 0) =
= (Iil ‘,-00! t.O'o) + (- m. m » %y‘l) =
3 3 ’

-(isuc.-§oos=,§,§)

2 6
(0] X3
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3.14 $) = (=2 sia &, - —2- -4, A

) (8) = (& a g A B ‘/6_)
determinia veotorul

0 (8) = (63(8), o3(%), 2(%), o(8)) '

relatiile

<oa(8)y (> = 0, 4 6{1,2,3

~a(t)sin ¢ ¢ s2(%)oos & + ep(t) + o0(%) = O
e,];(t.)oos %+ -f(t)u.n t=0

H3-15)
2.}“)-1: t -Zoi(t)ooa t + ei(t) + o:(t) =0

Fh prima gi a treia souatic a sisteamului (3.15) obtinem 1 .

3ei(t)ain & - 3e2(t)eos & = 0

:a.n

i 15¢ 1 2

£3.15%) oy(t)sin & = aj(t)oos ¢ = 0

|

Bin a doua ecuatie a sistemului (3,.15) i din (3.15') resultd :

+16) ok(t) = oi(t) = 0
Din prima ecuatie a sistemului (3.15) si din (3.16) obyinem :
.16') 02(t) = = 6,(%)

oarecs [e,(t) ]| = 1, din (3.16) s§i (3.16') resultd s

Vee2(60)? + (o2 =1

folosind (3.16') avem
£

. vz
de £= 1 sauy = =1
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Determinia pe € astfel incis reperul {ol(t).oz(t)n,(t).o‘(t)J

sd fie erieantat positive Va tredbui ca matricea tramsformirii limiare

eare duce basa cancaicd

§€140,0,0)4(0,1,0,0), (9,0,2,0),(0,0,0,1)}

alut &Y fn basa {e,(8),05(8),05(8),0,(8)] s aidi determinantul

positiv, deoi trebuie sé avea :

-gia ¢ ¢os 1 b
-go8 ¢ =sia $ 4] 4]
y >0
2sia ¢ -2cos % 1 1l
0 0 ¢ -
sau )
-E(2 + cuzt) >0
ceea ce ne aratid cd £ = ~1l. Resultd :
(3.17) ..(f) = (0,0,~ —t ’ -4 )

V2 V2o

Am obtinut reperul Frenet {ol,gz,o),o“} asociat curbei

e, unde ei.r‘

purile e;,0,,05,0, sint definite prim (3.12), (3.13), (3.18) si

(3.17).
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4 PORMULELE LUI FRENET, CURBURILE UKEI CUKBE, INVARIANTA CURBURILOR

UNEI CURBE LA SCHIMBARI DE PARAMETRU CE PASTREAZA ORIENTAKEA SI LA
OMETRII PROPR REMA PUNDAMENTALA A TEORIEI CURBELOR.

41, «Me 011 —= E," o curbd fn positie

81 fie {01,--. .o.} reperul Frenet asociat surbei. Avem for—

a
ORI ORNCOM

J=l
t.p) a4(8) + ayy(t) = 0, (®) 1,4:{1....,.1
i
{4.1%) .ﬁ(s) =0 , dscd j>iel

~ Demomgtratie. Pizém un indice 1&{l,...,n |Exprinia
rectorul ¢,(t) ia basa {ol(t).....c.(t)} « Aven
i a
(8 =) ay (Dey(®)
j:l
[amulyim scalar aceste relajii ou op(t) si cbyinean

\[‘402) lik(f) - <51(t). .k(t)>

Dacd derivdm relayiile < ai(t),oj(t)> -S“ » obtinem

K4.3) <éy(8),04(8)>¢ <o (8),6,(8)>= 0

Binind seama de relatiile (4.2) i (4.3) obginea
3;? au(t) * ‘Ji(t) = 0
adicd tocmai (4.1'). Rémine sd mai ardtin o2 au(t) = 0 pentru j>iel

ocarsce ‘{ol(t),...,cn(t)\j este reper Frenet rezultd cd avem:

.4) S0 (6)€ pCay(8)yeeerey(8)),@1E | Ly2seeeim 1 T,

8.5) et 8,0 D0 D), te{lieein-l)
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De aici rezultd :
RO R TGO O I CO IO PIEPIEE STy

Dia (4.5) gi (4.4) obfinem

(a.8) 6(8) € 3p(0)(8)seenrey, 1 (8)), 1€{1,000 -1}
3 s
Dia (6.5.) vedem od in gorierea ;1(t) = Z u“(t)cj(t) ‘
J=1

coeficientii '13“) siat nuli dacd J> isl. Formulele (4.1) se numesg
|

L] 8le rene

4.2. CBSERVATIE. Folosind (4.1') g1 (4.1%) rezultd

0 80 0 0 0 «se 0

-.12 (4] ‘2} [+) 0 es e (4]

(a39) = 0 -8y 0 ay 0 ... o
@ ¢ 6 9 8 o 0 6 © 6 © o * 8 o s & o @ |
1

(o} 0 0 0 C so.=2 0

a=-1n /

4,3, DEFINITIE. Pie o & 1--£an o ourbi in pozifie gene-
rald gi fie {01,...,00} reperul Frenet asociat curbsi. Definim func-

giile

£+ I —R

prian

(4.6) K (%) = St v 1€l 1]
* e (s) R S $

unde 811’13) = <51(t) » °101(t)>'

Ej(¥)peeesK () se numesc curburile curbei o in punctul e(t).
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4+4. PROPOZITIE. Fie o : I— fn o curbd in pozifyie gene-
rald si fie {01.....0. }ropcm Prenet asociat curpei. Notda eu

ll(t).n..l._l(t) surburile curbei {mtr-uz punct oarecare o(t) al
ourbei. Atumci, pentru ny> 2, avem \
L) >0 , (M1 e {102}
Demongtratie. Vom f2losi motajiile de la teorema 3.4. Stiam

od eurburile X, (&) sint date de

(%)
!1(t) = :f-;(—xzﬁ— ’ 16{1,.-...‘1}

Deoarsce Fa(t)I>0 este suficient s aritéa ocd 2y 1’1(#) > 0 oricare
ar £i 1€{l,e..,m=2f. Btia o5 g 101(8) =<0;(%) 0, ,(E)> . Din
(3.8) resuita :

(4.7) §f(%) £5(8) ¢ (=3 ) £ (3),

S S

iz (o)l iz (0

ande ti(t) este dat prian (3.6'). Din (3.6') rezulta

(8.8) £,(8) = o{I*(yy By (%),

unde Bi(t)e ap(ol(t),....,ei(t)). Din (4.7) 81 (4.8) rezultd i

(4.9) §,(6) = —h J(1e1),, .
. TR RERE A

unde nl(t)e ap(ol(t),...,ei(ﬂ‘.)). Tinind ssama de (4.9) gi (3.6') re-~

zultd

—d o (iel),
D—lf‘(t)ﬂ <o (6)10,,(8)> =

4. 101(” = <éi"t'}'°irf"

S P Bfy, 10808
Bz (o) a0y 0> - Srf(‘cTR o2y 0 (8> >0
4 (%)

Sod am aspiicat formulele (3.6 am tinut seama de faptul ¢4 aveam
‘.vle{Z,....n-l} 8i deci 16{1,....:1-2} » Prin urmare

g($)>0 , ¥ t&{l...,0-2}
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4.5, PROPOZITIE, Fie ¢ ¢ I —= EM gt e I —-Emw

e e ele % b e t
oare pistreszd orieptares, sdic exist¥ up difeomorfism ¥: I — I oy
¢(3) > 0 gricere er £i TcY oi estfel Smeit o = c=¢ . Dack {'1""'°n.}
oste reperul Frepet asogies curnei o gi dack poilim &, = e ° Y,
i6{1,...,2 }, stuncis
1) {;1""'35} este reperul Fremet msociat curbei ¢,

14) K (%) = €(%) , unde ¢ =9(%), 1€{1,...,n-1} g1 unde
K, (%), resp. Ei(?) gint curburile curbei ¢, respectiv 2.

Demopstratie. &) Avem (%) = c(t) gi Zi(Tn = e,(t), unde
$ = P(%). Rezultl

<31(?).?3('£}> = <eg(t),e,(t) > =3,

deci prima condifie din defimitia resperului Fremet csie indeplinitd de

eimpurile :1,....3". Vom erite in comtinuare cX = "';2 ndeplinesc
gl celelalte trei conditii din definitie 3.3. Femtru aceusta vom folosi
egalitigile

AT = o(1), 5,(0) = 8,(8), t = P(T), 1€{1,e00sn}, o, = i—ci-})-ﬂ
oS

precum gi formulele Fremet pentru curbs ¢
) n
§5(8) = 3703, (8) 0y(8)

unde Syq * Byq = 0, aij(t) = 0 dec¥ j>1+l. In plus vom mei felosi
faptul <% primele n-2 curburi sle unei curbe din “;;n (n >2) sint pozitive

Dia B(F) = e(t) resultl
D) = SO = A FD = MW (D -
= 1A o (D PD = 13D D] 5,(D = 13D 5,(D
Am obtinut egelitates
O EOTRNG

De aici rezultd
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F2@ - 45D 5D 15D,
oarece avenm

ik —~ _ X . ) )

0 (%) = 0 ¢ (R) = 8 (D) P(R) = ay,(H)ey(t) P(F) =

= 8y, 9 )(E) 5,00 ¢ (D

ntru orice t = P(3) €I, rezulta

- - b w A} o Yo L IEVIN. S Sy

32 = AUDD T 0D + 1D (2, 9P 5,8
rivind fn continuare gi folosind formulele Prenet pentru ourda ¢,
tinem (¥) Tel

T (D eon(3,(D,e0 5 () | ke{l,0enine1]
etorit 6(B), 52 (D),0e., 52 1)(F)) £14nd liniar independentd,
) T€T (curba & este in pozitie generald), rezultl

P eenc®, 32,0, FP@) |, () ke{l,inmg
ur este evident cX (¥) T €l aven
8p(3,(F)100 0,8, (]) = ap(a(B), 329,00, 3 (D) W1, 00e,mel
plus, observim ci sistemels de vector:
{5®: 32,0, 0@ ] o1 {5,00,...,50]
at la fel orientate (¥) T€T, (¥) ke{l,ens,n-1}.

In edevdr, observim ci daci pumem

95y « 1-{_‘; S50 5,(), ke€{l,uenin-1}

unci avem al(t) = (V>0 , a3(®) = (8,0 9)DF D I ADI>0,...,

...a._x_(?) > 0 gi deci determinsatul wrmftor =5’ : positiv
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e [} 5~y © 0

do 82 0 % i B 0
8(%) = det(af() =

® 8 ¢ 0 0 P & 0 ¢ o s s @ ° * o 0 0 s 0 00

g M D B S

« d(D D ... D >0, (M TeT

Reperul {'0'1(1)....,'5.(1)] este positiv orientat (¥) T€X, de
rece avem 1
$(F) = e (8) = 0y(8) xooux o 1 (2) = T (D) zeeuz e (D)

Prin wrmare {:1....,;‘} este reperul Prenet ssociat curbei o. 1
11) Bste evident of I S(D) 14 0, (¥) Tel. Regults

5, - G n® @, 5,00 G E@, 6, (0>
I3l Isoi Fa(a) 1 (%)

(%) )
.:%r.xi(t). (M 1ef1,...,0-1]
elt e

4.6, PROPOZITIE, Pie o 3 I —w= Evo cupod gi B 1Ey —e Ey Q‘
Azometrie, Atunci: [
1) S=eBogci I —[ e_o curb ametrizala - ‘

- . - (LovApFenis . v le %4.;0.)09/ o

11) o(t) = R o(t), upde R = dB zete) _izometriei B.

141) a0 f=18e] , (Ptel
iv) dack curbe ¢ eete In pozitie gepersl¥., rezult¥ c¥ si cur

enerslX.

Demonstratie i) Este evident c¥ o este aplicatie diferentiab

11) Basa canonick {(t.l)j 8 spa;iulvui vectorial T, R & & est
formet¥ din vectorul (t,1) = 1, Avem |

|
T(4) = aT(1) = d(Beo) (1) = dB () ¢ 2 c (1) |

= 4B, (%) = R a(s) ‘
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111) Avem
0] <'é(t). A > = <R e}, B AL)> =

=<3, t)> «Fa(en?

fe teg.
1v§?m e pemtru ll"“"‘n—l ER avem

260 ¢ A, 328 s BNy a0,

parece 4 R = R , (¥) ze Eh.. evenm
1) = R3(8), (1) = 2e{D(1),...,52" (1) = Re(BL)(y)

izlocuind in relstis de mai sus obtinem

AR + 2, Re!P(0sea me® (e wo.
oarece B este liniard, rezultd
RO, 88 +2, oD (0eaa o2 D(0) 0

2ici obtinem
A, 8(2) + 2, e(a)(t)-.-...#)un-lc("l)(:) = 0,

poarece vectorii o(t), c(?‘)(t),...,c(“"‘)(t) sint liniar independenti,
$ima egalitate implici 5&1 = 12 ® aas ® }‘n-l = 0, Prin urmare vec-

forii c(t), 2(2)(1:),.‘.,2(”‘1’(':) sint liniar independenti, (¥)t€I gi

pcl. curba ¢ este ip pozitie generald,

4.7. PROPOZITIE, Pie ¢ : I ——Em o curbd in pozitie generall,

1’“"°nj reperul Prepet esociat curbei gi fie B : Epy —= Ehg 120~
Notim o, = % e,, 1€{1,...,n}, unde R este rotatie

| gome triei B, Atunci:

1) {;l""’;n }aste reperul Frepet se~: 2t e
11) K (1) = K (2, (Y)ieil,...,:wlj}',‘):el

Demomstrajis 1) Este evident coX curbs T este in pozitie gensrall.

= B o

entru orice t €I avem

Coy(e), 3 (1) >=<Rey(1), Rey(8)> = <olt), o, (1)>=3,,
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Stim ci pemntru orice mumere reale 8)secciBy, '1"""& €R [
(k<n), avea [
0,500 + 0l P (0en.ea, M) = o (el b (1) (MteT |
Aplicind rotatis R, obtinem ik eR o 4_:‘1
CIO(G) + a0 2)(t)+...05c“)(t) = blo]'(t)a»...#bk k(t) (')th.

csea ce ne aratd of
p(aCtis 32(8),00 T (1)) = 8p(3, ()00t 5(0)), kG {1100nsne1]

Deoarece pentru orice je{l.....n-l} avem o(’)(t)c-p(ol(t),...,oj(t)).
resultd off existd funciiile diferentiasbile .j 1 I ——8, 1,3€{l,...,n1}
astfel incit s¥ avem l

84) = al(t)ey(t) ‘
o{2(0) = ad(t)e (1) + aB(t)ey(®)

e @ & o @ ¢ 3 @ @ & 6 e & * 0 0 o

(1) = af(t)ey (1) +uuut af(B)ey(1), |

“C
1 v
a(t) = det(aj(s)) = cl(t) - -g(t. >0

Aplicia rotatia R egalitiitilor de mai sus gi obginem
A = ad(0)3,(0)

32(0) = ad(6)35,(0) + a2(e)5,()
T (1) = al(£)5,(8) +euet ad(£)3,(0)
J 1 J J
9i cum A(t) >0 rezultX cX sistemele ds vectori 1
{o(t) “’(t).....c(j)(t)vei{el(t),...,e
orientate (V)Je{l....,n-l} (\-)T € I
Stim c¥ reperul {el(t),....en(t)} este pozitiv orientat si cX

J(1:) int la fel

izometria B este proprie, deci det R = 1. Rezult¥ ci gi reperul
{;l(t),....;n(t)} (unde zi(t) =R oi(t)) este pozitiv orientat.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



61

In adevir reperul {e,(t),...,e (t) | f1imd positiv eriestat svem
Hef(t)) = 1, (MEEL, mde (s](t),...,0](1)) sint eompementals weo-
¢,(t) relative 1s besa cemomici s spagiului £, . Retagia R este
ti do fermulels

rte dd s o,

Pu vs (v]'.....v‘). v sRv s (v'l,....v") CFMY. Deocarece :1(0 =
=R ot(t) resulti

i
%) = (%)
ci( ) jt-:l . of
De aici obfines

(1)) = det(a}dae(ed(1) = 1,

ceea ce me arati oX ropornl{'o'l(t)....ﬁ.(t)} este positiv orientat,
(')t €l,

11) Pentru orice 1.3c{1.....n} avem
iu(t) -<T‘(t). 33(1) > = <R &1(t). R oa(t)> -
- <‘1(‘). .,(t)) L .u(‘)
Regul ti

a (%) (t)
fs(e) fa(e) ]

4.8. PROPOZITIE, Pie ¢t I — Lyt 51 I —= Exydouk curbe &n
Rogiiie geperalls

Presupupenm of (Y)t<I aves
(4.20) je(e)l=fa(e)] , K (%) = E (%), (P)i€il,.ee,m2]
Atunct existd o unick izometrie proprie 3 s Em —= Evissufel inott :
= Bog, ( Fe i"'"“'th\) N, e é,“: ek —-cy;’mﬂ el ;v)wd
s el o, m2rp B
ngm\?arm. un punct t €I, In c(to) avem reperul

{el(to‘.....o.(to)%,iu iz punctul 3(:0) avem reparul ;'51( to)""’:p(‘o)'

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



m.“wmﬁw—&

'IE —-E

Roog(t) =a(t) , 1€{l,ecein}
Existi apol ¢ umnicd isometrie
B EM—— FM
cudd =R, (Vx cEﬁ‘. care si ducd origimea o(%,) s reperulumi {‘1“9)}
in originea '5(t.) a reperului {'o'i( t.)}. Observim ¢ isometria B este
proprie deearsce reperele {‘1( t.)} .1{:1“.)} sint pegitiv oxrientate.
Iz adevir, avem
det(ef(t))) = a0(3](¢)) = 1 /
Ml £1ind definitd de formulele v't = é a} v, din egartesyile i
n
|
|

oi(t') =R oi(t.) obtinem

e « 2 of ofsy)

De aici obfimem det(al) = 1, sdicd izometrie ® ss5’s proorie.
finind seama de (4.10), resultd -‘1 ge1(8) = 8y 4 (8 g1 dect
formulele Fremet pentru ourbele ¢ gi T se scriu

n s n
(4.11) e, (t) = (t)e (t), &, (t) = (t)e,(t)
ey QZ'{ 8g4(tley o J}E 8, (t)e,

Aplicind rotajia B primului grup de formule (4.11) rezulti

n s a )
(4.122) R -3,_(«) - Eau(t)a “’;("’- ;l(t) - J):‘; ALJ(t)oJ(t)

De asemenea, avem

(4.12') Koe (%)) = &(t,)

tem de ecuatii diferentiale, cu exact aceleagi condifii initiale (4,.12°
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punctul %.. Stim de la cursul de ecuatii diferemtiale ci solugia
te unicd gi deci avem

_n ce () = T, (1), (v)u{l.....n}
aici pentru i = 1 avem
Reo (1) = 8y(%) ssu

R &(t) = o(¢)

t +
Boott) ~Beo(t,) = f Beoedas s | B HOdo -
to tO

t
= St° °(¢)dg = o(t) - s(t,)

I

4 decarece B -e(t ) = .c(to). obtinem B « c(t) = o(t), (P)tcl, adick

“ = Boeg,

4,9, TEOREMA (Teorems fupdameptalX & teoriei curbelor).
(_qv\ antena v

|delI S B, Presupunem date n-1 functii diferemtiabile

I —R, 16{1....,::-1}

‘P proprietates ci ’:(l) >0, (Feel g1 (V)J‘{l,....n-,_j e
|
[
I
!

I Atunci existd o curbd phramstrizatd

c: -G.I—-—c(a)et;_, fe(e)i =1, (Psel,

8 cirei curb

K, (s) = P,(s) , (\‘)1'-‘.{1,....:-1}

Demopetratie. Unicitatea este evidentX datoritX propositisi lyZ
o Considerim sistemul de ecua{ii diferentiale

13) . éy(e) = -y (8)e,_ (8) + P (8)e,, (a), 1= T8

’
0 ll(l)....,!._l(l) sint functiile dete, el(n)....,oa(u) sint funcgii

cunoscute gi unde am foloseit motatiile

3 s = @

? o ®me1 * 0> P =P =0
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Fixim un punct I.SI. Pentru integrare presupunem conditiile
initiele de forme

(4.13") (ed(s,)) -3 ,
= 1€4,3¢n

fmdo ('}('o)""":('o)) sint componentels vectorului ei(so)’
(16{1.....: j)in baga canonicd s spaiului tﬂ s lar B epte matricea
tate de ordinul n. Geometric, aceasta revime la alegerea sistemului d
axe de coordonate astfel incit pentru g = 8g0 versorul ei(sck s¥ dev

versorul axei Ox"

» pentru orice ie{l.....n}.
Se gtie de 1la cursul de ecuatii difereniiale ci sistemul 4.11

(4.13') admite solutie unicX. Fie acessta e;,....e

1=Tna

n? unde
t I — ’

1
sint func{ii diferentisbile. Vom arita cX {el(s),...,en(a)} este un

m ?

reper ortonormat, (¥)s€Il. Pentru aceesta comsiderdm funcyiile

'Cii t I ——R, e(‘.u(s) = <o:|:(s),ej(s) > 1,35{1....,11}
Prin derivare, obtinem

e('.u(l) = <31(s). 03(0)> + <e,(8), 33(;} >
gi folosind din nou (4.13) obtinem ecuafiile:

(4.14) oCiJ(l) = =Ly (8P 1 (8) +Lyy, (8)F, () -

-’Cid-l(')rj-l(s) +£13*1(B)PJ(3)
Puncgiile £, verifick condiyiile inmigiale

(4.14") oC“(so) = <e,(s), ej(s°)> -éu

Se conmstatd cu ugurintd cX sistemui (4.14), (4.14') admite solugia

aC,_J(s) = 313

Aceastd solutie este unicd conform unei teoreme de la cursul de ecuaf
diferenticle.

Prin urmars avem.

<e (s) , ea(s)> 'éid , (P)sel
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¢l deai {Ol(l)..uﬂ‘(l)} este un reper ortonormat.
‘ Mai mult, reperul {Ol(l).....l‘(l)} este pozitiv orientat. In
adevir, fie (n}(l)......?(l)) componentels vectorulul Oi(l) in basza

canonicd a spagiului BR®. Bsto evident ci matricea (Ci(l)) e
l€i,3¢n

este ortogonall. Hotim .
4(s) = aot(ef(s))

Deoarece funcfiile s —-»oi(l) gint diferentiabile, rezultX¥ cX functia

8 —A(s) este diferenyiabili, Prin wmare funcyie s—~A(s) este con~
tinull. Decarece

a(sy) = dot(oi(so)) =1

‘ rerultf of avem

&(g) =1, (¥sel

} Prin wrmare reperul {01(5),...,0‘(5) } este positiv oriemtat (¥)se€l.
Pentru determinares curbei vom folosi formuls Ql(l) = 3(s). Avem

8

| (4.15) o(s) = S el(u)du.

il 8

{ ©

f Curba ¢ astfel determinati este in poziyie gemerald. Acest lucru este

. evident pentru n = 2 sau n = 3. Pentru n » 4, din (4.15) gi dim (4.13)

i

. obtinmem, pemtru orice indice 1e{3.4.....n-1}. relagiile
e(s) = el(a)

| (4.26) {2 () = 7, (8)ey(s)

i-
e = 2;? By (Py(8)yenesBy_o(8))e (8) +

* Fi(e)es By (8)e (8),

unde coeficientii hu(k <4i) depind de functiile Pl(s),....l'i_z(s) gi
de derivatele acestor functii. Folosind relagiile (4.16) se comstatd
cu ugurin{® cf curba ¢ este in poziyie gemeral¥. Resulti cd o admite
un unic reper Frenet.

Vom arfta ci reperul Premet asociat curbei ¢ este {ol,...,en}
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gl ol curburile curbei ¢ intr-um punct oarecare o(s) sint 11(-).....
.....P‘_I(l). Pentrum = 2 sau 8 = 3 acest lucru rezulti imediat. Vom
presupune n > 4. Fie {tl.....t‘} repfrul Prenet asociat curbei ¢ gi

fie ll(l).....l‘_l(a) ourburile curbei Imtr-un punct ocarecare c(s).
Polosind formulele lui Frenet, obt{inem, pentru orice indice ie {3.4,....
.....3-1} , relatiile

a(s) = £,(s)
(4.17) {2 () = Ky (8)2,(8)

(1) -1
i(g) = g;; Byy(Xy(8),00e Ky _o(8))2,(8) + Ky(8)o. Ky, (8)2, (),

Ia relatiile (4.17) h,, sint coeficienyii ce apar in relatiile (4.1‘)'
unde ri(s) sint inlocuiti prin Ki(a). Din primele douX rela{ii (4.16),
(4.17) obtinem

(4.18) ti=e o, E =7

Bt BN Bk
Pentru i = 3, din (4.15) gi (4.17) resultd, dacX {inem seame de (4.18),

relatia
(4.18') !2(1)03(1) = lz(l)f3(l)

Deoarece Pz(a) >0, L‘,(s) >0, (F)e€I gi |03(l) i= |t3(8)| = 1, d4n ‘
(4.26") obtinem

(4.19) K, =F 4

1
gui® - B3 %y |
Continuim in acest fel gi obtinem

i =Py ot =0, (ML1c{l,...,n-1]
Tinind seama de aceste egalitif{i rezult

£,(8) = £ (8)xe0ux £,1(8) = o,(8)xe..x oy.1(®) = cn(s)
Din fn(s) = en(s) rezult¥ fn(s) = 5n(a) gl tinind seama de ultima for-
mul¥ & lul Frenet gi de (4.13), unde 1 = n, obtinem

= K8t 1(s) = -7 (8)e _;(s)
De aici rezultid Ep-1 = Fa1

Q.E.D,
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4,10, PROPOZITIE, Pio ¢+ I —=U» o ourdd in pozitie gegerali.

Urmitoarele afirmatii sint echivalepte:
(1) Ultime cufburf & curbei ¢ este pull
(11) Imagipes aplicatiel ¢ este ipclus¥ intr-up hiperplsp.
Demopstratie (i) => (ii) Presupunem ci o t I =, 8 =cls) =
= (xl(l).....t“(l)). fe(s)ff = 1 (F)sel este in pozitie gemergli gi fie
{01.....o‘ jreperul Premet asociat curbei, Din ultima formuld a lui
Frenet
5‘(-) = -K _(8)e, ,(8) ,
obtinenm ‘n(l) a0, (¥)s €I, deci o (s) =vw= (-1.....'.)(- vector unitar
constant), Deocarece avem
<ey(s), o;(8)> =0 , o (8) = &s) , (?MserI,

rezult¥ <w, &(s)> = 0, (¥)s €I, De¢ sici, prim integrere gisim
<w, ¢(8)> = d, (¥F)sel, unde d este o constanti reali. Prin wrmare avem
wxl(8) +.s wxRs) = d , (Wsel,

adicd toate punctele curbei se gisesc intr-un hiperplan.

(41) = (1) Daci imeginee splicatiei ¢ se gisegte intr-un hiper-
plan, atunci acest hiperplam va fi tocmai hiperplanul osculator curbei
fn punctul o(s), (¥)s<l, Rezultd ci vectorul e (s) este un vector coms-
tant, (¥)s€I, ceea ce implick é,(s) = 0, (¥)s<I i folosind ultima
formuld a lui Prenmet obyinem K _,(s) = 0, (¥)s€l.

4,11, EXEMPLE, 4.,11.1. Ne propunem si determinim curbele din E'm
sare au curburile copstente.
Pie o1 I —-EM o curbi in pozitie generali. Presupunem ci
curba este canonic parametrizati, deci fo(s)l = 1, oricsre ar fi s<I.
Avem formulele FPrenet

(4.20) o(s) = 3(s) , §(a) = ;Lfl:'u('“d(')
unde
(4.21) , cu(a) + I“(u) =40 ; '1.1(') = 0 dacd J>1i+l .

Curburile curbei ¢ sint:

(4.22) K, (s) = 8, (8) , 1= 1l,e00ym=1

i+l

Presupunem in continuare cX Ii(s) = ‘1 = constant, oricare ar fi

16{1.....11-1}. Dac¥ notim e, = (ei....,e?), atunci din (4.20) aven

n
{4.23) 3:(5) = :lnu(a)e;(s) i ke{l,...,n}
J-
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Dacd notéa ¢ = (‘i)ux.au , atunei (4.23) se sorie :

(4.2%) gm = lﬁ(l),

unde a = (.14) este o matrice comstanti. :
Alegem axele astfel incit pentru s = 0, versorii 01(0) s devini
versorii axelor 0:1. deci presupunem conditiea initiald de formas

100 ... 00

610 ... 00
(4.25) é(o) =B =

eesecccccscse

000 ,.001

Soluis ecuatiei (4.24), (4.25) este

5 o
(4.26) %(l)"*frl¢%rlz*u.

Ca sé determindm curba va trebui sd ludm prima linie din matricea & .
Va resulta vectorul e;(s). Dar e,(8) = é(s) si prin integrare cbyi-
nem o(s). S& facem celculul efeoctiv in casul n = 2 . Avem 3

as= X ‘1 .2 .li ° l} ’ -‘g

"1 0 0 -xf x{ (¢}

|“1‘ |
0 2y '

Hatricea @ din (4.26) se sorie 3
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o 1 K 0 0

> |8 o l
o= Oi"- + +
"o <

Qé y -5 0;; q ’ 4 o0 »
g o o o

sau g
. 2 4 6 3 5
l - (.‘1) + (“1) - (’xl) ® ses “1 - (Lxl)— + Eﬁ)— -se0
2! & 6! 31 51

® 8 0 o ® ¢ 0 s @

co0s 511 sin 111
¢l

Deoarece prima linis din matricea @ reprezinti componentele vectoru-

lui e;(s) avea
o,(8) = (cos sK;,sin oK),
Decarece e,(s) = é(s) = (x(a),3(s)) , results ugor o(s)=(x(s),y(s))
din ecuatiile 1
(4.27) 1(8) = cos sk, , J(s) = sin 6K,
Presupunem K) = O . Atunci din (4.27) reszultd

x(8) = s+a , y(8) = b , a,b = sonst.,

81 deci curba este o dreaptéd $i anume drespta y = b (=constant).
Prin urmare, ourbele plane cars an  ocurbura nuld sint
drepte .
Dacd Kl # 0 , atunci din (4.27) obtinem

x(8) = g% sin 8K + a

y(8) = = i; coe 8K; + b ,
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wnde a 91 b sint eonstants §i deoi eurba este um ecere §gi anume cercul:

(x-dzo(jfb)z-é

Prin ursare curbele plane care su curbura censtantd (nenuld) sint
cercuri .

4,11, 2. Am visut ci curba

eI R~ EL, »
e(s) = (oom &, sin $,%,%)

este in positie generald gi ol reperul Frenet {91..2,,3,%}““1“
curbei o este definit prin (a se vedea exemplul 3.5.2) 1

‘1“) ” -1; (-sin t, eos t,1,1)

.J“

.2(‘) L g (- (1] ] t’ -lh t’ 0.0)
o5(t) = % (2 sin t, -2 cos %,1,1)
0,(%) = == (0,0,-1,1)

: V2
Ne propunem sd calculda ourburile curbei ¢ . Vom folosi formulele
(%)
E(s) m2dtl™ yof) o
1( ) = li(t)l ) { ] o)}

unde ay 4. ,(%) -<61(t).01’1(t)> o Avenm 3
s.(t) = (-200% =sin ¥ o
L5 43. ’ '\/3’ v Yy
iz(t) = (ain t,-cos &, 0,0)
é5(8) = ( VLE cos %, -w/% sin $, 0,0)

a),(%) -(c'l(t). o, (8)>= -3,;.

855(8) = <ix(8), 05(8)> = -5-3_

83,(%) -<i}(t), e, (t)>=0

Prin urmare, curburile curbei o sint
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£ (%) = -l;, xa(c).-i}&—, E5(%) = 0

Deoarece l3(t) a 0 pentru orice t€R , resultd od o este o curbd
strimbd

N § 5. CURBE IN SPATIUL EUCLIDIAN TRIDIMENSIONAL E5 . (CURBE STRIMBE)

5.1, Expresia curburii si torsiunii upei curbe strimbe jintr—o
parametrizare erbitrard. '

PROPOZITIE. Considerdm o ocurbd in poziyie generald

o 1'T —-E}
t ——o(t) = (x(%),y(%),s(%))

Fie Il(t) i lz(t) curburile curbei ¢ intr-un punct oarscarse

o(t)e Atunci avem formulele t

: i . (2)

2 P O
- g face)l ’

. (2) (3)

.2 t) = et [-] t),0 £

task) R = e oD g
2 2 32 /2

i3 g) = {4 + B +

(i e (F2(%) + 5°(8) + izcc)i‘72 !

(%) ¥(¢) i(%)
(%) F(&) &%)
x(t) J(6) B8
22(%) + B2(%) + c3(%)

(5:2)  Ey(%) =

unde am folosit notagiile 1t

y(%) (%) i(%) x(%)

A(%) =

, y B(t) =

y&)  #(w) (%) (%)
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(9 ¥(e)
o(s) »
v §®

Demongtratie. Notia ou {‘1"2")} reperul mobil Freret

asociat curbei o . Aveam formulele

(5.4) .1(') & %’

(5.5) 6, (%) = ay5(%) (%)
(5.6) §5(8) = =app(8)0y(8) + ayy(B)ag(®)
(5.7 i5(8) = =ap;(t)e,®
c-rb;;uo ocurbei sint date de :
)
.8 PER |
e e le(e)l
8,3(%)
. ) oo
% R = o

Prima curburd , ll(t) » 8¢ mai numegte gurbura curbei g ,
iar a doua curburd lz(t). se mai numegte torsiunea curbei c. S& sta-
bilim formulele (5.1) 81 (5.2)« Din relatia 1

a(t) = lo(e) f oy(%)

ebjpinom o

{22(8) =ha(e)] 03(8) + BS(OIN 6,(8) = [oC0)N 0)(8) +
T EHOT PWNORNRORE HOTENORE HOT S JOTNG)

Derivém in continuare gi avem 1@
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RLORY PO NORY PO ENOREE O & AR
+ BoPE (Miy(s)
felesind relayiile (5.5)y (5.6), (5.8) si (5.9) resultd @
3(8) = [H3I = BeOIPE (V)] o (1) »
o [ TG (8 + P07 ay(8) »

+ BOPE (9K ($)e5(¥)

lheen predusul veatorial al vecterilor o(t) si o$2)(%) 41 obyinen

200 ¥ x«@(®) o LI (Deg(0)
(5;10) resultd

Li"l.') fe(s) x .(2)(t)Us Ii(t)l}ll(t) '

tdicd tocmai relatia (5.1) «
Polosind (5.10) avem i

| <is) s oA(w), o3 (4)>m J i) § (DB, (W)
i

f'un ultima egalitate gi din (5.10') rezulté
| <a(s) x6@(8), «1)> = 1a(8) 1 B (0IPK(3)

|
|
& :

‘ﬁdial toocmai formula (5.2)

Decarece avea @
a(%) = (2(8),3(%),5(%),

. o(2(8) = ((8),5(8),i(8)),

| o3(e) = (1), 50,5

ftsulel ]

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



T4

130 = 1202 + 592 + 80?2
3(%) = 62 (1) = (A($),B(2),0(4))
18C8) = {2 (8) [ = (A2(%) + B2(4) + 03(8))

Folosind ultimele egalitiiti oby{inem ugor formulele (5.1') si (5.2').

OBSERVATIE, Pie ¢ t I —= 53 o curbi paremetrizati camonic, deci:
je(o)l = 1, (¥)s eI, Notdm {01, (Y 03} reperul Prenet asociat curbei gi
fie Kl(-). lz(l) ourburile curbei intr-un punct c(s). Pormulele Frenet
se scriu

31(-) = K;(s)ey(s)
‘2(_') = = K;(s)e;(8) + K (8)e,(s)

53(-) = = Ky(8)ey(s)

e, —— i,

sau, sub formi matriceald

8 (s) 0 K o o, (2)
é,(s) = X, (8) 0 K, (s} . e, (8)
é5(s) 0 X (s) 0 / o4(e)

Deocarece avem ol(a) = &(8), (V)sel, din prima formul% Prenet, obfinem
K (8) = i 31(1) I=18e)|

Polosind acum a treia formulX Premet ebtinem

s’ UENS A3V
|Kp(a)|= [ o5(a) | =l408(iCa)s o Plo). o ” (o))

xl(a)

5.2. Triedrul lui Prenet. Pie c : I ——-ES o curb in pozifie
generald gi fie {el(t). ez(t), °3(t)} reperul lui Frenet intr-un punct
c(t) al curbei
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s &
Dreapta situati la intersectia planului normsl eu planul osculs-

curbei intr-un pumct e(t) se numegte pormals principel¥, iar dreapts
culari pe plamul osculator curbei inm punctul o(t) se mumegte Dji-
la curbi in acel punct. Planul determinat de tangenta gi binor-
8 la curbd fatr-um punct o(t) se numegte plapul rectificsmt al curbei.
!h definitiv, In fiecare pumct c(t) &l unei curbe strimbe in positie
bmrnll putem s¥ asociem un triedru tridreptunghic (pumit $riedrul lui
uéxm_t) ale cdrui mmchii sint tengenta, poraala principald si binormala
,ﬂp ale cdrui fets sint planul normal, planul osculator gi planul recti-

i
d
|

by
thmt.
[
J&onernl. Obtinem f¥r¥ dificultate ecustiile muchiiler gi fetelor trias-
(‘lrului Premet asocist curbei inmtr-un pumct o(t) = (x(t), y(t), s(t)) i

e
1 - scuatiile tangentei:

f Eoxe)  zox), 1o se)
G x(4) ¥+ 2(%)
- ecuatia planului normals

Ple ¢t t€I —=co(t) = (x($),7(t),5(%)) 653 o curbd in pozigie

- ecuajia planului osculator:
A(t) [x = x(%)] + B(¢) [y - :(t)] + 0(¢) s - s(t)] =

unde1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

(%) [z - x(8)] + 3(8) (7 - 3(8)] + i) [s - ()] =0,

o,



76

y(8) (%) i(s)  x(%)
A(E) = s B(%) = o
F(&) (%) ) i(s)  E(s)
x(8) (%)
o(s) = i
£(s) §(%)

ecuatiile birormalei :

2=x(8) y=-3(8) 3 - 3(%)
A(S) B(%) o(ts)

ecuatiile normalei primeipale @

E2=x(8) 3y =3(6) 2~ 5(8)

e(s) a(t) n(%)
unde
y(%) (%) 5(%) x(%)
(t) = y m(%) = ’
B(%) (%) c(s) A(%)
[ 29 3o
a(t) = ’
A(E) B(%)
- gouatia planului rectificant i

£C%) [x = x(8)] « a(t) [7 = ()] ¢ u(#) [5 - 5(¥)] =

53+ BEXEMPLE. 5.3.1. Considerdam curba
¢ 1 R — Eb
definitd prin :

o(t) = (a cos &, a sin %, bt),
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a §1 b sint ocemstante , a>0, b £ 0 . Ne propunea urmidtoarele:

1) s& aritim od curba indeplineste conditia de existentd
perului Frenet ,
sk serien eouatiile muchiilargi fefelortriedrului Frenet atagat
ei intr-un punct oarscare o(%) ,
ii1) sd calouldm curbura gi tosiunea curdei .

Mai intil vea arita cum se ob{ine imagines aplicatiei a.

congiderdm un eilindru eircular drept. Fie H un punet sitmat pe

rafata cilindried de rotatie b 4
; ideraté. Presupunea ¢d punctul
yre o migocars compusd dintr-e ro-
‘10 in jurul axei cilindrului si
Qrmlnﬂo de=-a lungul acestei
8, cele doud migedri fiind pro-
ﬁ“‘runno. Curba o a cirei ims-
iu este desorisé de punctul K

~ numegte elice circulard. Presu- x
pem od mobilul pleacd din punctul 4(s8,0,0). Ple M(x,y,s) un

Baot oarecare al elicei circulare §i fie ¥(x,y,0) proiectia punctu=-
’i H pe planul x0y . Dacd notém cu ¢ = Aa, gésin ecuayiile para-
ﬂltri.u ale alicei sireulare :

| X = acos t, y-lu.nt.vl-bt,

de s represinti translatia, + rotajia, iar b = comst. Este usor
‘;vizut ed elicea ciroulard intilneste fiscare generatoars a supra-
tei cilindrice de ecuatis

i x2¢12=a2,

tr-c¢ infinitate de puncte. Distanta dintre deui puncte consecutive

" $i ¥' ale slicei, situate pe aceeasi ganeratoare sste constantd gi
lv numeste pasul elicei. Se constatd usor ci pasul elicei este 27b =
constant.
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i) Pentru orice t<& avea !

é(t) = (-a sin t,a cos §,b)

4(2)(2) = (-a cos $, -a sin %,0)
$i se ocomstatd ou ugurintd cd veotorii &(%) si 6(2)(2) sint nns-’

ar independenti oricare ar fi t<I , deci ourba ¢ este in pozitie

generald.
ii) Fouayiile tangentei la curba ¢ intr-um punct ou-u#
o(%) sint ) ‘
A= s 008l , ZoABAK ,2=D8 |
a sin ¢ agos ¢ b J

iar ecuatia planului normal este @
-a(x - a cos t)sin t + a(y-a sin t)ces t + b(s-bt) = ,

Fle A(S), B(t), C(t) parametrii dirsctori ai binomaloq‘
|
(

|
|

Avenm
A(t) = ab gin & , B(%) = -ab sos t /

e(t) = a° |
Resultd od ecuatiile binormalei sint : /
;-agggg'z-gsmt.:-bt) J

b 8in ¢ -b cos t a
iar ecuatia planului esculator ests 1:
b(x-a 008 t)8in t = D(y = a 8in t)cos & + a(a-bt) =

FPie [(%), m(t), n(t) parametrii directori ai normalei

principale. Avem i
, m(t) = (a2+b?)gin ¢, n(s)

(¥)ter.

2(s) = (azobz')eos %
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ezultd cd ecuayiile normalei prinoipale sint

X =~ a cos ¥ el =838in %t 3 - b ’
cos © sin ¢ 0

Tr ecuatia planului rectificant este :

(x = a 008 £)cos ¢ + (y -a 8in t)sin ¢ = O

i11) FPie 11(6). resp. Kz(t) curbura, resp. torsiunsa curbei
n punctul o(%). Vom utiliza formulele stabilite in propozifia 5.1.

*oltn orice $€R avea !

‘ RGOS IO o2 APNCE T S
U [E2(8) ¢ 32(%) + $2(E)] M2 AT e D

x(s)  §(&)  a(%)

£(%) F(t) i(s)

) F® 8O b oot
A2(8) + B2(8) o+ OX(8) O 0V

£ (8) o

5¢3.2+ Considerdm curba

e 1 (0, ¢°0) —
,efinitd prin

o() = (2t,1nt,%%)

‘e propunem urmdtoarsle i )
i) sd ardtim oX imaginea aplisatiei o se afld pe un ci-

indru ,
i1) sd ardtdm ci curba e este in r-ziyie generald ,

) 11i) 83 scriem reperul Frenet si sé calculdm curbura $i tore
iunea ourbei intr-un punct oarecare e(t).
i) Un punct oarecare de re imaginea aplicatiei & are coor-

onatele x =2%, y=1ln ¢, 2 = $2. csea ce ne aratd cd imaginea apli=-

atiel ¢ se afld pe un cilindru parabolic eu generatoare paralele
‘u axa ordonatelor si avind curba directoarses
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lzl“ s Y= 0.
1) Aven (%) = (2, §, 20)

@)(s) = (o0, - tz 8,

§i este uger de vésut ol vectorii &(s%) i o(2>(t) sint liniar inde«
pendenti pentru orice %&(0,+<°). Prin urmere curba ¢ este in posi-

tie generali.

111) o e (%), ay(8), c;(t)} reperal mebil Fremet si

ll(i), Iz(t) curburile surbei intr-un punct oaracare o(t) = (2t,lnt,

al ocurbei. 2
Aven yo(®)l] = M1+ 2¢%) . Resuliva :

] (t) - —3—(!)-. -
a ol Tt (@)
De aici obyinem ¢ |

; (t) - - 2 -
1 m (1-2%°,-2¢,2%)

Din prima formuld Frenet

§1(8) = ap,(B)ay(t)

resultd :
8;,(8) = [é;(8) [ = —'Z--*-l e
+ <

§i deci curbura curbei este

Byalt) 5
K4 = 12 - 2t
18 = ol e 292

¥olosind formulele de mai sus, rezultid
©(t) = -—-:-2— (1 - 2¢2,-2¢,2t)
l+2¢

In continuare avem :

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

|
|




81

5(8) = 6(8) 1ay(8) = —1—1;,— (28, -22%, <)
* .

i
De aiei ebtinen

H(8) = (1—’2;,;, (1 - 282,-28,28)

Folesind formula & Sreia a lui Prenet

65(8) = = ay(8) ay(8)
‘obthn L]
i ;—.2:2

l‘on.'l.tl d tmm.a surbei ¢ este

-gt
&(” ll(t)l "ae

Se4. TEOREMA (Lancret)e. Fie a @ I——Ea ¢ ourbd in pezitie
generald gi fie ll(t) g1 EK,(t) ecurburile curbei Imtr-um punet eare-

P ———

sare o(t). Presupunem od

K(8) 40 , (8 sel

| Urndtoarele afirmatii sint echivalente 3 .

(1) tangenta in fiecare punct al curbei formeaz¥ un unghi

constant cu o directis fixi,

(ii) normala principald in fiecars punct al curbei este per-

|pendiculard pe o directie fixd,

Ir (iii) binormala in orice punct al ocurbei formeazd un unghi

llconstant cu o directie fix&,

(iv) curbura si torsiunsa curbei diferi printr-un factor

leonstant.
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Demongtratie, Fie {'1"2")} reperul mobil Frenet. Sorie
formulele lui Frenet :

§,(8) = ay5(8) ox(%) 4
6,(%) = ~2)5(8) 0)(8) + 8y5(%) e5(8) ,
65(8) = ~ay(%) o ()

(1) = (i1) Prin ipotesd emistd ¢ direcyie fixi datd de
un versor & ou cars tangsnta in flecare punct al curbei formeasd un
unghi censtant u, deei avem 1

(5.11) <11(t),d'> =cosu , (¥) ¢t I

Derivind (5¢11) ob{inem <61(t),d> = 0 i folesind prima formuld

Frenet rezultd

(5'12) (‘12(') 92(t)od> = 0 9 (3) : 61.
unde
(5.12%) a10(%) =] a(s) [ E; (%)

Curba fiind regulatd avem Jé(t) [ # 0 , (¥) ¢ €I. Decarecs

E(8) >0, (9 ¢ €I, din (5.12) 51 (5.12') resultd <ey(t),d > = 0,
oricare ar fi t €I . J‘

(44) == (1) , Din relatia
<.2(t).d>‘ 0 ') (') 'SI'
rezultd

<a12(t) oa(t),d >=0

Bau

<51(t).d>- 0
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tegrind ultima relatie obtinem <-1(t),d> = cos u, unde u = sonst.

(i1) =-» (4111) Din relatia (oz(t).d> s 0, resultd 1

(5.13) BN [ E5($)ay(8),8> = 0

san, dacd folosim formula a Sreia a lui h-uct/nnlu <63(t).‘d7- ]
§i pria integrare cbfinea

| <o(0),a>= o v, (Brvel,

;nm u.unnn in fiseare punct al curbei formeasd un unghi cemstant
_:fv eu o directis fixzd d.

(4i1) = (i1) Dim (5.13) resultd

<¢,(9).d>- 0 , (¥ tel

9
} .1 tilhd seama de formula a treia a lui Prenet, obfinem
!

<-cz,m o5(8),d>= 0
sau

16¢8) | E5(8) <ap(8),a>= 0
§i decarece Kz(t) # 0 , oricare ar f1 €I , ebj{inenm (%(t),d)- o,

oricare ar £f1 ¢t €I , adiocd (ii).

(i1) ==> (iv) Prin ipotesd avem @

<02(t). a> =0 , (¥) sel

Aceasta implicd

<01(t).1>- cos u @i <o5(t),d>- 008 Vv ,

unde u $i v sint unghiuri constante, Derivind relatia<e,(%),a>= 0
$i folosind formula a dcua a lui Frenet, resultd :

<=875(8) 0;(%) + 85;(%) o5(8), d> = 0
sau, dacd impértim ou fo(t) f obtinenm :
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(5.18) = KE(s) cosn o E($) coa ve0 , (9) 61

Decarece cos U i ees v nu pot fi simultan nule, din (5.14) obt{inem
(i')o '

(iv) ==> (1) Prin ipotesd avea t

ll(') = k ‘2(') ? (’)'6: » l = const. ®

(5.15) 8yo(8) = kayy(s) , (Msel.

Dacd adunidm prima formuld Prcnet cu a treia forunld Frenet
Spanltitd ou k §i picem seama de (5.15) , cbyinem

(5.16) §(8) + ké5(0) =0, (®tel.
Prin integrare, din (5.16)‘ rezultd
(5017) .l(t) + k.’(t) s D » (‘)' ‘-I’

unde D este un vector constant. Inmulyind scalar relatia (5.17) eu
e,(%) , obyinea
<oy(8),0> = 0 , (W)tel,

adiocd normala prineipald in orice punct al curbei este perpendiculard

pe o direotie fixi.

5¢5« Elice in spajiul E-} .
BFINITIE., Se numegte elice curba strimbéd ale ocdrei

tangente fae un unghi constant cu o directie fixd.
OBSERVATIB. 5.5.1. Folosind teorema lui Lancret se observd

cu ugurintd od curba consideratd la 5.3.2 este o alice.

5+5¢2. La elicea ciroulard curba gi torsiunea sint constant

pe oind la o elice raportul intre torsiune i curburd ests constant.
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EIENFLU. Considerdm eurba
¢t SER —=o(8) = ('-'2' §")‘E§
§e prepunea urnitoarels i

1) sd aritdm ol ¢ eate ia posifie generalld, ¢

i1) sd soriem reperul mobil FPrenet gi sd saleulda ourbura
$1 torsiunea curbdei , '
» : 111) dacd curba o este olios sd determindm dirsctia fixd
ou sare tangenta in fiecare punot al curbei formeasd un unghi comnstant.

1) &%) = (1,28,28%) , 8(t) = (0,2,8t). Fic doud numere re-
ale a,b astfel Inoit aé(t) + d3(%) = 0, pentru orice t=R . Resultd
@ =b =0, deci veotorii &(t) §i &(¢) sint liniar independenti
oricare ar fi tE€R . Prin urmare curba sconsiderati este in posifie ge-
nerald. )

14) e {ol.oz.e,}upoml mobil Prenet. Deosrece f 6(t)f =
= 2t%+1 , resulsd
z )

.l o "’ .. :
.l(t) lé(t_)l ¢ 20°+1 28°4 1 #'01 ’

De aici obfyinem

§(8) = ——B (28,1 - 28%,20)
(282 + 1)?

gi folosind prima formuld Frenet
() = app(Bley(s) 4
rcsn.lf;l
' %) = ——z-—z—'
‘12( l+2¢

Obtinem curbura curbei

.12(‘) 2
t) = =
b = o - (med?

Folosind din nou prima formuld Frenet, obf{inem @
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(%) = ;,-}-;— (=2%,1-2¢%,2%)

Ia eontinuare obtinea 3 .
= = 2"2.-2
05(8) = o(8) x ep(8) = —d— (2¢%,28,0)

De aici resultd :

: o zt; 24%-1,-2%
-,(t) aﬁ? ( )

§i folosind fermula a $reia a lui FPrenet
85(8) = —ayy(%) ey(8),

obtinea

Wity

Rezultd cd torsiunea curdei ¢ este

(%)

55 o ey
‘2( " Jo(s)f  (28%+1)

i1ii) Decarece avem @

K (%) = Ky(%) = (Ttso_l)!

rezultd od ocurba datid este elioce. Conform teoremei S5.4. existd o di-
rectie fixd ocu care tangenta in fiecare punct al curbei formeazd un
unghi constant. Dacd direot{ia fixd este datd de un versor d = (dl.dz.d’)
§1 dacd notdm '

s = (o%,of.ci) s atunci avea
sitt)ad + E(5)a? + S()a? = & , (¥ sem ,
unde k= const., ke&[-1,1] . Resultd

2t2(a%-k) + 2ta® + ad-k = 0 , (¥) teR
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2 2 2
o aici obtinem dt « @@ = k, ¢% = 0, wnde (a}) + (@) + (¢?) e 1.

ulth d = (=& , 0 , =),
es Vi v

5.6« Curbe gu torsiupea puli. .

PROPOZITIE. Rde ¢ + I —£, o curdd in pesitie genersll, Urmi-
(]

(1) torsiupes curbei este muld iz orice puncst,

(14) 8 e_gise -

(111) yersorul bimox::iei este consismt.

Demopstratie. Presupunem ci curba ¢ oste parametrisati cmmonmic,
ldecd fé(s)f =1, (F¥) sel.

Fie {01902,03} reperul lui Prenet asosiat curbei. Pormulele lui Pre-

net ss soriu:

(r.1) é,(8) = K (8) oy(8)
- (R.2) i,(2) = -K)(8)e;(8) ¢ Ky(a)e;(a)
4‘ (Fe3) 63(3) = -Kz(l)oz(ﬂ)

| (1) == (41) Decarece K,(s) = 0, (¥) s€l, din formula
. (F.3) rezultd 55(5) = 0, ceea ce pe aratd cd o;(l) s 05(10) = veo~-

. tor constant, (¥) s€l .

. Deoarece avem

<cl(-), '5(')7 =0 , (¥) sl ,

f reszultéd-

{ <é&(s) , 85(8,)> = 0
| Prin integrare, rezultd

il

i <e(s) , 03(l°)>- £ , (¥) sel

/
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unde k = <c(s,), 03(0.)7 este @ constanti reald. Am obtinut

<e(s) - o(sy) , o;(u.)) «0, (V)sel
san

[x(a) - x(s,)] Als,) + [¥(8)-y(s,)] B(s,) + [2(s) - s(s,)] C(s,) = O,

ceea ce ne aratd of toste punctele curbei sint continute im planul
osculator curbei ia punctul

c(t.) - (x(u.). y(l.). l(l.)) .

(11) == (1) Dacd imaginea aplicatiei ¢ se gisegte intr-un plan,
atunci acest plan va fi planul osculator curbei in punctul c(e), (¥)seI.,
Resultd ol OJ(I) este un vector constant (¥)s€I. Aceasta implici

&,(n) = 0, (F)scl gi folosind formula (P.3) obtimem K,(s) = 0, (¥)sel.
(1) «=» (111) Din a treis formuld s lui Prenet
53(-) = - !2(1)02(3) i

obtinem of torsiumes curbei c este nuld in orice punct daci i numai
dacl

83(1) =0 , (¥leel,
deci dack 1 numai dack e,(s) = og (= vector constant).
Exemplu. Ne propunem si demonstrim ci curba
ot B —=F , 6(t) = (1+3t+ 282, 2 - 2t + 5t%, 1 - ¢9)

este plank g1 apoi sd gisim ecuafis planului ei.
Aven:
o(t) = (3 + 4%, = 2 + 10¢, - 2%)

'6(%) - (4. 10' > 2)
¥(¢) = (0, 0, 0) .
Decarece o(t) = 0 « (0, 0, 0), (¥)t €I, rezultd cX curba ¢ are torsiunes

nuld ¢i deci, conform propozitiel anterioare imaginea aplicatiei o se
afl¥ fatr-un plan, deci ¢ este o curbd plani.

Pentru a demonstra direct ci curba datf este o curbd pland gi
a determina o datd cu aceasta ecuatia planului in care se gisegte ima-
ginee aplicatiei ¢ se procedeazid im felul urmXtor: se scrie ecuatis pla-
nului osculstor intr-um punct oarecare o(t) &l curbei gi apoi se va

observa ci aceastd scusfie nu depinde de paremetrul t.
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In cazul exempluluil nostru, scuatia planmului oeculator curbei

ptr-un punct oarecare c(t) este
) 2xX 4+ 37+ 1985 - 270

arece aceasti ecustie nu depinde de parametrul t, rezultd ci ¢ este
b pleni, imagines splicatiei ¢ fiind inclusd in plamul de ‘omuo (=),

S¢T. Interpretares geometricy s curburii upei curde sirimpe.

" 5¢T+1ls PROPOZITIR. Pie ¢ : I»E} o curbd in pozitie gemerald.
"uupmon ci curbs ¢ este canomic parametrisati. Pixim un punct e(.‘)

1l curbei ¢ gi fie c(s) un punct &l curbei ¢ in vecinitatea pumctului
‘.(..). Notim cu I.l(l) unghiul format de tangentele la curbd 1a O(l.)

l‘l o(s). Atunci

| (s)
lim A s A K, (sg)
s>s, |8 - 8]

Demonstratie. Pie Ol(lo). resp. Ol(l) versorul tangentei in

Ea(a.). resp. c(s). Avem

15.18) sin u,(8) =] o;(8,) x e ()

|

i e

A/
/
u«"’)/

o
;AV
Qe
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Desveltim §{n serie vectorul 01(0) in jurul punctulul s . Avem

(5.19) o(a) = o,(s)) + -'—;1:' [6,(s,) + vl(-)-l .
unde vl(o) este un vector ce tinde la sero daci s — @

o * 1
Ple .2(l.). resp. .J(I.) versorul normalei primcipale, resp. el

binormalei im punctul o(-.). Din prime formulX Prenet avem
ll(n') = Kl(l.)o.‘,(lo)
gl fmlocuind fn (5.19) obfinem

(5.19') 01(8) = 0,(8,) + =112 [Ky(s,) ,(8,) + v (s)]
Din (5.,18) gi (5.19') results
(5.20) sin u (s) =|s - s | [Ky(8,) e5(s,) + e;(s,) x v, (s)f
Tintnd seems de (5.20) regulti: .
P, B B
5.7.2. Ipdicatoarea sferics & tengentelor. Fie ¢ ¢ I —= &3 °

curbd in positie genmeral¥. Presupunem c¥ ¢ 23t canonlc parametrizati. '
Pie Cl(l) versorul tangentei la curba ¢ fintr-un punct sarecare c(s).
Printr-un punct fix, de exemplu prin erigirea O & axslor de coordonate

ducem un vector unitar (O, Cl(l)) = ol(s)€‘2093 paralel cu vectorul

(c(s), 01(0)) = ol(l) €T (g) E}. deci cl(a) - el(n) (¥)sel. Curbs

6 ! b g —-—Eb are imaginea pe sfera unitate ./ (0,1) gi se numegte

2 a ente curbei ce \31("\

o

Jem €

Pie 5 parametrul canonic pe curba ey ¥ I — E}' Avem:

ds , ds. .
Ky(8) = [&a)] = Do, (8) ] = [&;() [ = [8,(8)) 2] = | >
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L obtinut urmitoarea
EROPOZITIE. Curburs unel curve ¢ este egall cu valoares sbsolut¥
e erice s ente

5.8. a_to. (] .

5.8.1. PROPOZITIE. Pie ¢ ' I.—(, o ourdd in pozitie gemerald.

P o(s,) 2l
‘ cls,).
f uy(s) mnghiul formet de binormalele ls curba dat¥ Ip pupctele

‘“l") 81 o(s). Atupeci:
(s)
\! T

L |® -8y

Demonstratie.

|

\
|
|
|
|
|

?Hﬂ..;(l) in serie Taylor in jurul punctului s . Avem

e;(8) = eq(s,) + -—I-I-:Q [85(8,) + vy(s)],

inde v,(8) este un vector ce tinde la sero daci s ——s,. Avem:
|

Ple 03(5) versorul binormalei in punctul c(s). Dezvoltim vecto-

8in uy(8) = Je (s ) xe,(a)] =

=|s -8, fey(a,) x 33(10) + 04(s)) xvz(u)”
©0losind formula & treia a lui Frenmet
33(00) = - K,(8,)) o (s) ,
btinem
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sia uy(s) = (e-s )* ﬂl,(-.)ol(l.) + o,(-.)xv,(-)l M -

unde am folosit egalitates 01(-.) = oz(-.)x o,(l.). Resul ti:

() %S (8) sin wys) |
ke B e s 2= . |xytey) | |
sin wy(s) [s - s,) i

sre, lo -]

.lioolI——E3 o |

s'e.z.

ourbi in positie gemerali. Presupunem cf curba c este canonic pu-mtri-]
|

|

satli, Pie o,(l) versorul binormalei la curba dati fntr-un punct o(s).

Printr-un punct fix, de exemplu prin originea 0 a axelor de coordo=-
mate ducem wn vector unitar (0, oy(s)) = %(')‘1063 paralel ou vecto-

rul (o(s), e5(s)) = ey(8)C2(,)E3, dect oy(s) = ey(s), (Vacl. Curbe

oyt I —-Ea ere imagines pe sfers unitate 5’ (0,1) gi se numeste

Tt o) |
("] 3U:)

|
Considerind ca parametru pe indicatoare arcul s al curbei ¢ gi notind {
|
cu s, arcul indicatosrei, avem: |

. ds de
|Ep(e)|= |33(l)| = [8,(8) ] = [[3,(s;) E; ﬂ ¥ l Fl l

Am obfinut urmXtoarea
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EROPOZITIE. Yalosres sbeolutd s torsiunmil unel curbe este sguli
g ' rivatel srcului indicatosrei sferie 4

5.9 .

5.9.1mcmmorh o curbd ¥n positie generald

w 1 I —-Eg §i fie M  un punct al curbei. Cercul dinm planul osculator
1- curbd ia M, ocare intilnegte imaginea aplicatiei ¢ in trei puncte
oonrnndltc in acest punct se numegte cercul osoulater curbei in puncwul

\»’

ROPOZI . Considerém o curbid in poszitie generald
¢ 3 s€l —-o(s)efb s je(8)i =1, (¥) s €I

" gi fie e(-') = M, un punct al curbei .

Centrul cercului osculator curbei in punctul l este situat

po normala principald la curbd in acest punct, iar raza cercului oscu -

Llator este 0531& cu S — s unde El(lo 8ste ourbura ourbsei

K (s,)

‘ ¢ in punctul M, .

‘ Demensgtratis. Considerdm un cerc care trece printr-un punct
M = o{s) @l curbei i care este tangent la tangenta la curba datd in
punctul M= _o(so). Cind s-~8, , @cest cerc tinde cdtre cercul os-
culator la curb& in punciul M, . Regultd cd csntrul cerculul osculator

se afld pe normala principald la curba datd in punctul M, .

Fie {01.02,s5 } reperul Frenes asc surbei
‘ 8 —— = (x(8), 7(e), z(9)
Hotédn cu ?1 regp. (2,b | raza §i rospectiv coordonatels cen-

trului cercului osculator curbei iz pumctul M = o{sy) = (X;.740%,),

x(8y) =2, , 3(s)) =7, 3i 2(3) = 8,

]
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Decarsce sentrul cercului esonlater se afli pe mormala principald la
ourbd in punctul M  , resultd:

a=x 4+ 1‘21(..). » . Jo ¢ ug('l‘). ¢ =5, ¢ r%(-.) 5

unde
ols,) = (s, &(a,) °3<- )]

mm&mkﬁmuﬂn‘l esculatsor i L
dupd eeroul osvulater in N, este
(2=0)2 ¢ (3=2)° ¢ (s=0)% =« &
sau ‘
(x--:.-x-o%(-.)')2 + (ry,-r-g(l.))a +
+ (:—s.-fo%(-o))a =0

Punctele de lutarsectis ale gercului de scuatils
(z-z -n‘,l(- )) +(1-7,-r02(l 224 (amsg-radia)? = 2,

(z-x(sy)) 51(-.) + (3=3(s,)) o§(ao)+(z-s°)og(a°) = 0

ou imaginea aplicatiei 8 ——o(8) = (x(s), y(8), 2(s8)) au ce abacise

ourbilinii réddcinile ecuayiei

(3(8)=2,~re3(8,0)2 + (3(w)=y -red(s ))? +

(S.22) ; + (:(-)-ao-reg(lo))z - —

Dezvoltind funoyiile x(s),y(s),2(s) in serie Taylor inm jurul pumctul
8,1 ebtinem )

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

|

J
9



(5.22)

95

(a-8,)?

X(0) = xade =2 x(a) + T i(ag) s ou.

-1, . (2%
7(8) = y(s )+ -'TE-‘ ¥(a,) + —:T.’-— T(8g) + 000

5(s) = 3(8)¢ .—;-:-3 i(l.) P (%9-)— 8(sy) + o0

Dacd notia x(n ) = x., ¥8y) = 3, #(sy) = s. 'x'(..) =3,

_i(lb) = Jo o s(- o * 5, o+ atumei din (5-21) 51 (5.22) resultid

[-202(3)01133 ﬁﬂx ’;“12 +

(_ )2 2 i
0{ -ﬂz(l )+ -11-3 A — To * ...] *

+[-rcg(l.) + et By ¢ (.-. ) By + .;.J as®

sau

(5.21%)

1! 21
2 [(eds )% + ((800% + (282 ] -

- 2r :1-;—[ '°c21(n°) - joeg(s ))2 + i° 5-(- )J
0 et ) [x + yz + s - »(Z ozl(l )+ Jooz(l )+
+ i..g(ﬂo))]O eee = !2 .

Decarsce avem

res'ulti

foj(ag)fi=fleg(a ) =1 , e(8) = a(s)) = (F,sT405,) »

(0%(09))2 ¢ (cg(no))z + (cg(sonz P
io.o%(lo) + ioog(u.) + i:tc'%(so) 0",
- 32 eR 3B '

Ig ¢+ g+

o = 1
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finind seama de ultim@le trei egalitiyi ecuatia (5.21') se
serie A :
(M.)a[l-.r(i'é(-.) * i.o;(n.) * i.o% (o.))}t... =0,
Sermenii nescrigi fiind de grad mai mare sau egal cu trei ia -8, o

Cercul are trei puncte confundate eu imaginea aplicatiei o
ia " ’ dacd avea

1-.(:.2(.)01,-2(-)n.§(-))-o

sau
le- !(‘l(l ) 9 02(l >s= 0

Stia ed pri.u mbul a ourbei ¢ in pnnem o(. ) este

K (8y) = <8,(8y), oy(8y)>

Din ultimRle doud egalitdyi obﬁ.ncn ol raza cerculul osculator curbei
in punctu} o(l° este /‘
A T |
K, (sp)
B ATIE. GCercul osculator unei curbe strimbe intr-un
punct se mal numegte gerc de ourburd al curbei in punctul respectiv,
iar centrul lui se numeste gentru de curburd .

5.9.2, DEFINITIE. Consider#dm o curbd in pozifie generald

c : I~ (3 gl fie l° un punct al curbei. Bfera cars interssacteazi |

imaginea aplicayiei o Iin patru puncts confundate in Eﬁo 868 numeste |

sfera osculatoars curbel in punctul M .
ROPOZITIB. Considerém o curbd in pozitie generali

o1 sel—=o(s) = (FM(a), #(s), P(a))ef,, Ro(a)] = 1, (Mo
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Tie ‘(lo) un punct al curbei. Presupunsa sd %orsiunea

‘1’.2"5 als

surbei nu se anuleasd im punctul o -o). Coordonatele

seatrului sferei osculatoars ocurbei ism punstul

o(sg) = (xX(ay), ¥°(s,), P(s,)) siat date de s

al s x"(-.) B l(.,)czl(lo) L i(l')f(l.)t}t(lc) » 16{1,2,3§

iar rasa r a sferei esculatoare curbei in e(n.) este

rs }Ilz(l.) + iz(-.)rz(-o)
uc-lo am folosit metafiile

R I—.l— . W
(sy) TR (s ) (o)

(E,(s) 81 K,(s) sint ourburile curbei o in punotul o(s)).

Demongtratie. Fie
3
E (I“—ai)z-rano
i=1

scuatia unei sfere ou centrul in punctul A(al,az,r") 81 de razd r.
Pentru ca sfera datd sd treacd prin punctul o(lo) trebuie oa :

3
(5.23) Y ey - aH? - 2 a0
i=1
Dezvoltém functiile 1*(s) in serie Taylor in jurul punctului s, .
Aven 1
a =3 (8 =8 )2 i
(5:28)  x'(8) = 3'(s,) ¢ © 3(s,) + o 5l(s,) +
' 3
(s - 8,)
+ L 4 'il(so) + ees
31

Punectels de intersectie ale sferei datse cu imaginsa aplicatiei

s —c(8) au 08 abscise curbilinii solutiile ecuayiei

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



98

3
(5.25) : o) - a2 - .0
i=1

Pinind seama de (5.24), ecuatia (5.25) se sorie

2 s -8 (s - 8)° (s = 8,)° 4
(5.25') E;. [sf-d's sz: ¢ Erpk il = e 5k,
1

4 eco ] 2 - fa - OI

ande am foloulif nesajille

5 \ i -4, -1
x (../ ® x@ s X ‘.B) s X

MR SOOI

o ¢
ii(l‘) Ll ;; s Lol lsi’y.’ﬁ]-‘

Din (525) 81 (5.25') resulsd

3
(5.26) 2(.—-0) E(xi - nl)ii + (.'u--")2 [fj (xi’«cl)ii +
i=1 i=]

3 5 3
DI EE g DI §E’§§<:§-.1)} PO,
i=l i=1

i=]

Fie {.1 = ('io.io.{) ’ .2 a (.%v.g"g) » '5 = <'§'.§'.g)}
reperul mobil Prenpet. Din Ol(l) = ¢(8) rezultd oi - 3t (1=1,2,3) ,
iar din prima formulk Frenet 61(1) = K;(8)ey(s) resulta
i' « kel (1=1,2,3) . Derivind ultimele relajii obyines

3. Kléé . ‘1‘21 $1 tinind seama de a doua formuld Frenet

TR AL xz.; , resulté

it oGl llcé * ‘1‘2'; (1 s 1,2,3).

In punotul s, avem :

-1 i =1
0008 , 3= ‘1('0)':('0)
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I = - %(lo)ﬂi(l.) + il('e)‘zi('o) » H(-,)lz(l.)oé (s,
Cu aceste shestiuni pregititoare ne intoarcem la ecuatia (5.26) gi

vom scrie ceeficientii lui s - n. s (8 - 30)2 31 (3 - -.)3 sub altd
formi. Avem egalitiile »

3 i >
T - i e Tad - ey

ﬁl i=l

3 3
Y GhH2 agest? =2 ) ililao,
i=1 i=1

3 3 i .
E (xt - ‘1)32 = 2 (X: - li) x'l('o)'g('o) ]

i=l i=1

3 3

Y iial-ah) «- B ) Gl - aheltay +
i=] i=1

3
+ k(s Y b - aeda) ¢
=1

3
+ H('e)‘z('o)g (xi - li)l;(lo)

Pentru ca scuatia (5.26) s¥ aibd ridécina @ = 3 multipld de ordinul
)

patru trebuie ca 1

,

3
Y et - abeltey) = 0,
i=l

3
(5+27) \ Yo Gt - aheda) = - r(sy)
i=1

3
Y g - abeiisy) = - R(a,) sy,
isl
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ande am aetat @

X, (s,)
— S R
R(s,) = %s,) = i(s,) = -
b s s e T é(.,)

Dacd nesém Y = ot - xt » atunci (5.27) se sorie 3

3
E !10{(0.) =0
i=)

: 3
(5‘27._) E !10%(1.) = R(l.)
’ isl

3
vd i 5
; E Te5(s,) = B(sy) *(s,)

Decarece det lo}(-.) [=1, din (5.27') se obgine

d .« R(s,)63(8,) + R(sy) Nsy)e3(n,)

Prin urmare, coordonatele .1’.2'.3 ale centrului sferel osculatoare
sint 1
(5.28) ot = 2'(s,) + R(s,)e3(a,) + B(a)T(8,)e3(a) , 4 5&1.2,3}

Din (5.28) i (5.23) obtinem raza sferei osculatoare

r = YB(s) + B(s)P(a,)

R(l.) (reap. !(lo)) se numegste raza de ourburd (resp. raza de torsiune)
a curbei in punctul °('o)'

5.10. Curbe Enpeper. Curbe Bertrand. Curbe Titeica, Vom studla

in continuare trei clase de curbe: curbe Enneper, curbe Berirand gi

curbele introduse de geometrul romé8n Gh.Titeica.
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5.10.1, DEFINITIR, Copsiderdm o curb4d In poziyie zepersii

c: 86I —>o(s)e £ 1))l = 1, (¥) sel

va ’
Spupem c¥ ¢ este curbd Eppeper daci
(5.29) Ky(8) = ask,(e) , (V) sel
ande K,(s) gi Ky(s) ms_mmummmm_zm e(s),
iar a este o comstantd reali menuld.
PROPOZITIE. Pie o + 1 — £; o curbé in vosiyle generall, para-
metrizatd cenopie cu K,(8) 0, (¥)AeI® = I -{0} . Sint echivalentes
(1) ¢ este curbf Eppever
(41) 0 te & - t
B (i11) e e ale e e sfe
. £ixi.

Demopstratie. Pie {’1’ eo 03} reperul Frenmet asociat curbei.
(1) == (11) Din (5.29) resulti

(5.30) K (8)ey(e) = ask,(8)s,(s)
Folosind prima gi a treia formuld Fremet
51(0) = K,(8)ey(e) 53(1) = - Ky(s)ey(s)
din (5.30) resultX
é5(8) + aséy(s) = 0
Prin integrare obtimnem
(5.30') ey(e) + @ [se,(8) - o(s)] =k ,
unde k = (k%, k2, k) este un vector comstant oarecars, Scriem ecuayia

planului rectificant la curba ¢ intr-um punct o(s) = (cl(s), c?(s),
e(s))

x-c(s) y-eXa) 3-ca)

ei‘(l) oi(s) oi(s) =0

o%(s) eg(s) eg(s)
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Tinind seama de faptul ci a £ 0 gi de reletia (5.30') ultimas ecuatie

se sorie
1 2 ;
z+ .L v+ {- s+ ‘E
ol(s) (o) O -0
Og(l) Og(l) og(-)

De aici se vede ol plamul rectificant trece prim pumctul fix
(‘ ‘Llp - *3. - 52)0
(i1) ==p (i11) Presupunem ci existi um punct fix t-(kl, kz, ©)
pentru cere avea
<(k - o(8)), o (8)> =0

Atunci existi functiile diferentiabile &£, #: I —= R astfel Incit
(5.31) k - o(s) = L(s)e;(8) + plm)e,(a)

Decd derivim relatia (5.31) si folosim formulele lui Prenet, resultd
1+ aé(-)]ol(-) + [£(8)K (8) - p(8)Ky(8)]e,(8) + _ﬂ(s)oj(-) =0
De aici resulti ﬁ(l) = 0, adick p» = const. In basa ipotezei oi c este
in positie gemerald avem 3 ¢ O. Inmulyim scelar (5.31) ocu ¢; 9l obtinen
<k - o(s), .3(l)> =1
Polosind aceastli egalitate in ecuatia planului osculator
(x - ol(l)].;“(l) + [y - Oz(l)].g(!) . [: - 63(!)].§(l) =0 ,
obtinem

(x = k1)ei(8) + (7 - x2)e3(8) + (5 - Ke3(a) + 5 = 0

Distants de la punctul (kl. k2. ) 1la plenul osculator este | 4|, ceea
ce ne aratd ¢i planul osculator este tangent la z=feras de ¢centru
k = (kl. k2, ) gi de razi lf:l

{111) >~=> (1) Presupunem cX distant{a de la un punct 2ix

5 A
k = {x*, k%, x2) 1le planul osculator este b = const. >0, adici avem
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(5433) <k - o(s), 03(1) > =%, (Flsel

Stim of existX functiile diferentiabile
Ly py 1 I g
agtfel incit a¥ aven
(5.33") k - o(s) = oL (8)e;(0) + 2(s)e,(s) + ﬁ"(-)o3(l)

Deriviim in ambii mombrii, apoi inmultin scaler cu 810 920 O30 Rezulti
L£(8) = p(a)E () + 1 =0

(5.33'") «(8)k,(2) + p(8) - F{a)Ky(s) = 0
#e) + B(8)E,. =0

Din relatiile (5.33), (5.33') resulti
£#(s) = b, (Fscl, dect 4(s) =0
Decarece Ky(s) ¥ 0, (V)= eI*din & treis relagie (5.33'') obgimem
((s) = 0, (¥)s €. Din prims relatie (5.33'') obtinem o«C(8) = - s + B,
ocu B constant¥ arbitrarf, Putem presupune B = 0, deci «L (8) = - s, Din
a doua relatie (5.33'') rezultid
- K, (8) - BEy(s) = 0

Notdm & = ~ § g1 obtinen (5.29).

5.10,2, DEPINITIE, Se numeste curbd Besrtrend ¢ curbi strimbi
ale el normsle primcipale sint normale principale si peniru o alts

curbi.
PROPOZITIE. i) Distente dintre douX pumcte corespondente
t e e Bert asociate, misursti pe a ci-
pald, este constanti.
11) Unghiul tapgentelor la dou¥ curbe Bertrapnd ssociste, ip
te spondente, este constant.

1ii) Deci Kl(a) £4 Ey(e)) sint curburile unel curbe Bertrand

e I —.Eb §ntr-un punct ocarecars c(s) atunci exis tre
resle ;l,az,s3ek astfel Incit X ave
.111(3) + ak5(8) + 2y = o , (¥lsel .

Demonstratie. i) Considerim o curbX in pozi{ie genmerald
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(5.34) e 1 s€l _"'(')365 s fé(a)i =1 , (sl

ale odrei nermale principale sint nmormale prineipale si pentru o altd
surdd

(5.35) §17el —¥Nely, M DI=1 , WMieT

Tie {o,(8), 0;(8), o5(8) | , resp. {3,(3), 5x(D), 73(3)f
reperul Prenet asociat eurbei (5.34), resp. (5.35), in punctul e(s),
respe ‘(i) e

j Deoarece mormala primecipald im punotul e(s) 1la ocurba
(5+.34) eoimcide ou mormala principald in punoctul &(3) 1la ourba

(5.35) resultd od aveam

¢

.2(') = ¢ -.-2(;)
Notdm ocu a(s) distanta dintre punctels corespomdente o(s) si o(s)
mdsuratd pe Rormala principald in o(s) la curba (5.34). Avem

(5.36) @ = o(a) + alwdey(a)
Din (5.36) resultd
(5.37) (@ $2 - ia) ¢ ieey(s) + alediy(s)

Tinind seama de formula & doua a lui Pronet, din (5.37) cbtinea

(5.38) Q@ £ = Q-a (DK (80 (8) + ia)ey(8) + ala)Ky(a)e(®)

Inmultind scalar relatia (5.38) ou 02(5) 81 tinind seama de faptul
od veoctorii ’0'1(';) 8l 02‘(-) sint coliniari, ebtinem &(s) = O , deoi

avea !

(5.38') a(s) = a (= const.) , (¥) s€l.
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ii) Soriea prima formulid Prenet pentru surbele (S5.34) #i (5.35)

(5.39) o (8) = (n)ey(s) , §(3) =« 2 K (3)ey(s) , unde
!1(3) este ocurbura curbei (5.35) ia punetul 3(d) i unde sm folosit
'!npm od sormala principald a eurbei (5.34) fn punctul e(s) este mor—
{mald prinoipald a ourbei (5.35) ia punctul ¥ ). Deriviia relagiile
0,(8)y0,(8)> = 1 #1<5,(8),5;()>= 1 s1 resulsd

(5.40) . <oy(8), &y(®>= 0 <T@, §H(@>=0

Deoarece vectorii 61(-) 31 fl(i) sint coliniari, din (5.40) rezulti:

<ey(8), $(W>= 0 , <5 (F), §)(8)> =0
sau ‘
(5e40") <oy (), 7(® E>e0 <T@, i8> =0
Din (5.40') edtinem
& (<o (@, (D>) = 0,
adiecd
(5.41) <oy(8)y T(D>= cos u , u = comst.

unde u este unghiul format de cele doud tangente la curbele Bertrand
in punctele corespondente o{a) si 3(3) .

1i1) Din (5.38) gi (5.38') rezultd

(5.42) (@ = Q- ax(@)ey(s) H+ e (0eg(0) $
iar (5.41) ns aratd o4 avem
(5443) ) il(i) = o,(8) cos u + c}(s) siz u

Din (5.42) gi (5.43) rezultd :

(5.44) (- ak(a)) $§ = conn , aky(s) $f=sinn
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Din (5.44) obtinem :
8,k (8) + a,8(8) ¢ a; = 0 , Meel ,

wnde &) = & sin u 8y = & so8 u' ’ 33--.:,:‘.120 ; 8int sonstante

reale.

|
q
{
|

5,10.3, DEFINITIE. Pis e 1 1-—-—(:'5 o curbd in positie gene~
rald. Be s od o esbe curbé Titeica dacd

(%)
(5.45) Eéz% = censtant , (¥) t €1 ,

unde K, (%) _este torsiunea curbsi o in punctul o(%), iar d(t) este
distanya de la originsa spaginlui E‘.’: la planul osculator surbei in
punctul e(%).

PROPOZITIE. Fie ot I——€3 o curhd in pozifie generald.
Urmditoareles afirmafii sint echivalente 3

i) Curba & — o(t) = (2(8),7(%), ) aste curbd Titeical

ii) Pentru orice t€I are loc ralag

2
X))  F8)  a(E) 2(8) 78 s(w)
(5.46) x(t) F(&)  z(%)| =k (8) F) (%) | Kk = const.
F(8)  FE)  EE) $(8)  §E)  EE) |

Demonstraties Bouatia planului osculator ocurbei ¢ Sfntr-un

punct oarscare o(t) = (x(%),y(t),2(%)) este
A [ xx6)] + B [3-y(¥) ]+ c)[ s-a(t) ] = 0.

Distanta de la origine la planul osculator curbei este datid ds
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2
x(%) (%) (%) ]
x(%) (%) 3(%)

2(s)  F(8) ()

(9=
A%(%) + B2(%) + C2(8)

‘ y Torsiunea curbei ¢ fntr-un punct oarecars o(t) este
#tl de fermula

‘ i(s) W) W)

i x(8)  ¥(%) 3(s)

x(8)  F(%) 5(t)

22(8) + B2(%) + (%)

L) =

Polosind ultimele dou# formule resulti usor (i) &> (i1)

QBSERVATIE. Fie
et t€I ——o(t) = (a2(t), ¢2(8), (t)) <6
i curbd in positie gensrald. Presupunem od curba nu este planid, deci

14 torsiunea Kz(t) este nenuld, (¥)tEI1 . Acestel curbe i se asociasd
' eouatie diferentiald de gradul trei verificatd de functiile 01,02.05.

ls forma
5.46) ?0.{60.2&0.5&-0, vy I-=8,

indes coeficientii sint dati de

det(s,r,0 det(c.8,0)
* = - a y 8 = - XS 329

- = =

det(e,8,% R \
"’J'"T"‘""L . = dot(3,6,¢)
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8e obgervd ci
(651, = 2,

Ultima egalitate ne araticd avem 13 4 0 « La o schimbare de parametru

pe curbd reszulti

l}l:}(g)5 1

Curba o se poate reparsmetriza astfel incit sd avem 35 = 1 . Spunem

in acest caz 0d curba este parametrizatd afin. Pentru a avea parametru
afin se pune coaditia
A= 'dlt(éfﬂ-..a)

‘. ore o curbd parametrizatid afin se aratd cd este curbd Tifeica dacd
ouatia (5.46) avem si 8y = 0 &o]‘ﬂs].

Pie acum dousd curba in pozitie generald
et I — EE} s &3 X —-—-{?b'
53 siune c@ @ 81 © sint centroafin echivaleni: dacd

. Ago‘ , 1€{1,2,3}

-da o= (ot,0%,82) , T = (31.32.55)

Ljien , det (A;') L0 , 1,3e{1,2,3}

Decarece scuafyia diferentiald (5.46)

24 aceastd ecuatie eete atagatd tuturor curbelor centroafin
cu curba

este omogsnid, rczulsﬂ
a

echivalent
¢ « Rezulta cd toate curbels centroafin echivalente cu ¢

curbd Titeica , sint curbe Titeica .
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§ 6. CURBE PLANE
6.1. Curburs umei curbe dia 6’2, . Formulele Frenet. Imterpretareg

ometricd a curburii unei curbe plane.
wie Mo @ 1 I —= E’L ¢ ourbd pland regulatd. Bste svident
ol curba este in positie generald. Notdm eu {01.02} reperul lronce
n-ocint curbei.
Prima ocurburd K (%) a ourdbei ¢ In'punctul e(t) se mai
numegte gurburg curbei ¢ Iin punetul e(%) .
PROPOZITIE. Jcmsiderdm e surbd regulatd

61 $€T —e o) = (,,(t).y(t))cGz

:‘Avu formmlele

(6.1) '1“) - dotCe(H), ()
0O K
(6.1') I'l(t) - Mﬁ)_'_‘.m_

(32(%) + P2

Demonstratie. Dacd {01.02 } este reperul Prenet asociat

curbei, atunci avem

6.2 g._i.(ﬁ)_.w
e al® = mor ™ el

Fie .%(t) . .g(v) componentele vectorulul oz(t), Din cendijia

Co,(t),0,(8)> = 0 , rezultd 3

$2()i(8) + «2(8)3(%) » 0
sau

(6+3) S HW

- = A(%)
| y(&)  -x(%)

‘ Deoarece e (t) || = 1 , rezultd
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(6.3") ()% + (Esn? =1
Din (6,3) o1 (6.3') aven A(0)? yé(6)f = 1 , sau

A(S) = —E—

go(s)d

unde =4+ 1 seu jc=l

Dia (6.3) §i (6.3') resultd s i

£ =i ’
o (4) = SEI(E)=C2(8)) ‘
2 ne (8
Determinim pe ¢ astfel incit reperul {e,(t), e;(t)] s& fie erientat
positive Va tredui ca matrices transformiirii liniare cares duce baza
sameniol  {(1,0),(0,1)} a lui ® 1n basa {0108y ox(6)} =& aivid 1
sterminantul pesitiv, deci trebuie =& avem i i

X8 x®)
T169] (161

> 0@
xe) . =2x(8)
1691 ne(s)u

2 au
- £ G2(%) « 28 > 0.
\
Resultd £ = =1 i deoci

(6.2%) (8) = S=K822(8)) |
‘e B |

Prin armare reperul Frenet {°1"2} asociat curbei e(%) = (x(t),y(‘;)i
este dat prin (6.2) i (6.2') .

Forzulele Frenet se scrin 3
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il(t) = apo(%) e (%)
65(8) = -a) (%)e, (%)
Curbura curbei ¢ este datd de formula
E(6) = %
B 1

1_2('5) 8<°1(t)"2(3) > = (’"“"Lﬁ' (%) ‘.—l—' )b‘z“))'
]

s mbeeqe (@ (1) 0 (8) > o _*_,.2 (=H#(8)F(t) + B(HF(3))
fl 8 (e He(s)

%ﬂnﬂti 8d eurburs surbel e eate
(§) & ——domy (=5(8)3(8) & F(8)F(5))
h gals)” f
e unde obtinem ugor (£.1) §i (£.17) . Este wger de visut el dacd

rba @ ests parsmesrizasé camenio; atumel curbure eourbei intr-wn

et o(s) = (x(s),y(8)) aste dati de

1) K)(8) = det(é(8),5(e)) = 2(0)F(8)-%(a)7(s)

eci f &(s)f = 1, (¥)scl, Pormulele lui Prenet so scrin
Sl(l) = K (8)e,(n)
i)a) = - ll(n)ol(-)
prima formuld m lui Premet gi din agaslitato- s,(s) = ain); (P)s eI,
biines |K (s){« i&(a)f .
ii) Considerdm o curbd plani
e I—F€) , ot) = (3, 5(%)
wem 3(%) = (1, 3(%)), &(¢) = (0, ¥(¢))
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Tinind seama de formula (6.1') obyimem

‘_1(‘) - _Ki)_;
¥(¢))

1+
De aici reszultid |
K () >0 e J(t) >0, (
E)(%) <0 o= ¥(4) <0 !
Prin urmare curbura curbei c este positivi im punctele care
apart{in piryii comvexs & curbei gi negativd in punctele care apartin
pir§ii comcave a curbei.

Ca exemplu, si cemsiderim curba

o1 R -Ez. o(t) = (%, sin %)
e
31l 2y
i / N

o X

Avem: !1(t) < 0 pentru t<(0,.7)

K (%) >0 pentru te(7, 27)
Un pumct c(t) al curbei se mumegte punct de inflexiune daci
K,(t) = 0 g1 K () 4O,
Este ugor de vizut o punctele ¢(0) gi o(F) sint puncte de |
inflexiune.
EXEMPLE. 6.1.1. Ne propunem s¥ calculim curbura unei elipse.,
Considerim aplicatia
ot B—>[
definiti prin 2/
o(t) = (a8 cos t, b sin t)

unde 2 > 0 gi b> 0, Avem

e(t) = (~a sin t, b cos t)
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Rezultd

wels) a4 a°s10%% + beost

Deocarece ji 6(t)ll £ 0 , (¥) t €I resultd cid curba parametrisaté o
este in positie generald. Imaginea aplicatiei ¢ este o elipsé avind

ecuatia
éoé-lso

. . b -
Vectorul e(t) este dat de

¢(t) = (-a coa &, =b sin %)

Folosind formula stabilitd in propesitia anteriocard ebyinem

%) = U
‘1( : (lzu.nzhbzenzt)yz

b 4
Presupunem c¢d a > b . (0,®)
Aven
¢(0) = 4, o( %) = A' A'(-a,0) A(8,0)
~ - T\ q 'r b 4
N s o ;,a -b
Rezultd e

00 = K,(T) = &uE = 53D -2
In particular, dacd¥ a =b , obfinea cd& curbura cevcului

6t t €ER —>o(t) = (a cos t,a s8in ¢) l._:_,

-~

este constantd ,

NORE FRCRT
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6ele2s Pl 01 1 — EZ © ourvd parametrizatd regulati.
Imaginea apliocatiei o este un segment de dreaptd dacd 5i numai dacid
curbura ourbei este nuld In fiecare punct.

In adevédr, dacd imaginea apliocatiei ¢ este un segment de

dreapté atunci avem
o(s) = (x, + s, 3= Ygtm) , s€I ,

unde (C.l) sint cesinusurile directoars, desi £2+nz =1, iar s
este parametru canonic, deci fo(s)f =1, (¥) s€l .

Resultd o(s) = (€,m) , 5(a) = (0,0) gi deoi avem

K (s) = det(3(a),e(s)) = 0

Reociproc, dacéd avem Kl(n) = 0, (¥) e€l atunci din prima

formuld a lui FPrenet rezultd
3(s) =0

adicda o(s) = as + b

unde a i b sint constante.
Deocarece curba ¢ este regulatd trebule sd avem a 4 O.
Prin urmare curba ¢ as8te un segment de dreaptd.

OBSERVATIE. Considerim o curbd regulata

et sel—wc(s)e E., y He(Bl =1, (Meel
<

Fie o(s) = (x(s),y(8)) un punct oarecare al curbai.
Notdm ou o« (s) unghiul format de tangenta 1la curbd in punctul o(s)
axa Ox. Tangenta la curba datd ian punctul e(s) = (x(s),y(e)) are
ecuatia

x - x(9) 3 =3(s)
x(8) y(s)

Rezultd cd cosficientul unghiular al tangentei la ourbZ in punctul
c(8) esta
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tg&(l)-m

x(a)
De aiol avenm

o« (8) = are tg ON g

x(s)

Reszultd

%(a) 8 —h—— HadCs) - Ke)i(a)
14¢ Lol (a)

= %(2)§(s) - ¥(8)j(s)
$1i folosind (1.1") ebtinem

(644) Ky (8) = % (8)

Cosinusurile directoare ale tangentei la ocurba o in punctul o(s)
sint V

(6.4') 008 <(8) = x(8) , sino(a) = y(a)

Daci °('o) este un punct fixat, iar c(s) ests un puncs

arbitrar al curbei in vecinitatea punctului o(so). atunci foloeind
(6.4) avem:

5 L(8) - £ (8.) u(s)
Ki(8,) =L (8,) = 1im —_—f 2 1im
58, s -8, s8-8, 5 - 8,

unde u(e) este unghiul format de tangentele la curba ¢ in punctele

c(so) gi c(s).
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A
L IO ] %
Am obginut astfel interpretarea geometrici a curburii unei
curbe pln.c. Unghiul u(s) se numegte unghiul de contingentd al tangen-

telor la curba ¢ inm punctele c(so) gi c(s),

6.2, Cerc osculator
DEFIRITIE. Considerdm ¢ ocurbd o 1 I—> FZ gi fie teeI

astfel inocit é(to) £0 381 Kl(t‘) # 0 . Un cerc se numejte cerc ggeu-
lator curbei in punctul o(to). dacd are cu imaginea curbei o trei

puncte confundate in o(to).

PROPOZITIE. Considerdm o curbd garanctrizatQ
0t t € I—>o(t) = (x(t),5(8))e EZ

si fie % €I astfel inoit 6(t°) £O0 i Kl(to) # 0 . Cercul ossuls-
tor ourbei in punotul o(to) are centrul in punctul .(10 = (a,b) 51

raza R(%.) , unde

Pt,) + F(s,)
E(8,)3(8) = (% )F(x)

a= x(to) + y(tc)

(6.5)
#(t) + #(s,)

b = y(to) = i(to)
(8 )3(t,) = x(6)F(6,)
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(6.6) R(S,) = sk
[ Ky (%) |
Demonstratie. Fle
(6.7) ey a2-2y4+ks0

»

ecuatia eercului. Absoisele ourbilinii ale punctelor de intersectie
ale cercului de souatie (6.7) ou inaginea curbei paremetrizate o
8int réadécinile ecuatiei

(6+8) zz(t) + 72(%) = 2ax(t) = 2oy(t) » k = O

Duoi in (6.8) punema ¢ = o+ b 5l daeé tinem seama de desvoltdrile !

x(t° +h) s x(t.) + ?T x(% o * -r x(t ) 4eee

2
T(tg + b) = 3(5.) + Bp 3(5) + By F(8) #eee
atunci (6.8) se secrie :

2 Bek o - . .
(6.8') x% + Jg - 28x, = 2by, + k+ 2 n-(xoxooy'y° = 2ax ~2by ) +

. J2 - - - o
+ ha(xg + Jo t XXy 4 TT, = &Ky = DT ) 4 eee

unde am folosit notatiile @

x(,) =x, 5 X&) =3x, , X)) =F,

ey =3y 0 B =3, o F(E) =F,
Cercul de ecuatie (6.7) intersecteazd imaginea aplicatiei ¢ 4n trei
puncte confundate in c(to) dacd ecuatia (6.8') ars rdéddcina tripld
b = 0 , deci dacd
2
22+ 32 - 2ax, - by, + k=0
(6.9) XXy + YT, - aX, - by, = 0

o
32
x5 yzoxxovyoyo-n-byo 0
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Deoarece K (t.) 40 , resulsd o i 5, - X3, 40

Din (6+9) obtinem :

iZ 2 ] 2 2
(6.10) as x. % 50 .L’—’&—-“—- ’ D= ,O-i. ;;47
XV ¥ = Todo
2 & £
iy . = xﬁ = ’% (3075 xo’o)( iz) i

2 A ’o’o
Folosind (6.10) si (6.11) obnnu cd rasa eoronlni ocsoulator curbei

e ia punotul c(t') egts 1

R(to) =

LA

[E (s

Centrul cercului esculator ourbei in punotul °(‘¢,) 8¢ _numegte centrul
de ourburd al curbei o in punotul (%) , iar rasm R(%,) se numeste
raza de curburf a ourbei ¢ in punctul o(%,) .

EXEMPLE. 6.2.1. Conaiderdm aplicatia

IR R-—~4p6}
L
definitd prin

a(s) = (r(}t-ain %), r(l=-cos %))

unde r = const > O. Imaginea aplicatiei ¢ este oicloida (a se vedaa

exenplul 1.16.2). Ne propunem urmétoarsle :

i) 84 scriem scuajia ceroului osculavor clcloidei In punctul
e(X) .

i1) 54 erdétidm c& raza cercului osculator cicloidei intr-un
punct oarscare o(%) , ¢ £ 2aY, m ¢ 2, este egald ou dublul lungimii
segmentulul ds pe normald cuprina intre punctul o(t) si sxa Ox.

i) Dacd notam

2(t) = r(t=ein t) , y(t) = r(l-co0s %),

atunci avea
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x(%) = »(l=-cos %) s J(8) s rsints

%(t) s rein ¢ . s J(8) s roes s

ciecloidei fntr-un punet earecare (%) este

; (t) L4 C . 3 -.'. Y s =
I h (g(t) 0.:’('))£% . &r .u;

i
¥

;l; mml o(X) ma sicloidei este
| P '
K(X) : o
Resultd ci rasa cercului cseulator sicloidei in pumctul e(%) este

R(T) = ar. Aven ;
v:(x)-;‘-x.y(f)-zr y M(X) s 2r, (X)) =0,
HX)=s0 , F(X)s-r
Rezultd cd eocordonatele seisralal sesvilul. snsnlanerishelatand, ts

punoctul o(#) sint a = r%, b=-2r . Deci escuatia ecercului esculator
cioloidei in punctul o(X) este

(z=28)24 (y+ )2 1622

u,) Raza de curburi a cicloidei intr-um punet oarecare
o(t) , s 20X, n€3 , este

-—L-l r |8
R(%) T ar | sin §|

Am vdzut in exemplul 1.16.2. o4 normala intr-un punct o(%t) =

= (r(t-sin %), r(l-cos t)) al cicloidei intersecteazd axa Ox in
punctul N = (rt,0). Lungimea segmentului de pe normald cuprins intre
punctul e(%) si axa Ox aeste

L(%) = 2r|sin |

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



120

Resultd R(%) s 2I(%)

B 6.3.2. Considerda curba

et R—sF

p
definitd pria

3 ’
o8) = (5, 3 (" + e *)) , a=oconst.>0
Ne propunes urmétoarels 3
i) 8& giésia raza de surburd iantr-un punct ocarscars

i) B8& soriem ecuatia ceroului esculator curbei in punetul
6(0).

i11i) B& ardtdm od ordonata unui punet e(t) al curbei
este medie geometricd intre raza de ourburd in punctul o(%) , i
rasa de curburd In punctul o(0).

iv) S& ardtdm cd rasa de ocurburd Intr-un punot oarecare
o(t) al ocurbei este egald ou lungimea segmentului de pe normalZ cuprins
intre punctul o(t) §i axa Ox.

1) Pentru orice t € R , avea

£ 3
at) = (L, (e 0 %)

LR
W) = 0, 45 (et a0 )

Din calcul resultéd cd raza de curburd intr-un punct oarecares o(t)

ente
b -
R(e) = B (ot s e 82
Rezulté R(0) = a
ii) Cercul esculator curvei inm punctul o(0) are centrul

in punctul (0,2a) gi raza R(O) = & « Obtinem ecuayia cercului oscula-

tor ocurbei in punctul (0)
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i111) Pentru orice %& R avea
2 % .
RORO) =& (of v 0 B2

iv) Lungimes segmentului de pe normald euprins Intre punctul
e(t) si axa Ox este @ &

il a- 4
“t).l‘hzil {

§e i
-{(o + e M |

= R(%) ‘

Imaginea aplicatiei o se | 0 N i
|
numegte léntigor,

8.3. Evoluta upei curbe plepe.
Pie o1 teI—so(t) = (x(8),y(%) € Ei o curbd regu-'

latd cu proprietatea cd pentru orice t€I1I , Kl(t) 4 0 . Atunci
cercul osculator curbei e intr-un punct oarecare (%) are centrul
L= (XCt), Y(%)) wunde 3

5 .2 2
(%) = x(t) - zmsx_cm_mz
x(8)F(s) - X(E)y(s)

(6.12)
. .2 -2
0«3 3CE)F(E) = FR)F(E)
Curba

Pt exr—»e) = (xe), 1€k,
se numegte evoluta ocurbei o .
BXEMPLE. Ne propunem sé& afim svolutels curbelor 1

1) et 5€I = (0, 0)—»o(s) = (a(t-ein t),a(1l-cos £))EE; ,

a = oonst. >0 ,
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11) ot tEB—>0o(t) = (a cos &,b sia t)efz 1a,b=const.> 0,

114) e 1 sl = (0, F)—oc(t) s (a ooc’t.u lh}t)‘ 53, .
u a = const. >0,

Vom folosi formmlele (6.12)

1) Dacd motidm x(%) = a(t-sin ¢), y(t) = a(l-ees t) , *
atunci avea 3 ‘

x(%) = .(1-;00 t) s Ys) =asint

() =asin ¢ sy J(%) = a cos t
Resultd 1

F(8) 'yz(e) = 28°(1-cos t)

2($)F(8) = F($)3(s) = a2(oos t-1)

Polosind formula (6.12) obtinem oi eveluta ourbei i) este curba

s 4B T =PI = CACK+ iR Fyat semitd)) & &

i11) Procedind ca la punotul precedent, obf{inem eid evoluta
elipsei este ocurba by I

Prter—o(t) =

2 2
- (- 008t - & lh’t)e% 3
2. 2 &2 2 X
“ = a2 =D \
i1i) Din ocaloul obtinem "

od eveluta asetroidel este curba @

/
MN: se1—o'(%) = (a coniteﬁauinzt cos t.asinst#}acoazt.int)ég

-1
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CAPITOLUL II
ELEMERETE DE TEOKIA GLOBALA 4 CURBELOR

§ 1. Curbe simple, Curbe fnchise, Inegalitates izoperimetricé.

1.1, DEFIRITIE. © curbd ¢ : [:,b]—-—Ez se numegte curbd simpli
dack pemtru orice %,, %, €[a,b) ou % £ %, avem c( 11) #oelty).

1.2, EXEMPLE, 1.2.1. Elipes ¢ [0, 2:]--@(, e(t) = (a cos t,
b sin t), a>b>0 ests o curb¥ eimpliX( Fs}d).

1.2.2. patroids ¢ ¢ [0, 2¥]—=£,, o(t) = (r cos t, r sin-t),r >0
|este_o curb¥ simpl¥( Ftig..'l).

1.2.3. Poliul 1ui Descartes

¢+ & -{-1} —,

‘ 2
i () = (2-8%  2at, | >0
' s %ﬁ 1447 ¢
| este o curbd eimpli( FUg-3).

I
|

b

7Y i i1

/J \ /7
\ >
* co,b) // \\ b N P
= «\ g a0 ; a0 0 ™o * Fa 0 %
\\\_ﬁ"/ \\ / N ‘

X
(0,-b) \ e
/ i
¥ r N
f ! (O“n) A 1 \ \
{ \.\
' . | A\
F—'g. L] Fij 2 F—‘;’ 3 %.\
l.2:4., Spirale lui Arhimeds
¢t [0, 2F]—=E,, e(t) = (&t cos %, at sin ¢}, (a = const > )

este o curdbd simpli.
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1.2.5., Strofoida

¢ : R —=>Ep, c(t) = (a—-z— % at—z—) » @ = const.> 0

hu este curbd simpld. In adevdr, avem e(l) = o(-l) = (0 30)e
1.2,6, Melcul lui Pasgal.
o1 10,27 ) 5 Bzu e(¥) = (1 + 2 cos t)cos ¢, _
(1 +2 cos t)sin t), nu este curbd simpld. In adevir, avem ¢ (33“-) =
=0 (5-,—) = (0,0). f

1.3. DEP 0 ; Y
inchied dack exist¥ o curb¥ ¢ : R —= & cu urmitosrele proprietéti:

7‘\[.,.3 =0 gi c(t+ 1) =79(t) , (teR ,

upde T = b-a. Numirul'? este perioada lui c. Curba ¢ se numegte perio-
dic¥ ou periosda ?, Dindu-se o curbi inchisi ¢ i se poate asocia o curbi
periodicd ¢ in mod unic.

0 definitie echivalent¥ a curbelor inchiss este urmitoarea

1.3'. DEFINITIE, O curb¥ ¢ : [a,b] —=F£g se numegte curbd

i 8 a) = ¢ c(i)a-e(i)b eptru orice i > 0.

1.4, EXEMPLE, 1.4.1. Cercul ¢ : [0, 27] —=& o(t) -(r cos %,

r 8in t) (r>0) este o curbi inchisi.
l.4.2., Elipss (ex., 1.2.2) este o curbd inchisi.

1.4.3. Foliul lui Descartes gi spirala lui Arhimede (ex. 1.2.3.
91 6X. 1.2.4) pu sSint ourbe fmohise.

5. LEMA, Considerim o curhi plsni regulati, simpld si Inchisi
: [a,b] -——Ez y o(8) = (x(8),5(8))
g1 fie S arie domepiului D mirginit de imegines splicatiei c. Atunci
avem formuiele:

b

b
(1.1) S = S x(s)y(s8)ds = - g x(s)y(s)ds
s e
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Demopstratie. 4 doua egalitate din (1.1) ese obtine ugor folo-

ind formula de integrare prim pirtli gi faptul cd c este curbd inchisi.
In edevidr, avem

s. x(e)y(s)ds = z(s)y(s) - ‘ x(s)y(s)ds =
s s

»

; ]
= z(b)y(b) - x(a)y(a) - i x(s)y(s)ds =
s

]
= = S x(a)y(e)ds
L3

Pentru a stabili prima egalitate din (1l.1) vom folosi formule
l}u:l. Green
i
|
|

S P(x,y)dx + Q(x,y)dy = “ (%2 » %%)dx iy
Imc D

[unde P gi Q sint doud functii diferemtiabile definite pe D,

I‘ Dacd in formula lui Green luim Q(x,y) = x si P(x,3) = - ¥

lptunci obtinem

b
S = SS dx dy = % ‘ [x(8)3(e) ~ 7(a)x(s)] ds =
Y]

b b
=S x(s)y(s)de = -S *(s)y(s)ds .

a s

Observsije. Tecrema ce urmeazf igi propune 8% dee réspuns la
Lroitoarea intrebare: Dintre toate curbele plams regulate, simple gi

§rncihlse, avind aceeesi lungime L, care mXrgine; s domeniul
lhezinl?

cu aris

1.6, TEOREMA, Copsiderim o cu

b4 _plangd regulatd, simpl¥ gi
pehigd, avind jungimes L gi fis & srie dcmenin

is dcmepniului D mirgianit de curba

Atuncli avem
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(1.2) ays it .,
(] 8 t e I -
ea 2 e O alitates iz metricd.
Demopstratie. Pie t, gi %, Aoul drepte paralele, tangente la

curba datl astfel incit toate punctele curbei si se gseasc¥ in regiu-
nea cuprins¥ intre t el ot Pie 2 r distanta intre cele doud drepte g
ﬁg(O. r) un cerc tangent dreptelor t, 81ty

Alegem sistemul de axe cartesiene ortogonale cu originea in O,
¢l axi a absciselor paralela la t1 dusi prin O

JA\ ti

7 e

Curba consideratd este

c:(0, L] — €é, o(s) = (x(s), y(s8)), Je(s)i=1, ¥a€[o, L]
Pe cercul (0, r) alegem ca parametru pe s. Deci $(0, r) este imagi
nea aplicatiei diferentiabile

e, ¢ [0, 1] ——-E; v o(8) = (X(8), y(e))

Polosind formula (1.l) din lema anterioard, obtinem ci aria ceroului

este dati de

i :
Fr? - & X(8)¥(s)ds
0
Aria S & domeniului D mirginit de imaginea aplicatiei c este

) L
S = - S x(8)y(s)ds
0
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Din ultimele douX egalitiiti, resultd
39

L
7P+ 8 = ‘ [x(-)i(-) - y(l)i(l)}dl < S v%i(n)i(-) - y(l)i(l)}zd; -
0

0

L
. s {[xz(.) + y2(8)] [7%(e) + 3%(8)]-[X(8)i(8) + y(8Y3(s)]%ds =
0

L ; L
-‘ Y12 - [X(e)i(a) + y(o)5(a)]2 s ¢ S Vrlas=r1,
0 0

unde am folosit egalititile
1%(8) + y%(8) = r? , 3%(e) + 3%(s8) = 1
gl identitatea lui Lagrenge
(8d - be)? « (8% + ¢2) (b2 + ¢°) - (ab + od)?, (¥)a,b,c,d €B
Am obj{inut inegalitatea
(13 TR+ 8B

Pe de altd parte folosind inegalitatea mediilor

2, .2
afp? (&b ,  (¥a,deR
obtinem
i g
(1.3%) Fe?s ¢ L8

Inmultind (1.3) si (1.3') obyinem

V7225 22,
adicA tocmal insgalitatea ce treduie sizbiiiil.
Singurul lucru pe cere-l mai avem de ardtat ests acela ci im
(1,2) avem egalitate deci gi numei daci curba c este un cerc.
Presupunem ci curba o este un cerc de razi r. Atunci avem

4TS = 4T « 7 2 = (271)2 = 12
g1 deci egslitatea doriti este asvidenti.
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Reciproc, si presupunem ci avem egalitatea 455 = I.2 ¢l sd
demonstrim ci curba ¢ este un cerc. Ultima egalitate poate fi scrisd
sub forma

(1.2') 2 ‘Jl‘r"’s «arl

Din (1.3) ¢i (1.3') avem

(1.3'") d.?x-zs «Tr24+3¢r1

Tinind seama de (1.2') gi (1.3'') rezultf cX trebuie eX avem

(1.4) Friesarl
Tinind seams de drumul parcurs pentru stabilirea inegalititii (1.3),
egalitatea (1.4) ne arati ci trebuie si avem:

(1.5) X(8)x(s) + y(8)y(s) =0 , (¥)see€[0, L]
(1.6) X(s)y(s) - y(&)i(s)> 0 , (¥)se[0, L]

Deocarece ourba ¢ este regulati, egalitatea (1.5) poate fi scrisi

sub forma

(1.5) o) , =x(e) . 2(q) ,
y(s) x(s)

unde A 1 [0, L] —= B este o functie diferentiebild. Din (1.5') rezultd
2 2 2 2
A%(e) « 1l0) . xle)  L(e) + v (), .2
¥°(8) x°(8) ¥°(8) + x°(a)
De sici rezulti A(s) = £€r, unde £ = 1 sau € = = 1, Din (1.5') obtinem
(1.9 X (8) = gry(s) , y(8) = - & rx(a)

Tinind seama de (1,.7), condifis (1.6) implicd T =4 e Aeel :}(4):"\,7“-0
Din ultima egalitate $i din relatias iz(s)*id(s) = 1, rezulté:
;gsz - %2 De

T= aici obtinem y(s) = r sin (¥ £ 4+ s.), s. = const.
2P % T .0 °
r -y (s) De aici si din egalitatea y(s) = -r x(s), rezultd
x(s) = -sin(} % + 8,). Obyingm x(s) = Ir coaiié +8,) + a, a = const.
1

Rezultd c& avem [ x(s) - a] + yz(s) = r? i
Pe de alti parte folosind egalitatea 4%’s = LZ, r

(1.4) se
scrie (L - Zn p)©

A
= 50 = x 2 P
= C, adicd L = 2§ r. Rezultd cd curba cé
- i - , + +s :
©.3 XC»L] ——> By, c(8) = (Ir cos(z5 + s )+a,r sin(

elatia
cédutatd
+8 \
= + s )/I'

o3 c

»4
{

este un cerc cu cemtrul in punctul (a,0) gi raza r.

Cbservatie. Este evident ci aria domeniului plan marginit de o cu
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convexd avinnd lungimea L, este mai mare decdt arie domeniului plan mér-
ginit de o curbégeconnxi avind lungimes L. Din aceaetd cauzé in de-
monstratia teoremel 1.6, curba ¢ am considerat-o convexi.

§ 2. Curbe ovale, Teorems lui Herglots.

2.1, s, E X
, e state:
Sele curbei (exceptind punctul o(t)) ge afl¥ in umul din cele doudl semi-
o(%)e
| 2.2, EXENPLE. 2.2.1. Oigloids - y

:fva ] [°. 3,] —'.E'&

o(t) = (x(t-sin %), r(1 - o8 ¢)) , P) iy

r >0 epte o curb¥ comvexi.

bl
2.2,2. Parabola

61 B —=¢

°( t) - (‘.'z)

gste o ourbli copvexi.

0 3

2.2.3. Spirele Jui Arhimede (ex. 1.2.4) pu este curbd convexk.

2.2.4. Astrojda (ex. 1.2.2) pu este ourbi convexi.
2.2.5. Blipsa (ex, 1.2.1) gste curbd comvexi.
' 2.2.6. Polinl lui Descartes (ex. 1.2,3) pu este curbd copvexX.
202.7. Cercul este curbi copvexi.
2.3, DEPINITIE, Pie o+ I —= £3 o curbd regulati ot ¢ €2cI
) er: I, S m t ) este

M xl(to) =0,
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2.4, EXEMPLE, 2.4.1. Pie dreapta
o1 R ""'Ei' o(t) = (t';t+ b), &,b ER,

Avem ll(t) = 0, (¥)t € R, Rezult¥ il(t) = 0, (F)t € R, deci orice
punct al dreptei este virf,

2.4.2. Curbura cercului ¢ : R — Ei' o(t) = (r cos ¢, r 8in t),
¥>0 oste Ky(+) = 3, (¥)t R, Resultd K (+) = 0, (¥)t €R, deci toate.
punctele cercului sint virfuri.

2.4.3. Am v¥zut in ex. 6.1.1 cX curbura elipsei ¢ : R —-51,
o(t) = (a cos ¢, b sin t), a>0, b>0 este

-~

ab
xl(t) =

(a2810%% + b2c0s

2 2
- in ¢
il( t) = 8 2! B8 8

(lzsil t + d2coss)

Avenm

Avem K (%) =0 @te{k‘% lcexi.
Decarece avem c(t + 27) = c(t), resultf ci curba ¢ este periodic¥ cu

perioada 27 . Obtinem c¥ elipsa are patru virfuri si anume punctele
Jn
¢(0) = (a, 0), ¢(F) = (=-a, 0) (0,5)

@ = (0,), o(2F) = (0, -b)

BN
(-a,o)! —/74,0, x

(01" b)

2.4.4, Curbure parabolei ¢ : R —= EZ y o(t) = (¢, ,‘2) este

K, (%) = -—-——3—--;
(

1+ 4%9)
Avem
: —24%
Kl(t) = %
(1 + 4td)
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Rezultd il(t) = 0 &> t = 0, Prin urmere parabola are up sipgur
virf ¢(0) = (0, 0). Iy

\, s

L(O(00) %

2.4.5. Considerim cv 'ha

cit R — €

L ’
- %
Ky (%) = —-4-!——;'
(1 + cost)

2 - + cos
K () =
(1 + cos?t)

o(t) = (¢, sin %)

. Avom

{ o
' Regulti ll(t) -01—»t€{(2k+1)%|k€2}.?rin urmare curba ¢ are
- o infinitate de virfuri, Figurim citeva dintre acestea

1
«¥)
o d
y L

% -

¢ 1) <(3)
| 2.5, DEFINITIE, Pie ¢ o b¥ regulati cu curb tiv
i iecare ct. Se_spune cX ¢ este curbi ovali daci es este simpl¥,

‘incg;s! gi convexi.

|
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2.6. EXEMPLE, 2.6.1. Cercul
e: [0, 2F] — E!,' o(t) = (r cos t, r 8in t), r>0

este o curbi ovald.
2.,6.2, Elipea

c: [0, 27] —.Ei' o(t) = (a cos &, b 8in t), a >0, 8>0

este o curbd ovell.

2.6.3., Fie 2 >0, >0 gi aplicaties
c1 [0, 27]) »--Ez, o(t) = (§(t)cos t, §(t)sin t),

unde am folosit notatie

.

?2(") = »2cos 2t + v4cos®2t + ot - bt

Imaginea aplicatiei ¢ se numegte ovalul lui Cassini. Ovalul lui Cassini
este locul geometric al punctelor M din plan pentru care produsul dis-
tantelor lor la dou¥ puncte fixe F(b, 0), F'(-b, O) (focare) este cons-
tant gi egal cu l2. Distingem mai multe cagzuri

1) pentru &3> b+/2 ovelul lui Cessini este o curbX oval¥

d

-

Fr O

\p-

11) pentru bz a <bv/2 ovalul lui Cessini nu este curb¥ ovalX

(nu este convexX) T

bk il W
N
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111i) pentru b = a se obyine lempisceta lui Barpoulld

¢ [0, :u‘“]——E7
w

unde S’?(t) = 2a’cos 2%. bR

[/,p—‘\\ '
C

o

y o(t) = ($(t)cos ¢, §(t)sin %) ,

Ny

Lemniscata lui Bermoulli mnr -s3se curbi ovald (nu este simpli, nu este

convexi) .
2,7, TEOREMA (HERGLCTZ). O curbi oval¥ are cel putin patru
Yirfgl. 0

Demonstrstie. Considerim ¢ curbi ovali de lungime L

et [0, 1] —£,, o) = (x(s), y(a)), fie(a)li = 1, (V)ee [0, L]

d

Fotdm cu KI(B) curbura curbei intr-un punct c(e). Vom considera douX
cazuri

Cezul I. Exist¥ un interval cu interiorul mevid [s,b]c {0, L]
astfel incit Kl(s) = const, (¥)se€[a, b], deci il(s) =0, {(¥)sg [a, S],
edicd curba ¢ ere o infinitate de virfuri.

Cazul II. Punctia K; : [0, L] —=R nu sste constantd pe mici

un interval [a, b]Jc [0, L]. Stim cX functis 8 —K,(s) este diferentia-
bi1%, deci s —v-KI{s) este funcyie continuX, Dar o functie comtirui pe
un interval compact este mirginit{ gi igi atinge merginile. Fie S
respectiv sy punctele in cars functis Kl ia valoares minimi, respectiv
maximi., F3rd a micgora generslitatee putem presupune ci s, = 0, Prin

urnare avem

K(0) = 0 , K (sy) = 0, unde g (0, L)

3i deci curba ¢ are douid virfuri,
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Presupunem prin sbsurd ci ocurba ¢ nu mai are alte virfuri, deci
od functia il t [0, L] —~ R nu se mai anuleazi in alte puncte.
Dreapta d determinati de punctele c(0) = p; gt o(sy) = p,
fmparte planul $n douX semiplane deschise ]'1 91 F,. Notém

21 =7 Ne(f0, 1]) = Iame|(o, -

2o, =¥, 0 0, 1)) = Tao|(y,, 1)

E:‘
g N £
R L

=y

Fie ¥ un vector menul perpendicular pe d., Considerim functia liniarX
tnEz-——R y 2(p) = <P -pp . B>

Este evident cX f(p) = 0 <= ped. Functia f fiind linier¥ rezult¥ cX
vom avea de studiat dou situatiis

(L) £(p)>0 dack pe.fl gl £(p) <O deck pe]‘z

(p) £(p) <0 daci pe 7] g1 £(p)>0 dack ped;

Vom studia in continuare doar situatia (<), deoarece ( 2) se trateazi
analog.

Deoarece funcyia K, : [0, L] —R nu se mai enuleszX in alte
puncte rezultd ci avem

il(s) >0 pentru e€(0, sy) sl
il(s) <0 pentru s€ (gy, L)
In subcazul (oC) obtinem

K (8)f e o(e)>0 , (¥)se(0, L) - {o% }
Avem gi

£, (0)2(p;) = Ky(a)f(py) = K (L) o (L) = O
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Rezultd
L L)

s ‘1(l)f ec(s)ds >0
0

Aplicind formula de integrare prin piAryi obtinem

l L ¢ ’
N\
- s K (8)f ¢ c(8)ds >0
o To

K,(8)f < c(s)

san
tl(I‘) <°(Il) - °(o). .>- ‘1(0) <°(°) - °(°)| §> -

L
-S £,(s) <e(s), ¥>ds>0
0

Deoarece curba ¢ este inchis¥ avem o(0) = o(L), deci inegalitatea
precedentd devine

L
& <- K (s)e,(8), N>ds>0 ,
(1]

unde {.1, '2} este reperul Premet asociat curbei c.
Folosind & doua formulX Fremet, rezulti

L
S <8y(8), H>ds >0
0

Prin integrare obtinem
L
Yo X >0

<92(9 > 0 ]
ceea ce implici

ey(L) - ex(0), ¥> > 0,
Conform formulei (6.2') (§ 6, cap. 1) avem ez(s) = (- y(8), x(8).
Curba ¢ fiind inchisi avem

x(0) = x(L) , y(0) = y(L).  Rezulti

e,(L) = (- ¥(L), X(L)) = (= 3(0), X(0)) = e,(0)
Acum uliima inegalitate ss& scrie

< ,E> >0
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ceea ce este absurd. Prin urmare exist¥ cel putin un punct 8'e(0, L)

- {..juttol fncit il(l') = 0, Numirul de virfuri trebuie s¥ fie par,

deocarece functia
‘1 1 [0, L] =R

fsi schimbd semnul cind trece printr-un virf,
Resultd of mai existd un punct s''e [0, L] astfel fncit il(-") =0,
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CAPITOLUL III

TEORIA EIPSRSUPRAFETELOR

$1. ELPBRSUPRAFETE IN rs7. HIPSRPLAN TANGENT

BORMALA LA O HIPERSUPRAPATA

l.1. DEFINITIE. Pie U o muljime deschisd in R® . Prin hi-
prgugrltaga parametrizaté sau pe scurt hipersupratatd in Emsa inte~

egem o aplicayie diferengiabild

£ U—=Tayy

.stfel incit aplicayia liniard

D ~ B +l ~ n+l
ar. + B" = TR —s R = TR

'ste injectivad, oricare ar fi punctul x = (xl.xz,....x') € U.

Se spune ca xl,xz,...,xn sint parametrii hipersuprafetei.

[ipersuprafefele din E} s8¢ numesc suprafete.

| o
1.2. DEPINITIE. Fie U 5i U doud multimi deschise in R®

i fie

£t: 0 — E;n*A y T30 — E et

loud hipersuprafete parametrizate. Spunem cd f si f diferd prin-

ir-o schimbare de parametri dacd existd un difeor.orfism

$: T —=U

\stfel incit f = £

5gte evident ca dacé hipersuprafetsle ¢ i f diferd prin-

|
;r-0 schimbare de parametri , atunci imaginile aplicagiilor f si 3

soincid, deci :
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£(U) = £(0)

Este ugor de vidszut od hipersuprafetele care diferd una de alt

printr-o schimbare de parametri formeazd o clasi de echivalentd. O aste

fel de claséd de echivalent{d se numeste nipersuprafatd nepargmetrizatis

Se spune cd schimbarea de parametri pdstreazd orientarea dacid [

determinantul functional

¢t @) Py
ﬁ— * = |(P poeey »
ax l16i,3sn ?= . L

este pozitiv .
l.3. OBSERVATIR

le3.le Considerdm o hipasrsuprafati

| 4 U—DEM_A )

T —e 2(x) = (£3(x), £2(x) 000, 2% (x))

«

ol t1e v = (VHvP,e,v®) € B® = 18P, Notéa

mE4

" A

vz af () = (P B h e R e
£(=)

Este cunoscutd de la cursul de analizd urmdtoarea formuld :

in

n

i
ar _
(1.1) wi. 5, v el G {1.2,0000001
=1
Pise ¥ = (¥8, ¥2,...,%") un alt vector din B® = T,R%. Folosind rels -

tiile (l.1), egalitataea

dfx(v) = dtx(V)

ge scris sud forma
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Z,J _aa_:.;'.(x). Z‘v“ —sﬁ(x) : 1e{1,2.....n01} .

=1 J=1
L.

n
1.2) )P - —z—f} () =0 , 1e{l,2000,m01]

31
‘olosind (1.2) obtinem od aplicatia

iste injeoctivd dacd si numai dacd matricea

—3—5— (&) vss ?35’—1 (x)

Jf(x)t ® © o & 5 6 o 8 0 e 0 e e 8 0

ax“(” ar® kg2

re rangul n , oricare ar fi x €U, deci dacd si numal dacd aplicatia

este imersie.

le3:2¢ FPie £ : U — /CMM o hipersuprafatd. Un punct din
ArA care apartine imaginii aplicatiei f va fi numit punet al hiper-
uprafetei. Fie

{01 2 (1,0,0,002,0), 0; = (0,140,:0:0)40uey 8y = (o,o,o,...,o,n}

aza canonicd a spatiului vectorial g ~ ‘l‘}’.nA Deoarece aplicatia

iniarad daf este injectivd peantru orice x €U , rezultd cd vectorii

£ (03)5000y df (o) sint liniar incdependenyi. Folosind formulele (1.1)

byinem 3
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df (eg) = -3:—; (x) = fxi(x)
pentru orics ie{l.z,..un}

Prin hiperplam tangent la hipersuprafata f : U —
P +1 A
in punstul £(x) = (£1(x), £2(x),e0r, £ (x))

inyelegea hiperplanul care trece prin punctul f£(x) si ests paralal

eu vectorii txl(z) sainy fx’ (x)

Hipsrplanul tangent hipersuprafetei £ : U — E,,,+4 in pun4
tul f(x) = (tl(x),..., er(x)) ars scuafia

11 b tl(x) see 1”1 - fn"l (I)

tll (’-) *oe f.‘;l (x)
(1.3) = < = Q

S ® 5 6 ® 8 % e 3 B B 6 e 6 e 4 b 8 @

::n (x) t:;‘u)

Pis I, {x) winorul ds ordinul 2o Gcbyinut dupé stergersa
colosnei i (1 51 < »¢l) din matricess

/ \
1 +1 \
t () ses (

i 20

\
i

) B R L T |

\ 2 1x) r:;f @ /

\ 4
Dacé& notésm &y (x) = (--].}1"l Di(x) s atunci ecuagia nipexl
planaiui tangent hiperasuprafeysi £ : U — Em+4 in punctul

£(x) = (fl(x) adons r’"l(x)) 8s 3acrie

s [ - T PR N BTU 23 ] a0 = o

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



y
|
i
f
f

Dreapta care trece prim punctul f(x) gi este perpendicularé pa Biper-

planul Sangent bipersuprafetai inpuno:ul f(x) se numegte sorusls

ia_hipersuprafata.

Tinind seama de (1.3') obtinem ecuayiile normalei la hiper- -

suprafata f 1 U—OEMM in punctul f£(x) 1

(1.4) !i;f_l.m S !‘_'i_'ﬂzl
A €x) Ay, (0

l.4. EXBMPLE
le4s1l., Considerdm aplicatia

£ R gm ;A
definitd prin

f(xl.... W2 = (xl,.. .,In,alxlh..vl‘xnob)

' unde 8yp0ceyly i b sint constante reale. Deocarece matricsa

100...00;1\

0 1 0 .. 0 0 a \

/

0 0 0 «. 01 a

/
/

Jo(x) =

are rangul n , rezultd cd f este izersie. Prin urmare ¢ : Rr‘-—EMM
este o hipersuprafata. aplicayia f : Rn——-EMA wdte o parametrizare
a hiperplanului.
1.4.2. Consideria multinea
U= {(xl,....xn) e®® | H% s oorw et 41}
51 aplicatia
£: 0 —-»CM rA

definitd prin
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f(xl‘....xn) = (Il'o'o.xn. ‘/i-(xl)z - see = (xn)a )

Fste evident cé aplicatia f este diferentisbili.

Devarece matricea

1
1 0 «..0 0 S
Vi-ab)2ee=(x®)2 -
Jr(x)‘ o.ooooooooooonounoo.
~ - X
0 0 e00"1

'v 1"(!1)2"0 . 0-(?)2

are rangul a , rezultd od f : U-—-E/WH ests o hipersuprafatid. Apli=-

catia £ este o parametrizare a emihipersferei nordice.
l.4.3. Conelderém multimea
U s{(xl,...,xﬁ)el{n | xteee 2P A0 }
$1 aplicatia
£ U—’€M+A

definitd prin 1@
f(xl.oo-.xn) = (xl’oo-.xn. B )
X sceX
Fate ugor de vazut cad aplicatia f este diferentiabild in orice punct

x€ U + Deocarece matricea

100...00—1-'—%-——
( n

x )21 ceeX

0 1 0 «co 0 O ik
x.L(x.’.)Zx}

...xa

- )
(xl)... xn'l(xn)2

0 0 0 oee 0 1

are rangul n , (¥) x=U , rezultd cd [ : U*EM*/, aste o hiper-

suprafatd parametrizatd in ?M‘.'A .
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Hiperplanul tangent bipersuprafstei in punctul f£(x) ars
cuatia
3 1 2__2 a n+l 1
I t=x X%=x" 00 X -xn X -
X ...xn
1 o LR R} o _;A—_ d

(11)2!200-!‘

® & & & 0 & 9 0 0 0 2 2 s "l e o 0° 90

0 0 seo 1 —_-—L—
1_”xn-1(xn)2

x

(

, :
Dacd dezvoltém determinantul dupd prima linie, ecuatia hiperplanului
[tangent se scrie :-

(1.5) L) (@lxd) ¢ o v DA »

+ A, 4 (x) (. —xt%.x_n- )=0,

unde aa folosit notatiile

a n
(105') ‘l(x) = (-—i-?l%__" pree, ‘?.l(x) = 14-—%.%_: ’

xl) X eoeX X eeeX (xn)
hay(®) =(-1*
Dacéd inmulfim (1.5) eu xl...x‘, ecuafia hiperplanului tangent devine

(1.6) —i'r (xl-xl) tevot -i; (XB-x®)s+ xl...x‘(x"l - Tl_? )=0

X e0eX

Beuatiile mormalei la hipﬁrtupra;flnv( in punctul f£(x) sint
2 @lexd) & v o PP 2 — T 0 2E
5 N

arond

Observatie. Dacd n = 2, estunci planul tangent in punctul
£(x) la suprafata £ (considerat# la i.4.3) determind impreund cu pla=-
nele de coordonate un tetraedru al cédrui volum V este constant, ori-

care ar fi x = (xl,xz) €T .
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In adevidr, dacd se noteas§ ou pl(x) = (3:1,0.0) -
pz(x) = (0.5:2.0) s p’(x) = (0.0%;2) punctele ds intersectie ale
planului tangent in punotul £(x) la suprafaja £ ou axele de coordo-
nate, atunci avem

ki (a2 e d _ ﬂ

le4.4. Pis ICR un interval deschis. Considerdm aplicajia

t:xxn-——éb

definitd prin

A 2B = @GR G, 1 e,z (P edfaih)

unde functiile X, X, 3., f ,m,n depind difersn§isbil de el si

L2(zt) + 2?(xt) + 2%izY) >0

Bste ugor de vidsut od imeginea aplicatiel £ aeste generatd
ds o dreaptd care trece printr-un punct carecare al surbei strimbe

o1t eI —=old) = @M, T2, 2,1 € 65

81 are parametrii directori E(xl), l(xl), n(xl).

Becuatiile acestei drepte sint

1-xG) -1 GhH  z-3GD)
dxl : 75 T £ TS

Fie U o mul{yime deschisd im Bz cu propristitile

UCIx® gi rang Jp(x) =2 @) x= Gtxden

unde
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x;(xl)vxz 81(11) I;(xl)'rle' (z%) Z;(xx)oxan'(xl)
Jr(x):
L) a(z%) azh)

|Aplicatia £ : U —’tb definité pria (1.7) este o imersis, deci o
suprafatd parametrizatd in E} o Aceastd suprafatd se mumeste suprafati

riglatd, Dreapta variabild 4, se numegte generatoarea mrgteg-i’
x
iar curba ¢ se pumegte gurbd dirsctoare.

| Bxemplu. Este ugor .o verificat ¢d aplicafia

; lez ——4-63

definitd prim

‘ t(xl.xz) = (a(xlu'z). b(xz-xl). lexz). a>0,b5>0

i

este o imersie.
Imaginea aplicatiei £ este paraboleidul hiperbolis de scuas~
1$io

‘-; G
- =
R~

Paraboloidul hiperbolic este o suprafaté dublu riglata
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Alt exemplu de suprafatd dublu riglatd eate hiperboloidul
ou o pinzd.

l.4.5. 0 suprafatd riglatdéd se numegte suprafatd desfégura-
bilé dacid planul tangent la suprafajd in punctele unei generatoars

este acelasgi.

Planul tangent intr-un punct f£(x) la suprafata riglatd con=-
sideratd la punctul l.4.4. are ecuatia

1-x (=22 LD rr (D-fah) 2z ah-xPaGh)
x:,(::l)ox2 L) !;(xl)uzl' =h Z;(xl)uzl' b =g
b aizh) ' )

Dacd adundm la prima linie elementele liniei a treia inmul-

tite ou 12 s ecuayia planului tangent la suprafatd in punctul f£(x)
devine 1

) & 1 1
I-X (x ) -1 ,(x%) -2, (x )
/
(1.8) I‘i(xl)ox2 8(:1) Y;(xl)+xan'(xl) z;(xl)oxzn'(xl) =0
1) a(xt) a(xd)

Suprafata riglatd consideratd este desfdsurabild daci planul

tangent nu depinde de xz. Analizédm pe rind cazurile ce se pot prezenta.

i) Un prim caz in care ecuatia (1.8) nu depinde de x° este
acela in care X;(xl) = 0, Y;(xl) = 0y Z;(xl) = 0, adicd X, =

= oonst. , ’o = gonst., Z° = comste.

Deocarece generatoarele suprafetei trec printr-un punct fix

(xo.xo,zo), rezultd cd imaginea aplicatiei f este un con .
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i11) Un al doilea caz in cars ecuatia (1.3) nu depinde de “
este 8'(11) =0, n'(x*) =0, a'(x!) =0 adicé £ = const., @ = comst.
a = oomnste In acest caz generatoarea suprafetel este paraleld cu o di=-
rectie fixd §i deci imaginea aplicatiei f este un cilindru. t

2

1i1) Alt cas in care ecuatia (1.8) nu depinde de x“ este

2'5'12 1 (gt 1 (g 1
- -mxl lmr)-: (x*)
e(x*) = (x%) a(x*) o

De aisi obtinem

(1.9) LGH = awxh), aGh) = apixh) |, aGh) = aywah)

unde 11.12,33 sint constante $i unde am folosit notagia

Ja(xl)dxl.

Din (1.9) vedem ead generatoarsle suprafetei sint paralsle

wexh=e
cu directia fixd& de parametrii directori 51.12,55. Prin urmare ima-
ginea aplicatiei f este um cilindru.

iv) Un alt caz in care suprafata riglatd este desfdsurabild

este acela in care
(l.10) X;(xl) = nfl(xl) ’ !;(xl) = am'(z) s Z;,(xl) = an'(x}) ’
unde & = conste Din (l.lo) rezultd

Xo(xlf « al(xt) + !

(1.11) T, (xh) = am(x) + 02

Zo(xl) en(xl) ‘b2
unds bl,ba,b5 sint constante. Din (1.11) si (1.7) rezulta

£(x},x2)=(0 s (arx?) € (x1),b%+ (arx)m(xl), 03+ (asxZ)n(xt))
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Prin urmare gensratearels suprafetei tresc priam punetul fix
20 .b’ u’) 94 deei imeginea splicatiel £ este ua gon.

v) Ua ultia eas ia care ecuatia (1.8) nu depinde de 2
este acela in eare avem

(1.12)  Usbreatzdizycah), .(x*)é(:‘)ﬂ 32, aGhaahzyh)
Pia (1.12) ¢4 (1.7) obyinea = :
2022, 22)u (X (F)022()0y (33), T, (2 )oxPuah T (1) 8 () exPiiaty3g (a2))
‘mcrnoml suprafetel are eouatiile

1
g G rerah szl
x (=" T3z 33 (")

Prin urmere imaginea aplicatiei £ aeste sonutl de tangente-
le la curba directeare.

Resultd od suprafetele desfidsurabile sint cilindri, conuri
sau suprafets generate de tangentele la o curbd striambi.

Acestea sint singurele suprafete desfigurabile (vesi (25) p.53).
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$2. CIMPURI DF VECTORI TANGENTI UNEL
HIPERSUPRAFETE. REPER GAUSS,
2.1, Pie U o sulfime desthisd In R® g1 fie £ : U—[
M
e hipersuprafatd, desi aplicatia liniard . 9
~ Vs 1
dleﬁ.-flﬂ“——ln’ -!r(x)il’
este injectivd, oricare ar fi x €U .

Hotém !t(x)‘ s dz,(rx &%) . Deocarece aplicayia df, este

injectivd resultd cid ’t(x)‘ este subspatiu veotorial al spatiului

g2+ =20, &1 . spatiul vestorial 2, ,f are dimensiunea n .

DBFINITIE, Spatiul vectorial rr(x): se numeste gpatiul tan-
gent la hipersuprafata f in punctul f(x). Elementels spafiului tan-

gent !t(x)r se numesc vectori tangenti in punctul £(x) la hipersupra-
fata f.

OBSERVATIE. Prin aplicarea injectiei linisre df_ , basa ca-
nonicid {01 = (]..(),...,0),.....n = (0,....0.1)} a spatiului RP tlﬁ"

merge in baza {txl(x) pesey txn(x) } a spayiulul veaotorial ,t(x)t'

22« DEFINITIE. Prin mp d eotorl de-a lungul hipersupra-
fetei 131 U—F[ " intelegem o aplicatie diferentiabild X 1 U——i(
~

agtfel fncit
I(x) = (2x),X(x) €y 6, 26, MzeU .

2.3, DEPINITIE. Pie X : U—=£, un ciap de veotori de-a
lungul hipersuprafetsi £ : U —"F‘WM +« X se mumegte cimp de vestori
tangenti hipersuprafetei f dacd I(x) € ‘!r(z)f; v/ xe L.
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BISMPLU. Cimpurile vectoriale x €U —-fxi(x)e—‘!r(x)t ’

ie {1,.....} sint cimpuri de vectori tangenti hipersuprafetei f .

PROPOZITIE., Fie X 1 U —.E’hh( un cimp de vectori tangenti
hipersuprafetei f : U-—- EMM' Atunci existd si sint unice aplicatiile
diferentiabile X' 1 U—=R , 1€ {l,e..,n} astfel inoit si avem

(201) Xx) = 22 ) , #) xeU
z

Demonstratie. Bxistenta $i unicitatea functiiler x* cu pro=-
prietatea (2.1) rezultd din faptul od {t i(x)} este bazd
x l£ign
ia ,t(x)t 8i X(x)€ !r(x)t. Riaine sd demonstriam ed functiile
x — xi(x) sint diferenfiabile. Dacd inmultim scalar relatia (2.1) em

£ k(x). resultd
X
(2.2) <L (2) o £ (B> 2ha) = <Dy £ () D>
P 4 X X

Ple 1,22,000,2*] oompenentele aplicaiei f . Notiéa ou

t:t(x) traaspusa matricei :

fl LA R} f"l
x1(:!:) 1 (x)
Jt(x) = ® & © o o ° o 8 s & @

1 1
£ a®) oo ::;(x)/

AN

Stim c& rangul lui J.,(x) = n pentru orice x€U (din definitia hiper-

suprafetei parametrizate). Avem 1
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.

1 1 i

£ N r TR \

‘l(x) 21 (z) xl(x) 7 26X\

:r(x) t‘r(x) ° e & & 9o 9 ¢ & o & % % ¢ 99 ¥ e ¥F'e :.
1 2+l pa+l o8
1200 oo 2200 AR ORI f.x"'l(f)

<£x1(x) ® 2xl(x)>' ese <fx1(8). fxn(!)x

Bl o 06 o o o o o 0 & 0 0 8 I 0 0 0 2 0 & @

(‘:.(!)' t,](x)> 200 <fx‘(x)| fx.(x»

= [ < £ >
(< "1(3) ’ :3“) )151.35 s

Deosrece rang Jt(x) = uns‘Jz(:) =8 , resultd ci .
rang Jz(x) ‘J-t(x) 2 B e

Prin urmare sistemul liniar §i neomogen (2.2) ars solutie
unicé. Resolvdm sistemul (2.2) folosind regula lui Cramer §i ebfinen :

i) « 228 ..., 12 . a2

a(x) a (z)
unde A(x) = det( < £ ,(x) , £ J(x) > ) gi unde determinantul
x x

A%(x) (-e{l,z.....n}) se obtine inlocuind coloana 2 din determinan-
tul A (%) ou coloana termenilor liberi din sistemul (2.2).
beoarece funotiile
x—A(x) , 3243) , se {1.2,....n}

sint diferentiabile 8i A (x) £ O pentru orice x €U , rezultid ed

funectiile . 5
2t ixer ~1iz) . &G e
A(x)

sint diferentiabile psntru corice 1e{1,2,....n} .
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2.4, DEFINITIR. Fie X : u-EmM un oimp de vectori tan-

genti hipersuprafetei £ : U —-—-EM_H + I se numegte ofmp vectorial
poraal hipersuprafetei daod oricare ar fi x €U , vectorul X(x) este

ortogonal spatiului !t(x)r. adiod

<x(x) L f 1(x)> = o 1] (') xeu 1] (‘) 16{1..00.‘}
X -

EXEMPLU. Fie {txl(x) Sevai T t“(x) } baza canoniod a spatiu-

lui tangent Tt(x)t‘ Este ugor de visut od funaofia

E — L (X)X 000 x 2 (x)

% =
oste diferentiabild. I» plus avem 1

{t l(x)x vas xt('n(x) v, T 1(’) > =0

pentru orice i€ {1....,1:} « Rezultd ocd vectorul f 1) % .e xf a(x)
este ortogonal spatiului It( )r pentru orice x¢cUs

Prin Urmare
x—»fxl(x)x eeaX? (x)

sste un cimp voctorial normal hipersuprafefei.
2¢5 Fie £ : U ._"”WM o hipersuprafatd parametrizatid si

fie {t l(x) siop txn(x)} baza canonicd a spatiulul tangent
x

Tt(x)f. NHotéa

(x)l esae x I
1
(2.3) K@) = X

”! l(x)x..-xfmJl

(x)
=

Este evident cé z — N(x) este clmp veotorial unitar mormal hi-
persuprafetei f. Reperul

{20002 @), B

86 numeste roper 8auss in punctul f£(x).
Apliceatia
N:U—s E
MEA -,
x —» N(x)
’
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unde KE(x) eate dat de (2.3) , se nuseste aplicatis Gauss. Bste ugor
de vézut cd imsginea aplicatiel Gauss es%e inclusé in sfera uanitate

#efvef,, | -1}

2.6, EXBMPLE (sfera, elicoidul drept, suprafetele dé rotatie,
orul, peeudosfers, catenoidul). 7 5
246.1. Consideris mulyimea U = (= 3¢, -5) X ® §i splice-
¥ia j

::u——»{fa

definitd prin

f(xl,xz) 2 (r cos xt00s 22 » cos x* sin xz.r ain xl),

unde r e8te 0 congtantid reald strict pozitivd.
Este ugsor de vazut cd imaginea asplicatiel f aegte afers 82
dim cars acoatea polul mord H,= (O, O, r) i polul sud S,= (0, 0, =r)

4 4

|
|

l

|

Decarece aatricea

-r 8in zlooa x2 =# gin zlsiu xa T 608 xl

Jr(x) =

~-F 0O08 xlsin 22 r o8 31001 xz 0

are rangul doi, rezultéd c¢i f eoste o suprafaté.
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Baza canonicé a spatiului tangent ‘r“x)t este constituistd

din veotorii

(2.4) 4 1(’) s (=r sin xloos xa; -r sia x'sin 22. r eos 11)
z

1

(2.5) txz(x) = (=r eos x sin xz. r cos xloos 12. 0)

Avea
l(x) xL z(x) = (-rZGOI x"cos xz -r 608 xllu x
-r?sin xtoos xl)
Itxl(’) X txz(x)' = r200s x*
Resultd

(2.6) H(x) = (= cos xlcoc xz, - c08 xlln xz. - gin 11)
Prin urmare reperul Gauss I.n punctul £(x) este
{txl(x) ’ txz(x). I(x)} unde vectorii 5{31(3) . txz(x) el

l(x) sint dlvi pm (20‘). (205) '1 (2.6):

Obgervia od avea

(2.7 5@ = -4 2(x)

Observatie: i) Dacd xl = oonst, atunci punctul M descrie
pe sferd un cerc situat intr-un plas paralel cu planul XO0Y ., Un

astfel de ceroc va fi numit pe scurt paralel.

1) Decd x° = const; atunci punctul ¥ descrie pe sferd
cerc mare situat intr-un plan ce contine axa 0Z gi din care scoatem
punctele l“ si SA-Un astfel de cerc va fi numit meridian.

2¢6+2. Considerdm aplicayia

2 5
£ 1R — [
3

definitd prin
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l(xl,xz) = (xlcca xz. x“un xz. o xz) .
r.do b= conste £ O « Bate evident od aplicatia f este diferemtia-
" .

ld. Deocarece matricea

cos 32 sin 22 0 '

Jr(x) = ,
ex'sin x° xloes x° b

re rangul dei ericars ar fi x = (xl, xz)t nz. rezultd ed f este
suprafatéd parametrizatdé. Bazs canonicd a spatiului tangent ’t(x)f

este constituitd din vectorii

(2.8) > 4 l(x) = (cos x2. sin 12, 0)
z
$i
(2.9) t ,(x) = (-xlcin 12. xlcos xz.b)
x .
Aven
‘ 0 l(x) xt 2(:) = (b sin xz. - b cos xz,xl) .
x x
I ,@x2 ] = AP
x x
Resulta
(2410) F(x) = ( _b.!l_‘_l_'z_ _-_b._oel_f_ __11_ )

~
n

’ 1]
J \;20(x1)2 { v2e (x]')2 bzo(z‘

Prin urmare reperul Gauss in punctul f/x) este

{f (x)y £ o(x) , M(x) 3 , unde veetorii f ,(x) , £ ,(x; s8i
1 2 1 2
b 4 X J x b 4

H(x) sin% dayi prin (2.8), (2.9) si [240).
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Obgervatie. Imaginea aplicatiei £ este generatd de normal
prinecipald la elicea eirculard

[ | R —o E} ’
(2.11) o(t) = (a cog t, & sin &, DY)
unde A»o s B £0.

In adevir, scuatiile normalei principale la slicea eiroulu-i
(2.11) sint '

(2.12) - I-8cost Y -agins 2Z-Dbf
i eos § sin ¢ (4]

Bouatiile (2.12) pot f£i scrise sub forma

(2.12') A i S LW ) )
¢os t sesin ¢ 0

orfe

Fie x]' valoarea cqunid a lcosto& ! 81 fie :2 =t .
Atunei din (2.12’). obtinem ecuatiile parametrics ale suprafefei gene-

rate de normala principald la elicea circulaxré

Is= 11008 !2

Ias xllin xa

Z:b!z

unde b # O. Suprafata astfel obtinutd se numeste elicoid drept.
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2+6¢3. Ne¢ propunem ¢d soriem reperul Gauss intr-un punct os-
(recars al unel ggprafete de rotatis, Tie e 3 I—=Ey o ourbd regulaté
Presupunen ol imagines aplisagiei e se afld i{ntr-un plan. Ia acest plan
,oonsiderdém o dreaptd care nu imterseoteasd curda. Rotind e(I) ia ju~
rul dreptei se obyime o suprafayd numité guprafstd de rotatie. 8& con-
sideria ia E, un mtu_ de axe ou?utom ertoganale OXYIZ astfel
‘4ae5%  o(I) sd fie {n plamul XOZ, iar axa de rotatie sd fie 0Z. Apli-
estia ‘

st I —6

eate definitd pria

o(8) = (P(%) , 0, ¥(s)) ,
unde

P2 +¥2®) >0, Y 4o, Brel.

f
|
|

A
K/

\g\‘a§

S
SN
N

YN

<

x
Pie ¢ = (0,0, ¥ (t)) centrul cereului descris de ua punct oa-
recare ( 7(£),0, ¥ (%)) al curbei date.

‘| ’ Pie M s (X,Y,Z) uam punct oarecare ps acsst cerc. Notia

.-:1 2 § 31 fie xz unghiul de rotatie pe care-l face raza CM ou axa OX.

Atunci avea -
Is ‘f(xl) o8 x° s Y= ’Y(xl) sia x° =

\ 2. V)
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Notam U= {(x},xP)ed | 2z}« ¥2aH >0, PahH 4 o} . S&

aratam céd aplicayia :
Py (xl,xz)eﬂ - r(xl.xz) = (‘f(xl)ooa x?‘, ‘f(xl)ain ng‘ll"(x]'))etfj

este o suprafatd parametrizaté.

Pentru orice z = (x',x°)€U avea :
(219 2,00 = (PGD cos 5%, PG i 2, %G
(18) £ () = (- P(x1) sin 5%, P(x) oos 3°,0)
Deoarece rangul matricel

P(z*)oos 2 ‘P (z})sin x° "V' (=)
Ef(x)
P(x})sin x° ¢ (xt)oos x° 0

»=a3 doi, rezultd cd f este imersie $i deci f =:ste o suprafatd

~zrametrizatd in spagiul 53 « Avem

f @ L 5@ = (- A PEeos 22,- PN ¥ )atn 5, @) PG))
X X

Decarece
y L O O T
2, xe 0 =|PEHY 5= « vEGH
X b 4
rezultd céd vectorul unitar normal suprafegei intr-un punot oarecara
f£(x) este
(2.15) N(x) = —-__.;_——l_-—_—___ (-’4“".;"")099 12,—‘1/“(:1)312 12. "'f;’(.!l))

?(_’.\il) i‘i‘,-'c'(xl)

Prin urmare repsrul Gauss intr-un punct osrecare a3l suprefetei consi-

derate este dat prin (2.13), (2.14) s1 (2.15) .

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



159
Qbgervatij.
2¢6e3e¢le Dacd ¥(%) = a + D cos ¢, ¥(t) s Dsin ¢t , t € R,
A > b > 0, atunci imaginea aplicatiei
o1 3—"55 s o(t) = (P(%),0, ¥(£)) )
»ste un cerc cu centrul pe axa OX gi de rasd b. Suprafata de rotagie
rm;inucl este 1

!f t (xl.xz)eaz —-—t(xl,xz)-((ub eos xl)con 82,(a+b cos xl)amz.

b sin xl)e.t';.

Imaginea aplicatiei £ se numegte for.

2.6.3.2, Dack P(t) = r sin t, W(t) = r(ln [tg 3|+ oos t) ,

» = oonst, t €] , atunci imaginea aplicafiei

-

et [ —=Ey 4 o®) = (f(0), 0 ¥()) 1= (¢

jote o traclyvice  situatd in planul X0Z. Se obtina suprafaya de rota-

jle

r:u-_..eb, ez ITxR

1
'(x2,2%) = (r sin x'cos z°,r sin x*sin x°, r(ln itg §—|+ cos 3%))
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Isazinee aplicatiei f se numeste pseudogferd.

2e6e3.3. Dacd (%) = a ch-} WY(t) st , a>0, t €r ,
atunci imaginea aplicatisi
¢ 1 K ——Eb s o(%) = (P(%), 0, V(£))

este un ldntigor situat in planul X0Z. Se cbyins suprafata de rotatie

S | RZ——- % ’
1 1
f(xl. xa) = (a oh :—- cos xz. a ah ‘:—- sin 32, xl)

Imaginea aplicatiei £ ge numeste catenoid.
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§ 3. PRIMA FORMA PUNDAMENTALA A _UNEI HIPERSUPRAPETE, INVARIARTA

PRIMZT PORME PUNDAMENTALZS LA SCHIMBARI DE PARAMETRII ST LA

I20MeTRII ALE SPATIULUI EUCLIDIAR EM“4 .

3.0.a) Fie V un spatiu vectorial real ou =n dilol;aiunl.
Se numegte formd biliniard simetricéd orice aplicatie
g8t VxV—R
care indeplinegte condifiile :
| g(X,Y) = g(Y,X) g(aX+dY,2) = ag(X,2) + bg(Y,2)

pentru orice vectori IX,Y,Z €V sgi orice a,b €ER
Spunem cd g este pozitiv definitd dacd pentru orice
XEV, X £ 0 avem g(X,X) >0

Exemplu + Produsul scalar din spafiul euclidian Em .

’ b) Fie i‘l"""n } o bazd in spayiul vectorial V. Notéaa
|
[ (e 40,) A
: 513 = gley, 3
Matricea (813) se numeste matricea formei biliniare sime-

} o Dack X = X'o., Y = Yo, €V

trice g relativd la baza {ol,.--.e j

atunci avenm

£(X,Y) = g x'rd
|

| punea oy = a:o'k atunoci avea

Fie {ei,...,o; } o altd bazd a spayiului vectorial V. Daci

| RN aj gyg »

unda (gh) este matricea formei biliniare simetrice g relativd la

| baza {'1....’.;3 } .
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¢) Fde V i V doué spatii vectoriale gi fie
w1V —V
o aplioatie liniard. Consicerdam o formd biliniard simetricd
gt VxV —R

Atunci aplicatia

®)
<
»
-
@2

definita prin
E(xnx) = s(“(x)’ u(Y))
este o forma biliniare simetricé.

Presupunem cd g oste pozitiv definicd si cd u este injec-

tie.Atunci g4 g este pozitiv definits, deoarece

1€V - {0} u(X)eV - {0]=sg(X,X) = glulX), u(X)) >0

3.1.Ae DERINITIS. Pie £t U-—=F, ., o hipersuprafata.

Atunci pentru orice x€U are loc incluziunea

Texf € T E,,,, = € nn

Frin aceasté incluzjune este data o formé biliniard simetricd

8y ! Tt(x)t lUl.!(x)f =R,

indusé de produsul scalar din £.1.4 , deci

(31) B (X0Y) = <X XD , (¥) X, YeT, 2
dplicagia x -~ gy _©o bumegte prima forad fundsmentald a hinersuprae
Leged -

8. DSYINITIE. Pie f 1 U —1,_,, o hipersuprafatd. Prim
injectia liniard

n A __ phtl o n+l
ar, 1 R X 1R ®? S Toy) R

este daté o forzd viliniars simetricd
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indusd de produsul scalar din C—MM = Tr(x;EMM y deci

(3.2) I(X,0) =gde X, af, T > (¥) X,YET R

Aplicatia x ——Ix 8¢ numegte %ot prima forud fundamentald @ hiper—
suprafeged.

OBSKRVATIE. Considersem bijectia liniard

) n o+l ~ b+l
dfx t RO = 'l"ﬂ —-‘!f(x)f = Tf(x)ﬁ R
Pentru X,Y€ I;Bn aven @

1,0 52 carx , ar, 1> L) g (ar x, ar, 1)

Aven deoci
Ix(x.t) = g,(dt,x » ALY )
Dacd identificadm spatiile vectoriale ’l‘xﬁn si Tf(x)r prin bijectia

liniard dtx » atunci este evident c4 vom putea renunta la deosebirea

dintre cele doud definitii anterioare.

3.2. PROPOZITIE. Fie (513(x)) matricea formei biliniare sime=-

trice g, relativd la baza canonicd Jf (x)yonsyl . fX) a spatiului
ot x?

t ent T f. Atunci 3

Yangent Tocy)%fe Atunci

i) Puncyiile

guau —.a)

X —— s“(x)

s8int diferentiabile. Dacd X si Y sint doud cimpuri de vectori tan=

genti hipersuprafetei atunci aplicatia

x —"jx(x(") y Y(x))

este diferentiabila.
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i1) (su(x)) este §i matricea formei biliniare simetrice I,

relativd la baza canoaicé {.1 = (Jl.O....,O),...,oll = (0.....0.1)}:

spatiului vectorial RS '!‘xﬁn

Demonstratie. i) Pentru orice x € U, avea

‘iJ(x) = ‘,(fx’(x). tx:(x)) s < txi(x). txa(x)>

Deoarece funcyiile x-=f ,(x) sint diferentiabile, rezultd ol si .
x
3 - s“(x) sint functii diferengiabile.
Pie X i T doud oimpuri de vectori tangen{i hipersuprafe-
tei fo

Din propozitia 2.3.resultd cd existd i sint unice functiile
diferentiabile

i —e , 4,5€{len}
astfel Incit sd avem
X(x) = 1) £40, Y - !J(x)rxd(x)). Rezultd
6, (X(x),X(x)) = ) 1) 8(2_4(x)s :xd(x)) =
= 83500 X'(@) )
Decarece functiile x — i) s x — ¥9(x) ’ x"“ij(’) sint

diferentiabile, rezultd cd i functia ""‘1:)(’) X"(x) Y(x) este

diferentiabild. Prin urmare functia x - g (X(x), Y(x)) este diferen-
yiapila.

1i) Pentru orice x € U , avenm t
1,(01.03) = <df ey, df 0y> =

= <f“(!) N ‘xj(x)> = G‘J(x)
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5.3. PROPOZITIB. Prima foraé fundamentalé a unei hipsrsupra-

fete este pozitiv definita.

Pemongtratis. Bste evident cd dacé X este un ciap de vectori
tangenti hipersuprafetei f gi IX(x) 4 0, xeU , atunci

8,(1(2). I(x)) = < X(x), X(x)>>0

3.4. PROPOZITIE. (Invarianta primei forme fundamentale la o
schimbare de parametri ) Pde U i U doud multimi deschise in

&®, 2. U—-EM” o hipersuprafatd 51 < 3+ U —= U un difeomor-

|£isme
Atunoi
T = f"f 1 U —-— EM?”
eato hipersuprafatd gi avea :

I,E,T) = I (493K, 495D, () I,Ieng?, () €T,

unde x= P(3) .

Demonstratie. Fie T €T . Notéa x = ¢(X). Pentru
i,-!.éfi B® avem @

T, T L222) <af,d, afgi>s ;
=<d(fPs I, Lo Plgl > =
l<df‘?('i) o d‘f—xi » dfq)(i) Od‘fii—)-
=<ar (a95D), ar (aqgD) > 2
S22 1 (a5 4 495D
OBSERVATIE. Presupunem cé schimbarea de parametri
f: T —10
este datd prin

31 = !1(;1.0--.?) » 15{1...-,.}
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Din egalitatea z - foQ obyinea 1

. i
L@ =1 0 -g—_:—_r: xX:¥(xE).

Fie (?U(;)) matricea formei biliniare simetrice g; rela-
tivéd la baza { ;-1(;)""';-@(;)} a spatiului tangent ‘?(i’)?‘
3 b

Aven 1t

B =<T,@ D> -
® 2" -
o<t S, 0 D
. —Q-!; 21 <1
3z a3

- x.(x} # fx,(x)>

Am obtinut formula

] r
(3.3) @ = g—;f g—;—; yp(X)

3.5. PROPOZITIE (Invar 8 ei forme fundamentale la izome-
grij), Fie ¢ L U ——EMH o hipersuprafat¥ si fie B E’"M ——Emry 2
izometrie. Atunci:
1) faBot: U—~Eryy sste o hipersupratass
11) pentru orice xcU gi orice X, YET, (I aven
& (@By(g) Iy oy V) = g,(X, )
Demopstratie i) Pentru orice xeU avem
‘;: =A(Bet), = dBy,y cAf,

Decarece aplicatia dfx este inject{ie, iar componenta ortogonalX dBf(x)
a izometriei B este bijectie, reszultd ci d'fx este aplicatie injectivi,
(¥)x€U, adick f este o hipersuprafatd.

i1) Pentru orice x€U avem

’?(x)? o ‘;t(,! R%) = a(B° f)x (Tx Bn) =

= BBy dfy (TLRT) = dBoyy (Ty(y 0
Pentru orice I, YeTr(x) f avem

Bx(@Be(x)Xs By(y)¥) = <BBp(f)X, dBp(p)Y >=<X, ¥>= g (X, ¥)
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3.6, BOTATIL. 1) Pe viitor voa mota I, 1In loo de g,.

Aven formulele :
IAXY) = <KID> , (3) XY € Ty
I(X,I) = <dfX, dr, 1>, (@) X,1 € 1;1‘

ii) In cazul unei suprafete f 1 U— €3 se foloseso aotatili-
le lui Gauss @

3-511. F=g,=6 + 0=8y
3.6. BXEMPLU.Considerdm suprafata
g1 (= gn ?) XR ‘_"6-3

definitd prin @

1 2 1 2 1)

t(xl.xz) = (r cos x°008 x°, r cos x"sim x“,r sin x

Baza canonicd a spatiului ?t(x)z este {r 1(x). s 2(:)}’ unde
x z

1 2 1 2 1)

tl(x)-(-relnxoosx.-rnlnxsinx.reolx
x

/

1

txz(x) = (=r cos xlun xz, F 008 X"cO08 xz. 0).

Rezultd

gn(x) = rz. 512(1) = 521(1) = 0, gy5(x) = rleos’x?

Am obyinut deci

/ ra o
(31’(1) ) =

lsis2 2224
1s3g2 \0 rco-x/
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§ 4. PROPRIETATI INTRINSECE ALE UNEI HIPERSUPRAFETE, LUNGIMEA

UNUI ARC DE CURBA PE O HIPERSUPRAFATA, UNGHIUL A DOUA CURBE
PE O HIPERSUPRAFATA, ARIA UNEI PORTIUNI DE SUPRAFATA.

4.1. DEFINITIE, Ple f 1 U —=f 4 9 hipersuprafatd si
fis x:1 I — U CEM o curbd I.nEM {ISR), Curba ¢ = fox 1 I*tm

8e numeste ourbd pe hipersuprafata f.
4.2. PROPOZITIE. Fie ¢ = fox 3 I—*iH o curbd pe hiper-

+A

suprafata f t U-—> E’A'H' Atunci :
1) a(t) = 24(8) ¢ t)) e® t @) tel
L x xi (x(t) £(x(%)) ; ¥) ¢ )
W 1ie) 12 2 gy, ) 2w, Weer,

Demonstratie. i) Fie {1} baza canonied a spatiului vecto-
rial R :T‘R o Avem :

6(t) = doy(1) = d(f o) (D) = df () o dx (1) =
= a4y (dx,(1)) = ag o) GGA(E) o)) =
= 20 dt, ) Coy) = X (E) 2 4(x(6)
Deci 6(t) € Ty _(oyf »

i11) Pentru orice t €1 aven i
BeCe) NS = <e(t), a(t)> =
= <xhE) £ (), 30 £ (x(8)) e
x xJ

= 3o B < (x(e)), ¢ Sx(ED>
x x
Obtinem formula :

(1) o] % = gy () 20 o
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OBSSRVATIE. Ple 8 parssetrul canonic pa curba
t) = fox(t),

Tunci avenm

2 g s
as | rar g2 . axt add
(dt ) bR % wgg L300 dt dt

3.3, OBSERVATIE. Fle o = fox s I —€ o ourbé pe hi-

rsuprafata £ 1 U—OEMM 51 fie a,be Il , a<b . Stim cé arcul de

rbd °|[lan are lungimea

b
:: L | ) = S@ BOIES

Folosind formula (4.1) obtinem

' b
4.2) I‘“'[a,b] ) = Su, Jg“(x(t)) 2*(e) 29(t)as

) 4.4. DSFINITIB, Pis o= fex:1 1 ——f = i

" e 2eX 3 T—-—EM“ doud curbe pe hipersuprafata f : L'-—EMM .

['rdsupuneu cd existd t €1, 't_oef aatfel incit ’i(?o) = x(£,). Se

umegte unghi al celor doud curbe in punctul c(to) = B(?o) unghiul

‘ormat de tangentele la cele doud curbe ir punctul lor comun.

OBSERVATIE. Unghiul u al curbelor o si @ in punctul

;omun c(tc) = &(Eo) , este dat de relatia
‘[ cos u = -—————-—-——<_é(t°)' 'Ei€3)>
[: [ EICS] I XN

Folosind formulele stabilite la 4.1. din ultima egalitate

sb{inen
gy (x(8)) 2(x ) (T )

{&4+3) c¢coO08 u =

Y a3 (6 23 %e,) g, (e IRPEEUE,D
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8.5. BEXP¥PLU, Considerém suprafata
62— €,
definitd prin
r(xl.xa) 3 (xlou xz. xlsin :2. 2:2)

Imaginea aplicatiei £ este elicoidul drept considerat in
exemplul 2.6.2. ou b = 2 .

Considerim pe aceastd suprafaté ourbele
osfex ,3=fcX , S=feXx

unde =, X, T 1 8 —— R gint definite prin
2(%) = (22(8), 23(8)) = (£2,8)
3(®) = @®, @) = D)
3® = G®, FE®) = G0

He propunem sd determindm perimetrul i unghiurile triunghiu-
lui curbiliniu determinat pe elicoid de curbele

si formulele (4.2) gi (4.3) stabilite mal sus.

Aven

o, © 51 S Vom folo-

2

!xl(x) = (cos x ' sin xz, 0)

L o(x) = (- 2 sin x2, xloos x%, 2)
x
Coeficientii primei forme fundamentale sint

‘11(1) = <tx1(x). txl(1)> = )

8)0(x) = g(x) = < fxl(’)' fxz(x)> =0

E22(®) = < (), £ o) > = (#12¥ 0 s
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Curbele x, X §1 X so intersecveazd in punctele A,B,C.
x4
|

i

\(,(-‘c‘) B(‘-/”/ Im x

I X 1 X

Avem

| #(8) = (ZAv), 32(8)) = (2%,1)

@) = G®, D) = 25,0
$® - G®, B - 1,0
Decarece g),(x(t)) = 1, g),(x(t) = 0, g, (x(%)) = t*ea ,

rezultd

1 . .
L(OI[O.IJ ) = i Jsu(x(t)) o) 2(e)ce -

! @

= (20‘ )dt =
A 5
Analog obtinen

I'(S,[O,].] ) '%o L “"[-1,1] ) =2

K
'Ruultd cd porimetrul triunghiului curbiliniu determinat pe elicoidul

rfdrept de curbele o,0 51 G este
‘[ L(Ol[o.lj)ﬁ L(ﬂ-|[°'130 L(:,[-lpij).?
|
\

S& aflém acum unghiurile triunghiului curviliniu A'B'C' unde

A' = £(A), B' = £(B), C' = £(C) . Pie uy unghiul curbelor ¢ gi <

| in punetul lor comun
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0(0) = o(0) = £(0,0) = (0,0,0)
Avem

£,,(0,0) i*(0) ¥%(0)

cos 01 =

V 6ra(00) 350) 3%0) | ,4(0,05°(0) $%0)

Deoarece §g,;,(0,0) = 1, ¢;,(0,0) = g;,(0,0) = 0, §,,(0,0) = 4 1

20) = (0,1) , 3(0) = (0,1) ,

rezultd ocos u = 1 , adiod ﬂ = 0, oeea 0e¢ ne aratd od ocurbele

o si 0 seint tangente in punctul A'.

Analog obtinem c& unghiul u, determinat de ocurbele o i
e este dat de 008 u, = % = = 008 u, » unde 05 este unghiul de-

terminat de curbele ¢ i § In punctul lor comun €',
4.6, OBSERVATIE., Fie f @ 0-053 o suprafatd gi fie
¢ = fex, 0 = feX doud curbe pe suprafatd, unde curbele
x3 3 —*-Ucrfz y T1 T =0 <:l:Z
sint definite prin
(6 = (8, TG D),

cu xi = const., ?E = const. Curbele ¢ i © (numite gurbe coor-

donate) se intersecteazd in punctul °('o) = 3(?;) » unde .

Deocarece avea
2(%) = (0,1) , %) = (1,0, (@) tel , @) TeT,

rszultd cd unghiul u al curbelor coordonate ¢ gi ¢ in punctul

lor comun o(%t,) = §(¥,) este dat de formula
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512(1(‘0))

-{sn(x(co)) szz(x(to))

Tinind seama de formula (4.3') rezultd cd curbele coordonates

Q.3 ) 08 u =

e o suprafata sint ortogonale dacé 5i numai dacd By = 0

BXEMPLE. .
4.6.1., Consideréam aplicatia

b (";. {)‘a—’ga

F“*‘*“ prin

!(xl.xz) = (r cos xteos 12. r cos x'sin xz.r sin x1)

[fate ovident o4 Im f = 8 - {(0.0. + r)_}
Curba ¢ = fex , unde

x(%) = (x:.t) 3 ’: = conste

[tste un cerc situat intr-un plan paralel ou planul ecuatorial.
Deci prima familie de curbe coordonate pe sferd este constituita din
‘puulclc.

Este ugor de vdzut c¢d curba ¢ = f o x , unde

x(t) = (%, xi) » Xi = oconst.

sste un cerc mare al sferei, situat intr-un plan ce conyine axa 02

§i din care scoatem polul nord gi polul sud. Rezultid cd a doua familie
/de curbe coordonate pe sferd este canstituitd din meridiane.

4.6.2. Considerim aplicatia
tlliz'—"E-b

‘dotinitl prin

t(xl.xz) = (xlcon xz.xlun xz,ble b A O

{Eato evident cd Iw i‘ este elicoidul drept. Bste usor de vazal ca

anwhala aamwmdanata A = Pav wunda wl®) o I-l r\{-l - Aanat) afne
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elice oirculare. De asemenea este evident c& curdels coordonate

o = fex , uande x(%) = (%, xz) (xi = const.) sint drepte (mai pre-
cis sint exact normalele principale la elicea circulard o(%) =

= (a cos t, a sin t, bt)).

4.7. Am studist la 3.4 gi 3.5 invariante primei forme fundamen-
tale la schimbdri de parametrii gi la izometrii, In conformitate cu
semnificatia geometricy intrinsectd (nelegati de sistemul de coordonate)
a primei forme fundamentale, dim urmitoarea definitie:

DEFINITIE. Prdgrlotagilo unei hipersuprafete care de-
Pind numai de coeficientii primei forme fundamentale (si de derivatele

_partiale ale acestor coeficienyi) se numesc proprietdti intrinsece ale
bhipersuprafetei.

Obgervatie. Pind acum am intilnit doud proprietdti intrin-
sece ale unei hipersuprafete §i anume 3

i) lungimea unui aroc de curbd pe o hipersuprafati

1i) unghiul a doud curbe pe o hiparsuprafati.

Un alt exemplu de proprietate intrinsecd a unei suprafete
ne este furnizat de analiza matematicd. Fie U o mult{ime deschisd in
RZ 81 L1 U—-E:., o suprafatéd. Considerdm un domeniu compact DcU.
Se demonstreazd oé& aria portiunii de suprafatd £(D) este datd de for-

aria f(D) = SJ Vﬂ°°(513(’)) axtax?

4.8, EXEMPLU. Ne propunem sd aflém aria torului
Fie aplicatia

auls

t B ~——-()

definita prin

f(xl,xz) = ((a+db cos xljcoa 32' (a+b cos xl)ain xz. b sin 11)/

unde a >b > 0,

Inaginea aplicatiei f este un tor. Avem
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Leos x2, -b ein x'sin 12, b cos x%)

L 1(x) = (- ein x
x
- 4 2(1) = (~(a#*d cos xl)sln xz. (a+d cos xl)eos xz. 0)

?osulta cd coeficientii primei forme fundamentale sint

6118%) = b2, g,(3) = £,1(x) = 0, go(x) = (a + b cos x%)°

ach notém D = [-7,7 - 7, 5] obyinem oA aria torului £(D) este
atd de

| aria £(D) = H ]/cm:(gx (x)axtax® «

i S b(asd cos ri)axldax? = aab I°

Y OBSERVATIE. Alte proprietsti intrinsece ale unei hipsrsuprafefe
»r £f1 prezentate fn § 8, § 11, § 13 g1 § 124,
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§ 5. FORMA A DOUA PUNDAMENTALA A UNEI HIPERSUPRAPETE, INVAKIANTA
FORMEI A DOUA FUNDAMENTALE LA SCHIMBARI DE PARAMETRII CE
PASTREAZA ORIENTAREA SI LA IZOMETRII PROPRII, HIPERSUPRAFETE

OMBILICALE, APLICATIA WEINGARTER,
“ie U o multime deschis¥ in ®? ¢i £ Ur—-)Emn o hipersuprafati.

Considerédas reperul Gauss
{le(x) e £, 4 B §

r-un punc% f(x) al hipersuprafetei.
Stim cé4 imaginea aplicatiei Gauss
Ni1U ——EM = Toy Ermed
s inclusd in sfera unitate S5°c E-,,‘_M.'

S5ele gROPOZITIR. Imaginea aplicatiei liniare

A ~ a +1 ~ n+l
d’xla -=Txn —= R -Tf(x)ﬂ
_25te inclusd in ,f(x)‘ .

Demonstratie. Pentru orice x = (xl.....xn)eu avem egali-
tatea
<K(x) , N(x) >=1

Prin derivare, obtinea

<K (1), Nx)>= 0,
X

ceea ce ne aratéd cé vectorul KX 1(x) aparyine spatiului tangent

x
Tru)" Deoarece spatiul \*Nx(’l‘, &%) aste generat de vectorii
N ;(x),eee,F _(x), obtinea
xl ' ’ B ' ¥

e 4045 D
dhx\T;( )< Tf(x)f
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5.2+, PROPOZITIX. Aplicatia

Lﬁc finitd prin

(5.1) I1 (X,Y) = - <aF X, df. Y >

o o
I, + TR XT R —= R

este o formd biliniard simetricd.
Demonstratie. Deocarece aplicatiile dl, 3% dtx sint 1li-
;niu-c rezultd cd aplicatia IIx este bilinjard. Derivind relatiile

< K(x) .{xi(,)>= o, ie{l,....n} »

| obtinen
< li(x). txi(x)> z - <.(x)| fxxxj(x).)’

E = = <N(x), rxdxi(x)> -<lx1(x). rxj(x)>
V
| Avenm deci

(5.2) <l,3(‘) » txi(x) > = <.xi(l). txj(x)>

Fie {'1""":: } baza canoniod a spajiului R = TR",
Pentru orice vectori X = X”OL s I = !J.J € 'rxa" avem @
- i
1 (x,n) S2: - <anxte; , ar,xde > s

5.2)
= - xtrd <aney, atye > - xI< NG, > $2:2)

2 - i
L2:2) . xiyd <H 00,2 400> = - xiricaney, ange > -

- <anxde, , ar, xte > = - can,v,arx >EL 11 (1, 0)
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BFINITIB. Aplicatia x —-le se mumeste, forma a doua fun-
damentald & vipersuprafeted.

Se%. OBSBRVATIE. Bijectia liniard

af, 1 RO = PR 1, ot
induce o forad biliniard simetricd
T3 8 Pp()f *2p(x)f —R

pria
(5.3) 1L (X,Y) = <LX,X> ¢

unde am folosit notatia

(5.4) L, = - i, oafy!

In adevdr, pentru orice x,!eTt(x)t avem @
113(x,0) = II(af}lx, agflyy (2:1)
1) . o<an, eafflx,Y > <L x,1>,

unde L este dat prin (5.4) .

Se vocl.o, ugor od aplicatia

Lx i Tf(!)r S ,f(x)f

este liniard. Aplicatia liniard Lx 8e numegte aplicatia lui Weingarten.

Aplicatia x —=1II) se numeste tot forma a doua fundamen=
tala.

Se4. PROPOZITIK. Fie (h“‘(x))l‘ i,ksn matricea formei bili=-

niare simetrice IIx relativé la baza canonicd

{’1"""11 }
a spatiului R® = 'rxa”. Atunci (hu(x)) este §i matricea formei bili-

niare simetrice II; relativéd la baza canonicd
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£ ,(x) yeeey £ (x)
{llx x'x}

' a spatiului tangent ,r(x)f’

Demonstratie. Pentru orice x = (xl,....x‘) € U avenm

SHEICINESNO) $5:3) <Lgf 42, £ (10>
e - <(any carzh)at o) , £ (1) > -
b 4

= -<ai ey, af e, > 228 11 (eg,0) = By (x)

Notatii. i) Pe viitor vom nota IIx in loc de II;.
Aven formulele :

IIX(X.!) o <dlx1, “l!> » (¥) x.!}étxa“

IIx(l,!) = <L}.!> y (¥) X.!e'i‘r(x)f
1i) In cazul unei suprafete f : U — 65 se folosesc mota-

tiile lui Gauss :

Lely; » Bad,=h,), ¥=h,

S¢5« PROPOZITIE. i) Functiile

hid 1t U—R

sint diferentiabile.
i1i) Dacd X si Y sint doud cimpuri de vectori tangenti

hipersuprafetei, atunci functia

x —= I (X(x), Y(x))
este diferentiabila.

Demonstratie. i) Pentru orice xeU avea
hik(x) - .- <'xi(x) ’ txk(x)>
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Decarece functiile
x—N ,(x) x — ¢  (x)
xi $ ,k
sint diferentiabile, rezultd od gi aplicatiile
X —e hlJ(x)

sint diferentiabile .
1i) Fide X i Y doud cimpuri de vectori tangenti hipersu
prafetel f. Aveam :

1(x) = 1ML (2, Yex) = YO ()
X !J

Resulté
I, (X(x),¥(x)) = <L X(x), Y(x)> =

i
- <L £ () 1(x) £ j0>=
i
= x*x) xé(x)<x.,zx1(x) RO
= by () @) P

Decarece aplicatiile

2 by (x) , x=2x) , =1
sint diferentiabile, rezultd cd gi functia

x —II_(X(x), Y(x))
este diferentiabila.

5.6+ PROPOZITIBE. (Invarianta formei a doua fundamsntale la

zometrii proprii). Fie f : U “"EnM o hipersuprafatd gi

B : E,“H'—" E,,,H,A. Bv = Rv+v

0 {zometrie proprie (adicd matricea aplicatisi liniare R are do-

terminantul egal cu unu).

Atunci$
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1) f=Bet: U -E~w4 este o hipersuprafayd

11) pentru orice xeU gi orice X, Y€ To(g)f 8vem

~
le(ﬂt(x’l, dBt(x)Y) = IIx(X, X)
Demopstratie i) Este ugor de visut cX aplicatia liniar)
: n " pntl o n+l
dfx'd(BOZ)xxR :T} R -Tt(x)ﬁ g
ste injectivi, (¥)xeU,

11) Pie {?1(’)"“'fxn
: x

ruprafetoi ; fntr-un punct oarecare f(x). Pentru orice 16{1,....:}
1

(x), ¥(x) }repenxl Gauss asociat hiper-

vem:
?xi(x) = af (8,) = a(B o ) (o) = dBy ) e df (o,) = R ot 4 (@)

|
|
I
In continuare, avem
|

<ReN(x), T (X)>=<ReB(x), Rot (x)>=<H(x), £ (x)>=0
X X X

Rezsult¥ cX existX¥ o functie diferent{iabil¥ q : U ——R astfel incit s
avem

Re N(x) = q(x)H(x)
De aici resulti
@%(x) = JReM(x) | 2 s<ReW(x), R *H(x)>=<H(x), B(x)>= 1

Prin urmare avem R °N(x) = & i(x). unde £ = 1 sau & = -1, Deoarece

reperul {f l(x).....t (x), l(x)} ests pozitiv orientat, iar izometria
x

B este proprie, rezulti cX gi reperul {R of l(x)....,R of (x), Re l(x)}
x o

i

este pozitiv orientat, deci avem
ReN(x) = §(x) , (¥)xeU

RezultX cX pentru orice vectori tangenyi X, !er!(x)r avem

| b ~ ol

] II (dBy( )Xy Bp(y)Y) = = <aB_ - df “(dBpe \X), By )Y > =

\ = - <diiy edf ! RX, RY>= -<a(Re ¥)_o d(Bo )7 RX, BY> =

‘ = -CReaN . dr;l- B™1 . RX, RY> = - <dN_» dz;l X35« 1T (X,1),

1 unde am folosit egalitXtile:
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-1, ge-l, 31
& -k, (Myeh,  ,dd.07" ezt

S.7. PROPOZIZIE, (Ipvarisnts formel & dous fundamentale 1o
sshinbiri de parsmetri oare pistreasi orientares).

Rief: U —7  shiperserafeth sl fie ¢+ 0 — v
2 schimbare de paramesri eare plistressi orientares (edick determinsntul
matriced spliostiel liniare d ¥ este pogitiv), Asupci

1) Teteys U —=F . sste e hiversuprefash.

11) Rensru orice 1,7 €2, 8% gyem

TALY) = I (49X, 4P4Y) , wmde =z =D .

Demonstratie i) Bste evident o Z: U --E“M este o hiper-
suprafati
11) Pie {? 1(!).....??(!). ) {63) }ropcnl Gauss easociat hiper-

suprafetel 7 imtr-un punct oarecare 7(X). Presupunen of schimbares de
paremetrii $: U —= U oeste dati de formulele

2ed® o , 16{decn}

Pentru orice U avem:

?,1(” = d2g(e)) = a(£oPgleg) = af p(y) * A Pgley) =

-2-5 (Dag (o) -i-ﬁ @1 (=,

unde x = P (). Am obtinut egalitiitile

Z, 0 - 35 (D0f (0, 22 @D, 1e{leenn}’

Aceste egalititi le scrieam sub forms

/7 ( ‘22t g . ..
Al -31;(1) g-?_ﬁm /’:1(’)

.

s cecscssesvssscsensven
. -
.

3 a2z Y-
7o 25 m ... 25 m £ 5(2)

Decarece schimbarea de parametrii piistreasi orientarea resulti oif
determinantul
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i
A(T) = det (3"J ()
o% 1¢1,i¢n

este pozitiv oricare ar fi T €U, Decarece & (X)>0, (¥)X<U, rezults c&
7 205 5
sistemels de vectori {txl(z).....txn(x)) el {fil(x),....t!n(!)} lin.t ls
fel orientate. Oricare ar fi x = ¥(X) €U, avem
<Heq(D), T (X)>=<H(x), £ )—f'—‘}a (2)> =
i Ty R R g
e 25 (5 cx0m, ¢
axt "l
Regult¥ oX existX o functie diferentiabild s : U — R astfel Inctt
8% avenm

(x)>=0

Fo@(X) = o(D)W(D

De aici rezulti
1s[He@p(X)f=is(D)cJTE)| , deel
8(X) =1 sau 8(X) = -1

Deoarece reperele {fxl(x),...,fxn(x), l(x)} el {?’1(!).....? (), 7(!)}

e
sint pozitiv orientate trebuie sX avem 8(X) = 1, (¥)2eU. Prin urmare,
am ob{inut egalitates

¥ =He9
Regult® W(X) = F(x) cu x = ¢ (X). Pentru orice X,Y e!,ﬁ‘ aven

TT(X,Y) = - <digX, a7 7>e - CaFeP)g X, d(feP)y¥>=
= - Cdi_cdp X, af o df ¥>a 1 (d 9T, a¢4Y)

5.8. EXEMPLU, Considerim suprafata

r:u——€,) , Ua(-%,Dr

definit¥ prin
r(xl,xz) = (r cos x'cos xz, r cos Tein xz, r sin 1)

unde r = const. > O.
Bste ugor de vizut cX imaginea splicatiei f este sfera s?
din care scoatem polul nord gi polul sud. Am vZzut in exemplul 2.6.1.

ci avem
H(x) = -% £(x) , (¥) xeU

Pentru orice X,Y e!x Rz avem
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II:(X.!) s & <d.!x » “x! > =
sdcarx , et x>« d 1 (1,0
Aa obtinut deci egalitatea

(5.5) I =41, (¥ xev

Polosind ultima egalitate §i exeaplul 3.6., obtinem coeficientii formei
a doua fundamentale

Byp(3) s ry B, (x) = By(x) = 0, Byy(x) = r eos’y’

5¢9+ DEFINITIE. Ple £ 1 U-—=~€, = o hipersuprafaté., Un

punct t(xo) 8l bipersuprafetei se numeste punct ombilice]l dacd
existd ua numir real a(x.)el astfel incit

IIx. s n(x')Ixo

Dacé toate punctele unei hipersuprafete siat puncte ombilicale, atunci

£ se numesgte afaté omb .

Resulld o4 o bipersuprafatd £ 1 U — EMH este hipersupra-
fatd ombilicald dacd emistd o functie diferentiabild

a: U—-—R

astfel incit sd avea

I, = a(x) I,

5elo. BXBMPLE

5el0els Folosind relajia 5.5 , resultd od sfera este o supra-
faté ocmbilicald.

5:10.2. Considerém hiperplanul

£ R° ——-—ENhH

!(xl,..-,x“) = (11'500.9. .1!1 + D) N
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L.Id‘ &)p00058, , D 8int constante reale. Pentru orice x€R” avea

txl(x) = (1.0,.-0,0.0..1)

fxz(x) 2 (0.1.0'00-,0.0.12)

tesesceosee 8 oo o 00 0 0t A

!,‘(x) = (0.---.0.1.1‘)

esultd

E 5“(1) = 51»3 v 8y,
‘épriom ar fi x €R® i oricare ar fi 4i,j € {1,.....]

Deocarece ¢ ‘(x) = 0, rezultd cd coeficientii b, (x) ai

| s 3
,tonei a doua fundamentale sint nuli. Rezultd cd avea
Y
byy(x) = 0-gy4(x) , (Mxer®
‘[91 deci toate punctele hiperplanului sint puncte ombilicale .
‘ 5¢.10¢3. Considerém aplicatia
‘ n—.
‘ £ R EM #A
f definité prin

f 2(xl,eee 2 = ( 35—-, e 127, r a

)mc v = i (xi) » r = const. >0 . Pentru orice xec®® avem :

i=1
2
xl(x) = (_;fof)'!_(' ovz-z(xl)z ’ -Zzlxz....,-lex 5 2rxl)

fxz(x) = (?f-'zi)z(-&le, rzqu-z(xz)z,....-azx'. 2rx?) ‘

[ G o i B BB S GE w B e e - b, B o B Ui T de

| 2
OK (—;;f-&-)—: (=2xBx} ,.e.., 2285070, P24v2o2(x®)2, 2m2®)
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Fie fl,...,rn’l componentele aplicatiei f .
Fotam J.(x) = (£9,(3))

x leign
lsjs¢n

Pentru orice x € R® avem

rang Jt(x) =
rzovzoz(xl)z -2xlx? .. -2x3x® 2xt
-2x%t r2ev2=2(x2)%. . .=2x°x" 2x?
= rang
-2x%x! e ravie2(x®)? ™
PZQYZ O ¢e0 O 211
0 320'2 ees O 212
= r.n‘ . . . . . o L] * L L] L L . L] . . - L] [ »
(o] e r2012 an
= a

Prin urmare f este hipersuprafatd parametrizatd .

Se poate verifica od imaginea aplicatiei f este sfera

1 1 12 1,2
s° = {(x veen XM € EMHI(X Yoree s (X¥HE 2 r2}
din care, scoatem polul nord (a se vedea [32] .

Coeficientii primei forme fundamentale sint :

46
MO 7 [ 1
gy5(x) = Y ¢ 1€ {1,...,;:}
’ 3

Calculéa componentele vectorului normal

W) = £ (0 2eee 5t (@) = @@)y00e I @)
X x
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,'.l 1
£hH00) C el i) )
il(,) = ox- o o o s o o f o o o ‘1' * » (-1). =
!i.(x) voe t:.(x) f:;1<x)
.212 .a, s .le xl
[ rz"Z.z(:z)z -2:%3 P -ng‘ xz
& A -2xx’ Ped-2)2... -2t P
‘(’) @ ¢ © 2 8 5 P B & O 6 8 & B e s o s s s 8 ® B e
;: : -2;2:‘ -a’t‘ on® r2012-2(xn)2 x°

\ Dacd adunéia la linia i elementele primei linii Inmultite
lou x* , unds 16{1....,.} » obtinem

-az -2:3 e -b‘ 1
!'20V2 0 'ses 0 0
P L0222 |0 Ao 0| .
2i . .« * . L N . . . . L] .
(!2"2) ‘ 0 Oeos rzoiz 0

|

|

|

|

[

I

’ B 0 0 M idait” il cini e s ol
i (,2 * '2)"1 (’2 po vz)Ml

Analog ebyinem F2(x) ,eee,B2(x)e Avem deci &

+1_2nel

¥ x &=
(x) GRar)™

1, 1({1,....3 }

|

[

S4 caleulim acua i"l(x) s Avem 1
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LA A t-
1 BiGY

;.‘1(‘)- @ % 8 o 8 ® ° ° & o o 0 =

t:‘(x) T f:n(!)

oA
—
(F2e?)®
unde am notat

r20'2—2(11)2 -2xlxz eee -lex‘

p= | -2xts? rzovz-z(xz)a.. -2xx®
-211} -szxn see 329'2-2(})2

Presupunea od xl £ 0. M\;m la elementele primei linii elementeles
liniei 4 3nmultite cu ir (4 = 24000,0)e Obtinem

r2u? ﬁ(rz-vz) i;(rz-va) son §< ro=v?)

D= -lexz r2012-2(x2 ) 2 -2x%x> s -Zx“"‘x'l
-2xix® -2x25® 202 ces 32"2_2(111)2

Inmulf{ind prima linie ocu xl §1 prima coloand cu lT rezultd i
x

: ) 1'2 x’ cce xn
2 2 vZ 2.2 2!3 an
-2x rev=2(x°)¢ -2x ees =2x%
D = (’2-'2) . Ll . . L] . . . . . . . . - . . . . . . . =
-2x® -2x°x® -2x2x" ... 22012-2(3"")2
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—212 220'2 0 e (4]
o £ SO R P

-2:‘ [+] 0 see Pz"z

= (rP=v?)(rlev?)R"1 i

acd x1 = 0, atunci repetdam rationamentul pentru xz. Dack x1 =0

i xz = 0 atunci repetén rationamentul pentru x’, eto. Dacd x]' =

e ess n e 0, atunei v =0 §1 obtinea D = 2, Dia cele de

llai sus rezultd cd determinantul D este dat de

D= (‘1-2-v2)(x-2ov“’).'1

il’rh urmare avea i

T ~ae . -ﬁrznévz-fal
i (ver®)™
Rezultd @
~ 2
1§ - FJE':'E")T

|
"}!uind seama de ultimfle egalitdti ob{inem cd componentele vectorului

anitar N(x) = -—-.l!rb-L normal hipersuprafetei sint 1

I8
S VN e I I Y
| N (x) |N( Y —5—'2— . (x) , 16{1. .ni

[ A+l a u"lg ) Y - =1 fx:nl(
‘. RS ~(x) 3ol 'T‘:?" a x)

Prin urmare vectorul unitar normal hipersuprafete! este i

N(x) = =4 2(x)

Folosind ultima egalitate obyinenm
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I, e - <di, , df,>e -<-2ar ,af, >«

'§<“x ' “x>'% 1,

Rszultéd od peantru orice x € B® aven

nx'%xx

ceea ce ne aratd od hipersfera f este o hipersuprafatd ombilicalid.

Conyentie. Pie £ 1 U—~—Fpmyy © hipersuprafati.

Dacé imeginea aplicatiei £ se afla intr-un hiperplan, atumc,
23 spune ¢& f este hipersuprafatd plana.

Deacid imaginea aplicatiei f se afld pe o hipersferd din

spatiul euclidian F s atunci se spune od f este o hipersuprafatd

n4A
zfsricé.

Sell. PROPOZITI§. Pie £ 1+ U—E, ., o hipersuprafayd. Urmi~
toarele afirmatii sint echivalente 1:

(1) £ este o hipersuprafatd sfericd sau o hipersuprafatid

pland.

(41) ¢ este o hipersuprafaya ombilicald.

Demongtratie. (1) == (11) « A se vedea exemplele 5.10.2.
$1 Selo.de.

(i1) = (1) Decarece hipersuprafata este ombilicali rezultd
od existd o functie diferentiabild

a1 0 — R
astrel inecit pentru orice x € U sa avem
IIx = a(x) Ix
De aici rezulti

(2 500 4 2 () = al) I(f 4@, £ 4(0))
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au

- <K i(x) = ij(x)> = a(x) < ¢

(@), 2 (3>
x P

X

jltima egalitate se scrie sub forma

< lxi(x) + a(x) txi(x) ’ ij(x) > =0

Jltima egalitate me aratd cd existd o functie diferentiabilé
Bi: U—R
18tfel incit sd aven

i F (x) + a(x) £ 4 (x) = B(x) B(x)
b 4 X

.nmul{ind scalar ultima egalitate cu N(x) si tinind seama de faptul
14 .xi(x) » rxi(x) € ,f(x)t , obtinem B(x) = O, Prin urmare avea

:06 5 { 4 ()'o
5¢6) x1(:) + a(x) 10

I
; Cazul 1. S& presupunem c& a(x) = O . Atunci din (5.6)
Er.'“lt‘ K 1(1) = 0 , ceea ce ne aratd ¢i cimpul normal la hipersupra-
| X

tatd este constant, adicé N(x) = Ho, oricare ar fi x €U, Decarece

ﬂo este vector constant, din egalitatile
<I°. fx1(1)> =0 ,

pbyinem

15.7) <N, #(x)> = k, (¥ x0T,

nde k este ¢ constantd reald. Dacd notém cu Al"""n+l componen=
Kulc vectorului N, atunci (5:7) ne arati g4 coordonatele !l(x).---.

ln'l(x) ale punctului £(x) verificd relatia
(5.7*) 4,22x) seeer &y, M) -k =0

n+l 2 3. n
Dsuarece IHO | =1 , avem 2 ' (4,0 > 0 51 deci £{X)seee,f
i=1

D+l
’l(x)
erificd

jecuatyis unui hiperplan. Prin urmare f esta hipersuprafaté pland.
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Cazul 2. _
Presupunem oX existi x sstfel incit a&(x) 4 O « Derivind (5.6) obtinem

.xl‘J(x) + nxd(x) txi(x) + a(x) txli(X) = 0
JvGarece avem
N f -
’133(3) + a(x) xix‘(x)

= N b 4
x‘xi(x) + a(x) xaxi(!)

resultd
«8 4 = <
(5.8) lxi(x) xj(x) .x‘(’) xi(x)

inmultim scalar (5.8) ou £ ,(x) gi obyinenm
P 4
549) -,1(1) .ch(x) = ‘,J(’) 8yx(x)

Dacd inmultim (5.9) eu sk’ g1 sumém, rezultd

5 sr () 3
(5410) ‘xi(’ : =iy o3

Dacd facem r = J i sumém, din (5.1l0) se obyine

(5.11) “xi(’) s .xi(x)

Deocarece n > 1 , din (5.11) avem a j(x) = O, ceea ce ne eratd cid
x
ax)= a, , unde a 6 este o constantd nenuld. Cu aceasta relatia (5.6)

devine
lxi(x) . ‘otxi(’) =0

De aici obtinem

(5.12) R(x) + a, £(x) = b, ,

unde b° este un vector constante Din (5.12) rezultd

(5012') f(x) - xo s - &L- N(x) ' ‘
°

®
unde am folosit motajia X, = 3> « Deoarece | N(x)f = 1, din (5.12')
°

ob{inem
ﬂt(x) -xols |a°|
ceea ce Be aratd cd punctul f(x) se afld pe hipersfera de csentru x_ 8§
y 0
de razd —=—
lagl
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§6. LINII ASIMPTOTICE PE O HIPSRSUPRAFATA.
FORMULA LUI MBUSNISR . CARACTERIZAREA GEOMETRICA
- A LINIIIOR ASIMPTOTICE ALE UNEL SUPRAFETE .
6.0. Pde U o multime deschiséi in R® gi £ : U ~=Ep 4
© hipersuprafatd. Voa nota cu { txl(x),...,txn(x), l(x)} reperul
{Gauss intr-un punet £(x).
Considerédam o curbd

o= fex I—-[,MA ;

junde x 3 I1—-—U0c €, este o curbd ia f + Presupunem c& curba o
oat. in pozitie generald. Fie {'1"""!01} reperul lui Frenet asociat
faurbci 6e Aven

| . .

[{6.0) o (%) = Jo(v) ] K(%) oy(t),

“undo ll(t) este prima curbur¥ a curbei ¢ in punctul c(t).

| 6.l OPOZITIE. In ipotezele de la 6.0 are loc formula
[ (641) I (¢)(o(8)y 8(8)) = B 6() ] 2 Ky(8) < op(8), M(x(£))>
: Demongtratie. Din propozitia 4.2. avem :

}(e 2) o(8) = x*(e) £ 4 (x(0)
)
{
|

Prin derivare, din (6.2) obyinem :

(6.2) o) = h®)2 y(a(e)) + 3HR) £, 4 (x(e)) (x)
b 4 X

|Decarece <N(x(%)), ¢ 1(x(t))> = 0 pentru orice xeil,...,n},

| x

‘din (6+2') rezulta

| -

[(6:3) < e@w), N> = #H8) 13(8)) < £ ((x(2)), B(x(8)) >
‘ x*x

Tinind seama de relatiils (6.2) si (6.3) , rezultd
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I ()(8(8), o(t)) = nx(‘)(i‘(:)rxl (x()), 23(%) £ 5(x(®))
= &(6) 29(8) Byy(a(8)) =
e 34(e) 2(0) < 1, S(x(8)), BGB)) >
XX
Tinind seama de (6.3) obyinenm i
(648)  IIgy (8(8), () = < (B)(x), HCGx(8))>
Pe de alté parte din egalitatea

. %)
i Sl rreer

rezultd

o@(e) = (Jée) 1) —2EL o 3ol oy (8)
Je(e)l

g1 folosind formula(6.0) obtinem 1

o@(8) = (Hae)N ) -ﬁfﬁ +foe) |l 2‘1“) o (t),
[

Deoarece o(t) € Ty (¢)) £ 4 din (6.4) rezulta
I1, 4y (8C8)s 8(8)) = Bo(o) | 2K (%) < ap(), N(x())>

6.3. COROLAR. Fie ©(t) unghiul dintre vectorii N(x(t)) si
oz(t). ales in intervalul [0, g] .

Deoarsce vectorii e,(t)_ gi N(x(t)) sint unitari din

(6+1) obtinem formula lui Meusnier

[ 11 ¢y (BC8), eCe)) |
ey (8(8), 8(%))

(6.5)

= Kl(t) cos O(t)

6e4. D5FINITIS. Pie £ : U—e FMH o hipersuprafaté.

Un vector xer:(x)r se numeste direcyie asimptoticd dacd
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(6.6) 40 31 IIx(l. X) =0

6.5+ DEFINITIE. Pie £ : U —.E“M hipersuprafati si
¢ = fox I—-EM“ 0 ourbd regulatd pe f. Curba ¢ s8e numeste

linie asimptoticd dacd vectorul o(t) este directie asimptoticd, oricare
ar fi t €1,

OBSERVATIB. Din definitiile o.4. 3i 6.5. obtinea c¢d o
ourbd regulatd o = fex 1 I ——EM” pe hipersuprafata £ 1 U ——Emm
este linie asimptoticd dacd §i numai dacd

(6.7) I (%) (a(t), o(%)) =0, (¥) tel

loloninq relatiile (6.7) si (6.2) obyinem ecuatia diferen-
tiald a liniilor asimptctice ale hipersuprafetei
(6.8) by 4(x(8)) 3%(s) 2(8) = 0

6.6, OBSERVATIE. Folosind (6.5) rezultd cd curba regulatd
¢ este linie asimptoticd a hipersuprafetel f dacd gi numai daci
vectorii e,(t) si N(x(t)) sint ortogonali, (¥) t €1 .

6.7. PROPOZITIE. Pie £ : U——F3 o suprafatd si

6 =fox I—-E; o ourbd pe suprafata f . Presupunem cd vectorii
o(t) 81 0(2)(1:) 8int liniar independenti oricare ar fi t € I. Urmé-

toareles afirmatii sint echivalente :

(1) Curba ¢ este linie asimptoticd a suprafetfei.

(ii) Planul osculator la curba ¢ in punctul ¢(t) coincide

cu planul tangent la suprafatd in punctul ec(t) = £(x(t)).

Demonstragis. (i) ==> (ii) . Decarece ¢ este linie asimp-
toticd, din formula lui Meusnier rezultd c& vectorii N(x(t)) si
ca(t) sint ortogonali. Prin urmare vectorul oz(t) este tangent in
punctul f£(x(t)) la hipersuprafata f. Este evideant ci ol(t)ﬁ‘l‘r(x(t))f-

Deoarece planul osculator este determinat de vectorii e,(t) si

oz(t) , obtinem cd planul osculator curbei in punctul ¢(t) coincide
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ou planul tangent la suprafatd in punctul o(t) = £(x(%)).

(41) = (1) Deocarece planul oscwlator la curba ¢ in
punctul o(t) = £« x(t) este tangent suprafetei rezultd od
02t) €2py(y))f v W 8 €T

Prin urmare avem
c<ey(t) , H(x($)) > =0 1
#i folosind formula lui Meusnier ob{inem
I (y)(8(8), 8(8)= 0, (B) s €1,
adiocd curba ¢ este linie asimptoticd a suprafefei.

6.8. QBSERVATIE. Dack ©(t)€[0, ¥ ), atunci, din formula
Meusnier ob{inem

II_ . (8(%), 6(%))
(6.9) ‘;(e)-l LR L

J6(£)1° cos (%)

unde ©(t) este unghiul dintre normala la suprafatd s$i planul oscw=
lator la curbd in punctul o(t) = £(x(t)). Formula (6.9) ne aratd od
surbura unei curbe pe o suprafatd este deterainatd de vectorul tangent
o(t) §i de planul osculator curbei in punoctul e(t). Acest fapt nu se
intimpld pentru o ourbd oarecare din spatiul Eb .

6.9 FXEMPLE.

6.9¢1. Ne propunem séd& determindm liniile u;l.ntotieo ale elicod
idului drept

£t B —f,
f(x]‘. x°) = (xleu x2. x'sin xz,bxz). D £O.

Am vazut in exemplul 2.6.2 c& reperul Gauss in punctul f£(x) este cons=—
tituit dim vectorii

rxl(x) = (cos xa. sin xz. 0),

fxz(x) z (-x’sin xz. xtcos x°, ®),
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B(x) 8 —=———4t—— (b sin 12, - b coe 12. xl).
ﬂ ba’(xl)z

Reszultd

£ ) = (0,0,0)
x1x1(1 ( [
‘1132(:) s (=sin 12. cos 32.0) = t’le(x)
4P 2(x:) = (-xleu 12, - xllu 22. 0)
x*x
Coeficientii formei a doua fundamentale sint :
h =<N(x), ¢ (x)>= 0
R R
hlz(x) = hzl(x) =<N(x), fxlxz(x)> =

SRR - I

f b2’(’1)2
hzz(x) '<.(X) ’ rxaxz(x)>. 0
Bouatia diferentiald a liniilor asiamptotice
By (x(8)) (%) (%) = 0,
devine

—20 = 33(t) x°(¢) = O
Y 024 (xt(5))2
Deocarece b 4 O, rezultd od liniile asimptotice ale e@licoidului drept

sint curbele coordonate ale suprafefei.

6¢9+2+ Ne propunem sd determinédm liniile asiaptotice ale
hiperplanului
£ B — €y

i

f(xl,...,x“) = (xl.xz.....xn, ax” + b)Y

unde 8y 4000yay gi b sint constante reals.
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Am vézut in exemplul 5.10.2. ol coeficientii h“(x) ai
formei a dous fundamentale sint nuli, oricare ar fi x € R, Resultd

od liniile asimptotice ale hiperplanului sint medeterminate.

6e10. o Ple £1 U- EMM o hipersuprafati.
Uraitoarele afirmatii sint echivalente:

(4) 1iaiile asimptotice ale hipersuprafetei f sint nedeter-

ainate

(44) £ este o hipersuprafstd planid .

Demongtraties (1) => (ii). Decarece liniile asimptotice
ale lui f sint nedeterminate resultd od orice veotor lett(')!—iol)

este directie asimptotiod , (¥) x€ U , deei
nx(xo ) =0 , (%) xe ’t(’) f - {0}
De aici obt{inem

Ixx(f 1(:) ') ¢ J(,)) = o. (') xe€l.
x b 4
Resultd

hu(x) =0 , (¥) x €0,

Am obtinut egalititile
(6.10) <lx1(x) ’ ij(x»- 0. 2
Din (6.10) rezultd ok esijte- ¢ {W“ «t W el f’m =
(6.10") l#(x) = a(x) ¥(x)

Inmulyind scalar (6.10') ou N(x) g1 tinind seama de faptul

od N (x)ETyy)f . resultd a(x) = 0.
x
Cu aceasta (6.10') devine

lxi(x) =0,

adicd N(x) = l° = vestor oconstant, oricare ar fi x €U . Deocarece

<l°, rxi(x)> =0, (¥) x€evU
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rezulta
(6.11) <l°. g} = ,
unde b este o eonotlntt.ronll.

Daca notéa ‘1"“"nol coaponentele vectorului !o atunci

(6+11) ne aratd cé avea

(6.11') Alfl(x) P A"lfn’l(x) - Wiw Onls

unde f£(x) = (fl(x),....tn’l(x))- Decarece llol = 1, rezulté
Ai tooot A§'1> 0, deci f£(x) se afld intr-un hiperplan. Prin

urmare f este hipersuprafata pland .

(41) => (4) A se vedea exeaplul 6.9.2.

§7. CURBURILSE PRINCIPALE ALE UNBEI HIPERSUPRAFETE.
URBURA MEDIB. CURBURA TOTALA (GA .

7+1. Consideram o hipersuprafatd £ : U ——-E“*1 81 fie

{t 1(x),...,r n(x), l(x)} reperul Gauss intr-un punct f(x).
x x
Notim ou ‘13(1) coeficientii primei forme fundamentale a
bhipersuprafetei i cu hid(x) coeficientil formei a doua fundamemntale
deci
(%) o <€ (%), £ (x)> B, .(x) =<N(x), ¢ (x)>
613 27 Ty b P Uil

Am vazut c& aplicatia Weingarten

-1 .
Lx = - d.ux‘dfx . Tt(x)f '—’ff(x)f

este liniard. Pie (hg(x))l‘_i.:uII aatricea aplicayiei Weingarten,
deci

(7.1) Le(f () = af(x) 2 ((x)
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Pentru orice x € U avem !
1,(f (xD= - aN o afzle az (o)) =
x
. - d’x(.i) 2 '® .xl(x)

Bgalitatea (7.1) se scrie
(7.1') = B ((x) = bEG2) £ (2)

x x
Inmul{im scalar (7.1') cu ¢ j(x) i obtinen

x

(7.2) h“(x) = h:(x) skj(x).
Definim functiile

¢ 1 v —n=
prin

gt sé,(x) - S:
Dacé inmulyim relagiile (7.2) ecu 33’ 81 sumdm obtinem

(7.3) f(x) = 679(2) nyy(x)

7+2+ _PROPOZITIE. i) Operatorul liniar al lui Weingarten

I 4 Tyt et

este autoadjunct.

11) R¥dZcinile ecuatiei det (ng(x)-g(ng;) =0
sint reale.
Demonstratie. 1) Pentru orice x€U §i orice X,Y€ rf(x)r
aveax

CLX,Y>= IT (X,Y) = IT (Y,X) =<L.Y,X> =<X,LY>

ii) Se foloseste faptul cX (hi(x)) este matricea
3 leijen

operatorului sutoedjunct L (vezi [52}. p. 100, teorema 27).
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7+3+ DBFINITIE. Valorile proprii ale aplicatiei liniare

Weingarten se numesc curburile principale ale nipersuprafetei.

OBSERVATIE. Fie (n§(x>>

matricea aplicatiei liniare
l€i¢n .
lgjgn
a lui Waingarten. Rezultd cd& curburile principale sint radacinile

31(8).00-. 3’_(:) ale cuagiei

(7.4) dct(h;(x) - f(x):;) .0

7+4. DEFINITIB. Pie ¢ 1 U —& . o hipersuprafoyd st
fie gl(x)....,gn(x) curburile principale ale hipersuprafetei intr-un

punct oarecare f(x). Un punct f(xo) al hipersuprafetei se numeste

i) punct eliptic, dack §.(x,) # 0, (¥) xe{1,....n}
81 §1(x)yeeey §o(x,) au acelagi sean.

11) punct hiperbdolic, dacé §,(x)) 4 0 (¥) ké'{l,...,n}
§i dacd existd doi indici 1, Joe:{l.....nj astfel fncit

<0,
§1,05) §3,(xo)

1i11) punct parabolic dacd existd doi indici 151306 {1,...,::}
astfel incit

gio(xo) =9 gjo(xo) £0,

iv) punot planar dacd
gl(xo) E ese = gn(xo) = 0

7¢5+ BXEMPLE

7+5.1« N& propunem sd determindm curburile principale ale
hiperplanului

n
£: R '”’Efvu-/\

f(xl.---,xn) 3 (xl,u..xn, aixi +Bb),
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iade ‘1"""&' b sint constante reals.

" soarece hiJ(x) = 0, rezulta hg(x) = 0 i ecuatia (7.4) devine

€%x) =0 ,

saea ¢e ne arata cé avea

rl(x) % ces = fn(x) = 0 5 ¥ z ERn

Frin urmare ocurdburile principale ale unui hiperplan sint toate nule.
Dsoarece curburile prancipale ale hiperplanului sint toate nule rezultd

c& toate punctele unui hiperplan s8int puncte planare.

7¢5.2. Ne propunea sé& determinam curburile principale ale
Lipersfered

£ Rn—-EMM 4

=) 2.1 24 2
1 n 2§ X e X Y -r
f(x ees X ) = ( eee Tz r )
v . r-ev ' ' roev . Voer ¢

n
unde v . E (x‘)2 s P = const > 0,
i=1

Aa vazut in exemplul 5.10.3, ca pentru orice x €R® aven

11, - i_- I,

Rezulta
byy(x) = % gy y(x)
De aici obtinea
Bi(x) = g9Cx) b, (x) = & 5

Scuatia (7.4) devine

%-S(x) 0 0 .o 0

0 Log) o .. 0 =0
1

| 0 0 0 - 5@
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Tb;tno- curburile principale ale hipersferei:

$1(x) = oo = Po(x) & B

[olonind definitia 7.4 rezulta cd toate punctele hipsrsferei sint puncte
liptice.

7+6. OBSERVATIB. In caszul unei suprafete ecuayia (7.4) se

Ilert.
h%(x) - £ b%(x) "
hf(x) h%(x) - f@
sau
(7.4") $2(x) - (al(x) + B3(x)) §(2) + BHBE(R) - BB3) -
=0

Folosind formula (7.3) avea
nd() = g4a) by, (@) = 6@ by () + gm0 =

2 e (g,,(%) By3(x) = go(x) By (x))
dos (6y,0) 22(%) Byy 12'%) by

h%(x) = gt Bo(x) = g ) B o(x) + g!2x) by (3) =

1

(85(x) By,(x) = g5(x) hzz(’))

2 21
hl(x) = g°7(x) byy(x) = m (8;,(x) B, (x)=

- 8;5(x) by, (x))
h%(x) = ‘21(!) hyi(x) =

s — (g1(x) Byo(x) = & 5(x) By ,(x})
PRTPE Bt B22 g2 e Moz

Bcuatia (7.4') devine :
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(7.4%)  §2(x) detlgyy(x)) = (By3(x) Byp(x) + Epp(x) By (x) =
- 2 g1(x) by,(x)) § (x) + dev (Byy(x)) = 2

Exemplu. Ne propuneam sd determindam curburile principale
ale elicoidului drept

£ Rz —lp é-. N
t(xl.xz) = (x1 cos 12. xlsin xz,bxz) N
unde b £ O.
Folosind exemplul 6.9. aven :

‘11(1) -<Ix1(x) .» ‘xl(x)> s 1

‘12(!) = 621(3) s < txl(x). fx2(1)> =0

B2(x) = < £ p(x) £ 5(x) > = (D7 40

hll(x) = 0= hzz(x) N

b

512(1) = hzl(x) = F:—(;T—)z

Ia cazul de fatd, ecuatia (7.4") se ecrie

2
1y2 2 2 b
b - =0
(@M)€ + »9) ¢°(x) P v e

Rezulta oéd curburile principale ale elicoidului drept sint :

(7.5) (x) =-§ ,(x) = —1F—%
$100 =3 2() = TTE

Tinind seama de definitia 7.4, rezultd cé toate punctol4
elicoidului drept sint hiperbolice.

7.7+ OBSBRVATIB. Bcuatia (7.4) se poate scris sub forma
ik ik
det (g7 (x)b4(x) = § (x)g"7(x) g;(x)) = 0

sau

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



205

det (652 (B (1) = P (2)gyy(x))) = ©
De aici rezults
(7.4") det(ny (x) = §(x) gy(x)) =0

Prin urmare obyinerea curburilor principale ale unei hipersuprafetes

revine la resolvarea ecuatiei (7.4"'),

7+8¢ PINITIE. Pie £ : U — E"r o hipersuprafaté.
A
Considerém func{iile

E, K1 U ——R

definite prin :
(7.8 B(x) = 2 (§,(2) #eves §.(20)

(7.7) ‘(x) = gl(x) see g.(x)

unde gl(x) peeey ?n(x) sint curburile principale ale hipersuprafetsi.

H(x) se numeste bur e ar K(x) se numesSte curbura totalad

sau a 6 a hipersgupra .

OBSERVATIE. Stim cé curburile principale €,(x),..., £ (x)
8int radacinile ecuatiei (7.4). Bouatia (7.4) se scrie

)
(7:8) (-1)® §2(x) + (-1*1 §21(x) T hf(x)
i=1
4+ e # dot(hj(x)) =0

Tinind seama de (?.6) si (7.8) obtinea
D

Hx) = 2) nd)
i=1

K(x) = dot(hé(x))

De aici rezultd
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(7.9) B(x) = & 2@ by,

dot(hl :(x))
dot(;ié(x))

7+10) E(x) =

7+9. BXBMPLE. Folosind rezultatele de la 7.5 gi 7.7 rezultd

urmétoarele conolusii @

7¢9¢1. Curbura medie §i curbura Gauss ale unui hiperplan
sint nule,
H=K=0

7942+ Curbura medie §i curbura Bauss a hipersferei sint
date de

Bz = &, XK@ -lr;

fin orice punct fix f£(x) al hipersferei (r este raza hipersferei) .

7+¢9+3. Curbura medie $i curbura totald ale elicoidului
drept sint

L 2
(7+11) H(x) = 0 , K(x) -((—;-)—53;272 y (¥) xer

Hipersuprafetele a cdror curburd medie este nuld se numesc
bipersuprafete minimale. Dimn (7.11) rezultd cd elicoidul drept este o
suprafatd minimald.

7¢loe. OBSERVATIE.

7+l0¢1s Folosind definitia 7.4 rezultd cd un punct £(x,)

al unei suprafeje este

i) punct eliptic dacd K(x)) >0,

ii) punct hiperbolic dacd K(xo) <0,

iii) punct parabolic dacd K(xo) =0 si H(xo) &0 ,

iv) punct planar dacd K(x,) = 0 i HB(x)) = 0.
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10,2, Tinind seama de (7.4''), (6+8) 51 (7.10) rezultd cé dacék
avea l(x°)<10. atunci prin punctul f(xo) al unei suprafete trec doué
linii asimptotice. Dacd K(xo) =0 i K(xo) k0,

atunci prin punctul f£(x,) trece o singurd linie
asimptotied a suprafetei. In cazul in care l(xo) >0, ueu;oi prin
punctul t(xo) al suprafetei nu trece nici o linie asimptoticé. Dacd

l(xo) =0 si E(xo) = 0 , atunci orice curbé ce trece prin punctul
rr(xo) este linie asimptoticid a suprafetei.

§8. SIMBOLURILE LUI CERISTOFFEL ALE UNBI
' EIPSRSUPRAFSTS. FORMULELE LUI GAUSS
SI_WEINGARTEN.

8.1s Fle £ 1 U —= EM“ o hipersuprafaté si fie

{2260 eees 20 5(x) |

xh

reperul Gauss intr-un punct oarecare f(x) . Coefieientii primei

forme fundamentale sint da?& de formulele
8i4(x) = <L (XD £ (2)>
ij - J xd
Consideram functiile

[1dpx | 1 U—R 81 I:JI'”_"‘

definite prin

6k 28k _ 98y
8.1 i = — - ) &
(841) |i3sx | %( a—xf— + > 3.k
(8.2) |55] = 6" 11508

DEPINITIB. runcgiile [ij,x| (zasp. ‘;J, ) se numesc

eimpolurile lui Christoffel de prima {(resp. a doua) spetd ale niper-

suprafetei.
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Be2e Pde £ 1 U _.EMAM o hipersuprafatd gi ¢ : T—=10
o schiabare de parametri. Presupunem cd& schimbarea de parametri este
datd prin
(8.3) xt . xi(il....,'i‘) i 16{1....,!}

Folosind observatia 3.4. obtinem formulele

r s
(8.4) Byu(D) = gy5(0) g;—:\' -%:g '
unde x = P(X) .

PROPOZITIE. (legea de transformare a simbolurilor lui
Christoffel) . La o sohimbare de parametri, simbolurile lui Cristoffel

de speta & dous ale unei hipersuprafefe se transforméd dupd legea urmi-

toare 1t

8 < r 8 T k
Ax 21z r (2x

8. 2 -
P Y "laif azd | ul%sT

Demonstratie. Derivém formulele (8.4) in raport cu X' gi

avem

28y 26 2x 2xT 23ix* 22T x3
(8.6) —+ s ———bl + LE +
=53 2z 238 239 o3k Ers 239 o5 oF

Permutind circular indicii 4i,j,k obtinem alte doud rela-
$ii analoage :

(8.6') =226k 2% 21 o5 23t .,

FYL a:P 2339 33f a3
‘g : Zxr Py T < sz.
™8 J3k33% a3t ™ 5% ox*owx
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351 o8 P r 2 ]
(8.6") ——pl . X2 i . <24, e
1 | axf ax ax* a3

Zxr x* r 2.8 i
P e R aisaiIE

Scészind relatia (8.6) din suma relatiilor (8.6') si (8.6") obtinem

. r 8 P
(8.7 |15kl = Ir-.pl-g—;; —:ﬁ géz- .

a.r [}
""aii;ﬂ a3k '

unde |T3_,k- Inint simbolurile lui Christoffel de primd spetd ale hi-
persuprafetei fs fe@ .

Am obtinut legea dupéd care se transformd simbolurile lui
Christoffel de primd spetd la o schimbare de parametri.

Tinind seama de (8.4) formulele

gh Eék - ;t .
devin
(8.8) g‘igniﬁ -Q-_LE a 3}
3z’ 2a% K
Dacéd inmultim relatiile (8.8) cu gPd -g;:-:- g1 sumdm obyinem
= q i
(8.9) ghd % o ﬁ;

Dacé inmultim relagiile (8.7) cu E*. g1 tinem seama de (B.4Y). ob-

tinem

a axT 2x® o 23°
= r,s _-f +
*3‘ Ime8P| 531 597 6 axd

2.r

-3
8 27X 2°x
+ €& g
s ax% aztax
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Inmultind ultimele egalitéati ou =
azx

§i sumind rezulta
2xk

k K r s
%x& ” Inl%’xﬁ %2_5 c arIa§3

adicé toomai legea (8.5).

)
13

8.3. PROPOZITIE. Fie f t U —=—E,,4 o0 hipersuprafati

gi fie it l(x),.... g n(’)' N(x)} reperul Gauss intr-un punct oca-
am— X x

recare f(x) al hipersuprafetei. Fie hid coeficientii formei a

doua fundamentale i fie hg elementele matricei aplicatiei liniare

a luil Weingarten. Avem formulele

(¥eG) t a | s |x « Nn
xixk ikl x® ik

sl

k
FoW R = - > 5
(3eW) o B Tk

Formulele (F.G) se numesc formulele lui Gauss, iar formu-

lele (F.W) se numesc formulele lui Weingarten.

Demonstratie. Vectorul b 4 n k(x) se poate exprima in fie-
X%

care punct x€U ca o combinatie liniard de vectorii reperului Gauss,

decl avem !

(8410) f =A% £
ik 1k T st Ok
unde A;k i a,, sint functii diferenyiadbile de xl....,x“. Inmul=

tind scalar relatia (8.10) cu KN rezulta :
a =N, ¢ >= h
ik ’ xixk ik
Cu aceasta relatia (B8.10) se scrie

(8.10") £y mAd £ ¢ hyH
Ak T M Te v Byt o
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Inmul{im scalar relatia (8s10') cu ¢ 5 g1 obyinea i
x
8 8 ]
(8011) <fxixt ’ fo> = Alk S'J ' le = Lki

Pe de alta parte derivind in raport cu xl relatia t '

: =L 4
51.) <xi' XJ>
obtinem @

) 2%51- t LN B
(Salg Ax s xixk’ xJ xi’ Txdxk
Din relatiile (8.11) si (8.12), rezulta i

28
(8+13) 1;;%1 - ‘2: Bsy * ‘;k 8si

Permutind cirocular indicii i,J $i k obtinem alte doud relatii analoage

D84y 8 8
(8.13') :;;é— = AJi Box * ‘kissj

aski 8 8
(8.13") g— = Apy Bgy + AjyBgy

Din relatiile (8.13), (8.13') i (8.13") obyineam :

84 DBy 9844 s
+ - - = 2 A/.B
ax?* EPL 3xk 1 ek
sau
(8.13"*) 2 |id,k| = 2;1‘35"

Dacd inmultim (8.13"') cu gkr

AT, = Ir I
3 13

$i inlocuind in (8.10') obtineam formaulels (F.G) ale lui Gauss .

$1 sumém, rezultd
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S& stabilim acum formulele (F.W) ale lui Weingsrten. Deoarece

veotorul ¥ ,(x) €T £ oricare ear fi x&U, rezulti ci avem:
- f£(x)

(8.14) ¥, - 8%
X

o

Inmultim scalar ou rxj gi obtinem: <'xi' rxJ>- B:‘u sau - hiJ = ’:51:3.

Inmulyind ou g7 g1 suntnd, obyinem 3] = - g3™h,, adick - B = b} stnt
tocmai elementele matricei aplicatiei Weingarten. Acum din (8.14) se
obtin formulele (P.W).

Observagij. i) Simbolurile lui Christofel de prima gi a doua
spetd ei unei hipersuprafete sint invarianti intrinseci.

i11) Prin caloul direct se constat¥ ci simbolurile lui Christof-
fel de speta a dous sstisfac identititile lui Ricci

a8
(8.15) ;ﬁ‘t o Y LR 4

8.5. Pde £ : U ——EMH o hipersuprefatd gi fie {f l(x).....
x

veeeyf

xn(x). N(x) } reperul Gauss al hipersuprafetei intr-un punct

oarecare f(x). Stim ci esplicatia lui Gauss

) U-—--EMM y X — N(x)

are imeginea pe sfera unitate S‘CEMM .
PROPOZITIB, Fie £ : U —-FM i B hipersuprafat¥, UrmXtoarele
8. i1 sint_ echivalente:
(1) hipersuprafata f : U -—-FMM pu are puncte parabolice
aplicagia Gsuss T— g -
(11) Ga: N:0 &M gte o e
petrizet¥ fnf, ..
CartA
Demonstratie. (1) =» (11) Fie {al....,enj baza cenonici & spa-
n
tiului R™, Vom ardita cX vectorii lxl(x) = dﬂx(el),...,lxn(x) = dN_(e )

sint liniar independent{i. Presupunem c¥ existi numerele reale

ll.....ln € R astfel incit si avem

(8.16) ol x (3 =0
X
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inind seama de formulele lui Weingarten, dinm (8.16) rezulti
ik
8.16') [y hi(x) txk(x) =0
eoarece vectorii f l(x),...,f (x) eint liniar independenti, (¥)xeU,
x

2
in (8.16') obtinem

8.17) a‘h{(x) =0
tim cd hipersuprafate f nu are puncte parabolice, deci
8.18) K(x) = det(ni(x)) 40, (WxeU

olosind (8.18) gi (8.,17) rezulti ci trebuie si avem alea?e, . ea® - 0,

icX vectorii ¥ 1(:).....l‘n(x) sint liniar independenti. Deoarece
x

| plicatia

1j a1 R — g7

{duce vectori liniar independenti in vectori liniar independenti, rezulti

jcd ea este injectivd. Prin urmare aplicatia Gauss K : U —-C” » este o

fhiperauprdatl parametrigzati in Em $A @
(41) = (i) Decarece aplicatia Gauss ¥ : U _"EmM este hiper-

suprafati parametrizati, rezulti cX aplicatia ellx : RR — 8”1 ests

|
injectie, (¥)x €U, Prin urmare vectorii ¥ l(x)....,lxn(x) sint liniar

1ndependen;i (¥)x€U, Tinind seama de formulele Weingarten

1(1) = - hi(x) ka(x)
1'1 de faptul c¥ vectorii f l(x),....fxn(x) -int liniar indeperdenti,

rezulti oX det(h?(x)) 4 0, adicX hipersuprafata £ : U —= £ .\s; nu &re

lp\mcte parabolice.

w § 9. A_TREIA FORMA FUNDAMENTALA A UNEI HIPERSUPRAFETE.
INTERPRETAREA GEOMETHICA A CURBURII TOTALE A UNBEI

I

SUPRAFETE, FORMULA LUI BELTRAMI-ENNEPER, PORMULA
LUI ENNEPER.
9.1, Pie £: U ——-EM r4 O hipersuprafati si
\{ (x),....f (x), N(x) } reperul Gauss intr-un punct oarecare f(x) al
’hiperauprafe;ei.
Considerim forma bilinisr¥ simetric¥

. n n__
III_: T REx TR &)

definiti prin
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(9.1) IIIx(X.!) = <dN X, dlx! >

DSFINITIBE. Aplicatia x ——--IIIx se numeste forma a
treia fundamentald §i se noteazd cu III.
Observagie. Bijecyia liniard
n o
af, + R = TR ——-—T’(x)t
induce o formd biliniard simetricd

III; b} ?‘(x)f l!f(x)!—o-ll

prin

(9:2) LIL(X,Y) = < LX, LY>,

unde .

Ly=-an cargl o 2y £ —— Ty 1

este aplicatia liniard a lui Weingarten.

In adevar, pentru orice x,xe'rr(:)r avem

113X, Y) = I (arglx , arfly) L2:1)
S2:L) cav o arglx, any e affly> =
= <LX, LYD>

Aplicatia x-— III‘x o numim tot forma a treia fundamen=-

tala. Pe viitor vom nota III in loc de III'x .

OBSERVATII, 1) « Fle 'i;j(x) elementele matricei formeil

biliniare simetrice J[IIx relativa la baza canonicé {el,...,onz a

spatiului vectorial RE = Tan. Folosind formulele lui Weingarten
avem :
cu(x) = nlx(°1"3) = <dN_ e;, dN eo.>=
= <in(x) , ij(x) > = <bix) ‘za(”-h;(‘)fxr(’»’
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* 8y (x) B{(x) nj(x) .
Rezulti formulelse
= r- ., 2
(903) .ij(x) ‘ (x) %1(!) h'd(x) -“:Z;,.(:V(e
11) Stim cX determinantul produsului a dou¥ matrice)este egal
eu produsul determinantilor matricelor respective. fFolosind egalitates

det(gld(x)) = mzrl—r;n ’
8

din formulele (9.3) rezulti
dot(ey,(x)) = det(g™(x))(dot(ny (x)))? =

(det(n, (x)))?

= m—‘-:j-rir = K(x)dot(hu(x)) y

unde K(x) este curbura totalX a hipersuprafetei im punctul f£(x). Am
obtinut egalitatea

(9.3') dot(o“(x)) = K(x)det(h, (x))

111) Ple £ : U ——EMH o hipersuprafatd care nu are puncte
parabolice. Conform propozitiei 8.5 rezulti ci aplicatia Gauss
N:U -—-EM“ este o hipersuprafati parametrizati. Este ugor de vizut
cd prima formi fundementalX a hipersuprafetei ¥ : U —-EMM este for-
ma & treia fundamentald a hipersuprafetei £ 1 U —.FM04 .

9.2, Pie £ 1 U —-E)' o suprafati care nu are puncte parabolice.
Prin aplicetia Gauss N : U —-53 s portiuni de pe suprafatid, au cores-
pondente anumite portiuni pe sfera unitate S2 CE; .

Fie xocu gi fie on o vecinitate suficient de mici & lui x .

Vrem 8i calculim urmXtoaresa limiti

aris K(V_ )
lim

aria
V‘o—-xo %,

Pentru a calcula aceastX limitX vom folosi formula de la 4,7 precum gi
relatiile stabilite la 9.1, Avem

aria r(vxo) . Svs. 1dn(su(x)) axtax?
X
(-]
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aria l(v ” fd-t(o“(x)) dxldx

S v dE
CO‘C‘JM #%w o{l_:. 4,\5‘[‘{,(’/(7 " 4,‘.4‘-
.L o 0 MILTL
(«»&1 /7 arie B(Vy ) Yaetlo,,(x)) Vm(n (x,))

i

ez, W8TV, T 1—.1(;“(: | T

e \l(Kﬁmi = | K(x) |

Am obtinut astfel interpretarea geometrici a curburii totale a unei
suprafete.

9.3. PROPOZITIB, Pie £ : U —= 3 o suprafatd, E(x) i H(x)

s G medie tr- ct f(x) al suprafetei, Da
,.n!nnxx t cele trei forme d tale ale suprafete
stunci are Joc formuls Beltrami-Epneper

be

I

(9.4) III, - & (I, + K(x)Iy
Demopstratie. Folosind formulele (9.3) obfinem

¢, (x) = g™ (x) b, (x) b, (x) =

e2(x) b2 (x) + 2g2%(x) By (x) By,(x) +

+

e%2(x) nd,(x) -

h,,(x)
" TTey @ (E11(®) Byplx) ¢

855(x) hu(x) - 2512('1) hlz(x)) -

(x)
a??&'—n'! (hy(x) Bpy(x) = B2,(x)) =

= 2 H(x) b),(x) - K(x) gn(x)

+

Am obtinut formula:

(9.5) e),(x) = ZH(x) hy,(x) - K(x) 81, (x)

Analog obtinem

(9.6) 0)2(x) = ey (x) = 2H(x) hy,(x) - K(x) 8y2(x)
3§
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#907) '22(1) = 2H(x) 322(1) - K(x) 822(1)
bonuhlo (9¢5), (9+6) 31 (9.7) ne araté cd pentru orice indioi -
i,J € {1.2} avem

IIIx(ci.oj) = 2H(x) 113(01,03) - K(x) Ix('i"a) 5

sau

| (IIIx - 2H(x) I, + K(x) Ix)(‘l'.j) =0
|

!Pormula (9.4) fiind adevAraté pentru vectorii bazei canonice {01.02]
‘oato adevdratd pentru orice vectori x.!e‘rx Rzg ﬁz .
Formula (9.4) a lui Beltrami-Enneper ne arati cé forma a treia funda-

mentald a unei suprafete depinde de primele doud forme fundanzentals.

9.4. PROPOZITIE, Fle f + U——E, o suprafetl, Presupunen cf
curbura totalX K(x) este pegativi, oricare ar fi xeU, Pie

q:-f.!lIv-—oE.5

G poerbe povnats
e 8 a Dac. e e _8s t afete

| atunci avem formula EBpneper .

| (9.8)  E3(®) = -K(x(%) , (Wtel,
|

unde K,(t) este torsiunea curbe

Demonstratie. Deoarece curba ¢ = fo x este linie essimptoticid
a suprafetei, din formula Beltrami-Bnneper, rezulti

(9.9) xnx“)(é(t). a(t)) + K(x(t)) Ip(e)(8(8), &%) =0

Relatia (3.9 ne aratd cX avem
(9.9 FHOF (e, (x(2)) = - K(x(1))gyy(x(DF (DX (1)

Fie {'1' 05 €y } reperul Prenet asociat curbei c.
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Deocarece planul oscmlator in punctul o(t) al liniei asimptotice este

tangent la suprafayé (a se vedea propoziyia 6.7), rezultd cd avea
(9.10) o5(t) = £ N(x(%)),
unde £ = + 1 ssu £ s =1. Din (9.10) resultd
(9.11) $5(8) = €N 4 (x(0)) &H(®)
Folosind formula a treia a lui Prenet din (9.11) rezultd
(9.12) - L) T ay(8) =€H 4(x(8) i) ;
Din (9.12) avea :
'SOM COI B NCONE PICOREROR IO

sau
(9.13) 'HON HOY A 0y 5(x(e)) () 330

Tinind seama de (9.9'), din egalitatea (9.13) rezultd

() 16) 12 = -k(x(8)) gy (x(e)) 2(0) #(o),

adicé tocmai foraula (9.8) a lui Ennepers
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$lo. BRSUPRAFBTS 1¢

lo.1. DSFIKITIE Pie £ : u—-EMM o hipersuprafayé
arametrizati.Presupunea ca curbura Gauss a hipersuprafetei nu se

afatéd Titeica

anuleasd in nici un punote Spunsa cé f este hipersu

aca .
, d—n-f-é%:; = conste, (%) x€u0,

unde K(x) este curbura Gauss intr-un punct f(x), iar d(x) este

|{distanta de la un punct fix la hiperplanul tangent f{n punctul f(x)

la hipersuprafaté.

lo.2. EXEMPLE.
lo.2.1¢ Considerém aplicatia

| b Rn—-E,VH,A

definitd prin

2] 2.n pef2
1 n 2r-x X Y -r
t(x 200X ) = (T—' ese r )
! ! r+v . ' r+ K b A o ’

n
|
|unde v2 = E (xi)2 s r = const., > 0. Bste ugor de verificat
‘ i=1

|cd imaginea aplicatiei f este hipersfera din EMM de razd r si

lcu centrul im origine, din care se scoate polul nord. Aa vazut in

;exclplul 74942+ c& curbura Gauss a hipersferei este

K(x) = ==

, (¥ xer®
l‘n >

Deoarece distanta de la origine la hiperplanul tangent

este egald cu r , rezulta

_K(x) 1 1 - 1 =
a8+ 2(x) R Y- -] €T3 D R Conss <
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Prin uraare, sfera de dimensiune n din th4 este o

nipersuprafa 4 Tigyeica.

lo.2.2+ Consideria mulfyimea
U= {(xl,xz.x}) ew’ | xx%x3 > 0}

54 aplioatia
flU‘—-Eq

definitd prin

r(x 12 x2) = (2%,x° .x 'T'Z'}" )

im vazut in exemplul l.4.3. cd f este o hipersuprafatd parametri-

zatd. Vom arata cé f este o hipersuprafatd Titeica. Avem @

-1
? = (1, 0, O,

xl(!) ( D)2x )
’ 4 = 0. 1. 0. -I-Elz‘z
xa(x) ¢ x"(x*)"x

t e (0, 0, 1 =2 )

xj(x) 9 Vs ' Wx‘x =3)

N(x) = e (xzx}, xlx3 x1x? g5 (x* xzxs)
B(x)

unde am folosit notatia

B(x) = Y( Fxx)* o (2222« (1322 4 (x%%3)2

Coeficientii primei forme fundamentale sint @

1 | 1.2 32, 142
& 1 & (x"x%x x ] 1ef1,2
311(1) \/‘T‘c 4)2 (xi)zl + ) ( ) . { . ')}
Y 1 b 1 .
513(3, = -z:j;f;};? “;I ';3 ’ 1.36{1.2.5} s 1 £}
Rezulté
B%)
det(g, . (x)) = -~
19 (X‘ka’)“
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n continuare avea @

Lagd®) 2000 —paydgd -ty @

yentru orice indici 1.36{1.2.3] y LA

t = (0,0,0 -1127—{;-{-
xixt(x) ; " xlxfx? xix 4

koaficion;u formei a doua fundamentale sint dati de formulele

i

Byy(x) =<B@) 4 £y (60>

lezultd :

o S 1ef1,2,3 }

h =
u(x) B(x)x*x

1.2.3
XX 5
By y(x) = i o 1,3e{1,2.,} gi rd k.9

"In continuare obtinem

| 1.2_3
‘ det(h, . (x)) = -LB——“ XX
i i B/ (x)

|Rezulta ca ocurbura Gauss a hipersuprafetei este datad de

S doz(y (1) 4 1,235
dut(g“(x)) B”/(x)

fcuayia hiperplanului tengent hipersuprafeyei in punctul f(x) este

(a se vedea exemplul 1l.4.3)

;}(xl-x’).fg(xz-xz).%(ﬂ-x’).

x
1.2 3,4 1
+ IF°2(L" - ) =0,
x"x‘x3

3Dis!:anvs de la origine la aiperplanul tangeut aste
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ataf = 2P

B(x)

Resultd

(x*x"x")

X $l1§2 525 55( )
:5%§§ il B (:) . “& - - -it 4

ceea ce ne aratd oé hipersuprafata consideratd este hipersuprafatid

Titeica.

lo«.3. PROPOZITIE. Liniile asimptotice ale unei suprafete

Titeica cu curburd Gauss negativd sint ourbe Titeica.

Demonstratie. Fie £ : U —-GE o suprafatd Titeica a cérei
curouréd Gauss este negativa in fiecare punct. Fie ¢ = fex 1 I — Eb
o linie asimptoticd a suprafetei . Decarece ¢ este linie asimptoticd
planul tangent la suprafatd in punctul co(t) = £ o x(t), coincide cu
planul osaalator la curbd@ in punctul ¢(t). Torsiunea curbei ¢ este
datd de formula Enneper

B(t) = -K(x(£)) , te€1I

Decarecs f este suprafatd Titeica avem

_%L_x_)_ = consta, ¥ xeUu,
d'(x)

unde d(x) este distanta de la un punct fix C 1la planul tangent la
suprafaté in punctul f(x). Rezultd

K(x()) = conste., (¥) x€U

a“(x(%))
Din ultima egalitate $i din formula Bnneper se obtine

E,(%)
—=— = const., (¥) teIl ,
dac(t)

adicd curba ¢ este curbé Titeica.
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loe4. Gheorgne Titeica (1873-1939) a introdus suprafetele
ale in aoul 1907, iar curbele sale in anul 191l. Bste interesant cé
Easto suprafete, precum i curbele Titeica, desi au fost introduse
u ajutorul elementslor metrice au totusi un caracter centro-afin )

491 .In anul 1923 W.Blaschke[5)]a - ardtat cé4 suprafetele ™Mteica

Joacd rol de sfere afine, prin faptul ca& normalele lor afine trec
jrintr-un punct fix. In anul 1914 B.S.Wilczynski #9 a deaonstrat cid
juprafetele Titeica sint suprafeyele de-a lungul cédrora prima normali
yrolectivéd trece printr-un punct fix, in timp ce a doua normald pro=-
lectivé rémine intr-un plan fix. In felul acesta, suprafetels Titsica
jot fi considerate in cele trei geometrii clasice cu grup fundamental,

Deoarece curbele Titeica sint linii asimptotice ale supra-
Tetelor Titeica §i deoarece aceste curbe pot fi considerate ca legate
centro-afin, afin sau proiectiv de o suprafatd, este natural ca si
aceste curbe sd apard in aceste geometrii.

Definitia curbelor Titeica, degi este exprimatd cu elemente
metrice, are un caracter centro-afin.

In anul 1929, O.Mayer(t9)a aratat ca curbele Titeica se
bucura de proprietatea afind de a avea planul rectificant afin trecirnd
printr-un punct fix. In anul 1956 Gh.Th.Gheorghiu (9] a demonstrat cé
curbele Titeica sint caracterizate proiectiv prin proprietatsa de a

avea torsiunea proiectivd nuléd.
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$11. 0 I RI o BCUATIILE L
AUSS SI CODAZZI-MAINARDI. TEORE
EGRFGIUR (GAUSS).

1lele Pie £ : U —-€MH o hipersuprafatéd. Hotam cu

g“ coeficientii primei forme fundamentale $i cu |ik:j, simbolurile
lui Christoffel de speta a doua.

Considerdm functiile
i — i
B“tt U R , auke 1 U R

definite prin

i i
AL Ky "an;*d'%lﬁ'l o llgel DaellSel -

(11.2) Riget = €14 Rl

DEPINITIS. Puncyiile Ry, p (resp. Rj,p) se numesc sis-
Rolurile Jui Riemann de prima (resp. de a doua) spetd ale hipersupra-
toiel .

11.2. Fle £: U—, . , © hipersuprafatd gi ¥+ T —10U
o schimbare de parametri. Vom nota cu 813 ’ |:J| N Rijke si

“3:! (resp E“ ’ |:J l).R_iakl si .ngl ) coeficien{ii primei forme

fundamentale, simbolurile lui Christoffel de speta a doua, simbolurile
luil Riemann de prima §i a doua spetd ale hipersuprafetei f (respectiv
? = f‘q )o

Presupunem c& schimbarea de paremetri este‘dacé prin
(11.}) Xi = xi(’fl,..-,in) 3 16{1,-.-,“}

Folosind propozitia 8.2 avem urméatoarea lege de transformare a simbo=-

lurilor lui Christoffel de spetad a doua 1
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2.k r L] o i k
2°x k |[2x 2 b 2x

1l.4 - ——I
. ) a7t 2% rel5zT 573 '’ } ul asxr

PROPOZITIE. (legea de transformare a simbolurilor lui

Riemann). La o schimbare de parametri, simbolurile lui Rinu.m de

speta & doua ale unei hipersuprafete se transformd dupd legea

i
% &L .QL .a__.e_
3 RS 25 .
(11.5) f)'J ax Jkt 33 ax?¥ ox%

iar cele de prima spet{d se transformd dupd legea

i 3 k
4 2x° 23xY 2x 2x*
(11.6) .C,fa Rijkt S3< 537 237 239

Demonstratie. Derivind in raport cu gt » din (11.4) re-
g’:‘ alrslax a E
=
ax*azdax " 21 a3l
2.2 8 r 2.8
k X
(LH —2-7 + 25{ -a—i—r)
Iral- X" % =54 k3 9%y ax
2| ack = 2,k
azbt 3T ,‘Jl %" ax?l
Conditia de simetrie

— - 2"

sioxdaxt oxtaxblasd

zultd

ne conduce la

aIlal"l > a0
a aq g%‘—i_;?%ﬁ

P o2x® 339 » a q
|Fall3al 285 357 -25- |L]]5d 3% 245 25
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2l 2w T e

+*

axtl a3 a2z’ a5
P ilr | 2% % l Ip l 2s" gy
|1c| pil 2% wl gl o3P 279

k

L

r q
F3 24 g-"

-

B|T'Iu: s |p_

lu 131 o3P ax 13
T

§ ‘U» lnlai"

Dupéd reducerea termenilor asemenea se obtine (11.5)

_‘-
Insulfind (11.5) ow 3-11- se 91 suaind , resultd
foprae e 35 585 M 2,
r ]
= Fjee ai-‘axf 3 2% 6rs oy o3t
o gt , 23 2x% 2xf 35 .
"okt 537 5% 373 a3t Sis

. 2z a3 a_z.," 2zt
ekl 332 535 537 o513

1le3e He £: U -—-—E)1,4 o hipersuprafatd si fie

L (X)) guviy L (), l(t)f reperul Gauss intr-un punct oarecare
x! @

£{x) al hipersuprafetei. Am stabilit la §8 formulele ln@ Gauss

L J
(7.G) : -I |: +8h
xixk il 5% ik

§i formulele lui Weingarten

K
(PeW) N, ,==Dh ¢
xi i xk

Coeficientii care apar in formulele luil Gauss §i Weingarten nu sint

independenti, deocarece avea
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‘,1,.1,!' Akg 1-3#:{1....,;}

.:‘x‘ o 'xdxi » 1.3‘{1."".}

PROPOZITIE. i) Urmétoarele afirmayii sint echivalente :

b 4 .= g !
B TR e T

(12) Au los G :
(B.G) nu“ = Byy Byp = Byp by
i ecuatiile -
iy 2h 8 ah ]
ik
B.C —P h = h
K Py lxa sk " 5377 ul sy °*

unde Rl;ikf sint simbolurile lui Riemann de prima spetd aie hipersu-

prafeyei f.

ii) UrmXtoarele afirmatii sint echivalente:

(111) lxixd = .xdxi

(112) au loc ecuatiile Codazzi-Mainardi.
Demonstratie. i) Derivéa formulele (F.G) in raport cu
x5 obginen
)

Dacéd in ultimele egalitati tinem seama de formulele Gauss $i Weingarten,

rezulta

r 8

rj

211l

11. b4 = .
(11.7) ALk o

+

. rs
- o, k. Yy & >
ik ik Jl's %2

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



228

2h r
e axg 'Iul Bey) ¥

(1;) == (1,) Seriea sonditia de simetrie

¢ £ S
L R e
§1 egalind coeficientii lui £ resultd
X x

'] rs
(11.8) Rije = (Bgy By = By b)) €70
unde R:'jt sint simbolurile lui Riemann de speta a doua. Dacd inmul-
Vis (11.8) ocu g,p 91 sumidm rezultd :

Resge = BixByp = Byjbee
adicd tocasi ecuaiile Gauss

Dacé egalém acum coeficientii lui N din conditia

g = £ obtinem ecuatiile Codazzi-

xtzdz® e

Mainardi.

(12)—9(11) « Din ecuatiile lui Gauss

Rpijk = Bk Byp = Byy Byy
obtinem

R® b rs
15k = (Byy By = Bysh ) g

Inmultind aceste egalitati ocu ¢ s * sumind si folosind formulele
x
(11l.1) obg{inenm

L]
(11.9) (a;‘ﬁl + ‘:,”:.‘I = byyhy. 67%) te =

" :
= ( %L:ej' * l:a”.rk\' By Ber 8702 4
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Dia ecuatiile Codassi-Mainardi obyinem :

(11.10) (%3‘ o |fe) Bep® =

2h
= ( . ‘NI b )N

Din relatiile (11.9) i (11.10) se obtine
¢ 4 L S
P L T
111) @ (uz) Din formulele Weimgarten rezultd :
- N, = by, g%
b 4
$1 derivind in raport cu x" obtinem
ks kr|s
=t 'xix = ( g + by, —‘3- by, & IPJI )tx' +
+ huguh X ,
unde am tinut seama de formulele (F.G). Scriem condifiile de simetrie:
(11.11) N =K .
xixd  Tpdgd

Deoarece aven
kr kr
Biy& Bpy = Byy8 By

din (11.11) rezultd :

2h ks
a_i,:! g+ "u’gﬁ‘ ¢ by g"" [25]=

ah -} ks
‘3—;1! g + By 3‘5‘1‘ * “Jksb |25

Inmultind aceste relatii cu 5'p 5i sumind obtinem :
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o o8
%‘fﬁ‘"u‘-p"“r %hikskr(__?l .._..12 _L)

r a,p
an kr asrn 28ip _ 28ir
. i * Bye€ep 3 3 %h.jk‘ ( * o C 5P )
sau
i @ 5.ks o 5, @8
(wu) ;;32 + by lEgy 353_ i 3,B ) - % byys ( T:g; ¥

2 Y3 af ks 2
',—:52'3-‘3‘>"3—§2"‘a:(6.p%‘3' + g T:?""
. 38
- dng e (. R -

Derivind relatiile g'pg'k a3; , obtinem :

g%k 3845, sk
(11.12) s.p —85'1- + -—a—x-rn g

Tinind seama de (11.12), ecuatiile (11l.11') devin :
ah 3Sh
?;%2 - hiksu |J‘p.r| = a—xi'g - hjksu lip.!'l

sau

ah k
bt [ e 2t L]
Jp x ip

adicéd tocmai ecuayiile lui Codazzi-Mainardi .
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(112) —_— (111] Din (u,) aves

':_3""1-!:, .il.'il-h“

ox

i)

e a.. -
SR e

kuzu seama de relatiile (8.1), de aici obtinen

ks
T:‘:i"'u'i'ﬁ‘hu*c"hum-rl-
-:—:ilogn_%gh’.of'n"pi.r]

Inmultim aceastl egalitate ci g°f q ¥4 obtinem
z

(2[4 )

ah q8
- q [ ]
(5’ —xi.:a + 5 h:.oh” ot t’) 54
Adunind aceastdi egalitate cu egalitates
c"h“h”l - g"h:.h“l
ob{inen
- N s -« K
xd o
adic¥ tocmai (111).
11.4. PROPOZITIB, Simbolurjile lui Riemapp de prima speti =u
urmitoarele proprietdti:
1) R

1gcl * Bagge = ©

11) Bisxg *Byaxp=©
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114) lljlf = .ltij = 0

1v) Rygpp ¢ Ryppy * Rypge = ©

Pemopatratie. Be folosesc ecuatiile lui Gauss stabilite
ia propositia amterioard.

11.5. QBSWRVATIE. Polosind propozitia 11.4 se constatd cu
upurinté oé sisbolurile Riemann de primé spetd ale unei suprafete

sint toate nule in afard de

Ri212 * = B2 = = Ryoo) = By

11.6. TSOREMA BGREGIUM (GAUSS) Curbura totald a unei su-

prafeye depinde numal de coeficienyii primei forme fundamentale gi de

derivatele acestora.

Demonstratie. Stim odé ocurbura totald K(x) este datd de
foraulas
det(h ))
(11.13) K(x) = i
dot(c‘J(x))

Tinind seaza de ecuatiile lui Gauss avea :

(11.14) Ri212(x) = By (x)bhyn(x) = hfz(x) =

= d.t(hij(x))

Din (11.13) g1 (11.14) obtinem

R
(11.15) K(x) = hag's
d't(su(x))

OBSEKVATIE. Dim (11.1) ¢4 (11.2) se vede ugor c¥ simbolurile lui
RKiemann de prima gi a doua speti sint invarienti intrinseci ai hipersu-
prafetei. Teorema egregium ne aratd ok ocurbura totald s unei suprafete
este un element care apartine geometriei intrinseci a suprafetei.

11.7. Ca splicatie s¥ determinim curburs Gauss a torului

£ B> f} 5
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2

r(xl.xz) = ((a¢d cos xl)con x“, (a+d cos 3*)sin xi. ® gin x;;.

e a>p >0 .
entru orice 3 ¢.l2 avea

8,(x) = ", 312(1) = g,(x) =0,

szz(x) s (asd cos 11)2

f Polosind formuls -

26 285, 28
gkl = 3Ot St 5 0
rezultd

11,11 = (22,2 = [11,2] = [12,1] = [21,1] = ©
28
121,21 = 12,21 = % ?;-fg = = (asb cos ©)b sin x*
x

Deocarece avem

ey, 2o,
2 o b

‘ (a+d cos x°)
\din foraulels I:kl = g*® |jk,8| , obyinea :

l
\il‘ - | 12| - |%1|' |fl| =|3%] =0
|22| = 811’2201' = l'ugli (a+b cos xl)

|31 = |31] = 6*2h2,2] = _=b sin x!

asdb cos x*

Tinind seama de formulele :

1 i )
e - 2itl 2l s 12l

rezulta;
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S B T T T NN
LIz - 2}3;1 |3l |2 = & oon =+ aose?

2, - 2l 2l 2 (25 - (1] -
- |21l J# Jfaff - sy

a¢b cos x

componentele nescrise fiind mule. Tinind‘'seama de formulele

3 ]
Biset = 8185kt
obtinesm :
R =g RL . = b(a+b cos xt)oos x* = R = =-R =
1212 = %o 2121 1221

s =Baja e

componentele nescrise fiind nule.
Aven

a-t(sij(x)) = b2(asdb oos x1)2

Polosind formula (11.15), rezultd :

KGx) = Ryo30(® . —cosx —
dct(s“(x)) b(a+b cos x°)

Pentru orice xeﬁz‘ avem

1

Kl(x).,_“l_‘u‘—in
X

b(a¢b cos x*)

Rezulté& cd curbura Gauss & torului este maximd in punctele cercului

scuatorial xl 2% ,0€ Z i minimd in punctele cercului ecua-

torial x! = (2m¢l)7 , me 2
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Curbura Gauss a torului este negativi pe semiinelul interior
( regiunea hiperbolicd), deci pentru

(xltxz)e (j"!" a(iin g’ 2-(6)' .éz

Curbura Gauss a torului este pozitivd pe seamiinelul exte-

rior (regiunea elipticd), deci pentru

(xl,xz)e(- -‘% + oag, !Z +2m?) ,0€Z
Curbura Gauss a torului se anuleazd in punctele cercurilo-r

xl = nS ¢ EZ s B€Z . Avea deci doud cercuri parabolice.
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$12. HIPFRSUPRAFFTE BINSTFIN
12.1c Pie £: U —-Em“ o hipersuprafatid. Notéa ou
6y lukt [3 8 \';tl coeficientii primei forme fundamentale, sim-
bolurile lui Riemann de prima i a doua spetd. Considerdm funct{iile
lu_ 1 U——8

definite prin

n
i
(12.1) By, =0 Bjie
il
DEFINITIE. Puncgiile n“' 8e numesc componentele tensorului
BLGO‘.
12.2. PROPOZITIE. Tensorul lui Ricci este simetric, adicd
st i
o n
i i i
Ryp = E Rysp = 8 "Rgysp = 8 Rypyq 'El Rigy = Rpg
8=

12.3. DBPINITIB. O hipersuprafatd

£ U"'"Eme

se numegte hipersuprafatéd Finstein dacd existd o functie diferentia-
bild

At U+—=1R
astfol Lfudiv

(12.3) RJf: Agjl

12.4. PROPOZITIX¥. Orice suprafatd £ : U-s 53 este supra=-

fata Sinstein.
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Deacngtratie.

1 2 22

Ry = Ry o RS, 2 0f,) = 6PRy,, -
R212 L

dot(q,)

. 1 * K&,
1 2.
Rig =Ry =Biyo=68 Ry,

s b R &
aetieyp 2112 * k&),

1 1 &
‘az'f‘zu"]"m.z ‘m% Bz = e

11.5. EXSMPLE
11.5.1s Consideréam aplicatia
£ RP——CEpyyy

definitd prin

t(xl,....zn) = (xlo....xn, lixi +b) ’
unde 8)pecesdp b sint constante reale .

Bste evident cd imaginea aplicatiei f este un hiparplan.
Pentru orice indici i,j e {1,....n} avem :

813 = 514 v ajay
Deoarece coeficientii primei forme fundamentals sint con-

stantl rezultd cd simbolurile lui Christoffsl de prima i a doua speys
sint nule. Aceasta implicd

i
dec = 0
Rezultd

n
i
RJ@ :; Rdit’ 0
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Am obtinut deci B“ -A;“ yunde A= O « Resultd od hiperplanul

este o hipersuprafatd Binstein.

1l.5.2. Ne propunem sé& ardtém cd hipersferele din spatiul
euclidian (nel)-dimensicnal sint hipersuprafete Einstein.
Fie aplicatia

Ll a._“EMtA

definitd prin
% n 2
t(xl.....xn) = ( -zé'l- peeey "ér » P é:&- ) [
rev® rcav +
. m %
2, : x%)2 , r = const >0. Stim cé imaginea aplicatiei £

este sfera S5°(de razd r) din care scoatem polul nord. Am vizut in exem-

plul 5.10.3 oé coeficientii primei forme fundamentale sint

(1.353)

Simbolurile lui Christoffel de speta a doua sint date de

1] B ACHE LR FE SR )
wv-eh 1-15 . /Lveu:
r

VI NI
2x

= ét'xdxl -
(ltxvz)

5”:: o.')',’kxx? ) -

i i
ST Tt Sk Sp)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



239

el Ldel = laell3e]

2k
-_(—1::&?.(: 3#203!811-3 3“3 34311)

tesultd

.gk! - K38 (T:%s-)! - 3; a—%:)
iau

Rep = KL 6~ Tp 60
Je aiei obyinea

902 ce ne aratd ci hipersfera este o hipersuprafatd Einstein.

$13. {9) RT P
| GEODEZICE -

13.1. Pdoe £ : U—F

mea © hipersuprafatd si

= fex 3 I—-EM_M o curbd pe hipersuprafata f .
Fie X un cimp de vectori tangenti hipersuprafetei f (o

junctele curbei o = fex @ I——.-EMM, adicd X : I—--E;.,,d este o
plicatie diferentiabild astfel fncit X(t) e!o(t) £ 5 (¥) t€l.

rin derivarea obignuitd a acestul cimp de vectori, obtinem un cimp

e vectori %-&ﬂ- s de=a lungul curbei e(t) = £ « x(t), care, in

eneral, nu mai este tangent la hipersuprafata f. Pentru a ob{ine un
imp de vectori tangenti considerdm proiecyia acestui cimp de vector:
n fiecare punct al curbei pe hiperplanul tangent la hipersuprafatd in

cel punct .
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Notaa

%
ds

K7 10 RN (5]
Yo
unde
+1
Pry 1 Tocs) R — o)t
este proiectia ortogonald de-a lungul normalei K ox(t).

DEFINITIF. Cimpul de vectori tangenyi
Jx(t) se numest
dt

vata cov td a cimpului X(%

13.2. PROPOITIE. ¥ie X : I ——f . wun oimp de vectort

tangenti hipersuprafetei f i1 U—F Eniq 30 pnnotolo curbei o = £ o x,
dect X(8) = I8) £ kB € Ty T

unde X* 1 I ——R sint functii diferentiabile pentru orice
k € {1..0-,!} .

Derivata covariantd a cimpului X este datd de formula

3. THE L @5 o [ 5] Genite #Hee @) ,
, at J z*

unde |§J| sint simbolurile lui Christeffel de speta & doua ale hiper-

suprafetei.

Demongtratie. Derivind in raport ou %, din egalitatea

1(8) = X562 (x(%))
x

obfinea o

(13.2) LB iKoe  x(e)) « xBee L (x(eEd(w)
dt x xKxJ
Folosind formulele lui Gauss

s *les] faemg®

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



241

'din (13.2) obtinem

¢k k i .
(13.3) B L (@50 o [§] enrte) #ee xe) »

+ x%(e)xd(e) By 5(x(8)) B(x(%))

Proiectém aceastid egalitate pe hiperplanul tangent si obfinea

| e = v = ik
‘f pry ﬁ‘s)- —dtlm (X7(s) «

A RSOIE SOETON JRCIOP

13.3. PROPOZITIE. Pie X,Y 1 I—-f”M doud cimpuri de

veotori tangenti hipersuprafetei f : U—-EMM in punctele curbsi

¢ = feoex 3 I*EM-M 51 fie x-+-g, prima forad fundamsntald a
hipersuprafeyei. Atunci avem :

| (1308) S gy (X8, X(E)) = gyiyy( TR, y(e)
* Sx(t)(x(')o —ng )

5 8x(e) (X8, X(H)) = ¢ <X(8), W(B)> -

. < SX(E)

aY(t) S
2 TR Cx(y), SUAL>

axce) o |

= <pr,.%ﬁl L X(8) >+ <X(8), pry e X

=< SHEL v > <xwy, THRS

= 5!(3) (.%;ﬁil ' Y(t»# Sx(c)(x“)' M )

7/
a%
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13.4. DBEFINITIB. Fie X 1 I —-ﬁ;,A un cimp de vectori tan-

genti bipersuprafeyei I : U—=Emeq in punctele curbei c-1’-xxI+€»M

1 se numeste cimp de vector araleli de-a lungul curbei ¢ dacéd

(1}'5) .ﬂm = 0

i @7‘&_\“ o
Se mai spune od vectorul X(t) se transportd prin paralelism\pe curba

'(t) = f’x(t) .

OBSBERVATIL. Folosind (13.1) si (13.5) rezultd c& cimpul
) G I—-Emd este un cimp de vectori paraleli de-a lungul curbei

o= f e x dacd

(13.6)  £58) o | £ |xe)) xhe) i3e) = 0

Bouatiile (13.6) se numesc ecuatiile transportului paralel.

13.5. PROPOZITIE Fie £ : u——EnH o hipersuprafatd si fie

X, Y11 1 _"'EMM doud cimpuri de vectori paraleli de-a lungul curbei

¢ = fex « Atunci
(13.7) & (t) (X(¥), Y(£)) = const, (V)*GI

Demonstratie. Deocarece X $i Y sint cimpuri ds vectori
paraleli de-a lungul curbei ¢ = f o x, avem

(13.8) Juw) LX) o
Din (13.4) si (13.8) obtyinem
St Bx(r) (X(8), X(8)) =0,
adicd gy(oy (X(%), ¥(t)) = const.

- OBSHERVATIF. Foraula (13.7) ne aratd ca dacd X,Y

sint doud cimpuri de vectori paraleli de-a lungul curbei

¢ = fex atunci;
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i) <X(t) , Y(t)> = constant , (¥) tel

i1) JX(t) | = constant , |Y(t)]| = constant , (¥)tel
Din aceasti obeervatie reszultX ci intr-up trapsport paralel lupgimee
unui vector se p¥streszXi. De asemenea, rezulti oXf mmw
e stres 8 t el al vecto . ¢

13.6. TEOREMA (teorems transportului paralel), Pie f 1 U-—=(, 4
o hipersuprafat¥ gi o(t) = £+ x(t), t<(t,, ;] o curbd pe f, Atunci:

1) pentru orice Ioel'c(,‘o)f exist¥ up sipgur cimp de vectori

paraleli X(t, xo). t, €t €%, de-a lungul curbei ¢ ou X(ty, xo) =X
11) aplicatia
!o ¢ ,o(t')t _"Tc(tl)f
defipit¥ prin
o(Xg) = X(%y, X))

este un izomorfism liniar gi o izometrie in report cu produsul scalar

t de a amentals.

Demopstretie 1) Cimpul de vectori X(t) = X'(4)f ,(x(t)) de-a
b 4

lungul curbei o(t) = £ ox(t) este un cimp paralel dack
(2) Z%e) + [§,[(x(e) 0P = 0, xe{lyeinin]

Pentru obtinerea afirmatiei i) este suficient sX aplicdm teorema de
existentd gi unicitate a solutiei sistemului liniar de ecuat{ii diferen-
tiale (=), Solutia sistemului (x) determinatX prin conditia initiasld
X(ty) = X ve fi notat¥ prin X(t, X ), t <t <t .

11) Deoarece sistemul de ecuatii diferentiale (=) este limiar
gi la monditii initiale date, solutia este unicd, obfinem

X(t, aX, + bY,) = aX(%, X)) + BX(t, Y ) (V)a,peB, t&[t, ],
Rezultd

lig(aXy + dY ) = all (X)) + b c(!o),v a,b ER
adicX aplicatia |l ¢ ste linisrd.
Tinind seama de rezultatul de la 13.5, avenm

gx(t)(l(t, xo). I(t, xo)) = SX(to)(xo’ xo)

pentru orice t€ [to. tl]. In particular, pentru t = tl' obtinem
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‘x(tl)(“o(xo)' 1,(2g)) = 'x(to)(xo' X .

cess oe ne arstd ol [, este o isometrie in rasport ou produsul scalar
introdus de prima forami fundamentald g a hipersuprafegei.

In plus, din ultima egalitate ob{inem |°(x°) «0 X =0,
adick aplicatia l° este injectivi. In definitiv avem o injectie liniarid

: 2 f —= T ‘ ¢
Ie o(s,) o( ;)

fntre douk spatii vectoriale de aceeagi dimensiune n. Resultd ok | A
este isomorfism de spatii vectoriale.

13.7. EXEMPLE, Pie 01 el G, cele douk familii de gemeratoare
rectilinii ale paraboloidului hiperbolic de ecuaiie

1,2 2,2 3
SR

Ne propunem il determinim dreptele dim @, (1€{1,2}) cu pro-
prietatea of de-a lungul lor versorii dreptelor din 03(16{1,2}. JA1)

se trepeportd pria pu-loliu.‘ezx\n', - vafa/

8tim ci paraboloidul hiperbolic este o suprafatd riglati.

1 2 1 2
Dack notim -:—-*--le : -E-»*--sz.-tunciunn

ul - a(x* + 29) . u? = o(x? - ) - w = 2x'x?
Prin urmare, paraboloidul apare ca imaginea aplicatiei

2
£: R "E‘b
definiti prinm:

(13.9) 2(x},2%) = (a(xlex?), p(x?x)), 2xlx?)

Deoarece parametrii xl gi xz apar liniar, dreptele ce genereaszid

suprafate sint:
- B { ‘1;_.:1 - ﬁ?'é - "{i} }
u

> | 2 2 2 3
-8X -BX
02 = {!——— = lT = _2 }

Fie .ixleo1 (1€{1,2]). Avem:
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1

O (axt o at,-vxlevt, 2le) , ¢ jafox), 2toGhly)
¢ x

a o) = (ax? + at, bx%-bt, 21%) , dom toxyy xpa(ed)

Calculdm coeficienyii primel forme fundamentale. Pentru orico' s
= (xl,xz) €8° avea
£, (a,-v,25%) , £ - (ayb,2x%)

sn(x) =a® el 4(:2)2 " 512(:) = ‘21(’) » a2p2eaxly?

850(x) = &2 + b2 4 a(x})?

£:58 1,2

2 -2 3 |
gil(x) » ASe0%0aGx)° 120y | 21, bPmaleagls?
det(gy4(x)) det(gy4(x))

‘22(1) . 2% + b2 o a(x°)?
d.t(51j(!))

Fie xl fixat, deci am fixat o dreaptd dtlec'l . Stim cé

d Nd £ & oricare ar fi d , €6, .
xl xZ ’ x2 2

ad,Nd, = (ulouz, - bxlobxz. lexz)
x x

Cimpul de versori ai dreptelor din G, este

8 4 =b 3 2x® )
}[120b2¢4(x2)2 V':quzou(xe)z azobeou(xe”:

.

X(x?) = (

Observédm cd avem :

X(XZ) f—t ¢ l(x’)
32¢b2¢4(x2)2 %
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Dacd punem 1(x2) = x‘(:z)t 4(x) , atunci
x

11x®) = v ExP).='0
al . b20K12)2

Pe drespta d , luém ca paremetru pe 12. Tinind seama de ecuatiile
x

transportului paralel resultd cé ofimpul X se transportd prin parale-
lisma de-a lungul curbei d 1 dacd $i numai dacd oricare ar fi xz €R,
x

avem 1
(13.10) " ik(xz) 4 l:dl (xl(xz))x*ii(xz) =0 , ké{l.zf
unde l:d| sint simbolurile lui Christoffel de speta a doua ale suprafe-
tei (13.9). Deoarece
3@ .0, #GH 1, 2D 40, PGD =0
dan (15.10) obtinem 1@

22 o |}, 1 E2xtad) - o
(13.11)
ol @GN =0 , @ 2® er

Calculém simbolurile lui Christoffel de speta a doua |{2| i Ifal

Avenm i

Hzl (xl.xz) R C— (4 2 ( -2+b2) 5

dot(sid(x))
- 4:1(.2-b2)) > /
2 12 4 Vi Ry (201D 1D
1X°) B —— (a“+b“)=x“(a“-b
|12| ke det(gy 4(x)) [x = Zh )]

Rezultéd c& cimpul X este un cimp paralelrde-a lungul curbei d 1
x

dacd §i numai daca pentru orice 12 €R avea !
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-52 . tz(uaoba) - xl(uz-bzl =0
a“+b“sa(x) ht(gia(l))

xl(lzobz) - xz(az-bz) =0

De aici obtinem a = Db , it . O + Resultd cd& paraboloidul hiﬁorbollc
este echilater. Mal rezultd cid drolpen céutatd este prima bisectoare
a planului uwtOu? §

Illlz ’ \!’.0

Analog obyinem a doua bisectoare a plamului ol

‘1, -‘2 ’ u’ =0

15.8. DEFINITIB, Pie o = fex 1 I—=( . o cubé regulatd
pe hipersuprafata f : U-—rE,,lH. Presupunea cd curca e este canoaic pa-

rametrizatd. Curba ¢ se numeste geodezick a hipersuprafetei daci

cimpul vectortial tangent é&(s) este pu-nl-ol, deci dacd

Yis) , o
ds

13.9 OBSERVATIE. Deoarece avem &(s) = %i(s) ¢ 1(x(8))
x

ecuatia precedentd se scrie :
(13.12) £5a) » [ (x(a)) #(a) 1(8) 2 0

Beouatiile (13.12) se numesc ecuatiile diferenyiale ale geodszicelor

hipersuprafetei.

Deoarece simbolurile lui Christoffel de speta & doua sint inva-
rianti intrinseci, rezultX¥ ci geodeszicele unei hipersuprafete apartin
geometriei intrinseci a hipersuprafefei.

13,10, EXEMPIE, 13,10,1., Geode e e . Ne propunea

sd determinim geodezicele hipersuprafefei

Ly Bno——-?emm. f(xl....,x’) - (xl.....x“, lixi + b)),
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unde &) ec0,8, b sint oconstante reale. Decarece 513 = constant
(¥) 1,J € {1.....n },rolulti Iskl = Q. Folosind aceasta, ecuatiile dife-
rentiale ale geodezicelor devin

(13.12") i%(s) = 0

Obtinem x%(s) = a%s + BE te{l,....n}
Rezultd oé geodezicele hiperplanului sint curbele ¢ = fex definite
prin
o(s) = £+x(8) = (Ala + Bl,...,Ann+Bn,ln1A103151¢b)
§1 deci geodezicele hiperplanului sint drepte.

13.10.2¢ Considerdm aplicatia

- 9 | RZ-—-Eg
definitd prin
(13.13) t(xl.xz) = (a cos xl. a sin xl, xz), a>0,
Deocarece matricea
-a sin xl a cos xl 0
Jt(x) =
0 1

are rangul doi, rezultd cd f este suprafatde Se observd cu usurinté
od imaginea aplicatieli f este cilindrul de ecuatie

X2 + Yz = 12’
avind curba directoare un cerc situat in planul XOY i generatoarele
paralele ou axa 0Z.

Avena

txl(x) = (-a sin x! , a oos xl. o )

£ (x) = (0 T ML S
X
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Rezultd gu(x) = a° s 512(3) =0, gy(x) =1,
Simbolurile lui Christoffel de speta a doua sint date de I;.kl =0 .
Polosind aceasta, ecuatiile diferentiale ale geodezicelor devin

2 1yl
i) =0 @’ e) 2
k k k ’
De aici obtinem x"(8) = a8 ¢+ b , unde kc{l.zj, » Rezultd c¢ié geo-
dezicele cilindrului sint curbele 6 = f-x , definite prin
e(s) = (a eoa(alo kS bl) & -u(nlubl),nzl + bz)

Bste usor de vézut wld aceate curbe sint elice (dacd al 10 si a® 70,
cercuri (dack al # 0 g1 a° = 0) sau drepte (dack al = 0 g1 a° 7 CJ.
13.11. OBSERVATIE. Forma (3.12) a ecua}{iilor geodezicelor nu

se péstreazd la o schimbare de parametru. In adevidr, efectuind schimva-

rea de parametru 8 = P(t) , eu @' £ 0, avem :
i i L 2.1 >
F-fr LF.fpet.ge
dt ds
Rezulta
asap L S g
ds ¢'c at ?
Tinind seama de (15.15)’ ecuapiile (13.12) devin

gt 3. azk cp" i

X i dx¥ dx dx
(13.14) i-tT + ljk‘ox T a = (f’ T
Este ugor de vdzut cd& forma ecuafiile geodezicelor se péatreazi dacd
$1i numai dacd ‘-f’- 0, deci dacd $i numai dacd se efectusazd schimbdri

afinede parametru y adicd de forma
s = at + d ,
unde a §1 b sint constante §i a £ 0 .

13.12. OBSERVATIE. Pie o = fox : I —=£, , o curbd regu-
latd pe hipersuprafaga f 3 U"FMM' Presupunens cd curba ¢ nu
este canomic parametrizatd. Atunci se spune cd curba ¢ este gecdezicd
a hipersuprafatei dacd voctoruZTém si ¢(t) sint coliniari ,

(¥) ¢t €1,
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Prin urmare ¢ este geodesicd daod gi numai dacd existé o funotie
diferentiabild
At 1l —&

astfel ineitv
(13.15) I Law i
Tinind seama de egalitatea &(t) = F3(%) £ 4(x(8))
dia (13.15) obyinea
(13.6)  #() + |§4] e 2w B = 225w

Voa aréta od printr-o schimbare convenabild de parametru pe ourbd,
ecuatiile (13.16) oapété forma (13.12). In sdevdr, prin schimbarea
de paramstru s = P(¢) , ?/# 0 , ecuatiile (13.16) se transformi &

2.4 3 k " L i
L b 8 & - 250 &

Deci pentru a obtine resultatul dorit ajunge s& luim 2 ¢'- ¢’ =0
De aici rezulté

P(t) = S.L‘“)“u s 0y

unde C i (::l sint constante de integrare. Prin urmare ecuatiil
(13.16) capatd forma (13.12) dacd facem achimbarea de parametru

a=0 S-S'“‘)“ at + ¢,

De aici se ‘vede oé parametrul 8 este definit pind la o transfornma

8finé gi el se numeste aroul afiu al geodezicei.
Exersitiy. S& se determine geodezicele unei suprafete de rof

(oo (e se vedea [14] p. 276).

13.13. FROPOZITIF. Pie £ i U—Emiq o hipersupratats,

x, €V _5_{ loé‘r“xo)f o« Pentru € suficient de mio, existd o sinj

geodezicd
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o1 (-¢, &) —R2*1
o(s) = tox(s) , |s|<E
bu =
x(0) = x, g1 8(0) =X,
Demopstratie. 8e aplick teorema de existemtd gi umicitate a

lutiei unui sistem de ecuatii diferentiale, la sistemul de ecuatii

ferentiale (13.12) ale geodesicelor hipersuprafetei, ocu conditiile
tiale

|

I i . i
| 20 -2, o) axd

lmde
| X. = I:‘ rx"(x.)

§ 14. SUPRAFETE IN SPATIUL BUCLIDIAN TRIDIMENSIONAL g}

14.1. Reperul lui Darboux. Pie U o mult{ime deschisX in 52

i x:1 ICR —=Uo ourbX plan¥, Pie £ 1 U — Gb o suprafatd gi
c=fe.x: seclch --c(n)cf}. je(a)f=1, (¥)sel

) curb¥ trasati pe suprafa{li. Intr-un punct oarecare c(s) sl curbei
sonsiderim trei vectori umitari gi anume:

- veotorul unitar tangent e (s) = &(s) ,

- vectorul unitar N(s) = ¥ ox(8) normal la suprafati

- vectorul unitar normal tangential
e(s) = H(s) x e;(s)
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DEFINITIE. Reperul §e,(s), e(s), N(s)] se numeste reper Darbous.
14.2. Pormulele lui Darboux.

PROPOZITIE, Pis £t U—> €3 o suprafstd i fie

6=zfext 8l —o(s) = r(xl(o).xz(l))€ E;

o _curbd parametrizatd canonic trasatd pe suprafata f . Fie {ol(a).c(e).
N(s) } reperul Darbous intr-un punct oarecare o(s) al curbei.

Atunci avem formulele Jui Darboux

(14.1) #)(8) = K (s)e(s) + Ey(s)N(s)

(14.2) T Ms) = =K (s)e;(s) ¢ T (0)N(s) .

(14.3) H(s) = = Eg(8)e;(s) = T(s)e(a)

unde

(14.4) Kg(a) = <o(8), (o) + |1 xtan)zt)idane y(x(e)) >

g1(x(8))i%(8) g, (x(8))i%0
(18.5) T (s) = -

Vet Regy ol | b (x(a))ikGe) my(x(e))2 5y

(14.6) - Ey(s) = hyy(x(8))i*(a)x¥(s)

Demonstrajis. Deoarece vectorii N(s), el(a) 81 e(s8) sint

unitari si ortogonali doi cite doi, avenm :

e(s) = N(s) xe,(8) , N(s8) = e;(s) xe(s) , ;(8) =

= o(s) xN(s) , <N(s), N(s) > = <ey(8), 6;(8)> =

=<e(s), o(s)>=1, <K(s), 8,(8)> = <e,(8), e(a)> =

=<e(8), N(8)> = 0
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<0;(8), 6,(8)> =<N(8),H{8) > = <o(s),8(s) > =0
<N(8), 6;(8)>+ <H(s), 0 )(#)>=0 , <oy(s), 2(8)> +

+ <‘1(.)n e(8)>= 0 " <.(.). i(.)> ’<6(')p u(’))' 0

spriadm vectorii il(l) , 6{8) i N(s) 1in baza {.l(l)..(l).l(l)}!

61(8) = a(8)e(a) + by(a)e(a) + & (e)K(n)

|

(14e7) (87 = ay(8)ey(8) + Dy(a)e(a) + ex(8)H(s)
H(s) = a;(s)e;(8) + by(a)e(s) + o;(a)N(s)
jml.n (14.7) obtinem
| a,(8) =<e;(8), &;(8)> , ay(8) = <oy(8),8(8)>,
13(-) = <e,(8), §(s)> ,
by(8) =<e(8),8,(a8)> , b,(s) =<e(s),e(s)>,
v5(s) = <e(s), H(a)> |
c;(8) =<H(s), &;(8)> , o,(8) =<N(s), &(s)>,
o5(8) =<X(s), §(s)>
Bvident avem llnhzlo}ic » Byeay=0 , o +a;=0 ,
oy + Dy =0 . Dach notém K =By = =a; , Ky = o) = =a5, Tp = o, =
2 - b) , atunci din formulele (14.7) odjinam formulele (14.2), (14.2)

8§81 (l;#.i). S4 stabilim iIn continuare relaiile (14.4), (14.5) si (14.6).
Din (14.1) rezultéd
Kg(a) = <e(s), §;48)> = <e(2)y $x(8(s))> =

= <o(e) , G L (x(8)))> =
z

= <o(a), ¥(a)f ((x(8)) » ¥()t ; ((x(8))%%(2)>
x X
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§1 folosind formulele lui Gauss

44" |§3|txk +hy K,

obtinem (14.4).

Din relatia (14.3) rezultd : -
(14.3") T,(8) = = <e(a), K(8) > =<o(e) xK(a), H(e)>

In plus avem t

£ ,(x(s)) xfxz(x(a))

14.8) - 1 =<K(s), N(8)>=(E '
M g B <;txl(x(a))xrxz(x<s>)l

N(8)> =

- L <21 (x(8) X 1 5(x(8)),8(s)>

fdot 'sia'(’('))l x

Dacé notédm D(s) = det lsid(x(a))l , din (14.3') 5i (14.8) rezultéa :

T (8) = —he=Co;(a) XB(8) H(8)> < 1 (x(8)) » £ ,(x(8)),N(8D=
D(s) b x

=

HQEAOIHON I EC O ACIONE O

1 1 2 3 "
s = | W ) P £)(x(e) Lpxa) ¥(s) | =

fls) #2(e) W) | 22 (x()) £2,(x(8)) ¥3(s)
X X

<e;(8) ,fxl(x(s))7<e1(s) .fxz(x(e))><el(a) WN(8) >

= b | <NC), 2 1 (x(8))> <N(8),2 H(x(8)) > <N(s),N(s) > =
x x

D(a)
<K(8),f 1(x(8))><N(8),f ,(x(8))> <N(s),N(s) >
X x
{e(s), fxl(x(s))> <é(s), fxz(X(s)) > 0
s b 0 =
5 0 3

CH(e) 4 £ ) (x())><NCsly £ ,(x(8))> 0
X X
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CEMaE ((x()), £ (x> £ (x(8)), £ ,(x(a))
X X x x
L =] =
D(s)
(iJ(l)li(z(s)). £ (x(8))EIN (x(s) , £(x(8))>
x
8,4 (x(8))3t(s) 8,4 (x(8))x (s)
. i
[ D(s)
by 4(x(8))x%(a) By 4(x(8))5(s)

Am obtinut deci formula (14.5). S& stabilim acum formula (14.6). Din
(14.1) obtinem :

Ky(s)  =<N(8), 6,(8)> =<N(e), 4= (G5(o)f L (x(8))> =
z
=<N(s), #9a)t ((x(a)) + P [ ]| (xtane (x(a)) »
x x
+ B (x()N(8) > = by (x(8))x'(a)3¥(s)

14,3, DEPINITIE. Considerdm functiile Ky T,, Kl —— R

definite prin formulsle (l4.4), (14.5) §i (14.6). Kg(a). rs(s) 81 Egls)

se numesc respectiv, curbura geodezicd, torsiunea geodezicd si curocura

normald ale curbei ¢ 1in punctul c(s).

14.4, DEFINITIS, Se rnumesc linii de curburd ale surrafatei

curbele de pe suprafafd cu proprietatea cd in orice punct 2l lor torsi=

unea geodezicd este nuld.

OBSBRVATIB. Tinind seama de (14.5) obtinem ecuatia difsren-
tiald a liniilor de curburd

gli(x(s))ii(s) gzi(x(s))ii(a))
(14.5) =0
hlk(x(s))ik(s) :?k(x(s))i‘(s)
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14.5. YROPOZITIR. Considerdm o suprafafd de rotatie :
f1(at,5%) eV =2}, 2)=( @ (x)c0ax?, P(x))s1nx?, wix)) €6,

Dacdé f nu are puncte ombilicale, atunoi liniile de curburd sint

curbele coordonate ale suprafetei.

Demongtratie. Vom folosi ecuatia diferenyiald (14.5') a li-
aillor de curbura ale unei suprafete. In cazul nostru ecuatia (14.5')
devine
€,(x(8)) E,0(x(2))
(14.5%) 5'(e)i%(s) = 0
' By, (x(8)) B,y (x(8))

Deoarece suprafata datd nu are puncte ombilicale din (14.5") obtinem
curbele x = i? (=const.), 2 = K (=const). Prin urmare liniile de

curburéd sint ocurbele coordonate ale suprafefei.

14.6. PROPOZITIE. Fie f : U*EB o suprafagéd si fie

¢ s fex 1 ] —— E; 0 curbd trasatd pe suprafata f. Presupunem cid

curba ¢ este in poziyie generald. Urmdtoarele afirmatyii sin% echiva-
lente ¢

(1) o este geodezicéd.

(4i) Curbura geodezicd in fiecare punct al surbei este nuli.

(411) KNormala principald in orice punct al curbei ¢ coin-

oide cu normala la suprafatd in acel puncte

(iv) Planul oeculator intr-un punct oarecare al curbei este

perpendicular pe planul tangent la suprafatd in acel punct.

Demopstratie. (1) —=> (ii) Stim c4 3

Kg(e) = <o(8), () + |15 e )id o)t (x(a))>

§1 este evident céd dacd curba ¢ este geodezicld atunci Ks(s) =0,

oricare ar fi s€l .
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(11) ==» (1) Deocarsce <e(s3),N(8)> = 0 , rezultd cad
.(') € Tf(l(l))t .

1

Din egalitdtile 1

<o(8)y0;(8)> = 0 (<o(a)((a)s ‘;Jl(z(s))il'(x)i'i(l))f!k(x(u)»
= 0 ) -

Rezultd cd existd o tn.noﬁo 9' $ I —=R astfel incit

E5a) + |'{,|<z(-))x‘*(.)iks))zxk(xca)) = q(8)ey(e)

Din egalitatea ﬂel(s)l =1 , (¥) s €1, obtinem :

(1“09) <.1(5)| ,‘1<3)> =0 y (¥) sel,

Avea : (e (s), 51(5)> =<e,(8), 3(s)> -<01(o).'ik(|)t K(x(8)) +
X
+ 30| y| xtant ((xe)) + 5 ()iN0ny yCxCa)m(8) > =
ORI ORI SOOI OIENCIOIE
=<e;(8), q(s)e;(8)> = q(s)

Am obyinut <e,(s),6,(8)> = q(s) oricare ar fi sel .
Folosind formula (14.9) rezultd q(s) = O,oricare ar fi s€I , adicd

i5(s) + Iidl(x(l))ii(l)ij(l) =0,

eeea ce ne aratd cid curba ¢ este geodezicd.
(11) == (iii) Din Ks(n) = 0 pentru orice s€Il obyinea
il(') = x'(l)l(‘)

91 folosind prima formuld Prenet rezultd K (8)ey(s) = Ey(s)K(e) ,

(i11)=> (11) Decarece normala principald in orice punct
al ocurbei o coincide cu normala la suprafatd rezultd cd exista o
funcyie a 3+ I-—R astfel incit e,(s) = a(s)¥(s) si folosind prima
formuld & lui Prenet obyinez
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e’l(a) s Kl(n)l(n)l(!),

unde ll(s) este curbura curbei o. Inmultind scalar ultima egalitate
cu e(s) obtinen <51(l),o(a)> = 0, adicd Ks(a) = 0 oricare ar fi
s€l i deci curba o este geodezicid.

(141) &> (iv) GBvident .

14.7. EXEMPLE.

14.7.1« Ne propunem s8éd determindm geodezicele suprafejei :

£ (xl,xz)f(- ;.{) x R ——-»f(xl,xz) = (oosxlcoaxz,ooaxleinxz.
sin xl) e 53

Este ugor de vdzut cd imaginea aplicatiei f este sfera
unitate 52 din 55 din care scoatca polul nord i polul sud. Vrem
sd determiném ourbele

ox2ex1: s€l ——o(s) = £(x(s8)) e &,

care au proprietatea cad normala principald coincide cu normala la
suprafatd. Avea 1
4 1(’) ’fxz(x)
N s
x) x X
I xl ’ x2 "

=z - f(x)

Rezultd N(s) = Nex(8) = =fex(:) = =a(s). Notdm e,(8) = c(s).

Din prima formuld Prenc¢’ rzzultd cd vecicrul normal principal este
coliniar ou vectorul ;1(5)‘ In definitiv vrem s8d determinadm curbele
c(8) = fex(8) care au proprietataa cé vectorii 61(5) si c(s) sint

coliniari oricare ar fi s €I , adicéd existd o functie diferentiabild

Q1 I —R
astfel inoit

é,(8) = q(s)e(s)

Inmultind vectorial cu c(s)l obyinea :
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c(s) lil(a) =100 o

sau

o(s) xc(s) =0

Ultima egalitate se scrie %;(o(s) x¢(s8)) = O sau o(s)xc(8) = v,

unde Vv este un vector constant. Rezultd cd vectorul ¢(s) (cu ori-
ginea in O0) este perpendicular pe un vector ¢constant Vv oricare ar fi
8 €1, Aceasta ne aratd cd extremitatea vectorului ¢(s) descrie un
cerc mare sau un arc de cerc

mare. Prin urmare, §cod¢z_-

cele sferei sint cercuri mari.

l4.7.2. Pe sfera unitate 82 din Eé se considerd un trie
unghi curbiliniu ABC, ale cérul laturi sint arce de cercuri mari. Vom
ardta cd prin transport paralel de-a lungul laturilor triunghiului geo-
dezic ABC, orice vector tangent la 52 8e rotegte cu un unghi egal cu
A +B 4 C=4 = aria triunghiului ABC , unde A,B,C sint unghiurile
triunghiului sferic ABC.

Pie v un vector tangent in punctul A la sfera unitate 52
din Eb'

Transportdm prin paralelism vectorul

v de-a lungul arcului de cerc mare ACy §i obtinem in C wun vector pe
care~l notém Vvge

Transportdm prin paralelisa vectorul Vo de=a lungul arcului

de cerc mare CB s$i obtinem in B un vector pe care-l notam vg.

Transportdm prin paralelism vectorul vy de-a lungul arcu=-

lui de cerc mare BA i obyinema in A un vector pe care-l notém v,.

Fie tle.TASZ vectorul tangent in A la geodezica AC. Tran-
sportdm vectorul tl prin paralslism de-a lungul arcului de geodesicd
AC 5i obtinem vectorul tiéETCSZ tangent in punctul C la geodezica
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AC. Fie t€ rcsz (resp. t}eTBsz) vectorul tangent la geodezica CB

(resp. BA)« Transportdm prin paralelisa vestorul ¢, (respe t5) de-a
lungul arcului de geodezicd CB (resp.BA) gi obtinem vectorul
t5 s'rssz (resp. ticTAsz) tangent in punctul B (resp. A) la geodezica

CB (respe CA) .
Dacéd notém u = #(tl.v) = 4 (ti,vc) , atunci avem @

$(5y07g) =K (8508)) + £ (8),vg) == (F-C) 4 u=
= U+ C-fl4'-(téo VD) ’

*(‘B'tj) = 4(‘8'{2) ’4(;&.‘;) = (r. ue-_C)+ (f-B) =

st-B‘-C-ul #('A'va) '

4.(v‘.t1) =4(v‘.t'5) + ¢(t'5,e1) = (27-B & C = u) +
¢+ (F-4)=23F-r-B=C=1
Deoarece avem
Fvyvy) ¢ £ (vt) ¢+ $(5,W) =27,
rezulta
$(vyv) + BGF =AL-B=-C=-u)+u=27

§1 deci
4(v.v‘)-l +4B+C-T.

Sé& demonstrém acum cd aria tr ABC = A + B + C = 7

Fie A' simetricul lui A fatd de centrul sferei. Notém
S, = aria ABA'CA. Analog notém Sy g1 Sj. Fste clar c¢d S, = 24 (de=-
oarece sfera unitate are aria 4-751 poate fi consideratd corespunzind
unghiului 2 #intre doud cercuri mari).
Avem

SAQSBQBC=2(AQBOC)

4% + 4 aria tr ABC = 4(A + B « C)
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Rezultd :
aria TreABC = A ¢+ B + C = 7

14.8., PROPOZITIZ, Fie f : U-= £, o suprafagé si fie

0 afox :-el—aoh)ef5 ’ léu)l;l.(xhez

o curbd pe f . Curba ¢ este linie asimptoticd a suprafefei dacd si

numai dacd curbura normald a curbei ¢ ss anuleazd in fiecare puncs

al curbei.

Demonsgtratie. Se folosesc relatiile (14.6) si (6.8)

14.9. PROPOZITIE. Fie £t U —e E} o suprafatd

i) Dacd o geodezic& este linie de curburd, atuaci ea este

curbé plané.

ii) Dacd o geodezicé& este linie asimptoticé , atunci ea
este dreapté.
Demonstratie. Fie {el(s), e(s), N(s)} repsrul lui Darboux.

Vom folosi formulele lui Darboux 3
él(s) = Ks(s) e(s) + Ky(s)N(s)
é(s) = - K (8)e)(s) + T.(a)N(s)
N(s) = = Kg(s)ey(s) = T (s)e(s)
i) Deoarece
KS(B) =0 si Tg(s) =0 ,
din a doua formuld a lui Darboux rezultd

e(s) = (et,ai,ez) = const.

Deoarace <e(8),8,(8)> =0 si e,(s) = é(s) = (x(8),%(8),2(s)),

obtinem @
esx(s) + 053(a) + e2i(s) = O

sau
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o:x(-) + oiy(-) + Cil(l) = k (= const.),

ceea o©e¢ ne aratd cd ourba ¢ este curbd pland.

i1i) Din prima formuld a lui Darboux rezultad 01(5) = a

(sconat-), deci c(s) = as + b (b = const.), ceea ce ne aratd ci curba
o este 0 dreaptd . =

14.10s Am definit mai inainte curbura normald Ey(s) a unei

curbe parametrizate canonic ¢(8) = £ex(s) prin formulas
Ky(e) = byj(x(s)) ¥'(a) ¥3(a)

Daca oonﬁidcrﬂn curba ¢ parametrizatd arbitrar, atunci avem

by (x(8) ¥()Fd ()
By 5(x(8)) #()5(x)

Ky® =

Ultima egalitate mai poate fi scriséd sub forma

II‘(t)(a(t) »0(%))
Iy e)(o08),6(8))

Ey(t) =

unde 8(t) = x*(8)2 1(x(8)) €Ty 24y 1o
x

Piind dat un punct pe suprafatd, prin acest punct trec o infinitate
de curbe situate pe suprafatd. Fiecdrei astfel de curbe i se atageazd
o curburd normaléd, deci unui punct de pe suprafatd i se atageazd o in-

finitate de curburi normale. Vom ardta ca mul{imea acestor numere sste

marginiva superior si inferior.
Mai intii amintim faptul cd fiind dat un vector nenul

IeTf(x)f s 8xista o curbd trasatd pe suprafatd care trece prin punctul

f(x) si care este tangentd vectorului X .
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DEPINITIS. Pie f: U —=£3 o suprafaté. Un vector nenul

X €’!‘(x)t 80 numeste vector principal al suprafetei inm punctul f£(x

dacé reprezintd o valoare stayjionara a funcyiei

$: 2x)t — R ,

definité prin

II_(1,Y)
gC1) e

x »

Numérul real g(Y) 86 numeste curbura normald a8 suprafetei in punctul
£(x) dupd directia vectorului Y .

14.11. PROPOZITIB(RODRIGUEZ). Fie f :+ U ——£3 o supra-
fagd 51 fie X € Ty f, X 4 0.

Urmdtoarele afirmatii sint echivalente :

(1) X este vector principal al suprafetei inm punctul f(x).

(i) X este vector propriu al aplicatiei liniarel, a lui

Weingarten.
Demonsgtratie. (i) =—> (ii). Fie s si ) & componerntels
unui vector I € Tf(x)f relative la baza canonicéa { 4 1(x),f 2(x) }
x x
a spatiului tangent Tt(x)r .
Avem
By, (01202, ()12, (1) (13)2
812 (D (X028, ()Y Y20k, (2)(¥9)2

(14.10) g(xir 4(x)) =
b 4

Conditiile de stationaritate care definesc un vector principal X »L
AL

(14.11) aﬁﬁ-(x) = 0, f—y% (x) =0

Tinind seama de (l4.l0) conditiile (14.11) se scriu
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(b (0x} + by, (0X%) 1(X,X) =

(8, (0x + ), (1XP)II_(XyX)

*

(hyy (X By (0X3) 1(X,X) =

(83X} + g5, (XTI (X,X)
Ultimele sgalitati pot fi sorise sub forma

(14.12) B ()X 1(6,0) = gy (XTI (X,T)
unde k € {1.2 } .

Deoarece gvem

By (oxt = SHEINCT ‘x1("’)xi = T1,(2 (0, 1),

Balmxd = I, (2 (2D, £ (a0X} & 102 (0D, T)
X x P 4
ecuatiile (14.12) devin
(14229 T0(f (x), X) T(X,X) = I(f (), X) II (X,X), ke{1,2]
x X

$i tinind seama de faptul ca& X este vector principal, obtinem
I, (2 (004X = I08 (3, X) ), kefr2j
sau

(14.13) B Gox* = g 0 X gD . ke {1,2)

Dacé inmulyim (14.13) cu 8‘3(,): 3(1) i sumdm, ohtinem :
x
ad(x) £ ;(ox* = § (XX
x

sau

(14.24) L (D = §QOX
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Din (14.14) vedem cd I ests vector propriu al aplicattei Weingarten
Lx'

(13) =2 (i), Din (14.14) 50 obyine ugor (14.13). Din
(14.13) rezulta

(14.15) I1,(Y,X) = I,(Y,X) 3 (X;, () 1 e ’r(x)‘

In particular, pentru Y = X , din (14.15) rezulta
] 1I_(X,X)

(14.16) $2) = e
¢x(x,1)

Din (14.15) $i (14.16) ob%inem

(14.17) IIX(I,X) Ix(l,x) = Ix(!,x) IIx(X,X),(¥) IEZTr(x)t.

In particular, pentru Y = f ,(x) , unde k e.{l.zf,din (14.17) se
x

obtine (14.12'), ceea ce reprezintéd tocmai (l4.11). Prin urmare X

gste vector principal al suprafetei in punctul f£(x).

14.12. OBSSRVATIE. Sste ugor de vazut céd curburile normalse
corespunzatoare vectorilor principali sint curburi crincipale ale su-

prafetei.

14,13, OBSERVATIE. Din (14.4) vedem ci curbure geodeszicd a
unei curbe pe o suprafetd face parte din geometria intrinseci & supra-
fetei. Din (14.6) vedem ci curbura normali a unei curbe pe o suprafati
nu face parte din geometria intrinseci a suprafetei.

14,14, EXERCITIU, SX se demonstreze ci dacd o linie asimp-
toticX & unei suprafete este linie de curburi atunci ea este dreapti.

INDCICATIE, Se folosegte a treia formuld s lui Darboux.
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$ 15. TEOREMA FUNDAMENTALA A TEORIEI
HIPERSUPRAFETELOR (BOKNKET)

15.0. Am viisut of fiind datX o hipersuprefati £ 1+ U _“Emﬁ "
putzxy asocia scestei hipersuprafete functiile diferentiabile
LT U ——8 ((u = coefiocientii primei forme fundamentale),
h st U —-—=R (hu = coeficientii celei de-a doua forme fundamentale)
gt ot aceste fumctil verifici ecuatiile Gauss

Rogel = Byyhyp - Bythyy

3! ccuatiile Codaszi-Mainardi

2 b ) l a
- 4 = +
33 13 "rk 33

unde |L i (respectiv l“k!) sint simbolurile lui Christoffel de speta a

r
uln'i ’

doua (respectiv simbolurile lui Riemann de prima spets) comstruite cu
s jutorul lui ‘13'

15.1. Am vidzut o ecuatiile lui Gauss gi ecuatiile Codazzi-
“ainerdi sint echivalente cu conditiile de integrebilitate pentru
sistemul de ecuatii

-« | K
£, \1J| £y hyy
k
¥ = - h, ¢
x 1.
Apare maturali problema lui Bonnet: Dindu-se 844 sl hlJ putem sf deter-
minim o hipersuprafatd f care si admitX pe &y si l:j_J drept coeficientd
primei forme fundamentale gi respectiv ai celei de-a doua forme funda-
mentaie? DacX existi o astfel de hipersuprafatf, in ce conditii ea estd

unici? Kispunsul le eceastX problemZ este dat de teorema de mai jos.
15.2. TEOREMA LUI BOKNET (teorema fundamentalX a teoriei hipers

suprafegelor). Fie US R ¢ multime deschisX, stelat¥ ir raport cu oris

Eines. Presupunem date functiile diferentiabile
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Byt U —B8,b, 1 U—R, ,je{lccun}

‘u L 8,1 ’ hi’ = 511 » Batrices (‘11(1))1‘1’3“
» ()xeU. In plus, mei presupunem of &, oi Xy,
=i n‘:l' Bkl
;“. Atupcit

1) existd o hipersuprafatl paremetrizaty f : U —=F astfel

M4
inels ;4 sint coeficientii primei forme fupdementale, ier by, piat
8 () (] 8=8 & .
11) doul hiperswrafere £+ U —=f, gi T U —€ , care
8u pe 84 (respectiv hiﬂ) ept coeficie a 8
ele e-a doua) forme diferd t ) e
& e |3 ad 8xis me I e

3 ‘EM+A b 7T
estfel fpolt f=B-f.
Demopstratie i) Cu ajutorul func{iilor date &40 hij construim
functiile diferentiabile hf * Iijl : U —=—R, prin
k _ ki ry) .1 rx 58 8y 2844
uf - gny, , [§y] =36 ‘3;‘13‘8:4 g il
unde gk"g“ = é: .
Vom considera sistemul de ecuatii cu derivate partiale comsti-

tuit din formulele Gauss gi formulele Weingarten
x |
b 4 = 4 |
L H X ¥ Byy
k
B, =-h ¢
= 1Tk

Acest sistem este de ordinul al doilea in raport cu f gi de ordinmul

intii in report cu N, Punind £ 4 = £, , 16{1,...,!:}, acest sistem
x
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devine un sistem de ecuatii cu derivete partiale de ordinul intii

ot
(15.1) ;} . ];‘J] f s hyy B

=) | k
sy 2--afyr
urde fyse00fy o W1 U —-EMH sint func{ii vectoriale necunoscute, -

i Je{lyuo-.ﬂ}o
Conditiile de integrabilitate pentru sistemul (15.1), (15.2)

azf,_ azti % a%
saxdax* oxfaxd ' axlaxd axloxt

2int echivelente cu ecuatiile Gauss gi Codazzi-Mainardi, care sint

satisfécute datoritf ipotezei. Conform teoremei lui Frobenius

(vesi [‘5 o]. 2, p 4) oxist® o unicX solutie (fl.....rn. N) e sistemului
(15.1), (15.2), satisf¥cind anumite conditii initiale date

(1503) ri(xO) - xi. 18{1,...,‘}. '(xo) = no (xo fixat in U) )

unde valorile initiale 11,...,1n. lo au fost alese astfel incit si avem

(15.3) <X X;> = gy (x,), <Xy, B> =0, 4,3€{l,ccuun} INyI1=1,
iar reperul{xl,....ln. 'o} s&% fie pozitiv orientat. Observim

cd conditia <Xi, 11> = 513(10) poate fi scrisi¥, deoarece matricea

(51.1(:'.0))1 <i,d¢n este pozitiv definitX datoriti ipotezei.

Deoarece 813 = 5“ , rezulti lli‘jl = |§1l gl folosind egali'té-

glle nij - nji s @in (15.1) obtinem

at t
—j--z—x-} T OF 11 ¢ PRYORR '

ceea ce ne sratd cd forma diferentialX fi axt este inchisX.
Fie X, € Enqy

T Definim aplicatia f : U — EM+ prin

A

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



269

x
i
£(x) -S ti(x)dx + X,
%o
tim c¥ U este deschisi, stelati in raport cu originea. Decarece forma

iferential¥ f,dx' este inchis, rezultd of integrala de mal sus este

Pdopondenti de drum (vezigo] Pe 394), deci f£(x) este bine dofinitl.
Vom demonstra ci aplicatia f : U »-65,,{ este hipersuprafatid

|larametrizatd gi ci &gy (respectiv hij) sint coeficientili primei (res-

lectiv celei de-a doua) forme fundamentale a lul f., Pentru aceasta

ntroducem functiile diferentiabile
‘id .‘1.‘1 U —=R ’ 1.:‘{1...-.‘}

rin L
15.4) 113 - <r1,r3 RIS 0 PANR LIRS B e

'inind seame de (15.3) gi (15.3') avem

15.4') ‘1’(x°) - ‘13(!0) ’ Ai(xo) =0, ‘(xe) =1

'inind seama de (15.1) si (15.2), din (15.4) obtinem

EY
P ‘Ik‘ Arg + Byhy + | Jxldir + Bydy

24
;;‘i = | Teldp + Byd - BT Ay,

=2 r

- i b

olosind identitdtile lui Ricei (8.,15) constatim cX acest sistem admite
olutia

A A, =0 , A =1

i
ceast¥ solutie verificX gi condiftiile initiele (15.4'). Din urnicita--

13 = 814 ’

olutiei obtinem

15.5) <ti ’ fJ > = B4y
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(15.6) <t, ,E>=0

(5.7 <N ,¥§> =1

Stim of matricea (‘13(’))1( 1,5¢n este nedegenerats, (¥)x eU. Rezultd
ok rang(gyy(x)) = 8, (MU, Pio £ = (g1, ™) g1 110 T3 (0)
transpusa matricei

fi(’) Y f?’l(x)

Jf(x) - e o o o e o 0 o 0
1
’:(x) * s e f:’ (x)

Am vizut la 2,3 c¥ avenm
To(x) a0 = (<2,(x), £,(0) = (gy4(x)

Rezulti rang J‘(x) TJf(x) = n, De aici obtinem rang Jf(x) = n, adicX

aplicatia f este o imersie, Prin urmare f : U —-%;M este hipersupra-
fatd parametrizat¥. Rezulti cid vectorii fl"”'fn sint liniar indepen-
denti. Din (15.6) gi (15.7) rezultX cX N este cimp vectorial unitar,

normal hipersuprafetei. Rezult¥ cX vectorii fl(x),...,fn(x), N(x) sint
liniar independenti (¥)x €U, Folosind aceasta obginem A(x)#O,(V)er,

unde am folosit notatia
o= det(rl,...,fn. N)

Deoarece reperul{ll.....ln, Ho} este pozitiv orientat avem A(xo) > 0,
U fiind stelatX in raport cu originea, rezult¥ ci U este conexi. Stim
¢X functia ¥ ——A(x) este diferentiabilX. Rezulti of functia x-—-—aAa(x)
este continuX. Prin urmare avem A(x) >0, (¥)x€U, Rezulti c# reperul
{rl,....rn, N j este pozitiv orientat. Deci {fl,....rn. H} este reperul

Gauss asociat hipersuprafetei f.

Din (15.5) avem cX 813 sint coeficientii primei forme fundamen-
ot a1y
tale. Din (15.1), unde £, = -==3 , obtinem hy, = {—=% , §> , dect
. X 3 ax'j

h:'_J 8int coeficientii formei a doua fundementale.
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11) Pde £ : U —"EMM hipersuprafata obfinutd le punctul i),
eterminatd prin conditiile initiale lo, X,,,..,In, ’o gi fie

1 U —-"EMM o eltd solutie obtinutd ca zei sus, determinatid prin
onditiile inigiale X, X ,...,X , ¥ . Aves

<Xy, x:> = <1, xJ > = ‘13(‘9) ’
<X, B,0 = <X, X, > =0, [N I=IN]=1

Decarece {11.....1!’, 'oj 3 {il"“'in' i° } sint repere ale
;-pqiului EMM fn pumctul X« f(xo) gl respectiv io = ;(xo). rezultd

ck existX o izo.- trie B ‘Emt asttel incit si avea

4 " Emry

(15.8) B{X ) = ¥ nxi-i1 JRE =X , 1€{l,ccca} ,

° "o’ °

‘e R = e~te componenta ortogonali a izometriei B,

%X,

Deoarsce reperele {xl,....xn. ’o} sl {il""'i

2 'o} sint posi-

tiv orientate, rezulti ci izometria B este proprie. Pie {;1....,;‘. i}
reperul Gauss asociat hipersuprafetei f. Functiile fi gi ¥ verificd
sistemul de ecuatii cu derivate partiale
- 4 ~ ~
%x-}- l,’f:] f ¢ by ¥
{15.9) o
EX k i,'k

———I--h
3x 1

Observidm cX¥ avem egalitiyile

SR%, d 28 _p 25
= R —4 = R
3 ax ' ax g

— - (@) = AR o) (o)) = By (q) * (4F))xl0y) =
st
Re(ar) (o) mR —F (2,
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3(R ¢
-—(5:{!1 (x) = a(R*K) (0,) = &Ry ;) *dH (v,) =

«Redi (v,) =R -z—:-{ (x)

Aplicind R, din (15.1) ¢i (15.2), se obgine
aRg, o
a—;‘-lul R, + by RE i

%ﬁ'x--hiifx

Pin (15.9), (15.10) gi (15.8) vedem cX fumctiile ?1""’;11' il', respectiv

{15.10)

ltl.....lf.. RE verifici ascelegi sistem de ecua}{ii cu derivate parjiale

cu exact aceleagi conditii initiale in punctul xoeu. Din unicitatea
solutiei avem .

R, = 1, , ‘RN =% , 1€{l,...,n}
Pentru orice x€U avem '
x x
£(x) = S ?‘(x)dxi 0 i,o - ‘ Rt‘.(x)tlzi + i‘o -
%o %o

x
-S )] "1(1)‘3* $ ilo =

= (Bof)(x) = (Bet)(x,) + X, = B es(x)
Resultd ;- Bef, LI
Q.B.D.
Opeervatie. Teorema lui Bonnet rémine adevirati intr-un cadru
mal general gi anume luind multimea U simplu conexX¥ in loc de stelatd

in report cu origines. Demonstratia teoremei in ecest ¢az nocesitd umele

cunogtint? noi de analizd gi topologie care nu au fost invitate in
anul I.
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CAPITOLUL IV
VARIETATI DIFERENTIABILE

§ 1. Definitia variet¥tif diferentiabile.
1.1. DEPINITIE, Pie M o multime pevidd, Prip C*-atlas de tip

R® pe M intelegem o familie
A-{(v‘. n) | .eAj .

unde A este o multime arbitrard de indici, U,c M, (F)a€A, jar
h, ¢+ U, — B"
este aplicatie injectivi, (¥V)a€A, astfel fncit
ap g -x,
(43) n, (U, N U,) este e chis B (¥)a,bE4 ,
(43 mmm 8,b€A oy U, NU, 4§, aplicetia

=1 n
hyeh ™ ¢ h‘(U‘n Ub)'—. [

este_difereptiabil¥ de clasX Ck.
1.2, OBSERVATIE i) Elementele lui A se numesc hirgi (de dimen-

siune n pe M).
i11) Aplicatia hb' h;l se numegte aplicatia de identificare
pentru U, gi Uy (sau schimbare de hart¥).

iii) O reprezentare intuitivi a definitiei Ck—utluulul de tip
R® pe M este dati de figurs de mai jos:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.3. PROPOZITIE, Pie A = {(u‘. hy) | €4} cX_atlas de tip R®
pe M. Atunci
1) b (U,) sste mulyime deschisX ip R" , (V)aed

11) aplicatie
-1
hyeh "1 b (U N Ub) —= h, (U, N ub)

este difeomorfism de clasi Ck. (¥)a,beA.

Demopstratie. 1) Stim cX h (U, N Ub) este multime deschisX in
&®, (¥)a,b€A, In particular, pentru a = b obfinem c¥ h.(U.) este mul-
time deschis¥ in RZ,

i11) Este evident cX hb(U.ﬂ Ub) este multime deschis¥ in R®
gi ci aplicatia

-1
Bge Byl t By (U, N U) —= b (U, NU)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



275

este diferentiabilk de clasi CX, Compunind functiile h, e by gi b «hbyt

obtinem transformerea identici, deci aplicagiile hy e h;l gi b e h;l
sint inverse una alteie. Cum ambele aplicat{ii sint diferentiabile de
clask CX, rezultX ci hy ¢ h;l este difeomorfiem de clesi CF, .

1.4, PROPOZITIE, Pie & = {(u_. h,) | se€d}im c®_atlas'de tip
R® pe M. Exist) T ) 2(M) (cuP(M) am notat familia pirtilor lui M)
cu urmitoarele proprietiti:

1) T () este topologie pe M
1) U, eFW) , (Peear

1i11) splicatia
B, + (U, 5"(.»)\“‘) —= (B,(U,), I
este un honeonorngl (cu 9 am notat topologia spafiului L)
iv) T (&) este unici cu proprietdtile 1), 1i) gi 1i1).
Demonstratie. Lulm prin definitie
F(a) = {Ve?(l)]h.(v nu)e g, (Paea}
1) Ardt¥m cX T (A) este topologie pe M.
Fie (vi)ieI o femilie de elemente din J (A), deci
B (V,NUYE T, (Vaek , (M1l
Deoarece avenm
(G FARIR R B (Jvn ) - 1L‘:'le;.wir'\ ve s,
rezulti L3 v,E T,
i€l

Pie V), V,€ T(A), dect b (V, N U, b (VN T)E G, (vYeei.

Deoearece h. este injectivd, avem:
(VN V) N U = b (v, NUNN BV, NUDe T,
Rezultd cX V, N V,€ T,

Din h (F NU.) = n, (f) = g€ T, (¥)a €A rezulti ci fe T (1),
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276 :
Din h (MO U)) = b (U)eT, (Vlacd, resultd ok HET W),
Prin urmare J (A) este topologie pe M.
i1) Deoarece u.(ubn u.)e 9, (¥)a,b&A, rezultd of UbC?(A),
(¥)ve A, ;
111) Bste evident cX apliocatia h
tivd., Rimine sX aritim oX

Byt Uy T)|y) == (n,(U), )

a ! Ug —=h,(U) este bijec-

este aplicatie continuX gi deschisi, (¥le€A.
Pie U o multime deschis¥ fn R™® gi b€A. Pentru orice a€A, avem

g(hg (V) NU.) = b, on72(U) N B (U,) = mul{ime deschisi in R®
(am foloseit faptul of h o h;]' este difeomorfism, deci h e h;]' este apli-

catie deschisX, prin urmare h o h;l(U) este mul{ime deschisd in RP),
Deoarece h.(h;l(U) N U.) este multime deschisi fn R®, rezultd oX
h;]‘(U)G Fw), deci h, este splicatie continuii.

SK ardtim ci h  este aplicatie deschisi, (¥)acA, Fie a€A,
Pentru orice WE T (4) cu ¥ c U, avem n‘(w) = n.(w n U‘) = multime des-
chie¥ in Rn. deci h. este aplicatie deschisd. In comcluzie, h. este
homeomorfism, (¥)a€A,

iv) Pie y’o topologie pe M cu proprietitile 1), ii) gi 1ii).
Vom arfita (prin dubl¥ inclusiune) c& J = T (A).

Pie U'e §% Atunet U0 U,€ T, (¥)a €A, Resultd ok b (U' N U)
este multime deschisX in R®, (¥)a€A adick U'€ I (A). Am obginut
TcTw.

Fie UE T(A). Atunci h (UN U,) este multime deschis¥ in RZ.

Deoarece eplicatia

b, (u.,?'iua)—-—(ha(ua),%

este un homeomorfism, rezultl h;l(ha(U NUu)) =1 N v I, (¥aea.

Deci avem U = U ﬁ(UU‘) = LUJWNU)eT. An obtinut T (W) T
a€A s€i .

In concluzie evem I '= T (A).
Q.B.D.
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1.5. ORE Pie M e pev. U e [
8ins echivalente:
(1) ck. 82 pe M
(11) M este spatiu topologic verificipd urmitosrele ggﬂ“‘;p
(11)) existd o familie {U,|e6A] de do u nst
v, = x
a€A ®

(11,) pentru orice a €A existi upn bomeomorfiss

n
h. : U.n——-h‘(u.) cR

(i1;) pentru orice s.bed oy U, N U, # #, splicetie
Bye il 4 B (U, O ) = RE
este difereptiabilk de clasy c.
Demopstretie (i) == (i11). A se vedea propozitis precedentd
(11) ==» (1) Din (11,) avem U < XM, (¥)ae4, iar din (11,)

obtinem o h, este injectivd gi cX h.(U. N Ub) este multime deschisi
in R®, Polosind (11,) obyinem cX
A= {(u.. ng)|ae4}
este C¥-atlas de tip R pe .
Q.E.D.

1.6, OBSERVATIE, Unii autori definesc Ck-uluu}. de tip RP
prin conditiile (1i) din teorema 1.5. In aplicatii insi este mai ugor
de folosit definitia 1l.1.

1.7. DEFINITIE. Pie A = {(u., hy)|ecA un c®-atlas de tip R® pe
M, A& se_numegte Ck-at;as maximal daci este indeplinitd copdiiiam (de
maximalitate):

"Dacd (U, h) eate o pereche formatd dintr-o multime UC X gi o
aplicatie injectivi h: U ——g2 astfel ipcit A U {(U. h)} 88 verifics
conditiile “1)' (12) 8i “3) din definitia atlesului, atupci (U, hle€a®
(altfel spus, familis A pu poete fi 1irgitX).
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1.8. PROPOZITIE, Orice Cf-atlas A = {(U,, b )|a€A} do tip &%
etat ic le un C-at

Demopstratie. Exjstenta. Definim familia A' ca fiind formatid
din toate perechile (U, h), wnde UC M, iar h : U = R™ este aplicatie
injectivd, astfel fncit sX fie indeplinite conditiile:

- pentru orice s€A multimile n(u.n u), h‘(U.n U) eint
deschise in R®

- aplicatiile he h'
ck, (Va4

S% ardtim o

IDaca

2} ot b, b7} sint diferengiedile de clask

II) A' verifick condifiile (4)), (4) 81 (4;) din definifia
ck-nlnulu.l

III) A' este maximal.

1) Pie (U, b )€A Resultd imediat din definifie etlasului ok
(Ugs REA! deci A CA',

II) SK aritim ok A' este C*-atlas. Pis (U, h), (U', h')€A’,
Avem UcC M, U' C M, iar aplicatiile h : U = R®, h' 1 U' —a R®
sint injectii.

Trecem s¥ verificim axiomele (4,), (4,), (A3) pentru femilia A'

(4,) Deoarece L_JU. = M g1 AC A', rezultd cf A' verificX (4,)
a€A

(A2) Pie (U, h), (U', h')EA', Vrem si ar¥tim cX h(UN U') este
multime deschis¥ fn R®, Stim cX n(u, N v), n (U, N V), B(U N U,
h (U M U') sint multimi deschise in R®, (¥)a€A.

Fie xenh(UN U'), Existd yeUN U' cu x = h(y). Existd
(U‘. h.)e.b cu yeU,. RezultX ci yeU NnunN U, g1 folosind feptul cX
aplicatia h, este injectivi avenm

x = h(y)enUNU NU) = h(hzl(ha(” nurN Ua))'

-1 .
= (o h;H(h (UN ) N b (U1 N U)) =V,
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-1

eoerece heh " este difeomorfism, (¥)aé4, 1ar b (U N U.) g

‘.(U' N U,) sint mulgimi deschise In 8%, resultd ci V, este multime
eschisd 1n &" . Dar V_ c h(UN U'), Deci pentru orice x€n(U N U')
xistl o mulyime deschisd V_ c h(UN U'), Resultd o n(UN U') este
time deschisi tn RE, !

(45) P10 (U, B), (U', B')E€EA' eu UNTU' 4 ¢, 8K aritin ok apli-

atis Do b} § B(UN U') —= ' (U N U') este diferentiabild de clask
ok, Pis peU N U', Existk (U, B,)EA cu peU,. Dack punem x = h(p),
resultd

nte x7(x) = (' en7h) e (n 07D (0

Cum aplicatiile h'e :1. b, n~! stnt diferentiabile de clasi ck,
resultd of h'c b~} este diferengiabild de clasi C*,

: III) Pie (U, h) o pereche formatd dintr-o multime UC M g1 o
splicatie injectivi h : U —= R® astfel fncit &' U {(U. h)} sk fie
c*-atlas de tip R® pe M. Observim ci h(U N U), b (U, N U) sint mulyismt
deschise in B2, (¥)a€A gi ci aplicatiile he h:l. b, * p~! sint diferen-
tiabile de olasi O, Resultd cX (U, h)€A's Prin urmare C¥-atlasul A'
aste lnxinai.

Upicitates. Pie &'’ un CX-atlas maximal pe M, verificind condi-
tlah CA', SE arktim of &'' = A,

Pie (U'', h'')E€A'", Stim of U'' < M, far h'' : U'' —— R® este
splicatie injectivi. Pentru orice (U, h,)€A multimile h (U N U'’)
g1 b''(U'*N U) sint multimi deschise In R”, iar aplicatiile h''e Kk
1 h e h''~} afnt diferentiabile de clask CX. Regultk (U'', h'')€A’,
Prin-urmare A'' CA',

‘Presupunem scum cX existX (U', h')e€A', dar (U', h')EA'",
Rezultf cX atlasul A'' nu este maximal (pentru ci la A'' am ad¥uget
(U, hf) astfel fncit A''U {(U'. h')} sX fie atlas). Aceasta contra-
zice presupunerea ci atlasul A'' ests maximal. Rezulti A'c A''., In

concluzie A'' = A',
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1.9, OBSERVATIB, 1.9.1, Orice cf-atles maximal pe M este
o%-atlas pe M,

1.9.2. Ku orice c"-.uu pe M este c"-nnu maximal pe M,

1.9.3. Orice o‘-.uu pe M poate fi completat pini la un atlas
nmaximal.

1.9.4. Un oX-gtlas maximal de tip R® pe X se mai numegte ltruo-
turd diferentiabild de oclasi ok pe M, :

1.10, DEFIRITIE, Prin varietate diferentiabil¥ de clasi ok sl
de dimensiune n intelegem o mult{ime nevidi M fnsestratd ocu un c¥-gtlas
maximal de tip RE,

1.11. OBSERVATIE i) Pentru k=o se obt{ine definit{ia variet¥tii
topologice. _

11) Pentru k=0, so obtine definifie verietdyii de clas¥ C%,

411) Pentru k= &rse obtine definitia varietiyii anelitice sau
de clasi C¢,

iv) Spatiul R® intervine fn mod esential in definifie verie-
titii diferentisbile gi se numegte spatiul de modelare.

v) Propozitiea 1.8 ne arati cX pentru a avea o structurd de
varietate diferentiabil¥ dm,_olul Ok gl de dimensiune n pe o mulf{ime M
este suficient s¥ indicim un Ok-ctlu de tip g2 pe M,

vi) In continuare, dacX nu specificlm ordinul de diferentiabi-

litate al varietitii, vom presupune cX toate varietitile sint de
clasd cn .

§ 2. Exemple de variet¥ti diferentisbile.

Exemplul 1. Pe mul{imea R se poate defini o structuri de
varietate analiticX real¥ cu ajutorul unui Ov-atlu

2 n
& {(l} , Id n‘)}
de tip R®, format dintr-o singur¥ hartX (R®, Id nn). Verificarea con-

digitlor (A)), (4;) g1 (A,) din definitie 1.1 este trivialf. Deci R
este varietate analiticid real¥ de dimensiune n.
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' Observagie i) Atlasul A nu este maximal. In adevidr, dacX (U, h)
este o pereche formati dintr-o multime deschisid U < B® gi un difeomor-
fism amalitic :

Bt U +hn(U)cR?,

ou (U, b) # (R®, Ia ‘n)' atunci se constati ugor ci familia °’

{® 10 2, @ o]

este Ow-ltlu de tip RE pe R2, cum (u, h)#.&., rezulti ci A nu este
atlas maximal.

i1) Din propozitis 1.8 gtim X atlasul A poate fi completat in
mod unic pini la un atlas maximal &', Atlasul A' este format din toate
perechile (U, h), unde UcC R‘. iar h 1 U —= RP este aplicatie injec-
tivd astfel 1ncit:

n(UNRP) = h(U) gi IdR‘(U) =U

8% fie mulyimi deschise fn RZ, iar splicatiile:

Belds = b1 U —= n(U) B2 ol
bk

I1d _+b~! = 1"l ; n(U) —— U cR®
aﬂ

sd fie eplicatii anslitice.
In concluzie, atlasul A' este format dim toate perechile (U, h),
unde U este mul{ime deschis¥ in RY®, iar
h i U—= n(U) cR®
eate un difeomorfism enalitic. '
) 11i) Varietatea analiticd R® este evident separatX.
" Exemplul 2. Pie sfera
s® = {('ul,....uml) < Em+.4| ()2 +...4 (uB*1)2 2 22 r>0}
Pe S® se poate defini o structurd de varietate snalitici realX cu
ajutorul unui atlas

4 = {(Uy, By) , (Ug, Bg)f
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comstruit dupd cum urmesz¥. Fie ¥ = (0,,..,0, r) polul nord al sferei
s®, Notia U, - s® - {¥}. Mai coneiderim hiperplenul ecuatorial al
sferel S® dat de ecuatia w™! = 0, pe cere 11 identificim cu R®,

P oo B - -

(

Swo—0,-M)

Yentem wm pumet srdltrar reu. dreapta NP intersecteazi hiper-
planul scuaterial fmtr-wm pumet Q. Dreapta determinati de punctele
e (Ooongly X) gl P = (!1.....1"1) sre ecuatiile

» :; g = - _&_!
s Sy
Interwectind dreapta NP cu hiperplanul ecuatorial definit prin ™1 .0

obtinem coordemstele punctului Q

ot ot ey A e
r-u’"l r-un’l
In defimitiv am definit eplicajia:
- h‘xux-s‘-{s}-—-a‘ .

(»uad tX profectie stereogrsficX din polul nord) prin:

. 1 n
(s, ™Y = (R L, )
s r - w1 r - ¥
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#puutn h' este injectivd, In adevir, din

h,(ul,...,u’”l) = h,(u‘l....,u""l)

ezul td

e
(=) r—u—:[ —L‘I—I.---. g r-n""l ,
sau

1 1
ul ‘;ﬁﬂ"l,'olc, “. = o+ "‘

r-u' r-u'

|De aieci resultd
I 2

2 2 1 2 2
(D) teeer (@) 2 B2 (@) o (wB))

(r - u®1)

n+ 2 +1 2
Deoarece F :(n‘) .l H ? 1: (ul) « 2 , obtinem
1
pe ol Eo W (4w

r-u'

Din ultima egalitate rezulti u'ml - u‘u 84 tinind seama de egaliti-
tile (=) obtinem wla ul,....u'n = y® ., Prin urnmare by este aplicatle
injectivd. Avem h!(y’) = RZ, Inversa aplicatiei hy este datd prim:

(}f} 2% 2)
sy 1 2rxt 2r2g® 3 Wil
by (x ,...,x‘“)-(-———-———!l ’

kE- > (x)%r2 E ; (25)%r2 E ‘ () 24p2

Analog, prin proiectia stereograficX dim polul sud, obtinem
pereches (Ug,hg) unde 5 = (0,...,0,-r) este polul sud al sferei -

Ug = s? -{8], 1ar hg: Uy —B® este definii: prin

1 n
1 n+l X rY
hg(Y™y000,Y )-(‘_+Yn.,1"°"r+yn¢l)

Aplicatla hy este injectivd. Avem hg(Ug) = 22, Inversa aplicatiei hg

este dati prin
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r(x2-3° (M)
Bl e y™ = (5 B . ?’2"2 =5 Ez onr)
(y*) +r? E (%)% Ei (¥5)22

Aplicstiile hge byl 1 &% - {0} —— 8% , nyensd 1 8% - {0} — &2

giat date prim formulele:

ng e igl(xl, ..., = (2 il S BRI VR
(

.1(’1.0'0.") L] (rz ——ﬂ—-.o-..! l_L)
q (5 bR ¢ o
k k=1

Pamilic b = {(U,.h,). (v, .hs)} formeasd un atlas de tip RD pe S,

deonrece
1) Uy UUg = 8%,
11) ng(Uy) = B®, ne(Uy NUg) = B -{0}
hg(Ug) = R® i hg(Ug N Up) = B - {0]
sint multimi deschise in R®
111) Aplicatiile by +hil g1 hge byl efnt enalitice.
8% aritdm cd topologia de varietate .(7 a sferei S este sepa-
rati. Ple p,qeS® , pF q
Presupunen cf p,qE€Uy . Notin hx(p) = xeR?, b.n(q) = ye R
Deoaresce R™ este separat, rezultd ci existX vecinitéyile deschise
Ug o Uy o XEUL , €U, astfel fnolt U, N Uy = @ . Atunci Byt (U,)
ol h.;l(U,) sint multimi deschise in S®, deci hgl(Ux). h;l(Uy)E ?U' .

In plus avem pehy (U.) gi qehil(U.). Rezultk:
x ] y

Bg (U O glw) = glu, N U = mrl(B) = P

g1 deci punctele p gi q se seperk.
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Analog procedim in cazul in care p,qel; .
Singurs situatie care rémine sd o discutdim este acees ir care
= N giq=3, Ple B: ol S'_' emisfera nordici gi respectiv emisfers

Ttu.ol. decit

85 - {(nl,....nml)cs‘ | >0 } .

32 -{(nl...-.nn"l)san 'I u”1<°} ¢

lete evident of Bes? , 5€8® g1 sPNst. P,

S ardtim oX 82 si S.; sint mult{imi deschise. Vom folosi faptul
& by g1 hg sint homeomorfisme, SX aritim mal {ntii cf hg(S]) este
ultime deschisi in RZ, Pentru (nl,...,um'l)esf avem:

hs(nlyo-c,“ml) = (71....,In) .

: 8
nde yi = -::tm y i=1,...,n
ezult¥s
2 & 1,2
r (u*)
n 2,.2 n+l,2 2 n+l
E(,i)z._ér!_.t_!%&!!_u.ul:%_l_l
i=1 (reu™ ") (r+u™" ") r+u
n+l

n+l

n
{1 deoarece u >0 , obtinem I=M__ <1, Deci E (y1)2<1.'2 , ceea ce

reultl {=1
le aratd ok hg(S®) cD , unde
D= {(yl,....y") eR®: (312 +...¢ (yn)2<r2}

ste mulyime deschis¥ in RP, DacX yeD, atunci se aratd ugor c&

i51(3) €8P . Resultd yehg(SD), dect D < h(SP), /- obginut ok
(S®) = D este multime deechisi &n &P, Cum ¢3te homeomorfism,
S+

ezult¥ of Sf este multime deschisX in S®, Apelog arXtim cX S’_’ este
wltime deschis® in S® gi deci topologia de verietate e sferei S? este

leparati.
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Exemplul 3. Considerim aplicetia f : e E5 definiti srin

2 1)

t(xl.xz) = ((ubcouxl)ooexz.(wbcoaxl)sinz ,bsinx™) ,

unde a,b = const, g¢i a>b >0, Notém 2 « Inf,
Vom ardta c& 2 (torul) este o varietate analiticX reald, sepa-
rasé,do dimensiune doi. Introducem notatiile:
¢l . {(ulooou3)e!2 t (ul - e e ()2 h2} i
. {(ul.ooua)el'z t (ul v 024 ()2 sz

¢« {(ut,u?,00€2? 1 (112 + (112 = (a4b)?]

%>

{(-l.uz.o)cr"’ t (u1)2 + (u?')2 - (a-b)z}

2 1 2 b
U -1 -{ctuc’} , U, .1 -{ctust} ,
2 2 2 2
Uy=T -{ctue’} , U =T - {cfuct} ,
v, = (0,27)x(0,27) , V, = (7,35)x(0,27) ,
vy = (0,22 (F,37) -, V= (T3 ) x (7,37,

«'viim ck splicatis f I'x 1V, —=U = In?| v,

s2t3 bijectivd pentru orice 1€{1,2.3.4} + Efectuim urmitoarele schim-

nérl de parametri:

¥y —=ay o el 2ty = (aha®)
‘levl —— vz ' ?2(x1'12) .' (xl* F,xz)
Yat¥s =¥ o QPB(xl.xg) - (x1,2%+ 7)

(x1+7,x20 7)

1 .2

Cr¥y == Vo o @ xyx%)
Notkm £, = f | v° $y o €A = {1,2.3.4}. Observém cX avem Im f, =
= Im ‘ "1 « Este evident cX aplicatia {1 t Yl —_— Ui

este bijectivi oricare ar fi 1€A, Notdm h, = i

i 1€A, Vom eardta

o femilie & = {(ui.hi) 1 1€4]
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ste atlas pe 12 « Este evident ci 01 c ?2 oricare ar fi ic4A gi ci
1:01 — Bz este injectivd oricare ar fi i€ A, De asemenea, este evi-
ont ok U, =22,

ici

Pentru orice 1,jed, avem U;NU, 4 & . Vom arkta ek hy(U,N b,)

o PR

ste mult{ime deschisi in 8?2 g1 ck aplicatia h 3

ste amalitici, .
Presupunem ci i=1 gi j=2, Avem Ulﬂ 02 - 22 -{OJ‘U v c‘j .

g u;"x B (U,NU

| -] -1
Resulth By (UNTY) = GHUN0) = (£ ]y o 9)7HYNT, &
&1

?rin urmare b (U;NU,) = VNV, este mulyime deschisk in RZ. Pentru

orice (xl,x"’)evln V, avem

By e bl ,x?) = 231 e (7))t D) = gle g (st sD)

unde am folosit egalitatea f, - fll
Y,.NvV v,NY
1 2 1 2
Prin urmare aplicatis h, ¢ h]’ este analitick.
Analog se arati cX celelalte schimbiri de hirti sint amalitice.
[Deci 1'2 este o varietate analitici reald de dimensiune doi.
In continuare vom arita ci varietatea r? este separatd,
Stim cX existX pe 1'2 o unicX topologie I astfel fncit 01€ g
1 B tU, —— b (U,) < R? sint homeomorfisme. Sk aritim ok topologis J
lsste separati., Pie pl.pzerz cu py # Ppe Avem p, = f(ql), Py = f(qz).
|
unde q, = (x{,xi) ' Qp = (xl.xg) sl se poate toti-suna presupune ci
)<xi( 27, 0<xf$27. 1 = 1,2, Deoarece p, # p, gi aplicagis

£ (0,27] x (0,27] —= 72 ogte bijectivd, rezultd ci q; # qpe Avenm

{de considerat cazurile:

W) o A 2kl
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(44) xi-x%.zi:‘x

NN

(1) sz, 2=

o

Deoarece casul (iii) se trateazX la fel ca (ii) vom studia pe riad
cazurile (1) g1 (11).
1 2 2
M.xi;‘xz » X # x5 . Presupunem ok

(4.! é x% <::2

Alugfa pe 8x8 0:1 douX interveale I = (a.i,ai') (centrat in x{) sl
- (a3,85') (centrat in xl) astfel incit I,NI, = @ si distema
.idien¥ intre - el a}' sd fie strict mai mic decit 2¥ .

Anaslog alegem pe sxea 0x? douk intervale J, = (bi.b' ') (entrat
i xl) #1 J, = (b},b5") (centrat in x2) astfel inoit 9 ﬂJ = g gl

iistanta euclidianX intre b gl b" g4 fie etrict mai micX decit 2.7 .
ioind paralele la axe, obt{inem douf mult{imi deschise:

- g2
= I xJd 2_8

Wyom @y xdy 5 WgmIshd

astfel fncit q, € l1 ' q2€'2 .
74

3%

1] |
 SE O |

{ ’ [d T
o % o) T,z ey o 4
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Vom arita ol £(¥,)N£(V,) « @ . Presupunem off £(V )N (V) 4 P s
fie xef(ll)n “'2)' deci xcf('l) si xet(‘z). Rezultd cX existd
7,€¥; o1 7,6V, astfel inoit x = f(yl) 91 x = £(y,). Deoarece ¢ este
bijectivi pe multimi de forma IXJ unde I gi J sint intervele de lun-
gimi strict mai mici decit 27, resultd oX ¥y = Jp dect llntz 4P

gl deci em ajuns la o contradictie. Prin wmare avem:
2(¥,)N2(W,) = @

Rezulti plef('l) #1 pp€(V¥,), Mai rinine s aritim cX f('l) g1 £(¥,)
sint multimi deschise in 22, ivem

4
U, = (¥.Nv,)
A U
unde '1” V, este multime deschis¥ in V, (1=1,2,3,4). Rezultés
1o = el mnvy o Y (ge phnnyy
v, 1.11'1111.111 1

o1 dect £(W,) este mul{ime deschisX in 22, Analog artim X £(¥,) este
multime deschisd in ‘!2. Pe aceeagi cale tratim subcazurile:

) 2. o2
(15) xi>x% » X <X
(13) x{>x§ ’ x§>x§
(1) ek , 22>s2
Cazul (44) xi = 1:2l s x% # xg « Presupunem ci x§<x§ . Pacenm
aceeagi constructie de mai Inainte, deci JanZ = ¢ gi distanta
euclidian¥ fntre b gi bj' s¥ fie strict mai micd decit 4F.
NHotim
' Wy =IXy, , Wy=IXJ, , I= (aj,ef')
Avem ¥,NV, = @, 9, €Y, , QqEW, . Rezults p,e2(¥,) i
£(W,)N£(W,) = B . La fel ca fnainte arftim ci £(W,) si £(¥;) sint
mul{im’ deschise in 22,
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Prin urmare ,2 este varietate separati.

>

Exemplul 4. Vom arXta cZ spatiul proiectiv real de dimensiune n
este o varietate diferentiabilX (separati), cu n dimensiuni.

Not¥m ocu P (R), spatiul prolectiv real de dimensiune n. P _(R)
este multimes dreptelor din RMI cs trec prin origine. O dreapti d din

ity ce trece prin origine este determinatX¥ de parametrii ei directori

(al,e..,82*1), unde (a})%+...+(a®*1)250, Acegti parametri directori
sint deti pini la un factor nenul de proportionalitate, deoarece
(Ral,....ls’“l). unde A # O, reprezinti aceeegi dreapt¥ d trecind
prin origine. Prin urmare spatiul proiectiv !’n(R) poate fi obtinut ca
ur spatiu eit din REHL - {0 } - Rn:I prin relatia de echivalentd ~~
daty de:

(e, @D~ (PP e extsti A€R - {0} estrel

fncit x* eyl , 4 = 1,...,0¢1 . Dect

e ) =R7L /(A (a0, Ado

Yom note prin [xl,...,x’“l] clesa de echivalentX & lui

x= (22,0, 2D e R”;l . Kot&m

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



291
Oy = {[ee®er,m s P hofcrm), tefl, ]
Pentru 1¢{1.....m1} definim eplicajis b, : U, —=R" , prin

W LT o U €N DY LN

unde: 11-:;..... £l ‘5—1 ’%1....,?-353'

Din hi([xl.....x"]']) - h,.([l .....le]) .. rezultd

1-1 1 | 1-1 +1 1
%.Oo.’ * ',...-:I—) - (JT...."T- » %;—....,"E’r)

Din ultima egalitate avem:

1 i-1 i-1 +1 i+l 1 n+l
Lag.Er.ip Ep.ap  BpodT

X s X b 4 s b 4 z

sau

edicX [xl....,xn”'] [l .....zn 1]. Deci hi este o aplicatie injectivi,
S verificdm conditiile din definitia varietd§ii.

n+l
Din U, C P (R), rezultdi U U, CP (R). Deoarece avem si
n i n
P_(R) nLt} U X P_(R) !CJI Y
c rezult = . .
n 41 i n {=1 i
Pie 1,J€{1,.00,n¢1 ] astfol tnett U, MU, 4 B Avem:
v, - {[xl.....x“*l]emnan) s xtho, o4 of
S¥ ardtdm cX h,(U,N UJ) este mul{ime deschisX in R® ,

Cazul j<i. Fie [xl,...,xn’l] GUi!'HJJ o Avem:
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-1 i+1

WL ons® 1Y) & (:}f{ 1;{-..... e,

dect b (UNU) = {(F. MR 1 3P 40 ]
-8D . {(y‘.....y‘)en‘ 1 ¥ -0}

gl este clar oX hi(Uir\U’) este mul{ime deschisX in R® ,
um j’x. Pie [xlguoo.ﬂ IJGU nUi « Avem:

By ([0 1)) (;’-}.....L; B
deci hy (U, NU) = {(,l....,y“)em‘ t ¥l 40}
» ﬁn o {(’lpooogf)enn H ’J-l = 0}

¢l este evident ci hi(Uir\U:) este multime deschis¥ in g2,

.alo.LJI.o-o.—'T‘)eﬁn ’
X

S verificim acum cX aplicetia:
o W=l
h‘1 h1 ] hi(uinuj) —-hJ(Uin UJ)

este diferentiabild, Mai intii observim cX hi : Ui-——-ﬁn este bijectie
oricare ar fi 1€{1.....n41}. S¥ scriem inversa aplicatiei hi‘ Din
ecuatiile aplicatiedl h1 t

i-1 i+1 n+l
yl‘%v"'t’il'%ly"!’;rlot'lf'z';r ’

obtinem:
T I T
gl adiuvgind relatis xi B x1 s obtinem ecuatiile apliceafiei h;l H
h;l ¢ x1 p! y1““'11-1 - yi’l,xi .k, x1+1_y1'””xn+l - ym

Ple (y',eennyMen (U U)) . Avem

LR ol G S IR W (v EL R DI
'h([y n"'o’ ,l-y yeeeyY ])
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Dacd j <1 , avems

By([rtyeeesrdieen 0t ) -

-1 +1 1
> hJ([-:J-l-.....’J’J .1..";1 ....,’; ’J ....,-5]) -

LR e

gl cum componentele sint diferentiabile (pentru y"#O). rezulti cX

eplicatia hy o n;! este difereutiabild.
DacX 1 = j, compunind hi cu h1 obtinem aplicetia identicd
care este diferentiabili.

Dacd j >1i, avem:

h:([yl.....y"‘l.l,yi.....y’.....r"]) -
- hs([;l-l""';;-l'r) 1.%—1,....-:3—;.1.%[....,1%]) .

y

s i e e B

gl este evident ci pemntru y‘j-l # 0, componentele aplicatiei hJ oh;]'

sint diferentiabile.
Rezult¥ oX Pn(R) este o varietate diferentiebili reali, cun

dimensiuni.
Vom srite in continuare ci topologia de varietate a spagiului
proiectiv real Pn(R) este separatd., Pie x,y€U;. Atunci hi(x),hi(y)eﬁn.
n
deci existd doui multimi deschise in R™, notate Uhi(x) . uhi(’) agtfel

incits

by (x) €8x » By E%, () BBy ()% (7) = @
Rezultd c hzl(uhi(x) s1 n7l(Uy ,(y) sint multini deschise in @ (R)

verificind corditiile: th;l(Uh‘(x)) ’ yeh;l(Uhi(y)) gi
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B33, () ORI, (o)) = WA, ()N, () = BTHP) = B
1 e (0770 Py (y) 1 7m,(x)" Ty (y) 1 ’

deci $n cazul in care punctele x gi y mse afli in domeniul aceleiagi
hirti, le putem separa.

Singurul cas pe care trebuie s¥-1 discutim este acela in care
avem doul punote l,bGP‘(ﬁ) ou proprietftile:

e €U, dar -¢u’ sl bG'U: dar |a¢u1

PEr¥ a restringe genereslitatea putem presupune cX 1 <jJ.
Deoarece a €U, , dar '¢U3 s rezultd ci:

1-1.1..1+1

a= [11.....5 ...'..33'1.0,.3’1.....A’"l]

Deoarece b‘ll: , dar b¢01 , regulti cX
R L T S RO L KW L
Avem: hi(') = (nl,....li'l,ahl,....13'1,0,n3+1,....aml) ’
B (0) « (03,0000 20,0800, -2 0000, Y
Pentru punctul hi(a) lufm o vecinXtate Vi de forma:

v, - (al- &,ak¢ E)x0ox(al=1o g,ad s €) x (al*1- g,01* s £)x0ux
x(ad"l- g, a3 s E)x (- &, £) x (e3*1- £,09* L4 £)x0.ux
x(aP*1. g ,a*1, €)

Pentru punctul hJ(b) luX¥m o vecinXtate V, de forma:
vy = o guph ixecxi i g vt ) x (- 7, 7
(oo 7,08 7xe L x(63 71 7,097 ) x (34 9,03t e ) x
Xoooxld®* ). 7 ,b'"l# ?)

Avem:
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hil('i) = {[ll.....31"1.1.1“1,...,3’"1] «U, 3

sle (al- 5,.1* 8)....,:"'16‘(11'1- 8.-1'10 £),si'le
clal*lgat*lig), i, sd te(ad g0 v )il e (-,

"‘1‘(.301- 6.."1" e),ooo.'n"l‘(‘ml‘ E.lml‘* € )} o
h;l(':) = {[ul.u..nd-l,l,u"nl',...,u"lJGU’ H

uwte (bi- ‘2,h1+ ‘z),....ui'le(bi'l-? oite 7 )ute(- 7 7) .
el g )L udte il il gy,
ud’le(bj*l‘ ?'.:’1’ 7).....um1€(bn+1- ?.bml’ ,Z)}

1) Dack ul = 0, atunci este evident ci elementele de pe locul
1 din n;l(v,) #1 h11(V,) nu coincid niciodatX.

11) Dack ul 4 0, atunci un element carecare din mulf{imea
=1
h: (Vj) se scrie:
1 i-1 i+l +1 o+l

s
u u u u

f{‘>1.

Prin urmare, elementele de pe locul j din h;l(vi) i h;l(VJ) nu coincid

DecX lum &= T =1 , obtinem sJe(-l,l) ’

niciodatd. Resultd of h7'(V,)NnjH(V,) = @ g1 dect B (R) este varie-
tate separati.

Exemplul 5. Vom arita cd multimea:

M= {(x,)‘)eaz| y = O}U{(x,y)eﬂz | x20,y = 1}
poate £fi organizatX ca varietate diferentiabilX neseparati de clasi

c® sl de dimensiune unu.

Considerim multimile U} = {(x,y)eﬁz | v = 0} s

U, = {(x,y)ea"’I x<0 , y = o}u{(x.y)cazi x20,y = 1}
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¢l splicatiile:
L Ill—.l A hl(x.o) =X

by t Uy —=R , hy(x,0) = x dack x<0 g1 hy(x,1) = x dack x»0.

Bate evident ol Ulcl . U.‘,cl gl of h). ¢l hy sint injective. In plus.'
avem '

1) Uluuz = N

14) (U, 00,) = b ({(x,5) €82 | 2<0,5 = 0]) = (~0,0), dect
a, (U, nU ) eots mul{ime deschisX fn R, De ssemenea gi mulfimile
hz(U nU ) = (=,0), hl(U )=R , hz(U ) = R sint multimi deschise in R,

111) Pentru orice xe(-®,0) = I, aven h2 hll(x) = hz(x.o) = x,

deci aplicatia hzohi- = IdI este C -dit.rentiabill. De asemenea gi

splicatis by« b3l ests diferentiebild. Deci femilia A = {(Up,hy),(Uphp)}

este un atlas pe M, Regulti cZ M este varietate Cw-diferontiabilﬁ de
dimensiune unu.

Observim cf punctele (0.0)€Ul g1 (0,1) €U, nu se pot separa.

I sdevdr, fie Vy o vecindtate deschisd 2 lui O€R. Atunci hi'l(Vl) este
o vecinditate deschisX & lui (0,0)€ Ul' Fie V2 o vecinftate deschisi a
lui 0 € R, Atunod h3'(V,) este o vecinktate deschisd & punotului
(0,1)E Uy, Este evident of V,NV, # @ . Este ugor de vizut cf i

B3 (V,)NRI2(V)) wste diferitd de mulyimea vid.

Bxemplul §. Ple N ¢ varictate diferenjiabild separatd de clasi
ok gl de dimenciune n gi fie U o multime deschisi In M, Vom ardte cX U
poate fi organizat¥d cs varietate diferenfisbil¥ separatf de clasX Ck
gl de dimensiuns n,

Pie &= {(Un,) | s€4 Jun C¥-atles do t1p B® pe K. Notin
U= U.ﬁU. by = h‘lu;' Este evident o U CU gi of splicatia

a
h'.l U;—-—R
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este injectivd, (¥)aeA,
Pamilia &' = {(U'.. n}) Ilclj este un C*-atlas de tip &® pe X
deocarece sint verificate condigiile:

1) Uuw e« Uw@wnuy «(Uu)Nvexnvau
.61‘ a€A s s‘A'

11) pentru orice a,b&4 avem KI(ULNUL) = b (U NUNY) 41

deoarece u.nu.nu este deschis iar h. este homeomorfism, rezulti ci
ny(U NUL) este mulyime deschisd in |2,
111) pentru orice a,bE€4 cu U NU} 4 @ , splicatis

ny +hi”l 1 nA(UL NUY) —-RE
ecte diferentiabili de clasi Ok. In adevir, avem
-1 -1
h! eh! = h eh
P Ta » e
hi(uy NUY)
gl cum restrictia unei aplicatii diferentiabile de clasi <2k la 0 mul-
time deschied este diferengiabild de clas¥ C¥, resultk cf hjoh)™! este
diferentiabilX de clasi C. Deoarece varietatea M este separatd rezultd
ci gi varietatea U este separati, Prin urmare U este varietate diferen-
tiabilX separati de clasi (!k gi de dimensiune n = dim M,
Exemplul 7. Fie ﬂn(ﬁ) multimea matricelor pitratice ds ordinul

n cu elemente in R. Vom arita ci muljyimee

GL(n,R) = {a = ln;leﬂn(ﬁ) l det |a;‘| #0 1..1-1.2.....11}

poate fi structursti ca varietate analitici¥ reali de dimensiune nz.

Numerotim elementele matricei a = [n;" € GL(n,R) in modul

|

urmi tor:
xl 12 eee x’

X C e L

plal afae

In scest fel fiecirei matrice a = In;'I € GL(nR) i1 asociem punctul
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2 2
(xl.....x’ ) € R® . Bste ugor de visut cX GL(n,R) se identifici cu o

2
sult{ime deschisi in R® , Deci GL(n,R) este varietate amalitick realX
de dimensiune ‘2‘

Exemplul 8. Fie k. = {(U., h‘)lncA} un CX-atlas de tip R® pe
M gi fie M' o0 multime arbitrers, Presupunem cX avem o aplicatie bijec-
tivi h t ' —= N, Notim &

up = a7U) , ml=h eh
Vom arfita cX A' = {\'U'.. h'.)lucljeate un CX-atlas de tip R® pe M'.
In adevidr, avem U, < X', (¥)a€A, iar aplicatia
b, + U, ——&"
este injectivl, (¥)a€A. In plus avem:
1) Qg = UnTHo) = a7 Juy) = 5o - we
1i) Pentru orice a,b€A avem:
BL(ULNUL) = b, oh(a™2(U)NE"H(U,)) = b e n(h7I(U ND)) =
. h.(U.f\ )
deci h"(U;ﬂU;) este multime deschisi in RZ,
111) Fie a,b€4A cu U NUL # @ gi fie aplicatia

nyeny™t ¢ RA(ULOUL) —=RP . Avems

ny o™l (nyeh) e (hgen)™t = (byen) e (n7lengl) =
-1
= hb. h‘ ’

¢1 deci splicatia hje h;'l este diferentiabil¥ de clasi ¢k, Prin urmare
M' este verietate diferentiabild de clasi ck gi de dimensiune n = dim X,

Presupunem cX M este varietate separatd. Vom arita ci M' este
separati, Pe M' avem topologie de varietate. O multime U' din M' este
multime deschisd dacX multimea h(U') este deschisi in M. Fie p,qeM' ,
p £ q. Fotim x = h(p) , ¥ = h(q). Decarece h este bijectie rezulti
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A J. Cum M este varietate separatX rezultd ci existid douX multimi

eschise U‘,U, C M astfel incit xellx s YSU_ gi anU, = ¢ « Rezultd

y
w0 U = 27U )NETHU) = @, dect punctels pen~H(V,) ot

qch']'(U’) se pot separa. RezultX cX M' este varietate diferentiabilX
separatd.
Exemplul 9. Considerim aplicagia
£ R? —-.65
definiti prin

r(xl,xz) = (x*cos x° " xtein xz, bxz) s b= const. # 0

Vom arZta ci M = Imf este varietate c”-ditorenunbnl de dimensiune 2
(elicoidul drept).

Este evident ci f este injectie. Atunci aplicatia f : R2 — N
este bijectie gi conform exemplului anterior M este o varietate 0% -d1-
ferentiebilX de dimensiune 2.

Exemplul 10. Consider#m un interval deschis ISR gi fie
c:1I ——-Emo aplicatie diferentiabil¥ (curbX parametrizati in Em p
Dac¥ C este injectie atunci M = Im C este varietate diferentiabili de
dimensiune n = 1.

Este evident c¥ I este o varietate diferentiabild de dimensiune
n = l. Aplicatia C : I —— M este bijectie gi conform exemplului 8
rezult¥ ci M este varietate diferentiabili de dimensiune n = 1.

Exemplul 11. Considerim aplicatia f : 82—— Eyiefinitl prin

£2(x},x%) = (l(xl-txz).b(xz-xl).lexz) , 8>0 , b>0

Vom arite ¢ M = Im f este varietate diferentiabilZ reald de
clas C® gi de dimensiune doi (paraboloidul hiperbolic).

Este evident cX aplicatia f este injectivd. Atunci £ : li?-—- M
este bdjectie gi conform exemplului 8, M este verietate C”-diferen;il-
bild de dimensiune doi.
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Bxemplul 12. Considerdm muljimea U={(zl,...,2™) eR%ixl...x® 4o}

ol aplicatia £ 1 U —= [  definitk prin
M4

‘(xlgct..xn) = (!1.....xn. ...xn)-

Vom ariita cX M = Im f este varietate diferentiabili realX de
clasi C® gi de dimensiune n (varietate Titeica).
Este evident ci f este injectivi. Rezulti ci

£t U —N

este bijectie. Decarece U este multime deschis¥ in RY, rezult cX U
este varietate diferentiabilX reall de clesi (< hd gl de dimensiune n.
Folosind exemplul 8, rezulti ci M este varietate diferentiabilX de
cles¥ C® gi de dimensiune n.

Exemplul 13. Consider&m o multime deschis¥ U < R® gi fie
£ 0 —-—E”N'4 o imersie (hipersuprafati parametrizati in EM«M)'

Presupunem ci f este injectie. Atunci M = Im f este varietate diferen-
tiebil¥ ou n dimensiuni.

In sdevidr, deoarece f : U —— M este bijectis iar U este varie-
tate diferentiabilX de dimensiune n, rezulti c£ M este verietate dife-
rentiabild cu n dimensiuni.

Exemplul 14. Orice spatiu vectorial real de dimensiune finiti n
poste fi orgenizat ca o varietate diferentiasbilX separati cu n dimensiuni.

Exercitiul 15. Fie M gi M' douX mul{imi nevide.

Fie i = {(Ua' ha)laeA}. respectiv A' = {(U;., h'a.) | a'EA'j s un ck-
atlaa do tip KD pe N, respeotiv un CK'watlae de tip RP' po M'. Vom
arita cX familia

w0 e [eanes ]

XN n+n' '
este C° -atlas de tip R pe MxM', unde k'' & min (k,k') gi unde

am notat

Ul ntg ™ G BUL, . hia,ar) = Bg*hg
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eealle
Eate evident ci U('. at)SHXN', Din hu ..)(x.x') = ku'..)(y.y')
by(x) = B (1) i h'.(x') = h'.(y'). Cum b, g1 by, sint injective oricare
ar f4i e €A, 2'€ A'.lruultl (z,x') = (y,5') g1 deci aplicatia

h(;/’.o) 1 U,z;..') —a—gﬂ’]'

este injectivi, (¥) (n.a')sl" = AXA',

Vom ar¥ta in continuare of familis &'' verificl conditiile
(Al)' (‘2. (‘3) din d‘fiu‘i. lel., Avem:

L = LJ " - Jut g
(a.a')ﬂ"uh"') (l.l')CA"(u at (L_JU e L':;'L
- MXH

Pie (e,a') , (b,d') €A , Avem:
Bl (Ula,an) M Uh,00)) = (Bux Bg (U X UL INU XU, )}
= (hg 202 (U NT ) (UL, NU},)) =
= 1 (U,NT,) (U bt

eoarece ha(UanUb) este mulyime deschis¥ in R® si he {020 nu, eBin
nulyime deschisd im R rezultd of hit, (U

hiek tm RE'R',

Pa,ﬁU;”‘,.) este multime dos-

Fie (a,8'), (b,b')SA'' cu v a.)nuu’ b*) 4@ . 8% aritin
’ ’
scum cd aplicatia

U ‘r,'
h(b.b ¥ h(a n') : “l- n‘)(U(n .-)m’(b b') — 8"

ste diferent{iabili de clasi Ck”, unde k''$ miz{ k'), Pentru orice
wmot (2" V€LY, 4y (03, a0) VL, 000 = B (0,76 X LG A0
avem:

Bly. b,)vh}‘ a ty(p,p') = LTSS p'){Bg 1

it
i

= (hyx b, ) (a72(p),ha7(p")) = (Bys u;l(p).r.é. engiier))
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Deocarece aplicatia h.-h:l (resp. hi, e h;.‘l) este diferentiabilid de

. -
olask CX (resp. ok ), resultd ci aplicatia h“:.b') o hu.i.) este dife-
rentiabild de clask CX'', unde k''$ min(k,k').
Exemplul 16. Folosind exemplul precedent obtinem ci torul real

cu n dimensiuni T° = Slx...x Sl,, unde st este un cerc, este o varietate
de n ori

sneliticd reald cu n dimensiuni.
Exemplul 17. Folosind exemplul 15 obtinem ci cilindrul real

& xs! este o varietate analiticd reali de dimensiune doi.
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