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PRIP.&T.& 

Cv:Nuri.l.e de G!CaftRII pe eare le-a ţinut la Pacul

tatea 4e ■ataaticl din Bucure,u ta •~Htl'lll I al anului 

uinnitar 199'"-1995, tac obiectul ace■ tei lucrlri. 

Cartea•• adreaeul ■tudenţilor anului al II-lea 

41.n innţbâatul aat0111atic uninrllitar. la uralreth al 

Hrnuol drept reteriJlţl pentru cursul de G!K>IIE'l'RIE. 

In perioada redactlrii acHtui aaterial 11111 primit un 

epri,11.n preţioe d1D partea colecthului Catedrei de Geame

trie a Pacultlţii de llat•aUcl. Tuturor le adreees cele 

mai ■incere aul ţuairi. 

Cont .dr. Lirtu JICOLF.SCU 

27 martie 1995 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



I,. 

' 
5.a. laMrPNMn• poaevioi • tore1UD11 aei curtM 

avtue. bi41oatoarea •teriol • b~elor ..... 
5.9. O.ro ,1 eteri ••oulaware la o ovbl •U'lJql 

5.10. Ovbe laeper. Curbe Barvail. Oarbe Hţeioa •••• 

OvlN pl ... •••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •• ••• 

6.1. Cari.ara aaei curbe 4iJa E' 1 ·• ~o1'mll•l• 1111 hemet. 

I1&terpNtar•• po•viol a ouri.uru aui cnarba 

91 

9>i 
loo 

lo~ 

pla• ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •• ••• lo9 

6.2. O.Z.o oaclllaw·~ ••••••••••••••••••••••••••••••••••• 116 

6.). BTOluta unei curbe plae. lseapb (eTOlaţa cielo-

14•1, ••oluta elipsei, eTOluta uvo14e1) ••• • •••• 121 

9NI!OLUl. II. ILEIIEIU Dl TEORU GLOB.ALA A CtllBBI.Oll .... , • .. .. .. l2l 

f l. Oarbe •1111Pl•• Curbe inchi•• • Inegalitatea 

1soper1Mtr1ol •••••••••••••••••••••••••••·••••••• • •••• 

i 2. Curbe oyale. teorema lui Herglota ••••••••••••··•• · •••• 

CAPITOLUL III. TIORU RIPEaSUPRAJ'BflLai ••••••••••••••••••• • •••• 

I l. Hipenupr&!eţ• 1n €',_. + _1 . Hiper-plan tangent. llormal.& 

la o hipersuprafaţă••••••••••••••••••••••••• •• ••• • •••• 1 37 

~ 2. Ciapuri de vectori tangenii =•1 hiperaupr&!eţe, 

Reper Gaus• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 149 

2. 1 . Spaţiul t1111gent intt-UZl p\lllct la o hiperauprdaţl 149 

2.2, Cimpuri de vectori de-a lUZlgul unei hipersuprell'eţe î4' 

2.J. Cim?uri de ve ctori tangenţi unei hi 9ersuprafe ţ e • • 149 

2.4. Cimpuri vectoriale noraale ••••••••••••••• • •• - •• •• 152 

2.5. Reperul lui Gaws• •••••••••••••••••••••••••••• ••· • 15 

2.6. Exemple (sfera, elicoidul drepi, suprafeţe d• 

rotaţie, torul, paeudoafera, catenoidul) •••• • •••• 15 

§ J. Prima fond fundamentau a unei hiperaupr~eţe. Inwa

rianţa prilaei forme fUZ1damentale la achimblri de para-

metr i i oi la isometrii ale spaţiului euclidian f .. 16l 
111 + 1 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



7 

f 4. Proprietlţi 1.JltriDaece ale ae1 hiper■uprateţe. Luac1-

•• uui arc de curbl pe o b.1perauprataţl. tJiipiul a 

cloul OUZ"be pe o b.1perauprataţl. !r1& 'IUlei PorţiUD.1 4• 

■uprataţ:1 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 16&. 

f 5. 1oraa • cloua hmd■-ntall a ua•1 hiper■uprateţe. Ian-
• 

rianţa formi • 4oua f1mduiental• la ■chiablri ele para

•trU oe pl■treul orientu•.• 91 la isoMu-11 proprii. 

Biper■uprateţ• o■bil1cal•• !plicaţia Weingarten ••••••• 176 

t 6. LiDU ui■ptoUc• pe o b.1peraupra!aţl, formula lui 

.. uanier. Caracterisarea geometrici • 11n11lor ui■pto-

ttce al• anei suprafeţe ••••••·••••••••••••• •••••••·••• l9J 

7. Ovbvil• principal• al• aei hiperauprateţe. Curbura 

199 

f 8. i1■t»olur1le lui Cbri■ toffal ale unei hiperaupra!eţe. 

Por■ulele lui aaua■ 91 WeiJl&arten ••••••••••••••••••••• 2o7 

9. ! treia fOl'lll tUDd„ntall a unei hiper■uprateţe, 

Interpretarea geomeu-icl a curburii totale• =•1 

■uprateţe. PorllUla lui leltrui-Bzmeper, Porm.la lui 

lzmeper ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••···•••••• 213 

lo. Biperaupra.feţe fiţeica ••••••••••••• ••••••••••••••·••• 219 

11. Si.mbolurile lui aieamm. lcuaţiile lui Gauss şi 

Codassi~&1nard1. Teorema lgregiu■ (Gau.se) ••••••••••• 224 

12. Biperauprateţe Binatein ••••••••••••••••••••••··•••••• 2)6 

lJ. Der1Tare coTariantl. Traneport paralel. Geodesiee 2J9 

14. Suprafeţe ill spaţiul euclidian tridimensional (;~ 251 

14.l. Reperul lui Darbo\1% ••••••••• • •••••••••• •••• •••• 251 

14, 2. 1ormulele lui Darbowt • • .. • • • • • • . .. .. • .. .. • .. • .. 252 

14.). Curbura geodesiel. TorsiU?1ea geodezie!. Curbura 

normall a unei curbe pe o eupra!a;i •••••••·•••• 255 

14 .4. Lini..i de cw-burl • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 255 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 

14.5. Liniile 4• ourblU'l al• a•1 auprat•ţ• 4• rotaţi• 2'6 

U.6. Oaraoţerialri geo•u-ia. al• geo4eaioelor amei 

nsu-at•ţ• ·································-···· 256 
U. 7. Geo4Hia.le aferei, h'aaPo%'Till paralel al 1mui 

no tor ţanpllt ■ferei s2 <:. t;h • 4•-• lagul lalui 

triu:ngbi geodesio ••••••••••••••••••••••••• ••• •• 258 

14.a • .AUi oaraoteriaar• geo•viol a 11Diil.or aa:iap-

wtioe al• unei aupraf•ţ• •••••••••••••••••••••• 261 

14.9 • .Aplicaţii ale formulelor lui Darboux ••••••••••• 261 

14.lo. Curbura noraall a 1m11i ■upţaf•t• •••••••••••·•• 262 

14.ll. !eoN- lui &o4rigu9s ••••••••••••••••••••••••• 26) 

i 15. !eor•- fundaaentall a teoriei hiper■uprafeţelor 

(BoDnet) • ••• •• ••••• •••••• •• -••••••••••••••••••••••• ••• 26 

CAPITOLUL IV: 'lu1ieţ.lf1·. diferenţiabile • • • . . • • • • • . • • . . • • • • • • • • • • 27 t 

l. Definiţia Tarietlţli diferenţialllle 

2. b•ple de Tarie-Clţi difereaţi.abile · 

BIBL IOGRAFIE 

................ " . 

.................. 
21 

. ud 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



9 

CffITOLUL O 

B!ROC'ftlRI CAIJOUCJ 
AD SPA'fIULOI ,• 

ID aoHt oapitol nalli.aU.11 utle aoţilllli 1atUaUo la om"aa

rile de algobrl ,1 aaalial „a la eUl' ■ttl de s•••trif diJI anul I, no

ţiuie• Tor fi atiliaat• 1a capitolele ualtoar•. 

f 1. Bpaţilll R • 

1.1. Pi• R aalţiMa nuerelor reale fi fit 

nlţiau t•tuer airitMler ordonate de D auero ruh. St ,u, de la 

alge'l,.rl el lllllţi111u R II poah fi ■t.rach.raU oa u Hatiu Tteto:rial 

poate corpul a ... .rtlor .reale, opo.raţ111• f11Jld 1 

~ r R• - Rn , (r,7) - :r+7 • (r1+71 , ••• ,;t+?), 

Rr R• - R•, U,r>- h• CA.r1 , ••• ,Â;t>, 

IIDdt .% • (r1 , ••• ,,xD), 1• (71 , • • • ,?) Elin. D.1.aenaiunea spaţiului nc

torial lin ea-te a. 

na•ntele ■paţial.u Ttctorial RD •• 11aaeee Ttctori. Voo-

foz ac, o baci, .naaitl baH cancmicl a apeţ1111•1 Tootarial R n. Un 

notar r• (r1 , •••• ~)4t ~ H 11t1i acri t 

♦ •• -♦ 
ll 

:r •n 

saa, daci adoptlm oonTenţia de ■uaa.r• a lui :11.n■teiD, avem 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



lo 

Geoaetr1o u notor ir H nprestatl priatr-a Hgaent •:t•.n

tet oa or1g1aH la J11110tlll O• (•• ••• ,o) ,1 enre11Uatea la pllllCtul r. 

Pentr• eze-,11f1oue, al · ultla la o• reTiae adaaana net:o

rUor f1 laalll \il'H notorUor oa ■oalui la !R 2 • Pi• :r• (z1 
,ir

2) .i 

7• (:,1,72) doi notori la R 2 • Teotorlll z+J • (:r1+11 , r 2
+12) ■• re ,r•• 

siatl geOMtr1o priatr-an ■-c-n* ou originea la panchl O• (o,o) ,1. 

enu11Uaha la al petrulu Tbt al pualdograallllli arlnd tui d .r

tvi la puchlt O• (o,o), z• (z1 ,z2 ) fi 1• (11 ,12). 

Adunarea Tector llo:r •• face dupl :regula pa:raltlog:ramulai:l., 

de ad1111are •terţelor,••• cua •• dafiaett• tn f1&1cl. 

Daci ir• (ir
1 ,r2

), ■tuci Ttcto:rii 2ir. ( 2ir1 , 2ir 2), -r. (-ir~..;,, 

•2ir • (-2ir1 ,-2ir2} H Hp:ruillU antal 

a 

o 

I 
I 

I 

f-x 

I[ 
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1.2. O nbaal liae S dia I • N nw~• aabapaţh Ttci orial 

daci 

1) r+7 € S, <•> x,1e s 
2) Â,Z€S, <•> .a 4lt R • ( 9-) r ca. 

{Ti•••••~ J doal bas, ale 1111 S, !r•••r•• dt la o ksl la otalaltl ee 

rac• prilla 

k j 
T1 • r: 8iTJ ' 

.1•1 

and• det(a{> ~ o. Daci d•H•{>> c, atwaci H apun• ci ctle dod bau 

stat la r,1 orleniattJ prin convenţie bas■ canonici a epaţilllai vecto

rial R n ••h po11t1T oricat ■U. 

1.3. Spee■ el aplicaţia 

ll I l?Jl - R· 

catc lill1.ul daci 

a(n7) • 11{r) + a{7), 

a(u) • ata(r), 

oricare ar fi x,7€. R11 oi a€ R. Vo111 f'ol oai 111 ccmU.J111art uJdţoana 

noiau,e 

L( R11, Rm) • fa. 1 J< 11
- IR11 f u utt liJliarl }• 

Dacll 11€1( IR'\ R81
), •~unei ana 

1e{1, ••• ,nf, 

f"' - ~ J 'undt t•i• (l,o, ••• ,o), , 2• (o,1,o, ... ,o), • • • , •••(o, ... ,o,l) ,ne 

ba:ae canonici a spaţ11ll.u1 vectorial ~ •• ,1 und e lllf a1nt n12.11ert rtolt 

unic determi.nate dt apl1oaţ1s 11.niarl u. lll acest fel or!eăr~i apţ1~•

ţ11 lilliart ue.L(IR 11 ,f? 11
) 1 ae aeociu.l o uUice cuf>1~k4a ,1111-

1 ~ 1~ n 
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nn, •1olre1 utrloe <•f>1 , t, ■ 1" Hociaal • atol •Jl1eaţ1t 
1,1~• A .., 

lia1Hl a&L( a• .•• , pria tor.ia •<•1> • L ~~- 81 aa1 ·••ni■ 
ol fleclrei •trio• <•l>1 , k, ■ 1_ •• k•l Hooiad pllllot.i 

1, 1, a 
l l 2 2 a _., a,U <•1••··•"i••1•···•"i•···•lli•····-- 4"' ,1 iaffre, Ol'lOblli JllllOt 

(al ,a2 , ••• ,au)6 Ru 11 oorupllJld• • •trioe uiol <•!> 1 acle 
1 1 l n 2 D+l 2 2ll ■ ll■-11♦4 ■ na 

•1 • a •••• •"ii:• • • •1 • a ' ...... • • ' •••• •1 • a , ..... •a • 

Ia acut tal apaţial L( R11
, R•) •• iclenUfiol oa ■paţl.■1 

1.4. 11• UEL(R8,lf>. Un •rector ::rERll - {•1 „ llWMft• 

nctor propria al lu u, daci eri■tl a aualr 

proprie, aetfd !.nolt 

•<r> • A :r 

.:l , nlllli t -.a.loare 

laloril• proprii ale operatorlllai Uniu • alnt rlcllcinile 

reale al, tcaaţiti 

det(~ -A.~f> • O, 

11.Ddt a(t 1) • ~ a~, 1 E { 1, ••• ,nf• 
lt•l 

1.5. Pl'odaeul aoalar al Ttctorilor ::r• (::r1 , •••• ~) 1111 

1• (11 , ••• ,yll) din Rn H c1,r1n,,ta prin tormla 

< r,1> • r 111+ ••• + ~yll 

Pentru orice Tectori r,1,s € R11 ,1 orice acalar ;l E'.. IR aTta1 

l) <z,:, • <JT• 
2) < r,1 + •>•<r,1>+<::::r,s>, 

3) <. :r, ~ 1> • ~ <x,y>, 

4)<.x,x>~O, 

5) <x,x>• O~ :r •O. 

Spaţiul vectorial real IR 11
, ou produsul scalar d$ fin1 t mai 

sus, eete an . apa ţiu nctorial euclidian, Î€ ,l/J..r,L ~ 11,~111 ~ ,t«. 9 
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1.,. a. ~n•ll1 ,, .. -.-1111 eoalar ,-••• al uea1•• tiecll'■i 

ffOt• r • € • a.ar Hal ,-1UY, an„ Ir I 91 uaU l!!!!I „ 
M 

r. ••• au TMtu :ir• (r1, ••• .z'I> •n• aalrlll • 

aplU•t•a 

1:ir1-.ţ;;;;°> 
nHatelana 

1:irl •i (rl)I + ... + (~)I 

,..,r■ not•il tia NU uaaaiel • a,-,1111111 6,.,, nq 

1•11 • 1. I •1 1 • 1..... 1•.I. 1. 

Yeehril •• l-,1M m fl aweo yeotpi pitari H■ nc-

1•1 •••U ... nr„1. 

Putrll .1„ neter1 :ir ,7 & tM p „1„ NalaJ' .:l. c R ..,.. 

1> IÂ:irl•l.1.1 .1r1 
2) Id ~ o, Ir I • o „01 p •11■111 „o1 :ir• o 
)) lr+7 I • Ir I + h I (iaepl.Uah• triupi■llll). 

hatr■ • Ce-.u-a 1aec■11t•t•• tr1aah1111111 •• f•l••tt• 
,&8•1•Utat„ 1■1 a.pus 

<r,71, (lrl.171) 2 

1.1. Dia iaec■l1tatea 1■1 Se!lwara res■ltl ol ,,ntr■ doi ne

teri nn■l1 r fi 7 Ua f M ne■ 

-1" __ <_,_,,_> __ _ 
I rl • 171 

a. awtt• upj • doi Ytctor1 aenlll. 1 r,1~ Em - {of n•lnl 

e € _[o,T J dat •• egalUah• 

aoa e • __ <.;;r:.a,""l"'">--
1 rl . I 7 I 

1.e. s. apue ci nctor11l re fi. ut, perpendiculu (W-Q:,,,. 
,I!!!!}) pt notor■l 7e, €_ ,1 •• aotHsl r .1. 7 daci ,,,, 

< r,7> • o. 
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a. n•• ••• ol r•l•t1• dt ••oe•■llt••• ••t• •1-triol ,1 

ol noterlll nlll en • •illc•nl nohr •tec eul „ el 1n■ .. 1 • 

o a!l • .,.,1111.u not•illl f.M " nw,t• stcpg-tl 4aol j 
not•U -.. .. 1 •!at u1'u1 ,1 ••cc••ll 4oi otte 4oi • 

.... oanalol { •1 •. • • ••• } • •paţilllai ':".,. •n• ,.tClllN• 

•tl, deo■r•o• an■ 

1.9. Unlli ■i■tt■ ordonat•• a•l notor i Ti•••••"n-l dia f_.,,, , 
li ••oo1•• notorlll 

4ettr■ia■t ■■tftla 

1) 4aol T1 , ••• ,Ta-l ■!at liaiar depelldenţi,atanoi ••O 

2) daol T1 , ••• ,Tn-l ■!at ţ~iar 1Jldepelldeaţ1, ■tllllloi, 

1) notorlll • •n• perpeDdiolllar pe notorlll Tlt.' (-") lt e.{ 1, •• • ,n-1 J1 

lldiol < w, '\ > • O , (-~) lt « { l, ••• ,a•l J • 
11) lugiMa notorlllai • t ■te 4■tl de egalitatea 

······~······ ········ 

! .U ltet1tt l Tl " •••Ta- i•• J• ■•u poaitiT orientatl. 

Veotorlll • H nam,9te produ•ul Ttotorial ■l ••ota,rilor 

Daol pan•• 

Tk • ~•l ••••• ~•n• 

atunci produsul Ttotorial al ·nctorilor Tl'••••Tn.-l poate ti acri■ a l 

l>olio aub ardtoar•• torml dt •determinant• 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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••••••••••••••••••• 
~ -1 ••• .,-ia-l •• 

l.le. O• ajatorlll •••1 •• ,on1 ••t1a1 1a t diatanţa 
M 

Hat.re dod JQllote. 

Pria ••t1J11t1e. 41n•s• •<z.1) ,u.atH ded ppotl I' ,1 1 

Ua € ene ••tl •• eplUatH 
·"' 

t(z,1) • I z-1 I 

Pro,rietltll• 41etaaţe1 n dedu iMdiat 41a ,re,ri,tlţll, 

IIOHlil 

1) t(r.7) ~ 01 d(r.1) • O daol f1 HMi daol Z•J 

2) d(z,7) • cl(7,x) 

)) d(z,7)' 4(r,a) +d(a,1) (ia11aJ.1tatH t~1ug.b11ala1) 

I Ob1trnu,. »•ol pe o IIIUlţiM arbitrari I ·-- ddilut o tuncţ1e 
f 4 I I s I~-
! (s,7) ~ d(x,7) 

!cu 1rop\'iOlţ1le 1), 2) ti .'3) de mai eua, aţwiei aoeuU fuacţie H nu• 
lae,te ■eţricl aau disţytl. iar perechea (B,d) •• nume,,, 8paţiu aeţric. 
I Spaţiul euolidiap &NI eete epaţiul metric ce se obţine introdu-
, dnd 1D epaţiul numeric fin tuncţia diatanţll 4 prin tol'llula lui Pitagora 
I 2 1_12 2 I d(s,7) • (r-7-) + ••• + <rl-,8) , 
unde x • (s1 , ••• ,zD) şi 1 • c,.1, ••• ,,8) a1nt doul puncte arbitrare 
din[ • 

IYI 1.11. franstor.mlrile spaţiului euclidian Ell1 care coll.8ervll struc
tura euclidieni, adicl transformările lui ft>l oare COJ1Bervll meirica (d.is
tan1a) . a1nt numite izomeţrii sau automorfisme ale spaţiului •uclidiap 
f"". Deci prin iso.metrie 1au automcrtiam al -spaţiului euclidian €°_..,, 1n
ţeltgem o· aplicaţie B • 6 - f cu propri e tatea ci 

"" I\'\ 

IX-Jl•IB(x) - B(y)I, (i)x,1e.EI)-, 

Bxenple de i1omeţr1i 1) 111 xo E €~ un element fixat ,1 aplicaţia 

Tx I E - e ' Tx ( x) • X ♦ xo 
o 111 -,., o 

Bate •rtdent ci 'x ••t• o isometrie (ţranalatia determinată de x0 ), 
o 
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11) 11e i I t · -f. o trape!ormar• ortogopall, &di.el B ••1:• ,,.. hi 
aplicaţie liniari ,1 

<:ax, :a 1> • <x. 1> , (11) x, 7cfl'>f 

(aa notat :a x 1n loo de :a(x)). Bate \IICl' 4• YUUt el R Hh o 1zoppeţrie. 
Obaernth. 11• { e1 , ... ••n J reperul canoni.o din ~,,; ,1 t1• 

a 1 ~~ - f;,.. o transtorm.an ortogonali. Se •Pun• el :a pletreozl c,rjl.en
.1!1:!.! daci aatr1cea ale clrei coloane aht :a •i• ••• ,:a •n are datarm:I.JiBD
tul egal ou unu. o transformare ortogonali care plstreazl orientar::e• ·•• 
numeşte rotat1e·. 

Exemplu de transform.are ortogonell care nu eete rotaţie este 

fimetr1a 
8 I f - f o X .....- a(x) • - X 

M M 

Obearvatie. Se ,ue el o aplicaţie B t c - I: ••t• izot:11111trie C,;M IM 

daci ,1 numai daci exiatl o matrice ortogoziall li. da Up (n,n} fi llll:l 

Yector x
0 

e. ~11' aaUel ilicit 
B(xJ • R(x) ♦ 10 , (Y) X C -~ 

Cu alte ol&Tiaw o•1• iaometrie ■- obţine prin compunerea una1 tranmtor
ah-1 oriogoJlal& defini il 4• :a, cu o trmalaţ1a !x datal'lllinatl de Y•c-

- - . . r : ·, - -· . : · ... . -· · = o .. ~ . 
torul x

0
• Vom num.1 li. componenta ortogopall a 1;ometrţei B. 

f 2. TOPOLOGU SP .ATIULUI Qin 

2.1. Se num.eote .l,lltiu topologiq o pereche (Jf ,"t ) , unde li e■ te 

o mulţime arbitrari, iar "t eate o !amili.a de •ubm.ulţimi al• lui II ce 
yar1!1cl urmltoarala axiou1 

1) =ulţ1.111u rtdl aparţizi, llli i 

11)114.ro I 

111) orice uuniWlt d• •ubllllllţi.lai din r; utt o •ubmulţillla 41.Jl t. • 

1..-) illt ■rHcţie • cloul aubmul.ţ11111 dill S Hta o Hbmul.ţi.a din f» 

llwlţ1m1lt din r; H D.llmHO QUJ.ţim.1 dHObiH ale apaţ1ulllli to

pologic (M, t;), 1e:r ~ poa:rtl nwaele d• topologie a aul ţim11 li saci cllt 

etrueturl topologici a llli li. 

2.2. In R 11. H introduc• o top.ologit ou ajutczul •tnel.o 

dHchiH din epaţiul eucl141an ,E
111

• Piud clat un punct x~ f..., oi uzn 

nw:lr at:r1ct poz1t1Y :r > O H nume,t• ete:rl desch111l de centru X oi. :r:azl 

r, aulţimta 
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O 1111.lţiM U dill lin ae 11uae,-te gltiae deachipi d.acl pqn-u 

-orice pUZ1c1i x E- 11 ex:1.stl UJ1 n'lllllăr r eal strict pollit11' r 7 0, uttel 

1AoH Sr(x) C u. O aulţiae T C: an ute fUltiM lnchial daci li11-T 

aul ţiae 4Hchid. 

HW 

I 

llulţiaea UC lliD H awae,-te 11hlatl 111 rapor't cu originea d.acl 

!(l' ) X(: U fi (•) t~[o,11 &Tea t XE U. 

2.). Pie U ·c ll 11
, :r

0 
€ li , ,1 11 'O - Rn, Spuea ol !l.!1: 

.2!ll.! P eeb oontiJlal !Jl puotlll r
0

, daol pent:ra ozioe I.> o, 1rinl 

u nlUllr ~ > O a■Ull incit 

li' ( U 11 Scl(r
0
)) 5= sc<P(r

0
)) 

Daol 1 ••te contiJlul 1n t'iecue panat din tJ , at•noi 1 tll1i1 

ocnUnal ,P9 U , 

Orioe aplicaţie liniar! 

, I R 11 -R· 

tatt con-tind, Orice automortin al apaţillllli € tnt • aplicaţie ,.,, 
oontiJlul, 

§ ). Dil'!Rn'l'UBILIT.lTI II Sl'.l!IUL R11 

3.l. 11• UCIR11 o 111llţime dtachi■l, :r
0

€ U şi P1 U -R• o epl1-

caţ1a continui. Spunem ci aplicaţia Peste diterentiabill 1ll pW!cttll :r
0

, 

deci există o aplicaţie liniari 

1t1~
11 -R•, 

f P(r) - 1'(:r
0

) - a(:r-r
0

} I 
I :r-:r:0 I 

• o. 

Aplicaţia 11.nierl u , 11nic deterlldnetl a• n Wlleşte dit'erenţ 1ale 

~icaţie i P în punctul :r:
0 

şi se notează ea dlx. AII rizut la 1,). el 
o 

epeţi lll. L( Rn , lR 18
) se identifici eu IRnm. Aceaetl id entificare 11t u-

t1nde şi i.n le giturl cu topologia de pe spaţiul :,(~ 11
, R11

). 
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Daol tanoţia P I U - R • •n• di.tuenţiabill 1n o.rio• pa:nct 

dia U , ia.r aplicaţia 

dP I U - R na • L( Rll, R•), . r - dP:r 

ene oontinal, atanoi •• 1pu1 el P ••t• de ol•el e1 • 

Daci aplicaţia dP I U - R nm ene de clael e1 , atunci •• 

apune cip ••t• de cleal o2 • Di.te.renţiala aplicaţiei dP a• notoasl cu 

d2P • d(dP). 

Recarent, daol aplicaţia dl' 1 u-R 1111 este de clasl clk-1 , 

atunci•• sp1211e el Peste de olasl e~. Daol aplicaţia Peste de clasl 

ok pentrtt orie• k e{1,2,3, •• . J, atunci se spune el Peste de o.la.el o-. 
Conyeptie. In cele ce urmeazl prin aplicaţie difarenţiabill conwelllll!l să 
1nţelegem aplicaţie da olasl o-. 
ObserYatie. In general, despre o funcţie P : U 1-?!R0

, unda U c UR11 , se 

spune el asta diferenţiabill daci axistl o .aplicaţie dif'erenţ:ialbi.ll 
P I U ➔ Rm, unda U este o mulţime deschid 1n IR11, U c. Uşi P/'U „ P,.. 

J.2. iia U o mulţi.ma daschisl în IR11 şi P I U ~ Oim o a1pl.icaţie 
diterenţ1abill, 

Pie r
0

E: U. Coneiderlm matricea 

Aplicaţia P I U - R II ee numeşte iJDeraie, respecti.v smbmeraie 

în punctul x
0 

daci rang J1 (:r
0

) • n, reapectiv rang J1 (x
0

) "'. 1111. Daci 

rang J1 (r
0

) • • • 11, atllllci aplicaţia P •• 1111111eot• diteomorf"leaa necai 

1n iro• 

Dacii aplicaţia P I U .;__, R • eat• iaeraie, .respectiv smbmeraie, 

1n orio• punct r
0

e. U , atanci 1 •• nu•ot• imersie, reapeot:iv s1ublnersi1. 

Pie tJ c R 11 
• T c R 11 doal mulţi.ai deachia• fi P , l!1 - V 

o aplicaţie b:I.Jectivl, P 81 ntu111ote difeomortiam (intre U oi "T) daci 

aplicaţiile P : U - V oi ,-1 , V - tJ a1nt diterenţiabile. 
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).). Snapl• 

3.3.1. Ccanderb aplicaţia 

·- • , R2 - IR 3 

P(:rl,:r2) • (:rl+:r2, :rl:r2,r2). 

Deoarece rang .r1 (:r) • 2, ,('f) :r E: R2, nslll.11 ci uh o 

Wifi!• 

--· ).).2. Con•iderb aplicaţia \., 

'1 R 2-f 2 

Daouece rang J1 (r) • 2, r11111ltl ci 1 ,at, dif•omorfiam local 

ta 01ica pllDct :r ~ R2 • Aplicaţia 1 na eah difeoaortiaa, deoarece n 

na•••• in~ectid. • 
).).). Pi• a,.aEI ca n > ■ fi aplicaţia 

1,Rn-~• 

detiJrUI priJI 

Deoarece rang J1 (:r) • m, re&ultl el 1 eat• aubmerai,. 

).).4. Conaiderlm allllţimea 

fi aplicaţia 

det1n1'l prin 

i(rl • .. • ~rll) • ( 1+1 8 ~)) 2 

11:•l 

Se co.astaU. uşor că 'P este bijectivii şi c11 rang J1 (x) '" n, 

(\J) x f ltn. Reiau U. că P este un di!eomor:f'ism. 
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3~3• 5. :r1e L , a• - a• o aplicaţi• 11.JliU"I fi oaopd ~ i4eo1 

•c-ţ1il• lw.1 L •1Jlţ 4• toru 

. . 1-.{ 1, ••••• }, 

lmll• x • (x1 , ••• ,z21), x' • L(x) • (x• 1 , ••• ,x•n) c an. Observi.a cil -tti• 

cea 1aoob1ul a aplicaţiei L 1n punoţu], lt e•t• 

1 L (,c)• <a;)1 H,H D 

Resultl ol ana 

J.J.6. Pie R , fM - E/\1 o ttansformare orţogoDall, dece1 ecua

ţ111• lui R a1nţ de forma 

·x•i • a}x.1 iE{l, • • • ,nJ, 

unde x • ( x1, ••. ,z21) E¾ , x' • .R x • ( x' 1 , • • • , x' n) -: C,,r oi umd• coefi

cienţii ai aatiatao oondlţiile de ortogonal itate 

• 
n i 1 ţ L •• 8i. Cl•]t 

1•1 " " 

Avem, oa la exemplul J.J.5, 

di • i 
lt 

).J.1- Pie B I f - E o isometrie. Beuaţiile aplie:aţ;i ei B 
,i,, r"' 

dnt 4• forma 

x' i • 8 1 x j + •1 , 
.1 

1e.{1,.,.,nj 

unde 
n 

S a1 a! • cl •1c• llatrioea 1acobiană a aplicaţiei .li e111te 
i • l j " 

Vedem de aici cil 

d B • li 
lt <i> x Iii e . 

M 

unde R este componenta ortogonală a izometr1e1 B. 
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f 4, SP.l'l'IUI. nc!~UL UJGffl IJTB-UJ 

PDCT LA R ll 

He :r•€ R•. Conllidtrla alllţima 

f:r R n • { (:ro,:r} I :r€ R D J 
o 

'l':r R ll - Rn, (:ro,:r) - :r 
o 

tete o 'bijecţie. Prill aceast i! bijecţii 1nua1.rla 11111 ţimea T R11 eu 
ro 

o ■tactul de apeţi11 Tectorial real. Op1.raţi1l1 de adw:iart fi dl 1n-

aal ţiu ca ■calari. ■ţnt dlf'iniie pr 1ll 

Spaţiu nctarial , - :r R n se l1llllllfU spaţ111l tapeent 1n 
o 

panc-
Jl ~lll Ie !!___E_, 

:ne11111ntele apaţi-.J.lli linia.r tangent 'l' R 11 
•• n1111ese Tto1o.ri 

ro 
hpgmt1 1Jl pwictu.l re l! IR 11

, Dimensiunea apaţilll.111 net o.rial 'l' R n 
:ro 

Daci { 1 1 ,,., ,e
11

} este baza canonici a spaţial ai Rn, etanci 

{ (ro••1> • • • • • (ro,en) J 
est, o bazl a epeţialui vectorial T ~ n nam.Ul bau canoni el a apa

ro 
ţialld. tangent T r R ll, 

• 
Pe Tiito.r, cind ptmc t ul r

0 
di.a R II este rt.raţ, IUl Tectar d!Ji 

t r IR 11 U Tom nota aiaplu ca r tu loo de (x0 .:I') şi epune11 ci r ute 
e 

TtctCl tangent le R n 1n pWlctul :r0 , 

Dacl identU'iclm în 11od cBDonic 

cancmcl e apaţiullli noto.rial ; IJîll lE f!ll 
o 

'1"' (1,0 ••••• o), •• ,, en " (O, ••• ,O,l), 

!' R.n oa Rn, atllllci baza 
ro 
este ~o.rmatl din vectoru 
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9Pl!OLW, J 

!ICJBU LOOJLA A atllB•Ial 

S 1. CtlUSI ll SP.A!IUL •UCLIDUJ p-DIDJBIOJ# EAIJII> 

'filGH'l'.A I RIPDPI.il •QRJUL 

1.1. D:SFINITIB. Considerăll UD interval I s fi. Se .11tmeşt1 

curbă parametrizata1 sau pe scurt curbi izl spaţiul !:fi, orice ap:il.ica-

ţie c"" - diferenţi_abili c I I - ~ ·• 
'11 

1.2. ~BŞ§RVATIB. 

1...2.1. Dacl I nu 1st1 interval deacllis, atunci ap1i,caţia 

c I I - ('1 estt curbi izl l;;m dacă există un interval descll:is Î c; fi 

şi o aplicaţie c- - diferenţiabilă o I I - 6 astfel izlci1. 
/)1 

1 ~ I şi oh „ c 

1.2.2. Fie c I I-~ o curbă parametrizată. Pun.ct;•le 

care aparţin imaginii c(I) se numesc puncte ale curbei c • 

1. 2.3. Curbele din f-.t se numesc curbe pla.11e, iar c111rb1le 

din !;,.~ se nume ac curbe atrîmbe. 

1.3. Dl>FINITIA. Un punct c(t
0

) al nnei curbe o ~ l[ -fi,,,,, 

tul c(tc) al curbei c ee numeşte punct singular • 

..E_urba c : I - fi~ se numeşte curbă regulată dacă !toate 

E_unctele ei sînt puncte regulate, deci dacă c(t) JO, oricare ~r fi 

t E-1 • 

1.4. OBSliRVA'l'Il>.l.4.1. Fie li imaginea geometrică a curbn 

paramatrizate c : I - E , deci Y =- c(I) G l . Se apune că o 
m ')'I ... 

este o parametrizare de clasă C a lui li. 
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1.4-.2. Considerind in ~,1 un 11.at•■ de coordonate oarte

aiene, o ourbă paraaetriz~ti eate dati pril:i ,ouaţiil• 

(l.l) { ~~- ~ · -
0 ~<.t:. t c: I 

:s• • o11(t) 

aattel oi avem c(t) • (o1(t), •• ,,o11(t)) pentr:i orice te.I. Se spune 

oi t este paruetrul gurbei. Daoă noU.11 P • o(t1), Wlde t 1 €. l , 

atunoi sp11De■ ci punctul P coreaptmd1 valorii t 1 a parametrului t 

( se 11&1 apune oă punctul P ar11 absoisa curbilinia t 1 ) , 

l•"-•}• 111 o , I - fi)! o ourbi para111etrboti., t
0 

E: I şi 

~ţ li spaţiul tangent in punctul t.
0 

la li • 
o 

Baza canonică { (t
0
,l)} a spaţiului vectorial 'l\ fi este 

o 

fo?'lllată din vectorul (t
0
,l) = 1. Deoarece aplicaţia c eate di!areo-

ţiabill in t
0 

rnulU. ol. 
lc(t) - c(t 0 ) - dot (t-t 0 )U 

o = o 

Deoar~c• aplicaţia 

doto ' IR =:: TtoR - l!n ~ To(tof-n 

• at, .a-liniari, av,11 

dot (t-t
0

) • dot ((t-t0 )·l) 2 (t-t 0 )dct (l) 
o o o 

I.a. ooctinuar,, obţinem 

D• ai,i rezultă 
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dot (1) • 11a 
o t-t;

0 
•I-{t0 f 

Pr:LD uraare 'HOtOrul aparţine spaţiului tangent 

1.5. J217INITIJ. Considerb doul aurb• paraaetr1zaţe , 

o , I --( 
i'l1 

şi o' î-€. 
'" 

Se spUllll ol ourba o a !os1' obţinută din OIU'ba o printr-o schimbare 

4, param,tru ( sau oa o şi O dihră printr-o sohiabare de parametru 

sau ol o şi o aint eoh1valente) 1 daoă există un di!eomor~iem 

aet!el incit 

1.6. OBSERVATU 1.0.1. Din egalitatea (1.2) rezult~ 

o(I} •· o(I) • 

adioă ourbele par8Jlle1'rizatş o şi o au aceeaşi imagina g•o=etrioA. 

1.0.2. Bete evident că curbele paramatrizata car• di!arA 

intra ala printr-o sohimbare de parametru formeazi o clasă da eohiva- . 

lanţă. O astfel de olaeă ea nU111eşta ourbă neparamatrisată. 

1.0.3. Din egalitatea (1.2) rezultl 

t(t) ,. o( t) 'f (t) • , unda t • 'f'(t) • 

Egalitatea (1.3) ne arată el vectorii 'ii(t) fi c(t) eint 

coliuiari. Dacă ~(t) > O , (~) t ~ Î , atunoi se spune că !Schimbarea. 

d• parametru păstrează orientarea. ln acest caz, egalitatea (1.3) ne 

arată câ vectorii coliniari c(t) şi ~(t) au acelaşi sens. 

1.7, DEFINITIE. Considerăm o curbă parametrizat& 

c I I -f 
fl'l 
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11 fii [a,b] $i 1 • Cutia paraaetr1u'6 •I r_ :1 • (a,b) ~ f ~ . ~•--J .,,, •. ,ţ. '" al op.rbd t• Pria lqiau aroului el• crvbl olra,'lfl ~•hgH 

lugiaaa iaagi.uii aplioaţid o\ra,~ • 

1.a. DIJlDllm. Lungi.au arcului d• ou.rbl o l[a ,b] ut, 

L(o lca,b] ) • I: I o(t)I 4ţ 
1.9. PROPOZITilf• Lrmgiaea nnui arc de curbă es-i;, Wl izlveri

ant al acb.imbi.rilor de paruetl'U. 

Demonatratie. lie o I I - f şi C I r - E ,,, ,n 

dQul ourbe care diferi intN ele printr-o achimbare a, parametru, 

adiol există Wl di!eroaorfiaa 

'f I t E Î - <f' (t) a lO E I . 

aaU•l 1.ncit 'i • o o 'f • st.ni )osibile d.oul oasur1' 

Oasul I. 

li• (i,ii] S I • Daol Jaotla a " 'f'(â), b "' 'f ($), atunci avem 

, I fii ·-t<c [i,oJ> • h D•<t>I dt. 
li \ -., J. 1 Aci)I dt • J: pc <f'<t>) )P<t> 11citf = 

. ţ: lc(t)B dt :s L(ol[a,b] ) 

Casul u. Cf (î) < o, (Y) î E ?. 

Lulm un intenal (â,i J C: 1. Daci notlm • .. <f(ÎÎ), b • <f(a) a tUDci 

vem e < b. (funcţia (f este deecreaeltoae) . Rnul tl 

. i b 

1cc I [i,li]> - i_ tic,> I dl - -L I oe 'f(i» 1 c; <1>at -
a a 
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1.9• • .Apl1oat11 1.) loung1ua UDÎU aro al llpt1■oru1u1. Couiderl 
ourba o I I c: 8 - f2, , o( t) • ( t, a eh ¾>, a~ O ( imaguaea apll.oaţiei 

o H n1meoh llptia01'). •• propUDea ■l oalou- d 
lla lungian I,(olco,tJ) • .Ana c{t) • (l, ■h ¾>- / l 
RHulU 

L(ol[o,t] ) - r lo(ţ) I 4t. rt ~l+■h2 ¾ dt. 
o Jo 
t 

- r oh.lu. a ■h.1 
) li • 
o 

U) Ltmgi.mea cercului. Oomiiderla un 

OU'O ... l'ul l' 

o 

o 1 [o, 2.TJ-~ • o{t) • (r oo■ t, r ■in t), 

An■ o( ţ) • (- l' ■1.Jl t, r coa ţ) • Jiesultl el lungilua oercultli eate 

2T (27 z Y 
Io • ~o I o{ ţ) I U • ) / U • r ţ I O • 2 Tr 

iU) Ocmaiderb curba 

o I I & ll - t1, , o(e) • ( f (i)co :; e, .f (e)ain e)., 

:r 

llld• ~ 1 I --- ll -■t• o funcţie diferenţ1ab1.U. Jl'ie [ a1 ,e 2J c: I. AT111 

l 0 lo. PR0P0ZITilh Pie o I I - [;= o curbl r~ l at l. Fix ,., 
.;l;CIR,,EY 0€ .T 

aobiabue de parametl'U ou, păstrează orientare<& 

Cf'1 J -I 

a■t!el incît 

....--
şi Do 0 <f (s)ft= 1 , (.V) se.J 
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- --- ·- . ~-- ------ _ _ .. - -- - t 

• hfiaia haott,a nall f I I--r & pria f(t) • 5 I( c(ll)Jf da. 
v i. . . . ' 

fta f(t) • lf o(t·)U ':;> O, (\ShE I, deai f1moţta t ~ t( t) HU ■viot 
•olteare. Deoareoe ana ~(t•) • o, resultl ol t(t) < O penvu 

~ '•· t E. I ,1 t(t) > O ·••va t > t., t ~I. lotla J • f(I). l■t• 

t'l'i4nt ol f , I ~I ••t• b1Jeoţ1e. ':Pi, '/1 I .~I, •~ 'f ( ■) • t, 
Tena aplicaţiei t • .Aplicaţia Cf Hte bi~•cUYI. ••t• nideat ci 

Cf(O} • t•• :Paoţla f Hte d1fereaţ1ab1ll fi t(t) ,-o, (?ht.I. :PUDcţia 
f Hte Wernţ1a111ll ti an■ 'f( ■) • -:-1- >O, (?) ţ • 'f ( ■) sI. 

f( ţ) 

eoareoe Cf 11 Cf-l • t dat flmcţil dlfereaţiabile, rezultl ci aplica
i• Cf Hte diteo•rt1 ... J>eoareoe 'f ( ■) >0, (f)a cJ, rHultl ol ■ch1a-

' ar•• te par ... u-11 •<f I I - I piau-eul ori111tar••• loula • • ■( ţ) • 
• . f<t). t • <f(■) ,1 • .,. •• 

Â<•>l • lo<Cf<•»I <f<•> • UCt>I Cf <•> • t(t) -;-1- • 1 
f(ţ) 

1.11. OBSBRTJTD. :PW1cţia a • ■( ţ) nu cl1pilld1 de para■en-1sare 

1 ml■oarl l1111gi.aea _arcelor pe curba c I t, I~c(t)Ef , unde 11-a 
'm 

1:mt 1m pW1ot oric1D• o(t•)• 

7uncţ1a • • ■(t} ■e DUMftl lungj.Jlea d• arc pe curba o. 

unei avea 

Daol curba o I I-€ are reprezentare&parametrică (l.l) 
M 

~- lffl= 
1.12. D:SFINITI]. O curbl c I I - '=~, 111 spune că r.ete 

rametrizată canonic, dacl I o( e){\ = l, (li) s e: I. Para.metrul e 

, numeşte parametrul canonic. 

1.1}. OBS:SRVA1'I:S.l.l}.l. Propoziţia l,lo ne arată că ori~~ 

r11,rbă regulată ,ate echivalentă cu o curbă ara.metrizată canonic, 
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O I o Cllll'Dl par•etriaatl oancmic, 

deoi ao(a)I • 1, (~) ac:I. Conaideru UD 1Jltenal (a
0
,a1Jc I • Lun• 

giaea aroului d• ourbl ol[•o••iJ ·•ste datl d• 

,•1 r•1 
L(ol [s ,si]) • J fo(a)I da• J da• • 1 - a0 

o •o •o 

1.14. Conaideru o ourbl o a I- €,_ şi fie e(ţ0) u pw 

regulat al ourbei c. 

PriJl ta.ngenta l• curba o 1n punonl regulat o(ţ 0) int e 

gea poaiţia liaitl a dreptei deteraiJlate de o(ţ0) şi d• un punct oar 

..!.!!:! o(t) al ourbei oi.Jl4 t ti.Dde cit~• t
0

• 

Dreafta d•tel"llillatâ de punctele o(t) "' c i (ţ) ···•, ll1\t)I 
~i c(t

0
) = (c1(t

0
), ••• ,c11(t

0
)) are ecuaţiile 

.,.n „n( t:o) 
• • • z: 

on(t)-on(t
0

) 

Iapărţilld numitorii cu t-t 0 , apoi trefiod la limită cu t-t
0

, ob ~ 

ecuaţiile tangentei la curba c ill punctul regulat o(t
0
). 
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Vectorul o(to). (c1(to), ••• ,c0(to)) eit• Duait Ytctor 

mgent le ourba o iD punctul o(t
0
). 

1.15. Prin gip,rplan poraal la curba o 1 ::; -r (n >2) · 
,\.1 

_,;;.....,P~UD_c_t~ul-"'--_r_e=-..;;...;;;..•t o(t 0 ) inţ•l•g•a h1perplanul cue tNce prin pllZlctul 

(t0 ) şi este perpendiculu pe tangenta le curba c 1.D punc t-ul c(t
0

) . 

f1J;.ind aeua de (1.5) , obţinea ecuaţia h1perplanului DOl"-

al la curba o I I -~v. (ll >2) in pwiotul o(t
0

) 

1.6) (x1-c1(t
0
))i1(t

0
) ••••• (~-cn(t0 )) c0 (t

0
) • O 

Fie c I I - f 2, · o curt>l plană. Prin poraal§ la 

o(t
0

) şi este perpendiculară p, t8llgenta la curba o tn p=c~ 

1.16. BXlilo!PLi. 1.16.l. 11• a şi b doi vectori tn f~ , 

onsid1rara aplicaţia 

1tiniti prin 

c(t) .. at + b 

sta clar că o este o curbă paraaetrhată in f,,, • Curba e , F. - f,,,, 

ete regulată dacă şi numai dacă a~ O şi in acest caz curoa est e o 

re aptă. 

l.16,2. Coneidar8JI aplicaţia 

C IR -Gl 
efinită prin 

o(t) = (r(t- sin t), r(l-eos t)), 

de r •~t• o constantă reală pozitivă, ist a , .Jent ca c sste o 

parame trizată in f;Z • Fie [ 0,2.r]cfil • Vr a:a să găsim lungime a ar

de curbt c I [o, 2 .1"] • ~vea 

c(t) z (r( ~-cost ) , r sizl t ) 
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loCt>I • I' -{c1-:oe t)2 • aa2ţ ■ rp ~1-ooa , ■ 

· • rp;2 •1A2 f ~21-.1af ,.. . . 

X.Co I [o,2 .1')) • 1: 21' aiA J dt ■ 8r 

late uşor d• Yliaut ol punoffle 0(21t.r) , oa lt .:.Z , ah• JIQllOto aiA

gular• al• ou.rb•i, o•l•lalto punot, f11Dd punot, ropl.ato • ... 
ObHaaţh.Iaagi.n„ aplioaţid o „ DWlOŞtl o1olo1di, Oioloida uh, 

d•aorial d• UD pUDot M al UllUi oero r oar• ao roatogol,.tw flrl alu

De0&H P• o c1r„ptl tul D. ID d•ouraul roatogoliril oorau1u1, punctul 

•• oaro descri• oioloida, ooi.noidt auoo,aiT· ou o 1nt1A1tat, d• puncte 

al• dreptei !ixe, distanţa di.ntre doul puncta oonaeoutiv• !11.Dd egali 

ou lW1gia•• oeroului. ilogoa UDul di.ntr, ao•ah punoto dropii origiDoa 

O, dr.apta ful oa ul Ox şi porpondioulara 1n O pe Ox oa aul o-, (par, 

tea pozitivi a uei O-, !11.Dd do aoooaşi parte ou ooroul faţl d• Ox). 

Ilotu cu r raza ooroului şi ou t al.aura 1n radiui a unghiului --KCN. fie x şi 1 ooordonatole punctului K. 

Rezultă. 

r.. x s rt • r oos(.f'-t + 1) • r(t - siD t) 

F,. 
1 s r + r sin(.Y- t + ~) • r(l - oos t) 
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icuaţia noraal•i intr-un punct oarecare e{t) c {x(t),y{t) ) 

al unei ourD• plan• este 

1 - y{t) • - jftţ {x - x{t)) 

iouaţ1a normalei intr-un punct oa recare c(t) al cicloidei 

~ - r(l- cost)• coe t-l " sLî t (:z - r(t-sin t)) 

Normala intersectează axa Ox in punctul N(rt ,O). Pri.Jl ur

mare normala intr-un punct al cicloide i taie ua Ox in punctul dl OCI.O

al caroului mobil r ou ua Ox. 

1.16.}. Ne propune11 sâ găsiDI o parametrizare a loc1.1,,1 geocie

rio descrie de un punot li de pe un cerc 1 care se rostogoleşte fără 

lunecare pe un cerc !il: r . Locul geometric se numeşte ep ici el oidă 

ind cercul 11obil este tangent exterior cercului !ix şi hipocicloidă 

ind cercul mobil este tangent interior cercului !ix. 

1.16.}.1. Considerăm mai intii cazul ep i oicloirlei, .Notb 

pu R raz.a cercului r şi cu r raza ce rcului -f. In decurS"J.l ro i; to-

olirii cercului f , punctul li , care ds9orie epici~loids., c.>l.lleide 

succesiv eu o infinitate de punote ale cercului fix r . Fie .i = ul 

dintre aceste puncte. Alogam sistemul de axe xO, und• O este centrul 

ca roului r , iar Ox conţine punctul A. 
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:r1e s.1 coordonatele puno~'lli • (oare iniţial a ton 1n 

.&) ,1 t1e C' oen1irul oerculw. f pe oare ae atll • • fie • al.aura 

1A radiani a UDg.b.iului :ÎOO•. Botu de aae■enn ou t• ■bura in radi 
.....--... 

ani a wigAiului ■c•o. J>eoareoe rouogoliNa oeroului ■obil pe oeroul 

r ae tace ful al1111eoare, ruultl 

s ■{R+r) ooa 1i + r ooa(-♦t•-.7) • 

• (R+r) ooa 1i - r eoa Ju;, r 

1 • (l+r) aia t + r 1in{t;+t;•-S) • 

• (R+r) ■ia t - r ■ia~ 

Prin~ 1p1oiolo14a ene i■agillea apl1oaţie1 

o I ll -i"L 
defillitl prill 

e(t) a ((B+r)ooa 1i - r oo■ 113: t,(R+r)ain • - r aill W r r 

Oa ou particular illtereaa111i eate acela oind cercul aobil are raza eg 

o~ rua oeroului fu. I.A aoeat ou ep1o1olo14& ae numeşte e&rdioiJl• 

Cardioida este deoi iuginaa aplicaţiei 

o I ll - fi, 

o(t) • (R(2 ooa t - 001 2t), R(2a1l1 t - sin 2t» 

Pre~entlm 1n eontinuere Im e pentru R • 1. 
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l•l••)•~• o„14•rla ana eanl ~poe1ole14e1. loUa eu 

(l'eQ•l') l'U& Nre-1111 r (Napo f ) • 

Ia 4eCNJ'avl nnogolil'il o~rnl.111 :I , puowl ■, ou, 

eav1e ~poo1elo14a oo11lo14• auootaiT 1na • i.D.tilliţaţo 4• paAoţ• alt 

oro-1111 fur • 
11• A 1UNl 411ltN •••••• pWloto. ilogoa aiaţoaul dt u, 

()J, WldO O uţ1 HDl;rul Hl'Oului r , ial' Oz OOllţUlt punotul A. 

roaupwio■ ol I> r 

J 
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11• .,, ooordOD&t•l• puo~ai • (oare 1A1ţ1al a to•• 

1a A) ,1 fi• c• oe1aţrul HJ'OUU ,f P• oare H atll •• lotla n ţ 
/\ 

al81&1'a 1D radi&lli a miglliulu sOO' • .Jie ţt a&aura 1D l'&d1&Di a 1111Clli11.-
-"" lai •0•1. l>eO&No• ro••oeoliNa oel'culu aotlil ~• oel'aul tu „ taoe 

ful alueoare, •••• 

Jolo•iAd aoeuU egalitate, reaaltl, 

• • (R-r)co• • - r oo•Cr -<••-•>> • 
• (R-r)eo• ţ + r oo• -B::t.. l r 

, • (R-r)aiA • - r aiA(.r- {l'-l)) • 

• (R-r)aiA t - r •1A -B::t.. t r 

PriA 11.1'11&re lupoo1oloida •••• 1aag1naa apl1oaţ1a1 

dat1n1U priA 

e(ţ) • ((R-r)ooa ţ + r eoa ~• (R-r)•iA t - r aiA ~ ţ) 

Ou cu particular 1.ntaraaanţ ••t• acela o1Dt R • 41'• Ia aoaat oaa 

h1poc1olo1da •• nuaaşta utro1dl. 

Daca in eouaţ1il• paraaatrioa ala llipooioloida1 

(R-r}oo■ t + r co■~ t r 

, • (R-r)ain t - r ain &::I: t 
l' 

facaa R • 4r, r•~ulti ecuaţiile paru1trio1 al• aatroidei 1 

ll&U 

{

: • 3r coa t + r ooa 3t 

., • }r ain t - l' ain }t 
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l'ia IU'll&N utr oida uh iaagiAu apl1oaţ1e1 

d11U.'1 priA 

Pimot•l• A(R.o). A'(-a.o). B(O,R) şi S'(O,-R) aint Tir

! uril• aatro1d•1• 

ol Yirtur1lt astro1de1 sint puncte singulu• ale ourbo1, toate 

punct, aint punot, regulate. 

tangenta intr-un punct regulat oarecare o(t) • (Roos't , 

al astro1de1 ar, ecuaţia 

x sin t + 1 oos t - a sin t cost o 
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s 

lat, a.o•r d• ••r1t1oat "• dad. !(I••• t,O) fi S(O,B_a:LD •> a1Dt 

puotele d• 1DtorHoţ1, ale tangentei 1ntr-Wl punot oar,oaN al aatro-

14•1 ou u•l• d• ooordonate. atuno1 lUD6ia•• aagaientului !8 oate 

oenatant& fi egal& ou R • 

l,Q.Qgian utro1dd,aato 

L(o l[o.~ ) • .. J2 
lo{t)I dt ■ -, Jo . •l: ............. .. 

1.16.'1. Cona1derâa apl1oaţ1a c I : (0,1/ 1-~ dotiDitl p 

ud, a ,1 'b 11Dt oonatan•• real, ,1 a> O • 

late ••1dont ol •~l1oaţ1a o eato o oUl'bl paraaetr1aatl. Iaaginoa 

aplioaţlei • •• nuaeşte tractrice • 

------... ......... , ...... 

', 
' ' ' , 

\ 
· \ 
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l•uaţ1a ........ 1 lav-u pao• MN•an •C•) al ,,_111'1•e1 
. . .... 

huwl •• __ iner~•ţS.. 41â11N Alll•~a la puewl •<•> la 

!a:~ri•oi ,1 aa Os _ ~ •~cma11ele Ca 1af 1;g Jf + li , O) • .LaDg1 .. 

•• ~•qJ,~-•• _pe __ MllfU~ oapriu Sa•re pma•q,J, •• ----•d t1 aa 

es ......... .a,1qaa oa •• 

1._17. D.Qf91Ifil_• !!! •· ~ I - ~ • ,vbl PIZ!Mtlri,IUI• 

PniS!llttlt •U&MUi dai •oM,yalta5• , 

<~> B1P\U'Rl5•l• aor,al• i• ,wbl •n• u1pţr-,p nan ta,,. 
~~) l•ac!:e!• pwtr1ol • ovbd PF!IHtria••· o I I - E,,,, 

•••• ■1~•11• • lliperate.rt.. 

RIMJW5:E.t;1t• (1)-. (11~ louţia laiperplama.llli •oJ'Ul. ovbd 

• I I-.€'""' 1av-u pano• OU'OO&l"O o(t;) • <•1Ct), ••••• •c•» •••• 
(l.?) fz1-o1(t)]i1(t) +.~~+ (xll-o-C11)] ill(t) • O 

Pro~• ol hi~rplaDul de eouţie (lo7) treoe priD puotul fu 

( a1 , ••• ,a•),€'" , dooi avea 

(o1(t) - a~J 2 + ••• +((o~(t;)-aDJ2 • X ( ■oout.). (~t; e.1 . 

J>eoi P•~tru orioe 11«I aa _ ebţuaut; ol (01(11), • ••• on(t;)) nririol 

oouaţia miei biporster•, · deoi o(I ) • • at'lA ~ • biperat,rA. 

(11) ~(1) J>aol iaaguaea apl1oaţ1e1 

o , t;E:I -- o('C) • (o1(s), ••• ,e•(t;))elfh! 
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uh ■1'11a1il _. lli.peraten •• eouţie 

Pria 4er1nre, dia (1.9) Mţiaea 

(o1(t)-a1] o1(t) + ... ♦ (oD(t)-a•] o•(t) • O 

oeea oe De aratl •l hiperplanole Doraal• ourb•i 

pria pWloţu fu (a1 , ••• ,aD). 

• 1 I - f tNo 
.l)t 

§2. CURBJ lB POZIŢD GJIIHALA, BIPIRPLil 08Ct7LA1'0R 

2 • l. DBFIIHTIJ • Jie o _ 1 I - ~ .1)1 • Olll'b& puaae tria& tl. 

Spunem el curba o eate in ·poaiţie gemrall _daol vectorii o~t), 

cf'l(t),,,.,o(n-l)(t) aillt liniar 1Ddepelldenţi 1 oricare ar fi valoarea 

parametrului t 1n iDtervalul I. 

2.2. DBflllIŢll, l'h o I I~ f.lt'I (n >3) o ourbl ia poaitie 

generali şi fie t
0 

~I. Riperplan14 oare trece pria punctul 
·c ) (2)( ) (n-1)( ) şi este paralel ou vectorii o t 0 , o t 0 •••~,o t 0 

niperplan osculator curbei o 1n punctul o(t
0
). 

OBSBRV.lTIJ. Bouaţia b.iperplanului oaoulator curbei o I I

in pW1ctul o(t
0

) • (o1(t
0
), ••• ,o (t

0
)) eat• 1 
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z1-.1c, > • ll:2-.20) • ... ~-.•c,.> 
.ic,.> .2,,.> ... o•c,

0
> 

(2.l) (ol)(2)(ţ ) 
• (02)(2>,, ) 

o ... co•><2>c,.> , • o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
(ol)(a-l)c,) • (02),a-l)c,o>••• <••>Ca-l>c,) o 

2.~. PBOPOZI'fll. •1e o 1 

ti fi• '• <El • l>ul u hiporplu 

({"' ;,/ ~) 
I -~1 • ourbl 1a pos1ţ1• generali 

li oo ,Noo pr111 punotul o(t
0

) ~ 

,oraootoul iugiDoa apl1oaţ1o1 o 1D • pwaoto o0Jl!W14&M la o(ţ0), 
atuuo1 li ooto hiporplanul 01oulator ourboi 1A puowl o(t0). 

_ l)eaouatr&tie, 110 R Wl hiperplu oaro \Net pr111 p11Dowl. 

o(t
0

) • (o1(ţ0),.,,, o•(t
0
)) • R &N ocsuaţ1a 

( 2,2) ¾_ [ zl-~l( tO)] +• • , ♦ Azi [ ~-oll( tO) J a O t 

• 
IUldO ¾.•··· ,..._€11 ,1 L (J.1>

2 > O • 
isl 

Pwaotolo do 1nteraeoţ1e ale h1porpluulu1 do oouaţie (2.2) 

ou 1aag1nea aplicaţiei 

o ' 

au oa abaoioo ourb111D11 ri,dj.oiJllilo oouaţioi 

'-1( ol(t)-ol(to)] + .1i[ o2(t)-c2(to) J ••••• 
♦ .a..( cn(t)-o•c,.>]. o 

Daci dosYoltla tuncţ111• c1(t),.,.,o•(ţ) 1n aorie Tqlor 1n ~uru.l 

pUDctulu1 t
0

, ecuaţia (2,}) deYine 
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( ţ-1; )2 [. . -· .1 
+ 21• - '-J,(01)(2)(1;0) + ¼Co2)(2)(1;•)•••~•Aa<o•)C2>c,o>J 

+ ... + <:;o~ [ .&.1C•l)(a)<•o? + '2(02)(a)(ţo) + 

♦ ••• ♦ '.(oa)(A)(ţ0)] +••• ■ 0 

I>eoarooe Aiporplanul de eouaţie (2.2) 1Diie:rHo1;eul illag1De 

aplioaUd o I I-- fi)! 1Jl n punote oOD.tlmdah 1n 00
0

) rnulU 

ol eouaţia (2.4) trebui• al adaitl rldloilla t ■ t
0 

■ultipll d• oi-, 

41.nul A, deo1 trebui• al &T•■ 

11i 1(t0 ) + ¼i2(t0 ) ••••• 1.4•(t0 ) • O 

.&.i(o1 :f2lct.) + ¼Co2 )(2 )(t
0

) •••~• Aa(o■)(-2 ) (t0) ~ O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Jl 

Dooarooo L (.&.1 ) 2 :> O , dill ulti.aele A-l oouaţ1i şi d1D ecuaţia 
1■ 1 

(2.2) obţinea 
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:s1_0 1c, > • ~--2c,.> ... -s"-o•c,.> 
• ic,.> i2<•.> ... o•c,

0
> 

<•1><2>0 > • <•2><2>c,.>··· <••><2>c, > • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
(el)(a,-1)(1!) 

• (o2)(a-l)c,.>•~• c,•,<a-1>c, > o 

2•:-'• IDVJdl• Oouidoria aplioaţia 

• .•• - €" 

• o 
' 

••• o'Yidu.11 u o •••• o cnu'bl puaa,tri&dl 1A ~ , Io pl'OpUD•■ al 

•l'1a oa ourba 10\10 1D posiţio gonorall fi apoi oa oarioa ocniaţia 

1p,rplual:a.1 Hcnll.&110l' ew't:lei 1a punonl (0,0,0,l) r -t- ( O} 

o(\l) • (1,1,ooo 1;, -aia ţ) 

.<2>c,) • (o,o,-aia ,,-ooa ţ) 

,<}>c,> • (0,0,-000 ,, oia•> 

-i_o<•> • 82.<2 >c,> + .,.C3>c,> .. o , ciHEI 

a1o1 obţinea •1 a 82 •• , E o. doo1 •P oioril o(i),0<2>c,),o(})(i} 
nt lin1u independenţi orioaro ar !1 i e.,t • Bnultl ol ourba dat.I 

to 1Ji poziţie generali, 
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Iau.ţi& tliperplanulv.1 eaaulaţor OQ1'be1 date 1a puaonl 

(O,O,O,l) ut;e & 

aau 

l 

o 

o 

l 

o 

o 

x1 - x2 • O 

o 

o 
• o 

o 

I ). ==-.::=-==~===-=-==-.::c;G::.:UL=-.::UJ'E=I::....;:Clllm=::B::.o...::RRP=-ER=ULa:..=,L 

REPERULU 

PRBIET PU'?RU O CURlU IJ POZIUE GEBER.AL.l. 

}ol• pJPillI'fll. Fie o & I - ţ~ o ourbl arametriaat; 

Prin oiap de yectori de-a lungul oybei o înţelegea o aplioaţie 

diferftţiabill I a I -f • 
'" 

· l.D representa.rea geo■etriol, vectorul. I(t;) •• oonsider 

oa „otor hngent; la spaţiul f3111 în punctul o( t;), adicl as ident; 

fiol ll1l „otorul (o(t), I(t;)) din !
0

(1;)S,i • ___ _ 

.-- r-x 
I 

I . 
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oi aplloaţu 

• 1 • c I - iO) • ~ Qt 'o<•>&_,,, , 
,. .. -~ TeOtlorial , ___ lw:igul ftl'bll • • 

Cia,pal no,or1al ' - •<•> •• aua•t'- oiapul noto:rial hll

ftl'boi - - •<•>· 
}•}• Dm111JII. Pri.li DPIE lNDeţ 11ooiat ou,r'bei o I I-€_,,, 

Wl aiat•• d• a oiapur1 ncto:rialt { , 1 ,. • • , • 11 J d•-• lungul 

o, utfll 1Ao1t pentru o:rioo t EI, al ana 1Adopl1D1t• u:nal-

pl"OJ)l"ilnţi I 

<•1<•>, '•i•> > •J1~, (~)1,~e{1, ••• ,nJ 
~(o( ~),0<2>ct) ~~--.~(lt)(t)) • 

• ap(11Ct> ,•••••1t<t», <~>1te::{ 1, ••• ,11-1 J 

F") liateiaolo do ~ootor1 { ci(t, 0<2>ct) .~ • • .J~ t) J .J! { , 1 { t), •• _., 

•1i:.<t)} aiAt la tel orientate pent ru ori e• Ir; 4-: { l, .. . ,a-l J 
7••) 11.ftealll do Tooto:r1 { o1(t), ... ,,n(t)} ute o:rientd poziti'f• 

}.4. ŢBORBIL\ {do existenţi şi unicitate a :reperului Prenet). 

~ o I I - €",,_, o ou.rbl 1A poziţie generau. • .ltuno1 există W1 unio 

;epe:r Jrenet { o1 , ••• ••~ } Hociat _ curbei · o • 

1l Yeotorul 

poaonatrat~e- Deoarece curba eat• in poziţie generali N&ultl 

t 1 (t) • .o(t) ,ate nenul, oricare ar t1 t €I. Luill 

• 
_t 1 (t) •1<t) 

llt1(t)8 

Pie vecto?'Ul 
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.._ ..... ~ ·A<•> antei• n....u ;<•> fi 9th) a& 

~-•-Jt, a&s.&a&-.., 

{JeJ) <:fz(•) I 91(•) > • 0 1 <•>• ~ 1 

•ta (J.2) fi ().J) NAlH 

. . 

t2h> • 0<2>c1;) - <0<2>c,>, •10>>~~<•> 

~ .... ~ -,,.~~li __ ih_) _ ~ -~~~~(;) __ dDt; Ua1&1- 1Dd~~~.;.~ ori 

ar fi • c X , dia_ 0.2•) Nsul.til d .t2 (t;) /a O , <•> • s 1 , 4eo1 

~ O , <•> t fi I • Lala 

!iC~> 
• 2<'> • l.tz<,>I 

••~..ffideot; o& le2(t;) I• l ,1 o& < e2(t), e1(t) > • O • J>1A to 

c,.1• > •O> • I •<•> I •10>, 

(}.2"') .<2>c,> • <•<2>c,>. •10>> •1<•> + I f2Ct)I e2Ct). 

. . 

.,<•<•> •• c2 >c,>> • .,ce1ct>, e2Ct> 

:Deoareoe 

li<t>I o 

renltl "eiateaele de notori { o( t), 0<2>ct) 1 şi l•1<t>,•2<t>J 

aht; la fel orientate,<•> t E I. 
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h9 C ■ U - ewsnJ., w.....U 9iC•>•--•••►1C~>. 

-1-.n_ ~~· •t. ets.•• ... ,- JINp~ e& 

(i( '\ (2)( ) (~l)( ) ( ) 9! .• .,. • ·-••.. •• ' ) • ..<ei, ' •_··· ·•~<~» . 
1· ..Uel Saet• aJ.neael• el• nnor1. 

{•<•> •• <2>c,>.•··••<~l)o>J ,1 {•1<•>•···••,1-1<•>J 
1a, .1.a .fel .a-1„ia,. p„trv. orioe 1;EI • Yeoiol"lll r_,(t) 11 eoanr.

utfel. I 

. J-1 
r_,c,> • o<.1>c,> • I: .... <t>•.<•>, J <•, 

acl 
1llld• t-l8(t) . 11a, funoţU di!ennţiallih pu:atN orice ae{1, ••• ,J-1} 
•• Tor fi deteraiaat• diD ooDdiţ11l• 

(}.?) <tJ't), •1a(t)> •O, ,1<A, ll-.{lt•••,J-lj 

f1.Diad ~ 4• (}.6) ,1 (3.7) obţiJlaa 

DiA (3.6) fi (}•7') ITea I 

J-1 
(3.61 ) fj('G) • o(j)('G) - L <•(J)(t), e

8
(t)> •.Ct) 

... 1 

D•o&~•o• vectorii o(t), c(2 )(t), •• ,,o(J)(t) (j < u) aiD.t 11.uiar i.D

dapend8nţi r•sultă !J{t); o. Luu 

fJ(t) 
• .,c,> • ----1r3c,>1 

IA aoeat fel aa oonatruit vectorii e1( t),,,., en-l(t) unitari fi orto

gonali doi oit• doi. Pe de altă parte du (},6') şi (}.8) rezultl 

pentN orio• j < a relaţiile 
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.<J}<11> •· <•<J>o>, •1<11~, •1c11> •···• 

•<•<J>c11>, •J-i<•>> •~-1<,> • 1 tit>I •it> 

Dia egalitlţile ().l'), ()•2•) fi ()oi) obţ1Dea I 

■p(o(t), •(Z)(1;), •• ~,o(J)(1;)) • ep(el(ţ),••• ••J(t)) 

!1A1Ad HU& de relaţ~l• (}•l~), ().2•) fi C,.9) obţinem ~ 4e11era1-

A&Dţ\u aatrioei apl1oaţie1 liniar• oare duoe bua f e1(1;), ••• ,.J(11) J 
1a bau {o(t;), o(l)(t;), •• • , o(J)(t;)j (J<A) eate dat de 

.i1C11>. Bt1<11>1 ••• f t/11>1 
Pria uaare .O (t;) > O , (oi) t; &.I fi deoi ■iateaele de vect;ori 

{o(t), o<2 )(t;), ••• ,o(J)(t;) J şi f e1(1;), ••• ,eJ(t)j , (~<a) sint la 

fel orieAtat;e, peAtru orice te I. 

l>aol luh 

atunci ••t• evident el vectorul ea(t) este unitar, şi ortogonal apa 

ţiulu.1 geaerat d1 vectorii e1(t), ••• ,e._1(t) • De asemenea este e 

deat ol ai■t111ul. de vectori {•1Ct>,•• • ••a<t) J este orientat pozitiv 

pentru orioe t E.I • 

6' arltăJa aoua ol aplicaţiile 

t- 'i(t) , ie.{1, ••• ,11.J 
ai.nt diferenţiabU,. 

•ste evident; el fUiloţiile 

t,..__,Jt(t) t Jt€{l1•••1ll-q 

a1nt diferenţiabile (din construcţie). 
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•!<•>•t<•> + •••• e!(ţ)e~(ţ). o' 

e!<•>e}(ţ) ••••• -:<•>•;<•?.o' 
. . . . . . . . . . . . . . . . . 

911c,), ••• ,~(ţ) ■ia$ eoaponen,el• ••••orullli e 1(ţ), 
{1, ••• .-1 • 

PriTia (}ole) oa u dah■ de a-l eouaţii 11111.aJ,e ,1 0110-

• uowaoaau,e_ e;(s), ••• ,-:Cs> • DeO&Noe no,erii e10), ••• , 

1(ţ) 1ills lia1ar 1ad.•p•A4•■ţi Naultl ol rl.llg111 ■atr1oe1 

-i,1c ţ) -i,2< t) -i,■c ţ) 

e}(ţ) ~(ţ) ... 92-Cs) 
•O>• . . . . . . . . . . . . . 

e;_l (ţ) -!-1<t ) ... e!-1 (s) 

e a-l • Jb D1(ţ) ■inorul de ordinul -1 obţinu$ dapl thrgu• .. 

oand 1(141~ a) dill ■atrioea •Ct) • .ltu.Dc1 di.ll (}.le) obţiAH 

• ~ ( t) trebuie al iDd•pliD• aaol o0lld1 ţ 1& 

rang M(t) • n-1 roaultă el 
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.,_ C' > • -1„e•JC••&> 

11114• E ■ 1 H.11 E ■ •1 • aMu,a NA1'1al cu.a NPiaţa ea N p•Nl 

{•i<•>•••••••<•>J fi fi• pea1•1• or1••••• Dia (3~11) fi (3.11•) • 

ţiMa 

.ad• ! nrit1•l HDll1ţlil• IE I ■ 1 fi 

>0 . . . . . . . . . . . . . . . .. 
1 -=~{<•> •!-1<•> •a-1<•> ... 
e~<•> - e»,<•> {•l)a-l f D lt. 

fDITT ,J~O> • •• ~(t. ) ,a:1 

ai.nt di!erenţiabile, deoi ti aplioaţ1a •- ••Ct) este diterenţiAbi 

On1oitatea reperului ,ruet resultl dill oonatruoţie. 

}•5• IDMPLJ ;.;.1. le propU.D.ea al preciab dacl ou.roba 

o a iii--~, , 
e(t) • (2t,2ooa t, aoa t, 2 ei.a t, sin t) 

i.ndeplinaşte condiţia de exiatenţl ,1 unicitate a reperului i renet . 
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•<t>. <2,-2 aia t, -•ill t, 2 001 .. ' ooa t) 

o( 2)(t;) a (0 ,-2 oos t, -co, t , -2 111.!l t' -81.J ;) 

o(3)( 'J) ., (O, 2 !lin •• n.n t, -2 eoa - - 008 t) 

c< 4)(t) "' {O, 2 QOS t, 008 ~ ' ? $ -li ţ 

' 
aui t) 

Sl preaupunea oi pentru un aiatea de n=e:e reala a1 ,52,~,a4 aTe■ 

a.
1

,i(t) + "20< 2>1 J „ a
3

/.3)<_; ) + e.4~ ~)(t) = O 

e aici razulU. 

r·• 8.;2008 t - ~ sin t - 84000 ţ : o ., 

~•1n t; ♦ '-; coa t; - &14•1.ll t „ o 

D• aici obţinem a1 =~=O, 52 a a4 oeea ce ne arat{ oA Tectoril 

o{t), o< 2)(t) , o(3)(t) şi 0( 4 )(;) ~u aint linilll' 1.ndependenvi, daoi 

ourba ooI18ideratl nu ssl.a in poz~ţ- generală. Prin lll'll&re curba datl 

nu indeplineşte condiţia de existenvi şi unicitate a reperului frenet. 

011R-€'i, 

o(t) • (0011 t, al.n t, t,t) 

le propunem următoarele 1 

ca 
i) Sl arât11.111 curba d&ti indeplineşte condiţia de exiatenţi 

şi W11oitate a reperului ~obil Jrenet. 

il) SA aorlem reperul Frsne t uociat curbei 

1) Vom folJs . ~otati1id din teoreaa },4 • 

.lvea 1 
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i(\} • <-•1a , •••• ,,1,1) 

.<2 >c,> a (-000 ,,-■ia ,,o,o} 

o<3>c,} • Coia t,-o•• ,, o,o) 

H proaupmoa ol JIU\ru ua oiotoa do auaoro realo a 1, u;{ 1,2 ,3} 

&YOa 

~Î(\} + "2•(2 )0} + a,•(})(ţ} • O , (.f) t E. I 

»• &io1 ebţiAoa ~ • "2 • a3 • O , doo1 yoo~or11 i(t), o<2 >(t) , 

o(})(ţ} - ■ iat li:11&1" independenţi oric&r3 ar fi t EIR • ier.ultl ol 

o'U'b& datl ooto 1D poa1ţ1e ganerall, doo1 illdopl1naşto oond1ţ1a de 

•~1otoaţl fi 1111.ioitato a reperului aobil 1renat. 

11) »■ O&Noo I i(t)I • "3 , rnultl 

(3.12) o1(t) m -Îi!l.. •-;½:- (-■ia t, ooe t,l,l) 
loCt>I v3 

Dooareoo <a(2)(t) 1 o1(t) >•O , ruultl t 2(t) ,. o( 2)(t), deci ave111 

f2(t) 
(3.13) o2 (t) • _ ....... __ • (-cos t,-ou t,O,O) 

lf2(;)ft 

tillilld ooaaa de egal1tlţilo I 

ror.ulti , 

t .l(t) • • 0 >c,) -<o<3>ct), •1Ct> > •1<t> -

-<•<3>ct>,•2<t> > o2<t> •• <,>ct> •rl •1c,>. 
. . 

s (ou t,-ooe t,O,O) + (- •~ \ oo; t , ~,~) • 

• ( J ai.a t,- ţ ooa t, ţ, ¼> 

lt.5<t>I„ 4° 
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l 4eiie.ra1ala n otorv.l 

•4<-> • <•t<•>. •!<•>. -!<•>. •!<•>> 

{

-e!(t)aia , + •!<t)ooe , .., ~(t) + 

•!<ţ)oos t + •!Ct) ■in t • O 

2e!(t)sill t -2•!<t)ooe t.., e~(t) + 

DiA pri.ma şi a treia eou~ţio a aietemi.lui (}.15) obţinea a . 

}e!Ct)ein t - }e!(t)ooa t ■ O 

aau 

(;l.15') 

Dill a doua ecuaţie a sistemului (}.15) fi d1.n (}.15') NIIUltl 1 

Du prima ecuaţie a sistemului (}.15) ş1 din (}.16) obţ1.ne■ 1 

Deoarece Ue4 (t) O• l, din (}.16) f1 (}.16') ruultl 1 

-V<•~Ct))2 .., (e:(t))2 "l 

fi folosind (}.161 ) avem 1 

~(t). J 
pde f • 1 sau t. • -1 
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J)eţera1ua pe l uUel 1ao1' Npel"Al f e1 (,),e2(•)••,0),e4 (•) 

al tw el'1•M• ~•iUTo Ta •ntnai „ aa1r1„a balldol'U.J'il lilliu• 

oare cl•N bua oaaeaio& 

{<1,0,0.0>.<o,1,o,o>, (o,o,1,o),Co,o,o,1>J 

• lui a4 1a bua {•10),e2C•>,•,<•>,•4<•>J al ail>I 41terala•ftl. 

pea1,1•, 4eo1 •rebuii o& &TI■ 1 

-•ia' ... ' l l 

-eoa 1 -•1111 o o >. 2aia, - 2cea, l l 

o o t -f 

.la obţinut r•~rul Jronot {•1 ,e2 ,,,,o4 j uooiat ourbo1 •• uad• oia

puril• 0 1 ,.2 ,o,,•4 a1At d•finito pria (,.12), (}ol}), ()ol4) f1 
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4. IOIU(ULELB LUI FREJET. CURătilILE U?iEI CLRBt, DITARUJT.& CURBURI.Iai 

upI Clll.BB L.& SCHIKBARI DE PARAllETRU Ci HS'l'REAZ.& ORU:ITAU.& 31 L.& 

µoamu paoPau, ,ioaEIU 1UliD.uli1uL.& .. TEORIEI ctJRBEr.oa. 

4.l. D9fOZI'tii. '1• • , I - c,.,, o nrbl la poa1ţ1e 

011orall fi fie { •i • ••. ••• J Nperv.l JN11et uoo1at OlU'llo.1. •••• for-

• 
•1<•>. r:~(1i) •~<•>. 

J•l 

(4.1•) ~O) • O 1 4aol ~ >i♦l 

PtMl•inU•. rula 1111 iDdio• 1 c { l .... •• j bpriala 

reo1ionl e1 O) 1a bua { , 1 ( 1i), • • • ••• 0) J • Affa 

• 
•1<•> • I: ~<•>•J<•> 

J•l 
uţia aoalar aoono rolaţii n •1tO> ,1 ollţill•• 

aoi. tor1'1ia relaţiile < e1(t),, (t)') • ~ 1~ 1 obţillem 
. - J 

(4.3) <i1Ct>,•J<t>>+ .:::,1Ct),eJ(t>:>• o 

(4.3) lWţillea 

dioă too11ai (4.11 ). RA.rtlne să ■ai arătb ol a1lt) • O pentru j>i+l 

ooar,oe · { e1(t), ••• ,en(t)"'J eau reper lrenet rer.ultă că avem 

.4) 0 ( 1)(t)~ ap(,
1
(t), ••• ,,,<t)),(.V)1c l 1,2, ••• ,n-1 ;-,- ---
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»• aici rea'llltt 1 

(4.S) •1<t) €ap(o(t),0< 2>ct), ••••• <1• 1>0». 1 e{1, •.• ,a-1J 

Dia (4•5~ f1 (4.4) ollţillea 

• 
Dill (4.5) Ted•• ol 1a aor1eroa : 1(t) • L aiJ(t)eJ(t) , 

jal 

ooofio1enţi1 ~j(t) aiat nuli dacii ~> 1+1• lormild• (4. 1) 111 Auaea 

tormulel1 lui Freneţ. 

o •1.2 

-•12 o 

(~J) • o -523 

o o 

4.3. DiFINITIB. Pio 

o o o ... o 

~3 o o ... o 

o 8 34 o ... o . . . . . 
o o o .. ·-· o 

a-:m 

o I I -- f o ou.rbă 1n pozitio gene
hi 

rall şi !io {o1 , ... ,e
11 

j reperul Frenet asociat curbei. Def'inill funo

ţ,1 11~ 

(4.6) 

K1(t),••••~-1(t) Be nU111eao curbui-1le curbei o în punctul c(t). 
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~4 • fBOPOZiru • Iii • 1 I- f o oul'bl 1A peaiţie C•D-

'11 
rall fi fie { •i• .. •••• Jreper,u r r ee t uoo1at ~•1• •otla ou 

'1(t), ... ,-'.-1(ţ) eurbur1l• Olll'bei utr--a PWlCt O&Noar• o(ţ) al 

ourboi. J.ţuoi, pe11tru :11 -,. 2 , ayea 

R,■oytrat1!• Yoa t~lo•i aota~iil• de la t eor eaa 3 .4. Stia 

ol ev~1&J'1l• ~ ( ţ ) ai.D.t date 4• 

Deoveoe fi( t) I> O ut11 3!~t1oient el ulUa ol 81 i+l ( t) > o er1oare 

u U 1E.{l, ••• ,a-.2J• Stia că a1 i+l(t) •<i1(t) ,ei+l(t)> • Dia 

(} .8) ruulU , 

( 4, 8) 

UAde 

Ulldt 

zul t!I 

t1(t) • o(i+lJ(t) + :a
1
(t)

1 

B1(t)€ep<•1<t), •••• ,.1(t)). Din (4-.?) şi (~.8) l'ezulU 1 

n1(t)€ ap(e1(t), ••• ,e1(t)). Ti.ni.nrl ,eaaa de (~.9) şi (3,6') 

al 1+1 ( t) "<ei~ t) ••1+itl>=_l__ ,o( l. ♦ l)~t) ••1 l (t)> = 
Jt/t)f „ 

Cind u aplicat roraulele (;.6~ ai. ţinut sea1Sa de !ap-ul că avea 

hlE:{2,,.,,o-lJ şi daei 1€fl,.,.,o-2J • Prin u.raue 

x:
1
(;)>0 , (l;J L€{l, .. ,,a-2f 
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4.5. PBOPOZITIB 1 Pie c 1 I - f .A1 c I l - f doul eurbe ip 
/)1 /o,f 

poziţie generali care diferl 1ptre ele printr-o !Chimbare de paruetru 

oare plaueul orientarea. adicl e:icistl W1 d1!eomor!ie11 'f I l - I .2.\l 

c;cl) > O orice.re ar fi J 6:'!~ e.stfel boit O • c • I/ • Dacj {el,. .. ,enJ 

eeţe reperul Prepşţ as99ia, C.ll'_d1 o ai gagl no~ ei• ei O '/ 

1 $ { 1, ... ,n J , .11YA2!• 

1 ) { e1 •.,. ,e
11

} este reperul ··r,met aaooiaţ curbei c 
U) 1(î) • K1(t) , ~ t • <f(t), H{l • ,,n-l} ei upde 

1(t), reap. 1 (t) siDt cur~ur1la ourbei o, reapec~iv c, 
.DeP!9pBttat1e. 1.) lve.n C\ t} • e( ~) oi ei(~) .. ei ( t), UlldS 

ţ • <f(l). Rezultl 

<'i1<1),'ej{1 j > " <s1(-t),e/t> >,. ~!.; 

c1mpurile e1 ,.,.,en• Vom arăta 1n conţinua.rc el. ~ 1, ••• , ~n 1~de;i1nesc 

vi celelalte -u-e1 condiţii din definiţiL 3.3. ienţ=~ aca1.sta vo~ folos 

egalităţile 

CCt). o(t), e1Ci> • e1<t>, t • Cf(t), ilil-{1, 00 „z:-3- •1 • l~~:.>fl • 

prec1111 oi formulele Prenet p~nţru curba c 

unde a1j 1- •;ii = O, a1j ( t) " O dacă j > 1• 1. Ir, plu3 vom msJ. fcloe1 

faptul ~ pri oele n-2 curour1 ele un&i curbe din ~ (J:J > 2) oînt poz1 t1 „ 
.l>1 

L'.in :;c;, - o( t -••ul u 

c(~>. G<t> - ~<'fCî>>'f'Ct> - c<t><f(î> .. . 
- Ic( t)! el ( t) 'f(ţ) .. Ic( t) <,o (t) I el (ţ) • f c(t)I el\ t) 

Am obţinut egL!itatea 

in, • i in, i ă1 î) 
D1t aici :-ezul tă 
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o< 2> Ci> • cric"t>1 >' • 1 <'î> + i c<t), •/1> 
oarece &Teii 

• (e,_2•<f)(t) e2\ţJ\f'lt) 

t • «f'(t) ~I, i•e-::ul t! 

( ) • I • • c 2 Ci> ~ c1 ci<t> o e{i> + • c<'i> ij < lli2 • '1'<'i> > Cf <"i> ; 2,-n 
rivind 1n continuare ş1 folosind formulele henU penu-•1 ovrba i:.. 

ţineill (i) t E;! 

c<t>ci)E sp(eifl), ••• ,ell/tl) I i:E{l, ••• ,n-lJ 

ctorii icl), c< 2>ct), ••• ,c<n-l)(1), fiind 11.uiar ir,dapend~oţi, 
) 'te: 1 ( curba c este 1n pod ţ1 iereraU) • retuHă 

ek(i) E: sp(~(t), c( 2) (t), ... ,"o( k\i)} , ( V) leii f 1, ••• n-1 J 

um eate evident c! (Y:) 1 el anm 

plus, observl!.m c! sistemele de vector 

{°ki), 0< 2>ct), . .. ,o<k)(i) ~ şi { ellt), ... ,iik(i)} 

1 nt la fel orientate ("'l') 1 €!, (\') lr. ~{ l,.,. ,n-1} • 

In adev!r, obeer,h că dacă PUll&m 

tmc ner.af(t) •Ui(t)f,O, a~(t).,. (~ 2•«')it)'f(t)i~(î)l>O, ••• , 

, . ,ek(t) > O şi deci daterill.1n8lltul armltnr ts: ;,o!5H1V 
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-½Ci> o o ... o o 

..fr,> •~fi) o o o 
~< i> • ,.ica:n» • . . . . . . . . . . . . . • • • • • • 

af<l> ~) ~<t> ••• -: (i) -1 -:o> 

••P•nal r•1<l> ........ o, J „w poa1UY Ol'1Hhi c,> l~?. ,. 
reoe &Ye■ 

Pria llrlUIZ'e { .. i•••••••j eeh reperul l'rene1; uooiai ovbei o. 
11) Bete ertdo.n1; ol I ~(l) 11 o. ('f) l~I. bzuHI 

r - •11+1<l) • <i1<l>, 91+1<l». <91<1;) <;Ci). 1 1+1<t)> 
1 ( ţ) • --.---

I 0<1> I 1~<1>8 lo<t>l'fCi> 

4.6. PR0P0ZITIE, 11e o I I - f ~•o c~ ;;1 B :gn - F„ o 
11oaeţr1e, Al@211 

1) O• B O o I I -E ,eh o cµrbl ;;i'..etct2ati :J_' 
• 1'I ~ .,.,._ "' , ,nX,c. ~ (, -,,u' _,.,,,, o.-

ii) 0( t) • R 0( t), ~ R • dllx eate1 . illoairHrl,et B, 

111> 1!ct>l • lc<t>1 • cv>tE:I 
iv) ac urbe este rezul t c! 1 cnr 

o eett Sn on&1t1e gep1rali• 

Demonetretie 1) Eete evident c~ o este aplicaţie diferenţiab 

11) 5aaa canonicl'l { ( t,l)} a spaţ1uiu1 vectorial Tt R !I ft eet 

tor:natl din vectorul. (t,1) • 1, Avem . 
c(t) • d cţ(l) • d(B •o)t(l) • d Bo(t} • d ct(li • 
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11.1.) .hea 

l'i<t>l2
• <'ih>. ~1:> > • <a c( t J. • eh>> • 

. •<oh>.c<t>>•lc<t)l 2 

,fi,.e. t~ I. 
1T))PN81Q111M11 ol pea\r'Q .l.1•··••.An-1 ~- a.a 

oarece _d Rx • :a , (Y) x E: f , an11 
11 

iCt) • Ro(<;) , c( 2) (1:) • Rc( 2)(1:) , ••• ,c<n-l)(1: ) • i c ( n-l )(i) 

Wocu.ind 1n relaţin de 118.i sus obţinea 

.l.1Re(ţ) + .t
2 

Rc( 2 )C1:)+ • • ,+Ân-liic(:n-l)(1:) • o. 

este UJrl.arl, razul 1:i 

R<-½_ c(i) +-Â 2 o< 2\i)+,.,+~D-lc(n-l)(ţ)) • O 

aici obţinem 

.Â l b{t) +-t2 c(2)(ţ)+ ,,.+J n-lc{n-ll(t) • O, 

-;ima egali 1:ate implică .Â 1 • .Â. 2 • •• • • .Â n-l • O, Prin urmare Tec

r ii e(t), c{ 2 )(';), ••• ,e(n-l)(t) aint li:niar indepe:ndenţi, (l'hE:.I şi 

I ci curba ceste in poziţie generală, 

4,7, PROPOZITIE. Pie c: I -€m o curbă b podde geperall, 

, ••• ,e ' reoerul Prepet asociat curbei ai fie B : G,.. - i...,o !zo

is:,c=....,.__...,,_._~~,..__=-= iii • a ei' iE.{ l, ... ,n J , unde R este rotatia 

1) {el' .. .,8
11

}este reperul .Frepet a .~~ .t curbei c• B •9 

11, X:i(t) "Ki(t), (Y)1e:{1, ••• , 1j,· th ~I 

Demonstraţiei) Zate e~lden t =ă curbe ces te in poziţia generală, 

entru orice t E::.I aveil! 
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SUa .& ... t.ra CD'ioe .-re reale &i•••••~• 1t1, ... ,ltir Cil 

(llt<a> ..... 

-i•h> + ~cU>h)+ •.• +9ii:Jk\:,> • 1t1e1(i)+ ••. +~•t<t> (9hcI 

.&fllcda4 roiaţi• ll, oltţia- (~/~~,~~ til , ~;\ 
-i_'ih) + ~o<2>et)+ ••• +~0<1t>c,> • lt1•1<,>+ ••. +1tt•t • <•h&I • 

... oe„ arau ol 

•PC'ihi. o(2)(ţ), ••• ,'i(k)(ţ)) • ap(e1(i) ....... lt(ţ))• tc{l,••••D-lj 

Deo„oe PftU'll orice ~ti:{l, •••• 11-lj &ft■ c(~)(ţ)t.ap(e1(ţ), _ ••• ,e
3
(,)), 

nsul.U ~ •n•U f'uzlcţ111• 41terenţ1alt11• •} 1 I -a, 1,Je{l •••• ,a-lj 
•Vel lacU III affll 

o( ţ) • a½< ,>•1 ( ţ) 

.<2>c,>. ~<,>•1<'> + ~<,>•2<,> 

. . . . . . . . . . . . . . . .. .. 

.6(ţ) • 4eţ(a~(ţ)) • a½<,> ••• •3< t) > O 

.lpllcla l'Oţaţia Jl egallUţllor ele ■ai au fi obţinem 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
o<3>(t) • a}(tfe1 {t) + ••• + aj(t)-/t) 

,1 - 6( t) >0 rezultl el eistemele de vectori 

{ i(t), 0< 2>ct), ••• ,c(j)(t) J ,1 {e1{t), ••• ,eJ(t) ) sint 

orien-tate <•>J-.{l, ••. ,11-l J, ~)Î _E- .[ 

StiA 04 reperul {e1(t), ••• ,e11(t) j este pozitiv orientat 

isoaetria B ea'8 proprie, deci det R • l. B.ezultl că şi reperul 

l•1<t>, •.• ,.Jl(t)) (unde ei(t) • R •1<t» este pozitiv orientat. 

la fel 
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Ia adeTlr nperll]. {9ih>•••••••h)} ft1al •••U:l• -s-lid -

.. t<-fo». 1. <•>•u. _.. <•~<t> ..... ~,n a1a1 a 11111.e ,..._ 

lilm-.11~ e1( t) nlaU.w la -.. -1c& • -,aţ1111al I;_... ~ a ..._ 

" .. ha i.:a. 

• atei -~tua 

ut('ii( ,» • •--<•~>ao<•l<t» • 1 1 

ceea oe • vatl ol reperul { • 1 ( t), ••• ••• ( t) J 1■ t1 polli. U" oriHtat, 

(yHEI. 

11) PuVll orioe 1,J-.:{1, ••• ,aJ ana 

i1J(ţ) •<';'f'), 'iJ(t) > • <i e1( t), B ej(t) > • 

• <11(1), •~Ct.)> • •~<t.) 

t
1
Ct.). 'ii 1+1<t.>. -a, 1+1<t.>. ~

1
<,> 

l'i< t> I Io< 1>1 

c ·, I - f m t1 i I I - C 49P6 curbe 1l1 

PrflupMPf• ol (Y)ţ &I anii 

, ~1(t) • f 1(t), (YHtp, ••• ,a-l} 

e • metri e ro r e li I f,., - f ,,,., as 
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I •1<,o> • •1<,.> • 1s{1, ••• ,aj 

an.u apoi• Diol isoaeu-1• 

• ,5 - F,..,., · 
M 

• as • I 1 (l'):s 6: S,,·• oare al duol origiJlea o( ,
0 ) a HP•1'111111 { • 1 ( t 0)} 

1a origiJlH o( t
0

) a reperului. {ii ( t
0

) j • Obeonllll cll. 1sometr1a B eau 

proprio clooaroo• :roperelo { o1 ( t 0
) J t1 { i 1 ( t 0

) j alat pod UT o1'1entate. 

Ia' u•Tlr, &Teii 

4otCof(t0 )) • 4et(efCt0 )) • l 

~ I fU.nd defin1 U de f'ormulelo .,., i • f;i. } ~, 4111 ogall tlţile 

i 1(t•) • I e1(t0
) obţinea 

Do aici ollţinea cl•t(~) • 1, edicl izoaetria B s ' " proprio. 

fll1Jld aeama ele (4.10), rezultl â1 i +l(t) • a1 i+l(ţ) şi deoi 

for.a.iole Prenet peniru ourllele o ti â H so.ri11 

(4.11) 
n • 11 _ 

e1(t) • F, aiJ(t)eJ(t), e1(t) • ţ{ a1j ( t)ej(t) 

.tpllc1Dcl rotaţia Jl pri.mului grup de formule ( 4.11) razul tl 

(4.12') 

llolaţ111e (4.12) ne aratl el :funcţiile .a • e1 şi ii1 veri!ică acelaşi sie 

~ de ocuaţil ditoronţialo, eu exact acelea.oi condiţii iniţiale (4.12' 
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PIDlOnl. '•· Stia de la O\ll'•ul de •ou.ţii di!•r•aţial• ol ••luţ1a 

w udei ,1 4eo1 •••• 

• • •1<•> • ă1<t>, c,>u-{1, •.• ,n j 

aioi peav• 1 • l •••• 

l • e1(t) • 'i1( t) an . 
a eh> • 'i<•> 

aultl 

11 deoarece B •o(t0 ) • o{t0 ), obţille■ I oo(t) • o(t), (,)ţ~I, ..Uol 

i • :a • c. 

_ 4.9. TEOREJU (Teorema !updamantal! a teoriei curbelor). 
(..l!""'~~~ 
'J.,e1I ~ R 1 Presupunem date n-1 ţunctii difereptiabile 

'11 I -ra, i'-- { l, •• • ,n-l} 

m proprietatea e! 1 ~ ( ■) > o, ( ,> ■ Ei'.I ,1 ('i)J 4i {1, ... ,11-ij • 
AtWIOi •xiati O ourbl pu-1111etrizaU 

c : • li.I - c(e) e: t , I c:(11) I• l, ('f)a E:I, 
·Y: 

anicl. abetraotie !loînd de o izomeuie propri• 1 ale cărei curburi eipt 

lti(11) • P1 {e) , (~H.:{1, •• • ,11-lj 

De1110petrat19. Unicitatea eu, nid•ntl dattU-1 tl propo&.1 ţ!ai 1,. S 
• Oons1d•rla a1atemul de ecuaţii diferenţial• 

• 1 1(a), ••• ,P._1( ■ ) eint f'llJlcţ11l• date, a1(a), •••• •.<a) aillt :t'uncţii 

cunoscute ,1 und• - folosit notaţiile 

••• •n+1. o, 
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Pulii u.n punct 1
0 

6 I. Pentru 1%lhgrare presupunem conctiţiile 

1%11ţiale de forma 

<•i<•o» • 1 
l ~ i,j ~ n 

(4.13•) 

1md1 Cet(10 ), ••• ,e~(e0 ) ) eint componentele Tec t oru.lui e i (e0 ) , 

(iE{l, ••• ,nJ)tn bu:a canonici a spaţiu.lui El\, iar .B es te matricea 

tate de orctinul n. Geometric, aceas ta revine la alegerea &is t emu.lu1 

ue de coordonate astfel i ncit pentru a• s
0

, ver sorul e i (a
0

J el dev 

Tereoru.l axei oxi, pentru orice i E. { 1, ••• ,n }• 

Se ttie de la cursul de ecuaţii diferenţiale el sis temul (4.l 

(4.13') lldaite eoluţie unic!. Pie aceasta e1 , • •• , en ' unde 

eint funcţii di!erenţiabile . Vom arăta el {e1( s ) , • •• ,en( a) J este un 

reper ortono:raat, (Y)s e.I . Pentru aceasta considerăm funcţiile 

.C13 1 I -li, oC1j (e) • <e~(e),ej(e) >, 1 , je.{l, •• • ,n } 

Prin derivare, obţ1%lem 

c,(,ij(1) • <•1<s), e/s» + <ei(s), e/~> > 

oi folosind d1%l nou (4.13) obţinem ecuaţiil e: . 
oCij(e) • -oCji-l(s)Pi-l(s) +.Cji+ l (e)Pi ( s) -

- .Cij-l ( s)F j-l (s) + oCij +l ( s )F .,C a) 

Puncţiile aC. 1j verifică conctiţiile iniţiale 

Se constată cu uşurinţă că sistemul , 4 . 14), \4 . 14 ' ) ad.mi t e eoluţ1a 

.C!.,C e) • ~ ij 

!ceastl eolut ie este unică conf orm unei teor ome de la ~ursul de ecua 

d.1ferenţ1 ale. 

Prin urmare avem . 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



fi 4•o1 { •i<•>•••••••<•>} .. ,. u NPeJ' orw:110:raat. 
11&1 asll, reperul { 11(1) ••••••11(1) J Ht• po1U1Y or1111,at. ID 

••'fi.Io, ti• <•î<•>••••••~•» coapcm111,tale notorulm. e1(a) 1Jl bua 

oaouol • 1paţ11111a1 1 111• 1111 en.clent el a&triou <•f<1» -
1,1.J,n 

Hla OJ"W,OJlall. •oUa 

.6(1) • clo(ef (a)) 

J>eoeeoe faoţiile • -•}<•> abt d1ferenţ1ab·1l•• recu.Ul el funcţia 
• -.c.(a) Hte clifen:aţ1ab1ll . Prin uraare fUJlcţia 1 -.e.(a) 11te oon

tiDul. Deoarece 

l'Hul tl ol aTem 

~(1) • l , (Y)a e.I 

Pria uraare reperul {•i<•>•••••••<•> }eate po1Uh' orientat (1')aeI. 

Pentru deterllliDsrea curbei TOS foloai formula e 1( ■ } • 0(1). Ana 

o(a) • r e1(14)d1,,1.. 

•o 
(4.15) 

Curba c astfel deterlllinat{ este 1ll poziţie generali. Acest lucru este 

eT1dent pentru a• 2 aau n • J. Pentru D ~ 4. du (4.15) oi d1D (4.13) 

obţinem. pentru orice indice 1e{,3.4 ••••• n-l}, relaţiile 

c(s) • •1 (a} 

e( 2)(s) • P
1
(s)e

2
(1) 

+ Pl(s) ••• J1-l(e) ei(e), 

unde coeficienţii hilt(lc<i) depind de funcţiile l\Ce), ••• ,P 1_2(s) şi 

da deriYatele acestor funcţii. Polosind relaţiile (4.16) se conetată 

cu uşurinţă că curba c este în poziţie generală, ResulU că o admite 

un unic reper Prene,. 

1'0111 arlta că reperul 1renet asociat curbei ceste 1e1 .... ,e11 } 
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,1 ol 011J'ltv.r1l• ovltei o 1Jlu--a:a paoi oareoare o(a) 1!.ni 11(a), ••• , 

•••••'a-i<•>• 1'eJlU'U a• 2 iau a• ) aoe1i lucr,a ret:ultl iaediai. To■ 

preaupuae • • 4. 11• {t1 , ... ,taJ repe_rul 1r•Jl•i uociai curbei o ti 

ti• I 1(a), ••• ,Ia_1(a) ovburil• ourltai hir-tm punoi oarecare 0(1). 

lolo11a4 toraulell lui 1renei, obţiae■, peavu ori o• 1Dd1c• 14> {3,4,, •• , 

, ••• ,a-1 J , relaţiile 
o(a) • t1<•> 

(4.17) 0< 2>,.) • '1<•>t2<•> 

1-1 
o(i)(a) • ~ h1.k(I1(s), ••• ,I1_2(s))fk(a) ♦ I 1(s) ••• I 1_1(a)f

1
(1), 

Ia relaţiile (4.17) h1k sini coeficienţii oe apar 1n relaţiile (4.1•> 
1 

unde 11(a) alai Woouiţi pri.D I 1(s). Dia priaele doul relaţii (4.16), 

(4.17) oltţillea 

Pentru 1 •),din (4.15) şi (4.17) reaultl, daci ţiaem ••ema 4e (4.Jf), 

relaţia 

( 4.18') 

Deoarece '2(11) ,. o, 12(11) ,. o, c,)11E.I ,1 le3<•> I• lt3<•> I. l, u. 
( 4. 26') obţinea 

Continuăm 1n acest tel oi obţin•• 

l i • 1-l • !1 • •1' (V)i'-{l, ••• ,n-lţ 

Tin1nd seama de aceste egalităţi rezultă 

!n(s) • t 1fs)x ••• x !D_1(s) • e1(s)x ••• x en_1(s) • en(s) 

Din !n(s) • en(s) rezultă !n(s) • en(s) oi ţin!nd seama de ultima toz~ 

mulă a lui Frenet şi de (4.13), unde 1 • n, obţinea 

- 1 n-l{e)!n-l(s) • - 1n-l(s)en-l(s) 

De aici rezultă Kb-l • 'n-l 
Q .E .D. 
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4.10. PllOPoZITIB. l'if c , I -:;" ... o curbf. 1p. poz1t11 operau. 
YtMi9Vtl• atirpat11 •taţ echiJ1lepţe1 

(1) 11lţiaa ouţburl I curbei c •• ,. ;:,ul 
<11> I■agipea aplicat1e1 o ute includ tnv-UA hip,rplan. . 
J>eaopatratif ( 1) _,. ( 11) PrHUPUDH el o I I - C,n , 1 - c( 1) • 

• cz1.(a), ••• ,rl(1)), lo( ■ )U • l (l)1e:I Hte ba posiţie gener~ ,1 !ie 

{e1 , ••• ,e1l }reperul heet uociat curbei. Di.li ulti- !oraull a lui 
Pre~, 

••<•> • - 111.:..1<•>-a-1<•>' • 
obţilloa &Jl( ■) • O, (Y) ■ CI, 4eoi e11(1) • • • (w1 , ••• ,w

11
)(• Tector unitu 

coutat). Deoarece ■Te■ 
<e1l(1), el( ■)> • O e1(1) • 0(1) (\')1 EI , 

J'HulU. <w, e( ■)> • O, (t') ■ Ei:I. De aici, pria iategrare plia 

<.w, e(a)> • 4, (1')1 6.I, ancie d Hte o coutuU. re&ll. Pri.li lZZ'll&Z'e ana 
w1t'(1) + ••• + •11.~(a) • d , (t')a «I, 

ad..iol toate pactele curbei ae glseec 1.ntr-un bJ.perplan. 

(11) - (1) l>ael iaagi:nea aplicaţiei o H ghefte 1l:itr-11J1 bJ.per
plu, allmci acest hiperplan Ta ti tocmai hiperplanul o■culator curbei 

1l:i punctul o( a), (Y) ■ -I. linul tl el nctorul ell.( s) e■ te UJl nctor coza
tut, (Y)1E:I, ceea ce implici •11.Cs) • o, (Y)afăI ,1 toloaind ulti.JBa 

formull a lui lrenet obţinem 'a-l(s) • o, (l)aEI. 

4.11. BXEMPLB. 4.11.1. le propunem al determiDlla curbele dil1 ~fY\, 

care au curburile constapţe. 
Pie o I I -f„ o curbl in poziţie generali. Pruupune111 el ,, . 

curba este cano:nic parametrizatl, deci I o( a) I • 1, oricare ar ti • -1. 
ATem formulele Prenet 

Curburile curbei o aint1 

Presupunem ui co:nti:nuare el i:1 ( s) • 11 • coDBtant, oricare ar t1 

iE.{l,.,.,:n-1}, Dacl :notăm e1 • (et, ... ,e~), atunci din (4.20) avem 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



68 

unde a • ( aiJ) .. i. o uviae oouhnU.. 

Al•s•• axel• uţfel 1Dc1i penvu ••o, vvllOJ'11 e1C0) al 4•Yinl 

nraor11 uelor 0%1, teci presupunea condiţia iniţiali 4e tol'U 

010 ••• 00 

1
100 ••• 001 

,fco) •I• ••••••••••••• 
000 ... 01 

Soluţia ecuaţiei (4.24), (4.25) ••te 

/<a) • I ♦ 'fr a + ~ •2· ·♦ 

Ca ai dehrain4a curba ·n trebui el lula pri.sa l'illi• din aatrioea ,6 • 
Va reaulta vectoNl e1(s). Dar e1(s) • o(a) şi prin integz,are ®ţi

n•• o(a). Sl tao•• calculul efectiv 1Jl ouul D • 2. ivea 1 

· · 1-~ ~ I · ·· · 
·· · I: ~ I · ··· 

I-~ o I 
o -xf 

••trioe& ft5 din (4.26) se scrie 1 
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,, · I l o I ♦ fr I o 11 I ♦ f 1-~ o I ♦ 
o l -~ O O -'f 

· ~1° -iî1 .• ; l'i o I···· 'Î o o 'i 
aau 

I 
.. ~ ~ (s.l/~ 

Cd )
3 ~ I 1- ♦ -- ♦ ••• di-~ ♦ -··· 21 ~· ~, 

• • • • •3: • • • ~ I • • • • 
(). . . . . . . . . . . . . . . 

au 

I ::1 008 di •ill ,. . . . . . 
Deoaraoe prilla lill1e dill ■atrioea ? r,prui.Dtl o011pcmentale notoru

lu1 e1(a) u,a 

Deoarece e1(s) • 0(1) • (i(a),j(a)) , reaultl qor o(a}•(x(s),7(a)) 

41Jl eouaţ11le 1 

fi deci ou.rba est• o dreaptâ fi anwae dreapk 7 = b (coan.staz1t). 

drepte • 

Prin urmare, curbe le plane oa:re an ourbura aull aillt 

Daol K1 JO, atunci diA <••27) obţi..llea I 

x(s) • t' ain •¾ + a , 
l 

y(a) • - f:- cos s.ti + b , 
l 
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Pl'ia U"8&l'e nnel• plue oare •• ovttva •--••d (aeirllll) •1A• 

OONUi • 

. I. -E~. 

•<•>. <•• •• •ia····•> 
ul• 1a pHiţie ge,aorall fi ol roponl Jrout {~ie•2 ••,••~} aaooial 

O'IU'DOi o •a•• defillil priD (a ao ••4•• -~•Qlul ,-5~2) 1 

e1( .l) • i (-aia•• _ooa _l,1 11) 

o2<•> • <- ooa ,, -aia,, o,o) 

o}(t) • ~ (2 aia 11, -2 OH l,l,l) 

•~<•> • i (~,0,-1,1) 

li• propUDOa al oaloulla ourl:lurilo ourboi o • Voa foloai fol'lllulolo 

g . (t) • 91, 1+1 (t) { z 
i l•<•>I • 1~ 1,2,,J 

ILDdO ~ 1+1<•> • <•1Ct>,•1♦1<•» • .lYoa a 

•1<•> • < - .!.21...1, ::.tJ.!L1, 0,0> -.a . ..Jr 
i2(t) • (aia& t,-ooa •• 0,0) 

,}c•> • ( * oo. •• ~ -1~ •• o,o) 

•12<•> ·<•1<•>, •20>::>• ~ 

•2,<•> • <•2<•>. •,<•>> • ~ 

a34Ct) •<•,<•>, o4(t» • 0 
Prin UJ'aaN, ourburile curbei o aint a 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



71 

D1oar101 I}(t) • O pentru orioe tE-11 , ruulU ol o uh o o!11'bl 

atriabl . 
f 5. CURBE Di SP .ATIUL EUCLIDI.AB 'ffiIDIKEISIOIAL f?, , ( CIJR1lE SThl!.ll!E) 

5.l. Expresia curburii si torsiunii unei curbe 1trimbe într-o 
paremeJri&are arbitrari. 

PROPOZITD..! Coneiderb e curbl 1A pos1ţ1e generală 

o I I -f, 
t; -o(t;) • (x(t;),,-(t),a(t)) 

l"ie 1i ( t;) ..!!' 12< t;) ourbu.rile curbei o iAtr-un punot oarecare 

o(t). Atunci avem formulele 1 

(5.2) 

i(t;) j(t) ă(t) 

i(t) j(t) i(t) 

unde 411 !oloeit notaţiile 1 

A(t;) • 
j(t) 

y(t) 

i(t) 

i(t) 
I B(t). 

i(t) 

ii(t) 

:i:(t) 

:i(t) 
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i(I) t<•> 

i(I) j(I) 

pyop■ţratit• •otla OU { t 11•2••}J rtptrv.l ■obil 1Nt.e11 

aaoo1&1; ourbei • • A••• foraulel• • 

•1<•>. ~ 

•1<•> • &i2<11> •2<•> 

•2<•> • -&i2<•>•1<•> + ~,<•>•3CI) 

•3<•> • -~3<•>•2<e 
Cu"narll• ourbei a1.n1; dau dl • 

Pria• aubu.rl , ~(11) 1 81 ■ai DWHftl OIU'bu.ra curbei O 1 

iar a doua curbuA '2(11) 1 •• ••1 nu.mişte tor1iunea curbei o. SA a11a

bil1a for■ulele (5.1) fi (5.2). Din relaţia I 

a<2>ct> •Do<t>1'•1<t> + l6Ct>I i 1Ct) • li<t>l'e1<•> + . 

+lo( t)I ■i2 <t> e2Ct) • lo<t>l'•1Ct) + lo(t)l211Ct)e2 CtJ 

Der1v6a 1D continuare şi avea 1 
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.<,>cs> • li<s>l',1<•> • liO>I' •i<•) • < I •<•>12'1,<•»~20) 
• 1•<•>121i,<•>i2<•) 

.<,>o> •[li<,>(- li(,)l}J.iO>) •10> • 

+[li<•>l'li<•>l1i,O> • <1•0>12'1,_CO>') •2<•> • 

• U<t>l''1<•>'20>•,<-> 
eea pre41UNl ftGSol'ial al noserilor o(t; ) f1 ,(2 )(ţ) f1 NţiDea 

td1ol seaaai relaţia (5.1) • 

1eloe1Dd (5.1,) &YIA t 

<•<•> • ,<2>c,>. ,<,>o>>- I •OH iif<•>tzO> 

)iD ulsiaa 1galisas1 ,1 di.ll (5.101 ) reaultl 

eaulil 1 

<i(s) xo<2 >cs), ,<,>c•>> • I ci(i) 1 ,<2)0)121.?(i) 1 

l>1oareo1 aYea 1 

•<•> • C~<•>,iC•>,j(t}), 

o< 2>c,>. Ci<•>,1<•>,a<•>>, 
,(}){ţ ) ■ (i{t;),J{t;),Î(ţ) ) 1 
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IO<,>I -~i<t> 2 + ;Ct>2 + sc,> 2 

o(t) • ci< 2>c,> • (!(t),B(t),O(t)) 

uc,> • ci< 2>c,> I• c.i(t) + B2(t) + o2(t))i 
loloeill4 111.tiaele egalitlţi obţinem uoor tormulele (5.1•) oi (5.2•). 

OBSKRVATU. Pi• c , I - ~ ~ ourbl paraaetrisatl oanonic , deci 

lo(e) I • 1, <•>• EI. lotla { •1• •2• •3} reperul Jrenet aeociat curbei ,1 
ti• I 1(e), I 2(e) curburile curbei 1ntr-a pUDct o(a). Jormulele lrenet 

•• ecriu 

•1<•> • 1 1<•>e2(a) 

•2<•> • - 11<•>e1<•> + 12<•>•3Ca) 
•3<•> • - 12<•>•2<•> 

eau, aub toral -triceall 

Deoarece aTea e1(a) • c(e), (l)a€I, d1.n prima tormull Prenet , obţinem 

Poloei.nd acum a treia tormull lrenet obţinem 

5.2. Triedrul laj. Prenet. Pie c I I -f~ o curbă 1n poziţie 

generală şi tie { e1 ( t), e2( t), e3( t) j reperul lui Prenet intr-un punc t 

c( t) al curbei 
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Dnapta ai tuatl la iaivHo,1a plaulai aonal n pluul oeCRala

lOI' ourbel htr-a JUDOt o( ţ) •• DWfi• pol'll&la u:w1pall, iar 4l'oapia 

ierpaJl41CRalul pa planul oeoulawr ov.rllei 1a pucul o( ţ) •• n1ao1i• ~

IIIUlt la owbl 1D · aoal paoi. Plav.l 4otol'lliJlat le tacenta ,1 biaor

.ia la ourbl htr-a JUDOt o( t) •• nw,to plgul ucţificpţ al 01ll'IM1. 

Cil 4of1DiUT, 1a fiooaro JUDOi o(ţ) al unei OUl'N •trhllo 1a poaiţio 

cenerall putea al uooioa 1m trieclru tridreptmlpio (naU ţrit4fu,l 1111 

tt.lJal) ale olru1 imchii •1Dt tangenta. noraala priJaoipall ,1 biJlonala 

,1 ale olr\11 feţe ■1nt planul normal , planul 01CRalawr ,1 planul reott

tioat. 

J'ie o I te:I -o(t) • (x(t),)'(i),s(t)) .f~ o ovbl 1D poaiţie 
1enerall. Obţine■ firi dificultate ecuaţiile nchiiler fi feţelor il'i•-
4l'ului henet asociat ourbei 1air-a pDot o(i) • · (x(t). ;)'(t), a(t~ ,1 
auume 

du 

- ecuaţiile ian&9niei1 

x - x(t) • l - ,<ţ) • I - s(t} 
i( t) j{ i) •< t) 

- ecuaţia plBDului normal, 

i(t) [z - x(i)J ♦ 7( t) [1 - 7(t)J ♦ s(t) [. - a(t)J • o, 
- ecuaţia plmului osculator, 

J.(i) (x - zCt)] + B(t) [1 - 7(t)] + O(i) (s - s(t)] • O, 
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j(ţ) i(t) 

ac,>• 

- eouaţill• ltiaomald t 

J - J(ţ) • l - ;r(ţ) ~ I - 1Ct> 
.l(t) A(t) O(ti) ' 

- enaţill• aoraald pl'illoipale 1 

J - 1Ct) ~ l - y(ţ) • I - 1<t) 
e(t) a(t) a(t) • 

t (1;) • , a(t) • 
B(t) 

a(t) • 

B(t) 

- eouaţia planului l'eot1f1oant 1 

5•}• IXBHPLJ. 5•}•l• Canaidel'h curba 

o I IR- f~ 

i(t) 

C(t) 

d.efinitl prin 1 

o(t) s (& ooe t, a sin t, bt) 
1 

1(t) 
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1) a ar,ua ei nroa 1Adepliuth o0Dd1ţ1a de eziaMnţl 

JmollUlcr ,1 ftţtlcr 1iPiedrului 7ND•· ~ .... 

ti 1aU'-11l puot Ml'tOU't t(t) t 

111) ■l oalo-alia ourtnu-a fi 1io■iuu ovbti • 

■ai 1a~11 ... arih Cl1lll H NţiD, ia■giDH apl1oaţ1t1 o. 

ocma1dtr4a 1111 tiliDclrR oil'ol&lu 4Npt. 111 I ma pat1i aina1i pe 
- - --- --~ -

prataţa oil1D4riei dt ~a.ţie ~~ r-~ 

uidera--.. PrtnpllDtll tl p11At'11.l 

U't • 111.toar, ocap~ clia1ir-e ro

,1, 1a ~unl uti oiliAdralui fi 

~rualaţit de-a lm:agul. aotatti 

t , otlt dou.l aiftll'i tUDd pro

rţicmal.t. Curll& o • oll'ti iaa-

ut, dHorid dt p1Ulo1il&l I 

Jl1Ultf1it tlioe oirol&larf,o Pl'HU- L 

J 

m d. aobill&l pleaol 41A pllllo~ .l(a,o, o). 11• l(x,1,1) UD 

o&Noar, al tl1ot1 oiroular• fi fie •Cx,1,0) proiecţia punotu,,.._ 
li pe planul xO-, • Daol noua ou , • .lOIII, glei.a eouaţ111• pua-

tl1ot1 oireulart 1 

X• a 008 1i, 7 • a ain t, I• bt 1 

• a NpreaiJlti. 1i.Paaalaţ1a, t rotaţia, 1&r b • oOD.at • .late uşo.I' 

ylaut oi elioea oiroularl tnt1lneşte tieoar• generatO&N a aupra

ţe i cUindrio• de eouaţie 

x2 + ,2 •• 2 ' 

.tr-o infinitate de pu.aote. Distanţa di.111:N doi.; i\ puncte oonaeoutiv• 

fi K' ale • l 1oe1, situate pe aoeeaşi g aneratoare este oonat&J:1tl ,1 

nU111eş ·1;e paaul el1oe1. Se oonstati uşor oă pasul el icei este 2 §o s 

constant, 
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,1 •• o-■tatl n •turi.Dţl ol Teotor11 o(t) fi i(2)(t) aint lini 

ar 1.ndepeDdulţi orioare ar !1 t EI , deoi ourba o ute 1n poaiţie 

geAerall. 

o( t) aint a 

I - I ooa t • X - • ■ia S • .L.::.J!l. 
a ai.D t a ooa t b 

iar eouaţia planului Aoraal eat• 1 

.A.Tea I 

-a(z - a ooa t)aia t + a(1-• ain t)oes t + b(s-bt) • 

11• .l(t), B(t), C(t) paraaetril dil'eotori ai bi.normale 

.l(t) • ab sin t 

C(t) • a2 

, B(t ) • -ab ooa t 

iesultl ol eouaţ11le binoraalei aint a 

! - a 908 t 
b sin t 

• 1 - a ai.n t a - bt 
-b 008 t • -.-- / 

iar eouaţia planului osculator este 1 

Fie f(t), a(t), n(t) parametrii directori ai normalei 

principala. J.na 1 

f(t) • (a2+b2Jco8 t , a(t) • (a2+b2 )s1n t, n( t) 

(11) t €IR . 
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er.ultl ol eouaţill• 1aor11alt1 l)ri.lloipal• aillt 

I - I 991 ţ • l - I aill t • .!-=-U , 
••• • 11.ll t 0 

ar eouaţ1& J)l&Aului reoti.tiout ut• 1 

(z - • 001 t)oo1, + (: -• 11D t)11.ll ţ ■ o 

111) 11• "1.(t), r•SJ>• '2(ţ) OIU'bua, r•SJ>• tor1i11Dea 01U'be1 

.ll p1:111otul •<•>• Toa ut1111a foraulel, 1tabilite 1A propoziţia 5.1. 

•eatl'II orioe • E-11 •••• 1 

i(t) j'(t) 

i(t) j(t) 

I.2<•> • i~•l îttl 
~2(t) ♦ B2(t) + 

5•}•2• Cuaiderla cn,.rba 

.efinitl l)l'in I 

• propunea Ul'llltouele 1 

·•<•> 
i(t) 

i~tl • 
a2(t) 

I • const , 
• 1 2 + 02 

.2 
~ 
+ b2 • ocmat • 

i) sl 8l'ltâm ~ illaginea apl1aaţit1 o se afli pe un ci-

1..od.ru • 

11) al ultăa că ourba o ute in v i; iţie generală , 

111) 1A. aorie11 reperul 1renet ş i să caloulla curbura şi tor

iunea curbei illtr-un punct 08l'ecare o(t), 

1) On punct oarecare de pe illag:inea aplicaţiei o are coor

onatele x a 2t,: s 1n t, • . t 2 , oeea oe ne aratl ol i11ag:inea apli

aţiei c u a!lă pe un cilindru paraboii.:: ţiu generatoare paralele 

u axa ordonatelor şi avilld ourba directoaru 
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11) Afta i(ţ) • (2, t, 211) 

,<2>c,>. co, - ~, o> • 
11 

fi . Hh qer 4e Ylsuţ G& Yeobrii o(t) fi ,(2)(t) abat U..niar 1.nde,i 

peDlleAţi patru OJ'1H tE(O,+->• Prill lU'■&J'I OVD& o .... 1D i,oa1-

ţit , ... rail. 

111) •i. f •10), • 2(11), •,'11)} _repeftl aebi~ •r••• t1 

~1(11) 1 '2(t) ourburil• eu.rbti ua,r--Wl punot oarecare 0(11) ■ (2t,l.n11, 

al Olll'b•i• 

D1 aici obţinea a 

•1Ct) a (l+~t.2)2 (1-2,2,-2t,211) 

DiA pria& foraull 1re111t 

l'ISultil I 

,1 deoi ourbura curbei este 

Jolosixld !ormlll.ale de mai sus, razulti 

ln continuare aYaa a 
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5.4. pnppa (Laor••>• 711 • 1 1-E3 • Olll'bl h pedţ11 
g1n1rall fi tie ~ (ţ) ~1 ¼Ct) Wl'D111'11• ourb•i !Jatr-,m ,eimot ur1-

1ar1 o(t). Pr1aupwi1a ol 

Uraătoarele afirmaţii aint eohivalente 1 

(1) taDgenta 1.n 1'1ecar• pu:ict al ourbai 1'ormaul UD~~ 

oonatant cu o direcţie 1'1:i:l, 

(11) normala principală in 1'iecar• punct al curbei eate per

pendiculari po o direcţie !1:i:l, 

{111) binoraala in orice punct al curbei !ormead. un UJlohi 

constant cu o direcţie fix~• 

(iv) curbura şi torsiunea curbei diferă printr-un !seter 
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Pt•MltrtUh 11• { •i•'2''} J reperul aobil lrellet. Sorii 

fol'9alele 1111 hell,, I 

•2<•> • -Ai2<•> •1<•> + a.i,<•> •,<•> • 

•,<t). -&z,<•> '2(ţ) 

(1) ~ (11) Prin ipotesl uiatl • dir,oţie fixl dată d• 

1Ul versor d ou oare tangenta 1n fiecare punot al curbei foraeul 1Ul 

unghi oonetant u, deoi avea 1 

(5.11) 

(5.12) 

unde 

(5.12•) 

. 
Curba f11nd .ragul.atl avem f ci(t) 9 ~ O • (~) t e Io Deoa.rec 

x:
1
(t) >O 1 (71) t EI I d1n (5ol2) şi (5.12}) .rezulU <e2(t),d>• O, 

orioare a.r fi t El • 

C ) -. ( 1) • D1D .relaţia 

.rezultl 

eau 
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IA•ecriM a11i1aa relaţie ooţiua < • i ( t) ,d > • ooe 11, ud• • • oo_.. 

(U) _.. (iU) Dia relaţia <""e2(,),d > • O , renlU 1 

••• daol. t•loaia te.-ala a wnia a 11&1 hue,,, ren1U(i3(t),4)• O 

fi pria iat•P"U• ebţiaea 

<.t,C~),4>• ew T , <•>• ~I 1 

.. ~_. lliaenala !la tiHu. pano, al aurbei t oraeul „ maca! ea.lat 

T •• e 41reoţ1e fiă da 

(iU) -. (11) Ma ( 5 .1)) r enltl 

(e.3(t~,4>• O , <•) te.I 

fi ţiAhd ••ua d• fU'mlla a treia a lui INaet, obţiua 1 

•au 

,1 deoareoe '2(t) J, O , Gl'io&l"e ar fi , E.I , ebţ1nH <92(t ) ,4> • O , 

or i oare ar fi t E.I , adiol (11). 

( 11) --+ (11') Pr1D ipotesl • .,.li 1 

< e2(t), d-,. • O , (~) t,I 

Aoeaeta iaplicl 

ti toloa1nd fo!'llllla a dcua a lui 7renet, rosllltl 1 

n u , dacl 1aplrţill Oll f o(t) f obţine■ 1 
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heareoe ... • t1 ••• • a pet f1 ■1-1.la a'llle, 41a (.5el4) ebţiua 

(1•>· 
(1Y) _. (1) hia ipoled .... I 

(.5.15) 

Dao6 adunu pr1aa forllllll lrcu•• ou a treia torimill lrenet 

1ualţ1ţl ou k fi ţinem seama de (5.15), obţinem 

(S.16) 

Pria integrare, din (S.16) resultl 

(.5.l?) 

imde D este wa vector constant. lnaul.ţin4 scalar relaţia (5.11) cu 

e2(t), obţinea 

<e2(t),D> • O , (i)te::I , 

adiM no?'IUJ.a priDoipali 1D orioe punct al curbei este pe~endicularl 

pe o direcţie .tul. 
5.5. Elice in spaţiul f ~ . 

DBîINIŢlB• Se numeşte elio7 curba strimbl ale olrei 

t;•-1\8.., e ta wigb~ constant ou o direcţie fi:14. 

OBŞBRVATI.S. 5.5.1. i'olosilld teorema lui Lancre1< se observă 

ou uşurinţă ol curba considerată la 5.3.2 este o elice, 

5.5.2. La elicea circulară curba şi torsiunea sint consta.o 

pe cilld la o elicd raportul intre torsiune şi curbură este constant. 
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v:en,g. C.U14ena nna 

e I ,c&-•(•) ■ (,,-2, t-'>~f~ 

1) 8' u"• el • Ht• 1a posiţie 1meN1!, 

11) 8' Hl'Ma Npeftl ••ll Jrce, ,1 ., Nlealu 

ş1 11oniUDea .ul>ei , 

111) claol ft.!b• o Hh elioe al dete.rtliDu 41Noţia ·r1s1 

ou 4J&N 1;angeDk 1a fieoare p,moţ al ovbti fomeul a ag.bi eanan. 

1) i(t) ■ (l,i.,2t2) . t i(t) ■ (0,2,.t). ·1• doal DQMN !'.

ale a,b ~tfel llloU ae(O + bi(ţ) • O, pentru orioe ţ-.fl • lenlU 

a• b .■ O, deoi Teotoril i(ţ) f~ i(t) aiDt liaia.r 1DdepeDdeaţ1 

oriove u .fi '€-Ol • PriD uraare ouz•ba oona1dU"at4 Hte 1ll poaiţie ge

aeralL 

.. 11) 11e {-i••z•8>J"P9rul. aobll IND••· ho&reGe I o(t)f • 
• 2t2+1 ~ reauUl 

•1<-> • ~ • < . l 2) lci(ţ)I 2-2 + 1 
1 

2t2 + 1 

De a1o1 Mţiua 

•~<•> • 2 (-2',1 _ 2'2,2') 
(2t2 + 1)2 

fi foloai.Dd prilla fornll henet 

Obţ1n111 ouroura ou..rbei 

2 . 
1 ♦ 2'2 

Joloaind d1D JlOU pri.a& !ormull l"Nnet, obţinea 1 
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~O) • 2J ! l (-2,,l-2t2 ,2') 

la au'1m1aN allţila•• a 

•x('li) • 9i.(1i)a•2<•) • _L (~,-21i,l) 
~ 2~+ l 

J>a aioi rea11l.1il a 

•xC'li) • ). C21i, 2,2-1,-21;) 
~ (2 +1)2 

,1 toloa1.Dd temula a 'liNia a lui hene'li 

obţinea 

._i..,._.. 
~+ l 

lea11lti oi toraiu.uea ou.roai • ••'li• 
~ 2 

1.!Ct) • lo('li)I • (21i2+l)2 

iii) J>eO&NH &Yea I 

reaultl oi ovba 4atl aste eli••• Confora 'lieoreaei 5.~. esiati • di

reoţie tui ou oare 'liangenta 1Ja fieoare puno'li al wrbe1 foraeazl un 

11.llgb.1 constant. Daci direcţia tui eate 4ati de UD veraor d ■ (d1,d2 ,d1) 

,1 daoi 11.otAa 

unde lt • conat., ltc:[-l,1] • Beaultl 
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,.c-1..,o,-1..>. 
4/f -{2 

a1 

s.,. Curbe o ţ,raiupea pull. 

PROPoµ;n. llt o • I -S t wd 1a pfliU• 11aera11, YDA

, uvtl• ,nnau1 et-11 echin.J.epţt, 

<1> ţoraiu;ea curbei ••Se llUll i,n or10J puncţ. 

Cu> 111r1rea aplicaţiei o "' Qee1u i;v-PP plaa. 
<111> nnonl iiui -~➔ • 1 eu• eoyţgţ. 
PtaPPlttUit• Prenpaea ci curba c HU peaaetruaU oaollic, 

4•ci I 4<•> I • 1, (.'f) • EiI. 

•1• { •i~•2 ,e3 f Npel'U.l lui lre121t uooiai ourbei. Jorau.ltlt la.1 rr.
aet •• aor1111 

(1) -- (11) Dtoa.rtce '2(1) • O, (V:) 1E-I, di.zi !ormw.a 

(F.;) rezulit e
3

(a) • 0 1 oeea ce 12e aret& că •;<•> • e3(a0 ) • veo

tor c012.Eiani, (~) 11€.I • 

J)eoartct avem 

rnuli l · 

Pr1l2 1Diegrare, rezultă 
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ad• k • <c(e
8
), e3(e•) ~ HW • ooutanU reali. A■ obţ1Jlu'l 

<o(e) - •<••> , •)<••> > • O , (Y)e€l ... 
[x<•> - x<e.>) ,c •• > ♦ [7<•>-J<•.>] •<•.> ♦ [ z( ■) - •<•.> J cc •• > • o, 

oe•• oe u arau ol '\oa'8 puchle ourbei dat OOJaţ1Jlu'le 1Jl pl1111ul 
oeoula'°1' ourbd 1a puotul 

o(e•) • (s(a.>, 1<•.>, •<•.>> • 
(11) - (1) l>aol 1-,;iaea ap11oaţ1d o H glHtt• 1Dtr-aa plan, 

a'\unGi aoH't pl1111 Ta t1 planul oeculator curbei 1n pW1otul c(e), (Y)e el. 
RuulU ol e

3
( e) Ht• a nctor coutant (Y)e E:I. Aoeuta iapliol 

,)(■) • o, (f)e €..I ,1 tolo■1nd. foraula (1.)} obţiae■ I 2(e} • O, (f)eE.I . 

(1) ..- (111) l>ia a tre ia t onntll a l ui lrenet 

•3<•> • - 1 2<•>•2<•> ' 
•bţiae■ ol ter■1a•• curbei o Hte null 1Jl orice punot d.acl ,1 nu■a1 
,ao1 

4•411 d.aol ,1 nu■ai d.acl a3(e) • •j ( ■ T•otor oouatan'l) . 

lxe■plµ. •• propun•• el d.e■onatrb ol curba 

o I IR - f , o( t) • ( l + Jt + 2t2 , 2 - 2t + 5t1\ l - t 2) 
~ •• t• plani ,1 apoi al glei■ ecuaţia pleului •1 • 

, .... ai 

o(ţ) • () + 4t, - 2 + lOt, - 2t ) 

oe,> • <•, 10, - 2> 
o(t) • (O, O, O) , 

l> eoareo• 'olt) •O • (O, o, O) , ( f )tEI, r esulU el curba o ar• t or ai unea 

null ,1 d•o1, confor m propoaiţ1•i an terioare i■ll8 1Daa aplicaţiei o•• 

atll 111tr-1111 plan, daci o uie o our bl plani. 

Pe11u-u a de■onatra direct el curba datl ntt o curbl plani ti 

a deier■ina o da"tl ~u aceasta ecuaţia planului 1n care aa glaeşt• ima

ginea aplicaţiei c •• proc•d•asl 1n telul următori •• ecri• ecuaţia pla

nului oeculator ln tr-un pllJlct oarecare o(t) al curbei ,1 apoi•• Ta 

obeerTa el aceasti ecuaţie nu depinde de parametrul t. 
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I11 ouul n:emplului noau-u, •cuaţ1• pleului .oeC1Uaior curbei 

v-ua Pllll•i oar9car• 0(1) ••'• 

2:s + )7 + 19• - 27 • O 

aoeuil eauaţie „ clepillll• 4• pv„trlll i, re~ul.U el c: Hie . 
~ plm, 1.aagiDea aplicaţiei o !11.Jld 1Jlolul b plUlll u ee,aaţie ( ■}. 

5. '7 • IJ1troruv11 c•oaeq:19A I cw:bw11 upfi c;urbt •Q:%••· 
pdioaţov•• ar,,194 • lss•Al•lor. 

5.1.1. PiOPoznm. 11• o I I~F; o C:lD'bl 1n pold.ţie generali. 

rHupa•• el ourtla o Hi■ canollio paruetrisatl. lui■ a pqc:i c(.0 ) 

1 ourtlei o 91 fie o(•l UII p1111c:i al curbei o b nc:1.Jlliaha p\lllc:Til.lu1 

<•.>• IoU. ou 11i<•> migh.1ul toraat 4• impniele la c:urbl 1n c:(•0 ) 

1 o<•>. ji\Qloi 

De1119nsţrati a. 11• •i<•
0
l, reep , e1 C•l ••r•orlll i anc-111•1 1n 

(■.>, reep, o<•>• ATIIIIJ 

5.18) 

1 

.., 
Q 
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9o 

... "'1 <•> Hte IDl ftO~ o• UDcl• la Hro clacl • - •• • 

11• e2(a
0
), reap. e3(a

0
) Toraorul uriaal.oi principalo, r••P• al 

i.1Dor11&1o1 1a punctul o(a
0
). Din pri.a& toraull Pronoţ ana 

11<•0> • X1<•0>•2<•0) 
,11aloouia4 1a (5.19) oltţine■ 

(5.19•) 

iia (5.18) ,1 (5.19•) resulU 

(5.20) ain 91<•> •I• - •el• IK1<••> •:,<•.> + •1<•.> " "'1<•>tl 
Tin!.J14 ••- ele (5.20) resulţi1 

:-:i<•> r?,<•> au :ui<•> 
lia I• - • I • 11.m a 1L.(a) 1s - •ol • X1<•0> •-•• o •-•o --.i. 

5.7.2. Iadioatoarea aferi'el a ţ§D8en'.e '.flt• Pie c I I - ~ o 

aurbl 1D pos1ţ1e generali. P:reaupune11 ol l' i:lS 't"' ~'11.lOllio puaaeuii.atl. 

Pio e1(a) Toraorul ţangontei la ourba c intl' • w:l punct oarecare c(a). 

Prinv-m punct fix, ele exemplu prin orig1nea O • a:nlor de coordonate 

clllce■ UD notor 11111tar (O, °l(a)) • o1(a)e:t0 E3 paralel cu vectorul 

(c(a), e1(a)) • e1(a)€f
0
(a)E~, deci c1 (e) • e 1(a) (Y)se:I. Curba 

°l I I ---E„ are 1.maginea pe sfera unHate J'(O,l) 

indic1toarea eterici• t11J1gentelor curbei c. 

Pia a1 parameuul canonic pe curba c1 1 I - ~. Avem: 

da ds I X1<•> • ncta)I • H1<•>U • ic1<•>I • P>1< 8 1> ~I· I ii1 
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IIJ'lllţoarea 

•b101uu 

a tor,1mu1 w;•i ow►• •tt%•►•· 

5.a.1. PBQPQZim. llt o , I •-€3 o curbl 1p. pos1u, ge;era11. 

P;r-,upµp•• cj c Ht• parpeţr111u ca;o;1c, :Pixu HP pw;cţ o( • 0 > .!l 

,Wbd 11 fi• 0(1) HP pupcţ al 9Wbei o 1; ncipUatea pw;cţµlui cC•0 >. 
lotla qu U:zC ■) ppghtul fonat 4• bipormalel• la curba clatl 1p punctele 

1( ■0 ) ,li o( ■ ). ~1 

» •llOJlf n-,u, . 

11• e
3

(a) yereorul binorlllalei 1n punctul o(a). DezYoltla Yecto

'Ul e3 ( ■ ) 1n serie Ta7lor 1J1 Jurul punctului •o• .he■ . -. 
8)( 8) • e)(aO) ♦ -=-r (e3(••) ♦ y2(a~1 

•1.JI U:z<•> • I •3<•0> xe3(e) f • 

•I• - 1ol • I • 3<•0> x •3< •0> • •3<•0> n2(a)f/ 

oloaind formula a tl'eia a lui henet 
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5.a.2. IpH HHR'tl •ferigi I )tipo,rplelor. ~i• o a I -e J o 

au-1111 la poaiţl• gaeral&. Preeapuaea ol aurita o ••t• OUIODio par1111M1tri 

sad. ~ia e3(a) Tenorul lliDoNal.ei la Clll'lla I.ad htr-a pmaot o(a). 

Priat:r-aa pmaot ns. 4• euaplu P1'iD Ol'ic1DH O a axelor ele ooorllo

aate 4uea an netu altar (O, °2(a)) • °2(a)-.'fo6"3 paralel ou ncto-

Z'lll. ( o(a), e3(a)) • •i•> ~ ~o(a)tl • cleoi o2(a) • e3(a), ('f)aa '-I• Curba 

o2 a i -~3 are 1aaS,nea pe dera 1111itat• 9'(0,1) fi H nw,te 

1Pdtoaţo1111 ,r,r&Pi I binentl,lgr cm:bti 9• 

Conaicle-r1D4 ca parllllletru pe 1Dcl1catoare arcul • al curbei o ,1 nortncl 

ou a1 arcul 1D4.1catoare1, a..-eas 

!a obţinut lll'llltoerea 
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- ,,., ... .. .,, ___ . 

5•9•1WIJl!II. Ccaiderla o CIW'bl b posiţie geDerall 

• I - C~ !!.!!! •• un puot al ourbd. Ce1'0ul di.D pl&DUl oacrulator 

la ovbl 1a ■0 oare illUlDeşte 1aag1Du apl1oaţ1d e 1D tN1 puDne 

oo~ate 1a aoeat punct ae nU11eşt1 g,roul oaoulator CJUţbe11D pune-ul 

•o• 
PROPOZITU. Considerla o ourbl ÎJl pos1ţ1e general.A 

o I a€I -o(a)e f:, • lo(a)I • 1 • (i) • E.I 

91 fie o(a0 ) • M0 UD punot al ourbei • 

Centrul ceroului osculator curbei 1D puncţuJ. 1
0 

este aituat 

pe normala pri.DoipalA 

lator e1te egali ou 

o 1D punctul ■0 • 

la curb4. 

l 
1D acest punct, iar rasa cercului oaCN -

, ~ I 1 ( 1 0
) este curbura ourbe 1 

Demonstra~i•• Consideru un cerc care trece printl"-un punct 

K = o(a) el curbei 1)1 ca.re este tangent la tangenta la curba dată 1.n 

pun tul 11
0 

• _o(s0). Cînd s -11
0 

, aceat cerc ti.u4, cătro cercul os

culator la curbă in punc tul 11
0 

• Resultl el o■ntrul c■ roului oaoulator 

•• s.flil pe Dermo.la prillcipall la CIU'ba datl in pune tul 11
0 

• 

curbei 

?lo·l.ll.tl cu ?' 
1 

rnp. ( e, b , ra&a şi r1pe0tiv cool'donatele cen

trului cercului osculator cu.roe1 1.!:. punc~~l M
0 

2 o{s
0

) • (iG,1 0 ,&0 ) , 
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he&HM ... ,rul oero1111&1 NO'\laier H atu pe aoaala prilloipall la 

•~l la guaeal •• , renl.U : 

~ dHei .... 1aurNo11ie-,. p1-l e...ine 1a •• 

49)1 ~ ....inu 1a •• eau 

(S-&)2 ♦ (~)2 + (.,..)2 • .,2 

1&1l 

(s-s.-re~<-.n2 
+ (7„7.-r~c •• n2 

+ 

+ (s-•.-r~<•o>>2 • O 

Puoiele 4• 1.11,er1eoţie ale ~eroului de eauaţie 

{ 

1, 2 2 2 3 2 2 
(s-s.-rez, ■.)) +(7-7.-r•2C•.>> +(s-s.- rez(Po) ) • r , 

(s-s(■.)) 931<10) • (7-7(a0)) ~(10)+(s-a0)e~( ■0) = O 

ou iaag:Lnea eplioaţiei 1-0(1) • (s(a), 7(a), s(a)) au oa al)aoiae 

ourbll:Lnil rldloillile ecuaţiei 

{s{1)-s0-r9i( ■0))2 + (7(1)-70-r~(a0))2 + 

+ s(■)-a0-r~ ■0))2 - r 2 • o 

DesToltilul funoţille s(a),J(a),s(a) 1D aer ie Taylor 1D jurul punotulu 

•o• obţinea 
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--· ( .... ,)2 
:s(a) • :s<•.>• ~ i<•.> ♦ ii<•.> ♦ ••• 

li 21 

•-• (1-1!)2 
7(1) • 1<•.>• ~ i'<•.> + 1<•.> ♦ • ••• 

(5.22) li 21 

•-• <--•,> •<•> • •<•,>• .:...:1 •<•.> ♦ i<•.> ♦ ••• 
li 21 

. J2 
•• • + 

2 ... J ♦ 
. 2 ... J • ,:2 

• all 

Deoarece avoa 

rezult;i 

<•}<10))2 + ( e~(ao))2 + (e~<•oi)2 • • • 

· . l • 2 3 
zo•2<•0) + 10•2<00) + i ~o2<so) s O • 

· i2+;;2+io2•1 o o 
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fla1M .... •• uUall• trei egal1U.ţ1 •naţia (5.21•) .. 

.... 1e 

••n•ll uau1f1 tillMI 4• '"4 u1 ■ar• Hll egal oa •re1 1a a-a0 • 

C.l'Wl aN •n1 111111d• oGDhDllat• .. 1■ag1ua apl1eaţ1e1 • 

ta .. •dacii••• 

••• 
l - r(i0~C•) • 70-:<•~> + i 0-l<•0 >) • O • 

SU■ el pri■a Cllll'Ouri • OlU'bd • 1ll JWlOnl. e(a
0

) Hh 

Ki <•o> • <•1 <•o> • •2<•.> > 
Dia uUatl.• deul egalităţi obţillea ol raaa 01roulu i oaoulator ourbe 1 

1D pWlonl o(a
9

) ut;o 

OBSiRVA'l'IJ • C1roul oaoulator unei ourbo str1ab1 tntr-ua. 

pw,.ot •• aai 1niaeşte oero de ourbtl?'l al ourbei in punctul re apeot1T1 

1 ar centrul lui •• nuaeşte oentru de curbură • 

5.9 • ..-z. pi:FllUTIB. Cona1derl.m o curbă in poziţia generau 

c l I- f3 şi !ie M
0 

un punct al ourb 19 1. B!era cau interseaoteuă 

ia inea tq>l1caţ1e1 c in patru puncte confundate in M
0 

se nW11eşte 

a!era oaoulatoare curbei in punctu~ K
0 

• 

PROPOZ:TIB. Considerâa o curbă tn poziţie generală 
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111 e(a
0

) im P\UlOt; aJ. curt>ei.. Pruupnn•a at torai.wi.• 

O\lrbe1 llll H uuleut 1A puotul 0(0
0
). Coordonatele a1

1a2
1a-' &1, 

aaa,!'11.1\li ataro1 oaoulaţoe, ourboi 1a pUDo.ui 

•<•.>. (s1(a.l, li'<,.>, :z3c,o>> a.tn, •ato do I 

•1 • si<•o> + IC•o>~1<•o> + i<a.>t<•,>-,1c,o> • ~l,2,3j 

iar rua r a atore1 aaoulaiaare ovbd 1A 0(1
0

) .!!!! 

r • Î 12<,.> ♦ i'c,.)!2(,0) 

P••oy•rat1o. 11• 

oouaţia unei atore ou 0011.trul 1A punotul 1(a1 ,a2 ,-3) fi de rad r. 

Pentru oa afara datl al treaoi prill punctul 0(10 ) trebuie oa 1 

} 

L (x1(ao) - a1)2 - r2 • O 
1■ 1 

DesToltb tunoţiil• x1(o) 1A oerie Taylor 1.o jurul punotului 1 0 • 

J.T911 I 

PunoTele de 11lterseoţie ale sferei date eu imaginea aplicaţiei 

1 -0(1) au oa ak>soise ou.rbil1ni1 soluţii.la ecuaţie!. 
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J 2 _ 2 O 
♦ • •• I' • ' 

»1a (5.~) ,1 (5.25•) reaultl 1 

; 
2c.-•• > L <:z! 

1.al 

rezultl 1 ·i 
'l • X (1.al,2 1}) 1 

iar 41.D pr1aa !ol'llull Jrenat e1(a) • 11(a)a2 (a) resultă 

x1 • 'i•~ (1 ■ 1,2,}) • DeriYllid ultiaale relaţii obţinea 

i 1 • 11 •} • Îi .J fi ţiAi.nd ..... d• a toua forau.li Jre.a,t 

• 1 1 1 
, 2 • - 'i'i ♦ Xi•; , r,allltl 

-1 ~ 1 
% • - '1 

. 1 
♦ '-1•2 ♦ '1.lia; (1 • l,2,3) . 

111 pllllotlll •o aYaa 1 

x! • •;<•o> ' 
„1 
.xo • 11<•o)a~ao) 
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Cil ao1fi1 lil1niui pregUitoare lll 1Jltouc1a la ,ou.aţi.& (5.26) ,1 

TOa &OJ'ie HlfililAţil lvJ. & - & 1 e1 - I )
2 Şi (I - I )} R)t alU • o • 

3 3 
I: i;<JI:! - .1> • - ~c•o) L ex! - .1>,t<•.> + 
1al ial 

; 
+ ţc,,> L <x~ - .1>,}<•,>. 

1al 
; 

• .1i<•o>~<•o>L ex! - •1>•}<•0> 
icl 

Pentru oa 1ouaţia (5.26) d. a.1.bă rădăcina I a I ■ultipli d• ordinul 
patl"ll trebui• oa 1 

3 
L (xi - ai)a}<•o>-::. - R(so) • 

i=l 
; 

L (x; - a
1
)e~(s0 ) " - R(10 ) f(e 0 ), 

isl 

o 
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aacle • ••••• a 

l>H&NH cle1i I•~<••> I • l , dizl (.5.27•) H obţizle 

Prizl llft&re, ooordonaiel1 a1 ,a2 ,~ al• oentrulu1 1ter11 osculatoare 

■ iDt I 

(.5.28) 

Din (,5.28} ,1 (.5.2}) obţizl•• rasa at1r11 oaoulatoare 

r • 

R(a1 ) (roap. f(a 0 )) a• nuaeşto rasa de ourburl (reap. raaa de toraiun1) 

a ourboi iD punotul 0(1
0
). 

5.10. Curbe Bnneper. Curbe Bertrand. Curbe Tiţeioa. Vom atudla 

1n continuare trei clase de curbei curbe Enneper, curbe Bertrand şi 

curbele introduse de geometrul român Gh.Tiţeica. 
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;.10.l. ~E~IHITU, ~onsiderim o ~urn1 tn poz1t1e generală 

o I .,1 -0(1)E, f3 I li c(a)II • l, ( V) u I 

spunem el o ,,,e owbi Bnnee•r dac! 

.!ml!! X1 < ■ > n X2<•> d..11.t curburile curbei inţr-un pu;ct oarecare c(a), 

iar • ••t• o coutctl reali aenull, 

PROPOZITIE, li! ol I - {33 o curbl 1n pos1ţ1• g1p1rall. pua-

aetriutl C8l10pia. cu K2(,S) /. O, (V)/.)E-Ill• I -{o~, Sîpt echivalentu 

Ci) ceste curbA Bnn~~ 

(5,JO) 

(ii) planele rectiticapte ale curbei ţree printr-un pu;et fix 
(iii) planele osculatov• ale curbei 11nt ţapgent• la o 1terl 

Demonstraţie, Pie { el' e2, e3 J reperul Prenet asociat curbei. 

(i) ..,. (11) Din (5,29) ruultl 

K2 ( ■ )e2 ( ■) • as1t1(s)e2(e) 

Polosind pri.Jla şi • treia foraull PreJl8t 

9l(a) • ltl(a)e2(s) ' 8J(a) • - lt2( ■ )e2( ■) 

din (5,JO} rezultl 

e3(a) + uâ1(s) • O 

Prin integrare obţinem 

(5.30') 

unde k • (k1 , k 2 , ~) este un vector constant oarecare, Scriem ecuaţia 

planului rectificant la curba c intr-un punct o(s) • (c1(s), c2(s), 

c3(s)) 

lC - c1 (a) 

•î<•> 
e~(s) 

1 - c
2
(s) 

•i< s) 

e~(s) 

s - c3( s) 

ei(s) 

e5(s) 

- o 
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fi.Jwad ..... u tapTI&l ol a~ o ,1 4e relaţia (5.30') ulu„ eouaţie 

■e ■orie 

1 2 I ♦- ~ z ♦ l.: 1 ♦ .i: • • .. 
et<•> •f<•> et<•> • o 

e~C•> -~<•> -~<•> 

De aid. .. n4e ol plalll reoUticant ueoe pria p,moţw, tu 

(- &:, - ~. - ~). a • • 

up -+ (111) PrHupue■ ol en•U 1111 pUDcţ tu Jta(k1 , t 2, t3) 
penu-v. care ana 

<(k - ·o( ■)}, e2( ■ )> • O 

A t1111c1 ni■U taoţlllt 4iterenţ1a111le .,c, , ,li , I - 5l uUel 1Dc1 t 

(5.31) k - o( ■) • .C( ■ )el( ■) + p( ■)e3( ■) 

Daol 4er1YI■ relaţia (5.31) ,1 folosi■ torllUlele lui J'renet, resulU 

[1 + .C( ■)Je1(e) + (.C( ■ }l:1( ■) - p(e)1:2<•>J•2<•> +) <•>•3<•> • c, 

De aici re1ulU }C ■) • O, adiol ./> • conat. In lla1a ipotezei ol o e■te 

1D po11ţ1e generali &Tea fl ~ o. Inmulţi■ scalar (5.31) ou e 3 ,1 obţiae■ 

< lt - o( ■), e 3( ■ ) > • .fa 

Polo■in4 aceutl egalitate 1n ecuaţia planului osculator 

[x - o1(e)Je½( ■) + [7 - o2( ■ ))e~(e} + ( 1 - o3(e))e5( ■ ) • O , 

o'bţill•• 

(x - 1t1>e½<•> + (7 - 1t 2}e~( a ) + ( 1 - 1t3)15(e) +p • O 

Distanţa de la punctul (1t1 , 1t2 , k3) la plenul osculator este I.PI • ceea 

ce ne aratl cA olanul osculator este t8Jl8ent la s!era de centru 

k • ( k1 , k2 , 11:3 ) ş i de rad I f> I 
(111) - l i) PresupUJ1B• el distanţa d~ la un purict !!x 

k • (k1 , k2, k3) la ~lanul osculator esţe b • const . >0, adică &Tem 
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( 5.33) 

Stia ol eX1etl funcţiile 41ferenţ1ab11• 

,(, I ./> • -f l I _, 

utfal blcit el a em 

Derivb 1Jl aabii i:. mbri1, apoi 111.11r.:J.ţin 6ca.lar eu "l • , 2 , •:,• llezul tl 

{

.i.(a) - p(a)K1(s) + l" O 

(5.33") ~(e)I½,{ ■ ) + ./4(s) - r,e}K2(a) • C 

f{e) + .,6 {a)K.,' a O 

Din relaţiils {5.33), (5.JJ') rezul;ă 

,f{e) • b, (l)s ..:I , deci f-(s) :o O 

Deousce x2(a) {, O, ('f)e€.Ill-iln a tre!a relaţie (5.J)'') obţillea 

('!> (s) • o, ('f)s E::I. Din pri.lila relaţie (S,JJ") obţine11 oG(a) • - • + B, 

ou li oonstantl arb1 trer!. Putem presupune B „ O, deci ,(. ( a) • - •• Din 

a doua relaţie (5,JJ'') rezultl 

- sK1(a) - b!:2(a) • O 

Botăm a• - ţ şi obţinem (5.29). 

5.10.2. DEPillITIE. Se numeşte curbă Bertrand o curbă ştrimbl 

ale clrsi normale principale dnt po:-male pr1 ncip'll.e şi peptru o alti 

curbll'.. 

PROPOZITIE, i) Distanta dintre doui ounete ooreapondepţe 

situate pe două curbe Bertrapd aeooiste, m!e1.u-eti pe normala princi

pali!'., este eo11Stant&. 

11) Unghiul tapgentelor la două curbe Bertrand asooiate. 1n 

puncte eorespopdente. este constant. 

111) ~ K1 (a) J!1 K2(s)) aipt curburile UJ)ei curbe Bertrand 

c I I -F?> intr-un pupct oarecare c(s) atunci există trei copatante 

reale si,a2 ,&3 e:R astfel incit eă ave:a 

siK1(s) + •:!-2(s) + a3 " o , (1')11 e:I • 

Demonstraţie. 1) Considerăm o curbă ui poziţie generală 
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al.• ol.re1 uraalo pr1Ao1p&l• alat aoft&lo pri.Ddpalo ,1 pentru • al tl 

evbl 

110{91<•>• 92(a), ~,<•>} , nap.{i1Ci), i 2Ci>, •,<•>J 
rep•nl Jruot uoo1ai ftl'tl•1 (5.'4) 1 nap. (5.35), 1a ~,mobl o(a) 1 

,.ap. l(i) • 

».HNH &Ol"llala pl'i.Dtip&ll. 1a p\Ulo~ •< a) la ftl'Da 

C5•'4) oo1ao14o oa aol"llala pl'1Ac1pall 1a puaonl i(i) la O'lll'Da 

•2<•> • !. •2<•> 
•••ia o• a(a) 41.atuţa 41.Dt;re pWlot•l• oOl'e■pOlllloato o(a) ,1 o(i) 

alau.ratl pe ltel"llala pr1Jlc1pall 1a o(a) la curba (5.34). Avea 

J>ia (5.}6) rnultl 

f1A1Ad ■e-a do for11ula a dou.a a lui lronot;, diJl ( 5 .}?) obţi.Aea 

e1(a .,. • l-a a)~ o))o1Ca) + i ■ )o2 o)+ a( ■ )J.'.:2(•>•,<•> 

1Aaulţ1n4 ■oalar relaţia (5.38) ou e2(a) ,1 ţinind ■eaaa 41 faptul 

ol Yooioril e1(a) ,1 •1,<•> ■ int ool1D1ari 1 obţine■ i(a) a O I deo1 

&YI& I 

a(a) "' a (■ oODot.) , (") o El. 
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11) -Ion• pria• tonu.li 1niin p111,î-u 1111'bd• (5.~) ,1 (5 ■ }5) 

(5•}9) 91<•> • .1i<•>e2<•) • i1(1) • .t. ~(i)e,(a) • uad• 

~ (i) ute eurbura ovoei (5.}5) 1a puaotul 'i(i) ,1 wade u toloaU 

fap'111 el aoraala pr:LDoipall a ovbd (5.}4) 11:a puno.1;UJ. o(a) uh ~-

aul pr11lo1pall a OIU'bei (5•}5) 1a puo.i 'l(i). Perina rd&ţUlo 

•1<•>••1<•>::> • l ti<i1(i),i1(i)> • l ,1 ruulU 
I 5.4o> <ei<•>, •1<•>>. o , .:.1i<•>• i1C-i),.. o 

Deoarooe Teotorli i 1(1) ,1 ~1(i) 11.!:at ool11l1ar1, di.li (5.4-) renltla 

<:.ei<•>, i'1(i)>• O '<•1<i), •1< 1 >> • O 

_1&11. 

adiol 

IIJlde • este u.aghiul foraat d• cele doul tangen11e la ovbele Berl!'a12d 

1A pWlctele oor,apondente o(a) fi o(i) • 

111) Di.A (5.38) fi (5o}8') resul.tl 

(5 .42) il(i) • (l - 9.Ki(a))•1<•) ff + al.?( ■ )•;<•> ff 1 

iar . (5■41) ne aratl ol ave■ 

(l - di( ■)) ff • coa u , aK.?(a) ff • ■Ul u 
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~ • a ooa u , a3 • - 1:c 11 1 ■1n1i oonatan1io 

roal•• 

5.10.3. PB.FINI'l'IB. 11e • , I ·--f, o ourbă 1ll poziţie g•~

rall. Se ■2rm• ol o este curbă Titeioa dacă 

~ '2(t) este tordUlle& ourbd o i.n pu:ictul o(t), 1!!' d(t) ..!_llt~ 

diatanya do la originea apayiului €?> la olanul osculator curbei i.n 

punctul o( 1i). 

PROPOZITIB. lie o I I - f~ o cu:- ă 1ll poziţie gen.:.ra~. 

Oraltoarolo atil'lllaţ11 ,uit echivalente 1 

,ete curbă Tiţ~1ca 

11) Pentru orice t .s.I ara l e; ~ r ____ ., . 

x<t> ,<t> z<t> 
i<t> :r<t> z(t> .. 1t 

i(t) i(t) i(t) 

x(t) J (t) s(t) 

i(t) j(t) i(t) 

:i( t) y( t) 

2 

, I[ • oonat. 

Doaonştra1 1o. Jouaţia plarului osculator curbei o uitr-u.~ 

punct oarecare o(t) • (x(t),7(t),z,t l ) este 

Distanţa de la origine la planul osculator oarbei este dată do 
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2 
s(i) 7(ţ) s(i) 

i{i) ;j(,) i(i) 

i(i) 7(t) i(t) 
c2c~- ---------

foraillaea sv.nd • hi~ puo, aaHO&N •< i) uw 

.atA d1 fal'IIUla 

i(i) 7(t) •<•> 
i(t) j(i) i(i) 

"i(i) j'(i) i(i) 
~<•>. 

A2( i) + B2 ( i) c2(i) ♦ 

OBSiRV J.'?D • 11• 

1 ourbl 1n pos1ţ11 generali. Freoupunem oă ourba DU•••• plani, dooi 

,l ior■iunea ~(i) eai1 nenuli, (~)ie:.l. !001toi ourbe 1 •• aaooiul 

, oouaţio diferoAţ1&1l d• gradul iNi Tori!ioail d• tuncţill• o1 ,o2 ,-3, 
L• tona 

li I I-• / 
do ooeticionţ11 ai.Ai daţi do 
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Se .OHl'Tl oă 

I ci \ o 12¼ • ~ "} 

VlUaa eg&litat.e 11• arati.M ana 

pe ourbl reav.ltl 

lo8 

a}~ O. La• aohiabar, de par11111tn 

Curba o •• poate repar„etriaa uttel incit al avea a3 • l • Spunea 

1A aoeat ou oi ourba este p&ruetriaat.l at1n. Pentru a avea parametru 

t1n ••_pune 0011diţia 

,;, ore • ourbl paraaetrisat.l atill ae aratA. ol este ourbl '1'1ţeioa daol 

auaţia (5.46) avea fi a1 • O [10),~5] 

li• aoua douA crurba ill poziţie general! 

O I i,î- F~· 

., ~•. ,ui, ol o ,1 i aillt 0111troatill eohivale.n • . daol 

- 1, o • 

Deoarece eouaţia diferenţială (5.46) este omogenă, rezult 

~ • ~•• 4 • u t • • t~ a asatl tuturo~ urbelor oentroatin echivalent 

cu curba o. Rezultă oa toate curbele oentroatin eob.ivalente ou o 

ou.rbl Tit,ica, sillt curbe !iteica . 
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I 6. CURlll PLJ.D 
6.l. Olu-bura UDe i curlle 41Jl f 2, • J oralel• heneţ • .IahrPl'•tee, 

o 1.rio& a cvlluril miei curbe lua. 

" ' :.._ 11, o I I - fi, • O\U'bl plul np.l•~- Jet• ert.dat 

al nrba .. ,. 1a poaiţie gueral.L lotu .u { e1 ,e2 J reperul lre.11.-c 

aaooiaţ aw-bei. 

Pria& cnanul ~<•> a eu.rhi , 1a ·pmi•nl •<•> .. ui 

au•t•• DfbVI gwbei • 1a punonl e(ţ) • . 

(6.1) 

( 6. l') 

PIOPOZI!llo Ocmaidula • aurbl replaU 

~(t) • 4et(j(ţ) 1 i(t)) 

I •C•>I 3 

D••onstrati!• Daci { e 1 ,e2 f est• r,p,.rul Pren,t uoo iat 

curbei, atunoi aTta 

(6 02) •1<t) ..!Ul_ (i(t),;(t)) 
• le(t)I • lo(t)I 

11• 9i(t) , •~Ct) oomponentele Teotorulu1 e2(t), Dill eendiţ1a 

,(e2(t),el(t)> a O t !'Uultl I 

sau 

Dt olll'tct I • 2(t ) U • l , rnul.tl 
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A(,)• _...,E_ 
u•<•>" 

11• 

• (-ţ) • c t. ;i:Cţ) ,- ţ i<)U 
2 11 i(t}II 

De\el'll1ala pe t uttel 1.Doit repel'Ul {11(t), e2(t)j al. fi• eriectd 

? ••1t1To Ta ·b•ll-.d oa aatrioea tranatoralr11 11D.1are oare duo• baza 

.iaaOlliol {(l,0),(0,1)3 alui 1112 1.Dllua {_•10),e2 (t)J i,ăai'bl 
. tel'IUJl&llnl. peait1T1 deci treb111• al aYea a 

...iUL ~\ lo(t}l llo( t )I 
> o 

ililL -l!~!2 
I o(t}l no<t>II 

- l (i2(t) + j 2(t)) >o. 
\ 

Reaultl € • -l şi deo1 

Pria Ull&r• rsp11l'ul lrenet l e1 ,e2 } aaoeiat CUl'bei o(t) a (x(t) ,y{t) 

••t• dat pru (6.2) ,1 (6.21 ) • 

Joraulele lrenet ••acri~, 
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ea' 

1i<t) a -1._. c-··(t)j( ) • :.i(t)j( )), 
D i(ţ)U-' 

obţinem • eor (b.l) oi (t'.:.1 1 ) , te ,...r e Yhut el dao l 

e e•U parw• .riani ouon10, •tamo1 ovow.ra eunei ta~- ~ 

o, o•)~ (x(a),1(1) ••t• d&1;i d•, 

'1<•> • d.e i (, 1),
00

( ■)) • i(1)7(e)-i(e)j(a) 

0bf!or nt11. 1) 1ie o I I - f 2., :, CUl'bl parwu-b~tl ocoJl.io, 

I oC•H • l ' (l)e b:::. Poraulele l Ui Prene t H acriu 

•1<•> • 11< •>•2(•> 

•2<=> • - 11<•>e1<•> 
ti.Jl pr1aa t orlllU.l.i • l Ui ~renet t1 dill agal! aţu a1(a ) • 0(1), <•>•eI, 
b ţ in•• l'1<•> f· lo<•> I • 

11) Cons14erla o curbl plazia 

c I I - f , , c( t ) • ( ţ, y( ţ) ) 
/.; 

Yell c(t). (l, y{t)), c:(t). (O, y(t )) 
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Tinind eeaaa 4• formula (6.1') obţiD•• 

D1 ai.oi ruulU 

1
1
(t) >O .,.j(t),. O, 

t 1(t) <O.-.J(t)<O 

Pria ~ ourbara ourbe1 c este posi Un b pUDot•l• oare 

apar\iD plrţii oonvem a om-bei t1 aegaUTl la punctele care aparţiD 

plrţ11 OODC&YI a curbei. 

Ca 1xeaplu, 11 oeaa1t1rill curba 

c(t) • (t, ■ia t) 

d 

1
1(t) >O pentru 'cE.(F, 2.Y) 

Un puact o( t) al curbei ae aumeote J!unc:ţ de lm'.le;g!me d.ao 

'1 ( 'c) • O t1 i 1(t) ~ O. 

late utor de vilzut ol punctele o(O) şi o(J) aint puncte de 

iJlflenune. 

JXEJ(PLlţ. 6.1.1. le propunem a& oalcull!.m curbura unei elipse 

Oo:naid1rh aplicaţia 

cl1fin1 ii pria 

o(t) • (a co11 t, b aill t) 

unde a? O şi b';> O, Avem 

c(t) • (-a aill t, b ooe t ) 
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auulti. 

. 
11h 1a poaiţie 11.01rall. Iaag1.D1a epl1oaţie1 1 11h e 1l1p1l &1'1.Dd 

1011.&ţia 

~·~-1-0 
a D 

,,,torul e(t) ••te dat dl 

o<t>. <-• oo• ,, -o .1.o t> 

Yoloai!ld forau.la atab1l1tl 1.o propoaiţ1a a.ot1rioarl eoţ.1A111 

Pr11upu.oa11 ol a>• . 
.lVIII I 

o (O) • .l, o( ~ ) • .l' 

o( }) • B, o( 1> • B' 

luultl I 

1 

4 • (-a,o) 

I.o particular, dacă a • b , obţi.oe.a el ourbw-a ce~culu1 

o , t €- Ol ~o(t) • (a ooa t,a 11.n t) :: f 2 
1 ■ te co.oatantl , 

A(a,o) 
X 
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6.1.2. Jie • 1 I ~ t2, o OUJ•gl, paru,tr1&atl ?tgulati .• 

la&&1.n•• apl1oaţ1•1 o ••t• Wl ■egaent de dreaptl dacl şi numai daol 

oubura ourbei uit Aull 1n !iecare punct. 

1Jl adeyu, dacl 111.agi.nea a,plioaţiei • uto UD ■ogaent de 

droaptl atwlei &1'•■ 

1( ■)a{x1 + ■ l,1 ■ 10+a), aEl 1 

Wldo ( f ,a) ■iAt oH1.nuau.ril• diroctoaro, deoi t 2+a2 • 1 1 iar • 

tate paraa,tru canonic, daoi Uo(a)/1 • 1, (11) aEI. 

luulU o(a) • ( f , ■) , Îi(a) • (O,O) ,1 deci ana 

Ii( ■) a det(c(1),o(s)) • O 

R• o ip roc, daci. ave■ .11 (a) s O 1 ( 11) • f. l atunci d.l.D prima 

!or■ull a lui Jrenet ruultă 

o< ■>. o 

UAde a şi b a1nt oooatatite. 

Deoarece curba o ,st, regulată tr,buie aă avem a~ o. 
Prin ur&are ourba o asta un aeg■ant de dreaptă, 

OBS:ŞRVATIJ. Consideri.a o ourbl regulati. 

11, o(a) • ( x(a),y(a)) Ull punot oarecare al curbei. 

I otăa ou e(.( s) wighiul format de tangenta la curbă in punotul o( a) ou 

ua Ox. Tangenta la curba dată io punctul c( s) .. (x( s ) ,y(s)) ar, 

,ouaţia 

x - x{ş) _ y - y(e) 
x(s) j(e) 

Re&ultă ci. coeficientul UDghiular al tangentei la ourb& tn punctul 

o(e) este 
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l>• aioi avea 

Bu\1lU 

ll5 

~ (1) • a.ro t.g iul. 
. :i( 1) 

fi toloaind (1.1") obţinea 

(6.4) 

• 

Cosinusurile directoare al• tangentei la ourba o 1.u pUD.cwl. o(a) 

aint 

008 ~(s) • z(a) ' sin ol(a) • 1(1) 

Dac! c(a
0

) este un punct fixat, iar c(s) este un pune. 

lll'bitrar al curbei in ncinăhtea punctului o(s
0
), atunci folosind 

( 6.4) avem1 

unde u(s) este unghiul format de tangentele la curba o în punctele 

c(s
0

) şi c(s). 
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:X 

Ali obţinut u 'l;fel interpretarea geome t.ricJ. a curburU unei 

curbe pl~e. Unghiul u( ■) se nUD1eş te unghiul de coptipgentl al tangen

telor la curba c 1n punc tele c(s0 ) şi c(a). 

6.2. Cero osculator 

D,JnRITIB. Consideră.a o ourbă c I I_...,. f 2, şi fie t,I 

ut!tl 1ncU; ci(t
0

) /, O ..!!__ i:1 ( t 8 ) ;. o • Un cerc ee nUllleşte cerc oecu

lator curbei 1n punotll;l o(t0 ) , dacă are cu imagine a ourbei o t rei 

pllllote oOllfundate 1n o(t0). 

PROPOZITIJ. Considerăm o curbă parazaetrizatl 

C I t € I --o( t) • ( x ( t ) 1 y (t ) )E ţ.l, 

şi !ii 'C 0 E I aatfel incit ci(t
0

) /, O ~~ ¾C't
0

) /, O • Cercul oscula

tor curbei iii pnnotul o(t
0

) are oeni;rul iii punctul ..0..
0 

• ( a 1b ) .l! 
raza R(t

0
) , unde_ 

(6.5) 

. i2(t o ) • j,2 (to) 
b ~ y(t 0 ) - x(t 0 ) ------- --''----

i( t 0)y(t0) - x(to)y(to) 
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Pt1e,trat1e. 11e 

eouaţia eeroului. J.Deoie1l1 ~1lill11 ale punotelor de i.Dtereeoţie 

ale oeroului 4• 1ouaţi1 (6.7) ou imagillea ~ei paruetriaate o 

aiAt rldAoiDile 1ouaţi11 

Daoă 1n (6.S) punea t • t
0 

+ h şi dacă ţill•• aeaaa de 41anltiril1 1 

- 2 
x(t

0 
+ h) ~ x(t0 ) + tJ- i(t0 ) + ~ i(t0 ) •••• , 

2 
1(t0 +a)• 1(t0 ) +-!,- j(t0 ) + ~ 7(t0 ) •••• , 

atunoi (6.S) ae aorie 1 

(6.8') ~ + 1! - 2ax0 - 2b10 + lt + 2 ~s0i 0+y_,j0 - 2a.i0 -Zbj0) + 

2,,2 .2 .. .. .. . 
+ 11 :xo + 1o + :xoso + 1<Jo - 0 o - 0Yo) + ••• / 

unde 8111 folosit notaţiile 1 

s(t
0

) • s
0 

, i(t
0

) = :x
0 

1(to) • 1o • y(to) • 1o 

Caroul d• eouaţie (6.?) illterseotează i.laagl.nea aplicaţiei o 1n trei 

~unat• oolrl'undate 1n c(t
0

) daoă ecuaţia (6.8') are rădăcina triplă 

h =O, deci daoă 

{ 

x! + Io - 2a:x0 - 2'b10 + lt " O 

xoio ♦ '1oio - axo - oio „ o 

. .i:: + ~ + xi· o + 1 o1 o - ,i o - 0Y o "' 0 
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l>eoa..r•o• 1i<t•) /a O , ruultl ol -.i0=j0 ~ i,j0 /a O . 

l)iJI. ( 0•9) ooţ1.nea I 

(6.lo) 

7olo11Dd (6.10) fi (6.ll) obţinem oi rua oeroului osculator ourbei 

o i.G punctul •<•.> e !J',.,s I 

R(t
0

) • 1 
I Xi <•o) I 

CentNl. oeroului osculator curbei in ~u.aotul 0(1,0) 80 nll!llef'.e centrul 

i• oUl'bu:râ al curbei o iJ:l punotul o(t0) , iar ran R(t0) ae nllllleşte 

~ de cUl'bµră a curbei o iJ:l prmc1nll o(t0). 

ID~LBo 6.2.l . Consideram aplicaţia 

o, a-f, ,._., 

d.ef1.nitl prin 

~(t) s (r(t-ein t), r(l-cos t)) 

u.nde r c conat> o. Imaginea aplioaţiei o este oioloida (a ee vedea 

exemplu 1.1&.2). Ne propunem urmatoarttlG 1 

1) Să scrie~ ecuaţia cerou1ui oaoula~or cicloidei in punc1rul 

C (X ) • 

11) Să a.rătAa oă raza cercului osculator oicloidei intr-un 

punct oa.r1,c,are o(t) , t J 2ili..-r', G& f z, e ste egală ou dubJ.ul lungim.ii 

aegaentului e pe nol:'llaU. oupri.nil intro punctul o(t) şi a:a:a Ox. 

1) Dad. noth 

x(t) = r(t-e iu t) , y(t) s r(l-oos t), 

atunci {I.VIIII 
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lftffllft aiele1411 lav-ma ,.. .. MNHN a(11) .... 

pmanal a( % ) nrlnlra eialoi4e1 •n• 

l(K) ■ 4r. Ana; 

s(%') • r7t , 7(Â) a 21' , i(X) • ~, ;(%) a O , 

i( .i' ) • O , j( Ji ) • -r 

RHulH. ol eoordonat•l• HDtrului Hroalll1 Hov.lator oielo1de1 1ll 

punoţul •< N) ain11 a • r ~, b--2:r • ».oi eouaţia oeroului Houla11or 

o1oloi4e11D p'IIDoţul o(Jr) ••t• 

(:s - r~ )2 + (1 + 2r) 2 • l6r2 

11) Rasa d• ourburl a o1olo1da1 hltr-ma punot oareoare 

o(t) ,tţ,2-Z,at:I ,ut• 

A111 Yhut 1ll enaplul 1.16.2. ot normala 1.lltr-un punot o(t) • 

• (r(t-ain t)-, r(l-ooa t)) al oiolo1d1i 1Dt1raaotoazl ua O;s h 

pu.notul I = (rt,O). Lw:igimea segmentului d1 p1 normali oupri.na 11ltre 

punctul o(t) şi ua Ox este 
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leslll.$l 1($) • 2.L(ţ) 

,.,.2. Caa1derta euJ"ba 

•'•-EL 
,etu1n pria 

l -1 
.c,> • c,, f <•• • • • >> 

I• propu•• ura'touel•, 

1) SA guia rua de 9Ul'burl 1a,r-u punoi ou,oan 

11) SA eorha ecuaţia oeroului eeoulahr ou.rilei 1a punotul 

o(O). 

111) Sl e.dUa ol ordonata willi punot e(i) al OUl'Od 

••t• aedie geoaetr1ol 1.Dtre rasa de ourburl 1D p11.0otul o(t), f1 

rua de Oll?'burl 1D pu.ootul o(O) • 

1T) SA arlUa oi rua de ourburl 1.Dtr-un punot oarecare 

o( t) al ou.rbe1 ute egali ou lungi■•• Hgao.otulu1 de P• non.all cupriDs 

1.otrt punctul o($) f1 ua ~. 

1) Pentru orioe t E ll , aTea , 

l _ l 
â(t) • (1, ! <•· + • a)) 

l _ ! 
·oct> • co, h c ,• + , a» 

D1A oalcul result, el raaa de ourburl 1.Dtr-wi punct oarecare o(t) .. ,. 
Reault, R(O) • a 

11) Cer cul oeou.lator ouroei 1.o pu.ootul o(O ) are oentrul 

1n pu.ootul (0,2a) şi ra~A R(O) sa. Obţinea eouavia cercului oscula

tor curbei Ul pll.Ilc,ul o(O) 

2 
• a 
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111) Pen1iru. orie• 'H: a ana 

h) I.magia•~ Hg1Mll1iulu1 de pe Hl'1lUl Rpl'iAa 1D1ir• pwionl 

e(1i) ,1 ua 01 ••'• s 

l,(1.) • a .ll2 ¼ • 
1 _ 1 

. t , •• ♦ • •>2 • 

• 1(1.) 

I■agill.ea apl1eaţ1e1 • •• 

au.a••'• lbţi,1or • 
• J. Byoluţa unii curbe plape. 

,1. • 1 tEI--.o(t) • (~(t),1(t) E fi o ourbl Ngu-· 

latl ou proprietatea ol ptll1iru orioe t €I • Xi(t);. O • Atwloi 

oeroul oaoulator ou.rbei • 1.a.tr-un pW2ct oareoar• o(t) ar• centrul 

.n.. (l.(1;), I(t)) 

( 6. 12) 

Curba 

{

l(t) • ~(1.) • ;i(tH:i:
2
(t) + ;i2Ct)) 

x<t>,<t> - x<t>i<t> 

I(t) • 7(t) ♦ i(t)(i2(t) + Î2(t)) 
i(t)7(t) - i(t)j(t) 

•• numeşte tToluta ourb1 i o• 

JXEMPLB. B• propUDe m aâ afh ~volut ele curbelor 1 

• a oonsi.. > o • 
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li) • I ,._a--.(ţ) • (a •o■ ••~ aia t)E~ ,a.~•---•> O, 

1il) • , ,~1 • (O, f>-•Ct) • (a ••-'••• as.a't)~ c;a, , 
. a• •--••>O. 

T• foloai f•l'ml•b (6.12) 

1) Du& .. ,1a z(t) • •<--•ia 1i), ::,0) • a(l-e•• t) 

& '1alui &T„ I 

i(v) • a(l-••• 1i) 

i(t) •• aia' 
7<•> • • ~ • 

• j(t) ..... ' 

- . 

i2c•> + f<•>. 2a
2c1-o•• •> 

i<•>7C•> - i<•>i<•>. a2C••• t-1) 

f' 1 t E I -re-~) • (a(t + ain t, a( ooa t-1)) E ~ 

U) Proo•diJld oa la punonl. precedent, obţinea oA evoluta 

olipH1 oato OU!'ba 

r I t Ell-+r(t) • 

2 2 
■ ( -f oe-3t,- f- ain}t) ~ ~ 

02 • .2 _ 112 

U1) D1ll oaloul obţinea 
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CAPITOLUL II 

ILEMENTE DE 'l'EORI.4 GLOB.ALA l CURllBU>li 

§ 1. Cprbe eimple, Curbe 1pch1ee, Inegal1ţatea isoperilllfţricl. 

l.l. DEPiliI!IE . O ourbl o 1 (a,bJ-G.z_ H DUMtil curbl 11.apll 

daci pentru orice ip t 2 e.(e.,b) ou t 1 /, t 2 avea c( t 1j /. c( t 2). 

1.2. EXEMPLE . 1.2.1. Elipsa o 1 (O, 2.r]-~, o(t) • (a co• t, 

b sili t), a > b > o eate o curbă eimpll( f.: s,-1.). 

1.2.2. Aetroide. o 1 [o, 2.rJ-E,, o(t) • (r coeJt, r a1D3t),r>O 
-<., 

este o curbă simpl~( FLs.2). 
1.2.3. Foliul lui Deecartes 

C I R - {-iţ -f.i 
2 

c(t) • (~ , L.!f> , e. >O 
l+t l+t 

ea te o curb!l simplă{ fL} 3) , 

co,b) 

(o,-b) 

(O ·'1.) 
I 

c 1 (O, 2.VJ-f„ c(t) A (11t co9 , at sin t), (a 3 const> C} ...., 

este o curbl eimpl!. 

/ 

/ 
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1.2.5. Strofoida 

2 
C : IR ~E2, c(t) (at - 1 

t 2 + l 
b.u este curbă sim2ll, I.a. adevăr, avsn c(l) ,. 

1.2.6. Melcul lui Pas9al. 

C I to,2111 ~ Ez, c(ţ) - ((l + 2 008 t)cos t,,-

(1 + 2 cos t)sin t), nu este curbă s'im!,!lă, In adevăr, avem o(~). 

• o (~) s (0 ,0), 

1.3. PEPIJUTIE. o curbl c I ca.bJ -F, se nw;eate curbl 
ipchial daci exieţj. o curbă o I R - 't,, cu următoarele proprietlt11 

o\[a,IIJ • o ti c{t + '!) • c(t), (Y)t &li, 

Jmg_! '! • b-a. lualrul • ! este perioada lui o. Curba o se numeşte .P.!ll:.12-

il.21 ou perioada!, Dindu-se o curbl 1nchial c 1 se poate asocia o curbl 

periodici c în 110d UJ1ic . 

O de_tiniţie echiYalentl a curbelor i11chic1e este următoarea 

1,3 1
• DEPllUTIE. O curbl c : [a,b J -E2 se numeşte curbă 

îpchisl dacă o(a). c(b) ei 0< 1 >ca) - c(i)(b) pentl'u orice i ~ o. 
1,4. llEJIPLE , 1,4,l. Cercul c : [o, 2.Y] -El: c(t) "(r cos t, 

r sin t) (r ,-o) este o curbă închisă . 

1,4,2. Elipsa (ex. 1.2.2) este o cur bă închisă. 

1,4,3, Poliul lui Descartes şi spirala lui Arhimede (ex. 1.2. J, 

1.5. LEIU. Considerăm o curhă olană regulată. simplă ei închisă 

c 1 [a,b) -ft , c(s) • (x(a) , ;y(s)) 

si fie S aria domeniului D mărginit de imaginea aplicaţiei c. Atunci 

&Yem formulele: 

(l,l) 
b 

s • \ x(s)y(s)ds 

• 

li L i(s)y(a)ds 
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Demons1rati9. ! doua egal1\a\e din (l.l) •• obţine UfOl' tol~-

1114 fol'llul& da in'tegrar• pria plrţ1 ,1 fap\ul ci c H'te eurbl lllchid, 

la adH•lz, &Te■ 

t b b t :a:C•>7<•>u • :a:<•>7<•> I -r i<•>,<•>u • . . ,. 

Pentru a a'tabili p.riaa egalitate du (l.l) TO■ folo■1 formula 

oi Q aint doul funcţii diferenţiabile definite pe D, 

Daci iii formula lui Green lu!.11 Q(x,7) • x oi P(x,7) • - 7 

obţinem 

b 

S • ~ Î dx dy •-, \ [x(a)y(e) - (a )i(a)] d■ • 
D • 

Observaţie, faorelllli ce uraaază ioi propune aă dea rA.A pun la 

n:ătoarea i nirebi.:e: Din tre toate cu:bele plEl?l- regulata, ailupl ~1 

cn! e, avind aceeaşi lungi e L, care ll!ărgin eniul cu aria 

1,6, TROREIU, Copsiăerăc o c ~ 11 gu.latA., lrapll1 1 

~h!s~ . avînd lungimea Lei fiw ~ ~Ll- ~i D m/!rg~.ai- de curba 

A-:;u:;c1 avem 
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( 1.2) • r s , 1i2 , 

lflllZlUl egal are loo daci 11 nWDai daci curba c eete un cerc, Ipegal1-

taţea (1,2) poartl pumele de 1pegal1 taţea 1zoper1meţr1el. 

Demonetratie. Pi• t 1 ,1 t 2 doul drepte paralele, tSDgente la 

ourba datl uttel 1no1t toate punctele curbei el se glseascl 1n regiu

nea ouprinel intre t 1 fi t 2• Pie 2 r distanţa intre cele doul drepte t 

~(O, r} un cerc tangent dreptelor t 1 ti t 2• 

jlegea eisteaul de axe cortesine ortogonale ou originea 1n O, 

,1 ul a absciaelor paralela la t 1 dual prin O 

Curba conaideratl este 

c 1 [o, L) - r.2, o(a} • (x(s), 7(a)), I c(s) I• l, 'f s €(0, L) 

Pe cercul 'e(o, r) alegem ca parametru pe a. Deci '6(0, r) este imagi 

nea aplicaţiei diferenţiabile 

01 1 [o, L)-t;, o1(a) • (X(s), y(a}) 

Poloaind formula (1.1) din lema anter1oarl, obţ!A•• oa &J"i• -~oul..J 

este datl!. de 

Jir2 • \L X(a)y(a)da 
o 

Aria S a domeniului D mărginit de 1maginea aplicaţiei o este 

L 

S • · - )o i(e)y(e)da 
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Du ulti.llele doul egalHlţi, ruultă 

ÎI, (OL 
Tr2 + S • lo [x(a);(e) - y(a)i(a)]ct• ~ ) ,/[1.(a);(a) - y{a)i(a)J 2,u. 

unde aa toloait egalităţile 

X2(a) + 12(a) • r 2 , y2(a) + i 2(a) • l 

,1 identitatea lui Lagrange 

(ad - bc) 2 • (a2 + c2 )ţb2 + ct2) - (ab + cd) 2 , (J)a,b,c,d 1::e 

la obţinut inegalitatea 

Yr2 + S , r J. 

P e de altă parte !oloaind inegalitatea mediilor 

o bţine11 

(l .J') 

Inmt:.J.ţind (l.J ) şi (l,J' ) obţillem 

,f Fr2 s , E.f , 

(V)a,b € B 

adicl toCD1ai inegslitatea ce tre~u!e otaoili,~. 

Singurul lucru pe care-l mal avem de a.rătat esta acela el 1n 

( l.2) avem egalitate dacă şi numai dacă curba ceste un cerc. 

Presupunem el curba o este un cerc de rază r. ltunci avem 

şi deci egalitatea doriţă este evidentl. 
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ieciproo, al preaupune• el aTem egalitatea 4rs • L2 ,1 •I 
deaoutrla ol ourb2 c eat, un cerc. Ultiaa egalitate poate !1 acrial 

aub tor-

(l.2') 

Din (l.)) ti (l.)') &Te■ 

(l.)'') 2îTr2s ,7r2 + S, r L 

fWnd •••• da (1.2') ,1 (l.)'') resulil ol trebuie al aT1■ 

~r2 + S • r L 

finind•••• de drullul parcurs pentru stabilirea 1Degal1tlţi1 (1.)), 

egalitatea (l·.4) n• arad. el trebuie el anm1 

(1.5) I(a)i(a) + 7(a)y(1) • O , (">•€[o, L) 

(1.6) I(a)j(a) - 7(a)i(a);::, O , (\')a €(0, L) 

Deoarece ourba o este regulatl, egalitatea (l.5) poate !1 serial 

aub forma 

!1Jl • ..:.tl.!l • ).. ( • ) 
j,{1) i(a) 

11Dd1 J.. 1 [ O, L] - ft es te o funcţii d.1terenţ1ab1ll. Din (1 . 5' ) razul U 

De aici rnulil J..(s) • E:. r, unde e. • l sau€• - l. Din (l.5 ') obţinem 

( 1,7) 1 (a) • E. rj-(s ) y(s ) • - E. ri(e) 

Tln.tnel Haaa 111 (l,?), oo.ndiţh (l,6} .i•p ic:J r..::::,i.Jhr4"'1 ~'[J,{'1}=-1\.,'X.l 
-2 . 2 Din ultima egalitat e şi din relaţia x (a)+y (s) = 1, rezultă : 

y(s) + 1 De aici obţinem y( s) • r sin(!!+ s ), s
0 

= const. 

\[ 
2 2 - r r o 

r -y ( s) ne aici şi di n egalitatea y(s) = -r i(s), rezultă 
+ 8 + . 6 

i(s) = - sin(_ r + a
0

). Obţin2m x(a ) ~ -r coa~.-;; + s
0

) + a, a = const , 
Rezultă că avem lx(s) - a] + l <s) • r2 r- · 

.!'e de alt ă parte fol osind ega litatea 4it'S = 1
2

, relaţia (l.4) se 

scrie ( L - 2 .:' r )2 
= C , adică L = 2'i1r, R ezultă că ci:.roa căutată 

l J + +s +s ' L c : O, L ~ E2 , c (e ) = ( _r cos (~ .. s
0

)+ a,r ain ( _r .,. s 0 )J, r = t îi 
este un cerc cu ce11 trul i o punctul (a,O) şi raza r, ~-½-'.~ '>-. 

Cbse rvaţie. Este eTiJent că a=ia dc~eniului plan ~ăr:,:~nit 1e o curbă ' 
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COD.Text aT~~~ L, Hh aai IUN dtcAt aria daae111ulu1 pl&Jl aa,r-

g1Jl1t de o :urbă . econvexl aTâAd lungimea L. DiJl ac,aatt cau&i 5:a de

■onat:raţia teoremei 1.6 • . ~urba c 8111 co.uidtrat•o conYeD. 

I 2. Ovbt 9Yalt, ,,,,,. lJi Btrclotl• 
2.1. PRIJITII, O tWM A I I - E"a, I! 1wt1t• tWbl 'co,;x,J,l 

,,c1 v1oe pupoţ o( ţ) a1 cv-•1 K• v-4toar•• propr1etates ţoaţ• eac
t•i• ,wu1 <11212UP4 punctul o(t)) ., at11 1; pnu1 da 0!1• 4°M flG-

21w 4Un•1 ne!• 4t ţpgepta la curbl la pyow o( t) • 

1.2. HWLI• 2.2.1. Oicloida 

·• s [o. t.F) - G"t, 

o(t) • Cr(t-aia t); r(l • ooa t)1, 

r > O tlH t ogrbl oopyexl. 

O I ll -~%, 

o( t) • ( t, t 2) 

o 

o 
2.2 • .3. Şpinla lui .lrhimecle (ex. 1. 2.4) IP Hte curbl 991IHA• 

2.2.4. ~,troida (ex. 1.2.2) 11 •••• ourbl 00mll• 
2.2.5. llw.t (ex. 1.2.1) ••1• ourbl 0011•xA• 

2.2.6. 1ol1ul lui D11eqrte1 C•x. 1.2 • .3) nu ••S• c;wbl 99PIIIA• 

2.2.7. Otroul ••t• curbl 99PI•xf.• 
2.J. DKPilllTIB 1 :Pie o I I - €g. o curbl regulaţi pi t 0 € ! c:I 

qp pupat 1nhr1or aţeryalulu.1 I. Spunem 94 o( t 0 ) eete rlrţ al curpe1 ° 
wi i1Ct

0
) • o. 
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2.4. l.lEKPLI. 2.4.1. 11• dreapta 

o I ll - €.t• c(t). (t, •• ,t + b), a,b Gil, 

jyea 1
1
(t) • O, (Y)t 4ill. ler;ulU i 1(t) • O, (Y)ţ 6:ll, deci orice 

punct al dreptei e■ te rtrf. 

2.4.2. Curbura cercului c a ll - fi• c( t) • (r oca t, r 11111 t) 1 

Î,:>O e■h 1t1(t) •; • (Y)t eR. RezuHl i 1(t) • O, (Yh &:R, deci toate. 

punohle cercului ■1nt Yirfuri. 

2.4.3. ja Ylzut 1n ex. 6.1.l el curbura elipsei o a R -62, • 
c(t) • (a COII t, b ein t), a :>O , b >0 este 

i
1
(t). 3ab( ►2 - a

2
} sin t cos ţ 

(a2■in2t + b2co■2t)1 
hem i 1(t) • O ..,.t€.{11:f I li: €:I}• 

Deoarece an11 c(t + 2.t) • c(t), rezultl el curba ceste periodic! cu 

perioada 27. Obţinem el elipsa are patru v1rtur1 şi anume punctele 

o(O) • (a, O)• c( Y) • (-a, O) 

c({) • (O,b), c(Jf) • (O, -b) 

(-0.,0) 

Curbura parabolei c : ll - ~ 

ll(t ) • 2 

(l + 0 2)i 

Avem 

Îl ( t} • - 24t 

(1 + 4t2)i 
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iezultl i 1(t) •O~ t • o. Prill urmare parabola are un elp,gur 
Yîrt e( O) • (O, O). d 

o I li - El , o( t) • ( t, ein t) 

(l(t) • - Bip t 

(l + coa2t)i 
i

1
(t) . -2(1 + s1n2

t)cos 1 

(l + cos 2t)-i 
Reaultl Î 1(t) •O.,.. te:{(2k: + 1>-f I kE:1 J. Prill ll.l'IUl'e curba o are 

o 1.ntinitate de rl.rturi. Figurăm cîteYa dintre acestea 

2,5, DEPINITIE, Pie co curbă regula tă cu curbura pozitiTă in 

fiecare punct, Se spune M ceste curbă ovală dacă ea este simpli, 

inchisă şi convexă. 
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2.6. EXEMPLE. 2.6.l. Cercul 

o : [o. 2r]- ft, o(t) • (r 00 ■ t, r sin t), r„o 

e■ te o ourbl ovali. 

2.6.2. llip■a 

o 1 (O, 21') -€}.,' o(t) • Ca oo■ t, b ■in t). a >O, 111>0 

e■ te o ourbl ovali. 

2.6.J, Fie a >0, b >0 şi aplicaţia 

e 1 (O , 2_TJ-Ei.,, o(t) • (ţ(t)eo■ t, î(t)ein t), 

unde am toloeit notaţi~ 

~2( t) • 111 2eoe 2t ! y b4 eoe22t + a4 - b4 

Imaginea aplicaţiei o se nU111eşte ovalul lui Caeeini , Ovalul lui Cassini 

e ■ te locul geometrie al punctelor M din plan pentru oare produsul dis

tanţelor lor la doul puncte fixe P(b, O), P'(-b, O) (tocare) este cons

tant şi egal cu a2• Distingem mai multe cazuri 

i) pentru a~ b -../2 ovalul lui Caseini este o curbă ovall 

' 

11) pentru b .,_a< 6-v'2 ovalul lui Cassini nu este c:i.rbl oval! 

(nu este convex!) 
;t 
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111) pentru b • a ae obţine tempiaca.a lui Berpoulli 

c 1 (O, 2 .rJ - f , o( t) '" { f { t) cos t, r ( t) sin t) , 
i 

unde Î 2( t) • 2a2coa 2t. d 

Lemniscata lui Bernoulli ni a.e curbă ovală (nu este simplă, nu este 

convexă). 

2.7. TEOREMA (H.ERGLOTZ ), O cur~ă ovală are cel putip patru 

rlrfur1. 

Demonstraţie . Considerăm o curbă ovală de lungae L 

c 1 [o, L] -fi,, c(e) = (x(a), y(s)), U~{s)l\ • l, ('f)e€ [o, L) 

lotăm cu K1(s) curbura curboi intr-un pune. o(e). Vom considera două 

cazuri 

Cazul I. Există un interval ou interiorul nevid [a,b}c (O, LJ 

astfel incit K1(s) • const, (V)se:[a, b), deci K1(e) "O, (V)sG [a, b], 

adică curba c are o infini t ate de viri'uri. 

Cazul II, Puncţia K1 : [o, LJ - R nu este constantă pe nici 

un interval [a, b)c (O, LJ, Stim că funcţia e - K1(s) eate diferen,;ia

bilă, deci s --- K1 (s) este fun;pe continuă, Dar o funcţie continuă pe 

un interval compact este mărginită şi işi atinge marginile. Fie sm' 

respectiv sK punctele in car9 funcţia K1 ia valoarea minimă, respactiv 

miuimă, Fără a micşora g~neralitatee putem presupune că am'" o. Prin 

urC1are avem 

şi deci curba cere două vîrturi. 
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PNaupa•• prin abeurcl ci ourba c nu ■ai are alie rlrfur1, d.eci 

ol ·flmoţia i 1 1 (o, LJ - ll nu H aa1 anulead 1n ali• puncte. 

Dreapia 4 4eterainatl 4• punot•l• o(O) • Pi ,1 o( .. )• P2 
!apari• planul 1Jl 4oul aeaiplan• cle1ch1H r 1 ,1 r 2 • loila 

E 1 • 'i fl o((O, L)) • Iaoj(o, -.> 
r:2 • T2 () o((o, 1.)) • Iaoj(._, J.) 

~ 
~fi ::,e( AM) 

,t 

. ~ 
2. 

111 I \Ul notor nenul perpenclioular pe d. Couiderb funcţia liniari 

f I t:2 -R I f(p) • <.p - pl , I> 

Bate niclent ci f( p) • O .,.. p & el. 1uncţ1a f fiind liniari rezulii el 

YO■ ana de etucliat doul ■ 1 tuaţ111 

(OC.) f(p) >O clacl pE.Ji oi f(p) <O daci peT2 

(.fo) f(p) <.O daci p€.ij_ ,1 f(p)> O daci p€~ 

îo■ atud1a 1n coni111uare doar eituaţia (oC), deoarece(~) ae tratau.I 

analog. . 
Deoarece funcţia I 1 1 [O, L] -R nu ae mai anuleazl 1n al te 

puncte rezulta~ aYem 

Î 1(s) >O pentru eE:(0, •w> oi 

i 1 ( 11) <O pentru a 6'. ( ••• L) 

In aubcuul ( oC.) obţinem 

i 1 (a)!• c(a) >0 , ('#)a €.(O, L) - {8M} 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



135 

iesuHl 
L i Î 1C•>f • o<•>d• > o 
o 

Aplic1nd formula de iJlţegrare prin plrţi obţinem 

I 1C•)f • c<•> I: -c 1 1(.)t-:'c(a)d• > O 

• au 
I 1 (L) <o(L) - o(O) , I> - X1(0) <o(O) - o(O), I > -

- [ K1 ( •) < c( •) , I> da > O 

Deoarece ourba c ••te 1nch1sl anm c(O ) • o(L), deci inegali t atea 

precedenU deTille 
r. . 

\o <-'1,(•)11(.), l>d.s>0 , 

mi.de 1 'l ' e 2 J • • -te reperul Prenet asociat curbei c . 

Poloaind a doua formull Prenet , resul"tl 

( (e2(•) , J> ds > O 

Prin i ntegrare obţinem 

<e2(a) , • > I~ >0. 

ceea ce implic! 

(e 2(L) - e2(o), I > > O 

Conform formulei (6.2') (~ 6, cap. 11) avem e 2(a) a (- 7(s}, i(a) . 

Curba c fiind lnchisă avem 

i(O} • i(L) , j(o) • 7(L). Rezultă 

e
2
(L) • (- 7(L), i(L)) • (- 7'0), i(0)) • e 2(0) 

Acum ult:ma inegalitate$& acrie 

(O , I> ;,- O 
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oHa ce eaţe abau.rd. Prin urmare exiaU cel puţin IUi punci •' e (O, I,) 

- {-. J utfel inch i 1(a') • o. lwalrul de 'rirfuri uebuie sl fie pa, 

deoarece funcţia 

. 
. 1 1 1 (O, L] -- a 

1,1 achiabl aeamul cind ţrece prinţr-un 'rirf, 

B.nulU ol 1181 exisU un puncţ •• •~(O, L] uUel 1noH i 1(s'') • o. 
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lJ7 

CA.Pl'l'OLOL III 

Tli'ORU .HIPiRSUPRAn'?BLOB 

11• HIPiRSUPRAlli'Ti 1B f ?lt1·• HIPli'RPW f.lliGBJT 

JORIULA L! O HIPBRSUPRil'ATA 

1.1. DBlIJl'ITIB. lie U o aulţiae deaohiaă 111 l!A. Pri.D h1 

-eraupratata par&11etrizată aau pe scurt hiperauprafaU 111 € . ..,+-,. inu 
ege■ o aplicaţie diterenji&bill 

.attel incit aplioaţia 11.Diarl 

I 

n+l 
Tt(x) I! 

,ate 1.Djectivâ, oricare ar !1 punctul x"' (x1,x2 , ••• ,xll) e. U. 

Se apune că x1,x2 , ••• ,xn 1i.nt paraaetr11 biperaupra!etei. 

liperaupra!•ţ•l• di.D f, •• numeao aupra!et•• 

1.2. Dli'lIJl'ITU. Pit U şi O doul ■ulti■i deaclliae ia R8 

,1 !ie 

oul biperaupra!ete paraaatrizate. Spunea ca ! şi ! di!erl pri.J>

;r-o achiabare d• par&J11etri dacii uiatli. un diteo,.o rfiam 

li 'f,u-u 
1at!el ilicit ! = t • 'f'. 

Sate evident că dac.li. biperauprafeţele ~ şi ! difera prin

;r-o schimbare de parametri, atu.:ic1 i~agi.llil~ apl1cayiilor r şi ! 
:01.ncid, deci : 
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t(U) • Î(O) 

i•te uşor de vuut ol hiper•uprafeţele care diferă una de alta 

pruatr-o •ob.iabare de paruetri toraeaal o clasă de echivalenţă. O ••t

tel de cluă de echivalenţă•• nwaeşte hipersupraţată neparametrizată. 

Se •pune ol achilllbarea de parametri putrează orientarea dacă 

deterauaantul funcţional 

eaţe pozitiv • 

l.}. OBSiRV.l'l'li 

1.,.1. Considerh o h1per8Uprllfaţă 

f I 11 - f"1-tA 

x - t(x): (t1(x), r2(x) , ••• ,:n•1(x)) 

şi ne ( l 2 _12) n ~ n v , v , • • •, v E;; IR = f.J! • l!io tăiii 

iste cu.ooacută de la cursul de analiză următoarea formulă 1 

( x ) 

FJ.o (- l, -::2, ••• ,--n) n n • WI alt ve<: t.or di.o IR ~ Tz!R • l'oloeind ?'6'18 -

ţl.ile (1. l) , egalit ataa 

se sc ri a sub forma 
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1 -;-5- (:1). 
~ :I 

1 1 e { l 12 • • • , ,11.+ l J , 

au 

'oloai.Dd (l.2) obţinea ol aplioaţia 

.. # I „li _,., - -li. --♦l ~ - -D♦l 
-:I a •:1 IC Ir - _..f(:z) a--

,■t• injeotiTl daot şi nwaai daol aatrioea 

. . . . . . . . . . . . . . . 

re rangul n , oricare ar !1 :1 ~11, deci dacl 41 auaai daol aplicaţia 

1at1 1aer■i•• 

l,},2. 11• t I 11 - f M{-,i o hiper■uprataţl. Un pWlot din 

~+~ oare aparţin• imaginii aplicaţiei t Ya !inu.mit pUllot al hiper

uprateţei, lie 

{ e1 = (l,O,o, ••• ,O), , 2 s (O,l,O, ••• o), ... , e
11

"' (O,o,c, ... ,0,1)} 

aza canonici a apaţiului Yeotorial en ~ T..}1-n · Deoarece aplicaţia 

iuiarl d!x este injectivi pentru orice x € 0 , rezultă oă vectorii 

bţine11 1 
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Ho 

d!x(•1> ~ ~ {x) ~ ! 1<x) 
ax x 

p•ntru orie• 1€ {1,2, ••• ,n J 

Prin Aiperplaa tant;ent la bipersupra.taţa 

1A punctul r(x) a cr1(x), r2(x), •••• rt•1cx)) 

1n~elegea biperplanul oare trec• prin punctul f(x) şi ute paralel 

ou veotor11 tx1(x) ••••• fiD' (x) • 

lli.1>4rplanul t~•nt h1puauprafeţei t I U - f')J+1 in pUZI 

ta.l f(x) s (r1(x}, ••• , f'l•1(x)) are ecuaţia 1 

I 1 - r1(x) 1A+l _ ~•l (::i:) 

r11 (x) rt•l (x) 
(1.3) X xl 

o = . . . . .. . . . . . 
t1-Jl 

X 
{x} ... ţll+l C,:) 

xn 

71s Li {x) c.inorul di!I ol'din1.1l !l o~;inu~ cupa ştergeroa 
coloanei 1 (1 ~ 1 ~ D♦l) din aat.r1ce&. 

( rl (x) ... fH l (x) \ 
xl il \ 

Jr(.x) 2-j . . . I 

' \ r1 i. (x} r°.,.:. (x} I 
X Xll 

\ 

Da-::'- note.a -'-1 (x) " (-l)1-l D1(x) • at•mci ecua~ia b.ips 

pllUllllw. tanaent biperaupra!eţei ! · ti - f ill pUDctul • M ..... A. 
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Dreapta oare tre ce pri.A pll.llcţu t(z ) şi e•t• perpendicular• ;a Aiper-

planul tangent Aiper•upra!eţei Li pu.aotul t(x) •• nUJ1e§t• AOl"ll&la 

1• hipersupra!atl. 

Ti..o.ind aeua de (1 . 3•) ob ţ inea ecuaţiile noratlei la Uptl'-. 

1upra.taţa ! a O - f"" ~~ in punctul !(x) 

(l.4) xl - rl(,l • ... " xa+l - (°+l(x) 
• 1fx) ~.1Cx) 

l . 4. lllllPLI 

1.4.1. Considerăa apli caţia 

deU.nitl pri.Jl 

unde a1 ,•••••n şi b sînt conatante reale. Deoarece matri cea 

l o o o o al \ 
J !(x) ., o l o (\ o •2 ) .. .................... .. .... 

o o o o l •n I 
I 

are rangul Jl , rez;ul tă că t est• l!u,rsie, Prin ura a.re t ; Rn- 61\11 M 

este o hipersuprafaţl. Apli.caţia t : ll0 -----f~,f .~te o parBJ11etrhar, 

a h1parplanulu1. 

l.4.2, Consider~ aulţicea 

o „ 

şi aplicaţ ia 

datiniU. pri.Jl 
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- ... ) 

iate eTident el aplicaţia t eate diterenţiabill. 

Deoarece aatr1cea 

l O ••. O O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 
O O • •. O l 

are rangul a , ruultl, ol t I li -~+A este o lliperauprafaţl • .Apli

caţia ! eate o paraaetrizare a em1.l11pera!ere1 nordic,. 

l•4•}• Cona1derălll mulţiaea 

şi aplicaţia 

1' I o -f/\'l+A 
definitl prin I 

iate uşor de văzut el aplic@ţ ia 1' esta diferenţiabilă in o~ice punct 

x EU • Oa oarece 11atricea 

l o o o o - l 
<ih2x2 ... x11 

o l o o o - l 

J _r<x) "' 
x .l x~)ex, ••• x4 

. . . . . . . 
o o o o l - l ... 

( xl), •• xn-l(xn)2 

are rangul n , t ~) x;: U , rezultă că. r : U - .f,., +--1 este o h1p e r

suprafaţl parametr1zată în 
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lliperplanul tangent b.1persupra!eţlli tzi punotul t(x) ar, 

cuaţia 

In♦l l 
- 1 Jl 

~ ••• x: 

l o o 
• o . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 

o o l - l 

aol dnvoltăa deterainantul dupl pri■a linie, ecuaţia b.1perplanulu1 

ţangenţ se aorie , . 

(1.5) A1(x) (I1-x1) ♦ ••• + '-ia(x)(In-~) + 

.+ ••1(x) cx••l - 1 ) • O , 
-. ~1 ••• xn 

unde aa folosit JlOtaţiil• 

(1.5•) 

Daol 1naulţila (1.5) cu x1 ••• x8
, ecuaţia hiperplanului tangent deviJle 

(l.6) 

Jcuaţiile aol'llalei la biperauprataţl 1n pWlctul !(x) ,inţ 
,!'♦l ~ 1 

1 l l n n n ,. · , • • xn 
X (I -x) • ••• • x (I -x) • ---:f" --

% ..... x 

Obaervatie, Dacl ns 2, atunci planul tangent 1n punotul 

t(x) la aupra.taţa f (considerată la l, 4, 3) dr. t e?'IIU!i iLlpreună cupla

nele de coordonate un tetraedru al cărui volWI V este conatant, ori

care ar ti x • (x1 ,x2 ) € U • 
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IA a4eyi.r, d&ol M AeteuJ oa p1(s) • (,zl,O,O) t 

p2(s) • (o,,z2,o) t1 p,(s) • (O,O, ~~) puotele de 1Dter„oţ1e ale 
~X. 

plamallli tangent 1A pwaotul t(s) la avpr&taţa ~ ou uele de ooordo-

aate, atwao1 &Tea 

1.4.4. 1'1e Icll a 1Dtenal deaohia. Conaiderla aplicaţia 

det1.n1U priD 

{1.7) f(s1 ,s2) • ~x.cs1)+s2tcs1), Y.(s1)+s2a(s1),Zo(s1)+h(s1)) ~ 

ude fuoţ~e I.0 , 1 0 , Z01 e •••• depind 41tereaţ1abll de s1E;I t1 

l•te qor de yuut ol 1aag1Dea apl1oaţ1•1 t oate genaratl 

de o clreaptl oare trece pr1Dtr-u puot oarecare al, i:nubei ■tr1abe 

o a :a:1 € I - o(x1) • (I.
0

(:a:1 ), Y
0
(x1), 1

0
(x1)) € F-3 

tiare paraaetr11 direotori l(:a:1), a(:a:1) , a(s1). 

Bcuaţ11le aoeate1 drepte ■int 

dl 1 
li 

~ :- :Io(xl) 

e c;t> • • 

71e U o aulţiJae deachisl 1n &2 cu proprietăţile 

U CI Xll 

UD.de 
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Aplioaţia t I tJ - f? de1'initli. pri.li (1.7) uh o iaeraie, deci o 

■uprataţi paraaetrizati ill f3. A~eaatl ■upra.!aţi •• nuae9te suprdatl 

;riglatl. Dreapta T&riabill 1 i;l H auaeş1:e generatoarea supra!etei 
1 

iar ouroa o •• nwaeşte ou.rbi diractoare. 

hemplu. iate uşor v Teritioat oă aplioaţia 

dd'i.aiti pria 

este o iaerai•• 

Iaaginea aplioaţiei 1' este paraboloidul Aiperbolio d• ecua

ţie 

~ yZ 2Z 
~-~ & 

Paraboloidul Aiperbolio este o ■upra!aţi dublu riglată 
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ilt exeaplll de auprafaţl dublu riglatl este kiperboloidul 

01& o pusl. 

1.4.5. O aupra!aţa riglatl ae nuaeşte 1Upra!aţl destuura

► ill dael planul tangeilt la 1upr&!aţl ill punctele unei generatoaN 

• at, aoelaşi. 

Planul tugent intr-un punct t(x) la auprafaţa riglat:l coa

aideratl la punctul l.4.4. are ecuaţia 

„ o 

Daci. &duala la priaa linie ele11entele liniei a treia 1nlllul

ţ1te w x2 • ecuaţia planului tangent la auprataţi in punctul t(x) 

dn•ine , 

I-I
0

(x1 ) I-I
0
(:1h Z-Zo(xl) 

I 
I' (xl)+x2•' (xl) Z1 (x1 )+x2

D.1 (:x1) ( 1.8) I' (x1)+x2 e (x1) • o i o o 

e (x1) a(x1 ) a(x1) 

Suprafaţa riglată considerată este des!ăşurabill daci planul 

tancent nu depinde de x2• A.nalizi!Ja pe rind cazurile oe se pot prezenta. 

1) Un pria oiu in oare ecuaţia (1.8) nu depinde de :x2 este 

acela in oare X~(x1 ) = o, I~(x1) = o, Z~(x1) "'o, adică 1
0 

= 

"' const. , Y0 
= oonst., Z

0 
= coast. 

Deoarece generatoarele suprafeţei trec printr-un punct tix 

(I 0 ,Y 0 ,Z0 ), rezul,a ci imaginea aplicaţiei t este un con. 
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eate 

11) Un al doilea caz 

t1
(x1) • O, a' (:it1) • o, 

147 

iJi care ecuaţia ( l . d) nu depinde de ;2 

n'(:x1) ~ O adică e • oonst., a• const. 

a• conat. ln aoeat oaz generatoarea ••pra.feţei este paraleli ou o di

recţie fixi ,1 deci iaaginaa aplicaţiei t este UD cilindru. 

111) ilt cu in care ecuaţia (l,8) nu depinde de :it2 este 

De aici e'bţ1nem 

unde 81•42••} aillt constante şi unde &11 !olosit notaţia 

fq(xl)dxl 
w,>l1J .- e • 

D1n (l,,) vedem ol generatoarele suprafeţei aint paralele 

ou direcţia !ixă de par&111etrii directori •i•82•a3, Prin urmare iaa

ginea aplicaţiei t este !1ll cilindru. 

iv) On alt caz in care supra.faţa riglată este deafâ.şura'bili 

este acela iD oara 

unde a= const, Din (l,lo) rezultă 1 

( l, 11) 

Xo(:itl )' • a e (:xl) + bl 

Yo(xl) • a.m(:xl) + 02 

Z
0

(:x1 ) = an(x1) + b} 

unde b1 ,b2 ,b3 a int constante, Din (1.11 ) şi (l,7) rezultă 
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.. hi.a uaare 1uera••ueh nprateţei '"• pria pwaonl. tu 
J(,

1
,-it2 ,-.J) ,1 4Hi iaqille& a,pl1eaţ1e1 f Hh U ia• 

· T) .VII -1.Ua ... la eue •~ia (lol) a 4epi.Dde 4• z2 
tale aotla Sa HN &Tea 

(1.U) l(:s1)~(z1)~Cz1?, a(z1)■~:1:1>t~(z1_), a(:s1)■1l(zl)Z~(~) _ 

Dia c1.12> ,1 ·c1.,,. ·.,b„ 

haera,ou.a n,raftţti an eouţill• 

PriA llft&rt iaqiA,a apl1oaţ1e1 t •••• geaerail dt iac,nie

lt la curba clino~. 

B..-lll.U ol aupraftţtlt 4Hf!fu:ul1l• ,1n, o111Adr1. IODlll'i 

aau au_prat,ţa gmarat, d• tang,nt,l, la o oUl'bl etrlabi • 

.loHtaa ■bt •iAcU'•le suprafeţe 4t■fltvabile (nai (251 p.53). 
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12° CIIIPURI Dl JiCŢORI ŢAIIG3RŢI QDI 
HIPjRŞUPRADŢJ. RIPJR <auss. 

Iolo ne U o aulţiae cluollial 1ll l_l8 t1 tie t a '11-f 
,.., -+>1 

• lliporsuprataţl, 4H1 aplioaţia liaiul 

••h 1Djeoţ1Tl, oriO&l"O ar ti s E: U • 

aotAa tf(z)t • 4tz(Tz 114) • Deoarece aplioaţia Uz esw 

1Dject1Tl reaultl el 't(x)t este aallspaţiu T1otorial al spaţiului 

a+l --♦l B .= 't(s) m- • Spaţiul nctorial !f(:s)f ar, 41a1al11mea a • 

DJIIXITIB 8 Spaţiul Tectorial !f(x)t •• n1111egte tpatiul taq

gent la hiptrsuprataţa t 1D punctul t(z) • lllemenhll spaţiului tan

~ 't(s)t •• DWlltac Tect ori tangenţi 1ll punctul t(x) la llipersupra

taţa t. 

OB§IRY4ŢIJ. Pria aplicarea iajecţie1 li.Diare clt:s, 'bau oa

.aoniol { •1 • (l ,o,••• ,o),.•• ••n • (O,••• ,O,l) } a 1paţ1a.l.u1 IRD ~ T.şr' 

aerge 1D 'bua { tx1 (x) • •••• tz'l(x)} a epaţiului vectorial 'ft(:s)t. 

2.2. DBPINITIB . Pria cimp de yeot · ri de-a lungul h.1pereupra-

!.!.ll.i... f a O - E 1Dţelege11 • aplicaţie d1.f'erenţiab1ll I I U -f 
Mr,\ AH' 

aattel incit 

I (x) ~ (t(:s),I(x))~Tt(x) /EM+-~ ~ rM_..A, (~) % € u • 

2•}• DBPINITIB. 118 I I O -f""t--1. UD ciap de not;ori de-a 

lungul hipersuprateţei t , U -f W;\ • I se a1111eşt;e oiap de vdtori 

tangent1 hipereuprate tei 1' dacă I(:s) € 'ft(x)t} \V ) -::r. E:- U. · 
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ilillPLU. Ci.apll?'1h notor1ah x EU -t 1(x)e-!t(x)t , 
X 

1 E { l, ••• ,a J ai.Dii oiapuri d• notori tangenţi hiper■uprateţei t • 

PROPOZITii. 11• I 1 

h1perauprafeţe1 t I o- f ,"f~• 
d i!erenţiablle 11 

I lJ - ll 

1J -E , W1 oi.ap 4• H otori h.agenţi 
'l-'ltl\ 

!tunoi exiatl ,1 aiAt unio• apl1oaţ111• 

, 1 E { 1, ••• ,n J aattel ino1t al a·Ha 

(2.1) I(x) • I 1(x)! 1(x) , (-i) x~u 
X 

D1■on1Jrati•• lxistenţa şi unicitatea tuncţ11lor 11 ou pro-

prietatea (2.1) ruulU '1.a !aptul ol f t 1(x)J eate baal 
l x l ~ 1• • 

1a 'rcxl ,1 l(x) € 'rcxl· U11iD• al d•■onatrAa ., !unoţiil• 

x -11(x) aillt dit•renţiabil•• Daol inaulţia aoalar relaţia (2.1) o,a 

<t 1(x) , t k(x)> 1 1 (:1) .. <I(x), f 1c<x) > 
X X X 

11• t1,t2, ••• ,~1 ooaponen~•l• aplioaţie1 t. lotla ou 

. . . . . . . . . . . 

Sti.Ja oă rangul lui J rCx) "' 11 pentru orice x e. U (din def tniţi& tu.per

aupr&feţei par&.11~trizate ) . Avem 1 
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l ~l(x) t\C:i.) r1:i8(x) \ t 1(x) ••• ••• 
X X X 

J r<z) t;J t<z>- . . . . . . . . . . -~:c;,) :: 

... ~l(x) ţllrl(.1) . .. 
X X 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,: 

t 
hH1'80~ l'aDg Jr(z) ■ rug Jt(2) ■ & o NS'IU.tl ol -

rug Jt(z) 'J·t(z) "" • • 

Prila Vtl&l'e aiste11ul 111liar ,1 neoaogm (2.2) ar• aolllţ1e 

'1Jl1o~. ReaolTb a1ateaul (2.2) toloai.Dd repla la1 Cru•r ,1 ebţiDem 1 

. ~ ••••• r'(x) 
.o (z) 

'Ud• A (x) • 4et( < t 1 (2) , t J(2) > ) ,1 UDd• dehraiD&Dnl. 
X X 

6 8 (2) (ae{1,2, ••• ,11 }> ae obţine Woouind ooloaDa • din deţeraiJlan

t;ul. A (~ ou coloana tera1111lor li.beri d1D aisteaul (2.2). 

ueoareoe t1D1oţ111• 

2-~Cx) , •-d1 (x) , • e::{1,2, ••• ,uJ 

aillt di!ereDţiab11• ,1 .6 (x) J O pentru orioe x e: U , resul tl oi 

funoţ11l• 

aiat di!erenţiabUe pentru ori oe 1€ { l ,2, .. • ,n} • 
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2.~. pilDIITii. lie I I O - f. un oi11p de veotori tan-
NI~ 

genţi bJ.pereuprafeţe1 f I U - CM+-i • I se numeşte oi.mp vectorial 

aum IIJ.pereuprate ţei daol oricare ar ti x e. t1 • vectol'Ul. I(x) eate 

ortogonal spaţiului !r(x)t, ~ 

<I(x) , txi(x)> • O , (.V) :z~u , (.V) 1e{1, ••• ,11J ~ 

JllMPLq • .rte { tx1 (x) , .. •, f x'1(x) f bua oarionioă • apaţ1u

lu1 tangent Tt{x)f. iete uşor do vi.aut ol funoţia 

t i (x) > a O 
X 

pentru orioe 1 f; {l, •• • ,n J , Rnult;i oi vectorul t 1 (x) x ••• x f (x) 
x xn 

eet, ortogonal apaţiului lr(x)t pentl'il urice x~ u. P:-in Ul'll&re 

x ~.txl (x) lf • • .. ~ f~(x) este ~un ci.alp v.ictorial normal b.J.._pereu-p:-a.tet;ei. 
2.5. li• t , U --+ t;" ~HI\ o hipersuprafaţă parSC1etriz.atl şi 

tie [tx1(x) ••••• t,rll(x)j baza canonică a apaţiului tangent 

'?t(x)f. Botu 

B(x) " 
flll (X)Jt •••X.!il"(X) 

11 t :il (x) x •,•A t il"(x)/1 

late evidu1t oă X - N(x ) 

pereupra!eţei t. Reperul 

se n1111eşte reper &auaa în punctul f(xJ. 

Ap.l:l.caţia 
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wid• N(x) eete dat de (2.}) • •• Dlllleşt, aplioatia Gaua§• late qor 

d• Yă&ut oă 1a~1n•• apl1oaţie1 Gauee ,ate 1Acluet 1A e!era 11nitate 

2.6. JGŞl(PLJ (e! era, elicoidul drept, auprateţele d• rotaţie, 
orul, peeudostera, catenoidul). :, F 

2.6.1. CoAaide~u aulţiaea Uz (- 2 , 2 ) ia şi aplica-

ţia 

detinitl :prin 

unde r este o oonatantâ Hală 1triot poiitivl. 

Ea~• UŞO!' de vtzut oii. i.Cl.aginea aplicayiei ! tete ef,ra s2 
dia care acoatea polul DOrd B_f' ( O, 0 1 r) şi polul aud S4.= (O, O, -r) 

I>e.>artice aatricea 

are rangul doi, rezulta e4 r oste o suprafaţă. 

t 
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Bu.a oanonicl a 1paţ1ulu1 tangent !t(z)t 11t, oon1t1tu.1,, 

41.A notorii 

(2.4) l 2 · l 2 l f 1(z) • (-r 11.a s 001 s, -r 11.D s 11.a :r, r 101 s) 
s 

f 2(z) • (-r 001 z11u s2 , r 001 s 1001 z2, O) 
z 

PriD unare reperul Gauaa 1n punctul t (z) 11te 

{ f sl {s) , f s 2(s), l(s) j 
l(z) ailat daţi pri.A (2.4), (2.5) 

Obaenla ol a•e• 

B(s) • - ¼ f(s) 

Qopenat1e. 1) Daci. x1 • conat, atunci punctul • dnorie 

pe a:t:erl Wl cerc aituat 1.latr-u plai:. pvalel ou pl&11ul I OI • Un 

aatfel de oero Ya fi nwait pe 1curt paralel. 

11) Daol x2 
a conat, atunci punctul I deacrie pe eteri 

cerc ■a.re aituat iDtr-un plan ce conţine ua OZ Şi din care acoatea 

punctele I! fi S~ •OD astfel de cerc va :t:i n\llllit peridian. 

2.&.2 , Consideră■ aplicaţia 

def1..nit4. pri.n 
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11,. ».o&Noe aatricea 

( ..... ai.A s2 :) Jf(z) • 

.;..1.a „2 s 1c~a z2 

are rangul dai ericua ar ti x • (x1, s 2) c 112 , ruul tl el f uh 

auprataţl paruetri1atl. Baza oe11onici a ■paţ1ulu1 tangent 'r(x)t 

••t• ooutituitl di.A yeotor11 

2 2 t 1Cz) • (coa x, a1.D x, O) 
s 

l 2 l 2 t 2 (x) s (-x ain x, x co■ x ,o) 
X . 

f 1 (x) 1< t 2 (x) • 01 aill x2 , - li ooa :1
2 

,:1
1) , 

X :I 

Besultl 

(2.10) - 'b co■ x
2 

-/ 'b 2 ♦ (J:1)2 

Prin ursa.re reperul Gauaa in pUDctul r ~x) ute 

! 2 (x) , ll(x ) 1 
X .) 

, UDde Yectori1 ,1 

:S ( x) aint daţi prin (2 .§), (2 .3 ) ş:i. '. 2JO). 
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9b••a•t1•• l■agiD.ea apl1oaţ1e1 t eate generat& 4e nonal 

priD.o1pall la elioea e1roulul 

(2oll) 

la adnlr, eouaţi1le noraalei priD.oipale la elioea oiroular 

(2.11) aiat 

(2.12) I - • ooe t • I - a eu ţ • 1.::.ll 
"• , aiD. t O 

louaţiile (2.12) pot !1 acriae sub tor■a 

(2.12•) -'- • -1,_ • L.:...i1 
ooa t aiD. t O 

~ 
Jio :a:1 •aloe.rea ocaună a aceato~iw--ţP ti !ie :a:2 • t • 

AtUDo1 diD. (2.12~, obţiJlem ecuaţiile parametri cs alo aupra!eţei gene-

rate de 11or11ala priJloipall la elicea oirculart 

{ 

l ■ :a:1 coa :a:2 

l • :a:lai.D. x2 

Z s b :a:2 

unde b ~o.Suprafaţa astfel obţillută ae DU.llleŞte elicoid drept , 
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2.,.,J. •• propwa,a n 1or11a l'lptl"Ul o ... iDţr-a pwu,ţ 1e

Htan al Ul1 wu,,u dl ro!IUtr 11• • • 1-E.} o OW'bl l'tpl.aU 

.PHeupa• 11 iaagiA1a apl1oaţ1t1 • •• afli 1.aţl'-'all pl&lh la aoH~ plan 

. . 
n1 dNpt11 •• o11ţ1a1 • aQl>l'&taţl a-i.t, mrtl•ţl O• n1,s1,. Sl oon-

aU~l'la s,.; E~ u 1i1tea 4• a, oart1ai1D1 1nO@lllJlal1 m:rz utt1l . . ' 

ladt , e(l) el ti• 1a planl 101, iar aa ele rotaţie li t11 oz. Apl1-, . 

1q1a 

'f' 2c,> ♦ .-2(~) > O , 

j 
I 

li 

a 

1 

111 C • (o,o, 1f' (t)) OIDtrul. Oll'IW.U 4H01'1a dl Wl PWIOt ... 

Hoare ( (f (S),o, 1"(t)) al curbei date. 

lu M • (I,I,Z) UJl pwiot 011'1011'1 p4 3Ceet 011'0• lotia 

a: 1 „ t •1 !11 s2 ugniul d• rot&ţil pe care-l tao• raaa CIi ou ua oi:. 

ltwloi ana •· 

I • 'f (:s1 ) oot x2 , Y • ,- (:s1 ) 11.a x2 , 

Z • T(:s1) 
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lh>U• O" { (x1 ,:r2)E:l'.R2 j 'f' 2(x1 ) + "f" 2 (x~) >O, 'f (x1 );, O J • Sl 

arttaa oă apl1oa;1a 1 

e ■ţe o ■upra!aţl paraaetri1ată. 

Pelltru orice ic • (x1 ,x2) E. U ava11. 1 

f 1<x). ('f(x1) COB :ic
2 ,cpcx1) 111.u x2 ,v-cx1)) 

J: 

f 2(x) s (-f(x1) sil2 x2 , tf' (x1) oos x2 ,o) 
X 

Deoarece rangul 11.atrice~ 

,··--· a doi, resultl oă f este imersie şi deci ! -i ete o suprafaţă 

; ;;. t" u.etrizati 1ll ■paţiul f 3 , Avem 

i' 
1
(x) 1 f 

2
(x) • (-Cf' (:i1:1)T(x1 )coe x2 ,- <f' (x1 )11."' ::i:

1
)Jin x2 ,Y(x1 )Cf(x1 )) 

X X 

Dec.a.rece 

rezultă ca veol. o "lt l unitar normal sup r ate i;ei 

!lx) este 

(2. 15) 

i.otr-11.tl punct oarecare 

Pri.li urm.are reperul Gaus s într-llll punct o e. :-<ics.re al sup ra!ei;e i coos i 

dera1.e este dat prin ( 2 , 13), (2, 14) ş i (2,15 ) , 
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oba,ruta. 
2.&.3.1. Daol <f(c) •a+ b 001 ,, .-(c) • o •111 c, ce a, 

>~>O, aţUAoi 1aagillea apl1oaţ1e1 

o(C) • ( 'f(t),0 1 'f'(t)) 

ateu o•r• ou oont.rul pe ua OI t1 de rul o. Suprafaţa de rotaţie 

oţ1Dutl oato 1 

l■agilloa apl1oaţ1•1 t •• AW1eşte 12.!:• 

l 

"' oonat, t El , atunci iaaginea aplicaţiei 

C I I -F~ ' o(t) • C 'f(t), o, 'V(t)) 
I 

1ate o traJ:yice. eitllJlU. in planul 1oz. Se ob ţ '.n a suprafaţa de rot

;h 

t , LA - f?.> , l,l :. l )C R 
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la~Ulea apl1oaţie1 f •• uu.meşte pseudosferă. 

z. 

'f 

atunoi 1•ag1nea aplicaţiei 

ca I fi -f,; , o(t) 11 ( Cf(t), O, V(t)) 

este un lănţişor situat il:l planul lOZ. Se obţ:i.:• • av.pra!aţe. de rotaţ ie 

! I E
2

- f?J, 
J 2 . x1 2 l 2 

f(:z · , J:) s ' .(i. oii a oos x I a 'JJl f- sin%, x1 ) 

I11ag.1.».ea aplicaţiei f se n1waşte cate.noid . 
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§ ). PRIIIU FOR~IA ?Vl:-ru.:J::J;TAL.A J. um,;r HIPERSU?RAl'BTE, I!iVAklJJiTA 

?RUC'.:I i'OR,{E FUN1)AID:!;~AL3 LJ. SCHI:IBAR I DE !'ARAY.ZTR II SI LJ. 

IZO!,li:.TR II ALE SPATIULUI EUCLIDIAN t , 
~ .. ~ 

3,0,a) Fie V un spaţiu veotor1al real ou n diaene1un1, 

Se nwaeşte torml biliniarl aimetrioă or1oe aplicaţie 

oare indeplineşte condiţiile 1 

g(X,I) • g(I,I) 

pentru orice vectori X,I ,z e: V şi orice a,b E Oi 

Spunem că g este pozitiv de!l..Dită dacă pentru orice 

x ev, I;. o avem g(I,X) > o 

B:umplu I Produsul scalar din spaţiul euclidian (.,, , 

b) lie l eit•••••n J o bază 1n spaţiul veeţor1al V, Notăa 

Katrioea (gij) se DWlleşte aaţr1cea formei bilin1are eime

trioe g relativă la baza { "l''"•"n} • Dacă Ic x1e 1, I" IjeJEV 

atunci avem 

pWleGI 

~ie {•i•"'•';} o altă bază a spaţiului vectorial V, Daoă 
•t • ake' atu.oei avem 1 k 

unde (gk
8

) este matricea !ol"l!le1 b111n1are simetrice g relativă la 

baza { •i•• .. ,•~ J . 
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o) 11• V t1 V două spaţii vectoriale şi fie 

o apl 1oaţ1e U..niarâ. CODeici•rAia o !or:16. bil1D1arl a111etrici 

Atwio1 aplicaţia 

deti.llit.a i,r1.D 

g(l,l) ~ g{u(l), u(Y)) 

e1te o forma bili.niara aimetr1oa. 

Presupunem o4 g ouţe pozitiv det1nitl şi că u este injec

ţie.Atunci şi g este pozit i v definita, deoarece 

IE.V - to J~ u(.I)eV - {OJ-g"(I,X) = g(u(.I), u(l)) > O 

},l ,A• DiJ'llil'l'H. 11e t I t1 - [ MH ~•rsuprataţA., 

A tunoi pentru orice ll c. U are loc incluziunea 

Tt(lll c 'r(ll) E,..,.,.f1 ::'.. €,.,,..,.A 
r r1n aceasta 1noluiune este dată o foraâ ~1lin1ară s1.inetr1cl 

1Ddus• de produsul scalar di D E,,,t1 , deci 

uw.. 
fi, p:H'llUTIB. fie f I t1 - t ,.,-.fA o bip ersupi:_a_!.!_ţ_~_Pria 

injecţia liniari 

dfx I ~n ~ T.jl-'1 - IRn+l - Tr(x) Rn+l 

este data o !or ~ă ~iliniar~ s1~etrici 
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Aplicayia x --Ix 1e nu~eşte tot prima ror~A CWlda~eotali • hipe?'

aupra!etei, 

OBSiRVATii, Considtrâa b1Jecţia liniari 

Pentru l,IET..JJ-n ave11 1 

Daci identificăm spaţiile vectoriale T.z!- 0 şi Tf(x)f prin bijecţia 

liniară dfx, atu.noi este evident că vom putea renWlţa la deosebirea 

dintre oele doua definiţii anterioare, 

3.2, PROPOZITii. Fie (g1J(x)) matricea formei biliniara eima

t rice Sx• relativi la baza canonica { rx1 (x),,,,, r xn (x) J a apa ţiului 
tangent Tf(x)f' ~ 1 

1) Funcţiile 

giJ I U - fi J 

x - s1/x) 

aint diterenţiabile, Dacă X şi I silit două cimpuri de vectori tan

genţi hiperauprafeţei atunci aplicaţia 

x -Jx(X(x), I(x)) 

este di!erenţiabilă, 
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11) (g1J(x)J esu şi aatricea torsei bililliare sl■etr1ce lx 

relath', la baza oanoilică f,1 • (l,0, ... ,0), •• ,,,
11

: (O,, •• ,O,l)}~ 

apaţ1ullli uotor1al fl'1~ ~ T.Jln 

pe904ş5rati•• 1) Pentru orioe x EU, avea 

I>• ,ar,01 twioţ11le x -- t 1 (x) ailit d1t,renţ1ab1le I ruul ti. oi. ti 
J 

x - g1J(x) aint tucţ11 d1tereDţ1ab1l•• 

11• I fi I două eiapuri de Teotori tangenţi biperauprat,

ţai t, 

Dia propo1iţ1a 2,}.resulti oi a:x1sti ti aint wi1oe funcţiile 

diterenţiabih 

aattel 1no1t al &Ta■ a 

l(x) • I 1(x) t 1(x) , J(x) s yJ(x)f j(x)). Rezultl 
X X 

s.(l(x),J(x)) s I 1(x) yJ(x) ~(t 1(x), t J(x)) • 
• X X 

• s1J(x) x1(x) yJ(x) 

Deoareoe twioţ11le x -x1(x) 1 x--JJ(x) , x-g1j(x) sî.nt 

d11'erenţ1ab1le 1 ruulU oi. t1 funcţia x- g1/x) x1(x) Yj(x) este 

d 11'enDţ1ab1ll, Prin ur■ar• funcţia x - gx(X(:x) 1 l(x)) este d1teren

; 1ao11a. 

11) Pentru orice x € U 1 &Tem a 

•<f1(x),t (x)>cg (x) 
r ~ ij 
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;.;. fROPOZITIB. Pri.a& tormâ !u.ndamentall a =•1 hip,raupra

teţe est• poa1t1v datin1tl. 

Deaop1trat1•• ist• evident oă dacă I ••t• u.n oimp de vectorl 

ţ &ng&Dţi hiperauprataţa1 t ,1 l(lll:) ; O , :s € U , atuna1 

&:s(l(::s), 1(::s)) • < l(:s), l(:s)>,O 

3.4. PROPOZITIJ. (lD.varianta priaei tora, twidamentale la o 

aohiabara de paraaetr1 ). lie U ,1 U două aulţ1111 deaoh1ae 10 

BA, t , u-Em-U • laiperauprataţl ,1 Cf I O - U u diteoaor-

!!.!!.· 
~ 

t • to <f I îi- f;v.+A 

eata hiperauprataţl ,1 avea 1 

I1 (i,î) ■ I:s(dCf~, dCfiI), (-V) i,î eyll, (-V) ie. o, 
~ I• 'f(i) • 

PIIAA0ttt1t• 11• "i e îi , loUa :s • Cf(i), PeD\ru 

i,l~fi ur1 an■ 1 

"ii<i,î) ~ <dt.}., Uyi >• 

■ <d(t•'f>x i, d(to<f~î> • 

•<dtq,(i) o d'f~, df<f(i)od<f-i1>• 

■ (df:,;(d<f~), dt:,;(d'f 11) > ~ 

OBŞiRV!ŢIB. Preaupwie11 ol aoAiaabarea da _par••tri 

aate datl prill 
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D111 •gal Hat•• f • f • 'f obţ.l..11„ I 

11• (g1j(i1) ■atr1oea fora•i biliniar• ai■etrioe fx rela-

UYi la bau { r
11

(i) •••• ,ti11('i) f • spaţiului tangent 'fr(x)t. 

A'fe■ I 

ia obţinut formula 

3.5. PROPOZITII (ln•ar1apta pr1ae1 forme fundamentale la 1zome

ţr11), Fie t , · u -f o hipereupra!atl ei fie B I f -f,.... f4 _q 
I\\H mt,t 

isoaetri•• Atunci• 

1> 'i • B • t , u -.f""...--1 esie o hipereupretatl 
11) pentru orice :I.EU a1 or1ce I., y E Tf(x)f .!.!!a 

1zCdlt(x) I., dlt(x) Y) • «x<I.. Y) 

Deaopetrat1e 1) l'entru orice xeU ana 

4f • 4(B • f) • dit( ) • 4t X X X X 

Deoarece aplicaţia 4tx eete ~•cţie, iar oomponenta ortogonali dBt(x) 
,., 

• J•- tr • B eete bijecţie, resultl el 4f este aplicaţie injeotiTl, 
(\J):a:€U, a4iol f eete o hipereuprafaţl. 

11) Peniru orice xe:U a•e■ 

''it-xi • dfx('fx llD) • 4(B • f)x ('!X IRn) • 

• dlt(x) • 4tx (Tx 11.n) • dBf(x) (Tf(x) t) 

Pentru orice X, YETt(x) t an11 

~(dlr(x)x, dl1'(x)Y) • <4Bt( x)x, 4Br(x)Y >• <X, Y >• gx (X, Y) 
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~.6. IC"l'ATil. 1) Pt Y11tor YM aota I 1 1A loo 4t ~• 

I.Te.al tor11ul•l• I 

Ix(l,1) • ( 1,T > , (i) 1,1 E ft(x)t 

Ix(I,I) • <dfir:1, dtxI>, ("') I,l € f/A• 

11) lll cazul und suprafeţe r 1 11- f 3 u roloeuc' aohţ11• 

le lui Gauaa 1 

3.6. llillPLU.Cona1derh auprafaţa 

defiAi~ pria , 

f(x1 ,x2 ) • (r 001 x1ooa x2 , r coa x1aia x2 ,r a1n x1 ) 

Baza cano11icâ a spaţiului 'lf(x)t este { \i(x), f 2(x) J, unde 
li 

t 1(x) a (-r a1n x1coa x2 , - r 11n :i:
1ain s2 

1 r COI :11) 
.li: I 

tx2(x) • (-r COI x1au x2, r 0011 x1coa x2 , O) . 

Reaultl 

Aa obţinui deoi 

.( r2 o î (giJ(x)) 
l~ 1~2 \ r

2
ooa

2
x1 ;' 1,J~Z o 
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I 4 • PROPRrET.ATI IJl'fflilfSECB .ALE tl?JEI HIPERSUPRAPETB I LUNGIMEA 

UIUI .ARO DE CURB.A PB O HIPERSUPR.AP.AT.A 1 UNGHIUL .A OOU.A CURBE 

PI O HIPERSUPR.AP.ATA 1 .ARIA UliEI PORTIUNI DE SUPR.APATA. 

4.1. p11IlUTIB. 111 t • 11 -f-,.,.,~~ ~reuoraraţl ,1 

fie x I I - 11 cEM • curbl 1.n t111 (I~ ll). Curba c = fox I I-t; 
111+,\ 

•• Duaeşte curb• p• b1pereupra!aţa t. 

4.2, PROPOZITIB. fie o" f•x I I-t o curbl pa b1per
"-+-A 

aupra!aţa f 1 11- f,,..,+r ~ : 

1) ci(t) ■ i 1
(t) tx1 (x(t)) ~ Tf(x(t))f, (~) t € I 

1 

11) I i(t) I 2 
• s1/x(t)) i:1ct) ij(t) , (i) t e I . 

De■onetrath, 1) fie { 1 J baza oauon1d a apaţ1ulu1 vecto

rial IR ;;' T,!I • Ave■ I 

CÎ(t) ■ dot(l) • d(.t • x)t(l) ., d!x(t) • dxt(l) ■ 

• d1'x(t) (dJ:t(l)) • d~(;) (i1(t) e1 ) ■ 

· 1 • 1 • x (t) d!x(t) (o 1 ) ~ x (t) ! 
1
(x(t)) 

:s 

11) Pentru orice t e. I avem 1 

ftc<t> 12 
.. < c<t>, o<t> > .. 
■ < :i1(t) !x1<x(t) ) , xj(t) !x/x(t)):;::,. 

~ i 1(t) ij(t ) < f J.(x(t)), t j(x( t ))> 
X ;i: 

Obţinea for111ula 1 
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OBSSRVAT!E. fit • paru~trul clillonic po curba 

t) • t•x(t), 

unei avea 

4,}, OBSERVATIB, Fie o " t • x I I - ( ~+A o curbă pe hi

rsuprataţa ! 1 U --EM;-A şi fie a,b €. I , a<b • Stia ci arcul de 

11.rbl o\[a,bJ are lungimea b 

L(o j [a,bJ) .. 5 fc(t)ldt 
(I. 

Jolosind formula (4,l) obţinem 

~ 
4,2) L(o lca,b] ) = s ✓ gij(x(t)) i 1

(t) ij(t)dt 
~ 

4,4, DliFINITIB, 11.e o " ! • x I I - f h, H _!! 

... t•s I r--(r\~A două curbe pe hipersuprafaţa ! : u-EM.}A· 

·resupunem c4 existi t
0

€ I I t
0 

€ Î astfel incit x(t
0

) .. x ( t
0
), ~ 

1umeşte unghi al celor două curbe in punctul c( t
0

) = C(t
0

) un~h~ul 

'ormat de to.ngentele la cele două curbe in punctul lor comun, 

OBSERVATIB, Unghiul u al curbelor o şi o in punctul 

:omun c(t
0

) • f(t
0

) , aste dat de relaţia 

<c(to)• _t(to)> 
= lo<t 0 H H<i"0 >I 

008 U 

folosind formulele stabilite la 4,1, din ultima egalitate 

~bţinem 
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~5. UPPLY• Cocs1deru aupra!aţa 

f I 112- f., 

deU.nU.l pr1A 

laag1Dea apl1oaţ1•1 f este el1oo14ul drept oonaiderat 1n 

axeapllll 2.6.2. •• ~ • 2. 

Coasideru pe aoeaatl aupra!aţt oarbele 

11.ad• •• i, i 1 1B - a2 al.nt definite J>ri.D 

s(t) • (x1(t), x2(t)) • (t2 ,t) 

i(Î) • (i1(Î), °i2(i)) • (-t2 ,t) 

1ct> • ci1ci'>. s2ci» • c'i ,1> 

I• propUllea al deterainb peri.astrul şi unghiurile triunghiu

lui ourbilinill datera1Dat P• elicoid de OU!'bele o, o şi!'. Vom folo

si foraul.•l• (4.2) fi (4.3) stabilite mai soa • .... 
f 1Cx) • (oos x2 , si.D s2 , O) 

X 

f 2(s) • (- x1 si.D x2 , s 1cos x2 , 2) 
s 

C: oe1'1oiecţ11 pri.Ila 1 fora• fu.ndame o.1.ale sillt 

< r 1 (,11l, t 2 (x > • o 
X X 

f 2\s) > • (x1) 2 + 4 
X 
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Curbele s, i ~1 x e~ inter1eo,euA in p...octel, 1,B,c. 

x.:.• 

i(t) • (i1(t), i2(t)) • (2t,l) 

i(i) a (i°1(i), ~(Î)) • (-2t,l) 

z(Î) • (i1 (i), i2(t)) ■ (l,O) 

L(ol[o,1] > 

.lnalog obţi.D„ 

L (o I [O,l) ) • ţ , L c: j (-1,1) ) a 2 

Rezultă el porialatrul triunghiului curbiliniu deterainat pe elicoidul 

drept de curbele o,o şi o este 

L (o I [0.1)) + L(o I [0.1] + L(: lc-1, 1]) • ~ 

Sl aflq 8CWI unghiurile tr1Wlgb1ulu1 curoilinlu 4'B'C' Wlde 

A' = t(A), B' & f(B), C' = t(C) • Fie u1 ungh iul curbelor c şi e 
in punctul lor oomun 
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o{O) • o{O) • t{O,O) • {O,O,O) 

.t.'l'e■ 

i(o) ■ co,1) , 

re&ultl oos u1 ■ l , ad1ol a~• o, 
o oi i aî.llt tane;enu iJa pUDctul 

oeea oe ■e uatl ol ourbele 

, .. 
A.nalog obţine■ ol unghiul ~ 4eter■1.aat de ourbele o fi 

- 2 o este dat de ooa ~ • 3 • - ooa a} , ancie a} eate UDghiul de-

lerai.nat de ourbel• o fi I u p'llllotul lor oollUD c•. 

4.o. OBŞiRV.f.TIB. 11, t • u-E.., o auprataţl oi fie 

c a ! • x, o ■ t • 'i două ourbe pe auprataţl, ude ourbel• 

ai nt definite prin 

x(t) " (x;,t) , xti) • (i, i!) 

cu x; ~ conat., i! • oonst. Curbele o fi O (nu.ai,, ourbe ooor
Q_.2Datf) se 1.ntersecteazl ta punctul o(t 0 ) • O(f0 ) , unde t;

0 
■ x! , 

t x 1 
o o 

Deoarece ••ea 

r. zul t a ca unghiul a al ou.roelor ooordonate o fi O iJa punotul 

l or comun o(t 0 ) a i ( t
0

) 1ate dat de to.raula 
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?in1nd sollllla de toraula (4,3') rezulti oi ourb•l• coordonate 

• o aupra.taţă s1nt ortogonal• daci şi nwaai daol s12 • O 

II.lîgPLB. 

~.6.l. Consider€1.m aplicaţia 

r r.. r: 
f I ( - 1 , ~) I fi - r;;.? 

lefi.Dit& 11rill 

f(x1 ,x2) • (r 001 x1ooa x2 , r ooa x111D x2 ,r a1D x1) 

Iau niden11 oâ Ia t • s2- - { (o,o, t. r) .} 

Curoa • • f • x , unda 

••t• u oaro situat 1.ntr-un plan paralel ou planul ecuatorial, 

Deci priaa fuilie de clll'ba cool'donate pe atll'l este OCID8tituitl dill 

paralele, 

late uşor de Ylsut ol curba o• fox , und• 

est• 1111 oaro aare al sferei, situat 1ntr-un plan oe conţi.ne axa OZ 

oi din care aeoatea polul nord şi polul aud, Rezultă oi a doua taailie 

de curbe coordonate P• ■!erl ute oa:u;tituitl dill 11eridiane, 

4,6,2, Coneid■rwa aplicaţia 

definiti. prin 

li'ete evident oa I,.... f este el1c:o1d ul drept, Bsu uşor de văz ·.,ţ eii 
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elio• oiroul&r•• De aaem•n•a , •at, ••1d•nt ol curbele coordonate · 

0 • t•x , unde x(t) • (t, :1!) (:1: • cona t .) ai.At drepte (mai pre

oia ai.Ai exact noraalele prino1pale la elioaa circulară o(t) • 

• (a ooa t, a 11.tl t, bt)). 

4.7. Aa studiat la ).4 ,1).51DY&r1anţa pr1ae1 torme t\l.nd11111en-

tala la acbi■blri da parautrii ,1 la 1&o-tr11. In contormi tate cu 

aelllli!ioaţia geometrici 1Dtr1Daectl (nelegatl de a1atemul de coordonate) 

a primei for■• !undaaentale,dlm urmltoarea def1Diţ1e1 

DîfIMITiî. Proprietăţile unei hiperaupra!eţe oare de

pitl<.l numai de coeficienţii primei forat !unda11ant ale (şi de derivatele 

parţiale ale acestor ooe!icienţi) a• nu.maso proprietăţi 1Dtr1Dseoe ale 

hipersup rafeţei. 

Obeervatie, Pinl acum &.lll intilnit doul proprietlţi 1Dtrin-

aece ale unei hipersupra.!eţa şi anu.ma 1 

1) lungi.mea v..nu1 aro de cu.rbl pe o hiparauprafaţl 

11) unghiul a doul curbe pe o hipersuprafaţă. 

Un alt exemplu de proprietate intrinsecă a unei suprafeţe 

ne es t e furnizat de anal i za ■ataaaticl. 11e U o mul ţi.me deschisă in 

R
2 şi ! 1 U - f, o suprafaţl. Considerăm un domeni11 cOlllpact De. U, 

Se demon ~treazl ol aria porţiunii de suprataţl t (D) este dată da for

:1ula 

4.8 , EllMPLU. tle propunem să a.!l, b aria torului . 

Fi e aplicaţ ia 

t I tt-' -- f ? 
def i nita :,r l n 

und e a > b > o. 

l ma0inea ap li c aţiei t este un tor. Avem 
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f 1(x) e (-b sin xlcoe x 2 • -b 110 x1e111 x2 , b 001 x1) 
X 

f z(X) s (-(a+b 008 x1 )e1A x2 , (a.+b COI x1)001 x2 • O) 
X 

esultt oi. coe!iaienţ11 primei forme !Wlda.mentale aint 1 

aoi. notu D • [-:T, .Y }[- Y, F] obţine■ oi. aria toru.lui !(D) ute 

dată de 

OBSERVATIE. Alt• propr1etlţi intrinsece ale unei hiperauprafeţe 

,r !1 prezentate tn § a, § 11, § 1) şif 14. 
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i 5. 10Rll.A A DOUA PUNDAXENTALA A UNEI HIPERSUPRAFETE. IllVARIA.'iTA 

PORIIRI A DOUA 1"\JNDAKENTALE LA SCHIKBARI DE P ARAME'ffiII CE 

P J.STRE.AZ.A ORIEIIT.ARBA SI LA IZOKE'ffiII PROPRII I Hll'ERSUPRAPETK 

OKBILICALB 1 APLICATU WBINGARTEX. 

1> 1e O o ■ulţiM cleachisl tn ~n t1 t 1 01---➔ E:,.,~ 4 o hiparsuprataţl. 

Coosideru repe?'lll Gauss 

r -wi pwicţ t(x) al tupersuprateţei. 

Sti■ că 1■ag1Dea aplicaţiei Gauaa 

l I U -f~ := Tt(x) f,..,.-r~ 

·• d i.Dcl uaă 111. ate ra UDitate ff!c. E ~.-

5 .1. PROPOZITii. 1■1161.Dea aplicaţiei lioiare 

dlix I RA ~ f/J. --.. r1+1;: 'rcx) ~n•l 

,st e ioclusă i.11. Tt(x)t • 

tatea 

De111onstratie, Peotru orice J: " (x1 t.,, ,xn)E O avera egali-

< Jl(x) • N(x) > " l 

Yri.D. derivare, obţinem 

<N 1(:1), N(x)>-= O, 
:I 

ceea ce ne arată cA vectorul N 1(~) aparţine spaţiului tangent 
X 

Tr x>t, Deoarece apaţi ul dNz(T1 ~
0

) este generat de vectorii 
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5.2. PROPOZI?Ii. Aplicaţia 

(5°l) 

eete o torat bililliarl aisetrict. 

D,aonaţrati•• Deoarece aplicaţiile dRx 41 dtx auit li

niare reaultă el aplicaţia IIx este b111niar,. DeriTUld relaţiile 

obţilles 

< Jr j(ll) • t 1 (x) > • < I 1 (x), t /x) > 
ll X X X 

11 J J „ 1 ~ 1 l 1 „!l ~- "' lln, e l•l••••••n vU& C&.llOn Oa a apaţ U U ~ •r-

Pentru orice vectori X• x1, 1 , I• yJ,J € T-/"n avea 1 

Ilx(X,I) ~ - <dNxX1ai , d!xijaj >,. 

.. - x½j <dNx•i• d!xej>" - x½J < JI 1(x), t /x>> ~ 
X X 
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plil'lNITli. ipl!.oaţ1_a :s - Il:s se aumeşu, fonu a doua !un

dueotal, a Jip•rsupra!•t!.h, 

5•}• OBSARVATIR. Bijecţia liniari 

df:s ' Rn ~ 'l/ln - 'l'f(:sl 

induoe o tor~i Diliniari 11.aletrioi 

pria 

unde aa folosit notaţia 

(5,4) L • - dii " df'.: l 
J; X :I 

IA ad•vir, pent?'II orice I, Y ~ Tt(x)f avea 1 

11;<1,Y) • 1Ix<<Lt;1x, dt;1Y) lli!,2. 

<1.!.!2. - <dllx • df;
11,Y ::::> a<L;r1,Y>, 

unde Lx eate dat prin (5.4) • 

uşor oi aplicaţia 

•st• l1niari. Aplicaţia liniari Lx se nU11eşte aolicatia lui Weingarten, 

iplioaţia x -II~ se nuaeşte tot forma a doua !undB111en-

t ali, 

aiare simetrice llx relativa la baza canonici 

{•l'•",enJ 
a spaţiului R0

;: T/ln• Atuoci (nic(x)) este şi oatricea tor~ei bili

niare simetrice I I~ relati vă la baza cSD.ooică 
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a ■paţ1ulu1 tangent !t(x)f. 

Ptson■tratie. Pentru orice x • (x1 ,.,,,x8) E: O av1■ 

u;<t 1(x) , t 11:<x)) ~ <.Lxt 1(:r), t 11:<x)> • 
X X X X • 

• - <(dJx •d!;l)(d!x•1) • t 11:<x) > • 
X 

Jotat11. 1) Pe viitor vom nota IIx tu loo de II~, 

•••• tor11ul•le 

IIX(I,I) • - <dJx1,, dtxY>. (i) I, , e!xrr' 

Ilx(I,Y) • "'Lx1,,I > , (.f) I,I E.'l't(x)t 

11) IA cazul unei aupra!eţe r I O - f?, ■- folosesc aota

ţ111• lui Gauaa 1 

■ int 

5.5. PROPOZITIB. 1) Punoţiile 

hiJ I O - li 

d1terenţ1ab1le. 

11) J>aoi I i1 y ■int doui 

hi_eerau.erateţi,i, atunci tunoţ ia 

X - IIX(I(x), Jlx)) 

,ate d1ferenţiab116.. 

peaonatra~ie, 1) Pentru orie• 

cia,2uri de vectori tan151nti 

:reU av,11 
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Deoarece twaoţ11l• 

ei.Dt d1terenţ1ab1le, rtaultl ol t1 apl1oaţ11lt 

X - b1J'x) 
a1at d1ftrenţ1ab1l• • 

11) fie 1 fi I doui o1■pur1 dt vectori tangenţi h1perw 

prafeţli f, iYI■ I 

RuulU 

I(x) • 1 1(:s)t 1Cx) , 
li 

I(x) • 13(:s)t 
3
(x) 

J; 

llx(l(x) ,l(ll)) "' < L~(x) 1 l(:z) > a 

• < Lx(I1(x) t 1 (x)) , 13(:s) t ~(x) > a 
li J; 

• 11(:s) yJ(x)<Lxt 1(x), t 3':z)>• 
J; X 

• b
13

(x) 1 1 (:s) yJ(x) 

Deoarece epl1caţ1ile 

li - b1/x) , x-x1(x) , :z-- yJ(x) 

tint d1terenţ1ab111, rezultă oă şi funcţia 

eate di!1r1nţiabilă, 

5,6, PROPOZITIS, (Invarianta formei a doua !undam.~ntale la 

izo1111tri1 ro rii , Fie f I O - (,,,,,. ,. o lli,pe.rsy;,.ra1'ati ti 

B 1 ~l\'\H - (;-M -h-1, Bv za Rvn• 0 

o i&om~trie proprie (adică matricea aplicaţi~i liniare 

ter■ i.aa.otul eg&l cu unu), 

.I. tu.noi• ---· 

R are do-
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1) t ~ B • t I U - f este o hipersupra.!aţl ,,, .. ~ 
11) pentru orice :r:6:-U ,1 orice I, î6Tt(x)t~ 

~ II:r:(dlt(:r:)l' dBt(x)Y) • IIJ;<x, Y) 

Demopeţratie 1) late uşor de Tl1ut el aplicaţia liniari 

d.t
1 

• d(B • t)x I lln :;i T.j-1'(1. - an+l ~ 'ft(xf n+l, 

ste inJeoUYl, (V}::r; su. 

11)_ 11• {t:x1(x), ••• ,.tr1(:r:), 1°(:r:) }reperul Gauss uoo1at hiper-

1uprateţei 'i 1ntr-un punct oarecare t(:r:), Pentru orice i ~ {1, ... ,n j 
&Tellll 

[Ji continuare, &Tem 

<R •1(:x), t 1(:r:)>•<R •l(:r:), R• t 1(xl>•(l(:r:), t 1(:r:)> • O 
:X :X X 

iesultl el e:xiatl o tuncţh d1terenţ1ab1U q I U --R aattel 1nc1t al 

R • I( :x) • q( x)i( :x) 

De aici l'Hul tl 

q2(x) •fR•l(x)f 2 •<R•l(x), i•l(:r:)>•<l(:r:), l(x)>• l 

Prin Ul'lll81'e avem R • !l(:x) • e, ic x), unde g • 1 sau E. • -1. Deoarece 

reperul f tx1(x), ••• ,tr1(x), Jf(x) J este po&itiT orientat, iar izometria 

:8 este proprie, re:r;ul tl el şi reperul { a • \i ( x),.,. ,R • t :,f1 ( x), R • I( x) j 
este positiT orientat, deci aTem 

i • l(x) • H(x) , (Y)x€U 

.Rezu.ltl c.l pentru ori ce nctori tangen ţi I, Y E.Tt(x)t aTem 

unde 8111 tolosit egalităţile: 
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•
1 
•I, (Y)7 ~(,.. .. ~ , l.(let);1 • u;1 •a•l 

s.7. flOPOUTD. (IpyN1,pţf f9JN1 I MM !BP4W•N• la 

•• , etn ,, PRMIRl IRt RAIU:tw ,r1usv,1> • 
Ul t I V ---c ~ I MPIEIHVlftU li a., Cf I f -- V M...., . 

t esbtl!Mn 4t RHINR1 '"' D11trtNI t11RWII {14,lpl AtllEF:IMţg.l 

NKiMi IPliHSiti 11,av, 4 CI ,,,. 1911\ir), •blai 

1> ? • t • 'I ' lJ - f ,,."°4 •Ut t hJ,RftfJWJltld• 

11) f RKI •n• f.t 4. ~ a• .mas 
?I~,T) • II:1.C• 'f,/-, l.'f _;) , IIDll• z • <f(i) • 

DtNNUtt1t 1) late ertclent ol? 1 '1J - f,...4,11 Hte o Aiper
•IIPZ'at•ţl 

11) fie {?i1<~ •••. ,?Jll(~), l(x}} repel'111 Gama uooiat Aipu-

nprate\ei? 1av-a paot oanou-e ?(E. PrHIIPUM• ol aClbialJu-ea 4e 

paz--u-11 lf 1 11 - V HW l.atl 4e toraalelt 

t' • t'C-z1, ••• ,~) , 1E{l••••••} 
Pnţ;z,a. or1oe ~~l) &Tem 

?r<~ • d~<e1> • tCt•Cf'>~<e1> • u cr<~> • •<ft<e1> • 

• U !f(I} ( :~ {~e~: • -:ş (f)U.(f(E)(e~) • 

• :ş · cr>uz<e~>. !;i <~>txJ<x> • 

unde z • Cf (x) • .ui ollţilla.t ecal1 Uţile 

1 1<r> • ½ <r>t .<z) , x • Cf ('I) 
'I a~ X" 

Deoarece ach1abarea 4e par ... u-11 phtreul orientarea recul tl ol 

bteraiDaatlll. 
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i 
Mi> • det (~ Ci)} 

el fJ 1 ' i ,J $ D 

ute positiv oricare ar t1 "it."O, Deoarece .o. (i)>O, (Y)ic.U, ruulU el 

•1•teaele de vectori {t 1(x}, ... ,t ( x} { oi St 1(î), ••• ,t (l) l ■ int la 
X ~ J l i ~ J . 

tel orienţate. Oricare ar fi x • 'f (i) faU , an■ 

<I •<((I), 111(xl>• (l(x), fxJ ( x) :~(I) ) • 

• =~ (î)<l(x), txJC:xl>• O 

BuulU el exiaU o funcţie diferenţiabil! • 1 "tJ - ll uthl 1D.cH 

al an■ 
I• Cf("I) • ■(l)l(î) 

l>e aici recul U 
1 • ll•<f(I) I •l ■ (i) / • f l(i) I , deci 

a(I) ■ 1 sau ■ (I') ■ - 1 

l>eoareee reperele { t x1 (x), ... ,t ~ ( :a:), l(:a:) j ,1 p 
11 

(I), ... ,1 ~(f), )(1)} 

aint positiv orientate trebuie al anm •Cxl • 1, (Y)l~"tl. PriD uraare, 

am obţiDut egalitatea 
I ■ Jo'f 

BuulUICI) •11(:a:) cu:a:• Cf(l),PentruorieeI,Y€!rll11 ave■ 

Ili(I,Y) ■ - <âl.;., dl,l>· - <d(l•<f>1 I, ~<t• Cf ),l>· 

<dllx•d'f,}, dtx•d'f 1Y> ■ II:a:(d'ft'"• d<fif) 

5,8. llEKPLU. Conaider!Ja ■uprataţa 

clefinitl prin 

t(x1,:a:2) • (r coa x1coa x2, r cos x1e1n :a:2, r ain x1) 

unde r ■ oonst. > O. 

late uşor de v!sut el imaginea aplicaţiei teste sfera s2 

din oare aeoate11 polul nor~ ,1 polul aud, Aa vlsut 1n exemplul 2,6,l, 

el avem 

J(:a:) • - l !(:a:) • (Y) X E.U r 

Pentru orice X,Ye:.'f:a: R2 ana 
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ll11(1,I) • • ( O~ • clt11l > • 

• ¼ (elf~ • clt11I .> • ; I 11(X,I) 

Aa obţiaut deo1 egalitatea 

1•lo•1Acl alt1aa egal1tat, t1111,aplul }.6., obţine■ oo,t1o1,nţ11 toN,1 

a d•ua !IID4aa111tal1 

a11(11) • r • "12(11) • ~ 1(11) • o, ~(11) ■ r oo.2111 

5.9. p!llJITII. 111 t I u - €111~,f o h1pereuprataţl. U,! 

punot t(110 ) al llip•reupra!eţei •• DU11eşte PWICt oabilical daci 

u1at, u auau Nal a(111)Ell aa'Gtel izlclt 

IIll • a(110)Ill 
• o 

»aol toate pWlctel• unei 1Up1raupra!1ţ1 alat punct, 011bilioal11 atunci 

t •• D\llllft• MR•t•upratat, 91b111call • 
lesul\l ol • aiperaupra!aţl t I U - €',,.,q . .f Hh hip•r•upra

faţl oab111oall daol ••latl o funoţ11 d1f,renţ1ab1ll 

aatt,l 1ao1t d •••• 

5.10. JXHPLJ 

faţl oab111oall. 

5.10.2. Conaid,rua h1perpluaul 

f I aJl - ['l'l,t-,1 

t(111 , ••• ~). (111 , •••• ~. a w1 + b) 
1· ' 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



185 

................ ..... 
f •(li)• (0, •••• 0,1,._) 
li 

tsv.Ut 

11is> • ~ 1J • •1•J • 

or1oart ar f1 s elRn ,1 orioart ar fi 1.~ ~ (l,••••• J • 

aY,a 

Dtoar,ot fll~J(ll) • o, resultl ol oo,t1c1,nţ11 h1j(ll) ai 

doua tundu,11tal1 aint nuli. R1a1lltl ·o1 •••• 

1½_j(ll) • 0 • giJ(ll) t (,)u:ll• 

fi ·deci toat, punot•l• h1p1rplanulu1 aint punct, oab111oal, • 

5.10.}. Con.aidarill aplicaţia 

f I llD- f /VI -+-A 

dtfiDUl priD 

2 ., . 
f(ll1, •••• ~) .. ( ~ ••••• 2{$, l'~-~ ) 

r +Y r + ,. + 

t. (s1) 2 , r • conat.) O • Pantn orie, li E aA aTt& I 
ial 

. . . . . . . . . . . - . . . . . . . . . . 
( ) 2~ n l n 11-l 2 2 11 I 11 f .11 :11 • 2 2 (-21.: , ••• , -21:" , r +r-2(ll ) • 2n ) 

:r (r + ) 
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11• r,.,,,t°+l ooaponentele aplicayiei ! , 

Jlotaa Jr(x) • (rj1(x)) 
x 14 iS.II 

l.(J~.11 

1'2..,2_2(J:1)2 -2XlJ2 ••• -2x1x• 

•2X2xl 1'2+T2•2(x2)2.,.-2x2sn 

. . . . . . . . 
-2x11x1 -2x»-x2 ... r2..,2_2(xn)2 

1'2 • .,.2 o ... o 2:i:1 

o r2+.2 • • • o 2x2 

. . . . . . . . . . . . . . 
o ... ll'2+...2 2xn 

2Xl 

2X2 

. . . 
2x~ 

Pri.li iinar• r eate hiperaupra!aţă paruetrizatl. 

Se poate Teri!ioa oă iaaginea aplicaţiei r este e!era 

lf. { (I1, ••• ,xn+l) E r I (Xl)2+ •• ,+(In+l)2 2 r2J 
M+A 

din car•, scoate■ polul nord ( a se vedea [32J , 

Coeficienţii primei !ora• fuod11111entale si.nt 

1, j ~ { l,, , , ,n J 

Calculu co~ponentele vectorului norDal 

N(x) s ! l (x) X ••• "r D(x) s cîi 1(J)' ... ,in+l(x)) 
X X 
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TN I 

t21C:a:) ... t\(s) ~Ail(s) 

i 1(s} • 
li J: J: . . ·-. . . . . . . . . . . . . . (-1>•. 

i:.cs} ... rA~(J:) r-:l(z) 
J: 

-2s2 -2i ... -~ J:l 

' r2+.2-2(:s2)2 -2:s2:z3 ... -2:si..- s2 
(-~li -2:sY J'2+.2-2cs3>2 ••• -2:s}~ :s} : ,;,2a • • • • . . . . . . . . . . . . . 

-2:s2~ -2:s}zA r2+Y'-2(:sn)2 xn 

Daol lldUAla la Unia 1 oh■e11tele pr1at1 l1n11 1.n■ulţih 

ou s 1 , u!ld• 1s{l,••••• j , ~ţillo■ 

-2:s2 -2:s3 ... -~ l 

.,.2 • .; o o o 
~l 2a+1:sl 

r(s) .c,i> E '. o r2 • .; ••• o o • 
cr2+.2>2:& . . . . . . . . . . . . . . 

o o ... .,.2 • .; o 

-. - -· -
--. · (~l)•c.1)a+l ga+l 'L2D•Y • _ 2a+l e•l 11 

(z,2 • .2>••1 (r2 • -,2) ■+1 
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r1 l (x) 
X 

i-lt-s) • . . . . • . . . . . . . • 

t1:s1' (x) ... f'11l(x) 
X 

2•r2a 
• J) 

( r2+,..2)2.a 

uad• • aot;at; 

r2+...2-2(:irl)2 -2xlx2 ... -2xlx11 

J) • 
-2xlx2 r2n2-2(x2)2. • -2x2.11 

• . . . • . . . . . . . . . . • . • • 
-2:sl~ -2x2~ ••• r2+...2-2(~)2 

PreaupaAea oi x1 ~O. Aduni.a la eleaent;ele primei 
1 

liaiei i imlulţite ou ;I' (1 • 2, •.• ,n). Ob ţ inem 

D • 

2 
5cr2_,..2) 
X 

linii element.ale 

l11aulţ1Ad pri.sa linia ou x1 şi prima coloană cu ~ rezultă 1 
X 

1 ,..2 x3 ... 
(r2-v2) 

- 2x2 r 2+v2-2cx2 )2 - 2x2:x3 ... 
D C . . . . . . . . . . . . . . . . . 

-2xn -2:,,:2:xn -2x3xn .. . 
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1 o o o 
-2x2 .,.2 • .;. o ... o . (~~) • . . . . 
-~ o o .,.2 • .;. 

•el x1 • O, •tuooi repetla raţionuenTill. pentru x2 • Daol x4 • O 

1 x2 • O atunci r•~•tu raţionuentul pentru x}, eto. Daol x1 • 

• x2 •••••~•o, •tunoi ,,2 • O fi obţinea D • r 211 • Dia cele de 

••1 •u• n::.ultl ol deterai.Dutul D ute dat de 

Pria urau••••• 1 

llnultl I 

ri.Dind aeua de ultiall• agalitlţi obţinea ol oOllponeotele vectorului 

llDitar B(x) ~ g<x) aoraal hiper•upra!eţei eint 1 
f B(x) I 

. - • 1E:fl••••••f 

Prin uraare vectorul uniţar ooraa.l hiperauprateţ e i este 1 

lf(x) • - .l t(x) :r 

folosind ultiaa egalitate obţin•• 
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II:s • - <.clJ:s, Ux>• - <-,; clfx, Ux> • 

• ţ <U:s , U:s > • ¼ I:s 

c•• a o••• aratl ol b.1per■t,ra f ••t• • hiper■uprafaţl oabilioall. 

Copyeaţ19 • 11, f I U - f Mt,t • b.1pereuprafaţl. 

Daol 1aag1Dea apl1oaţ1d f •• afla 1Dtr-un hiperplan, aTimo~ 

3 ş apwae ol f eate hiperauprafaţl pl&Di. 

Uaol 1aag1Aea aplioaţ1,1 f •• dll pe o hiper■ferl di.A 

:;,, !I. ţ i.ul ,uolid1an f,,. +-1 , atuDol M apun, ol f ute o b.iperauprafaţl 

~ f ar1ol, 

5.11. FROPOZIŢIJ. 11' t , U ~ fM+~ o hiperauprafaţi.. Urml

t oarel• af1raaţ11 ■iat eob.1Yalent, 1 

(1) f ute o b.1perauprataţl ■!er1ol aau o b.1persuprataţl 

(11) t eat• o A1pereuprafaţi. oab1l1oall. 

Deaop1traţie. (1) =- (11) • A H ndea n:e■plele 5.10.2. 

(11) - (1) Deoarece hi.pereuprafaţa este oabilicall Nsultl 

ol exi.atl o tunoţie d1teroţ1ab1ll 

aat!el 1.noit pentru orioa x E: U •• •••• 

De a.ici rezult ă 
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au 

t ~(ii:)> a a ( :z) < f 1( x ) , t / ii: )> 
:I X % 

ltiaa egalitate se seri• sub tor•• 

( I 1(x) ♦ a(x) t 1(:i:) , t J(:z) > • O 
X :I :I 

ltilla egalitate ae arati oă există o funcţie diferenţiabilă 

B I U-fi 

1sttel incit al ••e• 

I 1 (x) + a(x) t 1 (ii:) = B(x) l(:z) 
:I X 

:Aaulţilld scalar ultiaa egalitate ou l(x) ,1 ţinind seua d• !aptul 

1l I 1 (x) , t 1 (x) ~ 1'!(:i:l , obţiAH 
X X 

B(:z) • O. PriA UN&re &Tea 

I 
1 
(x) + a(x)t 1 (x) a O 

:I :I 

Cazul 1. 8l presupunea o! a(x) a O• 4tunci din (5.6) 

resultl I 1(:i:) a O, ceea ce Ae aratl că ciapul nor11al la h1peraupra
x 

taţi este constant, adică 11(:z) ., B
0

, oricare ar t1 ir e.o, Deoarece 

1
0 

este vector constant, din egalităţile 

< I , t 1(x) > " O , 
O X 

~bţinea 

1nde k este o constantă reală. Dacă noefua ou A1 ,,,.,4ii.1 eoapon,n

~•l• yectcrului N
0

, atunci (5,?) ~~ !!.!'~tl c6 cao!'lloD•t•l• 1( :i: ), ••• , 

rn•lcx) ale punctului f(x) verifică rela;is 

De <,a.rece 

erifieă 

4ltl(x ) +•••+ 
D♦ l 

, avem L 
i=l 

ecuaţia unui hiperplan. Prin urmare ! este hipersuprafaţi plană, 
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Cyul 2. 
PreeupUDea ol exietl x aattel incit a(x) ~O• Derivind (5.6) obţinem 

.J,-oareoe avea 

!'UUltl 

l naw.ţia eoalar (5.8) oa f k(x) t1 obţinem 
X 

~aci i..Daulţia (5.9) 

( 5 .10) 

ou gkr ,1 eu.ala, resw.tl 
r r 

~ • • .(x) ~ 
~ ·x" 1 

Daol tac•• r • ~ ,1 ouaaa, din (5.10) oe obţine 

(5.11) 

Deoarece n > 1 , din (5.11) avea a 1(x) • O, oeoa ce ne e.ratl ol 
X 

at•l• a
0

, unde a
0 

eot, o constantă nenulă, Cu aceasta relaţia (5.6) 

devine 
" i(x) ♦ •o! 1<x) ., O 

X X 

De aioi obţinH 

ll(x) ♦ a
0 

t(x) .. b
0 

, 

este un vector constant, Din (5.12) rezultă 

unde a■ folosit notaţia ff N(x) Q = l, din (5,12') 

obţine■ 
ftt(x)-x

0
~ .. 

1
;

01 
oeea oe ne arată oă punctul t(x) ee află pe llipere!era de centru ·x

0 
ş 

de razi - 1-
1&01 
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56. LINII .lSIIIPTOTIC~ Plî O lilPiRSUPRA."ATA, 

FORMULA LUI lfl> USN iiR, C.ARlCTERIZARE.l GEOIIETRICi 
A LiliIILOR J.SIKPTQTIC.8 U6 um;r ŞJJPH AfP.i'ti, 

6.o. r1e O o aulţ1ae ductud 1li 1!
11 ,1 t I t1 -E;,,;-,1 

• biperauprataţi. Yoa nota ou 1 rx1(x), ••• ,rx11(x), l(x)} repel'Ul 

auH uatr-un punct r(x). 

Conaideru o ourbl 

o ■ t•x11-t,,,-1-A 
1 

uada x I I - O c f M ute o ourbl 1a ~ , Pruupun•• ol ourba • 

este 1a poziţie generali, Jie { el''"•••+lJ repel'Ul lui rrenet uooiat 

ourbei e. !Tea 

unde 11 (t) ute pria& curburi a curbei o in pUJ10nil c( t). 

6.1. PROPOZIŢII. ID ipotezele de la 6,0 are loc tonul• 

( 6.1) 

peaonstratie. Din propoziţia ~.2. •••• 1 

( 6,2) o(t) 2 i 1(t) r 1<x(t)) 
X 

Prin derivare, diA (6,2) obţin•• 1 

o< 2)(t) • x1(t)r 1{x(t)) + i 1(t) ! i j (x(t)) ij(t) 
X X X 

Deoarece <B(x(t)), r i(x(t))>,. O pentru. orie, iE:{1, •• ,,11} 1 
X 

diA (6.2') rezulti 

( 6,}) < c( 2)(t), !ll(x(t))>= i:1ct) xj(t)) < ! i /x(t)), N(x(t)) > 
X X 

Tinind seaaa de relaţiile (6,2) şi (6.}) , razultl 
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a s1(t) zj(t) hij(x(t)) a 

a i 1{t) ij(t) < t 1 /x{t)), l(x(ţ)) > 
X X 

tiA1.Dd 11ua de (E,,})
1 
obţinem 1 

Pe d1 altl parte diA 1galitatea 

ru:lll.tl 

0< 2 )ct) • < 1 o<t) 1 i 0<t> • 1 o<t> u t1<t> 
Jc(t)I 

, i toloai.DC toraula (6.0) obţinem 1 

Deoarece o(t) e Tt(x(t)) t, diA (6.4) reaultl 

Ilx(t)(o(t), o(t)) • I o(t)ft 211(t) < ez(t), l'l(x(t))> 

6.~. COROLAR. lie 8(t) unghiul dintre vectorii N(x(t)) şi 

e 2(t), a.lu ui intervalul ( O, f] 
Deoarec e vectorii e2(t) Şi N(x(t)) sint Wlitari din 

(&.l) obţinem formula lui Keusn i er 

I IIx(t) ( e (t) , c(t)) r 

Ix(t) (o(t), o(t)) 

6 .4, DoFINITil>, fie ! 1 u- fm+A o hipersupra!at;ă, 

Un vector lET!(xl u nuaeştt direcţ ie ashlptoticii dacii 
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6.5. DiFINITIB. li• 

o • t• s I I-~MtA o ourbl regulat& pe !, Curba o s• numeştf 

linie aa~1oa daol Ylctorul c(t) este direcţi, asiaptctica, ?ricare 

ar !1 t EI • 

OBŞBRVATI~. Din definiţiile o.~. şi 6,5, obţinea el o 

ourtll r,gu.latl o• t •:I I I -€"11<M pe hipersuprafaţa t I O -fM~-1 

1ate lini• u1aptot1ol daci fi n1111ai daci 

Ilx(t) (o(t), o(t)) a O , (~) tEI 

folosind relaţ11l• (6.?) fi (6.2) obţinea ecuaţia d1!er,n

ţ1all a liniilor aailllltd.ioe al, h1perauprateţt1 

n1J(x(t)) i1(t) iJ(t) s O 

6.6, OBSiRVATIB, folosind (6,5) rezultl el curba regul ată 

o 1st, linie aaillptot1că a hipersuprateţei t dacl şi n112ai dacă 

uctor11 , 2(t) şi B(x(t)) si.nt ortogonali, (~) te. I • 

6,?, PROPOZITIB, lie t I o-e) o suprataţl şi 

o " to x I I- f;?, o ourbl pe suprafaţa t , Presupu.ae111 că vectorii 

o(t) şi o(Z)(t) aint liniar independenţi oricare ar !1 t € I, Urmă
toarele at'il'lllaţii ai.nt echivalente 1 

(1) Curba o este linie asilllptotică a supra.feţei, 

(11) Planul osc~lator la curba o în punctul o(t) coincide 

ou planul tangent la suprafaţă i.n punctul c(t) s !(x(t)), 

Deaonatratie, (1) ~ (11) • Deoarece o este linie asi.alp

toticl~ din formula lui Keuanier rezultă că vectorii N(x(t)) şi 

, 2 (t) si.nt ortogonali, Prin UI'lllare vectorul , 2(t) est, tangent 1n 

pu.actul t(x(t)) la hipersuprafaţa !, Bate evident el e1(t)E.Tt(x ( t ))t' 

Deoarece planul osc•lator este deterainat de vectorii , 1(t) şi 

, 2(t) , obţinem el planul oscin.ator curbei 1n punctul c(t) coincide 
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Oll pl&Dul te.DgRt la auprataţi Ul pUDotul o(t). t(x(t)). 

(11) --. (1) ».oareo• pla11ul oso11lator la ou:rba • 1ll 

pwiotlll o{t) a f • x(t) ute taage.a.t iruprateţe1 ru:ultl oi 

e2(t) E.Tt(x(t))f • (f) te I • 

Prill lll'll&re aTea 

t1 toloe1Dd !oraula lui ••ua1or obţ11lea 

Ilx(t)(e(t)• o(t)) ■ O • (f) t e I. 

ad1ol ou:rba • oato 11A1• u1aptot1ol a auprateţo1. 

6.8. QBŞiRV1TII. l>aol 8(t)c[o. f ). atu.a.oi. di.a. toraula 

••ua111•r ooţ1A•• 

ll.11.de e{t) ute v.agh1ul dilltr• aot'llala la auprataţl t1 pla.a.ul oao► 

lator la ou:rbl 1ll punctul o(t) • t(x(t)). 1o1'1lula (6.9) .a.e arati ol 

ourblll'a \lilei olll'be pe o auprataţl ••te detera1.a.atl d• veotol'lll tangent 

o(t) oi do pla11ul oaowlator ourbe1 1ll punctul o(t). Aoeat fapt au•• 

1ntiapli pentl'll o ourbl oareoare dill apaţ11ll e:, . 
6 • t• lllllfLB • 
6.9.1. I• propu.a.e■ al deter■1.a.l■ liniile aai■tot1oe ale elio 

1dului d.rept 

! 1 R
2 -f3 

!(x1 • x2) • (x1ooe x2 , x1ain x2 ,bx2), b JO . 

•• vuut u exeaplul 2.1;.2 el repel'lll Gauaa u punctul t(x) est, oona

tituit dia vectorii 

! 1(x) • {ooa x2 , ai.a. x2 , o). 
X 

l 2 l 2 f 2<x ) ~ {-x aia X, X 008 X , b), 
X 
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s s 

197 

Coetioienţii toraei a doua !unduentale 11At 1 

• - ;=::=b==?" 
-{ b2+(sl)2 

~ 2 (s) • (l(s) , ! 2 2 (:s)> • O 
li: li: 

Bouaţia diferenţiali a liniilor uiap•otice 

hiJ(::,;(t)) ii(t) iJ(ţ) • O, 

Deoar,o, b JO, re~ulta oa liniile asi.aptotice alt elicoidului drepţ 

,înt ourbtle coordonate ale aupra!eţei, 

&,9,2, Ne propunea să deterai.nh lilliil• asi 2Jtotice ale 

hiperplanului 
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u yuu, 1A es-.plul 5.10.2. ol ooet1o1enţ11 A1j(s) ai 

torae1 a doua !UAd-•c,ah o11l, cul1, or1oar• ar t1 s ~ ••• Beaul\l 

ol liD11l• u1ap\o\1o• alo tuporplaculu1 11.Dt aode\oJ'lliAat,. 

6.lo. PROPOZIŢII. 11• t 1 11- f o ll1perauprataţl. 
M+-~ 

Ural\oarel• afinaţii oict ootu.Taloc\ea 

(1) l1ai11• a1iapto,10, alo ll1poroupratoţoi t 11.Dt nedoter-

ai.Dat, 

(11) t .. ,, o llipoHuprataţl plcl . 

Pt11Pt\t1U•• (1) =+ (11). ».oueo, liD11h u1ap\oUoe 

al• lui r 11.D, aodot,niDato rnultl ol ol'io, ·no,or lE.ft(s)t-lt~ 

• ,,, 41.reoţie u1ap\oUol , <•> s E: U , doei 

.o, &111 obţ1A•• 

Buultl 

•1lll) • O , (V) s E: 11. 

u ob~au, 1ga11,lţile, 

luaulţiAd 1oalar (6.lo' ) ou l(x) ,1 ţilliud aeua de tap\ul 

ol li .& (s) E: '1':r< >t • roaultă •<~ • o. 
J: 

Cu ao,aeta (o.lo' ) devine 

adiol ll(i:) • 1 0 • Yeo,or oouataut, orioar, ar !1 ,: €. U • De oarece 

<1
0 

t f i(J:) > & 0 t (i ) J: e:u 
,: 
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Decâ 11otâ.al i 1 ,,,,,A11+l coapocectel• Tectorului ~o etWlc i 

{6,ll) ae erată oa eTea 

Af •• .. + "i+l :> O , deci t(x ) H &!ll intr-un 

uraare t est• hipersuprafaţa plana, 

(11) => (1) ! se udu nuplul i,'j,2, 

hiperplen, PriA 

~?. CUR.BURILi PRINCIPALB J.LB Ulii! HIPliRSUPRA~ŢJ. 

CUR.BURA 1(1,Dli, CURBURA TOTAL! ( GAOŞŞ). 

?,l, Considerb o hiperaupra!aţl f I U - f'Yl t
1 

ş1 fie 

l!xl(x),.,.,!x11(x), l(x) J reperul Gaua1 illtr-un punct f(x). 

Ioti.a ou g1j(x) ooeficiecţii primei fol'lle fW1daaectale • 

hipersupr&!eţei şi cu hi j(x) co,!iciecţii formei a doua fWldaseatale 

deci 

•• yuut ci aplicaţ ia reillgarţec 

l,x • - dNx • dt;l : Tr(x ) r - fr(xl 

est• liAiara, fie 

deci 

( 7, l) 

1 (hj(x))l'-i,j~II :aatrioea aplicaţiei Wti.llgartec, 
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J,X(! 1 (x))a - dl:lo dt;1 o d!:1(, 1 ) • 
X 

ig&l1tat,a (7.1) H 1orie 

(7,1') - I 1(:1) • nf(~) ! k(:1) 
:I :I 

la■ul~1• 1oalar (7.1•) ou ! j(:1) f1 obţinea 
:I 

(7,2) h1/x) " o,f<:1) gk/x). 

Detinia tunoţ111• 

g1J I O -I! 

pri.a 

,1j(x) g.k(x) • ~ 1 
~ k 

Daci in■ ulţia relaţ111• (7.2) ou gjr ,11uala obţinea 

7.2. PROPOZITIS, 1) Operatorul liniar al lui Weingarten 

L:I I Tr~x) t - 'ft(:1)t 

este autoadjunet, 

11) Rădăcinile ecuaţ~1 det (h~(x)-j (x) <}~) • O 

aint reale, 

avea 

Demon st;raţh, 1) Pentru orice :1€0 şi o:r1ce X,lE'ft(x)f 

<y,Y>= Ilx(X,Y)" Ilx(l,l) s<LxI,X> •<X,~l> 

i 
11 ) Se foloseşte faptul ol (h (x)) este matricea 

~ 1~ 1,J~ n 

operatorului autoadj unct Lx ( vezi (52), p. 100, teorema 27). 
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7•3• DifllfITIE. Valoril, proprii ale aplicaţiei liniare 

••1.Dgut,a •• nua,ec curouril• pr1ocipal1 ale hiperauprat,ţei. 

OBSERVATIE. li• (~(x)) aatric,a aplicaţiei liJliar, 
" l~1•n 

l ~ j' a 

a lui •a~art,n. Reslllta oi CIU'buril• principal• ai.Dt radao1Dil, 

!1<:1), •••• r.<:1) alecuaţiei 

( 7.4) 

7.4. DiFIBITii. 11' t I U - ~HA o hip1r1uprat.11;1 şi 
th ~ 1(:x),._.., f D(:x) OIU'burih principale ah hip,reuprat,ţ,i intr-un 

punct oarecare t(x). Un punct t(:1
0

) al hipereuprateţei se nwa,şt, 

1) punct elipt1c 1 daci. ~i(x 0 ) JO, (.V) iE.{l,,.,,nJ 

..!.! r l <xo) ••••• f .<xo) au acelaşi HIID, 

11) punct hiperbolic, daci f 1(x
0

) ;. O (.V) Ic € { l,, • • ,n J 
şi daci uistl doi indici 1

0 , j
0

e: { l, ••• ,a J asttel i.Dcît 

\' i (:10) f j (xo) < O, 
o o 

111) punct parabolic dacl uiatl doi indici 1
0
,j

0
E:fl, .. ,,oJ 

astfel incit 

iY) punct planar daca 

7 • 5, iX:SllPLB 

7.5,1. Na propunem sa determinăm curburile principale ale 

biperplMului 

t : IRD - tM.;.--1 

t(x1 ,,,.,xn) ~ (x 1 ,. , .,x0
, a

1
x1 • b) , 
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.1:ide a1 ,.,., a
11

, b 1i11t oocst&lltt real,. 

- , "u•o• a1lx) • O , rnulti a3(x) "' O 

.· ~ea 1e ce a.ratâ ci avea 

şi ecuaţia (7,4) deT1.De 

~ri.Jl ur■are ou.rourile prilloipale ale Ullui lliperpl&ll auit toate nule, 

t, os rece curburile praoipal• ale hiperplllllului aint toate nule rezulti 

ce toate pUDctele UDui lliperpl ■ll ai11t pUDcte planare, 

7.5.2. I• propUDe■ •• det1ra1.Daa curburile principale ale 

~i;i er11terei 

D 

w:idt T2 • L(xi)2 , r • conat > O , 
isl 

.la T&sut iii exe■plul ~.10.31 oa pentru orice x €811 aTe■ 

ll:s •½Ix 

Re~ulU. 

De aici ob~ille11 

t - ~ (x) o o o 

o ţ - r<x) o o "' o 
. . . . . . . 
o o o l - Y<x> r 
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bţi.Dea ourouril• pri.noipale ale h1perafere1~ 

oloaiAd det1.D1ţ1a 7.4 rezultă" toate pu.ootelt b1peratere1 silit pllAct, 

liptioe. 

aau 

7.G, OBSiRVAŢli. 1D oasul unt1 aupraftţ,1 eouaţla ( 7.4) se 

ht(x) - f (:,;) 
~(:,;) 

h~(:,;) 

~(x) - f (:,;) 
• o 

ţ 2(x) - (b\(x) + ~(:,;)) f(x) • b{(x)~(:,;) - ~(J)bf(x l • 

• o 

loloai.Ad torllUla (7,}) •••• 

l li 11 12 h1(x) a g (x) h11(x) • g (x) bii(s) • g (:,;/h12(x) • 

• ) (g22 (x) h11 (x) - s12(x) h12(x)) 
dtt (g1J(:,;) 

.ti.;{x) • ,11~x) h12(x) • ,11(x) h12<x) • ,12(x) ~(x) • 

h (x) a ----- (g11 (x) h12(x)-
l1 det(gij (x}) 

h11(x)) 

~(x) • ,21(:s) ~i(x} • 

• ----- <s11<x) ~2(:i) - g12<x) h12Cx )) 
dtt(g1/x)) 
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f2(x) det(gij(x)) - (gll(x) hz2(x) + S22<x) b11<x) -

- 2 g12(x) b12(x)) ! (:x) + det (hiJ(:x)) •, 

lx911plu. le propunem ei determinu curburile principale 

al, elicoidului drepţ 

t I R2 - E;• 
t(x1 ,x2) c (:x1 001 :x2, x11in x2 ,0:x2 ) • 

unde 0 J o. 

folosind ,xeaplul G.9. avem 1 

'12(:X) a '21(%) a < f l(:X)t t 2(:X) > C 0 
:X X 

Czz(:x) • < t z(:x), t z(:x) > a (:xl)2 + 02 
:X X 

h11Cx) •o• b.z2 (:x) , 

h12C:x) • hz1(:x) • 2-0 l 2 
0 +(X) 

la cazul d• faţă, ecuaţia (7.4•) ee 1cri1 

l 2 2 2 02 
( (x ) + 0 ) ~ ( ::r) - l 2 2 = O 

(x) +0 

R,sulti oă curburile principale ale elicoidului drept eînt 1 

(? ,5) 

Tinind seama de definiţia ?,4, r,zulti că toate puncte l 

elicoidului d~• pt s int hiperbolic,, 

7.7. OBSh'RVATIA, Bcuaţia (7.4) s• poate scrie sub forma 

8&U 
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D• aioi ruultt 

P1'1D urau• obţ1JH1'ea curbUl'ilor principale alt wi•1 b1peraupra!eţe 

1'e•1n• la reaol•u•a eouaţie1 

7.a. pi~IllITII. 11• 

Conaidal'ia fwloţ11l• 

a,,, v -• 

definite pria 1 

! 1 tl -- E o b.1penupra!aţt. 
Mt-4 

( ?06) B(:1) • ¼ <S1(:1) ••••• Îa(:1))' 

l.(:s) • î1<:1) ••• ţ.(:1) 

unde ~\ (:1) , ... , Y D(:s) ainţ ourburih principale ah biper1upn!eţd. 

H(:1) •• nwaeşţe eurbura ••di•, iar l.(:s) •• Duaeşţe curbura ţotali 

■ au curbura ilJrl!I a b.1pereuprat1tei in pupetul !(1), 

OBŞ!RVA'rIB. Sţia oi cu."burile pr1Doipal1 ţ 1 (.li), .. ,, f D( .ll ) 

■ inţ rădic1D1l• ecuaţiei (?,4). icuaţia (7.4) 11 acri, 
D 

(7.8) (-l)n Î D(.ll) + (-1)•-l ~ n-l(.ll} L bi(.ll) + 

isl 

Tini.Dd aeaaa dl (?.6) şi (?.8) obţi.Dea 

D 

H(.ll) z ¼ L 1it(.ll) 
izl 

De aici rezulta 
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B{x) • ~ , 1J{x) aij(x), 

dec(a
1
j(x)) 

l(x) • --""'-•--
dec(g1J(x)) 

7•9• iXillfLi• loloailld N&ultat1le de la 7•5 şi 7.7 reaultl 

uraatoarel• oooolua11 1 

7.9.1. CUN>ura aedit şi ourbura Gauaa ale unui hiperplan 

11.,.0 

B(:z) • ~ ' l(x) • 1. 
r 

in orioe punot tu t(:z) al h1peratere1 (r ••t• rasa hiperaterei). 

7•9•}• Curbura aedi• fi ourbura totali ale el1ooidlllu1 

drept aint 

B(:z) • O 

Hiperaupra!eţel• a caror ourburl medie este -null•• nu.meso 

hipersupra!et, minimal•• Din (7.11) resulta el elicoidul drept este o 

suprafaţa ■ i.Dimala. 

7.10. OBSiRVATii. 

7.10.1. folosind de!i.D1ţ1a 7.4 rezulta el un punct t(x
0

) 

1) punot eliptic daol K(x
0

) >O, 

ii) punct hiperbolic daci K(x
0

) ~ O , 

iii) punct parabolic dac& K(x
0

) • O f!. B(x
0

) ~ O , 

iv) punct plo.nar daci I(x
0

) = O ..i!._ B(x
0

) = O , 
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10.2. T1Jl1Dd ••-• 4• (7,4''), (o,8) ş 1 (7,lo ) rezultâ câ decâ 

au11 X(:i
0

) <. O, atunci. pri..n punctul t(z
0

) al w:iei. auprataţe tJ'ec douâ 

1111.11 aaillptotice, Daoâ ~(z
0

) • O şi. H(z
0

) ~O, 

atu.noi pl'iD punctul t(z
0

) tJ'•o• o ai.nguJ'â 11n1• 

aaiaptothl a 1upJ'a!e;e1. IA cazul iJI cue l(:i
0

) > O , atunci prin 

pw:1otul t(:i
0

) al 1upJ'a!e;e1 Au trece a1c1 o 11111• aa111ptoticâ, Dacâ 

X(x
0

) • O ,1 H(:i
0

) •O, atUDo1 ori.oe ourbâ ce tJ'ece pl'1A punctul 

t(:i
0

) ••t• lini• a1iaptotioâ a auprateţ1i., 

§8, ŞIIIBOWRILi LUI CHRISTOlfiL .lLJ Ul'fiI 
HIPiRSUPRAFh7', 10RXULiLB LUI GAUSS 

ŞI WEIBG ARTEN, 

J'eperul Gauaa iJitJ'-llll punct ouecar, t ( :i ) , Coe!ioieAţi.1 pr1a,i 

tor11• tundaaentale aiAt dat~ de tor111Ulel1 
I 

Considera. tunoţiilt 

I i.j • " I I u - ft 

dd1A1te prill 

I ~j I " gk• j ij •• I 

D~FINI TU , runc r;ii le j 1j , ,c.j (r~ sp , I ;j I lt DU.SOSC 

a i moolurilt lui Christo!!tl dt pr i aa ( resp , a doua) s p o, â al e hiper-
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8.2. 11e ! 1 U - fM-H o bipereupra!aţi şi Cf I O - O 

o ■ cbiabare d• paraaetri. PreaupUlle ■ oi scbiabarea de parametri este 

datl priD 

Polo■ i.lld obatrYaţia }••• obţ1..11.e■ !or■ul•l• 

PROPOZIŢII, (legea de tranafor■ are a si■bolurilor lui 

Cbriatof!el) , La o ■ obiabare de paruetri, si■bolurile lui Criatott,l 

d• •p•ţa a doua ale Ullei hiper■uprateţe se transfor■ă dupi legea urai-

~I 

P11onatrat1•• Der1Yă■ formulele (8,4) Îl1 raport ou x1 şi 

Per■utÎlld circular 1.lldicii 1,j,k obţi.llea alte doui rela

ţii analoage 1 

(8 ,6') 
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Soh1Ad relaţi• (8,6) din aW1a relaţiilor (8,6') fi (8,6") obţ1.oe■ 

I T◄":i"I • I ~ dX. ~ - ♦ 
" ra,p I ~ a x3 ~ 

llllde I ~ \ eint 1iabolur1le lui Cbz'iatottel de priai apeţt ale ll1-

pereuprateţe1 ! • t•ff • 

.la obţinut leg•• dupt car,•• tranatormt ■iabolurile lui 

Ch.ria,ottal de priaâ ■peţi l• o aohiabare de paraaetr1, 

T1A1Ad aeaaa de (8,~) tormul•l• 

-1J - , 1 
g g Jlt • el lt / 

devi.A 

(8,8) 

Daci Îllllulţi.■ relaţiile (8,8) cu 

-1;1 ~ _pq a'i 1 

g W •" axP 

Daci i.naulţia relaţiile (8,7) cu ~ ~1 ţinem aeua de (8. ) , ob

ţinea 
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21 xii: 
In■ulţiDd ultimele egalitâţi ou şi SWIÎlld re~ulti 

ai• 

\:jlâ~ • 1:.1 :~i ~3 • aa
2

;~axJ 

adicl toceai legea (8.5). 

8.}. PROPOZITIB. Fie ! 1 O - f111 t-,1 o hipersupra!aţi 

şi fieJ! 1(x), ••• , f D(x), M(x>} reperul Gauss illtr-un punct oa-
---, x X 

recan !(x) al hipersuprafaţei. Fie hij ooe!icienţii for■ei a 

doua fundaaentale şi !1• b.1 
J elementele matricei aplicaţiei liniare 

a lui Wei.Dgarten. 4ve■ foraulele 

(P.G) 

( 7 • I) 

f i li: ? I 8 I f • • li b.ilt 
X X ilt X 

• i 
X 

lormulele (F.G) se nU111eso formulele lui Gauss, iar foriau

lele (7,W) se nu■ esc formulele lui Weingarten. 

oare punct 

deci aYe■ 1 

(8,lo) 

De■ondtraţie, Vectorul fi k(x) se poate exprima iD fi.e
x X 

xE.U ca o combinaţie liniară de vectorii reperului Gauss, 

rxixk • •:11: rx• + czticH 

unde ~li: şi a 1 11: sillt funcţii diferenţiabile de xl,,,.,x • Illlllul-

ţi.nd scalar relaţia (8.lo) ou N rezultă 1 

Cu aoeaeia relaţia (8,lo) se s cr i e 1 

(& ,lo' ) 
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Inaulţia scalar relaţia (8.lo') ou r J şi O0ţ1Da111 1 

X 

(8.11) 8 9 
' A.llt " ~i 

~• de altă parte derivind i.n raport cu xlt relaţia 1 

obţinea 1 

(8,12) 

Din ralRţiila (8.11) şi (8,12), rezultă 1 

( 8 • 13) 

Parmutind circular indicii i,j şi lt obţine& alte două relaţii analoaga 

(8,l}') asî11: 8 • a:x s Aji Salt+ A.kigs~ 

c a.13"} 
agiei 8 8 

a-;T -= Altj Sai + A.ijgslt 

Din relaţiile (8.13), (8.l}') şi (8.1}") obţinem s 

sau 

(8,l}"') 

Dacă înmulţi111 (8,13'") cu gltr şi sumă.al, rezultă s 

şi inlocuind în (8,lo') obţinem !ori.aulele (1,G) ale lui Gauss • 
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SI •tabil1a acua for11Ulele (1.W) ale lui Weingsrten. Deoarece 

I i(x) E ff(x)f o:icu• ar !1 x ..:O, .ruultl ci an111 
X 

(8.14) 

k k 
Inaulţi■ ■oalar ou txJ oi obţi11e■: <lxi' fxJ;,,• BigkJ .au - hiJ • BigltJ. 

lJIM,lţind ou ,Jr ,1 •u■1nd, obţine■ Bf • - ,Jrhji adicl - Bf • hf etnt 

tocaai ele■entele -tricti aplicaţiei Weingarten. Acua din (8.14) se 

obţlJI forau.lele (1.W). 

Obperyaţ11. 1) Siabolur1le lui Christofel de prima 01 a doua 

•peţi ai unei hipereuprat•ţ• eint 1nYar1ant1 intrinseci. 

11) Prin calcul direct „ constat& ol simbolurile lui Chr1stot

tel de •peţa a doua 1at11fac 1dent1Uţile lui Rioo1 

(8.15) 

e.5. 11e t I U -fM+-4 o hipereuprafaţl oi fie ftx1(x), ••• , 

, ••• , f r' ( x), I( x) J reperul Gauss al hipersuprateţei int.r-Ull punct 

oarecare f(x). Sti■ ol aplicaţia lui Gaua• 

I I U -fM-+--1 , x -l(x) 

are ime.gi11ea pe sfera unitate S11 c F • 
41+-,I 

PROPOZITIB, li• t , U -F,..._ ._~ o h1pereupratatl. Urm.li. toarele 

at1rmat11 •1pt ech1Yalepte: 

( i) hipersuprafaţa f I U - f"/1'1 M pu are puncte parabolice 

(JJ l •rl,i<>•U• c.,,., 11 • u 

peţr1r.aţ! 1n C,.H-,t • 

F «aţe o hiparauuatatli pere-....,~,, 

Demonstraţie. ~1)...,. (11) 11e {e1, ••• ,e
11
J baza canonică a spa

ţiului fin. Vom arlta el yect~r11 I 1(x) • dli'x(e1), ••• ,B n(x) • dlfx(e
11

) 
X X 

s1nt liniar independenţi. Presupunem ol exiatll numerele reale 

a1, ••• ,a11 E fi astfel incit al &Ye■ 

(8.16) 
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inind ••a.ma de formulele lui leingarten, dim (8.16) rezultl 

e. 16' ) aih:(xl f 1c< xl • o 
X 

eoarece notorii tx1(x), ... ,tx='(x) ■1nt liniar independenţi, ('l)x-.U, 

1D (8.16') obţiaem 

8.17) -~tex)• O 

tia ol hiperaupra!aţ• t nu are puncte parabolic,, deci 

8.18) l(x) • det(hi(x)) ~ O , (Y)x ~tJ 

oloeind (8.18) t1 (8.17) rezultl el trebuie 11 •Yem • 1 •• 2 •••••• n • O, 
lldicl Yector11 lx1(x), ••• ,lr1(xl aint liniar independenţi. Deoarece 

aplicaţi• 

dIX I BD - BD+l 

4uce Yector1 11D1ar independenţi 1n Yeotori 11n1u independenţi, rezultl 

ol •• eate 1D,1ect1Yl. Prin urmare aplicaţia Gal.Ula I I U -( eete o ,,., ~.., 
llipereuprataţl paraaetrisatl 1n €"" H • 

(11) ~ (1) Deoarece •plicaţia G•ue• I I U - f„H ,/ eate h1per-

1uprataţl parametrisatl, rnuHl el aplicaţia dlx I Ita - ltn+l esu 

1D,1ecţ1e, (i)xE:tJ. Prin urmare notorii lx1(x), ... ,lr1(x) aint liniar 

independenţi (i)x€U. Tinind aeema de formulele 'fe1ngarten 

lx1(x) • - ht(x) t~(x) 

,1 de !aptul el Yector11 tx1(x),, •• ,t r1(x) atnt liniar independenţi, 

rezultl el det(h}(x)) ~ O, adicl hiperaupra!aţa ! 1 U - t.,.+ /. nu are 

puncte parabolice, 

i 9. J. TREI.A FORMA FUNDAMENTALA A UNEI HIPERSUPRAPETE. 

INTERPRETAREA GEOMETF!ICA A CURBURII TOTALE A Uh1n 

SUPRAFETE I FORMULA LUI BELTRAMI-ENNEPER I FOR MULA 

LUI ENNEPER. 

9.l. Fie r : O - f,.._ t-;\ o hipereupra!aţl ti 
{tx1(x), ••• ,rxD(x), B(x) J reperul Geuse intr-un punct oe.rece.re ! ( x) el 

1persupra!eţe1. 

oneiderlm forma biliniarl simetrică 

definită prin 
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DlifINlTIE • .lplioaţia :r -111:1 H nlllleşte fol'II& a 

ţreia fundamentală şi se notează cu III. 

Observaţie. Bijecţia liniari 

induc• o formă biliniară ailletrici 

prin 

unde 

este aplicaţia liniari a lui Weingarten. 

In adevăr, pentru orice I,Y~T:r(x)r avem 1 

III' (I Y) a III (dr-11 dt-1I) ~ li I :r Jt I Jt 

Aplicaţia :r - III~ o DWllim tot forma a treia !undamen

faU .• Pe viitor 1'011 nota lllx in loc de 111; • 

OB ER~A I • 1) , ~ie eij li) elementele matrice1 ~orme1 

biliniare simetrica IIIx relativă la baza canonica {e 1 , ... ,e
0 

Î a 

s ~aţiului vectorial R0
;;;; T_pn. Folosind formulele lui Weingarten 

avem : 

e1/x) s lIIx(ei'ej) :: <dNx ei' dNx ej>'" 

s < H 1(x) , H /x> > = <.hf(x ) f 9'::1),l1j(x)! r(x)>= 
X X X X 
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• g1r(x) h!(x) aj(x) • 

iesulU toraul1l1 

(9 0 .)) 'i/x) • gra(x) ~i(x) h1J(x) :w-:;:.,;..,.~ 
11) SUa el el1terai11antul prod111ului a eloul aatr1~ este ,gal 

cu produaul 41tera1Jlanţilor aatricelor reapectiye. ~oloeind ~galitatea 

d1t(giJ(x)) • 4et(~•(x)) ' 

41JI toraulala (9 • .)) reculU 

4at(a1J(x)) • det(?8 (x))(det(h1J(x))) 2 • 

( elat(h1j (x))) 2 

• 4at('1J(x)) • I(x)dat(hiJ(x)) , 

unda I(x) aate curbura totall a hiparaupra!eţei 111 punotul t(x). Aa 
obţ1Jlut egalitatea 

111) Pia t • U -f~+{ o hiperauprataţl care nu are puncte 
parabolica. Contol'III propociţiai 8.5 rezultl el aplicaţia Gauaa 

N I U -fm+-t este o hiperauprataţl parametriutl. late uşor ele Tăzut 

el prima torml tundamantall a h1peraupra!eţe1 I I U -f111 r -1 eete for

u a treia tunelementall a h1pereuprafeţe1 t • U -fM~◄• 
9.2. Pie t I U -f3· o aupra!aţl care nu are puncte parabolice. 

Prin aplicaţia Oauaa I I U -63, porţiuni ele pe auprataţă, au corea

pondente anwaite porţiuni pa a:tera unitate s2 c:.f?,, 

Pie x
0 

c.:lJ 11 :t1e v„ o nc1nltate 1u!1c1ent ele miel a lui x
0

, 
o 

Vrea al calc~b urmltoarea 11111tl 

aria l(Vx) 
li■ 9 
y -x aria /(V„ J 

xo o o 

Pentru a calcula aceeet~ lillitl Tom folosi :Cormule de la 4,7 precum 11 

relaţiile atabilite la 9,1, Aye111 

) ţ. f det(g1J(x)) u 1u 2 

Vx 
o 
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.la o~ţinu, uttel interpretarea geoM,ricl • curburii totale• unei 
1uprateţe. 

9.). PROPOZITIB 1 Pi• t I U - f; o 1upratatl1 l(x) ti H(x) 

ourbun Gf\111 fi ourbura aedie 1ptr-up puncţ t(x) a1 1upntete1, Daci 

Ix, llx J.i IIIx •1pt oele trei forme fupd811optale alo eupraţetei 

aţupc1 u:• loo torlll,ll• Beltraai-Bpneper 

Dtl9PIVtt1e. Polo11nd foraulele (9.)) obţinea 

e11Cx) • ,•ex) ~ 1Cx) h11(x) • 

• ,11(x) hf1<x) + 2,12(x) h11<x) h12<x) + 

+ ,22(x) hf2Cx) • 

h
11

{x) 
• 4et(g (x)) <111<x) h22<x) + 

1~ 

+ l22Cx) h11<x) - 2gl2(x) h12<x)) -

'tl(x) 2 
• 4et s

1
~ Cx)) {hll {x) h22<x) - h12<x)) • 

• 2 H( x ) ~11 ( x ) - K(x) «11 (x) 

Aa obţinut formulai 

(9.5) e 11{x) • 2H{x) h11(x) - l{x) s11{x) 

Analog obţinea 

(9.6) e12Cx) • , 21 {x) • 2H (x) h12 x) - K(x) g12(x) 

,1 
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oraulele (9.5), (9.6) şi (9.7) u arau c6 pentru orice ir.diai · 

i,J E: {1,2 j nea 

■ au 

Ponaula (9.4) fiind adevuată pentru vectorii bazei ca.aonice { , 1,,2 j 
este adnuatl pentru orice vectori l,Y€T:x at2 ~ ff-
Pormula (9.4) a lui Beltraai-înneper ne arată ci for11a a treia funda 

••ntală a unei suprafeţe depinde de prillelt două fora• funduental,. 

9.4. PR0P0ZITIB, Pie t I u - 63 o pµpratatl. PrHupµpe■ cA 

oprbura tobll l{x) este pegaiiYI. oricare ar t1 x€.U. Pie 

o• f •X I I -f, 
l;.... :p~4:,;. i'G''-"~ 
o"curo()pe supratata ! 1 Dacic eeţe l1p1e ae1■ptoiicA a puprafetei 

atuno1 avem formula Bppeper 

c 9.a> 

~ x2{t) este toreiupea curbei cip punctul c{t}. 

Demopetrat1'. Deoarece curba c • to x eeto lini• ui11piot1 c1 

a suprafeţei, din formula Beltr&llli-Bnneper, rezulii 

Relaţia(9.~ ne aratl c1 an11 

(9.9•) 

Fie { e1 , e2 , e3 J reperul Prenet asociat curbei c. 
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Deouec• plaziul oao•lator 1a pwictul o(t) al liniei aa1~ptot1ee este 

taJllent la aupra!aţ6 (a ae vedea propo~1ţ1a o.?), rezultl ol ave■ 

unde l • + l aau E • -1• Dill (9.10) reaultl 

e}(t) • fi 1(:ir{t)) i 1(t) 
z 

Poloailld tor■ula a treia a lui 1renet din (9.11) resultl 

(9.12> - '2Ct> lo<t)f e2Ct> ■ fi 1CxCt)) i 1Ct> , 
X 

~(t) • lo(t) f 2 
a < I 1<x(t)), I lx(t))> i 1(t) ij(t) 

X X 

aau 

'!'iniJld HU& de (9.9• )~ din egalitatea (9.13) rezultl 

~(t) I o(t) f 2 • -K(x(t)) g1J(x(t)) j:1(ţ) ij(t), 

adioa toomai toraula (9.8) a lui inneper. 
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Uo. Hll'lîRSUPRAFS'l'i TIŢlilCA 

lo.l. Dl!Flll!TIB 11• t I U - f /lO\H o luperaupra.!sţi 

paruetrisâll.Preaupun■a o& ourDura liauee a biperaupra!eţ•i au•• 

anuleasi. în nici un punct. Sowa•• ci r ••t• b1ner•un„a!ata Tite iea 

daci -
~~x) - • conat., 

dll♦ (x) 

UAd• ~(x) ••t• curbura Gauee într-wa pwact t(x), iar d(x) eat• 

distanţa de la UD punct tu la hip■ rplanul tacg■nt în punctul !(x ) 

1 a bip■rwpra!ayi.. 

li 10.2. WKPLB, 

lo.2.1, COA11derăa aplicaţia 

da!illiti. prill 

ll 

und• ,t2 • L (J:1) 2 

1-1 

t •••• 

r = conat., > O, iate u.şor de ••ri!icat 

că imaginea aplicaţiei ! este biperahra din €,,..,4-1 de raz.i r şi 

ou centrul ia origine, din care•• scoate polul nord, Aa văzut in 

exemplul ?,9,2, ca curbura Gaue1 a bipers!erei este 

11 

11 

11 Deoarece distanţa de la origine la bi~e rplanul tangent 

este egală cu r, rezulta 

l 
r 2(n+l) eonst, 
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PriA u.r■ &.r-9, atera de dimensiune o din f,..,H este o 

h 1persupra.!a ţ~ Tiţeioa. 

lo.2.2. Cooaider&a aulţiaea 

f/ t aplicaţia 

d e f in1U priA 

La ••~ut ·1.u exe■plul 1.4.3. ci r este o hipersuprafaţă paraaetri

~att. îoa ar•ta oi f eate o bipersuprafaţi Tiţeica. Avem 1 

un de u folosit notaţia 

Coefici enţ ii pr i mei f orme fu.njamental e s ill t 1 

i /., j 

Rez.ultă 
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n continuare avea 1 

entru orice indici 1, je: { l ,2 ,3 J , 1 /, j 

1 

t 1 t<.x) = (o,o,o, ~. *) 
.XX .X.XX X.X 

:oe!ioienţii for~ei a doua fundaaentale ai.At daţi de formulele 

lesulU. I 

[n continuare obţinea 

Rezultă că curbura Gauss a hipersupro.feţei este dat, de 

4 c:xlx2x3)5 
11,Scx> 

icuaţia biporplanului tangent biperaupr~!eyei ta pWle~l !(x) este 

(a se vedea exemplul l,4,3} 

Distanţ~ de la origine la ~i~e~planul t&ngeuv este 
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o,ea ce ne arata că tupersuprdaţa conaiderată este hipersupra!aţi 

Tiţeica. 

lo.~. PROPOZITii. Liniile asimptotice ale unei suprafeţe 

Tiţ eica cu curbu.rl Gau11 negati•i 1int ourb• Tiţeica. 

De11onstrat1e. 111 t I O -- E3 o supra!aţi Tiţeica a cărei 

uroura Gauss ,ste negativi Îll fiecare punct. Fie o „ t •x I I- 6?, 
o linie asimptotici a 1uprat1ţei. Deoarece c este 11.llie asimptotică 

pl anul tangent la auprataţi in punctul c(t) = f O x(t), coincide ou 

plB.llul 01a1lator la curbi in punotul o(t). Torsiunea curbei c este 

dati d• !oraula înn,p•r 

Deoarece f ,ste supra!aţi Titeica avem 

_!l!.L 
4 „ const., 

d (x) 

unde d(x) este distanţa de la un punct !ix C la planul tangent la 

suprafaţă in punctul !(x). Rezultl 

K(x(t)) "' conat., (li) x€ O 
a'"tx(t)) 

Din ultima egalitate şi din formula innoper se obţine 

const., 

adică curba e este curbă Tiţeica . 
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lo.~. Gbeor5ne Titeica (187}-1939) a i.ntrodcs •upra!eţele 

al• iD anul 1907, iar curbele sale i.n anul 1911. late 1ntereaaot e, 

ceste aupra!eţe, preoWR şi curbele Tiţeica, deşi au !ost introduse 

u ajutorul elementelor metrice au totuşi un caracter centro-atin 

'19J .In anul 192} t .Blaaoblte [S la • ultat 06. aupra!eţele 'M ţeica 

oaca rol da stare afine, prin !aptul el normalele lor at1Aa trec 

rintr-UJl pwict tu. Ia anul 191~ B.S.tilc&7I1a)[1 [19) a de11onetrat el 

1upra!eţela T1ţe1oa ai.Dt suprafeţele de-a lungul cărora prima normală 

1ro1ec~iv, trece pr1ntr-Wl pUllot !i.x, iD ti.llp ce a doua normali pro

lect1vi răaiDe iDtr-UJl plan tu. In telul acesta, suprafeţele Tiţeica 

iot !1 considerate iD cele trei geoaietrii clasice cu grup !unduental, 

Deoarece curbele Tiţeiea siDt linii asimptotice al• aupra

~eţalor T1ţe1" şi deoarece aceste curbe pot ti considerate ca legate 

oentro-atin, afin sau proiectiv de o suprafaţă, este natural ca şi 

acesta curba ai apari iD aceste geometrii. 

De!iniţia curbelor Tiţeica, deşi este exprimată cu elemente 

metrica, are un caracter centro-a.tin. 

In anul 1929, O.Mayar~9~a arătat că curbele Tiţalca ae 

bucură de proprietatea afinâ de a avea planul recti!icant afin trec iLd 

pri.otr-un punct !ix, In anul 1956 Gb.Tb,Gbeorgoiu (49] a de :nonstrst ca 

curbele Tiţaica suit caracterizate proiectiv pric proprietatea de a 

avea torsiunea proiectivă nulă, 
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111• SIJIBOLORILI LUI RliKANl!. iCUATIILi LUI 

GAUSS SI CODAZZI-IUI?URDI. TiORl>U 

JGRi'GI Ul CG,tµsş > • 

11.1. Jh t & U -fM-4-,4 o b1perauprataţă. lotăa ou 

g1J ooet1o1enţ11 prille1 fora• tunduental• ,1 ou lfjj a1abolu.ril, 

lui C,tu,1atoff•l d• speţa a doua. 

Cooa14er6a funoţ111• 

a}kt, u-a 

(llel) 

(11.2) 

pBPIJrlflJ. 1unoj11l• 

polyr1l• lui R1e■ana d• priaa (reap. de a doua) speţă ale hiperaupra

ftţe1 • 

11.2. 11• f , O - fil'l+-1 o b.1persuprafaţă şi <f I U - O 

o aob.iabare de paruetri. Vom nota cu s1j , I ti I , Rijk e şi 

R~itt (rup i 1j , I ~J I, Rijk e şi R~kt ) ooe!icienţii pri■oi forme 

r-d-- .i. , ~l•b lur~l• lui Cb.ristottel de speţa a doua, si~bolurile 

lui Rie■an.o de prima şi a doua speţă ale b.ipersuprafe ţei f (respectiv 

!sf•'f)e 

Presupunem c4 schimbarea de pare~etri este dată prin 

1 1( 1 -D) 
X & X 'J' t • • • ,x , 1 e. { 1,, •• ,o J 

Poloaiud propoziţia 8,2 ave ■ urmAtoaroa lege de transformare a simbo

lurilor lui Cll.ristof!el de speţă a doua 1 
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( 11.4) 

fROPOZI!II~ (legea de tran1for111are a simbolurilor lui 

Rieaann). La o eohiaoar• de parametri, simbolurile lui Rieaann de 

apeţa a doua ale 11.Dei tupersupra!eţa se transformă după legea 

(lle5) - .C h: 1 h! ~~· 1
P'I~ ax"'• R~1tt a'i~ azi ~x" • 

iar cel• de priaa apeţl ae transformă dupl legea 

(ll.6) 

Demooatratie. l>eriTÎnd in raport ou 'it , din (ll.4) re-

1ultl 

I ij I 
Condiţia de simetrie 

1:ie conduce la 
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„I~~ I - cllfJ d. -- ~ -♦ { ) 1:J11:,,r ~rt ax~ a~r ~zr 

- I :e li :J I ~ - I :. I I : i I .u! ::s ♦ aJP 

ll•}• 11• t I U -f.wn,1 o hiper■uprataţl fi fi• 

{tx1(x), ••• , f~{x), I(~>} reperul Gau■■ intr-un punct oarecare 

f{x) al l:lip•r■uprafeţei. u atab111t la §8 tol'llulele lui Gauea 

cr.G) r • 1 • I r • • hi, .. 
x1xk 1k •• .. 

şi foraulele lu1 Weingartu 

cr.w) 

Coetioienţii oare •;iar 1n torlllll•le lui Gaue■ şi Weingarten nu sint 

independuţ~, deoarece avea 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



227 

, 1,J,1t€{l, ••• ,11J 

PROPOZIŢII. 1) Orattoar1l1 a!1raaţ11 1illt 10Ai•alct1 

(J.G) 

11 ,ouaţi11• coe1aa11-■a1Qy41 

(i.C) 

lljlt t aillt 1iabollll'il1 lui Rieaann d• pPiaa ap,ţt al, hipenu

prat,ţd t. 

ii) Urmltoarll, atirlllaţii ebt eohi:nl1nte1 

( 11
2

) au loc eouaţiil• Codaszi-11&1.Dardi. 

p,aonstrat1•• 1) Deri•h formulele (P.G) 111 raport cu 

ll:~,tÎ. obţin111 
I 

Daot in ultiael1 egalităţi ţioem a,ama de !ormul•l• Gauaa şi W1.izlaarten, 

rezulti. 
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,1 egal1Ad ooet1a1uţ11 lui t • NaulU 
' :s 

(U.8) 

u.ode ar~k aiAt aiabolu1le lu1 Rie■aDD de apeţa a doua. Daci 1naul

ţ1a (11.8) Oll '•t . ,1 lluaM ruultl 1 

1t1Jk • h111:hJf - h1Jhkt 

ad1ol tooaa1 eouaţllle GauH 

Daci egalâa aoua ooe!1oienţ11 lui I din ootld1ţ1a 

laiAard1• 

obţine■ 

ln■ulţind aceste egalităţi ou t • , 11u■1Ad şi folosind tol'llulele 
:s 

(11.l) obţinem 

• 
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1a ecuaţiile COdud-llala&J'd1 ooţ1Dea 1 

(11.10) < ~=fk • lfsl tarJ>• • 

. ( ::,j ♦ \iJI bl'k) I 

Din relaţiile (llo9) t1 _(llolo) 1e , obţiae 

11
1

) ~ (112) Di.a toraul,11 Weiagan,o N&ulU 1 

- I 1 • b )tik•t 
Z. 1 x• 

f1 deridod iza raport cu xJ obţiDe■ 1 

ata~1 ka a u 
- Jl x1xJ " ( 3 J: g + 11.1k ~ + 

kr 
+ ~kg b.r;i1f ' 

uode aa ţiDut a,ua de tol'llulel• (1.G). Seri•• cODdiţiil• de simetrie: 

(11.11) 

Deoar,o, av,11 

Inaulţi.nd aceste relaţii cu g
8
p şi awai.nd obţi.ne ■ 
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■ au 

(11.12) ~ 3 g p alt 
g•P ~ + a g • O 

:I :I 

Ti.Ailld aeuia de (11.12), ecuaţiile (11.111 ) devin 1 

■ au 

adici tocmai ecuaţiile lui Codaszi-Kainardi. 
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1a1a4 ••- 4e Nlaţlile (8.1), 4e aioi ebţiaea 

baalţia aceuU egalitate G1 ?"'r q ,1 obţiaea 
lt 

.A4un1Dd aceaatl egalUata cu egali ia taa 

obţiJlaa 

ad.ici iocaai ( u 1 >. 

f q 
X 

ll.4. PROPOZITIB 1 Siabolurile lui iitmapp dt pr1aa apetA ap 

uraltoar•l• propriatlţil 

1> 1 1J1tt + i1Jl1t • 0 

11) iiJkl ♦ iJ1ltt. o 
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Ui) 11J1t t • 111:t1J • O 

lv) 11J1tt • 1111:fJ • 11tJ1t • O 

Pt19Afif&$1ts S. tolos•so eouaţiil• lui Gauss stal>ilite 

1a propoaiţia uteriou,. 

11.;. OBfi+RYAn1. 1olos1ad pl'Opoaiţia 11,4 s• OODatOl ou 

a,u,1.Aţ6 06 1uibolur11• Riea&llll de priai •P•i• ale wiei suprafeţe 

• 1o\ ,o,te nule 1D atar6 de 

11,&, PQBl!M IORIGIUII COAUSS) Curbura totalt a wi•i n-

;, rare~• depi.Jld• ouaa.1 d• ooet1o1enţ11 priaei tor■• tu.Dda■entale 91 d• 

derivatele ao11tora, 

r oraula 

P•129etrat1,, Stia ot curbura totalt l(x) este datl de 

l(:x) • 
d1t(A1j(x)) 

det(a iJ (x)) 

Tioiod ••u• de 1011aţiil• lui Gauss avea 1 

(11,H) R1212<x) • A11<:1>~2Cx) - bf2<x) • 

• det(Ai/:x)) 

UiD (ll,l}) ,1 (ll,14) obţillea 

l(:x) • Rl212(x) 
dtt(gi/:x)) 

OBS &RV~TIK, DiJI (11,1) ,1 (11,2) •• vad• u,or ol a1.abolur1la lui 
Rieaaim 4• priaa ,1 a doua apeţl s1nt invarianţi 1n\r1neeo1 ai A1perau
pr&f•\•1• Teore■a egregiua n• arau ol curbura \o\all a UDe1 aupra!•ţ• 
••t• un •l•■en\ oare aparţin• geoae\r1•1 1n\r1naec1 a suprafeţei, 

ll,7, Ca aplicaţi• al dt\trainla curbura Oauaa a ţorului 

f I ~
2 ~ t) , 
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de a> lt > O • 

resulU. 

. ., .. 
111(x) • b2 , 'i2(s) • '2l(x} •o, 

Sz!(X) • (a+b ooa s1)2 

1oloa1.Dd fol"IIUla , 

\ll,ll. 122,21 • 111,21. fl2,ll s 121,11. o 

\21,21 • 112 12( • ! ~ • - (a+b coa :i1)b ai.li :r. 1 

eh 

Deoar•o• • ., •• 

6
22. _ 1 

( a+b o oa :r.1 ).! 

dill toraul•le I :11:1 • 1
18 IJ1t,aj , ooţine11 , 

Tin1.Jl4 aeaaa de !ol'l:lulele 1 

ruul t1o; 
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ooapODeat•l• aeaoriae fiind mal•• T1D1.od ••••• de fol'IIUl.•l• 

ot>ţiDea: 

11'12 a g111~12 • t>(a+t> oo■ x1)oo■ x1 • 12121 • - 11221 • 

ooapoaent•l• ••■ori•• fiiJld nule • ...... 
det(g1J(x)) • t>2 (a+b ooa x1 )

2 

Poloaind !or■ula (ll.15),reaulti 1 

s oos xl 
b(a+b ooa x1) 

Pentru orice :s ~R2. nea 

Rezult, ci curblll'a Gauss a torului este ■uimă in pW1ctele cercului 

ecuatorial x1 
s 2a .7 , 11 € Z şi ainilai in pWlctele cercului eoua

t orial x1 • (2a+l)Y, a e Z 
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Curilura C.nH a ,onlai „te ugathl pe Ha11Jlellll illter10?' 

reg111Doa Aiperbol1ol), 4••1 peatru 

12 'jj t-'3] t--
(r,r) f- (~ + 21111, r + 2all ), •~z 

Curbura Gauaa • torului eate po&it1Yt pe aeaii.llelul exte

rior (regiunea e!iptict), deci peo~ru 

Curbura Gauaa a torului ae aouleul iJI punctele cercurile~ 

x1 • ■ F + f , ■ € Z • Ana deci doua cercuri paraoolice. 
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112. BIPP§YPWID IIJ§TIII 

12.1. 11• f I O -f,,.,., o hlperauprataţl. •otla ou 

1 1J , llJltf fl '•~1tt oo.t1ole11ţi1 pr1ad fol'lle twadueutal•, aia-

bolur11• lui R1•ua d• pr1aa ti a doua apaţl. Couaidaria twaoţiil• 

def1D1h priA 

(l2.1) 
ll 

• I:: 
ial 

DiFIJIŢIJ• 1uDoţ111• a3t •• nuaeao oomponeutele tensorului 

12.2. PROPOZI!IJ. Tensorul lui 11001 este simetria, ad1ol 

12•}• DiPillITIB• O lllpersupra!aţl 

r, u-f1>1~-1 

se nwaeşte lllpersupra!aţă îinstein daol existl o tuncţie diterenţia-

~ 
.t.1 u----a 

12,~, fROPOZITI~. Orice supra!aţl t I o- e
3 

este aupra

taţă l>instei.n, 
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Ptt9R0rtt1t• 

•1212 
• 111 • "11 de,(g1J) 

1 12 ' 112 • 121 • 8Î12 • I 12112 • 

• _-_, .. 12 __ _ 
d8'(g1J) 

122 • •~12 • 1
111

1212 • 
122 11212 • "22 

det(g1J) 

11 • .5. mlQ'LI 

11 • .5.1. Conaideru eplicaţia 

t & Rll-f,,u-,f 

defilli'Gă prill 

Bate evident ol 1.lllaginea aplicaţiei t ute Ull lUperplari, 

Pelltl'U ~rice indici i,j e {1, .. ,,riJ avem 

Deoarece c~uticienţii prise1 torsae !und11111entale sint con

stanţi1reaulti ca simbolurile lui Christo!fel de pr1aa şi a doua speţ ă 

eint nule, Aceasta 1apl1ci 

Rezultă 
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Aa obţ1nllt d1101 RJt a.l.gjf I uode Â. • O • RHlll.tl ol h1perplanlll 

••t• o hiperauprataţl 11.Aat,1.n. 

11.5.2. la propuo•• al ar'tu ol h1p,ral,reh d1n apaţ11ll. 

,11011d1all (a.l)-d1aeAa1ooal aillt h1perauprat,ţ, 11nate1.A. 

11' ~l1oaţ1a 

t • a--EM..tJ\ 

det1n1tl pria 

f(x1, ••• ,x11) • ( ~ ••••• ~, r ~) , 
r +T r +T ~ 

• li • 

Wld• T2 
a L (x")2 , r • OOilat >O. Stia ol 1aaginea apl1oaţ1e1 t 

1al 

,at, at,ra sl'(de rul r) din oare sooatea polul nord. Am Thut 1D exea

plul 5.10.} ol ooet1oi,nţ11 primei ton, !Wlduentale silit 

Siaboluril• lui Christottel de speţa a doua aillt dat, d• 

\ !j \ •-l ~\:; ( ~ : xii ♦ ~ j xi -. ~ 1;1x') / 

A,vera 1 

- ijf xixk + ~j~ix f ) -

~K ţ_ 1 ~ ~1 
- l+b2 ("' f "jk - ., k .ţ ;jf ) • 
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••al.li 

1&11 

le a1o1 ollţ11lea 

e•• oe Re uatl o tuperatera eate o tupersupra!aţl 11.Datei.D. 

11}• PPIJARI conRIN!li• TRAB§POR'l' PAJULJL, 
GJODJZICJ. 

l}ol• Jb f I U-f_..-f"-1 o tupereupra!aţl fi 

• t • :s I I-f.,..,-t,1 o curbl pe hiperauprataţa f • 

11• 1 wa ciap de vectori tangenţi hipereuprateţe1 f .!.a 

anctel• ou.rbei • • ~• 1l • I -f,,.,+--1' adicl I : I-f;oo+-'1 este o 

plioaţie difu-oţiabill aattel !J:ioit l(t) e. fo(t) f , (.f) t E.l. 

rin derivarea obifnuitl a aceatu oiap de vectori, obţinea W1 ciap 

e vectori ~, de-a lungul curbei a(t) a f • x(t), e&N, ill 
dt 

eneral, AU mai eate tangot la hiperauprataţa f. Pentru• obţine= 

iap de vectori tangenţi conaiderâa proiec~ia acestui ciap de vector1 

A fiecare punct al curbei pe hiperplanul tangent la bipel'Supraf'aţl ;..:i 

cal punct • 
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lot„ 

ude 

• at• pro1eoţ1a ortogonali 4•-• lungul noraald li o :1(1;). 

piFIJITii. Ciapul de ••otor1 tangenţi 

•• nuaeete der1•ata OOYuiaptl a oiapului I(t) • 

l}.2• fBOffll'?IB. fie X I I -~-t-A un oiap de notori 

tangenţi h1per11uprat1ţei f a o- ~-M 1D punctele ourbei o • t. • x, 
~ . 

deci l(t) a I (1;) t lt (x(t)) E Tf(x(t)) f , 
X . 

unde llt a I - R ■lnt !Wloţ11 ditennţiabile pentru orioe 

lt € {1, •.. ,11 J. 
D,rhata owar1antl a oiapului' I este datl d• forllUl.a 

(l}ol) ~ • (Îlt(t) + ltjl (x(t))i1(t) xj(t))f t<x(t)) , 
dt X 

unde l~jl 111.Dt aiaboluril• lui Chzoiato!!el de speta a doua ale h1per

■uprahţ•1• 

R•■onştratie. Deri•ind 1D raport ou t, din egalitatea 

X(t) • llt(t)t lt(x(t)) 
X 

Jolos1lld !or~ulele lui Gauss 
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diA (l}.2) obţinea I 

( l}.}) 

Proieotu aoeaatt egalitate pe hiperplanul tangent şi obţi:11:11. 

pr., • j!fil • .!.lUl, • (ik(t) + 
• dt lt 

+ lfJ/ (z(t)) xitt) iJtt)) 

H•}• PROPOZITU. 111 .I,I I I - ~"~-1 doui e i apur l. d• 

notori tangenţi hip•rsuprateţei t, tJ-fM4-A ui punct.ie curbei 

a • t • % , I -f hH.-1 1}1 th z - Sz pr1aa tor:11.A !ucdlll!leot ală a 

h1persuprat,ţe1. Atunci•••• 1 

Demonstrat ie. 

h-Sz(t) (X(t), I(t)) .. h <I(t), Y(t)> .. 

:<. ~;(t), l (t)> + <I(t), 

o y { • ' , , Jl..!ill 
z ~ (t) ( ~ , I(t,y + ~ ( ~/Itt) , dt ) 
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l}.,.. DliFINITlli, Fh X a I - ~.,..( un ci mp de nctori tan

genţi b.ipersuprareţei r I l1 - fhl-t-1 iD punctele curbei ••!•XII~ ~~-1 

1 •• n11.11e şte oi mp de vectori paraleli de-a lUDgul curbei o dacă 

(1;.5) 

s, aai apune ol vectorul X(t) a, transportă prin paralelism pe curba 

o(t ) • r •x(t) • 

OBSKRVATI~. Folosind (13 .1 ) şi (l}.5) rezultă el cimpul 

1 1 I - fl\'H-1 este un ciap de vectori paraleli de-a lungul curbei 

o & r • X daol 

icuaţiil• (13.&) se numesc ecuaţiile transportului paralel. 

1;.5. PROPOZITIK Fie ! 1 u-~-1 o hiporsuprafaţă şi fie 

I, I I I -E:/\, .+,1 două o impuri de vectori parale li de-a lrmgul curbei 

( 13. ? ) 'x(t) (X(t), l(t)) = OOilst , 

Demonstraţie . Deoarece I şi I s iDt cimpuri d3 vectori 

paraleli de- a l u.ugul cur bei c = fo x , avem 

Y.llil ,.· llill = o 
dt dt 

Din (l,. 4) şi (13,8) obţinem 

d cit gx(t) (X(t), Y(t)) "O , 

adică Sx(t) (I(t) , Y(t)) = const. 

- OBSliRVATI~. For uula (13 , ?) ne arată că dacă X,Y 

sint doua cîcpuri de ve ctori paraleli de-a lungul curbei 

c ! • x atu.oei ; 
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i) < 1( t) , l( t) ::> • oon•tct , ( f) t fi I 

11) 11( t) I • 0011•tct , I Y( t) I • 00119tci , (f)ţ e I 

Din aceastl ob•erYaţi• re1ulU ci 1ntr-UI1 ţranspor\ paralel lungi.mea 
' unui yector „ pletrear;l. De He■e11ea, ruuHl oi IIPSb1Yl • doi yectori 

pe pletreazl prin yapsportul paralel al Yector1lor. 

13.6. TEOREJU <teorema $raneportu1u1 paralel). Pi• t , u-f,,.H 

o hiperaupratatl ei o(t) • t-ir;Ct). 't~(t
0

, t 1] o ou.rbl pe t, Atunci1 

1) pentru ori oe 1 0 ~ T c( t )t există un singur ci■p de yectori 
o 

paraleli X( t, 1 0), t
0 

~ t ( t 1 de-a lungul curbei o ou 1( t 0 , 1
0

) • X0 
11) aplioat1a 

I o I f o( t ) t - 'o( t ) t 
o l 

det1nUl prip 

este un izomorfism liniar pi o izometrie in raport ou produsul scalar 

introdus de prima forml ţupduentall. 

DellOpstratie 1) Cimpul de yectori l(t) • 1 1(t)t 1(x(t)) de-a 
X 

lungul curbei o( t) • t o x( t) este un cillp paralel dacl 

<•> ik(t) + I ~j j(x(t)) 1i(t):ri(t) • O , kE.{l, ••• ,11} 
Pentru obţinerea afirmaţiei 1) este suficient să aplicb teorema de 
enstenţl şi unicitate a soluţiei sistemului liniar de ecuaţii diferen
ţiale C•l. Soluţia sistemului C•l determinată prin condiţia iniţială 
l(t

0
) • 1

0 
n !1 notată prin l(t, 1

0
), t

0
:;; t ~ t 1 • 

ii) Deoarece sistemul de ecuaţii diferenţiale C•l este liniar 
şi la condiţii iniţiale date, soluţia este unică, obţinem 

X(t, aXO + bYO) • aX(t, Xo) + bl(t, Yo) (\l')a,b E B , t <i.fto• t1J , 

Rezultă 

ll
0
(al

0 
+ bî0) • a li 

0
(1

0
) + b !I c(Y

0
)
1 

• a,b €.li 

adică aplicaţia li ceste liniară. 

!inind 8881118 de rezultatul de la lJ,5, ayem 

'x(t)(l(t, lo), l(t, lo)) • 'x(to/Io' Io) 

pentru orice te: [t
0

, t 1J. In particular, pentru t • tl' obţinem 
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Ix(, )eqoei.>. •oei.» • lze, )ex •• x.> t 
l o 

oooa oe ao vaU ol I 
O 

Hh o iaoaouio 1D raport n produaul aoalc 

1atro4ua ,o pr1.M tol'III tadaMDtall I a hiporaupratoţoi. 

Ia plu, 41a .ittaa ocalUato ot»ţiao■ 1
0
ex

0
) • O ..,. X

0 
• o, 

MJ.ol aplicaţia 1
0 

oato b,1oot1YI. ID 4of1Dit1Y an■ o b,1ooţ1o 11Jl1arl 

Io I 'o(t )f - 'o(t )f o 1 
lauo tod apaţ11 notorialo 4o aooo&fi 41aouiUDo n. iosulU ol H0 
oato iaoaorfia 4• 1paţ11 yootorialo. 

13.7. PEICPLI. 11• a1 fi a2 oolo d.0111 ta■ilii d.o gooratoare 

NClil.1JL11 alt paraboloi4ul1&1 hiportolio 4o ecuaţie 

u+-i..+- 2u.3 
• • 

Io propu.o■ al 4obr■1.DI■ d.roptolo d.ia a1 (i€{l,2j) ou pro-

priobha ol 4o-a lwigu.l lor nraor11 d.roptolor 41a Gj(~E:{1,2}, j,'i) 

•• v1111apor'1 pr!JI paralolie■~ -~-

s,1.a ol pca\oloid.ul hiportolio oato o 1upra.taţl riglau. 

Jl:al-~.-1 ,a: ~ 2 Daol J10'1a I tt'" , • + \ • 2x , a't\moi &TOIU, 

Pra uraaro, paratoloid.ul apare O& 111ag1Doa aplioaţ1e1 

! , 1R2 -f; 
d.ot1.Jl1 '1 pri.Di 

e1.3.9) 

Dooareo• parametrii x3- ,1 x2 apar UJliar, d.roptelo oe genoroaal 

auprataţa ■1Jit1 
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d 1(t) • (u1 + at,-bs1+bt, 2X11i) • d 1. f.s1, :1 111-: ( .1 1,t ) 
:I .I 

Calculu ooef1o1enţ11 pr1ae1 fora• twlduiental•• Puliru orice .1 • 

• (:11 ,:12) ~&2 ....... 1 

t:11(:1) • (a,-b,2:12) 1 fs2(s) • (a,b,2:11 ) 

111<:1) • •2 + b2 + 4(:12)2 • 112<:1) • 121<:1) • a2-b2+4.1l:12 

lie x1 fixat, deci u !ixat o dreapti dx-1 E. G1 , Stia câ 

d 1 " d 2 ~ !zi , oricare ar fi d 2 € G2 , 
X X X 

l 2 1 2 l 2 dl() d 2 s (u ♦U • - bx +bx , 2x x) 
:I :I 

Cimpul de versori ai dreplielor din G2 este 

Observăm că avem 1 

f 1(x) 
.I 
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Daol puea l(x2) • r(x2)t 1{x) , atuci 
X 

Pe dl'eapta d 1 lllla ca paraaetru pe x2 • Tinind Ha■a de .ecuaţiile 
X 

truaportului paralel ruultl ol oiapul X H traneporta. prin parai.

lin de-a lungul curbei d 1 dacl ,1 nuaai daol oricare ar ti x2 
4s'. ~, 

X 

(l:;.lo) · 

und• \fJ I eint eiaboluril• lui Christotfel de speţa a doua ale suprafe

ţei (l}.9). Deoarece 

if(x2) • O , ~(x2 ) • l , X1(x2 ) ~ O, x2(x2) a O 

du (l}.lo) obţinea 1 

C al c ulă& eiaboluril• lui Cbrietoffel de speţa a doua jf2 1 t1 I f2 j 
J. v ea 1 

\ 
l I (xl ,:12) .. __ ...._ __ L" x2 ( a2+b2 ) _ 
12 det(g1J(x)) 

- 4x1 (a2-b2) ] > 

Rezultă că eimpul l este un oimp paralel•de-a lungul curbei d 1 
X 

dacă şi ou.mai dac ă pentru orice x2 e: IR avea 1 
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+ x2ca2+b2) - xl(a2-b2) • 0 
~t(s1/x)) 

{ 

-JC2 

sl(a2+b2) - s2(a2-b2) • O 

D• aioi obţinea a• b, x1 • 0. Reaulta ot p&l'aboloidul lup•rbolic 

eate eohilater. Kai reau.J.ti ot dl'eapta oăutati eete priai bisectoare 

a planului 111 O u2 

• l•ll2 ~ ■ 0 ,r 

Analog obţinea a doua lliaeotoare a pluului '1110 112 1 

al: •U2 ' ~ • O 

l}.8. Dil'I!fITII. 11e o • t • s I I -e.,,.HA o cubl regulAti 

pe lupersuprataţa t I U--rf"'1-t>I" Pruupune11 el crarca • ••h cano.:>.ic pe

raaetrizatl. Curoa o •• nuaeşt• geodezioJ a b1persupra!eţe1 daci 

oi■pul Yeotor\al tangent o(a) ••t• par•l•l, deci daci 

~!W. o 
da 

1}•9• OBŞBRV!Tli• Deoarece a~•• 0(1) • x1(e) t 1(x(e) ) , 
,: 

ecuaţia precedentl •• ecrie 1 

(l}.12) 

icuaţiile (l}.12) •• nwaeac ecuaţiile di!erenţiale ale geOdeii celor 

hipersupra!eţei, 

Deoarece ■iabolur1le lui Chriaţottel de apeţa a doua a1ni !nYa

r1anţ1 1ntr1Jleec1, rezulii ci geodezicele unei hiperaupra!eţe aparţin 

geometriei iJltrinseci a llipereuprat•ţe1. 

1).10. JU.El(!'LK. 13.10.1. Geodez1eele hiperplanului. le propune• 

el deter■inh geodes1cele b.iper■upra!eţei 

t, 1aa.,..._,, EMt1, t(x1, ••• ,~) • (xi, •••• ~. aix1 •li)• 
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(f) 1,J E {1, ••• ,n j, rezultl l}kl • o. Poloailld aceasta, ecuaţiile dife

renţiale ale geodeaioelor deYill 

(l}.12') 

Ruultl oi geodeaicele hiperplanului aint ourllele o • t • J: definite 

prin 
l l n n 1 Bi ) o(a) s f • J:(a) • (A a + B , ••• ,A a+B ,1a1A +a1 +b 

şi deoi geodezioele hiperplaoului sint drepte. 

l}.10.2. Consideri.ia aplioaţia 

f I R2-f'} 

ddiniU prin 

( l}• l}) 

Deoarece aatrioea 

ere rllDgul 

• 
(

-a Osin J:l 
J t<J:) 

doi, rezultă ,că f este 

a oos J:l 

o 

suprs.!aţl„ Se observi!. 

ol iaaginea aplioaţiei t este cilindrul de eouaţie 

x2 + y2 ... 2 
I 

cu u.şurinţi. 

avind curba directoare UD caro situat; 1n plaoul XOY şi generatoarele 

paralele ou axa OZ • 

.A.Vili 

t 1(x) =(-asin x1 , a ooa x1 , O 
X 

o 1 ) 
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Si■boluril• lui Cb.ristoffel d• speţa a doua 11.Dt date de !;11:\ •O, 

oloailld aoeuta 1 eouaţiile diferenţiale 

it(a) • O 

D• aici obţinea zlt{a) a alta+ ~li: , unda 

dedcele o111ndrulu1 si.Dt curbele o = t • z , . definite priJI 

1(a) • (a ooa(a1a + b1) , a a1n(a1a+b1) ,a21 + b2 J. 

ist• uşor de vhut al ac9ete curbe si.Dt elice (dacă a 1 I v şi a
2 I c: , 

cercuri (dacă al I O şi a2 
• O) sau drepte (dacă a1 • O şi a2 I c ;. 

13.11. QBSJRVATii. 1oraa (3.12) a ecuaţii»rgeodezicelor nu 

•• plstreul la o . schillbare de parametru. In adevăr, atectutnd scbiaba-

rea de para■etru •• q'(t) cu C/11 JO, avea 1 

Ruultl 

finind seama de (13,13)1 ecuaţ1ile (l},12) devin 

1
1 I dxj dxlt 'f

6 
dx i 

j Ir. oX ifr dt a 'f dt 

Bate uşor de văzut el forma ecuaţiile geodezicelor 1e pă~treaz& dacă 

şi DWllai daci 'f" a O, deci daci şi n111Aai dacă se e!ectuea::ă achiabAri 

a!ine4e parametru , adică de forma 

a "' at + b , 

unde a şi b aînt constanta şi a J O , 

l},12, OBSBRVATIE, Fie o „ f • x I I -fM.r;f o curbă regu

lată pe hipersuprafaţa f I u- f /\'11-A, Presupune■ că curba c nu 

asta canoaio para.matrizatA, Atunci se spune cA curba c ,sta geo.!ezică 

Vc(t} c·( .. ) a hipersuprafeţei daca vectorii dt şi „ siot coliniari , 

( V:) t E. I, 
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PrlA 'IU'aU. • 11t1 g1od1s1ol daol ,1 A\1111.1 dacl 1x11tl o tunoţi• 

dUenaţ1a1>1ll 

.il a I -11 

a■ttel 1Ao11 

li.Ul • :A.O) iCt) 
o 

t1AiA4 aeaaa 4• eca11tat1a o(t} • i 1Ct) t 1Cx(I}), 
X 

dia (l}.15} ooţ1A1a 

(l}ol6} ik(ţ} + 1t~1 (x(t}) x1(t) x~(t) • .:t xk(I} 

•• arita ol. pr1Atr-o eob.J.abue oonnnabill de paru,tn pe ourtil, 

1ouaţ11l1 (l}ol6} .oapltl foraa (l}ol2). I.li. ad1Yâr 1 prin aotuabuea 

de paru,tru a• 'f(t) , 'f1J O, ecuaţiile (l},16) •• tranetol'lll 

2 1 Ii ~ k '-. 'f '- q 1 ~ 
~ • Jk l•ll: O. fF • 'f'2 O. 

Deo1 p1zatr11 a obţ1ne result;atu.l dorit •~u.Dg• al lula :A. 'f'- r.p' a O 

D• a1o1 resu.l tl 

1aad1 C ,1 c1 11.Dt oanata.11.te de 1ntegrar,. Prin uraar, ecuaţiil 

(l}.16) oapltl toraa (l}ol2) daol taoea achillbarea de parllllletru 

• • c J ,S.t(t)dt dt • el 

o, a1o1 •• ·••d• ol puaaetrul 1 ••t• de!i.D1t pi.ni la o trane!ora 

1t.1JiA 01 •l •• nuaeot• youl ati~ •l 6eodez1ce1, 

11,r;itiu. Sl ee determine geodezicele unei suprafeţe do ro 

ţ$1 (a •• nd•• l14) P• 276). 

geodnicl 

l},l}• PROPOZITli, 11• t I U -- E°~-t ,1 o nipereupra!aţâ, 

l 0 €'!t{x )r • Pentru f: eut1.oient d• a1o, ex1.etA o sl...:l 
o 
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• ' <- f., t> -an+l ' 

•<•> • t•z<•> l•l<f. 

Dpaogvati•• So apllol ioorou 4o oxi•ioaţl ti aic1'1oate a 

oluţ1o1 au1 •1•iea 4e eouaţ11 41terenţiale, la •1•t•aul 4• ecuaţii 

torenţial• (lJ.12) ale ·g•od•aioelo~ hiperaup~at•ţ•i, ou coJM!iţ111• 

l.Jliţiale 

f 14. SUPRAPB!B ll SP.&TIUI, BUOLIDiil TRIDDIB•SIOJ.AL f?, 

14.1. ieperul lui I>arboux. 11• O o mulţime clHchiol 1n ~ 

11 x I I c ll - O o ourlll plani. 11• t I U - f ~ o aupra!aţl fi 

c• foXI at.Ic:i -c(a)tâf3, ijc(a)f• l, ('\J)afiI 

1 curbi truatl pe euprataţl. Inir-un punci oarecare o(e) al curbei 

ionsiclerla uai nctor1 w1 iar1 ,1 anuaa1 

- vectorul UDiiar tangeni •1<•> • o(e) , 

- veciorul uniiar •<•> • • •x(s) nor-1 la auprataţl 

- vectorul w:utar nO.t"aal 

.r,.... I 
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DEYIJI!ll. Reptrul \_ •1 ( ■), •<•>, •<•> ! I! JlWlflţf reper Darbog. 

u.2. Porau,lell 1u1 Darbog. 

PB0P0ZITIB. l.11 t I U ~ f3 o 1upraţaţl 11 !11 

o " t • li 1 ■ e: I -- o(e) a !(ll1(e) ,ll2 ( ■)) E f~ 
o curbi paraaetrhati. canonic trasatl. pe suprafaţa f • Pie { e1 (s_) ,e(s), 

J{e)} r1p1nu. Darbou. illtr-un punct oarecare o(s) al clll'bei. 

Atunci •••• tor■ulel• lui Darboux 

{14,l) 

JlWI 

(1'1 ,6) 

'(■) • - 11( ■)11 (1) - ♦ t1(1)B( ■) 

i(a) • - ',r(1)11( ■ ) - Tg(e)1(1) 

I tj j<x(a) H:1ca):ij(s) )t lt(x(a)) > 
li 

Su (ll (s)) i i (s) '21 ( ll(I) )i1c. j 
hn( x( s) )ilt(s) h.21t ( ll ( s ) )i~I) 

Q!!.2.J:!..etraţie, Deoarece vectorii N(s), e1 ( e) şi a( e) sl.nt 

unitari şi ort ogonali doi cite doi, ave~ 1 

,. e(s) :"-lf(e) , <N(s), N(s)> = <e1(e), e
1
(s)> = 

=<•(s), e(s)>= l, <N(s), e 1(s)> = <e1(e), e(o)> = 

= <e(e), N(e) > = O 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



25.) 

<•1<1), , 1(1) > •<l{1),Î{1)) • <1(1),e(1) > • O 

<N(1), i 1(1) > • (Î(1), e 1(1)> • O , <11(1), t(1)> ţ 

♦ <•1<1), 1(1)>• O t <•<•>. Î(1)> +<i(1), 11(~)>• O 

xpriala notorii •1<1) , e(a) ,1 i(1) 1D basa {•1C1),1(1),J(1) J 1 

e(a} • "2(a)e1(1) • b2(1)1(a) + e2(1)•(1) 

Î(1) • a3(1)e1(1) + b3(1)1(1) + o3(1)X(1) 

Du (14-.?) obţinea 

•1<1) •<•1<1), •1<•>> ' 9.2(s) • <•1<1),,(1)')' 

•,Ca) • <•1<•>, !(a)> ' 

bl(1) •<e(a),il(a)> 

b},(1) "<•Ca), i(a)> 

c1 (a,) .-<J;(s)., -i_(a) > • 02'11) • <.J(a), .Ca );, , 

°'2 + ~'"' a, .. Daci. not"ăa Cg • Pl • -~ 1, -'i!i s o1 • -a3 , '?g '" o2 • 

a - b
3 

, &tune!. di.n tormul8'lel (14.7} ob>~in•• torwuble (l.'hl), (14.2) 

ş1 (l~.3). Să stabilill irl continua.re relaţiile (l'-1-. 4), (14.5 ) şi (14.6). 

Din (14.~) re&ultl 

Kg ( a) ".:::.e(a), e1;(s)> ",a(s), h<c(5)j) : 

~ <0(1) , h,<:i:1cs)t i(i:(11)))>• 
]: 

:<;e(a), i 1(e)f 1(x(a)) + ii(a)t i /x(e))iJ(s)> 
J: J: X 
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,1 toloaiAd toraulele lui Gauss 

t xix;j • I ~ăl \1t • b.1;i1f ' 

obţinea (14.4) • 

Din relaţia (14.}) rezultă 1 

ln plus avea 1 

,. · 1 <t 1(x(s)) x t 2(x(s)),N(s)> 

f det ig1j(x(s))I x x 

Dacă notu D(s) = det I gij(x(s)) r , din (14,}') şi (14.8) rezultă 1 

Tg(s) = fnz;r<e 1(s) tN(s),N(s)>(t 1 (x(s)) • t 2 (x(s)),N(s):>~ 
X X 

efc s) ~(s) ef(s) t\ (x(s)) t\(x(s)) N1(s) 
X X 

1 N1( s) N2(s) N-'(s) t\(x(s)) r22 (x(s)) N2 (s) 
"--{D(s) X X 

N1(s) il2Cs) N-'Cs) t\ (x(s)) t\(x(s)) N-'(s) 
X X 

<e1(s),t 1(x(s)).><e1(s),f 2 (x(s))><e1(s),N(s)> 
X X 

"jil~<1 <N(s),tx1(x(s)))(N(s),tx2(x(s)) ><N(s),N(s) > 

(N(s),t 1(x(s))>(N(s),f 2(x(s))>(N(s),N(s)) 
X X 

(o(s), t 1<:x(e))> <o(s), t 2<x(e)) > O 
X X 

= _l_ 

~ 
o o l 

(N(s) , r 1Cx(e))>(N(ei, r 2(x(s)) )> O 
X X 

= 
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(:i1(s)t' i(x(e)), 
X 

r 1(x(,)))(i1(,) 
X 

r 1Cx(1)) , 
X 

t z( x ( ■ )> 
X 

-1 ::: 

,/D(a) 
(iJ(,)B j(x(a)), t l (x(a)))<x.l(,)N ( :X( I) I !(x( a))) 

X X 

Aa obţinut deci !ormula (14,5), Sl stabilim aewa formula ( 14,6), Din 

(14,l) obţinem 1 

:<.N(s), it(s)!xlt(x(s)) + i:1cs))xj(s)( f~j/ 
+ â 1j(x(a))N(s)) > a h1/x(a))i:1ca)ij(a) 

(x(s )) ! k(x(a )) • 
X 

14,,, DSFINITIE, ConaiderW?t !uncţiile Ig• Tg • ~:! - R 

definite prin formulele (11, ,4), (14,5) şi (14 ,6), Ig(s), T
5

(a) -~ 1N ( s ) 

se numesc respectiv, curbura geodezică, torsiunea geode z i c:ă şi .~:i:-oul"a 

n ormală ale curbei c în punctul c(s ) , 

14,4, DE'FINITIS, Se numesc linii de curbură ale s:1pra:·e1;u 

curbele de pe suprafaţă cu proprietatea că i n orice punct al lor torsi 

unea geod e zică este nulă, 

OBSBRVATIB, Tinînd seama de (14, 5) obţ_n em ecuaţia diferen

ţială a lini i lor de curbură 

: o 
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14•5• }'!l0P0Zlfli. Considera:a o suprafaţă de rotaţi, 1 

Daol t ou ar, pu.oct, oabilioah I atunci liniile d• curbură siDt 

curbele coordonate ale suprat,ţ,1. 

Dtaonstrat1,. fOtl toloai ecuaţia di!eNnţiall (14.5') a 11-

aillor de curburA ale 1U111 suprat,ţ,. In cazul nostru ecuaţia (14.5') 

de'f1DI 

~(x(s)) 

D,oarec, suprafaţa dati DU are pu.octe omb111cale
1
din (14.5") obţinea 

curbele x1 • k1 (sconst.), x2 • k2 (sconst). Prin urmare liniile de 

curbura eint curbele coordonate ale s~pra!eţei. 

14.&, PROPOZJT!i. 11e t I U- f, o suprafaţa şi !ie 

c ■ t • x I I - f, o curbl traeatâ pe suprafaţa t • Presupunem că 

curba c eate in poziţie generala. Uraătoarele a!iraaţ11 sint echiva

~ I 

(1) c este geodezica. 

(11) Curbura geodezica in fiecare punct al ~urbei este nulă. 

(111) Noraala principală in orice punct al curbei c coin-

oidft ou nor~ala la supra.faţă in acel punct. 

(iv) Planul oecul ator într-un p11Dct oarecare al curbei este 

perpendicular pe planul tangent la suprafaţă 1n acel punct. 

Demopetratie. (1) - (11) Sti11 ca 1 

Kg<s) ,. <e(e),(ilc(a) + I ~j I (x(e))x1 (s):icj(s))! k(x(e))> 
X 

şi este evidwnt câ dacă curba ceste geodezică atu.oei Kg(e); O, 

oricare ar fi a €.l • 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



257 

{11) -.,.(1) Deoarece <.e(a),N(s)>• O, ruult6.cl 

e(e) E ft(x{a))t • 

Di.D egal1tlţ1le t 

<•<•>,,1<,>> .. o ,<•<s>,,i1c<s>•ltJl<>:<•»xi.cx>iJc.>>tx1c<x<•>» 
• o . 

Reaulti. ol exiatl o funcţie i I I -fl aattel illoit 1 

(ilt{a) + ltJl(:x(a))i1(s)iJ(s))t lt(x(a)) • q(a)e1(1) 
X 

Din egalitatea fte1 (1) I • 1 , (,i) a E: I , obţine■ a 

.lVH I <,el(a), el(a)> •<.11(1), 0(1)> •<•1(a),ilt(a)t lt(x(a)) ♦ 
X 

+ i 1(a)xJ(a) I~/ (x(a))t xlt(x(a)) + :i1(a)iJ(a)h1ix(a) )ll(a) > ,. 

• <11(a),(ilt(a) +/t.,/<x(a))i1(s)iJ(a))t lt(x(a))> • 
X 

.la obţinut<a1(a),e 1(a)>• q(1) oricare ar t1 aE:I • 

loloaind formula (14.9) ruulti q(a) • o, oricare ar t1 aer , adiei 

ilt(a) + l~JICx(a))i1(a)iJ(a) • 01 

ee1a 01 n1 aratl ol curba o eate geod1&icl. 

(11)-. (111) Din x,(a) • O pentru orice a e.I obţineai 

e1(1) • "iit(a)ll(a) 

şi folosind pri.aia formulă Prenet
1
rezultl 11(1)12(,) • 't,(a)N(s) , 

adio4 (111) • 

(111).,._ (11) Decarece nor11ala pr1ne1pall ui orice pu:iet 

al curbei c coincide ou normala la auprataţâ,rezultl ci. exiatl c 

funcţie a I I- R aattel uicit , 2 ( a) • a(a)lf( a) fi folosind pr-1.■ a 

for■ull a lui lren1t obţinea 
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wid• '1_(s) est• curbura curbei o. Inaulţind scalar ultillla egalitate 

ou e(a) obţinH <e1(a),e(a) > • O • adiol lg(a) • O oricare u t1 

• ~I fi deci curba o este geodesică. 

(111) +. (h) ln'ident • 

14.7.1. le propunea aă detarainh geodezicele suprafeţei, 

12 7°F 12 l 2 l 2 t 1 (x ,x )E(- 1· •~ ) ll I! - t(x ,x ) • (oosx cou ,ooax si.mt • 

ain x 1)E f, 

late u.tor de Thut el imaginea aylicaţiei t este sfera 

unitate s2 din f ~ din care aooat ~ polul nord şi polul aud. Vrea 

să deterainq curbele 

oare au proprietatea oă normala principală coincide cu normala la 

eupra!aţl. Avea 1 

• - t(x) 

Ruultă N(e) • N•:r(e) .. -t•x( .) • - 'l( e •• Notăm e 1(s) = 0(11). 

Din pri.Qa tor:null Fren< · to :i.ultă că V G -•l 'Ul normal pr incipal este 

coliniar ou vectorul e1 (e) . 1n definitiv vrem să determinăll curbele 

c(e) " t • x(s) care au proprietataa că vectorii e1 (s) şi c(e) sint 

coliniari oricare ar fi a el , adică există o funcţie diterenţiabilă 

q I I -(R 

lnmulţind nctor1al cu c(s)
1 
obţine;u 1 
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aau 

o(a) a.ci(s) • o 

Ultillla egalitate ae scrie ~c(s) .11 ci(s)) • O sau o(s) Jt c(ă) • v , 

unde v este un vector constant. Rezultă că vectorul o(s) (cu ori

ginea in O) este perpendicular pe un vector constant Y oricare ar t1 

a eI. Aceasta ne arată că extremitatea vectorului c(s) descrie un 

cerc mare aau un arc de cerc 

mare. Prin urmare, geodez!-

c ele sferei aint cercuri mari. 

14.7.2. Pe sfera unitate s2 din f~ se consideră un tri

unghi curbiliniu ABC, ale cărui laturi sint arce de cercuri mari, Vom 

arăta că prin transport paralel de-a lungul laturilor triunghiului geo

dezic ABC, orice vector tangent la s2 se roteşte cu un unghi egal cu 

A 1- B 1- C - F = aria triunghiului ABC , unde A,B,C sint unghiurile 

triunghiului sferic ABC • 

.Fie v un vector tangent in punctul A la sfera unitate s2 

din f?> • 
Transportăm prin paralelism vectorul 

v de-a lungul arcului de cerc mare AC, şi obţinem in C un vector pe 

care-l notăm Vc• 

Transportăm prin paralalia~ vecto~ul vc do-a lungul arcului 

de cerc maro CB şi obţinem în B un vector pe care-l notăm vB' 

Transportăm prin paraleliSJI vect orul v8 de-a lungul arcu

lui de cerc mare BA şi obţinem in A un vector pe care-l notă~ VA, 

2 Fie t 1€.TAS vectorul tangent în A la geodezica AC, Tran-

sportăm vectorul t 1 prin paralelism de-a lungul arcului de geodeeică 

AC şi ".lbţinem vectorul t 1 e: Tcs2 tangent io punctul C la geodezica 
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AC. 11e t 2 E:Tcfl- (resp. t.
3

ETBs2) vect„rul tangent la geodezica CB 

(r••P• BA). Transportă.li prin paralelism Yaotorul t 2 (resp. t 3) d•-• 

lungul ucului de 1eodezică CB (rup.BA) ş1 cbţinal!l nctorul 

t 2 ~TBs2 (rup. t 3 E-TAs2) tangent 1n punctul B (resp. A) la geodezica 

CB (rup. Ci) • 

Daol notla u .. ~(tl'v) "4 Cti,vc) , atunci avem 1 

i:,(t2 ,vc> .. ~(t2 ,t~) + .ţ. (ti,ve> "' - (.T- c) + u „ 

I 
4Cv8 ,t

3
) ., 4<vB,t2 ) +.ţ.(t,2 ,t3 ) "(T- u - c) + (î"-B) = 

„ 2 Y- B_ - c - u " ,ţ(v,ptV 

.ţ (YA,tl) c4(v.4,t;> + .ţ. (t3,t1) = (2$°-B - C - u) + 

+ ( F - J.) • } .F - A - B - C - u 

Deoarece ave■ 

rezultă 

şi deci 

~ (v,v .l) s 1 + B + C - .T. 

s• demonstrb aoua el aria tr ABC"' A+ B + C - .fT. 

fie .l' simetricul lui A !aţl de centrul sferei, Notb 

SA= aria ABA'eA. Analog notăm 5s şi Se• Reta olar oă SA= 2A (de

oarece sfera unitate are aria 4 ii şi poate fi considerată corespunzînd 

1.:nghiului 2 Îintre două careuri mari), 

Avem 

SA ♦ 5B + Se = 2(A + B + C) 

4 57 + 4 aria tr ABC = 4(A + B • C) 
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Ruultl 1 

aria tr • .lBC „ A ♦ B ♦ C - ff 

14.8. PROPOZITU, Jie ! 1 o- f, o saprafa,;ă y1 !ie 

o curbă pe ! • Curba c este linia asimptotică a aupra!dţei dacă ş~ 

numai dacă curbura normală a curbei c oa anulează ui fiecare pu.oc~ 

al curbei. 

Demonstratia, Sa folosesc relaţiile (14,6) şi (6, 8) 

14.9. PROPOZITIE. Fie f I U - E3 o supra!aţă 

1) Dacă o 3eodezică este linie de curbură, a.unei ~• as~ e 

curbă plană. 

11) Dacă o geodezică este linie a3imptotica , a~u.oci ea 

este dreaptă. 

Demonatratie, Fie {a1(s), e(e), N(s) f reperul lui Darbol...11, 

Vom folosi formulele lui Darbow: 1 

e(s) 

.N( s) 

1) Deoarece 

Kg(s)e1(s) ♦ Tg(a)N(s) 

Ki.(s)e 1(s) - Tg(s)e(s) 

din a doua formulă a lui DarbOIU rezultă 

De oarece c ( s) 

ob"ţinem 1 

sau 

( x(s ) ,y( s ) , z( s), , 
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oeea oe ne arati oi ourba o este curbi planl. 

11) Din pri.Ila !ormuli a lui Darb01u rezultă e 1(s) = a 

(socnst.)
1 

deci o(s) • u + b (b z const.), ceea ce ne aratl ol curba 

o est• o dreaptl. 

1~.10 • .la definit mai înainte curbura normali 1M(s) a unei 

curbe paruetr1zate canonic o(s) = t • x(s) prin forlll\lla 

Daci oonaideră& curba o parametr1zati arbitrar, atunci avem 

h~j(x(t)) i 1(t)ij(t) 

s1J(x(t)) i 1(t)iJ(t) 

Ulti.aa egalitate ■ ai poate !1 scrisă sub tor11a 

Ilx(ţ)(c(t),O(t)) 
1N(t) z 

Ix(t)(o(t),c(t)) 

unde o(t) a :i:1ct)tx1(x(t)) €Tt•x(t) t. 

PiiDd dat un punct pe suprafaţă, prin aoest punct trec o in!in1tate 

de curbe situate pe suprafaţă. Fiecărei ast!el de curbei se ataşeazl 

o curbură normala, deci unui punct de pe suprafaţă i se ataşează o in

finitate de curburi normale. Vom arăta că mulţimea acestor nUD1ere es~e 

mărginita superior şi inferior. 

Mai intii aminti.li !aptul că fiind dat un vector nenul 

le Tf(x)! , exista o curbâ trasată pe suprafaţă care trece prin punctul 

f(x) şi care este tangentă vectorului l • 
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DiFINITii. Fie ! I U - f, o suprafa;ă, Uo ve c tor neoul 

I ET!(x)! H 11W1eşte vector principal al eupra!e~ei in pWJctul ! ( x) 

dacâ reprezinti o valoare et&ţio11arâ a !uno ţiei 

definita prin 

llluaărul real f (Y) se 0W11eşte curbura 11ormala a eupra!etei izl punctul 

!(x) dupi direcţia vectorului Y , 

14.11, PROPOZITii(RODRIGUBZ), Fie f I U -€3 o supra

faţă şi !ie I e: Tr(x)ft I I- o. 

Următoarele afirmaţii eînt tchlvalente 1 

(1) l este vector principal al suprafeţei in punctul r(x), 

{ii) I este nctor propriu al aplicaţiei liniare L.,, a lui 

Weingarten. 

Deiaonetratie, (1 ) - (ii), Fie Y1 şi I 2 compooeotele 

u.nui vector Y E Tr(x)r relative la baza canonică f tx1(x),\2 (x) J 
a spaţiului tangent Tr{x)! 

Avem 

(14, lo) 

Condiţiile de staţionaritate care de!ioesc un vector principal 
M/tiu-

(14,11) ~X)= O, 
ar 

.g (X) : O 
dY 

Tinind seama de (14,lo) condiţiile (14,ll) se scriu 

X~ 
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(h11 (x)I1 + h12(x)l2 ) Ix(l,I) z 

• (s11(x)I1 
+ s12(x)X2)IIx(I,I) 

(~1(x)l1 
+ ~ 2(x)I2 ) Ix(I,l) • 

l 2 • (s21(x)I + g22 (x)X )IIx(I,X) 

Ultimele egalitaţi pot !1 sorise sub !orma 

(14,12) ~(z)l1 Ix(X,l) = gk1(x)I1IIx(X,X) , 

unde lt e {1,2 J • 

ecuaţiile (14,12) devill 

şi ţinind seama de !aptul oa I este vector principal, obţinem 

llx(! lt(x),X)" Ix(! lt(x), X) Î(X), 1t~q1,2 J 
X Jr: 

sau 

Daeâ ÎWllulţim (14,l~) cu eKj(x)! j(::ir:) şl sumăm, ohţinem 
X 

ll{(x) ! /x)X1 = ţ (X)X 
Jr: 

sau 

(14 ,l'+) 
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D1n (l4.l4) vedea că l este vector p ropr i u al aplicaţiei le1ngazwteo 

(H) - (i ) , Din (14,14) a, obţ1.At UljOr (l4,13), 'Di.A 

(H.l3) rnuHa 

In particular, pentru î • 1, din (14,l;) rezulta 

(l4,l6) î (l.) • 
IIX(l. 11) 

:::x(l,l) 

Din (14,15) 91 (14.16) obţin•a 

In particular, pentru I•! k(x ) , unde k el1,2}1din (14,17) se 
X 

obţine (14,12'), oeea ce reprezintă toceai ( 14 ,11), Prin urmare I 

aate vector pr1.Acipal al suprafeţei în punctul !(x), 

14,12, OBSERVATIA, Este uşor de văzut că curburile normale 

corespunzătoare vectorilor principali s int curburi pr~cipal e ale su

prafeţei, 

14.13, OBSERVATIR. Din (14,4) vedem el curbura geodezici a 

unei curbe pe o eupra!aţl !ace parte din geometria intrinaecl a aupra

teţei, Din (14,6) vedem el curbura normală a unei curbe pe o 1upra.!aţl 

nu tace parte din geometria intrinsecă a suprafeţei. 

14,14, EXERCIŢIU, Sl se demonstreze el dac! o lillle asup

tot.icl a unei suprafeţe este linie de curburi a t •inci ea este d.reaptl. 

DIDICATIE, Se foloseşte a treia !or mull • lui Darboux. 
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t 15. TEQRBJU PU1IDAKEWTALJ A TEORIEI 

IIIPKRSUPRAPETELOR (BOINET} 

15.0. Aa dsut ol f'11nd datl o hipersuprafaţl f' t U -fMH , 

p.i~a uooia ace■tei hipersuprafaţe tunoţ11le dif'erenţ1ab1le 

gij , I.I - 8 <ctJ • ooetlo1enţ11 pri.ai toru f'UDdamenble), 

h. 1 U -•(li...• ooef'io1enţ11 celei de-a doua forme f'Ulld-entale) .. -~ 

ş1 t"-4 ace■te f-ţJ.1 TerJ.ticl ecueţille Gauss 

o' s cuaţUle CNus1-llainad1 

~ Ir I ahilt Ir I ~ ♦ 1J ~Ic - ;;r ♦ 11c ~j 

vude I L I (reepecth &1Jlr:f) •int ■1.abolurile lui Chriatof'f'el de speţa 

doua (re■pecttT ■illbolur1l.e lui RiellllZlll de prillla speţl) OOZ1Stru1te cu 

~J utorul lui &tJ • 
15.l • .la risut ol ecuaţiile lui Gauss şi ecuaţiile Codazzi

ţialDard..1 ■int ech1Yalente ou condiţiile de integrabilitate pentru 

si.ateau 4e ecuaţii 

.&oare aatur _...,_::......---.::,-....,..z: Dindu-se g1.J oi h.tJ putea el deter 

a1J1ăa o hipersuprafaţă t care ei admită pe giJ şi hij drept coeficienţ 

p:ri.aei 1'ol".1De f'.!,; ,.iaaentale şi respectiy a1 celei de-a doua forme funda

-i.t.le? Dacă există o astfel de hlpersuprafaţl, in ce condiţll ea est 

unic!? Riepuns ul la aceastii problem! este dat de teorema de msi Joe . 

15.2. TEORElU LUI BOBliET (teorema fundamentală a teoriei hiper 

suprafet&lor). Fie U s; R11 o aultime deschisă, stelată in report cu ori 

ginea. Presupunem date functiile d11'erent1abile 
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• hi.J • hJi • ytricta (giJ(z))l~ 1,H D 

IIUU.S.....&:ic&,11.&,11,,1.,~---· (,)x&U. Ip plµf. u1 pruupup•• el '1J ,1 ltiJ 

1) ex1etl o hipersupraţatl parameirinţl t I U ,__€M rA .l!..tt!.l 

1aill c1j •îpi coet1c1ept11 primei forme !updueptalt, 1H hiJ .11».! 
coet1c1ept11 calei de-• doua torme tupdaaepţalf. 

11) doul hipereupraţete t I u -f. .11 1 I u -€_ • nn 
l)ţf,f " ' ~ ... 

.!U..R.! gij (reepeci1Y hiJ) drepi coeticiepti ai pr1ae1 (r111pect1y a1 

celei de-a doua) to:rme tupdamepi&le diferi priptr-o 1J9!!K1• profrie 

a apat1u1u1 euc1141y fmsd , adiol ex.1etl o 1sometr1, proprie 

· i ,eM+~ -f\,,,..,{ 
astfel 1pc1t f • B • t • 

Demonetratie 1) Cu aJutorul funcţiilor date giJ' hiJ eon.etru.ia 

funcţiile diterenţ1abile ht, lfJI I U -a, prin 

undii 

Vom considera sistemul de ecuaţii cu deriYate parţiale consti

tu! ţ dill .forau.lele Gauss ,1 formulele WeiJlgarien 

Acest sistem este de ordinul al doilea iu raport cu f şi da ard.iliul 

intii în raport cui. Punind fi" fi, i,;;.{ l, ... ,n J, acest sistem 
X 
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( 15.2) 

u...de t 1 , ••• ,fD , I I U -f ■i:rit fUDcţii ·nctorial• :riecunosouie, • 
IYl+-1 

' J Ei. {l, ••• ,nJ. 
Coll41ţiile de i:ritegrabilitat• pentru sistemul (15.1), (15.2) 

s int lchiYalente ou ecuaţiile Gauss şi Oodazzi-Kainardi, oare sint 

eatisfloute datoriU ipotezei. Contor■ teoremei lui Frobenius 

(yezi (~ o1, 2, p 4) oxistl o unicl soluţie (t1 , ••• ,fn' I) a s~stemului 

(15.1), (15.2), satisfloind anumite condiţii iniţiale date 

UDd• Yalorile iniţiale x1 , ••• ,Xn' 1
0 

au fost alese astfel incit el aYem 

iar reperul { x 1 , ••• ,Xn' 5
0 
j el fie pozitiv orientat. Observlm 

el condiţia <xi, Xj > • gij(x
0

) poate fi serial, deoarece matricea 

(gij(x
0
)) 1 ,i,j~ n este pozitiv definitl datoritli '. potezei. 

Deoarece gij • gji , rezultl lf;il • I ~ii şi folosind egelită

\118 bij • nj i , din ll5 . l) obţinem 

i,j E.{l, ••• ,n} , 

ce ea ce ne arată el forma diferenţiall fi d.xi este inchisl. 
("h e Y-c E ()'\~,i 

-i Definim aplicaţia f I U - f prin /YI~,, 
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X 

f(x) • ~ f/x)dx
1 

+ 1
0 

xo 

tia ol U este deschisă, ■ telatl 1n raport ou originea. Deoarece foru 

1ferenţiall !id.xi este 1nch1sl, rezultl ol integrala de aa.1 ■ua e■ t■ 

dependenil de dr\111 (nd~()1 P• )94), deoi f(x) ute bine d1!1nHl. 

ÎOII demon■ tra ol aplicaţia ţ I u -e~H·,{ ute b.iper ■uprafaţl 

araaatriaatl 91 ol giJ (respectiY h1J) 11nt coefioi1nţ11 priai (r1■-

■ 0tiY oelei de-a doua) torme !undaaentale a lui t. Pent.ru aoeuta 

troducea funcţiile diterenţiabile 

i,Jc{1, ••• ,nj 

11n1nd 1■aaa de (15.)) ,1 (15.)') ana 

15.4•) .t
13

Cx
0

) • g1J(x
0

) , .t 1(x
0

) • O , A(x
0

) • l 

l1mnd eeama de (15.1) ,1 (15.2), din (15.4) obţinea 

olosind identităţile lui Ricci (8.15) constatăm ol acest sistem aâm1ţ~ 

eluţia 

-'1j • gij • -'1 • o , li • l 

ceastă soluţie Terifică ~1 condiţiile iniţ i ale (15.4' i . Din uni ci : n· s 

eluţiei obţinea 

15.5) 
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&Ua ol _,r1oea (g1~(x))1' i,j ( n eate nedegeneratl, (V)x eu. RezulU 

ol rug(g~(x)) • n, (l)x(.O. 11e t • (t1 , •• ,,f1l+1 ) fi fie 'J/x) 

truap1111a _,r1ooi 

J/x)· 'Jt<x> s ( <t1(x), r
3
(x)) • (g13 (x)) 

Rezul\l rang Jf(x) 'Jr(x) • n, De a1o1 obţinem rang Jf(x) • n, adicl 

aplicaţia teste o 1mera1e, Prin urmare t, l1 -f eate hiperaupra-
'"H 

teţl perametrizatl, Rezultl el vectorii t 1, ••• ,fn sint liniar indepen-

denţi. Din (15,6) şi (15,7) rezultă el I este cimp vectorial unitar, 

normal h1persupra!eţe1. Rezultă el vectorii t 1(x), ••• ,tn(x), N(x) sint 

11.Jlier independenţi (Y)xe:U. Poloeind aceasta obţinem .o. (x).ţO,(V)xeU, 

unde am folosit notaţia 

C. • det(t1, ••• ,fn' I) 

Deoarece reperul { x1, ... ,Xn, ll
0 
J este pozitiv orientat avem 4 (x

0
) :> O. 

U f11Dd stelată in raport cu originea, rezultă el U este co~exl. Stim 

el funcţia x - (x) este dif'erenţ abilii.. Rezultll. oi !unctJ.a ~- (x 

eete continuă, :Prin urmare avem A(x) >0, ('#)xe:U, Rezultă că reperul 

{r1,.,.,fn• N} este pozitiv orientat. Deci {fl'''''fn• li J este reperul 

Gauss asociat hipersuprafeţei f, 

Din (15,5) avem el g1j sint coeficienţ11 primei forme fundamen-

iH ari 
tale, Din (15,l), unde fi = --1 , obţinem hi ◄ • (-- , li> , deci 

ax • axj 

hij sint coeficienţii formei a doua fund811lentale. 
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11) .Pie f I U -[/)\roi !liper■uprataţa obţinuU la p1111ctul 1 ) , 

eierlllinaU prin condiţiile iniţiale 1
0

, x1 , •• • .i11 , 1
0 

,1 fie 

, U -ţm+oi o alU soluţie obţinui! ca au 1ua , do ie:rainatl prin 

ond1ţ11le 1niţ1ale i 0 , î 1 , ... ,î'.11 , i
0 

• .he■ 

- ~ 
<11 , lJ> • <lp lJ > • g1J(s0 ), 

<11, •o> • <i1, io> • O ' llol • 1iol • l 

Deoarece { 1 1 , ... ,111 , 1
0 

Joi { i 1 , ... ,i11 , i 0 } d11i Hpere ai. 

■paţiului f/Yl+,t 111 pUJ1oiul 1 " t(x
0

) ,1 rupeoUY 1
0 

• f(:,;0 ), ruulil 

I
r ~e ll • dl3 Xo • ~te ooapone11ia oriogonall a iaoMtriei I. 

Deoarece :uperde { 1 1 , ••• ,111 , 1
0

} ,1 { i 1 , ••• ) 11 , i
0

} ■!ni poai

ţ1y orieniate, rezulii el ilioaetria :B eeh proprie, 11e { tl' ... ,!11 , j J 
reperul Gauss asociat h1persuprafeţe1 !. 1UJ1cţ11le t1 fii nrific:i 

e ieiemul de ecuaţii cu deriyate parţiale 

w 

{ 
3 I:., I ~ 
.;)~. fit ♦ 

(15.9) 
al lt -
d x1 • - bi fit 

Observăm el avem egalitlţile 

In adevlr, pentru orice x~ U nea 

bi.1 I 

9Bf • R cH 
ax :;-;i 
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~<::i1> (x) • cl(R • •>x<e1 ) • cDll(x) • dllx(11 ) • 

· a1 • a •dlx(11) • R ;;r (x) 

ApUo1D4 R, 41D (15.l) ti (15.2), ae obţin• 

(15.10) 

DiD (15.9), (15.10) ,1 (15.8) Teclem el funcţiill r1, ••• ,tn, i, respeotiT 

Rt1 , ••• ,Kf•• U Terif1cl aoelq1 1iatem 4e ecuaţii ou cleriTate par~iall 

08 e:ue\ aoeleati oon41ţ11 iniţiale 1n punctul x0 ~ U. Din unioitatea 

aoluţiei ana 

at1 • t1 , H .• i , u:{1, ••• ,11} 

Pa\nl orioa x€U ana 

~ Resul.U f • B • t. 

O~pernt11. teorema lui Bonnet rilmine acleTllratl 1ntr-un oaclru 

11&1 general t1 anmae lu!.nd. mulţi.lllea U ailllplu conex! 1n loo de atelaU 

la raport cu origillea. De.1101111\raţia teoremei 111 aeeat cai Ddcea1tl unele 

0111101\hţe noi ele malisl ,1 topologie care nu au fost !.nYlţate la 

aul I. 
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CAPITOLUL IV 

VARIU.ATI DIPERENTIABILE 

§ 1. Definitia yar1et!t11 diferentiabile, 
' 

1.1. DE1'IŞITIB 1 Pie M o multiae peY!dl. Prip ck-aily 4e tip 

B11 pe K intelegem o familie 

.A. { cu •• h.) I &€A J • 
unde A este o multime arbitrarii de 1ndio1, Ua C K , (Y)a€.A, J.& 

h I U - B 11 

• • 
este ap11cat1e 1n;1ect1vl, (\J)a~.A, astfel 1ncit 

u u •••• . ~ .. 
ha cu.nu..,> este mulţime deschisă 1n B 11

, (\J)a,b€.A , 

pentru orice a,bE.A Sll u. (\ u.., ~ P, aplice.tia 

este ditereptiabil! de clas! ck. 
1.2. OBSERV.ATIE 1) Elementele lui J.., se ni.:meac hărj¼ ( de di.inen

aiune n pe JI). 

11) .Aplicaţia hb• h;1 ee nWlleşte aplicatţa de 1dent1f!ce,re 

pentru U
8 

şi u.., (sau schimbare de har tll), 

111) O reprezentare intuitiyil a definiţiei ck-etlaauluJ. de tip 

R11 pe M este dat! de figura de mai j oe1 
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1.). PR0POZITIB 1 111 .A • { (Ua• ha) I a€.A J J!D clt-aţla1 de Up Ila 

u••!lluW. 
1) ha(Ua) •U• llul,t1me deechipl 1p 6

11 
, ('l)ae.A 

11) apl1oat1a 

hb• h;l I ha(Uan Ub) - hb(U8 () Ub) 

este diţeomor!ie111 de elae! cit, ('l)a,be.A. 

Demonstratie. 1) Stim c! h
8

(U
1

f'\ Ub) este mulţime deschis! 1n 

B11
, (V)a,b€.A. In particular, pentru a • b obţinem c! h

1
(Ua) este mul

ţime de schi să 1n f!n. 

11) Este evident el bb(U
1 

n Ub) este mulţime deschis! 1n fin 

,1 o! aplicaţia 
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este d.11'erenţ1ab1ll de clasă ele, Compunind !Wlc ţ11le hb • n;1 01 ha• n;1 

obţinem transformarea identic!, deci apl1ca~11le hb • h;1 oi ha• h;1 

aint illYeree una alteia, Cum ambele aplicaţii sint d11'erenţ1ab11• da 

olael ck, rezul U el hb • h;1 eete d1feomor1'1sm de clul ck, 

1,4, PR0P0ZITIE. Pie J. • { (U
8

, hal I •~A Jun clt-aţly '4, Up 

IRn ll •• ExieU S°(.A.)c ,(K) ( cu 1(1l) &11 notat 1'8111111• plrţ!lor lui ll) 

cu urmltoarele proprietlt11 

1) 5"" (.A.) eete topologie pe ll 

11) u.e 9'"(.A.) , (l) e E.A 

111) aplicaţia 

ha I cu •• 9'"(.A.l\u) - (ha(Ua), g") 
a 

este un hcmeomor1'1e■ ( cu g- am notat topologia apa ţiului an) 

1T) 5"(.J.) este unici cu proprietlţile 1), 11) oi 111), 

Demopatratie. Lulm prin de1'in1ţ1e 

g-CA). {vE..,(ll)lha(v n ua)Ea: g-, (\J)a€.A j 

1) Arltlm el g-(.A.) eete topologie pe ll, 

Pie (V1 )1 EI o 1'amil1e de eleJDente dinS'""<.A.), deci 

ha(V1 n Ua)E: g-, ,Y)a€A , (\J)iE.I 

Deoarece &Tem 

rezultl U Vi E.. S"'(J..) , 
ie.I 

Deoarece ha este injectivă, avecu 

h
8

( (V
1 

() V
2

) () Ua) • h
8

(V
1 

() U
8

) n b.
8

(V 2 rt U
8

)€. !J, 

Re ral.l tl el V l '1 V 2 E. S-C.A) , 

Din ha(? ()U
8

) • ha(ţ) • ~e.!:f", (Y)ae.A rezulU e! ~S-(.J.), 
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Din ha(II" Ua) • ha(Ua)at5'° • (Y)as.&, resuHl el 11c9'"(..A,). 

Pr1n ur11are g- (.A.) esit topologie pe 11. 

11) Deoarece h•(Ub () U•)E.!/", (Y)a,b&.A, rezuHl ol Ubc.9"'(.A.), 

(,)b6.A. 

111) Bete nident ol aplioaţia ha I Ua -h.(Ua) t■ te b1Jeo

UYI. JiWne el arltl11 oi 

h• a cu., 9'"<..&,>lu.> ...- Ch.cu.>. g-, 

este aplicaţie oonUnul oi desohisl, (i)a~A. 

Pie U o 111ulţille deschisl 1n Rn oi be:.A. Pentru orice aE.A, ana 

h.,(hb1 (U) (l Ua) • ha o hb1(U) () ha(Ua) • mulţille deschisl bi lin 

( aa toloai t !aptul ol ha• hj;1 este diteomort1s111, deci ha• hj;1 este apli

caţie duchilll, prin U1'1118l'e ha• hj;1( U) eete mulţime deschid 1n an). 

Deoarece h•(hj;1(u) n Ua) este mulţime deschid in Rn, rezultl ol 

hb1(U)6. !J"(,,J.,), deoi ¾ este aplicaţie continui. 

Sl arltl.11 el ha este aplicaţie deschid , (i)at..A . Pia a4D-A. 

Pentru orice we: 5°'(.A.) cu Ic Ua avem h
8

(W) • ha(W nu.> • mulţime du

chial bi lin, deci ha este aplicaţie deschisl. In concluzi e, ha este 

ho11101110rtia11, ('#)a E.A. 

i'r) Pie 5" 1
0 topologie pe li cu proprietlţile 1), ii) ş1111). 

Vom arlta ( prin dubli includune) el !'J'"'. !:r(J.). 
I C:-- I 

Pie U'e. Y°. Atunci U' f"I 0
8
€.;;, ('# ) ae:A. Rezultli el h

8
(U' f"l Ua) 

eete mulţime deschiel 111 R11 , (V)ae:A adicl u•~ :T(.A,) • .Am obţ in~t 
<J"' C g' (.A,) • 

Pie UE: .7(.A.). At unci h
8

( U n U
8

) ee t e mulţime de e chiel i n Rn, 

Deoarece apl icaţia 

ha: (Ua , S-'l u ) - (ha( Ua ) ,.1") 
a 

este un homeomorfism, re zultă h-1 (h (U () U)) n Un U e.S-: (Y) ali::A. a a a a 
Deci avem U • U n ( U U ) • U (U f\ U )e: Y-: Am o b ţinut S° (.A,)C ;/" ', 

ae:A a ae: A 8 

In concluzie avem S-' . :/(.A.) . 
Q,&, D, 
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1.5. TEOREIU. 11• K o alllUa• peYid&, Urmltoarei, •t1rgt11 

•lnt •shi••l•nţ,, 
(1) ,n,u \Ul clt-,u11 de Up R11 Rt K 

(11> • este apatiu topologic ••r1!1elpd w!!At2v•i• copdit!i1 

C111 > exietl o twlie { Ua 1 •~A J de deschid 4i;a • •Ufel IuH 

Uu • • 
ati.A a , 

<112> pentru orie• •~A uiaţl up Mi•21ort1e11 

h• a u. -- h.cu.> c: aJl 

<113> pepţru orice a.be.A cu u. n ub ~ ,. apucaua 

~. h;1 
I 11..cu. n Ull) ..,..._ R11 

este diterentiabill 4• clas! ok, 

I>emonstratie (1)-+ (11), A H ndea proposiţ1a precedent! 

(11)-+ (1) I>1Jl (111) nea Ua c: •• (Y)a6A, iu din C112) 

obţinem ol b.• este inject1Yl ~1 el h
8

CU• n Ull) e1t• ■ulţiM deachiel 

1n B11
• Poloaind (113) obţinem el 

.). • { (U8 , h8 )la6.A J 

este clt-euaa de Up B 11 pe •• 
Q,B,D, 

1,6, ODSERVATIE, ~11 autori det1neec ck-atluul de tip R11 

pr in condiţiile (11) din teorema 1,5, In aplicaţii 1nsl eete mai uşor 

de foloeit deti.Jliţie l,l, 

1,7, D~FINITIE. Pie A• {<u
8

, h
8

)jec.Aj un ck-atllU! de tip R 11 u 
ll, Jv se numeşte ck-atlaa maximal dacă este ipdepl1piU copd1;ia (ge 

maximali te te) 1 

ffQ.!.,Qi CU, h) eate o pereche formată dţntr-o multime U C X~ 

aplicaţie injectiv! h I u -R11 asţtel îpcît .A, u {cu. b)J J.L..!.erific, 

conrlit11le (A1), (A 2) ll (A 3) din derinitia atlasului, atu;c1 (U, h)€~ • 

(altfel spus, !eajUa .J., nu poete fi l.ă:-git!). 
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1.e. PR0P0UTIS. 0r1oe ck-,uy .Â, • { ( u •• h.) /. E.A 1 4• 'up IR. 

P• 11Ult1■ea • poaţe fi oomrletat ţp IIIOd upic la un ck-atlu max1-1 JJ. 

Dtmopaţrat1e. Bxiaţenta. Def'inia f'61111lia.A.' ca fiind f'or11atl 

din toate perechile (U, h), unde U c •• iar h I U .-- an este aplicaţie 

inJeotiTl, utf'el !.nott al fia 1ndapl1Jl1te condiţiile& 

- pentru orice a6A ~ţilllila h(U
8 

(î U), h
6

(U
8 

/1 U) atnt 

deechiae 1n a• 
- aplioaţiile h • h;1 ,1 ha• h-l dnt ditarenţiabile 4a claal 

clt, (f)a~.l. 

Sl arltlll ol 

I) .A. c.A,• 

II) .A.' nriticl condiţiile (.l1 ), (A2) oi (A)) din dtf'illiţia 

ck-aUuulu1 

III) .A.' aate aaxiaal, 

I) Pil (U
8

, h•)E.A,. ieaultl iaadiat din definiţia atlaaulu1 ol 

cu., h
8

)€.A.' deci ..l. c: .J..'. 
II) Sl arltl11 ol .A.' eate clc-atlu. Pia (U, h), ( U', h') E".A.'. 

ATe■ u c: •• u• c •• iar aplicaţiile h I U ..,_ an, h' 1 11 1 
- an 

11nt 1n,1eoţ11. 

Trace■ el nr1t1o!m uiomale (A1 )·, (A2), (A
3

) pentru familia .A.' 

(A1 ) Deoarece U U
8 

• li şi .A.C .A.', rezuHI ci .A.' nr1t1cl (.A
1

) 
ae..l 

(A2 ) Pie (U, h), (U', h')€..A.•. Vrem BI arltlm ci h(U('l U') aste 

mulţime deschisl în an. SUm el h(Uan U), ha(Ua(l U), h 1 (U
6

n U'), 

h
6

(U
6 

('ţ U') sint mulţ111l1 deschise în Rn, ('#)aE.A. 

Fie XE.h(U (') u• ). Enstl ye.U (') u• cu X. h(y). Ex.istl 

(U
8

, h
6

)€.A. cu yE.U
8

• Rezultl el ye.U (') u• (') U
8 

şi folosind faptul el 

aplicaţia h
8 

aate in,1ectivl avem 

X. h(y)Eh(U (') u• (') u). h(h-1(h (Unu•() ua>'· a a a '/ 
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eov••• b • 11;1 •-'• 4Ueoaort1••• (f)ac.A, iar h•(U /"l u.> ,1 

.<u• n u.> olat -1,1111 dHchiH b ••• resuUl ci TT „ţ. lllll.ţiae 

••obial la •• • Dar Ts c b(U f'I u•). Deo1 peavu orice sch(U nu•) 
:d.otl o 11111,s.e uoobiol Ts c: 11.(U f'I U•). leauUl ol 11.(U f\ u•) HM ' 

,1- tooobiol la ••. 

U
3

) He (U, 11.), (U' • li.' )C.V n U f\ U' ~ j. 81 arlţu ol apl1-

aţia h'• 11.•l a ll(U (l U') ..:.._ b'(U (l 11') Hh 4UereaUab1U de olMl 

• 110 ,cunu•. •n•tl cu •• 11.)E.A,ou pe.o •• Daci,_.. s. b(p), 

1

0111 aplioaţille b' ~ h;1 , b
0 

• b•l obt 41tereaţiab1le 41 olul c", 
resalt& ol b'• 1t•1 ••t• 4Uereaţ1ab1ll 4• olul c". 

III) 1b (U, b) o penob• tor-u 41atr-o aulţi.M u c:: ■ ,1 o 

aplioaţie iaJeoUYI b I U - a• uUel bc1 ţ .A.' U { ( U, 11.) j •l t1• 

ok-uu de Up Ila pe ■• Ob••nlll ol h(Ua (l U), h•(U• (l U) •bt aulţ1a1 

deaobiH 1a an, (f)a ~.A ,1 ci apl1caţ111• h • h;1 , h
8 

• h-l •bat 41feren

ţiablle de olul ok. lesuUl el (U, h)e:.A.'. Prin araar• ck-ailuul .l' 

e■ ţe aeximal. 

Upioiţaţea. 11e .J,,'' un Ck-atlaa IIU1aal pe ■, nrificind coJldi

ţ1a ,A, c..AJ'. 81 arlţla ol J.'' •..A.'. 

11• (U", h")~". Sţia ol U" c •• iar h" 1 U" - aJl lllh 

aplicaţie iaJecUYl. Pentru orice (U
8

, ha)E.,A. mulţ1.a11.le h
8

(Ua n u• ') 
,1 h''(U••n U

0
) aînţ lllllţimi deachiae 111 an, iar aplicaţiile h''• h;1 

,1 ha• h"-l ■1nt diferenţiabile ele olul ok. Rezultl (U", h")E..A.', 

Prin · urmare .A.'' c .A.•. 
_Presupunem acum ol exiatl (U', h')e:.>..•, dar (U', h')t...t.". 

RezulU el atlasul ,A.•• nu eeb maximal. (pentru el l• .A.'' &111 adlugat 

cu-, h'.) astfel 1nc1ţ.A,••u{cu•, h')} al fie atlaa). !ceasta contra

zice presupunerea ol aţlasul J..' • eate maximal. Razul tl .A.' c .4,•'. Ill 

concluzie .A,' • • J..'. 
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1.9. OBSERVATU. 1.9.1. Orice ck-atlu aaxi■al pe M este 

ok-auu pe•• 

1.,.2. lu oriol ok-atlaa PI M ••t• ok-atlas MX1 ■al P• •• 

1.9.3. Orice ok-atlas pe I poate ti completat p1nl la un atlu 

1.9.4. Un ok-atlaa mu1mel de tip an P• •••mai num•tt• 1truo

turl diterenţiabill de olul ok pe•• 

1.10. pEFINITIB. Prin Tarietate diterenţiabill de olasl ok fi 

de dimensiune n bţelegem o mulţime neri4l I bae■tratl ou llJ1 ok-atlu 

maximal de Up RD • 

1;11. OBSERVATIB 1) Pentru k•o ■e obţine definiţia nrietlţ11 

topologice. 

11) Pentru k•oo, 81 obţin• definiţia Tarittlţ11 de olul 0 00
• 

111) Pentru ta 4'-se obţine definiţia Tarietlţ11 analiUoe ■au 

de claal C "'. 

iv) Spaţiul an intervine 1n mod esenţial 1n definiţia nri•

tlţii diterenţiabile ,1 se nume,te spaţiul de modelare. 

v) Propodţia 1.8 ne aratl ci pentru a avea o structUl'l de 

varietate diferenţiabill d~olasl ck oi de dime11.1iun1 n pe o mulţui. K . 

este sut'icient sl indicu 'uii ok-atlas de tip an pe•• 

rt) In continuare, daci nu speoifiolm ordinul de diferenţiabi

litate al var1etlţ11, vom presupune ci toate varietlţile abt de 

elasl CCIO. 

§ 2. Exemple de yar1eţlt1 d1ferent1eb1lf. 

Exemplul l. Pe mulţimea Rn se poate defini o atruotUJ'l de ,., 
varietate analitici reall cu a~utorul llJ1u1 O -atlu 

~ • { (Rn , Id n) j 
. a 

de tip Rn, format dintr-o singuri hartl (Rn, Id n>• Verificarea eon
R 

diţiilor (A1), (A 2) şi (A 3) din definiţia 1.1 este triviali. Deci an 

este varietate analitici reali de dimensiune n. 
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Obeeryatif 1) Ailaaul.A. DU ••t• aaxiaal. In adevlr, dacl (U, h) 

eeie o pereche for-u dinir-o mulţiM deacbial U c an 111 un di!eoaor

t11a analiUo 

11 , 11 ..._ h(U) c: an , 

ou (U, h) ~ (BD, Id Jl), atunci u constau ~or ol familia • 
ll . 

{call, Icl
8

Jl) 1 (U, h)j 

este C~ -auu d• Up all pe all. Cum (U, h)f~ rer:ulU ol .J. nu este 

aUu ■ax1 ■al. 

11) DiD propoziţi& 1.8 11Um ol aUasul ,J., poate fi completat 1D 

IDOd unio p1nl la un aUu ■axillal J.'. AUaaul Ji.' eaie format din toate 

eerechile (U, h), unda U c:811, iar h I U -an este aplicaţi• 1nJec

iivl astfel bo1t1 

h(IJ n BJl) • h(U) ,1 Id .cu) • 1J 
a 

al fh ■ul.ţillli daachisa 1D a•, iar apl1caţ11le1 

h • Icl•l • h I U - h(U) C llJl ti an 

Id • h•l • h-l I h(U) - U c:Rn 
BD 

al fia aplicaţii analitice. 

In concluzie, atlasul ,A} asta format din toate perechile ( U, h), 

undi IJ este ■ul.ţima dHchiel 1D R21 , iar 

h I U - h(U) c:llll 

eate un difaomorfiem analitic. 

111) ,Varietatea analitici 8 21 este evident aeparatl. 

· Bxeăplul 2. i'ie afera 

sn ·-{c·u1, •••• un+l)~E · 1 (ul)2 •• •• + ( ull+l)2. r2, r>o} 
-11+{ 

PI sD se poate defini o atructurl de varietate w:ialitiol reall cu 

•~uterul unui atlu 
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-lnll t •• e1a aruaal. P ie I • (O, ••• ,o, r) polul nord al ate:re1 

s• ... .._ .. • s'A - { I J. hi coneiderla biperpluul eouatorial al 

sterd .... , •• aoaaţla gD+l • o, pe oare 11 idenUticla cu &11
• 

,. 
'~ 

I 

' ' o~ 
' '-------------'----

l' e;.;tra - ...-t .-.S.trar P€ U. dreapta IP 1.ntereectead biper

ll~dllul „eiatla'ia1 ~ ,-et Q. »-apta determinat! de punctele 

~ a (o, . ..... r) -P • <-1 ••••• ~ 1) are ecuaţiile 

.. ~ %!' s»l - r 
•• •••••-• l .,p ~ -r 

lnt--.t.l ..... ta_. ca hi.perpl-ul ecuatorial definit prin ~l • O 

oii~ -•Elew-wle pandulld Q 

..... x" • .-n 
r - an+l 

Ia ~UT - def'lni t aplicaţia: 

(wt.U proiecţia stereografic§ cilD polul nord) prin: 

,; _ _. l - :!I:+, ) ,..,u •... ,u -
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pl1caţ1a Ar eete 1Jl,1ect1ri. ln edevlr, dU 

esulU 

(a) 

( l n+l) l it+l bi U , • • •, U • bi( ll' , • •,, U' ) 

••••• 

.De aiei Nilul ţi 

l 2 2 ~l 2 2 2 
(a) +, •• + (ull) • <r - > 2((u•1) +, •• + (u'n) ) 

(r - u•ll+1) 

obţ1.Ma 

Din ulUm.a egalitate rnultl u'J:t+l • un+-1 ,1 ţin.tnd eeaaa de egaliU

ţil• (a) obţine■ u• 1 • u1 , ••• ,u•n •un, Prin urm.are bi este aplicaţie 

1Ji,1ectivl, Avem hif(~) • Rn, InYersa aplicaţiei bi este datl prin1 

Analog, prin proiecţia atereogr&ficl dill polul eud, obţinem 

pere.cbea (Us•hs) unde S • (0,.,,,0 1-r) este polul s ud al sferei S11
, 

u8 • sn_ - { S 1 , 1ar hs I u8 - Rn este defini ţ,1 prin 

(Yl n+-1) ( rY1 rY
11 

) hs ,,.,,Y • n-tl''"'J'-tîn+l 
:r + î 

Aplicaţia hs este in~ectivl, Avem hs(U5 ) R g n, Inversa aplicaţiei hs 
este datl prin 
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SÎJlt dat• pria torn.lele• 

r(r2-'ti (/)2\ 

'F.i, (,-k)2♦r2 

ba • llil(z1 ••••,xii) • (r2 n s1 • • • • ,r2 n r' ) • 
C cxk> 2 r:. <xk> 2 

lt•l kaI 

P'lllln.a ..,_, • { <u.,1iw>, (u8 ,11a> J tor•asl UJl anu de Up &11 pe s11 
, 

d QO C.-flCe 

1) U. U u8 • 811
, 

11> 1iw<u.> •1111
, ti,<u,nus> •811 -{OJ , 

11acu8 > • 11n ,1 1is<us f'\ i;> • a11 
- { o J 

alnt aulţimi deaohiae 1n R11 

111) Aplioaţ11le ti, • bal ,1 ha• hj1 alnt 1111alH1ee. 

81 arltla ci topologia de Tarietate g- a sferei S11 este sepa

r at&. lle p,qES11 
, p ;. q • 

PreaupUllem ol p,qEllw. Jlotl.1111,J(p) • xe.Bn, hi,(q) • ye.Bn 

Deoarece Rn este separa t, rezultă ci exist! Yecin!tlţile deschise 

ux, u1 , xEUx, , ~u
1

, astfel inch uxn u
1 

•</>.Atunci bii1<ux> 

t1 hj1(U
1

) aint mulţimi deschise 1n sn, deci hj1(U
1

), hj1(U
1

)E g" U,. 

In plua ana pE hj1(Ux) ş i qeh;1cu
1
). Rezultl1 

,1 deci punctele p oi q ae aerul. 
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jnalog prooeclla 1a ouul 1a oare p,q au3 • 

Sizlgura ■1tuaţ11 OU'I rlll1a1 11 o di1cutla 1et1 ac••• 1n c:ar1 

• • ,~ q • s. 11• s! ,1 S~ 1ai1f1ra nordici ,1 reepect1Y 11!11et1re 

iol, cl■ oil 

&! • { (u1 , ••• ,un+1)-.s• un+1 >o} 

s! • { Cu1 , •• ~,?1)& sn 'I ua+1 <. o.} 

-te niclent ol •e. s! , se. s~ ,1 s! n s~ • <P • 

Sl arltb ol S! ,1 S~ e1nt aulţi.ll1 d11ch1••• Vom tolo•i tap~ 

l hs oi hs stat homeomort1■1111. Sl arhh mai 1nt11 ol 1is<s!> eaw 

ulţille deechisl 1n, lln, Pentru (u1, ••• ,un+1)es! an111 

( 1 n+l) 1 ..n hs u , ••• ,u • (,-, ••• ,;,) , 

nde 
_1 l'Ui ,.- . __ ._._......,. 

r + un+l 

ezultl1 

n+l n 
1 deoarece un+l >O , obţinem r-u n+l <.l. Deci 8 ( 11 ) 2 < '1'

2 , ceea ce 
r+u 1•1 

e arată ol b:3CS!) c D , unde 

I) • { (71, •• • ,?) E. ltJl I (,1)2 +. • .+ (yll)2<. r2} 

ete mulţime deschiel in Rn. Daci yeD, atunci se arată i.i.lji Cr c! 

-l(y)€S! • Rezultl YE-b:3(S!), deci D c hs(S!) • ,_ :> bţillut c! 

(S!) • D e s te mulţime deechiel 1n ~n. CUl?l hs OJ,e homeomorf19m, 

·ezultl ol S! eete mulţime dee chieă in s n. Analog arătăm că S~ o1ste 

ulţime deschisă in S11 şi deci to pologia de ve.rietate a s f erei sn este 

e,>aratl. 
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lxepplu.l 3. Coneiderlll aplicaţia t I B
2 - f

3 
det1n1U. ?rin 

t(:s:1 ,x2) • (( a+boos:s:1 ) ooa:s:2 , ( a+ bcos:s:1 )sin~:2, bein:s:1 ) , 

11Dd• a,11 • conat, ,1 a>'b,..O, lotăm T2 • Imt, 

loa arlta el T2 (torul) est• o Yarietate analitici real!, sepa

r tl, d• d1aene1un• doi, Introducem notaţiile1 

c1 • {<111 ,o,u3)eT2 (u1 - a) 2 + (u)) 2 • 'b 2 J 
o2 • {(u1 ,o,u3)ET2 

1 (u1 + a) 2 + (u3) 2 • b2 ) 

o3 • {ca1 ,,a2,o)E::T2 , 

04 • { (111 ,112 ,0) 1âT2 
I 

u1 • , 2 - { o1 u c3 l , 
u 3 ■ ,

2 - { c2 u c3 J , 
Îl • (0,2T) X (0,2.T) 

') • (0,2T) r. ( 7,)7) 

(ul)2 + (u2)2. (a+b)2J 

(ul)2 + (u2)2. (a-1>)2} 

u2 • T2 - { c1 u '14 J • 
u 4 • T2 - { c2 u c4 J , 

, . v
2 

■ (F ,)F) K (0,2.Y) , 

, Î4 • (.Y,)T) x (.T,3.Y. 

,,•vla el aplicaţia t I ,
1 

1 v1 -u1 •Im! I v
1 

, .. , , b1jecUYI pentru orice iE. { 1,2,),4 J • Btec tuăm următoarele achim

;~r i de paraaetri1 

<f1 1 '1 -vl ' 
<f 1<:s:1,:s:2) • ( :s:l ,x2) 

tf 21 '1 - '2 
1 2 . 

c:s:1+ Y,x2> 
' 

Cf 2(x ,x) .. 

(f)'Vl - V) 
l 2 • ( xl ,x2+ .K) • <f/x ,x ) 

<f4•V1 - V4 ' 
<.f4 ( x1,x2) • (xl+.r ,x2+~) 

lotlil t 1 • t I y
1

° <fi , 1E.A • {l,2,J,4J. Observăm el avem I m r 1 • 

• I■ r I V • Este evi dent el aplicaţia r1 1 v1 - u1 1 

este bij ec tivă orico.re e.r fi ie.A, Notăm hi • r11 , 1 E A. Vom e.:ă ta 

că f~lia Jv • {-(Ui'hi) 1 1€.A J 
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•w atlu pe t 2 • l•w nidenţ ci u1 c. t 2 o:ricare u fi 1-.A ,1 ci 

1su1 - a2 .. ,. 1~•oUyl orioue ar fi itiA. De ueaenea, esh ert

eni oA uu1 • , 2 • 
id 

ln1.n cu-ice 1,~ &A, an■ U10U~ J 95 • fo■ u-Ua el h1(U1f1UJ) 

•'• ■alţiae dHc:hial ta a2 
,1 ci aplicaţia h~ • 11111111cu1nu;> - li 2 

■h aal1Ucl. 

hHupua-■ ol 1•1 ,1 J•2. An■ u1n u2 • , 2 -{ c1u c'u c4 J • 
uuUI hi_(U1 nu2) • ti1(Ui")U2) • (tj,

1
o',f1r 1(u1nu2) • 

• <f i1<'i""2) • fl()f2 • 

? r 1D ur■ar• hl ( Vi'' U2) • f l () f 2 ea h ■ul ţiu de■chiel ta R 2 • P eDVU 

orice (x1,:11:2)6T
1
n,

2 
ayeaa 

?rin ur■are aplicaţia 112 • hi1 eete anaUUel. 

Analog•• aratl ol celelalte ■ ob.i.abh-1 d• hlrţi ■int enalitiee. 

eci t 2 ••t• o Yarietate analitici reali de diMDeiun• doi. 

In ooDtinuare YO■ arlta ol YU'ietatea t 2 ••t• ••paratl. 

SU■ ol exieU pe f 2 o UD..1el topologie g- uitel incit u1 € 5' 
ti h11ui - h1(u1 ) c a2 •int homeo110rt1eae. Sl arlU. ol topologia S-

eete uparatl. 11e p1 ,p2 e::T2 cu pl J p2• Ana Pi • f(q1), P2 • f(q2), 

u.nde q1 • <x½,xf> , q2 • (~,x~) oi ee poate to t r• euna pre•upUDe el 

)<Xi' 2T, o<xf ~2.T, i • 1,2. Deoarece p1 ; si 2 şi apli caţia 

ţ 1 (0,2.1"] x (0,2.T] - 'f2 este bijectiTl, r ezu.l tl ol q1 J q2• Ana 

de considerat cazurile1 

(1) 
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{11) xi• X~ t xi , X~ 

(111) Xi ,l z½ • xf • ~ 

Deoarece cuul {111) •• trateul la !el ca ( 11) TCm studia pe r ild 

c~&ur1l• (1) fi (11). 

Cyul. (1). Xi, z½ • xi, x~ • Presupunem el 

J. ?...,r;' J pe axa ox1 dcul internle I 1 • {aj_. &{') ( centrat 1n xi> şi. 

! 2 " ( a2.af) {centrat 1n ~) astfel incit r1nr2 • <I> oi d.ist lllţa 

~"' · . 1iUanl 1ntre ai oi a2' al !ie strict mai miel decî t 2 .'T • 

Analog alegem pe axa Ox2 doul 1nterTale J 1 • ( bi ,bi') ( CBntrat 

:...i xi> oi J 2 • (112,bi') (centrat 1n x~) astfel incit J1n J 2 • fD oi 

u l ll tanţa eucl1d1anl intre bi şi b2' al !ie s trict mai miel deci t 2 .T • 

!' 1c1nd paralele la axe. obţinem doul mulţimi deschise i 

"1. Ilx J l ' •2. I 2.1t J2 c 5 2 

r 
~i' 

ur ,, 
h1. --------

~_4 ;z~[ ~ -- - ---
t.2 --- - - -

I I I 
Jj 

I 

" I I I 
bJ 

~ +~ I I I 

I I I 

,; I 
I 

I 
'j f I I 

1 I I 
I I I I 

o I ii , ., 
(t~ ' • .t:ii' !,J[ ~ t !1. lt4 .J. l1 4.L 
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Toa u-Ua ol t(l
1
)nt(l2) • (>. Pruupune■ ol t(l

1
)f'\t(l

2
) ; (/J ,1 

fie X6f(l1 )1"1t(12), 4ec1 x•t(l1 ) fi xE:t(W2). le:suUI el euail 

11~•1 ti 1 2••2 uUel 1DcU lt • t(71 ) fi lt • f(72). Deoarece t H;e 
~1~•oUYI pe auJ.\1111 4e for- I 11 ,7 1111de I ,1 J ■1Dt inwrnle de 11111-

giai atriot 11&1 aici 4ecU 2r, reaulU ol 11 • 12 , deci •i"U2 ; ~ 

11 boi • ~UIUI la o contradicţie. Prin ur■are &HIU 

t<•1 > nt<•2> • (J 

l esultl pl €f(l1 ) 11 p2 E:t(l2). Xai rWne ■I arlU111 el t(11 ) 11 t('f2) 

11Dt aul\1111 4Hch1„ 1D 'f2 • . h'eau 

4 
11 • U <•1n,1> 

· 1•1 

unde w1 nv1 este aulţi.M 4eech1■1 1Jl Y1 Ci•l,2,),4). le:suHl1 

4 4 1 
t j, <•1> • U t I, <1 1"'1> • U <t1• 'fi ><•1nv1> 

1 1•1 1 1•1 

,1 deci t(l1 ) Hte aulţille deachial 1n t 2 • .4nalog arUlra ci t(W 2) eate 

IIUl.ţiae deachiBI 1n 'f2 • Pe acee91Ji oale tratlra aubcar.ur1le1 

x'!>x2 
• --.i. 2 

.Qu»;J...lJJ.1 Xi • ~ , ~ ; ~ . Presupunem ci xf <X: . Pacem 

acee91Ji construcţie de mai 1na1nte, deci .11n.1 2 • <p ,1 distanţa 

eucl_1cl1anl !litre bi ,1 b2 1 al fie ■ triot lll&1 lllicl deai ţ !J F. 

lotlra 

11 • IX,71 • 'f2 • lllJ2 • I• (aj_,ai') 

.4nm l{\W2 • </, , q1 ~11 , q 2 e:.1 2 • Rezultl pie.t(l1 ) ti 

f( W
1
)n t(W 2 ) • </>. La fel ca înainte arU!m ci t(l1 ) ,1 t(W2 ) atnt 

mul ţim•. •1eechise !li , 2 • 
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1• 

~11' 

. . 

1:I 

' ·1tJ -4. -- --:La. 
~ .. ,.. I I : .,, 
o: ·t~ 713 - -1!1 
o~ .... -

I I I 
I l I 

'· o a..' :I.1 ,,_. J1 .27 a.JT 
4 4 i 

Prin uraare t 2 este varietate separau. 

Exempll!J.......!• Vom arlta ol spaţiul proiectiv real de dimensiune n 

este o Yarietate diterenţiabill (separat!), cu n dimensiuni. 

loth ou I' n(Ql), spaţiul proiectiv real de dimensiune n. E'
11

(R) 

este mulţimea dreptelor din Rn+l ce trec prin origine. O dreaptl d din 

Rn+l oe trtice prin origine este determinat! de parametrii ei directori 

(a1 , ... ,an+l), Ullde (a1 ) 2+ ••• +(a11+1 ) 2 >o. Aceşti parametri directori 

ei~t daţi pînl!. la un !actor nenul de proporţionalitate, deoarece 

(). a1 , ••• , .Âan+l), unde .Â li O, reprezint! aceeaşi dreaptli d treoind 

prin origine. Prin uru:are spaţiul ~roiectiv (' n(R) poate ti obţinut ca 

un spaţiu o1 t din fin+l - {O}• R11!1 prin relaţia de echivalenţi ,...., 

<1a a: ele 

(x1, •. ,,r1+1)~ (,1, •.. ,y11♦1 )<=>ex1stlA~R -{OJ astfel 

1nc1t z1 -.:t y1 , i • 1, ••• ,n+l • Deci 

Vom nota prin [ x1 , ••• ,r_1l+l] ol.eea de e.:hivalenţl a lui 

( l _n+l) n+l ,: • ,: , ... ,x-- E. R 
8 

• llotb 
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u1 • {[x1, •.• ,rt•1JE:l'•Clll, x1 ~ o•} c:f.Cll), 1e:{1, ••• ,a♦1} 

undii 

l l 1-l 1-1 x1+l 1+1 rt+l n+l 
:i. -!!•····~. ~. -:r. "T•·"•"'T. -s-= 
X S X S X S X I 

sau 

1 1 1 1-1 x1 1-1 i 1 1 
X · •~ & ••••• X • -:::1 ■ t X-•~ ■ 

S S I 

xi+l • ~ •1+1 ••••• ;;i+l • 5 1n+l 
I I 

adicl [x1,, •• ,xn+l] • [ a1 , .. ,,sn+l). Deci b.1 este o aplicaţie injectivil, 

Sl ver1ficlm condiţiile din definiţia var1etilţ11, 

n+l 
D1n U1 C 1'

111
(10, rezultl U u1 C l'n(B), Deoarece avem şi 

1•1 
n+l n+l 

l'~CR)cU u1 resulU l' (li)• U u1 • 
M 1•1 n 1•1 

1'111 1,j E. {1, ... ,n+l} astfel 1nch u1 n u3 ~ r/>. Anm: 

U {\ U j • { [ Xl, ., , t ;;i+ 1] EiP n (JR) I Xi ~ 0 , x3 ~ 0 J 
Sl a~Ub el h

1
(U1()Uj) este mulţime deschisă 1n lin, 

Cazul j<i, Pie [x1, .... ~•1 ] .u1riuj, Avem: 
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1 1 1 ~ r1-l i+l s»+l ll 
h1([ir, •.• ,s»+ )) • (~, ••• ,-,-,••••-:r-, ~, •.. ,-1-) E R , 

X X- X X X 

deci h1(U/lUj) • {(,1, ... ,yl)&llll 1 73 /. oj ■ 

•ftll -{c,1, •.• ,y1)6.ftll I~ - o} 

,1 eete clar ol h1 (u1 nu~) este mulţime desch1sl 1D RD. 

Cazul ,1 > 1. 1'1e ( x1, ••• ,r1•1J«>:u1n u3 • .hem1 

dec1 h1(u1 nu
3
) • l<,1, ... ,y11 )€lR11 

1 7j-l /.O}• 

„ f{n -{(,1, ..• ,t1)ERll I ~-1•01 
t1 uh evident ol h1(u1nu

3
) eete mulţime deschiel 1nRn. 

Sl verifioh acum el aplicaţia1 

este diferenţiabill. Kai 1ntH obeervh el hi I Ui -an eote bljecţi~ 

oricare ar fi 1e:{1, ••• ,n+l}• Sl scriem inversa aplicaţiei hi. Din 

ocuaţiile aplicaţiei h1 I 

~.1 x1 1_1 !1-1 i xi+l Jl ll;n+l 
r•:J••••,1 • 1 t'1 a~••••1Y • i t 

X X X X 

obţinem: 

xl • ,1x1, ••• ,x1-1. 1i-lx1, xi+l • yixi, ••• ,~l a y1lx1 

oi adăugind rel aţie xi• xi , obţinem ecuaţiile aplicaţiei h11 1 

-1 l 1 1-1 i 1 i 1+1 1 ~+l . .i. hi IX •y, ..• ,x -y-,x •l,x cy, • •. ,x- - =-1 
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Daci ~ < 1 , ayea1 

şi cum componentele sint diterenţiabile (penu-u ,J~o), rezultă c! 

aplicaţia hj • h11 este diteu· .ţ iabill. 

Dac! 1 • j, compunind hi ou h11 obţinem aplicaţia identică 

care eete diterenţiabill. 

Dacă j>i, avem, 

şi este evident că pentru ,.J-l ~ O, componentele aplicaţiei hj • h11 

sint diterenţiabile. 

Rezultă oă FneR) este o -rarietate diterenţiabilă reală, cu n 

dimensiuni. 

Vom P.._.ăta în continuare că topologia de varietate a spaţiului 

proiectiv real F
11

eR) este separată. Pie x,yEU1 • Atunci h1ex),h1 ey)E:R 11
, 

de ci există două mulţimi deschise în Rn, notate¾ ex) , ¾ e,> astfel 
i i 

î ncît1 

-ie -1e î ,., e..,> R ezultă că hi Uhiex) şi hi uh
1

e1 ) sînt mulţimi deschise n~ 11 ~ 

verificî.ld coJ?11ţ11le: xe.h11e¾
1

ex)) , 7€.h11(¾
1

(y)) şi 
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deoi ta ouul la oare pUDot•l• x 11 7 •• atll 1a doMaiul acele1a,1 

hlrţi, l• pute■ ■epara. 

Siqurul ou pe care trebuie ■l-1 41■cuU111 Ht• acela 1n care 

a-,e■ doul puaob a,bttP
8

(R) ou proprieUţ1le1 

1lrl a rHirlng• generalUaiea putem preeupuae el 1 <-,1. 

Deoarece a 6U1 , dar a 1t1~ • rer.ul tl el, 

a• a...... ,1.. ••..•• ,o,a •••• ,. [ 
1 1-1 1+1 . ,1-1 ,1+1 n+l] 

Deoarece b ~U.1 , dar b ţU1 , ruul tl el . 

[ 
1 1-1 o i+l ,1-1 ,1+1 11+1] b • b , ••• ,b , .b , ••• ,b ,1,b ,.,,,b 

hj(b) • (bl,.,,,bi-l,o,bi+l,,,,,b.1-1,bj+l,,,,,bn+l) 

Pentru p\lJlctul h1(a) lulm o Teoinltate v1 de forma: 

Y ( l c l C:) ( 1-1 1-1 ") ( i+l 1+1 ) 
1 • a-.,,a+._,x.,.xa -e,a +._ X a -f:,a +eX,,,X 

x(aj-l_ e. ,a.1-l+ €.) J(. (- f., E,) X (aj+l_ e,a.1+l+ e)x ... x 

x(an+l_ €.,an+l+ €.) 

Pentru punctul hj(b) lulm o Tec1nltate V.1 de forma: 

Vj • (b1-'f,b1+-iz)x ... x(b1- 1-,Z,b1 - 1+"{) X(-~, ,Z)x 

ll(b1+1_ ! 'b1•1♦ 'l )x ... x(b.1-1_ 1l, b.1-1+ 'l> X ( bj+l_ Î • bj+l+ 1) .I( 
x ... x(bXl+l._ y ,bn+l+ ~) 
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-1( ) J [ l 1-1 1+1 D♦l] h1 T1 • l • •••• •• ,1,. •••••• &U1 1 

•l~(al- f,al+ e), ••• ,.1-1 6 (a1•1.e,a1·1+ f.),s1+1~ 

~c.1+1_ e ,.1+1+ e >, •• ,, .J-1 E:C .J-1_ t ,.J-1. e> ,.J 4- <- e, e· >,, 
.J♦l ._ ( .j♦l_ e ,.J♦l. e;) t • • • t ~l 6 ( aD♦l_ t ,aD+l+ G)} 

h -l(T) '{[l J-1 j+l zt♦ l] J J • u , ••• ,u ,l,u , , ••• ,u _ '-UJ 1 

1 ( l 17 1 11 ) 1-1 ( 1•1 ,,, 1-1 11 ) 1 ( ) 
'li „ li - t•II +, ••••t'll E. b • l 'b + t ,u E • 'f• Î , 

u1+1€(ll1+1_ '[, 111+1+ t) , .•. ,u.1·1E:(bJ-l. "Z,b.1-1+ 'f) , 

uJ+l € ( 11J+l_ 'f ,11J+l+ Î) • • • • 'UD♦ l E( bn+l_ "l 'bD+l+ Î)} 

1) Daci u1 • O, atUDo1 ••t• eT1dent el •l•unt•l• de pe locul 

1 diD h;1 (TJ) 11 h11(V1 ) nu oo1Dcid n1o1odatl. 

11) Daci u1 /, O, atW1c1 UD eleaent oarecare din aulţ1Ma 

h;1(VJ) •• acr1e1 

[JC ui•l u1il UJil ...l... u.1il u~l ] 
1•···· 1 •1 • ,.... •-:-:r• , ••• , 

'll 'll li 'llUU U 

Daci lu.lm e, • "l • l , obţinem •J €(-1,1) , I :r I > l • 

Prin urmare, elementele de pe locul .1 din h11(v1) o1 h;1cv3
) nu coincid 

nio1odatll. liezuHI ci h11(V1)f1hj1 (VJ) • (jJ oi deci fn(R) Hte nrie

tate separat!. 

Exemplul 5. Vom arlta ci mulţi.mesa 

• • { (x,y)e:R 2 j 1 • o Ju{ (x,y)e:R 2 Ix ~0,1 • l J 
poate !1 organizat! ea varietate di!erenţiabtll neseparată de eluă 

c00 oi de dimensiune unu. 

Considerăm mulţimile u1 • { (x,y)ER 2 I 7 • O J , 
u2 • { (x,y)EIR 2 j X <O • 1. o Ju{ <x,7)c;1! 2 I X ~0,7 • l J 
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,1 apl1oaţ11l•• 

kl I ul -a . 11i<x,O). X 

~ , u2 -• , ~(x,o) • x 4aol x<-0 ,1 k2(x,l) • x 4aol x>O. 

l•t• n-Uani ol v1c: K , V2c: li ti ol h1 ti ha a!nt ~•oUn. la plu, 

&YelU 

1> u1 uu2 • • 

11) 11i<u1 nu2) • 11i<{<x,7) eli2 j 2:<0,1 •o}>• (-oo,o) , daoi 

.o1 (U1 f'lu2) 111Jtl ■ulţill• deaehial 1n li. De asemenea ,1 mulţimile 

h2(U/'l u2) • (-c:o,O), h1(U1 ) • li , h2(u2 ) • li a1nt mulţimi deschise 1n li. 

111) Pentru OJ'loe x~(-o:1,0) • I, anm ha• bi1 (x) • h 2(x,O) a x, 

deoi apl1oaţ1a h2 • hil • Id1 eate O 00-d1terenţ1ab1ll. De asemenea ,1 

aplicaţia h 1 • ~l Hh diferenţiabill. Deci familia J.., .. {<Ul'h1 ),(u2,h2 )} 

este UJ1 atlas pe K. Resultl ci K este Yar1etate 0 00 -diferenţiabill de 

d.111ensiuna unu, 

Oll••r•h că punc\ele (O,O)E:U1 şi (O,l)eu2 nu ee pot separa. 

ln ednlr, !ie v1 o ncinliate deschid a lui OE:R • .Atunci hi1 <v1 ) eote 

o vecinltate daaohiel a lui (O,O)E: u1 • :Fie v2 o yecinltate deschial a· 

lu.1 oe: R, .At,mci b21(v2) este o vecinltat• deschisl a punctului 

(O,l}e:u2, -_Bate ••1dent oA v1nv2 /. <jJ. Bete uşor d~ yi!.zut el -

h21(V 2)nhi1 (V1) Hta diteritl de mul.ţimU vidl. 

li !'erlul f • .J'J.• • • .--J..,t .. to .tJ..l'o:i-c,AtJ.ol>.ll •• ,. .. ,u-.. ,a'. li• Clll&a'. 

ci'- oi da dimenoiUJJ• n 91 fie U o mulţime deechisl 1n M. Vom arlta că U 

poate !1 organi&atl ca Y&.r1etate diferenţ1ab1ll separatl de clasl ck 
t1 de d.iaene1w,a n. 

P1e J.. • { {Ua,ha) I a €.l l un ck-auea de tip B11 pe K, Jotla 

U' a• U.'''lu , h~ • halu •. Bete n1dent el U~ cu ,1 că aplicaţia 
a 
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Ht• 111J•cUYI, (\J)a EA. 

~-111a Jt.' • { (U~, h~) I a4.l j Ht• 1m ck-auu d• Up •• P• • 

deoarece •1Di Ter1f1cat• aond1ţ111•• 

i.) U U' • U ( U ('\ U) • ( U V ) f\ V • ■ n V • V 
a~.l • ac.l • at..l • 

11) penv11 orice a,b&.l ana h~(U~f)Ub) • ha(U•f)Ubf)U) t1 

deoar•~• u.riv11 nu eet• 4Heh11 iar ~. este homeo1DOrf1111, rnulU ci 

h~( U~f'\Ub) eaie lllll.ţime deeehiel 1n an. 

111) pentru orie• a,b€.l · eu u~nub ~ r/) , aplicaţia 

h' • h,-1 1 h' (U' nu•} -an b a a a b 

ecte d1!erenţiabill de elaal cit. In adtYll', •••• 

h I • h I -1 • h • h-1 I 
• • b • h'(U' nu') 

a a b 

şi 0\1111 reair1eţ1a unei aplicaţii diferenţiabile de olul ck la o mul

ţime deschial este diferenţiabill de elaol cit, raiul U ci hii o b~ -l este 

di!erenţiabill de olaal cit. Deoarece Yarietatea M este aeparatl re1uliA 

ci şi Yarietatea U este aeparatl. Prin urmare U este Yarietate di!eren

ţiab1ll separatl de claal cit şi de dimensiune n • clim •• 

Exemplul 7. Pie .iţ(R) mulţimea 11atricelor pltratice de ordinul 

n cu elemente in R. Vom arlta el mul~imea 

GL(n,R) • {a• I a} I ~n(R) j det I •jl ~ O , i,J•l,2, ••• ,n} 

poate fi structurotl ca varietate analiticl reală de dimensiune n2• 

B"umerotlm elementele matricei a • ia} I€. GL(n,B) tn modul 

x1 x2 ... ~ 

I ~•l ~•2 x2n ... . .............................. 
~ 2-n+l ~ 2-n+2 

2 
••• x11 

In acest fel fieolrei -trice a • I •j I € GL(n,I{) H asociem punctul 
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(s1 , ••• ,rl
2

) a a•
2

• late utor de vlaut ci GL(n,R) •• identifici ou o 
2 

■ulţiM duchial 1n a• . Deci GL(n,R) eaie nrietate analitici reali 

de diaeneiune n2• 

he■plul 8. Pia .A.• {cu •• h.>I•--•} un cit-atlas de tip 8 11 pe 

I ,1 fie K' o ■ulţiae arbitrari. Preaupune■ ol ave■ o aplicaţie bijeo

ti'f'l h I K' -•• lotla 

u~. h-
1 cu.> • h~ ~ h·•h 

Vo■ arlta el.>.,' • { ( U~, h~)I acAJeste 1111 cit-atlas de t1p 8 11 pe K'. 

In adeYu, ne■ U~ c:; K', (Y)aEA, iar aplicaţia 

este 1nject1Yl, (Y)as.t. In plue ayeii& 

1 ) u u• • Uh-1(u ) • h-1c uu ) • h-1 (K) • •• 
au a IIIEA a aEA a 

11 ) Pentru orice a,bE:A ave1111 

h~(u~nUi,) • h . •h(h-1(Ua)nh-1 (Ub)) • ha o h (h-1 (U&f"\ Ub)) • 

• h &(uan Ub) 

deci h ~(U~ f"IU i,) es t e mulţime deschid 111 R11
• 

111) Ph a,b€ A cu U~()Ub ~ <ţ, şi !ie aplicaţia 

Ayem1 

şi deci aplicoţia hi,• h~ -l este dife renţiabill de elasl ck. Prin urmare 

W' este varietate di!erenţiabill de clas ă ck şi de dimensiune n • dim M, 

Presupunem că M este varietate separotă. Vom arăta că M' este 

separată. Pe W' avem topologia de Yari etate . O mulţime li' din M' este 

mul \ime deschisă docă mulţimea h( li') este deschisă in K. Pie p, q €1l' , 

p, q. Botăm x • h(p) , y • h(q). Deoare ce h este bije c ţie rezultă 
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; 1• Cl\a • ••t• Yar1etate eeparaU resultl el ex1aU doul 1Nlţ1a1 

esch1•• Ux,u1 c JI uttel 11lc1t x•Ux, 7&U1 ,1 uxnu
1 

• </;. llesulU 

-l(Uz'"I u
1

) • h-1(Ux)n h-1(u
7

) • </J , deci punctele PE h-1(Ux) 11 

q.h-1(U
7

) H pot eepara. llesulU c! JI' este Yar1etate d1fere,nţ1ab1ll 

aeparat.l. 

Exemplul 9. Cone1derla apl1oaţ1a 

defini t;l prin 

t(x1,x2) • (x1coa x2 , x1a1JI x2, bx2) 

Vo111 aril ta el JI • Im! este Yarietate C 00 -d1terenţ1ab1ll de d1.aene1une 2 

(el1co:1dul drept). 

Bate endent el f eate injecţie. Atunci aplicaţia t 1 11 2 - JI 

este b:1jecţ1e şi contora exemplului anterior JI este o Yarietate CDO -d1-

terenţiabill de dimensiune 2. 

Exemplul 10. Cons1derlm un 1nterYal deschie IS:B şi !ie 

C : I - f o aplicaţie d1terenţ1ab11l (curbl parametr1zaU. in €. ) • 
~ ~ 

Daci C •~te injecţie atunci K • Im C eete Yarietate diterenţ1ab1ll de 

dimensiune n • 1. 

Este evident el I este o varietate diterenţiabill de dimensiune 

n • l. Aplicaţia C: I,__ JI este bijecţie şi conform exemplului 8 

rezultl el K este varietate diterenţiabill de dimensiune n • 1. 

Exemplul 11. Considerăm aplicaţia f I IR 2 - E~ defini tl prin 

t(x1 ,x2) • (a(x1+x2),b(x2-x1),2x1x2J , a>O , b><> 

Vom arăta el K • Im teste varietate diterenţiabilă reali de 

clasl C 00 şi de dimensiune doi ( paraboloidul hiperbolic). 

Este evident el aplicaţia t este injec,ivl. J.tunci t : a 2 - K 

"" este b,jecţie şi conform exemplului 8, JI este Yarietate C --diterenţia-

bill de dimensiune doi. 
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heaplul 12. Conaiderla ■ul ţi■ea u-{ ( x1,.,, ,-s!") call, x1 ., .-s!" 1,0 J 
,1 aplicaţia t I U - f detilli U prill 

M+-..( 

t(x1, ••• ,-s!") ■ (x1 , ••• ,-s!",---½> 
yf ••• i4 

Yo■ arl\a ci ■• I■ t ee\e Tarie\a\e d1terenţiab1ll reali de 

olaal c00 ,1 de dillenaiune n (nrie\a\e 1'1ţeica). 

1 ■ \e eviden\ el t ee\e injec\ivl. iesul\l ci 

eete bijecţie. Deoarece U eete mulţime deechi•l în an, resultl el U 

eete varie\ate diterenţiabill reall de clasl c00 ,1 de dimensiune n. 

Polosind exemplul 8, resultl el K este Tarietate diferenţiabilă de 

clael C 00 ti de dimensiune n. 

lxemplul 

f I tl-(E" . O 
MH 

13. Conaiderh o ■ulţime deschisă UCBn oi fie 

imereie (hipersuprafaţă pll!'ametrisatl inEA-1..-~), 

F reeupune■ el r este 1n,1ecţie • .Atunci K • Im feste varietate diteren-

ţiabill ou n dimensiuni, 

In adevlr, deoarece f I tl -K este bij e cţie iar U este varie

tate diterenţiabili de dimensiune n, resultă el K este varietate dife

renţiabilă ou n dimensiuni, 

Exemplul 14, Orice spaţiu vectorial real de di~eneiune finită n 

poete ti organizat ca o varietate diferenţiabill separată cu n dimensiuni, 

Exerciţiul 15, Fie K şi K' două mulţimi nevide. 

fie.A.• {(U8 , h
8
)la&.Aj, respectiv.A.'• {<u~,. h~,) I a'E;.A•j .• un ck

a. ţle~ 4• ti.l' ~n Pt• li , .r•o.p o " t.J. y u.n ok' •o ♦l.oo do t-J. p ~n• p oli '• Vo• 

arăta că familia 

.A." • { (U{~,a•)• h/~,a•) I (a,a•)e..A "'.A'} 

este ck' '-atlas de tip 11.n+n' pe K ,c K', unde k' • ~ m1n (k,k') şi unde 

am notat 
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i,M?,._.,U,_· 

••t• n14ent ci Ul~,a•)c:Kll ■'• DiD hl~,a•)(x,x') • h(~,a') ( 7,7 •") 

~a( x) • b 8(1) 11 h~,(x') : h~,(1•). <ha ha 11 h~, 11Jlţ iJSjeoUYe 01'1car• 

u t1 • cA, a•c A', rHulU. (x,x') • <1,1') ,1 4•o1 aplicaţia 

es te ~•o UYI , (f) (a,a•) s A" • All,A'. 

Yo11 arUa 1n 0011t1Duare ol !&111.lia ,A.•'· nrificl oolldiţiil0 

(.Al ), ( J&2' (A3) dill detilliţia 1.1. he1111 

U Ul ' , ) • l_} ( U ,1ttJ1 
1 } • { U U a ) ~ ( U U' , ) • 

(a , a' )6.A " •• • ( a,a• ~ " • • a.;...A a'e..A' 6 

•• lC. li' 

J'ie (e.,a' ) , (b,b')E:'.A " • AYHIJ 

>eoer e ce h 6 (U.nub) este mulţime deschid .in 11 11 şi h;,{u~,nu;,, > c11,• 

.nulţime deschid in i 11 ' rezulU că h~~.(U~~.nubb') eeto illUlţl:ne cee

~- 1ell ~ Rn+n 
1

• 

Pie (a,a'), (b,b ')E.A " cu U(~,a•)fîU{b,b') ~ ~, 81 1.1:-h!.m 

cum că aplicaţia 

h(b,b')o h(;:!,i I hl~.-•)(U(~.a•)nuu,,b') -ii!l•n' 

ete li.!ereuţ1ebil! de cleel cit'', UDde 1t••~m1 ••) ~ l' en t,.., ori ct> 

,unct (p,p 1 )€.bl~ .-• )(U{~ ••• ,nuu, ,b')). h, ( u" -~ ,,,. •• cu•, ,u;,> 
.,. em, 

h. ) I • J' -1 ( I ) h I' ( h-:!. ( ) - ' - 1' , ) ) • 
\ b, b' ) • 4 , a, a 1 ) P' P • \ b, b' ) f' '"a' ' P 
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-l , h' h'-l) • Deoarece aplicaţia h11 • ha ,rHp. 11 , • a' H .e ditere11ţiab1ll de 

olul cll: (reap. ok'), rnuHl ol aplicaţia hlti,b') • hl~;!,) Hh dite-

11: ' ' re11ţiabill de claal C , unde 11:••,11111(11:,k') • 

Bxe■plul 16. Poloai11d exemplul precedent obţinem ol torul real 

ou II di■eui11.11i rJ1 • ~1x ••• x S~. unde s1 eete un cero, este o Yarietate 
de n„ ori 

analiUcl reali cu n dimensil.l'Ai. 

lxemplul 17. Polosind exemplul 15 obţinem el cilindrul real 

& xs1 este o Yarieta te analitici reali de dimensil.l'Ae doi . 
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