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Capitolul I

ELEMENTE DE TOPOLOGIE GENERALX

Mult imi

Cantor, in 1872,definea multimea ca reuniunea intr-un tot a unor
obiecte ale intuitiei sau ale gindirii noastre,bine determinate gi
care se pot deocebi intre ele.Obiectele din care este formatd
multimea se numesc elementele sale.

a€A este notatia pentru "a apartine lui A",iar neapartenenta
unui element b la o0 multime A se noteazd:béA.

Multimile se pot nota in mai multe moduri.De exemplu:

A= }a / a are proprietatea P}

A= {a,,a,,8,,...

Exemple de multimi uzuale:
N = (1,2 .} mulgimea numerelor naturale
N= {0,1,2,3,...}

Z = {x/xeN sau -x€n sau x=0} multimea numerelor intregi
Q= {-g / a,b€zZ, br0} multimea numerelor rationale

R = {a,,aa,...a,... / a,€2 iar a, (i=1,2,...) este unul dintre
numerele 0,1, ...,9,f4r3d ca 9 s3 se repete de o infinitate de ori}
este multimea numerelor reale
® = multimea vidd (multimea care nu contine nici un element),
I = (a,b) = }x / a<x<b;a,b€R} interval deschis
I = (a,b] = {x / asxsb;a,be€R interval finchis
[a,b) = [x / asx<b;a,be€R
(a,b] = {x / a<xsb;a,b€RrR
Relatia dintre mult;lml este incluziunea, care se noteazd AcB

dacd "A este inclusd in B" i A¢B dac3d "A nu este inclus3 in B".

Refinitia 1.1.Multimea A este inclusid in mulclmea B (A este o
submultime sau o parte a multimii B) dac3d orice element care
apartine multimii A,apargine i multimii B.

Proprietdti ale incluziunii:
1.¢cE oricare ar fi multimea E
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2.AcB si BcA~A = B
3.AcB gi BcC=AcC
Definitia 1,2,Multimile A si B sunt egale dacd sunt formate din
aceleasi elemente.Se noteazd: A = B.
Definitia 1.3 ,Reuniunea a doua multimi A si B este multimea:
AUB = {x / x€A sau x€b}
Definitia 1.4,Intersectia multimilor A gi B este multimea:
ANB = {x / x€A si x€B}
Definitia 1.5.Diferenta dintre multimea A si multimea B este:
A - B = {x / x€A gi x¢&B}
Definitia 1,6.Dacd BcA atunci CB = A - B se numeste
complementara multimii B In raport cu multimea A.
Definitia 1.7.Dacd E este multimea totald,atunci multimea:
CA = E - A = {x / x¢A} e complementara lui A.
Definitia 1.8.Diferenta simetricd a multimilor A s$i B este
multgimea: AaB = (A - B)u(B -A)

Considerdm o familie de multimi  {a;} ., unde I este o
multime arbitrard de indici.
Definitia 1.9.Reuniunea multimilor familiei ({A;};.; este

multimea:

U A; ={x/ (3)ieI astfel incit xe€A}
i€1
Definitia 1.10.Intersectia multimilor familiei {A;};.; este
multimea:
A; = { x / xeA; pentru(V) ieI}
Tei

Proprietati ale operatiilor cu mult{imi:
1°.Comutativitatea:AuB = BUA
ANB = BNA
2° Asociativitatea:Au(BuC) = (AuUB)uUC
ANn(BNC) = (ANnB)NC
3°.Distributivitatea:

anN Y ap-y @Nn ap
ier i€r

AU ao=N @y ap
1er ier

4° .Formulele lui De Morgan:

c(y an = ca

i€r i€r
c() a) =Jca;
1€I i€r

Demonstratia primelor doud proprietati este evidentd.
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S4 demonstrim prima relatie de la distributivitate,cea de a
doua demonstrindu-se analog.
xeA () (U B)) =xea g x€ |J A; = xeA

ier i€rI

si (3)i,€I astfel ca xeA; = xeA\A, =xe|) (A4 deci A} (] A1)
i€l

i€l
< (ANAa) -xelJ (AN A,) = () il astfel ca xeA)A; = x€A
1€r i€r

si x€A; = x€A si x€ |JA; = xeA () (|JA,) deci si |] (AN4))
° ier i€r ier

caf) (YA
i€r
astfel egalitatea celor doud multimi este doveditd.
Demonstrdm prima dintre relatiile lui De Morgan,cea de a doua
demonstrindu-se la fel.

xec ({J A,) =xe |J A,~x¢A; pentru (V)i€I = x€CA; pentru (V) i€l =
i€r 1€1

x€() CA; deci € (| A,) < [)Ca;.

1€1 i€r 1€l

xep CA; =x€CA, (V) i€l = x¢A;(V)ieI=x¢|JA;=~xeC(|] A))
€1 i€r i€r

deci si p ca,cc(|J A, adica c(|J A, =() ca;.
€I ier ier ier

Definitia 1.11.Produsul cartezian al multimilor A gi B este

multimea:
A x B = {(a,b) / a€A,beB}

adit}:a este multimea tuturor perechilor ordonate (a,b) cu a€A gi
beB} .

in general, produsul cartezian al multimilor X,,X,,...,X, este
multimea:

ﬂ Xy = X, xX,x. .. xX, = {(x,X,,...,%,) /x;€X; ,i=1,...,n}
Dacd X,=X,=...=X,=X,atunci se noteazi:

X = {(%,%,...,%)/x€X,i=1,...,n}
Considerdm un sir de multimi {A,} nen”

Definitia 1.12,.Se numeste limita superioara a girului,multimea
lim sup A,,formatd din elementele ce apartin la o infinitate de
termeni ai girului gi se numegte limita inferiocard a girului,
multimea lim inf A ,formatd din elementele ce apartin tuturor
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ysy')) si (x'sx" sau (x'=x" si y'sy")) =(xsx' si x'sx") sau
(xsx' si (x'=x" si y'sy")) sau ((x=x' gi yszy') $i x'sx") sau
((x=x' si ysy') si (x'=x" si y'sy"))=xsx" sau (x=x" gi ysy")=-

R ((x,y), (x",y"))e R

: i lini . {ale)

Definitia 1.,29.0 multime X pentru care este dat3 o operatie
internd care asociazd fiecdrei perechi (x,y)€ XxX elementul notat
x+y€X si o operatie externd fata de corpul K care asociazd fiecdrei
perechi (a,x)€ KxX elementul notat ax€X se numegte spatiu vectorial
(sau liniar) peste corpul K,daca verificd urmdtoarele proprietati:
1°. x+y = y+x pentru (V)x,ye€X,
2°. (x+y)+z = x+(y+z) pentru (V)x,y,z€X,
3°. (3)0€X astfel ca x+0=x pentru (V)xeX,
4°. Pentru (V)xeX, (3)-xeX astfel ca x+(-x)=0,
5°. a(x+y) = ax+ay pentru (V)aeK si (V)x,ye€X,
6°. (a+b)x = ax+bx pentru (V)a,beK si (V)xe€X,
7°. a(bx) = (ab)x pentru (V)a,b K gi (V)xe€X,
8°. (3)1eK astfel ca 1x = x pentru (V)xeX.

Elementele spatiului vectorial X se numesc vectori iar
elementele corpului K se numesc scalari.

De exemplu,fie M o multime nevid¥ si F, = {f / £ : M -» R}
Multimea F, este spatiu vectorial peste corpul R fata de operatia
internd de adunare a functiilor:

(£+g) (x) = f£(x)+g(x) pentru (V)£f,6 g€F, ,xeM,
gi de operattia externd de inmultire a functiilor cu scalari:
(af) (x) = af(x) pentru (V)ae€Rr, (V) fe€F,,xeM.

Se verificd ugor cele opt proprietati.

Definitia 1.30.Se numeste spatiu vectorial normat,un spatiu
vectorial X peste corpul K pe care se definegte o aplicatie care
asociazd fiecdrui element x€X un numdr real numit norma lui x si
notat ||x|| cu urm3toarele proprietati:

1.]|x||2 0 pentru (V)x€X;||x|| = 0o = x = o

2. Ix+yils| x| |+||y]| pentru (V)x,yex

3.||ax] | |al ||x|| pentru (V)a€eK si xe€X.
Exemple de spat11 vectoriale normate:R cu norma ||x|| = |x| si
C cu norma | |x]|| [ x| .

Fie X un spaglu vectorial normat si X,€X.

Definitia 1.31.Sfera deschisd cu centrul x, si de raza r este
multimea:

S.(x,) = {x / x€X astfel ca ||x-x,|]|sr)

Definitia 1.32.VcX este o vecindtate a lui x, dacd existd o
sferd deschis3d S, (x,)cV.

Qgﬁ;nlgia_l+}}JF1e GcX si x,€G.Spunem cid x, este punct interior
al lui G dacd existd o vecindtate V a lui x, continutd in G.x, este
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punct exterior al lui G dacd este punct interior al multimii X-G.

Definitia 1.34.0 multime GcX se numeste multime deschisa dacad
orice punct al ei este punct interior.Multimea FcX se numeste
multime inchis3d dacd CF este deschisa.

Definitia 1,35.Fie G <X.Un punct x,€X se numeste punct de
acumulare al lui G dacd,oricare ar fi vecinatatea V a 1lui
X,, rezultd:

Vn(G-{x,}) * &

G' = {x / x punct de acumulare al lui G} se numeste multimea
derivatd a lui G iar multimea G = G'uUG se numeste inchiderea lui
G.

Definitia 1,36 .Fie GcX.Un punct x,€X se numeste punct frontierd
al lui G dac3 orice vecinitate a lui x, contine atit puncte din G
cit si puncte din CG.Multimea punctelor frontierd se numeste

frontiera lui G si se noteazd 4G.

Propozitia 1.1. G = dJe6.

Definitia 1.37.Un punct x,€G,GcX,se numeste punct izolat al
multimii G dacd exist3d o vecinatate V a lui x, astfel ca
VnG = {x,}.0 multime inchis¥ G care nu are puncte izolate se
numeste multlme perfectd.
Fie X o multime oarecare.Spunem cd pe X s-a
definit o topologie dacd se da o familie 7 de pdrti ale lui X cu
proprietatile

1.X si ¢€r7

n
2.pPentru orice G,,G,,...,G,€t = |J Ger,

i1

n
3.Pentru orice G,,G,,...,G,€t = [)]G,€r.

Cuplul (X,7) se numeste spatiu topologic iar multimile care
apartin lui 7 sunt multimi deschise.
Definitia 1.39.Fie X un spatiu vectorial peste corpul K.Se

numeste produs scalar pe X o aplicatie care asociazid perechii
(x,y) € XxX un element notat <x,y>€K gi are urmatoarele proprietati:
1. <x,y> =<y, x>

2. <x, O x,,y> = <x,,y> + <x,,y>
3. <ax,y> = a<x,y> , a€k
4. <x,x> >0 pentru (V)x »0
Propozitia 1.2.Dacd pe X este definit un produs scalar,atunci

X este un spatiu normat cu norma ||x||=,/<x,x>
Definitia 1.40.Fie X o multime oarecare.Se numegte distanta pe

X o aplicatie p : XxX - R cu proprietatile:
1. pix,y)20 (V)x,ye€X; p(x,y) = 0 = x =y
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termenilor sirului cu exceptia unui numdr finit de termeni.

Definitia 1.13.8irul de multimi 0. 10 J—" se numesgte

convergent dacd lim sup A, = lim inf A,.

Desi toate stiintele opereazd cu multimi,nu este inca unanim
acceptatd o definitie riguroasd a notiunii de multime.Se fac insd
permanent incercari atit pentru definirea conceptului de
multime,cit $i pentru extinderea acestei notiuni.Astfel,in
statistica matematica se utilizeazd conceptul de populatie ([ ]).

O populatie se definesgte:

4
A={x,€ A / i=1,...,p;n;, DEN}

si reprezintd o grupare formatd din unul sau mai multe tipuri
distincte de elemente,elementele fiecdrui tip fiind identice din
punctul de vedere care caracterizeazi populatia respectiva.

> RElatit gl Sinseid

Definitia 1.14.0 relatie intre multimile X gi Y este o
submultime a produsului cartezian X x Y.
Vom nota faptul ca x€X este in relatia & cu yeY astfel: (x,y)eR
sau x8y.
Definitia 1.15.Multimea de definitie (domeniul) a relatiei &
este:
dom & = {x / x€X si (3)y€eY astfel ca xRy}
Definitia 1.16 . Multimea valorilor (codomeniul) relatiei R este:
codom & = {y / y€Y si (3)xeX astfel ca xRy}
Considerdm relatia & intre multimile X si Y gi multimile AcX si
BcY.Imaginea multimii A prin ® este multimea:
®(A) = {y / yeY si (3)xeA astfel ca xRy}
iar imaginea inversd a multimii B prin & este multimea:
®*(B) = {x / x€X si (3)yeB astfel ca x&y}
ini Inversa relatiei R®,intre X gi Y,este relatia &°*
intre Y gi X definitid astfel:
* o= {(ly,x) / (x,y)eR}
O relatie intre X si X se numegte relatie in X.
Relatia identicd pe X este: & = i, = {(x,x) / xe€X}
O relatie & in X se numegste relatie de
echivalentd dac3 are proprietatile:
1°. (x,x)eR (V) xeX (reflexivitate)
2°. (x,y)e® = (y,x)eR (simetrie)
3°. (x,y)e® si (y,z)eR = (x,z)e® (tranzitivitate)
Definitia 1.19.Clasa de echivalenta in raport cu & a unui
element x€X este multimea:
(x] = {y / yex,x8y}
Dgt;ni;;a_l*zg‘Mulclmea claselor de echivalentd in raport cu &

4
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ale multimii X se numeste cit (multime factor) si se noteazi:
X/R

Definitia 1.21.0 relatie < in multimea X este o relatie de
ordine (sau o ordine) dacd este tranzitiva.Cuplul (X,<) se numeste
multime ordonatd.

Definitia 1,22 .Fie Ac(X,<).Un element x€X se numegte majorant
al multimii A,dacd pentru orice y€A rezultd y<x sau y=x.Notind cu
A, multimea majorantilor multimii A, spunem ca A este majoranta dacd
A, *» .

Analog,un element x€X se numeste minorant al multimii AcX,dac3
pentru orice y€A avem x<y sau y=x.Notind cu A, multimea
minorantilor, spunem cd A este minorantd in (X,<) dacd A, * &.

Definitia 1.23.Dacd multimea A este majoratd in (X,<) sgi A,
admite un minorant d, astfel ca d,€A,,atunci elementul d, se numesgte
un supremum al multimii A in (X, <) .Dacd multimea A este minoratd in
(X,<) si A, admite un majorant s, astfel ca s,€A,,atunci elementul
8, se numeste un infimum al multimii A Iin (X,<).

Definitia 1.24.0 relatie f intre X gi Y este o functie (sau
aplicattie) definitd pe X cu valori in Y daca:

1°. dom f = X
2°, (x,y)ef sgi (x,z)€f = y=2z
Notdm: £ : X - Y

Elementul y€Y care se afld in relatia £ cu x€X se numeste
valoarea functiei £ in x si se noteazd y=f(x).

Definitia 1.25.0 functie £ : X -»Y este injectie (aplicatie
injectivd) dacd pentru (V)x.,x,ex x,#*X, rezultd f(x,)+f(x,)

Defipitia 1.26.Pentru orice ye€Y,existd x€X astfel ca f(x)=y.

anm._;_;a_]._._z_'z_.j‘unccla f : X - Y este bijectie dacid este
injectie si surjectie.

Definitia 1.28.0 multime A se numeste numirabila dac3 existd o
bijectie a lui A pe N.

Exemple de multimi numdrabile:N,Z,Q;R nu este numdrabili.

Exercitii,

1.83 se spund dacd relatia ® definiti pe R astfel:
(x,y) €® = sin’x + cos’y = 1,
este o relatie de echivalenti.

Se verificd proprietatile care definesc relatia de echivalenta:
1°. (x,x)€e® = sin’x + cos’x = 1,formula adevarati pentru orice xe€R
deci relatia & este reflexivi.
2°, (x,y)€R = sin’x + cos’y = 1 = 1 - cos’x + 1 - sin’y = 1 =
sin’y + cos’x = 1 =(y,x)€e® deci relatia % este simetrici.
3°. (x,y)eR si (y,z)eR® = sin’x+cos’y=1 si sin’y+cos’z=1 =

sin’x+cos’y+sin’y+cos’z=2 = sin’x+cos’z=1 deci relatia & este si
tranzitivd,adicd R(relatia) este o relatie de echivalenti.

2.53 se arate cd relatia ® in R? definiti:

({x,y),(x',y'))e R = x sx' sau (x=x' i y=<y')

numitd ordinea lexicograficid,este o relatie de ordine.
Se verificd tranzitivitatea relatiei &

((x,y),(x',y'))e R si ((x',y'),(x",y"))e R - (xsx' sau (x=x'gi

5
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2. p(x,y) = ply,x) (V)x,yeX
3. p(x,y) s pi(x,y) + ply,z) (V)x,y,z€X (inegalitatea triunghiului)
Cuplul (x,p) se numeste spatiu metric.
Propozitia 1.3.0rice spatiu normat este spatiu metric cu
distanta p(x,y) = ||x-y|]|.
Definitia 1.41.Spatiul aritmetic n-dimensional real R" se

defineste:
R = {x / x = (X,%,...,%) %, X3, - . ., X, €R}
si este spatiu vectorial peste R fatd de operatiile:
X + Y = (X4, -0 X+Ys) (Mx=(x, ..., %), ¥=(¥1, ..., Ya) €R"
ax = (ax,,...,ax,) (V)aerR,x = (x,,...,X,)€R"

Produsul scalar pe R" se defineste:

n
X, Y=Y XY

1=1

R" este spatiu normat cu norma:

Hx||=v<x, %o =yxi+. .. +x;

R” este spatiu metric cu distanta:

n
p(x,y) = ||x-y|| = |} (x;-¥,)?
i1

Cazurile particulare R* gi R’ ale lui R sunt cunoscute si se
folosesc frecvent in analiz3,geometrie analitic¥,astronomie,
mecanicd.

R* = {(x,y) / x,y€R} reprezint¥ multimea vectorilor de pozitie
ai punctelor din plan (Fig.l1.1.).Pentru a studia vectorii de
pozitie ai punctelor din plan,este suficient sd cunoagtem numerele
reale x,y care determind pozitia punctului M In plan gi care se

Y

definesc in raport cu un sistem de

referintd si se numesc coordonatele
HOG W punctului M (dealtfel x,y se numesc
i coordonatele vectorului de

pozitie O ).

Fl10 1.1 Coordonatele carteziene ale
punctului M In plan sunt abscisa
(x) si ordonata (y) care se
definesc fata de sistemul de referintd xOy (Fig, 1.1.) format
din axele de coordonate 0x,0y si originea 0.
Reprezentarea curbelor plane in coordonate carteziene si
proprietatile lor sunt cunoscute.
Se pot insa defini gi alte sisteme de coordonate in plan.
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Astfel,sistemul de coordonate
in plan (Fig.1.2.) numite
coordonate polare are ca sistem
Pt - de referinta axa polara‘(ox) si
polul (o) .Coordonatele polare ale
punctului M sunt:unghiul polar
(0) si raza polara (r).
Reprezentarea curbelor plane in
coordonate polare gi studiul
proprietatilor lor se face ca si la cele in coordonate carteziene,
tinind cont insd de sennificatia deosebitd a coordonatelor.De
exemplu, pentru reprezentarea curbei in coordonatele polare:

r = 2(1 + cos 0)
observam cd variatia functiei este:

(s ./H( v,0)

o0
f1G 1.2

F1G 1.3

F1G 1.4

Legatura dintre coordonatele polare in plan §i coordonatele
carteziene ortogonale in plan este datd de formulele:

{x =rcos
y =r sin 6

care se deduc imediat din Fig.1.4.

R' = {(x,y,z) / x,y,z€R} reprezintd multimea vectorilor de
pozitie ai punctelor din spatiu.Este suficient ins3d sd cunoastem
pozitia punctelor in spatiu,care este determinatd de trei
coordonate ce se definesc in raport cu un sistem de referinti.
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Sistemul de coordonate
carteziene (ortogonale) inspatiu
(Fig. 1.5.) are sistemul de
fee u. 2> referint¥ format din axele Ox,Oy
z Oz gi originea O.
v Coordonatele carteziene ale
punctului M in spatiu sunt:
> abscisa (x),ordonata (y) si cota
x FIG 1.5 (z) .

Asemanitor,se pot defini si alte sisteme de coordonare in
spatiu.

Sistemul de coordonate polare in spatiu (sferice) are ca sistem
de referinta polul O,axa Oz gi planul xOz.Coordonatele polare ale
lui M sunt:raza polar3d (r) si dous unghiuri, respectiv unghiul 6
(latitudinea) dintre OM si Oz $i unghiul ¢ (longitudinea) dintre
planul MOz si planul xOz (Fig.1.6.).

Legatura dintre
coordonatele polare fn spatiu
si cele carteziene (ortogonale)
in spatiu se stabilegte prin

MCr, 0, =
2 ree.® relatiile:
z
L*) Yy
= r sin 6 cos
= r sin 6 sin
- z=rcos 6
® FIG 1.6

care se deduc ugor (Fig. 1.6.).
Sistemul de coordonate cilindrice in spatiu (Fig.1.7.) are ca
sistem de referinta : polul O,axaOx si planul xOy.Coordonatele
z cilindrice ale punctului M
T . sunt:raza polara (r),unghiul
polar (6) si cota (h).
Legatura dintre coordonatele

MCr, 0, h> cilindrice s$i coordonatele
! carteziene ortogonale in
z " spatiu este data de urmdtoarele
relatii:
x =r cos 0
=rsin®
x FIG 1.7 %r z=nh
care se stabilesc ugor din
Fig. 1.7.
Definitia 1.42.Fie X un spatiu vectorial peste corpul K.
Vectorii x,,%;,...,X,€X se numesc liniar independenti (iar multimea
{x,,%,,...,%x,} se numeste liniat independent) daci relatia:

10
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este adevaratd numai dacd:a, = a, = ... = a, = 0.

fn caz contrar,vectorii x,,x,,...X, se numesc liniar dependenti
iar multimea {x,,%,,...x,} liniar dependentd.
.Consider3m vectorii:x, = (1,0,0),x, = (1,1,0),x, =

(1,1,1) din R’.S3 vedem dacd ei sunt liniar independenti.
a,X, + a,X, + aX, = 0O
a,(1,0,0)+a,(1,1,0)+a,(1,1,1) = (0,0,0)

(a,+a,+a,, a,+a,,a,) = (0,0,0)
@, +a,+a, = 0
a,+a, = 0
a, =0
111 . . . .
D,=|011 deci sistemul admite numai solutia
001

banal3:a,=a,=a,=0 gi prin urmare vectorii x,,Xx,,x, sunt liniar
independenti.

Definitia 1.43.Spatiul vectorial X are dimensiunea n dacd el
contine o multime liniar independentd formatd din n elemente,dar nu
contine nici o multime liniar independentd formatd din n+1l
elemente.

Spatiul vectorial X este infinit dimensional dac3d el contine
submultimi infinite liniar independente.

Definitia_1.44.Submultimea liniar independent® {x,,X%,,...,X,} a
lui X se numeste bazd dacd orice vector x€X se poate scrie ca o
combinatie liniard a elementelor x,,X,,...,X, adicd existd
a,,a,,...,a, din corpul K astfel incit:

X = a,X, + a,X; + ... + aX,.

Exemplu.Considerdm vectorii:e,=(1,0,...,0),e,=(0,1,0,...,0),..
...,€,=(0,0,...,0,I) din R".Stabilim ca multimea e,,e,,...,e, este
bazd in R". - )

a, e+ a,e;+ ... + a,e;, =0

(a,,a;,...,a,) = (0,0,...,0) relatie adevaratd
numai dacd: a, = a, = ... = a, = 0 deci vectorii e,,e,,...,e, sunt
liniar independenti.

Orice vector x = (x,,%,,...,X,) Se poate scrie:

(X,, X, .« .,X,) = X,€, + X;€;, + ... + X,& , X;,...,X,€R
deci ca o combinatie liniard de vectorii e,,e;,...,e,.

Mult imea {e,,e,, ...,e,} formeazd deci o baz¥d a spatiului
vectorial R" gi se numeste baza canonicd a lui R".

Definitia 1.45.Fie X un spatiu vectorial pe care este definit
un produs scalar.0 bazd {x,,x,...,%X}) a lui X se numegte
ortonormatd daca:

1 daca 1 = j
<xi,y)>-{0 daca i + j
Exemplu.Baza canonicd a spatiului vectorial R" este ortonormat¥
deoarece:

11
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(1 daca 1 = j
<ei’ei>'{o daca i * j

Definitia 1.46.Se numeste acoperire liniara a unei multimi AcX
(sau spatiul generat de A),X fiind spatiu vectorial peste corpul
K,multimea tuturor elemenr_elor de forma: ”

n
x=Y" a,x;

1=1

-

Cu X,€A,a,€K si neN.

12
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Capitolul I I

SIRURI SI SERII
timi

Def.2.1. Multimea liniara este o multime de numere reale,adicd o
multime care se poate reprezenta prin puncte pe o dreapta.
Def.2.2, Vom numi vecinatate a unui punct x, orice interval deschis
(a,b) care-1 contine pe x,
Def.2.3, Se numeste margine superioara & unei multimi liniare A cel
mai mic majorant,adicd un numar M cu urmdtoarele proprietati:

1) a = M pentru orice a € A

2) Pentru orice € > 0,existd un numar béA astfel ca b>M-g¢,
numarul b putind fi chiar M,dacd M€eA (orice vecinatate a lui M
cortgine puncte ale multimii A).
Def.,2.4, Se numeste margine inferioard a unei multimi liniare A cel
mai mare minorant,adicd un numdr m cu proprietatile:

1) a = m pentru orice a€A

2) Pentru orice €>0,existd un numdr beA astfel ca bcm+e, numdrul
b putind fi chiar m,daca meA (in orice vecinatate a lui m existd
puncte ale multimii A).
Def.2.5. Se numeste limita superioara a multimii A $i se noteazi:

L="Tim A = lim sup A,marginea superioard a multimii derivate A'.
Def. 2.6, Se numeste limita inferioard a multimii A gi se noteazi:
1= 1im A = lim inf A,marginea inferioard a multimii derivate A'.

Def.2.7. O mulgtime majoratd si minoratd se numeste multime

mdrginitd.
Def.2.8., Se numeste punct aderent al multimii A punctul x,€R pentru
care orice vecindtate a sa con;ine cel putin un punct din A (dacad
X,€A,acel punct poate fi numai x,)
Def.2.9, Se numeste multime inchisd o multime A care isi contine
toate punctele aderente.
Def,2,10, O multime A de numere reale se numeste multime compactX
dacd este inchisd si mdrginiti.

O multime A care nu este mdrginitd inferior,spunem c3 este
mdrginitd inferior de -w.

O multime A care nu este mdrginitd superior, spunem c3 este
mdrginitd superior de +w.

-0 $1 +o sunt simboluri,nu sunt numere reale.

Def.2.,11, Se numeste dreaptd reala inchisd multimea:
R = RU{-x, +}
iar -o si +®» sunt punctele ei de la infinit.

13
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2.Siruri numerice

Def.2.12, Se numeste gir de numere reale o functie definitd pe N
cu valori in R si se noteazi: (a,)neN sau (a,).

(a,) EN sau (a,) .
Def,2.13, Un sir de numere reale (a,) este mdrginit dacd este
m3rginit superior si inferior,deci dacd existd doud numere m §i
M, msa,<M, pentru orice ne€N.
Def.2.14, Un sir de numere reale (a,) este nemdrginit dacd oricare
ar fi numarul B>0,existd astfel incit |an|>B.
Def.2.15, Un sir se numeste monoton dacd este crescdtor (a,sa,.,),
strict crescadtor (a,<a,.,) ,descrescdtor (a,2a,.,) sau strict
descrescdtor (a,>a,.,) .
Def.2.16.1 Sirul (a,)... se numeste convergent cdtre a dacd pentru
(V) e>0, (3) un rang N(e) astfel incit pentru (V) nzN(e) sd avem
|a.-al <e.

Notdm : a,»a sau ];'}.‘_“ a,=a

Def,2,16.2 Sirul (a,).. este convergent cdtre a dacd in afara
oricarei vecinatati a lui a se afld cel mult un numdr finit de
termeni ai girului.

Def.2,16.3 Sirul (a,)... este convergent cidtre a dacd 1 = L=a
Def.2.17, Se numeste gir divergent un §ir care nu este convergent
Lemal,. (Lema lui Cezaro), Dacd (a,)..« este un gir mdrginit de numere
reale,atunci (a,).. contine un subsir convergent.

Dem : (&,).., mdrginit,deci (3)o,B€R astfel ca asa,sR oricare ar fi

+ ¢ o . .
néeN. Luam c=iz—E si fie [o,,R,] acela dintre intervalele [«,c] sau

[c,B] care contine o infinitate de termeni ai girului (a,) .Avem:

@+ Lo
asa, sB, <R ; B,-a1=é unde 1=8-¢.Lu3m c1=—‘2—Bl si fie [o,,B,)
acela dintre intervalele |[ao,,c,] sau [c,,8,] care contine o
infinitate de termeni.Se continud acest procedeu gi sd presupunem
cd am gdsit un interval [«,,8,] care contine o infinitate de termeni
ai sirului (a,) si astfel ca B,-« ~—,:—l;
in acest fel se obtin dou3d siruri (a,) si (B,) cu proprietatile:
1. o,sQ,s0,s...sQs...sB <...sB8

1
2. Parenm2
3: Fiecare interval [(«,,8,] contine o infinitate de termeni ai
sirului (a,).
$irurile (a@,) si (8,) sunt convergente cdtre aceeasi limitJ.
Iintr-adevir,dacd a si a' sunt limitele celor douX siruri,atunci:
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a,sasa’'sfl;

deci: Osa'—asbn—af% si pentru n suficient de mare,
|a’-a!s% <e cu € arbitrar deci a=a'. S& construim subsirul

convergent cdtre a.
Alegem: a,€la;,B,] (acesta exist¥ deoarece [a,,8,] contine o
infinitate de termeni ai sirului).Deocarece [a;,8,] contine o

infinitate de termeni ai sirului si [e,,B,]lclay,B,]1,(a, ,cu a,€
[o;,B;] si n,<n, §.a.m.d.S& presupunem cd am ales un termen a,,p al
sirului (a,) astfel ca a,€le,, By]. Atunci existd a,  cu ny,<n,,
astfel ca a,,mG[ap.l,ﬂpq].

Din constructia girului (a,) rezult3 ci:

|ann-a|<Bp—ap=—le-O deci a, -a.

Def.2.18, Sirul (a,).. de numere reale se numesgte gir Gauchy (sau
sir fundamental) dacd pentru (V)e>0, (3)N(e) astfel iIncit pentru
orice n,maN(e) sd avem:

| a,-a.| <€.
Lema 2.2, Orice sir Cauchy de numere reale este mdrginit.

Dem: Dacd (a,),, este gir Cauchy, (3)n,éN astfel ca pentru nan,
s3 avem |an-an°[<1 gi deci : [an|<1+|an°|,nzno

Atunci: |a,|s1+max{|a,[,....|a, [.|a,[}
Lema 2.3, Dacd3 (a,)neN este un sir Cauchy de numere reale gi daci
un subsir (anp) al sau converge cdtre a,atunci (a,) converge cdtre

a.
(a,) sir Cauchy deci pentru (V)e>0 existd N, (e) astfel ca pentru

(V) n,maN, (¢) rezulti |an—am|<§

Subgirul (a,,p) converge cadtre a,deci pentru (V)e>0 exist3
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N, (€) astfel ca pentru (V) pzN,(E) s3d avem |a,,'-a|<§

Fie €>0 arbitrar si N(e)=max{d,(e),N,(e)} si si lulm p astfel
ca pzN(e) si n,2N(e) .Atunci:

la,-als|a,-a, |+|a -a|<—+2-e pentru nzN(e)

deci a,~»a.

Teorema 2.2 (Criteriul lui Cauchy). $irul de numere reale (a,)neN
este convergent dacd s$i numai dacd este sir Cauchy.

Dem :Necesitatea,., (a,).. Sir convergent deci pentru (V)e>0, (3)N(¢),

astfel ca pentru (V)n,m=N(e) s3 avem |a,,—a|<§ si Iam-a|<§

Deci pentru €>0 arbitra:, (3) N(e) astfel ca pentru (V)n,mzN(e€)

<£+§ adici¥ sirul (a,) este

s¥ avem |a,-a,|s|a,-al+|a-a,| =

Cauchy.
Dacd sirul (a,) este gir Cauchy,rezultd din Lema
2.2 c3 este mdrginit;din Lema lui Cezaro rezultd cd (a,) contine un
subsir convergent iar din Lema 2.3 rezultd c3d si sirul (a,) este
convergent.
i i poate fi enuntat gi astfel:Conditia
necesard si suficienta ca sirul (a,),.. s3 fie convergent este ca
pertru (V) e>0,sd existe N(e) astfel incit pentru (V)naN(e) si orice

pEN s3 avem |a,.,-a,[<e.

1. sa aratam.ca sirul cu termenul general:

sinx s‘mZx* +.81innx

a,== =2 s =
este convergent.
Fie
_18in(n+l)x 51n n+p) x sin(n+1
©0; |a,,ma,|=| 2RI X, tn-p)x| | sintodd)x,
5 5a:P s
¢§j;q{@2x‘.,}__+\‘\+i=_}_ ]+l+.__-¢- 1, =,
5n~p Sn'l 5"'1 bn'l 5 Sp'
-t -1 ‘
21 5P _ 5P (1
5m1° ,_1 4.57 4.5°
5
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lg—
deci: 1 b p ~ 4
—~—-<e~'5>_ ;nlgs>1 A,n> -
4.5" de * oy 1g5 '
si fie o [lqa_e
1135
2. S& aridtam cd sirul cu termenul general:
a 7 .54»24_.__ .“4_7'{1
n” 5 7 9 11 2n+5
este divergent.
Fie
€ =-;— si p=n
la,,-a,l= 8+n , . 7%20,7%20, 1 hontru orice nen,
2n+7 4n+5 4n+5 2
3. S3 ardtam cd sgirul cu termenul general
1,1_1 a1
a =l-—+=-= LH(-1) =
n 2 3 4 k) n
este convergent.
. 1 1 1 1 a1 1
F e0;|ayma,|=| = -—t—— ==+ (F1) P |-
e |2nep=2n n+l n+2 n+3 n+4 -3 n+p' n+1
1 1 1 1 1 l-e
eoarec - + €0; ————+ <0, ...; ——XKeg; n>——~Ne
desatess n+2 n+3 n+4 n+S " n+1 @) [
4. Sd ardtam cd sirul cu termenul general
a“=1+i+i+___#_]_‘
n
este divergent
: 1
=__; =n
Fie e > ol
1 1 1 1 1 1 1 .
aapF——r——t. =D =+ —+. .+ — == ntruor
|azn-a,] n+l nea 20’ 2n 2n T pentruoricen€eN
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3.Sexii numerice

Considerdm sirul de numere reale: u,,u,,...,U,, ...
Def.2.19.Se numeste sexrie suma cu o infinitate de termeni

U +U,+. .. +U,+... care se noteazd Y u,.

n=1

n

$irul cu termenul general s, = E:L“ se numegte girul sumelor
=1
partiale,
Def.2.20. Seria 2: u, este convergentd dacd sirul (s,) este

n=1

convergent .Dacd girul (s,) este divergent,seria este divergentd .
Dacd sgirul (s,) converge cdtre s atunci vom pune,prin

definitie, Y u,=s ,s numindu-se suma seriei
n=1

Exemple : 1)Seria 1*%+%+--.+%+-- (numitd geria armonicd)

este divergentd deoarece girul sumelor partiale este divergent.

4 1.1 1 21 ; s ¢
‘—*—‘—I*---* 1)l = L seria armonicd
2) Seria 1 5*3 (-1) (numit3d

alternatd) este convergentd deoarece girul sumelor partiale este
convergent .

Teorema 2.3, (Criteriul general al lui Cauchy). Conditia necesari

gi suficienta ca seria 2:‘% sd fie convergentd este ca pentru

n=1

(V) >0, sd existe un rang N(e) astfel incit pentru (V) naN(e) si
(V) pzl1, péeN sd avem:

[Upey* oo v, <€
Demonstratia este imediat3 observind ci:
u.,.+...+Uu S .. -S

n0p= n+p n
adicd girul (s,) este gir Cauchy.
Teorema 2.4, Conditia necesard (dar nu si suficient3) ca seria

E:L% sd fie convergent3d este ca %i? u,=0.
n=1

n+1
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https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Demonstratie, Se pune p=1 in criteriul general al lui Cauchy.
Exemplu : Seria geometricd 2:(3“ este convergentd dacid |g|<1l si

divergentd dacd |q|=1.Dacd |qg|=1,termenul general nu tinde la

+1
zero,deci seria e divergentd.Dacd |q|<1.sn=1*q¢...+q"=3—gi—;

1-q
s=lim2-9 i deci seria e convergentd
n-= 1-@ 1-g
$1 are suma .
1-g

3]5 L} .l 3 . .

Def.2.21., Seria Eun se numeste gserie cu termeni pozitivi

n=1
dacd, incepind de la un rang N,€N, toti termenii u,,n=zN,,sunt strict
pozitivi.
Vom da iIn continuare criterii de convergentd pentru serii cu
termeni pozitivi.
Teorema 2.5 (Criteriul monotoniei)., Seria cu termeni pozitivi

2:1% este convergentd dacd si numai dacd sirul sumelor partiale
n=1

(s,) este mdrginit.
Demonstratia se bazeaz3 pe teorema : orice sir monoton $i mdrginit
este convergent. E

Teorema 2.6 (Primul criteriu al comparatiei). Fie Eu si Ev

n=1

doud serii cu termeni pozitivi.Dacd existd un rang N,éN astfel
incit pentru orice n =2 N,, u, s v, atunci:

a)- dacd seria Y v, este convergentd, si seria z:un este
convergentd

b) - dacd seria z:un este divergentd, si seria 2:" este

divergentd
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Demonstratie, a)Dacd seria )Y v, este convergentd,atunci conform

n=1

criteriului monotoniei,sirul sumelor partiale V,=v,+...+Vv, este
mirginit adicd V, s M pentru orice neN.Dar:
Uy= U,+...+U, s V,+...+V, s M pentru orice n = N,=1 deci gi girul

sumelor partial U, al seriei 2:‘%: este mdrginit i conform
n=1

criteriului monotoniei si seria ) u, va fi convergentd.
n=1

b) Presupunem ci seria }:‘G este convergentd;atunci conform
n=1

afirmatiei de la punctul a) si seria Y u, este convergentd,ceeace
n=1

contrazice ipoteza;deci seria 2:‘5 nu este convergent3, adici este
n=1

divergentd.

Exemplu : Seria }: i‘ (se numegte seria armonicd generalizatd
n=1

n

sau seria lui Riemann) este convergentd pentru a>1 si divergentd
pentru asl.

Intr-adevir,dacd a<l,rezulti: -ﬁt>-% si deci seria -jt
¢

pentru asl este divergentd deoarece stim cd seria 2:-% este
n=1

divergentd.

- 2.7 (Al doil : iy al iei)

Fie seriile Y u, si } v, astfel ca u,20 si v,>0 pentru (V)neN.

n=1 n=1
. up, . ‘5 ol . -
a) Dacd lim—%=1,1#0,+~  atunci seriile Y u,si Yy v, au
= Vp n=1 n=1

aceeasi naturd (sunt ambele convergente sau ambele divergente)
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b) Daci im;;= §i dacd seria Y v, este convergentd, atunci
n-= V,

n=1

si seria Y u, este  convergentd;  dacid Y u, este
n=1

n=1

divergentd,atunci si seria E:\% este divergentd.

n=1

. u ) - -
c) Dacd lim—Z=+eo gi daci¥ Y u, este convergentd,atunci E:xg

a== Vg n=1 n=1

este convergentda iar dacd z:xg este divergentd,atunci si 2:‘%
n=1 n=1

este divergentd.
Demonstratie, a) (V)e>0, (3)N(e) astfel ca pentru (V)naN(e) s&

u | . u
avem |-2-1l|<e , adica :-e<—2-1<e , sau (l-€)v,<u,<(l+e)v,
n n

Ludm e<l.Dacd Y u, este convergentd, atunci si Y v, este
n=1 n=1

convergentd (rezultd din prima inegalitate,conform ~“imului

criteriu al comparatiei); dacd Z:L% este divergentd,atunci si
n=1

Y v, este divergentd (a doua inegalitate).Daci Y v, este
n=1 n=1

convergentd, atunci si E:L% este convergentd (a doua
n=1

inegalitate) ;dacd a 22‘5 este divergentd, atunci si 2:‘% este
n=1 n=1

divergentd (prima inegalitate) .
b) (V) e>0, (3)N(e),astfel ca pentru (V) nzN(e¢),sd avem €?<e sau

n

u,<€v, ; aplicind primul criteriu al comparatiei rezulti afirmatiile
respective.

21

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



u
c) (V)e>0, (3)N(e),astfel ca pentru (V)nzN(e¢),sd avem —2>€ sau
n
u,>€v, s.a.m.d.
rem i i i id’

Fie seria Y u, cu termeni pozitivi;dacd existd un rang N,
n=1

up, .
astfel iIncit pentru (V)nz2N, s3d avem %sq(l ,seria este
n

u,. . .
convergentd, iar daca —auchl ,seria este divergentd.
n

u *
Demonstratie, Presupunem inegalitatile adevdrate pentru nz=l; dacad %sq(l
n
rezultd:
u, s qu,
U s qu s gy
U s qu,., s gy

Deci seria E u, este convergent3d deoarece seria “12 g
n=1 n=1
este convergentd (seria geometricd cu ratia q < 1) i u, s u,q"*.

u,.
Daci —L’-I’—1~zq>1 rezulti:
n

u;2qu,
u,2qu, 2q'y,
U,2Qu,.,2q" 'y,
Deci seria Y u, este divergentd deoarece seria u Y ¢
n=1 n=1
este divergentd (seria geometricd cu ratia g>1) §i u,2u,q*?

Cbservatie. Criteriul raportului se aplici in practicX calculind lim-—2%=]

Nee

n

; dacd 1 < 1 seria E”n este convergentd,dacd 1 > 1 seria este
n=1
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divergentid iar dacid 1 = 1 nu ne putem pronunta asupra naturii
seriei cu acest criteriu.

Fie seria cu termeni pozitivi E:L% ; dacd exista un rang N,
n=1
astfel fincit pentru orice n>N, sd avem "ﬁ;sq(l ,seria este

convergentd, iar dacd "ﬁazq>1 ,seria este divergentd.

Demonstratie., Din %ﬁ;sq<1 rezultd u, s q" si deci seria 2:15

n=1

este convergentd deoarece seria §:<;" este convergent3 (seria
n=1

geometrica cu ratia q < 1).

Daci "ﬁ;zq>1 atunci u, = q" si deci seria E:Un este
n=1

divergentd deoarece seria 2:‘1" este divergentd (seria geometricd
n=1

cu ragia q > 1).
Cbservatie, Practic,criteriul rddicinii se aplica calculindu-se lim z5§=1
nee

;dacd 1 < 1 seria E:L% este convergentd,dacd 1 > 1 seria este
n=1

divergentd iar dacd 1 = 1 acest criteriu nu ne spune numic despre
natura seriei.

Teorema 2.10 (Critexiul lui Kummer). Fie seria cu termeni pozitivi

E:L% .Dacd existd un gir de numere pozitive (a,).,. i un rang N,

un 5 .
astfel incit a,— -a,,2A>0 pentru orice n = N,,seria Y u, este
nel . n=1

convergentd.

u
Dacd a"xzn -a,,,SA<0 pentru orice n = N,,iar seria 2: 3 este
n+l n=1 an
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divergentd, si seria Z“n este divergentd.
n=1

u
Demonstratie, Din a,—*-a,,,2A>0 ,deoarece u, > 0,rezulti
u

n+1
a, u, - @a.,u,., = A u., > 0 deci sirul (a,u,) este monoton

descrescdtor gi midrginit inferior deci convergent (1=1nif‘ a,u,)

Seria cu termenul general v,+a,u,-a,.,u,,, este convergentd avind suma
v=a,u,-1.

1 . . . . . .
Dar un,ls-x(a,,u,,—an,lu,,,l) si deci,conform primului criteriu al

comparatiei, seria E“n este convergentd.
n=1

u s . .
Dac3d a,—=>-a,,,sA<0 atunci a,u,-a,, U, sAu,;<0 deci girul
n+1l

(a,u,) este monoton crescdtor;in acest caz existd un rang N, astfel

< M i ; =
ca pentru orice n = N, si avem a,u, > M de unde Uu,> 3 adicd seria 2 u,
n n=1

este divergentd deoarece Y L1 este divergentX.

n=1 an

Observatie., In practici, criteriul 1lui Kummer se aplici

; u =
calculindu-se lim(a,—%-a,,,)=1 ; dacd 1 > 0 seria Eun este
e T o

convergentd,dacd 1 < 0 gi seria Zai este divergentd atunci
n=1 n

Y u, este divergenti.
n=1

; (Cri iul lui Raal i Dul 1

Fie seria cu termeni pozitivi Eu,‘ .Dacd existd un numdr N,
n=1
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u )
astfel 1incit n(—=2-1) 2A>1 pentru(V)nzN, ,seria b 3 este
n+l n=1

u E i
convergentd iar dacd nf = Z.-1)<A<1 ,seria este divergentd.
n+l
Demonstratie, Acest criteriu se obtine din criteriul lui Kummer
luind a,=n.

3.2 .Serii ;

Def.2,22.0 serie cu termeni oarecare are o infinitate de termeni

pozitivi $i o infinitate de termeni negativi.

Def.2.23, Seria cu termeni oarecare Eu
n=1

se numesgte absolut

n

convergentd dacd seria modulelor Y |u,| este convergentd.

n=1

Def.2.24, Seria cu termeni oarecare Eun se numeste
n=1

dacd ea este convergentd dar seria modulelor este
divergentd.

+

Exemplu:Seria armonicd alternatd 1-

N
Wl

~l+...+(-1)"'1i+...
4 n

este semiconvergenty.
Teorema 2.12 Dacd o serie cu termeni oarecare este absolut
convergentd, atunci ea este convvergenti.

Demonstratie. Seria Y |u,| este convergent3d deci pentru (V)

n=1
€>0, ()N (e) astfel iIncit pentru orice naN(€) si p=z1,p€N,s3d avem

[Upay [*]Upep |+ . . #|u,.|<e  (criteriul general al lui Cauchy) .

Dar Iun01+un02*' i *unOpl s lun01l*|un»2|+' . *Iun¢p|<e deci,conform

criteriului lui Cauchy,seria Y u, este convergent.
n=1
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Teorema 2.13 (Criteriul lui Abel), Fie seria cu termeni oarecare

cu sirul sumelor partiale (s,) mdrginit.Dacd (a,)... este un

™

up,

S
-

sir de numere pozitive,monoton descrescdtor si convergent catre

-
zero, atunci seria Eanun este convergentd.
n=1

Demonstratie, Notdm cu (¢,) sirul sumelor partiale ale seriei

a,u, .Avem:

™

2
U
=

g -0,=a

n+p ne1lna* <ta

nepUnep=8ner (Spay=Sp) *+. 0o
+an*2 (Sn*z Sn*l) t.o.oota n0p( n+p Sn‘p-l) =an0psn¢p-anﬂ.sn+
+(@p.17an.;) Spayte o o+ (@pap1=apap) Spepay

Dar |s,|sM pentru orice neN (sirul (s,) mdrginit prin ipotezi)
si a,.x-@mx..>0 (sirul(a,) descrescdtor prin ipotezd) i deci

lomp o Isamplsn4p| anblld l (anu an‘z)l 01‘*

+(an0p-1 a p) |sn’p~ I <M (an'p n~1+an01 an*z an*z
€ .
~@p,t. .. *an, g apn,) =2a,,,M2M. -27!-3

deoarece an,1<2—eM (sirul a, - 0).

Conform criteriului general al lui Cauchy,rezultd cid seria

Y a,u, este convergenti.

3.3.8erii al
Def.,2.25, Seria u,-u,+u,-u,+...+(-1)"*u,+... unde u,>0(V)ke"N,se
numegte gexic altoxnatd.

Teorema 2.14, (Criteriul lui Leibnitz) . Seria alternatd
2 (-1)"'*u, ,u,>0,este convergentd dac3 sirul (u,) este
monoton, descrescdtor gi are limita zero.

Demonstratie, Considerdm seria E (-1)"* care are girul sumelor

n=1
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1,n=2k+1
0,n=2k .
Sirul (u,) de numere pozitive este descrescdtor si convergent citre

zero.in aceste conditii,conform teoremei lui Abel, seria
j

partiale mdrginit deoarece: s, =-1+1-1+... +(-1)k-1={

Y (-1)"ly, este convergentd.
n=1

Exemplu
. . 1.1 1 n-1 1
Seria armonicd alternatd: 1——2- +—5—Z+. Lo+ (1) —5+. .. este
convergentd deoarece limj—i=o si (%) este descrescitor.
o
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s

1.83% lcul suma seriei: 1n
se calculeze 22 [ n(n+3)]

_ ; 2 10243042 . (n+1) (n+2)
u”_ln[l n(n+3)] a(av3) 0T a(ne3)

8,25 u =y 3 Al (k) o o Aol (ked)

P P A ) " K(k+3)
.. 2.3 3.4 4.5 5.6
In T 25 36 1.7
(n-2) (n-1) (n-1)n n(n+1) (n+1) (n+2) -1n3(n+1)
’ (n-3)n " (n-2) (n+1) ~ (n-1) (n+2) ° n(n+3) n+3

s=1lim s =1n3

ne

2.53 se studieze natura seriilor:

u, +1 . n+1
n'? i+ ™ n! =11m(1+——)"—e>1

lim
n-= (N+1)! " jpew

n-e U

n

deci seria este divergenti.

20, i !nz"'l“n.
n=1 n '

1n?+1—n
limiﬁ=lim L -lln\n.('nz*l -n) .

n-= V,  gee b ) ni~e

n-

linln‘(n2+1—n2)
= n(yn?+1+n

cu seria Riemann pentru o=2,adicd este convergenti.

1 . . .
=5 pentru o=2,deci seria are aceeagi naturd
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§ 4.8iruri de functii reale

.2 ccunsider3d sirul de functii (f,),,, unde f, :A»R si functia

£~

Definitia 2.26, Sirul de functii (f,),,, este (punctual)

convergent pe A citre o functie f dacd,pentru (V)€>0 si
(V)x€A,existd N(e,x) astfel incit pentru (V)na=N(e,x) sd avem
| £,(x)-£(x)|<€.

Definitia 2,27, 8irul de functii (£,) nso este uniforam

convergent pe A cdtre o func§1e f dacd,pentru (V)e>0,existd N(e€)
astfel incit pentru (V)n>N(e si (V)x€A s& avem |£f,(x)-f(x)]<e.

Vom da, fdr3d demonstratie,urmdtoarele proprietdti ale sirurilor
de functii:

Pl1. Dacid (f)),, este un sir uniform convergent de functii

continue pe [a,b],atunci f=%if‘ f, este continud pe [a,b] si

1imf:f,,(x)dx=f:’f(x)dx .

e

P2. Dacid (f),,, este un sir de functii continue $i cu derivate

continue pe [a,bl, (f)),, este convergent citre f pe [a,b], (f,’,)nzu

este uniform convergent cdtre g pe [a,b] iar £ si g sunt functii
midrginite pe [a,b],atunci f este derivabild pe [a,b] si f'=g.

P3. Orice sir de functii uniform convergent pe A este (punctual)
convergent pe A.Reciproca nu este adevdratd.
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§ 5. ii de f . ]

Definitia 2,28, Prin serie de functii se intelege o serie ai cdrei
termeni sunt functii reale definite pe aceeasi multime.Daci
f,,f,,...£,, ... este un sir de functii definite pe multimea X, atunci

seria:
f,+f,+...+f,+... este o serie de functii si se noteazd

Definitia 2.29, Se spune ca seria de functii 2 f, este

n=1

convergentd iIn punctul xe€X dacd seria numericd E £,(x) este
n=1

convergentd.Multimea AcX,a punctelor x€X in care seria E f, este
n=1

convergentd se numeste multimea de convergentd a seriei de functii

n
iar functia u:A-R astfel ci : u(x) = lim 2: f,(x) se numeste suma

e k=1
seriel.

Definitia 2.30, Seria de functii E f, ,f. definite pe X(neN),este
n=1
simplu convergentd pe AcX cdtre functia f,definit3 pe A,dacd sirul
sumelor partiale converge cdtre functia f pe A,adicd dac¥, pentru
orice x€A si orice €>0,existd un numdr N(e¢,x) astfel incit oricare
ar fi n=N(e,x) sd avem:
| £, (%) +...+£,(x)-£(x) | <€ .

Convergenta simpld a seriilor ce functii se stabilegte cu

ajutorul criteriilor de convergentX3 de 1la eeriile numerice

deoarece,din definitia 1,rezultd c3 seria de functii 2: f, este
n=1

simplu convergentd pe A cidtre functia f daci,pentru fiecare

X€A, seria de numere Z f,(x) este convergentd cidtre f(x).

n=1
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Definitia 2.31. Seria de functii 2: £, £,(neN) definite pe X, este

n=1

absolut convergentd pe multimea AcX,dacd seria 2: |f,|] este simplu
n=1

convergentd pe A.

Convergenta absolutd a seriilor de functii se studiazd cu
ajutorul criteriilor de convergentd de la seriile numerice cu
termeni pozitivi.

Exemplu, S3 se afle multimea de convergentd a seriei
i (n+1)n( 1-x )n
n 1-2x

n=1

- Cm .
Considerim seria Y (”+])n ! x| pentru care aplicam
= n 1-2x
criteriul raddcinii:
. . 1]1-x 1-x
lim W u] =lim 221, )=l l
nses al e n |1-2x 1-2x

Seria modulelor este convergentd dacd:

1-x
1-2x

convergentd seriei date.

|<1 de unde xe(—W,O)LJ(§,+aﬁ care este multimea de

Definitia 2.32, Seria 2: f, de functii definite pe multimea X

n=1

este uniform convergentd pe multimea AcX cidtre functia f definitd
pe A dacd sirul sumelor partiale este uniform convergent pe A cdtre
f adicd dacd oricare ar fi €>0,existd un numar N(e¢),astfel
incit,oricare ar fi nz=N(e¢) si oricare ar fi x€A s3i avem:

|£(x) +...+f, (%) -£(x) |<e.

Definitia 2.33. Seria )} £, se numeste restul de ordinul n al

k=n+1

seriei Y £, .Dac¥ restul de ordinul n este o serin convergenti pe
k=1
A,suma sa se noteazd cu R, si se numeste de asemenea restul de

ordinul n al seriei 2: £y
k=1
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bty 1 g % uniforuk  al ju

Cauchy) ., Seria E f, de functii definite pe X este uniform

n=1

convergentd pe multimea AcX dacd si numai dac3,pentru orice
€>0,existd un numdr N(e€),astfel incit,oricare ar fi naN(e) si p=z1
si oricare ar fi x€A,sd avem:

[ £ (%) + £ (X) +. .+ £, (X) |<e

Demonstratia este evidentd,acest criteriu exprimind conditia
necesard si suficientd ca sirul sumelor partiale (s,) al seriei de

functii Z f, s& fie uniform convergent.

Exemplu, S& se studieze convergenta uniformd a seriei de functii:
- . 1

1+ n-xa-1) pentru x€|0, =|.
Y (x ) p u x [ 2]

n=1

Aplicdm criteriul lui Cauchy:

Fie €>0, |f.,(x)+... .+, (%) |=|x™1-x"+x2-x21+,
L AXTP-xMPTL| = | x2P-x 0| = | x " (xP-1) |=|x7|. |xP-1|x

1 1 1
—1 <—<Ke = 2" =—,n lg 2>1g=
I s e 19 2> 1g

zn
19+ 19~

o € . Ne)= ¢ | deci seria datd este uniform convergentd
1g2 ' 1g2

pentru Xx€ [0, %]
Teorema 2.16, (transfer de continuuitate)
Fie E f, o serie uniform convergentd de functii reale f,

definite si cont:'inue pe [a,b] si s suma acestei serii.Atunci s este
o functgie continuid p e [a, b] s i

rezult¥: f [E £ (x)]dx Ef £,(x)dx

n=1

Demonstratie:Din P.1. rezultd cd s este continu3 pe [a,b] si
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fb[z-:fn(x)]dxf s(x) dx=["1ims, (x) dx=

n=1

-11mf s,(x) dx= llm( £, (x) dx+. ..+f:f,,(x) dx)=

e

-Ef £,(x) dx

n=1

Teorema 2.17. (transfer de derivabiligate)

Fie }: £, o serie convergentd de functii reale f, definite si
n=1

continue pe [a,b]l,cu suma s si seria E: fﬁ uniform
- , o
convergentd.Atunci s este derivabild pe [a,b] si [z:) =§: £,
n=1 n=1

Demonstratie: Seria E: f, are sirul sumelor partiale sL care

n=1

este uniform convergent cdtre o functie g.Din P2. rezultd cd
functia s este derivabild si s'=g.

§ 6. Seria Taylor

Fie f:X»R o functie derivabild de o infinitate de
ori in x,€X,x, punct interior al multimii X.Seria:

- n

£(x,) + ° Fxg) +e e 4 XX o (yh
n!
se numegte seria Taylor a functiei £ fn punctul X, -
F1e AX multimea de convergentd a acestei serii. .
Spunem ci functia f este dezvoltabild iIn seria

Taylor pe multimea A dacd ea este suma seriei respective pe A
adicd, pentru x€A

L xmx) "
!

f(x)-—f(xo)+ °f’( o) * £@ (x,)+. ..

Functia f:X-»R este dezvoltabild in serie Taylor pe
multimea AcX,dacd gi numai dacd ea este derivabild de o infinitate
de ori pe A si restul ei de ordinul n din formula lui Taylor tinde
cdtre zero cind n-»w,oricare ar fi xe€A.
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Demonstratia este evidentd si decurge din definitia seriei
Taylor atasata functiei f.
Teorema 2.19, Fie f:X»R o functie indefinit derivabild pe AcX si x,
un punct interior lui X.Dacd existd un numdr M>0,astfel incit
| £ (x) | sM pentru orice neN, si orice x€A,atunci functia f este
dezvoltabild in serie Taylor pe multimea A.
Demonstratie. Restul R,,sub forma lui Lagrange, este:

o n+1
(x-x,)

= (n+1)

R, (x) T £ (8) , E€(xy, x)cA

|-
R $ -
IRy () | s =5y

|x-x,|2** ;

lim |R, (x)] < lim——=2— .M=0 deoarece seria
P e (n+1)!

[ -2, {7+

M este convergentd:
- (n}lf!

! X-X
Lim et gy i (X%l g
N-ee un nN-e n+l
|-, |
Unqx . —‘n+1° . Un

i n+l1
Cind new = 1 = 0.1 = 1 = 0 adici 1im&

.M=0
o= (n+1)!

Dacd x,=0,seria corespunzdtoare
n
£O) +X £/(0) +...+Z_ £ (0) +...
1! n!

se numeste geria Mac Laurin a functiei £ iar dacid f este suma
acestei serii pe multimea A, se spune c3 functia f este dezvoltabil3
in serie Mac Laurin pe A.

1. Functia f (x) =e*, x€R este indefinit derivabild pe
R, £™ (x)=e%, £/ (0)=1,x€R gi pentru orice x€(-w,m), e "<e*<e” deci f
este dezvoltabild in serie Mac Laurin:

2 n
ex=1+2X + X . +X 4  conv. pentru orice x€R
1! 2! n!
Dacd Inlocuim pe x cu -x obtinem
2 3 n
e‘x=1—i+i—i+,_,+(—1)ﬂ}_‘_+,_,
1! 2! 31! n!

fn general
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X_a~X
2. Functia f(x)=shx=fi7§1— ,definitd pe R,are dezvoltarea:

x . x° x2nel .
th=37_+?ﬁ-+"'+7§::TT'+"' convergentd pentru orice x€R
3. Functia f(x)=chx=1+ X, x4+ + X" + convergentd pentru
. Funcyg X) = = —_—t— 4+,
" 21 4! (2n) ! 9 P

orice x€R
4. Functia f(x)=sinx,definitd pe R,este indefinit derivabild pe R

si f“"(x)=sin(x+n§0 .Deci |f™(x)|<1 pentru orice x€R si avem

£ (0) =0, £k () =1, F4k*2) (0) =0, £4k*3) =—1  deci,pentru orice

X€R:

3 5 7 2n+1
sinx:i—i +.X_-_)i.. +__.+(—-1)"L_+.._
1! 34 5! 7! (Zn‘”!

5. Functia f(x)=cosx,definitd pe R,este indefinit derivabild pe R

si f“”(x)=cos(x41bg) ; deci |f'™ (x)|=1 pentru orice x€R si avem

£ 4k) (0) =1, £ (4k+1) (0) =0 . fl4k+2) (0) =-1, £ (4k+3) (0) =0
Pentru orice x€R avem
x* x5,

cosx~1-——-+——- E PR Y (8, | A e
2! 4! 6! (-1} (2m) !

6. Formulele lui Euler

Considerdm numdrul complex:

2 4 6 3 5 7
cosx+ising=1-20 < XX, .+i(—’i—3i+£——i . )

! 6! 1t ! 51 7!

aixay o 1X A% 330 it | 4% | d6xF

11 2! 3! 4! 5! 6!
X2 xt o xt fx X X X7,

2! 4! 6! 1! 31 5! !

deci : cosx + isinx = e'*
Similar:
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2 4 6
isinx=1-2X_+ X _ X il X -
cosx-1sinx=1 2!+4! 6!+"' 1(

—ix, (-1)2x%, (-d)°x3 , (-i)4x* | (-1)°x% , (-1)Sx® .
1! 2! 3! 4! 5! 6!

deci : cosx - isinx = e**
Rezultd formulele lui Euler:
ix -ix
cosx=5_"28 , Sinx= -
2 21
Observatie : Numarul complex a+bi care se scrie sub forma
trigonometrici:a+bi = r(cos 6 + isin 6) se va scrie sub forma
exponentiald astfel :a+bi=re'.
7. : . X

eix_e—ix

Considerdm functia
f(x)=(1+x)°,x€R, a€R

£% (x)=a(a-1) ... (a-k+1) (1+x)**
£%(0)=a(a-1) ... (a-k+1)

SE {an) (1.9x) a1, xm1 (1-8)7, 0<B<1

R

n

R,=u,.v,

unde:

_ a(a—l)...(a—n)an
n!

u este termenul general al unei serii

n

absolut convergente pentru |x|<l deoarece:

+1
LimJYa*dl

= x| 1im|ﬂll = |x]|
nee N

R n+1

si deci limu,=0.
n-=

v,=(1+0x)* "1, (1-0)°

v =18 )n. (1+6x) =1

2\ T+0x

: 1-0
limv, =0 pentru |x|<1 deoarece
e~ 7 p x| |1+9x

'(1 pentru|x|<1
Deci, pentru |X|<1r{3T R,=0 gi seria este convergenti. Pentru
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|x|<1 si «€R avem urmatoarea dezvoltare in serie Mac-Laurin:

(1+X)“=1+—g—x*figililx2*...* a(a-l).(a—n*l)xn*__.
1! 2! n!
Exemplu: S3 se dezvolte 1in serie Mac-Laurin functia
£(x) =—2 ;se aplicd dezvoltarea iIn serie binominald cu
Vi+x
. a=-% ,deci pentru |x|<1 vom avea:
EEETE
1 =1-lx+ 2 242, 2\ zﬂﬁjlx’+.”
Vi+x 2 2 2.3
=1—_x+_3.x2- 5 x3+
8 16

Definitia 2.36. Se numedte gerie de puteri o serie de functii de
. 2 n
forma : gyta;x+taxt+...rax"e...
‘sau
g+ a, (X-X,) +@, (X-Xg) *+. oy #dp (X-%,) P+, .

unde a,,a,...,a,, ... sunt numere.
Seriile Taylor si Mac-Laurin sunt deci serii de puteri.
Multimea de convergentd a unei serii de puteri contine cel
putin un punct (x=0 sau x=X,) .

i Multimea de convergentd a unei serii de puteri
este totdeauna un interval adic3d existd un numar R 2 0 finit sau
infinit astfel iIncit seria este absolut convergentd pe intervalul
deschis (-R,R) si divergent3 pentru orice x pentru care |x|>R.

Dacd seria de puteri este convergentd numai in
x=0,atunci R=0 $i teorema este demonstratd.Sd presupunem cd X,*0
este un punct in care seria de puteri este convergents.S3 ardtam cd
seria este absolut convergenti,pentru orice x pentru care |x| <

| %,| .Intr-adevir, seria 2: a,xy fiind convergent3d rezult3d ci
n=1

a,xg~0 cind n » o $i deci existd un numdr M>0 astfel incit
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|a,xo| <M pentru orice n.

n -
deci seria 2: a,x" este absolut
n=1

X
|a, x| = a1 - \;

n
<M. ’A
Xo

convergentd pentru |x|<|x,|,termenul ei general fiind wmajorat de

X

0

termenul general al unei serii geometrice cu ratia <1 care

este convergentd.

Dacd x, este un punct de divergent3d al seriei,atunci seria este
divergent3 pentru orice x pentru care |x| > |x,|.Intr-adevir,daci
ar exista un punct x, astfel ca |x,| > |x,| pentru care seria e
convergentd,ar rezulta ci seria e convergentd si in x, (|x,|<|x]|)
ceeace contrazice ipoteza.

S&4 notdm cu A multimea de convergentd a seriei si fie R
marginea superioard a acestei multimi ; R>0 deoarece 0€A.Rezultd ca
seria este convergent3d pentru orice x pentru care |x|<R adici3
pentru x€(-R,R).

Seria este divergent3 pentru orice x pentru care |x|>R.Intr-
adevdr,sd presupunem cd seria ar fi convergentd In punctul
x,>R, ceeace nu este posibil deoarece x,€A.

Numarul R se numeste raza de convergentd a seriei de puteri,iar
intervalul (-R,R) se numeste intervalul de convergentd al seriei de
puteri.

Determinarea razei de convergentd a unei serii de puteri

z:anx“ se face folosind criteriile de convergentd de la seriile
n=0

cu termeni pozitivi pentru seria modulelor Y |a,x”| .
n=0

Aplicind criteriul raportului pentru seria modulelor obtinem:

.U .
llml e | =1im |@p., | x| =1

n=e l un] n-e Ianl
: . . . a
si deci seria e convergent3 pentru 1l<1, |x) <1im |2, adick
n=e n+1
a
R=1im |2,
nee |a

n+1

Aplicind criteriul rdd3dcinii obtinem:
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R

- 1
lim v a,

n=oe

Teorema 2,21, Fie seria de puteri 2: a,x” convergentd 1in

n=0

intervalul (-R,R).Seria derivatelor ):,na,,x"‘1 are acelagi
n=1

interval de convergentd ca s$i seria dati.

Demonstratie, Sd calculdm raza R, a seriei derivatelor:

R =1lim n+1|ap. =lim |2, | =R
nee n+2|an02 nee Ianozl

Consecint¥:
In intervalul de convergent,suma seriei derivatelor este egali
cu derivata sumei seriei de puteri.

S (x) =2.: a,x" ; ¢(x) =Z.: na,x"*

n=0 n=1

S'(x) = ¢(x) pentru orice x€(-R,R)
i s

. L. o (-1)7
1. S3 se studieze convergenta seriei: 2: ——z——x
n=1

| n+1
[(-1)»1
Deci intervalul de convergentd este (-1,1).

(=1)"
n

=1lim A+l =1

n-e Il

|2, | =lim
Ane e

R=1im
N

Pentru x=1 seria devine 2:(-1)"3- $1 este convergentd.
n=1 n

Pentru x=-1 seria devine ): % si este divergentd.
n=1

Deci seria este convergentd pentru x€(-1,1]=A (multimea de
convergentd) si divergent3d pentru x€(-w,-1]JuU(1, +w) .
2. S3 se dezvolte in serie Mac-Laurin functiile:

1°.f (x) =cos’x
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3
cos3x=4cos’x-3cosx = cos3x=%cos_?x+zcosx

_1l, 6o, 6ot (3¢ e (33077 ]
f(X)'Z[l 21 a4l R T 7 N M

+2 —_).(_2.+£—.L+__,+(-1)"_X2n_+__. =
4 2! 4! 6! (2n) !

_ 328 g, 3%3 L4 3%3

==1 x5 + +(-1)n 327-3 x2n 4
4.2! 4.4! 4.6! 4.(2n)!
dezvoltarea fiind valabili pentru (V)xeR.
2° f(x)=arctgx. ¢

F(x) = —1 = (1+x2) T=1-xP+xt-x6+. . +(-1)"x2+ . ..
1+x2

dezvoltarea fiind adevdratd pentru x€(-1,1)
£0x) = [ (Q-xPext-xSe. .+ (1) x4, L) dx=

x2n+1
2

XL XX, (-1
3 5 7

=X Fiy oy s #E

n+l
Pentru x=0 rezultd C=0 deci dezvoltarea,valabild pentru x€
(-1,1) va fi:

7 2n+1
i?.+___+(—1)"in_.+

n+1l

3 s
2 2 -
3 5

arctgx=x-

§8. _Serii Fourier

Unele probleme au condus 1la reprezentarea unei functii
periodice r(x) de perioada 2w printr-o seriec de forma:

a : g
(1) f(x)= —29 +a,cos x+b,sinx+a,cos2x+b,sin2x+. ..

.. *a,cosnx+b sinnx+. ..

numitd serie trigonometrici.

Sd vedem cum putem exprima coeficientii seriei cu ajutorul
functiei f(x).

Admitem cd seria e uniform convergentd in intervalul [-w,7];
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termenii seriei sunt functii continue deci f(x) este continud.
Integrdm termen cu termen:

f;f(x) dx=f_:%dx+f_nalcosxdx+f_:a,sinxdx+. is

x ® .
. +f ancosxdx+f b, sinxdx+. ..
= -

[" £00 dx=ra, = (2) a,== [ £(x) ax
-% nJ-n
Valoarea coeficientilor depinde de functie in ansamblul ei in
intervalul in care facem dezvoltarea.
Se inmultesc ambele pdrti in (1)cu cos kx;
£(x) coskx=fzﬂcosk)ﬁalcosxcoskx+blcoskxsinx+. ol
..+a,cosnxcoskx+b,coskxsinnx+. ..

Se face din nou integrarea:

f’ £(x) coskxdx=—'§9f't cosk)irdx+alf'l cosxcoskxdx+b1f' sinxcoskx+. ..
-x 2 J-x -r -x
2 (N +¢‘:|,,f'l cosnxcoskxdx+bnfx sinnxcos kxdx+. ..
- -n
Dar: cosnxcoskx=—;- [cos(n+k) x+cos(n-k)x] si deci:

: 3 1 = 1 t 3
f cosnxcoskxdx= - cos (n+k) xdx+ 3[ cos (n-k) xdx=
-=x n -=x

Opentrun#k
={1 (= _ -
Ef__dx—upentrun k

cos kxsjnx=—;‘ [sin(n+k) x+sin (n-k) x)

f‘ coskxsinx =lf'sin(n+k) xdx«*lf'l sin(n-k) xdx=0
-x . 2J-x . 2J-x .
Deci: '

j': f(x)coskxdx=a,.n adici:

AT E R e
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(3) ak=3:{'f(x)coskxdx
nTJ-=n
fnmultim. ambele p3rti cu sin kx:

. . . .
f(x)sinkx=7§31nkx+alcosxs1nkx+b151nx51nkx+

.+a,cosnxsinkx+b,sinxsinkx+. ..

Integrdm:

L

fﬁf(x)sinkxdx=32f'sinkxdx+ah[ cosxsinkxdx+baflsinxsinkxdx#.“
-n 2 % n R

..+anf"cosnxsinkxdx+thfﬁsinxsinkxdx+..
-x -x
cosnxsinkx=-%[sin(k*n)x+sin(k—n)x]

f‘cosnxsinkxdx=0

-®
sinnxsinkx=-%[cos(n—k)x-cos(n+k)x]

x . 1 1 (= _[0 daca n#k
f_'31nxcoskxdx—3f_‘cos(n-k) de-gftcosm*k)"dx'{x daca n=k

Deci:

f‘f(x)sinxdx=t¢.n
-x

(4) b,=%f:f(x) sinkxdx

Succesul calculelor a fost garantat de proprietatea de
ortogonalitate a girului (ortogonal) de functii:
(5) 1,cosx,sinx,cos2x,sin2x, ...,cosnx,sinnx, ...

Functiile ¢,,¢,,...,¢,, ... formeazd un gir ortogonal daca:

i[(= _ _(0 pentru i#j
}f.,‘bi (x) ¢J‘X) dx"bii'{l gentru 1'=§'

Reprezentarea unei functii f(x) printr-o serie trigonometricd
revine la scrierea functiei sub forma unei combinatii 1liniare
infinite de termeni din sirul (5)°'.

Fiind datd o functie integrabild f (x) oarecare putem calcula
dupd formulele (2),(3) si (4) coeficientii a,,a.,b. cu ajutorul
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cdrora putem forma o serie trigonometricd care se numeste seria
Fourier a functiei £ (x).

Coeficientii a, si b, se numesc coeficienti Fourier ai functiei
£(x).

f(x) ~ —;9 + kz: (a,cos kx+b,sinkx)
=1

Problemele care se pun:
1. Ce conditii trebuie s3d Indeplineascd functia f(x) pentru ca
seria F. atasata sd fie convergentd?
2. Dac3d seria F. atasatd functiei f(x) converge,ce legaturd existd
intre suma seriei F. gi f(x)?
3. Chiar dac3 seria F. atasat3 functiei f(x) nu este convergentd, in
ce fel poate fi utilizatd ea iIn studiul sau aproximarea functiei
£(x).
1. Conditiile de convergentd a seriei F. atasatd functiei f(x) sunt
cunoscute sub denumirea de conditiile lui Dirichlet si se definesc:

Vom spune cd functia f(x) Indeplineste conditiile lui Dirichlet
in intervalul (-w,w) dacéa:

1°) iIn intervalul (-w,m) f(x) are un numdr finit de puncte de

discontinuitate de prima speta (dacd x, e un punct de
discontinuitate,el se numeste punct de discontinuitate de prima

speta dacy f(%0) =x}_i‘f‘o £(x) s1£(x,+0) =xijo’f‘o f(x) existd)

2°) iIn intervalul (-w,m) exist3d derivata f'(x) cu exceptia unui

numdr finit de puncte si are un numdr finit de puncte de
discontinuitate de I spetd.

Dacd sunt indeplinite conditiile lui Dirichlet pentru functia

f (x) atunci seria Fourier a functiei f(x) converge si in punctul in

care functia f(x) este continud suma seriei F. coincide cu f(x) iar

in punctul x, in care f(x) e discontinu3 suma seriei F. este egall

f(x,-0) +£f(x,+0)

2
Teorema de unicitate a seriilor Fourier : Fiind dat3d o serie
trigonometricd, existd o singurd functie continu3 care s3 o admit¥
drept serie Fourier.

Demonstratie, Considerdm functia f(x) definit3d in [-w,n] si seria
F. asociatd ei:

Cu

a -
£(x) -~ -?"*E (a,cos kx+b,sinkx)
k=1
S3d presupunem cd seria F. converge uniform cdtre functia g(x);
g(x) e continud deci trebuie sa presupunem c3 f(x) e continui.
S& ardtam cd f(x) s$i g(x) sunt identice.
= - * H =_l_ " i
ak—-;f_xg(x) cos kxdx ; b, nf—'g(x) sinkxdx
si deasemeni :
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a == [ £(x) coskxdx i b= [" £(x) sinkxdx
nJ-= nJ-x

Dacd f si g ar fi distincte atunci ar insemna cd doud functii
continue diferite au aceiagi coeficienti F.Dar atunci F(x)=f (x)-
g(x) ar fi o functie continud cu toti coef1c1em;11 F. nuli, ceeace
nu se poate deoarece F(x) «0.
Deci : £ = g.
Concluzia : Dac3 seria F. a unei functii continue f (x) converge
uniform citre f(x) atunci suma seriei F. coincide cu f(x).

if‘ F(x) cos kxdx=0
Daca 1‘ o atunciF(x) =0
—f F(x) sinkxdx=0
nJ-x
adicd F(x) este ortogonald pe toate functiile din sistemul
trigonometric.
Sistemul trigonometric : 1,sinx,cosx,sin2x,... este complet in
multimea functiilor continue adicd are proprietatea ca orice

functie continud ortogonald pe toate functiile sistemului-
trigonometric este identic nuld.

I 1 lui ]

Considerdm functia f(x) integrabild in [-w,7] $i polinoamele
trigonometrice de forma:

n
T,(x) == + Y} (a,coskx+B,sinkx)
k=1

Integrala: [ [£(x)-T,(x)]?dx va fi minimi atunci cind
-x
coeficientii o, i 8, vor fi chiar coeficientii F. ai functiei f(x).

[' [£(x) ~T,(x) ) 2dx=[" £2(0) dx-2[" £00) T, (x) dx+

rf'yﬁ(“.)d‘\,
-x

f f(x) T, (x)dx=——f f(x)dx+2 (akf £(x) coskxdx +

k=1

- n
+By[" £00) sinkxdx) =20 na,+Y (a,ma+By. wby)
-x 2 =
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o2y
= T*E (@,a,+B by
=1
f (x)dx-——f dx+ (akf coszkxdx+|3kf sin?kxdx)
deoarece : f’ coskxdx=0 ; fﬂ sinkxdx=0;
-% -x

f‘ coskxsinlxdx=0 ; f‘ coskxcos Ixdx=0 pentrul#k
fx sinkxsinlxdx=0 pentru l#k
-
2
fx COSszdX=fodX=ﬂ
-n -x 2

f_' sin?kxdx=x
f Tz(x)dx-— 21’t+z (a2.m+B2.xm) =

k=1
2 n
[_ﬁ ; (ak+ﬂk)]

[7 (£ -T,(x) 1 2dx= " £2(0) dx-2x

e > (akak+ﬁkbk)]
2 =

a; & 2,2
+7 5 +z; (ak+Pi

Aceast¥ expresie este minimd cind o,=a,,RB,=b,,a,=a, deci:

k=1

f [£(x) - =T, (X)zldX f £2(x)dx- 1![—*2 (ak"'bk‘ 20
(deocarece in prima parte e integrala unui padtrat) deci:
2 n
ﬂ+2 (aj+b}) = —f f?(x)dx ineg. lui
k=1

Bessel
Proprietati:
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1. Dacd functiei f(x) ii corespunde seria Fourier:
a o i
£(x) —-23 +Y a,coskx+b,sinkx
k=1

atunci functiei ¢ £(x) ii corespunde seria F.

Q) ;
ey ~ C2° +Z ca,coskx+ch,sinkx

2. Seria F. a sume; ‘@ 2 functii e egala cu suma seriilor F. a celor,
2 functii.

£f(x) ~ % +Y a,coskx+b,sinkx

k=1

g(x) - ?° kz a,coskx+pB,sinkx

A -
£(x) +g(x) ~ °;a° +Y (a,*a,) coskx+(b,+B,) sinkx
k=1
3. Dacd f(x) are seria F.:
£x) - 22 +Y aycos kx+bysinkx

atunci seria F. a integralei:

F(x) = ff(x) dx

va avea coeficientii: ak=—71(bk si Bk=TJ;a,

_1rr _1 sinkx (* _ 1 [* g
_?f.,.F(X) coskxdx—;[F(x) —k—f_" ?f_‘f(x) 51nkxdx]

1 r= : _1(_ coskx (® 1 (*
Bk-;f_'b"(x) 51nkxdx—7t-[ F(x) _k_f #T(f_‘f(x) coskxdx]

4. DacX £(x) are gerxria F.:

f(x) ~ %9 +Y a,coskx+b,sinkx

k=1

si dacd f(x) are derivata f'(x) continu3, atunci

f'(x) ~ Y -ka,sinkx+kb,coskx
k=1

5. Dacd f(x) este functie pard atunci b,=0 iar dacid f(x) este
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func;ie impard, a,=0, a,=0.
In general,pentru o

functie £(x) periodicd
T,integrabild pe [o,a+T]

cu perioada
seria Fourier atasatd este:
5 -
f(x) -~ =2+Y) (a,cosk. 2% y+p,sink. 22 x)
2 & T T

unde:

=% “T£(x) dx
_2[eT 2n
-?fa f(x) cosk. Txdx

b ——f f(x)51nk —;xdx

Exemplu: S& se dezvolte iIn serie Fourier functia f(x)=x’ pentm
x€[-m,m) cu periocada T = 2 .

1 ® 2 1 x>

a,=-—| x*dx=-—.—

9 AN J-x 27 3 J-x

L5
3
=i B 2 =_l. B 2 i i ‘ =
nf-xx cos kxdx "f_xx (k51nkx)dx
Y ® i =
= n(x' 31nkxf f_nxsz.nkxdx)

-Hf_lx(-%coskx)/dx=%(—li.x.coskxf_‘ *%f:coskxdx)=

= k4,2 1y T o(-1)k, A
(-1) k2+k2 k51nkxf_' (-1) T

b,=0

+4E (- 1)" coskx

k=1
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Capritolul III

F D V.

Definitia 3.1. O functie reald de o variabild reald este o
corespondentd care ataseazd fiecarui element x€X un element ye€Y si
numai unul.Se noteazd:f:X-»Y X este domeniul de definitie al
functiei (Xc<R) Y este multimea valorilor functiei (YcR)
Definitia 3.2. Se numeste graficul functiei f:X-»Y multimea:

Ge={ (x, £(x)) /x€X}
si are proprietatile:
1) fiecare element x€X face parte dintr-o pereche si numai una a
graficului G;;
2) in fiecare pereche (x,y) a graficului,cele doua coordonate x,y
verificd egalitatea y=f (x);pentru orice altd pereche (x,y) care nu
apartine graficului avem y=#f (x) .

1 imi
Definitia 3,3,(I) Fie f:X-»Y si X, un punct de ‘acumulare al 1lui
X.Spunem ci f are limita 1¢Y in punctul x, si scriem ii? £(x) =

sau f (x)-»1 pentru x-x, dacd pentru orice €>0,existd &6(e)>0 astfel
ca |f(x)-1l|<e pentru orice x€X pentru care Ix Xo| <6 (€) .

Definitia 3.4, (II) Fie f:X-Y $1 X, un punct de acumulare al 1lui
X.Spunem cd f are limita 1€Y in punctul x, dacd pentru orice sir
(x,) convergent cadtre x, (x,€X,x,#X,) sirul valorilor (f(x,)) este
convergent cdtre 1.

Teorema 3.1, Definitiile I si II sunt echivalente.

Demonstratie,

Presupunem cd&

limf(x) =1 ; ;
sy deci pentru orice €>0

,existd 0(e)>0 astfel incit pentru orice x€X,pentru care
Ix X, | <b(€) sd avem |f(x)-1|<e.
Fie %JE‘X;=X¢ deci pentru orice ¢>0,exigtd N(¢) astfel incit
pentru orice nzN(e¢) sd rezulte |x,-X,|<6(€).
Dacd |x,-|<6(e) rezultd ca |f£(x,)-1|<e deci Lim flx,) =1

in ipoteza cid pentru orice sir x,-x,(x,€X,x,*x,) sirul
corespunzator f(x,)+1,sd presupunem,prin absurd, cd& 1 nu este
limita functiei ‘f Iin x, deci exist3d un ¢€,>0 astfel incit pentru

orice 6>0,s83 existe Xx,€X astfel 1Incit |x,-x,[<d si |f(x)-1|2e,
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ceea ce contrazice ipoteza:deci f are limita 1 in x,.

Corolar.Dacid f are limita in x,,atunci aceastd limitd este
unicd.

Demonstratia rezultd din unicitatea limitei pentru siruri.

Conditia necesar3 si suficientd ca functia f:X-»Y sid aibd limita
pentru x-x, este ca pentru orice €>0,sd existe 06(€)>0 cu
roprietatea ci dacd |x'-x,|<6(e) si |x''-x%,|<b(€) sd rezulte
f(x')-f(x''))<e.

Demonstratie

Presupunem c3 f are limita 1 deci pentru orice €>0,existd

5(€)>0,astfel incit pentru |x'-x,|<b(e) si& avem |f(x)-I| <§ si
pentru |x''-x,|<6(e) s& avem |f(x") -1<§

Dar [£(x) =£(x") |=|£(x) ~1+1-£(x") |s|£(x) ~1|+|£(x") ~1]s S+ S =e

Presupunem ci pentru orice €>0,exist¥d 6(e€)>0 astfel 1Incit
pentru |x'-x,|<6(€) $i |x''-x,|<b(€e) s& avem |£(x')-f(x'')]|<e.
Fie sirul x,x%,;rezultd cd pentru €>0,existd 6(€)>0 si N(e) astfel
incit pentru n>N(e) si n>N(e) s3d avem |x,-X,|<6(€) si |x,-%,|<6(€)
ceea ce implic¥ |f(x,)-£f(x,)|<e adicd sirul (f(x,)) este fundamental
si deci are limitd.
Definitia 3.5, Se spune cd functia f:X-»Y are in punctul x, (x, punct
de acumulare al multimii X) limita la stinga 1,,dacd pentru orice
€>0,existd 6(e)>0 astfel Incit |f(x)-1,|<e pentru orice xe€X,X#X,
astfel cd x,-x<0(€).Se noteazd: 1, }‘_1;:1 s

x<xg

Definitia 3.6, Se spune cd functia f:X-»Y are in punctul x,(x, punct
de acumulare al multimii X) limita la stinga 1,,dacd pentru orice
sir crescdtor (x,) ,convergent cdtre X, (X,€X, X,#X,) , $irul
corespunzdtor al valorilor (f(x,)) este convergent cditre 1,.
Cele doud definitii (5 si 6) sunt echivalente.
Definitia 3.7. Se spune ci functia f:X-»Y are in punctul x, (x, punct
de acumulare al multimii X) limita la dreapta 1l,,daca pentru orice
€>0 existd 6(e)>0 astfel Iincit |f(x)-1,|]<e pentru orice x€X,x#x,
pentru care x-x,<6(€).Se noteazi 1 }‘-le Eixl .
xxg

Se spune cd functia f:X-»Y are in punctul x,(x, punct
de acumulare al multimii x) limita la dreapta 1l,,dacd pentru orice
sir descrescdtor (x,) convergent citre Xy, (%,€X, X, #X%,) , girul
corespunzdtor al valorilor (f(x,)) este convergent citre 1,.
Definitiile 7 si 8 sunt echivalente.
Definitia 3.9, Functia f:X»Y are limita in punctul x,(x, punct de
acumulare a multimii X) daci:
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lim f(x)=1lim f(x)=1im f(x) (finita)

X=Xo X=Xo X=Xo
x<xq x X0
Definitia 3.10,(III), Fie f:X-Y si xoex.Spunem cd functia f este

continud in punctul x, dacd pentru orice €>0, existd 0(e)>0 astfel
incit |f(x)-£(x,)|<€e pentru orice x€X pentru care |x-Xx,|<d(€).
Definitia 3.,11.(IV), Fie f:X-»Y si x,€X.Spunem cd f este continud
in x, dacd pentru orice sir (x,) astfel cd x,»%,(x,€X) sirul
corespunzdtor f(x,)->f (x,)

Teorema 3.3, Definitiile III si IV sunt echivalente.Demonstratia
este la fel ca la teorema 1,fard a mai pune conditia Xx,#X,.

Definitia 3.12, Fie f:X»Y si x,€X.f este continud in x,

lim f(x)=1lim f(x)=f(x,) (finita)
dacd: x-x, X=Xo

x<xg x> xq
Definitia 3.,13. O functie f:X-Y este continud pe o multime AcX daca
este contlnua in fiecare punct al multlmll A.
Definitia 3.14, Fie f:X-»Y.Un punct x,€X in care functia f nu este
continud, se numeste punct de discontinuitate al lui f.
Definitia 3.15, Punctul de discontinuitate x,€X se numeste punct de
discontinuitate de prima speta dacd limitele laterale in punctul x,
existd si sunt finite.In alte cazuri(cel putin una dintre limitele
laterale nu existd sau este infinitd) discontinuitatea se numesgte
de speta doua.

4 Fie functiile:f:X-Y,g:f(x)»2 si functia compusa

h=g,f:X-»Z (h(x)=g(f(x)) pentru orice x X.Daca f este continua in
X, X §1 g este continu iIn f(x,) f(x),atunci h este continu in x,

Deoarece f este continu in x, rezult ¢ pentru orice sgir
XX, (X, X),sirul valorilor f (x)=f,»f(x,)=£f,.Functia g este continu
in f, deci pentru orice sir f -»f, rezult g(f,)»g(f,) adic

g(f(x,)) » g(f(x,)), (x,€X) ,adicd functia compus3 g este continud in
Xo .

Teorema 3.5. Functia inversd a unei functii continue este o functie
continud.

Demonstratie Fie f:X-»Y o functie strict crescatoare,continuid pe X
si £ functie inversi.
f continud in x,€X deci pentru orice gir x,-x,(x,€X),sirul valorilor
f (x,) =y, converge catre f(x,)=y,.

Considerdam sirul (y.) strict crescdtor,convergent citre
Yo=f (x,) .Functia f fiind biunivoci, sirului (y.) ii corespunde girul

unic (x)) (xiex)

Sd ardtam cd sirul (xﬁ) este convergent cdtre Xx,.S$irul (xﬁ)

este strict crescdtor,deci are o limit3 x'€X.
f este continud pe X deci:

llm Ya=lim £(x}) =y, = £(x,),

n=oe
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deci f(x,)=f(x') si cum f este biunivocd rezultd x,=x'.La fel se
demonstreaz3 pentru sirul (y,) strict descrescdtor, convergent cdtre
Yo -

Fie f:X-»Y si x, un punct de acumulare al lui X(x,*X) in care
functia are o limitd finitd y,.

Definitia 3,16, Functia T:X+(x)})~Y definitd astfel:

_JE(x), daca x#x,, x€X,
(0 _{yo, daca x=x,

se numeste prelungirea functiei f prin continuitate in punctul Xx,.
Teorema 3.6, O functie continud pe un interval compact (inchis si
mdrginit) este mdrginitd pe acest interval.

Demonstratie., Fie X o multime compactd de numere reale si f:X-Y o
functie continud pe aceastd multime.

83 presupunem cd f nu este mdrginitd pe X,deci pentru orice
numdr M>0 existd un punct x,EX astfel «ca |f(x,)]|>M.In
particular,existd x,€X cu |f(x,)|>n pentru orice numdr natural
n.Inseamnd ci putem considera sirul (x,), (x,€X) care este miArginit
(deocarece X este compact3) .In baza lemei lui Cezaro, (x,) contine un

subgir (xnp) convergent citre x,€X (deoarece X este compactd este
si inchis3 deci odati¥ cu termenii lui (x,,”) contine gi limita sa
X,) .Rezultd ci f este continui in x,,iar din convergenta lui (X,)

citre x, deducem 1lim f(x,)=f(x) gji de aici lim|f(x,)[=]f(x)].
p= =

Pe de altd parte,trecind la limitd,cind p-w»,in inegalitatile

If(x,,’)|>n, ,avem E{“ f(x,)=*® ceea ce este in contradictie cu

rezultatul precedent.Deci f este mdrginitd pe X.
Teorema 3.7, O functie continud pe un interval compact igi atinge
marginile pe intervalul respectiv (T.Weierstrass).

Din teorema precedentd rezult3d cd dacd f:X-»Y este continud pe
intervalul compact X,ea este mdrginitd deci existd doud numere m
(marginea inferioard) i M (marginea superioard) astfel incit
m<f (x) <M. )

Sd ardtam cd existd cel putin un punct (€X astfel ca f£({)=m gi
cel putin un punct ('€X '‘astfel ca £({')=M.

Presupunem cd nu existd nici un punct {€X pentru care f({)=m
deci f(x)>m pentru orice x€X.

Functia g(x)= este continud gi strict pozitivd pe X

1
f(x)—=m
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deci este marginitd (conform teoremei precedente)

1

adicd: m

< M. Dar de aici rezultd:

1

1+ —
f(x) 2 m 7
ceea ce contrazice definitia marginii inferiocare m a functiei
f.Deci existd un punct [€X astfel ca f({)=m.La fel se demonstreazi
existenta lui {'.
Definitia 3.17. Fie f:X»Y.Spunem cd f este uniform contipud pe X
dac3d pentru orice €>0 exista un numidr 6(e)>0 astfel incit
|£(x')-f(x'')|<e pentru orice pereche x',x''€X care satisface
inegalitatea [x'-x''|<d(€).

Continuitatea uniformd se defineste pe o multime deci are un
caracter global, in timp ce continuitatea se definegte intr-un punct
adicd are un caracter local. .

Continuitatea uniforma implicd continuitatea.

Exemple de functii uniform continue:

1. Functia constant3 f (x)=c,definitd pe R,este uniform continuid pe
R,deocarece oricare ar fi x',x''€R avem If(x )-£(x'')|=0 gi deci
pentru orice €>0,putem lua b(e) =1 astfel Incit,dac¥ |x'-x''|<d(€)
sd avem |f(x')- f(x")|<e

2. Functia identic3d f(x)=x,definitd pe R,este uniform continu3d pe
R.|£(x")-£f(x'")|=|x"'-x'"| deci pentru orice €>0,exist¥ 0 (€)=€>0,
astfel incit dac3d |[x'-x''|<d(e) rezultd |f(x')- f(x")|<e

3. Functiile care satisfac conditia lui Lipschitz pe o multime X
sunt uniform continue pe X.

Functia f:X-»Y satisface conditia lui Lipschitz dacd pentru
orife x',x''€X,corespunde L>0,astfel incit :[f(x')-f(x'')|sL|x"'-
x''|.

Pentru orice €>0,ludm b(e)=% §i deci pentru orice pereche

x',x''€X pentru care |x'-x''|<8(e) rezultd |f(x))-f(x")] < L~%=e.

Teorema 3.8. O functie continud pe un compact X este uniform
continud pe X.

Fie f:X>»Y.Pregupunem,prin absurd,cd functia £ continuX pe
multimea compactd X,nu este uniform continud pe X deci existd €,>0,

astfel incit pentru fiecare 6>0,corespund xj},xjex cu
|xs-x3'|<8 si |f(x3)-Ff(x3) |>e.
#n particular, luind 6=%,n=1,2,... patem oonsidera ginurile (x)) si (x”)
din X,astfel incit pentru orice numidr natural n,s3d fie satisf3dcute
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inegalitatile Ixf,-x,/,/|<—% si |f(x))-f(x)]>e,.
$irul (xﬁ,) este mdrginit, fiind continut Iin multimea compactd
X;conform lemei lui Cezaro din (x{,) se poate extrage un subsir

(x,',p) convergent cdtre X, din X .Deoarece putem scrie
i e / " i |

x,’,'p=x,',p—(x,’,p—x,',’p) si tinind seama ci lxn,'xn‘,l(?'.o cind pw, rezulti
P

"
X, Xq -
Conform ipotezei,f este continud pe X,deci si in x,€X,iar din

Xp =X, 8i Xy =X, cind psw urmeazi lpl_'L.I'nf(Xr/.,,) =£(x,) :1;:“ £(xg) =£(X,)

§i deci si Llim |f(x,)-f(x;)|=0 ceea ce este in contradictie cu
plass

relatia lf(x,',p)—f(x,',’p)lmo. Din contradictie rezultd cd f este

uniform continud pe X.

§ 2. Deri i dif ial

Fie f:X»R si x,€X.Functia f este derivabil3 in
punctul x, dacd existd si este finitd limita:

] 1 £(x)-£(x,)
X=X, X=X,

iti Functia f:X»R este derivabild pe X dac3d este
derivabild in fiecare punct x€X.

= £l(x,)

Fie f si g doud functii definite
pe un interval X cu valori reale si a,be€X,a<b.Daci f si g sunt
continue pe intervalul inchis [a,b] si derivabile pe intervalul
deschis (a,b) si g'(x)#0 pentru orice x€(a,b),atunci exist3 un
punct ce€(a,b) a<c<b,astfel incit:

f(b)-f(a) _ f'(c)

g(b)-g(a) g'(c)

Functia F(x)=A f(x)+Bg(x) cu A,B constante este continu3 pe
[a,b] si derivabild pe (a,b).S3¥ determin3m pe A,B astfel incit
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F{a)=F(b)=

A f(a)+Bc(a)=0
{A f(b)+Bg(b) =0
Scdzind, obtinem:
A(f(b) - f(a)) + B(g(b)-g(a))=0
si putem lua:
A=g(b)-g(a) ; B=f(a)-f(b)
Nu putem avea g(b)=g(a),decarece,conform teoremei lui Rolle,ar
exista c€(a,b) astfel incit g'(c)=0 ceea ce nu se poate deoarece am
presupus g' (x)=0.
F(x) =(f(a)-f(b))g(x)+(g(b)-g(a))f(x)
Functia F(x) indeplineste conditiile teoremei lui Rolle,deci
existd un punct ce€(a,b),a<c<b in care F'(c)=0.
F'(x)=(f£(a)-f(b))g' (x)+(g(b)-g(a))f' (x)
(f£(a)-f(b))g'(c)+(gib)-g(a))f'(c)=0
si cum g' (c)#0,g(b)-g(a)#0 se obtine ,,formula generald a mediei'"':

£(b)-f(a) _ f'(c)

g(b)-g(a) g'(c)
Definitia 3.20, O functie £(x) se numeste diferentiabild in punctul
%, daca existd o constantd A independentd de x (depinzind numai de
X,) astfel ca:

, a<c<b.

£(x)-£(X,) =A(X-X,) +€ (X,X,) .| X-X,|

unde 1lim e(x,x,)=0
X-~x0
Teorema 3.10, Dacd functia f(x) este diferentiabild in x,,atunci ea
este derivabild iIn x, si derivata sa este f'(x,)=A.
Demonstratie
£(x)-£(x;,) _ A e(x,%,) . |x-%,|

X=X, X-X,
£ ~£
f'(x,) =1lim M =A
X=X, X=X,
Teorema 3.11. Dacd functia f(x) este derivabild in punctul
X,,atunci ea este diferentiabild in x,
Demonstratie
. £ e & .
1im T4 2E06) £/(x,) deci
X=X, X=X,
£(x)-f
M-f’(xo) =e(x,X,) unde €(x, x,) =0
X—X,

cind x-x,.
£(x)-£(x)=£" (X,) (xX-%,) +€ (x.%,. (x,X%,)
Definitia 3,21, Expresia f'(x,) (x-X%,) se numegte diferentiala
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functiei £ in punctul x, si se noteaza d f(x,).
Deci: d f(x,) = £'(x,) (x-X%X,)

Dacd f (x)=x,atunci d x=x-x,(deoarece f'(x,)=1) si1 deci
d f(x)=f'(x)dx de unde:
_df(x)

dx
adic3d derivata f'(x) in punctul x este raportul dintre diferentiala
functiei f(x) si diferengiala functiei x.
Definitia 3,22, Fie f:[a,b]-R o functie derivabild pe (a,b) cu
derivata f'(x),x€(a,b).Dacd f'(x) este derivabild 1iIn punctul
x.€(a,b),se spune cd f(x) este de doud ori derivabild iIn x,;
derivata lui f' in punctul x, se numeste derivata de ordinul doi a
d*f(x,)

dX2

Prin recurentd se poate defini derivata de un ordin oarecare

£l{x)

functiei f in punctul x0 si se noteazd f''(x,) sau

neéeN.
i Fie f:[a,b]»R o functie derivabild de n-1 ori pe
(a,b) .Dacd £*' (x) este derivabild in punctul x€(a,b),se spune cd

f este de n ori derivabild iIn punctul x,.Derivata lui f'' 1In
punctul x, se numegte derivata de ordinul n a functiei f in punctul
d"f(x,)

X, Si se noteazi f'™ (x,) sau
dxn

Teorema 3.12. Dacd u(x) si v(x) sunt doud functii derivabile de n

ori pe un interval (a,b) atunci produsul u(x).v(x) este de n ori

derivabild pe (a,b) si derivata lui este:

(u.v) P =u® yech u™V Ve, +C] uv®

relatie care se numeste formula lui Leibniz.
Demonstratie
Vom demonstra formula prin inductie.
Pentru n=1,avem:
(u.v)'=u'v+v'u adevaratd.
Pentru n-1,presupunem formula adevaratd,deci:

(u.v) V=) yecl ya2) e | +ciluvioD

Vom avea:

- % _ = S/
(u.v) ™=((u. V)" )/ =(uD v)/+CE (U2 V) +. . +C) (u. via D)
=y'm V"'U("-“VJ*C;_l(U("-I) Vieu 2y« +CJ":_-11 (u'. v s

+u V) = ve (1+Ch ) uD Ve (CE ) u D v

-2 g ! - =
cor(Cre U vt ey v =gyttt e
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.+Clu.v™ deocarece CX, +ckil=ck.

Definitia 3.24. Fie f:[a,b]-R si x€(a,b) .Se spune ca functia f este
diferentiabild de doua ori in punctul x, dacd f este derivabild in
X, si dacad f'(x) este diferentiabild in x,.Diferentiala de ordinul
doi in x, se noteazd cu d*f(x,) si este egald cu:
A’ f(x,) = £'"'(x,)dx*.

Definitia 3.25. Fie f:[a,b]-R si x€(a,b) .Se spune cd functia f este
de n ori diferentiabild in punctul x, dacd f este derivabild de n-1
ori in x, si dacd f" (x) este diferentiabild in x,.

Diferentiala de ordinul n In x, se noteazd d"f(x,) si se
defineste prin egalitatea 4d"“f(x,)=£'" (x,)dx".

§ 3. Formula lui Taylor

Considerdm functia f:[a,b]-»R continud si cu derivatele pina la
ordinul n inclusiv continue pe [a,b] si avind derivata de ordinul
n+l in fiecare punct din (a,b).

Definitia 3.26. Definim,pentru orice x€[a,b],polinomul:
X-X, (x-x,)? (x-x,)"
Tp(X) =£(%g) +— 2 £ (x,) +-—2!°—)f”(xo) +o s .+———!‘ﬁ—f‘"’ (%)

unde x,€(a,b] (x,<x) numit polinomul lui Taylor asociat functiei f
in punctul x,.
Notdm: R, (x)=f(x)-T,(x)

si observim ci lim R, (x) =R,(x,) =f(xy) -T,(x,) =0.

X=X,
Formula:
f(x)=T,(x)+R, (x) se numeste formula lui Taylor iar R, se
numeste restul formulei lui Taylor.

Formula 1lui Taylor,aproximeaz3,pentru valori ale 1lui x
suficient de apropiate de x,, functia f(x) prin polinomul lui Taylor
T, (x) .

Vom cduta restul R,(x) al formulei lui Taylor sub forma:

R, (x) = (x-X%,)?.A,p€EN.

X=X, +(x—xo)"
1

£(x)=f(x,) + RN s s = £ (x,) + (x-%,)P. A

Introducem functia:

g(6)=F(E)+ X Lrr(eye. . + X pmr (1) o (x-x,)P. 2
1! n!

definitd pentru t€[a,b] si derivabild pentru te€(a,b)

Se vede cd: g(x)=f(x) si g(x,)=f(x) deci g(x)=g(x,) si se poate
aplica teorema lui Rolle functiei g pe intervalul [x,,x] .Deci
existd un punct £€(x,,x) X,<E<x,in care g'(§)=0.

/(L) =£'(t) £/ (0) + XLy - L) v
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_ ((-\;*_L‘]))""1 £m (¢) + (XI;'L') "ffnu.) (£) -p(x-t)P1.A

g'(t) =—(x,;,t)nf‘"‘” (&) —pila-£) 1.2

g' (£)=0 inseamni: lﬁgélff““”(5)—p(x-E)p“.A=o
de unde:
- -p*1
A= SXE) TP ey ()
n'p
Restul de ordinul n al formulei lui Taylor este deci:
(x=x4) P (x-§) P
n'p
Pentru p=1 se obtine restul lui Cauchy:

R, (x) = £ D (), x,<E<x.

(x-x,) (x-E) ™
- nt

R, (x) £ (F)

Pentru p=n+l se obtine restul lui Lagrange:
- n+1

= fln*1) (E)
n :

Dacd in formula lui Taylor se pune X,=0 se obtine formula lui
Mac-Laurin:

£(x) =£(0) +Z £/(0) +.. .+ﬁ—ff<n) (0) +R, (x)
unde restul R,(x) are una din formele:

R,(x) = XZLA-O)TF fian) gy,

n'p
R,(x) = w £ (0x) (Cauchy)
R,(x) = —(r‘l‘(—::)—'— £a*1) (0x) (Lagrange)
Exemple:
1. Formula Mac-Laurin pentru functia f(x)=e* va fi:
eree XL XL LK g

iar restul In forma lui Lagrange este:
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xiet )
R = X
R, (X) (n+1)!e ,0<0<1.

2. S& se calculeze valoarea aproximativa pentru Vja si sd se
evalueze eroarea comisd.

Scriem formula lui Taylor pentru functia [(x)=V} luind x=30
si x,=27.

X—-X

1!

- 2
£ =£(xg) =220 17 () « XX ) or, (8) 527 <E<30

£(x) =VX; £(x,) =v2T=3

£x) =—2— ; Fl(x,) =2
o) 33
ERVD &f
£(x) =-—2— (%) == 2
9 Vx5 3
f”/(X)= 10 %
——
27/x8
3 .3 3%2.2 L1 1
V30=3+ = - +R “«3+=-_——_=3+0,1111-0,002¢
33 .37 2(6) 9 343
/30=3,098
Eroarea comisd este mai micd decit:
x-x,)° 3
R (E) =20l gy 2,20 (S L5,
5 5 1 1

deci primele 3 zecimale sunt bune.

< = <
2187 2180 1090 1000
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Capitolul IV

FUNCTII REALE DE MAI MULTE VARIABILE

Definitia 4.1, Spunem c3 f:E-R este o functie reald de n variabile
reale Xx,,X,,...,X, daefinitd pe EcR® dacd 1la orice vector
(%X,,%,, ...,X,) €E corespunde o valoare determinatd £ (x,,x,,...,X,) €R.

in particular, functia reald de douid variabile reale f:E-R face
sd corespundd la orice pereche (x,y)€EcR’ o valoare f(x,y)€R s§i
numai una.

S3 se afle domeniul de definitie al functiei:

z=J1—x7+J4—y§

1-x2%20 x2<1 [-1<x<1

4-y?20 254 |-2s4x22
Fie f:E-R,EcR’ gi (x,,Y,) un punct de acumulare pentru E.

. limf(x,y) =1 . .
Definitia 4.2, Spunem cd x-x, (x.5) dacd pentru orice €>0 existd

y=Yo

5(€)>0 cu proprietatea ci dac¥ |x-x,|<8(€) $i |y-y.|<6(e) s¥ rezulte
| £(x,y)-1] <€ pentru orice (x,y)+*(x,,Y,) -
Exemplu:

S3d se arate cd £}?(3X+Y)’5

b o)

|3x+y-5|=|3x-3+y-2|<3|x-1|+|y-2|

Fie €>0 ; ludm 6(e)=% si atunci pentru orice x gi y pentru
e _. e
care [x—1|<g-sziy-2|<g- rezult¥:

e e_2e
3x+y-5[|<3|x-1[+|y-2(<3.=+===Z¢e.
! y-sl ' [+ly-2| 6 6 3

T limf(x,y) =1
Definitia 4.3. Spunem ci xi? (s dacd pentru orice gir de

x~yo

puncte P, (X,,¥.) = Po(Xo,Yo), Pu(X,,¥a) *Po (X, ya) , §irul £(x,,y.)-1.
Aceste definitii se pot generaliza pentru functii de n
variabile reale.
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Fie multimea EcR", x°=(x{,xj,...,x3) un punct de acumulare
pentru E si functia reald f:E-R.
Refinitia 4.4, Spunem cd ii?f(X)'l dacd si numai dacd pentru

orice €>0 existd un numdr 6(e)>0 astfel Incit oricare ar fi

vectorul x=(x,,X;, ..., X,) €E,x*x° astfel ci& |x]—x3|<6(e) pentru orice
i=1,2,...,n,83 rezulte |f(x)-1|<e¢.

Definitia 4.5. Spunem c¥X iiff(X)'l dac¥ pentru orice sir
xk(xk, xk, ..., x5 eB, x%ex®, x*~x° ,avem f(x*)-l.

Fie functia f:E-R,EcR" si X°€E.
Definitia 4.6. Functla f este continuid in punctul x° dacd gi numai
dac3 pentru orice gir x*-»x°,x"€E,avem f (x*)-f (x°).
ng;n;;;a_g‘lL Functia £ este contlnua in x, dacd si numai daci
pentru orice numdr €>0 existd un numdr 6(e)>0 astfel incit oricare

ar fi punctul x=(X,,...,X)€E cu |x,-x}|<8(e) pentru orice
i=1,2,...,n s3d avem:
|f(x1,x,. v X)) - F(xD, X, ..., x0) | <e.

Functia f:E-R,EcR",este continud pe E dac¥ este
continud in orlce punct x€E,

Sd se arate ca functia

—x_ai’ daca x?+y?=0
£(x,y) ={ 33y ¥
0, daca x?*+y?=0
este continud fn tot planul.
2y,3
Observim ci Xy | x| |y x].yis |x| .y?
x3+y? x2+y?
deoarece:
(|x|-]y|)2zo-x’+y’-2|x|.|y|zo-—J5£'—L‘§lsi
x3+y 2

Deci pentru orice €>0,exist b(e)-xﬁ astfel incit pentru |x|<8(¢€)
8i |y|<é(e) rezultH:

1 2¢l e Meia 8
2|xL)r< Z.JE.WF 5 <e.

le:l
x2+y?
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§1. Derivate partiale

Fie functia reald de n variabile reale f:E-»R,Ec"R" sgi
x°=(x{, x3,...,x3) un punct interior al lui E.
Definitia 4.9, Functia f(x,,x,,...,X,) este derivabild partial in
punctul (x?,xJ,...,x2) in raport cu variabila x,(lsksn) daci:
£ 0o Xy Xyi Kuyis o 5 5 s X) LR XT ;5 < 5. X3)

lim 5
Xy=Xy Xy~ Xk

existd si este finitd.Limita respectivd se numegte derivatd
partiald in punctul x° a functiei f£f(x,,x,,...,%,) in raport cu
variabila x, si se noteazi:
Af(x?,x3,...,x0)

90X,

0 0 0
Lo (X1, X2, ..., X,) saU

In particular pentru functia de dou3 variabile vor fi douX
derivate partiale.Fie f:E-R,E€R’ gi (x,,y,) €E.
Dacd existd gi este finitd limita:
1im f(x,}'o) —f(xoly.))
X=X, X=X,
ea se numegte derivata partiald a functiei f(x,y) in punctul (x,,Y,)
in raport cu x gi se noteazi

9f (x4, ¥,)
5)(

fr (X0, y,) sau

Dac3 existd gi este finitX limita:
]_j_m f(xo,y) "'f(xoly°)
P Y=Y

ea se numegte derivata partiald a functiei f(x,y) in punctul (x,,Y,)
in raport cu y gi se noteazi:

Af(x,,¥,)
5}'

f;(xolYQ) sau
Exemplu:
S& se afle derivatele partiale I si oy pentru functia

: z=(x2+y?) sin%
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0z —2x51ny (x2+y2?) . cos=Z az-2y31n-x'f(x3+y ). cos-
9x X ay

P

Fie f :E-»R, E€R? o functie reald de doud variabile
reale,derivabil3 partial in raport cu x $i cu y in fiecare punct
interior (x,y) al lui E. Dacda derivatele partiale

fl(x,y) si fl(x,y) definite pe EcR' sunt derivabile partial in

raport cu x si y, derivatele lor partiale se numesc derivatele
partiale de ordinul doi ale functiei f $i se noteazd:

0 (Of\_ ,n _ O*F
( f

x5 e
O[O\ _gr . PF
ay\dx) X dyox
_a g =f” =___azf
dx(ay ¥* 9xdy
3f\_ i _ Bf
ay(ay v dy?

Deci o functie de doua variabile are patru derivate partiale de
ordinul doi.

in general,o functie reald de n variabile f(x,,X%,,...,X,) are n’
derivate partiale de ordinul doi.

Spunem cd functia f:X-R,xcR",este de clasa C* dacd este continud
si are derivate partiale continue pina la ordinul K (inclusiv).

Teorema 4.1, (Schwartz) Fie f:E-»R,E€R*.Dac3d functia f(x,y) are

derivate partiale mixte de ordinul doi intr-o vecinatate V a unui

punct (X,,Y,) €E,si dacd f,’,’y(x,y) si f,',’,,(x,y) sunt continue in

(%,¥,) atunci £5 (x,,¥,) =fh (x,.¥,) -
Demonstratie,

Consideram functia:

F(x, Y) =f (xry) =f (xo:Y) -f (x:Yo) +f (onYn)
dly)=f(x,y)-£(x,,y)

F(X,Y)=¢(y) -®(Yo)=(y-Yo) @' (n) (t.cresterilor finite)

Dar : ¢/ (y) =£,(x,y)-£,(X,, V) = (X-X,) o (E, V)
deci: F(x,y) = (x-X,) (y-¥o) £ (E. M)

F(x,y) _ £l
i_le (x=x,) (y-¥,) yx (xolyo) (f)/,’x continud Iin (x,,y,))

y=vo
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¥(x) =f(x,y)-f(x,y,)

F(x,y) =¥ (x) =¥ (x,) = (x-x,09’ (§*)

V(X) = fh(x,y) -£L(x,¥,) = (y-¥,) i (%,0")
F(x,y) = (X-X,) (¥-¥,) £, (§*,n*)

F(x,y) = £/
}:.1,, (x-x,) (y-y,) Loy (%0, 5o -

revo
deci: £ (X, ¥,) =Epe(Xo. o) -

Consecinta: fi’,’y-t"yﬁ, ,etc.

Formula criteriilor finite pentru functii de 2 variabile.
Considerdm functia f:E-R,EcR’,f derivabil¥d partial in raport cu x
si cuy in (x,,6Yy,) €E.

Fie functia :F(t)=f [X,+t(X-X,),Yo+t(Y-¥,)]
F(l)=£(x,y) ; F(0)=£(x,,Y,)
F(1)-F(0)=(1-0) F' (0), 0<6<1

FI(£) = £LIX+ E(X-X0) , Yo+ E(Y-¥,) ] (x-X,) +

s £ (X4t (X-X,) Yo+ t(¥-¥o) ) (y-¥,)

F'(0) = £1[x,+0 (x-X,) , ¥, +0 (y-¥,) ] (x-x;) +

+ £ [%,40 (X-X,) , Yo+ (V-¥,) ] (¥-¥,)

£(X,y) ~£(X, ¥o) = (x-X;) £LI%,+0 (X-X,) , ¥,+0(y-y,) ] +

+ (y-y,) f;[xo*e (x-X%,) ,¥,*0 (y-y,)] £f.cregterilor finite

§2. Diferentiabilitate

Functia f(x,y) este diferentiabil¥ in (x,,y,) daca3
existd constantele A gi B astfel incit:

£(x,y) ~£(Xy,¥,) =A(X-X,) +B(y-¥,) +€(X, Xy, ¥, ¥,) f (x-25) 2+ (y-y,) ?
unde: £1me(x X0 YY) =0 si },}yme(x 1 Xo1 YY) =0.
‘Daci functia f(x,y) este derivabil3d in (x,,y,) in raport cu x
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si cu y respectiv,atunci ea este diferentiabild iIn (x,.y,).
Dacd functia f(x,y) este diferengiabild in (x.,y,) ea este
derivabild partial in (x,,Y,) In raport cu x $i cu y si avem:

A=fl(x,,y,) si B=f,/,(xo.y°) .

Expresia (x-X,) £1(Xy, Vo) + (V=Yo) £4(Xo, V) se numeste
diferentiala functiei f(x,y) in (x,,y,) $i se noteazi:

df(X,, Vo) = (X-X,) £1(Xe, ¥o) + (¥-¥,) £(Xo, Vo) -
Dac¥ f(x,y)=x atunci fl=1,£,=0 si dx=x-x,
Daci¥ f(x,y)=y atunci £,=0,f,=1 si dy=y-y,

Deci: df=fLdx+f,dy
of
Ay

in general,pentru o functie reald de n variabile
reale,diferentiala va fi:

df= aafdx . aFdx,~~

Diferentiala a doua a functiei f(x,y) continu3 si cu derivate
partiale de ordinul I si II continue va fi:

_of

sau: df - dx+—=—dy

. of
ax

d*fsai(afdx jdy)me(—dm dy)dy-

=(_6‘_de 4 dy)dx (azf dx+ yfdy)dy_

ox? ax5 ayo.
_Pf ., Of 2 4,
axzdx 25—5—dxdy4-a

‘ (2)
ks | i~ B
unde —dx+ d m-—-dx’+2 a dxdy+-—-—dya
ax 9x0.
este operatorul de diferentiere de ord1nu1 doi.
Dacd functia f(x,y) :E-R,EcR’ este continud gi are in E toate

derivatele partiale de ordinul n continue,atunci diferentiala de
ordin n a functiei f(x,y) este:
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a9 J (m
Ll 2 & e ’ t
dnf {&dx ayd)]

(1)
4 dax + __a_dy] = .E.dx"o ("’l] -_..a.n_.-._ dax" ld_y-t

ox  dy ax” on""'dy
+ Ok 9" k 3.,k n o 3
(), de" dy *+.. «*Ch ayndy'

este operatorul de diferentiere de ordinul n.

pentru functii reale de n variabile reale x,,x,,..

diferentiala de ordinul p va fi:

) ] 3 ®
PFf=
df[a dx, ¢yt f
unde;
(p)
Q»dx,+...¢~g-dx4 = !
ax, ax, Gl . ta,! s
rsanem?
¥ a

. axfax:‘...axn

X,

este operatorul de diferentiere de ordinul p al unei functii de n

variabile.

g ] | dif ialele f iil

levrema 4.2, Fie functiile u:X-R,v:X-»R,XcR cu derivate continue pe
X.Dacd functia f(u,v):E+R,EcR’, are derivate partiale continue pe
E,atunci functia F(x)=f(u(x),v(x)) are derivata continu¥ pe X,dat&

de:

F(x) -F(x,) =f(u, v) -£(uy, v,) = £,(uy, vy) (u-uy) + £,(u,, v,) (v-v,)

ve(u,u,,v,v,)p unde p -J(}_:Z)‘T;‘G"_;;')'g

¥ F
T (X) (Xo f’(uov)llm 4[ (uo,v)lim
x X X, xxy X=X, XX X'xo
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d[ X
B Eluy, v,) u'(x,) + Eo(u,, vy) . vi(x,)

T dx v
sau: '
ar(x) _ ot “‘f ¢ 8 Ay
dx du ' dx dv  da
Derivata functiei:
F(x)=f(u,(x),u,(x),...,u,(x))
va fi:
(%) ar dll ar (1(1‘. , o du,
B iy + —— “ o S . e
® du, * dx du, dx du,  dx
iar diferentyiala ei va f1:
9f du df du
" = p! (= o— —L2dxt, ..+ z— . =—2d»
dr(x) =F'(x) dx au, dix ' ' du =5
dr(x) = 9t duy ¢ Qﬁcﬂ:f ¢ i oF du
ou, du, du, '
Aplicatlie
Functia f(x,,x,,...,%x,) s8e nunegte omoygyena de grad m daca:
f(ex,,tx,, ..., tx,)=tf(x,,x,,...,x,)

Dacd derivam relatia in raport cu t gi apoi facem t=1,obyinen
relatia lui Euler pentru functii omogene:
of of of
s X, =—F. . tX
19x, ¢0x, » dx,,
Teorema 4.3, Daca functllle u(x,y):X>R gi vi(x,y):XsR, XCR* au
derivate partiale continue pe X i daca functia t(u,v):EsR,EcR? are
derivate partiale continue pe E,atunci functia
F(x,y)=f(u(x,y),v(x,y)) are derivate partiale continue pe XcR? date
de:

=mE(X), X0 000 X,)

OF _0f du, Of OJv OJF,
dx du dx dv ax' dy

0f Odu, 9t Ov

"3y 'Yy
Demonstratia este similara cu cea a teoremei 4.2. devarecCe la
derivarea in raport cu x,y este constant deci F este considerat¥
functie de o variabill.
Diferentiala functiei F(x,y) este:

di= 9F gy o 9F " dy - (0[ du , dr dV)dx'
dy

dx ou dx dv dx
ot du df dv\, _of du du
du’ 8y ov’ ay)d ou é"d o dy d‘)
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~‘;‘ g!'d d)~~—du'——d
C \

adlca diferengiala este invariantd fata de operatia de compunere a
funcyi1ilor.

§3. Formula lui Taylor pentru funclii de 2 variabile.

Consider3dm functia f£(x,y);E-»R,EcR’ derivabild partial de n+l
ori gi cu derivate partiale continue,deci toate derivatele mixte
sunt egale i fie (x,,y,) un punct interior al lui E.Rezultd cd si
funcyia de t:

F(t)=£f(x,+(x-x,)t,y,+(y-y,) t)

are derivate pina la ordinul n+1 pentru te€[0,1]) si i Be poate
aplica formula lui Taylor pentru functii de o variabild:

1

F(1) =F(0) + =~ F/(0) + -~ F/(0) +...+—= F'® (0) +R,
11 21 nl

unde

- 1 (n+1)
Ry= s F (8), o0<6<1.

F(1) =£f(x,y) ; F(0) =f(x,,y,)
F(e) =f(x(t),y(t)) unde :x(t)=x,+(x-x,) t,y(t) =y, +(y y,)t

axdxatgx

W(c)-;— 3 ' dt ~%;(x—xﬁ +g§(y-yﬁ

F'(0) -[-5‘3—‘ (X-X,) +§; (y-yo)]f(xo,y.,)
in general
F® () -[3‘-}‘ (X-X,) «-;7 (y-y0>]"’ £(x(£),y ()
gl deci:
F' (0) '[a—i (x-%,) + 5"; (y—yo)]"’ £(x,,,)

Formula lui Taylor pentru functia f(x,y) in punctul (x,,y,) se
scrie:

1[0 a
£(x,y) =£(xy,¥,) *ﬁ["é} (x-x5) + 52 (y=yo) | £ (%0, ¥o) +

1[ @ d (2)
T 7 (x-x,) +-5;(y—yo)] F(Xgo V) *o s
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11 d _ 0 ~ (n) ;
._n.'[é}(x x) 5 (v yu)] £(Xy,¥,) *R,

unde

1 P d B (n+1) B B
.."TnTi‘)T[a‘x(x-xo) oy ¥ yo’] £(x,+0 (x-X,) , ¥, *0 (y-¥,) )

LA

cu 0<B<1 gi lim-—2=0, p=/(x-X) 3+ (y-y,)?
-o p

P

Forxmula lui Taylor pentru functii de p-variabile.

Fie f(x,,%,,...,X%,) :E»R,EcR®?, derivabil¥ partial de n+1 ori gi cu
derivate continue (deci toate derivatele mixte sunt egale) gi

x°=(x},x5,...,x)) un punct interior al 1lui E.Generalizind

rezultatul obtinut pentru functia de doua variabile avem:

f(xl,xz,...,xp)af(xflxg“_”xg)*

= (m)

1 — _a_ — a_ o _o 0

+§ -ﬁxl X)) ax]#...O(Xp Xp) E;p] £(x,,x;, ...,xp) *R,
cu

i 1 0 0 .0 F.] (n+1) b i
Ra (n+1)|[(": Xx)Eh..*(xp Xp) -5x—p] £(x,40 (x,-x) ,
,--..xb+0(xb-x:))

care este formula lui Taylor pentru functii de p variabile

§4. Maxime si minime pentru functii reale de doud variabile reals.

Definitie, Fie f(x,y) :X-»R,XcR*.

Un punct (x%,,Y,)€X se numegte punct de minim (relativ) al
functiei f(x,y) dac¥d existd o vecinatate V a lui (x,,y,) astrel
incit pentru orice punct (x,y)€VnX s¥ avem f(x,y)=z2f (x,,Y,)

Un punct (x,,y,) €X se numegte punct de maxim (relativ) al
functiei f(x,y) dacd existd o vecinatate V a lui (x,,y,) astrel
incit pentru orice (x,y)€VnX s& avem f (x,y)=f (x,,Y,) .

Teorema 3, Fie f(x,y) :X€R,XcR? gi (x,,y,) un punct interior al lui
X.Dacd functia f(x,y) are derivate partiale de ordinul futfi fin
(x,,y,) 8i dacd (x,,y,) este un extremum (maxim sau minim) atunci

68

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



t,"(xo,yu)-o 81 t';(xo,yo) =0 (conditii necesare de extrem) (x,,y,) Be
numeste punct stationar.

Demonstratie

Functia f(x,,y) de o variabild este derivabild in punctul y-y,
gl are in acest punct un extremum deoarece f(x,,y)sf(x,y) sau
f(x,,y)=f(x,y) pentru yeV.Conform teoremei lui Fermat f;(xu,yu) =0

Functia f(x,y,) este derivabild in x, gi are in acesL punct un
extremum,deci f£}(x,,y,) =0.
Tegrema 4., Fie f:X-R,XcR’,derivabild partial de trei ori pe X gi

(%,,y,) o solutie a sistemului f£L(x,y)=0 £,(x,y)=0

Dacd in punctul (x,,Y,), Lald ﬂ aaf)w gi ﬂw
ax? dy? \ dxdy ax?

atunci punctul (x,,y,) este un punct de minim al functiei f(x,y).
0f
Dacid in punctul (x,,y,) avem azf &f ( 8‘[’) i —=<0
p 01 Yo ax2 ay a—a—y >0 § ax?
atunci (x,,Y,) este un punct de maxim al functiei f£(x,y).
2
Dac# in punctul (x,,y,) avem &f Ff ( azf) atunci punctul
p 0 Yo axz ay m <0 P
(X,,Y,) nu este punct de extrem al functiei f(x,y).
Dac# in punctul (x,,y,) avem &f . ﬂ | &t ): nu putem afirma
p xo YD axz aya m 0 p |

despre punctul (x,,y,) dacd este sau nu punct de extrem pentru
functia f(x,y).

Aplic3m functiei f(x,y) formula lui Taylor:

= x ) Of Fr,
E(x,y) =£(x,,¥,) +(x X)) 5=+ (y-¥,) ~a-—*—-(x X )‘ax2

t{x-x) (y-y,) —T 2(y yo)’g;‘;m,.

' ' . . . R,
Dar Eiﬁ.ﬁl:o gi E.S:‘i-:v_oz =0 @i lim —2 =0 .
X oy p-0 p?

Deci pentru (x,y) suficient de aproape de (x,,y,) rezulla:
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£(x,y) -£(Xq,¥,) =% (X-X,) 21+ (x-X%,) (y-Y¥,) s*% (y-yo)t

unde am folosit notatiile lui Monge:

=22_f s= atd t‘iz-t—:

’ ax2 '~ axdy’ dy?

2

f(x,y) -£(xy,¥,) =% (y-vy,)

x-%;\* X-X,
r +28 +t
Y=Y Y=¥Yo

Dacd (x,,y,) este un punct de minim al functiei f(x,y) atunci:
f(x,y)-£(x%,,¥,)>0
Rezultd:

- 2 =
£ X Xe| s2g[ X Xe) s 150
Y=Y, Y=Y,

pentru orice valoare a raportului

Xo

,ceeace se intimplad daci:

8%-rt<o
r>0

2 e
adica: ﬂ_a’_{_(i_ >0 ®i ﬂ>0 in punctul (x,,y,) daca
dx?  9y? \ oxdy ax?
acesta este un punct minim al functiei f(x,y) (Fig.4.1).
Dacd (X,,Yy,) este un punct de maxim al functiei f(x,y) atunci

2
rezultd conditiile: &f ﬂ_( azf) >0 ®§i ﬂ<0

ax? 9y? \ dxdy ax?

<

Dacd s,-rt>0 atunci f(x,y)-f(x,,y,) nu pastreazd un semn
constant in vecinatatea punctului (x,,y,) deci (x,,y,) nu este punct
de extrem pentru functia f(x,y) i el se numegte punct sa
(Fig.4.3) .

(xg. ug. fixg. wg»

Q. wg., Fixg.wg))
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Exercitii

1. S& se calculeze derivatele partiale ale functiilor:
1°. £ (x,y, z) =x'y’z*

g)_f( w2xy024; %5_3,(1),22” %f“‘xzy’z’
FPr s.a. OF . OF 2
L a2y32 ——-Gx z .-_-12xy Z
Ix? Y ‘3 g oz?

+f

=6xy?z!, etc.
9xdy 4

2°. f(x,y,z)=¢(x y,x-2),¢ este o functie arbitrard de clasa c'
us=x-y ; V= y-z

-9, _._Q‘I! af._%!
ax ou ay du’ a3z 1
EL o, A, a A e
x4 u? uv 2 y? u? z? v

Pt o ¥ FL_ P4 P
Oxdy  Qu? Oudv’ 9xdz  Judv Jy? '

Fr o Fd
dvdz dudv

2 Sa se afle extremele functiei:
f(x,y)=x"+y'-3xy

of _ . a_
ax 3x“-3y

%f; =3y?-3x

>f
(-S’—Z-GX

Fr

9 3xdy

=-3
Fr
t=L2 a6
dy? ¥
Punctele stationare sunt : 0(0,0) ; M, (1,1
1 L, 8’=-9 deci functia nu are extrem in 0.
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2
1151'31'27} deci functia are in M, (1,1) 0

I, =6

valoare minima f,, = - 1.
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Capitolul Vv
FUNCTII IMPLICITE
§ 1. Functii implicite gi pisteme de functii implicite

Definitia 5.1, Fie ecuatia F(x,y)=0,unde F(x,y) este o functie
reald de doud variabile reale definitd pe o multime XcR? O functie
y=f(x) definitd pe multimea EcR,astfel fincit pentru orice
X€E, (x,f(x))€X se numegte solutie in raport cu y a ecuatiei
F(x,y)=0 pe multimea E dacd F(x, f(x))=0 pentru x€E.

E .

1. Bcuatia 2x-3y+5=0 are o infinitate de solutii reale in raport cu

y date de : f(x)-E%?E pentru xe€R.

2. Ecuatia x’+y*’-3=0 are,in raport cu y,o infinitate de solutii
definite pentru xe[-/3,/3] date de:

f(x)-xJB-x’

3. Ecuatia 3x’+2y’+1=0 nu are nici o solutie reald,

Gisirea solutiilor unei ecuatii F(x,y)=0 este §in general
dificild.Se pot ins#d studia proprietdtile acestor solutii direct pe
ecuatia F(x,y)=0 fdr3d sid fie nevoie de explicitarea lor.Teoremele
care stabilesc aceste proprietdti poartd numele de teoreme de
existentd.

Teorema I de existentd. Fie F(x,y) o functie reald definit3d pe
XxY,Xc<R,YcR i (x%,,y,) un punct interior al lui XxY (deci x,
interior lui X i y, interior 1lui Y).Dac¥d F(x,,y,)=0,dacH

F(x,y), FL(x,y),F,(x,y) sint continue pe o vecinitate a lui (x,,y,)

g1 dacé iﬁ(a&,ym)vo ,atunci existd o functie unic3 y=f(x) astfel

incic f(x,)=y, i F(x,f(x))=0 intr-o vecindtate a lui x,, care are
derivata continua intr-o vecindtate a lui X, datd de

F:(XI,V)
v (X, ¥)

continue fntr-o vecinidtate a lui x,,atunci f(x) are derivata de
ordinul p continud intr-o vecinitate a lui x,.

Demongtratia existentei functiei y=f(x) este mai dificil3 dar
expresia derivatei y' se afld derivind functia compusi:

f'(x) =~ .Dac3d F(x,y) are derivate partiale de ordinul p

/
X

F(X,y(x))=0, Fy.1+F,.y' =0, y'=-

Ll
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Pentru aflarea derivatelor de ordin superior ale unei funcgii
implicite procedam la fel:

FlvFy, . y’o(Fj’,\o F:,’, . y')y’*i';,.y”=0
F, Fla=3F\F Fly u-‘”f”

1

3
Fy
Bxamnlﬁ:
1. Xy xy+2x 3y+1 0
3x?y?+2x'yy ' -2xy’-3x'y'y ' +2-3y'=0,y"'=. .. 2

6xy’+6xyy +6x'yy' +2xX°y ' +2x’yy "' ' -2y 6xyy -6xy’y!

'6x yy.z_3xlyzy| [ 3y| l_o y! l=' g
2. f(x*+2y,y’- 3x) =0 unde y este funcgle implicitd de X
x*+2y=u ; y'-3x=v ;

£, (3x3+2y") + £ (2yy’'-3) =0, . ..y'=. ..

[f.',’,(3x’+2y') +f.’,'v(2yy’-3)] (3x?+2y’) + £ (6x+2y") +

M

e Cx v YN £L Cyy'=- )] Cyy'= )+ 6,0y + yy") =0 .y"=. ..

i Fie ecuatia F(x,,x,,...,X,,y)=0 unde
F(x,,X,,...,X,,y) este o functie reald de n+1 variabile reale
definitd pe o multime XcR™'.0 functie y=f(x,,...,x,) -definitd pe
BcR® este solutie in raport cu y a acestei ecuatii pe multimea E
dacd pentru orice (x,,X;,...,X%,) €EErezultd F(x,,...,x,, £(x,,...,x,))=0

i Fie F(x,,X%,,...,X,,y) o functie reald

definitd pe XxY,XcR",YcR, x°=(x},x3,...,x2) un punct .interior al
mulgimii X gi Yo un punct interior - 1lui Y .Dac3
F(x{,...,x,y,) =0 ,dac3d funetia F(x,,...,X,y) i derivatele sale

patiale FL,...,F. . F, gt ctine pe o wecintae a prowhi (x?, ..., x3,v,)

i dacd Fl(x{,...,x),y,)#0 atunci existd o functie unica
Y=£(%, X, ...,X,) astfel  fncit £(X), oo Xp) =y, ol
Flx,,...,x,, f(x,,...,x,))=0 Sintr-o vecindtate a punctului
(x7,...,x3) ,functia y avind derivate partiale continue in raport
cu x,,1=1,2,...,n intr-o vecinsitate a lui x° date de
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o
['x (x‘l ...,K“, )")

1:‘=--—7i—-w»«~—-——-——, 121,02, : o5
Fu(X,, o0 X, ¥)
Daca F(x,,x,,...,X,,y) are derivate partiale de ordinul p
continue intr-o vecindtate a 1lui (xf,,._,xz,ya) atunci funcgia
implicita f£(x,,...,x,) are derivate partiale continue intr-o

vecinidtate a lui (x},...,x5)

Demonstratia existentei functiei y=f(x,,...,x,) este dificila
dar expresia derivatelor partiale se pot afla derivind functia
compusa :

F(X,, %, ....X, V(X .,%,...,X,)) =0

Derivatele partiale de ordin superior Be obtin la fel:

I s Oy [ , Oy )0y , L Fy
Fa, * By ax, '(1"“1 ox, Fy ox % 5;,_5/}; 0
Exemple
1. x'+y’+2z' - 2x+2-1=0 unde z=z(x,y)
0z oz 0z
2z. -2+—=0 , =...
2x+2z g T 2+ax 0 ¥
dz , 0z 9z _

3yie2z. -0 ,
VR Sy T oy %

3 F(2x+y,3y+22z,2-x)=0 unde z=z(x,y)
u=2x+y , v=3y+2z , w+z-X

oz 9z .\.n - 92 _
F{,.Z*F‘(,.ZE*F:, —87 1)0 37( e

P,’,.uiﬁ(a 25 F{,;—y g = X
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Sisteme de functii implicite
Definitia 8.3, Un sistem de m ecuatii:

Fi(Xyo oo 0 Xpi Yya oo 00 Y)=0
(1) Fo(Xys oo oo XpiVis oo Vp)=0

["“(Xl, v Xpi Vi "y-)'bo
unde F,(X,,...,% Yy, ...,Ya), (1sksm),sunt m functii reale de nm
variabile reale x,,...,%X.;Y:, .-+ Ya definice pe XxY unde XcR", Yck*, se

numegte sistem de m functii implicite.
Un sistem de m functii reale

y:'tl (xll .« .. :xn)

Ya=£, (%, ..., %)
Yemfu(Xy, .00y %)
de n variabile reale x,,...,X,, definite pe o multime AcXcR' este o
solutgie a sistemului (1) fn raport cu variabilele y,,y,,.:.,Y. pe
multimea A dacd inlocuind in sistem pe y,(i=1,...,m) 1l verificHi
identic: ;
FiRypoweoXnd By (Xysios o0 Xs) oo nia £k Xain v o« X)) 50
FalXys oo o o Xy Ly (s nsioa Xg) o nin o 0 Lg{Byain s v 0X,))=0
FolXy oot Xoi By Ky oo s X oo ey Ea(Xys oot i X)) =0

Exemplu:
Functiile:x'+y*+2’=1,x’+y’=z,definesc pe y i z ca functii de x

-

gi formeaza un sistem care are pentru xel——‘- , ——--I o infinitatLe de

vz

solutii date de:

..................

F.(x1: .. -.Xn:'}’,a .. -:Y.) =0

definit pe XxY,XcR*,YcR® g1 (x{,....Xxasyy,...,ys) un punct interios
lui XxY.
Daca:
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1) Fx, ... Xni¥2s ..., Va)=0,1%1,2, ..., m;

2) functiile reale F,, (i=1,2,...,m),au derivate |@partgiale
j oF
g;i , (k=1,2,.,.,m) ; E;i ,(h=1,2,...,m) continue 1intr-o

vecinitate UxV a punctului (x{,...,Xp;¥3,....¥a) i
3) determinantul:
or, OF,  OF,
D(F\,F,....F) _ OF, OF, oF,

D(y,.y;:---p}'. aylr..._g’_;:
OF, OF,

'57'5?'5—

numit determinantul functional sau iacobianul funcgiilor

F,,F,,...,F. in raport cu variabilele y,,y,,...,Y.,e8te diferit de
zero in punctul (x7,....Xa;¥3,....Va

Atunci:
1') existd un sistem de m functii reale de n variabile reale
xll LA 'xnl

Ya=E, (%, ..., %)
Ya=£, (%, ..., %)

Yemfu (X, oo %)
astfel incit
Yimf{xy, ..., x3), i=1,2,....m
9i care verific¥ identic sistemul (1):
Fi(x,....x 1 £, (x;,...,Xx,), ..,.,f.(x,,.. ceXy))m0,1i=1,2,...,m
2') functiile reale f,,...,f, au derivate partiale continue intr-o

veciniitate a punctului (x7,...,x;)cx date de:
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oK, OF, ok, OF, OF, OF, OF,
ox; dy, 9y, dy, 9y, " oy, , ox,
0F, OF, oF, oF, OF, JOF, OF,
= axl ay,"'ay. - a}'1 ayz...ayl-l axl
ok, oF, oF, oF, 3r,  9F, oF,
of, | 9x; 3y, "y, af, |y, 3y, " By, ox,
ox; | ar, oar, oF,| ax, oF, OF,  @F,
ayl ayz . e a ay. ayl ay] PR 5;—.
OF, JF, oF, OF, OF, OF,
dy, dy, ' 9y, dy, 3y, " dy,
aF, oF,  OF, oF, 9F,  oF,
ay, dy, oy, %, ayz" %
3') dac3d functiile F,,F,,...,F, au derivate partiale de ordinul p
continue intr-o vecindtate a punctului (x{', o ioMgiYaene Yy atunci
gi functiile £,,£,,...,£f, au derivate partiale de ordinu’ p continue
intr-o vecinitate a punctului (xf,...,xp) -
Demonstratia existentei functiilor b SRR este mai

dificild,dar expresiile derivatelor partiale se pot afla destul de
ugor.

FoXouesoXyt Byooeooly) =0

Fo(x,,....x,: £,,...,f£,)=0

Derivdm in raport cu x, :

aF, OF, of, OF of,

oF, 0OF, Of, oF, Of,
s ¥ *iww ¥ . =
ox, df, dx, of, " ax,

Acesta este un sistem liniar neomogen iIn necunoscutele

of,
3-,-‘—' (i=1,2,...,m) care se rezolv¥ cu regula lui Cramer:
D(F,,Fy, ..., Fy) D(F,,...,F,)
Of, DX, ¥, ...,V , , 9f, _ Dy, .. .,y.f_‘,xis
Ax, DUPusvnily O OXy P A)
D(Y,v ... Vn D(Y,r. . V)
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Exemplu:

{X;y*:l"-v"l ,u gi v functii de x gi y
xieyirusv=2

Derivam in raport cu x:

du ov
142U = -2V =0
! Uax " Ox
X
2 *——o =0
**ax T ax
1 2
Ou_ |2x 1]|_-1-2xv
ax 2u _2‘1 2u+2v
1 1
2u
av__ |1 . —dux+l

ox 0 -2‘1 2u+2v
1 1
Derivdm in raport cu y:

142094 2,9

dy dy

|J ;1. “1-2yv
|2u ‘1 2u+2v
|2 _X] -—duy+1l
|2u

-2
2‘1 2u+2v

§ 2.Dependenta functionald,

pefinitie., Functia F(x,,%,,...,X,) :X+R, XcR" depinde de functiile
teale y,=f,(X,,...,%),yY,=f,(%,,...,%),...,Ya=f(%,,...,x,) definite
pe XcR",dacd existd o funcyie reald de m variabile ®(y,,y,,....,Y.)
definitd pe o multime YcR" astfel incit pentru x€X sd avem:
Pl nmas X)W GE ARG o s 59X) 5ns v By 550 0 02} )
Exemplu:

Functia f (x,y)=x"+y’ depinde de functiile gi(x,y)=x+y i h(x,y) =x
* ayry® deoarece f=g.h.
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oK, OF, o, dF, OF, dF, OF,
dx,; dy, ay, dy, dy, "' 9y, , ox,
dr, OF, oF, OF, OF, dOF, OF,
-| ox, Ay, Y, -| 9y, 9y, 9y, 9x,
ok oF,  OF, oF, 3F,  9F, oF,
Of, | 9x; dy, a Of, |9y, 9y, s OX,
ox; | ar, o, oF| 0x; oF, OF,  oF,
dy, Oy, Oy, 3y, oy, "y,
dF, OF, 9dF, oF, OF, oF,
dy, 9y, " 9y, 3y, oy, " Iy,
aF, oF,  OF, oF, 9F,  oF,
dy, 9y, " 9y, oy, dy, 9y,
3') dacid functiile F,,F,,...,F, au derivate partiale de ordinul p
continue intr-o vecinitate a punctului (x7,...,Xa;y;,...,ys) atunci
gi functiile £,,£f,,...,£f, au derivate partiale de ordinu’ p continue
intr-o vecinitate a punctului (x7,...,xJ) -
Demonstratia existentei functiilor Liivoeila este mai

dificil3d,dar expresiile derivatelor partiale se pot afla destul de
ugor.

Flx,...,.x38,...,L,)=0

Fo(xy, ..., x,;£,...,£f)=0

Derivdm in raport cu x, :

oF, OF, 0f, OF of,

.................

OF, OF, Of, OF, af,_(
ox, of, dax, ' Of, ox,

AcCesta este un sistem liniar neomogen in necunoscutele

of,
3;; (i=1,2,...,m) care se rezolv3 cu regula lui Cramer:
D(F,,Fy,...,Fy) D(F,,...,F,)
Of, DXy ¥Vzi e+ 1Vy) , Jaf___ D(yl,...,&l,xjs
x, D(F,,...,F,) '3, DAP; o xuilly)
D(Vyv .. Vy) D(Yys+ve s V)
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Exemplu:

{x;yﬁzu"—v‘-l ,u gi v funcgii de x gi y
xi+y‘rusv=2

Derivam in raport cu x:

du ov
142U — -2v—=— =0
M ™ ox

1 =2
ou 2x 1| _ -1-2xv

E{ 2u _2‘1 2u+2v
1 1

2u 1
ov 1 2x| _ -4ux+l

ox Fu -2‘1 2u+2v

1 1
Derivdm in raport cu y:
du ov
102ua§}—, aZV-a—y- 0
u \4
2y+ 3}—/ * '3}—’ 0
1 -2
= 1-2yv

..2‘1 2u+2v

F
Y
|2u af ey

§ 2.Dependenta functionald,

pDefinitie., Functia F(x,,x,,...,X,) :X»R, X<R" depinde de functiile
teale y,=f (x,,...,x),y,=f,(x,,...,%),...,Ye=fo(x,,...,x,) definite
pe XcR",dac3 existd o functie reald de m variabile ®(y,,Y,,...,Ya)
definitd pe o multime YcR" astfel incit pentru x€X sd avem:
FUR vas i X WU ARy o000 XY 5o s Enl By 10 0.5 %,))
Exemplu:

Functia f(x,y)=x"'+y’ depinde de functiile g(x,y)=x+y gi h(x,y) =x
* ayr+y® deoarece f=g.h.
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Retinitie., Funcyiile reale y, =t (x,,...,X%X,), ..., Ya=E. (X, .. , &)
detinite pe XcR" sunt in dependentd functionald pe o multime AcX
dacad cel putin una dintre ele depinde de celelalte pe multimea A.

Teoremd, Conditia necesard gi suficientd ca n funcyii reale de
n variabile independente yo=£, (., ...,%),...,Y.=E (%, ..., %)
definite pe XcR*,cu derivate partiale continue pe X,sd fie fin
dependentd functionald pe multimea AcX este ca deterwminantul
functional:

ax, 3x, ",
df, of. of.
DY) s¥a) _ ’-3—-‘... 2
B, .o | BT
af, af,  of,
ax, ox, ax,

s8d fie identic nul pe A.
(fard demonstratie)

Exemplu:

Functiile:y,=x+y+2z;y,=x’+y’+2’ g1 y’sxy+xz+yz sunt in dependeuia
functionald pe R’ deoarece: e

1 1 1
Dy vy) | 2x 2y 2z |=0
D(XI,X,.X,) +ZX+Z X+
Refinitie., Functiile £,(x,,...,x.), ..., £ (x,,...,x,) definite pe
XcR* sint independente fntr-un punct (xy,...,x)) €ex dac# nici una

dintre functii nu depinde de celelalte fintr-o vecinditate a luli

(X7, %5, ..., x3)
Functiile £,,...,f, sunt independente pe X ﬁcul suul
independente in orice punct interior al lui X. L
Teoremd, Functiile £,,f,,...,£f, definite pe Xck' suul
independente in punctul (x2, x5, ...,x% dac8 deLermiuanlul
funcgional
DI, £, ..., L)

D(X,, Xz, 200X,

este diferit de zero in acest punct.

(fard demonstratie;aceastd teoremd este de fapt O cColweclul8

a
teoremei precedente) .
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DUt £y, oo, £,)

D(X, X302 020 Xp)

este diferit de zero in acest punct:
(fard demonstratie;aceastd teoremd este de tapt o conseciutl a
teoremei precedente) .

§3. Extrxeme conditiopate (legate) penlzu functii de 2
variabile

Definitie. Fie functia £(x,y) :X+R,XcR' g1 relatla ¢(x,y)=0.Un
punct (x,,y,)cX este punct de extrem al functiei f(x,y) conditionat
de relatia ¢(x,y)=0 dacd ¢(x,,y,)=0 pi f£(x,,y,) este un extrem al
functiei f(x,y).

Teorems : Extremele functiel f(x,y) pentru x gi y legate prin
relatia ¢(x,y)=0 sunt extremele functiei

F(x,y)=£f(x,y)+A¢(x,y)

Punctele stationare i constanta ¢ se determin¥ din sistemul:

IF(x,y) . OF(x,y) .
WLLOI‘-EYJLOI¢(XIY)O

Se cerceteazd apoi care dintre punctele glsite sunt puncte de
extrem ale functiei F(x,y).

Exemplu:
84 se afla extremele functiei £ (x,y)=x"+y’ cu conditia xi2y«5.
F(x,y) =x?+y?+A (x+2y~5)

Fl=2x+A ;x’%;oo A= f
y+ ¥ - X=
P‘;-Zy*2l X+2y=5 ‘ y=2
r=Fl=2
i 1t-84=4>0
82k =0 { r=2>0
t=F=2

Jecl funcgia f£(x,y)=x'+y’ are pentru x=1 i y=2 0 valoare minimi
fmin (1,2)=5 cu conditia x+2ys5.

§4. Transformdri punctuale
F 1 e f u n c¢c ¢ || i 1 e

(‘))'."tl(xuxz:--':xn):YJ':a(xuxaf~-~txn):~- ,Y..‘f..(x..l..'- LX)
Jetinite pe multimea XcR".Cind punctul (x,,x,,...,X,) parcuiye
malgimea X,punctul (y,,y,,...,Y.) parcurge o mulgime YcR" Multimea

Y este transformatd multimii X prin transformarea datd de sistemul
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(1) numitca transto:ﬁarea punctuald in R".
Bxemple:schimbldrile de coordonate in plan gi in spatiu.

3 i D(fl,fz,---,fn) 0 0 [
Decll Getexmirentul finctiaal Dlx xys oo k) *0 I pntul (x;,X;, ..., Xp)

atunci transformarea (1)
(proprie) in acest punct.

Dac3 transformarea este proprie in fiecare punct al multimii
X,ea este proprie pe X.

se numegte transformare reversibill

Pentru transformarea (1) proprie fn (x},...,xJ) existH

transformarea invers¥ in (y7,...,yd)
x1=¢1 (Y1l .. :.V.)
(2) %= (V30 -0 V)
X4, (v1, - LY
D(}’p---:?,,) D(xl,..-,xn)
gl 30—

D(x,, .. i

“ o Xp) (xf PN 1)

..... xp) D(yys e iy i

Fie transformarea:

u=£ (X, ..., %,)
(T,) {W=fa(x,, ..., x,)

U=l (X, .0.,%,)

a multimii XcR® in multimea UcR® gi transformarea:

y1=¢1(u1:---,un)
(t,) Pa=baluy, ..., u,)

n=¢n(u11 vees u )

a multimii UcR® in multimea YcR".
Transformarea:

V=@ (L (s v v o 0 XY 5 ¢ 56 0. L (Xys 55 5 68a)d
(T) Vb (£ (. oo X)) 0o, £(X, .0, X))

Vo @, (L, ooo0x,) oo i Loy, .0.0.X,))
care transformd pe X in Y se numegte transformarea compusi

a
transformdrilor T, gi T,:T=T,(T,)
Exemplu:

u, =X, +X, y,=ui+ul yp(x,fx,)‘*(k,—x,)‘
)y 2 .2 T, 17T :
' {ua'xrxa # ’){y,-ulu, RLEL [
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§ 5. Schimbdri de variabile gi de ftunctid

1. Schimbarea variabilei independente la functii de o variabilX

Fie functia y=f(x),f:X-Y,X,YcR gi functia x=¢(t),¢:T-X,6 TcR.
Transformarea y=f(¢(t)) realizeazd o corespondentd intre T gi
2

Y .S& vedem cum se calculeazd derivatele %5"§;§"" cu ajutorul

2
derivatelor ~§%.-§z§,... .Aplicdm regula de derivare a functiilor
compuse:

dy _dy dt_dy 1 .
dx dt dx dt  dx ¢/(¢t) dt
dt

d S B _E_s__l_._i
aCcl: dx ¢’(t) dt
2.4 d ( 1 Ex).
dx? dx ¢’(t) dc’ ¢/'(t) dt
1 gz_x dy ﬂ(t) - 1 ¢l( ) ___Z ‘”(t)_x
¢’(t) ¢’(t) de? dt 7 (t)] ¢°(¢) de?

gn ecuaéia diferentiald x’y''-5xy'+5y=0 88 se fac¥# schimbarea
de variabil3d x=e®.

ye X dy, 1 1 dy, 1 diy) 1 (dly dy’
et dt’ et et dt gt dt?) e?t\ dt? dt/

_xgx e, 1 dy g,
et e:e(dta -5e°". - dt+5y 0

dly . 5_)f¢5 =0
dt? y

< Schimbarea variabilelor independente la functiile de 2 variabile
Fie functia z=f (x,y),£:2,XcR?, 2cR g1 funcgiile
x-¢(u,v),y=¢(u,v) definite pe UcR’ astfel ca(x,y) €XcR’.Transformarea

z=f(¢p(u,v),¥(u,v)) realizeazd o corespondentd intre multimea U si
mulgimea 2.Dacd f este derivabil¥ partial de n ori pe X gi ¢,¢ sunt
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derivabile partial de n ori pe U,s8 vedem cum se exprimi derivatele

0z 9z &z &z Pz
x ' dy ' ax2 ' xdy ' At

9z 0z Pz &Pz &
aulmlau"m'av’ ‘
Dac3 diferentiem pe z=z(x,y) sau z=z(u,v) avem:

9z 0z
¥ A

partiale cu ajutorul derxivatelor

partiale

dz-%ﬁdx*

- . %
dx %du 2 av

dy 3u du+ avdv

dy-~gf«du~

QEQ fﬁ +az + -a‘ 068
3x(8udu avdv) 3-};(%gau %%dﬁ 2 dus 350
9z dz 0 0z
'5:7% '5}'53 o
0z QQ . 02
ox 5_ "
Daca é%%L%%¢O obtinem:
0z 2]
52 3
z
L
ax ! y | 3
%% du| du
3 o
Observdm cd se introduc operatorii:
y D( D($,¥) (%! 517 %! 3;,
D(u, v)
a

AT T )
D(u, v)

cu ajutorul cHrora putem calcula derivatele paryiale de cvidiuul

%"

85

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



. . 00z
doi .De exemplu: 'axz &(ax aXay axg-

Excuplu:

fn ecuatia cu derivate partiale —Q‘—%-Q‘—é B4 se
dx? dy

schimbarea de variabile: x= % (u+v) , y-% (u-v) .

11
Dix,y) |2 2|__1
D(u,v) |1_1 2
2 2
9 1
ou 2
9z _1 dgci 0 _ 0,90
oz _|dv_2|_az, oz 9x du v
9x _1 Odu ov
2
10
22 3
1 : w2 .9
9z _|2 934 _9z a2z decl: "% W
% _1 du ov
2
az a‘ Pz 0z

ax’ _5_( )-(—a— v\du v au’ zm v

S S5 )5 e o

.2 Pz Pz 0z 6‘:
aua v 3 aul m
Pz &0
dudv
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3.Schimbdxi de variabile gi de functii.

Considerdm transformarea punctuald plani:
{X=f(x,y)
Y=g(x,y)
unde f gi g sunt definite gi derivabile partial de n ori pe AcR’.S&

dy d?y

' X ga cu ajutorul derivatelorx

calculdm derivatele

_dy, dx_ - of , Of dy
X dx dx BF f dy cu conditia -a)—‘ha; dx’o

Pentru calculul derivateloxr de ordin superior folosim
operatorul:

da.1 d
99, 99 9y
dy_ 1 d| o dyox
dx Of 3f dy ' dx| Of [Of By
ax "3y dx 5 o
Exemplu:
sS4 se scrie ecuatia: X =%'Y 5 coordonatele polarei
dx x-y
9y, 9y dr . ar
{;—'rcqse dy _ ® ar @ i rcosf+siné. B
=rsin® Gx 9x, ox dr ar

% " 3dr ® -rsinf+cos0. B

rcosB+siné. dar

a® _ r(cos@+sin@) _ dr_,
r(cosB-8inb) ’ @

-rsin@+cos®. %
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Consider#m transformarea punctuald in spatiu:

X f(x,y, z)
z(x.y, z)
(x,y,2)

unde £,g,h sunt definite §i derivabile partial de n ori pe AcR', sH

calculdim derivatele partiale gyz{ i %TZ(. % ST cu ajutorul

derivatelor partiale %}%. gﬁ g:‘;

_Of . Of ,  Of
ax &dx*ady‘-a-;dZ
dY--ggdxhg;drr-gzdz

) ah
dz de“wdy*s—dz

2=2(X,Y) deci dz--g-"-'dx+ -gf dy

Z=2Z(X,Y) deci .dz--gE dx+-gf dy

oh , , dh, . 0h(dz, , dz .\ dZ[df ,  Of
Y G (T V) g

Bga Gl G{gox G- (o o)

Egalfind coeticien;ii lui dx gi dy obtinem:

HEE B EEE EDE L
f{(af af ) ( az .oh 0dh 0
7 dy| Iy 9= Wy

care rezolvat in raport cu %E -3 %‘;—i as:
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on, on 9z 3g, 39 O
dx 9z 0x 0x 0Jz 0x
oh , dh g;_g;ha 9z
9z _ @x 9z dy dy o0z @
9x | af,of dz %g,_ag 3z
EEze ek
z dg 0z
%% O o 0z Oy
Of  Of 0z dh,kdh 3z
dx dz 0x 9x 0z 0x
ar 3r 8z 0n,dn Oz
9z _|dy 9z dy dy 9z dy
oY | df ,df 9z dg,dg Oz
3T 0 B 0s Ox
o, of 0 93,09 O
Jy 9z dy dy 9z oy
Exemplu:
Fie transformarea punctuald: U“;—‘,iv“l‘i“‘l“)

(x,y,2) €R’ ,w=w(u,v) iar z=z(x,y).S4 se determine -g:—: 81 g% .

- ow ow o _ 1 = x , Ow
dar w=xz-y deci dw=zdx+xdz-dy=zdx-dy+ X< 95 g o 02 d}’)
" dy

(ziﬂx%%)dx*("l"xgﬁ)dy ;g-“—' g‘—:)dxv( ..’L az dy

1 ow Ow_ dz aw L ;az
y ou  dv z*xg;.. gf'
.x_aw-—lﬁx Z =2~ ztx
ay=5?z dy 5‘_’

AQ
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PARTEA II : CALCUL INTEGRAL
CAPITOLUIL 1

INTEGRALE PE INTERVAL NECOMPACT
{INTEGRALE IMPROPRII)

Integrala Riemann fbf(x) dx se definegte in conditiile:
a
1°. Intervalul [a,b] pe care este definit¥ functia £ (x) este
compact (inchis gi mdrginit)
2° . Functia f(x) este mdrginitid in [a,Db]

Vom studia integrale fdrd una sau amindoudi dintre aceste
restrictii deci integrale (numite gi improprii) pe intervale
necompacte de una din formele:

[.;_b) H (a,b] H (a,b) i (-mlb] H (-mlb) i [al +m) i (ar"'w) H ('“l +“)
1. Integrale cu limitele de integrare infinite

Pot fi de forma:

[Teooax, [ £00 ax, [T £00 ax
a - -

dar este suficient s¥ studiem integrale de forma
I- f.f(x)dx

calelalte forme reducindu-se ugor la acest tip.
Fie o functie f:[a,+w)-»R,integrabil¥d pe [a,u] pentru
orice u>0;dacd limf"f(x)dx existd gi este finit¥, spunem ci
L= a

integrala f.t(x)dx este convergentd (are sens) gi notdm:
a

f:t(x)dx-limf:f(x)d.x

0 integrald care nu este convergent# se spune cH este divergenti
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(nu are sens) .

Exemple:

= dx . v dx .3
I = =]1i - =limarctgu=— deciI,=conv.
= PJo 14x? u-:nfo 1+x3  u=e v 2 !

2. I,= “sinxdx=1im["“sinxdx=1lim(-cosu) nu exist¥ deci I,=div.
a 1] o U=e

U=

5 I ‘f-ix (8>0) v dx lﬁt_a‘—lnglgenttu a=1
S T "oJa xe 1= " 1=s Pontru e+l
®dX _qim[".9X .[convergen(d pentru &>1
oy oy {divergen pentru asl
a x neJa x%

0 integralld cu limite infinite se poate transforma intr-o serie
numericd astfel:

f:f(x) dx-f_‘"f(x) dx+f::f(x) dx+. . .ff'::ﬂt‘(x) dx+. ..

SU ULt

unde U,=[ 2 £ (%) dx.
a+n
Sd presupunem cd functia f(x) p3streazi un semn constant pe
[a,+w] de exemplu f(x)>0 pentru x€[a,+=) .Rezultd cd u,>0 i deci
rezultd urmdtoarele proprietati:

1. Dacd f(x)=2g(x)>0 pentru x€[a, +w) gi dac# integrala f:f(x)dx
este convergentd,atunci gi integrala f:g(x)dx este convergeuta
2. Dacd gl(x)af(x)>0 pentru x€[a,+w) gi dac¥d integrala [:t(x)dx
este divergentd,atunci gi integrala j:g(x)dx este divergeunrd

3. O conditie necesard ca f-[(x)dx sd fie convergentd este Ca
a

lim£(x) =0

X=-

O conditie suficientd de convergent 8 este datd de:
Teorema 1. Fie f(x):[a,+w)+R,a>0,£f(x)>0 pentru x€la,+w) Daca
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limx®£(x) =K (finit) pentru a>l,atunci f-t(x)dx este
a

A~

convergentd . Dac# le"‘"'f"‘)“x (finit i »#0) pentru asl,atunci

f‘t(x) dx este divergentd.

Demonstratie. Dacd lri_f‘f(") =K  pentru «>1,existd un numdr M>0

astfel incit f£(x).x"<M pentru orice x€(a, +o) gi deci:

f-f(x)de!f-i—’: care este convergentd pentru a>1 deci gi
a a

[.t(x) dx este convergentd in aceste conditii.

a

Dac3 wsl 8i K»0,existd un numdr M'>0 astfel fncit x°f(x)-M' deci:
[-f(x) dx)M’f-gi‘ care este divergentd deci gi f.f(x)dx este
a. a x% a

divergentd pentru asl.
Exemple: Sd se studieze convergenta integralelor:
dx

1 Ix“f:m .

1 3
lim x*. =1 =2
i el pentru « 2)1 deci 1, este convergent#

s nef

'/x5+1
. 1
lim x*. =1 pentru a=1 deci I, este divergenti.
X W p a g
Cciteriul integral al lui Cauchy. Fie f(x) o functie continui,
pozitivd, descrescidtoare pe [1,+w) gi 1::"“") =0. integrala

[-t(x)dx este convergentd sau divergentd dupd cum seria:
l .

£(1)+£(2)+...+£(n)+... este convergent¥ sau divergentd gi reciproc.

L.f(x) dx=f:f(x) dx+f:f(x) dx+. .. *[:df(x) dxs. ..
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UL tU L LUt

unde un-f"qf(x) dx.
n
Functia f(x) este continu# deci se poate aplica formula mediei:

u,= [77 £(x) dx=£(E,), nsE,cnel

Functia f(x) este descrescdtoare deci: f(n) 2£(§,) 2£(n+1)

1. Dacd seria cu termeni pozitivi ZVD-E £(n) este
n=1 n=1

convergent¥,din u,=f(§,) <f(n) =v, ,rezult¥ ci gi seria 2; u, este
=
convergentd.
2. Dacd seria Y v, este divergentd,din u,=f({,) 2£f(n+1)=v,,
n=1

rezultd ci si seria 2; u, este divergentX.
&=

3. Dac3# seria 2 u, este convergentd,din V,,=f(n+1)<f(§) =u,
n=1

rezultd cd gi seria E v, este convergentd.
n=1

4. DacH seria Z; u, este divergentd,din v,=f(n) 2£({,) =u, rezulti
f~

cd gi seria E v, este divergentX.
n=1

j ) 1 1 .
—t ———t, ———
>1n2 3103 Y are aceeagi naturd ca

Exemplu:Seria

dx =ln(lnx)| = » deci este divergenti.
Inx

integrala I-f-
2 X 5

S3d studiem cazul c¢ind functia f(x) schimbd3 semnul de o
infinitate de ori pe intervalul [a, +w).
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Refinitie. Fie f(x):[a,»)-»R care schimbd semnul de o infinitate de

ori pe [a,+w) .Dacd integrala f-lf(x)ldx este convergentd spunem
a
cd integrala f-f(x)dx este absolut convergent#;dacd integrala
a
f-f(x)dx este convergentd, insd integrala f-lf(x)ldx este
a a

divergentd, spunem cd integrala f-f(x) dx este simplu convergentd.
a

2. Integrale definite de functii nemdrginite
in intervalul de integrare.
Vom studia integrale de forma:
j"f(x) dx cu 1im|£(x) |=+=, ascsb
a x-c
care,datoritd descompunerii:
f"f(x) dx=[“£(x0) dx+f"f(x) dx
a a c

ne permit sd ne ocupdm de integralele pentru care functia este
nemdrginitd pentru una sau ambele limite de integrare.

Refinitie, Fie f:[a,b)»R cu lxﬂ“f(") =+®  integrabili pe [a,R]

pentru orice f<b;daci 1limita l’izr’nf.f(x)dx existd gi este
2. a

finit¥, spunem c3 integrala fbf(x) dx este gonvergentldi (are sens)
a
$i notdm:
[7£00 ax=1im[* £ ax
a pb’a

paci 1‘{."‘“") =+*  atunci not#m f’t’(x) dx=1im bt(x)dx
a -

«va
O integral¥ care nu este convergentd,h este divergentH.

b dx
. I= —————
Exemplu: s bk

94

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



. In(b-a) -1n(b-Pp) pentru A=1
f dx__.{ (b-a)'"*_(b-p)*

a (b-x)% X Y pentru A+l
_1im [*__dx _[convergentd pentrul<l
chal % 1b=x)% {divergem:é pentru A21

Integrala fbf(x)dx cu lx}znlf(x)l-*- ,se transformd intr-o
a
serie numericd in felul urmidtor:
b-

b _(P b-3 B e N
f.f(x)dx f‘ f(x)auu]"H f(x)dx+fb_ t‘(x)dx*...*fb_% £(x)dx+...

2
2
U YU YU LU,

-1
unde u,= [7 BT £0x) dx, g [0 £(x) dx.
; a

S3 presupunem c3 functia f(x) p#streaz¥ un semn constant de
exemplu f (x)20 pentru x€[a,b) si lx}:"lf(x)l"‘" .
Deci u,20 gi rezultd urmatoarele proprietati:

1. Dacid f£(x)2g(x)>0 pentru x€l[a,b), 1};“9(")'“‘ gi integrala

fbf(x)dx este convergentd,atunci gi integrala fbg(x)dx este
a a .

convergentd.

2. Dacd g(x)af(x) pentru xe€(a,b), 1,},',“9(")'”' gl dacd integrala

fbf(x)dx este divergent¥,atunci gi integrala fbg(x)dx este
a a

divergentd.
Tecremd.Fie functia f(x) pozitivi, definitd pe intervalul [a.b).cu

limf(x) =+
xb
Daci 1‘§;“(b—x)‘f(x) =A (finit) pentru a<l,atunci integrala

fbf(x)dx este convergent¥;daci 13",““’"‘)'“") =A  (finit si +0)
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pentru azl,atunci integrala fbf(x)dx este divergentd.
a

Demonstratie. Dacad ﬁﬂT(b‘X)'f(X)‘A (finit) pentru a<l rezult#

cd existd un numdr M>0 astfel incit pentru orice x€[a,b) s3d avem

M b dx
- . i f(x) { —m— M ——
(b-x)*f(x)<M deci (x) Box) gi cum f‘ " este

convergentd pentru a<l rezultd cd i integrala fbf(x)dx este
a
convergentd.
Dac# 1im(b-x)®f(x)=A (finit gi »0) pentru ozl atunci existi

M

un numidr M'>0 astfel incit sd avem f (x) (b-x)*>M' deci f(x) >-(—b—)-:
-X

b
gi cum integrala ML¢

(b-x)* este divergentd pentru ozl rezultd ca

si f:f(x)dx este divergentd.

Exemplu. S3 studiem convergenta integralei I= f

JI——{:’

1
1 1

liam(z—x)‘
. (2-x) 2 (24x) 2

1 1
== pentru a=—=<1
2 p » 2

1 _1 _1
J;\ilan (x+2)‘—l———_1- 3 pentru a 3 <1
(2-x) 2 (2+x) 2

deci integrala I este convergent3.

Sd consideram cazul cind functia f(x) schimbd semnul de o
infinitate de ori pe [a,b).
Refinitie, Fie f(x) o functie definit3d pe [a,b) care schimb3 semnul

de o infinitate de ori pe [a,b) si lpi;“lf‘xﬂ'“' .Dac¥ integrala

fblf(x) |dx este convergent3, spunem c¥ integrala fbt'(x) dx este
a a

absolut convergent3 (gi se arat3d c3 este g1 convergentd).
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Sd se studieze convergenta integrelelor urmdtoare gi dacd sunt
convergente sd se calculeze valoarea lor:

1. L=

1 /1 +x’

: 1
limx* ———=1 pentru a=2>1 deci I, este convergent#
e xy1l+x

_dx

x le*x5

I= 11m

Primitiva se afld cu schimbarea de variabild

I-f._dx_
Xy1l+x
V1i+x =t

1+x*=t?
2xdx=2tdt -» xdx=tdt
1-f xdx edt  _f de _1, 1e-1], .
x31+x? (e2-1)t J t?-1 2 t+l
e R
2 |/i+xin
1, =1lim L 1n[Y2*ui-1l 1, ¥2-1),
wel2 [ Avu?e1| 2 V291
N 11 y2+1
vZ-1
A dx
2. I, = i e s
! f" (2-x)y/1-x
. 1 .
EEF(1~X)lYEt;ny§§=1 pentru A=«%<l, deci I, este convergentd
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I,=lim[ I i
-0 JO (z-x) ‘/] -X

__dx
(2-x) yT-x
JI-x-t
1-x=t? » ; dx=-2tdt
I'f -2tdt 2 dt

Primitiva I= se afl¥ cu schimbarea de variabilX

(i+03) ¢ T =-2arctgt+C=-2arctg/IT-x+C
+ +

I,=1im (-2arctg/e€+2arctgl) =2. X=X
-0 4 2
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Capicolul 2

INTEGRALE CARE DEPIND DE UN PARAMETRU

Integralele care depind de un parametru sunt de forma:
b(
I(y) -fbf(x.y) dx sau,mai general,de forma J(y) -f(‘;)f(x,y)dx
a aly,

unde functia f(x,y) este definitd gi integrabild pentru orice
(x,y)€la,blXY.
Definitie. Fie functia f(x,y) definitd pe XxY gi y, un punct de

acumulare al lui Y,deci pentru orice xex, 9(X) -LlyTﬁx'Y) .Spunem

cd f(x,y) tinde uniform pe multimea X cdtre g(x) dacd pentru orice
numir €>0 existd un numir n(€¢) >0 astfel incit pentru orice xe€X,dacs
|y-y.| <n(e) s& avem |f(x,y)-g(x)|<e.

Teoremd. Fie functia f(x,y) definitd pe [a,b]XY continud pe (a,b)

oricare ar fi ye€Y.Daci exist# g(x)-];};:lf(x,y) ,unde y, este un

punct de acumulare al lui Y gi dac3 f£(x,y) tinde uniform citre g(x)
pe [a,b] in punctul y,, atunci

}._ly?f £(x,y) dx= f[i‘i;:lf(x,y)]dx"f:g(x)dx

Functia g(x) este continud pe [a,b] deci gi
integrabild gi avem:

Ub-f(x,y) dx-fbg(x)dxi < fblf(x,y) -g(x) |dx<e (f unif. cont.)
a a a

dac3d |y-y.|<n(€),deci:

11mf f(x,y) dx= f g(x) dx= f[llmt’(x,y) dx.

VYo b s
Teoremd. Fie functia f(x,y) continud i cu derivata partiala

fl(x,y) continu¥ pe intervalul I=[a,b]x[c,d).Dacd functiile aly)

gi b(y) definite pe [c,d] au derivate continue pe [c,d),iar curbele
x=a(y) ,x=b(y) se afli in I,atunci functia F(y),datd de

F(y) -fb(“;)f(x,y) dx este derivabil¥ pe [c,d] si
aly,

y = [0 BLLE) b (y) £1b() ,y) -a'(y) £la(y) .y

aly)
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bly,)
Lemonstxatie. F(y) =f:(:)f(x,y)dx i Flyy) —f " F(x, Y,) dx

F(y) Jf“(‘y’," (x y)dxf " Flx ,y)dx+j f(x,y)dx

Hy)—f:(y") (x y)dxofb f(x,y)dxf £(x,y) dx

(ye)

ok Ll gl A L O RPN WY b PRV
Y=Yo aly,) Y=Y, Y=¥Yo /bty

1 aly)
S f(x,y)dx
y-yo f-(y.,) y

Facem limita pentru y-y, deci:

F(y) -F(y,)
lim—T——2°% = f(y,)
iy V-Yo Yo

limfb(m f(x,y)-£(x,y,) dx= L P f(x,y)-f(x,y,) dx =
y-veJaly, Y-¥o alyy) | yy, Y=Y

fuy.) bf(x yo)
aly,) by

1 b(y) 1
bim-—=— f(x,y)dx|=
'{ f ¥ ] YYo .y-YO

Y Yo y- y‘) bly,)

dx

) £(b(§) .y)]=

=b/(y,) £(b(y,) ,y,)
formula mediei (b(y,) sb(§)sb(y))

1im—2 f“"f(x,y)dx
vevo| YV=Vo7aly,) vyl V™ .V

=a’(y,) £(a(y,) . y,)

(a(y) -a(y,)) f(a(§,), y)]

formula mediei aly,) s(§,)sa(y)
Rezultd :
iy = [P0 BEY) as bl (y) £ (bUy) y) -al(y) . £Caly) ,y)
aly) y

rentru integrala : I(y) =Ibf(x. y) dx rezult¥:
a
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Il(y)_f:bf(); )dx .

Exemplu:S3 se calculeze: I(a) f 1 dx folosind derivarea in

raport cu parametrul sub semnul integralei

1
/ x‘lnx D !
o =} B2 e Peen 5] - 245

I(a«) -f ¢d:1 +C=1n|a+1|+C

a=0=Cc=0 I(a) =1ln|a+1|

Integrale euleriena

Functia lui Euler de speta a doua sau functia I'(x) este
definit3d de integrala:

I'(x) -f-t:"‘e"dt, x>0
]
Considerdm functia:
P(x*l)-f.t'e*dt
]
pe care o integrdm prin parti:

u=t* ; du=x.t*' dt
dv=e*‘dt ; v=-e*

f'c'e'tdt=-c's"L oxf':"l e"dt=x[-t"‘o"dt
0 0 [\]

Deci:
IM'(x+1) =xI'(x)

r'1) =f-e"dt=<a".=1
o o
I'(n+1) =n!|
F(x) .T(1-x) = —% _ (0<x<1)
SINXNKN
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1
3)-v
Functia 1lui Euler de speta Iintii sau functia B(m,n) este
deftinitd de integrala:

B(m, n) -f:x"" (1-x)"'dx, m>0,m>0

care prin schimbarea de variabild x=sin’t devine:

=
B(m, n) =2f 2 8in?** ! xcos?" ! xdx
0

f.x"‘ (a-x)"*dx=a™"'*B(m,n)
0

L'(m)T(n)

B(m, n) = I'(m+n)
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Exercitii

I-fé’\/?- -;1n% os-%xdx-laé 1)\.
t Je xfoa xR 2 6'—6.)

5 1
(1) 2 gink

6

N

nef;

Se face schimbarea de variabil¥

-xl

X3 =t xmyErdx=-dE

2yt
k] 21 1 . |
L=[lef -0 3. .23 a-e) Sae-
° 2/t 2
A\ 2
=lgda 2\ 1 13/13/_ 1 1p1) 2),
2 3'3) 2 (2 2'3'(3)"‘3)
--l ' = '
6 ginX 3/3
Observatie : Se poate face gi substitutia x=sint
I,= _d_x__
' 0 1+x*
limx*

=1 pentru a=4>1 deci I, este convergenti
X 1+x*

poxt= Lot dotoxe{2a) s 320 ¥ L e

I-——f t. ( £) 3 1 _dt= = f:t_%(l-t)_%dt-
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!

Observatie : Se poate face gi substitutia x’=tgt

e jw

zl‘(%):% X __ 1

;.1.3(2 i)..
4 \4"4 1) sin-; 2/%

N
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Capitolul 3
INTEGRALE CURBILINII

§1. Notiunile (intuitive) de integrald curbilinie in raport cu
coordonatele gi in raport cu elementul de arc in plan.

Considerdm arcul AB al curbei :
(C) y=f(x), f£:[a,bl-R, [a,b]lcR,f continud pe [a,b] gi functia
g:D»R,DcR’,CcD,g continud pe arcul AB .

Dac3d facem o diviziune:
A: a=x,<X,<...<X; ,<X;<...<X @b

a intervalului [a,b] de norma
v(A) =max{x, -x
(A) u“’:{ 1~Xj.3} ,aceasta

determind o diviziune

Py .0
" =
-1 ' corespunzidtoare pe arcul AB
Fig. ):
ju A :A=M M, ..., M_, M,... M5B

A)s=
de norma V(A.) :“3":{31}

FIG@ 3.1

unde 8, este midrimea arcului M, M,

Se pot forma urmdtoarele sume integrale:

< 'E HE ) (xp-x4,)
5, ’E A4 M) (X=X, )

s’.g g(tf,,n,)s,

Dacd se considerd toate diviziunile A ale intervalulua
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la,b) ,deci gi diviziunile corespunzitoare ale arcului AB ,¢i daci
la limitd cind normele acestor diviziuni tind la zero pentru
n-», sumele S,,S,,S, au valori finite,acestea vor fi:
1. Limita sumei riemanniene S, este integrala Riemann a functiei
b
f(x) [e intervalul (a,b] si se noteazd : I f(x)dx .
a
2. Limita sumei neriemanniene S, este integrala curbilinie in

~

raport cu coordonatele a functiei g(x,y) pe curba AB gi se

noteazi: L-.g(x,y)dx .Analog se poate defini gi L-.g(x,y)dy .
3. Limita sumei neriemanniene S, este integrala curbilinie £in

raport cu elementul de arc a functiei g(x,y) pe curba AB gi se

noteazi: f;ag(x.}') ds

Dacd se considerd o functie mirginitid f:[a,b)-R gi o functie
monoton crescitoare h: [a,b]l-»R iar A este o diviziune a intervalului
(a,b) ,se poate forma suma integrali:

n
Se=) £(E8,)[hx;)-hx,.
4 Z; 1) [Bxg)~hx,_y))
numitd suma Riemann-Stieltjes a functiilor £ gi h.

Spunem ci f(x) este integrabil¥ Stieltjes in raport cu h(x) pe
intervalul [a,b] dacd pentru orice diviziune A de norm# v (A)-0
pentru n»w,suma S, are o limitd unicd finitd gi aceasta este
integrala Stieltjes a functiei f(x) in raport cu h(x) pe [a,b] gi

fe noteazi: fbf(x) dh (x)
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§2. Integrala cuxbilinie in raport cu coorxdonatele.

Considerdm arcul AB al curbei plane C gi functiile

X,Y:D-R,DcR3,AB<D ,X gi Y fiind functii continue pe D.

Se face o diviziune:
A, : A=M,,M,, ..., M, M, .. ,M=B

a arcului XB gi se formeaz3d suma integrali:

n
Sn"‘?_; X(E 1o Ma) (X=X q) * Y€, M) (Vi Vi)
Defipnitie Considerdm un gir de diviziuni (4,) ale curbei

C(arcul AB ) de normd v(A,)-»0 pentru n-w.Dacd3 Ef‘sn existd gi

este finitd gi unic#,oricare ar fi punctele (§;,n,)€M,; M, ,baceastd

limitd se numeste integrala curbilinie in plan,in raport cu
coordonatele,a functiilor X(x,y) i Y(x,y) pe curba C gi se
noteazi:

I=fcx(x,y) dx+Y(x,y) dy

Calculul integralei I se face prin reprezentarea parametricd a
curbei C gi reducerea integralei curbilinii la o integrald Riemann
in raport cu parametrul,conform teoremei urmidtoare.

Teorema 1, Dacd C este o0 curbd netedd,adicd are ecuatiile
parametrice : x=f(t),y=g(t) (t ludnd valori de la a, la b,) cu f gi
g functii de clasd C' pe [a,b],iar X gi Y sunt functii continue
intr-un domeniu DcR* care contine curba C,atunci are loc
egalitatea:

/ Y(w.y)dx*!’(x.y)d)mfb’[xlf(t),g(t))‘f’lt) +V(E£(t),g(8)) . g'(e)]de
c a,

Demonstratie. Diviziunii A, a arcului AB al curbei C 1{i
corespunde o diviziune: A' : a,mt,<t,<...<t, ,<t;<...<t,=b, a

intervalului ([a,,b,] astfel ca :x,=f(t,),y,=g(t,) pentru i=1,...,n.
Suma integral¥d care conduce la integrala curbilinie va fi:
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5»'); XEom (X=X ) XE )V Yia) =

=Y X(E(B,) ., gB)[Fle,) —£(t, )]+ ¥(£(8),g(8))g(t,) -g(t, )]+

1=1
n

=Y XE(B,),g(B))(t,mt, ). £18,) +Y(£(B,), g(8))(tsm¢y,) . g/8))
1=1

unde ¢, <0,,0i<t, .Deci suma S, se transformi intr-o sumi

riemanniand care la limit&d,cind norma oricdrei diviziuni v(AL)~0

pentru n-®,8e poate scrie:

lim ; XE M) (% Xi0) * ME M ) (Vi Yia) =

viah=o

<[PX(E(e), gle)) . £(£) +Y(£(t),g(t)) . g’ (t)]de
L
Proprietdtile integralei I sunt:
1°.0Oricare ar fi reprezentarea parametricd a curbei C,valoarea
integralei I este aceeasgi.

2. [ x(x,y)dx+¥(x,y)dy=-[ X(x,y)dx+Y¥(x,y)dy
AB BA

3. fx(x.y)dx+Y(x,y)dy=f X(x,y)dx+Y(x,y)dy+
AB AP
+L%X(x,y)dx+Y(x,y)dy ,oricare ar fi punctul P pe arcul ib

e [ kx(x,y)dx+ky(x,y)dy=k[ X(x,y)dx+Y¥(x,y)dy
AB AB

se. [ (X (x9) v X (2, p)) dxe (¥, (x,9) + Yy (X, ¥) ) dy =

=fux, (x,y)dx+Y, (x,y) dy*f”)t, (x,y)dx+Y,(x,y)dy

o°. Dacd C este o curbd finchis¥,atunci valoarea integralei I nu
depinde de punctul de plecare de pe curba C.

Demonstratia acestor proprietdti se face scriind sumele
integrale care conduc la integralele respective.
7°. Fie D un domeniu plan in care functiile X(x,y) §i Y(x,y) sunt
continue.Conditia necesard gi suficient# ca integrala curbilinie:
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f X(x,y)dx+Y(x,y)dy
AH

82 nu depindd de dirum in D este ca expresia X(x,y)dx+Y(x,y)dy sd
fie diferentiala totalad exactd a wunei functii F:DsR,adica
dx_ by
8y Bx

Demonstratie, Conditia este suficientd deoarece,daca
dF=X (x,y)dx+Y (x,y)dy atunci:

fux(x, y)dx+Y(x,y) dy—fudr'-—t(x,,, V)~ FX,. V)

Conditia este necesara.Dacd integrala nu depinde de drum i o
calculdm de la punctul A(q,8) fix la punctul R(x,y) arbitrar,atunci
integrala depinde numai de coordonatele punctului B deci:

[ X(x. ) dxry(x,y) dy=F(x,y)
Dacd dam lui B o cregtere infinitizimald BB' , B' (x+dx,y+dy),

atunci 1la integrald se adaugd termenul X(x,y)dx+Y(x,y)dy iar

functiei F(x,y) i se adaugd termenul dF= gfdx4 ggdy .Din

egalitatea celor doud cregteri rezultd:

X(x,y)dx+Y(x,y)dy= ggdm .%!;dy

adicd
X(x,y) -%:, Yix,y) = g}f,‘ deci %f‘ %)’-" .

8°. Dac3 -§£= %5 i C este o curbd inchisd atunci:
ILX(X.Y)dx*Y(x.Y)dy-o

Integrala curbilinie in raport cu coordonatele in spatiu se

definegte asemdnidtor cu cea in plan.
Congiderdm o divigiune:

A_:ASM, M, ..., M ,M,... M=B

a arcului AB al curbei e din spatiu gi funciyiile

X,Y,Z:D-R,DcR?,ABcD, X,Y,Zz fiind functii continue pe D.
Se formeazd suma integrald:
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n
sn-;; MEoon 0 C) X)) * ME L E) (VY iaa) * HE oMy 3)(2473400)
Definitie. Dac¥,pentru orice gir de diviziuni (4,) ale arcului Ab

de normd v (A,)-»0 pentru n-w, %3PSn existd gi este finiti,atunci

aceasta se numegte integrala curbilinie in spatiu,in raport cu
coordonatele,pe curba C pentru functiile X,Y,2 gi se noteazi:

I‘f X(x,y,z)dx+Y(x,y,z)dy+2Z(x,y, z)dz
[

Calculul acestei integrale se face prin reprezentarea
parametricd a curbei C gi reducerea integralei curbilinii la o
integrald Riemann in raport cu parametrul.

Teoxrema 2. Daca C are ecuatiile parametrice
x=f (t),y=g(t),z=h(t),a,stsb,,cu £,g,h de clas3d C' pe [a,,b,] (C este
curbd netedd),iar X,Y,Z sunt functii continue pe C atunci are loc
egalitatea:

fc’“""" z)dx+Y(x,y,z)dy+Z(x,y, z) dz=

-f:‘[X(f(t),Q(C),h(t))f'(t) +Y(£(t),g(t) , h(t))g'(E) +

+Z(£(t).g(t).h(t)) h'(t)]dt

Demonstratia este analoagd celei de la Teorema 1.

Proprietdtile integralelor curbilinii in spatiu sunt
asemidndtoare celor de 1la integrale curbilinii fn plan.La
proprietatea 7°,conditiile ca integrala

ch(X.y. z)dx+Y(x,y,z)dy+Z(x,y,z)dz

84 nu depindd de drumul de integrare sunt:

dy _8x 8z _0by B8X_3:
¥x By'By $z' 8z &

Aplicatii ale integralelor curbilinii in raport cu
coordonatele:
1. Aria pland mdrginitd de curba inchisd C (Fig... )
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vt
0, wf (A,D,B)y =0, (x)
Q1 1
<0.e> oy Flo 3.2 (A,G,B) y =0, (x)
? %
(m,0) (b,0>

A= [ 0: () -4, G0 x = [ 7, () dx- [ 7, (0 dx=

a b
IR
Deci
(1) A= -fcydx
(C,A,D,) x=¥, ()

(C,BD,) x=¥, (y)

A= [0 4, D Jdv=[ W dy+ [ 4y () dy = [ xay
Deci

(2) A-fcxdy
Dacd se adund (1) gi (2) se obtine:

(3) A= [ xdy-ydx

2. Dac3 se considerd c8mpul de fortge in plaun

F(x(x,y), Y(x,y)),X, Y:D-R,DcR?, X,y functii continue pe arcul AB

al curbei netede C,atunci lucrul mecanic efectuat cfnd punctul de

aplicatie a fortei P descrie arcul AAB este:
L=[ X(x,y)dx+Y(x,y)dy
AB

Demonstratie, Se face o diviziune A, a arcului AB gl Be

formeazd suma:
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Ln-f‘: XE )X 0)* YE LN )YV Y ie)
-1

care reprezintd suma lucrului mecanic efectuat de fortele

Fx&,ony). Y& n,) pe arcele M, M, ,i=1,...,n.

Considerind un gir de diviziuni (4,) ale arcului AB cu
v(A,) -0 pentru nsw,daci afT[m existd atunci aceastd limit3 este

L-f X(x,y)dx+Y(x,y)dy
AB

gi reprezintd lucrul mecanic efectuat cind forta P(Xx,Y) se

deplaseazd avé@nd punctul de aplicatie pe arcul AB .
3. Dacd se considerd campul de forte in spatiu

P(X(x,y,2),Y(x,y,2),2(x,y,2)),X,Y,2:D~R,DcR?®, ABcD, X, Y, Z continue
pe AB ,atunci lucrul mecanic efectuat cind punctul de aplicatie a

fortei P descrie arcul AB este:

L-f.. X(x,y,z)dx+Y(x,y,z)dy+2(x,y, z)dz
AB

Demonstratia este asemdndtoare celei de la punctul 2.

+ Dacd Ta=xi+yj+zk este vectorul de pozitie al punctului curent
M(x,y,z) iar FP(x,y,z) =X(x,y,2)I+Y(x,y,2z)T+2(x,y,2) K atunci

lucrul mecanic efectuat c8nd punctul de aplicatie a fortei P se

deplaseazd pe arcul AB are formula vectoriald:

L-| F.dr
AB
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1. S3 se calculeze /r I= ydx+dy ,OABCDEO fiind

OABCDEO
curba din Fig...
I=T,, 4 c+1c+1,,+1,,
(0OAB) este un semicerc cu centrul
in (1,0) gi raza 1 deci are

\ X

.4
o i s
L 3 1 & -
D(-2,0) _,~»’9/B(8 (i}

C<0,-1)

FIG 3.3

reprezentarea parametricd: (ABO) x:;ﬁggsc, g;:ggé%g?t

0

=
I°u=f:(—ein’t+cos t)dt:=2f°z sin’tdt+sint| =2. l;- .

o=
[}
nja

(BC) este un arc din elipsa de

semiaxe 2 gi 1 deci are
reprezentarea parametrica:
(BC) x=2cos t ,dx=-28intdt
y=8int ,dy=costdt
.z = a 1
IBC'—f ’(—23in’t*coet)dt=2f’ain‘tdt*sint 2D ol i =N e
o o o 2 2
(CD) este un segment din dreapta de ecuatie: -{%0-%%—1-0
deci are reprezentarea parametrici:
cD x=-2y-2 , dx=-2dy
(o =y , dy=dy
0
I,,,=f_‘(—2y+1)dy-—y’l?l*yf:=1*1=2
(DE) este un sfert din cercul cu centrul in (-2,1) i raza 1 deci
are reprezentarea parametrici:
(DE) {x=-2*cosc, dx=-sin tdt
y=1+s8int , dy=costdt
0 3 N ] n : 9 T T
Qm=f (-sint-sin?t+cost)dt=cost|’ , -= +sint =1-— +1=2-=
_; 3 4 4 4

v
[NIEY
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Parabola (E0) are reprezentarea parametrica:

x=x , dx=dx
(B0) {y=x2 , dy=2xdx"

0 3
I,,'f_‘(x’*zx)dx-ﬁs—|?,+x’|?1-—§-1---§- t

Wl M X 2 am.
Deci I 202 1+2+2 z 75 403

2. SA se calculeze Isfo oxdy+ydx ,OABCDB0 fiind conturul din

FAgs o
8x 38y
Expresia xdx+ydy este o diferential¥ totald gxacta (_5; = ax-o)

gi deci I=0.
3. S& se calculeze 1lucrul mecanic efectuat cénd punctul de

aplicatie a fortei de componente : X=xy , ¥Y=x'+y’ descrie in sens
direct cercul (C) x*+y*-2x=0

L= xydx+(x*+y*)dy
g 2
(©) x=1+cost , dx=-gintdt
y=8int , dy=cos tdt

L -f:-[-sin’t (1+cost) +2(1+cost) cos t]dt=

a-g. X 1_s8in'tps LA
4. 8.5 ~le +2singf"+2.4. 2 ok
(2,3,-4)
4. S se calculeze I= Wit xdx+y3dy-zdz

Expresia xdx+y’dy-zdz este o
diferential¥d totalld exactl
deci I se calculeazd pe curba
ABCD din Fig..

2
I-I,‘,+I,,¢+.Ia,-[l xdx*f’y’dy—
1

f zdz-—|1+L|1—_. 1 "g'

Flo 3.4
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§ 3. Integrxala curbilinie in raport cu elementul de arc.

Considerdm arcul ;3 al unei curbe netede (C) din planul x0y
gl o functie F(x,y) definitd gi continud fntr-un domeniu

D<R?,ABcD .

Se face o diviziune a arcului A}i :

A. : A=M M, ... M, ,M,... M=B
gi se formeazd suma:

Sn-g REmy) 8,

unde s, este lungimea arcului M, M, iar (§,,n,)€EM,_ M,
Dac3,pentru orice gir de diviziuni (4,) de norm3

v(A,)»0 c8nd n»w,sumele S, au o0 limitd comuni, finit¥,K aceastd limit¥

este integrala curbilinie a functiei F(x,y) in raport cu elementul

de arc pe curba AB gi se noteazi:

I--an(x, y) ds

Calculul integralei I se face prin transformarea ei intr-o
integrald Riemann conform teoremelor urmidtoare.

Teorema 3, Dac3d arcul AB are o ecuatie carteziani:

(AB) y=f (x) ,asxsb, atunci:

[ e da=[PRix. £130)V1+ £ (30 ax
AB a _
Demonstratie., Stiind cd elementul de arc in plan este:

ds= de’ +dy?

suma integrald S, devine:

S.fg flfum)s:‘g F€,, £(8,))ydtis e (E,)dE]=
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-;: J-(C,.f((l))th’ (E,) A&,
-1

adicd o sumd riemannian3d care,la limicd,tinde la integrala Riemann:

f"r(x, £ ) V1+E (x) dx

Dacid arcul (AB) este dat parametric: (AB)
x=f (t),y=g(t) ,f g8i g de clasd C' pentru a,stsb,,atunci:

L..F(x,y) ds-L“'mf(c),g(c))\/f' (£)+g’ (t)dt

Demonstxatie.

n n 2 2
S"'E F(Eun,)s,-g F(f(b,).g(bl))lt" (3,) ddi+g’ (8,) ddi=

n 2 4
-g F(f(o,).g(a,))ff' (8,) +g’ (8,)dd,

care este O sumda riemanniana care,la limitd,tinde la integrala

Riemann:
[Prie . gten e (0 vg (8 de

Proprietdti ale integralelor curbilinii in raport cu elementul
de arc :

1. I”AF(x, y) ds-lfnl'(x,y) ds
2. [ Ry sF ) ds-[ Fi(x.y)dse[ F(x.y) ds

3 f F(x,y)ds-[ F(x,y)dsff F(x,y)ds ,oricare ar fi punctul
AB AP PB

PCAB .

Aplicatii ale integralelor curbilinii in raport cu elementul de
arc in plan :

1. Lungimea arcului AB este 1=f ds
AB
Remonstratie. Se face o diviziune a arcului AB :
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A:A=M, M, ..., M_ . M,... M5B

gi se formeazd suma:

Sn-; 81
=1

unde 8, este lungimea arcului MM, .

Dac3,pentru orice gir de diviziuni A, ale arcului Ab de normid
v(A,)»0 clnd no»,sumele S, au o limitd comund, finitd, aceasta este
lungimea arcului Ab deci 1=Lmds 5
2°, Masa unui corp filiform AB neomogen,de densitate p(x,y) este:

M- f“p (x,y) ds

Demonstratie., Se considerd o diviziune A a arcului AB gi se
formeazd suma
n
sn';; p(€s. M8y
care reprezinti suma maselor relative ale arcelor
M M (i=1,...,n), ;. n)€EM_ M, .

Masa totald se obtine cénd,pentru orice gir de diviziuni de
normd tinz8nd 1la zero cidnd new,sumele S, au aceeagi
limit3d, finit¥, care este:

M=f”p (x,y) ds

3°. Aria unui domeniu plan marginit de curba f£n coordonate polare
(AB) r=£?(0) ,0,s0<0, este:

A zf”f (8) d®

Demonstratie. Considerdm diviziunea arcului Ab :

Ac ; A=M,,M,, ... M _, ,M,... M=B
cdreia ii corespunde diviziunea:
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A:0,90,<0,<...<0, <0,<...<0,90,
Aria @, a sectorului OM, , M, este
. cuprinsd intre ariile sectoarelor
de cerc oM|.,M, #&i OMHA{,'
deci:
] 1
%m}@,—ol_-l)sw,s—z-bﬁ(ol—i),.,) unde

m, §i M, sunt marginile

.Y
7

Fia 3.3

inferioar¥d gi superioar3 ale tuncciel £(0) pe intervalul (6,,,0,].
fnsumind, se obtine: :

8," ';f E m}(ofo!-l)‘;; % %g ‘d@’;oi_‘)-s‘

Dac¥,pentru orice gir de diviziuni,de normd tinz8nd la zero
pentru n-w,girurile sumelor Darboux (s,) i (S,) au o limit¥

comuni, finit¥, aceasta este tocmai aria domeniului mirginit de arcul AB
g1 razele OA gi OB deci:
-i .. 2
A= [, @@

4°. Coordonatele centrului de greutate al arcului neomogen iB , de
densitate p(x,y),sunt:

f xp (x,y) ds ) f”yp (x,y) ds

/ p (x,y) ds ' fup (x,y) ds

Remonstxatie. Se considerd o diviziune a arcului

X,

A"B .Coordonatele centrului de greutate al 1liniei poligonale

obtinute unind punctele diviziunii,sunt:
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n

;: Ei-p€imy) 8y

= 1=1 Y.= =1
Xg T ¢ fg =

gp(guﬂj)sx 29(511“1)31

La limit3,c8nd norma oricdrei diviziuni tinde la zero pentru
n-»o, sumele integrale respective tind la integralele curbilinii din
formulele centrului de greutate.

;: Ny P(eu'li)sl

‘Dac¥ arcul AB este omogen, coordonatele centrului de greutate
$ % ;
devin:

. { d i,

:Xc='l:‘.+.x‘js , Yoaf_”.}:_ \

d d. %

- fu 2 f” = [
Analog se definesc integralele curbilinii in ' raport cu

elementul de arc in spatiu. ;

Considerdm arcul AB al curbei netede fn spat;iﬁ (C) 8i o

functie F(x,y,z) definitd gi continud fntr-un domeniu DcR?, ABcD.

Pentru diviziunea:
A:AsM,, M, ... ,M_,, M, ..., M=B

a arcului AB ,se formeaz3d suma integrald:

Sn’; REynygCy) sy

unde s, este lungimea arcului M; M, gi (§,,n;, {;)EM M,
Definitie. Dacd,pentru orice gir de diviziuni de norma v (A) -0

cind n+»»,sumele S, corespunzdtoare au o limitd comund, finiti,
aceasta este integrala curbilinie a functiei F(x,y,z) in raport cu

elementul de arc pe curba AB gi se noteazi:

f F(x,y,z) ds
AB
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Calculul inetgralei curbilinii in raport cu elementul de arc in
spatiu se face prin reprezentarea parametricd a arcului AB si

transformarea integralei curbilinii intr-o integrald Riemann in
raport cu parametrul.

Teoremd, Daca AB este reprezentatd prin ecuatiile

parametrice:
(AB) x=f(t),y=g(t),z=h(t)
unde f,g gi h sunt functii de clasd C' pentru a,stsb,,atunci:

2 2 2
f F(x,y,z) ds=fb‘F(f(c),g(t).h(t)) -‘/;’ (t) +g’ (t) +h' (t) dt
AB a,

Demonstratie, Elementul de arc in spatiu este

ds=y/dx?+dy?+dz?

gi deci:

S,=Y FE;.n;.{y)s;= £(8,),9(8,),h(8))
Z; (ST PRI z; L0, 1 i)

2 2 2
/f' (8,) +g’ (8,) +h’ (8,) dd,

Aceasta este o0 sumd riemanniand care,la limitd, tinde la:

b, 7 2 3
f FUE(E) . () h () VE (b) +g’ () +h (e)dt
ay
Integralele curbilinii in raport cu elementul de arc in spatiu
au proprietdti gi aplicatii asemdndtoare celor de la integralele
curbilinii in raport cu elementul de arc in plan.
Coordonatele centrului de greutate al arcului neomogen AB ,de

densitate p(x,y,z),sunt:

f—xp(x,y,z)ds f—yp(x.y.z)ds f-zp(x.y.z)ds
AB AB AB

X

¢ - a™ » Zg=
fﬂp(x,y,z)ds f-p(x,y,z)ds f—p(x,y,z)ds
AB AB AB

iar pentru arcul AB omogen,acestea vor fi:
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xds yds f zds
P

_ AN AH
S m—— S—— 7 }I‘J T - S

: fAUdH f/wds

X,

1. Si se calculeze I-fAB (x+y) ds ,0ABO fiind conturul triunghiului
VABO
cu varfurile 0(0,0),A(1,0),B(0,1).

I = I+Lu+Is

(0R)  {¥§ ds=/dx*+dy?=dx

1
2
I, = flxdx=£2— "%
9 o

X=X _
(AB) {y=1 _y ds=yZdx

FIG 3.6

0 _ 0
IAB»flﬁdx;Jle s ifB
1
1
Deci I=-/2

2. & ve afle lungimea curbei fn gpatiu

y=x*
(C) s
zZ==X

3
de la punctul 0(0,0,0) la punctul A(3,9,18).

L-f'ds—frde’:dy’+dzz;ﬁ:Jf;4;204k‘dx=
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3 3
-f (1*2x')dx-x|3*%x’ =21
0

0

3. SH4 se afle coordonatele centrului de greutate al arcului omogen
al curbei:

x=a(t-sint)
( {y-a(l cost) (0stsx)

f‘ xds f yds

ds f ds

ds=yx"?(t) +y’*(t) dt=J/aZ?(1-cost)?+a’sin’tdt=

=a/2(1-cos f) dt-2asin5t dt
]
fds-Zaf'sin—tdt-—dacos—t/ =4a
c 0 2 2/,
= R = bl t
= - —=dt=2a? in=dt-
fcxds foa(t sint) 2asin 2d a fo ts nzdt
-2a f sintsln Lde= Zaf t.(-2cos = )’dt-
—4a’f'sin’—5cos—dt 2a? (- 2tcos—|°+2f cos—dt)-
0 2
IPPEE S AT ;i_t-_ea’_lsa’
8a?. 3 -ein 2|0 aasn2|° g W

= * - i _.t — 2 » :.E
fcyds La(l cos t) 2a81n2dc da fo sin 2dt

Se face schimbarea de variabild : —g-u;dt-zdu

=
afa? 3 ain? —na2 2 _16a’
fcyds 8a fo sin’udu=8a?. 3 3

4a 4a

Deci : XO-T"VG-T
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Ceaagri t«olual a

ANTEGRALE DUBLE

Fie f(x,y) o functie

definitd gi wdrginita

pe un domeniu plan D,

msf (x,y) sMpt. (V) (x,y)¢D.

: , Dacd presupunem f (x,y) 0

c [——— pentru orice (x,y)é€l,

atunci z=f(x,y) pentru

(x,y) €D reprezintd o

n suprafatd S situati
deasupra planul x0y gi

>

FIG 4.1

avind ca proiectie pe planul x0y domeniul D.
S& gdsim volumul V al corpului mirginit de suprafata S,domeniul
D gi cilindrul cu generatoarele paralele cu axa 0z care se
deplaseazd de-a lungul curbei I.
oy
o Considerdm diviziunile:
d:a=X,<X,<...<X, ,<X,=bh

“ / \ T iC=Yo<Y:i<...<Ya 1<Ya=d
' Paralelele la axa 0Oy
7\: Tijy / prin punctele diviziunii

4 si la axa Ox prin

Yy

Yyen 3

c - punctele diviziunii §

determind o diviziune

A a domeniului D formata
= din subintervalele

& wy xy Myey b x bidimensionale I, care
sunt continute in

N2

Fla a.2

intregime sau partial in domeniul D.Not&dm:

A=(0,,0,,....,0,)
ordinea de numerotare a subintervglelor 0, fiind indiferentd.Numim
norma unei diviziuni A4 numdrul pozitiv.

V(A) = max (X;, X, ¥, -y =max(v(3),v(¥))

Intervalele bidimensionale 6,,8,,...,06, ale diviziunii A4 au
ariile w,,®,,...,w, iar marginile inferiocard gi superioard ale
functiei f(x,y) in sunt:

123

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



m s f(x,y)sM, pentru (V) (x,y)€d,cA
Formdm sumele Darboux:

P
8,=), mw,; (suma Darboux inferioari)
ot

P
Sy=) M, (suma Darboux superioard)
1=1

gi suma Riemann

P
0A=E flE.ny)0y
i=1

Proprietdgi:
1. Dacid A' este o diviziune a domeniului D mai find decit A
(adicd v(A')<v(A)) atunci:

8,£8,/£5,/55,

2. Oricare ar fi diviziunile A' gi A'' rezultd: 8,/i<S,s

3. Dacd A° este multimea tuturor diviziunilor domeniului D, atunci
multgimea Sa este mdrginitd superior,multimea Sa este
Acr® Aca®

mdrginitd inferior gi avem: sup s, s inf S,
Aep® Aeh”

4. Intre sumele Riemann si sumele Darboux ale unei diviziuni A avem
urmdtoarele relatii:

8,50,55,

8, = inf o, ’ S, = sup 0,
(€ mi)€d, (€x M y)€d,
/”-—_—‘\
% ; "
z 1 P Considerdm intervalul §, al
AT diviziunii A gi S, partea
N7 S din suprafata S care se
LT proiecteazd pe planul x0y
in 6,.
msf€, . n,) <M,
W msw, . f(E,,n,)<0,. M
S ) e
/0 i W,.msV, <M, .0,
1 (r) w
,‘ > - —1 1]
ier A By o
Cox FIG 4.3 T———
Insumind in raport cu k=1,2,...,p rezultd: S,£0,%5S5, sau
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Sy s VSSA

Definitie, Fie f o functie definitd gi mdrginitd pe un domeniu
inchis gi mdrginit DcR‘.Se spune cd f este integrabild Riemann pe
D dacd pentru orice gir de diviziuni (A,) ale domeniului D cu

v(4,)-+0 cind n-w,girurile sumelor Darboux (8,,) i (Sa) au o

limitd comund finitd V care se numegte integrala dubld a functieil
f pe domeniul D gi se noteaz3 v=ffpf(x.y) dxdy

Altd definitie : Spunem cd o functie f(x,y) definitd sgi
mdrginitd pe domeniul inchis gi mdrginit D este integrabild Riemann
pe D,dac3d pentru orice gir de diviziuni (4,) cu norma v (A,)-»0 cind

n»o,5i pentru orice alegere a punctelor (§,.n,)€8,cA ,girurile

Riemann corespunzdtoare (0._) au o limitA comund, finiti,V.

Dacd f(x,y) este pozitivd pe D,atunci V reprezintd volumul
cilindric care are ca kazd domeniul D din planul x0y gi este
limitat sus de suprafata z=f(x,y).

i i i il Fie f(x,y) o functie definiti gi
mdrginitd pe un domeniu inchis g§i mdrginit D.Functia f(x,y) este
integrabild pe D,daca pentru orice numidr €>0,existd un numir n(e€) >0
astfel incit pentru orice diviziune A a domeniului D cu
v(A)<n(e),sd avem S,-8,<€.

Remonstratie. Necegitatea, Presupunem cid f este integrabild gi

fie V=ffpf(x,y) dxdy ,deci pentru orice €>0,exist3 N(e¢)

astfel ncit pentru arice mN(e) avem: 5, >V——,S‘ <V+—2- pentru 1imv(A,) =0

Q-
e [
|4 2 < s‘.<SA.( V+—2-

e e
ci: S, -8, <V+= -V+—=¢
de A, A, 2 2

(din : a<b<c<d rezultd : c-b<d-a)
Suriclienta. Presupunem ¢3d pentru orice ¢»0,exiatXd N(¢) astfel

incit pentru orice n>N(e¢) avem S, ~8, <€ pentru orice diviziune

A, a domeniului D cu v(A,)»0 cind n-ew.

Dac# 1‘:"_“ 8y, =V, 1‘3".“5‘_’ Vv’ rezulti: 8, s V'sV'sS, gi deci

V/-V/sS, -8, <& i cum € este oarecare iar V',V'' fixe rezultX
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V'=V'' deci f este integrabild Riemann pe D.

Proprietdtile integralelor duble :
1°. Dac3d f este integrabild pe D gi A€R,atunci Af este integrabil¥
pe D gi :

[fux f(x,}) dxdy=lffﬂt‘(x, y) dxdy

2°. Dacd f gi g sunt integrabile pe D, functia f+g este integrabilid
pe D gi :

[[ (£ x.y) +g (. ) ydxay = [ [ £(x.y) dxdy+[[ g(x, y) dxdy

3°, [[ £ dxdy=fqu<x,y> dxdy+ [ £(x,y) dxdy

unde p=p,|Jp, 51 D,()D,=®

4°. Dacd f(x,y)=20 , (x,y)€D este integrabil¥d pe D,atunci
ffbf(x, y) dxdy 20

5°. Daca f(x,y)=2g(x,y) pentru orice (x,y)€D gi dacd f gi g sunt
integrabile pe D,atunci

ff.,f"" %) dxdyzf]’pg(x, ) dxdy

6°. Dacd f este integrabil3d pe D,atunci |f| este integrabil¥ pe D
i

|f[ £0x.y) dxdy|s[[ | £(x,) | dxdy

Calculul integralelor duble.
Teoremd, Dacid f(x,y) este mirginitd gi integrabild pe domeniul
limitat de un dreptunghi : I={(x,y)/asxsb;csysd} gi daci:

a) pentru orice x€[a,b] existd integrala F(x)-f‘f(x,y)dy‘
[-3
b) F(x) este integrabilid pe [a,b],atunci:

[[ £y axay=[7(["£(x,y) dy)ax

Demonstxatie. Considerdm o diviziune Aa domeniului I.
Notdm:m, =inf f(x,y)
(x,y) €1,y
M, = sup f(x,y)
(x,y) €1,
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w | Sumele Darboux vor fi:

0l m-1

Y -
1 R m,w;,
11 J=1
u; — 1
i “—*l m:
Y =
ye1 Sy M w,y
1=1 j=1
c

a xy i Mjeg b x

FIG 4.4
unde ®,;5(X;.,~X;)(V;.;"V;) este aria intervalului bidimensional I,,.

m, s f(x,y) s M, pentru orice (x,y)€I,
Yy
m; (Y 51 'Yi)‘fy: £(x,y) dy<M;(y;.,~Y))

fnsumdm in raport cu j si vom obtine

m-1 d m-1
Eo Mz‘j(yju'yi)‘jc £ix.y) dys;; MY 3017Y5)
£ -

d
Functia F(x) =f f(x,y)dy este integrabild pe [(a,b] deci
c
pentru orice interval [x,,Xx,,,] putem scrie:
m-1 -
bR mij(yj.l-y,)(xi.,-x‘»)sf .
j ol

=0

(f:f(x, y) d}’)dxslg MV je1 7Y 5) (X se1 ~Xs)

fnsum3m in raport cu i i vom obtine

a1 on b rd n-1 m-1
e 120 mu“’u‘fﬂ(fc £(x,y) d)’)dxsg g M0,

sau:
Sy 3/:([:_"[\',\'. ) J}')dkx.';'A
Deoarece f (x,y) este integrabild pe I rezultd:
sup s, = inf §, = f:(f:f(x,y) dy)dx

Aed’ Aer’
unde A" este multimea tuturor diviziunilor lui I.

Deci: fflf(x,y) dxdv—f:(fjf(x,v) dy)dx.
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De obicei se noteazd:
b d
f"(f"f(x.y) dy)dx=f dax[*£0x,y) dy
a c a c
Analog se obtine gi:

If f(x,y)dxdy [U £(x,y) dx)dy dyf £(x,y) dx
Ih

T
° ”
o OO r Consider&m domeniul D

din planul x0y,mdrginit
de o curb3d I inchisi.

A ., o KB Domeniul D este continut
in domeniul I limitac de
un dreptunghi:

#y GO FIG 4.5

I={(x,y)/asxsb, csysd)

LI b >,

Fie y=¢, (x) ecuatia arcului ACB al curbei T gi y=¢,(x) ecuatia
arcului AEB al curbei I' pentru asxsb.

Teoremd. Fie functia f(x,y) -definitd pe D,miarginitd si

- @, (x)
integrabilid pe D;dacd exist3d integrala F(X)‘f; ) f(x,y) dy pentru

y (x

orice x€[a,b) gi dacd F(x) este integrabild pe [a,b],atunci:

ffbf(x, ¥) dxdy=f:(f:'(:) £(x,y) dy)dx

Demonstratie. Vom reduce problema integrdrii pe D la problema
integrdrii pe intervalul I,tratat3d anterior.
Considerdm funcgia:

f(x y) , dacd(x,y) €D
Flxy) = , dacd(x,y)€I-D

ffrf(x,y) dxdy=ffof(x,y) dxdy

Dar:

fflf(x,y) dxdy=f:[fodf(x, y) dy]dx

fdf(X.y) dy=f.'mf(x, y) dy*f."mf(x,y) dy*fd f(x,y) dy=
c c &, (x)

y (X
4, (x)
[ | £(x.y)dy
(x

deci:
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ffuf(x, y) dxdy=[.‘{f:a(:’ fix,y) dy]dx=f‘°dxf:x(:’ f(x,y) dy.
1) i

Analog se deduce cd:

[[ £(x.y) axdy= f‘[' o E(x.y) dx]dy -f dy[""’f(x.y)dx

unde x=¥,(y) este ecuatia arcului CAE al curbei I' iar x=¥,(y) este
ecuatia arcului CBE al curbei I' pentru csysd.

Formula lui Green

Fie D un domeniu inchis gi mdrginit de o curbd inchisd I' gi fie
P(x,y) &i Q(x,y) doud functii continue pe D derivabile partial gi
dp ; 30
3y %' Bx
fn aceste conditii are loc egalitatea:

fl‘p(xly) dx+Q(x,y) dy=ff (gf gﬁ)d“(dy

numitd formula lui Green.
Demongtratie, Presupunem cd orice paraleld la Ox sau la 0y taie

cu derivatele continue pe D.

v F curba I' numai in doud puncte (formula
My > lui Green este insd adevidratd si dacd
| > se inldturd aceastd conditie).

% f¢  Fro 4.6
< ;‘E
bl
- b

Dacd y=¢,(x) este ecuatia arcului AEB gi y=¢,(x) este ecuatia
arcului AFB atunci:

(x)

11,3 “’dxd -—f:dxf:‘":)%fdy=—f:P(x,y) dx=—f:P(x10,(x))dx
y (x)

[TRx 4 0)ax=[  POx.y) dxs [ Pix,y) dx-frP(x,’y) dx

Dacd x=¢,(y) este ecuatia arcului EAF gi x=¢,(y) este ecuatia
arcului EBF atunci:

[fu%gdxd}’:[ fv.(y) bodxzf:O(X,y)

»n 8x v(y)dy:j"x"(y) y)dy=

-
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-f:O(t,(y) ,y)dy=fm0(X.y) dy*fWO(x y) dy=fr0(x,y) dy

Adunind:
-[(32-28F
frP(x,y) dx+Q(x,y) dy HD( bx by)dxdy

Considersm in

F1G 4.7 planul x0y un
domeniu D mdrginit
de curba inchisd I'

v 1 gi fn planul uOv

un domeniu D'
mdrginit de curba

r e inchisd I

Fie transformarea punctuald a domeniului D' fn D:

x=¢ (u, v)
@ g (u, v)

cu ¢ gi ¢ continue,cu derivatele de ordinul fIntfi continue pe
D' .Determinantul functional:

3¢ 3¢

D(x,y) du dv

dluv) | ¢ dg|"0Pe D
du dv

Fie A’=(8{,8,...,8;) o diviziune a domeniului D' ciruia i

corespunde prin transformarea (1) diviziunea A=®3,.8,,....8) a

domeniului D.Dac¥ e, §i ) sunt ariile subdomeniilor 6, gi 8/

respectiv,atunci:

7 /
Ly, (uy, v,)€dy.
b(u,v) |(u,.v‘)

Deci:
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P P

)IRICIBARTIEDS q¢(u1,v,),w(uj,vd,rQiﬁ;il

D(u, v)

/
Wy

i-1 i1 (uy.vy)
.

de unde rezultda:
) D(¢, )I
[IRCE f];ﬂ¢(u,v),v(u,v)yliﬁ%T%T . dudv,

care este formula schimbdrii de variabile in integrale duble.

ADli ii ale i lel jubl

1.Aria wunui domeniu plan D este
A=ffbdxdy
penonatzatie a3 [ pay-yaeef[ 3+ 3 )anay=[f

2. Masa domeniului plan neomogen D este : M=ffop (x,y) dxdy

3. Volumul cilindric care are ca baza domeniul D gi este limitat
sus de suprafata z=f(x,y) este:

V=ffnf(x,y) dxdy

Formula rezultd din definitia integralei duble.
4. Centrele de greutate ale pl3cilor plane.

Considerdm o plac3d pland D,neomogend,de densitate p(x,y).
Fie D=(6,,6,,...,08,) o diviziune a domeniului D i ©,,0,,...,0,
ariile subdomeniilor (placutelor) 8,,6,,...,0, respectiv.Daca
presupunem cd masa unei pldcute §, este concentratd in punctul
P, (x,,Y.) ,atunci masa unei pl3cute 4, este p(x,,Yy) .9 iar centrul de
greutate al celor p pldcute are coordonatele:

p p
; XeP (X0 Yi) @ E YeP (X, y)) 0y
X =2 V=2

G P ’ G P
Z; P (X, V) 0, ;; P (X, vy) @,

Dacad (A) este un gir de diviziuni ale- domeniului D cu

v(A,)) -0 ,atunci sumele integrale respective conduc la integrale

duble relative la domeniul D gi deci:
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[[ xp (x.) dxay [ ve (x.y) dxdy
f[pp(x.y)dxdy' ¢ ffbp(X.y)dxdy.

Dacd placa este omogend,centrul de greutate are coordonatele:

ooty [f oy
A R C

Xg

Xg=

Monente de ipertie.
Definitie, Dacd M,,M,,...,M, sint n puncte materiale de mase
m,m,..., m respectiv,momentul de inertie I al acestor n puncte

n
materiale fatd de un punct P(o dreaptd,un plan) este: I-Z; m,d}',

unde 4, este distanta punctului M, la P.

Consider@m diviziunea A=(§,,38,,...,8) a plicii D gi masa

unei plécute 8, este p(x,,y;).w, .Momentele de inertie pentru
diviziunea A vor fi:

P
T;-g: (x3+y}) p (X, y,) ®, fat¥ de origine
1
P
T;;-p vie(x,.y,)w, fatd de 0,
-1

P
IO-;‘E x:p(xk,}’.) Wy fatd de ov

Considerdm un gir de diviziuni (A;) de normd v(A))-0 cind
n+o» i vom obtine momentele de inertie:

1°=ffop(x.y) (x*+y?) dxdy
L= [[ p (x.y) y*dxdy

I°y=ffpp (x,y) x*dxdy
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2.

v i
S3 se calculeze integralele duble:

1—[[ (x+y) dxdy ,D fiind domeniul limitat de curbele:
D

(c,) x*=y, (c,) y*=x

FIG 4.8

_ VX _ ! ey L -
[—f dxf; (x+y) dy LJX(J? X )*z(x x*) |dx

—lot— |o =

% 1 x 1, x?pn_x°np_ 3
lo- lo+ === =
4 4 10 10

pe domeniul (D)x*+y*s2x

Se trece la coordonatele polare:

x=rcosf
=rsin®

_D(x,y) _
16 4 dxdy YSTPTET'd'de rdrd®
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. §if = o 2 ~ ; . iai . dust 3 _
1 ffulz (cosOrs1n0) “dr. ® ].7' (cosB+sinb) fu ’dr

N

—4[ i. (cusﬁ'siuﬂ)"cus‘&b—4[ cos‘@.ﬂvﬁf cos’0si160.0 -
7

Ny N

B
2
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CAPITOLUIL S

INTEGRALE DE SUPRAFATA

§1.

Fie in spatiu suprafata:

v=vg = =f(U,V)
(s) {;=g(u,v) , (u,v)eD
z=h(u, v)
functiile f,g si h fiind continue
$i cu derivate partiale de ordinul
9 79 intii continue in domeniul inchis
$i mdrginit D.

»® FIG 5.1

Considerdm functia F(x,y,z) definiti pe S.
Facem o diviziune § a suprafetei S in suprafetele s,,s,,...,s,
de arii respectiv 0,,0,,...,0, $i considerdm suma neriemaniand:

p
Q, =,~21 &y Cy)oy

unde (§,.n;,{;) este un punct oarecare situat pe s,.
Considerdm un gir de diviziuni (6,) ale suprafetei S cu
v(3,)~0 cind n-oo.
Definitie, Dacd pentru orice sgir de diviziuni (§,) ale
suprafetei S cu ¥(6,)-»0,5irul sumelor (QAJ are o limitad
finitd, atunci aceastd limitd se numegte integrala de suprafatad a

runcgiei F pe suprarata S in raport Cu elementul de supraraga gi se
noteazd:

ffs (x,y,2z) do

Pentru calculul integralei de suprafatd in raport cu elementul
de suprafatd,observdm cd diviziunii A a domeniului D si deci la

sirul de diviziuni (6,) ale suprafetei S cu corespunde

sirul de diviziuni (4,) ale domeniului D cu Vv(A))-0
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Din geometria diferentiald a suprafatelor se stie cd elementul
de suprafatd este:

do =/X¥+Y?+ 2% dudv

gDz 4. D(z,x) o 5. Dix,y)
undes X D(u,v) ' v D(u, v) stz D(u, v)

sau:

do =/EG-F?dudv

unde:

2 2 2
E=f, +gl, +h]

2 2 2
G=f, +g, +h,

F=f,.f,+gl.g,+h,. h,

Deci:
If F(x.y,z)do=ff Flf(u,v),g(u,v),h(u,v)) /X>+¥2+22 dudv
S D

Dacd suprafata (S) este datd prin ecuatia:
(8) z=£f(x,y) , (x,y)€D

atunci:
fst(X'Y:Z)defDF[x,y,f(x,y)] V1+p2+q? dxdy
unde :
-8z _ 8z
o 6X 51 Q 6y

1i (i ale i lel j fata i ] ]
de suprafatd.

1. Aria unei suprafete S in spatiu este:

As—ff\.do

Considerdm o diviziune &6 a suprafetei S iIn suprafetele

S,,8 ...,s, de arii ¢,,¢;,...,¢, respctiv gi formdm suma integrald:

PR

P
QB=E 0)
i1

Considerind un sir de diviziuni (6,) ale suprafetei S de norma
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v(8,)~0 ,girul sumelor (f},) tinde cidtre aria suprafetei S.

2. Coordonatele centrului de greutate ale unei pldci curbe S de
densitate p(x,y,z) sint:

I_ffp(x ekl €O - Sffs}’P(X,y,z)do;z =f”‘sz.rp(x,y,z)do
ffsP(x,Y.z)do ¢ fﬂP(x,Y,z)do ¢ fsP(X,,V,z)do

Pentru o diviziune 6 a suprafetei S,coordonatele centrului de
greutate al suprafetelor s,,s,,...,s, vor fi:

P

P
Xp(X4,¥4,20) 0 ;y"l’(xu}'uzl)"l ;z‘p(x,,y,,z‘)o,
— =1 —— =1
- S S

— _ I=1 .
X, iYg= ' “q

Q P P P
pp(xl.y,.z,)ol ;p(x“y,.z,)o, ;p(x‘,y,,zno,
=1 =1 =1

Considerind un gir (§,) de diviziuni ale suprafetei S de normd v (8,) -
sumele integrale respective vor tinde c#tre integrale de suprafata

i‘n raport cu elementul de suprafatd.
Observdm cd masa suprafetei S este:

M=ffsp (x,y,2) do

§2.

Considerdm suprafata:

x
N x=f(u,v)
/XN () {y=g(u,v) (u,v)ep
- =B )
G %8 ->r f,g 81 h fiind functii
' continue cu derivate
o) G artiale de ordinul
y nctii continue iIn
/ domeniul inchis gi
> c

madrginit D din planul uOv;presupunem c3 determinantii functionali

D(y,z) D(z, x) D(x,y)

il , ¥= A .
Blo v bt vl bla V) nu se anuleazd in D
Numim fata superioard pozitivd a suprafetei S in raport cu

P, &
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planul xOy fata lui S pentru care vectorul normal pn face un unghi

ascutit cu axa Oz,cealaltd fatd a lui S o vom numi fata inferioara
(negativd) .Dacd suprafata S este mdrginitd de curba I',atunci sensul
pozitiv pe I care este asociat fetei superioare (pozitive) sgi
corespunde sensului direct pe C. In acest mod definim o suprafati
orientatd S.

Considerdm functia P(x,y,z) definitd pe suprafata orientatd S
gi fis 6 o diviziune a suprafetei S:

8=(8,,8,,....,8,)

cdreia ii corespunde o diviziune A' a domeniului D,,proiectia
suprafetei S pe planul xOy:

Al=(8},85 --..80)
Fie:

, ) aria 8',daca 8, este orientat direct
-aria 8', daca 8’ este orientat invers.

Dac3d o, este aria portiunii de suprafatd 6, si y, este cosinusul
unghiului pe care il face normala la suprafata orientatd 6, intr-un
punct al ei cu axa Oz, rezultd:

/2
W;=Y;.0;

Considerdm suma neriemmaniand:
& /
Qu=) PE;my ()0
=]

unde (£;,n;,{;) este un punct oarecare de pe §,.

fnlocuind valoarea lui mf{ ,suma R, este egald cu suma:
P

Q3=Y PE;. ;. Lh)v,0;
1

=
Considerdm sgirul de diviziuni 6(n) ale suprafetei S cu

v(3,)~0 cind n -w,cdruia ii corespunde sirul de diviziuni (A%)
a domeniului D, cu v(A,)~0 cind n-w.
Definitie, Dacd pentru orice sir de diviziuni (Af,) cu

v(A')-0 cind newo,sirul  sumelor (Q,0) are o limiti

finitd,aceastd limitd se numegte integrala de suprafatd a functiei
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P(x,y,z) in raport cu x $i y $i se noteazda:

fj;P(x,y,z)dxdy

Sirul sumelor (OQ) are aceeasi limitX cu (f,) deci:

ff P(x,y,2) dxdy;ff P(x,y, z) ydo

s S

formuld care face legdtura intre cele doud tipuri de integrale de
suprafatd i in care y este cosinusul unghiului pe care il face
normala la suprafata orientatd S cu axa Oz:

Calculul integralei f];P(x,y,z)dxdy se face tinind cont de

relatia:
- Dix,y)
dxdy D(u,v)dUdV
gi deci:
- D(x,y)
ffSP(x.y. z) dxdy ffDP{f(u.v) ,g(u,v),h(u,v)]. D(u.v) dudv

dacd domeniul D are aceeasi orientare cu domeniul D, gi:
=- .Dix,y)
j];P(x,y,z)dxdy f];P[f(u,v),g(u,v),h(u,v)] D(u,v)'dUdv

dacd domeniul D are orientare inversd fatd de D,, (de fapt si fata
de S).

Similar se definegte integrala functiei Q(x,y,z) pe suprafata
S orientatd in raport cu y gi z:

fst(x,y, z) d}’dz=ffso(x'y,z) .ado

unde « este cosinusul unghiului pe care 11 face normala 1la
suprafata orientatd S cu axa Ox.
Calculul acestei integrale se face:

ffg_O(X.y.z)dyd2=ffoolf(u, v),g(u,v),h(u,v)] .%%%;—dudv

dacd S si D au aceeagi orientare sau:

/ =- Dy, z)
ffb_O(x,),z)dydz ffDQ[f(u, v .gtu,v) g . ZEE duav,

dacd S si D au orientdri diferite.
Asemdndtor se definegte integrala functiei R(x,y,z) pe
suprafata S in raport cu z,x:

ffgk(x,y,z)dzdx;[fsk(x,y,z)ﬁdo
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unde £ este cosinusul unghiului pe care i1 face normala 1la
suprafata orientatd S cu axa Oy.
Calculul se face:

s D(z, x)
fst(x,y,z)dzdx ffDR[f(u,v),g(u,v),h(u,v)]———D( j dudv

dacd S si D sunt orientate la fel si:

ff R(x,y,z)dzdx= ff R[f(u,v),g(u,v), h(u,v)] BLz—t;dudv

dacd S si D sunt orientate invers una celeilalte.
Adunind cele trei relatii obtinem:

ff P(x,y,z)dxdy+Q(x,y, z)dydz+R(x,y, z) dzdx=
s

=ffs[[3R(x,y,z) +aQ(x,y,z) +YP(x,y,2)] do

care di forma generald a integralei de suprafatd in raport cu
coordonatele si legidtura acesteia cu integrala de suprafatd in
raport cu elementul de suprafatd.

Formula lui Stokes
Fie suprafata orientatd:
x=f(u,v)
(S) {y=g(u, v) (u, v) €D
z=h(u, v)

mirginitd de o curb3d inchisd TI;f,g $i h sunt continue si au
derivate partiale de ordinul intii si doi continue pe D.

Dac3d P(x,y,z),Q(x,y,z) si R(x,y,z) sunt trei functii continue
$i cu derivate partiale continue pe S,atunci:

frP(x,y. z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y, z)dz=

1 35- 35 {35~ (32~

s\dx 8y & )
egalitate care se numeste formula lui Stokes.
Demonstratie,

s 2 dx = 8f s 8L
L‘P(x,),z)dx fﬁP[f(u,v),g(u,v),h(u,v)](audu+6 dv)

unde C este conturul domeniului D din planul xOy.
Notdm:

Plf(u,v),g(u,v), h(u,v)] =P (u,v)
s1 deci:
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f P(x,y, z)dx=f P*(u, v) bfdufP‘(u, V) 9—Edv+
|~ ¢ du

dv
SL] sl 80) suler g )Juav-

;]~’~|6p 8f 3P by, 8P 8h\8Ff .. 8°f _
( du’ 89 &u &h Bdu bv dvdu

3P bf 8P by 8P Bh\ 8f .. 8F )
57 By 35 v 8h Bvl 3a ¥ dubv ]d“d"
~[[|8P( 8x bz 8x 38z) B8P 8x B8y 8x By -
[Is:l 80 82 50 52 ) yl50 50 5 ba )]d“d"

=ffl5,f' D(z,x) 8P Q‘.ﬁz!?]dudvsz 8P j,dx- gfdxd

|8z D(u,v) 8y D(u,v) s 8z Sy
Anal og obl;inem-

fQ(x y,z)dy= jj dxdy— 3Qdyaiz

fl((x y,z)dz= ff —«dydz- ~—-dzdx
Adunind cele trei relatii,obtinem:

f Pdx+Qdy +Rdz =
P

-[f(:’f “Q)d dz + gp bk)dzd)ﬁ(go ”)dxdy

141

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



S4 se calculeze integralele de suprafatd:
I—-ff zdo pe (S) x*+y*+z*=a%,z20.
S

(s) z=Ja’-x?-y? se proiecteazd In (D) x?+y?<a?

I= U\/m T ) ol dxdy=affpdxdy=l]a3

_.XZ_y

I=ffszdxdy+xdydz +ydzdx pe suprafata:

(S){y=asinbsin (8, ¢) € (D) %Z%s;;n

z=acosf

{x=a sinecos$

_D(x,y) _|acosBcosd acosesind;l _ :
axdy = D(6,d) dBdd 'l-asinﬂsin¢ asinbcos¢ dBdd =a*sinBcosOabdd

ayatz= 20 2) cna [ 52208108 ~2%17)] abp - aa nbcoss o

dzdx= P2, %) AOdd = l -asin® acosBcos¢ dBdb=a?sin?0sing dBdd

DO, ) -asinBsin

I ;ffva3sin609d¢=a3f:'d¢f:sineaﬂ=41:a’.
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CAPITOIL.UIL. VI

INTEGRALE TRIPLE

Considerdm un corp K de volum
V,neomogen,de densitate
f(x,y,2z)=20,variabild, f fiind
definitd $i mdrginitd in V:
ms f(x,y,z) s M, (x,y,2z)€V
Ne propunem sd determindm masa
totald a corpului K.

x FIG 6.1

Domeniul V f9nchis i mdrginit este interior unui interval

tridimensional I:
I1={(x,y,z) / asxsb,csysd, eszsg}
Considerdm diviziunile:

8:a=x,<x,<...<X, ,<x,=b
8=y <y, <. Yy <Vp=d

3":e=2,<2,<. .. <2, ,<2,=g

respectiv ale intervalelor [a,bl], [c,d], [(e,g].Planele paralele cu
plenul yOz prin punctele diviziunii §,planele paralele cu zOx prin
punctele diviziunii 6' gi planele paralele cu xOy prin punctele
diviziunii 6'' Impart intervalul I in nmp subintervale:

Ii56={(X, ¥, 2) /| X;$XSX;,1, ViSYSYjey s ZySZS 24,1}

Dintre acestea,o parte sunt continute in intregime in V
(multimea acestora o notdm M),o parte contin gi puncte ale lui V si
ale lui I-V (multimea lor o notdm cu M') si alte subintervale

exterioare lui V.
Definitie, Numim o diviziune A a volumului V,multimea
subintervalelor I,;,, din M i M' i notdm:

A=8,,8,,...,8,)

ordinea de numerotare a subintervalelor 6, fiind indiferentd.
Norma unei diviziuni A este:

V(A) =max(X;.; =X, V.~V Zx., ~Z ) =max{v (8) ,v (8", v (8”))

Notdm cu m,,M, marginile inferioar3d si superioard ale functiei
f(x,y,z) in 9,:
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msfx,y,2) sM, , (x,y,2)€d;

i formdm sumele:

p
SA:Z m;v, (suma Darboux inferioard)
=1

p
SA=;: M;v, (suma Darboux superioard)
=1

P
L‘A-; fi€;,my, ¢;)v, (suma Riemman)

unde v, este volumul subintervalului 6, iar (§;,n;.{;) un punct
oarecare in §,.

Proprietdti:
1. Dacd A' este o diviziune a volumului V mai find ca A rezultd:
S)58,/85,/55,
2. Oricare ar fi diviziunile A' gi A'' ale volumului V rezultd:

NG

3. 5,530,585,
4. s,=info, ; S,=supo,
Aep’ Aed’

Definitia I, Fie f o functie definitd si mdrginitd pe un volum
VcR'.Se spune cd f este integrabild Riemman pe V dacd pentru orice

sir de diviziuni (A,)-»0 ale volumului V cu v(A, -0 cind

nso,sirurile sumelor Darboux (S,) i (S,) au o limitd comund

M finitd care se numeste integrala tripld a functiei f pe volumul
V 51 se noteazda:

M-fffvf(x, y, z) dxdydz
Dacd f(x,y,z)z20 in V,atunci M reprezintd masa corpului K,de

volum V,de densitate f(x,y,z).

Definitia II, O functie f(x,y,z) definitd si wmdrginit3d pe
domeniul Iinchis $i mdrginit VcR’ este integrabild Riemman pe V,dacd

pentru orice gir de diviziuni (A,) cu norma V(A))-0 cind nso gi
pentru orice alegere a punctelor (§;.,n;,(;)€3,cA, ,sirurile Riemman

corespunzdtoare (0,) au o limitd comund, finiti M.
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Criteriul de integrabilitate al lui Darboux., Functia f(x,y,z)
definitd si mdrginitd pe un domeniu inchis s$i mdrginit V este
integrabild pe V dacd pentru orice numdr €>0 existd un numdr n(e) >0

astfel incit pentru orice diviziune A a domeniului V cu v (A)<n(e)
sd avem S,-S,<e€ .Demonstratia se face la fel ca la integralele

duble.

Se aratd cd functiile continue pe un domeniu inchis i mdrginit
V sunt integrabile pe V.

Proprietdtile integralelor triple sunt analoage celor de la
integrale duble adica:
1°. Dac3d f este integrabild pe V §i A€R,atunci Af este integrabild
pe V si

ff vlf(x,y,z)dxdydz=lfffvf(x,y,z)dxdydz

2°. Dacd f si g sint integrabile pe V,atunci f+g este integrabild
pe V si

fffv[f(x,y,z)+g(x,y,z)]dxdydz=f]];f(x,y,z)dxdydz+

Y d

+ff Vg(x v, z) dxdydz

3°. Dacd f(x,y,z)=20, (x,y,z)€V,este integrabild pe V atunci
[[[ £ (x.y. 2) dxdydzz0

4°. Dacda f(x,y,z)=29(x,y,z),(x,y,2z)€V,8i dacd f i g sunt
integrabile pe V atunci

ff f(x,y,z)dxdydzszf g(x,y, z)dxdydz
v 14
5°. Dacd f este integrabild pe V i V=V,uV, atunci

ff vf(x,y,z)dxdydz=ffﬁlf(x,y,z)dxdydz+ff vf(x,y.z)dxdydz

6°. Dacd f este integrabild pe V atunci gi |f| este integrabila pe
V gi

[f Vf(x,y,z)dxdydz‘sfffv|f(x,y, 2) |dxdydz

7°. Formula de medie, Dac3d f este integrabild si mdrginitd pe V:
msf(x,y,z) <M, (X,y,z) €V,
atunci existd un numdr msusM astfel incit:
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fff f(x,y, 2) dxdydz=pV,
"
unde V, este volumul domeniului V.
Calculul integralelor triple,
I. Considerdm intii cazul cind V este un interval I limitat de un
paralelipiped:

I={(x,y,z)/x€la,b),yelc,d]l, zele,gl}
Teoremd, Dacd f(x,y,z) este mdrginitd gi integrabild pe I si
dai"a. pentru orice (x,y)€[a,b]x[c,d] existd integrala
F(x,y) =f:f(x,y,z) dz ,
2°. F(x,y) este integrabild pe D=[a,blx[c,d],atunci:

ffflf(x,y, 2) dxdydz=ffv{ :f(x, v, z) dz|dxdy

Demonstratie. Consider&m diviziunea A=(3,,3,,....,8) a
intervalului I formatd din subintervalele:
15={(X,y,2) / x€[x,, Xin|: VE[Y 51 Y5u1]r Z€[Zkr Zyar])

Fie:
m,,=inf f(x,y,2z) , M ,=sup f(x,y,z)
(x,y,z) €I, (x,y,2) €1,y
gi sumele Darboux corespunzdtoare:

n-1 m-1 g-1 n-1 m-1 g-1

8, = ;;;mijkvjjk i Sp= f‘:;zMx;ka;k'
=0 k=0

unde v,,, este volumul intervalului I,,:
Vigk = (XinX1) » V3017V 5) + (Zke1™2x)

mysf(x,y,2z) <M, (X,y,2) €1,

mi(Zxar™ zk)sf ‘fix,y, z) dzZ <M, (Zxy=2x) . (X, V., 2) €I,

fnsumind in raport cu k:
qg-1 g g-1
Y m(Zea -2 sf E(x,v,2)dZ<Y ) M2y, ~2y)
k=0 < k=0

Functia F(x,y) ;fyf(x, y,z)dz este integrabild pe D=[a.b]x([c,d]
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deci si pe orice domeniu Dj;=[X;, X | X[V;j: V]

g-1

s q
2 , M2k~ 2k (xl'l_xl)(y]'l_yj)Sffo_l[fs f(x,y,z)dzldxdy<
0 i

q-1
SE M) (Zker™ 20 (Xie1 "X3) (Vi1 7Y5)

k=0

insumind in raport cu i gi j si tinind seamd cd D = U Dy:
Osisn-1
Osjsm-1

sdsff Ugf(x,y,z) dz|dxdy<S,
Dl e
de unde rezultd:

ffflf(x, v, z) dxdydz=ffDU:f(x, v, z) dz|dxdy

deoarece: sup s, = inf S, = ff If(x,y, z) dxdydz .
Notdm:

[fflf(x, V. 2z) dxdydz=ffv[ :f(x, V. Zz) dz]dxdy=ffvdxdyf:f(x, v, 2z)dz=

b d
=f dxf dyfgf(x,y,z)dz
a c e
(am tinut seama de notatia de la integrale duble).
IT. Considerdam cazul cind domeniul de integrare V
este un cilindru T: T=Dx[e,g]=((x,y,z)|(x,y) €D, zele, gl}

z unde D este un domeniu inchis
$i mdrginit din planul xOy 1i-
mitat de curba I' gi cuprins in
dreptunghiul J:

T J={(x,y) |x€la, b),yelc,d]}

FIG 6.2 Cilindrul T este cuprins in
paralelipipedul:

o 7
v
.
/ YS9
)(k

T={(x,y,z) |x€la,bl,yelc,dl, zele, gl}

Teoremd, Dacd f(x,y,z) este midrginitd si integrabild pe T si
daca:
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o
1° pentru orice (x,y)eb exlsLd 1nleytala: F(A,\)—[ tix,y,z)de

2°. F(x,y) este inteygrablla pe D,atunci:
o

3 P e D o Vg .j‘

f[f‘[(x,y,z)dxdydz !fqut(x y, z)dz

—ffudxdyf:f(x, Y. z)dz—fb.lx il dy[:[(x, y, &) dz

uxddy -

Lemonstratie. Cuuside:.au: [ull::ll,‘;a.' L, riues
oy, (G R RN TR
[[[f £0cy. 2 axidyde - [[[ £ix.y. 2 anay s d:;
f”‘f(x,y,z)JX<1sz-[fJJnyf:f(x,y,zmz~ &é;
[ xay [PEx, v 2y dz o [ dxay [TEox v e - R L
- [f axdy [*£(x, v, 2) dz o \;:;— £ ’

deci :

fffrf(x, y.2) dxd)u]z—f[“dx.,lyf:r(x, y,z)dz -

b &, (%)

-‘f JXf B dyfgf(x.y.z)dz
a 4 (x) ®

unde am considerat cd o paraleld la axa Uy taie curba [ in doua

puncte de abscisi:

v,i=¢,(x) <y,=¢, (x)

111. Considerdm volumul V iInchis gi marginit de o suprafatd S
(presupunem cd o paraleld la axa Oz taie supratata S in doua
puncte) .Considerdm cilindrul proiectat al volumului V pe planul
x0Oy, T;cilindrul T contine volumul V fiind tangent dupd o curbd y la
suprafata S care se proiecteazd pe planul xOy in domeniul D limitat
de curba I' care este proiectia curbei y din spatgiu.

Cilindrul T este cuprins intre planele z=e §i z=g,e §i gle<g)
fiind cotele extreme ale punctelor de pe suprafata S.Curba ¥y
fmparte suprafata S intr-o suprafatd S, de ecuatie z=¥ (x,y) g8i o
suprafatd S, de ecuatie Y,(x,y).
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Teoremd, Dacd functia f(x,y,z) este integrabild §$i marginita pe

si daca:
1°. pentru orice (x,y)e€D existd integrala

2,y
F(x.y) =f" o f(x,y,z)dz ,
9, (x,y)

2°. functia F(x,y) este integrabild pe D,atunci:

ff f(x,y, z) dxdydz = H,

ff dxd f"(x y’f(x,y,z) dz~f ax[** yf"(x'y)f(x,y,z)dz

$, (x) v, (x.y)

m )
o f(x,y,z)dz

dxdy =
¢, (x.y)

v

Demonstratie, Reducem problema integrdrii pe V la problewa

integrdrii pe cilindrul T,considerind functia:

. _ £, ¥+:2) & daca(x,y, z) €V
f(x,y,z)-{ 0, daca(x,y,z)€T-V

ff Tf‘ (x,y,2) dxdydz=ff vf(x, vy, z) dxdydz
[/ £ (x,y, 2) dxdydz =ff,,[ :f‘ (x,y, z) dz|dxdy =
=ffb[fmf‘ (x,y,z) dz+fmf' (x,y,2) dz+fmf' (x,y, z) dz]dxdy=

ff[ etk y)f(x,y, z) dz

v, (xy)

st [ .. 0

=fbdx "wdyf"‘xy f(x,y, z)dz,
a ¢, (x) v, (x.y)

presupunind cd o paraleld la axa Oy (in planul xOy) taie curba I' in

doud puncte de abscise:y=¢, (x) gi y=¢,(x).

Exemplu f/fv xdxdvdz =/;Jl xdx/: 141;//: Y dz

x+ty+z-1<0
x<0
y20
z20

Vi

S ACL,0,)

FIG 6.4
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Schi i {abile in i ; 0]

Consider3dm transformarea de coordonate a volumului V'cR’ in VcR’:
x=f(u,v,w),y=g(u,v,w),z=h(u,v,w), (u,v,w)€ev'
functiile f,g si h fiind continue,cu derivatele pargiale de
ordinul intfi continue in V' si cu determinantul functional

3¢ 8g 8h

du du du
f 8g 8h

O

D(X,¥,2) _
D(u,v,w)

=2

&2
ow'o-o
o<

Sw dw

diferit de zero in V'.
Formula schimbdrii de variabile in integrale triple este:

ff vF(x,y,z)dxdydz=fffvlF[f(u,V, w),g(u,v,w) , hiu,v,w].

w

D(f,g9.,h)
.I———D(ulv’w)l.dudvdw

Exemplu:

I=fff (x*+y?+2z?)dxdydz ,v fiind volumul 1limitat de sfera cu
v

centrul in 0(0,0,0) si raza R=a

x=rsinfcos )
{y=rsingsin g—g—'% =r?sin® drddde
z=rcos .0,

1=ffvz3 8in6 drd®d =[°"d¢ﬁ'sine daf:rfdr -Mat.

F la lui G C Jeki

Fie V un volum in spatiu,mdrginit de o suprafat3 S astfel incit
orice paraleld la axele de coordonate care intersecteazd pe V taie
suprafata S numai iIn doud puncte.Volumul V Be proiecteaz3 in
domeniul D pe planul xOy.Generatoarele cilindrului proiectat al
volumului V pe planul xOy intilnesc suprafata S dupd o curb3d y care
imparte suprafata S in doud suprafete : (S,) z=¢, (x,y) si
(S.)z=vy,(x,y) .

2
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Dacd P(x,y,z),Q(x,y.z) $i R(x,y,z) sunt trei functii continue

cu derivatele bP 20 bR continue pe V, atunci are loc
y' 8z
egalitatea:
: , _[[[(3E, 80, 3R
ffsP(x,y, z)dydz+Q(x,y, z)dzdx+R(x, y, z) dxdy fff‘( bx' By bz)dxdydz
numitd formula lui Gauss-Ostrogradski.
Demonstratie.
OR v.(x.y) §R
fffvbzdxdydz ff dxdf e bzdz ffD[R(x V¥, (x,¥))-R(x,y, ¥, (x,y))

Jaxdy=[[ ROy, ¥, (x, ) dxdy - [[ Rx,y. ¥, (x,y)) dxdy=

=f ﬁR(x,y,z)dxdy+]];R(x,y,z)dxdy=j];R(x,y,z)dXdV
Analog obtinem:

fffv%gd"dydﬂffsp(x,y, z)dydz

fffvg—f,)d"dydﬁf (X, y, z) dzdx
Adunind obtinem:

ffspdydz+0dzdx+Rdxdy=fff(gi gg :R)dxdydz,

integralele de suprafatd fiind luate pe fata exterioard (pozitivd)
a lui S.

13 i als 4 lel {p]
1. Volumul unui corp V este:
v=fffvdxdydz
2. Masa unui corp K de volum V gi densitate p(x,y,z) este:
M—fffvp(x,y, z) dxdydz
3. Coordonatele centrului de greutate

fffvxp(x,y,z)dxdydz' ) ff Vyp(x,y,z)dxdydz.
M rYe” M ’

XG=
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ff 2P (x,y, z)dxdydz
i Zg= =

4. Momente de inertie

u°=fffv (x?+y3+22) p (x,y, z) dxdydz
u0x=ff v(y’+z’) p(x,y, z) dxdydz

uxoy=fffvz’p (x,y, z) dxdydz
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Exercitii.
538 se calculeze integralele triple:

% B dxdzdz ~ xty+z 150
: /ff\ (]+x+y*z)3 . ) x20,y20,220

I___ffudxdyfolxy _dz

(1+x+y+2z)?

2”[ ;;,ry—)‘]d’“’y"

<0,0,1>
/ f fl x 1
N<0,1,0) (1*X*}’)2 16
Qi
— f -5— +d1nz
. €1,0,0» "2l TexT 16" 2
v
» FIG 6.3

1 -fffvxyz dxdydz

Se trece la coordonate sferice:

Xiry4izig1
pe (V){xzo,yzo,zz()

n

oy sinﬂcosz 0s0s 2
y-rsinfsin (0,¢) € (D) %
z=rcos0 0sés 5

rdz= (XY, 2) =
dxdydz D(r.6.8) drdBd¢ =r?sinbdrddde

1 =fffvlt'*‘sinJBcosﬂsimbcosd)dxdﬂdtb=

J,

N

sln¢co'a¢d¢f sln’OcosOaﬂf r®dr -

1
3

(NI

=1
48

| =

([ [ Vx?+v? dxdy.i: Zsxfryisd
f/fvvx ik HEE pe (" 0<z<2
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I= f f Vxey? dxdy foﬁ"_" dz=

=ffD(x’*y’) dxdy=ffo’r3draﬁ

x=rcosf
dxdy =rdr d®

y=rs8inb

I=f:'aﬂf:z’dr=4.23=8x.

FIQ 6.6
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