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2 Cuprins

CUVANT INAINTE

Cursul se adreseaza studentilor din anul 4, precum si celor ce
pregatesc doctoratul gi/sau diploma de studii aprofundate.

Pentru calculul Malliavin am urma* in principal monografia
lui D. Nualart: Malliavin calculus and related topics, Springer,
1995, iar pentru teoria deviatiilor mari am folosit menografia
lui R. Azencott: Grandes deviations et applications, Lect. Notes
in Math. vol. 774, Springer, 1980. In afard de acestea, am uti-
lizat idei din cursurile tinute la Universitatea Paris 6 (Pierre-et-
Marie-Curie) in anii 1992-1995 de A. S. Ustiinel (pentru calcul
Malliavin) si A. Millet (pentru deviatii mari).

In primul capitol am reamintit cateva lucruri de calcul sto-
castic clasic; am pus accent pe integrala stocastica si ecuatiile
stocastice, deoarece aplicatia standard (atat a calculului Malli-
avin cat si a teoriei deviatiilor mari) este la ecuatiile de tip 1to.

Autorul multumeste d-lor profesori I. Cuculescu, C. Tudor
gi M. Dumitrescu, care au citit manuscrisul §i mi-au precizat
notiunile, rezultatele i aplicatiile importante pe care sa pun
accent.

Gh. Stoica

Bucuresti, 1997
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1
INTRODUCERE

1.1 GENERALITATI

Fie Q £ 0 o multime gi £ un corp borelian (sau o—algebri)
pe (. O probabilitate P pe (2,K) este o masurd (pozitiva)
cu P () = 1. Tripletul (?,K, P) se numeste cAmp de prob-
abilitate. Elementele lui K se numesc evenimente. Functiile
masurabile de la (2 la R se numesc variabile aleatoare (pres-
curtat v.a.) gi se noteazd cu X,Y,... sau cu f,g,... Integrala
lui X in raport cu P se numeste media lui X si o notim
E(X)= [ X (w)dP (w) = [ XdP. Daci un eveniment are prob-
abi'itatea 1, vom spune ca are loc aproape sigur (prescurtat a.s.)
sau aproape peste tot (a.p.t.). Vom nota cu 1, functia indica-
tor a multimii A : 14 = 1 pe A si 0 pe A° (A° este comple-
mentara lui A). Dacd A,,n > 1 este un gir de multimi, notim

limsup,,_,_,,oo An = ;::l :::n Ak‘

1.1.1 Lema Borel-Cantelli I: daci 3"} P (An) < +00, atunci
P (limsupn_.+°° An) =0.

1.1.2 Inegalitatea Cebagev: dacd X > 0 a.s., atunci P (X 2 a)
<LlE(X).

1.1.3 Inegalitatea Jensen: dacd g este convexid, X si g(X)
sunt integrabile, atunci E {g (X)] > ¢ [E (X)].

Legea (sau distributia, repartitia) lui X este probabili-
tatea P o X! pe R definitd prin Po X~ (A4) := P(X € A)

1.1.4 Formula de transport (schimbare de variabild): daci
f este P—integrabild, atunci E[f (X)] = [ f(z)dP o X~ (z)
(integralele existd simultan §i au aceeasi valoare).

Definitia legii si afirmatia 1.1.4 se extind in cazul unui vector
aleator (i.e. la o aplicatie misurabild de la Q la R? ).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



4 1. INTRODUCERE

Doua evenimente A, B sunt independente daci P (AN B) =
P(A) P(B). Definitia se extinde la o familie arbitrara de indici:
evenimentele A;,1 € I sunt independente daci P (M-, A;,) =

T_, P (Ai,) pentru orice {1;,...,1,} C I, n € N. Corpul bore-
lian F este independent de corpul borelian G daca orice A € F
este independent de orice B € G. Corpul borelian generat de
v.a. X, notat o (X), este familia {(X € A), A boreliani}; doua
v.a. sunt independente daca corpurile boreliene generate de ele
sunt independente. Similar se definesc independenta: unui eveni-
ment §i a uner v.a., ca §i a unei v.a. cu un corp borelian.

1.1.5 Daci X,Y, XY sunt integrabile, iar X,Y sunt indepen-
dente, atunci £ (XY)=E(X)E(Y).

Functia caracteristicd a v.a. X este transformarea Fourier
a legii ei: [ e*<dP o X7} (z) = E ().

1.1.6 Criteriu de independenta: X, Y sunt v.a. independente
daci si numai daci Ee'(*X+sY) = E (e“x ) E (e"Y) pentru orice
t, s reali. P

1.1.7 Lema Borel-Cantelli II: fie A,,n > 1 evenimente inde-
pendente. Daci 1 P (A,) = +00, atunci P (limsupn_d_m A,,)
= 1. '

Tipuri de convergenta:

1. Xp — X a.s. (sau a.p.t.) dacd P(X, —» X)=1.

2. X, — X in probabilitate (sau in masurd) daca, pentru
orice €> 0, avem P (|X, — X| > €¢) = 0 cand n — +oo0.

3. X, > XinlLr(p>1)daci X,,X € L”si E|X, — X|" —
0 cand n — +oo.

4. X, — X in lege (sau in repartitie) daca [ f (X,)dP -+
J f(X)dP cand n — +oc, pentru orice f € Cs(R) 1.e. con-
tinud gi marginita pe R. Convergenta in lege este echivalenta cu
convergenta slaba a masurilor (repartitiilor) Po X! = PoX 1.

Au loc urmatoarele implicatii:

convergenta a.s., convergenta in L?

Y

convergenta in probabilitate

4

convergenta in lege.
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1.1. GENERALITATI 5

Definitiile §i rezultatele de mai sus se extind fird dificultate in
cazul vectorilor aleatori.

O familie de v.a. X, se numegte uniform integrabil4 daci
Juxai>e) | Xn | dP — 0 cand ¢ — 400, uniform in raport cu n.

1.1.8 Teorema de convergentd dominatd: fie X, € L? cu
X, — X in probabilitate. Atunci X € L? gi X, — X in L*?
daci §i numai daca familia (|X.[?)n>1 este uniform integrabili.

O v.a. X este gausiani (sau normald), centrati si de dis-
persie 1 dacd P (X € A) = 71'27f,4 e~=/2dz, A boreliani. Pe
scurt vom spune ca X are legea N (0,1) i.e. are legea normala
de medie 0 si dispersic E[X — E (X))’ = 1. Functia sa car-

acteristici este F (e“x ) = e /2 Spunem ca v.a. X are legea

N (a,b?) dacd X = bZ + a, unde Z are legea N (0,1). Vectorul
aleator X = (Xj,...,X,) se numeste gausian dacd existd un
sir Z1,...,2Zm de v.a. independente cu legea N (0,1) si numere
reale b;;, a; astfel ca X; = Y7L, b;;Z; + a; , pentru: = 1,...,n.
In notatie matriciala X = BZ + A. Covariatia a doud v.a.
X.Y este Cov(X,Y) = E[(X-E(X))(Y — E(Y))]. Dacd
v.a. gausiene sunt centrate i.e. A = O, matricea de covariatie
este Cov(X) = E(XX') = E [(BZ)(BZ)'| = E(BZZ'B") =
BB, unde X* este transpusa vectorului X, iar daci Cov (X) =
B B! este o matrice diagonala, atunci componentele X; sunt in-
dependente.

1.1.9 Legea numerelor mari: fie (X, )n»1 §ir de v.a. indepen-
dente identic repartizate. Atunci

1"_+_n+_X" — E(Xy) as.

daca si numai daci v.a X, au medie finita.

1.1.10 Teorema limitd centrald: fie (X, )n>1 §ir de v.a. inde-
pendente identic repartizate de medie finitd §i presupunem cd
o?:= E[X; — E(X)))? < o0. Atunci

X1 +4...+ X, —nE(X))
v
Daci F C G sunt corpuri boreliene si X este v.a. G —masurabila
si integrabild, numim valoarea medie a lui X conditionatd
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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6 1. INTRODUCERE

de F, orice v.a. Y care satisface [, YdP = [, XdP pentru orice
AeF.

1.1.11 Valoarea medie conditionati este unica a.s. Daci X
este integrabild, atunci valoarea medie conditionatd E [X | F]
existd. Dacd € C F, X, XY sunt integrabile, Y este v.a. F—
masurabild, atunci E[E[X | F] | E]=E[E[X | €] | F]=
E{X|&E s EXY |Fl=YE[X | F].

Se foloseste notatia E[X |Y] pentru E[X |o(Y)].

1.1.12 Convergenta valorilor medii conditionate: fie , un sir
crescator de corpuri boreliene i F, :=corpul borelian generat
de Un»1 Fn - Atunci, pentru orice X € L?(P), avem

E[X | F.) = E[X | Fx) in L%i as.

Dacd X € L (P), atunci convergenta precedentd are loc in L! si
a.s. Aceleasi afirmatii rAman adevirate in cazul descendent i.e.
daca F, este sir descrescator de corpuri boreliene §i inlocuim
Foo €U Foo :=lap1 Fn -

Fie (©,K, P) un camp de probabilitate si fie B corpul bore-
lienelor pe [0,+00). Un proces stocastic, notat X (t,w) sau
X, (w) sau simplu X, este o aplicatie de la [0,4+00) x @ la R,
masurabild in raport cu produsul corpurilor boreliene B @ K.

Procesul X = (X,),,, de v.a. reale se numeste gausian daca
orice combinatie liniara reala finiti cu elemente din X are legea
gausianma. Legea oricarui subsistem finit (X,,...,X;) al unui
proces gausian are lege gausiana n—dimensionald. Legea unw
proces gausian este complet determinatd de mediile sale si de
matricea de covariatie asociata.

1.1.13 Pentru ca v.a. gausiene X, , t > 0 sa fie independente,

este necesar gi suficient ca, pentru orice ¢ ¥ s sa avem
E{[X, - E(X)][X, — E(X,)]} =0.

1.1.14 Peantru un proces gausian, convergenta in probabilitate
{deci si cea a.s.) este echivalentd cu convergenta in L? | iar limita
este gausiani.

Trecutul "minimal” al unui proces stocastic X = {Xi,t > 0}
la timpul s este o—algebra FX = o (X,,0 < u < s); indexata

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.1. GENERALITATI 7

dupé t > 0, o astfel de familie crescitoare de o—algebre se va
numi filtrare. Intuitiv, procesul X este Markov daci, vrand si
facem predictia la timpul s la ceea ce se va intampla in viitor,
aceasta se face cunoscand starea procesului X la timpul s si
nimic altceva. Acest lucru se scrie

P[X.€e A|FX|=P[X. € A| X)) as.
pentru 0 < s <t, A C R boreliana,

unde P [Xg €A ].-.x] = F [1(x,eA)
s <t,

f,x] . Daci, pentru orice

Py (X,,A):=P[X; € A| X,]
sunt probabilitdti (numite de tranzitie), spunem ci procesul

X pe (9, K, P) este Markov in raport cu filtrarea {G;,t > 0}
daca
P[X.€ A|G,)= Py [X,,A] P—-a.s.,
pentru orice f boreliand marginita,
0<s<t, ACR boreliana.
Sa observam cad, daci X este Markov in raport cu G;, atunci
este Markov §i ir. raport cu FX.
1.1.15 Definitia procesului Markov este echivalenta cu:

E[f(X:) | F¥] = Puf (X.),
pentru orice s < ¢, f boreliand marginita,

unde P, f(z) := [ f(y)Pu (z,dy),

gi are loc relatia Chapman-Kolmogorov:

Peu(z, A) = [ Pu(z, dy)P(y, A)
pentru orice 0 < s <t <u, z € R, A C R boreliana.

Probabilitatile P,; se numesc omogene daca depind doar de t —s
i.e. Py = P,_,, caz in care relatia Chapman-Kolmogorov devine
Piss(z,A) = [ P,(z,dy)Pi(y,A) pentru orice t,s > 0,A C R
boreliana, adicd {P;,t > 0} formeazi semigrup.

1.1.16 S presupunem ca

Puf(z) = [ Pu(z,d)f0) = [ S@)p(t,5,2.v)dy

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 1. INTRODUCERE

pentru orice f boreliani marginitd (sau continud care se an-
uleazi la oc), unde p(t,s,z,y) sunt densititile de tranzitie
i.e. densitatile Radon-Nicodym ale masurilor P,;. In cazul omo-
gen, o rescriere este Py, f(z) = P (P,f)(z) sau Py, = PP, =
P,P, , adica operatorii P; formeazid un semigrup care, daca
traiectoriile procesului X sunt continue, este tare continuu pe
functiile continue (i.e. P;f — P, f uniform dacd f este continua
git\,s)

1.1.17 Generatorul infinitezimal £ al semigrupului P, (a
carul existentd este asigurat de teorema Hille-Yosida) contine
in domeniul s&u Dom(L) funciiile boreliene marginite (sau con-
tinue care se anuleaza la co) si, pe aceste functii, are loc formula
de calcul

Bf-7
t

in sens tare.

£r=lgT

Derivand ecuatia semigrupului in s = 0, obtinem pentru f €
Dom(L) : £Pf(z) = P((Lf)(z) si &Pf(x) = L(PS)(z),
numite ecuatia inainte (sau Fokker-Planck), respectiv ecuatia
tnapot.

1.2 MISCARE BROWNIANA

Un proces stocastic W, se numeste migcare browniani (sau
proces Wiener) care incepe din 0 daca

(a) Wo =0 as,,

(b) pentru orice 0 < s < t, W;— W, este v.a. gausiani centratd
cu dispersia t — s,

(c) pentru orice 0 < s < t, W, — W, este v.a. independenta de
o (W,,0 <r <s),ie. independentd de cel mai mic corp bore-
lian in raport cu care v.a. W, 0 < r < s sunt masurabile

(d) cu probabilitate 1, traiectoriile (i.e. aplicatiile t — W' {w))
sunt continue.

In particular, covariatia migcirii browniene Cov (W;, W,) :
E W, W',] este egald cu t A s.

O miscare browniand d—dimensionald are expresia W, =
( Wwe.. Vd) , unde Wl ... W¢ sunt migciri browniene (de

Il

izfr'ensxune 1) independente.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. MISCARE BROWNIANA 9

Pentru a defini o migcare browniana care incepe din z € R,
este suficient si considerdm procesul W = z + W,. In loc
sd avem o singura probabilitate P gi mai multe procese W7,
va fi mai util s3 avem un singur proces si mai multe proba-
bilitati, in sensul urmitor. Notim ad-hoc Z; miscarea brown-
iand d—dimensionald definitd anterior. Fie ) spatiul functiilor
continue w de la [0, +00) la RY, si definim W; (w) = w (t). Con-
sideram F = o (W,,t < +00) i definim probabilititile P* pe
(2, F) prin

P*(W €A)=P(z+Z € A), pentruz e R%i A€ F.

Vom numi perechea (P*, W;); z € R?,¢ > 0 miscare browniani.

1.2.1 Proprietatea de scaling: daci ( P*, W;) este migcare brow-
niana care incepe din z §i a > 0, atunci (P’/“,a“W.z,) este
miscare browniani care incepe din z/a.

1.2.2 Uniform continuitatea si modulul de continuitate al
traiectoriilor browniene: presupunem ci t € [0,1] gi fiec > 1
dat. Peniru aproape toti w, existd § = § (w) > 0 astfel c3, daca
jt—s]|<é, atunc

| Wi (w) - W, (w) IS e[-2|t—s|log | t—s '

Pentru orice ¢ > 0, cu probabilitate 1, traiectoriile migcarii
browniene sunt Holder continue de ordin 1/2 — € gi nu sunt
Hélder continue de ordin > 1/2.

1.2.3 Nederivabilitatea traiectoriilor browniene: aproape toate
traiectoriile migcarii browniene nu sunt niciieri derivabile i.e. cu
probabilitate 1, aplicatiile t = Wy(w) nu au derivata in nici un
punct t.

Fie 7(¢) = {to < t; <... < ti} o partitie a intervalului [0, ¢]
cu norma || 7(t) ||= maxocick-1 | tisn—ti | §i f:[0,400) = Ro
functie oarecare. Definim var (f, 7 (t)) = =53 | f (tiy1) — f(t )2
Fie acum un sir de partitii x,(t),n € N ale lm [0,¢) din ce in ce .
mai fine; reamintim ci, dacd f este cu variatie marginita pe [0, ]
si || 7a(t) ||— 0 cand n — +oo, atund lima_ 40 var (f, 7, (1))
exista gi este egala cu 0.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10 1. INTRODUCERE

1.2.4 Variatia traiectoriilor browniene: daci || x,(t) ||— 0
atunci, pentru aproape toti w, avem

‘_l_i'rfw var (W (w), 7, (2)) =1t.

" In particular: pentru aproape toti w, traiectoriile migcirii brown-
iene au variatie nemarginiti pe orice interval [0,1].
Avem cd limy_ 4o l‘}‘ﬂ = 0 a.s.; un rezultat mai precis este
1.2.5 Legea logaritmului iterat la co: pentru aproape toti w,

avem
' /

imsu ___W,(w) 75 = lsi limin Welw) =

t—+00 (2t loglogt)!/ =+ (2¢loglogt)"/

sau, echivalent, legea logaritmului iterat in 0 :
Wi(w) .- Wi(w)

limsuyp ——————— = lgi liminf ———————— = -1 as.
N0 (2t loglog %) W N0 (2t loglog %)1/2

Consideram filtrarea (i.e. familia crescatoare de corpuri bore-
liene) FY¥ := o (W,,s <t),t € [0,+00]. Fie F? corpul bore-
lian generat de 7 si de multimile P*—neglijabile pentru orice
z € R4, jar Fy = F = Neso Fiye -

1.2.6 Miscarea browniana d—dimensionala este proces Markov
omogen in raport cu filtrdrile: F¥ | F? = F, . Densitatile de
tranzitie (numite nuclee gausiene) sunt date de

_ —d/2 _ lly — -’5”2
p(t’za y) - (2ﬂ't) €xp 2% N

Generatorul infinitezimal al migcarii browniene d—dimensionale
are ca domeniu functiile de clasd C}? (Rd) §i pe acoste funciii
avem Lf = (1/2)A.

Fie ¢ > 0;z,y € R fixate. Definim podul brownian prin:
BP™Y .= W,— ;’;W,o + 5‘1‘;‘—':+%y, 0 <t < to. Acesta este proces
Markov, este proces gausian (determinati media si covariatia),
si procesele BV B*¥* 0 <t < to au aceeasi lege.

Fie X, proces stocastic gsi F;,t > 0 o filtrare continuid la
dreaptz i.e. Fy = Fip := >0 Fite ; Presupunem cia X, este

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.3. MARTINGALE 11

adaptat la F; i.e. X, este F;—maisurabili, pentru orice t > 0. O
aplicatie 7 : 2 — [0, +00) se numeste timp de stopare (sau
optionald) dacid (T <t) € F; (sau, echivalent, (T <t) € F)
pentru orice t. Aplicatille T4 = inf{t > 0: X; € A} si 74 =
inf {t >0: X; ¢ A} le numim prima intrare (primul timp
de intrare) a procesului X, in multimea A, respectiv prima
iegire din A.

1.2.7 Daci X, are traiectoriile continue gi daci A este deschisi
(sau inchisi), atunci T4 este timp de stopare.

Fie acum T un timp de stopare; definim corpul borelian al
evenimentelor cunoscute pana la timpul T prin

Fr:={A€ Fo: AN (T <t) € F; pentru orice t > 0}
§i Xr(w) = XT(‘,,)(w).

Daci X; = W; =miscare browniana, atunci Fr este corp bore-
lian si T, Br sunt Fr—masurabile.

1.2.8 Proprietatea tare Markov pentru miscarea browniana:
daci T este F¥ —timp de stopare, atundi

P[Wry € A| Fr] = P [Wr,A] P —as. pe (T<°°)
pentru orice t > 0, A C R boreliana

sau, echivalent

E[f (Wr4t) | Fr] = (Pf) (Wr) P —as. pe (T < )
pentru orice t > 0, f € C3(R)

E[f (Ws) | Fr] = (Ps-1f) (Wr) P —as. pe (S < o0)
pentru orice timp de stopare S > T, S = Fr — misurabil
g feC(R).

1.3 MARTINGALE

Fie (Q,K, P) camp de probabilitate si 7, ,n € N o filtrare
i.e. un gir crescitor de o—algebre. Un sir de v.a. (un proces
cu timp discret) M, , n € N se numeste adaptat daci M,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12 1. INTRODUCERE

este F,—masurabild, pentru orice n € N. Similar se definegte
adaptabilitatca pentru un proces cu timp continuu M; ,t > 0 in
raport cu o filtrare F; , ¢ > 0. Spunem cai filtrarea F; satisface
conditiile obignuite daci este continud la dreapta (i.e. F; = Fyy
pentru orice t > 0, unde Fyy := (.50 Fe4c) §i daca fiecare F; este
completa (i.e. fiecare F; contine neglijabilele). In contiunare vom
lucra cu o singurd probabilitate P §i vom presupune ci filtrarile
satisfac conditiile obignuite.

Spunem ca girul M, este martmgal (cu timp dlscret) daca
M, este adaptat la F, , M, sunt integrabile pentru orice n i

E M, | .7-',._,] = M,_, as., pentru orice n = 2, 3,.

Similar spunem ci familia M, este martingal (cu timp cont.muu)
dacd M, este adaptat la F; , M, sunt integrabile pentru orice ¢
§i

E [M; | F,] = M, as., pentru orice 3 < t.

Daci avem E [M, | F,j > M, a.., pentru orice 8 < t, spunem
ci M, este submartingal. Dacid avem E [M, | F,] < M, as.
pentru orice s < t, avem un superinartingal. Submartingalele
au tendinta sd creasca; opusul unui submartingal este un su-
permartingal si reciproc; un proces care este submartingal si
supermartingal este martingal.

Exemple Daci W, este migcare browniani, atunci ea este
martingal. Similar W2 — t este martingal si, daca (W*, ..., w=*)
este migcare browniand d—dimensionala, atunci W W/ este mar-
tingal pentru orice 1 # ;. Un alt exemplu de martingal cu timp
continuu este M, := E[Z | F], unde Z este v.a. integrabilz.

1.3.1 Optionalizare in timp discret: daca T este timp de sto-
pare marginit in raport cu F, §i M, este martingal, atunci
EMy = EM, . Daci T este marginit de k g1 M, cste submartin-
gal, atunci EMy < EM; .

1.3.2 Optionalizare in timp continuu: dacid M, este martingal
continuu la dreapta (i.e. traiectoriile sunt continue la dreapta)
si T este timp de stopare marginit de k, atunci EMy = EM, =
EMo. Dacd M, este submartingal pozitiv, avem EMy < EM, .

Dacd M, sau M; sunt martingale, notdm My := sup,, | M, |
1 similar definim M ..
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1.3. MARTINGALE 13

1.3.3 Inegalititile lui Doob: daci M, este martingal continuu
la dreapta, atunci

P(M:>a)<E|M,|/a
Daca p > 1, atundi existd c care depinde doar de p astfel ca
EMP <cE|M,|.

1.3.4 Convergenta submartingalelor: dac3 X,, este submartin-
gal cu sup, E(X}) < 400, atunci X, converge a.s. cind n —
+o00.

In particular, dacd X, este supermartingal pozitiv sau mar-
tingal marginit superior sau inferior, atunc X, converge a.s.
Afirmatia 1.3.4 raimane adevarata pentru submartingale cu timp
continuu §i cu traiectorii continue la dreapta. In particular, daca
X este martingal continuu la dreapta cu sup, E | X¢|® < +oc
pentru un p > 1, atunci el converge a.s. si in L?. Similar pen-
tru X, submartingal continuu la dreapta. Dacid X, este martin-
gal uniform integrabil cu traiectorii continue la dreapta, atunci
convergenta este in L!'. Dacd X; — X, in L', atunci X; =
E[Xo|F].

1.3.5 Descompunerea Doob-Meyer in cazul discret: fie Z; .
supermartingal. Atunci existd un martingal M; si un proces
crescator Ay, astfel cd Ay, este Fr—madsurabild si Z;y = M; —
Ap.

1.3.6 Descompunerea Doob-Meyer in cazul supermartingalelor
cu timp continuu: fie Z; supermartingal cu traiectorii continue.
Atunci exista un martingal M; gi un proces crescitor A;, ambele
cu traiectorii continue gi adaptate la filtrarea lui Z; , astfel ca
Zy = M;— A, . In plus M; i Z; sunt unic determinate.

1.3.7 Dacd M, este martingal continuu de patrat integrabil
(i.e. E(M2) < +00), atunci M? este submartingal gi —M? este
supermartingal. Afirmatia 1.3.6 spune ca exista un proces con- '
tinuu si crescitor notat < M >; , numit procesul de variatie
patratd al lui M, , astfel ca M2— < M >, sa fie martingal.
Mai general, variatia patratda {< X >, , ¢ > 0} a unui proces
stocastic {X(t), t > 0} se defineste ca limita in probabilitate a
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4 1. INTRODUCERE

familiei T2 (Xuyy — Xo,) ' unde s = (0=to <t; <... < ta
= t) parcurge multimea partitiilor lui [0, ], cind norma partitiei
| * |= max; (t;31 —¢;) tinde la 0. In cazul migcarii browniene,
avem ci < W >;= 1 a.s. Pentru doui martingale M;, N; definim
< M, N >, prin polarizare:

2<MN>=<M+N>-<M>-<N>;.

1.4 INTEGRALA STOCASTICA ITO

Am vizut ci traiectoriile migcirii browniene (desi continue) nu
sunt nicdieri derivabile; aceasta inseamna ci nu putem defini
J f(s)dW, ca integrald Stieltjes pentru integranzi generali f.
Totusi, este posibil si definim o astfel de integrali stocastici
in sens L?. Vom defini [ H,dM, , unde H, = H,(w) este proces
adaptat "convenabil” §i M, este martingal continuu, de cele mai
multe ori migcare browniani. Clasa integranzilor este urmitoarea:
fie F, filtrare care satisface conditiile obignuite gi P = o—algebra
progresiv m#surabilelor (previzibilelor), generati pe 2 x
[0, +00) de procesele Y; continue la stanga adaptate la F; . Vom
cere ca H,(w) si fie misurabi! in raport cu P; (echivalent, un
proces masurabil este progresiv masurabil daca restrictia lui la
orice interval [0,¢] x Q2 este B([0,t]) ® F;-masurabild). In plus,
mai cerem ca E [f* H?d < M >,< +oco §i apoi vom slibi
aceastd ipotezd la [ H?d < M >,< 400 as.

Sa schitim definitia integralei stocastice in raport cu migcarea
browniani. Si observim ci, daci H este F,—maisurabild gi K
este F.—masurabild, W, este migcare browniani gi a < b <
c<d, atunci E[H (W, — W,) K (Wy—W,)] =0. Cum W2 -t
este martingal, avem E [H?(W, — W.)?] = (b~ «)E[H7). Sz
definim acum fj H,dW, . Daci H, este elementardi.e. H,(«) =
H(w)ljq y(s),cu H = F,—masurabila, atund definim (ca la inte-
grala Stieltjes) [0 H,dW, = H (W, — W,). Daci H, este simpld
1.e. combiaatie liniard finitd de integranzi elementari, definim
fo H,dW, orin hiniaritate. Ir fine, daci H, satisface E [} H2ds <
+00, aproximam H cu integranzi simpli H* gi definim integrala
stocasticd ca limita in L? a integraleler stocastice cu integranzii
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1.4. INTEGRALA STOCASTICA ITO 15

aproximanti H™. De unde stim ci limita in L? exist3 si ci val-
oarea ei este independenta de alegerea girului aproximant H™?
Dacd H este simpla, putem scrie H = 3°7_; K;1(,;5,)(s), unde
K; sunt marginite, F,,—masurabile gi a; < b < a; < ... < by,
Atunci

E (R Haw.)’ = B [T5, k7 (Wi, = W,,)’]
+E[2z:,<,K(W,,,— W.,) K; (We, — Wa, )] 5

al doilea suma.nd este zero si deci

E(AIH.M.)2=E(LIH3&)2.

Aceasta inseamni ci exista o izometrie intre [} H,dW, cu norma
din L*(P) si H, cu norma L? : (Efo‘(-)’ds)vz. Aceast fapt
ajutd la a ardta cid limita existid §i este independerti de girul
aproximant ales.

Sa revenim la cazul general al martingalelor continue si s3 dim
detaliile corespunzitoare. Fie M; martingal continuu de patrat
integrabil i.e. sup, E (M?) < +oo. Din inegalititile lui Doob
§i teorema de convergenta a martingalelor, M, = lim,_ 4, M;
existd §i E(M2) < 4oo. Considerim integranzi H prcvxznblh §i
ai. E [(f° H}d < M >,< +co.

1.4.1 Fie K v.a. mirginiti gi F,—mésurabili; definim

Atunci procesul I; este martingal continuu,
E(I3)=E[K*(< M > - < M >,)]
§i <I>=[Kly(s)dd<M>,.

Spunem ci un proces H, este simplu daci poate fi scris in
forma Y7, H;li,4,)(s), unde H; este F,,—misurabili gi mirgi-
nitd, pentru orice j. Pentru un proces simplu H,, definim

L= / HaM, =S (Mons, — Mina,)
=1
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16 1. INTRODUCERE

" 1.4.2 Daca H} este sir de procese simple a.i.

E [fo+°° (Hr —HF)d< M >.] — 0 cand m,n — +o0,
atunci E [sup,<+°° Iy - I:")z] — 0 cand m,n — +o00.

Observatie Un proces H, adaptat, de patrat integrabil si
cu traiectorii continue se poate aproxima cu procese simple; de
exemplu, sirul de procese

?"—1 i2—"
H,n = z > (-/( H.ds) 1[i2"',(i+l)2"‘](3)

=1 i-1)2-"

converge citre H, in sensul cd £ [f(;"“’ (Hr—H,)*'d< M >,] —
0 cand n — +o00. Mai mult, orice proces adaptat si cu traiectorii
continue H, admite o versiune progresiv masurabild, cu care
vom si lucra; in particular, obtinem ca sirul aproximant H} de
mai sus este adaptat.

1.4.3 Fie H} procese simple a.i.

+00
EU (H:—H,)’d<M>,]~0candn-»+oo.
0

Atunci I converge in L?, uniform in raport cu s € [0,+oc),
catre un martingal continuu. Limita, notata I, = f(; H.,dM, ,
este independentad de alegerea girului /™ care aproximeaza pe
H,. In particular, < I >= [fH?d < M >, .

Extensii ale definitiei integralei It6. Dacd [ H2d < M >,<
+00 a.s. dar nu este neaparat integrabil, fie

t Y
T,,=inf{t>0:/ Hid < M >,> k|
0

si definim f§ H,dM, ca fiind f; H,dM,,7, daci { < T;. Cum

< M >,.1, nu creste pe [T, +0o0), putem folosi definitia din
cazul integrabil pentru a defini integrala stocastica §i cum T} —
+00 cand k — +oc, definitia este completa pentru orice t. Un
proces M, se numeste martingal local daci existd un gir de
timpi de stopare S, — +oo astfel c& M;,s, sunt martingale
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1.4. INTEGRALA STOCASTICA ITO 17

de patrat integrabil pentru orice n. Daci M, este continuu,
timpii de stopare S, = inf {t > 0: |M,| > n} satisfac aceasta
conditie, deoarece M;,s, este marginit de n (pentru un exem-
plu de martingal local care nu este martingal de patrat integra-
bil, considerati migcarea browniani). Definim f; H,dM, ca fiind
fo HydM,ns, pentrut < S, si < M >;cafiind < M >,s pentru
1€ 5.

In casul miscdrii browniene, retinem deci urmatoarele: daca
H, este previzibil si [; H?ds < +00 a.s., atunci fj H,dW, existi
§i este martingal lccal si continuu, iar daca H, este de patrat
integrabil si Eﬁf; Hfdsj < +o00, atunci [; H,dW, este martingal
de patrat integrabil. In plus,

E [ HdW,) =0
E [f3 H.dW, [; H,dW,] = E [[{"* H?dr]
si < Jo HydW, >= [j H2ds.

Un proces A; se numeste local cu variatie marginitd daca
existd un sir de timpi de stopare R, astfel ca A g, sa aiba
variatie marginitd pentru orice n (in cazul continuu, se poate
considera girul R, = inf {t >0: fi|dA,| > n}) Un semimartin-
gal X este suma dintre un martingal local M, si un proces local
cu variatie mérginiti A,. Dacd [§ H3d < M >, + [5 |M.] |dA,| <
+oc pentru orice ¢, definim integrala stocastici [; H,dX, =
fo HydM, + [§ H,dA, , unde prima integrzlid este Ito (stocas-
tica), iar a doua este Stieltjes.

Pentru un semimartingal X; = M, + A, , definim < X >,=
< M >; . Daci X,Y sunt semimartingale, definim procesul
comun de variatie patrata prin polarizare:

<X,Y>,=%[<X+Y>,—<X>,—<Y>'].
1.4.4 Formula lui It6: fie X; = M, + A, semimartingal cu

traiectoriile continuc §i f € C?(R) . Atunci, cu probabilitate
unu, avem

FX) = F bt [ PRt [ 1 (X)d< X >, 020
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18 1. INTRODUCERE

Formula lui It6 d—dimensionala: fie X; semimartingal continuu
d—dimensional si f € C? (R‘) Atunci:

f(X)—f(xo)+/z (X.)dX;

Y

19=1

e , X’ >, as., pentrut > 0.

Mai mult. daca f € C? (R+ X R“) , formula lui It6 are forma
_ i &L 6f . rtof
f(t,)&,)—f(O./\(,)—/o gg(s.X,)dX,+/o ok (5, X.) ds

*‘/ Z ’7:::61 X,)d < X'. X' >, as, pentrut > 0.

1.4.5 In particular, dacd {Wi. t >0, 1 = 1,...,d} este migcare
browniana d-dimensionald. formula lui Ité devine: fie X7 =
Yo + 20, ou?dBY + [jvids, 7 = 1,...,m, cu u¥ | v pro-
cese adaptate §i masurabile astfel ca [ (uf;’)2 ds < 400 ,
> vllds < +00 apt.gi f€C*(Ry xR™), atund

LX) - 1 (0, xo)-ZZ/

=1 =1

t af (s X.)u"dW"

fzf of (s, X,)vzds+/o";—£(s,x.)ds

9 f

drior!

(s. X,)uYu'ds as.. pentru t > 0.

'l t

Observat,le Deosebirea fata de formula clasica de schimbare
de variabild se explica prin faptul cd variatia patrata a pro-
cesului X(t) este [iu?(s)ds si cand scriem formula lui Taylor
pentru functia f (¢, X;), obtinem o contributie de la termenul
Ae ordinul 2 care produce integrala suplimentara in formula lui
ito.
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14. INTEGRALA STOCASTICA ITO 19

1.4.6 Formula de integrare prin parti: fie X, Y semimartingale

continue; atuna

1 t
XY, = XoYo +/° X,dY, +/o YdX,+ < X,Y >, .

1.4.7 Inegalitatile lui Burkholder: fie p > 2; atund existd
¢, > 0 astiel ca

E(M[) < E [< M >}t €0, T)

pentru orice martingal conticuu M;¢ € [0,T], cu E[|Mr|f] <

In particular: E “fo‘ H,dW,r] < t?*1E [].f |H, P ds] a

1.4.8 Continuitatea gi derivabilitatea integralei stocastice iu
raport cu parametrii: fie Hy(z);t € [0,7],z € A C R previzibil.

(a) Daca Hy(z) este continuu in (£, z) §i derivabil in z, atunci
[ H,(z)dW, are o versiune continui in (¢, z).

(b) Daca Hy(z) este continuu in (t,z) §i de m+ 1 ori derivabil
in z, atunci f§ H,(z)dW, are o versiune continui in (¢,z) si de m
ori derivabild in z. In plus a—if,;f(: H,(z)dW, = J%H,(z)dw,
pentru k£ < m. '

1.4.9 Caracterizarea migcarii browniene gi a martingalelor: fie
M, martingal local continuu cu < M >;=1t g1t My = 0. Atunci
M, este miscare browniani. In particular, daci X; este pro-
ces d—dimensional cu componentele martingale locale continue,
Xo =03 < X', X7 >¢= §;;t, atunci X, este migcare browniand
d—dimensionald. Fie M; martingal continuu cu < M >, strict
crescator 51 < M >,= +00. Atunci M, este o schimbare de
timp a migcarii browniene §i existd o migcare browniani reala
W astfel ca My = Weps, (M; este o schimbare de timp a lui X,
dacd existd un proces crescitor 7(t) astfel ca M; = X,(,)). Mai
mult, orice martingal continuu este schimbare de timp a unei
misciri browniene, posibil stopata intr-un timp de stopare.

1.4.10 Reprezentarea v.a. de patrat integrabil i a martin-
galelor de pitrat integrabil, adaptate in raport cu miscarea
browniani: daci Y € L? este F;—masurabili, atunci existi
un proces previzibil H; cu E [fH?ds < +o0o 5 Y = E(Y) +
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20 1. INTRODUCERE

fo H,dW,. Dacid M, este martingal cu My = 0 si E(M?) <
+oc, atunci existd H; proces previzibil ai. M, = [§ H,dW, a.s.
si pentru orice t. In particular, dacd W; este miscare brow-
niana d—dimensionald §i Y este mdisurabild in raport cu fil-
trarea F; a miscarii browniene si din L?(P), atunci exista H; =
(Ht’, §i6 g H{’) previzibil cu E [} (H)? ds < +oo pentru orice j si
Y = E(Y)+/; H,-dW,. Tinand cont c& integralele stocastice in
raport cu migcarea browniand au traiectoriile continue, obtinem
ca martingalele adaptate in raport cu miscarea browniana admit
versiuni cu traiectorii continue (doua procese se numesc versiuni
daci, pentru orice t, sunt egale a.s.).

1.5 ECUATII STOCASTICE ITO

Fie (. K, P) campul de probabilitate canonic asociat unei mis-
cari browniene d-dimensionale {W} , t € [0,T], 1 <: < d}si F,
filtrarea miscarii browniene. Se dau ¢; , 4:[0,T) x R™ -R™ ,
1 < j < d functii masurabile. Coeficientul b se numeste drift,
iar o coeficient de difuzie. ,

Prin solutie a ecuatiei stocastice m—dimensionale cu coefici-
entil b. o, intelegem un proces X = {X;, t € [0,T]}, cu valori
in R™, F,—adaptat, care sa verifice

\,_1-4-2/ (s, X, )dW’+/ b(s,X,)ds , cuz € R™ dat.

(1.1)
Observati ca adaptarea solutiei la F, este necesard pentru ca
mntegralele stocastice din ecuatie sa aiba sens. Orice solutje a
ecuatiel stocastice se numeste proces de difuzie (daca exista,
solutia este semimartingal). Daca coeficientii ecuatiei nu depind
de prima variabild, ecuatia se numeste omogena.
1.5.1 Existenta si unicitate globala: daca coeficientii b,0;;7 =
1....,m sunt global Lipschitz i.e.

llos(t, x) — a;{t, y)ll, llo(t, 2) — 8(t,y)l| < L= - ylf
peatrn orice r.y € R™, 1 € [0,T],7 = 1,...,d, atunci ecuatia
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L5. ECUATII STOCASTICE ITO 21

(1.1) are o solutie unicid as. pe [0,T} pentru orice z € R™ |
care este in LP,p > 2, este adaptatid §i martingal de patrat
integrabil (in raport cu F). Daci lucrdm cu migcarea browniani
pe [0,+00), pentru a obtine o solutie unici pentru orice t > 0,
trebuie sd cerem in plus o conditie de mirginire de tipul

"%‘(t’o)" ’ "b(t,O)" <C pentru t 2> oaJ =1,... ’d°

Observatii 1. In cazul 1-dimensional, este suficient ca o si
fie Holcer de indice 1/2.

2. Constanta Lipschitz poate fi functie de t, crescitoare si
finita.

3. Solutia din afirmatia 1.5.1. se numeste tare; existi si noti-
unea de solutie slab4, ca fiind insdsi legea procesului X. De ex-
emplu, daci considerdm ecuatia (1.1) intai in raport cu migcarea
browniand W, si apoi in raport cu alti miscare browniana B,
(ambele ecuatii cu aceiasi coeficienti §i aceleasi conditii initiale),
aven:

(1) dacd B = W, atuna solutiile coincid,

(i1) daca B,W sunt independente, solutiile sunt i ele inde-
pendente,

(iii) dacd B, W sunt pzrtial corelate, cele doui solutii nu sunt
nici independente, nici egale

In toate situatiile insd, solutille au aceeagi lege, deci ecua.gla
are solutie slabad unici.

4. Conditia initiald este deterministd i.e. este adaptata la Fp
{(deci trebuie si fie constantid). Putem considera ci valoarea
initiald sa fie v.a. independentd de migcarea browniana, caz in
care existenta gi unicitatea (tare) se pidstreazi, cu condifia si
consideram solutia adaptatd in raport cu filtrarea generatid de
F: st de valoarea initiald.

Vom nota prin X;(z) solutia ecuatiei (1.1).

1.5.2 Continuitatea si derivabilitatea solutiei in raport cu
datele initiale: in ipotezele afirmatiei 1.5.1., existd versiuni con-
tinue in (t, z) ale integralelor stocastice si a lui X;(z). Fie 0;,b;
j =1,...,d global Lipschiiz; daca derivatele do;/3z*, db/dz*,
j=1,...,d, k = 1,...,m, sunt continue §i marginite, atunci
matncea mcobla.na Y,‘(t,:r) = 8X]/8z’(z) (in sens L?) exista si
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satisface ecuatia

m d
Y' t,z) ZZ] Ba, : (s, X, (z))Y*(s z)dW!
k=1 =1

= [t ab .
— . .
+ g'/o e (s, X,(2)) Y (s, 2)ds. (1.2)

Are loc un rezultat similar afirmatiei 1.5.2., in care derivatele
de orice ordin ale coeficientilor ecuatiei stocastice sunt continue
§i marginite, iar concluzia este ci solutia este irfinit derivabila
in raport cu z. Se poate determina explicit ecuatia satisfacuta
de derivate.

1.5.3 Dependenta continui de ooeﬁcxcngl sau stabilitatea ecu-
atiilor stocastice: fie o7¥.b" global Lipschitz si cu crestere cel
mult polinomiala cu aceeasi constantd K, pentru orice ¥ 2> 0.
Notam cu XY solutia ecuatiei

= x¥+ 2/ (s, XN)dW3 + /o'bN (s, X)ds.

Daca imy_ oo F |X X(‘,’r =0 i, pentruoricea> 0, 0<t <
T. avem imy —oo SUPz <q {):‘Ji:l lcrf(t,.r) - a?(t,z‘)i +bV(t,z)-
¥(t,z)} = 0, atunci imy—cc SUPoi<T E'X,N - ’(flz = 0 (con-

vergenta are loc chiar in probabiiitate).
Observatie Sa consideram X, (z); s < ¢, solutia ecuatiel

d
Xou(s) ==+ E/' oy (v, Xap(2))dW? + f&(r,.\’,;(:))dr,
j=1"% *

cu z € R™ dat i.e. la momentul s, solutia pleaca din z. Daca
coeficientii sunt global Lipschitz, pentru aproape toti w € Q,
solujia este morfism injectiv pe imagine:

Xz, o) = X (Xos(2,w),w) pentruoricer < s <t.
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Daca coeficientii sunt de clasd C*, atunci X, (-,w) : R®* - R™
este difeomorfism de clasia C* a.s., pentru orice s < 1.

Presupunem in continuare ci ¢}, b satisfac conditia Lipschitz
din afirmatia 1.5.1. locali.e. satisfac conditia Lipschitz pe domeni-
ile marginite din R™. Procesul X(z), z € R™, t € [0, T: A T},
cu valori in R? | se numeste solutie localX a ecuatiei (1.1) cu
conditia initiala X¢(z) = z dacd

(1) exista un timp de stopare T si un sir crescitor de timpi de
stopare T7;n = 1,2,..., Fy—masurabii,cu T} < T q T} /' T,
pectru orice z, a.s.

{i1) X(z) este continui in (?,z), esie F;—semimartingal pen-
trv orice z si satisface ecuatia (1.1) pentru orice t € [0, T].

Solutia X;(z) se numeste maximalX daci are loc relatia:

tl}r? Xi(z) = +00 pe multimea {T:(w) < 400},

iar T.(w) se numeste timpul de explozie a! solutiei.

1.5.4 Dacd ¢;, b sunt local Lipschitz, atunci ecuatia (1.1) ad-
mite o solutie maximald unica.

Solut.s maximali X,(z) se numeste conservativd (s2u ne-
expiozivi) daca P(T. = +2) = 1 pentru orice z; se numeste
strict conservativi daci P (T, = +o0o pentru orice z) = 1.

1.5.5 Daci {|b{(z))* + llo(z)I’ < k (l + lz||I* ) atunci solut,la
maximald (daca existid) este conservativa.

Observatii In general, conservativ nu implici strict conser-
vativ; in dimeasiune 1, rdspunsul este da. Fie ecuatia stocastica

x.—z+2/ (X.)dB, +fb(X.)ds t€[0,T]

Presupunem ci o # 0 si fie

c(z) = exp (2 bz(;))ds) k(z) = / c(r) :f(:))dsdr

Atunci solutia X, este strict conservativd daci §i numai daca
k(+00) = k(—0oc) = +o0.
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Exemple de ecuatii stocastice 1. (Ecuatii liniare) Solutia
ecuatiel

¢ t
Xo=Xo 4 /0 [01(s) + o2(s) X, ]dW, + /0 [b1(s) + ba{s) X.]ds
se poate pune in forma
 Xe =Y {Xo+ ¥ ou(s)dW,
Y [ba(s) — ou(s)aa(s)]ds} ,
unde Y; = exp {fgaz(s)dW, +J [bz(S) - %ag(s)] ds}.

In cazul multi-dimensional, se poate scrie o formula similari in
care apare matricea fundamentala de solutii a ecuatiei omogene

asociata.
De exemplu,

t
X, = ae"B'/ e*dW, , X, = 0,
o

numit procesul Ornstein-Uhlenbeck este solutia unica a ecuatiei
stocastice Langevin

t
X, = aW, —,9/0 X, ds.

2. Fie ¢ € C*(R) cu derivatele de crdine 1 si 2 marginite, jar b
o functie lipschitziana. Ecuatia diferentiala stocastica 1—dimen-
sionala

X =24 /;a(x,)m', + /0' [b(_x,) + %U(X.)a’(,\’,)]ds

are o solutie care se poate scrie in forma X, = u(W,,}). unde
u(z,y) este solutia ecuatiel diferentiale ordinare

Ou
a—z = U(U), u(oay) =Y

si. pentru orice w € @ , {Yi(w),t >0} este solutia ecuatiei
diferentiale ordinare

Yi(@) = f(Wi(w), Yi(w)), Yo(w) = 20,
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1.5. ECUATII STOCASTICE ITO 25

unde f(z,y) = b(u(z, -
3D£cay) (u(z,)) (32)

Oz o 9t Oz \o 20z ||
atunci solutia ecuatiei
t t
X o ' * N
e=Xot [0 (s;X)dW, + [ b(s, X.)ds
se determina prin

Xo =k (8,40, X0) + / F(s)dW, + / ' E(s)ds),
{180 8 (b\ 10%)\ ok, . 3(t)
unde ""{02 ot~ oz (a) *3 52 2}’ t2) = T2y

k este inversa lui A (in al doilea argument), iar

- ok Oh, 10%h
b(t) = [6t + 5—b+ 56—2' ](t,.’t).

4. Daca M, este martingal local continuu, atunci

Zy = exp (Mt -I<M >¢)
satisface ecuatia Z; =1+ fJZ,dM, .

Martingalul Z, se numeste martingal ezponential. In partic-
ular, dacd M, este functie deterministd de patrat integrabil,
atunci Z, este martingal de patrat integrabil si exp (W, — t/2)
joaca in calculul stocastic rolul exponentialei obignuite.

5. Ecuatia X; = z + [ X,dW, + %[y X.ds are solutia X, =
zexp (W), t > 0.

6. Ecuatia X, = 1 + [{X2dW, + [;X3ds are solutia X, =
(1 — W) 1. Care este timpul de explozie?

7. Podul brownian X*° i.e. migcarea browniani B pe [0,1]
conditionatd de W, = a, a € R dat, este solutia ecuatiei stocas-
tice

tg— X0
g 2 ds pentru 0 <t < 1.
—s

X,‘=W.+/o
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Integrandul "explodeazi” cand t — 1, deci X°® converge citre a
la timpul 1.
8. Ecuatia stocastica

1 4
x,=z+c[0 X,‘”dW,+/0 (—aX, +b)d,

cuaéRc)O b > 0 are solutie unica.

9. Procesele Bessel de ordin d sunt definite prin X; := |W,|,
unde W, este migcare browniand d—dimensionald. Aceste pro-
cese satisfac ecuatia stocastica

-1 /' ds
2 Jo X,’
unde B; este o misgcare browniani 1—dimensionald.

1.5.6 Procesele de difuzie (i.e. solutia X;(z) a ecuatici (1.1))
sunt Markov.

Fie P,(z,dy),s < t semigrupul probabilitatilor de tranzitie
ie. P,¢(z,dy) este legea lui X; cunoscand X, = z. Daci ma-
tricile ¢(t, z) = o(t,z)o"(t, z) sunt inversabile, atunci P, (z, dv)
admit densitdti de probabilitate. Cum ¢(i,z) este matrice si-
metrica, deci are valori proprii > 0, conditia de inversabilitate
revine la faptul ca valorile proprii sunt > 0.

Sa consideram in continuare cazul omogen i.e. coeficientii
o;,3=1...,d §ib nudepind explicit de timp (de primul
argument). Fie deci ecuatia stocastici

= |Wol| + By +

x,—z+2/a,(x )W + /b(X)ds cu Xo=z € R™,
=1
(1.3)
cuo;, b: R™ -R™ |1 < ; < d. Legea conditionata a lui X74,.
cunoscand cd X7 = z este aceeasi cu a lul X,. cunoscand ci
Xo = z i.e. procesul Markov X este omogen. Acelasi rationament
cu T =timp de stopare finit, arata ca X are proprietatea tare
Markov.
1.5.7 Generatorul infinitezimal al proceselor de difuzie: fie
X; solutia ecuaiiei (1.3), in ipotezele afirmatiei 1.5.1. Atund
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1.5. ECUATI STOCASTICE ITO 27

functiile cu suport compact C? (R‘) C Dom. (L) ; pentru aceste
functii avem

ﬁf(z)—-ZC"( )3 ,a J( )+Zb‘( )

u-l =1

unde ¢(z) = o(z)o*(z), iar

M, = ZZ/ 2 (X.)oi (X.) Wi
7 i=1j=1

este martingal local. Daci b, 0; sunt marginite, enuntul rimane

adevdrat i pertru functiile mirginite C? (R‘). De exemplu, in

cazul migcérii browniene, avem £ = A/2 pe C? (R‘ .

1.5.8 Legédtura cu teoria ecuatiilor diferentiale ordinare
si cu derivate partiale Fie X solutia ecuatiei (1.3) gi s3 notam
E** media conditionatd de X, = z. Daci fo : R™ -R este
masurabild §i marginita, atunci

fls.2) = B [fo(X] = [_folw)P(s,t,2,dy)

pentru t € [0,7) fixat si s < ¢, este continud §i marginita im-
preuna cu derivatele 8f/9z* , 3*f/8z'8z7 ;1,5 =1,...,m, deci
este in domeniul operatorului L.

Totodata, f(s,z) este diferentiabild in raport cu s si sat-
isface ecuatia inapoi 0f/0s + Lf = 0 cu conditia la limita
hml—ot f(8 z) fo(z)

1. In cazul in care P(s,t,z,-) are densitatea p(s,t,z,y) con-
tinui in s §i daca derivatele dp/dz’, 3*p/8z'dz’ exista i sunt
continue in s, atunci p este solutia fundamentali (in sensul
distributiilor) a ecuatiei inapoi i.e. cu conditia lim._.; p(s, ¢, z,y)
=6y .

2. In plus, daca derivatele urmatoare: dp/dt, B(B"(t, y)p) /By*
si 0? (A"(t,y)A‘(t, y)p) /By*dy' exista si sunt continue, atunci
p(s.t,z,y) este solutia fundamentald a ecuatiei inainte (sau
ecuatia Fokker-Planck) —dp/dt + L*p = 0, unde

.
cf—'ZZakayl( oio, )+§a_yk(bkf)

=1 kl=
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este adjunctul formal al lui £.
3. Fie D domeniu marginit in R™ , v € C?(D), u continui

pe D si Au = 0 pe D. Atunci u(z) = Eu(W,,), unde W este
miscare browniand d—dimensionala care pleaca din z i 7p este
prima iegire a lui W din D. Mai mult, fie B(z, r) frontiera bilei
B(z,r) de centru z i razd r in R™, f functie marginita pe 8D
si u(z) := E*f (W,,). Fiez € D cu r < dist(z,0D) §i Tp(z)
prima iegire a lui W din B(z,r). Atunci u(z) = E*u (Wfa(,..-))
si rezulta ca u(z) este media valorilor el pe suprafetele bilelor
mici centrate in z, deci u este armonica.

4. Sa presupunem ca urmatoarcle conditii sunt indeplinite.
Fie un domeniu marginit D C R™ cu frontiera 9D neteda.

(i) iy Trie of(z)oi(z)alt 2 pl€l|? cu g > 0, pentru
oricex € D gi £ € R™ i.e. L este uniform eliptic pe D.

(ii) Functiile ¢; , B, ¢ sunt uniform Lipschitz continue pe
D si f, este continua i marginiti pe 8D .

Notam prin 7p prima iegire din D a lui X; in conditiiie de
mai sus avem 7p < +00 a.s. §i problema Dirichlet

Lf=g,z€D; flap=fo

satisface f (X;) — fo(X,,) cand t /" 7p si are solutia data de
fle) = B= [fo(Xep) = [“9(X,) ds| pentruz € D,

unde X (t) este solutia ecuatiei (1.3).
5. Sa considerdmn problema Cauchy

a . .
Ef + Lf(t,-)=gpe [0,T)x R*, f(T,z) = fo(z), € R”.

Atuna

T
f(tyz) = E** [fo(XT) —/‘ g(s,X.)ds] pe [0,7) x R?.
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2
CALCUL MALLIAVIN

2.1 HAOS SI INTEGRALE WIENER

MULTIPLE
Notam prin H spatiul Hilbert real si separabil L*(T, B, u) inzes-
trat cu produsul scalar < - , - > i norma indusd || - || ,

unde 7 = [0,T] x {1,...,d} , T >0, sau T = Ry x
{1,...,d} , B sunt borelienele pe 7, iar u este produsul
dintre masura Lebesgue A i’ masura uniforma pe {1,...,d} .
Vom folosi identificarea H ~ L? ([0, T; R‘) , respectiv H =~
L* (R , RY). In aceste conditji exista un cimp de probabili-
tate (2, F, P) si pe el o familie gausiand de variabile aleatoare
(W(k),h € H) cu proprietatile :

(a) aplicatia h — W/(h) este liniard

(&) pentru orice h € H, W(h) este variabila aleatoare centrata.
s EW(h =] a7

Intr-adevar, stim ca pentru orice repartitie (i.e. probabxhta.te :
pe R ) exista un cimp de probabilitate (2, ¥, P) gi un sir (gn),.»,
de variabile aleatoare independente pe (2, toate avind legea data
de acea repartitie. In cazul repartitiei N(0,1), fie (e, , n > 1)
o baza in H ; seria Y32, < h,en > gn este convergenta in
L?*(, F, P) catre o variabild aleatoare pe care o notim W(h).
Aceastd serie converge gi a.p.t. pentru ci, in cazul gausian,
convergenta a.p.t. gi in L? sunt echivalente iar W (k) este de fapt
o clasa de echivalenta de variabile aleatoare. Mai mult, aplicatia
h — W(h) este o izometrie liniard a lui H pe un subspatiu inchis
H, al lui L*(, F, P) ; elementele lui H,; sunt variabile aleatoare
gausiene centrate. Avem E (W(h)W(k)) =< h,k > si cum
in spatii gausiene independenta este echivalentid cu ortogonali-
tatea, obtinem ca W(h), W(k) sunt independente daca si numai
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30 2. CALCUL MALLIAVIN

daci h L & im H. Aplicatia W este caracterizatid de familia de
variabile aleatoare {W(A4), A € B, u(A) < oo}, unde W(A) =
(W1,). Sa remarcim ci legea lui W(A) este N (0, u(A)) si ca,
dacad A € B cu p(A) < oo se scrie A = |32 oAx disjunct, atunci
W(A) = T2, W(A,) ap.t.siin L%(7,B,u) ; totusi, multimea
de probabilitate 0 depinde de A si de (A, )n>0 deci nu existi o
masura veritabili m(w,-) astfel incat W (A)(w) = m(w, A)

a.p.t. pentru orice A € B. Totodata, pentru A, B in B disjuncte
§i de p—masura finitd, avem ci E [W(A)W(B)| = p(ANB) s
ci W(A), W(B) sunt necorelate, deci independente.

Aplicatia W se numeste zgomot alb pe (T, B), iar familia
{W‘ =W ([0,t] x {:}), (t,7) € T} se numegte migcare brow-
nianad d—dimensionald sau proces Wiener.

Fie H,(z) al n—lea polinom Hermite definit prin

H, (z) ( 1) :’/2 dd;, (6—23/2), n>1

si Ho(z) = 1. Aceste polinoame sunt coeficientii dezvoitarii
in serie de puteri dupa t a functiei F(z,t) = exp (tz — t2/2).
Intr-adevar, avem

F(z,t) = exp [; - (i;_‘l-] 2.1)
/22 ( -(H)’ﬁ) = 3 H,(a).
|t=0 =0
Din aceasti dezvoltare rezulta §i urmitoarele proprietati.
H, (z) = Haoya(z), n 21 (2.2)
(n 4+ 1)Hn41(z) = 2Hu(z) — Hoa(z), n 21 (23)
H,(—z)= (-1)"Hgy(z), n >1 (2.4)

Intr-adevar, (2.2.) rezulta din 2 = tF, (2.3.)din & = (z—t)F
si (24.) din F’(—z,t) = F(z,—t). Primele polinoame Hermite
sunt Hy(z =z s Hz(z)—-’-’—'l Din (2.3.) rezulti ci termenul
de grad maxim al lui Hu(z) este z*/n! . Din dezvoltarea lui
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F(0,t) = exp (—t/2) dupa puterile lui ¢, obtinem ci H,(0) =

daci n este impar gi Hou(0) = GA pentru k > 1.

LEMA 2.1.1 Fie XY veriabile aleatoare gausienc centrate
ie. E(X) = E(Y) = 0 gi reduse i.e. E(X?) = E(Y?) = 1.
Atunci, peniru m,n > 0, avem

0, dacan #m
L(E(XY))",dacin=m

Demonstrajic. Pentru s,i € R avem
E [exp (sX— f;)exp(ﬂ’— tz_’)] = exp (st E(XY)).

Luimina.mbinmhiﬁivaﬁpuﬁaﬁﬁ%calculat&ins:
t = 0 si obtinem

E (Hu(X)Ha(Y)) = {

0, dacain#m

n! (E(XY))" daca n = m. -

E(n!m! Hy (X)Ha.(Y)) = {

Pentru n > 1 notam H,, subspatiu: inchis din L*(2, F, P)
generat de variabilele aleatoare{ H, (W(k)) ;R € H, || h ||=1}.
Ho este multimea constantelor, iar H; coincide cu multimea
{W(h),h € H}. Din lema 2.1.1 rezulti ca subspatiile H,, si
H, sunt ortogonale pentru m # n . Spatiul H, se va numi
haosul de ordin n (in sensul lui Wiener) gi are loc urmétoarea
descompunere ortogonala.

TEOREMA 2.1.2 Noltdm prin G o-—algebra generatd de
variabilele aleatoare W(h),h € H. Atunci spafivl L>(Q,G, P) se
descompune in sume ertogoneld infinitd a subspatiilor M, i.e.

LMQ,6,P) = D Ha .
n=0

Demonstrafie. Si consideram X € L*(Q,G, P) ortogonala pe
H, , pentru orice » > 0 ; vrem sd aritdm ci X = 0. Avem
E(XH, (W(hk))) = 0 pentru orice € H cu ||  }}= 1. Folosind
faptul ci =" se poate scrie ca o combinatie liniarad de polinoame
Hermite H,.(z); 0 < r < n, obtinem ci E(XW(k)") = 0 pentru
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orice n > 0, deci E (X exp(t W(h))) =0 pentruoricet c R g
h € H de norma 1. Liniaritatea aplicatiei h — W(h) implici

E (Xapztiw (k‘)) =0, (2.5)
=1
pentru ty,...,tm € R Ay, ... ke € H,m > 1. Dacd h,,...,

hm € H, m > 1 sunt fixati, relatia (2.5) spume ci tramsformata
Laplace a masurii (cu semm) A

v(B) = E[X1g(W(h),...,W(ha))],

cu B boreliana in R™, este identic zero pe R™. Aceasta implica
v=20g deci B(X1g) =0 pentru arice G € G, adica X =0. O

Pentru n > | sa consideram spatiul P° format din variabilele
aleatoare p(W(hy),... W(hy)) cak > 1, hy,....kse € Hgi p
polinom real in k variabile, de grad cel mult egal cu n. Fie P,
inchiderea hui P2 in L%(), F, P) . Atunci are loc

%@H]@@mzpﬂ .
Intr-adevar, incluziunea ” C ” este imediati. Pentru inclugiunea
mversa este suficient si ardtam ca P, este ortogonal pe H,,
pentru m > n. Vrem sa aratam ca

E (p(W(h1),. .., W(hi)) Hum (W(R))) =6,

unde || h ||= 1, p este polinom de grad cel mult n g1 m > n.
Daca {e;....,e;,h} este o familie ortonormala, putem inlocui
p(W(hy)....,W(hg)) cu ¢(W (e1),....W(e,),W (h)), cu gra-
dul lui ¢ cel mult n. Apoi, din faptul ca monemul z7 se poate
exprima ca o combinatie linmara finitd de polinoame Hermite
Hy(z), 0 < q < r, obtinem ca E (W(h) Hn (W(h))) = 0
peniru orice r < n < m.O

Fie (e,,i > 1) o baza in H §i A multimea multiindicilor
a = (aj.ay....); a, € N cu proprietatea ca toti termenii sunt
null cu exceptia unw numdr finit dintre ei. Pentru @ € A notam
d=T12a . |a =2, | | ¢ definim polinoamele Hermite
generalizate H,(z), z € RN prin

H.(z) = ﬁ H,,(z:).
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Produsul de mai sus este bine definit deoarece Hy(z) = 1 si

a; sunt nuli cu exceptia unui numar finit dintre ei. Familia

i@, = (a)?[IR, H,, (W(ei)), a € A} este sistem ortonormal
eoarece, pentru orice a,b € A avem

B (T o 7 () 0, 07 ()

i=1

00

=[] E (Ho; (W(e:)) Hi, (W(es))) (2.6)

=1

1

= H a‘ by = a,b .

=1 ‘
PROPOZITIA 2.1.3 Pentrun > 1 fizat, familia de vari-

abile aleatoare

{(a.’)lnﬁHa‘ (W(ei)), a€ A, |al= n} (2.7)

=1

este o bazd in H,.

Demonstrafie. Din formula (2.6) rezultd cid elementele fam-
iliei (2.7) sunt mutual ortogonale cand n variazi. Pe de alta
parte, variabilele aleatoare din (2.7) apartin lui P, . Este deci -
suficient sa arataim ca orice variabild aleatoare polinomiala de
forma p(W(hy),...,W(hi)) poate fi aproximata cu polinoame
in Wi(e;), iar acest lucru este clar deoarece (e; , 1 > 1) este baza
alu H. O

Exercitii 1. Deduceti urmatoarea formuld explicita pentru
polinoamele Hermite:

[n/2] (—1)k zn-2*
Ha(z) = £ Kl (n—2k)I 2%

Ca aplicatie aratati ca, daca Y este variabila aleatoare cu legea
N(0,0?), atunci

m! 1/z 03_ ym .
E(Hn(Y)) = { Q—)'Fni;,,—!_l—'q daci n = 2m o

0, daca n este impar.
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2. O alta realizare a migcarii browniene esie urmatoarea :
Q = Co(10,T) x R¢) sau Co(Ry x RY) , P este masura
Wiener pe ) , F este o-algebra borelienelor lui 2 in raport
cu P | 1ar Wy(w) = w(t) . Sa observam ci migcarea brow-
niana este proces cu cresteri independente (chiar de trecut),
gausian centrat cu covariatia EIW,W,] = t A s, cu legea lui
W' — W, data de N(0,t — s) si cu traiectoriile continue a.s.
Pentru ultima afirmatie folositi criteriul de continuitate al lui
Koimogorov, foiosind exercitiul precedent si aratdnd in preala-
bil ca E (| Wi —W; [*) = @&}t —s|* pentrui = 1,....d si

orice k € N*.

Cu notatiile precedente, fie m > 1 gi

By ={A€B:pu(A) < oo}.
Vrem sa definim integralele stocastice multiple I,,(f) pentru
f e L*(T™ . B™ u™) . Notam &, muliimea functiilor ele-
mentare de forma

f(il,...,tm) = Z ag‘,.-..nlA,‘x...xA.,,,(th---)tm)' (28)

1 peeetm =1

unde A,,..., A, € By sunt mutual disjuncte i a,,..,,, = 0 daca
oricare do; indici sunt egali. Observati ca f se anuleaza pe drep-
tunghiurile care intersecteaza diagonalele {t; =1, ;1 # j}.

Peutru f de forma (2.8} definim

In(f) = 3 @0 WAL WAL
e ptpm =1

Definitya nu depinde de reprezentarea lui f g1 au loc urmatoarele
proprie.at;.

(a) I, este liniara.

(b} I.(f) = I.(f). unde f reprezinta regularizarea simetrica
alui fie.

- 1 /
f(th---atm) = r_n—' ;f(td(])vn"tﬂ(m))v
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cand o parcurge multimea permutarilor iui {1,...,m} si

0, dacam # ¢
m! < f,§ >pa7m), daci m = gq.

(&) E(n(f)19)) = {

Proprietatea (a) este evidentd ; demonstram usor (b) pentru
o functie de tipul f(ti,...,tm) = 1A.,x XA, (t1,---5tm) gi apoi
folosim liuiaritatea. Pentru m # g, propncta.tea (c) rezulta
din faplulci f € €, 51 g € Sq pot fi asociate aceleiagi partitii
Ay, ..., A, . Pentru m = ¢ presupunem f g g elementare gi
simetrice date de (2.8) respectiv

g(tl,...,tm) = Z b:,.s- lA.-lx...xA,‘,.(tly""tm)'

i1 rim=1

Obtinem

E (In(f)In(9)) {( > ma W W(A).. W(Af...))

1y <o +<im

. ( S &.«,W(m,)...W(A;.)-)}
= Z (m!)? a;,..ir, biyei P(Ac;)---F(Ai.n)

11<<im
= m! < f,g>127m) .

Pentru a putea extinde integralele stocastice multiple la spatiul
L*(T™), trebuie sa demonstrim ci spatiul functiilor elementare
&n este dens in L3(T™). Este suficient pentru aceasta s aratim
ca functiile caracteristice ale oricirei multimi de forma A =
Al X ... X Am, A; € By, 1 <1 <m pot fi aproximate cu
functii elementare din £, . In.rucit masura p nu are atomi,
pentru €> 0 existd B,,...,B, € By mutual disjuncte i cu
u(B;) < e pentru : = 1,...,n , astfel incat fiecare A; poate
fi scrisa ca reuniunea disjuncta a unor B; . Aceasta este posibil
deoarece, pentru orice A € By de masura nenula si pentru orice
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36 2. CALCUL MALLIAVIN

0 < ~ < p(A) existd o multime masurabila B C A de masura
~. Punem a := p(|J2,A;:) i obtinem

n

Ia= Y CGgin i xexly s

unde ¢, .., este 0 sau 1. Impart{im acesta suma in doua parti. Fie
I multimea m -multiindicilor (7;,...,%,) cu toti indicii diferiti
intre ei i J complementara lui /. Punem

1p = Y g I ki, -
(i1 ,mrim)€l

Atunci 1g € &, , B C A si avem

| 14— IBMZ(T-) = Z €iyim (Bs,) ... u(Bi)

n n m-2
< Y B (Lu) < Cler
1=1 =1

si astfel obtinem rezultatul de aproximare cautat.
Luim f = ¢ in proprietatea (c) si obtinem

E(In(f)?) =m! || f 1i:zm) < m! N £ W2z -

dec) operatorul i, poate fi prelungit la un operator liniar g1 con-
tinuu de la L*(7™) la L*(Q. F. P), care satisface proprieiitile
{a). (b). (c). Vom folosi urmatoarea notatie pentru integralele
Wiener multiple:

L(f) = [ it )W W),

Are loc urmatoarca formulda de multipiicare:

PROPOZITIA 2.1.4 Fic f € L*(T™) 519 € L*(T). Pentru
! < k <m, definim

(fx(k)g) [Buge o slaet o lagtng = slm)

= [ St tm)g(tulate).
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Atunci fx@gyg € L{T™) s
Lnr(f ®9) = In(NE(®) — 3 Lics (Fxwg)  (29)
k=1

Demonstrafie. Faptul cd fx(yg € L*(T™") rezulta din ine-
galitatea Cauchy-Schwartz. Pentru a demonstra (2.9), din den-
sitatea functiilor elementare in L2(7™) si din liniaritate, putem
presupune ¢ f = 14,x..x4., unde A; € By sunt mutual dis-
juncteiar g =14, saug = 14, , cu Agp disjunctide A;,...,A,, .
Cazul g = 14, rezultd din faptul ci produsul tensorial f® g €
En . Incazul g = 1, , sa punem B = p(A,)...u(An). Pentru
€ > 0 dat, sa consideram o partitie masurabila A, = L, B;
astfel ca p(B;) < €. Definim functia elementard

h.= E lB.xB,xAgx...xA... .
i#)
Obtinem
In(f)h(9) = WX A)W(4-)... W(An)
= T W(B)W(B)W(A2)... W(An)
7]

£ 3 (WAB) - s(BY) W(As)... W(An)  (210)

=1

= m+l(hc) + R¢ + E Im—l (fx(k)g) .
k=1

Avem deci

I he— f @ g larmery = 2 W (Biu(A2)... p(Am) < €B
=1
§i .
E(R) = 23 s#*(B)p(As). . p(Am) < 268 ;
=1
In final facem ¢— 0 in (2.10).0
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38 2. CALCUL MALLIAVIN

(2.9) devine

I (f ® 9) = In()1lg) — mlps(f@r9) , (2.11)

unde f®;¢ inseamna contractia (suprimarea) unui singur indice
pentru f §i g. In gemeral, daca f € L¥7T*) i g € L*(T)
sunt simetrice, pentru 1 < r < min (p,q) notim prin f®.g
contractia a r ergumente pentru [ gi ¢ functia

(f®"g)(tla 5 aidig tp+'—2r)

= j]'rf(tla ey tr-n's)g(tﬂh ) t”’"“""’ 3)#'(‘13)'

Observam ci f®,.g € L*(TP**?") si ci formula (2.11) se gener-
alizeaza astfel. Fie f € L?*(7?) si ¢ € L*(77) functii simetrice.
Atunci

PAg

L(H)Ite) = 311 Cy CF Ipig-2(f®r9) - (2.12)

Demonstratie. Prin inductie in raport cu ¢g. Pentru ¢ = 1 se
reduce la (2.11). Presupunem ca este adevarata pentru ¢ — 1 si,
printr-un argument de densitate, putem presupune ca g este de
forma ¢ = ¢;®¢;, unde @ inseamna regularizarea simetrici a
produsului tensorial, iar ¢;,g; sunt functii simetrice ortogonale
de ¢ — 1 variabile (resp. o variabild). Din (2.11) avem ca

Iy (g:@gz) = Ii-1(91)N1(92) ;

apoi folosim ipoteza de inductie gi din nou (2.11).0

Legatura dintre polinoamele Hermite gi integralele stocastice
multiple este data in rezultatul urmator.

TEOREMA 2.1.5 Fie H,(z) al m-lea polinom Hermite s
fie h € H=L*T) de normd 1. Atunci

m! H, (W(h)) = /T _h{ty) .. h(tm)W(dty)... W(dt).
(2.13)
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2.1. HAOS S1 INTEGRALE WIENER MULTIPLE 39

in comsecinti, integrala multipla I, aplici L?(7T™) pe haosul
Wiener H,, i, conform teoremei 2.1.2, orice functionala F de
miscarea browniana (i.e. orice variabili aleatoare de pitrat inte-
grabil F € L?(f,G, P), unde G este o—algebra generati de W)
se dezvoltd in serie de integrale stocastice multiple :

F =3 In(fa).

Avem ca fo = E(F') iar I, este aplicatia identitate pe constante.
In plus, functiile f,, € L?*(7T™) pot fi presupuse simetrice si, in
acest caz, sunt unic determinate de F.

Demonstratia teoremei 2.1.5 Prin inductie dupa m. Pentru
m = 1 este imediat ; presupunem adevarat pentru 1,2,...,m.
Din formula de recurentd pentru polinoamele Hermite (2.3) si
din formula pentru produs (2.11) avem

(he(mﬂ))

= I, (R®™ — g ( RV [ B2(t)p(dt )
In (™) Iy(h) = Iy (500 [ i3(a)p(at)
=m! Hp (W(R)) W(k) — m(m —1)! Hp_y (W(h))
=m! (m+ 1)Hms1 (W(R)) = (m + 1)! Hpya (W(R)),
unde prin A®™ am notat h®™(i,,...,tm) = h(t1)... R(tm) .

Fie S,. subspatiul inchis din L?(7™) format din functiile si-
metrice. Integrala multipld I, verifici relatia E(I,.(f)?) =
m!x || f |i2gm) P€ Swm . Imaginea I,,(Sn) este inchisi si din
(2.13) contine variabilele aleatoare H,, (W(k)), h € H,|| k ||=
1. In consecintd H,, C In(Sm). Cum integralele multiple de or-
dine diferite sunt ortogonale, obtinem ci I,, (L*(T™)) = In(Sm)
este ortogonal pe H, pentru n # m si deci I, (L?(T™)) =
Hm .0

Aceleasi argumente ca mai sus arati ci elementele bazei lui
H,n (date in propozitia 2.1.3) verificd

(@) [T Hoy(W(e) = T (a7 L (c8)
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40 2. CALCUL MALLIAVIN

= Iy (&) £ 08 8...0 ),

unde |a j=a; +- -+ ap.
Exercitii Pentru n > 1 definim polinoamele H,(),z) prin

z

— \n/2
Ha(A2) = 32 By (5

), pentruz € R, A > 0.
Aratati ca .

(a) exp(tz —3X/2) = T2, t* Ha(A. 7).

(b) Pentru orice h € L*(T,B, ) avem

Hy (Il B P, W(h)) = = I (k®").

1
m!
Aplicatii la integrala ¥té si la ecuatii stocastice Ito

1. Fie f, : T™ - R functie simetrica §i de patrat integrabil.
Pentru aceste functii, integrala stocasticid multipld I,, (f,) in ra-
port cu procesul gausian {W (k) = [h(s)dW, , h € L*(T)} co-
incide cu o integrala Ito iteratd i.e.

In(fa)

T rtn 7]
— !
n/o/o o [ s ) W W,

Intr-adevar, formula se verifici pentru functiile elementare, iar
in cazul general folosim un argument de densitate §i tinem cont
ca integralele Ito iterate verifica aceeasi proprietate de izometrie
ca gi integralele stocastice multiple.

2. Fie {W} , (t,7) € T} o migcare browniand d—dimensionala.
In acest caz integrala stocastica multipla I, ( f,,) este bine definita
pentru functii f ((21,81),-- -, (¢n,tn)) de pétrat integrabil gi si-
metrice in (t,,1;) € Ry x {1....,d}, dec se poate exprima ca
suma de integrale It6 iierate :

L) =n 3 LI [ i b))

1] yeeestn=1

x W (dty)... W= (dt,).
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2.2. OPERATORUL DE DERIVARE 1

In particular retinem ca, pentru orice A € H W(h) poate
fi obtinuti ca integrala stocastica ¢, T h? (t)dW,' s1 ca orice
F € L*Q,F,P) , cu F este generati de W , se scrie ca serie
de integrale stocastice multiple ortogonale.

3. Fie {W,, t > 0} o miscare browniana reali. Am vazut in
capitolul 1 ca, daca h € L?[0, c0), atunci

M (t) = exp (f.fh(s)dW, — 2 [oh?(s)ds
verificd ecuatia M;(t) = 1+ [f My(s)h(s)dW, ;

sa observam ci avem descompunerea in haos

Mat)=1+ g/0'/0'".../Ohh(t,)...h(t,,)dw,,...Jw,, .

4. Ecuatia X(t) = z + [{X(s)dW, + 3J6X(s)ds are solutia
X(t) = zexp(W,) t > 0, iar dezvoltarea ei in serie este
X(t) =z 532, L (W)" (convergenta pentru orice t > 0).

5. Ecuatia X(t) =1+ [ X*(s)dW, + [ X3(s)ds are solutia
X{t) = 1—_“—," , iar dezvoltareaeiin serie X(t) = 14+ ¥, (W,)"
diverge, cu probabilitate pozitiva si pentru t fixat, deoarece se-
ria 307, [[(W)"]|, diverge. Totusi, dezvoltarea formala con-

verge pentru ¢t < inf {t: | W, |=1}.

2.2 OPERATORUL DE DERIVARE

Fie W = {W(k), h € H := L*T,B,p)} un zgomot alb. Pre-
supunem ca W este definit pe un camp de probabilitate com-
plet (2, 7, P), cu F generat de W. Vrem sa definim derivata
DF pentru variabile aleatoare F': @ — R de patrat integrabil
i.e. derivata in raport cu w € € . In cazul miscarii browniene
d-d.mensionale, spatiul () este topologic : 1 = Cp (R+ ; R‘) i
totusi, ne va interesa situatia mai generala cand variabilele alea-
toare F sunt definite P-a.p.t. i nu admit versiuni continue,
aga cum arata exercitiul urmator, st cum vor: vedea la solutiile
ecuatiilor stocastice in sens [t6. Acesta este motivul pentru care
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42 2. CALCUL MALLIAVIN

vom introduce derivata in sens slab, fara si {inem cont ci ( are
structura topologici.

Exercitin Fie W = {W;,0<t <1} o migcare browniana
reala i b € L?[0,1] . Atunci integrala F = [Jh(t)W (dt)
admite o versiune continud in Cp{@, 1] daci gi numai daci exista
o mésurd cu semn g pe [0,1] astfel ca u({0}) =0 s A(t) =
p((t,1]) pemtru orice t € [0,1] , a.p.t. in raport cu masura

Indicatie Daci h este dati de 0 masurd cu semn, rezultatul
decurge prin integrare prin parfi. Reciproc, aratati ca versiunea
continui a lui F-trebuie s fie liniari gi apoi folositi teorema
lui Riesz de reprezentare a functionalelor liniare §i continue pe
Ccle,1].

Notam C° (R*) multimea functiilor f : R% —R de clasa
C* astfel incat f g toate derivatele ei au cregtere cel mult poli-
nomialé (i.e. rapid descrescitoare pe R" : sup,cgan I:z:"’a"f(:r)l
< co, pentru orice multiindici .a,f). Fie § clasa variabilelor
aleatoare (funciionalelor) netede i.e. de forma

F=f(W(h),..., W(hy)) (2.14)

undefGC‘”(R"‘) §i by ,...,h, € H . Cu teorema de
oonvergmpamu‘hn@hhtgmdmmtone sa ob-
servam ci S este subspatiu dens in L?(Q2) . Vom nota S, respec-
tiv S, elasele de variabile aleatoare de forma (2.14) asifel incat
f € Cz° (R¥*) i.e. f gi toate derivatele ei sunt marginite, respec-
hvfGC""(R“)le f are suport compact. Vom nota P clasa
variabilelor aleatoare de forma (2.14) cu f functie polinomiala
de dn variabile. .

Derivata unei variabile aleatoare netede F de forma (2.14)
estepmoemlmsﬁc{D.F t€[0,T], t € Ry} definit prin

D,F = Z (W(lm, - W(ha)) hit) - (2.15)

Expresia derivatei in aceasta definitie nu depinde de reprezen-
tarea particulard a lui F ca funciionald netedd. In particu-
lar : D,W(k) = h(t) .- Vom considera DF ca un element in
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2.2. OPERATORUL DE DERIVARE 43

L*([0,T] x ) ~ L¥ ; H) ie. DF este proces indexat dupa
T . De fapt DF € (\,5; L?(Q ; H) . Pentru a putea interpreta
DF ca derivata dupa o directie, sa observam ca pentru h € H
avem

< DFh>= hm [f((W(h))+ € < hy,h >,.

W(ha) + € < ha,h >) — fW(hy), ..., W(h,)].

Formal vorbind, produsul scalar < DF,h > este derivata in
€ =0 a lui F compusi cu zgomotul alb “translatat” W(A) +
€fy hdp.

Daca ne limitdim la o migcare browniand d-dimensionald pe
spatiul @ = Co ([0, T} ; R¢), forma functionalelor netede (2.14)
poate fi luata

F=f(m1a"'awt..) ’

cu f(x",...,z“;...;z"‘,...,x"‘) € Cx (R"‘) sity,...,ty €
[0,T] iar derivata lui F' este procesul stocastic d-dimensional

(DF)J z it (vvfn Win)]-[O,t.](t)
i=1
pentrut € [0,7] sij = 1,...,d. Derivata DF apare ca variabila -
aleatoare cu valori in H = L? ([0, Tl; R‘)
LEMA 2.2.1 Fie F functionald netedd si h € H = L*(T) .
Atunci avem

E(< DF,h >) = E(FW(h)). (2.16)

Demonstrafie. Putem presupune cd d = 1 §i cd h are norma
1. Exista elemente ortonormale {e;,...,e,} C H astfel incat
h = e; si F este de forma

F= f(W(C]),.‘.,W(C")) ’
cu f € C*(R"). Fie ¢(z) densitatea legii normale pe R" i.e.

olz) = (27.')‘»/2 exp (-—-é— i—; 1',2) :

=1
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44 2. CALCUL MALLIAVIN

Atunci avem

E(< DF,h>) = jpa 2(2)$(2)dz = fgu f(2)$(z)21dz =
E(FW(ey)) = E(FW(h)).0

COROLAR 2.2.2 Fie F,G functionale netede st h € H =

L*(T). Atunci avem
E(G < DF,h >) = E(—=F < DG,k > + FGW(h)). (2.17)

Ca o consecinta acestui corolar, obtinem ca D este operator
inchizabil de la L™(Q) la L™ (R ; L*(T)) , pentru oricer > 1.
[ntr-adevar, fie {Fi , k > 1} un sir de variabile wleatoare netede
astfel ca Fy —0 in L(Q) §i DFy —y in L™ (Q; L*(T)); vrem
sa aratam ca n = 0. Pentru e > 0 , fie ¢ (z) = e . Atun- di,
pentru orice h € Hgi F €S, , avem

E (< n.h > Fo(W(a))) = lim E (< DFi,h > (W(k)) F)

= li{n E(—Fi < D(p. (W(h)) F),h >
+FuF, (W (k) W(h)) = 0.
deoarece F;, —0 in L™ cand k — oo, iar variabilele aleatoare
< Dig (W(R)F),h > si Fo, (W(h) W(h)

sunt marginite. Facem ¢ \|, 0 si obtinem n =0 .
Vom nota prin D™' domeniul operatorului D in L7(Q) .
Mai precis, D™ este inchiderea clasei S in raport cu norma

WPl = [EQFI)+ I DF lfya )’

Sa observam ca D7’ este spatiu Hilbert in raport cu produsul
scalar

< F,G>3, = E(FG)+ E(< DF,DG >) .

Mai general, se pot defini derivatele iterate pentru variabile
aleatoare de p ori slab diferentiabile. Si notim
D:‘ "‘F=D¢,D¢2...D1kF,
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pentru k € N° si F € § . Derivata D*F este considerata ca
functie masurabild pe spatiul produs 7% x Q care este definita
p* x P-apt. Pentrur > 18 p € N° vom nota D™ com-
pletarea clasei S in raport cu norma

? i/r
1P bo = [BUF T+ 5 B(1 D )]

In cazul migcirii browniene d-dimensionale, forma derivatei
de ordin k a funciionalei netede F' (ca variabild aleatoare cu
valori in H®) este urmatoarea

(D*F):'l{---d't _
8] yeeoenBk
= o*
E m——fm (‘fyg, geovoy W‘u) llﬂ'i-,l(sl) ceoe lfoptik](‘gk)’

£t =1

pentru 8y,...,8: € [0,T] i j,...,5x = 1,...,d. Vom scrie

D F pentru (DF)J cu aceasti notatie, (D"F) *  coincide
..... Sk

cu derivata iterata D D2 ... D3 F . Pentruer gipe N*,
sa notam ca

WE N, =1FI, + I D°F ||gsll, ,
unde || - || ;s inseamni norma Hilbert-Schmidt pe H®” i.e.

DPF = D? ’d31
| DPF i3 22 Lﬂ[( ds, .

Rezultatele urméitoare arati ci normele || - ||,, sunt mono-
tone, compatibile §i cd spatiile D™ contin dens clasele S. s
P.

(a) | Flrp<{ Fls, pentruorice FES, dacap<gq g
r<s.

(b) Fie {F,, n>1} un gir de variabile aleatoare netede.
astfei ca || F,, Jl, convergela® candn — oo i || F,. — £, ||
converge la 0 cand m,n — oo . Atunci || F,, ||, convergela 0
cand n — 00 .
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Intr-adevar, stim ca

pentruto@iOS_iSj.CmMiﬂeL'(ﬂ,L’(T‘))mnteom-
plete, exista G* € L*(Q,,L*(7")) astiel ca

“Mw el 0,

L*(T‘)“L-(n)
cind n — oo . Sd ardtim ca G' =0 pentruorice 0 <: < j prin
inductie dupa': . Avem G° = 0 deoarece ¥, — 0 m L"(Q2)
candn — 0o. Sipresupunem ca G° =G' = ... =G"1=0.
Atunci, pentru orice F € & si ¢;1,...,e, € H , avem

E [F(G",el ®...0 e‘>L2(T-)]

= ImE [F(D-F,. o I e,->L’(T_,)]

= }i:n E [_ (DF,q)(D‘"F.. 619 ...0 ei-l>L,(7,_,)

+F<D_1Fn 18 ...80 ei—1>L2(7,_l)W(ci)]

= E [_ (DF,e;) <G"1,cl R...® 0».'-|>L,(T__,)

+F<G“l,e1®...®e,-_1>

deci G' =0.

(c) Clasele S, si P sunt dense in D"? pentru orice
r>1,peN".

Reamintimca P C S ¢ S. C & C S . Sa consideram intai
cazul S, ; este suficient sd aratim ci S, este densda in S
pentru orice norma || - f},; . Fied = 1§ F € § de forma
F=f(W(h),...,W(hy)) ,ca fE€CP(R"), by,...,hn € H
sia(z) ECE(R"), k>1 astfelca: 0< e <1,

(z) = 1,daca|z| <k
10, daca|z|>k+1,
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Definim
F=af(Wh),...,W(h,)) .
AvemcaF;,ESogaFgmnmgeatreFmD'-'canqu
oo ,pentrunoricer > 1, p€ N*.
Samtamama?atedasamscmnwrtcutopologpa
lai D™ . Fie F = f(W(hy),...,W(k,)) o variabild aleatoare
netedd cu f € C(R"); pmunprempnned. hy,...,h, sunt

ortonormale. Fie f(y) = fn e <¥=> f(z)dz tta.nsiormata. Fourier
alui f. Stim ca

1 . .
52) = G Jon € F 0,

iar f este infinit diferentiabili pe R" si descregte rapid (citre

0) la infinit. Punem

o) = gake 3 fo EEB2 gy

Atunci f; converge catre f in L™ (R",N(0,1)), pentru orice
r > 1. Mai mult, derivatele partiale ale lui f; converg catre
derivatele partiale corespunzatoare ale lui f in L (R*, N(0,1)).
De fapt aceastid convergenta este punctuala si aplicim teorema
de convergentd dominata.

Fie F functionald de miscarea browniani cu descompunerea
ortogonala in haos Wiener

oo

F= % Lif): (2.18)
m=0
unde f,, sunt functii simetrice pe L?(T™) . Ne punem problema
in ce condilii asupra lui f,, variabila aleatoare F se afli in
domeniul operatorului de derivare §i cam putem calcula derivata
lui F folosind dezvoltarea in haos. Are loc urmitorul rezuitat.
TEOREMA 2.2.3 Fie F varigbili aleatoare de pétrat inte-

grabil cu dezvoltarea in haos (2.18). Atunci F € D*! dacd gi

numai dacd
E mm! || fm l};(-,-..) <oo, (2.19)
m=1
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§t in acest caz avem

DF = 3 m s (ful 1) (2.20)
tar E [y (DF Y p(dt) este egeld cu suma serie: din (2.19).
Demonstrafie. Pasul 1: Si presupunem ci f,, este functie
elementard simetrici pe E,, dstade(u)gﬁei’— el f) -
Vrem sa aratam ca

 DF = mina(ful-t). (2.21)
Folosind definitia Ii L(fn) gi simetria hui f,, obtinem

n

Ddn(fu)= 3 a‘-,d--g:u‘, W(A)...W(A;_,)

XW(Aiy,) - W(AL)
=m Y Gin W(A) - WA )14, ()

1] yeeidm
= m I.._l (f.(,t)) .

Pasul 2: Vom arita ci H, C D*' §i ci formula (2.21) este
adevarata pentru imtegrale multiple de ordinul m . Variabila
aleatoare F' € H,, poate fi aproximati in medie patrata printr-
un sir de integrale multiple G* = I,,(¢*) cu ¢* € £,, . Folosind
proprietatea de izometrie a mtegralelor multiple si relatia (2.21)
aplicata functiilor ¢* , obtinem ci derivatele DG* converg in
LYT x Q) . Aoea.sta implica F € D?! §i ca (2.21) este sat-
isfacuta.

Pasul 3: Fie F variabila aleatoare de patrat integrabil cu dez-
voltarea in haos (2.18) i sd presupunem ca (2.19) este adevarata.
Definim

k
Ft= Y IL.(fw)-
m=0
Este clarea F* —F in L?(Q) iar pasul 2 ne spune ca F* ¢ D!
si cd DF* = TF _ milp i (fm(-,t)) . Atunci conditia (2.19)
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2.2. OPERATORUL DE DERIVARE 4
mplici faptul ci DF* converge m L*(T x ) catre membrul
drept din (2.20). Deci ¥ € D*! si (2.20) este satisfacuta.

Pasul {: Fie F € D*' s G o integrald multipla de forma
G = 1I,(¢g) cu g elementara g simetrici. Sa observam ca formula
de integrare prin parti (2.17) este adevarata pentru F* s G .
Deci, pentru h € H , avem

lim E (< DF*,h> G)
k—oo

= lim E(~F* < DG,k >+ F*GW(h))
= E(-F < DG,h >+ FCW(k)) = E(< DF.h > G)

Pentru k > n avem
E(< DF*,h>G)
= E((n+ DI ([ Sl 0B(0M(@)G)
Deci proiectia lui < DF,h > pe H, este egala cu

(n 4 DI ([ Fan (L OMOM())

In fine, daci (e; ,i > 1) este o baza a lui H , obtinem

5 momt I fullre)

= B(£ 5 (mtacs (f, intsmi@n))’)

t=1 m=0

co

2 (< DF,e;>") = || DF [}z xa) -C

Pescnri,tmnaz.?..3qmnehn:ru1urmitor:ﬁei‘ o inte-
grali multipld de forma urmaitoare

= Lnlfm) = [ o [ Faltrs o )W (dtr) ... W (dta)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



50 2. CALCUL MALLIAVIN

Atunci F  apartine intotdeauna domeniului operatorului de
derivare g1 D;f se ob{ine suprimand una dintre integralele
stocastice, lasand variabila ¢ libera si inmultind cu factorul
m . Sa explicitam acest lucru in cazul migcari browniene d-
dimensionale : cum orice variabild aleatoare diu H,, se exprima
ca integrala multipla I.(f,.) cu fm € L? ([O.T]"‘: R‘"‘) ==
H®™ ie. fo((tiyn1)---,(tm,Jm)) este sumetrica in (ty, jr),- ..,
(tmy Jm ), Obtinem

D (In(fm)) = mdm-1 (fm ((-,), (£,2))) -

cu Iy (fi(t,7)) = fi(t,j) , iar spatiul D?! coincide cu multimea
variabilelor aleatoare F = Y 22 I.(fs) care satisfac

E(ll DF Itys) = X E(I L(f)) < o0
n=1

Operatorul de derivare D este liniar, inchis, cu domeniul D??
siia valors in L2 (0,T] x @ ; RY) .

Aplicatie Daci F € D> astfel incat DF = 0, atunci din
teorema.2 2.3 rezultd ca F = E(F).

Fie h € H fixat. Definim operatorul D* pe multimea S
prin

D*"F =< DFh> . (2.22)

Din lema 2.2.1 rezulta ca acest operator este inchizabil de la
L7(S2) la L(Q2) pentru orice r > 1 gi are un domeniu dens
in L2(€Q)) . In cazul migcary browniene d—dimensionale, pentru
F eS8 sihe H, operatorul D* are forma

oo d T :
D= % [l (o), () W(0)de

n=1 ;=1

(daca seria converge in L(02)). Domeniul D* al operatorului
D" este spatiul Hilbert obtinut prin inchiderea lui § in raport

N 1/2
no o (!i Fi+ “ D*F “2> §i observam ca D*!' C D* ;
daca ' € D" pentru orice h € H g1 daca aplicatia
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2.2. OPERATORUL DE DERIVARE 51

liniars h — D*F definegte o variabils aleatoare de patrat inte-
grabil cu valori in H, atunc F € D% i

D'F =< DF,h>.
Putem interpreta operatorul D* ca derivata dupé directia el-

ementului [th(s)ds, care este absolut continuu §i de patrat
integrabil : daca

. |

[+ -]

exista in L*(2) (pentru F' neteda), atunci F € D* gi limita de
mai sus coincide cu D*F . Intr-adevir, (in cazul d = 1), avem

d
<DF,h>= Z f - Wy, Wao) < g b >

L Wy, We) [ o)

" 9
=23

= -;—CF(w+c/°'h(s)ds)L=o. _

Pe de alta parte, daci F este diferentiabila Fréchet gi notam
prin A¥ maésura {cu semn) asociati derivatei Fréchet a lui F,
atunci D,F = AF ((¢,1]) . Mai precis, pentru orice k € H ,

&vem

[ DFh{t)dt = < DF,h >

= [ ata)( [ Meys ) = [ 3 (e hcerat

Remarcd Daci H ar fi finit dimensional (i.e. 7' ar fi finita)
&lunci spatiile D"® se identifici cu spatiile Sobolev uzuale
W’-" de functii pe R® care au, impreund cu primele lor -
Pdenvabeputu!e,nmmteﬁmtedcmdmulrmnportcu
legea normala standard. Mai precis, fie {e;,...,e,} © bazi in
H , F, o-algebra generatd de {W{(e,),...,W(e.)} si F o vari-
abili aleatoare F,-mésurabili. Atunci F € D*! daci gi numai
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52 2. CALCUL MALLIAVIN

daca exista f in spatiul Sobolev W21(R* N (0, 1,.)) astfel incat
F=f(W(e),-..,W(ea)). In plus

Z af (Wiey),...,Wl(en)) &

Urmatorul rezultat reprezinta regule lanjwlu: pentru spatiile
D! i poate fi demonstrat aproximand pe F cu variabile
aleatoare netede.

PROPOZITIA 2.24 Fier > 1 fizat, ¢ : R™ —R diferen-
twabild, cu derwatele parpale mérginite si vectorul aleaior F =
(F1,...,F™) cu componentele in D™ . Atunci o(F) € D™ g

D(p(F)) = Z

In continuare vom determina derivata valorii medii conditio-
nate de o-algebra generatd de integralele stocastice gausiene.
kie A € B . Notam prin F, o-algebra generati de familia
{W(B),B C A.B € B} g1 completata in raport cu P .

LEMA 2.2.5 Fie F variabild eleatoare de pdtrat integrabil
cu descompunerea in haos (2.18) i A € B . Atunci

E|F|F4 = i B Lo 1)

Demonstrafie. Este suficient si presupunem F = I.(f.) .
cu fn € &, . Din liniaritate, f, pot fi presupuse de forma
1B,x..xB,. cu By,...,B,, mutual disjuncte §i de masura finita.
In acest caz avem .

E[F|Fa] = E[W(By)...W(By) | Fa]
E[W(B, N A) + W (B, N A°)
- AW(Bm NA) + W(Bn N A°)) | Fal

= In (l(B,nA)x...x-(B.,nA)) .a
De aici obtinem
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PROPOZITIA 228 Fie FED*' 51 A€ B. Atunci
EF | FleD* &

D (E[F | Fal) = E[DF | Fal1a(t) apt.in T x Q.
Demounstrajic. Conform cu lema 2.2.5 si propozitia 2.2.3 avem

DAEIF 1 Fal)= 3 m bocs (- ) 15779) 140

= E[D,F | Fal1a(t) O
COROLAR 2.2.7 Daci F € D*! este F4—mdsurabild, atunci
DF =0 apt pe AxQ.
In casul miscarii browniene d-dimensionale, o—algebra uti-
lizati in rezultatele 2.2.5-2.2.7 se definegte astiel. Fie A C [0,7
boreliana §i F4 o—algebra generati de vectorii aleatori

7
Wi(G)= fo 1cdW , G C A, G boreliana ;

In plus fatd de rezultatele demonstrate, se poate ardta ca, daca

F este de patrat integrabil §i 74 — masurabild si functia & din

L* ([0, T]; R?) se anuleazi pe A, atund F € D 5i D*'F =0.
Exercifii 1. Fie f, € I*([0,1]™) . Atunci

m

DF=m!y Faltsr - tint,.. tn)

=17 < g <K< B }

X“ﬁ...mh -
2 Dacd FeD* g F= T2 L(fm), atuna

B,..uF

= 3 mm—1).fm—p+1) Laey Unlrtrr-- -1 15)).

m=p

3. Dacd F = T2, Ia(fa) € D*? pentruoricep > 1,
atunci f, = %; E(D™F) pentruoricem > 1.
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54 2. CALCUL MALLIAVIN

4.Fie F = exp (W(h) — Lfy k*(s)ds) , h € L¥(T) . Calculat
derivatele iterate ale lui F gi identificati coeficientii f,. din dez-
voltarea ei in haes.

5. Aratati ca, daci A € F , atunci 14, € D*! daci si numai
daca P(A) =0 sau 1.
Indicatie. Avem D1y = D(14)° =21,D1,, deci D1, =10
deoarece derivata este @ pe A° gi este egala cu de 2 ori valoarea
ei pe A. Obtmem 1, = P(A). Observati ci am aplicat regula
lantului functiei ¢ € Cg°(R), egald cu z* pe [0,1].

6. Folosind prepozitia 2.2.4 aratati ca, daca F; , F; € D*!
astfel ca F; gi ||DF}| sunt marginite, atuna F1F, € D*' si
D(Flpz) = F]DF; '2‘ F’DF‘ .

2.3 INTEGRALA SKOROHOD

Am vizut ca operatorul de derivare D este inchis §i nemarginit,
definit pe subspatiul D?' dens in L?(R?) si cu valori in L*(7T x
).
Notam prin § adjunctul operatorului D . Acesta este un
operator nemarginit pe L*(7 x Q) , cu valori in L?(Q) i cu
proprietatile urméatoare :

(a) Domeniul operatorului § , notat Dom § , este dat de
multimea proceselor u € L*(7T x ) care satisfac

B[ DeFuvian)|< chFla,  (229)

pentru orice F € D?! | iar constanta c depinde de u .
(b) Daci u € Dom § , atunci elementul §(u) € L?(Q2) este

caracterizat prin
E (Fé(u)) = E(/T D,Fu(t)p(dt)), (2.24)

pentru F € D%,

Operatorul (inchis) § se va numi integrala Skorohod a pro-
cesului u . El transforma procese de patrat integrabil in variabile
aleatoare. Vom folosi gi notatia urmatoare

(u) = /T u(t)dW, .
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Sa vedem cum se calculeaza explicit acest operator cand cunoas-
tem descompunerea in haos a procesului u , in forma urmatoare.
LEMA 2.3.1 Fieu € L¥T x Q). Atunci ezistd o familie
de funclii deterministe fn(t1,...,tm,t) , m > 0, mdsurabile,
de pdtrat integrabil i simetrice in primele m variabile, astfel

incat -
w(t)= Y In(fm(-1)), (2.25)

m=0

cumicdemdmmxvg'eatiinL’(TxQ) g
E(f, wona)) = 3= mt | fullscrenn

Demeonstrajie. Pentru aproape toti t avem E (u?(t)) < oo
deci variabila aleatoare u(t) se dezvolti ca sumi de integrale
stocastice multiple, iar functiile f,, sunt simetrice §i depind
de parametrul ¢ ; trebuie aratat ca aceste functii pot fi alese
masurabile in raport cu toate variabilele. Aproximam procesul
u in L*(7 x 1) cu un gir de forma u*(t) = T Fin gin(t) ,
cu gin € LHT) st Frn € L*(N) . Aceste procese au forma
u™(t) = Tozo Im (f( 1)), iar functile f  au proprietitile
dorite. In fine observim cé, pentru orice m , sirul {f2 ,n > 1}
converge in L2 (7T™+!) si definim f,, ca limita acestui gir.O

PROPOZITIA 2.3.2 Fie u € LT x Q) cu dezvoltarea
(2.25). Atunciu € Dom & dacd §i numai dacd seria

6(u) = 2 Im+l(fn) (226)
m=0
converge in L*(R) .
De aici rezultd ci Dom § coincide cu clasa proceselor u €
L*(T x ) care satisfac
E (8(w)) = Zzo (m+ 1) || fallfagmey <oo0.  (227)
Remarca Functiile f,, din formula (2.25) nu sunt simetrice
decat in primele m variabile ; de aceea trebuie facuta regu-
larizarea lor simetrica i.e.
= 1
= eyt
fu(tls"-stwnt) m+1 [fm(th ’ )
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+3 .;-&»---,Mst'%-—--oimﬁﬁ -
=1

Deoarece Imii(fm) = Lasi(fm) pentru orice m, expresia
(2.26) poate fi scrisi fara regularizare simetricd, dar regularizarea
simetrica este necesara pentru a calcula norma £? a integralelor
stocastice (¢l. formulei (2.27)). In cazul migcirii browniene d-
dimensionale, daca u € L’(H,T] xQ; B.") este proces sto-
castic d—dimensional de patrat imtegrabil, atunci functiile din
descompunerea (2.26) sunt de forma f,.{(51,--.,8p, 1} ~9md £
L? (f0, T+ ;R4 simetrice in (81, j1),-- -+ (Sm, jm) Pen-
tru orice (t,7) fixat, iar regularizirile Jor simetrice in cele m + 1
variabile sunt date de '

Fou €(83531) <~ - » (S3ms Jun o {2, 7))

- ;;3;; [fom (82 31) - -+ (8o on)s (£, 7))

+ Z Ju {3 2),- - > (3iaadia ) (8, 7),

(M.‘h}.i#’l% - -1'(‘ﬂla}"¥l)a {‘ia Ji))] .
Cu aceste mt,i, integrala Skorohod a lui u este

E ‘ Fu {81, 51 )0 - -+ (Sumadim)s (6:5))

T =0 3
xﬂ“ ﬂ"“‘dW"

(chnd seria converge in L*f) . Qbservati ci se integreaza un
preces d-dimensional in raport cu un proces Wiener d--dimensio-
nal, iar rezultatul este o variabili aleatoare reali notata

stw) = [ wieraw, mgf«.m.

Demoustrajia propezijiei 2.3.2 Daci G = I.(g) este o inte-
grali stocastici multipli de ordin » cu g simetricd, atunc

E( | wypCua)
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- i:o [ BT () m Tacs (9, 0)))(dt)
= [ Bllas Uara (1) 1 Jama (9, 1) (at)

= "(""1)![1_ < fa=1(- 1), (- 1) > parm-1)pu(dt )

= nl < foo1,9>020%) = 0! < fao1, @137

= B(L(fo-1)1ni9)) = E(L(/a-1) G) -
Fie acur u € Dom § . Din formula (2.25) §i din calculele de
mai sus obtinem ci E (6(u)G) = E(I,,(f,..l)G’). Rezulta ca
In(fa1) coincide cu proiectia lui §(u) pe al n-lea haos. deci
seria din (2.26) converge in L*({)) si are suma §(u) . Reciproc,
sa presupunem ca aceastd serie converge gi fie V suma ei. Avem

B(f won( 3 utow))ute) = £ (¥ 3 iton)

pentru k > 1, deci

la( / u(t)D,Fp(dt))i < Viiz | Fil2,

pentru orice variabild aleatoare F' cu dezvoltare in haos finita.
Printr—un argument de densitate, aceasta relatie este adevarata
pentru orice F' € D??! gi (cf. definitiei), obtinemn ci u € Dom § .0
Exercitii 1. Aratati cd Dom § coincide cu acoperirea liniara
inchisi a proceselor de forma u = Y., Fils , cu A
boreliand n [0,1] , F; € L’(ﬂ, Fags P), in raport cu norma
0w fzeqrxay+ | 8(u)llxay -
2.Daca FeD* cm E(|F|"*)<o0, atunc P(F >0)=0
sau 1.
Indu:s;:c Folosind formula (2.24) si propozitia 2.2.4, estimati
E(p(F)5(u)), unde @, este o aproximare a functiei sign, rar
u € Dom § este un proces marginit.
Si vedem in continuare proprietitile integralei Skorohod.
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(a) Operatorul § este liniar pe Dom § gi are media 0 ie.
E(8(u)) =0 pentru uw € Dom § .

(b) Integrarea proceselor elementare netede

Sé notam prin Sy clasa proceselor elementare netede i.e. de
forma

ut)= 3 F, hj(t)
=1
unde F; sunt variabile aleatoare netede iar h; € H := L¥7T) .

Din formula de integrare prin parti din corolarul 2.16 deducem
ca procesele elememare netede sunt integrabile Shorohod si

b(u) = 3 FW(k;) - }: [ DEAur) . (228

S& observam cd, dacd h; sunt de forma 1,, ,cu A; € By s
daca F; sunt F4: —masurabile, atunci conform corolarului 2.2.7
rezultd ci a doua suma din (2.28) este 0.

Notam prin L2 clasa proceselor u € LT x ) , cu u(t) €
D?*! pentru aproape totj t, iar procesul {cu doi indici) D,u(t)
admite o versiune masurabild care satisface

E(LL 1D, w(t)f? p{ds}}l{dt)) —

Duipmomuluadnntedcsaxnpuneta(Z.ZS) faptul ca u €
L' este echivalent ca convergenia seriei

LL Eﬂ f_fl Y AT X v»f'z)r(da)ﬂw;

=3 mm— 1) || fallfarme) -
m=1
Observam ci L2 este spatiu Hilbert in raport cu norma

w2, =ﬂ‘ﬂ§»(nnq+ Emﬂizmxa)
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gi este izomorf cu L? (T ; D*'). Din relatia (2.27) si din ine-
galitatea ~
| fllza@zms:y <N fallzrms

rezultdi ca L?' ¢ Dom ¢ . In cazul miscarii browniene d-
dimensionale, norma pe spatiul L?! are forma

1/2
ity = (£ 1uto Pas)

T T 1/2
+(Ej: /0 Il D,ult) ||’dsdt) ,

unde || D,u(t) || inseamnd norma matricei (Diu’(t)).
(c) Relatia de comutare intre derivata si integrala Skorohod
Fie u € L?! ; presupunem ci procesul {D;u(-)} este integra-

bil Skorohod §i existd o versiune in L*(7 x ) a procesului
{fr D.u(s)dW,} . Atunci §(u) € D*! i

Dy (8(w)) = u(t) + /1 Du(s)dW, (2.29)

Intr-adevar, fie u(t) = Yooy Im (fm(--1)) ca in lema 2.3.1.

Atunci
D, (8(u)) = D, ( )3 I~=+n(fm))

m=0

= i (m -4 l)Im(fm(’,f)) = m(fm('at))

m=0

+ fj I (i:f., (t .., iﬁ.....,z,,_.t.t.)) (2.30)
m=0 1=1

=u(t)+ Y mI.if, t

m=0

=)
AY
m=0

unde f2(-.!.-) inseamna regularizarea simetrica a functie:

(tl ---- tm)_’fm(_tla---wtm—lqt-trn}
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Pe de alta parte avem
A. D,u(s)«ﬂV, = /T (2‘ m Im—l (fn('wtvs))) dWl ’

care coincide cu al doilea sumand 1 (2.30), conform cu (2.26)
Formula (2.29' este o relatie de comutare de tip Heisenberg,
care poate fi scrisa “ [D.flu=u".

(d) Covariatia integralelor Skorohod
Fie u.v € L% . Atuna
E(8(u)é(0)) = [ E (u(t)o(t)) u(at) (2.31)

+ /1 [T E(D,u(t)Dyv(s))p(ds)p(dt) .

(formula (2.31) poate sa nu aiba sens pentru procese in Dom §).

Intr- adevar, putem presupune ci u admite o dezvoltare in
haos finita ; atunci §(u) € D*! (din proprietatea (c)), iar din
(2.24) si (2.29) obtinem

B (8(u)5(0)) = E( [ w(t)D: (6(u)) u(et))
= ([ o) (wty+ [ Du(s)aw.) n(at))

si aplicam din nou (2.24).

(e) Integrala Skorohod a produsului dintre un proces §i o
vanabila aleatoare

Fie u proces integrabil Skorohod §i F' € D?*! astfel ca
E(F’[[ u’(t),u(dt)) < .
Atunci avem

[ Fu(t)dW, = F /7 u(t)dW; — [r w(t) (D F)p(dt), (2.32)
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in sensul ci Fu(t) este integrabil Skorohod daci si numai daca
membrul drept din (2.32) este in L3((?) .

Intr-adevar, fie G = ¢(W(h,),-..,W(k,)) o functionald ne-
tedd in care ¢ are suport compact. Din regula lantului pen-
tru operatorul de derivare (propozitia 2.18) s formula (2.24)
obtinem

E( [ (DG)Putyu(as))
= [ E@(t)D{FG) - GD.F)) uiat)
= E (G (Fs(;) - /1 u(t)D,Fp(dt)))
(f) Procese stocastice care sunt gradienti

PROPOZITIA 2.3.3 Fie u € L*(T x ). Atunci ezistd
F € D*! cu DF = u dacd $i numai dacd funciiile f,, din de-
scompunerea (2.25) sunt simetrice in raport cu toate variabilele.

Demonstrafie. Pentru suficientd, definim

= 1
F= mz=:o —yY Ims1(fm) ;
seria converge in L?(2) (chiar in D=!) deoarece

S (m+1)(m+1)!
Z (m).f. 1) I fmgi’(’r-m) =flu Hia(‘rxa) < o0

m=0

si DF =« .0

PROPOZITIA 2.3.4 Orice proces u € L*(T x Q) admite o
descompunere ortogonali unicé u = DF + u® | cu F € D*' &
E (< DG, u® >) = 0 pentru orice G € D*' . In plus, u® este
integrabil Skorohod gi §(u®) = 0.

Demonstrafie. Din propozitia 2.3.3 rezultad ci elementele de
forma DF cu F € D*! formeaza un subspatiu inchis in L*(7 x
) , deci orice proces u admite o unici descompunere ca in
enunt cu ¥° L DG pentru orice G € D*' .0 .

Rezultatul urmator ne aratid cum putem construi procese din
Dom § care sa nu fie in L' .
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LEMA 235 Fie A € By . Daci F este variabilé eleatoare
F s-—miasurabild gi de pétrat tategrabil, atunci procesul F'1, este
integrabil Skorohod gi

§(F1,) = FW(A).

Demonstragic. Daci F € D*' | din formula (2.32) i corolarul
2.21 rezulta .

§(Fl,) = FW(A)— j D F1 4(t)p{dt) = FW(A) .

Cmﬂpsdno@emmhﬁmtaséahptulca
§ este inchis.O

Mhm&if‘mtzﬂmnotamn

o—algebra generatd de {W, , 0 < s <t} §i de mul{imile de
probabilitate nuld din F , unde W = {W, , t > 0} este o migcare
browniani reald. Pentru un interval de timp 7 care poate fi [0, 7]
sau Ry , notém prin [T x Q) = L7 x Q,B(T)®@ F, A x
P) multimea proceselor de pitrat integrabil g prin L2(7 x Q)
subspatiul proceselor adaptate.

Sa observam ca, daci ambele procese din formula (2.31) de
calcul a covariatiei integralelor Skorohod sunt adaptate in raport
cu filtrarea generati de migcarea browniana reald, din corolarul
22.7 rezultd ci D,u(t) = 0 pentru aproape toti s,t cu s >
t,decarece F; = F ) - Deci al doilea termen in formula (2.31) se
anuleazi g astfel regasim proprietatea de izometrie a integralei
Ito.

Folosind lema 2.3.5 putem s aratam ci operatorul § este o
extensie a integralei 6. Intuitiv, aceasta se bazeazi pe faptul
ci, dack w € I? , atunci regularizirile f, din formala (2.26)
pot fi alese cu proprietatea : f,(t1,...,1n,i) = 0 pentru ¢ >
tV...Vin.

PROPOZITIA 2.3.8 Avem L2 C Dom § g operatorul § res-
tricfionat la L? coincide cu integrale It6 i.c.

5(u) = é‘.[-’(t)ﬂ‘
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Demenstrafie. Daca u este proces elementar adaptat de forma

u(t) = Z Fj l(lj.l,+1](t) ’

IJ=1

cu F; € L*(Q, Fiy, P RY) §i0<ti <...<ta <1
(rea.mmtuncammtcaz}'g Fio.q), din lema 2.3.5 obtinem
ciu € Dom é s

-6(u) = fj ij Fi (We, —Ws) . (2.33)

Cum orice proces u € L? poate fi aproximat in sensul normei
din L*(7 x ) cu un sir de procese elementare adaptate u™ , din
formula (2.33) rezultd ci §(u") coincide cu integrala It6 a lui
u™ si converge in L*(Q2) catre integrala It a lui u . Cum § este
operator inchis, deducem ci u € Dom § i ci 6(u) comc:de cu
integrala It6 a lui u .0

Am vazut la afirmatia 1.4.11 ca orice variabila aleatoare F' de
patrat integrabil, masurabila in raport cu W poate fi scrisa astfel

F=E(F)+ [ u(t)aw,,

unde u € L? . Vom vedea in continuare ci, daci F este slab
diferentiabila, atunci procesul u se poate determina explicit.
PROPOZITIA 2.3.7 Fie F € D*! 5t W o migcare brown-

tand reald. Atunci
1
F=E(F)+ [ EID.F|FldW,.

Demonstratie. Daci F = T2 _o Im(fm) , din formula 2.20 si
lema 2.2.5 obtinem

EIDF | Fl= 3> mE [Inor (fm (t,) | Fi

m=1

= Z ml,_y (f-a (tl, vecy tm—l»t)l{t,v...vt,.._, 5:})

m=1
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Punem u(t) = E[DF | F;] . Calculam &(u) folosind expresia
precedentd pentru u si formula (2.26) ; obtinem

Sw)= Y Inlfu) = F~ B(F),
m=1

care da rezultatul ciutat, deoarece &§(u) coincide cu integrala
stocasticd Ito a lui « .O

Urmatorul rezultat aratid ci integrala It este diferentiabila
daca §i numai dacid integrandul este diferentiabil. Mai precis,
avem

PROPOZITIA 2.38 Fie W = {W,, t € [0,1]} o migcare
browniand reald, u = {u(t), t € [0;1]} un proces adaptat de
patrat integrabil si notdm X (t) = [ u(s)dW,. Atunci u € L>?
dacd st numai dacd X(1) € D*! . In acest caz procesul X € L?!
$t

[ E(D.X(0)F)ds
N /0' uX(s)) ds + / / (1D-u(s)P )drds  (234)

pentru orice t € [0,1] .

Demonstrafie. Fie u € L?! . Deoarece este adaptat si de
patrat integrabil, procesul {D.u(s), s € [t,1]} este integrabil
Skorohod. In plus, datorita proprietitii de izometrie a integralei

It6, avem
2
i dt) / / ID,u(s ds dt < oc.

1
g
0

Obtinem deci ca X(t) € D?! pentru orice t si

t
D,X (%) = u(s)1peqy + / D,u(r)dW, .

Luam media patratului expresiei precedente si obtinem formula
(2.34) gica X € L¥'.

Reciproc, daca X (1) € D?! | pentru orice k notam u* proiectia
procesului u pe suma primelor & haosuri gi fie X*(t) =
o u*(s)dW, . Atunci X* este proiectia lui X pe suma primelor
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k haosuri gi deci X*(1) converge in topologia lui L?! catre
X(1) . Ramane si observam ca

/ "E(| D.X*(1) ) ds = / "B (| uk(s) ) ds

+ [ [ E(1 Do) F)drds > [ [ B (| Dot (s) ) drds.

Sa observam ca integrala Skorohod nedefinita a unui proces
u € L2 in raport cu o migcare browniani d—dimensionala :

{/ot"(s)dw' =6 (uljgy) , 0t < T}

este continud in medie patrata , deci masurabila. Se poate arata
ca, pentru integranzi suficienti de netezi, integrala Skorohod
nedefinitd admite o versiune continud si cd variatia sa patratica
este integrala Lebesgue a patratului integrandului. Dar, spre de-
osebire de integrala It6, nu are nici o proprietate de martingal
din lipsa de adaptare. Totodata, are loc o formuld de tip Ito,
mai generald decat afirmatiile 1.4.4-1.4.5.

2.4 SEMIGRUPUL ORNSTEIN-UHLENBECK

Vom considera un zgomot alb {W(k),k € H} asociat spattului

Hilbert H = L*(T,B, ) . Vom nota J, proiectia ortogonala pe

cel de-al n-lea haos i.e. dacd F = T22 ) I.(fa) este o variabila

aleatoare de patrat integrabil, atunci Jo.(F) = I.(f.) .
Semigrupul de contractii {T;,t > 0} definit prin

T(F)= 3 e™Jn(F) (2.35)
n=0

pentru F € L*(Q) se numeste semigrupul Ornstein— Uhlen-
beck.

O modalitate probabilistd de a introduce acest semigrup este
urmitoarea. Fie {W’(h),h € H} o copie independentd a lui
{W(R), h € H} . Vom presupune ca W si W’ sunt definite
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pe spatiul produs (Q x ¥, FRF ,P x P’) . Pentrut > 0,
definim procesul Z = {Z(h), h € H} prin

Z(h) = e Wh) + (1 - ) wiih) .

Acest proces este gausian, centrat §i cu aceeagi covariatie ca §i
W . Mai precis,
) E((Z(h1)Z(hs))

=e‘”<h;,hg>+(l—e'2')< h],h1>=< hi,hg > .

Fie W.W': 0 — R¥ aplicatiile canonice asociate proceselor
W.W' . Pentru F € L*(),F,P) . putem scrie F = ppo W |
unde ¥F este o functie masurabila de la R¥ la R si este
determinatd P o W-1-a.p.t. In consecinta, variabila aleatoare

Yr(Z) = $r (W + (1 — ™) /2 W)
est ine defimta P x P'-a.p.t. Pentrut > 0. definim
T(F) = E'(¢r (W + (1 — e )2 W')) (2.36)
unde E’ inseamna media in raport cu /' . Si aratam ca for-
muleie (2.35) g1 (2.36) sunt echivaiente. Mai intai, sa observam

ca in ambele definitii, operatorii sunt contracti liniare pe

L}, F,P) : in (2.36) avem
E(|T(F)P)

<E (E’ (l Yr(e™W 4 (1 — e )12 W'|"\)) = F(l FIP),

Apoi, este suficient sa consideram F = H,(W'h)) |l k ||=
1. In relatia

E' i exp (_%\,2 +se”'W(h +s(l —e ")’/2“"()1)))

= exp (—%e"‘ + s W(h !,
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dezvotam dupi puterile lui s € R . In dreapta, coeficientul
lui s* este e ™ H, (W(h)) , iar derivata &&= membrului stang
calculatd in s = 0 este egala cu

E'(H, (e*W(h) + (1 - e™)2 W'(h))) .

Operatorii 7; au urméatoarele proprietati :
(a) sunt pozitiviie. F > 0= T(F)>0.
(b) sunt simetrici i.e.

E(GT(F)) = E(FT{(G)) = é e E(Jn(F)Ja(G)) -

Pentru F € L*(), definim operatorul L prin

oo

LF =Y —nJ.(F),

n=0

daca seria din dreapta converge in L%(Q) i.e. domeniul Dom L al
operatorului L este

{Fer@, Fo 3 n()s ot i e < oo}
n=0 n=1

In particular Dom L C D?! . Observam ci L este un upera-
tor nemarginit §i simetric pe L) ie. E(FLG) = E(GLF)
pentru F,G € Dom L . Urmatoarea propozitie spune ci [ este
generatorul infinitezimal al semigrupului Ornstein—-Uhlenbeck;
in particular, L este autoadjunct, deci inchis.

PROPOZITIA 2.4.1 Operatorul L coincide cu generatorul
infinitezimal al semigrupulus Ornstein—Uhienbeck {T},t > 0} .

Demonstrafie. Avem de aratat ci F € Dom L daca gi numai
daca limeo T4E1=F exista in L?(Q) si este egald cu LF . Daca
F € Dom L, atunci

E(IT‘(F_Z_F. —LF
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care convergela0 candt \, 0 . Reciproc, daca limg o E(”_;'I:E =
G in L*(Q2), atund

J(G) = lim TJalF)) = Jn(F)
t\\.U t

deci Fe Dom L 1 LF =G .0

Legatura intre operatorii D, é, L este datd in

PROPOZITIA 2.4.2 Fie F € LX02) . Afirmatia F € Dom L
este echivalentd cu F € Dom 6D (i.e. F € D* 4 DF €
Dom §). In acest caz avem §DF = —LF .

Demonstrafie. Daca F = T2, I.(f.) € D*' s DF €
Dom § , atunci, pentru G = I,(g) € H, , avem

E(GSDF) = E(< DG, DF >)

= nz(n - l)! <g, f,,>1,:(7'-) =n E(GJ.(F)),
deci J, (6DF) = n Ju(F) , ceea ce implici F € Dom L si
6DF = —LF .
Reciproc, daca F € Dom L atunci F € D*! gi pentru orice
G= T2, 1a(9s) € D', avem

= —ﬂJ-(F) ’

E(< DG,DF >) = E n? (n - l)! < g,,,f.>1,z(1-)

= E n E(Jo(G)Jn(F)) = —E(GLF) ,

deciDF € Dom LsiéDF=—-LF .O

In rezultatul urmator vedem ca operatorul L actioneaza pe
variabilele a.leat,oa.re netede ca un operator diferential de ordinul
doi.

PROPOZITIA 2.4.3 Avem § C Dom L gi pentru F =
f(W(h),...,W(h,))inS, f€CF(R"), avem

= i 3,0;f (W(h1),...,W(hy)) < ki, h; >

iy=1

= 0 O (W), W (k) W ().
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In plus, S este densd in Dom L in raport cu nofma || F ||1=
[E(F?)+ E(| LF ).
Demonstrafie. tim ca F € D*! gica

D/F = z;

In consecintd DF € Sg C Dom é si din formula (2.28) obtinem

(W(ln o W(hky)) hi(t) .

6DF = Y 8 (W(hy),... W (k) W (k)

=1

3 BB (W(ha)y..., W(k)) < hishs > .
=1

Ramane de aplicat propozitia 2.4.2. Ultima afirmatie se obtine
aproximand F' cu o suma finiti de integrale stocastice multiple,
in care f, sunt functii elementare.0

Mai general, se poate arita ca, daci F' = (F',...,F™) are
componentele in Dom L si ¢ € C?(R™) cu derivatele partiale
de ordin 1 si 2 madrginite, atuna ¢(F) € Dom L si

L(e(F))

= ¥ (80)F) < DF\DFi > + 3" () F)LF" .
=1 =1
Sa observam ci Dom L = D?*? sicinormele || - || i - ||2.2
coincid. De fapt, dacd F = T2, I.(fa) , atunci

B(F) + E(LFP)= 3 (2 +1) n! | fu 2sgr
= E(F*)+E (Il DF I3ar)) + E (Il D*F Wiser)) -

Exercitii 1. Pentru 0 < ¢ <1 notam Fy_, = 32, (1 —.
€)" Jo(F) si F© = B==F  Atunci LF existi daci si numai
daca F* converge in L?*(f2) cand € \, 0 si in acest caz avem
LF = lima F*
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2. Fie F = exp(W(h)=1 &) , h € H . Aritati ca
LF = —(W{(h)- || R>) F .

Am vazut ca T; sunt contraciii pe L'(€1) pentruoricer > 1.
Acesti operatori verifici o proprietete mai tare, numita de
hipercontractivitate.

TEOREMA 2.44 Fie r > 1. Dacd F € L*"YQ, F,P) ,
unde s(t) := e*(r — 1) + 1, atunci

I T(F)lisy < FHir-

Demonstratie. Notam s = s(t) s fie s’ conmjugatul lui s. Din
dualitatea spatiilor L*, L*' , este suficient si aratam ci
IE(TU(F)GH < | FIi- 1| G lis
pentru orice F € L” §1 G € L* . Printr-un argument de aprox-
imare, putem presupune ca0 < a < F,.G<b< oo, cua<b g
F=f(W(h),...,W(ha)) , G=g(W(h),...,W(hs)) . cu
f,9 € C®(R"). Fie {(W;,0<t<1,1:=1,2} migcéri brown-

iene independente si ®;,...,®, € L?[0,1] astfel ca
< @, ®,;>12101) = < ki, h; > . Atunci vectorii gausieni

(W(hy),...,W(hy) , (/01 <1>,dw‘,...,/01 <I>,.dW‘)

au aceeasi lege. Intrucat
1
E(T(F)G) = B (e[ @maw?
)

i 1
+(1 =22 @ dW? ] @dW?

1

S \ 1
sti= o [ anawt) g [ eaw, L [ anant )],
o G 0

problema se reduce la a ardta ca

EXYI < Xl | Y fls
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cul<a< XY <b<oo, jar XY sunt ~variabile aleatoare
masurabile in raport cu o-algebrele generate de migcarile brown-
iene W3 = e W} + (1 — e )1/2 W2 respectiv W! ; cf.
afirmatiei 1.4.11, aceste variabile aleatoare se scriu

X" =E[X"]+ '/lu(a)dws YY = E[Y"] - /lv(oz)dWl
0 «’ () .
Aplicim formula lui It6 (afirmatia 1.4.4) martingalelor marginite
_ r @ 3 - s’ e 1
MG_E[X]+/() wdW?® | N, =E[Y ]+/o vdW
si functiei f(z,y) = z'/7y"/*"; obtinem

1 /1 ,
XY =) X ||| Y}|,,+/o (;M;/r—lN;/.dMa

1
+§M:"N;""‘d1v,) + % / MY*NY¥ A do
0

unde

Ay = 1 (l - 1) M *u(a)? + l, (l, - 1) N ?v(e)?
P s’ \s

-+ 21%M;1N;1u(a)v(a)c“ ;
ps

Luim mediile gi obtinem

EXY)=| X |Y ll« + % /o l E[M;/'N;/"Aa]da ,

deci este suficient sa observam ci A, < 0.0

Ca o consecinta a teoremei 2.4.4, sa aratam ca, pentru orice
r<s in(l,00), normele || - ||, i || - ||s sunt echivalente pe
orice haos H,, . Fiet > 0 astfel cas =1+ ¢e%*(r —1); pentru
orice F' € H, , avem

e Flls =l TdF)lls <|I F I

1

Pe de alta parte, operatorii J, sunt marginiti in L7, r > |
Intr-adevar. fie r > 2 sit > 0 astfelca r—1 = €*
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Din proprietatea de hipercontractivitate cu exponentii r si 2 ,
obtinem
I Jn(F)llz = €™ | Te (Ju(F)) -
S e[ JnlF)fz < ™| Flla < e[| F.
Pentru r < 2 folosim un argument de dualitate :
M I(E)r = P E(J.(FG))

Glls <1
< Fii- o I Ju(@ls < | FIr,
unde s este conjﬁ,gatul hir sis—1=¢*.0
Sa remarcam ca spatiul D*! se poate caracteriza ca dome-
niul operatorului C := —(—L)Y? . Mai precis, daca F =
2 0 In(fn) , atunci operatorul C' este definit prin

CF =% —n'?J,(F);
n=0
ca si in cazul operatorului L , se poate arata ca C este gener-
atorul infinitezimal al semigrupului de operatori (semigrupul
Cauchy) dat de

Q.F = f: e~ g (F). (2.37)

n=0

Observam ca Dom C = D?! si ca, pentru F € Dom C , avem
E((CFy)= Y nnl || fallfare = E(IDF ) .
n=1

Fie {¢(n), n > 0} un sir de numere reale cu ¢(0) = 0 .
Acesta determina un operator liniar Ty : P — P prin

Ty(F) = 3 (n)da(F), FEP. (2.38)

n=0

Are loc urmatorul rezultat de marginirein L™, r > 1 , numit
teorema multiplicatorului.
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TEOREMA 2.4.5 Fie {¢(n), n >0} un gir de numere
reale as’fel incit $(0) = 0 gi ¢(n) = T2, apn~* pentru
n>N.Daci T2, |ax | N <oo, atunci operatorui (2.38)
este mdrginit in L™ pentru oricel <r < co.

Sa observam ci ipotezele acestei teoreme sunt echivalente cu
existenta unei functii A(z) analiticd in jurul origmii §i cu pro-
prictatea ¢(n) = k(r~!) pentrun > N .

Exemple de aplicare :

o= (535) s emo- ()"

De asemenea, observam ci operatorii T; , Q¢ , L , C satisfac
aceste ipoteze.

Sa considerim clasa Sy variabilelor aleatoare netede cu valori
in H i.e. de forma

F= EF,-v,—,v,-GH,F}GS.
=1
Pentru p € N* gir > 1, definim spatiile D"?(H) ca fiind
completarea clasei Sy in raport cu normele »

1/r

| F leosr = |EWFIR)+ 3 E(I DF lnes )| .

=1

Proprietitile de monotonie, compatibilitate i densitatate de la
normele || -||;, ramain adevarate pentru variabile aleatoare cu
valoriin H .

Definim

D*= (] D™”.
pEN® , r>1

Atunci D™ este un spatiu metric numarabil complet ; similar -
definim D*(H) . Observam ci operatorul D este continuu de
la D'® la D"-'*(H) pentru orice p,r . In consecinti, D este
operator liniar continuu de la D* la D*(H) . Mai mult, daca
F,GeD>, atund < DF,DG > € D> .
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Aproximand componentele lui F = (F',... ., F™) | F' ¢
D> | cu variabile aleatoare netede, pentru ¢ € C°(R™)
obtinem ci @(F) € D si

D(#(F))= ¥ (3w)F)DF,

L(@(F) =" (4d¢) < DF',DF’ > + 3 (Big)(F)LF"

In particular deducem ca D™ este o algebra.
Exemplu Fie{iV,,tG[O 1]} omngcu'eb.owmanareala..
Pentru0<7<- gip>1 cu7<-—-—, variabila aleatoare

/2p
L ARAAY
| Wi,y = (‘LJP -It—:sllT;"' dsdt e D>

In continuare vom vedea ci operatorul L este continuu de la
D> la D™ s§i ca operatorul é este continuu de la D®(H) la
D> . Aceste rezultate se demonstreaza utilizand inegalitatile
lui Meyer, care arata echivalenta normelor || - ||, ale 'ui CF
gi| DF |, pentrur > 1. La randul ei, echivalenta normelor va
rezulta din faptul ca operatorul DC~! este marginitin L™ , r >
1 . Mai precis, avem

TEOREMA 2.4.6 Fier > 1 gip € N*. Atunci existd con-
stantele a? | b > 0 astfel incdt, pentru orice variabild aleatoare

r T

polinomiald F |

a@?E (| D" Fllzaers)) < E(| CPFT)

- V[ (ﬂ D Fllzars)) + E( FT )} (2.33)

In cazul p = 1 , aceste inegalititi se scriu mai simplu in
forma
a | DFY|, < | CF|j. < & || DF, , (2.40)
pentru orice r > 1. De fapt, formula (2.39) rezulta din (2.40) si
din inegalitatile lui Hincin pentru functii Rademacher, cf. P.-A.
Meyer, Lect. Notes in Math. 1059, 1984, p.179-193.
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PROPOZITIA 2.4.7 Operatorul § este mdrginit de laD"?(H)
la D"?1 | pentruoricer > 1 g p > 2, iar operatorul L este
mdrginit de la D"?(H) la D**~? pentruoricer >1 gip > 3.

Demonstratie. Vom aridta numai ci § este continuu de la
D"!(H)la L" . Fie s conjugatul lui r ; pentruu € D"}(H) si
variabila aleatoare pohnomiala G cu E(G) =0, avem

E(8u)G) = E(<u,DG >)
=E(<u4,DG>)+ E(< E(u),DG >) .

Al doilez sumand in expresia de mai sus este marginit de o
constanta inmultitacu || |u | ||, || G ||, . Putem deci presupune

E(u) = E(DG) =0 si obtinem
| E(6(w)G) | =| E(<u, DG >)|
= |E (< Cu,CC™*DG >)| = |E (< Dy, DC?*DG>1ar))|

< || Du ||ra; wom) | DC72DG ||La ; Hom)
S el Dullr@;m G s s

am folosit inegalitatile lui Meyer pentru a evalua termenul
DC-*DG .0

in capitolul urmator vom avea nevoie de aplictiile urmatore
ale inegalitatilor lui Meyer. Fie Py clasa variabilelor aleatoare
polinomiale cu valori in H . Atunci operatorul L='/2§ : Py —»
P este marginit in L"(Q2 ; H) pentru orice r > 1. Intr-adevar,
pentru orice G € P cu E(G) =0 si u € Py, folosind formula
(2.40), avem

| E(L/28(u)G) | = | E (< u, DL™'/*G >) |

<Nuller@:my | PL7'G loogn iy < & |t llzrg 1y | G o).

unde s este conjugatul lui r . Folosind din nou relatia (2 40),
obtinem ca DL~'§ estemargintdela L' (Q. H) laL"(C H) :

E'(< DL ‘6u,v>) = 7 (L-16(u)é +))
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76 2. CALCUL MALLIAVIN
= E( L™5(u)L™/*(v))

<N L7V28(u)liriy Il L7/28(v) )l Loe)
< el uller@;m il v lloea; m -

PROPOZITIA 248 Fie Fe D*! cua > 1. Dacd F ¢
L'(Q) st DF € L"(Q; H) pentruunr > a, atunci F € D™ .

Demonstrafie. Presupunem ca L(F) = 0. Exista un gir de
variabile aleatoare polinomiale 5, cu valoriin H care converge
catre DF i L"(Q; H) . Observim ca —L™ 16D = (I — Jp) .
Folosind descampunerea 3, = DG, + u, data de propozitia
2.34, in care §(u,) = 0 g marginirea in L™ a operatorului
L6, obtinem ci F — G, = L™ §(1, — DF) convergela 0 in
L™(?) cand » — co. Pe de alta parte

| DF — DGy ||rga; ) = | DL7'8(9a — DF)||Lr(a; 1y

S|l 9 — DF |iria; 1)

deci | DG, — DF | convergela 0 in L"(?) cand n — oo .
Avem ca G, € D! deoarece au dezvoltiri in haos finite, deci
FeD.O

PROPOZITIA 249 Fie F, € D™ cup>1 sir 2> 2.
Dacd F,, converge citre F in L"(Q}) st sup, || Fu|l,p < o0,
atunci F € D™* .

Demonstrafie. Fie s conjugatul lui r . Existd un subsir
{F,,, t>1} astfel incat derivatele D’ F,, converg in topolo-
gia slaba o(L" (Q, L¥(T?)),L* (2, L*(T’))), cétre un a; €
LT (N, L*(T?)), pentruj=1,...,p. Ludam r =2 si obtinem
ca, pentru h,,...,kh; € H , proiectiile lui < D(F, ),k ®...®
k, > po orico haos converg in topologia «(L2(7 x 1)) , cand
1 — 0o, catre proiectiile corespunzatoare ale lui
<a,h®...Qh; > . In consecintd F € D?**? sia; = D'F pen-
tru orice j = 1,...,p . Concluzionam ca in propozitia 2.4.8.0

COROLAR 2.4.10 Fie F, e D*' . n > 1 un sir de vari-
abile aleatoare care converge cdtre F in L%(2) s1 astfel ca
sup, E{| DF, ) < oo, atunci F € D*! g {DF,, n>1}
converge cdtre DF in topologia slabd a lui L*(T x Q) .
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Cu acest ultim rezultat putem extinde regula lantului (propo-
zitia 2.2.4) la functiile lipschitziene.
PROPOZITIA 2.4.11 Fie ¢ : R™ R cu proprietatea

lo(z) —p(y) ISK |z-y],

pentruz,y € R™ giun K > 0. Daca F = (F',...,F™) are
componentele in D*! | atunci p(F) € D*! i existd un vector
G =(G",...,G™) marginit de K astfel incdt

D (p(F)) = f: G'DF' . (2.41)

Demonstratie. Fie a € Cg° (R™) o functie nenegativa cu su-
portul in bila unitate gi f[gm a(z)dz = 1. Definim a,(z) =
n™ a(nz) i o = @ * ay . Atunci avem lim, @.(z) = ¢(z)
uniform in raport cu z , functiile ¢, sunt de clasi C*® cu
| Von | < K si, pentru orice n avem

m

D(ea(F)) = 3 (3in)(F)DF" . (242)
=1
Din corolarul 2.4.10 rezultd cd& ¢(F) € D*! si ca existd un -
subsir {(V¢n,)(F), k> 1} care converge in topologia slaba
a lui LYT x Q) catre D (¢(F)). De aici rezultd ca exista un
subs;ir{(ch,.,",) (F),i> 1} care converge citre un G ca in
enunt, in topologia slaba o(L" (2 ; R™),L"(22; R™)), pentru
orice r > 2, unde s este conjugatul lui r . Obtinem ca G este
marginit de K gi apoi trecem la limitd in relatia (2.42)0
Cu ajutorul propozitiei 2.4.8, observam ci propozitia 2.4.11
ramane valabild in spatiile L™ , r > 2.

2.5 APLICATIE LA STUDIUL LEGILOR

Sa consideram W = {W(k),h € H} un zgomot alb asociat
spatiului Hilbert H = L? (T, B, g) si definit pe spatiul de prob-
abilitate complet L? (2, F,P), cu F generat de W.
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78 2. CALCUL MALLIAVIN

Pentru a ilustra metodologia care va fi utilizatd in acest capi-
tol, si consideram pentru inceput cazul variabilelor aleatoare
1—dimensionale.

PROPOZITIA 2.5.1 Fie F € D*' cu preprictatea cd

E. € Dom 6 . Atunci legea lui F admite o densitate continud

o Je)=E [1{,?,,}5( g_g{*_n)] . (2.43)

Dcmoustreﬁe.?eatmsell fixat gi ¢ > 0, fie functiile

Ye(y) = — ;;--«;-H](y)

si oly) = [¥ ¥e(z)dz . Stim ci ¢ (F) € D*' si facand
produsul scalar dintre derivata ei i DF |, obtinem

< W,(F),DF> = ﬁbc(F) ” DF ”2 :

Aceasta formuld permite calculul lui ¢.(F) si, folosind formula
(2.24), obtinem

e

- (5]

De aici rezulti ci legea lui F' este absolut continui, deoarece
este dominata de masura Lebesgue inmultita cu constanta
”‘s(ubrn? ” In fine, facem € \, 0 in (2.44) s obtinem
expresia densitati lui F .0
Exercitii 1. Fie /) € D*! gt h € H cu urmitoarele pro-
prietiti < DF,h > #0 ap.t.§i 555 € Dom 6. Atunci £
admite o densitate continud gi marginita data de

s 2 [t o phys)

2. Fie F € D*? astfel incat E(]| DF ||™*) < oo . Atunci
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Fie F = (F',...,F™) un vector aleator cu componentele in
D! . Urmaitoarea matrice aleatoare simetrica gi pozitiv definita
TF 1= (< DF,DF’ >) 1<ij<m
se va numi matricea Mallivin asociata lui F'. Are loc urmatorul

rezultat.

TEOREMA 2.5.2 Fie F = (F',..., F™) un vector aleator
cu urmdtoarele proprietdti :

(a) FfeD*, <DF DFi>eD* s DF'€ Domé,
pentru orice 1,7 =1,...,m.

(b) matricea yp este inversabild a.p.t.
Atunci legea lui F este absolut continud in raport cu mdsura
Lebesgue pe R™ .

Pentru demonstratie vom avea nevoie de urmatoarea lema de
analiza reala.

LEMA 2.5.3 Fie p o mdsurd finitd pe R™ . Dacd

/Rm Oip dp

pentrut =1,...,m gip € C°(R™) (unde 0; inseamnd a—azf )
atunci u este absolut continud in raport cu mdsura Lebesgue.

<elie llo (2.45)

Demonstrajte. Daca m = 1 | pentru @ < b consideram
functia
0,dacaz<a
o(z) = ﬁ,dac&a(x<b
1, dacaz>b

care, desgi nu este infinit diferentiabila, poate fi aproximata cu
functii din C° (R) astfel incat formula (2.45) sé aiba loc.Obtinem
ca p({a,b)) <e1(b— a), deci p este absolut continud.

Daca m > 1, si consideram o aproximare a identitdtii i.e.
functiile ¢, pe R™ definite prin

1
¥i(z) = (2x) ™ exp (~5- Il 2 )
pentru € > 0 si fie cx(z) , k¥ > 1 un sir de functii din Cg° (R™)
cu proprietatile :

e 1, daca |z| <k
W71 0, daca [z | > k41,
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8u 2. CALCUL MALLIAVIN

0 < ¢ <1 si toate derivatele lui ¢; sunt uniform marginite in
raport cu k. Atunci functiile

() (e 1) (2) = (@) [ wela = y)u(dy)

sunt in C§° (R™). Din inegalitatile Gaghardo-Niremberg (cf.
E.M.Stein, Singular Integrals and Differentiability of Functions,
Princeton, 1970. p.129) aplicate acestor functii, ob{inem

I ex (e * ) Hzmmes < L1 8 (er (e * ) A7 - (2:46)
=1

Inegalitatea (2.45) implica deci ca aplicatia ¢ — fgrm Oipdy,

definita pe Cg° (R™), este o masura cu semn pe care o vom

nota v,,1 <t < m. Obtinem

|6 (ex (bex ) o< ale) | [, Btz — p)u(dy) | da
+ [ 10a@) | ([ - vu(dy) da

= [oe@ 1 ([ e = vn(an) | do

+ [ N diex(z) | ( JReE y)ﬂ(dy)) dr < K,

cu K independenta de k si de ¢. Deci familia de functii
{ex (we* p), k> 1.€ > 0} este marginita in L™/ ™', Ramane
i aplicat faptul ca bila unitate din L™/™-! este slab com-
pacta.0

Demonstrapa (covemet 2.9.2 Fie ¢ € C5° (R™) o funciie test
fixata. Din propozitia 2.2.4 rezulta ca o(F) € D?! si

D(#(F))= Y. dip(F)DF"

=1

Deci

< D(p(F)1,DF* > =S dip(F)1g ,

i=1
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adica
dip(F)= 3y < D(p(F)),DF? > (yg'Y*. (2.47)
=1

Inversa matricei ¢ poate si nu aiba momente si de aceea vom
folosi un argument de localizare. Pentru k > 1 natural, fie
¥, € C° (R™ @R™) cu proprietatile

B 1,daci o € K,
V(o) = { Vi(o) =0, dacd 0 € Ky, ,

unde
K = {cr € R™ @R™ : | 0" |< k pentru orice i, j

§i |deto|>1/k}.

_ Observam ca K este compactd in GL(m) C R™ ®@R™.
Inmultim relatia (2.47) cu ¥i(yr) si obtinem

E[¥i(vr)8ip(F)]

= 2 E[¥u(rr) < D(#(F)),DF? > ()] (248)
J=1
Din conditia (a) obtinem ca Wi(yr)(y5')*DF’ € Dom § ,
deoarece Ui(yr)(75')* € D*! (este egald cu compunerea din-
tre o functie C§° si variabile aleatoare din D?? | iar toate sunt
marginite. Folosind relatia (2.24) obtinem

E[W.(vr)0ip(F)) =

E [tp(F) 5 6(wk(vp)(v;‘)f‘DFf)J
3" 6(%a(vr) (o7 DFY)
=1

=1
SE(. )usonm.

Din lema 2.5.3 rezultd ci misura [¥x(yr)- P) o F~! este ab-
solut continui in raport cu masura Lebesgue pe R™ i.e. pentru
orice boreliana A C R™ de masura Lebesgue nuld, avem
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/F o BHOPNP = 0.

Facem k — oo si folosind ipoteza (b) din enunt, obtinem
P(F-1(A)=0.D

Remarca Conditia (a) din teorema 2.5.2 este satisficuta daca,
e.g. F* € D*? . Totodata, concluzia teoremei 2.5.2 ramane
adevarata daca inlocuim conditia (a) prin

(") F'eD™,r>1 pentrutotiz=1,...,m.

In cazul v.a. 1—dimensionale are loc urmatorul rezultat.
TEOREMA 2.5.4 Fie F € D! astfel incit | DF | > 0
a.p.t. Atunci legea lui F  este absolut continud in raport cu

madsura Lebesgue pe R .

Demonstratie. Putem presupune cd F' este marginita e.g.
| F|< 1. Vrem sa aritam ca, pentru orice functie masurabild
g:(=1,1) = [0,1] cu JI, g(y)dy =0, avem E(g(F))=0.
Existd un sir g" : (—1,1) — [0,1] de functii diferentiabile si
cu derivatele marginite astfel ca ¢g"(y) sa convearga catre g(y)
pentru aproape toti y in raport cu masura Po F~'+ ) . Punem

Y (y) = /_ vl g"(z)dz
si

(@) = [ 9(@)de.

Din regula lantului obtinem ca y™(F) € D! si D[y*(F)] =
¢ (F)DF . Avemca y"(F) converge catre ¢»(F) a.p.t. deoa:ece
g" converge citre ¢ a.p.t. in raport cu masura Lebesgue.
Aceasta convergentd are loc gi in L'({2) , din teorema de
convergenti dominata. Pe de altd parte, Dy"(F) converge
a.p.t. citre g(FIDF deoarece g" converge catre g a.p.t. in
raport cu legea lui F' . Din nou din teorema de convergenta
dominatid obtinem cid aceasti din urmi convergentd are 'oc
si in LY (Q); L*(T)). Sa observim ci ¥(F) = 0 a.p.t. gi sa
folosim faptul ca operatorul D este inchis pentru a deduce ca
g(FYDF =0 a.p.t. In consecinta ¢(¥) =0 a.p.t.0
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Exercitiu Fie u = {u(t),t € [0,1]} € L?! astfel incat exista
un @ > 0 cu proprietatea [j fi (E | D,u(t)?)® dsdt < oo .
Arata{i cd variabila aleatoare F = [ u(s)dW, are legea abso-
lut continud.

Criteriul uzual de diferentjiabilitate a densitatilor este dat in
rezultatul urmator.

TEOREMA 2.5.5 Fie F = (F',...,F™) un vector aleator
cu componentele F* € D°° . Dacéd matricea Mallivin satisface
condilia

(detyr)™ € [ LP(Q), (2.49)
p>1
atunci densitatea lu: F este infinit diferen{iabild.
Pentru demonstratie avem nevoie de doua leme tehnice.
LEMA 2.5.8 Fie p mdsurd finitd pe R™ astfel incdt

i 0o ] S ol o (250)

pentru orice o € C® (R™) cu suport compact, orice multiindice
a=(a,...,ar) € {l,---,m}* sik>1, unded, inseamnd
a:ﬁ;—:% . Atunci p este absolut continud in raport cu mdsura
Lebesgue st are o densitate infinit diferentiabild .
Demonstratie. Fie zo € R™ fixat ; este suficient sa aratim ca
restrictia lui p la orice bila deschisid B,(zo) admite o densitate
infinit diferentiabilid. Fie § € C>* (R™) astfel ca 0 < f(z) <
1, B(z) =1 pe B;(z0) si B(z) =0 pe BS(zo) . Definim masura
v(dz) = B(z)p(dz) ; pentru orice multiindice @ ca in enunt,
existd o constantad d, astfel ca, pentru orice ¢ € C,, (R™) sa

avem
Op d
o 2u0 0

(din (2.50) si definitia lui v ).

Fie ?(y) = Jgm €<¥*>v(dz) transformarea Fourier a lui
v . Pentru p(z) = &<¥*>  y € R™, a = (1,...,1) , din
inegalitatea (2.51) obtinem . ‘

<do [l llo - (2.51)

lv1...ym P(¥) | £ da,
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deci v(v) este de patrat integrabil §i, ca o consecintd, are o
densitate data de transformarea Fourier inversa

f(z) = (2m)™™ [R_ €<V Hiy)dy . (2.52)

Mai mult, functia | y|® | ¥(y) | este integrabild peutru orice
n . deci putem deriva sub semnul integralei in (2.52) de oricate
ori dorim. In consecinta, f este infinit diferentiabila si deci I
are o der -itate infinit diferentiabila.C

LEMA 2.5.7 Fie G o matrice aleatoare de tip m x m |
inversabild a.p.t. astfel incdt (detG)™' € L™ , peniru orice
r> 2. Daci G € D®, atunci (G™1)” € D= gi

D ((G—l)ij) - Z (G-l)ik(G_l)le(GH).
k=1
Demonstratie. Cum probabilitatea muliimii {det G > 0} este
0 sau 1, putem presupune ci det G > 0 a.p.t. Pentru
e >0, fie G, matricea data de

det G

GG= aGre

Observam ca (det G + €)™! € D* deoarece este compunerca
dintre det G si o functie din C;°(R) . Deci componentele
lui G, € D* . In plus, pentru orice z,j, sirul G converge
catre (G™')” in L" cand € \, 0. Conform propozitiei 2.4.9,
este suficient si probam ca derivatele iterate ale lui G¥ sunt
marginite in L” , uniform in raport cu r > 2 . Intr-adevar,
aceasta rezulta din faptul ca (det G)G~! € D> si din faptul ca
(det G + ¢)~1 este marginit in normele || - )|;, pentru orice
r,p . Ultima relatie din lema se obtine aplicand operatorul D
in definitia lui G, si facand €\, 0.0

Demonstratia teoremei 2.5.5 Fie ¢ € C° (R™) o functie test
cu suport compact. Utilizand regula lantului, obtinem

< D(¢(F)),DF’ >

= Y. 0wp(F) < DF',DF’ >= Y Qip(F)¢ ,
=1

=1
=1
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deci .
dip(F)= 3 < D(p(F)),DF’ > (5'y" .
=1
Fie R € D* fixat ; avem ca

E[R(O)(F) = Y E[R < D(p(F)), (v ' DF’ >]
J=1
= E[p(F)®:i(R)] ,
unde "
®(R)= Y &§(RDF'(vz')").
J=1
Din lema 2.5.7 rezultd ci (yg')* € D™ deci, din ipotezele
teoremei, obtinem ci ®;(R) € D™ si ca este liniar in R . Fie
a un multiindice ca in enunt ; aplicam recursiv ultima relatie
pentru i =ay,...,ax §i R=1, 4,(1), P, (o,(1)),---,
., (@ak_, ((l))) ; obfinem

|E@ap(F))| = |E (¢(F)) @a, (®ay_, (---(1)...))]

S cll¢lleo-

Ramane s3 aplicim lema 2.5.6.0
Exercitii 1. In ipotezele teoremei 2.5.5, pentru f € C§° (R™)
definim ‘

P Ziye o yZm) = [:;[: f(1s-- s Ym)dyr ... dYm .
Aratati ca
EIf(F) = E[o(F) § (DF3)™) , 8((DFs)™), -

§((DFyr)™) ]

g1 deduceti de aici o expresie pentru densitatea lui ' similara
lui (2.5.1).

2. Fie W = {W,, t >0} o miscare browniana reald gi F' €
D?! . Aratati ca pentru toti ¢ > 0, cu exceptia unui numar
finit de timpi, F + W, are legea absolut continua.
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2.6 APLICATIE LA ECUATH ITO

In acest capitol vom aplica rezultatele din capitolele precedente
pentru a studia regularitatea solutiilor ecuatiilor stocastice (vezi
1.5) si a legilor acestora.

Fie (R, F,P) campul de probabilitate canonic asociat unei
miscari browniene d—dimensionale {W; , t € [0,T), 1 <: <d}.
Ne vom limita la un interval de timp finit [0,7] , deci lucram
pe spatiul Hilbert H = L*(}0,T]; R¢) . Fie 0; , b: [0,T] x
R™ -R™ | 1 < j < d functii masurabile care sunt global
Lipschitz, si s notam prin X = {X(t), t € [0,T]} solutia
urmatoarei ecuatii diferentiale stocastice m—dimensionale:

X(t) = 20+ Z;/o' o; (s, X(s))dW? +/o'b(s,X(s))ds,

(2.53)
unde zo € R™ este valoarea initiald a procesului X (vezi si
1.5.1). Retinem ci, atunci cand existd, solutia ecuatiei (2.53)
admite o versiune continud, care se afla in orice L™ , 7 > 2, i.e.

E ( sup | X(t)l') <ea, (2.54)
0<t<T

pentru orice r > 2, unde ¢; depinde de r, T, zo §i de constanta
Lipschitz a coeficientilor.

In continuare vom studia regularitatea solutiei X(t), abso-
lut continuitatea legii acesteia in raport cu masura Lebesgue si
regularitatea densitatii asociate.

Sa notam

Doo,l = Dr.l
it D{(F) , t € [0,T], j = 1,...,d , derivata unei vari-
abile aleatoare F' privita ca element in L? ([0, T)xQ; R") o
L*(Q; H),unde H = L* ([0,T]; RY).

TEOREMA 2.6.1 In ipotezele afirmatiei 1.5.1 avem cd
Xi(t) € D*®! pentru oricet € [0,T) sii=1,...,m. In plus

sup E| sup | D2X'(s)]") < o0,
0<v<t v<s<t
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iar derivatele D} X'(t) satisfac ecuafia liniard

DiX(t) = 050, X)) + 35 3> [ Aualo)D} (X¥(0) W

k=1 a=1""

+ i /' Bu(s)Di X*(s)ds (2.55)
k=1""

pentru v < t si DIX(t) =0 pentru v > t , unde Ayq(s) st
By(s) sunt procese adaptate m—dimensionale uniform marginite.

Demonstrafie. Vom folosi conventia de sumare a indicilor in-
feriori gi superiori. Sa consideram aproximatiile Picard : X,(t) =
z,§

Xopa(t) = z+/o' i, X,(s))de+£ b(s, Xa(s))ds, n > 0.

Vom demonstraca X} (t) € D®! pentrutotii=1,...,m; n >
0,t€[0,T) gica

0<v<t v<s<t

sup E ( S D.,X,.(s)|') < &, T), (2.56)

in care constantele ¢(r,7’) nu depind de n .

Fie n > 1 fixat. Presupunem ci Xi(s) € D" pentru
oricet = 1,...,m i s € [0,7] . Aplicdim propozitia 2.4.11
variabilelor aleatoare X,(s) si functiilor o} , b ; obtinem ca
o (3, Xa(3))0 , ¥ (s, Xa(s)) € D*' i ca existd procesele adap-
tate m—dimensionale A7*(s) = (j;',‘(a), ot o ﬁ;‘;’.(s)) gi B™(s)
= (By#(s),...,Bx¥(s)) uniform marginite de K astfel incat

D, [0} (s, Xa(s))] = A3i(s)D (X2(5)) Logs) (2.57)
si
D, [¥ (s, Xa(s))] = B(s)D. (Xx(s)) 1pogsy - (2:58)

De fapt aceste procese se obtin ca limite slabe ale sirurilor
{6,; [a;- * a,,.] (8, Xn(s)), m > 1} ,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



38 2. CALCUL MALLIAVIN

{0 [¥ * am] (8, Xa(s)) , m 21},
unde a,, este o aproximare a identititii ; se verificd usor ca
aceste limite slabe sunt masurabile. Din propozitia 2.4.8 de-
ducem ca procesele o} (s, Xn(¢)),¥ (s, Xa(s)) € D™ . Deci

procesele '
{Dy [0} (. Xa(e))] » 5 2 0},

{DL [¥ (s, Xa(s))], s > v}

sunt de patrat integrabil si adaptate, iar din relatiile (2.57)-
(2.58) rezulta -

|D, o (s, Xa(s))]

D, [& (S,X,.(s))]ll }5 K|D.Xa(s) ] - (2.59)

Deducem ca [y o} (s, X.(s))dW? , [g b (s, Xa(s))ds € D*! (din
propozitia 2.3. 6) si ca, pentru v < {, avem

DL [ o4 (s Xale)dW2] = o (0, Xa(0)

- /D‘ [ (5, Xa(s))]dW? (2.60)
s1
” M B (s.X.,(s))ds] = /' D [B (s, Xa(s))] ds.  (261)

Din aceste egalitati rezulta ca X, , € D™ gi ci estimarea
din enunt este satisficuta pentru toti X,. Intr-adevar. fie

Y = sup sup E(’ T, (" \n(‘)),)
0<t<T n,

Din (2.60)-(2.61) obtinem

E( sup | DX, (s)[)

v<s<t

< c(r)[7.. v "E(1 DiXa(s)) d.s]
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o0
(&

st apoi aplicam lema lui Gronwall. Intrucat

E ( sup | Xn(s) — X(.s)!') —0

0<s<T

cand n — oo; cum derivatele girului X!(¢) sunt marginite uni-
form in L™(Q) ; H) pentru orice r > 2, folosim argumentele
propozitiilor 2.4.11 si 2.4.8 pentru a obtine ca X'(1) € D> .
In fine, aplicAm operatorul D in ecuatia (2.53) si deducem
forma ecuatiei diferentiale stocastice liniare (2.55) satisfacuta
de derivatele lui X*(t). O

Observatie Dacid coeficientii ecuatiei diferentiale stocastice
(2.53) sunt diferentiabili, atunci procesele adaptate si marginite
care apar in formula (2.55) sunt date de

_ doi
bi(e) = ok (5. X (o))si

Bi(s) = 577 (5, X(s))

Vom vedea in continuare ce conditii trebuie sa indeplineasca
coeficientii ecuatiei (2.53) pentru ca X'(t) € D* . Sa con-
sideram procesele adaptate si continue a = {a(v,t) , t € [v,t]},
V={V(t), te[0,T], j =0,...,d} astfel incit a este
m-dimensional iar V; ia valori in multimea matricelor de ordin
m x m . Presupunem ca o'(v,t), V}(t) € D*' pentru orice
i,7,k,1 si ca satisfac urmatoarele estimari

£ (o, 1vr) <oo
0<¢<T

sup E( sup. | v, t)|” )

0<v<T v<t<

sup E( sup. |D.v,~(t)|') 206,

0<s<t o<t<

sup sup F ( sup | D,a(v,t)[') < oo,

0<s<t 0<v<T v<t<T
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pentruoricer >2 gij=1,...,d.
LEMA 2.6.2 FieY = {Y(t), v <t < T} solufia ecualiei
diferenfiale stocastice liniare

Y(t) = a(v, 1) + ij / "Vi(e)Y(s)dW!  (2.62)

+f  Vo(s)Y (s)ds .

Atunci Yi(t) € D®! pentru oricei = 1,...,m g derivate
D,Y'(t) satisface, pentru s < t, urmdtoarea ecuafie liniard

D}Y (t) = Doe(v,1) + Vi(8)Y ()1 (ucocn)
¥ Z [ (DY ) + Vi) DiY ()] aw

+ [ [DiVa()Y () + Vo() DY (w)]

Ideea este de a aplica afirmatia 1.5.2: prin inductie, aratam
ca aproximatiile Picard € D> gi cd verifici ecuatia de mai
sus. S& remarcam ci, in ipotezele date, solutia ecuatiei (2.62)
satisface urmatoarele estimari

wp E(sup |Y(t>|') s,

0<v<T v<t<T

sup sup E ( sup | D.Y(t)l') £ 00 4

0<e<t 0<v<T 5.&
pentru orice r > 2.°
TEOREMA 2.6.3 Fie X(¢) solufia ecuatics diferenfiale sio
castice (2.53). Dacd coeficienii o , b* sunt infinit diferentiabili
cu derivatele de orice ordin mdrginite, atunci X*(t) € D> pen-
tru oricet € [0,T) git=1,...,m.
Demonstrafie. Stim din teorema 2.6.1 ci, pentru: =1,...,m
git € [0,T), avem X'(t) € D! pentru orice r > 2 . In plus,
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derivatele DI X*(t) satisfac urmatoarea ecuatie diferentiala sto-
castica liniara

DIX(t) = o} (0, X(@) + [ (8k0}) (s, X(s)) D X*(5)aW!

+/‘ akbi (&X(s))D{X"(s)ds. (2.63)

X( ¥ s Pentruq submulguneK = {e, € ois e,,} - {1 . ,p}
notam j(K) = Jey, -y Jen -8 U(K) = v, .. . Fie

a;dl reendp (3, Vigerny UP)

=Y (0u - ak.a.) (3, X(s)) DIR) [X*1(s)] ... DfR) [ X ()]
st
1yvendp (83015 -5 Vp)

=3 (k- --00b) (5, X (5) DI [X"‘(s)] . DI [xk04)),
unde sumele se refera la multimea partitiilor {1,...,p} =
LU...Ul, . Fie deasemeni a}(s) = o} (s, X(s)) . Cu aceste
notatii, au loc urmatoarele proprietati pentru orice p € N* :

(a) Pentru orice t € [0,T] , r > 2, i = 1,...,m, avem
Xi(t) e D™ si

sp E( o Do (XOI) <oo
v1,...,0p€[0,T) r1V..Vrp<t<T
(b) Derivata de ordin p satisface ecuatia liniara

P

u —
D{” ' Z O’ Jth Jc-h)t+l dp (v(’ Ll’ v‘-l’ U¢+], ctt 'Up)
=1
t . " .
3 L]
+ [aldn.---.jp (s,v1,...,0p)dW,; + By (8,v15-- -, v,,)ds]

vy V..Vy,
dacat > v V...Vv, si D-";""'_'_':{;; (X(t)) =0 dacat <v;V...Vv,.
Conform teoremei 2.6.1, aceste proprietati ati loc pentru p =
1 ; presupunem ca sunt adevarate pana la indicele p si sa ob-
servam cd aj;, . (8,v1,...,v,) se compune din
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(31,0 ) (s, X(s)) D3prae (X"(s)) (acest termen cor&punde lai
v = 1 la care se adaugi un polinom in derivatele

(3;,, ... Ok, J) (s,X(s)) cu v > 2 aplicate proceselor

D' (X"(s)) cucard (I) < p—1. Aplicim lema 2.6.3 proce-

v(I)
selor

Y(t)= Djri (X(t), t 2w
V() = (8kol) (6, X(1) 1 <ik<m, j=1,....d,
unde v = v; V... Vv, , a(v,t) reprezintd termenii ramasi in

termenul din dreapta al ecuatiei din (b) si tinem cont ca

D{J [al'jl wiidp (t, Vigeooy vp)] = a;lj"'“.‘jp,j (t, Uigenoey Up, v)

ﬂ;‘ ip(t vy, . v,)] B;lv-~-Jp:j (t,v1,...,0p,v).

Obtinem ca proprietatea (b) este adevarata pentru p + 1;
similar procedam cu proprietatea (a).0

Exercitii 1. Fie 0,b functii derivabile pe R si cu derivatele
marginite. Notam { X(t) , t € [0,T])} solutia ecuatiei diferentiale
stocastice

X(t) =zo+/ota(X(s))dW,+/o' b(X(s))ds .
Arétagi.cé, pentru 0 < s <t, avem
B Xfi) = exp (/' o' (X(r)) dW,
+f [r-367] xeyar).

2. Fie 0 € C*(R) cu derivatele de ordine 1 si 2 marginite,
iar b o functie lipschitziand. Aratati ca solutia ecuatiei

X() =20+ [ " #(X(s))dW,

[ [oxsn + go(x)ex(s)) ds
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satisface X(t) € D'" pentru orice r > 2 i determinati
derivatele D, X(t) .

3.Fie W = {(W},W?), t > 0} o miscare browniana 2-dimen-
sionald. Aratati ca “ aria lui Lévy ” ie. v.a.

F= /0 | [wraw? - wiaw)]

nu este functionald continud de miscarea browniund.

In continuare vom presupune ci o; , & : R™ -R™ ie.
coeficientii ecuatiei (2.53) nu depind explicit de timp. Ne vor
interesa conditiile in care solutia ecuatiei

d _ t
X(t)=z20+ Y /0 o, (X(s)dWi + /o b(X(s))ds (2.64)

are densitate regulata. Sa observam ca, daca subspatiul generat
de {oj(y),Hy); 1 <j<d, y € R™} are dimensiunea strict
mai mica decat m, atuna legea lui X(t) , pentru orice t > 0,
este singulara in raport cu masura Lebesgue. Vom avea nevoie
de urmatoarea ipotezad de nedegenerare, cunoscuta sub numele
de conditia lui Hormander:

(H) Spatiul vectorial generat in punctul zo de campurile de
vectori

01 4...404,

[oi,0;], 01,5 < d,
loi[oj,08]), 0< 14,5,k < d,...

este R™ .
Exemple Daci matricea de difuzie

d m

a(z)= > Y o¥(z)ol(z

1=1 k=1

este eliptica in zo i.e. a(z¢) > 0, atunci conditia lui Hormander
este satisfacuta pentru oricet > 0 . Aplicatiile devin interesante
cand a(zo) este degenerata.
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1. Fiem = d = 1, o}(z) = o(z) , ¥(z) = b(z) , atunc
conditia lui Hérmander spune ori ci o(zo) # 0 , ori existid
n 2 1 astfel incat U(‘)(zo)b(to) # 0.

2.Fiem=d=2, X(8)=0, B=0 s campurile de vectori

wr= (1) £)

In acest caz, matricea de difuzie a(z) = ( (1’ :32 ) este degen-
1

eratd de-a lungul lui z; = 0 . Cum paranteza Lie [0,0,] =

(1) , campurile de vectori oy , [o1,02] genereaza R? si
conditia lui Hormander este satisfacuta.

TEOREMA 2.6.4 Dacd coeficienfii ecuatiet (2.64) sunt in-
finit diferentiabiii gi cu derivatele mdrginite iar condijia (H) este
indeplinitd, atunci solufia X(t) are legea absolut continud in
raport cu mdsura Lebesgue si, peniru oricet > 0, densitatea
acestei legi este infinit diferenfiabild.

Comentariu Acest rezultat poate fi considerat ca o versiune
probabilistd a teoremei de hipoelipticitate a lui L. Hérmander.
Mai precis, am vazut la 1.5 ca legea lui X(t) satisface ecuatia
Kolmogorov “inainte” in sensul distributiilor. In consecinta, fap-
tul ca aceasta lege are o densitate de clasi C*> este in legitura
cu caracterul hipoeliptic al operatorului 56; — L* , iar teo-
rema lui Hérmander implica hipoelipticitatea acestui operator
sub ipoteza (H).

Demonstratia teoremei 2.6.4 Fie Y (¢) matricea lacobiana

%}m care verificd ecuatia stocastica

. " t . )
¥i(e) = 6 + /0 (0eoi) (X (3)) Y} (s)aw;

t p
+ /o (Bkb) (X(s)) Y/ (s)ds
(cf. afirmatiei 1.5.2). Aplicand formula lui It6, obtinem ca

V) = 1= 3 [V ($)ok (X(s))aW?
k=1"0
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- / Y-1(s) [ab X(s)) — Z 80k (X(s)) do ( (s))] ds

k=1

unde Joy , db sunt matricile iacobiene ( a—-’-‘#), (ﬂ) : 8, =

9z, oz,
1,...,m De aici rezulta ca

DiX{(t) = KOy Mok (X()).  (26)

Intr-adevar,

o (X() + [ (Bhot) (X () {YE)Y ()50 (X(r)) !

+[ (@) (X)) {YH&Y ()50 (X(7)) s
= }';‘(t)Y'l(r)La;(X(r)).
S& notim

QY(t) = < DX'(t),DX(t) > = ‘Zj / ' D*X*(t)DF X (t)dr
k=1 0

matricea Malliavin corespunzatoare lui X(t). Din formula(2.65),
rezulta ca

Q) =Y(t)C(YT(t),

unde
g d st o
cot)= 3 [ Y ()ioh(X ()Y ()jed (X(s)ds ,
I=1

Sa consideram un camp de vectori V(z) = Vi(z);> de clasa
C*™ pe R™. Atunci

Y OVX@) = Viz) + [ YHs)low VI (X(s))aW?

+ /otY“l(s) {[ao, V]i+ %; [ok, ok, V]]} (X(s))ds. (2.66)
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Aceastd formuld rezultd din calculele urmatoare : din formula
lui It6 obtinem

Y= )V(X(1))

¢ d
= V(zo) + / YU(s) 3 (0Var — 8oxV) (X (s))dW}
0 k=1
, & /O'Y-l(s)(aw—abV)(X(s))da

+ / 'Y1(6) 3" (BesdauV) (X(s))ds
. 70 k=1

d

2/)’ () 3o BV(X(s)) 3 ok (X(s)) ok (X())ds

ty=1 =1

- / Y- 1(3 (aa,,ava,,)(X(s))ds

sl apol ;
[00, V] + 5 Z [aka [O’k, V]]

d
Z { okdokoﬂ + V '0.0k010k+ Vv Ukoolak

+a,,6,»ok6,V + deka,'alv - ai@.-V‘B,ak
~0}V'0di0k — 0L0:V' Bk + V' BiokBion )

d
= Z {V'a;l)’;(?{dk + %oiaiaﬁgv —_ 0’26;‘/’610*}
k=1
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deoarece
OVoi — 0oV = [0k, V]si Vb - bV = [b,V].

Pentru prima parte a teoremei, conform cu propozitia 2.5.1
(sau teorema 2.5.2), este suficient si aratdm cd matricea C(t)
este inversabild a.p.t. Si presupunem prin reducere la absurd
ca P{det C(t) =0} > 0. Fie K, subspatiul liniar generat in
R" de (Y !'(u)or(X(u)); 0<u<s,k=1,...,d} . Familia
{K,,s > 0} este crescitoare si, din legea 0-1 , subspatiul Ko, :=
Ns>o0 K5 este determinist cu probabilitate 1. Definim timpul de
stopare

r=inf {s>0 : dim K, > dim Ko,}.

Observam ca P(t > 0) =1 si, pentru orice v € R™ de norma
1, avem

d . )
IOt =Y / oY~ (s)ox (X () ds
k=1 0

In consecintd, printr-un argument de continuitate, obtinem

ca
vTC(t)v = 0 => vTY (s)ox(X(s)) = 0

pentru orice 0 < s < tgioricek =1,...,d. Deci Koy # R™
pentru ci, in caz contrar ar rezulta K, = R™ pentru orice s > 0
si orice vector v care satisface vTC(t)v = 0 ar fi egal cu 0,
adica C(t) ar fi inversabild, deci contradictie.

Fie acum v # 0 fixat §i ortogonal pe Koy . Observam ca
v L K, pentru s <7 ie.

oTY "Y(s)ox (X (5)) =0,

pentruk=1,...,d sis<7. (2.67)
Sa introducem urmatoarele multimi de campuri de vectori

So= {01,...,0'4};
Sn={low, V], k=1,...,d, VE€S1}, pentrun > 1;
S=U;;.o=0$n
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si

S(; = 50 ’

So={lonV], k=1,....d, VES, ,;

(o0, V] + 3 Zjs [0, [o3, VI, V €Sy } 5

S Un-o

Vom nota prin S (z) submul{imea lui R™ obtinuti prin
“inghetarea” . lui z in campurile de vectori din S, . Spatiile
vectoriale generate de S(z) sau de S'(z) coincid cu R™ .
Vom aréta ca, pentru orice n > 0, vectorul v este ortogonal pe
S, (zo) , ceea ce este in contradictie cu conditia lui Hormander.
Aceasta va rezulta din urmatoarea proprietate de ortogonalitate

oTY Y (s)V (X(s)) = 0, (2.68)
pentruorice s <7, VES, , n> 0.

Intr-adevar, pentru s = 0, avem Y~}(0)V (X(0)) = V(=) .
Formula (2.68) se demonstreaza prin inductie. Pentru n = 0 ,
se reduce la (2.67). Sa presupunem ci are loc pentrun — 1 si
fie V € S,_, . Folosind formula (2.66) si ipoteza de inductie,
obtinem

/osvTY—l(“ {[“°’Vl+ E[ok,[ak,V}]}(X ) du

k=1
+ /o'va—l(u)[ok, V](X(u))dWr =0

pentru s < 7. De aici rezulta ca cei doi integranzi din ultima
formula sunt 0 pentru orice u < 7, deoarece un semimartingal
continuu care se anuleaza pe un interval aleator [0,7) are atat
partea de variatie marginita, cat si variatia patratica a pariii
martingal, nule.

Pentru partea a doua a teoremei 2.6.4, vomn avea nevoie de
urmatoarele doua leme.

LEMA 2.6.5 Fie C(w) o matrice aleatoare m X m, simetricd,
pozitiv definitd, astfel ca elementele ei C'7 sd aibd momente de
orice ordin si, pentru orice p > 2, ezistd eo(p) cu proprietatea

sup P {vTCv < e} < €® pentru € < €(p).
| ‘ 1
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Atunci (det C(t))™" € L? pentru orice p.

Demonstratie. Fie A = inf|u|=,vTCv cea mai mica valoare
proprie a lui C. Stim ca A\™ < detC, deci este suficient sa
aratam ca E(A P) < oo pentru orice p > 2. Notam | C |=

[2:':,31 (c*) ] ; pentru € > 0 fixat, fie vy,...,vN vectori uni-
tari cu proprietatea ca bilelele cu centrele in a.ceste puncte si de
raza €?/2 acopera sfera unitate S™~1.Obtinem

.P{A<e¢}= P{li?_fluch < e}

<P{mf TCv<e |C|< %}+P{|Cl> l} (2.69)

Sa presupunem ci | C(w) |< ! si vfCvx > 2¢ pentru k =
1,..., N. Pentru orice vector umtat v existd un vy astfel ca
| v — vi |< €2/2, si de aici obtinem

vTCv > vICvr— | vICv — v] Cy |
> 2€ — [I vTCv — vTCuv; | + | vTCv — vICu; |]

>2—-2|Cllv—v|>e

In consecinta, (2.69) este marginita de

(.U {vFCu < 25}) +p{ic> 1}

< NQ2eyP*™ 4+ ?E(| C |P), daca e < l¢s¢,(p+ 2m).

Numarul N depinde de ¢, dar este dominat de o constanta
inmultitd cu €?™. Obtinem P {) < €} < const. € pentru orice
€ < €1(p) i orice p > 2, deci A~! are momente de orice ordin.0

LEMA 2.6.6 Fie o,y € R st 8(t), 7(t) = (m(t),...,7(t)),
u(t) = (u1(t),...,uq(t)) procese adaptate. Punem

a(t)=a+ /o‘ B(s)ds + /0 ‘ yi(s)dW;
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V() =y+ [ alsdds + [ uls)aw;

§t presupunem cd ezxistd to > 0 gt p > 2 astfel ca

c=E(sup (B0 1+ 110 |+ at) | + | u() I)’)<°o-
0<t<to

(2.70)
Atunci, pentry orice ¢ > 8 gt pentru oricer,v > 0 cu 18r+9v <
q — 8, existd € = €ofto, q,T,v) astfel ca, pentru orice € < €, sd
avem

P { / “Y2(s)dt < €, / “(latt) P +lu(t) [ de > e} 2.11)

<ceP4e .

Interpretarea acestei leme este urmatoarea. Se stie ca, daca
procesele de variatie patratica si cel cu variatie marginita aso-
ciate unui semimartingal continuu se anuleaza intr-un interval,
atunci semimartingalul se anuleaza i el pe acel interval. Inegali-
tatea (2.71) furnizeaza o versiune calitativa a acestui rezultat i.e.
daca procesul de variatie patratica sau cel cu variatie marginita
asociate unui semimartingal continuu sunt mari, atunci semi-
martingalul este mic cu o probabilitate exponentiala mica.

Demonstrafia leme: 2.6.6 Notam 8, =| B(t) | + | 7(t) |
+]a(t)t+ |u(t)]|, fiximg> 8, r,rcul9r+9v < ¢g-—8si
definim timpul de stopare

T = inf{ sup 6, > e"'} A to.

520 | 0<u<s

Avem
to to
72 2
P{/O i< e, [7(1a) [+ [ u(t) F) dt 2 e} < A+ As,
unde A] = P {T to} §l A2 =
[ [ 2. “ 2 2 _
PJL/O Vi< e, [ (1a(®) P+ u(e) P) de 2 ¢, T_to}.
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Din definitia lui T gi din conditia (2.70), obtinem

A < P{ sup 0,>e"} SC’PE[ sup 0{‘] <c€e?.
0

0<s<to )

Sa notam

¢ t .
At=/0 a(s)ds, M, =/(; u;(s)dW;,

N, = /ot Y (s)ui(s)dW}, Q; = /; A(s)yi(s)dW;.

gi definim pentru orice p;,6; > 0,1 =1,2,3 :

Bl = {< N >r< P1, Sup 'NJ |2 61} )
0<s<T

B; = {< M >7r< p;, sup | M, |> 52}
0<s<T

Ba={<Q>T<P31 sup | @, |Z53}-
0<s<T
Conform inegalitatii exponentiale pentru martingale, obtinem
P(B:) < 2exp (~82/2p1) , (2.72)

pentru: = 1,2,3. Si presupunem pentru moment ci am demon-
strat

{/(;1 Y?(t)dt < ec,[)" (I a(t) P + | u(t) |z)' ¢ T= to}

C B, U B, U Bs, (2.73)
pentru alegerea particulara a lui §; si p; :

b=, q=f-r-f p=e"
=€, =8 -%-% pp=(1+)(2+1) e/

by =€®, gz =1 -T2 py =36 ¥HI04,,

Din inegalitatea (2.72) si incluziunea (2.73) obtinem
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3

A; < 2exp (exp (—612/2/)1) + exp (—53/2;)2) + exp (—53/2/)3))

1 1 1
<2 (—— _") . oy (___ —u)
< (exp 2c + exp ( W 2to£ ) + exp 72t06
< exp (—-e"‘) pentru € < ¢,

deoarece 2¢; +2r —q = 2¢;+2r — 4 = 293+ 2r —2q; = —v, ceea
ce incheie demonstratia. Ramane de demonstrat deci formula
(2.73). Fie w ¢ ByU B, U By, T(w) = to 5 JT Y?(t)dt < €.
Atunci

T
<N>r= / V2(t) | u(t) [P dt < €2 = py.
0

Cumw ¢ By, avem supgc 7 | JTY(s) | wi(s) | dW! |< &y = €.
De asemenea, avem

t T 1/2
sup | [ Vistaloyds I< (1o [ Yi0alePar) < e

0<8<T

dec)

t
Y(s)dY(s) |< t}2e 9% 4 0,
0

Din formula lui Mavem Y2{(t) = y2+2 [ Y(s)dY (s)+ < M >,

deci

(7 ,‘T T /4t
[F<orsia= [ yHnd -T2 / (/ Y(s)dY(s)) dt
/ ’ Jo \Jo ’

JU 4]

< €% + 2ig (té”e"*"/z + e"‘) < {2tg+ 1) €, pentru € < €.

‘e < M >, este proces crescdtor, pentru orice 0 < ¥y < T
e < Mooy, < {2+ 1) sideci < M > <
g+ et wye ¥ Alegand 4 = 6, obtinem < M >7 < pa.
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2.6. APLICATIE LA ECUATII ITO 103

Cum w ¢ B,, obtinem supyc,cr | M |[< 82 = €%. Reamintim ca
[T Y?(t)dt < € deci, din inegalitatea lui Cebigev, obtinem

A {t €0, T]:|Y(t)|> c"/3} < e,
deci
A{t €0, T]:|y+ At)|> e + e"’} < 3.

Putem presupune ca €/® < 1,/2 dacid € < ¢ §i deci, pentru
orice t € [0,T], existd s € [0,7] astfel ca | s — ¢t |< €7/ si
| y+ A(s) |[< €3 + €. In consecinta,
t
|y +A@®) Iy + Al) |+ [ alr)dr |< (14 €7) & 4 e
In particular, | y |< (1 + €7) €3 + €% si pentru orice t € [0, 7]

avem
| A(?) |< 2 ((1 + e") e+ c"’) < 6%,

deoarece g3 < % — r. Aceasta implica
T
<Q@>e= [ A%t) |4(0) [ dt < 3606 = .
[}
Cum w ¢ B, avem
T
1Qr I=] [ AWW(OdWi(D) |< by = ev.
Din formula lui It6 avem
/ " a(t)dt = / T a(t)dA(t)
) 0

T
=y Ay — /o A() (B(t)dt + vi(D)dWi(t)),

gi obtinem estimarea
T
/ a(t)dt < 6(to+ 1) €™ + €® < 2™ pentru € < €.
o
In fine, obtinem

T
/0 (a®(t)+ | u(@) [*) dt
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104 2. CALCUL MALLIAVIN !

<2+ (1+€7) (2o +1)"/*€n/? < e pentru € < .0

Demonstrafia pdrtii a doua a teoreme: 2.6.4 Fixam t > 0 si
vrem sa aratam ca E [(det C(t))"] < oo pentru orice p > 2.
Conform lemei 2.6.5, este suficient si aritam cd, pentru orice
p > 2 avem

qup P{ TCtw < e} < € pentru orice € < €(p).
fvl=

Reamintim urmatoarea expresie pentru forma patratica asociata
matricei C(t) :

d
WOt =Y /0 | oTY Y (s)a; (X(s)) |? ds.

Din conditia lui Hormander, existd un intreg jo > 0 astfel ca
spatiul liniar generat de cimpurile de vectori ()24S5} (z) in punc-
tul zo sa aiba dimensiunea m. In consecintd, exista constantele
R,c > 0 astfel ca

Z > ( TV(y) > ¢, pentruorice |v|=1si |y—z|<R.
7=0Ves)

Pentru j = 0,1,...,jo punem m(j) = 2% si definim multimile
) / oTY Y (s)V (X(s))) ds < em0)
Ves,

Observam ca {vTC(t)v < c} = Eq deoarece m(0) = 1. Fie de-

scompunerea.
Eo C(EoNE)U(ExNE)U... U (Ej-1 NEL)UF,

unde F = EqUE,U...UEj, . Atunci, pentru orice vector unitar
v avem

P{oTC(t)w < ¢} = P (Eo) < P(F) + fj P (E;. N EY)
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Vom estima acum termenii acestei sume.
Pasul 1. Fie timpul de stopare S definit prin

in{{sup | X(s) — z0|> R sau sup |Y 1(s) - IIZl At.
720 0<s<o 2

Putem scrie
P(F)<P(Fn{s>¢})+P{s<¢},

unde 0 < B < m(jo). Pentru ¢ suficient de mic, intersectia
Fn {S > e"} este vida. Intr-adevar, daca S > €, atunci

393 [y evxe)'es @

=0 Ves;

vTY " 1(s)V (X(s))

f:z.s/( g ) 1Pz

deoarece s < S implicd | v7Y!(s) [> 1— | T - Y~(s) |> 1. Pe
de alta parte, expresia (2.74) este dominata de (jo+ 1) € (i)

pe multimea F si deci, pentru € suficient de mic avem F N
{S > eﬂ} = . Mai mult, are loc

P{S < eﬁ}
SP{ sup |X(s)—xo|2R}+P{ sup |Y'1(s)—I|Zl}
0<s<eP - 0<s<eP 2

<RE| sup | X(s)—=o |‘] +2"E[ sup | Y~ (s)—1 |'] ;
0

0<s<e? <s<eP
pentru orice ¢ > 2. Din inegalitatile lui Burkholder si Holder
deducem ca P{S < e"} < Ce%/? pentru orice ¢ > 2, ceea ce da
o estimare pentru P(F).
Pasul 2. Pentru orice j = 0,...,jo definim probabilitatea
urmatoare

P (B NEf) = {VEES:/ (vTY Y (s)V (X(s)))’dsgem‘«‘—”.
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106 2. CALCUL MALLIAVIN

2. /ot (VYN (s)V (X(s))) ds > e"‘(j)}

'
VESI

<P { / (W TY )V (X(s))) ds < 07D

ves!_,

S [ (Y lon VIK()) s+ [ (7Y (6) (o0, V] +

k=1
2 ;
ol emld)
+3 ’; loj, [%V]]) (X(S))) ds > m} )
unde n(j) inseamna card SJ'- . Fie semimartingalul continuu

{vTY‘l(s)V (X(s)), s> 0} ; procesul de variatie patratica aso-
ciat lui este

d " 2
> [ (Y (0)ow, VI(X(0)) do,
k=1

iar procesul de variatie marginita asociat este dat de

/0. oTY (o) {[Go, Vi+ % g::l lo;, [os, V]]} (X(0)) do.

Tinand cont ci 8m(j) < m(j — 1), obtinem estimarea cautata
din lema 2.6.6 aplicata semimartingalului

Y(t) = oTY )V (X ()
si demonstratia se incheie. O

Exemple 1. Fie W = {(W},W?), t >0} o migcare brown-
iana 2—dimensionala §i procesul X = {X{(t),t > 0} dat de

X'(t) = W}
X2t)= [ W2dW?.

Determinati matricea Malliavin Q() corespunzatoare lui X(t)
gi aratati ca
t 2
> ') ds.
det Q(1) > t/o (W2)%ds
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Se poate arata ca Elf(; (W} )zds|—' < oo pentru orice r > 2 si
de aici rezulta ca, pentru oricet > 0, X(t) are densitatea infinit
derivabila.
2. Fie f(t,s) de patrat integrabil pe [0,1]? si fie F = L,(f) .
Aratati ca -
| DF | = 3 A W(ea)*,
n=1

unde )\, , e, sunt valorile si vectorii proprii corespunzatori
operatorului asociat lui f . In cazul particular A\, = (7n)~2,
se poate arata ca

P(IDF | <€) <c exp (—5) ,

€

cu c,d >0 sideci F are densitatea infinit derivabila.
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3
DEVIATII MARI

3.1 REZULTATE GENERALE

Pe campul de probabilitate (22,K, P) vom considera un sir de
variabile aleatoare reale { X,,,n > 1} independentesi identic repar-
tizate, cu repartitia (legea) pu. Si notim

- 1
Xu:=;(X1+...+X,.). (3.1)
Comportamentul asimptotic al probabilitatilor
P (X, € A), A boreliani din R, cind n — oo

este descris, in ipoteza [ | z | du(z) < oo, de legea tare a nu-
merelor mari. Mai precis, intrucat X, — m := [ zdu(z) aproape
sigur, obtinem ci lim,_.,, P (7(—,. € A) = 1 dacd A contine o

vecinatate a lui m, in timp ce lim, o P (7,. € A) = 0 daca
m ¢ A.

Pentru n mare, un eveniment de tipul {T,, € A} cum ¢ A
reprezintd o situatie de deviatie mare in raport cu m (sau de
la media m). Calificativul "mare” se refer3 la faptul ci X, evitd
o vecinitate a lui m a eirei marime nu tinde la 0 cand n — oo.

Mai general, dupa marime, deviatiile corespund evenimentelor
de tipul (Xit=tXa € A), A € B(R), astfel

Tip de deviatii Definitie
mari limaeo 2 € [1, 0]
moderate (medii) lim; .o 2 € [1,00], si limp oo % =0
mici Hmp—oo % € (0,1].
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110 3. DEVIATI MARI

In particular, legile slaba i tare a numerelor mari (cu @, = n)
se incadreaza la deviatii mari, iar teorema limitd centrald (cu
a, = n'/?) si legea logaritmului iterat (cu a, = (2n loglog n)'/?)
se incadreaza la deviatii moderate.

In acest curs vom prezenta teoria deviatiilor mari clasice (i.e.
pentru a, = n), in dimensiune finita §i infinitd (i.e cand X, iau
valori inur-un spatiu Banach real §i separabil). *

Vom prezenta in continuare deviatiile mari in cazul in care
multimea A de mai sus este o semi-dreapta reala.

Notam transformarea Laplace a repartitiei u aplicatia j :
R — (0, +0o] datd de

a _ tr )
i) = [ e=dp(a) (3:2)
§i transformarea Cramer A : R — [0, +00] a lui g aplicatia

A(z) = sup [tz — log.ﬂt—t)] ,z€R. (3.3)
teR >

Observatii 1. Ca anvelopa superioara de functii liniare, A
este convexa gi inferior semi-continua.
Daca are loc [ | z | du(z) < o0, atunci

2. i(t) = +oo pentru orice t > 0 <= A(z) = 0 pentru orice
z 2> 0.

3. Existd t > 0 astfel ca ji(t) < 00 <= lim, .o A(z) = +00.

Intr-adevar, dacd fi(t) = +oo pentru orice ¢ > 0, din relatia
(3.3) obtinem cd A(z) = sup,q [tz — log 2(t)] si deci A(z) = 0
pentru orice z > 0. Daci exista t > 0 astfel ca ji(t) < oo, relatia
Az) > tz — log p(t) aratd ca lim,_ . A(z) = +o00. Imphcat‘ule
reciproce din (2) g1 (3) rezulti din implicatiile directe din (3)
resp. (2).

Rezultatele 1,2 gi 3 raman adevirate dacd inlocuim ¢,z > 0,
z — +oo print,z < 0, z — —00

4. Daca j este finita intr-o vecindtate a lui 0, atuna functja
A igi atinge minimul in punctul m = [g zdu(z) , iar \’(m) =
1/0? , unde o? este dispersia lui p.
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Exemple 1. Dacd p = pé, + (1 —p)b, cuu<vsi0<p<1,
avem

Z=tlog $=2 + =flog 3% —log (v —u),daci u <z < v
400, dacd r <usauz >v
b
—logp pentruz = u

—log (1 — p) pentru z = v.

Az) =

2. Daca pu este repartitia exponentiala e, atunci

_Jz—1-logz,daciz >0
M) '{ +00, daci z < 0.

3. Dacd p este repartitia normala (gausiana) N (m,o?), atunci
/\(I) = E}?‘('t—m)z ,ZER.

TEOREMA 3.1.1 Fie {X,,,n > 1} sir de variabile aleatoare
reale independente g1 identic repartizate, cu aceeasi repartifie p.
Fie X, := L(X; +...4+ X,) si A transformarea Cramer a lui

n

i. Alunct, pentru orice a € R, avem

~ \a) < liminf — log P (X, < a) (3.4)

n—oo n
~Xa) < liminf ! log P (Xn > a).
n—oc n -
Daca [ | z | du(z) < oo, atunci au loc i inegalitatile urmatoare,
valabile pentru orice n > 1:

2 log P (Y,, < a) < —)(a), pentrn a < /xd;z(z) (3.5)
n

-rl:log P (;\_’_,, > a) < —A(a), pentru a > /zd/z(:c).
Demonstralie. Legile variabilelor aleatoare Y, := X, —a s
Z, = —X, au ca transformate Cramer functiile z — A(z + a)
resp. & — A(—z). Este suficient deci de tratat cazul {a = 0} si
de demonstrat numai inegalitatile privind P (7,. > 0).
Si aratam formulele (3.5). Presupunem ca [zdpu(z) < 0;
definitia lui A devine '

A(0) = sup [~ log x(t)] = sup [~ log A(t)]
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Pentru ¢ > 0, putem scrie

P (Y.. > 0) = P [et(x,+...+x..) > 1]

<E [et(X1+...+Xu)} — [}‘l(t)]n .
deci

“log P (X, > 0) < inf [log (1)) = ~A(0)

adica (3.5).

Demonstratia formulelor (3.4) folosegte urmatoarea lema tehnica
(cazul in care yu este "cu suport finit”).

LEMA 3.1.2 Fie z;,p; (1 < i < k) numere reale astfel ca
pi > 0 gt min; z; < 0 < max; z; . Notdim

k pr_t.'
b—nnf(Zp. ) f(ny,...,n k):nlgﬁ.

Atunci ezxistd o constantd ¢ > 0 i1 un numadr natural N astfel ca
oricen > N se poate scrie can = ny +...+n; , unde numerele
naturale n; verificd

k
Zn;x.- > 0si f(ny,y...,n%) 2 en~ K2y,
=1

Demonétraﬁa lemei 3.1.2 Conform formulei lui Stirling, pen-
tru z; € {1,00), obtinem

k z
np; ! .
f{zl.....:k)Zn_an(—p> =:g(21y...,2k)

Sa fixam s € R astfel ca b = Y ;cicp pi€®™. Atunci numerele
reale u; = np,e*™ /b verifica

k k
Zu,- =n, ZU(I( =0,
=1 =1

g (b] g = iy U);) = n_k/?b".
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Fara a pierde generalitatea, putem presupune ci z; < z; pen-
tru orice ¢. Punem N; = [u;] i Ny =n — Y, u;. Pentru A > 0
fixat i B variind intr-un interval mérginit fixat, existd o con-
stantd ¢, cu proprietatea

(758 z2(%)
Av+ B Av

pentru orice v > 1 §i Av+ B > 1. De aici rezulta existenta unei
constante c, astfel ca (np;/N;)N‘ > ¢z (np;/u;)" pentru orice 1
si orice n suficient de mare. Deci, pentru n suficient de mare, cu
c3 = & ,avem

k k
ENizna EN-'Z'-'ZO,
=1 =1

g(Ny,y...,Ny) > ean™*2p",

si lema este demonstrata.

Demonstratia formulelor (3.4). Putem presupune ca g ((0, 00))
si p((—00,0)) sunt # 0. Fie g = ¥ ;5 pibs; (suma cel mult
numérabili) gi p; > 0 pentru orice i. Pentru k suficient de mare,
vom avea

min z; < 0 < max z; .

1<i<k 1<i<k
Sirul monoton de functii fi(t) = y<i<k pie'™ converge catre
ji(t) cand k — oo, deci converge uniform converge citre i(t) pe
orice compact inclus in {t | i(t) < co}. Cum fi(t) tinde catre
+00 odatd cu |t |, avem

Jim [i:}f f,‘(t)] = inf(t) = O

Punem by = inf, fi(t) §i fixdim k. Cu notatiile din lema 3.1.2
obtinem, pentru orice n

P (7,, > 0) > f(ny...,nk) 2 ckn"‘/zb;“

si deci i
liminf — log P (-X,. > 0) > log b j

n—oo n
Facem k — oo gi obtinem formulele (3.4).
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S3 trecem la cazul general. Punem Y*) = I pentru &% <
Xn < 1. Fie p, legea comuni a Y{*) -urilor i A, transformarea
Cramer a lui g, . Constructia lui g, implicd

fis(t) > e~ /2 4(t) pentru orice t,s > 0.

Cum (0, +00) si (—00,0) nu sunt u-neglijabile, avem cd j(t) >
AeB¥ | cu A, B constante strict pozitive. Putem scrie

e/ = inf [e=/*4,(8)] > inf [~V (1)) .

Sirul de functii :q,(-t) = e~ 2M/2[i(1) converge crescitor citre ji(t)
cand s — oo si citre +0o cand | t |—-co, pentru s > 2/B. Ca
mai sus, aceasta implica

.l_i_.xg [ix}fg,(t)] = il’tlf p(t) = e 2O

st deci limy—es [—A4(1/5)] = —X(0).
Din cazul discret, pentru s fixat, obtinem

hmmf logP (Y > l/s) > —A,(1/s)

—(s) s
s1 tinand cont de incluziunea {Y" > l/s} c {X" > 0} obtinem

ca

liminf-l—logP (Xa 2 0) > -),(1/5);
n—oo 1 S

facem s — oc si obtinem formula (1.4).0

Obsorvatii 1. In formulele (3.5), resirictiile asupra semnului
expresiei [a — [zdu(z)] nu sunt puse decat pentru a formula
simplu singurul rezultat netrivial. Intr-adevar, daca [ zdp{r) <
a. avermn de exemplu

lim L log P (:‘_*,’_,, < a) = sup ! log P (7,, < a) = 0.

n==o0 71 n>1 N

Teoremma 3.1.1 sugereazd cd probabilitatea de a gasi X,

—n\r) .

s inl oz '1’:* ordinul” e in aceasta for-a.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.1. REZULTATE GENERALE 115

rezultatul este fals, dar acest enunt exprimi continutul intuitiv
al teoremei 3.1.1, dupa cum vom preciza mai departe. S& retinem
pentru moment ca valorile mari ale lui A corespund punctelor
in care aparitiile lui X, sunt putin probabile.
PROPOZITIA 3.1.3 Fie [u,v] C [—00,+00] anvelopa con-
vexd inchisd a suportului repartifies p cu [ | z | du(z) < +o0.
Atunci M(z) = 400 pentru z ¢ [u,v] in timp ce A(z) este finitd
§i continud pentru z € (u,v). In plus, X este continud la stinga
in v (dacd v este finit) gi continud la dreapta in u (dacd u este
finit). Pentru v finit, relatia AM(v) = +oo este echivalentd cu
i ({v}) = 0 (rezultat analog pentru u finit). In particular avem

/R e**=)du(z) < oo pentru orice s < 1 (3.6)
§t

. : oo A(E)
i(t) < oo pentru orice t > 0 <= zl{rfm T +o00  (3.7)
(rezultat analog pentrut < 0,z — —o0).

Demonstrafie. Deoarece X, € [u,v] aproape sigur, formulele
(1.4) aplicate cu a < u gi a > v aratd ca A(a) = +oo pentrua ¢
[u,v]. Reciproc, fie m = [zdu(z); dacd a > m si Aa) = +oo,
formulele (3.5) aratd ca P (Yn > a) = 0 gi deci u({a}) = 0,
ceea ce implica @ > v. Argument analog pentru a < m. Deci A
este finita pe (u,v); in plus am vazut cad A(v) = 400 implica
pu({v}) = 0, iar formulele (3.4) demonstreaza reciproca. Toate
proprietitile de continuitate ale lui A sunt consecinte simple ale
faptului cd A este convexa si inferior semi-continud.

Formula (3.6) este evidenti dacd f(t) = 4oco pentru orice
¢{ > 0 sau dacd v este finit. In cazul contrar, intrucit A este
convexa si continud pe (u, +00), derivata ei A’ existd pe (u, +00)
(mai putin, eventual, pe o multime numarabild). O integrare .
prin parti impreuna cu conditia lim,_, 4+ A(z) = 400 aratad ca
[} eX=)du(z) este finitd daci integrala

i / * X (2)p ([z, +00)) d

m
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este finitd. Din formulele (3.5) aplicate pentru n = 1, obtinem
ci u([z,400)) < e~*=) pentru z > m, deci

+oo
I< / e(-DM=) )\ (1)dz < 400 pentru s < 1.

Rationam analog pentru [T si formula (3.6) este demonstrati.
S& demonstram formula (3.7). Dacd j(t) este finitd pentru
orice t > 0, din definitia transformarii Cramer rezulti, pentru
t,z > 0, ci 22 >t — llogj(t) si deci liminfy—yoo 22 > t.
Cum t este arbitrar, obtinem ca lim;_ 4+ ﬁgﬂ = 4o00.
Reciproc, pentru orice t > 0 fixat, are loc majorarea tz <
1A(z) pentru z suficient de mare. Din formula (3.6), obtinem

400 +00
/A edu(z) < /A /22 dy(z) < +o0,

deci ji(t) este finitd.0

Remarcd In formula (3.6), conditia s < 1 nu poate fi im-
bunatatitd (in general). De exemplu, dacd u este gausiani sau
exponentiald, atunci [ e ®du(z) = 400. Acest fapt rimane
adevarat pentru orice probabilitate 4 pe R cu suport necom-
pact astfel ca ji(t) sd fie finitd cel putin intr-un t # 0. In acest
caz, A ar putea fi caracterizata ca functia convexa ”cea mai mare
la 00” astfel ca [ e**(*)dpu(z) este finitd pentru s < 1 si infinita
pentru s = 1.

Fie E spatiu Banach real si separabil inzestrat cu borelienele
B(E), iar p o probabilitate pe E. Fie (2, P) camp de prob-
abilitate complet si X, : 2 — E sir de variabile aleatoare
independente si identic repartizate, cu legea p. Punem X, =
LXi+...+ X,).

Pentru orice A € B (E), notam

I(A) = liminf — 1ogP(X € 4),

n—+oco N

1(A) -hmsup—logP(X € A)

n—+4+oo
si observim ca —oc < I(A) < 1(A) 0.
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Daci I(A) = I(A), notim
I(A) = lim_ logP(X € A4).

PROPOZITIA 3.1.4 Limita l( A) ezistd pentru orice parte
A € B(E) convezd. Oricare ar fi A,B € B (E), avem

max I(A),{(B)] < (AU B) < (AU B) < max [(4),(B)] .
In particular, dacd I( A;) ezistd pentrui = 1,...,n, atunci existd
[(A1U...UA,) si este egald cu max[l(A1),...,l1(A,)].

Demonstrafie. Punem

1 . 1
X=X+ . +X)Y = —(Xnsr+.o.+ Xotm);

atunci Xp4m = M’_‘mX = —=Y, iar convexitatea lui A implica
(X € )N(Y € A) C (Xnsm € A). Deducem c& pa(A)pm(A) <
Hntm(A), unde u, este legea lui X, , deci functia f : N — [0, o0},
f(n) = —log pin(A) este subaditivi, si deci existd limp_..o £,

Apoi folosim faptul cd ! gi [ sunt functii crescitoare si ca,
pentru ¢ > max T(A),T(B)]g gi n mare, p,(A) si pn(B) sunt
majorate de e, deci pn(AU B) < 2e™, adicd I(AU B) < ¢.O

Vom numi transformarea Cramer a masurii g aplicatia
A: E — [0,+00], datd de

A(z) = —inf {I(A), A deschisd si convexa, cu z € A}. (3.8)
Exercitiu Cu notatiile de mai sus, aratati ca
\z) = - lim 1 (B(z,6)),

unde B(z,§) este bila din E de centru z i raza é.

A priori, aceasti definitie nu coincide cu definitia din cazul
E = R. Vom vedea ci acest lucru se intampla in cazul in
care momentele de ordinul 1 ale tuturor proiectiilor (continue)
1—dimensionale ale lui y sunt finite. '

LEMA 3.1.5 Transformata Cramer A a lui p este functie
convezd gi inferior semi-continud.
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Demonstrafie. Intr-adevir, pentru z € E i ¢ < A\(z) date,
existd o vecindtate deschisi i convexd A a lui r astfel ca ¢ <
—I(A). Pentru orice y € A, vom avea

A(y) = sup {—I(B), B vecinitate deschisi si convexi a lui y},
deci A(y) 2 —I(A) > c. Functia A este inferior semicontinui
deoarece verificd relatia A(z) < liminf, .. A(y).

Convexitatea se verificd pe dreptele spatiului, deci este sufi-
cient de aritat ci A(Z) < 1A(z)+1\(y) pentru orice z,y € E.
Pentru orice deschis convex care contine ¥, existd deschisi con-
vexi B, C care tontin z respectiv y gi astfel ca (%B + %C) C A.
Sipunem X =1 (X;+ ...+ X,)§i Y =1 (Xon +... + Xan);
incluziunea (X € B)U (Y € C) C (Xza € A) implici pun(B)

pn(C) <pan(A), unde pu, este legea lui X,.. Trecem la limit3
dupa n si obtinem

1 1
51(B) +51(C) < I(4),

deci —IM(z)—3A(y) < I(A)iar apoi luim inf dupd A in membrul
drept.O

Fie (E, ) ca mai inainte §i A transformarea Cramer a lui p.
Numim functionala Cramer a lui g aplicatia A : P(E) —
[0, +00] definita prin

A(A) = inf A(z), ACE. (3.9)

Sa observam cd a cunoasgte A este echivalent cu a cunoagte A.
TEOREMA 3.1.6 Fie X,, : Q — E sir de variabile aleatoure

independente gt cu aceeasi lege p, 1ar A funclionala Cramer aso-
ciatd fui p. Atunce’
(a) Pentru orice A € B(E) avem

-4 (4) <ua). (3.10)
(b) Daci A este compact, atunci

[(4) < -A (A) . (3.11)
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(c) Pentru orice reuniune finitd A de deschise conveze ale lui
E, avem

I(A) = —A(A). (3.12)

Demonstratie. Daca z Gj(, exista o vecinatate deschisa si con-
vexd C a lui z astfel ca C CA gi avem [(A) > {(C) = |(C) >
—A(z). Ludm sup dupid z €A §i obtinem formula (3.10).

Intrucat [ este monotons, avem I(A) < I(A), deci putem pre-
supune A compact pentru a demonstra (3.11). Fie a > —A(A);
pentru orice £ € A avem a > —\(z) si deci exista un deschis
convex C; 3 z astfel ca a > I(C;). Fie C;,,1 = 1,...,k o
acoperire finitd a lui A. Din propozitia 3.1.4 stim ci

I(A) < i_r_x}a.xkl(C,,.) <a
§i cum a este arbitrar, obtinem (3.11).

Din definitia lui A, avem intotdeauna A (A U B) = inf [A(A),
A(B)] . Conform propozitiei 3.1.4 putem presupune A deschisa
gl convexa pentru a demonstra formula (3.12). Din (3.10) rezulta
ca — A(A) < I(A), deci este suficient de demonstrat inegalitatea

“inversa cand [(A) este finita.
Pentru € > 0 dat, putem gasi N € N astfel ca

71—llogy,.(A) > [(A) — € pentrun > N.

Intrucat A este deschis si convex, exista un compact convex K
inclus in A astfel ca u(A\ K) < ¢, deci

L tog un(A) — L log un(K) < ¢

N Og UN N Og UN S €.

Aceasta inseamna ci functia f(n) = — log pn(K) verifica f(N) <
—[I(A) — 2¢] N si, intrucat K este convex, rezultd ca f este
subaditiva (vezi propozitia 3.1.4). In particular avem f(pN) <
— [I{(A) — 2¢] Np pentru orice p € N* si deci

~I(K) = Jim i(:TN) < —I(A) + 2e.
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Formula (3.11) arata inegalitatea A(K) < —I(K). Ultimele doud
inegalitati, impreund cu A(A4) < A(K) implicd A(A) < —I(A) +
2¢ §i cum ¢ este arbitrar, obtinem A(A) < —{(A).O

PROPOZITIA 3.1.7 Transformarea Cramer asociatd lui p
se poate calcula cu formula

A(z) = sup {—I(H), H semi-spatiu deschis, cu z € H}.

Demonstratie. Fie a < A(z). Multimea convexa si inchisa
C = {y; AMy) < a} nu-l contine pe z. Existd deci un semi-spatiu
deschis H al lui E astfelca HNC = 0 si z € H. In particular
A(H) > a. Din relatia —I(H) = A(H) obtinem ca —I(H) >
a, deci r = sup {—I(H), H semi-spatiu deschis, cu z € H} este
> a pentru a < A(z) i.e. r > A(z). Inegalitatea opusi rezulta
direct din definitia lui A(z).0

Observatie Propozitia 3.1.7 reduce calculul lui A la calculul
lui [(H) cu H semi-spatiu deschis, iar aceasta este o problema
1 —dimensionala, apropiata de cea rezolvata anterior. Acest fapt
ne va permite sa calculam ) in orice dimensiune, pornind de
la /i (transformata Laplace a lui g) iar functionala A devine in
principiu calculabila.

Fie u probabilitate pe B(E). Notam j(t) := [ge<"">du(zx),
t € E’ (dualul lui E), transformarea Laplace a lui p. Functia
log ji(t) este definitd pe E’ | cu valori in [0, +00], este convexa
si inferior semi-continud (E’ este inzestrat cu topologia slaba
o (E, E)). Are loc urmitorul rezultat.

PROPOZITIA 3.1.8 Cu notatiile precedente, dacd

/E |< t,z >| du(z) este finita pentru orice t € E’ |

atunci
AMz) =sup(<t,z > —logu(t)], z € E.
teE’

Demonstratie. Sa consideram u centratd si E = R (cazul in
care u nu este centratd se reduce prin translatie la calculele ce
urmeaza). Avem de aritat ca

f(z) = sup [tz — log (1))
teR
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coincide cu
g(z) := -—Ei\mél((z -2, z+2€)),z€R.
Cum pu este centrata, formulele (3.5) implici pentru z > 0

[((z — 2, =+ 2¢)) < limsup —logP (X >z — 25)

< —f(I - 25))
deci
g(z) > Ei\t‘r(x)f(z — 2¢) pentru z > 0. (3.13)

Formulele (3.4) implica pentru z > 0
1 = 1 —
B < liminf L > 2) < Liminf L
f(z) < h,.n_l.’o%fn log P (X,. > :c) < hnn_l‘lggfn log P (X,. > x)
si, conform formulei 3.12, obtinem
o1 - .
,}LIEO - log P (Xn > :c) = —-A((z,+0)) = —;r)xgg(y),

deci
flz) > !ilggg(y) pentru z > 0.

Legea numerelor mari arata ca g(0) = 0 si cum g este convexa,
inferior semicontinua i pozitiva, aveminfys . g(y) = limeo g(z+
€) pentru z > 0, deci

f(z) 2 limg(z +¢) (3.14)

Pct avea loc urmatoarele situatii. Existd a, b € [0, +oco] astfel
ca f, g sa fie respectiv
1) continue finite pe [0,a), [0,b)
2) = 400 pe (a,+00), (b, +o0)
3) continue la stanga in a pentru a finit (in b pentru b finit).
Cu inegalitatile (3.13), (3.14), ardtdm succesiv cd a = b, apoi
cad f si g coincid pe [0,+00) \ {a}, deci coincid pe [0, +oc).
Similar tratdm problema compararii lui © §i g pe (—oc.0].
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In cazul general, fie z € E. Orice semi-spatiu deschis care-1
contine pe z se scrie

HY, ={yeE;(,y)—r >0}, cu

(t,z) —r>0pentrute E' ,re€ R
sau

H¢T,={y€E;(t,y)—r<0},cu

{t,z) —r <O pentrut€ E' ,r € R.
Fiet : E — R forma liniard asociata lui t € E’ gi s notam Y,, =
t(Xn), L} =t (HY) = (r,+00) s LT = t(H;) = (—o0,r),
u = t(z), pe = t(p), (A) = limnc L log P (V. € 4)
= [[t=(A)], unde A este deschis si convex in R. Conform propo-

zitiei 3.1.7, notand transformarea Cramer a lui g, prin X ,
obtinem

M) = max{[sup 1 (L)), [sup - (27)]}

r<u

de unde, tinand cont c& I (L¥) = 1 | t*(L¥) | = I (HE),
obtinem

A,(u):ma.x{[sup -I(H,f,)], [sup —1(11;,)]}.

r<t(z) r>(z)

Luim sup in membrul drept din ultima inegalitate dupi t € E’
si obtinem sup {—I[(H), H semi-spatiu deschis, cu z € H}, care
este egal (cf. propozitiei 3.1.7) cu A(z). Obtinem deci

A(z) =sup A (<t,z>)=sup Ay, |t(z)].
teEr 734

Din cazul E = R (studiat anterior) avem
A [t(z)] = e [t(2)] = sup [s - t(z) — log fu(s)].

Cum insd fi(s) = f[i(st) pentru s € R, t € E' , obtinem
AMz) = sup,cg sup,cr [s-t(z) —log ji(st)], ceea ce arati ci
AMz) = supyeg [< t,z > —log ii(t)].0
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Exemple 1. E = R? u este gausiani de medie M §i matrice
de covariatie ¥ (presupusi inversabild) . Atunci

Xle) = %(:c —M)yS (2 - M).

2. E = RY, du(z) = f(z)dz cu f(z) ~ f‘—l, cand | z |- 4o0.
Atunci fi(t) = +oo pentru orice t # 0, deci A = 0 (cf. propozitiei
3.1.8).

Observatii.1. Din teorema 3.1.6 rezulta ca A este identic nula
< pentru orice parte boreliana A a lui E, de interior nevid, are
loc

llm —logP(X € A) =0,

n—+00

deci situatia A = 0 necesitd o descriere mai find a comporta-
mentului asimptotic al P (X n € A), care poate converge catre

0 (atunci cand fgzdp(z) ¢ A) e.g. cu vitezd polinomiald in .

2. Fie E = R¢, u probabilitate pe E astfel ca [g | z | du(z) <
+00 §i g nu incarci nici un subspatiu afin (propriu) al lui R? .
Daca ) este transformata Cramer a lui p, atunci corespondenta
dintre X si u este biunivoca.

3. In teoria functiilor convexe (in dualitate) pe E = R? | se
arata cd multimea D()) := {I €RY; A\z) ﬁniti} are interiorul -
nev1d gi ca A este diferentiabild pe D (A). In plus, dacd y € 0
D (A), atunci lxm + wehi) | A(z) ||= +oo.

4. Tot in cazul E R , se poate arita ci functia log /i este
diferentiabild pe D (log ft). In plus, dacd fi(t) este finitd pentru
orice t € R?, atunci putem scrie A(z) = (z,z) — log ii(z), pentru

orice z €1 (A), unde z este solutia (unicd) a ecuatiei 5'(:) = z.

Evaluarea lui I( A) se bazeaza pe teorema 3.1.6; restrictia "4 '
compact” pentru validitatea formulei I(4) < —A (;1) este

prea puternicd in majoritatea aplicatiilor. In vedea in contin-
uare situatil cand aceastd conditie devine inutild.
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LEMA 3.1.9 Fie u probabilitate pe spatiul Banach real si
separabil E, X, (n > 1) gir de variabile aleatoare independente
de lege p, cu valori in E. Dacd, pentru orice a > 0 existd un
compact K, C E astfel ca P (Y,. 4 K,) < e™™® pentru orice
n > N(a), atunci, pentru orice B € B(E) avem

(B) < -A (Ig).

In plus, daca ) este transformarea Cramer a lui yu, atunci multimile
{z € E; A(z) < b} sunt conveze §1 compacte, pentru orice b > 0.
Demonstratie. Este clar ca I (E \ K,) < —a. Avem

I(B) < max {I(BN K.), (BN (E\ K.))}

<max {I(BNK.), —a}.

Cum B N K, este compact, teorema 3.1.6 implica

1(Bn K,,) <-A(BnK,) <-A(B),

deci I(B) < rnax{—A (—B) y = a} pentru orice a > 0, deci I[(B) <
Fie b > 0 gi a > b fixat. Multimea E \ K, este deschisa, deci
teorema 3.1.6 implica

“A(E\ K,) < liminf ~log P (X, € (E\ K.)),
n—+o0o n

deci, din definitia lul K, rezultd —A (E \ K,) < —a. In particu-
lar avem A(z) > a pentru z ¢ K, ,deci {z € E; A(z) < b} C K,
si apoi folosim faptul ca A este inferior semicontinua. Observati
ca {z € E; Mz) < b} este si convexd (deoarece A este convexa).O

Observatie Demonstratia lemei 3.1.9 functioneaza in ipoteza
E =spatiu vectorial topologic.
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PROPOZITIA 3.1.10 Fie E dualul unui spatiu Banach F
$t u probabilitate pe B (E) astfel ca

/E e’llldu(z) este finits pentru s intr-o vecinitate a lui 0.

Atunci, dacd A este transformata Cramer a lut pu, pentru orice
A € B(E) avem

ZA (}1) < liminf ~ log P (X, € A) (3.15)

n—+co N

< limsup — logP(X € A) <-A (A)

n—+00
unde /01, A sunt in raport cu topologia slabd o (E,F) pe E. In
plus, multimile {z € E; A\(z) < b} sunt compacte (slabe) pentru
orice b > 0.
Demonstratie Formulele (3.15) vor rezulta din teorema 3.1.6
dupa constructia compactilor K, din lema 3.1.9 Fie B, bila in-

chisd de razd a din E, care este silab compacta. Din formulele
(3.5) obtinem

P(X. € B.) =P(| Xa ||> a)

< P{(I Xl +oot [ X l) > af < e,

unde a este transformarea Cramer a lui v =legea lui || X, || .
Prin ipoteza ¥ este finitd intr-o vecinatate a lui 0, deci

lim, 400 @(a) = +00. Radmane sd aplicim lema 3.1.90
COROLAR 3.1.11 Fie E = R? g1 u probabilitate pe B (E)

astfel ca ji(t) sd fie finitd pentru orice t intr-o vecindtate a lu

0. Atunci, pentru orice A € B (E) avem

—A (A) < liminf ~ logP(x € A)

n—+oo

< limsup — logP(X € A) <-A (,—1)

n— 400

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



126 3. DEVIATII MARI

In plus, A(z) — 400 cdind z — oo in RY.

Observatii 1. Dacd E = F' | atunci B (E) este acelasi pentru
orice topologie intre topologia normei si cea slaba. In particular,
transformarea Cramer A si functionala Cramer A sunt aceleasi
pentru topologiile normei si slabd. Sa reamintim cd dualul lui E
cu topologia slaba este F; in particular spatiul C [0,1] nu este
dual de spatiu Banach.

2. Interiorul unei multimi B € B (E) este mai mare in topolo-
gia tare decat in cea slaba, in timp ce aderenta ei este mai mica.

Deci, valorile —A <1°3> si —A ([-3) se imbunatitesc cand tre-

cem de la topologia slaba la cea a normei. Propozitia 3.1.10 nu
permite utilizarea acestor valori decat pentru topologia slaba,

cel putin in ce-1 priveste pe —A (1-3) In continuare vom intari

ipotezele, pentru a putea utiliza topologia tare.

Fie I' spatiu topologic polonez; in acest curs vom considera
I' = R (d > 1) sau ' = E (spatiu Banach separabil). Fie
M (T) spatiul masurilor marginite pe B(T') si M,(T') submulti-
mea convexa i inchisa a probabilitatilor pe B(T'). Spatiul M (T')
il consideram inzestrat cu topologia convergentei slabe : p, = p
daca [ fdu, — [ fdp pentru orice f € Cy(T'). O parte C C
M (T') este relativ compacta dacd, pentru orice ¢ > 0, existd
K. compact in T astfel ca u* (T'\ K,) < ¢, pentru orice u =
ut —p- €C.

Fie p € My(E) cu [g || z || du(z) < +o00. Atunci exista si
este unic un element notat b(p) € E astfel ca

(t,b(p)) = /E(t,x)dp(:r) pentru orice t € E' |

numit baricentrul lui yr. Au loc urmatoarele proprietat; :

1. Daca p(C) =1 atunci b(g) € C, unde C este convex inchis
din E.

2. Fie p, € M(E) convergent catre p € M;(E). Daca B este
o bila inchisd din E astfel ca pu,(B) = 1 pentru orice n, atunci
b(pn) — b(p) cind n — +o0.
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LEMA 3.1.12 Fie f : [0,+00) — [0,4+00) funclie continud
cu limy— 400 1—&9 = 400. Atunci multimea .

F(f,0)i={n € ME); [ 10z 1)duz) < o

este inchisd in M(E). Aplicatia p — b(p) este bine-definita gi
continud pe F(f,a). -

Demonstrafie. Lema lui Fatou aratd cd F(f,a) este inchisa.
Pe de altd parte, pentru p € F(f,a) si r > 0, avem

I, 2@ IS /| Il z || du(z)

l=li2r l=ll2r

Ser) fose? (Il = II) du(z) < ae(r),

unde €(r) = supy>, Il z I /f (Il z ||)] ; observam c& lim, . 4o €(r)

= 0 gi aplicim proprietatea 2 de mai sus a baricentrelor pentru
a obtine continuitatea aplicatiei 4 — b(p) pe F(f,a).0

LEMA 3.1.13 Fie I spatiu topologic polonez gi X, gir de
variabile aleatoare independente cu valori in T, cu aceeasi lege
1. Sd considerdm legea empiricd a esantionului X,,..., X, i.e.
variabila aleatoare Z, = X (éx, + ...+ bx,) cu valori in M,(T’).
Atunci, pentru orice a > 0, ezistd un compact K, in My(T") g1
un numdr natural N(a), astfel ca

P(Z, ¢ K,) <e™™.
Demonstratie. Fie by, €, siruri de numere pozitive care converg
catre 0. Pentru fiecare p alegem un compact K, in I' astfel ca

p(T\ K,) <b, . Notdim

Fo={re My(T)cuv(T'\ K;) < b,}.
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Sa ardtam ca

b 1/2n¢p
P(Z, ¢ F,) < (-61) pentru orice n, p. (3.16)
\ €&
Daca acest lucru este aridtat atunci, cu notatia K : = Np>1F5

(care este compact in M;(T’)) §i cu formula. (3.16), obtinem

1/2nep
P(Z.¢K)<Y P(Za ¢.7-‘)<Z(b) .

p>1 p>1
Este suficient apoi de considerat b, = €,u?/ cu 0 < u < 1/2
pentru a obtine .
P(Z,¢K)< > u?<2u”
p21
i lema este demonstratd. Rimane de aritat formula (3.16).
Suprimam indicele p pentru usurinta calculelor. Are loc

P(Z, ¢ F)

=P{%[1K, (X1) + -+ 1xe (Xa)] >e}
=P(U,.>e),

unde U; = 1k (X;) este variabila aleatoare cu legea binomiala
ab; + (1 —a)do , cu a = u(K*) si a cirei transformare Cramer
o notam cu A. Dupa formulele (3.5) avem

P(Z, ¢ F)<e ™, (3.17)

Dar, pentru € € (0,1) avem
—€

A€) =elog—‘-+(1 — €)log ; 1 —

si ludm b, < ¢, (deci a@ < b, < ¢,) si ¢, < 1 pentru a obt-ne
Mep) = €plog 2 + 7 log 3. Impunem conditia 7€, log {2 > 7 log }
pentru a obgme

€.
- e d
Mep) 2 2'1»108 b,’

ceea ce, impreuna cu (23.17), demonstreazi (3.16).0
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TEOREMA 3.1.14 Fie E spatiu Banach real, separabil si p
probabilitate pe E astfel ca

/E e'llldyu(z) este finiti pentru orice s € R.
Atunct, pentru orice A € B ( ) avem

=A (A) < lmnnf —logP (X € A)

n—+00 n

< limsup — logP(X € A) <-A (A)

n—++4-00

unde A este functionala Cramer asociatd lut . In plus, mulfimile
{z € E; A(z) < b} sunt compacte pentru orice b > 0 finit.

Demonstratie. Fie v legea comuna a variabilelor || X, || si
s& notdm m = [g zdy(z). Vom arita existenta unei functii f
continud si convexa pe [0, +00) astfel ca

f(z)=0pentru0 <z <m

lim Lx)

=400

= +o00 (3.18)

+o0
/ e*/*)dy(z) este finita pentru s < 1.
o

Cum © este finitd pe R (din ipotezd), putem lua f(z) = A, (z)
pentru z € [m,+0c0), unde A, este transformarea Cramer a lui
v i f(z) = 0 pentru z € [0,m]. Cu notatiile din lemele 3.1.12
s1 3.1.13, avem

P(Za g F(fya) = P{ZU (1 Xa 1)+ £ (I Xa 1)) > o

< e ™el@)

unde prin Ay am notat transformarea Cramer asociatd lui 6,
legea lui f (]| X1 ||). Conform formulelor (3.18), 0(s) este finitd in
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vecindtatea lui 0, deci A\g(a) converge citre +oo cand a — +oo.
Deci, pentru orice A > 0 existd a4 astfel ca

P(Zn ¢ f(f»‘z)) < e—nA .

Fie acum L4 := K4 N F(f,a), unde K4 este compactul din
lema 3.1.13 Conform acestei leme gi a ultimei formule, obtinem

P(Zn ¢ L4) < 2e™™ pentru n > N(A).

In plus, conform lemei 3.1.12, £4 este compact in M,(E), pe
care aplicatia 7 — b(7) este bine-definita si continua. Deci imag-
inea Ly = b(L4) este compacta in E gi

P(Xu & La) = P (b(Zn) ¢ b(La)) < P(Zn ¢ L) < 2e7

pentru n > N(A). Raman de aplicat lema 3.1.9 si teorema
3.1.60
Exemplu Fie repartitiile u, (dz) = (21r/¢s)'l/2 exp (—z?%/2¢) dz.
Aratati ca
. . e 2
lgxéelog pe(A) = —eiselilfl‘ /2
pentru orice boreliana reala A.
Observatii 1. In ipotezele corolarului 3.1.11, se observa ca

relatia A (;ﬁ) = A (;1) (care implica A (;{) = A (;1) =
A (A)) este suficientd pentru existenta lui /(A) precum si a
relatiei /(A) = —A(A). Reciproca este falsa : ie E=R , u =
160+ 36, si A = (0,+00). Atunci avem /(A) = —A(A) deoarece

A este deschis convex, in timp ce A (A) = A (:1) = 400 iar
A (,'4) = (1) = log2.
2. Daca A C E este multime deschisa gi satisfaco

A (A)=A (,'4), (3.19)

in ipotezele propozitiei 3.1.10, ale corolarului 3.1.11 sau ale teo-
remei 3.1.14 avem ca

exista nEToo %log P (_X—,. € A) gi este egala cu — A (A).
(3.20)
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Daca dim E < oo, atunci A(-) este continud, deci relatiile (3.19)
§i (3.20) sunt satisfacute.

3. In cazul E = R? | relatia (3.20) pentru orice A C R
boreliana este fals; se poate construi o multime A inchisi cu
interior nevid, astfel ca A (A) < +oo si

P(Y,1 € A) =0, pentrun =1,2,...

4. Din propozitia 3.1.4 rezulta ca relatia (3.19) este satisfacuta
pentru orice A C E deschisa si convexa; se poate arata ca (3.19)

este satisficuta pentru E\ A, unde A C E este deschisa si con-
vexa.

3.2 CAZUL GAUSIAN

Fie E spatiu Banach separabil. O probabilitate y pe B (E) se
numeste gausiand daca, pentru orice functionald liniara si con-
tinua t : E — R | legea (i) este gausiana pe R. Daca in plus
t(p) este centrata pentru orice t € E’ | spunem ca p este cen-
trata.

TEOREMA 3.2.1 Dacad p este probabilitate gausiand cen-
tratd pe E, atunci [ e’lFlidu(z) este finitd pentru orice s € R.
In particular, [g || z ||* du(x) este finitd.

Demonstrafie. Putem presupune u centrata. Fie z,z¢,...,z,
variabile aleatoare independente din E, toate avand legea p. Sa
observam ca, pentru n > 1, legea lui 5‘7-2- > k=1 Tk In raport cu
u" este aceeasi cu legea lui z in raport cu . Vom arata ca este
suficient ca [g e*l*lldyu(z) sa fie finitd pentru un singur s € R.
Intr-adevar, daca este asa, atu.ac

n!/2slz|| 4
S ()
—_—/Eexp( 1/1 Hzrk H) (dz,,...,dz,)

silz n
<( /Ee I “dm}
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Acum sa observam ca, dacd z,y sunt variabile aleatoare pe E,
independente i cu legea u, atunci (%’,‘, ;'—,1) are aceeasi lege
sub pu? ca si (z,y). Pentru 0 < s < t, avem

p((zy) € B : |l z)<s, lyl>t)

=i ((e,0) € B [la—y S 2%, |2 +y |2 2/%)
<w* () € B [llall = Nyl 2%, Nzl + )y 12 2%)

-3
< u? ((z,y)GEzi Hz Ay iz 2‘/’)’

deci
k(z€E: [z|S)uz€E: |22 0)

<(oeen 1 52)

Luiam to = s §i tny; = s + 2'/2t, pentru a obtine
p(€E: |z[|2ta)/n(z€E: || z]<5s)

<(E€E: [2]2t)/u(z€E: |z ]<s))?
Deci
p(zeE: ||z|2tn)
plreE: ||z ||>s)
p(zeE: ||z]<s)
pentru orice 0 < s < t gi n > 0. In particular, alegem pe s

astfel ca p(z €E: ||z ||>2s)/u(z€E: ||zl|<s)=p < 1;

obtinem

<u(zeE: || z||<s)xexp [2"log

2(n+1)/2 _ -
ulze E: ||.'r||_—————212 < e¥lesr O
14 —

Sa notdm E’ dualul lui E si (¢, z) dualitatea dintre t € E’ si
r € E. Pentru g centratd, definim covariatia lui g prin K :
E' xE — R,
K(s,0) = [ (s,2)(t,2)dp(a); s,t € E
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Intrucit | K(s,t) 1< & || s [l ¢ cu @ = [ || 2 |[* du(z),
observam ca aplicatia K este biliniara si continud pe E’ x E/ iar
K(s,t) > 0 pentrut € E'.

Spatiul E’ se scufunda intr-un spatiu Hilbert H in felul urmitor.
Fiecarei t € E' ii asociem variabila aleatoare gausiana reald Z*
definita pe campul de probabilitate (E, B(E), ) prin Z(z) =
(t,z). Fie H inchiderea in L% (E, B(E), u) a spatiului vectorial
{Z' ,t € E'}. Aplicatia Z : E' — H este liniard, continua si
de imagine densa. In plus, dacd notam [-,-] produsul scalar din
L? (E, B(E), p) (deci si din H), avem

K(s,t) = [Z', Z'] pentru orice s,t € E .

S& observam cd, daca v € L?(E, B(E), p), atunci

Sz il v(@) | du() < el v e, am),

deci formula

Sv:/E:rv(a:)du(z)

defineste un operator liniar si continuu S : L?(E, B(E), u) —
E. Din constructie avem

[ Z*(2)o()du(z) = [g(s,2)o(z)du(z) = (s, fg zv(z)du(z)) s

deci
[Z‘,v] = (t,Sv) pentrut € E' , v e L*(E, B(E), u),

ceea ce arata ca restrictia lui S la H este injectiva.

In concluzie, data fiind o probabilitate gausiana p pe spatiul
Banach separabil E, ii putem asocia un spatiu Hilbert separabil
H cu produsul scalar notat [-, -]y , o injectie liniara gi continua
S : H — E, o aplicatie liniard §i continud (de imagine densa)

Z : E' —» H astfel ca
[ ]H (t,Sv) pentrut € E' ;v € H,
[Zt, A

]H K(t,s) pentrut,s € E' .
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PROPOZITIA 3.2.2 Fie p probabilitate gausiand centratd
pe spatiul Banach separabil E. Fie H spatiu Hilbert i S: H — E
injectia linigrd gt conlinud asociate lui i ca mai inainte. Atunci
transformama Cramer-A a lui p este datd de

Mz)=1 12 L) S-'z ||} daciz € S(H)
N +00, dacd z € E\S (H).

In plus,‘ operatorul S este compact.
Demonstratie. Transformarea Laplace fi(t) se scrie

a(t) '.—_/ et du(z) = E [exp( )]
deci log i(t) = 1 (2, Z']y = }K(t,1). Propozitia 3.1.8 arati ci

A(z) = sup |< ¢, ::>——K(t t)},zEE,deci
teE

Az) = sup [< tz>—1| 2 ||’] . (3.21)
teEl 2

Fie acum z € E fixat astfel ca A\(z) < 4o00. Pentru t € Ker Z
gi orice a € R, conform formulei (3.21), avem A(z) > a(t, z).
ceea ce implica (t,z) = 0. Aceasta inseamna ca exista o aplicatie
liniard ¢ : ImZ — R astfel ca g (Z!) = (t, z) pentruoricei € E'.
Tot din formula (3.21) rezulta

| 9(v) |< A=) + -;- I v | pentruv € ImZ,

deci g este marginitd pe intersectia dintre Im Z si bila unitate
din H. Cum Im Z este densd in H, aplicatia g se prelungeste
(unic) la o functionald liniard gi continua pe H i.e. exista w €
H astfel ca g(v) = [v,w]y pentru orice v € H. In particular
(t,z) = g(Z') = [Z',w]g = (t,Sw) pentru orice t € E’ , deci
z = Swie z € S(H).

Reciproc. fie z € S(H) si sa scriem z = Sw cu w € H.
Conform formulei (3.21), avem

1
Mz) = {z*,w —=J ’}
(<) g [2,0] 5 11 2" Il

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2. CAZUL GAUSIAN 135

gi cum Im Z este densa in H, obtinem
1
A(z) = su {v,w - =l 2}.
(2) = sup {{ovul — 5 1o I

Pentru || v ||g= a fixat, sup [v, w]y este atins si este egal cu
a || w ||g. Cum sup (a | wlla —%a’) este egal cu 1 || w ||,
obtinem A\(z) =} || w ||}= 1 || S~z ||} §i in particular \(z) <
+o00. "

Calculul lui A aratd cd imaginea prin S a bilei unitate din
H este {z € E : A\(z) < 1}. Aceastd multime este compacta (cf.
teoremei 3.1.14), deci S este operator compact.O

TEOREMA 3.2.3 Fie u probabilitate gausiand centratd pe
spatiul Banach separabil E. Fie X : O — E variabild aleatoare
de lege u. Fie A functionala Cramer asociatd lui p. Atunci, pen-
tru orice A € B(E) avem

—A (}’1) < liminf ¢ log P (eX € A)

< limsup €?log P (eX € A) < —A /A)

«—0
Demonstrafie. Fie € € (0,1) si notam n (¢) partea intreaga a
lui 1/€? . Putem scrie

€= i(;z/z, cul — e <be) <1. (2?.22) -

Fie X, : 1 — E sir de variabile aleatoare independente, toate
cu legea p. Intrucat p este gausiani, media normalizati p'/?X,
are aceeasi lege ca si X pentru orice p. In consecinta

P(eX€eA)=P (en(e)‘/’f,.(g, € A) (3.23)

- (Fare )
("“ b(e)
Sinota‘imF:{zGE:z:ay,1_<_a52,y€/-1}.Dindeﬁ-

nitia lui A §i remarcand ci transformarea Cramer A a lui g -
satisface A(az) = a’*)\(z) pentru orice a € R, z € E, obtinem

A(F) = inf A(z) (3.24)
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_ . 2 o _ -
= inf lg.li;za A(y) = inf A(y) = A (A) s
yEA T T VEA
Pe de altd parte, ;154 C F daci e este suficient de mic (F
este inchisd) i cum lim,_on (€) = +oc, teorema 3.1.14 implicd

; 1 = 1
llr:lj(t)lp Fﬁ) log P <Xn(() € E(_ejA)

< limsup ~ log P (X € F) <—A(F),
n—+oo T
ceea ce, impreuna cu formulele (3.22)-(3.24) dau a doua inegal-
itate din concluzia teoremei. '

Fie z € A. Exista o vecinatate deschisa si convexa V a lui
astfel ca, pentru € suficient de mic, sa avem V C ﬁA. Conform
aceleiasi teoreme 3.1.14, avem

" 2 - bz(f) 3
liminf e log P (¢X € A) > liminf ; log P (X € V)

n{e

= —A(V) > =\(z).

o
Luam sup in membrul drept din ultima inegalitate dupa = € A
si obtinem prima inegalitate din concluzia teoremei.O

Sa consideram acum E spatiu Hilbert separabil gi u probabili-
tate gausiana (centratd) pe B (E). Are loc E ~ E’ | iar covariatia
K(s,t) asociata lui u se scrie

K(s,t) = (s,Tt) = (Ts,t) pentru s,t € E,

unde 7' : E — E este operator liniar, continuu, autoadjunct,
pozitiv i de urmd finitd. Aceasta inseamna ca exista o baza
ortonormala e, a lui E si numere pozitive r, astfel ca 315 r, <
+o0 si
+o00
Tz = Z(:c, én)Tnen pentru z € E.

n=1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2. CAZUL GAUSIAN 137

Vom nota T/2 radicina pitrati (unici) auto-adjuncti a lui 7T,
definitd prin

400 ) .
Tz = > (z,eq)ri/%e, pentru z € E

n=1

si H inchiderea lui 7'/2 (E). Atunci H este ortogonalul lui Ker 7
in E, iar Ker T', H sunt nucleul si aderenta imaginii lui 7'/2. In
particular, restrictia lui 7'/2 la subspatiul inchis H este injectivi
si TY?(E) = TY?(H).

PROPOZITIA 3.2.4 Fie u probabilitate gausiand (centratd)
pe spatiul Hilbert separabilE, T : E — E operatorul de covariafie
asociat lut p ca mai inainte gt H ortogonalul lui KerT in E.
Notdm cu S restrictia lui T'/? la H, deci S : H — E este in-
jectiv si aplicd H pe T'/?(E). Atunci transformarea Cramer )\
a lui p este datd de

M) = 1Sz ||l daci z € TY?(E)
- +00, dacd z ¢ T'/?(E).

Demonstratie. Pentru orice s € E' = E, notdm Z* = T'/2s.
Intrucat operatorul 7'/? lasi pe H invariant si verificd 71/2 (E) =
H, obtinem ca Z : E’ — H este operator liniar, continuu, de -
imagine densa, in timp ce S : H — E este injectiv. Rimane de
aplicat propozitia 3.2.2, observand ca S (H) = T'/?(E).O -

Fie X; : @ — R, t € [0,1] proces gausian centrat cu traiec-
toriile continue a.s. Atunci covariafia p i.e.

p(s,8) = [ X,()X(w)dP(w), pentru st € [0,1],
este continua in (s, t). Reciproc, daca p satisface conditia Holder
| P(svt) —-p(s',t') 'S d[l s—s la +* I t—t la]

pentru s,t,s’,t' € [0,1], atunci procesul X; admite o versiune
cu traiectoriile continue a.s. Mai mult, deindata ce procesul X;
admite o versiune cu traiectoriile continue a.s., putem gasi o ver-
siune a procesului cu traiectoriile continue peste tot. Obtinem
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astfel o aplicatie misurabild X : @ — C|[0,1], unde X (w)
este functia care lui t € [0,1] ii asociazd X, (w), iar C[0,1]
este spatiul functiilor continue pe [0, 1] inzestrat cu corpul bore-
lienelor.

Fie y imaginea probabilitatii P (datd pe Q) prin aplicatia X,
i.e. legea procesului X; . Atunci p este probabilitate gausiana
centratd pe (E, B(E)), unde E = C [0, 1] inzestrat cu structura
sa uzuala de spatiu Banach.

Intr-adevar, E’ este spatiul masurilor Radon marginite pe
[0,1]; pentru orice # € E' | variabila aleatoare Z” : E — R
definita prin

Z()=(mf) = [ J(@)dr(t), pentra f € B

are aceeasi lege (atunci cand E este inzestrat cu probabilitatea
i) ca gl variabila aleatoare Y : {) — R definitd prin

Y(w) = /[m] Xi(w)dr(t).

Deci imaginea masurii g prin orice functionala liniara gi continua
este gausiana centrata, deci p este gavsiana centrata.
Covariatia K a lui y este data de

K (r,n) = Cov[ Xtdw(t)./ X,dn(t)]
[0,1] [0,1]

= // p(s,t)dr(s)dn(t).
[0,1]x[0,1]

PROPOZITIA. 3.2.5 Fie X; : Q = R, ¢ € [0, 1) proces gau-
sian centrat cu traiectoriile continue a.s., de covariafie p(s,t),
s,t € [0,1]. Sd definim operatorul R : L?[0,1] — L%[0,1] prin
Rf(t) = [4 p(t,s)f(s)ds. Atunci R ia valori in C[0,1], este
auto-adjunct, pozitiv, compact si de urmd finitd. Fie H ortog-
onalul lui Ker R in L*{0,1] s1 S restrictia la H a operatoru-
lui RM? | deci S : H — L?[0,1] este injectiv i aplicd H pe
RY2(L%]0,1)).
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Fie p legea procesului X, . Atunci transformarea Cramer A a
lui p este datd (pentru f € C[0,1]) de :

Af) = { 3 157 sy dack £ € RV2(L*[0,1))
+o0, daci f ¢ RY?(L*[0,1]).

Demonstratia se va baza pe lema urmatoare.

LEMA 3.2.6 Fie C, L spatii Banach separabile gi p proba-
bilitate gausiand centratd pe C. Dacd ezxistd o injectie continud
i : C — L, atunci transformdrile Cramer ale mdsurilor y s
i (p) sunt legate prin relatia

/\‘, = /\;(;‘) o1.

Demonstratia lemet 3.2.6 Fie 1* : L* — C* aplicatia duala a
lui 2. Din definitia covariatiei obtinem

Ki (s,t) = K, (" (s),2" (t)) pentrus,t € L.

Cum 1 este injectiva, 1* (L") este densa in C* si deci, pentru
z € C, avem

\(e) = sup [(t,2) = 3Kt 0]

= sup |(i*(s),z) — %K,, (1% (s),2" (3))]

seLe*

. 1
=sip (s,1(2)) = 5K (8,8)]
ie. A, (z) = Aigy (i(z)).0

Demonstrafia propozifiei 3.2.5 Luam C: = C[0,1] si L: =
L?[0,1] ; dacd i este injectia canonici, lema 3.2.6 arata ca, pen-
tru f € C[0,1] avem A, (f) = Ai(u)(f) unde prin abuz de limbaj -
am identificat f si ¢(f). Apoi, covariatia lui ¢ (4) este data de
Kiw)(f,9) = (Rf,9) 1210, » iar calculul lui Xy(,) pentru spatiul
Hilbert L a fost ficut in propozitia 3.2.4 Folosim in final ca A
este "restrictia ” lui ;) la C.O
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3.3 APLICATII

APLICATIE LA MISCAREA BROWNIANA,
MASURI SI PROCESE GAUSIENE

PROPOZITIA 3.3.1 Fie W; : Q — R, t € [0,1] migcare
browniand cu Wy = 0 a.s. Fie p légea traiectoritlor miscdru
browniene W, pe Co[0,1)], spatiul Banach al functiilor continue
pe [0,1] st nule in 0. Atunci transformarea Cramer A a lui p este
datd, pentru f € Co[0,1], prin

A = [ Fey

dacd f este absolut continud cu derivata (Lebesgue) f' , respectiv
A(f) = 400, dacd f nu este absolut continud.

Demonstratie. Vom aplica propozitia 3.2.5 spatiului C [0, 1]
in loc de C [0, 1], ceea ce nu modifica nimic. Avem p(s,t) = sAt,
iar operatorul R : L?[0,1] — L?[0,1] este dat de

Ro(t) = / “ (s A ) pladds = / ‘ sqlaide 4 ¢ / " gla)ds.

Este clar c3, dacd f este continud, nuld in 0 si f = Rg, atunci f
admite derivatd continui f'(t) = J! g(s)ds nuld in 1 §i admite
derivati de ordinul doi f” = —g de patrat integrabil. De aici
rezultd cd R este injectiv, cA R(L?[0,1]) este multimea f €
Co [0,1] de doua ori derivabile, astfel ca f” € L?[0,1} si f'(1) =
0. In fine, pentru f € R(L?[0,1]), avem R'f = —f" .

Fie f € R(L?[0,1]); din f = —Rf" , obtinem

Il R—”zf "22[0.1]=" Rl/zf” “%2[0.1]: (Rf”, f")L’[o,l]
= —(fo Mz =l £ oy
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in care ultima egalitate s-a obtinut prin integrare prin parti,
deoarece f(0) = f'(1) = 0. Conform propozitiei 3.2.5 avem

1 _ 1/
Af) = 5 | R 1nf ”12[0,1]= 9 I f ||§,2[o.1] ’

pentru f € R(L?[0,1]). Acest rezultat trebuie extins la f €
RY2(L?[0,1]). Fie deci f = R'?g cu g € L?[0,1], f € Co[0,1].
Cum R este injectiv, gi R'/? este injectiv, deci R'/2 (L? [0, 1]) este
dens in L?([0,1]. Existd un sir h, € L?[0,1] astfel ca R/?h, =
gn converge catre g in L? [0, 1], ceea ce implicid convergenta lui
fa = RY*g, = Rh, citre f in Cy[0,1]. Cum f, € R(L?[0,1]),
avem
Il gn Nzzoay=ll B*fu ll20=Il £o llz2po,

gi cum g, converge citre g, se obtine ca f. este sgir marginit in
L? [0, 1]. Putem deci extrage un subsir (notat tot f},) convergent
slab citre k € L?[0,1]. In consecintd, fu(t) = (f7,1l[0,)12[0.1)
converge pentru orice t € [0,1] citre

—_— t
k(t) = (k, 1) L20,0) = /0 k(s)ds.

Cum f, converge citre f in Cp[0,1], rezulti ci f = k, deci
existd k = f' € L?[0,1]. In plus, cum f] converge slab catre f’
in L?[0,1], avem

I f' lzapo,< liminf || £ {20,

n—++400

= lim || g lzspi=ll 9 llzzppy=Il B~2f llz2p0,)

n—+o00

adicd, tinand cont de propozitia 3.2.5:
1
5 11 /' s M) pentru f € Co[0, 110 RY? (L2 [0,1]) .

In plus, am vizut ca f € Co[0,1] N RY/?(L?[0,1]) implicd exis-
tenta lui f' si f' € L?[0,1). _ '
Reciproc, fie f € Co [0, 1] astfel cid f’ existd si f' € L*[0,1].
Aproximam f’ in L?[0,1] cu functii de clasi C' §i obtinem
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existenta unui sir va € Co|[0,1] astfel cd v] , v,’,’ existd, v” €
L?[0,1], vi(1) = 0, limp—yoo v, = f'in L2[0,1] §i limp 4o vn =
fin Cy [0, 1]. Semi-continuitatea inferioara a lui A implica A(f) <
liminf, 400 A(vs). Pe de altd parte, intrucat v, € R(L?[0,1]),
avem A (vs) = § || v}, |lz2po,1), deci

1, 1,
AN < im0 0) o= 517 Wy -
In particular A < +o0, ceea ce implici f € RY/?(L?[0,1]).
Am identificat deci Cp[0,1]N R/2 (L?[0, 1]) cu multimea f €
Co [0,1] astfel cd f’ existd si € L*[0,1], am demonstrat ca A(f) =

i f ”L?[o y pentru f € Go[0,1]N RY2(L%[0,1]), in timp ce
A = 400 in afara acestui subspatiu.O

Exercitii 1. Fie procesul Ornstein-Uhlenbeck real definit prin
Vi = ae P! /0: P AW, | Vp = 0,
sau ca solutia unica a ecuatiel stocastice Langevin
Vi=aW,~ g [ Vids.

Folosind metoda din propozitia 3.3.1, aratati ca transformarea
Cramer a acestui proces este, pentru f € Co [0, 1]

M) = 55 [ 170+ B0 d
daca f este absolut continud cu derivata (Lebesgue) f’ , respec-
tiv A(f) = 400, daci f nu este absolut continua.

2. Fie ) transformarea Cramer a legii traiectoriilor miscarii
browniene si f € Co[0,1] cu A(f) < +oo. Aritati ca

lim limsup €? log P {sup leW — f| < 6}
§—0 (0 [0,1]

= lim liminf €2 logP{sup eW — f| < 5} ==A(f).
§—0 ¢—0 [0,1]
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3. In cazul unui proces gausian X, (ve21 propozitia 3.2.5),
pentru f € RY2(L?[0,1]), aratati cd

P {supm'l] leX — fl < 5}
im
L I {sup[o'” leX| < 6}

»

= e)(p{—e"/\(f)}.

4. Aratati ca afirmatiile de la 2 si 3 raman adevarate in cazul
unei variabile aleatoare cu valori intr-un spatiu Banach (sau a
unei probabilitati cu valori intr-un spatiu Banach). Mai precis.
fie A transformarea Cramer a unei variabile aleatoare X : Q —
E,cu E spatiu Banach separabil, cu legea gausiana centrata.
Atunci, pentru orice S (H) (vezi notatiile din propozitia 3.2.2 si
teorema 3.2.3), avem

limlim €*log P (]| eX ~ = ||< §) = -X(z)

§i
P(“ CX—I”( 6):exp{_e—2x(l_)}. '

lim

o TP ([eX 1< 6)

Indicatic. Aratati ca, in ipoteza
®(t) := {A(z) <t} sunt multimi compacte pentru orice t > 0,

urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
a) Pentru orice A C E deschisa avem

limiglf(zlog P(eX € A) 2 -A(A).
a’) Pentru orice 6,7 > 0, r € E, exista ¢; > 0 astfel ca
P(]|eX —z{<é)>exp (—6‘2 A(z)+ 7]) pentru € < ¢ .

Similar, urmatoareie afirmatii sunt echivalente.
b) Pentru orice A C E inchisid avem

limsup €? log P (eX € A) < —A (A).

e—0

b’) Pentru orice 6,7, s > 0, existd ¢ > 0 astfel ca

P(leX —®(s)]|>6) <exp (—-6_2 (s— ‘y)) pentru € < ¢ .
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LEMA 3.3.2 Fie E spa{iu Banach separabil, A transformarea
Cramer a unet variabile aleatoare X : Q0 — 5 si A C E astfel
ca

inf A(z) = inf A(z),

€A TEA
tar valoarea comund este atinsd intr-un punct unic o € E.
Atunci, pentru orice 6 > 0,
- P{(eX e AN (|| z—z0|I< 8)} _

g P (X € A)

1 (3.25)

Demonstratie. Sa observam ca

inf{A(:r), zed, ||z —zoll< 6} > A(zo).

Apoi
limsup e?log P ((eX € A)N (|| z — zo ||> §))
e—0
< limsup €? log P ((CX E;l) N(lz—xzo |2 5))
e—0

< —A (Io) .

Aceasta inseamna ca P ((eX € A)N (]| £ — zo ||= 8)) converge
catre 0 mai repede ca numitorul din (3.25).0

Exemplu Fie procesul stocastic X{ pe intervalul [0,1] care
satisface ecuatia liniara

d = d*X: :
Pl—| X = E L=eW
t — k t
di/ k=0 dt
impreuna cu n conditii la frontierd, liniare, omogene si deter-
ministe, unde W, este o migcare browniana. Avem

1
X =e/0 G (s, t)dW, ,

unde G (s, 1) este functia Green a problemei la frontierd asociata

operatorului P (d/dt)si conditiilor la frontiera date. Transfor-

marea Cramer asociata traiectoriilor procesului X{ este A(f) =
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+o0o dacd f nu satisface conditiile la frontiera sau daca derivata
d™=1f,/dt""! nu este absolut continua, respectiv

1 n d
Af) == / =
=1 (P(dt)f
in caz contrar. Aratati ca multimea A = {f € L2[0,1] : || f ||> ¢}
satisface ipotezele lemei 3.3.2 si deduceti ca

2
dt

}i.%e?logP{Il X |>c} = £%c2logP{|| X ||> ¢}

. d
——int{ 312 (%) 71},

unde inf —ul se ia dupa toate functiile f care satisfac conditiile
la frontiera si || f ||= c. In cazul particular in care P (d/dt) este
autoadjunct in L?[0,1], avem

2
lim ¢ log P {|| X* ||> e} = —¢*

unde ( este valoarea proprie cea mai mica in valoare absoluta a
lui P (d/dt).

Observatie Vom vedea in capitolul urmator un alt exemplu
de aplicare al lemei 3.3.2 in cazul difuziilor (solutiile ecuatiilor
stocastice), la evaluarea asimptotica a probabilitatii ca difuzia
sa ramana intr-un domeniu gi a primului timp de iegire a difuziei
dintr-un domeniu.

PROPOZITIA 3.3.3 Fie u probabilitate gausiand centratd
pe spafiul Banach separabil E. Fie ) transformata er Cramer gt
K covariafia ei. Atunci numerele

a=inf{\z):z€E, ||z|=1}

b=sup {K(t,t): t€ E'| || t]|=1}

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



146 3. DEVIATII MARI
sunt finite gi avem
L]
2b
Demonstratie. Fie B = {z € E, || z ||> 1}. Relatia A(az) =
a’\(z) pentru @ € R, z € E implici

1
Jim —logu{z€E, ||z]2r}=-a=

A(B) = inf M(z) = inf inf @®A(y) = a.

z€B lisfi=1 a>1

A (1‘;) = iof fut &*Myl=a

llyll=1a>1

Cum B este inchisa, teorema 3.2.3 implica

1
Jdim —logu{z €E, |[z][27}

1 1 B
= lim —logP (;,\ c B) —
unde X : (@, P) — E este variabila aleatoare cu legea p.
Raman de comparat numerele a si 1/2b. Pentru z € E, t €
E' si s > 0, avem Mz) > s(t,z) — 1s*K(t,t). Fie z € E cu
|| z ||=1 fixat. Conform teoremei Hahn-Banach, exista to € E’
cu || to ||= 1 astfel ca (to,z) = 1. Obtinem
1 > 1

1
Az) > — =5’ K (to,t ]z—
(x)_SuP[s 5% K (to, to) 2K (to,to) ~ 2b

520

si de aici obtinem a > . Fie acum t € E' cu || t [|= 1 ; avem
t='[1,400) C B. Fie X, : @ — E variabile aleatoare cu legea
4. Atunci

P(t(X)) € [1,+)) < P (X, € B).

In aceasta inegalitate aplicam log, facem n — +oo si, daca
notam Ay, transformata Cramer a lui ¢(u), obtinem

1
T 2K (t,1)

= —'/\g(u)(l) = -At(p) [1,+w) S —A(B) = —a
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si de aici rezultd a < .
Cum K este biliniarad gi continud, rezultd ca b < +oo si deci
a > 0. Calculul lui X aratd cd a < +00 si deci b > 0.0

Vom vedea in cazul proceselor gausiene situatii in care atat A
cat i numerele a, b se pot determina explicit.

PROPOZITIA 3.3.4 Fie X, : Q — R, t € [0,1] proces gau-
sian centrat cu traiectoriile continve a.s., de covariafie p(s,t),
s,t € [0,1]. Dacd notdm b= sup,ep ) p(t,t), atunci

1 1
lim — log P X [2rb=—=.
r=¥oo 12 8 {,Z}fﬁ] | Xe |2 r} 2

Demonstratie. Conform propozitiei 3.3.3, este suficient de ver-
ificat ~a
sup{K(n,n):n€E, [[nl=1}=b
Fiene E' cul| n||=1.Putemscrien=nt -5~ =9 +17"
sifl 7 ll=llnll=1, deci

K= [[ els,dns)in(t)

[0,1]x[0,1]

< [ 1ots,t)| di(s)di(e).
{o,1]x[0,1) .

Functia p este pozitiv definitd, deci p(s,t)? < p(s,s)p(t,t) si
deci sup, yejo.) | P(5,t) |= b, ceea ce arata ca K (n,n) < b. Pede
alta parte, din compactitate, existd t € [0, 1] astfel ca p(t,t) = b,
ceea ce da K (é,6;) = 6.0

Remarcad Daci procesul gausian X, are traiectoriile a.s. in
L?[0,1], cu p > 1, propozitia 3.3.3 aratd cd .

1 ‘1 1/p
3 —_ - |p
r_llx;noorzlogP{(/o | X, | dt) Zr}

existd, dar calculul acestei limite, plecand de la p, nu este posi-
bild "explicit” in general.O
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LEGEA S TRASSEN A LOGARITMULUI ITERAT

Fie W, : @ — R, t € [0,1] o migcare browniana cu Wo = 0
a.s. Fie y legea traiectoriilor migcarii browniene W; pe C; [0, 1],
spatiul Banach al functiilor continue pe [0, 1] si nule in 0. Ream-
intim c& tWy , t € [1,+00) este incid migcare browniana, deci
putem considera miscarea browniana B, definita pentru t €
[0,400).

Vom prezenta in continuare forma ”functionald” a legii
logaritmului-iterat pentru miscarea browniand. Notam prin
AC [0, 1] spatiul functiilor g € C'[0, 1] cu proprietatea ca, pentru
orice t € [0,1], derivata (Lebesgue) ¢’ a lui g existd si este
de pdtrat integrabil pe [0,¢], inzestrat cu topologia indusd de
C[0,1].

TEOREMA 3.3.5 Sirul de procese

{(2.'1 loglogn)™*W,,, t €[0,1], n > 2},

(cu traiectoriile in Cy[0,1]), este relativ compact in Cy[0,1] cu
u—probabilitate 1 st multimea punctelor sale limitd este datd de

8={f€AC[0,1],f(0)=0, /:f’(:c)zdxgl}.

Aceasta inseamni ci existd y C () de probabilitate 0 cu
proprietatile urmatoare.

1. Pentru orice w ¢  si orice sir de numere naturale n; <
ny < ..., existd un subsir ny, = ny,(w) §i o functie f € S astfel
ca

(271;‘J log log nk,)“ll2 W, ¢ (w) — f(t) uniform in ¢ € [0, 1], st
2. Pentru orice f € S si w ¢ Qo , existd un §ir nx = ni(w, f)

astfel ca

(2ni loglog ni) ™*/* Wa,e (w) -— f(t) uniform in ¢ € [0,1].
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Conform propozitiei 3.3.1, multimea limita S coincide cu
COROLAR 3.3.6 Daci ® : Cy[0,1] — R este functionald

liniard g1 continud, atunct

limsup @ ((2n loglog n) ™!/ W,,.) =sup®(f) p — as.
fes

n—+400

In particular, pentru @ (f) = f (1), obtinem legea clasicd a log-
aritmului iterat :

limsup + (2n loglog n)'l/2 Wo=1p—as.
n—+00
Observatie Folosind un rezultat al lui Skorohod, care afirma

ca un sir de variabile aleatoare se poate obtine redefinind o
migcare browniana, din teorema 3.3.5 se poate obtine forma
"functionald” a legii Hartman- Wintner-Hincin a logaritmului
iterat pentru variabile aleatoare identic repartizate. Mai precis,
fie X7, X},... independente, identic repartizate pe (',K’, P'),
cu media 0 gi dispersia 1. Atunci (Skorohod) existd un camp
de probabilitate (2,K, P’) si pe el un sir de variabile aleatoare
X\, X,,... independente, identic repartizate, cu media 0 si dis-
persia 1, si cu

{Xn,n21}={X],n>1} in lege,
precum si o migcare browniand {W;,t > 0} pe (Q,K, P) astfel
incat .

sup |S¢ — Wi| — 0 in P — probabilitate,

(>0

unde am notat Sp = 0 si

o S X, daci t € N*
"7 (1=t —[t]) Sy + (¢ = [t]) Sig+1 in caz contrar.

Atunci (Hartman-Wintner-Hincin) girul de procese

{(2nloglogn) ™/ S, t € (0,1, n > 2},
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este relativ compact in Cy [0, 1] cu P—probabilitate 1 i multimea
punctelor sale limita este data de S. In particular, procedand
ca in corolarul 3.3.6, obtinem

limsup + (2n loglog n) ™%/ Y Xy =1P-as.

n—+co k=1
Cu notatiile de mai sus, fie u, legea lui S,,/n'/? . Aratati ca
in — p slab, unde p este legea traiectoriilor migcarii browniene.
(Principiul de invariantd al lui Donsker).
Pentru a face demonstratia teoremei 3.3.5, vom avea nevoie
de
LEMA 3.3.7 Fie K C C|0,1] compact, g € Cy[0,1] i

I C (1,400), 1 €1. Notdm g,(t) = g(nt)/ (2loglogn)'/? pentru
n>2,t€|0,1]. Pentrui > 1, notdm i, = [¢"]. Dacd

limsup || gi;, — K ||= 0 pentru orice i € I,

n—+0oo
atunci girul {gn , n > 2} este relativ compact st orice subsir con-
vergent al sdu converge catre un element din K.

Demonstratie. Intrucat K este compact, exista M > 0 51 p :
(0,1] — (0, 4+00) nedescrescatoare cu limg\ p(t) = 0 si

sup || f IS M, sup | f(t) — f(s) [ p(t—s),0<s<t<1
Jek - JeK

Dat fiind € > 0, sa alegem 1 € [ cu p(1 —1/1) <esi(1—1)x
(M + ¢) < €. Apoi alegem un numar natural L > 2 astfel ca
loglog iz /loglog z < i pentru z > L. In fiae, fie n(z,¢) cu

Il g, — A ||[< € pentru v > n(d,¢) ; notdm n (¢) = L V n (4, ¢).
Pentrun > n(e), si alegem m astfel ca i™ < n < i"*! gi notam
N = [i"*'] ; cum m > n(z,¢€), stim cd || gv — K ||< €. Deci
| gn — K ||< €+ || gn — gn ||.. Observand ca

gn(t) =g (%Nt) / (2loglog n)l/2

= gN <%t> (2loglog N)'/? / (21oglog n)'/*
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obtinem
on—an 1= up |G (20) gt
((—22% 1 ] gn |l +OSSI:I$)I 'yn (%t) —- g~ (t)l
(2loglogN)”’ i (M+€)+26+p(1 _l)_
| (2loglogn)'/? i

Cum n < N < An, avem

(2]oglogN)1/2 (210glog/\n)‘/2
(2loglogn)”2 T (2loglogn)? T

deci

(2loglog N)*/

7 UM+ <A-1)(M+e)<ce

(2loglog n

In acelasi timp avem p(1 — n/N) < p(1 = 1/)X) < ¢, deci
Il gn — K ||< 5¢ pentru n > n(e).0
Demonstrafia teoremei 3.3.5 Fie 1 > 1 si § > 0 fixate ;
notam i, = [i"], §° = {g € Co[0,1], [|g—~S <8}, &lt) =
Wi/ (2loglogn)'/? si alegem 1 < i < infess 2X(g). Din a doua
inegalitate a teoremei 3.3.1 rezulta

(6n() ¢ 5°) < exp (7 loglogin) < oy

pentru n suficient de mare. De aici obtinem

+00

Z H (5-»() ¢ 56) < +o0, deci p (Iimsup{,-n(-) ¢ 55) =1
B= n—+00

Aceastd egalitate este adevarata pentru orice § > 0 deci, pentru
orice ¢ > 1, exista B; cu p(B;) =0 si

limsup || &, (-,w) — S ||= 0 pentru w ¢ B;.
n— 400
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Punem B = Up>1Bi41/a ; avem u (B) = 0 si pentru oricew ¢ B
aplicim lema 3.3.6 cu / = {1+ 1/n ,n > 1} pentru a obtine ca
sirul {£, , n > 2} este relativ compact gi orice subsir convergent
al sau converge catre un element din S.

Pentru reciprocd, sa alegem o submultime numarabild densa

in &, formata din functii f cu 2A(f) < 1 (ludm e.g. fu(t) =
f¢ fn (t)dt ;n >1,t€[0,1], unde f,€ L?[0,1] este densi in
{fé L2[0,1}, |i/llezp< 1}) Este deci suficient de aratat ca,
pentru orice f € S cu 2A(f) < 1, avem
/
p (timinf | &a() = £ I=0) =1,
Pentru k > 2, definim

0 = 0, pentru0 <t <1/k
) = ey = £ (1/k), pentru t > 1/k

st pentrum > 1

(1) = 0, daca 0<t<1/k
D =\ (Wi~ Winer) / (2loglog k™)', daci ¢ > 1/1.

Sa observam ca

| ékm.— F NS sup || &m || + sup || £l + sup || &em — 1 ||
: [0.1/K] 0a/K) [1/k.1)

5‘2(sup I| éxm || + sup ||f|l)+l|flm.k—fki|-
[0,1/k] [0,1/k)

Dacd " := {w: &,(-,w) este relativ compact}, pentru 6 > Q si
w € C, exista k(w) > 2 cu

| €km = SIS 6+ || Mmkw) — fe || pentrum > 1.

Cum p (C) = 0, este suficient de ardtat ca pentru k > 2,

7 (Lil)}ilgg | 7k — fr ll= 0) = L
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Insd procesele {7« , m > 1} sunt independente in raport cu .
deci vom arata ca

2 Al i = fi ll< €) = +oo.

m2>1

Din prima inegalitate din teorema 3.3.1 obtinem ci exista m (k)
cu proprietatea

- ' 1
p (1 i Jll< €) 2 exp (~7loglog ™) = o

pentru m > m (k), unde ~ este strict subunitar, iar ﬁ::
fi (t + 1/k) pentru care fj~"* f, (t)?dt <2)(f) < 1.0

LEGEA ERDOS-RENYI A NUMERELOR MARI

TEOREMA 3.3.8 Fie {X,,n > 1} un gir de variabile aleatoare
reale independente, identic repartizate, toate cu aceeast repartifie
W a cdrei transformatd Laplace i este finitd intr-o vecindtate .
a lui 0. Notdm prin A transformata Cramer a lui p, So = 0,

Sn=X1+...+X,. §1

1
a(c) := sup {z ER:)\z) < ;} ;
Atunci, pentru orice ¢ > 0, avem

S -8
lim ma Sktlclogn] T _ 4(c) aus.,
n—+co 0<k<n—[clogn]  [clogn]
unde [z] inseamnd partea intreagd a lui z € R.
Demonstratie. Notdm [, = [clogn] si @ = alc). S& aratim
mai intai ca

Sktia = S

; k
limsup max < aas.

n—too 0<k<n—In I
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Fie

An = Aq(c€) :={ max &il"———&Za+c}

0<k<n~1Iy L

Sk4tn — Sk b5 ot e}

si A = Ax(e,) 1= { | max M =

Din formulele (3.5) avem

P(A,) <nP (% >a+ e) < nexp(—lA(a+¢€));

n

din definitia lui o existd un § > 0 astfel ca A(a +¢€) > ¢ | deci

1+
c

nex (— 6C0n
P(4) < nexp (-1 flog 1)

gi daca N este cel mai mic numar intreg astfel ca Né > 1, atunci
*  P(Ann) < +o00. Similar demonstram ca 552, P(ALy) <
+00 si folosim faptul cd {(,4q)v — [,» <1 pentru n mare.
Sa demonstram acum ca

Skin — S,

.. k
liminf max > aa.s.

n—+oo 0<k<n—Ip n

Fie

B,,:B,.(c,c)::{ max M<a—e};

0<k<n—lpn Il

cum Aa — €) < % , pentru orice € > 0 §i ¢ > 0 existd ¢ =
6(c,€) > 0 astfel ca

1-6
exp(—Ma —¢€)) —é > exp (——c—) .

Din formulele (3.4)-(3.5) obtinem
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[n/In]
(- (f2a-0)

. {1 — (exp(—A(a —¢€)) — 5')1,.}&/!..1

_ ("/’n]
< {1 — exp (——————1 61,.)}
c
nt/2
=0 (exp (—logn)) pentru n mare,

deci seria Y02, P (B,) < +00.0

Observatii. 1. Functia a(c) din legea Erdos-Rényi determini
in mod unic legea variabilelor aleatoare X, (deoarece a deter-
mina A, A determina f, iar ji determind pu).

2. In cazul unui gir {X,,n > 1} de variabile aleatoare reale in-
dependente, identic repartizatecu P (X, = -1) =P (X, =1) =
1/2, legea Erdos-Rényi arata ca

OSkSTfiz:(logn] (Skﬂclo“] - S;,) ~ [clogn] as.,
pentru orice ¢ € (0,1), deoarece in acest caz a(c) = 1.

3. Folosind rezultatul lui Skorohod (amintit la forma functionala
a legii logaritmului iterat), din legea Erdos-Rényi putem obtine -
in cazul unei misciri browniene {W;,t > 0} :

. th+clogn " th 2
lim max ———————— = {[/- a.s.,
n—+00 0<t<n—clogn ClOg n Cc

pentru orice ¢ > 0 (limita este tocmai a(c) in cazul p = N (0, 1)).

LEGEA TARE A NUMERELOR MARI
IN SPATII BANACH

Pe campul de probabilitate (2, K, P) vom considera un sir de
variabile aleatoare {X,,n > 1} independente si identic reparti-
zate, cu legea u si cu valori in spatiul Banach separabil E. Sa
notim X, := L(X; +...+ Xu).
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TEOREMA 3.3.9 Dacd E (|| X, ||) < +o0, atunci X, —
E (u) a.s. (gt in probabilitate).

Demonstratie. Sa presupunem cd | X, ||< M (as. sau in
probabilitate). Atunci fg elI¥lldu(z) < e*M < +o0o pentru orice
s € R gl deci, din teorema 3...14 (g lema 3.1.13) exista un
compact K C E si o constanta ¢ > 0, cu

£ (:\7,. ¢ K) = n (K€) < ce™ pentru orice n > 1,

unde p, este legea lui X, . Deci P (liminf, 4o { X ¢ K}) =0

i.e. girul {Y.. (w),n> 1} este relativ compact pentru w € §,
cu P(Q5) = 0. Din legea tare a numerelor mari (cazul real)
avem

t (7,,) — t(E(p)) as., in probabilitate,

pentru oricet € E’. Cum E este separabil, E’ este w*—separabil,
deci X, (w) — E(u) slab, pentru w € Qy, cu P(05) = 0
Aceasta inseamna ci X, (w) — E (u) tare, pentru w € Q, N ;.

Pentru cazul general, notdm XM) = xoan (|| X ||) X si fie
YM) = X, — XM pentru n > 1, M > 0. Pentru ¢ > 0 dat,
sa alegem M >0 cu E (|| Y™ ||) < €/4. Din legea tare pentru

sirul {H YM | ,n> 1} , alegem N astfel ca

l n
P(sup =3 || ™ |1> 3) <e/2
(s0p ¥ 3 00 12 3) < s

P (sup - || XM — E( (M)) 1> 5/3) < €/2,

unde u#(M) este ]egea lui Y(M) .Obsorvand i || £ (u)—-F (p’ ““) il
<E (H Y, M) !I) , obtinem

P(sup 1%~ B0 12

<P (sup | Xn = XM 1> 6/3)
n>N
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P XM _ E (400 ||>
+ (iggll ¢ (40 11> /3

1 & i
; Z Y™ ||> 6/3) +€¢/2=¢0

sup
n2N
 APLICATIE IN STATISTICA

Vom formula gi demonstra aceasta aplicatie in cazul real, desi
ramane adevaratd in contextul unui spatiu topologic polonez.
Sa remarcam importanta ei intrinsecd, deoarece se calculeaza
explicit transformarea Cramer a legii empirice asociate unui
esantion dat.

Notim M (R) (resp. M; (R)) spatiul misurilor reale marginite
(resp. spatiul probabilitatilor pe dreapta). Pentru u,v € M, (R),
definim informatia Kullback lui v in raport cu g prin

I,(v) = [ f(z)log f(z)du(z), dacd v este absolut continua in
raport cu p §i f(z) = (<),
I,(v) = 400, daca u nu este absolut continud in ra.port cu p.

Observam ca I,(v) este cu atat "mai mare ”cu cat v este mai
indepartata de p. In particular I,(v) =0 & v = p.

TEOREMA 3.3.10 Fie X, gir de variabile aleatoare reale
independente, cu aceeast lege u. Sd considerdm legea empiricd a
esantionului Xq,...,Xn t.6. Zp := L (6x, + ...+ 6x,) cu valori
in M; (R). Atunci, pentru orice A € M; (R) avem

-1, (,"1) < liminf—l-logP(Z,. € 4)
< hmsup log P (Z € A) < —1, (A)

n—+400

unde I,(A) = inf,ex I“(u). Pentru orice reuniune A de deschise
st conveze din M, (R), avem '

o1
-1, (A)=,.E‘fw;1°gp(zﬂ € A).
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In fine, transformarea Cramer A a legii lui 8%, coincide cu I,
pe M; (R) si este egald cu +o0o0 pe M (R)\ M;(R). In plus,
multimile {\(z) < b} sunt compacte, pentru orice b > 0.

Demonstratie. Din lema 3.1.13 exista, pentru orice a > 0,
un compact K, in M, (R) astfel ca P(Z, ¢ K,) < e ™ . Lema
3.1.9 51 teorema 3.1.6 furnizeaza concluzia, daca ardtam ca trans-
formarea Cramer A a lui 7 (:=legea lui 8x,) coincide cu I, pe
M; (R) si este egali cu +00 pe M (R)\ M, (R). Ultima afirma-
tie rezulta din faptul ca M; (R) contine anvelopa convexa in-
chisid a suportului lui = . Pentru » € M;(R), conform cu
propozitia 3.1.8, avem

A(v) = sup [( v) —log #(f)].

feC(R

Din constructie, pentru f € C(R), avem

#1) = [, @@ () dx(r) = [ duz),

deci
Mvl= #up [ [ 1(@)dutz) - tog [ e au(a ] .
feC(R)
S& presupunem ca I,(v) < 4oo. Atunci v € g si fie g = %.
Pentru f € C (R), din inegalitatea Jensen, obtinem

exp [ / (f —logg) 1(g>o)gd#] < / exp (f — log g) 1(;50)9du,
deci
/fyd/z - /gIOggdﬂ < log/e’d#
sau

/fdu - log/efdy < /gloggdp = I (¥).
Luam sup in membrul stang dupa f € C (R) si obtinem A(v) <
I,(v). Reciproc, presupunem A(r) < +oo deci, pentru orice f €
C (R) avem
/fdu - log/efdp < A(¥) < +oo. (3.26)
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Formula (3.26) ramane adevarata pentru orice f masurabila si
marginita (cf. teoremei lui Luzin, restrictia unei astfel de functii
la compacti de v §i p—masurd ~ 1 este continui). Aplicim
(3.26) functiei f = nl4 , cu A C R, p(A) = 0 si obtinem
nv(A) < A(v) pentru orice n, deci ¥(A) = 0. Notdm g = :—: §i,
daca log g ar fi marginita, formula (3.26) aplicata functiei log g
ar implica

/loggdy = log/du < A(v)

re. I,(v) < Av). Daca logg nu e marginita, o aproximam cu
functii masurabile marginite.O

3.4 PERTURBATII ALEATOARE MICI

Fie b : R® — R" camp (local) lipschitzian de vectori caruia ii
asociem solutia maximalad z; a sistemului dinamic

Ze= b(zy), (3.27)

Fie o aplicatie (local) lipschitziana de la R™ in spatiul matricilor
(n,n). Pentru orice functie continua f : R — R" , orice € > 0
i orice z € R™ | ecuatia diferentiala

zi=b(zf) + €0 (z5) f (3.28)

admite o solutie maximald unicd cu z§ = z. Dacd (a,b) este
intervalul de definitie al acestei solutii maximale, atunci avem
0 < b < 400, iar b nu nu poate fi finit dacat dacd lime, ||z{|| =
+00. Vom numi b timpul de ezplozie al solutiei z§ .

Sa considerim un proces gausian G; :  — R”™ cu traiectorii
continue, € > 0 i sistemul

Xi=b(X;) + €0 (X{) G, (3.29)
X6 =I,Ccucrc€ R" data

unde, pentru orice w € §2, Xf (w) este solutia maximala unica
a lui (3.28) cand inlocuim f; cu G;(w) si punem X§(w) = z.
Continuitatea solutiilor lui (3.28) (ca functionale de f) implica
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masurabilitatea lui X{ in raport cu corpul borelian generat de
G, ,0<s<t. Sa observam ca, in genﬂral X nu este proces
gausian.

Problema pe care o studiem este de a precxza comportamentul
traiectoriilor lui X{ cind € — 0, mai precis sa evaluam probabil-
itatea ca traiectoria lui Xf , t € [0,1] sd apartinid unei multimi
A de traiectorii "aberante "din punctul de vedere al sistemului
(3.27). Aceste probabilitati vor converge catre 0 odata cu €, cu
viteze de tipul exp (—C(A)e?), iar problema este de a evalua
C(A).

Interpretarea euristica a acestei probleme =ste urmatoarea.
"Cresterile” AX{ = X[, o, — X[ "verifica” AX{ = b(X{) At +
eo (Xf) AZ, . Cu alte cuvinte, cregterea deterministd b(Xy) At
anticipatd de sistemul (3.27) este perturbata aici de variabila
aleatoare €o (X§)AZ; ("zgomotul”) a carei legi conditionate
de trecut la timpul ¢ este gausiana centratd si cu matricea de
covariatie proportionala cu €.

Remarcd Dacd b =0, k = n, £ = 0, 0 =identitatea, 1tunci
Xt =€Z, ,unde Z, = [; G,ds este proces gausian cu traiectorii
continue iar aceasta situatie a fost tratatd in capitolul anterior.

Vom presupune ca timpii de explozie ai solutiilor lui (3.27)-
(3.29) sunt infiniti. Aceasta se intampla e.g. daca b 51 o sunt cu
crestere subliniara i.e. ||c(y)||+||&(y)]| < ct. (1 + ||y]|). Totodata
vom presupune ca, pentru orice z € R" , matricea o(z) este
inversabila.

Observatie In aceste ipoteze putem justifica afirmatia ca
(3.29) este "perturbatie aleatoare mic&” a lui (3.27). Mai
precis, se aratd usor ca, pentru orice t € [0,1] si § > 0, avem

linxp{ sup [Xf— z,] > 45} =0.
=0 0<s<t

Vom nota C [0, 1] spatiul functiilor continue f : [0,1] —+ R”
si, pentru z € R™ | notdm C,[0,1] subspatiul functiilor f €
C[0,1] cu f(0) = z, ambele inzestrate cu topologia convergentei
uniforme. In particular, observam ca aplicatia X¢ care asociaza
lui w € Q traiectoria (solutia lui (3.29)) t — X¢ ,t € [0,1], este
masurabild de la Q la C; [0,1]. Fie acum z € R" fixat. Pentru
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orice f € C'[0,1], vom nota F,(f) restrictia la [0,1] a solutiei
unice maximale g a ecuatiei diferentiale

9i=b(gt) + o (g:) fr cu go = z.

Din teoria ecuatiilor diferentiale ordinare, obtinem ci aplicatia
F; dela C[0,1] la C. {0, 1] este continud.

TEOREMA 3.4.1 In wpotezele precedente, notim A : C [0,1]
— [0, +o0] transformarea Cramer a legii traiectoriilor procesului

G, in C[0,1]. Definim X (g) = +oo dacd g nu este de clasi C"
pe[0,1] i

NOER)!
cu f datd de f; = o (g:)” (gt —b(gg)) t € [0,1], go = z. Dacd
A (A) = infea X (g9) pentru A boreliand in C,[0,1], atunci

- /~\ (:1) < limigf ellog P (X € A)

< limsup e’log P (X € A) < — A (;1)

«e—0

Demonstratie. Pentru g € C; [0, 1] considerdm multimea (posi-
bil vida) F;!(g) a functiilor f € C [0,1] astfel ci g este pe [0,1]
solutia maximald a ecuatiei diferentiale g;= b(g;) + o (g¢) fi cu
go = z. Atunci avem ci A(g) = inf {A(F)|f € F;'(g)} pentru
g€C.[0,1]5i A (A) = Ao F1(A) pentru A C C,[0,1].

Intrucat P (X< € A) = P {¢G € F'(A)}, teorema 3.2.3 arata
cd, atunci cand € — 0, liminf si limsup ale lui e?log P (X € A)

sunt in intervalul [—A (Co") ,—A (C-‘)}, unde C = F1(A). Con-
tinuitatea lui F, implicd cC F! (;1) gi CO’D F! (;1), deci

[4(6)- -2 (@) < [ (e (3)) -4 (7 (3))]

R&mane sd aplicim teorema 3.1.14,tinand cont ca ) este inferior

semi-continua si ca multimile {X (9) a} sunt compacte pentru
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orice a > 0 finit (deoarece A este inferior semi-continua si F; este
continud).O

Observatie Ipotezele in care am lucrat se pot adapta usor la
situatia in care procesul gausian G, are traiectoriile in L? (resp.
continue) si inzestrand spatiul traiectoriilor lui X cu norma

’ 1/2 ;
(1913 + 119 12:) " (resp Il + 11 g 1% ).

Situatia tratatd pania acum se referd la un proces X| ale
carui traiectorii verificad "ecuatia stocastica 7 dX{ = b(X{) dt +
eo (X{)dZ; , unde Z; este proces gausian cu traiectoriile con-
tinue gi diferentiabile.

Cazul ecuatiilor stocastice ar corespunae lui Z; = W, , unde
W, este migcare browniana. Insa W, nu este diferentiabila, deci
nu este posibil sa consideram Xf ca functionald continua de

"¢ W; " , dar putem considera X ca functionala de F; (eW)),
unde W. inseamna traiectoria miscarii browniene in R" . In gen-
eral insa, regularitatea aplicatiei F; se reduce in acest caz doar la
masurabilitate, desi rezultatul formal vom vedea ca raimane ade-
varat i.e. dacd notam A functionala Cramer a miscarii browniene
s x "functionala Cramer ” asociata ecuatiei stocastice dX| =
b(X§)dt + eo (Xf)dW, , din propozitia 3.3.1 si teorema 3.4.1,
avem
1,d

-1 2
AP ROl

X(9)=A[F'(9)] =

ande relafis § = Fol (g) insenmnkgy = Jf [b(g,) +olg) f.] ds,
adica

X(o)=5 [ o)™ s ~b(s)] I ds.

Sa aratam insa acest lucru riguros; punctul "tare” va fi in a
arata ca, pentru € mic, aplicatia F; "seamand” cu o aplicatie
continua.

Fie D CR" deschis, 0 camp de matrice (n,n) si o familie de
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campuri de vectori b, , € > 0 (by =: b) care satisfac conditiile

o€ C'(D)
be sunt local lipschitziene pe D (3.30)
lim,_ b(z) = b(z) uniform pe compactele lui D.

Notam prin X{ solutia ecuatiei diferentiale stocastice pe D
dXi = b (X{)dt + eo (X;)dW, , X =z € D, (3.31)

unde W, este migcare browniana de dimensiune n. Vom pre-
supune ca ecuatia (3.31) are o solutie unici conservativa X :
@ — D, t €0,1] i.e. timpul de explozie al acestei solutii este in-
finit pe D gi traiectoriile solutiei sunt in C; (D), spatiul functiilor
f continue pe D cu f(0) = z. Vom nota X* : Q@ — C; (D) vari-
abila aleatoare care asociazi lui w € () traiectoria t — X{ (w).

Observatie Sistemul (3.31) apare si el ca perturbatie alea-
toare micd a sistemului dinamic (3.27) in sensul cd, pentru
orice t € [0,1] si é > 0, avem

!Lr%P{ossti;S)! | X5 — 24| > 5} =03
in plus acest model este invariant la schimbarile de coordo-
nate i.e. dacid ¢ : D — D' (D' deschis din R"™) este difeomor-
fism, atunci procesul ¢ (X{) verificd o ecuatie de tip (3.31) cu
coeficienti b, ,o’ care satisfac conditiile (3.30).

Vom nota AC (D) spatiul functiilor g € C (D) cu proprietatea
ci, pentru orice t € [0, 1], derivata (Lebesgue) ¢ a lui g exist si
este de patrat integrabil pe [0, ], inzestrat cu topologia indusa
de C (D). Din teoria ecuatiilor diferentiale ordinare, avem

LEMA 3.4.2 Fiez € D si f € AC(D). Atunci ecuatia
diferentiald

4= b(g) + o (a0) Je (3.32)
admite o solutie unicd g € AC (D) cu go = z. Notim aceastd
asociere ¢ = F. (f). Aplicatia F : D x AC (D) — AC(D) nu-

este in general continud, dar restrictia eila D x K, este continud
pentru orice a > 0, unde K, := {f € AC (D) |f3 |f]?dt < a}.
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In plus, pentru orice compacti K, L C D cu K el storicea > 0,
exista t,c > 0 cu proprietatile

(1) pentru oricev € K, f € K, , functia h = F,(f) are timpul
de ezxplozie infinit gi h([0,t]) C L.

(11) pentru oricev,w € K, f € K, st s <t avem

sup | Bu(f) = Fu(f) IS e [v—w].

TEOREMA 3.4.3 Cu notatiile gi in tpotezele precedente, sd
fizdm un compact K C D gi numerele reale a > 0, t € (0,1].
Atunci, pentru orice R, p > 0 existd a,r,eq > 0 cu proprietatea
urmdtoare. Pentru ovice z € K, f € AC(R"), g = F.(f) care

verificd [, |f.,|2 dt < a st g([0,t]) C K, relafiile € < ¢g $t
| X§—z |<r (P-a.s.) implicd

P (3.33)

sup | eW = f|<a, sup| X —g|>p
[0.1] [0.,t]

< exp (—Re'z) S
Observatii Pentru h € C (D), sa notam

Lot (h,r) = {k € C(D)

sup | h — k |< r}
(0.4
banda inchisa de axa h si raza r. Teorema 3.4.3 garanteaza ca,
pentru € §i « mici si daca neglijam un eveniment de probabili-
tate inferioard lui exp (—Re~?), prezenta lui €W in banda A =
[ot (f, @) implica prezenta lui X¢ in banda de axa ¢ = F.(f) si
raza p, cu conditia ca X§ sa fie suficient de aproape de go = z.
leorema 3.4.3 descrie deci o proprictate de "continuitate” a
aplicatiei masurabile care lui eW ii asociaza X* cand ¢ = X cste
fixat. Formal, propozitia 3.3.1 implicd lim,_o €2 log P (eW € A) =
~A(A), unde A(A) = inf,eaMp) si M) = L ull? ds,
norma fiind euclidiana. Probabilitatea P (eW € A) se comporta
deci ca si exp (—(ct.)e™?); dar, pentru R suficient de mare, proba-
bilitatile in exp (— Re~?) sunt neglijabile in raport cu P (eW € A).
Aceasta ajuté la intelegerea consecintei urmatoare.
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COROLARUL 3.4.4 In tpotezele si cu notatiile din teorema
3.4.3, sd fizdm z, f gi punem g = F,f. Atunci, pentru orice
p>0350<t <1, existd ag > 0 astfel ca relatia a < ag sd
implice

li_r.%P[Xcero,t(.‘]’ p)|eW € Lot (f,a)] = 1.

Maz precis, pentru orice p,R> 0 510 <t < 1, ezistd ag > 0 st
€ () > 0 cu proprietatea

R
P[X¢ € Tox(9,p)|eW € Tos(f,a)] 2 1 — exp (__)

pentru @ < ag §t € < € ().
Demonstratia corolerulut 3.4.4 Vom nota simplu I (g, p) =
['ysiloe(f,a)=Ty.Fiep=P[X €T, |eW €TIy]. Atunci

P((eW €T/) N (X ¢T,)]

p=1- P(W ET,) (3.34)
Fie a = 1 f{ | f|? dt. Conform propozitiei 3.3.1, avem
lnmc log P[eW €Tyl = —A(T'y) > —a
deci, pentru € < ¢ (a)
P[eW €T,] > exp (--25) . (3.35)

Pentru R > 0 dat, s3 punem R, = R + 2a. Teorema 3.4.3
aplicata lui p, t, R; implicd existenta unor € (R;), ao (R, ) astfel
ca majorarea (3.33) se aplicd pentru € < € () 51 @ < ap (fy).
Din formulele (3.34) si (3.35) rezultd, pentru a < ag(R) §i
€ S €0 (Rl) A €1

Demonstratia teoremei 3.4.3 Fie K, L C D compacte astfel ca

° . . . . » s
K CI. Notam K" reuniunea bilelor inchise de centru v € K si
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de razi r > 0. Fixam ro > 0 astfel ca K3 Cz, a>0,T¢€(0,1]
% punem K, = {f € AC (R™) }foT o2 dt < a}.

Din propozitia 3.4.2, existd so € (0,T] astfel ca, pentru orice
f € K, si orice v € K™ | functia h = F.f sa fie definita pe
[0, s0] si A([0,s0]) C K?m . In plus, pentru s, suficient de mic,
exista o constanta ¢ > 0 astfel ca, pentru s < so , v,w € K™ |
f € K, sa avem

sup (Fof, Fuf) < e |v—w]. (3.36)

[0.s]

Pentrup € (0,70}, v € K™ si g = F, f, cu notatia ¢, = X{—g,
avem, pentru t < sg

t t
v,:/ a,dW,+z,+/ hods + X — v,
0 0

unde am notat a, = €|o (X¢) — o (gs)], hs = b (XE) — b(gs),
5 = [lae) [edW,— i ds].

Functia m, = %a (X¢) € L]0, so) si, integrand prin pérti,
obtinem

= o (90 [We = fi = 0 (g0) [ Wa — fol = [ ma (W, = fo)ds.

Pentru a > 0, p € (0, 7o), considerdm timpii de stopare

n=inf{s€[0,1] ; |W,~ [, |2 a}
0 =inf{s€[0,1] ; | X;—g.|2p}.

Pentru ¢t < 6 A sq , A §i g« rdman in A C L si existd deci o
constanta care majoreaza (peste tot) expresiile | o (g:) |,
| o (XF) —o(g) | /1 XE—ge | [6(XE) —0(g) | /| X§—ge | s
[ m |2 ds.

Convergenta lui b, cdtre b este uniformd pe compacti deci,
pentru orice v > 0, exista € (y) > 0 astfel ca

[ b (X7) —b(X;) ISy pentrue < egsit <OAsg.
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Punem conditiile

vEK" , feEK, ,e<e=¢(y),p<rmo

| X§ — v |< p/R P-as. (3.37)

pentru a obtine majorarile (cu ¢ constantd adecvati)

| a¢ |[< ec, pentrut < 0 A sg
t !4
[ hds < [1b (X0 - b(X0) 1 ds
(o}
t
+/0 | b (X) = b(gs) | ds < (7 + cp)t pentru { < 8 A so

| ze |[< c™ pentrut <O A sgAn.

Punem wy = [§ a,dW, = ¢, — 2, — J§ hods — X§ + v pentru a
obtine t 1
we 2@l = Lz = | [ hods | =2p.
0 5

Fie s < s¢ . Cu notatia A := {# < s < n}, obtinem | ¢ [= p
si, tinand cont de majorarile precedente, obtinem

1
|we |2 p—ca—ys—csp—cp.

In afara de conditiile (3.37), sa punem si conditiile

1 1 1
ca < gp, §<sp,cs < 3 YS8g = gp (3.38)
pentru a obtine ca A C {l wy |> ép} Dack @} 8 = 1,040
sunt coordonatele lui wy , atunci
s 1 .
P(A)SZP{[wo > gp}. (3.39).
i=1
Pentru orice ¢ = 1,...,n, w} este martingal local al carui proces

crescator asociat d; este majorat de [y | a, |* ds, deci Z, :=
exp (Mw; - MTzd,) este martingal local pentru orice M € R.
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In consecintd, Za¢ este martingal marginit pentru t € [0, 7] si
E(Zne) = E(Zo) = 1. Putem scrie deci

1 ; M? M M?
P{wine 2 30} = P{Mw;/\o N dune 2 Sp—Td.M}

iar din (3.38) obtinem

snl 5 2. 5.3
dmoS/o | as |* ds < esc?p?

deci

2
Pluine> 1o} < P {z > exp (%,, _ MTP)}

2
< E(Z,np) exp (——%ﬁp + %_ezsczpz) .

Alegem acum M = p/5(e?sc?p?) pentru a obtine

1 1
> —_— .
P{ Wano = SP} xp ( 5062302)

Similar gasim o majorare pentru P {wiw < -—%p} deci, impreuna
cu (3.39) obtinem, in ipotezele (3.37) i (3.38)

1
P(A) < 2nexp (—M) x

Ceea ce am demonstrat pana acum se poate enunta astfel. In
ipotezele

veEK™ , feK, ,9=Ff, | X{§ =v]|< p/5 P-as.

/’Sro-CSCI(P)=€0<5—z;)’OSQO(P)=é (3.40)

v 1
OSOIO(P)=‘£‘,3581=SC/\.—,
o¢ dc

are loc

P[supicB—f|§a, sup | X —g (> p (3.41)
[0,5]

[0,s]
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1
< 2nexp (_—_5062%2) .

Conform proprietatii Markov obtinem ci, daca
feEKs,p<ro,e<a(p),alao(p),s<s,t+s<T,

atunci, pe multimea {w € Q ; X{ € K™ }, are loc P—a.s. ine-
galitatea

Plsup |eW —f|<a, sup | X =G"'|> plfg] {3.42)

[t,t+s] [t,t+3]

1
S 2nexp (—5062862) ’

unde F; este corpul borelian generat de miscarea browniana
pana la momentul ¢, iar G* este traiectoria aleatoare definita

pe [t.t + s] ca solutia unica a ecuatiei stocastice Y,= b(v,) +

a {15} fs, care porneste din X§ la timpul ¢.
Fi>acum f € AC(R")si N € N* . Punem g = F,(f), s =

T'/N si presupunem verificate conditiile

fe€K: . g(0.T) CK,e<ea(p),a<an(p),s<s: .
(3.43)
Pentru k = 0,..., N — 1, definim evenimentele 2

Ao = {SUPIX‘ -gl2 p},

[0.5]

Ak:{ sup IX‘—G'"'ZP},IC:I,...,N—L

[ks,(k+1)s)

Prin recurentd dupa k, in ipoteza

pN (e‘T - 1) /T <rg, (3.44)
sa aratam ca, pentru k = 1,..., N avem
AoN...N A ) (3.45)
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C {SUP | X —gl<p(e °"’—1)/(€“—1)}
[0,ks

Pentru k = 1 relatia (3.45) este evidenta. Daca este adevarata

pentruun k=1,...,N =1, fiew € AgN...N A ; din ipoteza

de inductie avemn

cks T cT
-1 eT — —1
]\T
s/ cT

!‘ks_gks |Spe“_1 SpeCT/]V ] =

deci. in ipoteza (3.44), avem ca X{, € K™ . Traiecioriile G*¢
iau valori in D pe [ks, (k + 1) s] iar proprietatea (3.36) implicd

sup | G* — g |<| X}, — gis I,
[ks,(k+1)s]

deci

sup  |X—g|<p+e” AL
[ks,(k+1)s]

Obtinem in fine

sup | X —g|< pe® (ec"’ - 1)/((Cs -1)
[0,(k+1)s]

— p(ec(k-H): _ 1) /(e = 1),

deci (3.45) este demonstrata.
Fie r'> 0 arbitrar si presupunem indeplinita conditia

et — 1

pN <rArg (3.46)

C
Atunci (3.45) implica, pentru & = N,

AgN...NAN C {sup [ X =g < r} ;

[0.7]

deci

N-1
{supl\‘—g|>r}CAgﬂ. V1‘—U1k» (3.47)
0.7)
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unde Fy = A§, Fx = AoN...NA_1NAS pentruk =1,...,N-1.
Din (3.45) si (3.46) avem Fy C {X{, € K™} N Af si deci Fy C
{Xlis = ]‘"’o} n {sup[ka,(k+l)a] | X< -G+ |> p}'

Conditiile (3.43), (3.46) si

1
| X5 — g0 |< =P P-a.s. (3.48)
implica Fy C {I X§— 90 |< %p}ﬂ{suplo,,] | Xe—g|> p}. Aplicdm

acum inegalitatile (3.41) gi (3.42) pentru a obtine, pentru k =
0,....N—=-1,

< 2nexp (— ) . (3.49)

PlF. N B—-fI<
#n {18 - s1< o) e

Notam Q = {SUP[o,T] |eB—f|<a, suppq | X —g > r}.
Din (3.47)-(3.49) rezultd (pentru ca s = T/N)

1
P(Q) =N exp ('m)

si cum se”* < e=*/2 pentru orice s > 0, avem

N
< 2p 2 (_ )
P(Q) < 100ne“Tc* exp 00T 2

Fie R > 0 arbitrar; in conditiile (3.43), (3.46), (3.48) si
N/100Tc? , 100nTc*e* < 1 (3.50)

obtinem P (Q) < exp(—R/¢€?). Pentru a termina demonstratia,
sa observam ca setul urmator de conditii implica (3.43), (3.46),
(3.48) si (3.50).

e < 62(7“3), OSax(T,R),fG K ,g([O,T])C K
| X5 —z|<1/5p0(r, R) P-as.,

unde & (r, R) = min [e1 (po) ,1/v/100nT ), e (. B) = o (o)
po = min [cT(r Aro) /2Ny (eCT - 1) ,ro], iar No = Np (R) este
ales > max (100T¢*R,T/s;).0
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Definim transformarea Cramer \ : C (D) — [0,+00] a
sistemului dinamic (3.31) prin

A(g) = +oo pentrug € C(D), g ¢ AC (D), (3.51)

1 n 11 2
Ao =35 [ o9 g —bi0)] | at
s1 functionala Cramer a sistemului (3.31) prin

A(A) = 32£ A(g) pentruorice AC C(D). (3.52)

Interpretarea transformarii Cramer este aceea ca A (g) masoara
distanta dintre g si solatia sistemului (3.27), ambele plecand din
acelasi punct r € D si utilizand pe spatiul tangent la D in z
metrica definita de forma pétratici 1 || o (z)7™" (-) ||?.

PROPOZITIA 3.4.5 Cu notatule de mai sus gt in ipotezele
(3.30), transformarea Cramer (3.51) este inferior semicontinud,
pentru orice compact K C D gia > 0, mulfimile {g € C (D),
g0 € K, A(g) < a} sunt compacte gi, pentru orice g € C (D),
avem '

Moy =int {X (), FeACRY) 9= Ff},  (353)

unde X (f) = Lo | fe|?* dt este transformarea Cramer a miscdrii
browniéne (cf. propozitiei 3.3.1). In aceastd formuld, inf este
atins dacd A (g) este finitd.

Demonstratie. Fie borelianul

D" ={(z,v) € D x R*|o ()7 (v) # 0}

§1, pentru (z,v) € D | notam

K (z,v)= {w €o(z)™! (v)

|v|l= inf |u I} .
u€a(z) (v)
Cum {(u,v)|K (z,v) " S # @} este borelian pentru orice inchis
S din R™ | exista o functie boreliana x : D* — R"™ cu propri-
etatea Y (z,v) € K (z,v) pentru orice (z,v) € D* .
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Fie g € C (D) cu A(g) finitd. Din faptul ca
lo™ (@)v |*=inf{|w [, weR" , o(z)w = v},

avem (gt . 9t —b(g,)) € D*si

- 2 : 2

"U(gt) ' [9: -b(g:)] " = lX [gt » gt —b(g:)H
pentru orice t € [0, 1]. Din (3.51) avem

1 : 2

Ag) = 5/0 |X [Qz y Gt —b(g,)” dt < +o0,
deci existd f € AC(R") astfel ca A(g) = 1 [§ Ife? dt (este
suficient de luat fi= x [g, , Gt —b(gt)] pentru aproape toti t €
(0,1]). Am aratat ca, daci g € C, (D) cu A(g) finitd, atunci
exista f € AC (R") astfel ca ) (f) = A(g) si g = Faf .

Fie acum h € AC(R") cu ¢ = F.h ; pentru aproape toti
t € [0,1] avem

= Jo @™ o bt = Jo e ()]
si f¢= o(gt) he, deci |ft|2§ IIit|2 a.e. Aceasta inseamna ca

Mo =X () =5 [ 1<y [ I dt=3(h) -

deci (3.53) este satisfacuta.
Conform propozitiei 3.4.2, daca K, = {f € C(R"), | (f) < a}

gi dacd K este compact in D, atunci restrictia lui F; la K x K,
(cu valori in C (D)), este continua. Din (3.51) rezultd ca A este
inferior semicontinud gi ca F; (K x K,) este compact.O
Exercitiu Folosind teorema 3.4.5, regasiti transformarea Cramer
a procesului Ornstein-Uhlenbeck, ca difuzie perturbata aleator.
COROLAR 3.4.6 In ipotezele i cu notatitle de mai sus,
pentru orice A C Cz (D) avem ;

Y (E) < liminf *log P (X € A)
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< limsup e’log P (X € A) < — A (;1)

«e—0

Demonstrafie. Fie g €4 cu ) (¢9) finitd. Din propozitia 3.4.5,
existd f € AC (D) astfel ca X f) = A(g) si g = F.f. Apoi
existd t € [0,1] si p > 0 astfel ca

{h € C; (D)

SUPIh—QISp} CA.
(0.4

Fie R > 0 astfel ca R > A(g) =) (f). Conform teoremei 3.4.3
existd a, ¢ > 0 cu proprietatea urmatoare. Relatia ¢ < ¢ im-
plica

P[suplew—flsa, sup | X —g |> p]
Lo 0.4

< exp (‘RE-Z) ’

ceea ce da

P(X‘€A)>P

sup | X* —g|< p]
0.4

>P [sup | W — f|< a| —exp (—Re'z) .

(0.4

Din propozitia 3.4.5 avem
lim €2 log P (sup | eW — f|< a)
e—0 [0.t]

= —inf{; ()

sup]w—f)_éﬂ}?_—x(f)

(0.4

si— (f) > —R, ceea ce implica

liminf ? log P (X € A) > = X (f) = =A(g).

Luam sup dupi g € ,01 si obtinem prima inegalitate din corolar.
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Fie acum a < A <:1) sipunem K, = {g € C.(D)|A(g) < a},
Lo={reacm

() < a}; avem K, = F.{L,}. Din

K,0 ‘1-— 0, pentru orice g € K, exista o vecinatate deschisa Vv,
aluigin C. (D) astfel ca 1, A= 0. Exista p, >0, ¢, €[0.1]

astfel ca

G?:{heCr(D) SUp!h—gISpg}C%-

[0.tg]

Fie f, € L, astfel ca ¢ = F.(f,). Din teorema 3.4.3, pentru
R > a, exista ay,¢, > 0 cu proprietatea urmatoare. Daca

D = {feAC(R")’supu—fg < ag}.

[0.tg]

atunci

P((eW € D*)N (X ¢ G¥)] < exp (—Re™?),
ceea ce implicd

P[(eW € D?)N (X ¢ V?)] < exp (—Re?).

Din acoperirea deschisa (D7) _,. alui L, extragem o acoperire
finitda DY, ..., D{ si punem D, = UL, D{ . Obtinem ca

(eWeD)N(XeA)=U{(eBeD!)N(X € A)},

care este inclus in evenimentul U, {(eW € DY)n (X ¢ V,)}.
Deci, daca alegem ¢ < min {¢g,, ..., €9, }» avem

Pl(eW & D) N (X € A)) < kexp (—Re?),
ceea ce implica
P(X€ A)< P(eW € D)A(X € A)+ PV € D)

< kexp(—Re™?) + P (W e DI).
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Propozitia 3.3.1 implica
lim ¢?log P (¢W € D2) = — A (DS)

(deoarece D, este deschis), deci

[ (A) = limsupe’log P (X € A)

e—0

<(-R)v (-1 (03).

Cum R>asi DiN L, =0, membrul al douca este majorat de

—a. Relatia [ (A) < —a pentru oricea < A (A), a finit, implica
1(A) < —-A(A).D

Observatie Transformarea Cramer )\ (deci si functionala Cramer

~

A) in cazul perturbatiilor cu procese gausiene si al ecuatiilor sto-
castice sunt uniferme in raport cu r € R" | cand ¢ — 0.

APLICATII

Sa considerém X¢ solutia ecuatiei diferentiale stocastice
dX{ =b(X{)dt + edW, ,pe R" | cu X{ = z¢

Daca D este domeniu in R® cu z¢g € D, notam 9D frontiera
lui D, 7« = inf {t : X{ ¢ D} prima iesire a lui X{ din D si

Hp{(t)={f€C(R") : fo=1z0, fr € DUID},

Hp(t)={f€C(R™ : fo=20, fs ¢ D pentruun 0 < s < t}.
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PROPOZITIA 3.4.7 Dacd frontiera lui D coincide cu fron-

tiera lut D, atunci

% 2 € _ .

ll_r.x(}e log P{X; € D} = jew’t;(t)/\(f) (3.54)
§i

lin'(}e2 logP{r*<t}=— inf A(f). (3.55)

‘ f€HD(®)

Demonstratie. Relatia (3.55) va rezulta din lema 3.3.2; sa
verificdm ipotezele acesteia. Presupunem ca infjeﬁ " A(S)
D

= A(fo), cu fo = zo . Functia f; atinge frontiera dD intr-un
to # 0, iar inf —ul de mai sus este finit pentru ca exista functii
netede arbitrare care pleaci din zo i parasesc D in [0, 1]; rezultd
ca f; este absolut continua.

Pentru € > 0 dat, existd z¢ € R" \ D intr-o e—vecinitate a
lui f;, ; punem

t
f:‘=f:+;0-(z‘—fzo), 0<t<1l

Observam ca ff apartine interiorului lui Hp (t). Sa aratam ca
A(f) = A(f) cand € — 0. Avem .

2

]a

dt
]

2 =20 =3 i -su] - fie-vi

= [ =bU0) = fe+b(), Ji-b(s)

L2[0.1
1 [ e -0 - i+ e
Apoi

fE=b(fS) = fo +b(f)) = }( — fu) +b(f) fe —b(f)

care converge citre 0 uniform in ¢ € {0,1] cand € — 0.0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



178 3. DEVIATII MARI

Observatii 1. Calculul expresiilor (3.54)-(3.55) se reduce la
probleme variationale. Intr-adevar, sa observim cd noi ne-am
restrans la spatiul C[0,1]. dar toate argumentele si calculele
raman adevarate in spatiul C [0,¢], ¢ > 0. S& notdm ), transfor-
marea Cramer asociata traiectoriilor X* pe intervalul [0, ¢] (deci
A = \;). Pentru calculul extremelor avem la dispozitie ecuatia
Euler, iar inf —ul se poate gasi prin ecuatia Hamilton-Jacobi.
Punem :

V(t,e,y)= _inf A (f).

fo=z, fi=y
Atunci
. s »
dnt M(f) = iat Y (62,y)
s

inf M(f)= inf V(s z,y).
-0 kR

Ecuatia Hamilton-Jacobi pentru V (t,z,y) are forma

v _1
at 2
la care adaugdm conditiile V (0,z,z) = 0si V (¢,z,y) > 0.
2. S3 notam ca functiile u®(¢,z) = P{X{ € D} §i v (t,z) =
P {r¢ < t} sunt solutiile problemelor

IVyV (t,2,9)* + (b(y), V4V (t,2,9)),

a— € 2
= SAu 4 (b(z), Vous), z€R™, 1> 0
ot 2
u(0,z) =1 pentru z € D, u*(0,z) = 0 pentru z ¢ D,
respectiv
€ 2
%_‘;; %Av‘-f\’b(.z), Vo), z€D >0

v*(0,z) = 0 pentru z € D, U'(tax)|:eso =1

(remarcati cad parametrul ¢ apare la derivatele de cel mai mare
ordin). Propozitia 3.4.7 furnizeazd informatii, atunci cand ¢ —
0, asupra comportam ':,,'_- solutiilor problemelor de mai sus.

-

——
—
—
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