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PREFATA

Aceasta carte este scrisa in sprijinul studentilor din anii IV, V ai facultatii de
Matematica, care urmeaza cursul de ” Dinamica Atmosferei ”. Ea alcatuiegte axul
central al cursului g reprezinta atat experienta didactica de opt ani a autorilor
( in calitate de conducatori ai cursului respectiv ), cat gi o parte din experienta
lor de cercetare. .

In abordarile moderne, meteorologia dinamica se ocupa cu studiul fluidului
atmosferic privit ca un corp continuu in migcare. Migcarea ( impreuna cu variatiile
de temperatura ) caracterizeaza starea vremii, atat in sensul curent al cuvantului,
cit gi in sensul sau general ( incluzand migcari de tip briza, climatologie, etc.). In
general in carte sunt neglijate proprietatile de corp cu structura de baza discretd
ale aerului atmosferic, fiind puse in evidenta proprietatile de corp continuu ale
acestuia ( cu mici exceptii ).

Autorii au pornit, in alcatuirea materialului, de la ideea ca diferitele gtiinte ce
descriu migcarile naturii sunt ( sau ar trebui sa fie ) unitare. De aceeca, in primui
capitol al lucrarii ( si ii Anexa 1, in completare ) se prezinta o teorie generala de
termodinamica a continuumului ( datorata lui Coleman, Gurtin, etc.). Aceasta
este probabil una dintre cele mai clare i concise teorii, in care subiectul nostru
( fluidul atmosferic ) se incadreaza perfect. Acesta este modelat ca un fluid
vascos liniar ( de tip Navier gi Stokes ). In cuprinsul capitolului ardtam in ce
conditii legea lui Fourier este o buna aproximare a fluxului de caldura gi ecuatia
de " propagare a caldurii ” ( a temperaturii ) se scrie in forma clasica. Tot aici
scriem ecuatiile complete ce guverneaza ( din punct de vedere termodinamic )
miicdrile aerului ca 1i problemele cu date initiale la frontierd gi / sau la limita
ce pot fi formulate. Punem de asemenea in evidentd un fapt fundamental gi
anume, in natura, o migcare reald se reprezinta totdeauna in raport cu o stare,
numita stare de referintad. Cateva asemenea stari sunt descrise din punct de vedere
termodinamic, punandu-se in evidenta ecuatiile adimensionale raportate la ele gi
o serie de numere ( parametrii ) adimensionale ce apar gi care vor fi utilizate in
capitolele urmatoare.

ln Capitolul doi se analizeaza principalele migcari ondulatorii ce pot fi puse
in evidenta de setul de ecuatii ce descriu migcarea atmosferei ( deduse in primul
capitol ). Utilizand teoria micilor perturbatii i simplificand sistemul de ecuatii,
se separa undele sonore orizontale gi verticale, undele de gravitatie de suprafaa si
cele iertiale §i undele Rossby, care descriu principalele perturbatii la scara mare.
In finalul capitolului este descris aga numitul proces de ajustare geostrofica.
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Capitolul al treilea este dedicat analizei la scara a principalelor variabile me-|
teorologice. Se pun in evidenti ordinele de marime ale termenilor din fiecare
ecuatie gi se justificd aproximarile ficute.

Urmare a celor obtinute deja, in capitolul patru sunt descrise principalele
modele atmosferice la scarda mare. Astfel se pun in evidentd, in primul rind,
modelele cu ecuatii filtrate de tip barotrop gi baroclin. Capitolul se incheie cu
prezentarea modelelor cu ecuatii primitive.

Consecventi incercarii de a face o prezentare unitard a materialului, in Capi-
tolul cinci analizam, cu mai multa atentie, ce inseamna a neglija anumiti coeficienti.
Astfel suntem condusi la prezentarea catorva modele asimptotice. Obtinem mai
intai modelul lui Boussinesq iar apoi doud modele derivate din acesta. Ele vor
descrie migcari in prezenta unor obstacole izolate. Tot in acest capitol prezentim
§i un model oarecum diferit, de turbulenta ( propriu descrierii migcérilor de tip
briza ), care se bazeaza pe " teoria K ” de aproximare a ecuatiilor turbulentei.
O foarte foarte scurta prezentare a acesteia este facuta in Anexa 3. Toate aceste
modele nu pot fi obtinute fird utilizarea unor parametrii de similitudine ce se
evalueazd cu ajutorul ” teoremei I1 ( a analizei dimensionale ), prezentatd de
asemenea in Anexa 3. Pentru o parte a acestor modele se obtin solutii analitice.
Pentru celelalte probleme este adusa in forma finala, iar solutiile sunt prezentate
prin programe numerice ( sau scheme logice detaliate ) in Anexa 4.

In Capitolul al gaselea sunt analizate cele mai uzuale metode numerice utilizate
pentru rezolvarea problemelor cu date initiale gi la frontierd prezentate. Astfel
sunt studiate, cu metode cu diferente finite, ” ecuatiile de advectie " liniare gi
neliniare. Apoi se integreaza ecuatia eliptica ( de tip Helmholtz ) necesara in
modelele cu ecuatii filtrate. Pentru rezolvarea ecuatiilor primitive este prezentata
o metoda spectrala. '

Cartea se incheie cu un numar de cinci anexe. Dintre acestea Anexele 1,3,4
au fost partial prezentate deja. In Anexa 2 se face o prezentare ( pe scurt ) a
unor proprietati de calcul algebric gi analitic pentru campuri scalare, vectoriale
gi tensoriale, care sunt intens utilizate in lucrare. Anexa se incheie cu teorema de
reprezentare a functiilor tensoriale izotrope a lui Wang ( scrisé in cazul unei functii
tensoriale cu variabile tensor simetric gi vector ). In Anexa 3 mai prezentdm un
exemplu util pentru a intelege capcanele ce apar cand tehnicile de dezvoltari
asimptotice nu sunt corect aplicate. Anexa 5 prezintd ecuatiile dinamicii atmos-
ferei in sisteme de coordonate ( x,y,p ) i in coordonate sferice.

Autorii spera ca aceasta carte, ce se adreseaza gi studentilor din anii de studii
aprofundate gi cercetatorilor in domeniu, si se dovedeasca a fi un material util
pregatirii lor de specialitate.

Nu putem incheia aceastd scurtd perzentare fira a multumii domnului
dr.N.Begleaga §i a ne inchina memoriei domnului dr.A.Doneaud intemeietorii
yeolii romanesti de meteorologie dinamica. In acelagi timp aducem calde multumiri
colectivului Catedreil de Mecanica gi Ecuatii care ne-a acordat girul sdu pentru
aparitia cursului.
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in fine dorim s aducem multumiri Editurii Universiti{ii din Bucuregti care a
glzduit cu amabilitate aceastd lucrare.

Autorii

Bucuresti

1 Martie 1997
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INTRODUCERE

De studiul migcarilor aerului ( sub diversele lor aspecte ), ca gi de studiul
( observarea ) altor fenomene, ce au loc in atmosfera ( ploaie, ninsoare, fulgere,
etc. ) se poate afirma ca, sub o forma sau alta, omul s - a ocupat din cele mai
vechi timpuri. Stiinta care se ocupa cu studiul sistematic al acestor fenomene se
numegte meteorologie. Numele sau vine, nu intamplator sau prin traditie, de la
grecescul ” meteoron ", adicd, " ceea ce se intampla in aer ”. Spunem ci nu prin
traditie, deoarece marii ganditori ai Greciei Antice au fost cei care au semnalat,
descris gi incercat sa inteleaga aceste fenomene. Primele insemnari sunt atribuite
lui Herodot ( 484-425 i.e.n.), insa prima carte in legdtura cu subiectul este ” Mete-
orologia " lui Aristotel ( 384-322 i.e.n. ).In aceasta Aristotel incearcé sa gaseasca
o explicatie a originii apelor gi vanturilor. Iliparh ( 190-125 i.e.n. ) sgi Strebo
( 63-19 i.e.n.) sunt primii care descopera i explica legatura intre incalzirea aeru-
lui gi inclinatia razelor solare. In India secolului al gaselea, Varamihara descrie
(intr - un tratat de Astronomie ) fenomene meteorologice ca ploaia, vantul, ful-
gerul, comentand evenimentele ce le prevestesc. Primul care arati ca fenomenele
meteorologice se produc sub atiunea unor forte ( fizice ) reale este filozoful arab
Kindi ( 800-873 ), in cartea sa " Epistole ”. In mod cert, la acest nivel de
prezentare, mai trebuie amintit §i Galileo Galilei ( 1564-1642 ) care este consid-
erat inventatorul termometrului, ca gi Evangelista Torricelli ( 1608-1647 ) care
este constructorul primului barometru.

Dupa 1700, in Europa incep sa se infiinteze statii meteorologice de abservatii.
Ca urmare, odata cu acumularile de informatii gi date, gtiinta respectiva, meteo-
rologia, incepe 8a se dezvolte tot mai rapid ( urmand calea naturala de dezvoltare
a tuturor stiintelor naturii ). Apar nume celebre ( la inceput legate de partea
de observatii, masuratori gi interpretari empirice ) ca [5.Mariotte ( 1620-1684 ),
R.Boyle ( 1627-1691 ), D.G.Farenheit ( 1686-1736 ), A.Celsius ( 1701-1744 ),
etc. Socotim, intr-un anumit fel, etapa incheiata odata cu marele salt calitativ
gi de obiectivare petrecut in 1820, odata cu intocmirea primei ” harti sinoptice ”

( H.W.Brandes ).

Odata cu intelegerea aspectului continuu al atmosferei gi cu aparitia primelor
modele de termodinamica continuumalui, se trece la ceea ce s-ar putea numi etapa
moderna a meteorologiei. Qamenii de gtiinta n-au pregetat sa construiasca ” mo-

Y
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dele ” in care sa fie prinse proprietatile principale ale aerului ( principale pentru
fenomenul ce se doregte a fi descris ). Astfel lumea gtiintifica a realizat, prin
perfectionarea sistemului de masuratori meteorologice ( pe iniltimea coloanei de
aer ), ca densitatea variaza continuu cu inal{imea dar, cu o buna aproximare,
exista straturi de densitate constanti. Pe de alti parte, dacd incepand de la
o anumitd inéltime , aerul poate fi aproximat, destul de bine, cu un gaz per-
fect, totusi, in vecinatatea Pamantului el este mai curind un fluid vascos ( cu
vascozitate slaba ) intr-o migcare turbulenta.

Astfel, abia dupa 1900, incep si apara primele modele matematice pentru
migcarea aerului. Incepand cu primele incercari ale lui N.M.Richardson gi apoi cu
cele ale lui C.G.Rossby, studiul matematic ( privind modelarea fenome
nelor termodinamice ) gi cel numeric ( privind rezolvarea sistemelor de ecuatii
obtinute ) capata o tot mai mare importantd. Centre puternice se dezvolta
peste tot in lume. Spre mijlocul secolului aceste studii iau mare amploare,
aparand lucrarile fundamentale ale lui J.G.Charney, E.N.Lorenz, J.Smagorinsky,
P.D.Thompson, A.Wiin-Nielsen, etc. In ultimii ani ( dupa anul 1960 ) pot fi citati
pentru aportul lor deosebit A.Arakawa, F.G.Shuman, M.Yamasaki, J.P.Guiraud,
K.R.Zeytounian, etc.

Caile pe care aceasta gtiinta se dezvoltad cu precddere in zilele noastre sunt
pe de o parte legate de calculul numeric ( puternicele centre de calcul numeric
creazi pachete de programe pentru rezolvarea diferitelor modele implementate,
printr-o munca in mari colective, iar pe de alta parte de construirea de modele
( cu precadere la scara locala ) care sa descrie cat mai exact fenomene locale, dar
care afecteaza viata oamenilor ( brize, poluare, etc. ).

10
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1. ELEMENTE DE TERMODINAMICA

1.1 Cateva notiuni de termodinamica mediilor continue

Toate fenomenele ce au loc in natura se petrec in prezenta unui camp de tem-
peraturd. Prin urmare evolutia (migcarea, deformarea) corpurilor nu poate fi
modelata, apriori, in absenta temperaturii. Observatii de naturd experimentala
arata cd, pentru a putea descrie corect in vecinitatea Pamantului migcarile aeru-
lui, este necesar adesea ca acesta sa fie privit, din punctul de vedere al modelarii
matematice, ca un fluid vascos (chiar daca vascozitatile sunt considerate "slabe”).
In acest capitol vom prezenta pe scurt axiomele ce stau la baza unei termodi-
namici a proceselor neomogene ireversibile (pentru mai multe precizari cititorul
este trimis la Anexa I a prezentului curs gi la bibliografia corespunzatoare) cat
gi modul in care, pornind de la acestea se obtin informatii suplimentare asupra.
" coeficientilor constitutivi ” gi se poate deduce matematic forma ecuatiei de
propagare a temperaturii.

Cum adesea se poate imagina corpul supus unor ” situatii ” care determina
un camp de temperaturd constant in timp gi uniform in spatiu (adici aflat in
campul unor teorii de Mecanica Mediilor Continue - MMC ) este clar ca axiomele
MMC gi rezultatele obtinute in acel cadru trebuie s& se regaseascd in orice teorie
termodinamica coerenta.

Pentru constructia unei astfel de teorii, care s2 modeleze comportamentul
termodinamic al mediilor continue trebuie introdus un set de mérimi primitive
gi un set de mérimi derivate (deduse, definite). Propriettile fundamentale
ale acestora din urma sunt precizate prin Axiome in raport cu primele. Scopul
principal al acestui paragraf este de a prezenta un cadru axiomatic coerent pentru
intelegerea modelelor specifice discutate in capitolele urmatoare.!

In aceastd parte a lucrarii vom nota cu B un corp continuu deformabil (amorf),
cu B, o configuratie de referinta a sa (forma sa materiald gi geometricd nedefor-
mata) gi cu B, configuratia sa actuald (deformati).? By i B, sunt submultimi
deschise in R®. Cantitagile primitive ale teoriei sunt migcarea (deformarea)

!Pentru cititorul dornic sa se informeze pe larg asupra fundamentelor acestei gtiinte reco-
mandain tratatele lui C. Truesdell [1969),1. Milller [1985] ca gi C.Truesdell , R.Muncaster [1980).

“Pentru aminunte privind axiomatica corpurilor in MMC in sensul lui Noll, a se vedea
C.Truesdell [1977], S.Cleja-Tigoiu, N.Cristescu [1985).

11
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corpului x : By xR — V 5i campul de temperaturd T :B, x R — R}. Mai sus
s-a notat cu V spatiul translatiilor lui R® gi cu R = (0, 00). Despre cimpurile
x §i T se presupune ca sunt suficient de regulate pentru a avea sens calculele ce
urmeaza ( in axiomatica MMC se presupune, spre exemplu, ca igcarea este o
functie de clasi C? in raport cu timpul si cu spatiul ).

Perechea (x,T') se numeste proces termocinetic.

Starea termodinamica a corpului este descrisd de cunoasterea unui numar de
functii (diferite de tensorul tensiune al lui Cauchy). Acestea sunt U - energia
interna a corpului, W - puterea neta a tensiunilor, Q - incalzirea corpului gi H -
entropia sa. Acestea depind de corpul ce se studiaza gi de timp. Dintreele U, Q, Il
sunt specifice cimpului termodinamicii. Puterea tensiunilor este definita la nivelul
MMC (a se vedea citarile de mai sus ca si L.Dragog [1983]). Aceste functii sunt
principalele marimi derivate ale teoriei. Exista diverse interpretari ale acestor
functii. Energia interna este gandita ca o masura macroscopica (de continuum)
a " agitatiei termice " a moleculelor corpului ( sau a energiei cinetice relative a
acestora, Truesdell C., Muncaster R.G. [1980]®). Experiente foarte simple arata
cé incalzirea Q a corpului poate fi de doua tipuri Q = Q + Q.. Qs este incalzirea
de masa (volumica), in timp ce @, este incalzirea de contact (sau de suprafata).
Aceste doua Lipuri de incalzire modeleaza radiatia gi conductia ( fenomene fiz-
ice complect distincte ). Cititorul poate observa cu ugurintd aseménarea dintre
modul in care se modeleaza incalzirea unui corp gi modul, mai familiar, in care
sunt modelate in MMC fortele ce actioneaza asupra unui corp ( forte masice sau
volumice gi fortele de contact ). Probabil ca notiunea cel mai dificil de inteles
este entropia H. In legatura cu ea exista o seama de interpretdri posibile. Ne
vom limita sa observam ca la nivelul termodinamicii continuumului s-a remar-
cat ca, in timpul unor clase foarte largi de experimente, majoritatea corpurilor
"igi pierd” unele proprietati. Aceste schimbari, adesea foarte importante, au fost
puse pe seama unei marimi caracteristice ( functie de aterial ) pe care unii oa-
meni de gtiintd o numesc limita de incalzire a corpului (a se vedea spre exemplu
Truesdell C. [1969]). Din punctul de vedere al teoriilor de continuum aceasta
marime ar indica " existenta unei limite pentru viteza de transformare a energiei
in caldura fara producerea de putere mecanica . Continutul acestei observatii se
constituie ca o0 axioma a teoriei. (Cea mai mica asemenea margine superioara este
legata de notiunea de entropie (sau mai precis ¢ntropia este definita de aceasta)
prin

L(B,t) = T(t)H(B,t)

Inainte de a trece la prezentarea axiomelor teoriei i a consecintelor lor, vom

3Desigur aceste interpretari ies din cadrul unet teorii clasice de continuum. Ele 1gi gasesc o
justificare completa doar in cadrul unor teorii ” microscopice ” care 8a poata fi in concordania cu
teoriile ” macroscopice ™. De aceca cititorului dornie sa cunoasca mai profund aceste domeni
fundiunentale i recomandam L.Dragoy [1975]), L.Miiller [1985] gi cu deosebire ("/Iruesdell i
R Muncaster [1980]

12
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observa ca teoriile microscopice ( spre exemplu diferite teorii cinetice ale gazelor,
teoria legilor constitutive ale solutiilor de polimerilor, etc. - a se vedea [.Miiller
[1985], C.Truesdell, R.Muncaster [1980], Curtis gi altii [1976]) sunt singurele care
dau o interpretare ( complet plauzibila ) notiunii de entropie ( interpretare ce se
pare ca a fost pentru prima data folosita consecvent de Gibbs [1902] ). Entropia
este ganditd , in acest sens, ca 0 masura a dezordinii sistemului discret de ” puncte
materiale ” ( ce reprezinta, pentru un observator microscopic, moleculele corpului
considerat ). Media acestei marimi, in sensul fiecarei teorii, definegte densitatea
de entropie de continuum ( campul de entropie ) despre care discutam in cadrul
termodinamicii mediilor continue.

Marimile definite mai sus i atagate corpului B pot fi, in anumite conditii,
reprezentate prin densitdti, sau marimi specifice, definite la nivelul particulei
materiale ( cimpuri ). Astfel, presupunand ca functiile U, @, H sunt aditive
de masa si absolut continue, W este aditivi de volum gi absolut continua, iar
Q. este aditiva de suprafatd gi absolut continud o teorema cunoscutd de analiza
reald conduce la existenta unor densitati specifice u, s, h, 5§ pentru care avem
reprezentarile

U(B,t)=/ u(x, t)p(x,t)dV

W(B,1) =/5 T(x,t) - D(x, t)dV

Q(B,t):/& s(x,t)p(x,t)dv+/w h(x,t,n)dA = )

=/ s(x,t)p(x,t)dv-/ q(x,t) -n(x,t)dA
B,

3B,

H(B,t)=/’;n(x,t)p(x,t)dv

In ecuatiile (1.1) sunt utilizate notatiile clasice. Astfel T reprezinta tensorul
tensiunilor al lui Cauchy,D = (v + (vv)T), p este campul densitatii de masa,
iar v este campul vitezelor. Relatia h(x,t,n) = —q(x,t) - n(x, t) se obtine prin -
tr-o metoda asemanatoare cu metoda lui Cauchy pentru reprezentarea vectorului
tensiune t(x,t,n) = T(x,t)- n(x,t). In cele de mai sus n reprezintd versorul
normalei exterioare in x € 0B, (frontiera configuratiei de la momentul actual
t a corpului B), punctul ( in (1.1)2,(1.1)3, etc. ) reprezinta produsul scalar al
marimilor respective. In acelagi timp, semnul” - ” in a doua parte a formulei (1.1)3
este o conventie ( ca indicand faptul ca vectorul flux de caldura q este orientat in

13
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sens invers gradientului temperaturii pe suprafata considerata, cel putin in cazul
in care inegalitatea lui Fourier este adevarata - a se vedea paragraful 3 al acestui
capitol ).

Corpul B trebuie si se supund axiomelor MMC si deci, pentru campuri sufi-
cient de regulate, urmatoarele ecuatii ( ce leaga intre ele o parte a functiilor de
mai sus ) trebuie si fie verificate

p+ pdivy =0, (1.2)

ecautia de continuitate ( conservare locala a masei);

pv = divT + pb, (1.3)

ecuatiile de migcare ( de conservare locala a impulsului );

T = T7, (1.4)

ecuatia de conservare locala a momentului ( care pune in evidenta simetria ten-
sorului tensiunilor al lui Cauchy ).In ecuatiile de mai sus campul b reprezinta den-
sitatea fortelor masice ce actioneaza asupra particulei materiale din punctul x iar

punctul este notatia clasica pentru derivata materiald - = — = — + v(x,t)- ¢

dt 0ot
Acestor axiome li se adaugé axiome specifice de termodinamicid.Prima ax-
iomé a termodinamicii mediilor continue (TDMC) descrie bilantul global ener-
getic in corpul cosiderat ( este cunoscutd sub denumirea de prima lege a TD) gi
este data de urmatoarea relatie

U=W+Q (1.5)

Ea reprezinta observatia ( experimentald ) conform careia, daca intr-un proces
se produce putere atunci se poate schimba energia corpului gi, pe de alta parte,
incélzirea corpului poate produce putere. Bilantul variatiei energiei este deci
realizat de incalzirea corpului gi puterea mecanicd produsi. Axioma trebuie in-
terpretata ca o restrictie asupra marimilor ce intra in ea §i nu ca o definitie a
vreuneia dintre ele. Local, in conditii de regularitate a densitatilor introduse mai
sus, axiorna se scrie

pit =T -D — divq + ps (1.6)

11
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Observatiile ficute mai sus cu privire la ” limita de incalzire " si legatura sa cu
entropia corpului H, conduc la introducerea unei "a doua legi ” a termodinamicii
( axioma ), numitd de unii autori ( C. Truesdell [1969] ) "inegalitatea lui
Clausius gi Planck ”, care se reprezinta matematic prin

T(t)H(B,t) > Q(B,1)

Aceasta forma a ” legii a doua ” este improprie utilizarii ei pentru obtinerea de
restrictii asupra rdspunsului termodinamic al materialului, cel putin in cazul unor
procese neomogene ( aga cum sunt procesele termodinamice la care ne referim in
cadrul acestei lucrari ). 4 Este de retinut ca sensul acestei inegalitati trebuie
inteles ca punand in evidentd un pricipiu matematic din care si rezulte propri-
etatea celor mai multe ” materiale ” conform careia pentru ele exista clase largi
de procese termocinetice in care se produc disipari ( pierderi ). Acest fapt poate fi
pus in evidenta printr-o inegalitate (numita cel mai adesea inegalitatea disiparii).

Procesele termocinetice in care se realizeaza egalitatea pentru orice timp t se
zic reversibile. Orice alt proces termocinetic se zice ireversibil.Evident propri-
etatea este constitutiva, in sensul ca un proces poate reversibil pentru un corp i
ireversibil pentru un altul.

Temperatura este modelatd matematic ca un camp scalar, independent de
migcarea corpurilor.

Un principiu de limitare local, corespunzand observatiilor legate de disipare
(facute mai sus ), care formeaza continutul aga zisei ”legea a doua” a termod-
inamicii va fi introdus sub forma inegalitatii lui Clausius gi Duhem.® Aceasta
cere ca productia de entropie ( in orice punct x la orice moment de timp t ) s&
fie nenegativa pe orice proces termocinetic. Global, pe orice parte P a corpului
aceasta se poate scrie

. K] q-n
H— [ p=dV+ | =—=dA>0
P T P, T

Noi vom utiliza forma locald a acestei inegalitati gi anume
pi +div(3) — p£ 20 (1.7)

Este de observat ca unii autori ( vezi spre exemplu [.Miller[1985] ) inter-

“In Anexa I a lucrarii prezentdam, pe scurt, unele observatii, rezultate gi comentarii privind
acesta formma a ” legii a doua ” a TD.

5Gensul acestei inegalitati este mai ugor de inteles in cadrul unor teorii ” microscopice ” cum
ar fi Teoria cinetica a gazelor
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preteaza aceste inegalitati pornind de la observatia ca entropia specifica 5 , verifica
o ecuatie de bilant de forma

. R S
i + dlv(%) —PT =P

( sau una globala corespunzatoare ) gi impunand ca productia de entropie v sa fie
nenegativa pe orice proces termocinetic. Introducand densitatea de entropie
libera a lui Helmholtz prin

Y(x,t) = u(x,t) — T(x,t)n(x,t) (1.8)

inegalitatea de mai sus devine imediat

po—T D+ pTn+Liq 9T <0 (1.9)

Pentru ca ecuatiile de mai sus sa devina explicite este necesar si cunoagtem
raspunsul materialului ”( pe orice proces termocinetic ). Aceasta presupune
descrierea modului in care funtiile ( constitutive ) T, u ( sau ¢), q §i n depind
de procesul termocinetic. Se presupune apriori ca acestea sunt determinate ( in
orice punct X, la orice mmoment de timp t ) de valorile unor functionale pe istoria
procesului termocinetic la care a fost supusa o vecinatate a particulei materiale
X € B. Prin urmare se afirma existenta unor functionale ( constitutive) T, g, @
gi 7] aga incat

”

T(x,t) = T(x' T

u(x,t)=u( x4 1Y

q(x,t) = g( x', T)
n(x,t) =a( x', T)

In relatiile de mai sus am notat, pentru o functie f : R — 1 cu
ft:]0,00) — A. funciia definita prin f(s) = f(t — s), pentru orice s € [0, ),
care se numegte istoria funciiei f pana la momentul t. Corpurile ce vor face obicc-
tul de studiu al acestei carti sunt materiale simple de tip Huid. Pentru aceasta
clasa largd de materiale teoria legilor constitutive ( a se vedea spre exemplu
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C. Truesdell [1977), S.Cleja-Tigoiu gi N.Cristescu [1985] : ”Teorema fundamen-
tala asupra fluidelor”) arata ca dependenta functionalelor constitutive de isto-
ria migcdrii se face prin intermediul tensorului Cauchy-Green ( la dreapta )
in migcarea relativd ( C; ). Un principiu utilizat adesea ( care reprezinti im-
posibilitatea unei optiuni apriorice asupra tipului dependentelor functionale din
relatiile de mai sus ), numit principiul echiprezentei, conduce la presupunerea
cd toate functionalele constitutive sunt apriori dependente de C! in loc de x*.
Functionalele constitutive trebuie si verifice Axiomele teoriei ( ecuatiile de bilant
(1.3), (1.4), (1.6) si inegalitatea disiparii - oricare ar fi aceasta ), oricare ar fi proce-
sul termocinetic la care este supus corpul. Aceastd remarca face obiectul axiomei
cunoscuté sub denumirea de Principiul Determinismului Termodinamic ( a
se vedea Anexa 1 ). Pentru utilizarea acestui principiu trebuie satisficute ecuatiile
(1.3) 5i (1.6). Pentru accasta se vor alege cimpurile b si s astfel ca ecuatiile si fie
bilantate ( corespunzator fiecarei alegeri a procesului termocinetic )®. Inegalitatea
(1.9), pe care o vom utiliza, va impune anumite restrictii asupra funciionalelor
constitutive considerate ( care poarta denumirea de restrictii constitutive ).
Odatd cu eliminarea campurilor b g1 s obtinem, utilizand observatiile de mai
sus, Principiul Efectiv al Determinismului Termodinamic (PEDT), care
pentru un corp fluid se enunta astfel

Corpul fluid B este un corp termodinamic dacd ezistd functionalele T, ¢, u g
n definite pe istoriile lui C, gi T aga incdt

T(x,t)=T(Ci T
u(x,t)=u( C, T
q(x,t) = q( C, TY)

n(x,t) =n( C, T

iar inegalitatea (1.9) este salisficutd oricare ar fi procesul termocinetic la care a
fost supus corpul pind la momentul t, pentru orice t. 7 In fapt, PEDT reprezinti
axioma fundamentala a termodinamicii mediilor continue. Acest principiu in-
dica, calea de urmat pentru obtinerea unor informatii suplimentare asupra struc-
turii functionalelor constitutive, informatii ce poartd numele de restrictii con-
stitutive. Din punct de vedere teoretic general nu avem alte mijloace ( axiome,
etc.) pentru a putea obtine ” limitari " asupra forinei functionalelor de raspuns
( constitutive ).

SExista i alte modalitati de a utiliza aceste relagii. 1 Shih Liu [1972] construiegte o metoda
de multiplicatori Lagrange pe care o aplica gi care este prezentatd gi in Miiller [1985}, in timp
ce Suliciu [1983] introduce 0 metoda ce se bazeaza pe dependenta solutiei sistemului de ecuatii
diferengiale de datele initiale, utilizata de Faciu [1985)

TEste ugor de observat ca in descrierea de mai sus, aser{iunea - oricare ar fi procesul, revine
la oricare ar fi istoria perechii ( Cy, T).

i )
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1.2 Restrictii constitutive termodinamice
pentru fluidul lui Navier gi Stokes gi gazul perfect

Fluidul lui Navier gi Stokes, privit din punctul de vedere al termodinamicii
mediilor continue, este un corp continuu simplu, de tip fluid ( numit gi fluidul
vascos, liniar gi izotrop ). In cele ce urmeaza vom enunta PEDT pentru acesta.
In acest scop sa facem mai intai precizarea ca alegerea unei forme particulare
pentru functionalele constitutive se face respectand axiomele introduse. Aceasta
cere, in primul rand, precizarea modului in care functionalele depind de ( C}, T* ).
Pentru fluidul izotrop, vascos gi liniar ” se gtie ” ca tensorul tensiunilor ( presiuni-
lor ) al lui Cauchy, T, este dat de

T(x,t) = —p(p(x,t),T(x,t)) T+ Mp(x,t), T(x,t))(trD(x, t)) I+
(1.10)
2u(p(x,t), T(x,t)) D(x,1)

gi prin urmare dependenta de ( C},T* ) se face, in acest caz, prin intermediul
marimilor p, D, T §i VT. Existd mai multe cii de a obtine aceastid ecuatie.
Se poate apela la ” Teorema de aproximare ” a lui Coleman gi Noll [1960].
Aceasta insa, degi un rezultat matematic foarte frumos, impune restrictii im-
portante asupra proceselor ce pot fi luate in consideratie. Pe de altd parte se
poate presupune cd dependenta functionald a tensiunii de C! se realizeazi doar
prin valoarea acestuia la s = 0, adicd Ci( x, ) |,=0= 2D( x, t). In acelagi timp
dependenta de T*( x, 3s) se realizeaza prin T gi VT. Aceste ipoteze conduc la

T(x,t) = —p(p,T) I+ f(p, D, T,VT)

\

care este legea ( generald ) pentru un fluid vésces conducétor de cildura. Daca
utilizim acum teorema lui Wang de reprezentare a functiilor tensoriale izotrope
(cu variabile un tensor simetric gi un vector - a se vedea Wang [1970] gi Anexa 2 )
gi se tine cont de ipoteza de liniaritate a functiei de raspuns a tensiunii in raport
cu variabilele sale, se obtine relatia (1.10). O prezentare mai detailatd a unui
rezultat similar, privind fluxul de cildura, se face in paragraful urmator. Cum
apriori nu avemn motive sa consideram alte liste de variabile pentru celelalte functii
de raspuns ( Principiul Echiprezentei ), rezultad cd " domeniul constitutiv " este

A={M=(p,T\D,g)|pe R}, T€R;, De SLin(V,V), g€V} (L.11)
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unde am notat cu SLin (V, V) multimea aplicatiilor liniare g1 simetrice dela spatiul
vectorial V cu valori V. Prin urmare PEDT se enuntid acum astfel

Fluidul vascos, liniar gt izotrop este un corp termodinamic dacd ezxistd funciiile

P, A i, F, H 3i Q definite pe A, astfel ca

T(x,t) = —p(p, T)I+ A(p, T)(trD)I + 24(p, T)D

Y(x,t) = F(p,T,D,g)

n(x,t) = H(p, T, D, g)

(1.12)
Q(X, t) = Q(P1 T,D, g)

iar inegalitatea (1.9) are loc oricare ar fi procesul termocinetic la care a fost supus
corpul pdnd la momentul t, pentru orice L.

Mai sus (gi in cele ce urmeaza ) s-a notat g = VT.

Observind modul in care functiile de raspuns depind de (x!,T*) suntem
condugi la urmatorul rezultat, ce faciliteaza utilizarea ingalitatii C-D.

Fie T, € R,,T, € R,g, € V,g, € V,L,, L, € Lin(V,V). Atunci ezistd o
migcare x §& un camp de temperatura T aga incdt pentru timpul t gi pozifia x
fizate, arbitrare sd avem

Vv(x,t) = L,; % Vv(x,t) =L,;
T(x,t) = T,; T(x,t) = T,; (1.13)

VT(x,t) = go; % VT (x,t) =g,

Pentru demonstratie este suficient sa observam ca dacad definim un camp de
viteze §i un camp de temperatura prin

V()’,T)=Va+La[y—X]+L;[y—X](T—-t) (114)
gl respectiv

14
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T(y,7)=To+ 8- [y =X+ (T. — € vo)(r —t) + &, [y = x)(r —t) (L.15)

gi tinem cont de definitia derivatei materiale, un calcul direct conduce imediat la
obtinerea relatiilor din enunt. Pentru a incheia demonstratia trebuie sa observam
cd migcarea x, pentru care campul de viteze este definit de relatia (1.14), este
solutia problemei Cauchy

dy _

v(y,T)
ar VT (1.16)
y(t) =x

unde y(7) = x(X, 7). Avand in vedere forma campului v, problema (1.16) are
solutie unica (teorema lui Peano- Cauchy) pe orice interval finit de timp [t, a].

Enuntul va fi folosit in sensul cd vom putea afirma ca: daca inegalitatea
C-D are loc pentru orice proces termocinetic la care a fost supus corpul pana
la momentul ¢, atunci are loc pentru o alegere arbitrara a valorilor functiilor
T,T,8,& D,D, la momentul t in x, gi reciproc. Evident, alegerea arbitrara

a valorii lui D rezulti din alegerea posibild pentru L = Vv, gi definitia lui
-1 T
= ;(L+L%).

Cu acestea putemn enunta teorema de caracterizare (numita adesea de tip Cole-
man, cici acesta a dat pentru prima datd o asemenea teorema de caracterizare
pentru materialele simple cu memorie intarziata ; Coleman[1964]) termodinamica
a fluidului vascos, liniar, izotrop al lui Navier gi Stokes.

Fluidul vdscos, liniar, izotrop al lui Navier gi Stokes verificd PEDT dacd i
numas dacd

d’(xvt) = F(P’ T)
T](X,t) = _FT(p’ T)’
p(x,t) = p*F,(p, T), (1.17)

3Mp, T) +2u(p,T) 20, p(p,T) 20

1
_’\(p’T)(tTD)2 - 2/‘(”’ T)tTD2 + TQ(P, T,D, 8) ‘g < 0

pentru orice p, T € R,g € V i D € SLin(V,V).
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Pentru demonstratie se observa ca satisfacerea inegalitatii (C- D) de ctre
functiile de raspuns (1.12) (conform cu PEDT) este echivalenta, prin utilizarea
lemei precedente, cu satisfacerea inegalitatii

—p*FtrD + (pFr + pH)T + pFg - g + pFp - D+

(1.18)
pirD = A(trD)? — 24 trD? + %—Q g <0

oricare ar fi p, T € R} ,g,g € V si D,D € SLin(V,V), unde am tinut cont de
ecuatia de continuitate.

In aceastd parte a lucrarii, notdm cu A,(z,y,...) derivata partiald a functiei
A, in raport cu . Intelesul notatiilor vectoriale, Fg si respectiv tensoriale, Fp
este evident ( a se vedea gi Anexa 2).

Avand in vedere ca F ( i deci gi derivatele sale ), H, Q, p, A §i 4 nu depind
de T, g 9 D rezultd cd termenii liniari in aceste marimi trebuie si se anuleze.
Prin urmare primele doua relatii (1.17) sunt satisfacute. Cu aceasta inegalitatea
reziduala devine

(p— P*F,)trD — A(trD)? — 2utrD? + %Q -g<0 (1.19)

pentru p, T € R3,g € Vi D € SLin(V,V). Alegaind g =0,D =sl,cus€ R
arbitrar, mega.lltatea este satisfAcutd daca p = p’Fp g§i, pe un proces izotermic,
inegalitatea reziduala se scrie

—A(p, T)(trD)? — 2utrD* < 0

pentru orice p, T € R},D € SLin(V,V). Inegalitatea de mai sus este echiva-
lenta cu conditiile (1.17)4,5 din enunt. Intreg ansamblul de conditii obtinute dau
raspuns complet teoremei.

Incheiem, acest paragraf, cu cateva observatii. Reamintim ca pozitivitatea
vascozitatii cinematice p gi inegalitatea Stokes ( 3\ + 2 > 0 ) sunt conditii
extrem de utile in demonstrarea teoreme: de unicitate a solutiei problemei cu
date initiale gi la frontiera, precum gi in demonstrarea stabilitatii asimptotice a
starii de repaus ( sau a stabilitatii solutiei in raport cu datele initiale) pentru
fluidul vascos al lui Navier- Stokes.
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Primele trei relatii din (1.17) arata ca energia libera specifica i (dar §i energia
interna specifica u ) este determinabila in experiente termostatice ( de echilibru )
§i, mai mult, ea este potential termodinamic ( in sensul termodinainicii proceselor
reversibile ), caci determina entropia specifica 7 gi presiunea p.

La acest nivel de generalitate nu se pot obtine informatii suplimentare prin
prelucrarea inegalitatii reziduale. Pentru necesititile paragrafului urmator, vom
observa ca inegalitatea (1.17)g conduce la introducerea ” functiei de disipare ”

' A—R

[(M) = ~A(p, T)(rDY: ~ 2(p, T)trD? + ZQ(M) &

cu care inegalitatea devine

I'(M) <0, pentru oriceM € A

1.3 Fluxul de caldura gi energia interna in vecinétatea
starilor de echilibru.Ecuatia de propagare

In ipotezele constitutive s-a presupus ca fluidul pe care il analizam este izotrop
din punct de vedere termodinamic ( deci cele patru functii de raspuns sunt
izotrope ). Pentru fluxul de cildura aceasta ipotezd conduce, prin aplicarea
teremei de reprezentare a lui Wang, la o reprezentare particulard a lui Q. Ob-
servand ca fluxul de caldura depinde de un vector g € V gi de un tensor simetric
D € SLin(V,V) se constata imediat cad mul{imea de generatori corespunzatoare
este

g, Dg,D’g,

iar multimea conpleta (ireductibila) a invariantilor corespunzatori este:

J={g: g, trD, trD?, trD*, Dg - g, ng -8}

Cu aceste remarci teorema de reprezentare a functiilor izotrope conduce la

Q(p.1.8.D) = qi(p, T, 1) + 2(p, T. I)Dg + 4s(p, T, ) D’g (1.20)
29
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unde ¢; sunt functii scalare izotrope.

Evident, se pune acum intrebarea: in ce conditii se poate obtine ”celebra”
lege a lui Fourier ( de reprezentare a fluxului de caldura ) ?

Pentru un fluid ( vascos ) starea de echilibru este definitd de punctele
M. = (p.,T.,0,0) € A, unde p.,T. pot depinde de x, dar nu de t ( evident
ecuatiile (1.2), (1.3), (1.4) si (1.6) trebuie sa fie indeplinite ).

Se poate observa imediat ca legea lui Fourier poate fi intotdeauna obtinuta in
ipoteza raspunsului liniar in ambele variabile g, D. Ipoteza ni se pare insa prea
"tare” ( pe de o parte ) gi ascunzand esenta problemei. Trebuie si observam
in plus ca, pana in prezent nu existi experiente dinamice (controlabile) din care
sd poatd fi pusd in evidenta o asemenea relatie. In plus, inegalitatea reziduala
a disiparii (1.17)e, pune in evidenta faptul ca functia de disipare I' igi atinge
maximul pe starile de echilibru

(M) <T(M.) =0 (1.21)

pentru orice M € A. Vom utiliza ( in ipoteze de regularitate pentru A\, u § Q)
un procedeu cunoscut de stabilire a conditiilor de maxim (care indica faptul ca
relatia de mai sus este echivalenta cu asertarea ei pe orice "directie” din A ce
trece prin M, ).

Pentru aceasta se considera un punct arbitrar fixat M, € A gi se observa ca
pentru orice M € M. M, avem M = M, + sM,. Se definegte functia

Tam, :R— R prin Ty, (s)=T(M. + sM,)
gi se observa ca (1.21) revine la
Ta,(s) <Tm(0)=0 VseR, My cA (1.22)

Atunci aceasta este echivalenta cu conditiile

dI‘M, ] PTa,

0— d2

l,=0< 0 VM, € A. (1.23)

Observand ca
23

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Tam(s) = —[Mpe +3p1, T. + sT2)(trDy)? + 2u(pe + spr, T + sTy, sJ,)trD3]s?

1 -
+Te + sTl [QI(Pe + sy, T. + 8T1, 811)31 + qQ(Pe + 3pl,Tc

+sTy, Sjl)D1[81]3 + ¢3(pe + 3p1, T + sTh, Sjl)D?[&]Sz] . 8132

Se constata imediat ca (1.23), este automat satisfacuta ( q(M.) = 0, din (1.20)),
in timp ce (1.23); conduce la

1
~A(pe, Te)(trDl)2 - 2P(PevT2)trD¥ + Fql(PevTC)gl ‘g1 L0 (1.24)

pentru orice g; € V si D, € SLin(V,V). Urmand calea deja cunoscuta se
constata cd aceasta conduce cu necesitate la

@(pe,T) <0, V p.,T. € R} (1.25)

Cu aceastd observatie suntem indreptatiti acum si considerdm V o vecinitate
suficient de micd a lui M, € A gi sd vedem care este forma lui Q aici. Pentru
aceasta, considerdm ca | p—p. |, | T—T. |, | g |, | D |, sunt mici ( in reprezentare
adimensionald in raport cu 1 ), ceea ce, cu alte cuvinte inseamna ca starea M este
apropiatd de starea (in vecinatatea ) M, . Dezvoltand in serie Taylor, pani la
termenii de ordinul intai, fluxul de cildura in vecinitatea puctului M., ob{inem

Q(Pv Tv S,D) = Q(Me) + QP(Me)(P - Pe) + QT(Me)(T - Te)

_ (1.26)
+Qg(M.)[8] + Qp(M.)[D] + O(¢’)

In urma unor calcule directe, tinand cont gi de (20), ajungem la

Q,(M.)=0;, Qr(M.)=0
Qg(M.)[g] = q1(M.)bi;gi¢; = 1(M.)g
Qp(M.){D] =0

24

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Prin urmare, in vecinatatea starilor de echilibru

QM) = ¢1(M.)g + O(¢€?) (1.27)

Cu aceasta se poate trage concluzia ci, in vecinatatea starilor de echilibru
legea lui Fourier este o buna aproximare a fluxului de cildura pentru un fluid
vascos liniar, iar inegalitatea lui Fourier (1.25) este adevarata.

In mod traditional se noteaza cu

k(va) = _QI(Pa T) (128)

gi se numegte coeficientul conductibilitatii termice. Cu aceasta concluziile de mai
sus se subsumeaza in :

q(x,t) =Q(p,T,VT,D) = —k(pe, T.)vT
(1.29)
k(p,T) 2 0

in vecindtatea unei stari de echilibru M, € A. Formula (1.29) arata ca in vecinitatea
unei stéri de echilibru fluxul de caldura q este proportional cu gradientul tempera-
turii gi are sens opus. Uneori, prin generalizare, se presupune ca fluxul de caldura
este proportional cu VT, dar mai mult coeficientul conductibilitatii termice este
presupus dependendent de T i nu de T..

In termostatica ( termodinamica proceselor reversibile gi omogene ) se definesc
doud méarimi importante pentru caracterizarea comportamentului termodinamic:
¢y(p, T') - caldura specifica la volum constant gi respectiv 1,(p, T') - cildura latenta
in raport cu volumul. In termodinamica proceselor reversibile gi omogene se arata
ca ( teoremele de potentialitate ) aceste marimi sunt determinate de energia libera
a lui Helmholtz ( ca un potential ) prin

va(p’T) = '_TFTT(Pa T)
) (1.30)
J(p, T) = p*TF,r(p,T)

iar ¢, > 0 prin axiome. In (1.30) J este constanta ce interconvertegte unitatile
de lncru in unitagi de caldura.
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Deoarece am aratat ca pentru fluidul lui Navier- Stokes 1 ( gi respectiv u )
este determinabila prin cunoagterea sa pe starile de echilibru ( depinzand doar
de p,T), sau prin experiente de termostatici, rezultd ca formulele (1.30) sunt
indeplinite. Atunci, avand in vedere relatiile (1.8), (1.17), (1.30), obtinem:

pi = —p(p, T)trD + Ji,(p, T)trD + pJc,(p, T) T (1.31)

unde s-a presupus ca relatiile (1.30) gi ¢, > 0 au loc in vecinitatea unei stari de
echilibru M..

Aceste observatii impreuna cu cele din paragraful precedent conduc la scrierea
ecuatiei de bilant a energiei interne (1.4), pentru un fluid de tip Navier gi Stokes,
in forma

Jpe,(p, T)T = k(po, T,) AT
(1.32)
= ~Jl,(p, T)divv + A(p,T) (trD)? + 2u(p, T) trD? + ps

care poartid numele de ecuatia de propagare a temperaturii, sau a cildurii

(in vecinatatea punctului (p,,T,)).

In majoritatea problemelor ce vor fi tratate in prezentul curs se va presupune
ca, coeficientii constitutivi ¢,, k,l,, A, 4 sunt constanti.

Se observa ca exista situatii in care se considera ecuatia de propagare in care
in locul celui de-al doilea termen din membrul stang se va lua div(k(p, T)gradT).
O astfel de ecuatie corespunde cazului in care se presupune apriori ci legea lui
Fourier este peste tot adevarata gi coeficientul conductibilitatii termice va depinde
atunci de valorile curente ale densitatii de masa gi ale temperaturii.

Adesea in modelele meteorologice se considera aerul ca un gaz ideal, perfect.
Deci pentru el se presupune ca

T(X, t) = —P(P, T) I$ (133)
gl
p(p,T) = RpT, (1.34)

unde I este tensorul unitate, iar R este constanta gazului.
26
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Toate observatiile anterioare raman valabile iar ecuatia de propagare a caldurii
se scrie

Jpe, T — kAT = Jl.,% + ps (1.35)

Foarte utila pentru descrierea unor procese omogene, este transcrierea ecuatiei
(1.35) intr-o forma usor modificata. Pentru obtinerea, ei amintim ca, in termod-
inamica proceselor reversibile gsi omogene ( a se vedea spre exemplu C.Truesdell
[1978] ) se arata ca pentru un gaz ideal pentru care diferenta caldurilor specifice

este o constanta pozitiva ( ¢,—c¢, > 0), adica are loc relatia lui Mayer ¢,—c, = —,

Teorema fundamentald a calorimetriei conduce la obtinerea unei relatii simple
intre caldura latenta in raport cu volumul §i presiune JI, = p. Tinand acum
cont de cele de mai sus si de relatiile (1.30), rezulta ca, in vecinatatea starilor de
echilibru, ecuatia de propagare (1.35) pentru un gaz ideal conducator de caldura
8e scrie

A Y AP Sl ¥ N Bl (1.36)

T - p
Yy P Yy p Ry

C . . o s . «
unde 7= -2, ¢ fiind caldura specifica la presiune constanta.
Cy

1.4 Ecuatiile fundamentale ale termodinamicii atmosferei

Cu acestea sistemul de ecuatii ce va descrie starea termodinamica a unui gaz
ideal, perfect este dat de (se introduce (1.33) in (1.3) si (1.2), iar (1.3) si (1.36)
dau) .

p+ pdivy =0

. 1
v=——gradp+g
P
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In acelagi timp sistemul de ecuatii ce va descrie starea termodinamica a unui
fluid vascos liniar i izotrop este

p+ pdivy =0

. 1 7] Lp )
v = ——gradp + —Av + -—graddivv +
p p 3p i

(1.38)
Lo k 2u(p, T), .. 2p(p, T) s
T divv = —AT - -2 2(divw)? + =D, Dy + —
+pc,, v Jpe, 3 Jpey (divv)” + J pe, - k+Jc,,
p=p(p, 1)

unde am folosit relatia lui Stokes 3\ + 2u = 0 (caz curent utilizat in dinamica
atmosferei).

Daca relatia de stare (1.38)4 este cea de fluid ideal, adica (1.34) atunci (1.38);
se transforma in (1.37); la care se adaugd termenii ce depind de migcare (de
campul de viteze v din membrul drept al relatiei (1.38),.)

Ecuatia de propagare (1.37)3 poate fi scrisa in diferite forme echivalente. Vom
da mai jos doui asemenea forme ce vor fi des utilizate in capitolele ce urmeaza.
Pentru a le obtine vom presupune ca gazul este ideal, perfect, neconducitor de
cildura (k = 0) i se gasegte in absenta unor surse volumice de cildurd (s = 0) &
In aceste conditii, notand a = 1/p volumul specific se constati ca legea de stare
se scrie pa = RT. Tinand cont ca JI, = p si inlocuind direct p cu 1/a in (1.35)
obtinem imediat pentru ecuatia de propagare

Je,T + pa =0

Nigte substitutii la fel de simple ce {in cont gi de relatia lui Mayer, conduc la
scrierea ecuatiei (1.37)3 in forma simplificata

Je,T —ap=0

Daca vom tine cont, acum, de faptul ca migcarea aerului in raport cu un
observator solidar legat cu Pamantul se face intr- un reper neinertial ? gi daca ne
vom referi la cazul migcarii la scard mare ( la acesta scara atmosfera este presupusa

8Putem ugor constata ca, chiar gi in cazul unui gaz conducitor de caldura, wcalzirea se
anuleaza pe procese adiabatice. Deci se poate presupune, de asemenea, cd procesele de care ne
ocupam sunt adiabatice

YA se vedea paragraful 6 al acestui capitol pentrn precizari suplimentare
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in echilibru hidrostatic, adica acceleratia verticala gi componenta verticala a fortei
Coriolis se neglijeaza) atunci ecuatiile de migcare (37), se scriu

unde am notat cu v’ campul orizontal de viteze in migcarea relativa v = v’ +w gi
cu f = 20),stny, parametrul lui Coriolis in apoximatia descrisa, f = fk. In cele
de mai sus ¢, este latitudinea geografica a observatorului, iar (2, este modulul
vitezei Coriolis a Pimantului.

Cu aceste observatii sistemul (1.37) se poate scrie intr- una din urmatoarele
forme

v/ = —agrad, p—f x V'

0= —aQ’—) -9 (1.37)
z

Jc.,T+pa =

pa = RT

sau

& —adivy =0

v/ = —agrad, p—f x V'

dp
— _—alP_ 1.37)”
0 az-—4 (1.37)
Jc,T—a;')=0
pa = RT
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ce vor fi utilizate in capitolele urmatoare.

Adesea in calculele curente, se neglijeaza constanta J de interconvertibilitate
a unitatilor de caldura in unitati de lucru mecanic.

1.5 Stari de referinta ale atmosferei

Diferite modele de migcare a atmosferei ce vor fi discutate in capitolele urmatoare
se refera la perturbarea unei anumite stari date. O astfel de stare (neperturbata),
careia se presupune ca- i cunoastem complet caracteristicile, se numegte stare de
referintad (pentru problema considerata). Dintre starile de referintd posibile o
semnificatie deosebita o au: a) atmosfera politropd §i b) atmosfera omogend.

a) Atmosfera politropa este determinatd ca o stare stationard de echili-
bru termodinamic a coloaneci de aer. Aceasta inseamna si presupunem absenta
migcarii mecanice (v = 0) i fortele externe date de forta de greutate (b =
g acceleratia gravitationald in (1.3)), ceea ce conduce la urmaitoarea forma a
ecuatiilor de migcare

P(X,t) = Pr(:)
“ (1.39)
dzr = TP

de unde, imediat avem ca p(x,t) = p,(z) §i cu legea de stare p, = Rp, T, rezulta
cad i T(x,t) = T,(z). Prin urmare, presupunand ca suntem in absenta surselor
volurnice de caldura avem , din (1.32) sau (1.36)

&*T,
T =0 (1.40)

Observand ca (1.40) conduce la un gradient vertical de temperatura constant

dT, . . -1
= —I', gl cum in atmosfera standard I', = (7—)—9

dz YR

din (1.39) i (1.40), descrierea completa a atimosferei politrope

vom obtine imediat,
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v=20

1y(z) = 1,(0) — I,z

A= ooy Er ,([‘fR—l) (1.41)
pe(2) = p:(0)( —WJ
r g
pr(z) = pr(0)(1 = 7=z) [ R

Si deci atmosfera politropa este atmosfera in echilibru stationar, in care tem-
peratura descregte liniar cu indlt{imea.

b) Atmosfera de referin{d omogena este ( fara alte specificatii) aceea stare
de echilibru stationar a atmosferei in care densitatea este constanta cu indltimea.
Din (1.31) avem imediat ca

p(z) - & = RP(O) = consl.

(z) T(0)

~

Cum (1.41)4 gi (1.41); conduc la

9

p(2) _ (T(2)\T.R
p.(0) (T,(O)) (1.42)

rezulta, din cele doua relatii de mai sus, ca atmosfera omogena este un caz par-
ticular de atmosfera politropa in care I', =I'? = %, (unde g = 9,804 m/s?, iar

R = 286,8 m?/s?°K).

Notand cu H¢ inaltimea atmosferei omogene in cuprinsul careia densitatea
aerului are valoarea p° de la nivelul solului, atunci presiunea la sol se poate
exprima cu definitia (respectiv cu relatia (1.34))

pi(0) = piH g = Rp17(0)

de unde se obtine
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H® = RT'T(O) ~ 7990, 5m (1.43)

pentru 1°(0) = 0°C = 273,15°K.

1.6 Forma adimensionala a ecuatiilor termodinamicii atmosferei

Atat pentru rezolvarea unor probleme efective de migcare a aerului cat gi
pentru construirea unor ” modele ” de migcare (a se vedea capitole urmatoare)
gi realizarea unei analize cantitative gi calitative a rezultatelor, este deosebit de
importanta punerea in evidentd a variabilelor fira dimensiune, gi, in mod core-
spunzator, a ecuatiilor scrise in forma adimensionala.

Pentru a pune in evidentd parametrii proprii ecuatiilor (1.38) s& introducem
marimile de adimensionalizare. Precizidm ca acestea depind de fiecare problema in
parte ( spre exemplu se pot referi la ” starea de referintd ” descrisé in paragraful
5, la caracteristicile domeniului ocupat de fluid, la tipul de problema4, etc.). De
aceea, la acest nivel le vom numi maérimi caracteristice. Mai precizim ca se
presupune ca fluidul ( atmosfera ) se migca relativ la un observator fix pe Pamant.
Scara migcarii fiind mult mai mica decat raza medie a Pamantului (a, ~ 6367km)
vom lucra intr- un sistem de coordonate carteziene, cu axele indreptate spre est,
nord gi verticala ascendenta, de versori 1i,j,k, (k avand sens opus lui g —
acceleratia gravitationald). Deci, dacd vom nota cu 1 viteza Coriolis gi cu %
latitudinea punctului de observatie, atunci = Q,(cosyj + sink) gi ecuatiile
(1.38) se scriu in reperul solidar legat cu Pamantul

p+ pdivv = 0

|
pv = —grad p + pAv + §grad divv + pg — 2pQ,(e x v) — 4pQ3(e x (e x 1))

(1.44)
. - —1,¢ -1 T 1 -1
i - uf,; =1 kar+27—py—(D-D - _(div)}) + 1
v p T T P 3 Ry

3
p=RpT

Pentru obtinerea ecuatiilor (1.44) s- a tinut cont de formulele cunoscute ( vezi
spre exemplu lacob[1971], sau Dragoy [1976] i [1983] ) privind scrierea acceleratiei
in migcarea relativa
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a, =a, +a;+a,

Notand cu r pozitia punctului din atmosferd in raport cu un reper solidar
legat de Pamant, cu r, pozitia acestuia in raport cu un reper fix centrat in centrul
Pamantului ( | r, |= @, ~ 6367 km raza medie a Pamantului ) si cu ) viteza
de rotatie instantanee a sistemului mobil in raport cu cel fix, tinand. cont ca Q
este derivata lui 2 in raport cu sistemnul mobil gi cd §) este presupus constant
in timp fata de acesta, avemn

d2r0+flxr+ﬂx(ﬂxr)=ﬂx(ﬂxr)

a.EEE

Pe de alta parte acceleratia Coriolis va fi

a, =2(Q xr)=20,(e xv)

unde am folosit notatiile obignuite r = v, e = cosyj + singk, | e |= 1
(9 ~ 7,31078571. Cu acestea ecuatiile (1.40); rezultd imediat din (1.38),.

Sistemul astfel obtinut este inchis gi are ca necunoscute p,v,T,p.

Maérimile caracteristice ale problemei noastre vor fi : un timp t,, doud lungimi
caracteristice L,, H,, (in dinamica atmosferei este util, ca dimensiunea caracteris-
tica verticala sa fie luata diferita de cea orizontali, in cele mai multe probleme ) ,
doud viteze caracteristice U,, W,, ( care se afla in aceiagi relatie relativa ca gi
L,, H,) o presiune caracteristica p,, o densitate caracteristicd p, §i o temperaturad

caracteristicA T, (care sunt legate prin p, = Rp,T,). Notand cu A maérimea
adimensionala corespunzatoare marimii fizice A, avem imediat

Iy = Loii» 1=12 z3= Ho-i.'}; t= tat—;
v, =U,0;, 1=12, v3=W,03; p=pop; (1.45)

T=T,T; p=p.p.

Aceste marimi, introduse in sistemul de ecuatii (1.44) conduc, in urma unor
calcule simple, la scriereca sistemului in forma
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Sh% +div(pv) =0

ov 1
p{Sh— + (v -grad)v + F(e x V)} +

5 gradp = —(Av + —graddlvv)

M2

oT "
{Sh— + (v -grad)T} + ———-{Sh + (v - grad)p} = C—%AT+

Al2 o4 d 2 . 2
+(’Y - I)E(2D -D - a(leV) )+ As
p=pT

L,
Ust,

(Rossby), cu {, = 2Q,sinp, — parametrul lui Coriolis,

UO OUOLO
W (M&Ch), Re = \P_

In scrierea sistemului (1.46) am notat marimile adimensionale: Sh =

\ _ 1,
(Strouhal); R, = L

gi ¢, — o latitudine de referintd; M =

(Reynolds); Pr = c,,y (Prandtl).

S& mai observim ci in ecuatia de propagare se poate introduce numaérul

Pe = RePr — (Peclet) gi cd am notat a = ( go — fiind acceleratia

20, Q.,suupo
gravitationald medie in regiunea consideratd), g. = (g — ! x (€2 x r))— acceleratia
gravitationala efectiva,iar A = R_'yTo_(.;o ( unde s, este o marime caracteristica

pentru sursele volumice de caldura ). Asupra acestor din urma parametrii se va

reveni in capitolele urmatoare.In fine, in formulele (46) am notat cu v gra.d A,D
campurile

V= vie) + vje; + vae;
— 0 0 1 0
grad = a—ﬁel + 3—2262 + ;51.—333
(1.47)
A= grad - grad
~ 1, —~ . —~T .
D= E[grad(v) + grad (V)]
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unde ¢ = H,/Lo = W, /U, se numeste parametru de scara.

1.7 Formularea conditiilor initiale gi la limita

Pentru a rezolva o problema concreta legata de migcarea aerului este evident
ca, in primul rand, trebuie formulate nigte conditii initiale pentru p,v,T. Acestea
vor fi date de '

v(x,1) |=t,= v°(x)

p(x,1) |e=t,= p°(x) (1.48)

T(x,t) |t=¢,= T°(x)

Aceste conditii vor descrie starea atmosferei in domeniul considerat la
inceputul intervalului de observatie. Ea poate fi spre exemplu asimilata unei
atmosfere politrope sau unei atmosfere omogene, etc.

Datele initiale se adimensionalizeaza ca i ecuatiile, iar in variabilele adimen-
sionale, in formulele adimensionale (1.48) v° se inlocuiegte cu v° (spre exemplu).

In ceea ce privegle conditiile la [routiera trebuie sa observam ca aceslea sunt
de doua tipuri

a)Conditii pe o suprafata solida ( nedeformabila, impermeabila) fixa X.
Daca ne referim la sistemul (1.38) atunci trebuie sa impunem conditii de aderenta
(pentru viteze)

u(x,t) |g=0 (1.49)

Daca in plus coeficientul de conductibilitate termica k este nenul, trebuie sa
impunem o conditie la limita in temperatura adecvata. Aceasta poate fi scrisa
(in cazul frontierei impermeabile) intr- un caz destul de general sub forma ” legii
de transfer a lui Newton ”

—kn - gradT(x,t) [g= 40 Tg(x, )([T(x,t) — Te(x,t)]) |z (1.50)

In ecuatia (1.50) s-a notat cu n— normala interioara la frontiera Y i cu
Ty, temperatura propie a suprefetei. Coeficientul o descrie capacitatea de
inmagazinare gi transfer de temperatura a frontierei solide ¥ ( pentru Pamant,

-
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in conditiile standard, este aproximativ 0.55 1072 cal/m? s°K*). Acest tip de
aproximare este alternativ cu cel utilizat in Zeytounian [1988]. Pentru abordari
asimptotice se folosegte adesea formula

T(x,t) |g=T, + AT, T (x,t)

unde 1, = const. este o temperaturi de referintd, T(x,t) este o functie de
distributie a temperaturii frontierei ( legatid de transferul de temperatura ), iar
AT, este o valoare de referinta pentru variatiile de temperatura datorate functiei
T . Evident, cazul adaptarii perfecte a aerului la frontiera corespunde conditiei
clasice

T'(x,1) |g= Tx(x), (1.51)

care se poate scrie gi sub forma (vezi (1.50))

oT
S, 1) [g= 0 (1.52)

Evident, cand pg — 0, deci suntem in cazul limita al ecuatiilor (1.37), in locul
conditiei de aderenta (1.4Y) se considera conditia de alunecare

u(x,!)-nlg=10 (1.53)

Trebuie sa observam ca in reprezentarea adimensionala a conditiilor la fron-
tiera de mai sus intervine forma suprafetei. Conditia de aderenta ramane neschini-
bata ( cu precizarea efectiva a formei adimensionale a ecuatiei suprafetei X).
Daca aceasta este, spre exemplu

ry = hoh(xy,r2), (21,22) € D,

h, = wmaxg, .yep. | hry.o2) |, atunci conditia devine

u(x.t)=0 (Lol
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pentru r3 = F h(zy,23), (£1,22) € D,,unde F, = h,/L, este parametrul de
forma al frontierei ( obstacolului).

Forma adimensionala a conditiei termice (1.50) la frontiera este

— Pr T3(x,t
—n - gradT(x,1) = }T-%‘))[T(x, t) — Te(x,t)] (1.55)
oh,T? . .
pentru z3 = Foh(ay,23), (@1,22) € D,, unde Pry = . — este numarul lui
pho

Prandt| atagat conditiilor de transfer. In termenii conditiei folosite de Zeytounian
( spre exemplu in [1988] ), aceasta devine

T(x)t) =1 + GOT(IUI‘?’!)

pentru r3 = I'L,h(..’tl,xg), (z1,z2) € D,.Se poate observa ca

AT, (y-1)M? _

U2
Go= - =" F “F AT,

Ec fiind numarul lui Eckert, iar (G, — parametrul termic al frontierei.

b) Conditii la infinit. Adesea sunt considerate probleme ce vor descrie
migcarea aerului in prezenta unui obstacol. In aceasta situatie trebuie impuse
conditii la infinit ( mari distante de obstacol ). Conditiile, in cele mai des intalnite
probleme, sunt de tipul unei migcari uniforme la infinit (amonte), adica

(P, vy 1) = (PoorVoos I'm), cand|x|— oo (1.56)

Exista situatii in care conditiile de mai sus nu pot fi impuse la infinit aval.
Valorile poo, Voo, T sunt bine definite descriind o stare cunoscuta a atmosferei'®.

Alte numere adimensionale. Din cele de mai sus se vede ca in cadrul
rezolvarii unei probleme de inigcare a aerului pot aparea, pentru acelagi tip de
marimi fizice, diferite marimi caracteristice ( in general, cele ce vor caracteriza
domeniul de migcare i domeniul de referinta). In aceasta situatie pot fi introduse
numere adimensionale pentru ” compararea ™ lor.

101y orice problemia de aplicatie efectiva valorile respective se extrag din datele reale provenite

din masuratori specifice
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Spre exemplu, constatam ca numarul

H, = RT(0)/g9, g:7|g]|

caracterizeaza inal{imea atmosferei omogene ( a se vedea (1.43)), unde 1.,(0)
este valoarea la sol a temperaturii standard. Raportul

Ho _p _ H,g
Hy,, — 7°  RT.(0)

(1.57)

se numeste numarul lui Boussinesq.

Cu ajutorul lui H, §i T, (0) se poate construi numarul lui Fry, ( numarul
lui Froude ) gi respectiv M, unde

U, U,

L/ SV S R 1.
Fri. = Gaym M= = QR (@)% (1.58)
Este evident ca
Fr3 = L2 1.59
TH.-, Bo o] ( )

Daci R, < 1( L, » U,/l, ~ 10° ) se inlocuieste adesea numarul lui
Reynolds cu numarul lai Eckman

_ Ho/po (1.60)

£ L3,

i
D&

gi numarul lui Strouhal cu numaérul lui Kibel

1\’,' ES}.RO = (161)

Aceste inlocuiri sunt cerute de tipul de problema ce se studiazi, aya cum se
va vedea in capitolul referitor la Modele Asimptotice.
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2. TIPURI SIMPLE DE MISCKRI ONDULATORI N
ATMOSFERA

2.1 Notiuni introductive

In continuare pentru a descric miscarca (luidului  atmosferic, se folosesc
ecuatiile (1.37°) si (1.37") scrise in sistemul de¢ referinid neinertial (legat de
pimént) sub forma simplificata:

Ecuatia de continuitate:

%+div(pv):0 Q.1

-ecualia de miscare:

v=-aVp-txv
22
O=—ai—g @2
x

unde am nolat cu g accelerajia electiva g si am  folosit  aproximatia

hidrostatici in cea de a 3-a ecualic dc miscare, a carei justificare o vom
prezenta in capitolul 3.
-primul principiu al termodinamicii in ipoteza cd nu exista schimb de calduri:

O=c T+pa 2.3)

-ccudlia de stare:

ap = RT (2.4)

unde a = l
P

In ipoteza cchilibrului hidrostatic, cste convenabil sa lolosim presiunca p
ca o coordonata verticald. In ancxa A2 s¢ prezintd forma ccuatiilor in sistcmul
de coordnate izobaric (.\',y,p,l) precum si in coordonate slerice.

Comparand ordincle de mirime  ale t(ermenilor din ccuatia de miscare
onizontala (prima ccuatic din (2.2)), s¢ remarcd (aptul ca termenul aceeleratici se
poale neglija intr-o prima aproximalic (detalii in cap.3). Rezulta faptul ca in
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aproximatia geostroficd, campul de presiune este in echilibru cu campul vantului.
Ecuatiile vantului gceostrolic sunt:
a cp
f &

C 4

Sf &

§i exprimd faptul ca vantul este paralel cu izobarcle si proportional cu gradicntul
cdmpului d¢ presiune

n=-
25)

2.2 Ecuatii lincarizate

Pentru a intelege miscdrile extrem de complexe ale atmosferei, este de
dorit ca sd izoldm si sa analizim cdteva tipuri simple de miscare. Vom prezenta
dezvoltdrile facute dc Haltiner [1971).

Consideram miscarca numai in planul x -z , uniformitate in directia y si
neglijaim rotatia pimantului. Sistcmul de ecuatii in (2.1-2.3) se scrie:

. oy
u+ a% =0
C .. .
ccualiile d¢ miscare
W+ aQ)— +g=0
&

ap + pya = 0 principiul 1 al termodinamicii

a -adiw =0 ccualia de continuitale

undc y = ﬁi;
‘.V

Linearizdm sisttmul cu mctoda micilor perturbatii presupunénd fiecare variabild
ca 0 sumi dec 2 termeni: o valoare de bazd (ncperturbatd) si o perturbatic mica
ex: u=U+u'

Inlocuind in sistem, scazdnd ccuatiile valabile pentru migcarea de bazd si
neglijind termenii produse de perturbatii, vom obline ca rezultat un sistem lincar
de ccualii peatru perturbalii:

a’ A

ML
& &
o(&’(L“J a¥ 82
a ‘ & a
— (,))' (7 ) R (ﬁa' Ja’ (76)
AU —gw' + p +l/—+w'—|=0 (2.6)
a( a ) e Ty

PZ N U 2 L LR
(gl+ilja«oifm+(ﬂ“_+wu— =0

X * ( & &
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Simbolurile &, si 8, identificd termenii ce contin acceleratia verticala si
respectiv (ermenii de compresibilitate, $i vor avea valoarca 1 sau O, dupd cum s¢
doreste sau nu  luarea in considerare a acestor iermeni.

Cocficientii variabilclor dependente  vor [i considerali  constanli, pentru
cazul ciand scara fenomenului este mica.

Presupunem ca perturbatiile sunt armonice in x - si /7 cu coeficien(i
constanti:

", — ‘Sel(;u'rl: i)

w' = Wel(;‘\‘tl: V)

' _ Pel(p.\wh: M)

" Aei(yx«b )

unde u Sik sunt numercle de undd in directiile x Sic, iar v ocste

frecventa.
Inlocuind aceste funclii in sistcmul (2.6), s¢ ajunge la un sistem algebric
liniar $i omogen pentru amplitudinile S, W, P’ si A

(U -v)S+au =0
i5,(uU - vV)W +igkP =£ 4=0
a

(’77%‘3)”’”5(#“ ~ V)P + pyi(pl) - v)4 =0

_
ipaS +iakW - i, (ul/ - v)A -8, ‘—:—W = 0.

Sistcmul poate fi scris in forma matriciala:

(ut/ - v) 0 ay 0
. ¢
N p— gl N
0 ‘5.(,“( /- V) ak = w
a =0 (2.7
0 (g /L Q‘{),‘ (7(;1(/ - v) /_’7(,““ ) P
< A
-

Pentru ca sistemul sdé admitd sioalte solutii in afard de solufia banala.
determinantul coclicientilor (rcbuie sa lic nul. Accasta conduce la o ccuajic de
ordinul 4 pentru valorile permise pentru freeventa, ceca e descrie starca de basza
st Jungimea de unda a perturbatislor. Tuand in considerare variatia  parametrufui

11

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Coriolis, apare ccl de-al 5-lca mod de oscilatic pentru undele quasi-orizontale,
carc sunt caracteristice miscarilor sinoptice, la scard mare.
2.3 Unde sonore verticale

Vom omitc prima linic si prima coloand a dcterminantului si vom pune
4 =0. Notand:

2 2 L v
k:——; V=—; c.—_”:—
l ! k
unde:
T -perioada;
¢ -viteza de lazd a undclor

Raportul cclor doi termeni care compun c¢lementul din  ultima  linice,
coloana 2, csle:

oal L

ak 2at
unde¢ H csle scara verticald a atmosferei
Pentru unde sonore, acest raport ¢ste mic, deci termenul gradient poate fi
neglijat aici.
Cu aceste simplificdri si cu notatiille de mai inainte, determinantul devine:

_ Ji
5, ck ax Y
a
“a _
g£-w i —ack —-pwki=0
&
ak 0 o,ck

Rezulla ccuatia:
S~ s 2712 a2 . .. i Ja
OO0 ¢k -~ RI'yk”™ +kig -0 kl(g »—}1)——-)20
1 2 2 (/’J_. .

Rclindnd compresibilitatca i acceleratia verticala 3, =9, =1 . Putem ncglija de

(75 N o) [ — T
ascmenca —— in raport cu Rtk”. Am notat si pa= Rl
x
Rcezulia:
¢ RT
c=+ (| £ (2.8)
¢

care csle vileza laplace a sunctului si reprezinld propagarca verticala a undelor
sonore T ambele directin.
Pe de alta parte, dacd lic o,  sau 0, sunt luati zcro. adica daca s

utilizcaza  lorma incompresibila  a  ccuatici  continuitagin,  sau  perturbatia oste
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considerata hidrostatica, nu cxista unde sonore care s¢ propaga vertical. Oricum,
ipotcza de  incompresibilitate  ¢ste o loarle  drastica limitarc  pentru modclarca
atmosferei in scopuri meteorologice, pe cand aproximatia hidrostatica, care de
asemenca liltrcaza undele sonore care se propaga vertical, nu constituic o limitare
semnificaliva in investigarea perturbatiilor la scard marc a atmosferei.

2.4 Unde sonore orizontale si unde de gravitagie interne
In continuare, vom considcra cd undcle s¢ propagd numai in directia x,

deci nu vom include linia si coloana a 2-a.
Ecuatia de frecvenla devine acum:

(uU -v) au 0
0 a(ul -v) py(uU-v)|=0
ay 0 -8,(ul/ - v)

Pundnd ¢ =~ si simplificand, rczulta:
u

5,(U-¢) —y(U-c)pa=0
Acum, dacd includem termenul de compresibilitate in ccuajia de  continuitale,

6, =1 si radicinile ccuatici de freeventd sunt: radddcina triviala ¢=(0/ i din
nou vitezele de faza pentru undcle sonore:

29)

pe dc alld parte, ncglijand compresibilitatca, o, =0, ceea ce  esle
cchivalent cu ipotcza unei curgeri nedivergente, aparc numai  solulia  banala
'={/, undcle sonore fiind filtrate. )

Revenind acum la cazul genceral, si cgaland cu zero detcrminantul matricii
coclicientilor, rezultd ccuafia de freevenia:

S +4 a7 2 PR . . ~ 7_
3,0, (ul/ -v) —{RI}'(/‘ +u 0.)+gl/((02 -1)+d, :—}
: (2.10)

(ul) - v) - g,uz(g }/I(T—_Ifg.) =0
a &

Pentru a simplilica accasta ccuatic, neglijam tecemenii mici care conlin g
in termenul patratic, exprimam  ultimul  termen ca o funclic de temperatura
potentiala. Reszulia:
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o2 —
88, (ut) —v)' =[RTy(k* + 6, () - vy LERTiy 06 _

6 &

Cele patru radicini ale ccuajici corespund unci perechi de unde sonore si unei
perechi de unde de gravitatie interna.

Undele de gravitatic pot fi ncglijate, omijand ultimul termen, care confine
g . Pentru simplificarc vom neglija de asemenca si curentul de bazd si vom
pune §,=0,=1 , in care caz, ccuaia d¢ mai sus s¢ reduce la binecunoscuta
formula pentru viteza sunctului:

¢t = }/R'I_' s
unde

v
Ve + 4

Este evident c¢a ipoteza de incompresibilitatc sau cea a  echilibrului
hidrostatic va climina undcle sonore care au 0 componentd verticald a vilezei de
faza.

=

Pentru a izola undcle de gravitatie, s¢ ia 6, =0 si 6, =1. Punand / =0
s¢ pun in cviden{d urmailoarcle frecvenie, relative la curentul de baza:

(2.11)

Aceste oscilalii gravitajionale sunt stabile daca gradientul temperaturii cste

A . 0 . . L .. 00
subadiabatic, adica e >0. Daca gradicntul c¢ste supraadiabatic adica S < 0
= - [

perturbatia s amplifica.
Daca adincimea perturbatici ¢ste mare comparatda cu  scara  orizonlala
10>k, sioreszultd:

, 70
v=1 “:’(—0- 2.12)
6 &

Accastla cste [reeventa Brunt-Vaisala pentru oscilatii verticale senmilicative.
Daca gradicntul cste supraadiabatic, v cste imaginard i perturbatia sc amplilica
cxponential in timp.

Acum daca scara orizontala cste mult mai mare decdt cea verticald.
aproximatia hidrostatica cste valabila 51 o, - 0 . rezulta:
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, M gdl
k20§'

ceea ce poale proveni si din relatia de mai inainte, cu k% > y’.
In continuare, pentru o propagare strict orizontald v =cu si rezultatul
acesla se scrie:

c=il

p (2.13)

@l|oe
¥R

care exprimi viteza de fazd pentru propagarca orizontala a undelor de gravitatie
internd, rezultat care va fi dezvollal mai larziu, intr-o forma usor diferitd, din alt
punct de vedere.

2.5 Undc de gravitajic de suprafati

Cazul urmitor de unde care s¢ propagd orizomtal, va permite misclri pe
orizontald si verticala.
Atmosfera va fi consideratd incompresibild a’=0 .
Deoarece fluidul este incompresibil, va cxista o suprafald superioard liberd.
Ecuatiile de miscare linerarizate, la care am renuntat la notalia cu “prim’™:

Q+Uﬂ+é@:0,
& px
15(—+U—) é@:(), (2.14)
p &
—+—:O.
& &

Ecualia echilibrului hidrostatic aplicata la miscarca neperturbatad este:

g=—sp

Integrand accastd ccualic de la z=0 pidnd la indllimea suprafelei libere H
(undc¢ nu mai cxista perturbatii) rezulia:

£pH = p,

In continuarc vom presupune ¢a perturbatiile sunt armonice:
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(
u= ‘P(:)e"'(" “

1 W= (b(:)cu:(.\' ot) .

- P(:)(,’ ig{ x -ct)

e

.

Inlocuind in sistem si simplilicAnd rezulta:
(U - c)‘l’(:) + P(:) =0

iyé'((/ —c)(b(:) + I”(:) =0, (2.15)
i,u‘P(:) + CD'(:) =0

Eliminand P(:) din primele 2 cecuatii si mai departe climinand ‘P(:), rezulta
ecualia:

®"(z) - 4’ 50(z)=0

Considerdm 2 cazuri: 6 =1 in care acceleratiile verticale sunt permisc si
0 =0 cand perturbatiile sunt hidrostatice. Solutiile sunt respectiv:

O(z) = a,e” +a,e © pentru 8 =1
®(z) = aj- +a; pentry 6 =0

“ »

unde cocficienfii  “a” sunt arbitrari si pot i dcterminali din  conditiile  la
frontiera.

La fronticra inferioara, care se¢ presupune a (i orizontald, viteza verticala csie
nulad. Deci a, = -a, =a, pentru 6 =1 si deci:

D(z) = a(e“ —e"‘“) pentru 6 =1

Dezvoltand functiile exponentiale in serie de puteri, s¢ poate aproxima:
O(z) = 2apez+....

In cazul hidrostatic (6 =0), a; =0 si punénd a' =a, rezulta:
®(z)=a:

Cea de-a doua conditic de fronticrd cste ca presiunca tolald a unci particule la
suprafa(d (carc trebuic sd riménd pe {ronticrd) ramdnc neschimbatd. Deci:

p+
,‘_(//1)_) =0 pe supralata libera
dt
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(8]

1l
T

Accasla poate {i aproximata prin lincarizare si aplicind accasta condilic la
. Rezula:

@4.(]@-}-”/@:0 la z=H
a & &

Utilizand solutiile @(z)in sistemul initial rezulta:

Cazul 1: Nehidrostatic (& = 1)

¥(z) = ia(e"z te )
P(z) = —ia(U - c)(e“’ +e “)

Introducdnd valorile acestor functii, (indnd cont d¢ forma perturbatiilor in
conditia la limitd pentru z = H sc obtin radacinile ccuatici de frecvenia:

o}
c=U i( 8L n 2
2 L

Cazul 2: Hidrostatic (6 =0):

a'i
Y(z)=—
(0=
ia'(U - c)
P(z)=-————=
0=
Proceddnd similar se¢ ajunge la:

c=U=+JgH (2.16)

Undele care caldtoresc cu viteza de laza data de relajia de mai sus sunt
in general numite “shallow-water” (apa putin adancd) sau unde lungi. Cind
raportul H/L, in expresia vitezei undelor din cazul nchidrostatic, este relativ

mare (in jur de 0,5 cste suficient) viteza de fazd cste aproximatéd cu:

c=U1 st 2.17)

2

Undcle sunt numite unde “deep-water” (apd addncd) si traiccloriile particulei sunt

aproape  circulare. Pe de  alta  parte, pentru  valori mici  ale  raportului

H/I. (<0,04) formula sc reduce la cea valubildi pentru cazul hidrostatic  si

traicctoriile particulclor sunt clipse foarte ntinse si sunt aproape linii orizontale.
Daca s¢ presupune o atmoslerd omogend, ccuatia hidrostatica da:
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oH =20 _ gy
P

si vileza de [azd a undclor se poale scric:c =/ +JRT
Astfel, viteza undelor de gravitatic lungi, csic aproape viteza undelor sonore.

Vileza de¢ fazd a undelor de gravitalic lungi a fost obfinutd neglijand
acceleratia verticald si presupundnd perturbatia hidrostatica. Acest rezultat poate
fi oblinut intr-un mod mai direct. Presupunand echilibrul hidrostatic, rezulta
imediat c¢i pentru orice punct din fluid gp(h—z)=p, unde h este indliimea
suprafefei libere. Punand A= H +h' si rezulla:

gph' = p’

si deci, nemailuand in considcrare notafia cu prim:

o 1ép
&  px
astfel ca prima ccualic d¢ miscare s¢ scric in perturbatii:
127 14 ch
—+l/—+g—=0
a X &
Cea dc-a 2-a ccuatic in # si A sc¢ obfinc integrand ecuafia de continuitate pe
verticald. In acclasi mod, ccualia conservarii masei poate fi dezvoltata direct in
functic d¢ © si A, dupd cum urmcaza (lig.2.1)

Aph) __ Apuh)
a X
Lincarizand si simplificind, rezulla:

LTSN TLL

a & 1Z. 3

7
uh + ~— puhdx
P X e
puh

Iig.2.1 Continuitatea de masa

unde © §i A sunt acum perturbatii.
Intrucat & si A sunt funclii de =, pot fi luate d¢ lorma:

_ X )
Ju =, .
unde u . A, sunl constantc
W/' . h "Aul v ‘
A
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Inlocuind in sistemul celor 2 ccuatii in A si wu si pundnd condilia ca
determinantul coeficientilor sa fic nul, rezulta din nou vileza de fazd, pentru
undcle “shallow-water”:
c=U=.gH

ccea ce era cunoscul. Acestc unde se mai numesc externe, intrucdt maximul este
atins la frontiera fluidului. Exista de asemenca unde de gravitatie interndi care se
pot dezvolta pc interfeiele de discontinuitate de densitate sau vitezd. vitezele de
propagare pentru astfel d¢ unde de gravitalie intcrna pot fi diferite fatd de cele
mentionate mai inainte. D¢ excmplu, in cazul simplu a 2 niveluri semi-infinite
separale prinir-o suprafald de discontinuitate de ordinul zero a densitdlii §i a
vilezei, viteza de faza c¢ste data de:

L PU+PU" gl(p-p’) B pp'(U - U')2
p+p' 27(p+ ) (p+p?)

unde cu prim am notat parametrii nivelului supcerior. S-a presupus cl perturbatiile
sunt nule la +co. Vileza de fazd pentru undele “deep-water” poate fi obfinutd
pundnd p’'=0.

2.6 Unde de gravitajie inertiale

Vom lua in considcrare miscarca de¢ rotajic a Pidmintului. Considerfim un
curent zonal constant de bazd {/, in balanta geostrofici:

y-_8M

S ¥
H este addncimea unui fluid de densitate constantd. Dacli perturbatiile
u,v si h, la fel ca si f sunt considerate independente de y, rezultd urmiitorul

sistem de ecuatii:

127 l2 ] oh

—+U—- —=0

atVa ey

& 7Y oh

ZirUZ 4 fu+9===0 2.18
12V Ju 5 . (2.18)
é+Ué+HQ+-véH—=O

| a 17, &

Considerdand H  constant si presupundnd perturbalii armonice de forma

(x o)

u e , eslc necesar pentru ca u,,v, $ih, sé aibd solutii nenule, si fie
indcplinitda condifia:
(U —¢)i —f gL
f p(l/ - c)i 0 =0
1/
Hyi M u(U - )i
£
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ceea c¢ conduce la urmatoarca ccualic de frecventa:

2
(U—c)J —gH(l/—c)+“yL2:0

S¢ pot gasi radacini aproximalive pentru aceasla ecuatie de gradul 3,
considerand c¢d cel putin una din vilezele de fazd este considerabil mai mica
decit cea a undelor de gravitatie, deci: gH >> (U —¢)’. Astfel primul termen

poate fi neglijat in raport cu cel de-al doilea si- deci:

o
i 1+fz//(/‘zghr)

(2.19)

Pentru  valori  tipice ale lwi  fou SIH pentru  atmosfera,
S J(#7gH)~(£/20)" cu L in mii de kilometri. Rezulta deci ¢=U justificand
ipoteza inifiala.

Celelalte doua radacini, care sc¢ astcaptd sa reprezinte unde de gravilalie,
s¢ pot oblinc presupundnd ¢>> 0, in care caz Uf’/,u2 poate fi adaugat
ultimul termen din ccuatia de [reevenld, care se scric intr-o forma mai simpla:

-2
U-o) —gHU -)-L(W-J)=0
M
Rezolvand c¢cuatia, oblinem ¢ =0/, ca mai sus sl:
. S’
c=U% || gH+~—~ (2.20)
H

care reprezinld vitezele de faza pentru undele de gravitajie inerjiale. Dupa cum
s-a ardlal mai inainte /7 /4’ cste in general mic in comparatic cu gH .

2.7 Oscilagli inertiale

Este de interes sd cercetdm modul in care sunt posibile oscilatiile
orizontalc in atmosferd, ciand fluctuatiile presiunii sunt ncglijabile. Pentru acest
scop, vom ncglija variajia spaliald a perturbatiilor i vom omite curentul de
baza U/ .

Rczultd un sistem simplu:

vz
o A=0
3 /
oy .
=+ N = O
13 !

I'olosind procedura obisnuiti:
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vt vt

u=ue', v=yvye
carc va conduce la:

—-iv —f

si ecuatia de frecvenla cu solutia:
v=1tf

Perioada oscilatiilor inerjiale este 2z/v si deci rezultd 12h/sing adicd aproape
17 h la 45° latitudine. Astfel frecvenia oscilatiilor inertiale la latitudini medii
este considerabil mai mare decdt a undelor sinoptice ordinare care au perioade
de la citeva zile la o sdptimana. Introducdnd in sistemul inijial u, $i v,
pentru fiecare in raddcinile +/ rezulia:

Voo =Tty s Vo =1y
Solutia completd a sistcmului de ecualii este:

it 1]
u=u,e +u,e"

v=—iug e +iu, e

Din sistem rezulti:

2 2
Aot +v)

a

care este de asemenca verificatd de partea reald a solutiilor sistemului.

2.8 Unde Rossby

Continudnd investigarea efectelor rotatici pamantului  asupra  migcdrilor
ondulatorii din atmosferd, vom considcra din nou un fluid incompresibil
omogen ldra [recare, cu o fronticra de jos, orizontald si o suprafaid liberd
dcasupra. Presupunind c¢d atmosfera este  determinatd  hidrostatic, ccuatia de
miscare s¢ cxprimd in (orma:
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M 127 12l h
_+”_+p__ )+ l—::O
Y r+g

& & (221 a)
%+u%+v%+ﬁt+g§-:0 (221 b)

Din cauza ipotezei de densitate constantd, forta de presiune orizontald
este independemta de indltime. Presupundnd ca, campul vantului este inifial
independent de indl{ime, acesta va ramadne asa, astfel incdt termenii de advectie
verticala au fost omisi in sistcmul dc mai sus.

Cu ipoteza de incompresibilitate, ccuatia de continuitate este lineard:

at v w

—+—+—=0
& & &

Integrand aceasta ccuatic in raport cu -, s¢ obline:

(dl B) htw, —w, =0
& &

Conform condititlor la limita cincmatice, w (rebuic sa s¢ anuleze la
limita inferioard, w, =0. Pc dc alld partc. vilcza verticala w =2 la limita
superioard, reprezinld vileza cu care este ridicata suprafaja libera.

Astfel: w =h si deci:

,,(QJFQ} - - _(ﬁ o, v@) (2.22)
& a & &

Avem astlel un sistem de 3 ccuatii cu necunoscutele w,v Sih.

notand: ¢ = & _X
& &

putem obtinc ccuatia turbionului:

12 €. e 2 TR 1,
Lol Epe o 22

care de asemenca poate i scrisa:

i(_g*_-_/f_) 0 (2.23)

1/]
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ctf
h

l:cuatia arata faptul ca, cantitatca , carc s¢ numesie turbion potential, se

conscrva.
Scopul ccuatici turbionului este de a introduce variatia latitudinald a
parametrului Coriolis £, pentru simplificarca analizei.

Pentru a obfine solufii analiticc pentru sistemul de ecuatii (2.21 ab),
(2.22) si (2.23), ecuatiile vor fi linearizate cu metoda perturbatiei.
Presupundnd un curent zonal U si perturbalii independente de y,

oh
—+U ) -fr+g—=0
5( u- gé}c

(—+U a)h M w¥_y
a &) o &

2 a)au Py
—+U—|—+p+f—=0
(a+ ala TP 5

reczulta:

Aici H este grosimea medic a fluidului, Lid este turbionul, w,v si h

reprezinta perturbatii.

Coclicientul & al opcratorului lincar diferential in prima ecuatic va
identifica sursa acestui termen-ecuajia d¢ conservare a momentului.
In starea neperturbald ecuatia (2.21 b) se reduce la:

- oM
fU—g@

care poate fi folosita in sistemul de¢ mai sus.
Vom considera solutii armonice pentru perturbatiile wu,v s§i h .

u= uoem(rcl)

X ol 2
v=vet =T
h h l[l x Ll) ‘

Pentru a simplifica analiza, f si f vor {i presupuse constanie, la fel si
u.,v sih
0 [ 0

Inlocuind in sistemul de ecuatii s¢ ajunge la urmatorul sistem de ecuatii:
(U - )igmy — fo, + giphy = 0
U
Higm, - —j——v(, +(U/ - ¢)iph, =0
' s

Sigu, + [,1}~ wi(U - c)]\'“ =0
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Solutii nenule existd numai daca determinantul coeficientilor este nul:

o -¢) -f g

S B-w(U-¢) 0 |=0

H U U-c
g

Dezvoltind:
[B-1(U- c)IgH -5 =)' |- [ - )-v]=0

mai intdi presupuncm ca vitecza de fazd este mult mai micd decdt a undelor de
gravitagic:

(U-c) <<gH
Rezulta:

[B-w W -<)|gH - 1|V -¢)-u]=0
Rezolvand pentru ¢ - U rezulta:

B+ U gH

c=U-
u'+f/gH

Pentru a aproxima radicinilc carc mai rimin, prcsupunem cd vileza undcelor
depidseste (C, (viteza undei Rossby):

| >>|(,'R|E‘U—%‘

Intrucdt C, si U au acelasi ordin de¢ mirime,
| >> |, le-U|>>U

Cu aceste aproximatii, tcrmenul ce contine g poate i omis, la el si
ultimul ¢/ din ccuagia de (reevenla:

g [gH -0 - )U )} =0

Sau
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2
U-cf =gh+L 5=
H
f2
c=U=_|gH+— (2.24)
M

2.9 Procesul de ajustare geostrofic

O problemid car¢ a fost luala in considerare mai recent, esle ajustarea
mutuald a cidmpului masei si al vitezei, cand nu existd un balans inifial. Este
important pentru neccesitalca dc a avea o delcrminare potrivitd conditiilor
iniliale pentru masd si vitezi pentru integrare numericd a ecuafiilor de miscare
primitive.

Consideram un fluid barotrop cu un nivel de grosime H cu aceste
conditii inifiale impuse la ¢ =0.

u=u,, <a
u, =0, |y] >a, (2.25)
v, =0, (Vh)0 =0

Intrucét transportul latcral al masci- estc important aici, variatiile in
directia x vor fi neglijate. Rezultd urmitorul sistem de ecuatii lineare:

%-ﬁ:o (226 1)
1%H«“g%:o (226 b)
%+H%:O (2.26 ¢)

Derivim (2.26 b) in raport cu ¢si (2.26 ¢) in raport cu y :

& Y &h
52‘:”5:_14@& 227
si:
2 2
Oh _ _yov (2.28)

da ¥’

Inlocuind din (2.26 a) si (2.28) in (2.27) rezulid o ccuatic pentru v:
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_+fzv—gH§:0 (229)
Pentru solutii de tip undi de forma Ae'® ™

propagd cu frecvenja (c = v/k)

v=1f? +gHk®

unde &k este numirul de undi in directia y.

, undele de gravitatie inerfiale sc

Pentru analiza procesului de ajustare, trebuie sd includem difuzia. Pentru
aceasta solutia poate fi rcprezentata prin integrala Fourier.

1 po _ ,
V(y,l): -;I_mv(k,’)e‘ydk
unde:

(k)= [ vt)e ™ dy

Aceaste integrale sunt transformdn Fourier inverse si directe.

a

In continuare, ccualia (2.29) poate fi transformatd in spatiul (k,l)

by

fomullind cu e ™ si integrind in raport cu y de la —0 la + c0.

TR : A (X .
Primii doi termeni sunt respectiv T si f v(k,t) , pe cand cel

. v - .
de-al treilea termen —— se transformd in -k’V(k,r). Rezultd cd ccualia

transformald este:

v (k1)

e +(f + gHE Jo(k,0) = 0

carc are solufia generala:
V(k,1) = A(k)cosvt + B(k)sin vt (2.30)
unde v este definit mai inainte.

Pentru a determina A(k), punem /=0 in si folosind definitia lui v(k,s) ,
rezultd:

1 ¢= \ .
A(k):;[mv(y,O)e Y dy (2.31)
Derivind relatia (2.30) rczulta:
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F(k,1)

3 = —vA(k)sin v + vB(k)cos vt
é

ﬁ(k o) (k) = I o'\(y,O) by
Deci:

B(k) = — j w M0, dy

2.32
4 (2.32)

Rezulta din (2.26 b), folosind condifia inifiala (2.25) ca:

P9 _

5 — fu,, pentru y < |a|

Din (2.31) rezultd A(k)=0 si din (2.32):

B(k)— I fe"’udy—%

de unde:

)
B(k) = - 2P inka
kv
Substituind aceste valori in (2.30) rezulia:
V(k,1) = —=—Lsinkasinv

Si din definitia lui v(y,7) rezulta:

e™ dk

2ﬁ40 I sin ka sin v

vn1) = ° kv

Intrucdt distribujia inifiald cste simetrica in raport cu y, solujia poate h
scrisa ca o integrald din cosinus, adica:

=2 fu, ¢+ sinka sin v
W)= =2 cosky dk
b4 (1) k V
unde v ¢ste cunoscut.
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Unele rezultate interesante pot fi obginute pentru  valori  tipice  ale
diversilor parametri.

De exemplu: w, =10m/s, f=10"*sec', H=10"m, raza deformirii A,

2

A= (ﬁ) = 1000km

Valoarca mica comparalivd a lui H ceste aleasd pentru a reduce viteza de grup
maxima gl? a undelor de gravitatic extreme (de suprafald la o valoare
apropiatd dc¢ cca a undclor de gravitatic internd in atmosferd, care vor avea ca
efect principal redistribuirea masci intr-o siluatic concreta de “ncbalania”.

Figurile urmatoare, dupa Winninghroff, prezintd inaljimea suprafeei
funclic de timp la y=-a, indl{imea supralcici ca o funclic de¢ y dupa 80 de
ore §i vileza laterala ca o funclic de timp la y=0.

h(m)

0 10 20 30 40 h)

Fig.2.2 Inallimea suprafelei ca funclic de timp la y = —a = -500km

h(m) 404
O 1/&’/_\/\_”\}\,\
-40 ]
0 8000 16000 24000 32000 y (Km)

Fig.2.3 Inallimca suprafeiei ca functic de y dupa 800 de ore, a = 500km
In figura 2.2 notdm o ridicare initiala a suprafetei in punctul y = -a.
dcoarcce masa csie transporlata rapid spre dreapta centrului curentului v = 0.

58

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Suprafata oscilcaza apoi, deoarcce undele de  gravitatic incriiale sc¢  propaga
latcral (raversand  curentul cu oscilatii care scad in timp, dcoarece curentul
tinde catre un echilibru geostrofic.

I.inia verticald din figura 2.3 la aproape 30000 km aratd prezenla unei
regiuni de influenid care s¢ propagid cu vileza de grup maximd G = ./gH .
Mai general:

Gzc—l‘ilﬁ

dlL

Figura 2.4 aratd variatia vitezei laterale cu timpul la mijlocul curentului
inifial y =0. Deplasarca initiala a masci spre dreapta, se reflecta in viteze
negative in primele caleva ore.

Miscédrile de pgravitatic inerfialc in  atmosferd au amplitudine mica,
fntrucat ele tind sa fic cstompate prin  dispersia de  cnergic in  spectrul
lungimilor de unda care sunt prezentate in mod obisnuit.

10

vm/s
0

-10

Fig.2.4. Vitcza laterald ca o funciic de timp la y =0, a=2000km

Ca o consecind, cnergia tolald a accestor miscdri tinde sa fie dispersata
in regiuni din ce in ¢e mai mari si este eventual disipata prin frecare.

In raport cu perturbatiile sinoptice, o funclic importantd a undelor de
gravilalie inerfiale este d¢ a ajusta ncpotrivirca dintre campul de presiune si cel
al vantului, carc tinde citre o slare cuasi-geostrofica, proces care este numit in
mod curent, ajustare geostrolica.

Natura precisd a acestui proces depinde critic de scara migcarii L. Daca
accastd scard eslec mare in comparalic cu raza dcformatici, L > A, efectul
ajustarii eslc mai intdi schimbarca cidmpului véntului, pe cédnd pentru scari mici,
l. < A, campul masei se schimba mai rapid.

In problema precedentd campul de viltezd zonal a fost impus instantancu
pentru un  (luid  stajionar in  cchilibru. Forfa Coriolis genercaza unde de
gravitatic incrtiale carc s¢ propaga lateral, care redistribuic masa $i energia. O
problema analoaga consta din impuncrea dintr-o datd a unei distribujii de masa
varigbile latcral pentru un [luid  stationar in  cchilibru, si apoi determinarca
caracterului evolutici cdmpului de viteze si redistribuirea masei.

l:cuatiilc pentru accastd problemd sunt identice cu cele precedente, dar
csle mai convenabil sd oblinem o ccualic diferentiald pentru indliimea suprafeiei
decat pentru vileza sioasta s¢ obtine intr-un mod indirect, utilizdnd ccuatia
turbionului potential. care se poale scrie:
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ﬂ:O undc: q:?\}——é}—l—ﬂ

o & & H

Cand condifia dc cgalitale pentru valorile initiale si finale ale turbionului
polenfial este impusd, impreund cu ipolcza cd slarca [inala esle geostrofica,
este usor de obfinut expresii pentru distributiile limitate ale ndl{imii si vitezei.

In cazul cind distribufia inifiala a Tnallimii estc datd de h=h, , | y| <a
si h0=0,Ly|>0, campurile rezultante dupad un inteval infinit de¢ timp sunt
simetrice faid dc y =0 cu vanturi de vest spre nord si vanluri de est spre
sud. Intrucat turbionul potential trebuic sa rimana zero pentru |y|>0 ,
cresterea lui A trebuie sa fic estompald prin contributii laterale conform relatici
de mai sus.

Apar doud probleme in legdturd cu rezolvarea sistemului de ecuatii
primitive pentru prognoza numericd. Prima estc de a simula corespunzator
ajustarca geostroficd cilre starca sa caracteristica cuasi-nedivergentd, de exemplu
in raport cu condifiilc inifialc unde pot fi ncpotriviri eronate intre cdmpurile de
masi i vilezd, datorita datelor de observatic putine si incorecte.

A doua cste ¢a schema de integrare numcrica trebuie sd prognozeze corecl
miscarca la scard marc a almosferei si deci transformirile dintre energia
cinctica si cca potentiala.
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3. ANALIZA 1.A SCARA

3.1 Analiza la scard pentru variabile termodinamice si
ecuatii dc bilant

O analiza la scara, furnizeaza o mctoda sistematica de comparare a
madrimilor diferijilor termeni care apar in ccuatii hidrodinamice care guverncaza
miscarile atmoslerice.

Aceasta teoric impreund cu consideragii energetice, permile  desemnarea
unor modcle consistenle  dinamic  $i malcmatic  pentru  analiza  dinamica i
prognoza numericd a vremii Haltiner [1971].

Variabilcle [izice sunt presupuse a avea valori caracleristice si scara in
spatiu si timp dupa cum urmcaza.

L -scara orizontald caracteristica (grosicr un sfert din lungimea de unda a
perturbatiet);

D -scara verlicald caracteristicd,

H -scara ina{imii atmosferei (uzual troposicra);

V W -scara caracteristica a vilezelor orizontale si verlicale;

L . s . .

v -perioada caracteristica (0 perioada de advectic);

D¢ exemplu pentru unde sinoptice tipice: L ~ 1000 km, H ~10 km, } ~10m/s.
Se¢ presupune ca marimea aproximativd a derivatelor este:

N R T T
& & L’ & L a LV L
\Y
21,
\Y

I'ig.3.1 - Mairimi caracteristice

Vom analiza urmatoarcle ccuatii, care descriv miscarca {ard {recare:
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V+2Qxv=-—aVp+g
1

_p:_V.v

p

C,T. P RiC,

'0 0=, 3:7(——) 3.1
P

pa =RT a=l
p

Variabile termodinamice
Presupunand c¢a atmosfera are temperalura conslanti 6 si integrand
ecuatia hidrostatica:

dp=—-gpd= rezulla:

p=FPe wIRE _ py il

unde H :M (3.2)
g

defineste scara indl{imii, ca fiind nivelul unde presiunca atmosferica este cgala
cu Ple, adicd aproximativ 37% din valoarea sa la nivelul marii.

In continuare, vom scric variabilcle termodinamice in  formi
adimensionald, ca perturbatii de la o stare de referinia (standard) care depinde
numai de z:

p=p.(z)+d=P(p, +&p)
I'=1(2)+6T = 8(T" + 51")

6=20,(z)+356=06(6. +50") 3.3)
I’ ' o 7Y P ' o L
p:px(:)+5p:ﬁ(px +bp)— g—H(p‘ +0p)

a= aj(z)+5a = i}f—(a; +5a') = g—ﬁ(a: +'5a')

Cantitatile adimensionale 7;’,p_",p:_,a:,0: sunt apropiale de unitale, pe
caind 67", o', 0p',0a’ si 66’ sunt mult mai mici decat 1. [iste cvident ca
variabilcle adimensionale pentru atmoslera standard satisfac relatiile:

! ] ! rpr
p.=—p. =Pl
a, (3.4)

o =T
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Daca coordonata verticald cste scalatd cu  ajutorul indljimii A, de
excmplu:

A 1
— = ——=, rclalia hidrostaticd devine:
& H&
c‘p' Zln p! 1
s sau - = 35
o= —p! v T (3.5)

In general, variabilcle termodinamice care reprezinta starca de referintd a
atmosferei vor fi scalale vertical cu parametrul H, pe cand variabilele dinamice
&', 07" etc. sunt scalalc in conformitalc cu lungimea caracteristicd de scald,
care pentru direcfia verticald este . Introducdnd variabilcle adimensionale i
ecualia de starc oblinem:

P(p: &)) (a +8a’)= RO(1" +61")

Neglijand produsele de perturbatii $i utilizdnd (3.4) rezulta:

piéa’+a'dp’=481"
s
&I 5’[!

3.6
A T N

a

Ecuafla de continultate

In coordonate curbilinii sferice (vezi ancxa A2), ecuajia de conlinuitate
esle:

vigp v 2w

(ln.p)+—+é— +—+=—=0
& & r & or a7
vy vy v woaw _,
1 L L a D a

Ordinele de mérime sunt scrise sub ficcare termen.
Deoarcee r ~a (a raza pamantului):

W2 W

_— g —

r a D
De asemenca

Ay 1
b rap

/)/ plLl - I
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De asemenca

L. NL__AP <K

pp pLV L

rezultd cd ultimul termen din (3.7) poate fi neglijat. Mai mult, primii 3

termeni din (3.7) sunt de ordinul de mirime % sau mai mici, dar:

Z<K sau W<2V (38)
D L L

Pentru miscéri la scard mare, D/L <<1, deci W <<V
. R . . . <
Este evident in mod empiric cd termenii — si — tind sd se

compenseze unul pe celdlalt, si deci suma lor este de un ordin de mérime mai
micd decdt fiecare termen individual.

Ecua‘la de miscare orizontald

Se considera ecualia de miscare:

ﬁ+(\'V)v+wﬁ+_ﬂ‘:x v=-aVp

5‘2 " V‘?" 3.1
. wo

L L D U4

Dar f =2Qsing ~10*s", iar pentru misciri la scard mare %~10 %

In consecin(d, accelerajia orizontald ¢ste de un ordin de méirime mai mic decét
forta Coriolis. Rezultd ca pentru aceastd scari a migclrii fora de presiune
trebuic sa fic dc acclasi ordin de marime ca forta Coriolis (vdntul geostrofic).

Raportul dintre acceleratie si forla Coriolis este denumit numarul lui
Rossby R, .

R, = —‘_/— (3.12)
S
Pentru R, <0.1 suntem in cadrul aproximaliei geostrofice.
Licuatia (3.11) poate fi scrisd in forma adimensionald, utilizéind (3.3),
alte valori caracteristice si numarul lui Rossby:

R
R v+ Lk xye-HZ0 ymisg (3.13)
o T D I

unde / cste valoarca parametrului Coriolis la o latitudine medie i:

'H
-1, v:l'\";V:I"V’;a:L—P—a' 3.14)
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iar l":V%. 5 (numanil i Froude)

Este evident din (3.13) intucdt V'~1~a’, ca :

&'~ DF[HR pentru R, <1
(3.15)
&' ~DF/H pentru R >1
sau
op' ~ DF/HRl
unde
R, =R, pentru R, <1
R =1 pentru R 21

O valoare mica a lui R,, sau o valoare marc a lui / pot fi asociate
cu o perturbatic mare de presiune.

Ecuatia de miscare verticald

In coordonate curbilinii sferice ¢cualia se¢ scrie:

2 2
i A 2Qcos¢+g+ai:0
r 174
Considerdnd miscdri cu v~10 m/s, f ~10"*s"", al doilea si al (reilea
termen sunt de cel putin 4 ordine de¢ marime mai mici decdt forla dc¢
gravitajie. Rezula:

. Pp _
+g+a—=0 3.16
Wrgra— (3.16)

Introducdnd variabilele adimensionale, rezulia:

4.4

—Z—W’ +g +g—:1—(a; +5a')£@i’+ ﬂ-(a: +5a’)%@ =0

Hea  p
carc se reduce la:

Kl_w'_ga_a_+_gl_1.(a’ +5(1')—ﬁ& =0 (3.17)

L a D\ 1744
Primul tcrmen are marimea VW/L, pe cind ultimul termen, folosind (3.15) are
mirimea 72 /DR,. Raportul dintre acceleratic si perturbalia verticald a foriei de
presiune este:

(VW/L)HR  WDR DR [y

L 1 < | < -
(gH D)DF VL A K
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ccea ce arald ¢ D?/IP << este o condific suficicntd pentru  aproximatia
hidrostatica. Accasta cstc cvident valabild pentru miscari tipice la scara mare,
deoarece [ ecste foarte mic in comparalic cu L, si nu este valabila de
exemplu pentru studiul convecliei, unde D~ L. Cu aproximatia hidrostatica,
(3.17) se¢ reduce la:

—ai':ﬁ(a' +5a’)@
a DV '

. . . (3.18)
5a'~£1)1' _I_'~£
a; D HRI R| p;
Folosind relatia (3.15) in (3.16) rezulia:
orT _F DF F (3.19)

5
7;’ R HR RI
In mod smuldr, mlroduccrca unor cantilali adimensionale 1in  definijia
temperaturii polen(iale conduce la:

_6£ _or R &’

0; - 'I;’ ¢, pl’_

iar

o0’ : A
L _F RDF_F (.20
o R ¢ HR R

Principiul 1 al termodinamicii
Poate {i scris sub forma adiabatica:

é,lne+v-Vln9+a) Iin6

1z | f% o4

=0

Putem scric in conlinuarc:
(—7+v V)ln r—— ( ) '+50 sp—i
a 9: L Rl
é’@ '
wﬁln 6|1+ 00" = (7-ln L =
174 s 09_"_ 9.; 174 é: _ 9:_

In@ d 60" Wo  wir
=+

= W + W —
14 iz D DR
5
Cln@ . . o
unde o = I)—--%_—"— este parametrul de stabilitate statica, bazal pe o atmoslera
3 (-

standard $i care arc o valoare de aproximativ 0,1.
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Rezulta ca:
1y W o, WK
+ +
LRl D I)Rl

~

Pentru misciri la scard sinopticd /' ~19 ' deci Wo [D>WI/DR, .
Rezulta cda primii doi termeni din relajia precedenta trebuie sd aibda  acelasi
ordin d¢ marime, dar de semn opus, deci

vk Wo, DVE

sau W ~
LRl D LaxRl

—_—~

Acceleratia orizontala

Acceleratia vantului orizontal poate i dezvoliata astlel:

: (0” ) N
v=|—+v-V|iv+w—
a &

v: v owvy v Ve

_ —_— ,——

L L D L Lo R

(321)

Pentru migcari la scard mare, F /a Rl ~10", deci advecfia verlicald a
¥
momentului este uzual de aproape un ordin de marime mai mic decdt advectia
orizontald a momentului pentru miscarea la scard mare.

Ecuatia de continuitate

Revenind la ecuatia de continuitale, temperatura potenfiala @ se poate scrie sub

c
forma: In@ = -Inp+—Inp+const.
c

yi

Deci

v

& c, V74 174 ¢, RT 74

Substituind in ecualia de conlinuitate:

’ ¢
(é+v-V)lnp— . gw—wﬁln0+V-v+Q:O
a ¢, RT 174 74

Marimile diferifilor termeni sunt:

o ) Vop
: —+v-Vilnp~——
(@) [a PTUIR

cgw Cow S D EFT

¢ Rl ¢ H ¢ Ho R I
14 4 P » 1

(b)

67

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



© Y "D RL
V
d Vv —
(d) ve7
v W F V
© T~

Intrucat F /asRl ~107' pentru perturba(ii la scari mare, rezulld ci: V-v<% ceea
. o Y . . .
ce stabileste ca:% si — ambele de ordmul% trebuie si fic de semn opus si

div v=i/& + N/ ~10" % ~107°¢s7" .

Pentru perturbalii adanci D~ H si o, <1 . Rezultd cd (b) esle mai mare
decdt (a) si (c) si deci ecualia de continuilate se scrie:

c
Vov+ 2 _ 8

erturbatii adanci
& c RT P { )
sau inlocuind ambii termeni care contin adveciia verticalda a densitatii:

T P02
17 72

Cind perturbatiile sunt putin adanci, D/H <1 ultimul termen din ccuafia
de mai sus se neglijcazd si se relin numai (d) si (e):

V-v+ % =0 (perturbatii putin adanci)

V-v=0 ( fluid quasi nedivergent)

Coordonatele de presiune

Daca aproximatia geostroficd esle valabilda e convenabil sa ulilizim
x,y, p,t . Ecuatiile de miscare se scriu:

%+(V-V)v+wg+jkxv:—v¢

—ﬁ—0+v-V9+wﬁ=0
a
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.
\Y v+é—w:0

(5%
& _-RT (3.22)
74 p

unde:

L _ @ P (0" )
= = —+ V + —_ = — 4+ V p—tl
w=p a V-Vp wa’ a \4 pP—8pw

I/P(o” ) wp .
~ 2 aveevlen -2 p + 8o’
) / -+ V op (p‘ p)

_VPDF __DVFP__ DVPE
LHR Lo HR HLo R

Al doilea termen este de regula dominant, sugerdnd urmdloarca scalare:

W = DVPF ®' = bve ©' cu numirul lui Richarson:
HLo R, HLR R,

i (&/&)2 V' F

R = gonb/ gDo _9,

pentru R =R, <l;w~10"hPa/s.
Scalarea geopotentialului ® = gz este:

O = gHO'
Cu acestea ecualia de migcare se poale scrie:

2 4 ‘DI ’
L(;’ +v"V’)v’+%[}JPR w’g’ + fVk x v’+—g[ﬂV'((D’+5¢'):O
. .
s 1

v

D
unde & =-—"p’
¢ 7 1

Impariind ccualia cu l_'f si simplilicdnd:

3 5 " —p
R ( ~ \"-V')V' +-—I—— w0 S Lk v’ = ——LiV'dD'
"\’ o aq f LIf
sau
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R’ ' HR
R (i+ v’-V’)v'+—'—2w'i+i_k xv' =—LV'&D' =0
"ot RR* &' f DF

RR’~1 pentru unde sinoptice (R| ~10",6 ~107,F=10",R ~ 102).

Comparénd fortele de presiune si foriele Coriolis, cu RI ~0,1 rezulta:

&' ~ DF[HR,
HR

"= —L5p' ~ |
DF

In acelasi mod, ccualia termodinamicii, ecualia de continuitate si  ccualia
hidrostatica poate {i normalizatd dupd cum urmeaza:

(i+v'-V’)9"—w’ a’0'——l " =0
a’ ** RR &

R '
V’.v'.’._'_ai:
RR' @'
. Réa . RO
F F
I iam=0 (3.23)
op'

Vantul divergent

Teorema lui Helmoltz permite imparjirea véntului intr-o parte rotajionala
si o parte divergenta.

VEV EV LV =kXVW;VZ=VZ

Deci ecuatia de continuitate se poale scrie:

divw=V.v = %
X 67)
Scaldnd accasta ccualic:
. DVPE VI Vv

1. (DP/H)HLo R Lo R RRL

si
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, v -y v o~y
r oR r RR v

(A |

partca divergentd este

cu un ordin de marime mai
rotationala, deci:

micad decdt partea

V'V o+
x @;'

3.2 Analiza la scard pentru ecuatia turbionului si a divergengei

Ecuatia turbionului

§+(vw +v1)V{+ﬂ(v +v )+wa)—+(4’+f)dlvv+eruxLé;—v—)=O

2 2 r2
Vz Vz (] +——] ) +(2§)cos;o) ( 1 J + 4
L L R R, R R,

+
RRI
2
+(K+10*‘] ! K+ ! V—(HL):O
L RR, L RR I*\' RR,

Aici ordinul de marime al termenilor ce conlin @ a fost luat din estimarile de
mai inainte a vilezei verticale cu f ~10's"' ~2Qcosp, V/L~107, si
(R'Rl) ~10"  pentru misciri la scard mare si medie si V/a<V/L

Este evident cd termenul kVa)xﬁvl /Q) este mic, deci o primi
aproximatic a ccualiei turbionului este:

Z ¢+ f)w

=0 " (3.24)

Cu o a doua aproximatie, termenii de ordinul ¥?/I*R R, pot fi omisi :

%

3+VV-V({+f)+vl-Vf+jV-vl:0 (3:25)

advceciia parametrului Coriolis prin vantul divergent poate fi neglijata:

67—§+v -V(4’+f)+jV-v =0
C [4 x
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Pentru a mentine restricliile integrale se foloseste f, obiinand forma cuasi-

geostrofica a ccuatiei turbionului:

o = O
§+vw-V(§+f)=fga,)

Omi(and ultimul termen, se ajunge la ccuatia turbionului simplu barotropic:

%+VV-V(§+f):O

Ecuatia divergen{ei

O scriem sub forma:

dcgw)+v V(d,w)+wﬁ(‘gw)+(d’w) +Va,ép_f¢+ﬂu 2J(u,v)+ VO = 0

AR LA SN AN B G
2 2 2 2 7
RR L' RR L' (RR) L (R R) L

i

2 ’ 2 2
+LV—+IO‘L AT R LA AR Ay
RR L L a I’ R1 I}

unde fAu cste aproximatia plan £ Holton [1979].
Cei mai mari termeni sunt f¢ si V’® wurmati de fu si .l(u,v). Deci pentru

miscari la scard mare:
VO - fC+(k xv)Vf -2J(u,v)=0
Tindnd cont de partea rotajionalda v =4 x V'Y

ceea ce reprezinta:
FpY’ LYY

EwY J e =0 (3.26)

Vi) - VY - VPVS + (

o balan{a conlinud intre componenta rotajionala a vantului i campul de
geopotential. Omitand termenii nelineari, rezultd balanta lincara:

V(/VY)-Ve=0 (3.27)
In flinal aproximatia cuasigceostrofica:
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VY -Vd=0

Kcuafia termodinamicii
Pentru ccuatia termodinamicii care a (ost analizalda mai inainte,

consideratii similare ca in cazul ecualici turbionului si a divergentei, conduc la
ecuatia:

B VOrow=0 (3.28)
V73 v s

care este considerata cu aproximalia geostrofica.
Ecuatia o
Vom deriva ecuatia de balanta liniara (3.27) in raporlt cu timpul:

a Vzab

e

v;v—:

. e a . - .. . . . <
Eliminand —5 intre aceastd ecuatic si ccuatia turbionului, rezulta:

ab ow
Vz—a-—VfV + A, V(§+f)+fv Vf - f’@)
Analizind ordinele de marime din cecualia precedenta, se¢ ajunge in final la
relajia:

o Vo
3

_,2’)(:) q)[v V(¢ + f)] ( %) (3.29)

care este o relajie de diagnoza pentru cidmpul vitezelor verticale w .
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4. MODELE ATMOSFERICE LA SCARA MARE

Introducere

Modelarca atmosferei presupune o cunoastere aprofundatd a legilor si
proceselor fizice care au loc in atmosferd, posibilitatea definirii elementelor
esentiale ale acestora si  neglijarea celor cu  efect  secundar.  Ipotezele
simplificatoare, care deflinesc [fiecare model in  parte trebuie  alese de o
asemenca manierd incat modcelul sa reprezinte cat mai (idel realitatea, dar in
acelasi timp sa fie suficient de simplu, pentru ca sa poatd {i folosit in mod
operaliv.

Utilizarea calculatoarclor pentru integrarea numerica a  ecuatiilor  ce
caracterizecaza aceste modcele, face ca acestea sa fie folosile in practica curenta
a Institutelor Nationale de Meteorologie realizandu-se harfi ce descriu evolulia
viitoare a campurilor metcorologice, nccesare atdt pentru prognoza timpului, cat
si pentru protecfia meteorologica a navigaliei acriene.

4.1 Modclul echivalent barotrop

Ipotezele care stau la baza definirii modelului echivalent barotrop sunt
Thompson [1961]:

i) dirccfia vantului variaza putin pe verticald in condifiile circulatici la
scara mare;

il) variatiile vilezei vantului cu inadlfimea sunt aceleasi pentru  loate
verlicalele;

Vom [face uz dc ccualia turbionului, in coordonate (x,y,p) scrisd sub

forma:
%+vV((+f)+w%:—(§+f)divv+kx—2}—xV(u 4.1)
si ecualia continuitatii:
div v+‘7—w:0 4.2)
@

Ipotezele enuniate mai sus ne conduc la urmitoarca cvaluare:
vV (x,,p,0) = A(p) v(x,y,!) (4.3)

unde A(p) este o funclic empirica.
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Proceddnd in mod analog, pentru (urbionul relativ, s¢ obfine:
SOy, p0) = A(P)S(x, 1) (4.4)

Operatorul bara indicd o valoarc mediald pe verticala de la p= P,

(presiunca de la nivelul mirii) la p=0 si sc delineste:

0
azljadp (4.5)
po P,

Aplicdnd relatiei (4.3) acest operator de medicre, se obline:
V=AV sau A=1 (4.6)
Folosind (4.3) si (44) in (4.1) si (4.2) rezuha:

a% ANV + AVVS +ﬁwZ = —A(AC + [)divw s S Ve (4.7)
17 dp dp
si
Adivi + 2 = ¢ (4.8)
72

Vom media din nou acesle ecuatii prin intcgrarca in raport cu p.
Pentru ecuatia continuitatin (4.8), facind uz si de (4.6) se¢ objine:
| — P=p,
divv = —[w],)__o

Se cosidera pentru @ urmatoarcle conditii de limild, care se’impun in
mod natural:

w=0 pentru p=0 si p=p,

Rezulia deci: divw =0
care introdusd in eccuatia (4.8) arald ca pentru aceste condifii la limita. vileza
verticala tinde la zero.

Integrand in raport cu p ecualia turbionului si (indnd cont si de relatia
(4.9) se oblinc:

%Q+FWZ+W_/=0 (4.10)

c,

Funclia A(p) sc determind  statistic, ludnd in  considcrare un  mare
numir de date. Sc¢ alege un nivel  pentru care AX(p') = A(p") si relajia
(4.10)) devine:

(‘)C: - : R
—)—\LA(/) WV +vVf=0 4.11)
‘
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sau folosind relatiile (4.3) si (4.4) obfinem:

%+vV(§+/):O (4.12)
sau

4 v f)=0 412")

dt B '

S-a constatat ca, accastd forma simpld a ecuatici (urbionului, care
exprima consevarea turbionului absolut in raport cu timpul este valabila la doua
niveluri p’. Aceslea sunt numile niveluri echivalent barotrope si se situcazd in
apropicrea suprafejei de 500 hPa si respectiv 200 hPa.

Analogul hidrodinamic al acestui model de atmosfera poate fi interpretat
ca un fluid incompresibil si omogen ce se misca intre doi perefi rigizi.

4.2 Modclul barotrop divergent
In continuare vom pune in c¢videnia efectul divergeniei la scara mare in
cazul miscarilor barotrope Doos [1968].
Conform tcoremei de  descompunere a lui Helmoholtz, se exprima
cimpul véntului in functic de potentialul ¥ si funciia de curent y

V=V +vV (4.13)
[ 4 4

unde¢ am nolat cu:

v, =k xVy 4.14)

partca nedivergentd a vantului si cu:

v =Vy (4.15)

parica nerotationala.
Cu aceste notatii, turbionul relativ si divergenia se transcriu:

. 2
{4_V 4 (4.15")

divw=Vy
Considerim ecuafia divergeniei scrisd sub forma gencrali:

—gu’ivv + vVdivw + (divw)? = 2J(u,v) - v% + u% —f+gV’Z =0 (4.16)

Vom face o analizd a ordinclor d¢ midrime pentru termenii ceualitlor
(4.1) si (4.16) in lunclic d¢ numirul lui Rossby (3.12).
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Piastrand in ecuatiile (4.1) si (4.16) termenii de ordinul R° =1 si unii
termeni convenabili de ordinul lui R'=10" i utilizdnd si relatiile (4.15) se
obline ecuafia turbionului sub forma:

(ng)(V’w +f)+(Vw+ )V x =0 (4.17)

iar ecuatia divergeniei sc transforma in asa zisd ecualic dc balan(a, care exprimd
faptul ca in atmosfera reald existd o corclatie strdnsa intre cdmpul vantului si al
geopotentialului:

2[52.,/ a’y/_(a’w

2
- pV27 4.18
2 a@) }rV(wa) £ (4.18)

Acecasla ecuatie este dc tip Mongé-Ampere si e dificil de rezolvat,
necesitdnd conditii suplimentare care sd asigure faptul ca este de tip eliptic.
Rezultatele bune se objin si cu ccuatia de balan{d lincara:

V(fVy)=gV'Z (4.19)

Se considera atmosfcra ca fiind formata din 2 straturi de fluid omogene,
incompresibile si nevdscoase limitate de 2 perefi rigizi.

Se fac urmatoarele ipoteze:

-sistemul este slatic stabil (p’ < p) ;

-fluidul din stratul superior este in rcpaos;

-in stratul inferior, viteza f[luidului este independentd de iniltime;

-indltimea / a interfefei ce separd ccle doud fluide este variabild (depinde
de timp);

-miscarca pe verticala este presupusd micd, astfel cd miscarca indusd in
fluidul de deasupra poate fi neglijata.

Vom considera urmitorul sistem de ecuatii ale dinamicii aerului, in
coordonate obisnuite, reclangulare:

-ecualia turbionului (4.17);

-ecuatia de balanta (4.19);

-ecualia continuitatii:

—+—+—=0 (4.20)

-ecuatia echilibrului hidrostatic sub f[orma:
z=(1-¢&)h+const. 4.21)

unde am notat £=p'/p
Sc integreaza ecualia continuitdfii (4.20) de la 0 la A:
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h

Jw h(éh d’j
—dz = - _— t — dz (422)
! 17+ '! & o

sy, MOV X . . -
Cantitagile E@ depind de z, iar pentru w o folosim urmatoarcle condifii la

limita:
w=w, pentru 2 =0
. (4.23)
w=h pentru z=h
unde w :voVH si v, - vilcza vantului de la suprafala solului si VH =
gradientul orografici.
Cu aceasta (4.22) dcevine:
h-vVH +hV'y =0 (4.24)
unde V?y reprezintd valoarca medie a divergeniei.
Se folosesc in continuare urmatoarele ipoteze simplificate:
(1) v=k xVy -s¢ ncglijeaza partca divergenta a vantului;
(1i) vWh=0 -miscarca {luidului cste paralela cu interfaja de Tndljime 4
(iii) h=h
. . . 1 JZ \ o .. X Oy
(iv)  in expresia — = ——— se¢ facc aproximajia geostroficd -— =+~ —
l-¢ A a g a
(v) v, =av = hodograful véntului este drept.
Cu acestea ccualia turbionului (4.17) devine:
(V* —q)%’I:J(Vzw + f +bH,y) (4.25)
unde
2
g = M (42())
gh(1-¢)
$i
Z .
p=a V) 4.27)
h
Constantele ¢ si A se caleuleaza prin liniarizarca cxpresilor (4.20) si
(4.27). in lunctic d¢ alegerca nivelelor = si .
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Ecuatia (4.25) este ecualia de lucru a modelului barotrop divergent, in
care este inclus si efectul orografic Doncaud, Pescaru [1978]. Neglijand
termenul de corectie datorat orograliei (bH == 0), sc¢ regdseste ecuatia modelului
barotrop divergent obisnuit Doos [1968]:

v

(V? —q)7=J(V2w +f,¥) (4.28)

Vom pune in evidentd céteva caracteristici ale acestui model.

Presupunem o miscare de bazd in direcia Ox cu viteza U. Se
suprapun peste acest curent de baza perturbalii armonice mici, independente de
directia nord-sud. Rezulta pentru funcfia de curent:

y=-Uy+y'(x1) (4.29)

Introducdnd (4.29) in (4.28) sc¢ obline dupad liniarizare:

Sy’ Sy’ oy’ ‘ Ay’
Yy . —0 430
aat Ve a1, (4.30)

cu notajia consacrald Haltiner [1971], =

dg
&

Presupunem in continuarc ca perturbatiile sunt sub forma de unde cu
lungimea de undd L s§i ampliludinea A si ca cle se propaga fara sa-si

schimbe forma in directia est cu viteza ¢.

w' = Aett 0 (4.31)

unde &% :2T”csle numarul de unda.

Pentru a satisface ccuajia (4.30) vilteza de faza trebuie sa satisfaca
rclatia:

. Uk® -
k' +q

Vileza de grup pentru acesle unde este:

_Uk* + B +2gc

4.32
Kk +g @32

R

< < . < . n ’U
Notdm ca pentru unde cu lungimea de undda mai mica decal 27 (—
(¢ >0), vileza de faza cste putin mai mica pentru modelul divergent.

- o .U
Pentru unde cu lungimea de unda mai mare decit 27 |—

(¢ < 0), vitlcza de fazd cste considerabil mai micd pentru modelul divergent.
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In legdlurd cu vileza de grup se observd ca aceasta poate fi si negativa
in cazul modelului divergent, ceea ce insecamnd cd energia se poate propaga
contra curentului, pentru unde foarte lungi.

Se poate studia de ascmenea si rata dc  dispersie, care se  poale
masura prin diferen{a dintre vileza de grup si viteza de faza.

2
/
c —c= %tqf) -in cazul divergent
£ (g+k%)
si (4.33)
c —-c= 24 -in cazul nedivergent
g

Din aceste expresii sc observd ca dispersia descreslie cu  cresterca
latitudinii (deoarece s¢ micsorcaza f = _@‘_’ f =2wsing).

Notim de asemenca ca dispersia esic cu mult mai mare in cazul
nedivergent, crescind rapid cu cresterea lungimii de unda.

La modelul barotrop divergent, dispersia are un  maxim pentru o
anumitd lungime de unda.

4.3 Modele barocline

Vom face mai imdi cdteva considerafii energetice privind modelele
barocline.

Modelele  barotrope  pot  descrie  numai  redistribuirea energici
cinetice in atmosfera. In realitate, energia cineticd se disipa in mod continuu,
astfel incdt, dupa o sdptamand se rcduce cu aproape 10% din valoarca
ini{iald. Se pune intrebarca, 1in ce condifii si in ce mod este creald encrgia
cineticd in  atmosfera.

Considerdnd cd, componentd verticald a véntului este de aproape 3
ordine de miarime mai micd dccdt componentele orizontale, se¢  poale
considera urmdtoarca cxpresic pentru energia cinetica:

1
K=—@'+v’
2( )

Din ecuatiile de miscare, scrise in sistemul de coordonate (x,y,p) sc
deduce cu usurinta relatia:

%+v+(u—02(—+gvVZ=0

op

Folosind ecuatia continuitid{ii, ecutia hidrostatica si c¢cuatia dc stlare,
relatia devine:
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%:—V[(A+g ]——[K+gZ)m] R—

wl
P

Pentru a simplifica interpretarca acestei ccuatii, 0 vom inlcgra pe un
domeniu inchis §, neglijand transportul de cenergic prin (rontiera.

£ J i~ U“[(mg m}ls—RH——ds

In continuare sc¢ integreaza din nou rclatia  raport cu p, de la 0 la p,.
Conditiile la limitd pentru @ fiind cele obisnuite, adica w =0la p = psi p=0,

primul termen  din membrul  drept  al  relatici dispare:

—”jkdpds = -R”jﬁ’ids (4.34)

Din definitia atmosferei  barotrope, p si 77 sunt  conslante  pe fiecare
suprafaja de presiune. Rezulld cd relatia (4.34) se poale scric:

5;'0 P, T
E!Hdeds= —R'!;dp[:[axl.s':o

S

intrucat ”mds=0, rezultd cd cnergia cinelicd totald este  constantd 1intr-o

almosfera barotropa.

Revenind la atmosfera baroclind, vom  presupune cd  regiunile de
ascendenta si de descendenta ale acrului  sunt egale. Considerdnd o vileza
verticala medie o si notdnd cu 7"' temperatura  acrului cald, iar cu T;

tempcratura aerului rece, rezulla din (4.34):

—Uj dpds——Rj' "{-—

%

o fuf = %l

(U

(7;—7; 5 > 0

ISTY

Rezulta ca cnergia cinetica creste, cdnd energia polenjiala si  cea inlcrna
descresc.

Energia cincticd este  gencrala, in principiu, in doud moduri
difcrite.

Mai intdi, datoritd incilzirii difcrentiate a atmosferei, incalzire datoratda 1in
principiu radiafici solarc, se¢ crcazd  gradien{i  de temperatura ce implica
0 creslere corespunzitoare a encrgici cinetice.

O alta forma dc¢ creare a cnergici  cinctice estc  In  legaturda cu
ciclogeneza. Accasla perturbalic ondulard este asociald  cu o crestere rapidd
8 cnergici  cinclice,  cnergia potentiala descrescénd corespunzator.
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Fenomenul de ciclogeneza nu poate fi descris de miscarca  barotropd si
de accea, folosirea exclusiva a unor modele de acest lip poate conduce
uneori la prognoze cronate. Deficieniele modelului  barotrop decurg din
ipotezele artificiale care au fost impuse pentru  accastd miscare si anumec:
direclia vdntului este independentda de inallime si izolermele sunt paralele cu
izobarele.

Pentru a prognoza ciclogeneza, trebuie sa utilizim asa numitele misciri
barocline, pentru care se presupune ca vintul variaza liber de la un nivel la
altul; si in care distribujia temperaturii nu este, in gencral, 1in fazd cu
distributia presiunii. Vom formula ecuatiile unui tip mai gencral d¢ model, a
cérui stare esle caracterizata prin conditii la mai mult decit un nivel.

Se porneste de la ccuatia turbionului (4.17) scrisa sub forma:

% 1w+ f%;i (4.35)

§i ccualia termodinamicii scrisa sub forma:

z(ﬁ) + vV(g) +wo=0 (4.36)
a\yp p
unde o este indicele de stabilitate statica si are expresia:
o= % 4.37)
goo o

Considerdand o relatie  de  balanta  geostroficd intre cdmpul  de
geopotential si cel al vintului, ecuatia turbionului devine:

V24 /! ow
Vi—==)+ [, D)+ —— (4.38)
a g @
care { are cxpresia:

;:fivzz (4.39)
(1}

unde am folosit o relajic de balantd geostrofica.

Ecuatiile (4.36) si (4.38) reprezintd un sistem complet de 2 ecualii pentru
doua variabile dcpendente Z si w.

Intrucdt conditiile de fronticrda sumt condifii restrictive esenfiale pentru ©
(fluxul vertical al masei), estc natural sd cdutim o ecualic care sd permild
estimarea lui @ la orice moment de timp, in funciie de distribufia campului
de geopotential Z . O astfel de ccualie se obtline prin derivarea ecuafici (4.38)
raport cu p, aplicind operatorul V? ccualici (4.36) si scizdnd prima din
acesle ccualii din cca dc a doua.

Rezulta:
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2 ?l . , 7 “J
oViw-L @ iv-.l(z ”j Lz f) (4.40)

g @' f ) P

unde indicele de stabilitate staticdi o estc presupus constant pentru un  nivel
izobaric dat.

[icuatia (4.40) sau asa numila ecualia @ , cste o ccualic de diagnoza
pentru cadmpul  miscdrilor  verticale la un  momenmt  dal, iar eccuatia
turbionului  (4.38) cste  ecualia de prognoza pentru campul de
geopotential. Ele formeaza un sistem inchis  de  doua ccuatii cu  doud
necunoscule, care este astlel rezolvabil:

0 hPa e @, =0
100 hPa - - - - - - - - oo oo oo 7y
200 hPa - Wy ----mmmmommmsoommeeeeees
300 hPa - - - - - - - - - oo ool o /4
400 hPa - W, ---mmmmmmmmmemmeeeoaee-
500 hPa - - - - - - - - - - - oo oo /s
600 hPa - W, ----mmmmmmeeeoeooees
700 hPa - - - - - - - - - oo o oo oo Z,
800 hPa W --------cmmmemmomeee- W, —-m-comrrmeommosoaeoees
900 hPa - - - - - - - - - - - oo Z,
1000 hPa e Wy =@, --------m-----m-e-

Fig.4.1 Rezolufia verticaldi a modelului baroclin cu § niveluri

Pentru  solufionarea  acestui  sistem, s-a presupus almosfera
impar{itda in 10 straturi cchidistante (fig.4.1). Ecualia @  ésle presupusa
valabila la nivelurile pare, iar ccuatia (urbionului la nivelurile impare.

Pe fronticra orizontala a domeniului se poate considera cu o buna

T . C . . . . .
aproximajic ca w =0si EZO' adica aceste  frontiere  actioncaza ca niste

pereli rigizi.
Pentru cdmpul  vitezelor  verlicale @,  se mai considera si
urmatoarcle condijii de fronticra:

w=0 pentru p=0hla 4.41)
w=w, pentru p = 1000 APa
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unde:
Dy =@y TWy, (4.42)

S-a nolal cu w,, componenla suplimentard a  vilezei verticale a
aerului datorild freacdrii si cu w,, cea daloritd orografici.

Viteza verticald indusa prin frecare in  stratul Ekman se poale cstima
cu formula:

@y =—CC (4.43)

unde ¢ este o conslanta de proporjionalitate, iar {, esle turbionul la nivelul

izobaric de 1000 hPa.

Constanta ¢ este pozitivd si se¢ poale calcula funclic de coeficientul de
vascozitale cinemalica, acceleralie gravilationala, densitatea aerului si parametrul
Coriolis. Pentru conditiile atmosfcrei standard, s-a luat pentru ¢ o  valoare
medic de 16,88 hPa.

Pentru a punc in evidenta si influenta masivelor muntoase, s-a estimatl
§i componenta vitezei verticale  generalizate, ce ia  nastere prin efect
orografic, cu ajutorul relatiei:

@,, =8PV, VH (4.44)

unde s-a notat cu v, vénlul de la nivelul de 1000 hPa.

Rezultd cd, modclele barocline cu ecualii filtrate, de tip diferential,
permit introducerea clectelor orografice si a celor de frecare, prin modificarca
conditici la limita inferioara a atmosferei pentru campul vitezelor verticale.

4.4 Modele cu ecuatii primitive

Rezolvarea ccuatiilor primitive ridica o serie de dificultaji dalorila
neliniarité{ii ecuatiilor §i a conditiilor la limitd de la suprafata pamantului si de
la fronticra domeniului luat pentru analizd. In acestl sens este nccesar sd se
asigure continuitatea si integrabilitatea functiilor in domeniul considerat, evitindu-
se totodatd instabilitdfile de calcul legate de neliniaritatea ecuatiilor.

Vom prezenlta numai cazul modelelor barotrope, rezultatele putdnd i
extinse cu usurin{d pentru modelele barocline.

Ecuatiile modclului barotrop, reprezentdnd miscarea fluidului  atmosferic
omogen, in prezenia unui relief muntos H, sunt scrise sub fon_p_a:» - ‘5_‘::
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%' = —é(H +K)+(f +Q)vH I

(2

2% ’ , :

7(_72_5(H+K)_(f +om+ I (4.45)
Q:— =D(H -H)+v-(VH -VH)+ I

unde s-a notat cu D =divw, H csle indllimea obstacolului orografic, iar F  F
5 u v

si 1"” reprezinta termeni de forta).
Vom considera mai intdi cazul unidimensional, adicd omogcnitatea in

dircctia y(i = 0) . Astlel:
&y

K=t@+v), n=2" =<
2 & &
si sistemul de ecuatii devine:
7] dH K
—=p-g———+Cv+ I
a g AT
2.0
L e fu—lu+ I (4.46)
A Y
oH
ﬁ:—H-D—uﬁ+u ~+H -D+F
a (&. d. 3 H

k.

Sistemul (4.46) desi simplificat, are toate caracteristicile escntiale pentru
un model cu ecuatii primitive $i poate [i utilizat in aplicalii simple pentru a
iniclege modul de funclionare si a experimenta rezolvarca numerica.

Termenii care apar s¢ pot clasifica in trei categorii:

-termeni liniari sau quasilincari;

-termeni dinamici nelineart;

-termeni de forlaj si disipare, [}, I, impreund cu termenul de foriaj
orografic H:~D.

Vom cerceta mai intdi proprictdtile lincare ale modelului. Pentru aceasta
vom lineariza sistemul (4.46) in absenta unci miscari de bazi, H=H si fard
fortaj. Sc¢ noleaza:

H=H+h(x,1)
u=u'(x,t) (447)
v=v'(x,1)

unde perturbatiile sunt considerate  armonice si mici. Aplicdnd mctoda micilor
perturbatin sistemul de ccuatii lincarizate se scric:
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a e

d)l

> _ 4.48
a Ju ( )
M __ga

7§ &

Astfel putem determina viteza de fazd a perturbatiilor:

2
c=t gﬁ+f—2
V U

deci sistemul pune in evidenta undele gravitajionale.

Un rajionament similar se poate face si pentru sistemul bidimensional
(4.45), punind astfel in evidenia undele gravitajionale alaturi de. undele Rossby
car¢ au importan{d pentru miscarile la scard mare.

Sistemul (4.45) cat si (4.46) coniine 3 ecualii de miscare pentru
variabilele u,v si H , si poate [i rezolval numeric, astfel cd pornind de la
distributia inifiala a aceslor cdmpuri sd sc¢ poatd eslima evolufia viiloare a
acestora. Detalii despre metodele numerice ce pot i utilizate vor (i date in
capitolul 6. !
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5. MODELE ASIMPTOTICE IN TERMODINAMICA
ATMOSFEREI

5.1 Introducere

Scopul capitolului este de a prezenta cateva ecuatii model, ce se obtin ca urmare
a folosirii unor dezvoltari asimptotice. Evident sistemul de la care se pornegte este
sistemul adimensional (1. 46) pentru descrierea comportamentului termodinamic
al atmosferei, privitd ca un fluid vascos. Desigur, in cazul in care consideramn
fluidul nevascos ( perfect, g — 0) trebuie scrise ecuatiile adimensionale core-
spunzatoare ecuatiilor (1. 37), care se obtin imediat din (1.46):

Sh-a—p + (divpv) =0

ot

p{Sh% + (v-grad)v + R%o(e X ¥)} + 7;421;?;71,; - an%g,

Sh%—? + (v-grad)T + 7—;—1%{51% + (v - grad)p} (5.1)
= R:PT%AT + As

p = RpT

cu notatiile folosite in (1.46).

Numarul parametrilor adimensionali ce se introduc, depinde, in mod evident
de problema ce urmeaza a fi analizati. Problemele matematice ce apar prin
rejinerea sistemului (1.46) sau (5.1), devin extrem de complexé gi cel mai adesea
imposibil de rezolvat. De aceea se cautd punerea in evidentd a unor ” modele "
mai simple (din punct de vedere matematic ), dar care sa conduca la rezultate
” bune ", atunci cand dorim sa studiem una sau mai multe proprietati specifice,
bine precizate, ale igcarii aerului. Aceste ” modele ” se obtin din cel general
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printr-un proces de trecere la limita dupa unul sau mai multi parametrii. Din
punct de vedere pur matematic problema revine la:

i) demonstrarea existentei si unicitatii solutiei problemei cu date initiale i la
limita atagate problemei complete: V = (v,p,p,T);

11) constructia aproximarii asimptotice V° a problemei date;
1ii) estitnarea erorii 6(e) cu care aproximarea V¢ difera de solutia exacta V

A N oadis 1Y =V
( 6(¢) — 0 cand ¢ — 0 ), adica. ——————
é(e)
Il - || rcprezintd o normd intr-un spatiu functional convcnabil alcs, iar ¢ cste
” parametru mic” principal al problemei. Ecuatiile corespunzatoare aproximarii

V¢ se numesc ecuatii model sau pe surt, modele.

—+ 0 cand ¢ — 0, unde

Chestiunea care se pune cu acuitate este legata de posibilitatea ducerii la bun
sfargit a celor trei puncte stabilite mai sus. In cazul sistemului (1.46) acest lucru
a putut fi stabilit doar in cateva situatii particulare ( a se vedea spre exemplu

Lions [1969], Temam [1979]).

Scopul acestui capitol nu este analiza detaliata a unuia sau mai multor cazuri
de reugita completa, ci prezentarea unor modele utile, cu rezolvarea lor com-
pleta i analizarea cazurilor de aplicabilitate ( deci,intr-un anume sens, rezolvarea
punctului ii)). Totugi in aceastd situatie trebuie analizate cu atentie rezultatele
obtinute, caci aga cum se poate observa pe un exemplu simplu (vezi Anexa 3) nu
orice dezvoltare in raport cu un ” parametru mic ” este o dezvoltare asimptotica.
In exemplu se vede ca se pot obtine solutii care nu verifica proprietatile problemei
initiale.

In acest scop ( ca de altfel in orice situatie in care se urmaregte realizarea
unei analize de tip asimptotic ), prima problema care se pune este obtinerea
parametrilor adimensionali ai modelului de pornire. Modelele ce vor fi analizate
sunt modele laminare gi, chiar daca in cele mai multe cazuri, se va face o aprox-
imare la numere Reynolds mari, acestea vor fi mari, dar totusi ” moderate ”,
astfel ca turbulenta sa nu aibe decat un efect neglijabil. Experienta a aratat
( vezi Guiraud - Zeytounian [197Y]) ca se pot face " previziuni ” utile, fara a tine
cont de turbulenta ( si aceasta ar fi justificarea, a posteriori, a studiului modelarii
asimptotice a curgerilor laminare cu Re > 1). Mai trebuie sa observam ca nu
dorinta de a face modelul mai ” comod ”, sau vreo ” intuitie fizicd ” trebuie sa
conduca la ” neglijarea ” unor termeni in modelul primar, ci necesitatea de a
pune mai clar in evidentd anumite proprietati ale curgerii ( care se dovedesc a li
primordiale ) selectate in mod rational. De altfel o seama de modele asimptotice
se reprezinta prin probleme cu date initiale gi la frontiera ( la limita ) ce nu se
pot rezolva ( pana in prezent) decat numeric.

O prima impartire globala a cestor modele se face in raport cu marimea
parametrului de scard ¢ = H,/L,. Astfel vom avea modele la scara sinoptica
(e € 1; ¢~ 107%); modele la mesoscara, in care ¢ ~ 107" gi modele locale
(¢ ~ 1).In capitolul prezent, modelele ce vor fi analizate fac parte din ultima
categorie.
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Mai mult, atat datorita faptului ca in fenomenele la care modelele respective
au aplicabilitate ( migcari in prezenta unor obstacole, brize, etc.) cat gi pentru
obtinerea unor solutii cu posibilitate de interpretare mai rapida, vom presupune
ca aerul este un fluid perfect, ideal, conduciior de caldura, gi prin urmare evolutia
sa termodinamica este guvernatd de ecuatiile (1). In obtinerea ecuatiilor model
un rol esential vor juca numerele M, Sh si R,.

Modelul din paragraful 5 (modelul de briza) face totugi apel la vascozitatea
fluidului. Aceasta este reprezentata prin intermediul coeficientului de difuzie tur-
bulenta k (functie constitutiva) ce este aproximata diferit in straturile considerate,
prin formule empirice.

5.2 Ecuatiile de bilant in raport cu o stare de referinta

In acest paragraf vom scrie ecuatiile ce guverneaza migcarea aerului intr-un
domeniu D. Aceasta este considerata ca o perturbatie a starii din domeniul de
referinta ( presupusa ca fiind atmosfera politropa, descrisa prin ecuatiile (1.39),
(1.40) sau de solutiile acestora (1.41)) data de

dp, _ _ dT, -
dz = —pP:9;, Pr = RPTTH _d7 - FT (‘)2)

pr, Ty, pr sunt functii de z.

Vom presupune ci perturbatiile fatd de starea de referinta sunt mici, adica
vom scie

p(%,t) = pr(z)(1 + m(x,1))
p(x,t) = p- (2)(1 + n(x,1)) _ (5.3)
T(x,) = T(2)(1 + 8(x, 1))

Introducand (5.3) in sistemul de ecuatii (1.44) scris pentru un gaz ideal, perfect

conductor de caldura, tinand seama de (5.2) si neglijind forta centrifugd (in
(1.44); obtinem urmatorul sistem (dimensional):
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T+ )ldive + (T~ g/ R ] = 0

dt
(1+ 1))[ + 2Q,w cosyp — 2Q,vsiny | = Trg—"r
T
dv ) or
(T +9)] o + 2Q,usiny | = —RTra—y
d
(I+9) = 2Qucosyp ] = —RT,al +4g(1+17)0 (5.4)
dt 0z
— ldr 7—-1 w
1+ ————-—+1+ —TI-T,]= =
R RN (R L e L
_1-1k yp_ y—1 2D 96
"~ 4 Rp v Rp T, 0z
=n+60+n0
In ecuatiile (5.4) s-a notat cu ( vezi gi Cap.14) T, = —‘flTr ( gradientul
z

temperaturii in atmosfera politropad ) in timp ce I'? = g/R este gradientul
temperaturii in atmosfera omogena. In acelagi timp observam ca perturbatiile
7, 1}, 8 sunt [unclii adimensionale. Sistemul (5.4), impreuna cu conditii initiale
gi la limita convenabil alese, conduce la aflarea perturbatiilor =, 7, 8, v, iar prin
(5.3) si (5.2) la obtinerea marimilor reale ale presiunii, densitatii, temperaturii gi
vitezei in problema formulatai.

Forma adimensionala a sistemului (5.4), corespunzatoare deci sistemului (5.1)
se obtine observand ca, pe de o parte sunt marimi ce trebuie adimensionalizate
in raport cu domeniul ocupat de fluid gi marimi ce se adimensionalizeaza in
raport cu atmosfera politropa de referintad. Pentru aceasta vom nota cu { un
timp caracteristic al migcarii perturbate, cu L gi H dimensiunile caracteristice
orizontale gi verticale ale domeniului D gi cu U, W marimile caracteristice ale
vitezelor orizontale (u, v) gi respectiv a vitezei verticale w . le remarcat ca
W/U = H/L = e. Vom nota, in fine, cu p?,. p2, T° marimile de referin{a
constante pentru p,, p,, T,. Ca urmare putem scrie

t=t,t; u=Uu, v= Uy w= Ww; z= Lz y= Ly;

z= Hz po= ppr; pr= p2pe; T = T7T,.

Introducand (5.5) in (5.4), notand variabilele adimensionale t,r,y,... cut,
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X, Y, ... §i functiile adimensionale #,9,... cuu, v, ...; sistemul (5.4) devine

SHIL 4 (14 ) divy + (o = B)w ] 4 v - grady = 0

ot
Ou 1 . T, O
(1 +1))[Sha+v-g1adu+ R#o(czwcomp—vsmzp)] = —nga
dv 1 T, Or
(l+n)[ShE+v-gradv+Eusm¢]_ —7M023—y
Jw 11 T, On
(1+ 1])[Sha + v - gradw — —R—o;ucosy)] = _7M—3e2£+
, (5.6)
00 , e S o
(I +a){[Sh5; +v-gradd] ~ T[Sha +v-gradr |+
. v -1 v 1 1 1 0%
+(1 + 7)( Bo—uo)}_Tr = RePrp,[A”“fzﬁ]—
e 18
¢2RePr Pr 0z
r=n+0+1n0

In sistemul (5.6) au aparut urmatoareie numere (constante) adimensionale: S h-
Ie/H
relative pe indltime ale domeniului D si ale domeniului de variatie a tempera-
turii de referintd (atmosfera politropa); B,— numarul lui Boussinesq (1.57), care
descrie dimensiunile relative pe inal{ime ale domeniului D si ale domeniului de

numarul lui Struhal; a, = = H/H,— parametru ce descrie dimensiunile

omogeneitate a starii de referinta ( aici B, = H/H; = —=-). Numerele R,

(Rossby), Pr (Prandtl) gi parametrul de forma € sunt definite ca in (1.5) in timp
ce numerele M, (Mach) si Re (Reynolds) se definesc in mod corespunzator prin

(5.7)

O scurta analiza cantitativa, pencru unele valori standard ale marimilor in
discutie este edificatoare. Pentru atmosfera avem urmatoarele valori medii uzuale
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pe = 1.293kg/m3®, ~ = 1.402, U ~ 10m/s, k ~ 5510 3cal/ms?°K, de unde
rezultd imediat

1 k 1
R(:".PT = p‘;LI] ~ 4.310 Zm

Deci oricat am lua dimensiunea caracteristica orizontala L rezulta ca <
(A

1. In plus, cum a, < 1 (sau cel mult a, = O(1) ) rezulta ca in ecuatia (57'6)5
putem neglija termenii din membrul drept, in prezenta celor din membrul stang,
ceea ce inseamna ca in atmosfera se pot neglija fenomenele de transfer de caldura
in favoarea celor convective (proprietatea aerului de izolant termic).

5.3 Model pentru migcarea aerului cu considerarea gradientului
termic propriu (convectia intensi)

Avand in vedere cele discutate in paragraful anterior, s4 ludim acum 7! =
273,15°K. Obtinem pentru numarul lui Mach

M, ~ 003 < 1.

Aceasta justifica pe deplin incercarea de a obtine un model asimptotic pentru
ecuatiile (5.6) in limita M, — 0 (cu atat mai mult cu cat starea de referinia
este caracterizati de absenta migcarii)!. Un rol important il joaca acum relatiile
de similitudine (Anexa 3, Teorema II ). Vom alege ordinele de marime alc
parametrilor in acestea aga incat sa nu ” dispard complet ” ecuatiile de migcarc
(se observa ca sistemul (5.2) este aproximatia de ordin zero in Mach a sistemului
(5.6)). Pentru aceasta introducem urmatoarele dezvoltAri

v= M!v,+...

:k 7r=M,‘.’7rb+...
(5.8)

n=Mhn+...

9=M,‘.10d+

IContinutul acestui paragraf urmairegte articolele lui Ogura gi Phillips [21], cartea lui Zey-
tounian [1988] gi articolul lui Cipu gi Tigoiu [in pregatire]
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unde a, b, ¢, d, sunt numere pozitive si vor reprezenta cele mai mici puteri ale
lui M, in seriile respective. Dezvoltarile (5.8) se introduc in sistemul (5.6), iar la
nivelul cel mai mic de aproximare se obtin asa numitele ” ecuatii ale convectiei
intense ” (sau fortate). Cum migcarea este consideratd intr-un domeniu in care
H ~ H?, trebuie sa admitem ca nuinarul lui Boussinesq este B, = O(1). Asupra
parametrului a, nu putem impune nici o restrictie, deoarece nu stim apriori
modul in care este legat de M, si B,. Ceilalti parametrii ai ecuatiilor (5.6) sunt
fixati. Aplicand teorema II rezulta imediat ca

a=0, b=c=d=2

Cum dorim si& avem un model local, pe de o parte, iar pe de altd parte se
poate considera apriori ca viteza verticala este de acelagi ordin de marime cu
viteza orizontala, rezulta evident ca ¢ ~ O(1) (el poate fi diferit de 1, dar nu cu
un ordin de marime).

O atentie deosebita trebuie data ecuatiei de bilant a energiei (5.6)s, care in
prima aproximatie conduce la

00 -1 0
Sh + Vo - gradls — ZT[ Sh§ +v, - gradmy |+
v—1 (5.9)
— i, — O w
2 =090
T T,
Analiza arata ca daca parametrul
—1
1= B, -a,
5=
7

ar avea proprietatea ca Nl’im S(M,,a,) = oo, ar rezulta ca viteza w, = 0 gi
r—0

deci migcarea verticala ar {i cu un ordin de marime mai mica decat cea orizontala,
ceea ce contrazice ipoteza de pornire. Prin urmare trebuie considerat ca

~v—1
Ty T
lim - < 00
M, —0 M?
. -1 2 in . . )
adica a, = 7——»—11(, — Mf,‘ﬂ este o relatie de evaluare a parametrului de forma
D)
X

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



a,. Cu acestea, in locul sistemului (5.6) obtinem pentru M, — 0 urmatoarele
ecuatii ce descriu convectia intensa (fortata)

divv, = %wo
Sh 3;: + Vv, - gradu, + %:(cwocosq,’) — vosing) = —%%
Sh %lta + Vv, - gradv, + R;uasmt,b = —%%—?
° (5.10)
Sh a(;l;o + v, - gradw, — el?ouocoscj» = —3;:, %? g‘; 0,
Sh-aa—a- + v, - gradd; — —[Sh% + v, - gradmy ] + %wo =0
3= O+ 1

In acestea intervin doi parametrii de similitudine esentiali B, /¥ gi S. In
legéturd cu parametrul S, se constatd imediat cid apar doud cazuri distincte:
a)S =0, g3 b) S# 0.0 observatie speciala, necesita cazul limp;, oS5 =0,
adica (daca tinem cont de.definitiile pentru a, §i B, ) pentru care

r, = '7___1.[‘3.
v

Aceasta permite introducerea " parametrului de stabilitate statica ”

7__1[*'0 -T,

r

Cuel, S= K°/M? §i cum § trebuie sa fie marginit, K¢ — 0 ca gi M?, adica
1
re.

I', trebuie sd fie in vecinatatea lui i

Prin urmare, sistemul (5.10) descrie migcarea aerului considerat ca un gaz
compresibil la numere Mach mici. Pe de alta parte, cum problema in discutie este
o problema la scaré locala, avem imediat evaluarea pentru numerele lui Strouhal
gi Rosby

94

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



= ~ -2
Sh= go o 0(107)
U
= - ~ (O
Ro= o= = O(10)

unde t° este considerat O(10°). Deci vom putea considera in plus (ca o noui
serie de dezvoltari asimptotice) ca avem migcari la numere Strouhal mici gi numere
Rossby mari. Aceasta ar presupune introducerea a doud noi dezvoltari de genul

Vo= Voo + Shvy + ...
o= my + Shry + ...
M= No+Shpu+...

0, = 04+ Shb; + ...
»

g1 respectiv

1
1
Voo = Voo + =V, +...

R,

— 1
Moo = 1r§o+ﬁ7r20+...
(o]

1
2o = n‘iﬁﬁonéﬁ---

1

Ro;o+...

020 = o‘go +

in sistemul (5.10). Introducand pe rand cele doua dezvoltari i retinand in fiecare
prima aproximatie (pentru Sh — 0, respectiv R;! — 0), se obtine, renotind
accasta apoximatie cu ( v,, w2, 72, 62 ), urmatorul sistem
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. o
divv, = w,

1T;
V, : gradu, = —5@
v Oz
V, - gradv, = —5%
7 O (5.11)
e’v, - gradw, = —%—% + %03

- S
v, - gradéf; — 7 1V2 -gradmy + —w, = 0
Y T,

3= O+ m

Dezvoltarea in raport cu numarul Sh gi retinerea primei aproximari revine la
a considera procesele cuasistationare ( campurile nu depind explicit de timp ), in
tmp ce a re(ine prima aproximare din dezvollarea in raport cu — revine la a
neglija efectul undelor mari din atmosferd asupra migcarii locale. ’

Pentru o prima abordare a sistemului 84 considerdm ca migcarea este bidimen-
sionald (nu avem, variatii ale marimilor caracteristice in directia y). 8e observa ca
daca presupunem componenta v, = const.(0) atunci din ecuatia (5.11)3 rezulta
73 = w3(z,z) gi deci ipoteza capitd o semnificatie mal clard. Presupunand deci
functiile necunoscute independente de y avem imediat sistemul (5.11) sub forma

8“0 + awo Bo
oz Oz 7T,

I
&

° Or e 0z "y Oz
0 Ou, T.0x; B, (5.12)
2 2,2 = L2 - '
€t 0 e, 0 ~ Oz 62‘702

602 602 ‘)’—1 _
U+ o " [uoE+woa ]+ﬁ'wo—0

2= O3+ 1

In cele ce urmeaza se aplica un procedeu cunoscut pentru analiza sistemului
(5.12) care conduce la obtinerea ecuatiei pentru functia de curent.
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Remarcam mai intai, ca deoarece

derivand (5.12); in raport cu x, (5.12); in raport cu z si scazand relatiile astfel
obtinute avem, in cele din urma (cu (5.12), )

5 t)w B, B, 0 =1
Uo g + wod o, —Wow = N aw[ag 73] (5.13)
unde s-a notat
_ 20w, Ou,
Y= T o:

turbionul. Folosind (5.12),, putem introduce functia de curent generalizata
= y(z, 2), pentru care

S A N L)
uo = —eap( T,(z)) 0z
5.14
B, dz 3;[) (314)
w, = erp(—/T(Z))

Introducand in (5.12)4, rezulta ca aceasta admite o integrala prima de forma

F(lj)) = 7r2+ S_/T Z) (515)

Atunci, observand ca

17}
or

7 -1 dF oy
0 — —nm))= ——
ccuatia turbionului (5.13) conduce la

9
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ay 9

9 (Bo/ dz ) B, dF
2 S I TP L
(5.16)
oo dz B, dF
— - ——2]=0,
9z gz 1ol /T,(z)) 2] =
Aceasta, la randul ei, produce o noud integrala prima
Bo/ dz B, dF'
Gy) = werp(— | /=) — —— (5.17)
(¥) P T,(z)) S

Sa observam acum c&, avand in vedere expresia functiei 1,(z), se obtin imediat
urmatoarele relatii (din (5.14))

exp(&/ o T A i
Y

T.(2) ¥
dw, ~ =1 ‘_,/,,_,f)zt.l' .
o oY 5.18
. (1 " B,z) P (5.18)
ou, | . ldd) B, 1 _yy L 00
= (1 - 1= _ X gyl
5 = (1= Ty S o - gy

Atunci, tinand cont de: (5.15) i (5.17), ecuatia (5.13) conduce la urmatoarca
ecuatie pentru functia de curent

>y 9
0% O

“mitoat —“ - TB“)

Q:
.Sag

(5.19)

— 1= 2 g ) B_dF
= (I 7B [G() + d‘/

]

pentru care vorn ataga conditii la limita corespunzatoare obtinute din condititle
pentru u,, w,, ¢, w,.

Suntem deci condu gi la urmatoarca concluzie:

us

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Aflarea solutiei sistemului (5.12) cu condifuile la limitd date in domeniul de tip
bandd D = {(z,2) | ¢ € (~00, 00), z € [0,1]} este echivalentd cu aflarea solufiet
sistemului (5.14), (5.19), (5.12)56 cu condititle lu limitd deduse din precedentele.

Ecuatia (5.19) sufera o serie de explicitar care conduc, daca nu la o forma
esential simplificata, cel putin la una pentru care metodele numerice sunt mai
ugor aplicabile.

Pentru aceasta trebuie insd precizate mai intai conditiile la frontierad ( z =
0, z = 1) si conditiile la limitd (x — +oo ). Pentru descrierea completa a
acestora, vom presupune ca existad o migcare la infinit amonte paralela cu planul
orizontal, iar atmosfera politropa de referinta este descrisa de aga zisa atmosfera
standard. Fluidul fiind un gaz ideal, conditiile pe frontiera solidd z = 0 gi pe
suprafata liberd z = 1 sunt descrise in Cap.1.6. Sa mai observim ca la infinit
aval nu avem, apriori, conditii de impus, in afara celor de marginire uniforma a
solutiilor gi de racord cu celelalte conditii. Cu acestea avem evident urmatoarele

u(z,z) = U(z) = U(2)JU
w(z,z)= 0 (5.20)

T(z,2) = T, (2); =(z,2)= m(2)

pentru x — —oo §i

w(z,0) = w(z,1)= 0
1(z,0)= 1,; 1(z,1)= 1,(1) (5.21)
7r(‘Tvo) = ”r(u); m(z,1) = 7I',-(1)

Relatiile (5.20), (5.21) devin in termenii modelului descris (adica pentru perturbatiile
introduse i apoximatia asimptoticd luata in consideratie) ’

us(z,2) = U(z) = U(2)/U
wo(z,2) =0 (5.22)
02(.’12,2) = 7|'2((l!,2) =0

pentru x — —oo0, gi respectiv

99

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



w,(z,0) = wy(z,1)= 0

T(.’B, 0) — Tr(o)
T.(0)

62(z,0) = M™% 0-(z,1)=0 (5.23)

"2('7:’0) = 1l’2(.1:,1) =0

Cu aceste remarci, s3 notam, pentru claritate, 2z = 2* la infinit amonte
(x — —o0) si atunci din (5.14), avem imediat

oy _ -1, 1/v-1
E’.— = —uo(l - TBOA)

gi prin urmare ( ¥ € C} ) la infinit amonte functia de curent este data de

-~

Y= PpP(z°) = _/ U(2)(1 - 7—5—1302)‘/’-%2 (5.24)
(i
Ecuatia (5.24) poate fi rezolvata in raport cu 2z (daci u, # 0) si avem

() = P27 = 2%,

unde 2% este functia inversi a functiei ¥>. Cum am observat deja, daca
U(z*) > 0, atunci functia z>™ este uniformd. S& constatim acum ca ecuatiile
(5.15), (5.16) devin, la infinit amonte

FW) = 2 inl1 = T2 Boa=(v)] (5.25)

§i respectiv

v dz>
(5.26)
SBO ¥ [ . . d‘.:oo
-] - __Bozoo 8 50
Y [ v ()] dy
100

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Tinand cont ca (5.15), (5.16) sunt integrale prime , atunci (5.25), (5.26) con-

duc la urmatoarea forma a ecuatiei (5.19)

Y 0% B, y=1l, 0% _

Tar T T T BTy, S

_ _—7_1 22/‘7'1& __7_1 ) 7 Nz =z (—ifi

= (1= =Bz 2 (1 = = BoZ ()7 (= = 27 () - (5:27)
—(1= 122, seo(y) )1t d(é(,iw)l

Evident forma ecuatiei (5.27) depinde esential de alegerea vitezei U. Vom lua

in cele ce urmeaza pentru U/ urmatoarea expresie

U(z°)= (1- uBoz“’ )=t (5.28)
g

cu aceasta avern imediat din (5.24)

Expresia (5.29) conduce la explicitarea membrului drept in (5.27) gi astfel

obtinem

02 02 _ -'
,0°Y d¢’+§_o_(1_7 1 oz)_ld—d)=
v v 0z

“ 93 T 9
1 . oy 5 .t (5.30)
(1= 1 opeyi 2o 230 Pe14 1= pyy 1-1)
7 T 1 +—By

-1
Observand acum ca ~ 0.287 i B, ~ O(1) (dar subunitar), rezulta
v

—1 . . .
7 B, avem XA ~ OQ(107!) gi deci putem cauta o prima

ca notand A =

i
aproximatie asimptotica a lui ¢ considerand dezvoltarea
101
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Y=Y+ A +... (5.31)

Scriind dezvoltirile expresiilor de tipul (1 —Az)* si (14 A¢)?, introducindu-le
impreuna cu (5.31) in (5.30) si retinand prima aproximatie a ecuatiei obtinute
avem

%y, 0*%, B, SB,
20%Y '/’+_7_'/)+

. B,
“ o2 T 522 Yo = —‘7—(1'*'52), (5.32)

0z ¥

ecuatie ce descrie, in prima aproximatie, comportarea functiei de curent.

Conditiile la limita (5.22), (5.23), impreuna cu relatiile (5.14) gi (5.29) conduc
la formularea problemei la limita pentru ecuatia (5.32)

Yo(x,0) = 0;  tho(z,1) = —
Yo(z,2) = —2, T —00 (5.33)

oy, oy,
maz(lg |, | B2, | 521} < M, 2 oo

In fine, forma finald a problemei (5.32), (5.33) se obtine facand schimbarea de
scard T = € gl schimbarea de functie necunoscuta

B,
. —2z
Vol(€,2) = €27 (et 2) (5.34)

care in urma unor calcule directe conduc la urmatoarea problema

s
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'Z’O(f, 0) =0

'»Z'o(fal) = _627
B, (5.36)
—z

'Z)O(saz) = —2627 ’ Ql)—’ —00

b |00
o " 0z

maz{ | ¥, |, | |} < M, ¢ — oo

Sa observam in final ca problema (5.35), (5.36) se integreaza numeric obtinandu-
se functia de curent. Cu aceasta, relatiile (5.14) conduc la determinarea campului
de viteze, ramanand apoi de integrat (tot numeric) ecuatiile (5.12)34 pentru
obtinerea temperaturii 0, si presiunii 7, (cu conditiile la limita corespunzatoare
obtinute din (5.22) i (5.23)). Din (5.12)5 se determina, in cele din urma campul
densititii de masa.

Cateva rezultate numerice privind integrarea numericd a problemei, deter-
minarea functiei de curent gi apoi a campurilor de interes sunt prezentate in
Anexa 4.

5.4 Model pentru migcarea' aerului in prezenta
unui obstacol izolat

Se urmaregte obtinerea sistemului de ecuatii care descriu migcarea aerului ( la
scard locald ) in prezenta unui obstacol izolat ? gi rezolvarea sa in conditii la
limitd bine definite. Obstacolul poate modela un masiv muntos, un orag mare,
etc. El este aproximat prin forme geometrice simple. In aplicarea modelului se
alege pentru aproximarea obstacolului un paraboloid de rotatie. Datorita faptului
cd ecuatia ce descrie migcarea verticald este liniard, pentru aproximarea unor
obstacole de forme mai complicate se poate lua o reuniune de paraboloizi.

A. Pentru obtinerea ecuatiei se va dezvolta modelul cunoscut al lui Boussinesq.
Se considera deci aerul ca un fluid ideal, perfect conducdtor de cildura. Prin
urmare migcarea sa este descrisad ( aga cum am vazut ) de sistemul de ecuatii
(5.6). Avand in vedere observatia facuta, dupa formula (5.7), privind coeficientul

Py rezultd ca in ecuatia (5.6)s, care descrie propagarea temperaturii vom
neglija termenii din membrul drept.

Subiectul este prezentat dupa cartea lui Zeytounian[1977), gi articolul lui H.I. Ene gi
V.Tigoiu [1980]
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Remarcam, ca i la inceputul paragrafului precedent, ca Mr ~ 0.03. Dez-
voltarea asimptotica ce va fi considerata este diferita de cea din cazul convectiei
intense gl anume, se considera ca variatia perturbatiilor temperaturii gi densitatii
datoratd prezentei obstacolului este mai importanti decat variatia perturbatiei
presiunii. Aceasta conduce la a cauta dezvoltari (5.8) cu a =0,b=2,c=d =1,
adica

V=Vo+...
= M¥n;+...
(5.37)
6= M0, +...
n=Mmn+...

Pentru a nu decupla complet ecuatiile de migcare de ecuatia temperaturii se
introduc doi parametrii de similitudine ( a se vedea gi Anexa 3 )

S] = BO/M,-, Sg = OO/BO

pentru care vom impune si ramana finiti ( in procesul de trecere la limita cu
M, — 0), ceea ce conduce la B, « 1§ a, €« 1 (sau B, =+ 0, a, — 0
indatd ce M, — 0). Introducénd dezvoltarile (5.37) in (5.6) gi tindnd cont de
observatiile de mai sus avem, in prima aproximatie, urmatorul sistem de ecuatii

m=—6,
du, + ov, + ow, _o
dz, ' Oz,  Ozy
ﬂa +u(9 +v8 + 3uo+_l_( vsin)——l%
at °3 T oa I wo().'l?:] Ro cibocony ° ¥I= ’78(21
3 3vo 3v ava tw v, 4 Lu sing) = l% (5.38)
? 6 Iy 6122 061,'3 Ro ¢ Y= 78132
/dwo dw, +v5wo+wa&- ltcos) _l?ﬂ+_l_ 0
Jo ot 3 T, ° Ozq °0r3  R,e toCOBY v0z3 ye? 1
A S — —
+uoa |+v )I2+w0013+ 1[ ~ SZ]wo 0
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Sistemul (5.38) poartd denumirea de sistemul lui Boussinesq. Se poate observa
cd sistemul se obtine in procesul (asimptotic) de trecere la limitd cu
RePr - 0, M, - 0, B, - 0, a, — 0 pastrand parametrii S;, gi S,
finiti gi pozitivi 3.

Ca gi in cazul analizat in paragraful precedent, vom considera in continuare
procese cuasistationare ( Sh = 0 ) si locale, adica se neglijeaza efectele de scara
mare ( R, — o0).

Cu acestea, introducand o noud dezvoltare asimptotici in raport cu

1
po = = <1 prin

‘0

u, = 1+ 0 + ...
Vo = floUz + ...

W, = Moz + ...

(5.39)
T2 = I-‘o7r2l+---
02 = [10021 + ...
M2 = polin + ...
sistemul (5.38) devine
i _
31-..-
ov or.
7'_1 + ' 21 =0
Jr, Jr,
Ov or
i
1 T2 (5.40)
. 61)3 61r21
ety— = 5,0,
761"1 Ors 1V
00,
- + on.' =0
011 )
n = —0y
3In fapt se considera un proces ceva mai complex de trecere la limita, aceasta facandu-se
[
; 5 4 o 2 _
dupa numarul lui Mach local M? = RTo()
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Sa observam ca in dezvoltarile (5.39) s-a presupus cd migcarea se face in
prezenta unui curent uniform si omogen de la infinit cauzat de migcarea la scara
mare, pe directia z,, care este perturbat de obstacolul ce va fi prezent in calea sa.

Este motivul pentru care in dezvoltarea componentei u, apare termenul constant
-1

independent de g,. In sitemul (5.40) s-a notat cu A\, = S| 7 —~S2]. Un numar

de derivari succesive ale ecuatiilor sistemului (5.40) gi combinari ale noilor ecuatii
astfel obtinute, conduc la eliminarea necunoscutelor 03, 7, vy, v §i obtinerea
unei ecuatii in v3. Aceasta este

? d? 0*vy Pvy v,
2 -2 — r'
e (61‘, 613) 3:1:2] 023 +AGE 6:1:, + 0z} ) =0 (5.41)

In ecuatia (5.41) s-a notat cu A = A,S;/v. Astfel am obtinut ecuatia (5.41)
care descrie repartitia vitezelor verticale in domeniul considerat. Ecuatiei (5.41)
trebuie 8a-1 atagam un set de conditii pe frontierd. Acestea trebuie pe de o parte
8a tina cont de datele specifice ce se intalnesc in practica meteorologica gi , pe de
alta parte, de corectitudinea forinularii problemei din punct de vedere matematic.
Pentru aceasta, sa precizam ca in interiorul doieniului paralelipipedic

D= {(.‘tl,.'tg,.l::;) | I € (—oo,oo),a:z € [—l,l],.’ta € [0, l]}

avem un obstacol agezat pe planul r3 = 0, a carui suprafata presupusa suficient
de regulata are ecuatia r3 = h(z,,z3). Sa& notdm cu D urma obstacolului pe
planul r3 = 0, adica interiorul curbei h(z;, ;) = 0. Campul vitezelor, conform
cu cele aratate in Capitolul 1, trebuie sa verifice conditia de alunecare v-n = 0.
Urmare a relatiilor (5.37) avem v, -n = 0 si urmare a dezvoltarilor (5.39) i a
definitiei normalei la o suprafata obtinem

oh dh oh
) Do ——— *)
V3 = 3 : +#°(vli'1 +U2[j 2)~}-... (5.4..)

Impunand conditia de periodicitate ( a domeniului migcarii ) in raport cu r,
g ca prin suprafata z = 1 sd nu intre gi sa nu iasd fluid, iar la infinit amonte
gi aval perturbatia sa se anuleze ( impreuna cu derivatele sale ) indeplinim atat
cerintele matematice ale problemei cat gi proprietatile fizice i geometrice ale i
Aceste conditii se transforma in
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v3(zy,T2,1) = 0

h

v3(z1,22,0) = i, daca (z;,z2) € D

6:1.?2
v3(z1,22,0) = 0, daci(z,,z2) € CD (5.43)
603
a hz‘zl 1= 0

. dv3 d U3 03’03

e (es b g bl g bl D) =

S& mai remarcam ca, conditia (5.43),, pusa pe z3 = 0si (21,22) € D (zona
in care curgerea de fapt nu are loc ), nu face decat sa transforme domeniul efectiv
de curgere din D\ (D, z3) in intreg domeniul D, cu modificarea corespunzatoare
a datei pe frontiera.

B. Pentru rezolvarea problemei (5.41)- (5.43) in domeniul D considerat, pre-
supunand functia h suficient de regulata in vecinatatea punctului de contact cu
planul r3 = 0, vom face mai intai urmatoarea schimbare de functie

oh .
va— (1 — .1,3)3—1_1 in (D,z3)

W((B], I, .’Ea) = (544)

v in exteriorul lui (D,z3)

obtinand o ecuatie neomogena pentru W, dar cu conditii la limita omogene. Prin
urmare problema ((5.41), (5.43)) devine

? 9 0® W d? d?
2 - - —_— =
[6(8m§+3m§) *azg]ax'f +A(8zf+3w§)w

0? 0? o° 0
—(1 =23} — + — )N(2=— +A—- hin (D, «

0 in exteriorul lui (D, z3)
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ow
W(‘th 3110) = W(I],Ig,l), 5— h:z|=l = 01
T2
(5.46)
rw W

azg |1| azg |)=0

: ow
fim (IW 1,1 5 1 |

lza|—c0

Avand in vedere forma conditiilor pe z3 = 0, §i 3 = 1, vom cauta solutia
problemei (5.45)-(5.46) de forma

W(zy,z3,23) = ZWn(z,,zg)sinnrza (5.47)

n=1

adica o serie sinus- Fourier. Introducand (5.47) in (5.45)- (5.46) obtinem imediat
pentru coeficientii W,, ai dezvoltarii urmatoarea problema 4

PP PW, PW, W,
N33 * 5a3) g AT NGg + A7) )
iF(r
_nr ‘lvzﬂ)

ow,, ] ow, P*w, Bw, .
a_zz ||-=2|=1_ 0, .:!‘ITw(l Wa |v l dz, l, | 31? |v | Bz? |) =0 (5.49)

In (5.48) s-a notat

9 i o 9

az 2 -
(ax? + oz} e oz3 * azg)h n D

F(Il,l‘g) = (550)

0 in exteriorul lui D

Remarcand acum forma conditiilor (5.46); pentru | z, |— oo se poate
aplica transformata Fourier integrala in raport cu r;. Atunci, daca notam cu F
operatorul de transformare Fourier avemn urmatoarele notatii gi definitii

1Practic se inmuliegte ecuatia cu sinnwra gi se integreaza intre 0 gi 1, {inand cont ca (H.47)

1
conduce la W, (r),£9) = 2/ Wy, xq, £3)sinnxradry.
(V]
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| X

Un(w, I2) = F(Wo(ry,12)) = —= W, (zy,1,)e™ """ dr,

2 J oo
(5.51)
- Vi i
P(w,a:z) f(] (I],T})) 7r3/>2 F(:Ifl..l?;g)(‘ lW'T'(i.’lfl

unde evident am tinut seama de definitia (5.50) a lui #( . r;), care impreuna

cu proprietatile lui h conduce la | F(x1,22) | dry < oc. In aceste conditii,
)

problema (5.48)-(5.49) se transforma, in urma unor calcule directe, in problema

(A — EDPWUy, + (D — A+ s U, = — —F(w, 1) (5.52)

nm

Uy ljzg=r=0: Up(w. 1) = Us(w,—1) =0 (5.53)

Desigur in obtinerea ecuatiilor (5.52) (pentru n € N~) trebuie obtinute relatiile
de transformare Fourier a derivatelor in raport cu x;, ceea ce conduce la utilizarea
conditiilor la limita (5.19);. Pentru obtinerea conditiilor (5.53) se transforma
Fourier (5.49), si se adauga conditia de simetrie in raporl cu axa Oz, (simetrie
impusa de simetria obstacolului).

In plus se vede clar ca membrul drept al ecuatiei (5.52) este imaginar (da-
torita simeriei obstacolului). Atunci, utilizand notatia Up(w, ;) = Un(w,z2) +
1Vp(w, z2), functia U, rezulta identic nula gi, pentru functia V, suntem condusi
la urmatoarea problema (din (5.52)- (5.53))

.
(A=W )WV, +w(Ew? — A+ nn? )V, = —F(w, 1) (5.54)
nmw
Vi(w, 1) = Vo(w. = 1) =0;  V,(w, 1) = Vy(w,—1) =0 (5.55)
Pentru alarea solutiei problemei (5.54)- (5.55) constatam ca, [unctie de sem-

nub I A (in legatura cu semmul coefientului lul V., sl U, din (5.51) ) avem doua
sttuatii posibile (A > 0,4 < 0), ce vor h analizate separat.

B1.Fie A > 0. Sa tacem urmatoarele notatii
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2.2

n'mw
B'W:nxﬂ,w(e?u)z—A), Prw = w 1+e’w2—A
2.2

) I e
Cro =17 (A - €8w?), Tu=w 2wl — A !
2.2

Dnu= nwA_aa’ nw = 1- o
nrTa ( 6“") a w fnwa—A

(5.56)

Cu notatiile (5.56) avemn (in urma unor calcule standard privind solutia prob-

lemei (5.54)- (5.55)) urméitoarele doua posibilitati

VA

a) Dacé n € (0, T)

l e_ﬁnu

Valwr22) = ~ {7y chlBuoza) / efrt B(w, t)dt

T2

1
+efrums / e Pt F(w, t)dt + e~Pres / e’ F(w, t)dt},

z3 -1

VA VA

daci w € (—o0, _T) U (—:—,oo)

sau

_ 2 COS‘[nw(Ig ) _

Va(w,z3) = —CM{ () / co8(Ynut) F(w, t)dt
l -~
-—/ sinyn, (23 — t) F(w, t)dt}
VA VA-nin? VA -—nir? VA
daca - y ) U ( ’ )
€ € € €

sau
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Vn(w, 32) =-

1 e v ! ~
h(an,r / anet B, t)dt
D,W{sh(am,,) c (O 1‘2) ], ¢ ((.U )

I2

1 ~
+eanwl‘2 / e—cmut F(U),t)dt + e—anu-’l‘z / met F(w,t)dt},

x2 -1
\/ —n27r2 VA -nlnt
daca w € ( ,—_(—)

b)Daca n € (‘—j?,oo)

1 e Pnu 1 _
Y= o Brat F(w, 1)dt
Va(w, 22) Bm.,{ sh(ﬂw)ch(ﬂ I2) /_le (w. 1)

I2

1
+ePre=2 / e Pt P(w,t)dt + ¢ P / et F(w, t)dt }

\/_ \/_

daca we (- oo—— 00)

sau

1 COS—’)’nW(.'L'g

Valw, 3) = — )' 2 /U l co8(Ynut) F(w, t)dt—

Cro { 8in(Ynw

—/ sinyn, (22 — t) I:"(w, t)dt}

T2

VA VA

daca we (—— —(—')

In fine, a doua familie de solutii se obtine pentru

B2. Fie A < 0. Atunci, notand cu

E,,=nrb (A4 W) b =w
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solutia problemei (5.54)- (5.55) este data de

1 e bnw 1 .
Vi(w, o2) = ——— { - ch(6,... et (o,
(@) = = ) M) /_l e Flw, fd

(5.60)
1 1
+ebnue2 / e~ F(w, t)dt + e"‘g"“”/ efn! F(w,t)dt }

E 73 1

pentru orice n.

Se observa imediat ca subcazurile prezentate ( a, b ) tin de tehnica de rezolvare.
Cele doua cazuri mari Bl gi B2 insa, depind de parametrul A care, conform
definitiilor din prima parte a acestui paragraf, este un parametru de stare al
altmosferei. Intr- adevar semnul sau depinde esential de numarul lui Boussinesq,
de a, g de v, indicand apriori (functie de marimile de referinta) tipul solutiei.

Se observa cu ugurinta ca daca V, este oblinut ca mai sus, atunci solujia W,
a problemei (5.48)-(5.49) este transformata Fourier inversd a lui V,,, adica

Wo(xy,x3) \/7/ (w, ry) stnwrydw (5.61)

§i prin urmare componenta vy a migcarii verticale se obtine din (5.44) gi (5.47)
ca

()h
Ja,

_\/g Z /ow(vn(w, £y)sin(wiy Jdw)sin(nm )
n=1

va(zy, &g, 23) = (1 — &3) —

Cateva observatii se impun. In primul rand, odata solutia (5.62) obtinuta.
sistemul (5.40) se rezolva imediat cu conditii la frontiera si la limita convenabil
alese. (Lasam in seama cititorului ca, pe baza conditiilor formulate in paragraful
3 al acestui capitol sa scrie problema la limita completa.)

Toate consideratiile acestui paragraf au fost facute in ipoteza ca suprafata
ry = h(x,,x;) este regulata. O forma simpla (din punct de vedere matematic)
pentru ecnatia suprafetei este de preferat. Totugi in alegerea sa trebuie (inut cont
pe de o parte de faptul cd aceasta trebuie sa aproximeze diverse obstacole reale.
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iar pe de alta parte ca in formula (5.50) de calcul al lui F apar derivatele de ordin
cinci ale lui h ( paraboloid de revolutie ) de forma

h(zy,T2) = Co{1 — R¥ (2} + 12))° (5.63)

unde C, = h/H iniltimea adimensionald a obstacolului §i it = L/r, r fiind raza
cercului de baza (din planul z3 =0 ). Atunci se vede usor ca I' este continua in
banda Rx [-1, 1], este pard in z, gi impara in z,. Prin urmare, transformata sa
Fourier F coincide cu lransformata sinus- Fourier a lui F. Acesle observalii gi o
serie de calcule elementare conduc la

2 46.080 A JI-R
F(w,z;5) = \/; (e - E) {TCOS(EV 1 — R?z3)x

w?

4
105}{ (1277~ 13) + 11340

x[2R?(R?c3 — 1)(6R?22 — 11) + R+

+sm(R,/1 — R223)[(R*43 - 1)2 5R4 — 1)(4R%*+3 - 5)—

_10511:4(48R2 1 49) 11.340°
w

(5.64)

I}

wb

Evident se pune problema convergentei integralelor ce vor apare in formulele
(5.61), (5.62). Acestea sunt integrale din functii de tipul

g(w)/w2k+l

unde g sunt functii infinit diferentiabile, deci lipschitziene impreuna cu derivatele
lor. Prin urmare integralele vor avea singularitati tari in w = 0. Cu aceste
observatii, constatdm cd ne incadram in ipotezele teormelor demonstrate de
Ch. Fox [1957] privind generalizarea valorii principale in sensul lui Cauchy. In
cazul nostru, w = 0 este un punct singular de multiplicitate impara gi atunci
restul formulei lui Fox este nul gi prin urmare integralele au sens.

5.5 Modelul de briza

Problema circulatiei aerului la ” scaca mica ” are, printre alte multiple aplicatii
de un deosebit interes, gi pe acelea legate de brizele marine, brizele pe vai, diferite

K]
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probleme de poluare, etc. Problematica sus amintita a fost ahordata din diferite
puncte de vedere atat in privinta modelarii matematice a fenomenului fizic re-
spectiv, cat gi in privinta metodelor de integrare numerica folosite (vezi Estoque
[1961], Saito [1976], Chorin [1968],[1969]).

In cele ce urmeaza vom urmarii prezentarea facuti in Pescaru, Romanof,
''igoiu [1985) ca gi in Estoque [1961]. In modelarea migcarii vom folosi aproximatiile
permise de ” teoria K ” (vezi Monin , laglom [1965] ; Mohammadi, Pironneau
[1991] §i Anexa 3), dar nu vom apela la aproximatia hidrostatica gi nici nu vom
elimina ecuatia migcarii verticale pentru a o inlocui cu derivata ecuatiei de conser-
vare a masei. Modelul obtinut descrie migcarea unui fluid (gaz) cu gradient termic
propriu. In schema numerica vom introduce un prim pas distinct, in aproximatii,
pentru a putea calcula functia constitutivd K(x,z,t) la pasul urmator. In rest
schema numerica foloseste rezultatele lui Chorin [1968].

Desi tehnica directa de obtinere a modelului gi de analiza a sa, pare a fi una de
" mici perturbatii ” totugi, avand in vedere modul in care sunt obtinute ecuatiile
de baza (5.65), (5.68) din ecuatiile (1.38) sau (1.46), ca gi observatiile facute in
introducerea la acest capitol, am gasit de cuviintd ca aceasta tratare ” hibrida ”
a unui model igi gasegte locul in aceastd parte a cartii.

Vom incepe studiul prin a prezenta pe scurt descrierea modelului. Atmosfera
este presupusa ca fiind un fluid vascos; incompresibil. Urmand cele aratate de
Estoque vom imparti atmosfera in doua straturi. Unul adiacent Pamantului cu
o grosime de aproximativ 50 m, in care se presupune constanta cu indltimea a
fluxului de caldura gi a fluxului vertical al momentelor orizontale.

Mecanismul migcarii se datoreaza incalzirii diurne, diferentiate a solului gi a
marii. In plus presupunem ca, coasta este o linie dreapta gi ci variatiile marimilor
campurilor de interes sunt nule in directia y (directia coastei). ‘l'inand cont
de aproximatiile " teoriei K ”, vom introduce functiile constitutive K,(x,z,t),
K,(x,z,t) corespunzatoare celor doud componente orizontale ale impulsului, §i
atunci avem, in stratul limita considerat (se face atat ipoteza egalitatii celor doua
functii constitutive, ceea ce revine la a presupune omogenitatea orizontala a strat-
ului limita, cat si egalitatea lor cu conductibilitatea termica, functia respectiva
fiind notata cu K(x,z,t)),

0k,

—(Ka=—) =0 (5.65)

a .o

unde avem

[}
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ou’

Ky = Ky(2,2,t) = [ko(2z + 2,) (1 + R}

0z
. , ov'
Kz = Kay(z,2,8) = [ho(z + 20) (1 + ) |* 5= (5.66)
Ki+ K
K= %(z K, = Kk, in ipoteza facuta)
pentru R: > Ri. ~ —0.03 s
) i ] 2. 9 e’ 2
A.:AQ:A:M(E Ia_zl)l/ (5.67)

pentru R: < Ri.. Mai sus s - au folosit notatiile clasice

_9g OT[dz+1 _ g08'/0=

= %o~ #(9ajon)

gl

¢ =T (p./p)s x=R/c

pentru numdrul lui Richardson ( Ri ) §i temperatura echipotentiala ( ¢ ) si unde
po = presiunea de 1000 mb, k,, z,, a, A constante de material si problema.

In stratul superior, in care nu se fac nici un fel de ipoteze de natura constantei
fluxurilor (dar se pastreaza ipoteza de constanti a cantitatilor de interes in ra-
port cu directia y), se scrie sistemul complet al ecuatiilor de conservare a masei,
impulsului gi energiei, care cu aproximatia ” teoriei K ”, devine (vezi gi (1.38))

divv =0

du 1 dp d . 0u

i _;8_1 fv+5(1\0—2')

dv l(')p J, 0v
I__;a_y_fl‘+7(l\'_5) (5.68)
‘lﬂ  Lop

dt — pos

do J . dY

— = —(N-)

dt Jd: 0z
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unde p = pRT = p(p/p,)*0R, f este parametrul Coriolis, pentru fluxul de cildura
s- a considerat aproximatia lui Fourier, iar pentru aceasta parte a lucrarii vom
lua

H-z
H-—h

K(z) = K(h) (5.69)

Considerand, in mod obignuit, ci fiecare funciie necunoscuta a procesului ter-
modinamic este formata dintr- o parte datorata migcarii la scard mare (sinoptica)
gi dintr-o altd parte datorata perturbatiei induse de incilzirea diferentiata de la
nivelul solului, avem

v=v,+V
0= 0, + 6
(5.70)
p=p.tp
p=pstp
marimile neperturbate verificand ecuatiile de bilant
divv, =0
du, RT, ap,
@ = 0z T
dv,  RT, Op,
i = o oy - (5.71)
do, 1 0p _
at ~ RL,” 9. Y
do,
a )

Scazand ecuatiile (5.71) din (5.68) gi tinand cont de notatiile (5.70), ca gi de
ipoteza de constantd a functiilor necunoscute pe directia y, obtinem urmatorul
sistem diferential pentru perturbatii

L16
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ou  ouw'

oz + 9z 0
au’ / ’ i ’
o + bfv' - grad, ,u' + bfv' - gradu, + bfv, - grad, .u’ =
19p" p' Ops , 0 chi
_pE pps Or A (?z( g )
a 1
71; + bfv' - grad_ o' + bfv' - gradv, + bfv, - grad, ,u’ =
p Op, , 0 . du
— —( K~ 5.72
PP PR fu+02( \202) ( )
!
Baltt; +bfv' - grad, ,w’ + bfv' - gradw, + bfe, - grad, w' =
L gy ' Op,
_Yo A op
pd:  pps 0z
ol
%T +bfv' - grad, 0’ + bfv' - grad0, + bfv, - grad, 0" —
) .08
SRS

Sistemul (5.72) este cel ce descrie evolutia in timp a perturbatiilor procesului
termodinamic, indata ce s- a precizat comportamentul masei de aer, la scara
mare.

Pentru aceasta trebuie si formulim problema cu date initiale g la limita.
Considerand domeniul migcarii ca find un dreptunghi cu lungimea (in directia
x ) L =100 Km si inadltimea H = 2 km (in directia z) vom ataga sistemului (5.72)
urmatoarele date initiale ( considerand ca la momentul t - 0 avem lipsa oricarei
perturbatii )

P=2PDs
0=0,1="1,) (5.73)
V=V,

Datele la frontiera (¢ > 0) trebuie introduse la nivelul solului, la nivelul fron-
tierei libere g1 pe fronticrele laterale.La nivelul solului vom considera anularea
perturbatiilor vitezei
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=v=uw=0 2z2=0 (5.74)

iar pentru profilul de temperatura avem

(0, z<0
T'(z,t) functie de incilzire diurna
T'(z,t) = ] cunoscuta pentrul < z < 20km (5.75)

T'(z,t) = T'(20km,t), = > 20km

T'(0,1) = -

| SAT(=0,8)  +T'(+0,1)]

unde am presupus ca pentru ¢ > 0 avem solul, iar pentru z < 0 suntem deasupra
marii.

La nivel superior vom impune anularea tuturor perturbatiilor

v=v=uw'=0=0, z=H (5.76)

Pentru perturbatia presiunii, p’, se poate lua fie conditia p’ = 0 (fluid cu
suprafata libera), fie nu se impun conditii, ceea ce revine la a considera ca la z
= H presiunea este cea calculata prin integrare numerica gi deci perturbatia de
presiune se propaga gi peste acest nivel.

Pe frontierele laterale z = L/2, r = —L/2 avem

- ' _ d v,y
pP=w =0, az(u,v,ﬂ)—o (5.77)

unde p" este cel considerat spre exemplu in Saito [1976], ca urmare a metodei lui
Chorin.

/.
In locul conditiei folosite de Estoque 6_p |z=¢1/2= 0 vom introduce o conditie
z

complet diferita, gi anume, vom presupune o distributie hidrostatica de presiune
pe aceste frontiere adica
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op' Ps p ;
_67 |:|:=i:L/2: g( RT. - RT ) (578)

Este clar ca ipoteza existentei nivelului h care separa cele doua zone de fluid, in
sensul precizat la inceput, presupune introducerea unor conditii de racordare
pentru solutiile celor doua probleme.

Este evident ca sunt necesare doua tipuri distincte de conditii de racordare,
dupa cum R: > —0.03sau R: < —0.03.

a) In primul caz, migcarea fiind mai apropiata de cea laminara, vom cere conti-
nuitatea vitezelor, temperaturii si a derivatelor lor verticale la trecerea frontierei
z = h. Tinand cont de (5.65) si (5.66), se calculeaza solutia la nivelul h gi se

a ]
impun conditiile de continuitate cerute. De aici, notand cu C'(u’) = 2z, d_u —
z
avem, pentru z > h
. / ' / h+ 2z, C(u')
lm’{u (z,y,2,t) = u'(z,y,h,t) =¥ (2,y,20,t) + ln(—2——)
zZ— ZO
(5.79)
. ou  C(v)
lim 2L =
zl—irl: 0z h+ 2z,
!
gi notind C(v') = 2z, L |z=z,
0z
h+ 2z, ,
lim v'(4,9, 2,) = /(2,9 by £) = (2,5, 70, 8) + In( S22 )W)
z— 2,
(5.80)
. o' C(v)
m— =
zl—~h 0z h + 2o
Absolut analog pentru #' avem
h+ 2z, o
lin’: 0(z,y,2,t) = 0'(z,y,h,t) = 0(2,) + In( _:-—z )e)
z— aZ5
(5.81)

lim 0_0 = c(o)

=—~h dz  h+z,

1Y
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b) In al doilea caz se foloseste o schema de racordare ce presupune extrapolarea
ipotezelor de lucru din stratul 0 < z < h pana la primul pas din domeniul
superior, adica h + Az. Se aproximeazi componenta verticala a gradientului de
temperatura la z = h prin

@ _ ﬂl)'(x,h+Az,t)—0’(x,0,t)
Dz '=hT h+ Az

(5.82)

p fiind o constantd empirica de proportionalitate (in calcule vom lua f ~ 1).
Folosind, ca i in cazul a), ecuatiile (5.65) si (5.67) obtinem urmatoarele relatii
aproximative

4/31 9. _ . /3 _ p-1/3
0’(¢,h,t)= 36h [0(.I?,h+AZ,t) i(_-:“z:t)”(hﬁ-Az) h ]+

+0'(r,h + Az,t)

A3 [ (o o - —1/3 _ p—-1/3 .
(o, bty = P22 LR OIBA 20 =8, (s

+(,v")(x, b + Az, t)

#'(2,h+ Bz,t) - 6'(2,0,t) |12 p?
h+ Az

K(wht) = M) |

0 este valoarea medie a lui & in sratul inferior.

Calculele numerice vor fi facute, in primul rind, considerand ca atmosfera
exterioara domeniului de interes este in repaos termodinamic, adica

v, =0, p,=p,(z)

dp, o _ _ P9

dz P97 TR, (5.81)
ar, |

d~ -1

adica, practic, avem o atmosfera politropa data de (vezi (1.11))
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v, =0
T, =T,(0) — 'z ~ T,(C) — 6.510732

2)?/TR (5.85)

p(2) = P01 -
pu(s) = £, 01 = 75

)(.a/l‘R—l)

In aceste conditii sistemul (5.72) devine:

o o
oz 02
ou' ,0u ,Ou 1 9p ,3'
wt etV =, Y +—(l\ -)
ov' ,ov o0 8 O
+ =—-fv' + 82(1‘25) (5'86)

I T ™

ow' 0w + w,aw’ _ _lap 13p,
8z pOz p0:

o8 30’ 30'_ 8( 60’)
5 T 9z 0z oz

iar conditiile initiale se precizeaza in raport cu (5.85).

Vom descrie pe scurt in cele ce urmeaza schema numerica gi algoritmul atagat.
Vom urmari tehnica folosita de Chorin [1968] cu precizarea ficuta in introducerea
la acest paragraf, privind calcul functiei K(x,z,t).

Pentru prezentarea schemei numerice gi a schemei logice, vom observa mai
intal cad in transcrierea derivatelor in diferente finite, derivatele de timp sunt
inlocuite prin diferente inainte, iar termenii de advectie prin diferente inainte
cind viteza de advectie este negativa, gi prin diferente inapoi cind este pozitiva.

Schema numerica pentru calcului lui v’ gi & este descrisd mai jos
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' () ,@ , 0w’
V(t+1)= (1) 6t(u3 W

ay! _ 22,/
1 Khd'v H—-: dJ%v

i AW g - R K 57)
(5.87)
, o0 o0
1 8¢ H-2 520"
i kb g - TR K 53)

Calculul lui u’ §i w’ este efectuat in doi pagi. Mai intai se omit termenii care
contin Vp' si se calculeaza vitezele fictive u* si w* dupa formulele

u (t+1) = (t)—6t(ua—+w%—u-—fv+
1, o H- o’ .
+h—l\(h) 5, H = () 622) (5.83)

1) o ) sty P 10
w(t+1)= w(t)—5t('u(9 W + 592

+9)

Evident relatiile de mai sus se obtin din sistemul (5.86).
In continuare se reintroduc termenii V' gi utilizand gi u*, w* se calculeaza
u’ g w

it op’
w(t+1) =u*(t+1) - U_p‘ 3’; |41
(5.89)
ét op’
w(t+1)=w(t+1)- ; _@—Z_ t+1

Acest mod de rezolvare permite utilizarea unui pas de timp. 8t = 3 minute.
in conditile in care solutia ramane stabila.

Apare insa problema determinarii campului de presiune p’ la pasul de timp
t + 1. Aceasta se rezolva, derivind ecuatiile (5.89) in raport cu x s respectiv /
i eliminand @’ g1 w' cu ajutorul ecuatiei de continuitate. Rezulta ecuatia de tip

Poisson
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o' 9 p Ous  Ju'
5 + g = 55 + 5 e (5-90)

care este o ecuatie de diagnoza pentru perturbatia de presiune p’ gi se rezolva cu
conditiile pe frontierad date anterior.

Schemele logice ale programului principal gi subrutinei de racordare a solutiilor
sunt prezentate in Anexa 4.
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6. METODE NUMERICE PENTRU MODELE LA SCARA
MARE

6.1 Notluni introductive

Utilizarca modelelor numerice pentru prognoza numericd a  vremii
implicd rezolvarea unui sistem de ccuafii cu derivale partiale, nelinear. In
general aceste eccuatii  descriu  trei  procese dinamice importante: advectia,
ajustarea (modul cum campul vantului si cAmpul masei sc¢ ajusieazd unul pe
celilalt) si difuzia. Ne vom referi la rezolvarca ecuatiilor lincare,
unidimensionale, care descriu aceste procese, prezentdnd abordarile lui

9 A

Riddaway [1990]. Folosim ccuatiile “shallow water” in care:

a)-s¢ ignord rotatia pdméantului;

b)-nu avem migcare in direclia y;

c)-nu avem varialii in direclia y

Lincarizind ccualiile falad de o stare de bazd (u ,H) constantd in spafiu
$i timp obtinem:

o A a( a;)
—+u —=-g—+—| K—
aa *aal"a
h A A a( a‘h)
DBu o g2, k2
2 ax ala

unde # §i h sunt perturbatiile pentru componenta vilezei in direclia x, si
indliimea suprafetei libere. Vom pune in evidentd cele trei procese amintite mai
sus.

Advectla
07 ]] 7] oh oh
—+u,—=0 ; —+u,—=0
a & a 074

In general, ecuatia de advectic linearizatd unidimensionald, poate i
scrisd astfel:

__'+uoi:0

a ¥
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Ecuatia de advectic nclincara csie:

oF ar
—+u-—=90
a &
Ajustarea
a A A
a & a &

care s¢ mai numeslc si ccualia undelor de  gravitalic  lincarizata  si
unidimensionala.

Difuzia

a2y B2y
a o & a &

Forma generala pentru ecuatia de difuzic unidimensionald (cu turbion de
difuzie constant K) este:

I _ e

a A’

Multe idei si tehnici  folosite  pentru  rezolvarea  acestor  ccualii
simplificate pot fi extinsc pentru rezolvarca ccuatiilor primitive complecte.

Cele mai utilizate metode sunt cele cu  diferenfe, dar si metodel:
spectrale sau cu clement finit sunt de interes.

Problemele de metcorologie sunt cuprinse in una din cele (rei categorii:
probleme cu valori pe frontierd, probleme cu valori initiale i probleme cu
valori proprii.

a) Praobleme cu valori pe fronticra

Problema este sa determinam /- intr-un domeniu /D unde avem ecualie
L(F)=f si B(F)=g pe frontictd. (1 si B sunt operatori difcrentiali).

L(F)=f in domeniul D B(F)=¢g pe [rontierd”

L:xemple tipice pentru accastd  problemd, conduc la rezolvarca  unor
ccualii de tip lelmholiz sau Poisson.

b) Probleme cu valori inigiale

Accstea  sunt  probleme de  prognozd, in care dorim sd  prognozdam
comportarca unui sistem, cunosciand starca inijiald. Accasta s¢ face rezolvdnd
sistemul diferential  [.(/) = f in domeniul D cunoscadnd conditiile inifiale
1(I7) = h st considerand cad pe (ronticra avem conditiile B(/) = g. In accasta
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catcgoric sunt ccuatia de advectic, ccuatiile undcelor de gravitatic si ccuatia de
diluzic.
¢) Probleme cu valori propril

Problema cste sa determinam A si /7 astfel incdt 1.(/7) = AM(1) sa
fic satisfacutd in domeniul D cu B(17) = Al(/7) pe fronticrd. Problema aparc
in studiile de instabilitatc baroclina.

O alta variantd dc¢ clasificarc deriva din forma  ccualiei  lincare cu
derivale partiale de ordinul al doilea:

& ol aF ar ar
a—5+2b——+¢ +2d—+2¢
24 o5on an on on

v

Clasificarca sc bazcaza pc proprictdlile caracteristicilor ccuatici. Vom gdsi (rei
tipuri de ccualii:

Tip Caracleristici Condiii Exemple
hipcrbolic reale bl —ac>0 ccuatia undclor
parabolic imaginare bl —ac<0 ccualia de diluzic
eliptic nu cxista bt-ac=0 ccuatia Poisson

Tabelul 6.1 - Clasiticarca ccuatiilor

Licuatiile hiperbolice si parabolice sunt probleme cu valori inijiale, iar
ecualia cliptica cstec o problema cu conditii  pe [ronticra.

Vom considera un. exemplu simplu pentru o problema de  evolutic
unidimensionald:

o

unde H  cste un opcrator spatial difcrenfial lincar. Vom presupune cad /0 este
dat in N +1 puncte de grila din domeniul nostru 0<x <[ i ca existd o
conditic la [ronticra corcspunzatoare  pentru /. dorim sd vedem cum putem
gisi numeric &/°/A@ avand datc valorile /.

Calea cea mai uzuald csie sa exprimam derivatele care apar in membrul
drept al relatiei (6.1) ca diferenie intre valorile in puncte de grila ale lui /7
Aceasla estc tchnica cu diferenie, pe care 0o vom analiza mai tdrziu. Notdm ca
atunci céand utilizdm accastd tchnicd, nu s¢ face nici o ipoleza asupra modului
in carc /' variazd intre punciele de grila.

O alld variantd de aproximare, cstc sa dezvoltam /- 'intr-o scric finita de
(N +1) flunctii lincar independente ¢, ,m=m,...m,, unde m, —m, = N . asilcl
incat:

m>

F=YF e (x) (6.2)

m m
1

Accasld seric nu ceste 0 solufic exacta a sistemului de ccuatin cu derivate
partialc. Dcci cénd inlocuim (6.2) in (6.1) aparc un rezidiu KR
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dr
~e¢e - IH
dt m ; m (em )

I R 9
7 minimizAdnd R. O melodd este
4

R-3

Vom alege. derivatele de timp

aproximatia celor mai mici patralc, pentru care trebuic s minimizam:
I=[Rax

in raport cu derivatele de timp. lifectudnd aceasta si rearanjand, rezulta:

;%Iemeldx ) Z::FII“MH(L'I)LI.V, m=m.,.m (6.3)

Aceasta ecualic poate i de asemenca oblinuta utilizind metoda Galerkin
in care punem:

[Ry dc=0 =12 N+l

unde y, poate fi oricc mulfimec dc funciii test lincar independente. Dacd
functiile pe care le-am folosit pentru dezvollarea in scric le folosim ca funclii
test, obtinem (6.3). Intrucdt funciiile dezvoltarii sunt cunoscute (6.2) acestea pot
fi utilizate pentru a obline coeficienlii dczvoltdrii /-, avidnd date valorile in
puncte de grild F,.

~

De asemenea integralele:

Ieme‘dx si IemH(e,)dx

din (6.3) pot fi calculate exact pentru toate valorile posibile ale lui m si /.
Deci (6.3) se reduce la un sct de ecuatii diferengiale ordinare cuplate,
ar
care poate fi rezolval pentru d’" cunoscind F .
4

Solutia completd este deci:

& dF,
e
di

e

Aceastd abordare se¢ numeste tehnica Galerkin. Pentre cazul céind
funciiilc dezvoltdrii sunt ortogonale, se ajunge la (N +1) ccualii diferentiale
ordinarc necuplate, pentru coelicientii dezvolldrii:

d:",,, _ ZI:I' emH(cl)dx m=m,.m
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Un exemplu de astfel de abordare este metoda spectrald in care sc
utilizcazad o scrie Fouricr. In acest caz (6.2) devine:

m

M ;=
F=YF(@)e
m=-M

unde F_ sunt coeficientii Fourier complecsi si M = N/2. In geometria sferica,
este natural sé folosim armonicele sferice.

Pentru metoda spectrald functiile dezvoltdrii sunt globale. O alta varianta
estc utilizarca unui set de funclii de dezvollare care sunt numai local nenulc,
aceslea fiind idecea de bazd a metodei cu element finit. Cu aceastd metoda,
avind incd un set de noduri (puncte de grild) in care cunoastem £, dar
presupunem cd varialia lui / intr-un clement (o mul{ime de noduri) poate fi
descrisi de un polinom dc¢ grad mic, cu condilia ca sa existe continuitale
pentru Fintre clementele adiacente. Cel mai simplu caz este sd presupunem o
varialic liniard a lui / pc¢ un clement care are pumai doudi noduri (puncle
finale), deci o fitare lincard. Atunci (6.2) devine:

N+l

F= 21,0, (x)

unde F, sunt valorile nodale si e,(x) sunt functii “palirie”, vezi figura)

1
x-x, X, —X
_—— ——
Ax Ax
X X X X — 5 X
AX
—

FFig.6.1 - I‘unclii "példrie”

Functiile dezvoltdrii nu sunt ortogonale, dar sunt apropiate de cele
ortogonale, deci integralele care apar in (6.3) pot fi evaluate cu usurin(a.
Rezultatul unui astfel de proces este un set de ccualii cuplate din carc
derivatele de timp pot {i determinate.

O caracteristicd  interesantd a  tehnicii  Galerkin este ca dacad ecualia
initiala (6.1) arc un invarianl pétratic (ex.energia).:

N L V2
Y _0 « E:j'—wr
a )2

alunci accastd propriclaic este pastratd cdnd sc facec o aproximatie Galerkin
pentru varialiile spatiale (pe cand diferentele finite nu garantcaza acest lucru).
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Pentru a delim metodele cu diferente finite. presupunem ca avem un
interval [ care este acoperit cu N +1 puncte de grila cchidistante.

Pasul  de prild  cste dect Av = /N si punciele  de grila
sunt x, :(_j - I)Ax, J =12, N+1. Notam valoarca lui [~ in punctul x, cu
I

.

Vom incerca sa aproximam valoarca derivatei intr-un punct de grila in
Adunciic de valorile in puncte de grila. Pentru accasta vom lolosi dezvoltarile in
serie Tavlor:

A

Ax* Ax’

N N v r S Y Al
F = I'(x, +Ar): o+ 1A+ ——j—!-—+ I ETR (6.4)
. . . A '.,,A\“‘ o Ax’
F o= 1(x, = Ax)=F, - /A + 1 Ry (6.5)
Rezolvand (6.4) si (6.5) pentru /° obtinem:
NS v .
Fo=— i e —lg”f!\1 -1, ar (6.6)
Ax 2! b3l
e N o
o A R S S Sl 6.7)
: Ax a3
Scidziand (6.5) din (6.4) rczulla
Y A 2
F = —J%rl + 1 = —f% (/-‘;,';,, + 1{;,",,:) (6.8)

Neglijand /-, aceste expresii dau aproximatiile inainte (6.6), inapoi (6.7)
si centrale (6.8) pentru prima derivata.

Eroareca dc trunchicre cste dalda de /. si ordinul de aproximare este
deflinit prin cca mai micd putere a lui Ax din /. Deci schemele inainte si
inapoi sunt dc¢ ordinul intdi, iar schcma centratd cste de ordinul doi. Cu cit
ordinul schemei esle mai mare, cu aldl precizia aproximalici cu dileren(e [inite
csic mal mare. )

Sc¢ poate dezvolta o schemad de ordinul patru, utilizand (6.4) si (6.5) cu
dezvoltari pentru I"(x, +2Ax) sl I"(x, —-2Ax) . Rezulta:

R T A N S 4
- 2 +(O(AxY) (6.9)
3 2Ax 3 4Ax

Aproximatia uzuald peatru derivata a doua, din (6.4) si (6.5) cste:
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F -2F +F
F"= Jt Ax; J- +()(Ax2) (610)

J

Se poate ilustra precizia cu care aproximatia cu diferenie [initc
reprezintd derivata unci funcii cunoscute. Presupunem F(x)= R(e"“ ) unde

k=2n/L estc numirul de undé si L este lungimea de unda.
Inlocuind F in (6.8) rezultd neglijand £ :

eik(.nA.l:) _ elt(:—A.t) ikx

F = = ¢ (™ —e™™™) =ike"“(
/ 2Ax 2Ax '

sin kAx)
kAx

Deci aproximatia cu diferente finite este egald cu valoarea exactd
multiplicatd cu un factor de corectic (. Daca lungimea de undd constd in /
pasi de grild, avem k =2x//Ax si factorul de corectic devine:

i 9
C=smq g=2=
q /

Calculele similare pentru schema de ordinul patru aratd ca:

_4sing 1sin2q
39 3 4

C

Reprezentand ' in funclie de/ pentru acesle scheme se observa cé sunt
necesare aproape 10 puncte de grila pentru a descrie cu precizic comportarca
unei unde, iar undelc mai scurte vor fi tratate prost. De ascmenea se va vedea
cd schema de ordinul patru este mult mai precisd decdt schema de ordinul doi.
Acest lucru se poate ilustra examindnd comportarea lui C pentru lungimi de
undd mari (/ mare, ¢ mic). Utilizdnd dezvoltdri in serie se obfine:

2
. . . q 2
-ordinul doi C=l-—=1+
o =1+ole’)
q4
. vy _ _ 4
-ordinul patru C=1- 30 1 +()(q )

Intrucét valoarea corectd a lui C este 1, aceasta aratd cd schemele de
ordinul 2 §i 4 au respecliv erori de ordinul 2 si 4. In general, dacd

C= l+0(q") se spune cé schema este de ordinul »n.

In final este de interes introducerca nolatici care este adesea utilizata
pentru diferenie finilc:

F F F

5§ I = jm2 U yemi2 Fre oo Lem2

e mAx ’ ! 2

+F

i-mi2

wtilizdnd acecastd notajic (6.8) si (6.10) devin:

Fr=80"=8,1F,;

=8,
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Difereniele finite pot {i utilizate pentru derivatele temporale, la fel ca si
pentru derivatele spafiale, ceea cc inscamna cd vom reprezenta derivatele
temporale in funclic de valorile la intervale discrete de timp. Dacda Ar  este
intervalul de timp (pasul de timp) atunci nivelurile de timp sunt date de
1,=nA1 cu n=0,],. . Acum valoarea lui /'in punctul de grildi x la timpul

t, este datd de F.

Se utilizeaza diferenic inainte sau centrate:

] . ﬁ") n I"J"II _ fjn
i fnainte - ——+ (NAI
) ( a , At )( )
(y" n l"ml _1"n 1
ii centrate (——) > —4——L s+ {Ar?
(i o)

Pentru a rezolva o problema cu valori inijiale trebuie sd transcriem
ecuafiile cu derivate parjialc in forma cu diferenie finite. Vom construi un
algoritm care sa permita calculul valorilor lui /° la nivelul de timp (n+1) in

functie de valorile la niveluri de timp anterioare.
Ca exemplu vom considera ccualia de adveclie cu diferente in timp
inainte si diferenie inapoi (upsircam) spajiale.

1'*n+l _ 1‘"' ['vn _ l"'"
J L tu,| = L u, >0
Al A1

Schema e¢ste de ordinul intdi in spajiu si timp.
Rezultd urmilorul algoritm de rezolvare:

l?j"*‘ =F - a(l-'j" - I"J",); a= %
care estec o schema cxplicita.

Numai pentru ca putem produce un algoritm pentru rezolvarea unei
ccualii, nu finscamnd ca ulilizarca accstuia va produce solutii realiste. De
exemplu, dacd utiliz@m diferenie inainte in timp si diferente centrate in spatiu
pentru ccualia de advectic, obtinem:

ot - %(")’H k)

Accasta cste o schemd explicita cu doud niveluri, de ordinul ntdi in
timp si d¢ ordinul doi in spafiu, carc parc a f[i rezonabild pentru rezolvarca
ccualici. S¢ poale ardla ca acest algoritm are proprietalca ca dilerenla intre
solutia ¢xacta si solufia numerica cresic exponential cu timpul si deci schema
¢ste instabila.

Vom defimi in continuare  notiunile  de  covergentd,  consistentd — si
stabtlitate sy vom cnunta o tcorema de legatura.
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Convergenta -0 solutic a unci ccualii cu diferene cste convergenta,
dacd aceasta linde cdtre solufia ccuajici cu derivate parfiale corespunzatoarc,
cind pasul de grild si pasul de timp tind la zero. Dorim sa asigurdm
convergenia, dar aceasta este dificil de facut. Existd o teoremd pentru accasta,
dar mai intdi trcbuic sd introducem doud noi definitii.

Consistenta -0 schemd cu diferenie finite esle consistentd cu o ecualic
cu derivate parjiale dacd eroarea de trunchiere a ecuatiei cu diferenie finite
tinde la zero cind pasul de grild si pasul de timp tind la zero.

Consistenla este usor de testat. Presupundnd FJ" solutia adevdrald a
ecuatiei (6.1) in punctul x si timpul /, . Aceastd solutic este inlocuitd in
ecuatia cu diferente finite si dezvoltdrile Taylor utilizate pentru a exprima totul
in funcliec de comportarca lui F  la pozilia x, i timpul / .Rearanjind
ecualia, rezulléd:

3‘, = H(F)|: +E

Dacd eroarea de trunchiere £ tinde la zero cénd pasul de grild si pasul
de timp tind la zero, schema csle consistentd. In continuare, consistenia va fi
presupusd fdrd allc comentarii.

Stabllitatca -0 schemd esic stabild dacd diferenia dintre solutia exactd si
solufia numecricd a ecuatici cu diferenic nu cresltc exponential cu creslerea

nivelului de timp.

Existd mai multe tehnici pentru testarca stabilitdtii.

Consistenta si stabilitatea schemelor cu diferente finite pot fi
investigate, deci putem iesta dacd schema este convergentd utilizdnd urmdtoarca
teorema:

Teorema Lax-Richtmeyer
Dacd o schemiéi cu diferente finite este consistenta si stabila, atunci
accastd schemd esie convergentd. Reciproca cste de asemenea adevarata.
6.2. Ecuatla de advectie lineard
Ne vom ocupa mai intdi de ecualia de advecjie lincard unidimensionald:

c?_'+ u, i =0, = F(x,1),u, = consi. (6.11)
a 17
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cu conditiile de fronticrd ciclice:
0,0y =I(L.1)
si condifiile inijiale
F(x,0) = f(x)
Solutia analiticd a ccuatici (6.11) c¢ste cunoscula:
F(x,t1) = f(x—u,t) (6.12)

si exprima [aptul ca perturbatia initiala sc translatcaza in directia Ox (dacd
u, >0 ).
Considerand “energia” perturbatici delinita prin:

L
E@t)= H/f’dx (6.13)

vom deduce din ecuatia (6.11) inmuliind cu /- si integrand in raport cu x:

N L !
E u, ¢ u, . . . < Al o
== ——°I—dx =--2(/7) | =0 dcci energia sc conservd in limp.
17 ] 2, & 2 0
Vom reprezenta  derivatele in lunctic de  valorile lui /7 in

punctele de grild x, si la nivelurile de timp /) | undc:

x =(j-DAx; j=12 N+ Ac=L/N,  =nAr;, n=0]12 .
4 n
adicd F reprezintd valoarca lui /in punctul x, si la timpul /,

Vom folosi aproximatia cu difcrenie inainte pentru derivata temporala si
cu diferenie inapoi (upstrcam) pentru derivata spatiala:

1At
a= -
Ax

Fn+l - F'n —a ( i‘vn _ l;'n ) .
J J ] |

J

(6.14)

Rezultd deci ca dispundnd de datele lui /' la nivelul de timp »,
impreund cu condiliile de (ronticra ciclice (/" =177 ,) , ccualia (6.14) permite
cstimarca lui /'la urmatorul nivel de timp.

I'ractia a estc numitd numarul C.F.L. (dupa Courant, Freidrics si Levy)
utilizat in analiza dc stabilitalc.

Vom incerca sd demonstram convergenta schemei, utilizadnd reorema Lax-
Richtinever.

Intrucdt schemele cu dileren(e utilizate au lost construite astlel incdt sa
lic consistente, raméne sd mai demonstrdm numai  stabilitatca  acestora. entru
accasta trebuic sa consideram comportarca crorilor initiale si sa cxaminam daca
acestea crese exponential. Vom lua in considerare 2 metode:
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8) Metoda energiei, in care schema esle considerald instabili daca ‘“energia”
definitd de (6.13) creste in timp;
b) Metoda seriilor Fourier, in care se studiazi comportarea unei singure
armonici. Stabilitatea tuturor armonicelor admisibile este o condific necesard
pentru stabilitatea schemei.

Am ardtat maj inainte cd, pentru eccuatia de advectic lineard, energia

E(1) se conservd. Vom studia o cantitate analoagd E" definiti:

N+1

En =lZ(F}")2 Ax
24

S4 studiem de exemplu stabilitatea schemei cu diferente (6.14).
Inmultind cu (F™' -F), substitvind in membrul drept F' si rearanjand
termenii, rezulti:

(F) -(F) = —a[ (F) -(Fr ')2] ~a(i-a)(rr-Fr )

FicAnd suma pentru toate punclele de grild si utilizind condijia de
frontierd F" = F,),, , rezulid:

N+l 2
n+l n _ n_ n
B -E"=-a(1-a) % (Fr-Fr) a
Pentru a preveni creglerea energiel, vom pune conditiile:

§)] a0 , ceea ce implicd u, 2 0

(ii) (1-a)=0, ceea ce conduce la azugsl

Accasta inscamndi cidi, avdnd fixat un pas de grild Ax, solutia este
stabild numai dacll alegem pasul de timp Ar < Axfu, .

Metoda serillor Fourier a fost introdus# de John Neumann si in
comparatic cu metoda energici este simplu de aplicat si permite o evaluare
considerabild a performantelor diferitelor scheme.

Vom relua ecuatia de advectie (6.11) cu conditiile initiale de forma:
F(x,0)= f(x)=C,e", k=—2Ll-m

unde m este numiirul de undi.
Solutia analiticll este:

F(x,0)=C """ (6.15)
In continuare vom considera ccuatia cu diferente (6.14). cu condijia
inifiald de forma:
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~0 ke
F?=Cpe™

Solutia este data de:
F7 = (3,) G ©.16)

unde A, este o cantitate complexd ce depinde de schema cu diferente si
numarul de unda k.

Considerand A, =|4,]e” rezultd:

lk(x.+iu-)
n T\
e

F' =G,

6.17)

Deci Ilkl da partca de schimbare a amplitudinii pe pasul de timp si 6
furnizeaza informatii despre faza.

Compardnd solutia schemei cu dilerenie (6.17) cu solutia analitica (6.15)
se pot pune in cviden{d urmatoarcle:

(i) Stabilitatea schemei cu diferente este asigurata daca |,1k|sl
pentru toti k.

(i) Schema numerici introduce o aplatizare fictiva D=|,1,| la
fiecarc pas de timp; daca D =1 schema csie ncutra.

(ili) Viteza de fazd a solujici numerice este ¢=-6/kAr si de reguld
este diferitd de », . O masurd convcnabild pentru eroarca de faza este vileza
de fazd relativa r = cfu, . '

(iv)  Intrucét viteza perturbatici depinde de numirul de undd, apare o
dispersie de calcul, ceea ce inseamnd c¢a perturbalia care are mai multe
componente Fourier, nu 1isi mentine forma. Astfel spus vileza de grup

o . - . .
¢, = — (k) nu csle identica cu vitcza de faza.
&
Pentru ecuatii  diferentiale cu  coeficienti  constanli, criteriul (i) de
stabilitalc este prea lare, deoarece sunt posibile cresteri exponengiale a solutiilor
realistice fizic. Ca urmare, criteriul de stabilitate poate fi scris:

I4,] < 1+0(A)

ceca cc permile o crestere exponentiiald, dar nu rapida a solutiei. Dacad insd se
cunoaste ca solufia adevaratd nu creste (ca in cazul ecuatiei de advectie), esle
necesar sd ne asigurdm cd |4,[<1.

Revenind la ccualia cu diferente (6.14), vom substitui - conform relajiei
(6.16), ccea ce conduce la cvaluarca:

,l‘_ =1—a (] - coskAx +isin kAx)
si utilizédnd faptu} ca 4, € " | rezulla:
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|4~ 1+ 2ata - 1) (1 coskr)

Intrucdt |- coskAx > 0. criteriul de  stabilitate

)LA|>‘I esle  satislacut numai
daca a(a— I)>O. ceea ce conduce la w20 siow,Ar/Ax < |, acclasi rezultat
ca in cazul mctodei encrgici.

Se spunc ca schema cu diterenie analizata (6.14) cste conditional stabili.

Pentru  a  studia  aplatizarca  amplitudinii i crorile  de  lazd,  csle
convenabil sd8 punem in cviden{d lungimile de undd de [/ pasi de grila.
Numirul dc undd k& va i inlocuit cu 2x//Ax. Sc poalc ardta cd aplatizarca
pe pasul dc timp (/)) si croarca relativd de fazd (r) au cxpresiile:

o

D=J1+2a (a-1)(1-cosq): ¢= " (6.18)
r=——-arcig L (6.19)
aq a(l-cosq) -1

In tabclul urmator sunt prezentate valorile lui /) si 7 pentrw /= 2346 si 10

N 2 3 4 6 10
Parameltrii

Aplatizarca (D) 000 | 050 | 071 | 087 | 095
Eroarc de fazd relativa (r) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Tabclul 6.2 - Paramctrii schemei cu dilerente “upstream™. (unctic de /.

Sc¢  remarcd  acuratelea cu  care schema  reproduce  viteza  de [aza
(mentionam ¢a r<1l pentru O<a <05 si r>1  pentru 0S<a <1 ). dar
aplatizarca undclor cu lungime micd de unda cste importanta.

Pentru  ccuatia de  advectic (6.11) sc pot folosi si altle scheme cu
diferentc. Vom [olosi aproximatia cu dilcrenle inainte pentru derivata temporald
si aproximatia cu difcrenle centrate pentru derivata spatiala:

I“!n' ' - l’.!" 1’.;1“ - I"I" 1
: —+ 1, — — =0 (6.20)
Ar 2Ax

I‘olosind metoda scriilor l'ourier s¢ arald cu usurin(a ca:
2 Y 2
|/1‘_| =1+ a”sin’ kAx

Rezulta ci |4, |>1 imtotdcauna si deci ca schema ceste instabila pentru toate
§ 3 Y
valorile lui @ si & . o astfel de schema cste absolut instabila.
O altd schema. care cste extrem de mult folositd in problemele  de
meteorologic  cste schema  “leap-lrog™.  denumirca  provine de la  utibizarca

136

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro




diferenielor centrate pentru derivatele de timp, impreuna cu dilerentele centrate
pentru derivatele spatiale:

~n+l ol n 'n

F = —a (8, - F) (6.21)

Aceasta estec o schema explicita cu trei niveluri, care este de ordinul al
doilea in spatiu si timp.

Folosind tchnica seriilor Fourier pentru a testa stabilitatca schemei, se
obtine ecuatia:

A2 +2ipAi-1=0 ., cu p=-asinkAx
cu solutiile:

A :ipi‘/l—pz

Existd deci doud solutii pentru A, ca o consecinid a schemei cu 3
niveluri. In general o schemd cu m niveluri va avea m—1 solutii pentru A4
fiecare solutic cst¢ considerata un mod.

Se poatc ardlta cd pentru unul din moduri 4 —»>1 daca Ax,Ar >0,
acesta fiind considerat modul fizic. Cclalall mod nu are o scmnilicalic fizica si
este numit mod de calcul (4 —» -1 daca Ax,Ar - 0).

Daca |a|sl, rczultd lpjsl st deci \/l—pz cstc rcal. In consecintd
|,1|=l pentru ambele moduri si deci schema este condifional stabild si neutra.

Continuand analiza, se aralda ca pentru modul fizic rczulta:

] _—F P = —asing; q=2—,r
aq \[l—pz, , /

in timp ce pentru modul dc calcul viteza de fazd este in direclie opusd cu
u, (r =-] ) si amplitudinea se¢ schimba la ficcare pas de timp.

In gencral soluiia ccuatici cu diferente [linitc csic o combinalic a cclor doua
moduri.

Schema leap-frog este foarte populard, dceoarece este simpla, este de
ordinul al doilea si cste ncutrd, oricum cxistd crori de f[azd si dispersiec de
calcul.

Pentru a starta o schema leap-frog se obisnuicste sd se¢ foloseascd un
pas de timp inainte si pentru a suprima scpararca solutiilor la pasii de timp
pari si impari, se obisnuieste fie folosirca din cdnd in cdnd a unui pas de timp
inainte, sau un filtru d¢ timp. _

O alla varianta a schemcei leap-frog este aproximatia semi-momentului.
Pentru  aceasta cdmpul de véant este nctezit fnainte de a inmul{i derivala.
Folosind notatia din paragralul precedent, schema devine:

T X
- —x .
o =-uéd I
Pentru 1 = u, constanld, schcma sc reduce la (6.11).

Pentru g alege o schemd cu diferenie finite, sd puncm in cvidenta
lactorii carc (rebuic luati in considerare:
a) biste de dorit ca crorile de trunchicre sii fic mici in spatiu si  timp:
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b) Idcal sc doreste ca crorile de fazd siaplatizarca sd fic mici, de reguld sc
face un compromis rczonabil;

c) Avantajul schemclor explicite consta in usurinja de programare, dar cle sunt
conditional stabilc;

d) Dacd schema arc mai mult de 2 nivcluri, apar moduri de calcul si posibila
separarc a solutiilor, si dc asemenca ocupd mai multa memoric de calculator.

6.3 Icuatia de advectic nelincara

In sistemul dc¢ ccuatii primitive al dinamicii  acrului, termenul de
advectic este ncliniar. Vom considera ccuatia de advectic nclincara:

éi + u@ =0 (6.22)
A ¢

Solutia acestei ccuatii cu condifia inifiald, v = f(x) estc u= f(x—-ut) si
reprezinta o ccuatic implicita pentru  variabila dependenta, w# . Solutia
reprezinta perturbatia inifiala, carc s¢ deplascazd cu  viteza w, fard sd-si
schimbe forma.

Proprietatile schemelor cu diferenie pentru ccuatia de advectie nelineard,
nu pot fi studiatc cu ichnicile introduse in paragralul precedent pentru
investigarca stabilitd{ii, a crorilor d¢ laza si aplatizarca solufiei pentru ecuatia
lincard. De accca se vor lolosi proprictdfile integrale ale ccuatiei de adveclici
nclincard pentru a furniza indicatii privind scheme cu diferenie [finite.

Inmultind (6.22) cu « si integrind pe ntreg domeniul, cu conditii de
fronticra ciclice, s¢ oblinc:

X 5
a

unde E cste cenergia cincticd totald. Rezalta deci c¢a ar (i de dorit ca schema
cu diferenfe sa conscrve cnergia.

In continuare s¢ va considera o formd a ccuatici (6.22) in care cste
discretizat numai termenul de advectic. Pentru dilerite scheme, s¢ va examina:

’
| )
unde E'=—)» v’ Ax
’)Z li
- /

Pentru schema cu diferente centrate:

2] u  —-u
g gl ;1

A » 2Ax
inmultind cu « si (dcdnd suma pentru toate punctele, rezulla:
A

E’ l
=—=> W u -uw-u )
a 2 p ] gl / g1

In general suma nu se anuleaza, deci encrgia E' nu este conservala.
O alid schema cu dilerenie poate i considerata, pornind de la ccuatia
(6.22) scrisd sub forma:

A (_)
Y X 2
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Discretizand operatorul de derivare in raport cu x:

2 2
N | ¥ -u Noo+u o —u
J41 41 1 J 1 /01 s 1

a 2 2Ax I

Analiza acestci scheme aratd incd odatd cd cnergia nu csie conservativa,
Se poate ardla insda cd8 urmatoarca schemd conserva energia:

N o +u +uou -
J - _ J+1 b 7 . yEa| 71
17 § 3 2Ax
Aceasta sugereazi ci medierca poate furniza scheme care sd conserve
energia.

Interaciiile neliniare in termenul de advectic pot produce o undd cu o
lungime de undd prca micd pentru a {1 reprezentatd pe grila data, astfel va fi
reprezentatd eronal ca o unda cu o lungime de undda mai mare.

Se considera un domeniu de lungime care contine N +1 puncte de grild
echidistante Ax(L = N -Ax). Pc accastd grild, cca mai scurtd unda ce poate fi
pusd in evidenid are o lungime dc unda /Im,m =2Ax, dcci numarul de undd
maxim /  este dat de:

max

L N

mx 2 2
min

Se va ardta cum poale {i reprezental pe accastd grild produsul neliniar:

A= u(,).%’i (6.23)

Pentru aceasta, se va considcra ca »# si ®  conlin numai componentele
Fourier cu numerele de unda 1l si Iz, respectiv:

. (27: ) . (27! ) )
u(x) = sin Tllx 3 @(x)=sin lex sox =~ 1)Ax
Inlocuind in (6.23) se obline:

2x(l +1 )x 2x(l -1 )x
7, :
A==1|sin—1—*— 4sin—1+ 2

L? .
deci in evaluareca lui A apar contributii alc numcrelor de unda 1l +I2 $i 1l —12
. Daca aceste noi numere de undd sunt mai mici decét lm. reprezentarca lui

A este corectd, dacd nu, produsul neliniar nu va fi bine reprezentat pe grila.
Vom considera 0 undd cu numirul dc undd />/ si vom studia
max

reprezentarca pe grild. Sc observa ca:

: 2n : 2”(21111.\ B I)X
sin (Tlx:) =sin ' !

I
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Deci nu este posibil s dcosecbim numerele de undd / si /" =2/ -/ , adica

max

daca interaclia neliniard conduce la un numar de unda />/ , atunci acesta

max

este reprezentat cronal.

Dupad cum s-a ardlal mai inainte, cdnd doua numere de undi [ si /

interacl{ionecaza rczultand II +12 care estc mai mare decdt / | unda rezultata

max

este reprezentatd eronal ca avdnd numirul de undd /* =2/ (I +1). dacd I’
este una din undele originare (de ex. ll), rezulla:

211 =2/ - I2 (6.24)

max

Pentru a obline intervalul valorilor posibile pcniru l‘ care satisfac (6.24), vom

introduce valoarca maxima si valoarea minima pe care le poate avea 12

() Valoarca maximi a lui I2 este I , deci 1l :Im/2 si ﬂ.l =4Ax ;

max

(>i1) Valoarca minima a lui I2 este 0, deci 1I = lm, si ,1‘ =2Ax ;

Deci dacd una din undcle implicate in interacliunea neliniard are o lungime de
unda 2AxS/1l <4Ax, se produce o canalizare a energiei catre undele cu

lungime mica de unda. Accasta conduce la o crestere catastrofala a energiei
cinetice a undelor de lungime de undd 2Ax f(ald de cele de 4Ax, acest proces
este referit ca instabilitate ncliniard. Notdm cd si in silualia in care undele cu
lungimi de unda mai mici decdt  4Ax nu sunt inilial prezente, interacfiunca
ncliniard le poate produce.

Vom ecvideniia o conditic necesard pentru instabilitate. In  acest scop
considcrdm cazul semi-discretizat:

ap -0

al = ——u(xj)% (6.25)

Daca u (x )> 0, accasla s¢ poale scrie:
J

jab @~

1 1

u @ 2Ax

!

Se defineste energia ponderatd £
2
I :ZLE
w2
) 1
rczulla ca:
) |

P Z(DJQ)M —Z(Djd)! '

Dacia condititlc de [ronticrda sunt ciclice, avem:
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.
_ L]

-
a

deci encrgia ponderalda se conserva, adica la orice moment de timp 7 avem:
2
p L
— =1 cnergia initiala
no 2
. 2
J
2 2L
DO
Y M

unde M =mn(l/uw ) si deci solutia cste marginiti.
7

Pentru a controla instabilitatca ncliniara s¢ climma prin analiza lourier
undele cu 0 lungime de unda mai mica decat 4Arv  si se utilizeaza operatori
de aplatizarc care reduc amplitudinea undclor de lungime de undad scurta care
au un efect mai mic lala de undcle meteorologice importanic.

6.4 Ecuatia dc ajustare

Primcle aborddri in prognoza numcrica utilizau aproximatia geostrofica
in ecualia turbionului, accasta conducind la climinarca undclor de gravitalic.
Pentru ccuatiile primitive ale dinamicii acrului, carc sunt utilizatc acum in mod
curent, tratarca undclor de gravitatic este extrem de importanta.

Vom relua ceuatiile unidimensionale lincare ale undelor de gravilatic:

Qﬂ;‘—”:o; Dy (6.26)
a & a &
Cautam solutii de forma:
w=me" 0 h=hett (6.27)

si se oblinc vitcza de faza pentru aceste unde:

c= i\/gH
Rezultda deci 2 unde care se deplascaza in directii opuse pe axa Ox.

Vom ardla cialcva moduri  de  rezolvare  a sistemului de ccuatii
hiperbolice (6.26) utilizand scheme cu dilerente finite.

I'olosind  diferentele centrate in - spativ si timp  vom  obtine  schcma
explicita:

n-1 n i

nooo—n
. — = —goh”
Y £,
n-\ no (628)
-
——— = —Hou"
2At /

undc o reprezinta operatorul cu diferenie centrate spatial. Pentru a determina
stabilitatca vom introduce:

Ay A ) — o -
u'=ni'e h' =hi'c

v

a0

si vom punc conditia ca |Ai<1 Resulta
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» . - A&I .
A +2ipd -1 0, P \/g// stnAAv
AvT
si deci pentru a se oasigura stabilitatea lincara de caleul:
Ax
LH

Daci sc¢ folosese diferengele inainte in timp si centrate in spatiu, s¢ oblin:

Al =

|/1| Pl gH (?ii) sin’ kAx
x

si deci schema csle instabila.
Sc¢ poate aborda o schema implicita:
"nvl _”n 1 ()77”“ _()71" !
i/

S - (6.29)

hnvl _ hn i ()‘”nrl _ ()‘”n t

S S ¥ B (6.30)
2A1 2

Aplicand opcratorul & relatici (6.29) si introducand: ou™'  in (6.30) obtincm:

I

gHAIZ()'Zh:"' W =Rt (6.31)

!

Intrucit membrul drept este o funclic cunoscutd, (6.31) este o cecualic
poate {i ob{inut

elipticd carc poate fi rezolvald cu conditii de fronticrd, iar ™'
g

similar.

Sc¢ poale arita ca schema este absolut stabila si deci poate i [olosita la
oricc pas dc¢ timp.

Vom introduce st termenul de adveclic pentru ca ceuatille sa exprime
un fenomen man realistic.

—+u —+g =0, —t+tu —+t H—= (6.32)

Inlocuind (6.27) in (6.32) obfincm vilcza dc laza:

= ‘i’\/ )

c=u tygH

Paca sc utilizcaza schema lcaplrog impreuna cu difereniele  centrate  spatiale,
critcriul de stabilitate devine:

Ax
A, ‘4 A
-
", gt
Observam ca alcgerca pasului de timp oste in principal conditionata de vileza

undelor do gravitatic (n - (Jetl ).
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Ne vom ocupa acum de modul cel mai avantajos in care sunt distribuite
variabilele » si A pe grila.

La inceput ne asteptam ca u si A sa fic distribuite in fiecare punct
de grild

u,h u,h uh u,h uh

Examindnd cu mai multd atentie, se remarca faptul ca, utilizdnd diferentele
centrate, trebuie sd separdam 2 grile. Aceasla inseamna cd solutiile pe ficcare
subgrild devin decuplate. In consecinta este necesar sa calculdm una din solutii
ludnd in considerare variabilele din cealalta grila.

[}
u h u h u

Aceste idei pot fi extinse pentru problema bidimensionala.

é+gé=0; é+gé:0; éh—+H (@—+sz0
a a 1%,% a &

Se pot folosi mai multe grile, dar cea mai convenabila este grila Arakawa C. -

[ ] [ ] ®
h h
v

[ ] [ ] [ ]
h u h

La fel se poate rationa si pentru discretizarea in timp, un exemplu de
astfel de grild este grila Eliassen.

6.5 Metode spectrale

Vom prezenta o metodd spectrald pentru rezolvarea sistemului de ecuatii
ce caralerizeazd modelul barotrop (4.45) .

Se lucreazd intr-un domeniu rectangular de dimensiuni L si L,
X

¥y

punénd in evidenid numerele de unda:

$i /=

143

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Fie Q(x,y,p,1) e R o lunclic care poale sd reprezinte una din cele 3
funclii nccunoscute din sistemul (4.45). Vom dezvolta accastda funclic 1n scric
Fouricr trunchiatd atat in dircctia x c¢at si in directia y:

A N
Ox,y)= > Y Qrem™em™ (6.33)

m--AMn N

Trebuie  remarcat faptul ¢d8  in relatia  de mai sus s-a  neglijat
dependenia miarimii () de presiune i timp.

Obtgincrea  transformatei  l'ourier  bidimensionale  (a  coelicientilor
FourierQ;'l) s¢ face prin aplicarca succesivd a transformatei dupa x, urmatd
de o transformata dupay .

Astfel, aplicarca transformatei  louricr  pe  directia x  duce la
reprezentarca:

A
O(x,y)= 20 (3)e™
m M

unde
Q0,0 eC,

Si Qm (y) = er (y) + ile ('y)’ Qm: ’ Qnu € R

Deoarcce (O(x,y) e R |, cste valabild cgalitatea:

!

="

undc am notat cu * conjugala.
Dezvollarca ulicrioara  dupa y, duce la relagia:

Al N
Quey)= 2 200, + 0 ) eme

m Mn -N

unde Q7. 07, €C,

ceca cc implicd urmitoarca lormd a coclicientilor Fouricr Q,:,’ Q"

ni

()ll — L)Il +I()”

=~ m mry =~ e

()” — ()H +I()”

= =~ mn ~mn

C'u acestea, dezvoltarca (6.33) se oscric:

144

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Al N
O =3 Yo +0n +in +0n ) | eme

m- AMn- N
Vom indica modul de calcul al derivatelor in spatiul Fouricr.

Dezvoltarea in seric dublid louricr a derivatei  ((x.y) in funclic de x
este datd de relafia formala:

M N "
d_?(X,.V) _ L’Qm mkx anly
———= —= "™
é*‘ m- -Mn--N (’X

1204

=

. - . . Al ..
x 2i dezvoltdrii  derivalei  — sunt  mdrimi  complexe,
¢ C

avand in consecinla forma:

unde coeficientii

+i
& 1.

o, A, (A,
— — 1 . n"l_ + mir
& & &

. c e AQQ . ..
Coeficientii transformatci  Fourier  a ; sunt da{i de relatiile:

C
(/‘Q"
mrr _”PkQ’T
3 nur
é )n
}l mri —— m k ( )n
6} ~ mu
ca‘Q n
mr__ m k Q n
(3- mrr
cv n k
mi_ m n
6} ( nut

)

respectiv, pentru cocficientiyt transformatei louricr a lui —
X"

A = ()
&y

a)"
—_2 = nl()"
1%

mrr

("nur - _”IQ"
(/’3/ it

(/ )”
. ',/Q"
(:}, m
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Se remarcd faptul ca cxistd diferenic in calculul derivatelor pe directia
x sau ). Avantajul folosirii mctodei spectrale este ca aceste derivate sunt
calculate exact. '

Vom face, in continuare, cdicva consideratii asupra modului in care se
poate face avansul temporal in spatiul bi-Fourier.
Consideram [E] vectorul de stare al modelului, unde:

[E]e{u,v,H}, sau [E]e{u:,v",’,,H:’}

Modeclul poate [i scris astfel:

(] -[£] _ () = () + R(E)

261

unde D este un opcrator complet neliniar, care poate fi impdriit in doua parii:
o parle liniard [ (car¢ e¢ste o matrice) si un rest neliniar R. Principiul
schemelor semi-implicite este de a face:

El -[FE . )

% = 1.(%([/;] +[£] )-(1 —7)[E]) +R((E))
si notdnd cu / matricca unilale oblinem:

(-Lasu) = [£] +.25:1.)([1~;]) + yzm(%[h‘] - [E)

%_,_/ ’{ N - ,
n o 3)

-termenul (1) este o matrice, pentru care este necesard inversa;
-termenul (2) este o schema explicita;
-termenul (3) conline partca explicita a corectiei semi-implicite;

Pentru y =0 oblinem o schema explicita, pentru y =1 una implicitd. [
descric undcle rapide (undcle de gravitatic).

Vom aplica rczullatele pentru modelul barotrop descris de ecualiile
(4.45).

o= u 208"

m m tum
P v 288"
m m v
H" =H" +2x8"
m m Iim

Dupa lincarizare, sistemul de ccuatii- /. poate fi scris:
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18l H

5‘ - X
a 14,Y
M_ _gp
a

Urmatoarza schema implicita:

I
2

W' = ﬁ": —25!;/1'/"/{ (H”,:' +H’ )—H"I’J

m

~ . I Ha H r
o= \7’:‘ - ’_’c)lym{;(Hm +H" )- HM}

71
H™ =H" —25:#7[%(1);:' +D")- I)"”'J

Aceasla poate fi faculd in doua clape:
e 1in prima ctapa calculam:
—nm* —n VI I n ”
u'=u' - 20l ylmlr(; H H
— e — e . l n n
vt = - 251711)/(; H' -H")
g n+* Iy nt 171 ; 1 n n ) 1 n n
H™ =H" -26tyH lmk(;u —u")+ ml(;)v -v
m m 2 m m 2 m ’"_J
e si in final, in a doua ctapa:
ne —’nu' - l ne
w'o=u"'" - 20tumk 5 H'
ne =n+8 : l ne
v =" = 26tinl— H
m n 2 m
ne Iyn* 77 1 n
Hm = Hm - 2517H ; 1 nn

Din ultimele 3 relatii rezulta:

A" 2801 | D"
an — —

m

1+ (280) y*H(m*k? +nl/l)i

Dupa calculul lui H” | «”" si v""  valorile pot fi usor cstimate din ccuatiile
"

n ni

preceedente.
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6.6 licuatii eliptice
Modelele cu ecualii filtrate, conduc la rezolvarea unor ecualii cu
derivate parjiale de ordinul al doilea de tip eliptic. Ne vom ocupa de
rezolvarca ecuatiilor de lip Poisson si Helmholiz cu metoda Jacobi optima
Pescaru [1978].

Consideram e¢cuatia Poisson pe un domeniu D cu fronticra C
discretizala pentru o relea patraticd de puncte de grila de forma:

Vi =-f (x, ,yl) eD (6.34)
si condi{ia de frontiera

u =g (x',y})eC

i y

In mod analog ecuatia Helmhollz este de forma:
2 = —
(V2 -q)u =7, (x,,yj)eD (6.35)

cu aceeasi condific de fronticra.
Vom rescrie sistemul de m =17 xJ e¢cuatii lineare (6.34) sub forma:

AU =B
Presupunem cdé A e¢ste o malrice realda nesingulard de dimensiunc
mxm, aviand valori proprii strict pozitive. Propunem urmitloarea schemid de

iteratie:

U(v) = (l(v~|) +pVR(V"|); V= ],2,_”’” (6.36)

in care am nolal reziduul:
R¥ Y =4U%"-B

iar valorile p sunt constanle in timpul unei iterafii.
v

Notam vectorul de croare, dupa cea de-a (y-l) -a iterajie:

£v~l - l] _U(V 1)

Din (6.36) rezulté:
g = (l + va)ev !

Vom calcula patratul vectorului de eroare:
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N , 1;“",.1+va’1+va(-:"' X
e e nde

=(&"! I+p AN +p A)” = REAGS
(") (1ep A1+, 4) e e )

Aceaslda expresic are ca maxim valoarca propric maximd a matricei simetrice
’ M
(I +va )(l +pVA) , dect:

’

(e")le" < lm[(l +va’)(1 +1)‘,A)k£" ') !

iar dupa n ilerafii:

()& ,
~——<[]a_I+p a4\l +p 4
i L G )

In membrul stdng al aceslei relaji avem patratul erorit medii patratice a
vectorului solutiei la ileralia », raportat la aproximalia ini{iala. Printr-o alegere
corespunzitoarc a valorilor p , acest raport va [i minimizat.

Considerand matricea A4 simeclrica rezulla:

!

(e7) & < lm[(l +p A)z](e" ')'e" =a, ] pVA](e“*')'e""'

adica

(8")'5'“ < Mar(] +p A [A])z(e" ')'e" :
pentru toate valorile proprii 4 [A] alc matricii 4, sau:
%SMM‘H(“’PK{["]» pentru toli A[A].

Prin minimizarca membrului drept al relajici de mai sus, rezultatul devine
optim.
In cazul in care toate valorile proprii AF[A], =12, .n<m ar fi

cunoscute, putem considera (RMS)’I nul ludnd:

1
P, ="
va,[4]

pentru toate valorile proprii 4 [A] diferite intre cle.
"

De reguld s¢ cunoastic doar intervalul in care aceste valori s¢ gasesc:

O<a<id <b
1
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De aceca sc punc problema sa sc determine n constante p in asa fcl incat
y

maximul valorii polinomului:

l’"(x) = n(l + /)rx)
vl
sd fic cal mai mic in intcrvalul [a,b].

. < A . 1 . . .
Accasla se realizeaza cénd valorile —— sunt ccle n zerouri ale polinomului
%

v

lui Cebiscv:

=12 0ra)
unde am f{acut o (ranslormarc alind pentru a  aplica intervalul [—l,l] in
intervalul [a,h]. Notind cu y  zcrourile polinomului lui  Cebisev I"(y)
obfinem:
| B

_;_ = 5[(h + a) + yr(b - a)]

Aceasta rclajic nu permite cstimarca constaniclor p  pentru schema de iteratie
v

3+

(6.36). In cazul in carc matricca A nu c¢sle simetricd problema poate i
rezolvatd multiplicind A4 cu matrici convenabil alese, astfel incét rezultatul sd
fie 0 matrice simetrica.

Reluim  sistemul de  ccualii  asociat  ccualici Poisson scris sub  forma
(6.34). Considcram rcziduul la pasul de itcrajic v .

Vi + f = R
si la pasul v+1

ViU g4 f = gD
FFolosind o schema de iteratic de forma (6.36) rezulla:

V' +p VIRY + f = R™
si lindnd cont si de delinitia valorilor proprii . 4 pentru  opceratorul  lui

Laplace:
VZI‘)(\') — _/‘l R(")
rczulta:

RO =RO(1-p 4 )

Pentru ca reziduul sa tinda la zcro, (rebuic sa alegem:
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Vom face aceleasi considera(ii si pentru ccuatia Helmholtz scrisi sub forma
(6.35). Scriem reziduul la pasul de iteralie v :

Vzu(V) _qu(V) +f — R(V)
si la pasul de iterajie v+1.

VZu(v+l) ___qu(rH) +f - R(wl)
Vom utiliza schema de iteratic (6.36):

viu®™ +pVV2R"') ~qu'” —qer“" +f = ROV

Rezulta:
R™ = R‘"’[] -p,(2,+ q)]
Pentru ca reziduul sa tinda la zero, vom alege:

1
pv_,lv+q

Cu aceste scheme se pot realiza rutine de rezolvare a ecuagiilor de tip
Poisson si Helmholiz extrem de eficiente.

Rezultatele se pot extinde pentru rezolvarca unor sisteme cuplate de
ecuatii de tip Helmhollz Pescaru [1978].

Aceste metode, aldturi de metodele clasice de tip Jacobi, Gauss-Seidel
etc. Isaacson E., Keller H.B.[1967] pot fi utilizate in rezolvarea problemelor de
prognoza numerica.
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A. ANEXE

A1l. Cateva complemente de termodinamica

Inegalitatea disiparii §i Principiul determinismului termodinamic

Inca din secolul al XIX - lea (Clausius 1822- 1888) lumea stiintificd a ” simtit ”
ca ar trebui sa existe corpuri (gi anumite procese termocinetice pentru ele) care
sa sufere in timp ” deformari ” termomecanice ireversibile. Ireversibile, in sen-
sul de a nu exista alte procese in timpul carora corpul sa poata reveni la starea
sa initiala. Desigur aceste fapte, la inceput mai mult intuitive, au cdpatat, in
timp, forme matematice dintre cele mai variate. Faptul care , odata cu adancirea
studiului experimental gi cu aprofundarea justificarilor matematice, a devenit o
certitudine, era acela ca in afara principiilor de bilant trebuie introdus gi un
principiu al disiparii (al pierderilor irecuperabile). Aceastd " certitudine " em-
pirica a capatat un suport deosebit odatd cu teoria lui Gibbs (1839-1903) care
a demonstrat afirmatia celebra privitoare la starile unui sistem mare de puncte
materiale (in ”Elementary Principles of Statistical Mechanics developed with spe-
cial references to the Rational Foundations of Thermodynamics”- 1901): ” Daca
o multime de sistemne este canonic distribuita in faza, indexul mediu al proba-
bilitatilor este mai mic decat in orice alta distributie a multimii, avand aceiagi
medie a energiei ” .

Acelagi principiu al lui Gibbs capata in cadrul Teoriei Cinetice a Gazelor ( a lui
Boltzmann gi Maxwell) forma neagteptatei H- teoreme (” Dintre toate densitatile
moleculare ce au acelagi moment principal, densitatea Maxwelliana realizeaza
pentru entropia h, cea mai mica valoare ”).

Daca toate aceste teoreme provenite din teorii discrete sus{ineau axiomatic gi
matematic adevarul privitor la ” acele pierderi irecuperabile ”, totugi la nivelul
Termodinamicii Continumului, asemenea rezultate nu puteau fi demonstrate.

b

Atunci, vechea afirmatie a lui Clausius, privind energia gi entropia Universu-
lui (" Energia Universului este constanta; entropia sa tinde la un maximum ",
1865) a inceput sa capete valente noi. Reluata gi completata sub forma aga- zisei
” inegalitati Clausius- Planck” ( Planck 1858- 1947)

T(YH(B,t) > Q(B,1) (A1)
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ea a fost multa vreme exprimarea matematica glohala a Axiomei de ireversibilitate
(sau a doua Lege a termodinamicii). La o privire mai atenta, inegalitatea C- P
nu rezista criticilor, caci daca in privinta entropiei H si incalzirii Q lucrurile sunt
clare (ele sunt nigte marimi atagate corpului B la momentul t), totusi in privinta
temperaturii T apare o ambiguitate. Ea este in mod firesc atagata particulei
gi nu corpului. Deci undeva ar trebui sa se presupuna ca, eventual, campul de
temperatura este omogen in corp (!). Urmare, ea (inegalitatea) este neaplicabila
sistemelor neomogene (proceselor neomogene). Cu suport in Teoria Cinetica, s-a
introdus ca forma alternativa a acestui principiu, aga zisa ” inegalitate a baii de
caldura ”

H(B,t) > —/38 %M

unde se presupune ca T; este temperatura frontierei corpului gi ca aceasta este
uniforma (in punctele frontierei).

Este momentul si observam ca aceasta forma a axiomei reda matematic o re-
marca (vezi Truesdell {1969]) universal acceptata ” lucrul i energia pot totdeauna
sa fie transformate in caldura ( prima axioma a Termodinamicii ) dar exista 6
limitd pentru viteza de transformare a energiei in caldura, fara producere de
lucru ”

U-W=Q<C( (A.2)

unde L este limita mentionata mai sus. Definind entropia produsa in procesul de
la t, la t prin

H(tot) = | %dt (A.3)

inegalitatea lui Clausius- Planck devine evidenta.

Trebuie spus in acelagi timp ca faimoasa inegalitate a lui Clausius H(t) > 0,
care este echivalentd cu o forma a H- teoremei (numita H- teorema redusd) nu
este valabila decat in cazul sistemelor (continue sau nu) care sunt astfel incat

q-n<0 pe OB

sau

/ q-ndA <0
a8,

153

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



gi Ty uniforma pe 0B, (spre exemplu cand sistemul este inchis). Se poate spune
ca ea este perfect adeviarata in cazul Universului (sistem inchis) dar ridica mari
probleme cand dorim s-o aplicAm unor corpuri oarecari din Universul insusi.

Cu observatiile de mai sus, acest mod global de a privi lucrurile cat gi remarca
privind temperatura (ficuta in legatura cu inegalitatea (A.1)) conduc la ceea ce
se poate numi o Termodinamica a proceselor ireversibile, omogene.

In aceasta, procesul termocinetic este definit ca perechea de functii (7,r)
care asociazi unui corp dat o temperaturd T gi un ansamblu de ” parametrii de
stare ” r = (ry,...r,) la fiecare moment de timp dat

T=T(t)>0, r=r(t) (A.4)

( In constructie se mai poate presupune ca (7,r) este neted pe portiuni).

Nu comentdm aici diverse aspecte legate de regularitatea proceselor. Pentru
aceasta trimitem la literatura citatd. Am amintit in paragraful 1.1. ca starea
corpului este descrisd de cunoagterea, la fiecare moment de timp, a puterii W,
a incdlzirii Q, energlei interne U si a entropiei H. Ca urmare a observatiilor
facute mai sus, nu orice set de astfel de functii de timp descriu (din punct de
vedere Termodinamic) un corp B. Continutul acestei observaiii este transacris
matematic prin ceea ce se numegte Axioma Canstitutivd. Ea aratd pe de o
parte, ca functiile mai sus amintite sunt determinate de cunoagterea valorilor unor
functionale pe istoria procesului termocinetic la care a fost supus corpul pana la
momentul ¢ gi, pe de altd parte, ca aceste functionale trebuie 8 verifice axiomele
termodinamicii, adica (2), gi (1) pe orice proces termocinetic. Un corp pentru
care s-au definit functionalele respective gi care verifica (2), §i(1) se va numi un
corp termodinamic.

Axioma constitutivd. Pentru un corp B, ezistd functionalele W, Q, U, H,
astfel incdt la fiecare moment t '
w(t) = W(T",r")
Q(t) = Q(T,r')

ut) = U(T", r)

(A.5)

H(t) = H(T!,r) .

iar relafiile (A.2),, (A.1) sunt satisfdcute pe orice proces termocinelic.

Din necesitati ce sunt mai clare (poate) odata cu introducerea proceselor neo-
mogene, dar care sunt complet justificate, de fapt, prin teoremele de potentialitate
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ale lui Reech, din termodinamica proceselor reversibile §i omogene (vezi Truesdell
i Bharatha [1978]) se introduce energia libera a lui Hemlholtz (in locul energiei
interne U) W prin

W(t) = U(t) - T(H(t) (A.6)

Daca vom da entropiei H interpretarea ( din teoriile microscopice )de masura a
" dezordinii interne ” a corpului atunci energia libera poate fi interpretata ca dand
acea parte a energiei interne ce nu este datoratd dezordinii proprii sistemului (ea
este interpretata si ca aceea parte a energiei interne consumata pentru invingerea
frecarilor interne). '

Cu (A.6) gi tinind cont de (A.2),, inegalitatea disiparii se scrie

W(t) — W(t) + T(YH(t) <0 (A7)

forma sub care se numeste ” inegalitatea redusa a disiparii ”.

In acest fel Axioma constitutiva capata o noua forma, cunoscuta ca” Prin-
cipiul Efectiv al Determinismului Termodinamic ” gi anume

Pentru un corp dat B, existd functionalele W, W, H, astfel incdt pentru orice
moment de timp {
W(t) = W(T4, )

U(t) = ¥(T", ") (A.8)

H(t) = H(T, )

iar inegalitatea (A.7) este salisfaculd pe istoriile oricdrui proces termocinetic, cu
condifia ca T si YV sa existe.

Functionalele W, ¥, H ce satisfac PEDT se vor numi functionalele con-
stitutive ale corpului termodinamic B.

Deci un corp termodinamic definegte o regula prin care se determina puterea
(prezenta), energia libera (prezenta) gi entropia (prezenta) din istoria procesului
termocinetic la care a fost supus corpul, astfel incat inegalitatea redusa a disiparii
este satisfacuta pe orice proces. Reciproc, orice astfel de regula defineste un corp
termodinamic.

Acum vedem ca este ceva mai explicit contextul in care este desrisa Termod-
inamica Proceselor Ireversibile, Neomogene din Capitolul 1.1. Se va vedea
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clar cd dacd toate marimile constitutive U, W, Q, H pot fi interpretate local
prin relatii de tipul (1.1), localizarea inegalitatii lui Clausius- Planck nu mai este
posibila (in contextul Termodinamicii proceselor neomogene temperatura este un
camp gi deci observatia facuta dupa relatia (5.1) se iustifica complet).

Totugi avand in vedere definitiile lui Q (a se vedea (1.1); ) se postuleaza ca
inegalitatea globala a disipérii are, in acest caz, forma

'h’tB,tz/ fda- [ Laa A9
B2 [ opaa- [ % (A.9)

forma cunoscuta ca inegalitatea lui Clausius gi Duhem (globala).

Aceasta se poate scrie imediat, local, in forma (1.7) sau (cu introducerea
energiei libere a lui Helinholtz i utilizarea ecuatiei (1.6) in forma redusa (1.9).

Obtinem astfel ceea ce se numegte in literaturd Principiul Efectiv al De-
terminismului Termodinamic (care este de fapt Axioma fundamental a ter-
modinamicii mediilor continue) gi care acum se enunta simplu

Pentru un corp dat B, existd functionalele T, +, @, 7, astfel incdt pentru
orice particuld X gt la orice moment de timp t

T(x,t) = T(x!, T
1/)()(,!) = a(xtht)

q(x,t) =3(x", T")

(A.10)

n(x,t) =7(x*",T)

iar inegalitatea redusd (1.9) este satisficutd pe istoriile oricdrui proces termoci-
netic, cu condifia ca ¢ gt T sd existe.

Sa observam ca aici s-a utilizat deja faptul (mentionat gi in Capitolul (1.1)) ca
ecuatiile de bilant ale impulsului gi energiei se presupun satisfacute prin alegerea
corespunzdtoare a campurilor de ” surse ” din cele doua (adica fortele volumice
b(x, t) si sursele volumice de caldurd s(x,t)). Se pot face o seama de comentarii
asupra posibilitatii unor asemenea alegeri (vezi Truesdell [1969] gi Miiller [1985)
spre exemplu). Am mentionat deja alte variante posibile. Ele nu conduc la
rezultate diferite.

Probabil ca acest ultim pas facut in organizarea rationald a Termodinamicii
Mediilor Continue este gi cel mai important prin consecinte. Definitivata in anii
1950- 1960 de Coleman, Gurtin, Owen, Serrin, etc. aceasta forma logica de
prezentare a condus (vezi litaratura citata) la obtinerea unor rezultate deosebit
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de importante, in caracterizarea unor clase largi de materiale (din punct de vedere
termodinamic) si la obtinerea unor legi constitutive noi, etc.

Acestea ar face obiectul unei Prime Probleme(fundamentale) a Termodi-
namicii: Pentru o clasd datd de procese si o clasd datd de funclionale sd se de-
termine toate functionalele constitutive. Aceasta revine la utilizarea unor tehnici
matematice dintre cele mai variate pentru obtinerea (din inegalitatea lui Clau-
sius gi Duhem) restrictiilor constitutive (gi deci descrierea clasei-functionalelor
constitutive).

O a doua problema importanta este: descrierea echilibrului termodinamic
gt a trecerii la echilibru. O data cu aceasta, ca un corolar este problema deducerii
principiilor termostaticii pentru o clasa data de corpuri termodinamice.

Intr-adevar, obtinerea teoremelor de potentialitate de care am amintit reprezin-
ta suportul legaturii intre T.P.I.N. gi Termodinamica proceselor omogene reversibi-
le (acestea din urma dand suportul teoretic al majoritatii experimentelor (con-
trolabile) de laborator).

Subliniem ca abia dupa ce primele doua probleme igi gasesc raspuns, poate
fi abordatd cea de-a treia problema importanta (aplicarea): datd acfiunea
lumis tnconjurdtoare asupra unui corp specificat, sd se determine procesul pe care
trebuie sd-l efectueze corpul pentru a suporte acfiunea. Aceasta revine deci la
scrierea gi rezolvarea unor probleme cu date initiale gi la limita, analiza stabilitatii
solutiilor,etc. Se dovedeste ca restrictiile constitutive obtinute, produc informatii
extrem de utile in abordarea matematica a acestor probleme. Este exact ceea ce
cursul prezent igi propune si faca.

Incheiem prin a observa ca inegalitatea lui Clausius gi Duhem intra intr-o
contra - dictie flagranta cu H- Teorema lui Boltzmann (pentru anumite clase de
materiale). Aceasta a condus la modificarea inegalitatii (vezi I. Miller [1967]
pentru modificarea fluxului de entropie) pe de o parte, gi la introducerea unor
aga numite termodinamici extinse, pe de alti parte (introducerea lor fiind
sugeratd tot de teoriile microscopice).

A2. Complemente de calcul vectorial gi tensorial

In cuprinsul lucrarii se noteaza cu & - spatiul euclidian punctual (afin) tridi-
mensional, cu V spatiul vectorial al translatiilor lui £ (vectori liberi). Astfel un
punct = € £ (in care s-a fixat o origine O gi un reper) se identificd cu vectorul
legat x, care ca element in V este x = x - O. Se folosesc in mod curent, in special
in Capitolul 1 notatiile

Lin = Lin(V,V) = {T:V — V| liniara}
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SLin = {T € Lin | simetric} — multimea transformarilor simetrice
ALin = (T € Lin | antisimetric} — multimea transformarilor antisimetrice

Ort={Q€Lin|Qu-Qv=u-v, u,ve€ YV}~ transformari ortogonale

Elementele din Lin, notate cu litere mari, groase se numesc tensori (de or-

dinul 2).

A. Amintim o serie de definitii §i proprietdti de algebra vectoriala gi tenso-
riala care sunt utilizate in cadrul lucrarii. Pentru expuneri complete, trimitem
cititorul la Eringen [1967}, lacob [1971], Beju, Sé0s, Teodorescu [1976],(1977],
[1983], Dragog [1976], Gurtin [1981].

Presupunem ca cititorul este familiarizat cu reprezentarea vectorilor intr- o
baza.Vom reaminti doar cateva definitii gi proprietti ce sunt utilizate adesea in
cuprinsul cartii.

Prin produs scalar in V intelegem o aplicatie biliniara " -7 : VxV = R
aga incat X -y = z,y;. Peste tot in aceastd parte considerdm un reper cartezian
{0, e}, in raport cu care x = z;e;.

Produsul vectorial este o aplicatie biliniard

x:VxyY-=>YVY definita prin

(A.11)
X XY = 06Ty €k
unde §;;; este simbolul lui Levi- Civita.
Produsul mixt este o aplicatie triliniara
() VXY xVY VY definita prin
(A.12)

(%,y,8) = (X xy)- -z =0bisziy;z
iar produsul dublu vectorial este o aplicatie triliniara definitd pe Y x¥VxV — V
prin
x x (y x2) =y(x-2)—-z(x-y) (A.13)

Reamintind ca transformarile Q € Ort descriu o schimbare de reper cartezian,
iar detQ = +1. Este ugor de observat cé notand, in sens de aplicatii, Qex = e}
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(unde e} este cealalta baza) si considerand vectorii x atat in baza {e;} cat i in
baza {e!}, adica

X =z,8 = :r:'J-e;- (A.14)
avem imediat urmatoarele proprietati
(i) produsul scalar este o operatie intrinsecd z'y; = z,y;,
(ii) produsul vectorial este un pseudovector
x xy = (x'-y')(detQ) (A.15)
(1ii) produsul mixt este un pseudosclar
(x xy) -z=(x'x-y')-2'(detQ), (A.16)

unde am notat tot cu Q matricea corespunzitoare transformarii Q € Lin.

Dupa opinia noastra proprietatile devin mai clare imediat ce vom defini repre -
zentarea transformarilor liniare.

B. Fie B={A:V xV — R | biliniare} spatiu vectorial real. O teo-
rema cunoscutad aratd imediat ci Lin este izomorf cu B prin relatia Tx -y =
A(x,y), Vx,y € V. Aceasté proprietate conduce la definirea transpusului ten-
sorului T € Lin. El este elementul din Lin (unic) cu proprietatea ca

TTx -y =x-Ty), Vx,y€eV (A.17)

Produsul tensorial a doi vectori x,y € V se defineste ca o aplicatie liniara

X®y:V—=YV prin
(A.18)
(x@y)v=x(y-v), VYveV.

Cu aceasta sa reamintim ca daca {e;};_r3 este o baza (nu neapérat carteziana)
in V atunci (e; ® e;);; este o baza in B si urmare a teoremei de izomorfism de
mai sus, aplicatia T € Lin este unic dererminata de cunoagterea valorilor sale pe
elementele bazei, adica
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T=T"e;®e; (A.19)

Nu insistdm asupra proprietatilor geometrice gi algebrice legate de bazele di-
recte gi reciproce, componentele covariante, contravariante, etc. ale vectorilor si
tensorilor, pentru care trimitem la referintele date la inceputul Anexei sau, pentru
o reamintire compacta a formulelor de calcul necesare, la Cleja- Tigoiu, Cristescu
[1985).

Suntem acum insa in pozitia de a reveni la problema schimbarilor de baza
(carteziana) gi a proprietatilor i) - ii1), enuntate la A. Observand ca o caracterizare
echivalenta a transformarilor Q € Ort se face prin

QQ"=Q'Q=1, (A.20)

unde I € Lin este transformarea identicé, este ugor sa constatim ci daci {e;},_13

este o baza ortonormata in V, atunci Qe; = e},1 = 1,3 este o bazi ortonormata
gi cum

Q =gqgi;jei®e€j, ¢;qix = bji, (A.21)

atunci, cu definitia produsului tensorial a doi vectori, avem imediat

gi; = e - €}. (A.22)

J

Aceasta arata imediat gi reciproca. Pe de altd parte putem obtine imediat
legitura intre elementele bazelor (scrise explicit)

e, = quei, €; = qie, (A.23)

In plus, daca x = re; = re} (cele doua reprezentari ale vectorului x in cele
doué baze) atunci avem

T; = quiTi, Tk = Qe (A.24)

Prin urmare, daca notam cu x gi x’ matricile coloana cu componentele &y, .y, 24,
respectiv oy, o, ), formulele de mai sus se scriu
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x' =QTx, x=Qx (A.25)

Cu aceste notatii ii) (spre exemplu) se demonstreaza imediat. Intr-adevar
daci notdm cu 2, = (X X y) - e, atunci constatam (in conformitate cu definitia
produsului vectorial) ca

Qhezk = 6iikisdiudiT Yy = Sour(detQ)zy,, (A.26)

Si deci, cum QTQ =1s§i quzi = 2z} rezultd z;, = (detQ)qriz! sideci x x y

este un pseudovector.

Urma este aplicatia liniara tr : Lin — R definita prin

tr(x®y)=x-y, Vx,y€eV (A.27)

Aceasta definitie, impreuna cu formulele de reprezentare ale unui tensor con-
duc la a concluziona ca pentru orice T € Lin urma sa este data (spre exemplu)

de

trT = T‘je.- - €5, (A.28)

intr-o baza oarecare {e;}, iar daca baza este carteziana

trT =T, (A.29)
Se defineste produsul scalar a doi tensori ca fiind aplicatia biliniara

-: Lin x Lin - R prin
T .U = tr(TUT) (A.30)

Ea definegte in mod evident un produs scalar pe Lin.

Un tensor se numegte simetric (T € SLin) daca T = T7 si antisimetric
(T € ALin) daca T = - TT.

Urimatoarele proprietati sunt evidente
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t)T-S=0, VS€SLin<=Te€ ALin
u)T-W=0, YWe ALin<= T € SLin

111)Daca S € SLin,W € ALin atunciS-W = 0.

In Capitolul 1 al lucrarii am folosit in unele demonstratii proprietatile spec-
trale ale tensorilor. Amintim aici definitia gi teorema de descompunere spectrala.
Pentru orice T € Lin, A € R se numegte valoare proprie daci existd e € V
numit vector propriu aga incat Te = )\ e.

Daca T € SLin atunci existd A; € R, valori proprii 5i e; € V vectori
proprii ortornormati cu j = 1,3 aga incat

3
T= Z Aje; ® e (A.31)
=1

In plus, daca T este pozitiv definit, adica T x -x >
daca i numai dacid x = 0, atunci oricarear fi j =1,3

0,
1,3,
alui T).

Observand acum ca A este valoare proprie pentru T€ Lin daci gi numai daca

VxeVgTx -x=0,
> 0(); valoare proprie

det(T — AI) =0

numitd ecuagia caracteristicd (sau seculard) putem constata ci aceasta se
scrie gi

—A3+11A2+[2A+13=0

Scalarii I;,7 = 1,3 se numesc invariantii tensorului T gi sunt dati de

I =T, [ =1/2[tr(T?) - (trT)®), I3 =detT (A.32)

In fapt invariabile sunt marimile tr T, tr T?, tr T 3, gi aga cum rezulta din
teorema lui Hamilton gi Cayley cele doua seturi sunt alternative (gi sunt singurii
invarianti). Intr-adevar, teorema amintita afirma ca pentru orice T € Lin este
adevarata ecuaiia
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T3+ LT+ LT+ LI=0 (A.33)

ceea ce conduce la

[1 = tl‘T, 12 = l/2[tl‘(T2) — (tl‘T)2], ]3 = detT (A34)

gi deci seturile sunt alternative. Pe de altid parte teorema aratd ci orice putere
mai mare ca 3 a lui T se reprezintad ca o combinatie a tensorilor I, T si T? cu
coeficientii depinzand de invarianti. Prin urmare nu mai existd alti invarianti
independenti de cei de mai sus. Evident invarianta se referad la independenta
marimilor respective de baza in care lucram.

C. In aceastd parte vom reaminti o serie de proprietati gi definitii de analiza
vectoriala gi tensoriala folosite pe parcursul lucrarii.

Fie D C R3 o multime deschisa, nevida si conexa. Aplicatia f: D — D’
se nuinegte diferentiabilda in x € D daca existd aplicatia df(x) € Lin si
w (x, +): D—YV againcat

fy) = f(x) + df(X)[V] + w(x,y), V=y-x€EV i

(A.35
lim 2O6Y) _ o )
y—x|y—x|

Se noteaza in mod curent cu V f(x) = df(x) € Lin gi se numegte gradientul
functiei f in x (in raport cu x). In cele ce urmeaza vom preciza aceasta definitie
pentru cazurile in care f este o functie cu valori reale, vectoriale gi tensoriale.
Astfel, impreuna cu proprietatile ce rezulta de aici formulele utilizate in Capitolul
1, capéta sens.

Daca f: D — R este un camp scalar atunci d f(x) € Lin(V,R) gi urmare a
teoremei lui Riesz exista Vf(x) € V aga incat df(x)[v]= Vf(x)-v g Vf se
numegte gradientul lui f.

Fie gi (0, e;) un reper cartezian. Fie v= s e, atunci

_9f
Vf(x)- e = Do
gi deci
V/iix)= —.0‘[ e (A.36)
Ay
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prima relatie definind derivata in raport cu directia e.

Obtinerea relatiilor de mai sus se face direct cu definitia diferentialei (tinand
cont ca limita se face acum pentru s — 0).

Fie acum v : D — V un camp vectorial. Observdm ci atunci
dv(x) € Lin(V,V). Prin urmare notind

Vv(x) = dv(x)

acesta este un tensor. Un calcul analog cu cel de mai sus conduce la reprezentarea
sa intr-o baza carteziana

Vv(x) = —e; Qe (A.37)

dv;

Oz;
Daca f are valori tensoriale, s& consideram T : D — Lin un camp tensorial.

Atunci dT(x) € Lin(V, Lin(V,V)), iar notatia gradientului se pastreaza,

VT(x) = dT(x) € Lin(V, Lin(V,V)).

In plus aceasta conduce , intr-o baza carteziana la

oT;
VT(x) = -—:c—e. ®e; ® e, (A.38)
oT;; .
unde adesea se noteaza B, = Lk pentru a pastra legdtura cu reprezentérile
k

aceloragi formule in baze arbitrare (pentru acestea trimitem cititorul la literatura
citatd deja). !

O serie de operatori diferentiali, deriva din operatorul gradient. Ei sunt de-
osebit de importanti in mecanica, fiind legati de notiunile de flux al unui vector
printr-o suprafata, circulatia unui vector (de-a lungul unei curbe), proprietati de
potentialitate (campuri conservative). Acegti operatori sunt divergenta i rotorul.

Divergenta unui cimp vectorial v(x) este aplicatia liniard data prin

8’

divv(x) = tr(Vv(x)) = 6_:' (A.39)

in reperul cartezian considerat. In acelagi timp se poate defini divergenta unui
camp tensorial T(x) ca vectorul

10 definitie a dublului produs tensarial este x ® y ® 3 : V — Lin, data prin (x @ y @ #)v
= (x ® y)z - v) pentru orice v € ¥V
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divT(x) = %:‘—ie.- (A.40)
J

Se observi cu ugurin{d cid dacd prin V, sau gard vom nota vectorul

V = grad = 8—0.-, atunci gradientul unui camp vectorial, divergenta sa gi
T;

divergenta unui camp tensorial capitd semnificatiile

gradv(x) = Vv(x) = V@ v(x); divv(x)=V" y(k)
aT; (A.41)

divT(x) = T(x)[V] = bz, e

Rotorul unui camp vectorial este vectorul definit prin

rotv(x) = V x v(x) =

803 ng

(32, ~ Bz

Bvl 8‘03 8‘)2 801
1+ (52, ~ 82,°

Formula ar pérea dependenta de reper, dar dupd cum se va vedea (urmare a
aplicarii formulei lui Stokes), proiectia vectorului V x v(x) pe o directie oarecare
este independentd de reper. Inainte de aceasta dam o serie de proprietéti ele-
mentare ale operatorilor sus amintiti (ce sunt de altfel, utilizate in lungul acestei
lucrari).

i) Qperatarii grad, div, rot sunt liniari.

ii) Urmaétoarele proprietati sunt imediate

div(f(x)v(x)) = grad f(x) - v(x) + f(x)divv(x)
= (A.43)
div grad f(x) = A f(x)
v _ i
unde A este operatorul lui Laplace (A = Ba 3.1:-)'
div rotv(x) =0
(A.44)

div(v(x) x va(x)) = vy(x) - rotv;(X) — vi(x) - rotvy(x)
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iil) urméatoarele proprietiti ale operatorului rot sunt imediate

rot(f(x)v(x)) = v(x) x grad f(x) + f(x)rotv(x)
rot rot(v(x)) = grad divv(x) — Av(x)
rot(vi(x) x v3(x)) = (va(x) - V)vi(x) — (vi(x) - V)va(x)+
+vi(x)divvsy(x) — va(x)divvi(x)
: (A.45)
grad(vi(x) - va(x)) = (va(x) - V)vi(x) + (va(x) - V)va(x)+

+vi(x) x rotvy(x) + va(x) X rotvy(x)
%grad(v(x) - v(x)) = (v(x) - V)v(x) + v(x) x rotv(x)
rotgrad f(x) = 0

Revenim acum la semnificatia operatorilor. S& reamintim cd daci X este o
suprafata ( in £) pe care am definit o fata pozitiva (gi una negativa) gi daca n(x)
este versorul normalei la ¥ orientat in sensul pozitiv atunci integrala

() = /E v(x) - n(x)da (A.46)

definegte fluxul vectorului v prin X. Pentru precizare, daca p (x) este densitatea
de masad (a unui fluid) iar v(x), campul vitezelor, atunci pp(X) este cantitatea
de fluid ce traverseaza suprafata ¥ in sensul lui n in unitatea de timp. In plus
dacd D este un domeniu (eventual ocupat de un fluid ), iar X este suprafata sau
(frontiera sa) atunci (cu formula lui Gauss- Ostrogradski) se obtine relatia flux-
divergentd

/ v(x) - n(x)da = / divv(x)dv (A.47)
) D

'Fie C C D o curba inchisa, pe care s-a definit un sens pozitiv de parcurs. Se
definegte atunci circulatia vectorului v(x) (in lungul curbei C) prin

() = /C v(x) - dx (A.48)
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Fie acum C un arc simplu, neted pe por{iuni §i £ o suprafatd neteda pe
portiuni, ce se sprijind pe C. Fie n(x) vectorul normalei la ¥, orientat pozitiv
in raport cu sensul de pe curba C si n(x) un camp de clasi C'. Atunci avem
urmaitoarea formula (a lui Stokes)

/v(x) cdx = /(rotv(x)) -n(x)da (A.49)
c >

Aceasti formuld permite, prin alegerea convenabiléd a curbei C gi a suprafetei
¥ (cu aria sa tinzand la zero) s& obtinem o interpretare simpla pentru proiectia
lui rot v pe directia n (arbitrari) gi anume

rotyv = limA,.',,g_.o(/v(x) -dx/AriaX) (A.50)
c

ceea ce dovedegte cid proiectia vectorului rotv pe o directie oarecare se obtine
independent de reperul considerat.

Se gtie (din tratatele de Analizi matematica) ca daca f: D — R este de
clasi C? 4i dacd 8D este suficient de neteda atunci

/gradf(x)dv:/ n(x)f(x)da (A.51)
D

8D .

de unde avem imediat

/rotv(x)dv =/ n(x) x v(x)da (A.52)
D oD

In incheierea acestei anexe mai reamintim cateva rezultate utile din teoria
cAmpurilor potentiale. Amintim mai intdi cd un camp vectorial v(x) se
numegte cAmp potentlal (conservativ) daci existd un camp scalar P(x) (definit
tot pe D) de clasd C! §i uniform astfel incdt v(x) = grad P(x) pentru orice
X € D. Aceastd conditie, intr-un reper cartezian, este echivalenta cu conditia
ca vi(x)dz; sa fie diferentiala totala a functiei P in x

vi(x)dz; = dP(x) (A.53)

Functia P se numegte potengial. Ohservind acum ca relatia de mai sus

exprima conditia necesara gi suficienta ca integrala curbilinie / v(x)-dx sa
A1 A,
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nu depinda de drum putem enunta proprietatea fundamentala a campurilor
potentiale-

Conditia necesard gt sufucientd ca un cimp v : D — V, cu D domeniu
stmplu conez, sd fie conservativ este ca

rotv(x) =0 (A.54)

oricare ar fi x € D (adicd campul v(x) este irotafional).

Formula flux- divergenta (A.47) aplicata unui camp de vectori conservativi
(v(x) = grad P(x)) conduce la formula

P fa= / APdx (A.55)
ap ()n

care este cunoscuta gi ca prima formuléd a lui Green.

Daca alegem pe rand v(x) = f(x) grad g(x) si v (x) = g(x) grad f(x),
scriem formulele flux- divergentia (A.47) si scidem relatiile, obtinem formulele
lui Green

fag da = / (fAg + grad f - gradg)dx
an D

(A.56)
o1
/ Uge-agiida= [ (7ag-gaf)dx

In fine, un cdmp v : D — V se zice solenoidal daca existd un camp
P:D — V astfel incat

v(x) = rotP(x) (A.57)
Tinand cont de proprietatile enuntate mai sus pentru operatorii div gi rot

rezultd imediat proprietatea de caracterizare a campurilor solenoidale -

Condifia necesard gi sufucientd ca un camp vectorial v : D — V, cu D
domeniu simplu coner sd fie solenoidal este ca

divv(x) =0 (A.58)
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oricare ar fi x € D (dacd v(x) este un camp de viteze, (A.58) cere ca migcarea
sa fie incompresibila).

Comentarii extrem de utile gi proprietdti suplimentare se gasesc in Dragog

(1976).

D. Teorema lui Wang. In cele ce urmeazi vom enunta teorema lui Wang
de reprezentare a functiilor izotrope in cazul de interes in lucrare.

In Capitolul 1 am utilizat-o pentru reprezentarea tensorului T corespunzator
fluidului liniar, vascos (al lui Navier gi Stokes) cat gi in reprezentarea fluxului de
cdldurd q. In primul caz este vorba deci despre o functie tensoriala izotropa de
variabile tensor simetric D € SLin gi vector g = VT € V, iar.in al doilea caz
de o functie vectoriala izotropa (q) de aceleagi variabile.

Fie spatiul euclidian tridimensional. Fie f(D,g) o functie tensoriald si-
metrica gi izotropd, atunci reprezentarea sa completéa gi ireductibild este
data de

f(D,8) = @o(T)I + 1(T)D + 3(I)D? + 93(T)g @ 8+ (A0
5
+94(T)[g ® Dg + Dg @ g + v5(T)[g ® Dig + DIg @ g]

unde ¢, cu ¢ € {0,1,...,5} sunt functii scalare, izotrope gi unde 7 este multimea
‘invariantilor corespunzatori setului { D, g}, adica

I= {trD,trD’,trD’,g ‘5K Dg! g Dal}

Aplicand conditia de liniaritate se obtine imediat formula (1.10). Precizdm
cd mult{imea generatorilor este, in cazul relatiei de mai sus

{ILD,D* g®g,g®Dg+Dg g g D?g+DgRg)

Cu aceastd precizare gi cu indicatiile date inainte de (1.20), reprezentarea
(1.20) este evidentd, iar particularizarea enuntului teoremei de reprezentare a
functiilor vectoriale izotrope devine un exercitiu util dar evident. Pentru cei ce
doresc s& aprofundeze subiectul recomanddm inca odata articolul original al lui

Wang[1970].
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E. Sistemc de coordonate echivalente. Cind cste valabild aproximalia
hidrostaticd cstc avantajos sd introducem presiunca ca o coordonatd verticald
deaorece unii termeni din ecuatiile principale iau o formii mai simpld. In acest
scop considerdm variabilcle arbitrare &(x,y,z,1) si o(x,y,z,1) care reprezintd o

noud coordonatd verticald. Fie b(x, y,a,l) forma funclionald a lui b in

sistemul o si b'(x,y,z,¢) in sistemul cartezian ordinar.

b'(x, v, z(x, y,a,t), t) = b(x, y,a,l)

' @) @

3.5 3, &)

y.o.t Mzt

¢i similar pentru derivatele in raport cu y si / , iar pentru derivata in raport
cn o

&.."%).. &

x.y.0 xy.2

- Rezultd:

v b=Vb+QV z
o a. a

De unde:

A" v=Vv+éV z
a é’. o

Pentru inceput considerdm cazul d=o0 = p, pentru a obtine expresia
fortei de presiune orizontald:

_ Py v .p-0vp=-2v .z
Vp-p—V-p+&-Vp-z,V,’ p=0V.p= % Vp z,
Din ipoteza hidrostaticd si folosind definitia geopotentialului ® =gz |,

avem:

rezulta:

aV-p:VI,CD
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l'orma cchivalenta pentru ccuatia de continutate in - sistemul (x,y,p,l)
csie:
5
w
V v+—=0
r a

[Forma rezultanta a ecuatiilor hidrodinamicii esie:

V:—VQ)—fxv+F”

Vv+a—w:0
¢

Q:c T_uw
d P

sistem in necunoscutele v(u,v),(u,l',d). Am nolat cu @ = p vileza verticald

generalizatd o sistemul de coordonate (x,y,p./).

Coordonate sferice curbilinii
Noténd longitudinca cu A, latitudinca cu ¢ si cu r distania misuratl

de la centrul pamantului, vitezele considerate in lungul cercurilor de latitudine,
a meridianelor s1 pe verticala locului sunt date de:

U=TCOSQPA,V=ro,w=F=2

unde =z este altiludinca misurald de la nivcelul maérii. Vectorul vitezda are
componentele:

v =ui+v)+wk

unde am pus in eviden{d versorii directiilor coordonatelor curbilinii x,y si =z.
Sistemul de ccuatii de miscare se scrie:

. uwvt uw
u—ﬂ+—:—a@+fv—2wﬂcos¢
r r & ‘

2
. W
‘;.{,__g£+_:_ai_.ﬁl
' r r 15
w o+’ p
W—-——— = —a-——~—g+2uQcosgp
r &

Neglijand termenii mici din sistemul de mai sus. sc¢ obline Haltiner [1971}:
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_wvige _
r

@
@ +

utge d)
+———r éy - fu

S
W=-a—-g

Notam ca relatiile diferentiale pentru sistemul de¢ coordonate sferice sunt
cele obisnuite:

O = r cos oA, Oy = rép,dz = or
Ecuatia de continuitate ia forma:

lp @+Q_vlg¢+év_+2_i£:0
p & & r &

iar ecualia de stare si ecualia termodinamicii rdmin neschimbate.
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A3. Complemente de dezvoltari asimptotice gi calcul dimensional

A. Exemplu simplu de dezvoltare asimptoticd. In cele ce urmeaza
vom da un exemplu din lectiile lui Zeytounian [1988] din care se vede ci& nu
orice dezvoltare ficuta in raport cu un parametru mic este asimptotica in sensul
precizat in Capitolul 5. De aceea trebuie multa atentie cand lucram cu aceste
dezvoltari. ” Traducerea ” incorectd, in termenii dezvoltarii, a conditiilor la limita
poate afecta esential solutia aproximativa obtinuta, conducand la solutii foarte
depértate de cea exacta.

Fie spre exemplu urmatoarea problema. Sa se afle solutia problemei urmatoare

&ef o df
cu
f(0) = Co (A.61)
f1(0)=Cq (A.62)

pentru a > 0 gi a << 1.

Este ales, in mod evident, un model care permite obtinerea unei solutii ex-
acte. Astfel, daci integram ecuatia (A.60) gi utilizdm conditiile (A.61), (A.62)
pentru determinarea constantelor rezulta in urma unor calcule standard ca solutia
problemei propuse este

f(z; a) = exp(—azx) [Cocos(mz) + C\é—li__gggsin(m;z)]. (A.63)
Se observa cu ugurinta ca pentru « fixat, oricat de mic, avem
lim f(z;0) = 0. ' (A.64)
Sa cautam acum solutia sub forma dezvoltarii asimptotice
f(ria) = folx) + afi(z) + &’ folx) + - -. (A.65)

Se constata cu ugurinta ca setul de ecuatii diferentiale ce rezulta din (A.60)
g1 care trebuie satisfacut de aproximatiile fy, fi,... este
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4 fo

Y + fo=0
(A.66)
d f; dfi-
& ThE
pentru:=1,2,....
Solutiile generale ale ecuatiilor de mai sus sunt
fo(z) = Focos(z + o)
(A.67)
fi(z) + Focos(z + o)1 — az],
§-a.m.d.
In concluzie solutia aproximativa se scrie
f(z;a) = Focos(z + po)[l + a — az + O(a?)] (A.68)

Se remarca imediat c4 in timp ce aproximatia de ordin zero este marginita (dar
nu are limita (!)) pentru z — oo, aproximatiile de ordin superior au un compor-
tament " catastrofic ", cici existd termenul ar — oo cind z — + oo (termenii
de acest tip se zic seculari ). Cum am mai observat, faptul ci aproximantele
nu au toate proprietatile solutiilor exacte (ba chiar au anumite comportamente
" stranii " ) nu este singular. Asemenea rezultate se intélnesc in teorii foarte com-
plexe, cum ar fi in dezvoltérile de tip Chapman - Enshog din Teoria Cinetica a
Gazelor ( vezi Truesdell gi Muncaster [1980], Speziale[1981], Tigoiu [1983] ) sau in
comportamentul fluidelor de tip polinomial din Mecanica Fluidelor Nenewtoniene
( vezi spre exemplu Joseph [1976] )

Cu toate acestea, dacd aproximatiile, chiar proaste (pe intreg domeniul prob-
lemei ), au subdomenii pe care se regisesc proprietatile solutiilor exacte, ele pot
fi folosite gi adesea aduc informatii deosebit de pretioase cel putin pentru studiul
calitativ.

Revenind la exemplul propus la inceput, iatd o cale prin care, in acest caz se
poate corecta eroarea (metoda dezvoltarilor asimtotice racordate). Ideea este de
a elimina intr-un fel termenii seculari. Aceasta se realizeaza prin introducerea a
doud scari (sugerate de problema ) gi eliminarea termenilor seculari prin racor-
darea solutiilor. Astfel, se observa ca in solutia exactd (A.63) variabila r apare
in doua ” combinatii " distincte cu parametrul a gi anume
i) in termenul de amplitudine exp(—az) avem ¥ = az,

02 04 8

ii) in termenul de unda avem # = V1 — a?z = (1 — - + o 3—2 -++)x, ultima

egalitate avand loc pentru a << 1.

Prin urmare solutia depinde, pentru a << 1, de doud " variabile "
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u=argiv=gla)r
(A.69)
g(a) =1+ paa’ + paa’ + -+,

unde pg;,t = 2,3,... sunt constante ce trebuie determinate in urma rezolvarii.
Prin introducerea acestor variabile (pentru a << 1) facem ca solutiei f(z;a)
sd-i corespunda o noua functie f(u,v;a). Se observa ca u este variabila lent#
(@ << 1), in timp ce v este o variabil& scurt& (sau rapida), aga zis. Evident
trebuie formulata problema (A.60) - (A.62) pentru f. In particular observand ca

d af of
& =5 T3,
(A.70)
4 62 2— 62"
T = s 200l g + 6 (@) g

gi presupunind ci f admite o dezvoltare asimtotica in raport cu a regulata (uni-
form valabila )

f(u,v;a) = fo + af (u,v) + o’ fo(u,v) + ... (A.T1)

obtinem pentru f urmatorul set de ecuatii

#F, -

G o= 0

dv? 1 dv Judv (A.72)
Ff, =+ _ 3f1 3 fn *f, 37_ 370

avg+f2— —(2 )_( +2232 au)

............

A spune ca dezvoltarea este uniform valabila revine la aceea ca fiecare aproxi-
matie nu are singularititi mai puternice ca precedenta (nu tinde mai repede la
zero ca precedenta cand a — 0 ) gi acelagi lucru se intampla gi pentru derivatele
aproximatiilor. In particular aceasta conduce la

71/70! 72/?17 T (A-73)

sunt uniform marginite pentru a — 0 gi pentru orice u gi v. Conditiile (A.73)
trebuie sa conduca la eliminarea termenilor seculari din solutia (A.71) (aceia care
in particular cresc nedefinit pentru v — o00).
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Este ugor de constatat ca ecuatia (A.72); are solutia

fo(u,v) = Fo(u)cos[v + wo(u)]. (A.74)

Urmand cele spuse mai sus, vom elimina termenii seculari la nivelul solutiei
fi(u,v) (pentru a avea (A.73) satisfacutd ). Pentru aceasta, scriind solutia
ecuatiei (A.72)3, vom anula termenii respectivi. In acest scop se evalueazd mem-
brul drept al ecuatiei (A.72),, care se scrie

2[F5(u) + Fo(u)] sin(v + wo(u)) + 2Fo(u)yp(u) cos(v + wo(u))

gi deci conditia de anulare a termenilor seculari revine in mod evident la

Fo(u) + Fo(u) =0, wy(u) =0. (A.75)

Cum aceste ecuatii conduc la Fp(u) = Foexp(—u) gi wo(u) = P, rezulta ci
(A.74) este data de

fo(u,v) = Foexp(—u) coslv + ) (A.76)

care in mod evident este o aproximatiie la ordinul zero in a ce respecta caracteris-
ticile solutiei (A.63) 2. Pentru a gisi dependenta v = g(a)z trebuie s rezolvim
problema la ordinul 2 in a adica s& aflim solutia ecuatiei (A.72)s. S& remarcam
cd membrul drept ( neomogeneitatea ) al acestei ecuatii (care va introduce ter-
menii seculari in solutie ) este scris in conditiile in care datele fiind independente
de a, problema pentru f, (A.72), este omogena cu date nule gi deci solutia este
Fi(u,v) =0, gi este

(1 4 2p3)Fo exp(—u) cosfv + B

Deci anularea sa conduce la

42 (A.77)

pPrin urmare avem

f(zia) = Fyexp(—az)cos[(1 — %):c] + O(a?) (A.78)

care este o buna aproximatie a solutiei exacte (A.63) pana la ordinul o?.

2Pentru simplitate am renuntat la a considera forma completa (A.683) Se observa ca la acest
nivel v ==z
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B. Teorema II. In aceasta parte a Anexei dam cateva explicatii gi exemple in
legatura cu Teorema - II a analizei dimensionale. Pentru clarificari suplimentare
demonstratii gi alte exemple recomandam Brand [1957], Birkhoff [1955] si C.lacob
[1971]. Aceasta este ceruti de analiza dimensionald care se face pretutindeni
in Capitolul 5. In particular pentru introducerea parametrilor de similitudine

By :
S] = E, Sg = ao/Bo §1
]%lBO — g

_ R N el BN
S_ MTQ - BO[ 5 S?]Sl'

In abordarea problemelor de Termodinamica (in particular ) Teorema - Il se
dovedegte a fi un aparat matematic puternic.Ea se utilizeaza cu deosebit succes
in probleme in care, spre exemplu, urmare a trecerii la variabile gi functii adimen-
sionale, apar coeficienti (adimensionali ) intre definitiile cdrora nu gasim (apriori )
legaturi invariante (la schimbari de variabile ). Aceste legaturi numite ( de ma-
joritatea autorilor ) de similitudine dau informatii importante asupra modului in
care se pot face diverse evaluari asimptotice (in particular ). Pentru a intelege mai
bine 8 zicem ci o marime fizica (derivata ), viteza, se poate exprima in unitagile
sale de baza, in raport cu o lungime gi un timp, dar gi cu o vitezd de referinta.
Insd nu gtim, schimband-o pe aceasta (sau lungimea gi timpul caracteristic ), ce
leghtura exista intre ele!

S& consideram deci ca in problemele in discutie, marimile fizice ce intervin
F; (1 =1,...,n) au masuri pozitive f; care depind de un sistem fundamental de
unitdti {U;};=1,. Daca se schimba sistemul de unitati

U]' = ij;, m; > 0,

mdsurile pozitive f; se schimba de asemenea. Spunem ca f; (de fapt F;) are
dimensiunea fizica ( a;,, a;,,...,a;,) in unitatile U;,...,U, dacé noile mésuri f]
sunt legate de cele vechi prin

r a.] 0.2 ﬂ.l -
fi=m{"m,* ..om"fi, i =1,n.

Daca toti a;; = 0 se spune ca f; este adimensionala. Vom exemplifica peste
tot cu cazul modelului din Capitolul 5.4. In acesta (a se vedea ecuatiile (4))
intervin unitatile fundamentale L ( lungimea ), M ( masa ), T { timp ), K (
temperatura) gi marimile fizice derivate H: (inaltimea), v (viteza ), g (acceleratia
gravitationala ) , €, p, (densitate de masa ), p, (presiunea ), T, (distributia de
temperatura ), I', (gradientul temperaturii ).

Dimensiunile celor n cantitati se pot pune intr-o matrice (n x )
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u, U, ... U
fl a,, a2 ... ay
fn Gn) Gp, ... Gy

In exemplul nostru aceasta va fi

L T MK
QBW|(0 -1 0 O
pr|1-3 0 1 0
Pi{-1 2 1 0
T. |0 0 o0 1
H|i1l1 0 0 0

v |1 -1 0 0
g 2 0 0
L|-1 0 0 1

Sa presupunem ca masura f a unei cantitati fizice se exprima ca

f=9(fvy..s fn)-

Se spune ca g este ” omogend dimensional ” sau ” izobaricd ", dacd pentru
orice schimbare de unitati de masura U; = m;U!(; = 1,1) avem

»n

f'=9fi,.-- fo)

Facand inlocuirile, aceasta revine la

glmy"my” .o fi,. ) =mytma . omp'g(fi, fay o )

dacd (ay,...,a;) sunt dimensiunile lui f.

Cateva observatii simple se impun.

i) Daca suma

f=c1fl+"'+cnfn

este izobarica (cu coeficienti ¢; adinensionali) atunci toti termenii sumei au aceeasi
dimensiune
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i1) Produsul

— fP1 P2 P
f — fl ‘) . fnn
este o functie izobarica a carei dimensiune a;, in orice unitate U/; este

a; = p1ay; + ...+ paan;, j =11

Putem enunta acum Teorema II.

Fie o functie g izobaricd in raport cu cele | unitd{i fundamentale Uy, U,, ..., U,.
Fie matricea dimensionald n x |, a mdsurilor f,,..., f,, de rang p=n —k, tar
g verificd ecuatia

9(fis.o s fa) = 0.

Atunci, ecuatia de mai sus este echivalentd cu

g(lv---slvnl,...,nk) =0
unde I1;, i = 1,k, sunt n — p produse independente gi adimensionale formate cu
fh ey fn-

Este evident ca schimband numarul unitatilor fundamentale se modificd numa-
rul relatiilor independente 11;.

O demonstratie foarte frumoasa a teoremei se gasegte in Brand [1957]). Demon-
stratia conduce la o reformulare a teoremei care da in acelagi timp gi algoritmul
de calcul necesar

Fie fy,..., fa. Fie
P R
Q QP 'R
matricea dimensionala n x | de rang p = n — k unde P este o matrice p x p
nesingulara.  Atunci, dacd g(fi,...,[f.) este o funcfie izobaricd in raport cu

cele 1 unita{i fundamentale ecuafia g(fy,...,[,.) =0 este cchivalentd cu ecuatia
gl oo Lo k) = 0 unde

W= flofpr  fle =Tk
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sunt k = n — p cantitdfi adimensionale independente cu matricea erponcnfilor

(k x n)

L= (_QP—l» lk)
I este matricea (k x k) unitate.

Se observa ca teorema Il conduce la

LA =0.

Trebuie inteles ca teorema nu se poate substitui integral modelarii. Conform
cu observatia de mai sus, daca luam un alt numar de unitati fundamentale, atunci
numarul relatiilor independente II; se modifica. Acestea conduc la randul lor, la
obtinerea unor relatii intre variabilele f,,..., f, (de tipul II, = g,(II,,...,I1,) si
deci f, = g,(I1,,..., ll,)f:"’ Ve f::"" ) numite relatii de similitudine. Ele au
un rol deosebit de important in constructia modelelor caci dau anumite restrictii
privind comportarca unor parametrii in raport cu ceilalti. Cum aceste relatii
variaza functie de lista unitatilor fundamentale sau functie de lista variabilelor
f; alese, este evident ca teorema Il nu poate impune unele sau altele, decat in
contextul alegerii facute de noi. Prin urmare numai experimentul poate decide
care dintre aceste alegeri este corecta (experimentul sau impunerea apriorica in
model a unui anume comportament ).

Sa vedem ce concluzii se desprind in cazul exemplului nostru. Evident ma-
tricea P (4 x 4 ) este data de ( primcle patru linii gi cele patru coloane ale
matricei A)

0 -1 00

p_| -3 0 1o

-1 -2 10

0 0 01

lar matricea Q (4 x 1) este

I 0 00

i -1 00

@= I =200

-1 0 01

Prin urmare matricea exponentilor 1 (1 x 8 ) este
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1 1/2 =1/2 0 1
0 1/2 -1/2 0 0
1 1/2 —1/2

L= .
-1 —1/2 1/2 -1 0

O - O O
-0 O O

Aceasta conduce imediat la definirea relatiilor independente

nl — Qop)/Zp—lﬁH

M, = p1/2p-l/2v

HS — Qalpl/2p—l/‘Zg

m, = Qalp—l/')plﬂT—ll"r

Cu definitiile introduse in Capitolul 5, se constata imediat ca se obtin relatiile
( intre variabilele existente )

1,11 .
M/ =5, §i S, = ———y2
I,
Cum din definitiile cantitatilor I1; avem
_ Qp . II,Ha 1/2 _ Bo

rezultd cd am definit astfel parametrii de similitudine S; gi S;. Acum, observatiile
ce urmeaza introducerii acestora in 5.4 capdtd mai multa substantialitate.

C. Modele termodinamice stohastice. Vom da in cele ce urmeaza o schita
de obtinere gi unele comentarii privind ecuatiile (5.65), (5.68). Pentru o privire
mai atentd asupra subiectului recomandam cititorului lucrarile, Monin, Iaglom
[1965]) §i Mohammadi, Pironneau [1994], spre exemplu.

Pentru descrierea migcérii turbulente a unui fluid, diverse marimi hidrodinam-
ice (viteza, densitate, temperatura, etc. ) sunt considerate functii aleatoare de
spafiu gi timp.

Cum in ecuatiile de migcare ale lui Navier gi Stokes (sau in alte ecuatii de con-
servare ) apar produse de astfel de functii, acestea vor introduce masuri noi, ne-
cunoscute (vezi, spre exemplu, situatii similare in teoria cineticé a gazelor Trues-
dell, Muncaster [1980], preluate in teoriile de termodinamici extinse Truesdell,
Muncaster [1980], Miiller [1985]). Trebuie sa precizdm ca masurile microscop-
ice nu au in aceste cazuri semnificatie fizicA masurabilad aceasta se acorda doar
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valorilor medii. In procesul de mediere al unei mérimi, vor aparea in ecuatii si
medii de produse. Prin urmare, trebuie sa scriem ecuatiile de conservare pentru
aceste produse. Aceasta insa conduce la aparitia unor produse triple de functii
aleatoare ceea ce aratd cd procesul acesta este nemdrginit. Aceasti problema
( adica trunchierea langului de ecuatii la un anumit nivel astfel ca atat semnificatia
fizica cat gi corectitudinea matematica s nu fie alterate ) este cunoscuta sub nu-
mele de " problema inchiderii ”. Ea are diverse solutii ( modalitati matematice de
realizare ), prima dintre acestea fiind atribuita lui Kolmogorov. Pentru obtinerea
ecuatiilor de tipul (5.65), (5.68) se folosegte un model de inchidere de ordinul I.
Acesta presupune reprezentarea mediilor produselor de fluctuatie ale parametrilor
hidrodinamici ( fluxurile turbulente ) cu ajutorul unor functii ( constitutive, nu-
mite coeficienti de difuzie ) gi gradienti ai marimilor medii. Evident relatiile
(5.66) conduc la asemenea functii. '

Pentru definirea mediei unei functii se considerd o densitate de probabilitate
w,

w: RRxR- R,

integrabila gi cu

/;S/Rw(y,r)dydr= l.

Evident, w(y, 7)dydr este probabilitatea care di numarul mediu ( sperat ) de
particule ale sistemului ce se gasesc in vecinitatea dy a punctului y, in intervalul
de timp dr din momentul 7. Mai exact dacd D C IR® deschis §i V C R deschisa

atunci
//w(y,‘r)dydr
BV

este numarul mediu de particule cu pozitia in B, in intervalul de timp V. Evident,
dintre toate momentele lui w, importanté, din punct de vedere termodinamic, au
doar acelea ce pot avea o interpretare fizici. Fie f(x,t) o asemenea mdirime.
Atunci, se numegte valoarea medie a lui f ( speratd ) in punctul x la momentul ¢

Tox0) = [ [ 1x-y.t=rapdyar
J

Evident pentru fiecare marime " microscopici ” f, f este un camp ( marime
macroscopicé ) in sensul termodinamicii mediilor continue. Sunt ugor de verificat
urmatoarele proprietati

182

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



. a7 of
T¥3=T+3 al=afch)y =2

pentru orice s = z1,73,73,¢; f¢ = fg, dar fg # fg.
Pentru orice marime ( microscopica ) aleatoare f se noteaza cu f media

sa ( marime macroscopica, deterministd ) gi cu f’ fluctuatia sa ( abaterea de la
medie).

f=F+f.

Se observa imediat ci f' = 0. Scriind acum sistemul ecuatiilor lui Navier gi
Stokes In migcarea turbulenta

au.- 6 1 ()
E-}-a—xj(ullt]) —_()_.I,+VAu +f.,

unde f; sunt fortele ce actioneaza asupra sistemului ( putand fi incluse aici gi
fortele Coriolis ), vom introduce in el descompunerea de mai sus pentru campul
de viteze gi presiune gi avem

o5
at

9 " 10p
+5I—'_(Unu1+HU)— T + VAT + |,

ecuatii ce se numesc adesea, ecuatiile lui Reynolds. Fluxurile turbulente
sunt termenii neliniari u{u} care fac ca problema determinarii valorilor medii sa nu
fie inchisa ( acegti termeni sunt cunoscuti in literaturd sub numele de ” tensiuni
Reynolds ” ). In relatiile de mai sus s-a presupus ca fluidul este incompresibil
( sau ca p este camp macroscopic ). Pentru exemplificare gi o mai buna intelegere,
sa consideram cazul stratului limita orizontal omogen, caz in care functiile depind
doar de z; ( componenta verticala ), iar 73 = 0. Sistemul de mai sus devine acum

__6ﬁ1 _a_ ‘u! _la__._’_f
ot T e, T T T
ouz 0 —— 1 0p

(;:2 + ()—112113 = —;—2 — fu,.

Mai sus, s-a presupus si cd vascozitatea " moleculard ” v este neglijabila

in raport cu vascozitatea turbulenta data de termenii wuj i ujub. In aceste
conditii, dacad vom inchide sistemul la acest nivel (teoria A a lui Kolmogorov ),
avem evident ( presupunand si faptul ca, coeficientii de difuzie turbulenta coincid
pentru cele doua fluxuri )
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- aul
Tu) = —K(z,t)
ulu3 (Z, )az

— ou;
ujuy = —K(z, t)a_.:

( relatiile de mai sus sunt obtinute prin analogie cu procesele de transfer din
cadrul Teoriei Cinetice a Gazelor, pentru descrierea vascozitatii). Acestea conduc
impreund cu ecuatiile de mai sus la

du; 0K 6, _ g9 o*uy. 1
ot 0z 0z 027 »p

ou; 0K ou, u; 10p
= —————fu1

at 0z 9z 0z3 poy

gi se observa clar ca, functia K joacd rolul vascozitdti » din sistemul Navier -
Stokes clasic.

Asa cum am mai observat functia K este functie constitutivad ( din punct de
vedere macroscopic ) gi prin urmare, functie de problema, ea trebuie si fie data.
In 5.5 prin formulele (5.66), (5.67) gi (5.68) sunt propuse diferite forme pentru
aceasta.

O probleméi similara se pune pentru ecuatia de transfer a caldurii (5.65)s,
(5.68)5. Cititorul va observa ci, degi se pornegte cu o ecuatie in care se presupune
c& fluidul este neconducator de caldura ( din punct de vedere macroscopic, k = 0)
gi nu avem surse volumice de cildura, totugi in urma procesulul de mediere gi de
inchidere se ob{ine, spre exemplu, (5.68)s in care functia K " joaca rolul ” coe-
ficientului conductibilitatii termice al lui Fourier. Se poate considera c& fluidul
conduce cildurd ( dupa o lege de tip Fourier ) dar, ca gi in cazul ecuatiilor de
migcare, se presupune cd, conductibilitatea termicad moleculara ( k ) este neglija-
bild in raport cu conductibilitatea termica turbulenti data de forma u’0’. Adica,
pornind cu o ecuatie de transfer de cildurd de forma

09 &

+

Bt 32.( i0) = kA,

introducind valorile medii gi fluctuatiile prin 8 =0 + ¢, u, = @, + u} gi mediind
ajungem la ecuatia

856

FTha 63‘(—0 +ul0) = kAF

In general, pentru inchiderea termenului u}#’ se folosegte o metodé similara
cu cea de mai sus, adica, apriori
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uéol = _Klj(xliz2) Ta, t)_di

dz;’

unde K;; sunt coeficientii de difuzie turbulentz (sau tensorul conductibilitatii
termice turbulente, prin analogie cu termodinamica mediilor continue ). Pre-
supunandu-se K sferic ( difuzia se face la fel in orice directie ), K = KI avem

_ 00
ull = —K(z,,z,,23,t)— gi neglijand k in prezenta lui K avem

6:::.-
36 _ i)
5%t (u 9) = 52, K az.)’

ceea ce conduce la ecuatiile (5.65); si (5.68)s.

Ca mai sus este de observat in final ca functia K este constitutiva gi deci
( ca gi coeficientul Fourier ) trebuie sa fie datd odata cu problema. Formulele
(5.66), (5.67) gi (5.69) propun asemenea modele. Ele sunt de naturd empirica.
Un numar de testari efectuate la IMH Laboratorul de Fizica Atmosferei au condus
la verificarea multumitoare a acestor formule.
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A4. Scheme logice gi exemple numerice

A. Program de calcul pentru problema din Capitolul 5.3
Program pentru calculul functiei de curent

1. START

!

2. Se initializeaza : nx; ny; ep = 1/3; eps; dx; dy; 7; a = alf; C1; C2; § =bet;
indl = 1; ind2 = nx.

!
3.s5=0 — r0=Clx(l+s=*(j—1)=*dy)*exp(—Cl/2x(j —1)=dy)
!
4. j=1
!
5  ¥(1,1,5)=0
t/)(l,ny,j) = - €xp (Cz)
!
6. } < nx; Daca Da, atunci j =j + | gi merge la 5.
! Nu
7. k=2
|
8. ¥(1,k,1) = —(k—1) xdy xexp(C2 * (k — 1) x dy)
!
9. k < ny; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 8.
l Nu
10. j =2
l
11. k=2
|
12 Sl=0;s'_)=0
|
13. i=1
|
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14.

15.

16. i

17.

18.

19. i

20.

21.

22.

23.

24,

25. j

26.

217.

d =1/ sqrt(((j - 1)*dx) * *2 + ((k — 1) = dy) * *2)
8l =8l +d;s2=1:s2+d*y(1,:ny)

i < nx; Daca Da, atunci i =i + 1 gi merge la 14.
Nu

1=1

d = 1/ sqrt(((j - i)*dx) * 2 + ((k — ny) * dy) * *2)
8l =sl +d;s2=352+d*y(1,i,ny)

i < nx ; Daca Da, atuncii =1 + 1 gi merge la 17.
Nu

i=1

d =1/ sqrt(((j - 1)*dx) * *2 + ((k — i) x dy) * *2)
sl=sl+d;s2=82+d*¢(l,l,i)

i < ny; Daca Da, atuncii =i + 1 gi merge la 20.
Nu
¥(1,k,j5) = s2/sl

k < ny - 1 ; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 12.
Nu

j < nx ; Daca Da, atunci j = j + 1 gi merge la 11.

r(k,j) = (¥(1,k,5 — 1) + (1, k5 + 1))/(dx x dx) +
+(¥(L,k—1,7) + ¥(1,k +1,5))/(dy * dy) -
- (2/(dx * dx) + 2/(dy * dy)) * (1, k,j) - ro(j, dy)
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28. k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + 1 si merge la 27.
Nu

. j < nx - 1; Daca Da, atunci j = j + 1 gi merge la 26.
Nu

. iter=0

33. ¥(1,k,5) = (1, k, j) + bet » r(k, j)/(2/(dx * dx) + 2/(dy * dy) + alf)

!
34. k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 33.
! Nu

35. j < nx - 1; Dacd Da, atunci j = j + 1 gi merge la 32.
| Nu

36.j=1

l

37. ¥(2,1,7) = 0;¥(2,ny, j) = - exp(C2)
38. j < nx; Daca Da, atunci j = j + 1 gi merge la 37.
! Nu

39. k=2

40. (2,k,1)=—(k—1)xdy *exp(C2* (k — 1) » dy)
¥(2,k,nz) = ¢(1,k,nz - 1)

41. k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 40.
! Nu

42.§=2
{
3. k = 2
!
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14.

r(kj) = (P(2,k, 5 — 1)+ (2, k, ) + 1)) /(dx * dx)+
(2, k = 1,7) + ¢(2,k + 1,5))/(dy * dy)-

-(2/ (dx xdx) + 2/(dy = dy) + alf) * (2, k,}) - ro(j, dy)

|
45. k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + | gi merge la 44.
l Nu
46. ) < nx - 1; Daca Da, atunci j = j + 1 g1 merge la 43.
| Nu
47. k=2
!
48. | ¥(2, k,nz) |> 2 x exp(C2); Daca Da, atunci
Y(2, k,nz) = 2 x exp(C2)* abs(y(2,k,nzx))/ ¥(2, k,nr) si merge la 49
| Nu
49. k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + 1 i merge la 48.
! Nu
50. j=1
!
5. k=1
!
52. dif(k,j) = abs( ¥(1,k,7) — ¥(2,k,J) )
!
53. k < ny; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 52.
l Nu
54. j < nx; Daca Da, atunci j = ) + 1 gi merge la 51.
l Nu
55. j =2
!
56. k =2
!
57. dif(k,)) > eps; Daca Da merge la 67.
|  Nu
58. k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + | g1 merge la 57.
| Nn
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2
©

. j < nx - 1; Daca Da, atunci j = j + 1 gi merge la 56.

| Nu

60. j=1

!

6. k=1

l

62. ¥(2,j,k) = ¥(2,5,k)/exp(C2 * (j — 1) * dy)

!

63. k < nx; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 62.

!l Nu

64. j < ny; Daca Da, atunci j = j + 1 i merge la 61.

] Nu

65. SCRIE eps; ¥(2,,k); j = 1,ny; k = ind1, ind2

|

66. STOP

67.i=1

l

68. k=1

!

69. ¥(1,k,5) = ¥(2,k,j)

l

70. k < ny; Daca Da, atunci k = k + 1 §i merge la 69.

! Nu

71. j < nx; Daca Da, atunci j = j + 1 gi merge la 68.

| Nu

72. iter > 50; Daca Da, atunci SCRIE dif(j,k) ; j = 1,ny ; k = ind1, ind2 gi merge
la 65.

l Nu

73. Afigeaza iter

{

74. iter = iter + 1 gi merge la 31.
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P

o —

© — O — =1 —

S - G — B W

Calculul perturbatiilor vitezelor, presiunii, temperaturii gi densitatii

. START

Se initializeaza: nx; ny; dx; dy; a;7; indl = I; ind2 = nx

Citegte ¥(7,k), ] = l,ny; k = 1,nx

u(j,k) = -1/((1 - 0.28673 *(j — 1) * dx) * *(1/0.402)) x (¥(j + 1, k)—
=¥ — 1,k))/(2 * dy)

j < ny - 1; Daca Da, atunci j = j + ! si merge la 6.
Nu
u(lLk) = - (¥(2,k) — ¥(1,k))/dy

u(ny,k) = - 1/((1 - 0.28673 *(ny — 1) = dx) * *(1/0.402)) * (¢ (ny,k)—
—p(ny — 1,k))/dy

. k < nx; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 5.

Nu

L)j=1
k=2

w(jk) = ((1- 0.28673 +(j — 1) » dx) * +(—1/0.402)) * (¥(j, k + 1)—

—¢(J, k= 1))/(2 x dr)

. k < nx - 1; Daca Da, atunci k = k + | gi merge la 13.

Nu
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15.

16.

17.

18.

19.

23.

24.

25. )

26.

27.

28.

29.

w(j,1) = ((1 - 0.28673 *(j — 1) » dx) * *(—1/0.402)) * (¥(j,2) — ¥(j, 1))/dx
w(j,nx) = ((1 — 0.28673 * (j — 1) * dx) * *(—1/0.402)) * (¢(j, nx)—
—-Y(j,nz — 1))/dz

j < ny; Daca Da, atunci j = j + 1 g1 merge la 12.
Nu

Scrie u(j,k); w(j.k); j = 1,ny; k = indl, ind2

8 = 0; initializeaza al; a2; gamr; ep

- Yu(k,j) = (—s/a2) *In | 1 + a2 x §(k,j) |

. tr(k,j) = 273,15 - gamr » (k — 1) » dy

j < nx; Daca Da, atunci j = j + 1 gi merge la 21.
Nu
k < ny; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 20.

0f(k,)) = ep * x2 # u(k,j) = (w(k,j + 1) — w(k,j — 1))/2/dx+
tep * *2 » W(k,_]) * (W(k + 19j) - W(k - laj))/2/d}'+
+ tr(k,j) * (¥u(k + 1,j) — tu(k — 1,))/2/dy /0.402

k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + 1 gi merge la 27.
Nu

j < nx - 1; Daca Da, atunci ) = j + | g¢i merge la 26.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39. ]

40.

Nu
tt = 1/0.0009 x 15/273.15

8(1,1) = 0
1=2

0(1,7) = tt * 0.0009
6f(1,3) = ep * #2 x u(1,j) = (w(1,j) — w(1,j — 1))/dx+
+ep * ¥2 * w(1,j) * (W(2,)) — w(l,j))/dy—

—tl‘(l,j) * ('/’z(27.]) - ¢z(111))/(1Y/0402

j < nx; Daca Da, atunci j = j + 1 gi merge la 33.
Nu
k=2

0(k,1)=0
0f(k,1) = ep x *2 x u(k, 1) * (w(k,2) — w(k, 1))/dx+
+ep * *2 x w(k, 1) x (w(k,1) — w(k —1,1))/dy—
—tr(k, 1) * (¥a(k, 1) — ¢ (k — 1,1))/dy/0.402
k < ny; Daca Da, atunci k = k + 1 si merge la 36.

Nu
0f(1,1) = ep * *2 x u(1,1) * (w(1,2) — w(1,1))/dx+

+ep*x *2 * w(l,1) * (w(2,1) — w(1,1))/dy—

—tr(1,1) % (¥(2,1) — ¢,(1,1))/dy/0.402
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41.

42.

43.

4.

45. )

46.

47.

48.

49.

—

51.

O(k +1,5) = ((6f(k,j) — al *0(k,j)) * 0.402/(tr(k, ) + 8(k,)) * 0.0009

k < ny - 1; Daca Da, atunci k = k + 1 si merge la 41.
Nu

) < nx; Daca Da, atunci ) = j + 1 gi merge la 40.

Nu

Scrie 0(k,j); k = 1,ny; j = 1,nx
1=1
k=1

p(ik) = (1.402/0.402) +(—4(j, k) + 8(j, k)/0.0009—
—a2xIn|l—a2*(j—1)=dy|)
P, k) = p(j, k) — 6(j, k)

k < nx; Daca Da, atunci k = k + | gi merge la 47.
Nu

j < ny; Daca Da, atunci j = j + | gi merge la 46.
Nu

Scrie p(j,k); p(j,k); j = L,ny; k = 1,nx

STOP

B. Schema logica a problemei brizelor, Capitolul 5.5

Schema logica a programului principal

1. START

!

2. Citire date initiale

l
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. Citire conditii la frontiera z = h

N — o —

. V'(t 4+ 1) = v/(t) — At* ecuatia (5.87)
@t +1) = 6'(t) — Atx ecuatia (5.88)

6. u*(t + 1) = u'(t) — At* ecuatia (5.89)
w*(t + 1) = w'(t) — At* ecuatia (5.90)

|
7. REZOLVARE Ecuatie Poisson la t + 1. Ecua‘xt,ia (5.93)
!
At op’
8. u(t+1)=u"(t+1)— 732—
AL dp’
wi(t+1)=w(t+1) - 7—3%
!
9. t = tmax; Dacd Nu, atuncit =t + 1 i merge la 4.
| Da
10. Scrie rezultatele
!
11. STOP

Schema logica a subrutinei de racordare a conditiilor la limita

1.Intrare

.0, =0,+ A0

Da

!
2
!
3. v’(h) = 0; Daca Nu, atunci merge la 7.
l
4. Ri ~ 0.14

l

b)

. Ri < Ri,; Daca Nu, atunci merge la 9.

1 Da
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2 9 %
6. K(h) = A% == )
l

12. IESIRE

g 6(h)—9, 1

T R= SRy R

! .
8. Ri > 0.14; Daca Nu, atunci merge la 5.

| Da, atunci merge la 4.

9. t = 1; Daca Nu, atunci merge la 11.
|l Da
10. K(h) = Formula (5.66)

' ' h
u(h)—u,+h+AzAu
’ ’ h
vi(th) = vi + h+AzAv
Az
dh)y=0+ on
!
Merge la 12.

11. K(h) = Formula (5.66)
u’(h) = Ecuatia(5.79),
v'(h) = Ecuatia(5.80),

8'(h) = Ecuatia (5.81),

!

Merge la 12.
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