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PREFATA

Reologia este o disciplina care se dezvolta in cadrul mecanicii corpurilor con-
tinuu deformabile. Etimologia cuvantului este greaca: rheo = curgere, logos =
stiinta, iar in stiintele moderne a fost introdus din limba franceza. Reologia isi
propune sa formuleze legi de material sau reprezentari constitutive pentru mate-
riale ale caror proprietati depind in mod esential de timp si sa determine migcarea
si deformarea, starca de tensiune care se produc in corpurile constituite din astfel
de materiale, sub actiunea solicitarilor exterioare. Aceste proprietati sunt esential
diferite de cele ale ” fluidelor vascoase clasice ”. Bazele teoretice ale acestei stiinte
sunt legate, inainte de 1940, de lucrarile lui Bingham, Reiner, Mooney, Zaremba,
Garner gi Merrington.Dezvoltarea reologiei a fost impulsionata, in special dupa al
doilea razboi mondial, de producerea de materiale noi, de exemplu polimerii, in
stare topitd, fluida sau solida, materiale care au apirut din necesititi industriale,
tehnologice. Odata cu aparitia acestor noi materiale, apar numeroase lucrari in
domeniu legate de numele lui Rivlin, Weissenberg, Markovitz, Oldroyd, Flory,
Thorton, De Witt, care au deschis noi perspective de cercetare, atat prin mod-
elele teoretice introduse, cat si prin noile tipuri de experiente si aparate construite.
Cele mai importante rezultate teoretice s-au obtinut dupa aparitia lucrarilor lui
Noll de fundamentare axiomatica a mecanicii mediilor continue (1958). Amintim
aici doar cativa dintre autorii unor modele, astizi celebre : Rouse, Rivlin, Erick-
sen, Oldroyd, Colleman, Noll, Green, Lodge si in ultima vreme De Gennes, Doi,
Edwards, Marrucci i altii.

Experimental au fost puse in evidentd proprietati specifice ale acestor materi-
ale, care nu pot fi descrise in cadrul mecanicii fluidelor newtoniene ( fluide liniar
vascoase). Dintre efectele ne-newtoniene semnalam catirarea fluidelor pe peretii
interiori in cazul migcarii aceestor fluide intre doi cilindrii coaxiali in rotatie rel-
ativd unul fatd de celalalt, sau expansiunea (dilatarea) jeturilor la iegirea din
conducte. Aceste efecte pot fi explicate si descrise matematic in cadrul acelor
teorii in care pot fi puse in evidenta tensiuni normale (tractiuni). Astfel de pro-
bleme vor fi considerate in capitolul 4 al prezentei lucrari.

Clasa materialelor de tip Rivlin - Ericksen de ordin strict mai mare ca 1 ( des-
crise constitutiv in capitolul 3 ) si clasa fluidelor vascoelastice ( prezentate in
capitolul 5 ) constituie cadrul constitutiv in care sunt abordate cu succes pro-
blemele mentionate. Aceste clase de materiale au proprietati puternic dependente
de istoria procesului de deformare. Materialele de tip Rivlin- Ericksen ( fluide sau
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solide ) suporta tensiuni care depind de istoria migcarii intr-o vecinatate foarte
micd a momentului actual, fiind materiale cu memorie scurtd, de tip diferential.
Spre deosebire de acestea, materialele vascoelastice (solide sau fluide) sunt ma-
teriale cu o memorie de lungd durata, de tip integral.

Conceptele de cinematica mediilor continuu deformabile necesare prezentarii
sunt introduse in capitolul 1, punandu-se accentul pe marimi, de exemplu tensorii
Rivlin- Ericksen, care pot descrie din ce In ce mai exact istoria trecuta a migcarii.
Sunt evidentiate gi echivalentele in mici deformatii sau in deformatii infinitezimale
ale caimpurilor tensoriale §i ale vitezelor lor de variatie, specifice deformatiilor
finite.

Capitolul 2 prezintd cadrul constitutiv general al materialelor simple, care
permite clasificarea corpurilor continuu deformabile in solide, fluide, materiale
izotrope gi fluide cristaline, pe baza conceptului de simetrie materiala, sau izomor-
fism material. Teorema de maximalitate a subgrupului transformarilor ortogonale
in grupul transformarilor unimodulare este esentiala in acesta clasificare, de accea
demonstrarea acestui rezultat a fost inclusa in anexe, A3.

Sunt prezentate teoreme de caracterizare, prin conditii necesare gi suficiente,
a reprezentarii constitutive pentru clase de materiale simple. Prin particularizari,
din rezulatele generale referitoare la materialele simple, se obfin atat clasa flu-
idelor vascoase (fluidele Reiner- Rivlin), cat si clasa corpurilor elastice izotrope,
respectiv anizotrope, cu deformatii finite. In anexa A2. sunt demonstrate teo-
reme de reprezentare pentru functii izotrope, iar in anexa A4. rezulate privind
invariantii anizotropi. Rezulatele capitolului 2 sunt prezente in toata lucrarea.

In capitolul 3 sunt prezentate gi caracterizate constitutiv materialele de tip
Rivlin -Ericksen de ordinul n in clasa materialelor de tip diferential. Fluidele de
ordinul 1 coincid cu fluidele Reiner- Rivlin (compresibile), iar cele de gradul 1,
cu fluidele liniar vascoase (fluidul Navier- Stokes).

In capitolul 5 sunt prezentate materiale vascoelastice, de tip integral, cu
deformatii finite si respectiv infinitezimale, caracterizate prin reprezentari de tip
integral. Pe de alta parte existd modele vascoelastice descrise prin reprezentari
de tip diferential, generate prin suprapuneri de efecte liniar vascoase i elastice,
care nu sunt, in general, echivalente cu reprezentari de tip integral. Tot in acest
capitol este discutata echivalenta acestor tipuri de legi de material, dar numai in
cazul unidimensional, prezentandu-se si modelele reologice, frecvent utilizate in
carfi ingineresti.

O mare extindere este data capitolului 4, dedicat vascometriei. Aici sunt
demonstrate rezultate legate de o clasd particulara de migcari, migcarile vascome-
trice. Se demonstreaza ca starea de tensiune care ia nagtere in fluidele (privite in
clasa materialelor simple) supuse la astfel de miscari este caracterizata prin inter-
mediul a trei functii scalare, numite functii vaiscometrice : una de forfecare si doua
normale, de existenta carora este legata aparitia efectelor ne-newtoniene. Tot in
acest capitol se determina solutii exacte reprezentate prin migcari vascometrice,
stationare, pentru problemele dinamice cu date la limita formulate pentru fluide.
Rezulatele pot fi particularizate pentru fluidele liniar vascoase (sau fluide Navier-
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Stokes), Reiner- Rilvin, Rivlin- Ericksen (de ordinul 2). Pornind de la solutiile
exacte determinate pentru miscari vascometrice sunt prezentate metode care per-
mit determinarea experimentala a relatiilor constitutive pentru anumite clase de

fluide.

In ultimul capitol, capitolul 6, sunt prezentate relatii constitutive de tip rate
(de tip diferential), pentru cazul deformatiilor infinitezimale, care includ legi
vascoelastice, dar si legi vascoplastice care sunt utilizate de exemplu in mecanica
rocilor. Este analizat comportamentul acestor materiale gi sunt formulate pro-
bleme cvasi-statice cu date initiale si la limitd, pentru materiale de tip rate. Este
analizata existenta solutiei generalizate, printr-un procedeu bazat pe decuplarea
problemei intr-una elastica gi una vascoplastica propriu-zisa.

Proprietati specifice materialelor vascoelastice si de tip rate sunt relaxarea
1 fluajul, numite deseori proprietati reologice. Corpurile elastice nu prezinta
proprietati de relaxare si fluaj, iar in clasa fluidelor liniar vascoase poate fi pus
in evidentd numai un fluaj liniar. Prorietatile de fluaj gi relaxare sunt definite si
analizate in capitolele 5 i 6.

Mentiondm o conexiune importanta (care nu face insa obiectul prezentei lu -
crari) rezultata prin utilizarea unei teoreme de aproximare datoratd lui Coleman,
Noll [1960], conform careia materialele de tip Rivlin -Ericksen de ordinul n > 2
pot fi privite ca o aproximare a materialelor cu memorie intarziata prezentate
in capitolul 5. In baza aceleeasi teoreme rezultd ca teoria fluidelor newtoniene
reprezintd o prima apoximatie a fluidelor in clasa materialelor simple, daca acestea
sunt supuse la migari incetinite. Se obtin gi corectiile de ordinul 2 gi 3 pentru
fluidele newtoniene, acestea fiind fluidelor Rivlin- Ericksen de gradul 2 gi respec-
tiv 3.

La sfargitul fiecarui capitol sunt propuse un numadar de probleme, care sunt
aplicatii directe ale materialului prezentat, sau care pun in evidenta proprietatile
specifice ale diferitelor relatii constitutive. Astfel cateva din problemele propuse
in capitolul 6 au scopul de a pune in discutie diferite generalizari posibile in cazul
deformatiilor finite, a ecuatiilor constitutive de tip rate. Se pune accentul pe
obiectivitatea legilor de material propuse gi pe proprietétile acestora.

Referirile bibliografice cuprind atat monografii de mecanica mediilor continuu
deformabile, cat gi lucrari de mecanica solidelor, mecanica fluidelor, reologie, utile
aprofundarii diferitelor problematici puse in discutie. De asemenea se fac trimiteri
§i la lucréri care abordeaza rezolvarea problemelor cu date la limita (si eventual
date initiale), specifice diferitelor clase de materiale.

Lucrarea are la baza experienta didactici a celor doi autori, care au tinut si tin
cursuri de reologie si termodinamicd pentru studentii de la sectia de Matematica-
Mecanica, cat gi activitatea de cercetare pe care au desfagurat-o.

Lucrarea se adreseaza in primul rind studentilor si absolventilor sectiei de
Matematica- Mecanica, celor ce urmeaza cursurile de studii aprofundate si doc-
toranzilor, dar poate fi utila gi cadrelor didactice si cercetatorilor care lucreaza in
aceste domenii relativ noi ale mecanicii, fizicii gi chimiei.
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1. CINEMATICA MEDIILOR CONTINUU
DEFORMABILE

1.1 Corp. Miscare

Pentru notiunile generale de cinematica si dinamica mentionam urmatoarele mono-
grafii de mecanica corpurilor continuu deformabile: Truesdell, Toupin [1960],

Truesdell, Noll [1965], Eringen [1967], Malvern [1969], Truesdell [1972]. O suc-
cintd trecere in revista poate fi gasita in Cleja- Tigoiu, Cristescu [1985].

Notatiile utilizate pe parcursul lucrarii pot fi gasite in anexe.

In mecanica corpurilor continuu deformabile conceptul de corp ocupd un loc
central, acesta nerecucandu- se la un punct. Corpurile se migca, se deformeaza
in interactiune cu mediul exterior, identificaindu-se cu regiunile pe care le ocupa
in spatiul euclidian la diferite momente de timp. Pe langa aceasti proprietate
geometricd, corpurile sunt inzestrate cu masd, aceasta fiind constantd in timpul
migcarii. Masa este o proprietate fizica a corpurilor g1 de aceea ea a fost inclusd

de Noll [1958] in definitia corpurilor.

Prezentam modelul matematic al conceptului fizic de corp continuu de-
formabil

Definitia 1. Un corp B este constituit dintr-o multime de puncte, numite
puncte materiale sau particule, cu o structura definita prin:

a) familia de aplicatii C = {k: B — £}, numite configurati: ale corpului B;
b) o functie reald m, numitd masd, definitd pe o multime de parti ale lui B.
B este un corp continuu deformabil de clasd C?, daca satisface conditiile:
Cl1) Oricare ar fi k € C este injectivd si k(B) C £ este o multime deschisa.
C2) Daci k, k € C, atunci aplicatia

A=kok™!: k(B) — IE(B) este de clasa C?
cu

VA(X) € Invlin cu X =k(X), VXeB.

11
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A se numeste defermatia globald de clasa C? de la configuratia globali k la
configuratia globala k.

C3) Daca k€ C si A: k(B) — A(k(B)) este o deformatie de clasa C?,

atunci Aok € C, iar aplicatia k = Aok : B — £ se numeste configurafia globald
obtinuta din configuratia globald k prin deformatia globald A.

Urmatoarele axiome caracterizeazd structura specifica a masei:
M1) m este o mdsura nenegativd, definita pe parti ale lui B.

M2) Oricare ar fi k € C, k(B) este masurabild Lebesque i my = mo k™!
este o mdsurd absolut continud in raport cu masura Lebesque in k(B), deci
3 pk: k(B) — R, astfel incat

m(P) = /k(P)pk(x)dv (1.1)

VP C B cu k(P) boreliana in k(B).
M3) Oricare ar fi k£ € C, px este pozitiva gi marginita.

Prin axiomele C1l)- C3) B capatd o structurd de varietate diferentiabild,
inzestratd cu o singura harta.

Functia pi : k(B) — R4 reprezinta repartitia masei lui B in configuratia

k.

Valoarea pip(X) In X = k(X) este densitatea sau masa specificd in particula
X, in configuratia k.

Din definitia corpului rezulta principiul de conervare a masei sub forma

mi(k(P)) = my(k(P)) VP CB

Din proprietatea care urmeaza rezulta ca densitatea intr-o configuratie deter-
mina densitatea in orice altd configuratie:

Propozitia 1. Daci k, k€C si A este o deformatie de la configuratia k
la configuratia k atunci

pie(X) = pr(X)J(X), J(X) =] det VA(X) | (1.2)

In continuare vom da definitia migcarii unui corp continuu deformabil.

Definitia 2. Se numeste migcare a corpului B o familie de configuratii

x(t):B— & (1.3)

12
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depinzand de un parametru real ¢, numit timp, cu proprietatea ci aplicatia
t — x(X,t), VX € B,fixata, este de clasa C2.

Notam

=X(X’t)€BtEX(Bat) (14)

si spunem ci z reprezinta locul ocupat de particula X la momentul ¢ prin migcarea
x (unde am notat, pentru simplitate, cu B; configuratia de la momentul ¢ a
corpului B).

Fie
X7'(t): Be— B, X =x7Yz,t) (1.5)

inversa functiei care defineste miscarea.

Viteza i accelerafia in particula X la momentul ¢ se definesc prin

dx . 0%
=2, & =2X(X0) (1.6)

Compunand aplicatiile (vezi Fig. 1.1) obtinem

X(K71(),t) = xx (1)  k(B) — By, (1.7)

aplicatie ce reprezintd deformatia corpulut la momentul ¢ de la configuratia k
la configuratia actuala x(-,t).

Fig. 1.1

Miscarea poate fi descrisa in patru moduri (Truesdell, Noll [1965)):

descrierea materiald in care variabilele sunt X € B, t € R;

13
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descrierea referentiald in care miscarca cste data prin aplicatia xi(-,t), deci
variabilele sunt X € k(B), t € R;

descrierea relativd in care variabilele sunt z € B;— pozitia particulei la mo-
mentul ¢ gi momentul de timp 7 € R, iar migcarea este descrisa prin

X(X—l(',t)’T) = Xt("T) : By — B, (1'8)

descrierea spatiald in care variabilele sunt x g1 t.

Observatia 1. Descrierea referentiald, in care configuratia de referinta &
se considerd a fi configurafia inifiald, la momentul t;, capitd in mod curent
denumirea de descriere materiald.

Definim functia xo(:,t) folosind formula (7) cu &k = x(-,¢,), prin
xo(-,t) = x(x 7' (- t0)s ), Xo(:5t) : x(B,to) = Bo — By (1.9)

gi obtinem astfel deformatia corpului de la configuratia intiald x(:,?) la configuratia
actuald x(-,¢). Din (9) avem ci

x0(X,t) li=,= X unde X =x(X,%)€ By pentru X €B (1.10)

In descrierea materiald se identifica in mod curent particula X € B cu pozitia
acesteia X prin x(X, o).

In cele ce urmeaza vom face in mod consecvent identificarile

X =X = x(X,t); B = x(B,t0);
(1.11)
z = x(X,t) = x = xo(X,t); x(t) = xo(-,t) VtER,
deci se foloseste scricrea x = x(X,t).

Ca o consecintd a Definitiei 2. pentru migcarea corpului B (impreuni cu
conditia C2) din Definitia 1. a corpului) rezulta

Propozitia 2. Aplicatia definitd in (9), xo(X,t), este diferenfiabild in
XEBo, X=X(X,to), VXGB (112)

Introducem gradientul deformatiei in raport cu configurafia inifiald definit
prin

ca o consecinta a proprietatii precizate in (10), unde cu V se noteaza diferentiala
in raport cu X.

14
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Observatia 2. Oricarei functii in descriere 1n.ateriald i se asociaza o functie
in descriere spatiali, prin

fx,t) = o(x 7' (x,1),t) = #(X,t) = f(x(X,1),1) (1.14)

Evident am folosit Observatia 1. gi identificarile din (11).

Definim viteza i acceleralia in descriere spatiald, prin procedeul mentionat
n (14) .

Ox 0%y
v(x,t) = -&-(X,t) Ixzx—l(x,t), a(x, t) = 522 (X t) Ix =x—1(%,t) (1.15)

Vom nota, in cele ce urmeaza,

9¢
ot

d¢

§(X,1) = =

(X, 1) = —(X,1) |x, (1.16)

care se numeste derivata materiald a functiei ¢ (in descriere materiala).
literatura se folosegte gi ultima notatie introdusa in (16), care precizeaza ca X
este fixat. Noi am optat pentru prima reprezentare.

Daca consideram derivata partialad in raport cu timpul a relatiei (14),
obtinem

af

$%,1) = Fo,0) + 9, SX X, 0, (117)

unde x = x(X,t)

Revenim la descrierea spatiald, deci la variabilele x, ¢ in (17) si ob{inem

1) = L, 1) + £, v, ) (1.18)

care se numegte derivata materiala a functiei f in descriere spafiald. Valorile
functiei pot fi scalare, vectoriale sau tensoriale.

Deci derivata materiala a unui camp in descriere spatiala este derivata
in raport cu timpul a reprezentarii ei materiale, rescrisd in descriere spatiala.

Ecuatia de continuitate a masei.

Densitatea corpului in configuratia actuald gi respectiv in configuratia de
referintd, in particula X, le notdm prin p(x,t), po(X,1).

Daca aplicam Propozitia 1. pentru cele doua configuratii i {inem seama ca
deformatia de la configuratia de referin{a la configuratia actuala este x(:,t)
obtinem din (2) relatiile
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po(X) = p(x,1) | det Vx(X, ) |= p(x,t)J(X, 1), -
1.19
J(X,1) =| det F(X,1) |, F(X,t) = Vx(X,1)

care se numegte ecuafia de continuitate a masei in descriere materiald.

O formulare spatiald echivalentd a ecuafie: de continuitate a mase: este data
prin

Propozitia 3. Dacd po : B — R, este de clasi C! atunci conditia de
continuitate a masei (19) este echivalenta cu

p+pdivv=0 (1.20)
Demonstratie. Folosim conditia J(X,t) =| det F(X,t) | introdusa in (19)
si relatia lui Euler

J = Jdivv (1.21)

Atunci, prin derivare, in (19), in raport cu ¢t ob{inem

pJ+pJ =0 sau (p+pdivv)J=0 (1.22

Deoarece F(X,t) € Invlin in conformitate cu conditiile de regularitate pentrt
functia x(-,t), rezulta J # 0. Astfel (19) implica (20).
d
Reciproc. Inmultind cu J in (20) rezultd ca a(pJ) |x= 0. Prin integrare

in raport cu timpul rezulld ca existd o constanta, depinzind insd de X, astfe:
incat pJ = c. Deoarece la momentul initial t, avem F(X, o) = I rezultd ca

p(X, to) = po(X) = o(X).

Semnificatia mecanica a densititii in configuratia actuald se obtine in
ipoteza de continuitate a functiei po din formula

p(x,t) = lim m(P)

x(P.)—x mas(x (P, 1)) (1.23)

In formula (23) limita se calculeazi pentru volume materiale pentru car
mis (x(P,t)) — 0 (cu x € x(P,t) fixat ).

Propozitia 4. O migcare este izocord dacd una din urmatoarele afirmat’
echivalente are loc

divv(x,t) =0, p(x,1)=po(X), J(X,t)=1 (1.24
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pentru orice X ,¢.

In mod traditional in locul formularii de miscare izocord, se folosegte expri-
marea - materialul este incompresibil, dacd acesta poate suporta numai migcari
izocore.

1.2 Tensori de deformatie. Tensori viteza de deformatie

Fie x— migcarea corpului B si k € C o configuratie de referinta fixata.

Folosim Definitia 2. a migcarii gi C2) din definitia corpului, de unde rezulta
ca functia

X(k7(),) = xa(,8) : k(B) — B, (1.25)

pentru un moment de timp, ¢t € R, fixat este o deformafie din configuratia
de referintd in configuratia actuald. Aceasta este functia care caracterizeazi
migcarea in descrierea referenfiald.

Observatia 3. Configuratiile, deci in particular migcarea corpului B pentru
un moment de timp fixat, sunt definite pe corp, ori acesta nu are o topologie
care sa permita definirea diferentiabilitatii (se mai spune ca un corp este apriori
amorf topologic). Topologia pe B este indusd de harti, deci de configuratiile
sale. Aplicatia definita in (25) de pe un deschis, cu valori intr-un deschis conform
proprietatii C2) este diferentiabila.

Definitia 3. Gradientul deformatiei in raport cu configuratia de referinta &
este prin definitie diferentiala aplicatiei X — xx(X,t), iIn X = k(X) si este
notat prin

Fi(X,t) = Vxi(X,t) € Invlin (1.26)

Daca se considera configuratia initiald a corpului drept configuratie de referinta,
atunci gradientul deformatiei in raport cu configuratia initiala este cel definit prin
formula (13). Aceasta este un caz particular al formulei (26).Din Observatia 1.
rezulta ca justificata folosirea acestui gradient de deformatie in descrierea mate-
riala.

Observatia 4. Se omite specificarea configuratiei de referinta, dacid acest
lucru nu este necesar, dar va fi prezenta in capitolele urmatoare, de exemplu in
cazul prezentarii conceptului de simetrie materiala gi in vascometrie. In general
vom spune ci gradientul de deformajie este definit prin

F(X,t) = Vx(X,t) € Invlin (1.27)

daci nu este necesara precizarea configuratiei de referinta.
K(‘ s
/, ,‘--‘u/__,!\\
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Intr-un reper cartezian fixat gradientul de deformatie se reprezinta sub forma

oz . .
F(X,t) = a—)%l,' ® 15 (128)

Deformatia la fiecare moment de timp fixat este inversabila, ca o censecinta
a Definitiei 2. si a conditiei C2) din definitia corpului. Putem introduce tensorul

Fl(x,t) = Vx7(x,t) € Invlin (1.29)

care se numeste gradientul spafial al deformatiei.

Propozitia 5. Gradientul spatial al deformatiei este inversul tensorului gra-
dient de deformatie

F7l(x,t) = (F(X,1))™ (1.30)

Se introduc tensorii de deformatie

C(X,t) = FT(X,t)F(X, ) tensorul lui Cauchy-Green la dreapta,

B(X,t) = F(X,t)FT(X,¢) tensorul lui Cauchy-Green la stanga

sau tensorul lui Finger (1.31)
c(x,t) = (F1(x,t))TF!(x,t) tensorul lui Cauchy
Deasemenea se mai definesc §i urmatorii tensori de deformaiie :
1 1
E= §(C—I), e = E(I—C) (132)

Acesti tensori reprezentand masuri ale deformatiei, caracterizeaza local modul
in care se deformeaza corpul. Ei au fost introdugi : ¢ de catre Cauchy (1827), C
de Green (1841), E de Green (1841) si Saint - Venant (1844), iar e de Almansi
(1911) si Hamel (1912).

Elemente materiale

Fie X € B si fie x o miscare fixatd a corpului.Introducem elementele materiale
P € Vx si p € Vx ca vectori legati de pozitiile fixate la momentul initial si
respectiv actual ale particulei materiale X . Ele reprezintd vectorii tangenti
in X, ¢ repectivin x la imaginea unei curbe materiale din B in cele doua

configuratii ( initiala §i respectiv actuald).Curba materiala se considera ca trece
prin X (vezi Fig. 1.2)
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Fig. 1.2

Propozitia 6. Au loc urmatoarele formule

FX,t)P=p, Flxt)p=P
P ’=c(x,{)p-p, |p [’=C(X, )PP (1.33)
|p? = |PP=2EX,t)P-P=2e(x,t)p-p

Din formulele (33) rezultd semnificatia geometrica a tensorilor de deformatie.

Observatia 6. Campurile tensoriale ¥, C, B, E, sunt in descriere materiala,
iar campurile F~1, ¢, e sunt in descriere spatiala.

Intr-un punct fixat din configuratiile corespunzitoare, tensorii de deformatie
introdusi prin (31),(32), priviti ca aplicatii lintare, au un comportament specificat
prin

C(xa t), E(th) : Vx — Vx
F(X,t): Vx — Vx, Fl(x,t):Vx — Vx (1.34)

c(x,t), e(x,t), B(X,t): Vx — Vx

Vectorul de deplasare in particula X la momentul ¢ se definegte prin

u(X,t) =x—- X = x(X,t) - X, sau
(1.35)
u(x,t) =x - X =x — x(x,t)
19
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primul fiind definit in variabile materiale, a1 doilea in variabile spatiale.

Gradientul deplasarii este introdus prin relatia
H(X,t) = Vxu(X,t), sau h(x,t) = Vxu(x,t) (1.36)
Din (35) se obtine legatura dintre gradientul deformatiei si gradientul deplasarii
H
oz ou’

(1.37)

Propozitia 7. Tensorii de deformatie se exprima prin gradientul deplasarii

sub forma
E= %(H+HT+HTH); e= %(h+hT—hTh) (1.38)

Gradientul vitezei in reprezentarea spatiala este definit prin
L(x,t) = Vxv(x,1) (1.39)

Tensorul viteza de deformare D(x,t) este partea simetrica a gradientului
vitezei

1
D= (L+ L) € Sim. (1.40)
Partea antisimetrica a gradientului vitezei
1
W = 5(L—LT) € Asim, (1.41)

se numegte tensorul spin. Are loc deci formula

L(x,t) = D(x,t) + W(x,1) (1.42)

Viteza gradientului de deformatie, definita ca fiind derivata materiala a
gradientului de deformatie, F(X, ), este legatd de gradientul vitezei prin relatia

F(X,t) = L(x,t)F(X,?) (1.43)
Incheiem acest paragraf cu enuntul unci teoreme care se foloseste frecvent pe
parcursul prezentarii.
Teorema de descompunere polara

Oricare ar fi F € Invlin se poate descompune in mod unic intr-un tensor
simetric g1 pozitiv definit i un tensor ortogonal. Adica, VF € Invlin 3U,V €
Psim, st AR € Ort unici, astfel incat

F=RU, F=VR (1.44)
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Prima forma se numeste descompunerea la dreapta, iar a doua descompuncrea
la stinga. Tensorul U € Psim se numeste tensorul lungirilor la dreapta, iar
V € Psim se numeste tensorul lungirilor la stanga. R € Ort se numeste
tensorul rotatiilor. ‘

Observatia 6. Deoarece oricare ar i X € B si la orice moment de timp,
gradientul de deformatie in raport cu o configuratie de referinta k este un element
in Invlin, rezulti ca putem aplica teorema de descopunere polard cu observatia
cd tensorii din descompunere vor fi dependenti atat de particula materiala, in
localizarea ei intr-o configuratie de referintd fixata, cat §i de timpul ¢. Deci
VX =kX), te R si FX,t) € Invlin, 3 Uy(X,t), Vi(X,t) € Psim si
JRi(X,t) € Ort , astfel incat

Fi(X,t) = Re(X, t)Ur(X, 1), Fi(X,t) = Vi(X, )Rk (X, t) (1.45)

si descompunerile sunt unice.

Propozitia 8. Au loc urmatoarele relatii intre tensorii de deformatie

C=U?, B=V?
(1.46)
V = RUR?, B=RCR’

1.3 Migcarea relativa

Fiind datd o miscare y a corpului B se considerd un moment de timp fixat
t st se alege drept configuratie de referintd configuratia de la acest moment.
Migcarea corpului urmand si fie caracterizatd la diferite momente de timp 7
relativ la configuratia ocupatad de corp la momentul t prin migcarea x (vezi
Fig.1.3).

Fig. 1.3
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Astfel in descrierea relutivd variabilele independente sunt x € B,— poziiia
particulel la momentul ¢ i momentul de timp 7 € R.

Migcarea relativa este descrisa prin

x(x7'(,t),7) = xe(-,7) : By — B-
(1.47)
Xt(x’T) = X(X_l(x,t),T) =Y,
unde x = x(X,t), y=x(X,7).

Gradientul deformatiei relative sau gradientul deformatiei in migcarea
relativa reprezintd diferentiala aplicatie:

X — xi(x,7)
definitd in (47), pentru un 7 € R arbitrar, fixat, calculata in x

Fy(x,7) = Vx(x:(x,7)) (1.48)

Definim tensorii de deformatie in migcarea relativa intr-un mod analog cu cei
definiti in formulele (31) (pentru descrierea referentiald), prin

Cy(x,7) = FT(x,7)Fy(x,7) tensorul lui Cauchy-Green la dreapta
(1.49)
B.(x,7) = Fi(x,7)FT(x,7) tensorul lui Cauchy-Green la stinga

Din definitia migcérii relative, ca o consecintd a Definitiei 2. si a conditiei

C2) din definitia corpurilor, rezulta ca gradientul miscarii relative este un tensor
inversabil pentru fiecare valoare fixatad a argumentelor sale, deci

F.(x, 1) € Invlin,

Vx € B; sipentru Vr € R. Putem aplica Teorema de descompunere
polard in migcarea relativa. Prin urmare pentru Vx € B; si 7 € R
dU,(x,7), Vi(x,7) € Psim, g1 3R,(x,7) € Ort astfel incat

Fi(x,7) = Ri(x,7)Ui(x,7), Fu(x,7) = Vi(x, 7)Re(x,7) (1.50)

§i descompunerile sunt unice. In plus stim ca, pentru 7 =t, Fy(x,7) |;=e = 1
sl prin urmare Ry(X,7) |;=¢e=1I, Uy(x,7) |,== 1.
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Observatia 7. Dacd utilizdm teorema de descompunere polard in misca-
rea relativd obtinem urmaétoarea formulad pentru tensorul lui Cauchy-Green in
descriere relativa

Ci(x,7) = Uy(x,7)° (1.51)

Propozitia 9. In migcarea relativa au loc urmatoarele formule

. 0
”’) V(Y7T) = 'a_T'Xt(x,T)a cu y= Xt(x7T)

i) Fu(x,7)=FX,1)F1(x,t) §i Fo(x,7) |r=e=1

1) C(X,7) = FT(X,t)Ci(x,7)F(X,1) (1.52)

: d
Z'U) L(x,t) = B;Ft(x,'r) l‘r:t

0 0
'U) D(xat) = E;Ut(x’T) I'r=t’ W(X, t) = a—TRi(x’T) I‘r=t

Demonstratie. i) Pornim de la definitia vitezei in descriere spatiala data
prin formula (15), scrisd pentru y = x(X,7) € B, §i momentul corespunzator
T

X
v(y,7) = 6—T(X,T) |X=x-1(y.7)

Folosim relatia X = x~!(y,7) = x~'(x,¢) ( din (47) ), cu observatia ci
ultimul termen este independent de 7, in expresia anterioara a vitezei gi obtinem

v(y.m) = X, ,m) = 2 (et 7),

unde y = x:(x,1).

i1) Sa observam ca formula (47) se scrie sub forma
X(X,7) = xe(x(X,1),7) (1.53)

Diferentiind in raport cu X si folosind definitia gradientului deformatiei si a
gradientului deformatiei in miscarea relativa, (48), obtinem din (53)

F(X,7) = F,(x,7)F(X,t) (1.54)

deci ii) este demonstrata.

iii) Folosim definitia tensorilor lui Cauchy-Green, la dreapta, in descrierea
relativa, (49); si relatia (54)
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Ci(x,7) = (F(X,")F(x,t)FX,7)F1(x,t) =
— F-T(x, 1)C(X, )F-(x, {)

Daca in ultima relatie se compune la stinga cu FT(X,t) si la dreapta cu
F(X,t) rezulta iii).

iv) Derivam in raport cu 7 relatia ii) gl folosim relatia (43). Astfel

9 : -1 -

a—F,(x,T) l.=e = F(X,1)F (X, t) = L(x,1) (1.55)
-

Din teorema de descompunere polard pentru migcarea relativa (vezi (50) ) ,
prin derivare in raport cu 7, rezulta

0 0 %,
-(,)—TFt(x,‘r) = ( ER:(X, T) )U,g(x, T) + Rt(x, T)E;Ut(x,T) (156)
Fie 7 =t, din (56) , (50) si (55) deducem ca
0 0 Con
L(x,t) = 7=R4(%,7) |r=t +5-Ua(, 7) [ =2 (1.57)

or or

Din teorema de descompunere polard stim, pe de altd parte, ca deoarece
U,(x,7) € Stm V7, atunci -37Ut(x,r) € Stm pentru orice 7, deci in
particular gi pentru 7 ={. Pe de alta parte R.(x,7) € Ort, pentru orice 7, si
R(x,7) |r=¢ =1, de unde -g;Rt(X,T) |r=t € Asim.

Cu ultimele formule introduse in (57) , prin separarea partilor simetrice gi
antisimetrice, deducem ultimele doua relatii raimase de demonstrat.

1.4 Tensoril lui Rivlin- Ericksen

Tensorii lui Rivlin- Ericksen se introduc in contextul migcarii relative,
fiind definiti prin

k

Ax(x, 1) = o

Ci(x,7) |r=t (1.58)

Propozifia 10. Au loc urmatoarele formule
i) CM(X,7) =FT(X,t)A.(x,1)F(X,1)
i) Ai(x,t) = 2D(x,1)
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si relatia de recurenta pentru Vn > 1

Ani1(%,8) = An(x,1) + An(x, t)L(x, t) + LT(x, ) A (x, 1) (1.59)

Demonstratie . i) Se obtine ca o consecinta a Propozitiei 9. iii) prin derivare
de n ori in raport cu 7. Facem pe 7 =t si din definitia tensorilor Rivlin- Ericksen
rezultd relatia dorita.

ii) Derivam in raport cu 7 pe Cy(x,7) dat sub forma (51) si avem

0 0
A1 (x,t) = —Ut(x,T) |‘r=t Ut(X,T) |‘r=t +Ut(x,7‘) l‘r:t —Ut(x,T) |T=t
or or

Folosim punctul v) din Propozitia 9., formula (52) si (50), pentru 7 =t de
unde avem rezultatul.

ii1) Folosim relatia deja demonstrata i), scrisa pentru n + 1 astfel

CI(X, 1) = FI(X, 1) Ann (x,)F(X, 1) = %C‘Wm (1.60)

Derivdm apoi in raport cu timpul in i) §i cu (60) avemn

C)(X, t) = FT(X, ) An(x,t)F(X, t) + FT(X, ) A, (x, t)F(x, 7)+
(1.61)
+FT(x,7)An(x, 1)F(X, 1)

Trecem 1n (61) la gradientul vitezei, exprimat prin (43) si utilizind aceasta
formulad impreuna cu (60) deducem formula de recurenta (59).

1.5 Miscari echivalente. Obiectivitatea campurilor

Definitia 4. Doua migcari x si x* ale corpului B se numesc echivalente
daca existd Q(t) € Ort, x{i(t), x, € £ pentruorice t€ R si a € R, astfel
incat

x* = x*(X, t*) = x5(t) + Q(t)(x(X, t) — Xo)
(1.62)
t*=t+a, VXe€B, VteR

Observatia 8. Cele doud migcari x §1 x* difera printr-o migcare de corp
rigid, data pentru Vx sgi t, prin
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f(x,t) = x5(t) + Q()(x — %o), (1.63)
deoarece pentru VX € B, Vie& R are loc egalitatea:
x"(X, 1) = f(x(X,1),1), (1.64)

cu t*=t+a.

Observatia 9. Cu alte cuvinte cele doua migcari diferd prin schimbarea
reperului sau a observatorului.

Introducem campurile ¢, v, T definite pentru V¢t € R pe x(B,t) (deci asociate
miscirii x, intr-o descriere spafiald), cu valori respectiv scalare, vectoriale si
tensoriale.

Notam prin ¢*,v*,T* campurile construite prin acelasi procedeu cu prece-
dentele, dar asociate migcarii x*, definite pentru Vt* € R, pe x*(B,t*).

Definitia 5. Campul scalar ©* este obiectiv (sau independent de reper, sau
de observator) daca

‘P'(X*it*) = 9°(x7t)v (1'65)

pentru orice x si x* migcari legate prin (62).

Definitia 6. Cdmpul vectorial v* este obiectiv (sau independent de reper,
sau de observator) daca

V(X £) = QUE)v(x, 1) (1.66)
pentru orice x §i x* migcari legate prin (62).

Definitia 7. Campul tensorial T* este obiectiv (sau independent de reper,
sau de observator) daca

T"(x",t") = Q(t)T(x,£)Q" (), (1.67)

pentru orice x §i x* migcdri legate prin (62).

Propozitia 11. Fie x* echivalentd cu x. Prin schimbarea reperului, sau a
observatorului tensorii deformatie se transforma prin formulele
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) F(X,t") = Q(H)F(X,1),
2) (F)7'(x,t7) =F'(x,8)QT(t),
3) R (X,t") = Q()R(X, ),

4) U(X,t7) =UX,t), C(X,t) =C(X,1), (1.68)

5)‘ v{(X,t") = Q(t)V(X,t)QT(t), B*(th*) = Q(t)B(X,t)QT(t),
6) c*(x*t*) = Q(t)c(x,t)QT(t),

) pr(x, ) = p(x,1).

Fie x* echivalenta cu x conform Definitiei 4. Diferentiem in raport cu X
functia prezenta in formula (62)

X — x"(X, t7) = x5(t) + Q1) (x (X, t) — o),
unde t* = t+ a. Prima formuld rezulta imediat. A doua se obtine prin
considerarea inversei relatiei deja demonstrata i a formulei (30) din Propozitia 5 .

Folosind definitiile tensorilor de deformatie C, B, c, date in Propozitia 6.,
formulele (31) §i relatiile demonstrate deja ( 1), 2) ), se determina legile de trans-
formare a acestor tensori la schimbarea reperului. Relatia 7) este o consecinta
directd a primei relatii gi a conditiei de continuitate a masei in configuratia de
referintd ( formula (19) ).

Pentru demonstrarea celorlalte formule utilizim teorema de descompunere
polara ( formula (44) ) aplicata tensorilor F(t), F*(t*) € Invlin. Deci

Fo(t") = R*()U(#") = V*(")R*(t"),

Q()F(t) = Q(1)R(1)U(2) = Q) V(H)R(t) = (Q()V(1)QT (1)) Q)R (2).
Prin utilizarea unicitatilor in reprezentarile polare, din relatiile anterioare se de-
duc si celelalte relatii de legatura.

Propozitia 12. Prin schimbarea reperului sau a observatorului au loc, relativ
la tensorii viteze de deformatie, urmatoarele relatii

F*(t) = QUF(t) + Q(1)F(1),
L*(x",t") = Q(t)L(x,)Q7(1) + Q(1)QT(t), Q(t)QT(t) € Asim, )
D*(x",1*) = Q()D(x,1)Q7(t),
W (x*, 1) = Q)W (x,1)Q(t) + Q()QT(2)-
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Pentru demonstratie si observam ca t* = t + a cuaduce la i‘ = %
Atunci prima relatie devine o consecinta directa a formulei (68),.

Pentru demonstrarea formulei (69), tinem seama de relatia (43) si folosim
primele relatii din (68). Ultimele doua relaii sunt imediate dac3 se tine cont de

definitiile celor doi tensori si de cele de mai sus.

Propozitia 13. Prin schimbarea reperului sau a observatorului, tensorii
deformatie in migcarea relativa se transforma dupa formulele

Fi.(x*,77) = Q(7)F(x,7)QT (1),
Ch.(x",7) = Q(t)Cu(x,7)Q7 ().

(1.70)

Prima relatie este o consecintd a formulelor ii) din (52) si (68),, aplicata la
momentele de timp 7 gi t.

Obiectivitatea tensorilor lui Rivlin-Ericksen este o consecinta directa a
definitiei acestora ( formula (58) ) si a Propozitiei 13.

Propozitia 14. Fie x* echivalentid cu x. Prin schimbarea reperului ( sau
a observatorului) tensorii deformatie in migcarea relativa se transforma prin for-
mulele

R0, 1) = Q(H)AK(x, 1)QT(2), (1.71)

pentru orice 1 < k.

*

Concluzii. Prin considerarea migcarilor echivalente x si x*, care rezulta

prin suprapunerea unei migcari de corp rigid peste migcarea dati, au rezultat atat
campuri obiective , invariante, cit si campuri neobiective.

1.6 Deformatii mici sau infinitezimale

Prin formulele (35) au fost introdusi vectorii de deplasare, in particula X la
momentul %, in variabile materiale, gi respectiv in variabile spatiale prin

u(X,t) =x- X = x(X,t) - X, sau

(1.72)
u(x,t) =x—X =x— x"1(x,1).
Gradientit deplasdrilor au fost definiti prin relatiile
H(X,t) = Vxu(X,t), sau h(x,t) = Vxu(x,1). (1.73)

Definitia 8. Corpul B este supus la mici deformatii in particula X daca

| H(X,t) |= (tr (HT(X, )H(X, 1))V <« 1, (1.74)
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pentru orice t € R.

Notam

6 =sup | H(X,?) [« 1. (1.75)
teR

Pentru un 6 > 0 fixat introducem spatiile de functii

0(6)={f: R— X |3K >0:| f(s) |< K§, Vs € R},
(1.76)

o(6)={f:R—>X|L:”-»O,pentru5——>0}.

Atunci, din H(X,t) € O(6), rezultd ca HT(X,t)H(X,t) € O(6?).

Gradientul deformatiei se exprimé prin gradientul deplasarii cu formula (37)
gi obtinem

Ft)=I+H(@t)=14+0(8) = F()~]1, (1.77)
daca am neglijat gradientul deplasarii in prezenta unitatii. Spunem ca gradientul
deformatiei este aprozimativ identitatea in cazul micilor deformatii.

Observatia 10. Mentionam ci se neglijeazi elementele din O(6F*!) in
prezenta termenilor O(6*%), cu alte cuvinte neglijim termenii de ordinul k+1 in
prezenta termenilor de ordinul k relativla § € (0,1). Prin acest procedeu con-
struim aprozimdri ale campurilor tensoriale finite, in ipoteza micilor deformatii.
Formulele obtinute prin acest procedeu vor fi considerate ezacte in teorii care au
la baza micile deformatgii.

De asemenea se utilizeaza notatia

f+0(%)=f+g,

daci g € O(6*).

Definitia 9. Tensorul micilor deformatii , notat traditional cu e, se definegte
ca fiind partea simetrica a gradientului deplasarii , deci

e(t)

(u)(t) = %(H(t) +HT(t)) € O(8), adica

(1.78)
1 o
e(u)(X,t) = E(qu(x,t) + Viu(X, ).
Partea antisimetrica a gradientului deplasarii se noteaza cu
1
w(t) = S (H(t) - HT(t)) € 0O(6), (1.79)
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fiind tensorul spin In cazul micilor deformatii. Evident ca

H(t) = Vu(t) = €(t) + w(t) (1.80)

Observatia 11. In cele ce urmeaza va fi frecvent utilizatd formula de dez-
voltare in serie de puteri a binomului

o, (1.81)

cu a € R g1 z € Lin, care este convergentd pentru |z |< 1.

Convergenta seriei de puteri, in variabila tensoriald decurge din definitia
convergentei seriilor formale.

Propozitia 15. In cazul micilor deformatii au loc urmatoarele formule aproxi-
mative pentru tensorii de deformatie , in descriere materiala

E(t) ~ e(t), C(t) ~I+2¢t), B(t) ~I+ 2¢(t),
(1.82)
c(t) ~T—2¢(t), U({)~I+e(t), R(t)~I+w(t)

pentru orice t € R.

Demonstratie. Utilizim (77) gi primele formule sunt o consecintd directd
a definitiilor (31), (32). Din formula U(t) = (C(t))*/? = (I + 2¢ + O(8))"/2,
prin dezvoltare in serie formala dupa formula (81), in care @ = 1/2, se obtine
aproximatia dorita, deoarece seria este convergentd pentru 6 < 1. In calculul
rotatiei, folosim teorema de descompunere polard (formula (44) ) sub forma :

R=FUL

Propozitia 16. Tensorii de deformatie in descriere relativa se calculeaza
dupé urmaétoarele formule aproximative, in cazul micilor deformatii

F(7) ~I+ H(7) — H(t),

Ci(7) =~ I+ 2(e(7) — (1)),
(1.83)
B.(7) ~ I+ 2(e(7) — €(1)),

(Ce(r)® = RT(1)Cu(r)R(t) > T+ 2[(e(r) — (1)),

pentru orice t,7 € R.

Ca o consecinta a formulelor (49) si (52);; se demonstreaza primele trei
relatii. Ultima relatie este derivata din (83); impreuna cu ultima relatie din (82).
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Propozitia 17. Tensorii viteze de variatie, in cazul micilor deformatii, se
calculeaza prin formulele

F(X,t) = H(X, t) = Vxu(X,1t),

C(X,t) ~ 2¢(a)(X,t) = Vxu(X,t) + VEu(X, 1),

L(x,t) ~ H(X,t) = Vxu(X,t),

: (1.84)
D(rx, 1) =~ 3 (H(X, 1) + B (X, 1)) = e(i)(2),
W(x,t) ~ %(H(X,t) ~HT(X, 1) = &(t).

Demonstratie. Prima este o formulad exactd care se obtine din (77) prin
derivare in raport cu timpul. A doua este o consecintd directd a formulei exac-
te C(t) = FT()F(t) + FT(¢)F(t) in care se utilizeaza (84), si (77). Pentru
demonstrarea relatiilor urmatoare folosim formulele (39)- (41) de definitie a
gradientului vitezei, a tensorului vitezad de deformare si a tensorului spin.

1.7 Exercitii si probleme

1. Sa se demonstreze formula (2) din Propozitia 1.

pr = pid, J =|det V)|

2. Demonstrati formula lui Euler J = J divv.

3. Demonstrati formula din Propozitia 7. prin care tensorii de deformare se
exprima cu ajutorul gradientului deplasarii sub forma

1

E:2

(H+HT +H™H), e= %(h +hT —h7h).

4. Demonstrati legatura dintre viteza gradientului de deformatie i gradientul
vitezei exprimata prin relatia (43)

F(X,t) = L(x, t)F(X, t).

5. Demonstrati ca tensorii de deformatie E(X,t) si e(x,t) sunt legati prin
deformatie sub forma
E = FTeF.
6. Daca k, keC gi A este o deformatie de la configuratia k la configuratia
k aratati ca ( Propozitia 1.)
pr = ppd, J =|det VA|.
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7. Afirmatiile urmaétoare sunt echivalente ( Propozitia 4., formulele (24))

divv=0, p(xt)=p(X), J=1.

8. Sa se arate ca formulele din Propozitia 6.

F(X,t)P =p, F!(x,t)p=P,
|P *=c(x,t)p-p, |p[|*=C(X,t)P-P,

|p|?— | P |*=2E(X,t)P - P = 2e(x,t)p- p
au loc.

9. Explicati semnificatia geometricid a tensorilor de deformatie, utilizand
relatiile din Ex. 8.

10. Demonstrati teorema de descompunere polara.

11. Referitor la semnificatia mecanica a elementelor din teorema de descom-
punere polara, demonstrati ca dacd N; sunt vectorii proprii pentru C, respectiv
pentru U, iar n; sunt vectorii proprii pentru ¢ atunci

1 1 —_
;=RN;, N;=—F7"'n;, Ci=— V i€e{1,3},
n 7 n;,, C . 1€ {1,3}

unde Cj,¢c;, sunt valorile proprii corespunzitoare ale tensorilor de deformatie

C,c.

12. Relatia dintre viteza de variatie a tensorului de deformatie E(X,t) si
tensorul vitezei de deformatie L(x,t) este data de

E(X,t) = FT(X,)D(x, t)F(X, t).

13. Demonstrati ca derivatele materiale ale tesorilor e(x,t) si c(x,t) se
exprima prin gradientul vitezei sub forma

ée=D-LTe—eL, ¢=-cL-Lc.
14. Fie x §i x* doud miscari echivalente. Aratati ca viteza si acceleratia

in descriere spatiald nu sunt campuri vectoriale obiective (demonstrand formulele
de transformare)

v 1) = xe(t) + AL — x3(1)) + Q1) vix, ),
a'(x*, 1) = %3(t) + (A1) + A2())(x" — x3(8))+
F2A()(v - 53(0) + Q1) alx, 1),
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unde A(t) = Q(t)QT(2).
15. Studiati obiectivitatea campurilor de tip viteze de variatie, definite in Ex.
12. si Ex. 13.

16. Stiind cd tensorii Rivlin- Ericksen sunt obiectivi, studiati obiectivitatea
derivatei lor materiale Ag(x,t).

17. Explicitati deducerea formulelor apropximative (82)- (84) obtinute in
ipoteza micilor deformatii.

18. Fie un corp B, care in configuratia de referinta reprezinta un cilindru
de raza a si indltime h. Cilindrul suferd o deformatie descrisa de

r=vVAR:+ B, 0 =0+ DZ, 2= FZ, cu AF =1,

unde (r, 6, z) reprezinta coordonatele cilindrice asociate particulei X € B in
configuratia deformata, iar (R, ©, Z) sunt coordonatele cilindrice ale aceleiagi
particule in configuratia de referinta.

a) Determinati tensorii de deformatie C si B.

b) Arétati cd are loc o alungire a elementelor materiale in directia axei de
simetrie a cilindrului.

c) Aratati ca planul Z = const. se rotegte in raport cu axa cilndrului, deci
are loc o torsiune.

d) Deformatia este incompresibila.

e) Caracterizati modul in care se produce deformatia gi reprezentati corpul
intr - o configuratie deformata.

19. Fie B un corp care in configuratia de referinta reprezinta un para-
lelipiped ce se deformeaza astfel incat z! = X!, z2 = X%+ kX' 23 = X3,
unde (X', X% X3) sunt coordonatele lui X € B intr - un reper cartezian, iar
(z',z2,z%) sunt coordonatele lui z € B;, t € R fixat, in acelagi reper.

a) Calculati tensorii de deformatie C gi B.

b) Aratati ca valorile principale ale lui B sunt

1 [ 1 1 [ 1
M=14 kP4 kv /14 k2 A =14k —kyJ14+ =K% A3=1.
1 +2 + +4 9 2 +2 +4 3

c)Determinati vectorii proprii pentru C si B.

d) Determinati descompunerea polara a lui F.

e) Reprezentati corpul in configuratia deformata.
f) Aratati ca deformatia descrie o forfecare.

g) Este aceastd deformatie incompresibila ?
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20. Dacd N; € Vx, | N; =1 sunt directiile unor elemente materiale in X si
n; sunt directiile elementelor materiale in configuratia actuala, cu j € {1,2,3},

atunci

- C(X,t)N1 . N2
cos(ny, ng) = ;
VC(X,1)N; - N1 /C(X,t)N; - N,

c(x,t)n; - n
Ve(x, t)n; - nl\/cxtng n,

21. In conditiile descrise in Ex.20. si cu notatiile utilizate, aratati ca

COS(Nl, N2)

dp _ d 2 _
E - L(x)t)pa dt(l p l) - QD(X,t)p |2

d

= 2D(x,t
dt( pz) (X )Pl P2,
dby2

el = 2D(x,t)n; - nz — cos(612)(Dny - n; + Dn; - ny),

—sin(f12) ——

unde 012 = (nl,ng).
22. Fie F reprezentat intr - o baza carteziana prin matricea

M 0 0
0 Aycos(8)  Assin(9)
0 —Agsin(8) Ascos(8)

cu A; > 0.
a) Determinati descompunerea polara.

b) In ce conditii F caracterizeazi o miscare de corp rigid ?
c) Determinati L, D 51 W pe miscarea data.
d) Care este semnificatia unghiului 67

23. Aratati cd migcarea de corp rigid a lui P poate fi caracterizata, pentru
orice X € Py si t € [ty,t1) prin una din afirmatiile echivalente

a) D (x,t) =0,
b) v(x,t) = (xo, t) +w(t) x (x —%,), X, € Py,
c) L(x,t) €

d) L(x,t) = ( ) € Asim,

e) (y —x)- (v(y,t) —v(x,)) =0, VyeP.
24. Fie T( x, t) un camp tensorial obiectiv. Demonstrati ci T(x,1) este

obiectiv, dacd gi numai daca T(x,t) = 8(x,t)I, unde B(x,t) € R, este obiectiv.
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2. RELATII CONSTITUTIVE

2.1 Principii generale ale relatiilor constitutive

Corpurile existente in naturd sunt constituite din diferite materiale. Acest lucru
se reflectd in teoria relatiilor (reprezentdrilor) constitutive.

Relatiile constitutive reprezinta constrdngeri (restricfii) asupra fortelor (ten-
siunilor) sau asupra migcérilor, sau asupra celor doua , in sensul cé prin aplicarea
unui sistem de forte corpul suferd o anumitd migcare, sau deformare, care este
diferita in functie de natura corpurilor.

In mecanicad se definesc diferite clase (ideale) de materiale prin precizarea
unor relatii caracteristice intre tensorii de tensiune §i migcarea corpului, numite
reprezentdri constitutive.

Teoria generald a reprezentarilor constitutive stabilegte restricfitle pe care tre-
buie sé le satisfacd aceste relatii pentru a putea fi folosite in descrierea matematicd
a comportarii materialelor observate in natura.

Apoi se face o clasificare rafionald a materialelor si se demonstreaza teoreme
care descriu comportamentul materialelor dintr-o anumita clasa.

Descrierea matematicd a comportamentului corpurilor continuu deformabile o
facem in cadrul axiomatic descris de Noll [1958], Truesdell , Noll [1965], Truesdell
[1972].

Conceptul de material introdus aici reflecta caracteristica generala a corpurilor
de a avea o memorie a trecutului lor, astfel incit raspunsul materialului la o
schimbare a formei sale si se produci, in general, dupad un anumit interval de
timp.

Pentru aceasta vom defini istoria trecutd, pand la momentul curent, inclusiv ,
pentru campuri care depind de timp.

Definitia 1. Fie f: R — X un camp. Definim istoria cdmpului f pana
la momentul ¢ (inclusiv) prin functia f*: [0, +c0) — X data prin

fis)=flt=s), ¥V s€[0,+00) (2.1)

cu s— numit parametru pe istorie, iar X', domeniul de valori considerat arbitrar.

Notam 7 =1 —s, pentru orice s € [0,+00) (de unde 7 <t).
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Observam ca pentru s = 0 ob{inem valoarea curentd, la momentul ¢ a
campurilor considerate.

Istoria procesului de deformare intr-o particuld fixata este definita prin

F{(X,-) : [0,400) — Invlin, F'X,s)=F(X,t—s), (2.2)

pentru orice s € [0, +00), fiind inclusa si valoarea curenta, asa cum am observat
deja.

Fie x : B x R — £ o miscare a corpului. Definim istoria migcdrit intregulus
corp B pana la momentul t ca fiind ansamblul istoriilor

{x'(Y,)} lves

Formulam principiile generale ale reprezentarilor constitutive datorate lui Noll:
P1. Principiul determinismului, P2. Principiul acfiunii locale, P3. Principiul
obiectivitd}ii.

P1. Principiul determinismului

Fie B un corp gi X € B o particula a sa. La orice moment de timp ¢ starea
de tensiune in particula X depinde de istoria migcarii pana la momentul ¢ a
intreqului corp.

Formalizam, in cele ce urmeaza enuntul Principiului determinismulut

T(x,t) = F({x'(Y,")} lves; X) (2.3)

Aici x = x(X,t) este pozitia particulei X in configuratia de la momentul ¢,
T(x,t) € Sim este tensiunea Cauchy in X € B, la momentul t, corespunzator
migcarii  x, lar F este operatorul constitutiv definit pe istorii, cu valori in
Sim, care se mai numeste, operator de rdspuns, operator constitutiv, functionala
constitutivd® | sau functionala memories.

Prezenta explicita a particulei X in reprezentarea constitutiva (3) indica posi-
bilitatea existentei unui raspuns diferit in diferite particule ale corpului ( prezenta
neomogenitatilor materiale).Principiul este mult prea general pentru a fi operabil.
De aceea se intaregte sub forma principiului actiunii locale.

P2. Principiul actiunii locale

La orice moment de timp ¢ starea de tensiune in particula X depinde numai
de istoria migcarii pand la momentul ¢ a unei vecindtdf: a particulei.

In cele ce urmeaza formalizim enuntul de mai sus al Principiului acliuniz
locale : Fie B un corp §i X € B o particuld a sa. Atunci exista Ny C B,

1Este un abuz de limbaj avand in vedere faptul ca valorile lui F nu sunt in R.
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vecinatate a lui X astfe] ca dacd x,x : B x R -— £ sunt doud migcari arbitrare
ale corpului pentru care x(Y,7) = x(Y,7),VY € Nx, 7 € R, atunci la orice
moment de timp ¢

T(x,t) = F({x'(Y;)} lves; X) = FU{X(Y,)} lves; X) (2.4)
unde x = x(X,t) = x(X,1).

Definitia 2. O pereche {x,T}, in care x este o migcare a corpului B,
iar T este tensiunea Cauchy, definegte un proces dinamic. Spunem ca perechile
{x,T} si {x*,T*} sunt dinamic echivalente daca x, x* sunt doud migcdri
echivalente si T este obiectiv .

Astfel in conformitate cu Definitia 4. (formula (62)) a miscarilor echivalente
gi cu Definitia 7. (formula (67)) pentru campuri tensoriale obiective din cap.I,
putem rescrie Definitia 2. si anume: {x, T} si {x*, T*} sunt dinamic echivalente
daca si numai daca

x* = x*(X, t*) = x53(t) + Q) (x(X, £) — x0)
t'=t+a, VXe€B, VicR (2.5)
T*(X',t') = Q(t)T(X, t)QT(t)

unde Q(t) € Ort, x5(t), X0 €E, a€R

P3. Principiul obiectivitagii

Fie o reprezentare constitutivd. Spunem ca reprezentarea constitutiva satis-
face principiul obiectivitatii (sau reprezentarea constitutiva este obiectivd) daca
i numai daca are proprietatea ci indata ce procesul dinamic {x,T}, satisface
reprezentarea constitutiva, atunci orice proces dinamic {x*, T*}, echivalent cu
{x,T} satislace reprezentarea constitutiva.

Astfel reprezentarea constitutiva (3), satisface principiul obiectivitatii daca si
numai dacd operatorul constitutiv satisface restrictia

FHAGMT (Y, )} Ives; X) = Q)FHX(Y, )} lves X)QT(2)

Vx* echivalentd cu x si Q(t) € Ort.

Reprezentarile constitutive se mai numesc si ecuafit constitutive, sau legi de
material.

Ecuatia constitutiva (3) este prea generald, atata timp cat nu se fac referiri
asupra modului in care este definit operatorul constitutiv.

37

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.2 Materiale simple. Forme reduse ale ecuatiilor constitutive

Vom defini acum clasa materialelor simple, introdusa de Noll. Agsa cum vom
arata in capitolele urmatoare materialele elastice, fluidele vascoase, fluidele ideale,
fluidele Reiner - Rivlin, etc. sunt clase particulare de materiale simple.

Observatia 1. Prima aproximatie a migcarii xx, pentru fiecare ¢, in
vecinatatea lui X, este gradientul deformatiei Fi(X,t), agsa cum rezultad din
definitia acestuia. Conform Definitiei 3. ( formula (26)) din cap.l diferentiala
aplicatiel X — xx(X,?), in X = k(X), este data de

xe(Y,1) = xe(X,t) + Fi(X,1)[Y - X] + w(X,Y), (2.6)
. Cw(X,Y)
cu proprietatea ‘}Er)l{ Y_X|~ 0.

Materialele simple vor fi descrise prin reprezentari constitutive, prin care
starea de tensiune intr-o particula fixati este determinata numai de istoria gra-
dientului de deformatie in particula respectiva.

Definitia 3. Fie B un corp si X € B o particuld a sa. Spunem ca,
corpul B este constituit, in particula X, dintr-un meterial simplu daca admite
o reprezentare constitutiva de forma

T(X,t) = }_k(F;c(xv ');X)v (27)

in raport cu k o configuratie de referinti fixatd. F;— se numeste operatorul
constitutiv in raport cu configuratia de referintd k.

Configuratia de referinta va fi subanteleasa, dar nu o vomn mentiona, decat
daca este absolut necesar. De asemenea vom omite prezenta explicita a par-
ticulei materiale prin care se mentionau posibilele neomogenitati ale corpului
considerat.

Observatia 2. Orice material simplu satisface principiul actiunii locale.

......

Principiul obiectivitatii impune restrictit puternice asupra reprezentarilor con-
stitutive. Daca o reprezentare constitutiva satisface principiul obiectivitatii spu-
nem ca reprezentarea constitutiva este obiectiva.

Vom demonstra acum o condifie necesara si suficienta de obiectivitate a
reprezentarii constitutive pentru materiale simple.

Teorema 1. Fie un material simplu reprezentat prin (7)

T(X,t) = }—(Ft(x) ))

Reprezentarea constitutiva satisface P3. daca gi numai daca are loc urmatoarea
restrictie asupra operatorului constitutiv
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FQF(X,)) = Q(t)F(F(X,))Q7(t) (2.8)

pentru V F(-)— istorie de deformatie in domeniul constitutiv gi pentru orice
istorie a unui camp ortogonal, Q!(-).

Demonstratie. Din principiul obiectivitatii rezultd egalitatile
T(x*, t*) = F((F)"(X,-))

| (2.9)
Q(1)T(x,1)Q7(t) = Q(t)F(FY(X,-)Q"(¢)

Deoarece migcarile sunt echivalente in particula X intre gradientii de deformatie
ai celor doud migcari exista legatura

F*(X,7") = Q(r)F(X,1), V7 €R,
ceea ce este echivalent cu

(F)"(X,s) = Q'(s)F{(X,s), Vs>0, (2.10)

deoarece am considerat 7* =7 +a,t* =t+a si ™ —t* = 7 —t = 5. Rezulta deci,
din (10), egalitatea istoriilor (F*)*'(X,-) = Q!(:)F¥(X,-), care introdusi in (9)
ne conduce la rezultat.

Reciproc. Presupunem cid avem reprezentarea constitutivd (7), cu ope-
ratorul constitutiv satisficand restrictia (8). S& aratam ca principiul obiec-
tivitatii este satisficut. Deci si demostram ca dacd perechea (x,T) satisface
reprezentarea constitutiva, atunci gi perechea (x~*,T*), corespunzitoare unui
proces dinamic echivalent, o satisface. Astfel, vom considera (x,x*) echiva-
lente si T*(x*,t*) = Q(¢)T(x,t)QT(t). Daca inlocuim valoarea curentd a ten-
siunii Cauchy din reprezentarea constitutiva, in T* si folosim egalitatea istori-
ilor, din formula (10) impreuna cu ipotleza (8) deducemn ca are loc T*(x*,t*) =

F((F)" (X))

Forme reduse ale reprezentarilor constitutive se numesc acele repre-
zentari care sunt astfel incat principiul obiectivitatii sd fie satisfacut.

Vom prezenta doud forme reduse ale ecuatiilor constitutive pentru materiale
simple, pe care le vom nota pentru identificare prin (I) gi (II). Acestea vor fi
utilizate frecvent in continuare.

Teorema 2. ( Forma redusa I ) Fie un material simplu cu reprezentarea
constitutiva (7)

T(X,t) = ]:(Ft(xa ))
Reprezentarea

T(x,t) = R(X,t)F(UY(X, )RT(X,1) (2.11)
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este o formd redusd a ecuafiei constitutive. In (11) istoria gradientuiui de defor-
maljie este prezenta prin tensorul rotatitlor la momentul t si prin istoria tensorulus
lungirilor la dreapta, deoarece

F(X,7) = R(X,")U(X, 1), (2.12)

pentru orice 7 € R.

Demonstratie. Folosim conditia necesard gi suficientid de obiectivitate din
Teorema 1.( formula (8))

FQF(X,)) = QU)F(F'(X,)Q" (1),

in care fixam o istorie a gradientului de deformatie si particularizam transfor-
marea ortogonalda Q(7) = RT(X,7), Vr. Aici R(X,7) € Ort se obtine din
teorema de descompunere polard ( formula (1.44) ) rescrisa in (12).

Pentru simplificare vom omite gi particula fixatd X. Din (12) rezultd ca
Q(7)F(r) = U(7), care introdusa in (8) ne conduce la

F(U'(-)) = RT(t) F(F'()R(),

ceea ce trebuia demonstrat.

Reciproc. Avem o reprezentare constitutiva sub forma (11). Notam prin F
membrul stang din (11). Definitia operatorului F este coerentd, deoarece istoria
gradientului de deformatie este continuta in membrul stang, prin intermediul
descompunerii polare (la momente arbitrare de timp). Astfel

F(F'()) = ROF(U)RT() = T(t) = F(F'() (2.13)

Sa aratam ca F satisface conditia (8) din Teorema 1. pentru orice Q(1) € Ort.
Pentru aceasta si introducem istoria F* = Q'F*. Din definitia istoriei , scrisi
pentu s > 0, deducem ca, pentru orice 7 =t — s, F(r) = Q(r)F(7) s prin
urmare avem

R(7) = Q(7)R(r), U(r) = U(). (2.14)

Ultimele egalitati sunt consecinte ale unicitatii reprezentarii polare, care a fost
aplicata succesiv pentru F(r) si pentru F(7) in (14);.

Folosim definitia operatorului F (introdus in (13), pentru istoria f“), relatiile
(14); si deducem egalitatile

F(Q'FY) = F(F()) = R(t)F(U(-))RT(¢) = -
215
= Q(1)R()F(U'()RT(1)QT(t) = Q(t)F(F(-))Q(¢)
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Din egalitatea primului termen cu ultimul din (15) rezulta obiectivitatea
reprezentarii.

Observatia 3. Reprezentarea (11) depinde de istoria rotatiilor numa: prin
valoarea curentd si de istoria pana ]a momentul ¢ a tensorilor lungirilor la dreapta.

Teorema 3. (Forma redusa II) Fie un material simplu cu reprezentarea
constitutiva (7)

T(x,t) = F(F(X,"))

Reprezentarea constitutiva satisface principul obiectivitatii dacid gi numai
daca operatorul constitutiv se poate reprezenta sub forma

F(FY(X, ")) = R(X, t)FA((Cix, ), C(X, t))RT(X, 1), (2.16)

unde

AR = RTAR, (2.17)

cu R = R(X,t) pentru orice A € Lin. Relatia (17) defineste tensorul rotit cu
rotafia de la momentul t.

Demonstratie. In deducerea acestei reprezentiri se trece la migcarea re-
lativi. Nu vom mai mentiona argumentele spatiale. Folosim formula (1.52);;,
sub forma F(r) = F;(7)F(t) si teorema de descompunere polara pentru F(t),
si Fi(r) date in formulele (1.45), (1.50) . Rezulta

F(7) = Ry(7)U,(7)R(t)U(t), sau
(2.18)
F(r) = Ry(m)R(t)(U.(7))*U(2),
cu Ry(7), R(t) € Ort, daca s-a utilizat (17).

Aratam ca reprezentarea din (16) este o conditie necesara. Facem deci pre-
supunerea ca reprezentarea constitutiva satisface principiul obiectivitatii. Cu alte
cuvinte avem formula (8)

FQF'() = QU)F(F(-))Q"(2)
Pe de alta parte Vs > 0 avem din (18), pentru 7 =1 —s
(QF')(s) = Q(t - s)F(t — s) = Q(r)Re(1)R()(Us(r))RU(R).  (2.19)
Particularizam pentru orice T <t transformarea ortogonala
Q(r) = (R(n)R(®))", si Q(t) =R (1) (2.20)

Introducem in (8) istoria din (19), cu transformarea ortogonalad particulara
din (20). Obtinem

F(UL))™U(E) = RT@)F(F()R(). (2.21)
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Tinem seama acum de formulele (1.46), (1.51)

C(t) = U*(t), Cu(r) = (Uy(r)), (2.22)

prin care rezulta ca radacinile patrate ale tensorilor lui Cauchy-Green la dreapta
in raport cu configuratia de referintd , si respectiv in descrierea relativa, sunt

U(t), Ui(7).

Sa mai observam ca din relatia anterioara gi din (17), prin care se defineste
tensorul rotit cu rotafia de la momentul t, se deduce

(Ce(r))™ = ((U(r)*T? (2.23)

Acum suntem in masurd si afirmam ca existd operatorul F;, astfel incat

F(F()) =REOF((U())MUE)R ()

(2.24)
= R()A((CI(-)Y, CHHRT()
Aceasta este consecinta directd a formulelor (21) - (23).
Reciproca. Fie o reprezentare constitutiva de forma
T(t) = R()A((CI())}, C)RT(t) = F(F()) (2.25)

Sa aratam ca operatorul constitutiv definit in (25) are proprietatea (8)
FQF'()) = QUF(F'(-)Q" (1) (2.26)

Pentru aceasta consideram istoria (F*)"" = Q'F* corespunzitoare unei migcari

x*. Atunci din F*(7) = Q(7)F(r) rezulta
R*(r) = Q(7)R(r), C*(r)=C(7)
(2.27)
Ce (") = Q()C(7)QT (1),

conform cu formulele din (1.68) si (1.70). Din (25), scrisa pentru (F*)*" obtinem

F(F)"() = R )ACEO)T, C ()R () (2.28)
Din (27), cu (17) rezulti egalitatea
(Ce(s)™ = RT(1)Ci(s)R(2) = (Ci(s)™, (2.29)
care transforma relatia (28) in
F(F)" () = QORE)F((CI())F, C#)RT()QT(¢). (2.30)
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In fine din (30) i (25) rezulta proprictats . (26).

Observatia 4. In forma redusa II s-au pus in evidentd doui configuratii de
referintad : configuratia initiald de referintd si configuratia actuala, care apare
in mod explicit datoritd utilizarii descrierii relative a migcarii. In raport cu
configuratia initiald de referintd se calculeaza atat temsorul lui Cauchy-Green
la dreapta, care apare sub forma de parametru, cat gi rotatia.

Aceasta forma redusa va fi utilizata in mod esential in teorema de caracterizare
a fuidelor si in dezvoltarile din capitolele 3 si 5.

2.3 Principiul determinismului modificat pentru
materiale simple cu legaturi

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de formularea principiului determinismu-
lut modificat pentru materiale simple, in cazul in care migcarea corpului intr-o
vecinatate a particulei considerate este supusd la anumite restrictii. Acest prin-
cipiu va inlocui axiomele P1 gi P2 .

Definitia 3. Se numeste legdturd simpld, in particula X orice relatie de forma

7(F(X,1)) =0, (2.31)

cu functia scalard obiectiva. Legaturile sunt restrictil constitutive.

Propozitia 1. Legatura (31) este echivalenta cu

AMC(X,1) =0, MC(X, 1)) = 7(U(X,1)). (2.32)

Demonstratie. Din obiectivitate rezulta ca
v(F(1)) = v(Q(F(?), VQ(¢) € Ort.

Fie Q(t) = R7(¢) din teorema de descompunere polard pentru F(t). Din
(1.46) avem C(t) = (U(t))'/2

Observatia 5. Legaturile (simple) se realizeaza prin tensiuni. Astfel relatiile
constitutive pentru materiale simple cu legaturi trebuie sa fie astfel incat sa ad-
mitd actiunea acestor tensiuni independent de istoria deformatiei. Cele mai sim-
ple sisteme de forte (sau de tensiuni) de legaturd sunt acelea pentru care puterea
mecanicd este nuld pentru orice miscare compatibilé cu legdturile. Se extinde
astfel axioma legaturilor ideale din mecanica corpului rigid.

Principiul determinismului pentru materiale simple cu legaturi

Tensiunea este determinata prin istoria gradientului deformatiei mai putin un
tensor simetric, care produce o putere mecanicd nuld pe orice migcare compatibild
cu legdturile

T(x,t) = N + F(F{(X, "), (2.33)
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cu

N-L(x,t) = 0, (2.34)

pentru orice F(X,t), pentru care A(C(X,t))=0.

Teorema 4. Dacid ) : Sim — R de clasa C?, atunci N din (33) se exprima
prin

N = ¢gFVA(C)F7, (2.35)

cu VA(C) € Sim, iar functia scalard ¢ depinde de (x,1).

Demonstratia folosegte derivabilitatea in raport cu timpul a functiei com-
puse

t — f(t) = MC(t)) = 0, (2.36)

unde C(t) = F(¢t)TF(¢). Prin derivare, din (36) rezulta

() = DA(C)IC(t)] =0, (2.37)

cu C(t) = 2F(t)TD(t)F(t), daci s-au folosit formulele (1.43), (1.40).

Pe de alta parte din diferentiabilitatea functiei A rezulta ca valoarea diferentialei
D)X(C) : Sim — R este liniara si continua. Din aplicarea teoremei lui Riesz (pe
Sim inzestrat cu produsul scalar ” - ” ) rezultd ca exista VA(C) € Sim, (vezi
anexa Al) astfel incat

DMC)[A] = VA(C)-A V A € Sim. (2.38)

Din (37) cu (38) avem
VA(C(t)) - 2F(¢)TD(t)F(t) = 0, sau F(¢)VA(C(t))F(t)T -D(t) = 0. (2.39)
Reciproc, din (39) care este adevarata pentru orice t rezultd prin integrare
ca A(C(t)) = const.

Rescriem acum (34) sub forma

N D(x,t) =0, (2.40)

pentru orice D( x , t) pentru care F(¢)VA(C(t))F(t)T - D(t) = 0, unde s-a
avut in vedere simetria lui N, §i reprezentarea echivalentd a legiturii prin (39).
Eliminand legatura, prin introducerea multiplicatorului Lagrange, din (40) avem

(N - gF(t)VA(C())F(t)!) - D(x,t) = 0, (2.41)
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pentru orice D(x,t) € Sirn. Deducem deci forma tensorului de legatu:a IN.

Dam mai jos doua exemplificiri , in cazul legaturii de incompresibilitate si
ineztensibilitate.

Teorema 5. Tensiunea pentru materialele simple, incompresibile este deter-
minatd prin istoria gradientului de deformatie ma: pufin un tensor sferic, care
definesgte o presiune de tip hidrostatic. Deci

T(x,t) = —p(x, t)I + F(F{(X, ), (2.42)

pentru orice F' pentru care det F(7) =1, la orice moment de timp 7 € R.

Demonstratia se obtine imediat daca tinem seama de conditia de incompre-
sibilitate caracterizata prin div v = tr L = 0, conform cu Propozitia 4. (formula
(1.24)). Dar tr L = L - I = 0. Direct din principiul determinismului modificat
(33), eliminand legatura obtinem

pentru orice L € Lin, ceea ce este echivalent cu N = —pl. Ceea ce trebuia
demonstrat. Am obtinut astfel un rezultat datorat lui Poincaré.

Teorema 6. Tensiunea pentru materiale simple cu legatura de inextensibi-
litate intr-o directie este determinata prin istoria gradientului de deformatie mai
puin o tensiune uniariald. Mai precis fie ex € V, cu | e; |= 1, directia de
inextensibilitate, in configuratia de referinta, atunci

T(x,t) = qFe; ® Fe, + F(F*(-)), (2.43)

pentru orice F* pentru care A\(C) =e,-Cer—1=0.

Demonstratia este o consecinta directa a formulei de calcul pentru diferentiala
legaturii

V)\(C) =er ® eg.

Obtinem astfel rezultatul lui Adkins gi Rivlin.

2.4 Grupuri de simetrie materiala. Clasificarea
materialelor simple

Conceptul de simetrie materiald sau izomorfism material este datorat lui Noll
si devine instrumentul matematic care permite clasificarea materialelor simple in :
fluide, solide, fluide cristaline, corpuri izotrope. Aceasta clasificare are in vedere
comportamentul unor anumite corpuri materiale fatd de unele transformari ale
configuratiilor lor de referinta.
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Se stabilegte un criteriu de clasificare prin descrierea multimii transformarilor
configuratiei de referinta, relativ la care raspunsul materialului este acelasi; in
sensul cd experimental nu poate fi pusd in evident{d transformarea suportata de
corp in configuratia de referinta.

Reamintim ca in definitia materialelor simple, Definitia 3., formula (7), se
avea in vedere caracterizarea constitutiva intr-o particulda materiala fixata.

Teorema 7. Relafia de legdturd dintre operatorii constitutivi urmare a schim-
barii configuratiei de referinta definita prin deformatia

Xt ki(B) — ky(B), (2.44)

cu P =VA\(X,), este data prin
Fra(Fi (X2, ), X2) = Fiy (F, (X2, )P(Xy, )i X)), (2.45)

unde X; = k;(X), cuj € {1,2}.

Fig. 2.1

Demonstratie. Fie x o migcare data. Definim migcarile xx,, punind in
evidenta si deformatia A, conform reprezentarilor din Fig. 2.1 . Rczulta relatia

Xk (X1, 7) = Xby (A(X1), 7) (2.46)
pentru orice X € B si X; =k;(X), V7 € R. Diferentiind in raport cu X; si
folosind (44), avem

Fk, (X],T) = sz(XQ, T)V)\(Xl) = sz(XQ, T)P (247)
Dacé notam prin ka functionalele constitutive care caracterizeaza raspunsul

materialului la o acecasi migcarc data, dar raportind la configuratiile k;, atunci
din definitia (7) a materialelor simple avem
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T(x,t) = Fi, (F, (X2, -); X2) = Fi, (Fi, (X4, -); X). (2.48)

Folosim (47) in (48) i obtinem afirmatia din enunt,.

Reamintim ca in definitia materialelor simple se avea in vedere caracterizarea
constitutiva intr-o particula fixatd. De aceea apare naturald problema precizarii
unor conditii matematice din care si rezulte dacid doud particule sunt constituite
sau nu din acelagi material.

Definitia 4. Doui puncte materiale X;, X, sunt material izomorfe ( sau
sunt constituite dintr-un acelagi material ), daca 3 k;, k; configuratii ale corpului
B astfel incat

iy (X1) = piy (X2),
(2.49)
fkl(Ft(');xl) = }—kz(Ft(');XZ)’

pentru orice F— istorie a unui cAmp tensorial nesingular si X; = k;(X;).

Observatia 6. Fvident c2 VX € B este izomorf cu el insusi, daca k; = k,.
Ne intereseaza cazul in care X este material izomorf cu el insugi intr-un mod
netrivial.

Definitia 5. Spunem ci doud configuratii ki, ks sunt material izomorfe in

X, daca au loc relatiile (49) cu X; = k;(X).

Teorema 8. Fie k;, k; doud configuratii material izomorfe in X si
A ¢ ki (B) — ka(B) deformatia intre cele doud configuratii, atunci

i) P =VXXi) € Unim,
(2.50)
1) Fier(F'()P; Xy) = Fiy (F'(-); Xa),
pentru orice Ft.

Pentru demonstratie vom folosi relatia de schimbare a densitatilor corpului
in X, ca urmare a deformatiei datd, prin formula (1.2)

Pk, (xl) =| det P I Pk, (X2)’ (251)

cu P definit prin (44). Deci egalitatea densitatilor din (49) impune ca P € Unim.

Utilizdm acum relatia de legatura intre operatorii constitutivi la schimbarea
configuratiei de referintd (45) si ipoteza, conform Definitiei 5.,

Fi(F*(); X2) = Fiy (F*(1)P; Xa),
(2.52)
fkl(Ft(');Xl) = sz(Ft(');Xz).
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Din (52) se obtine ii).

Observatia 7. Precizim incd o datd ca in formula (44) se avea in vedere
o aceeagi migcare a corpului, dar se foloseau doud reprezentari ale acesteia, iar
X = Xk, (X1, ) = Xk, (X2, t) (vezi Fig. 2.1).

In cazul configuratiilor material izomorfe k;,k; se au in vedere migcarile
Xki» Xkyo (vezi Fig. 2.2), la care este supus corpul aflat in-configuratiile k;(B) si
respectiv, ka2(B). Cele doua miscari au aceeagi istorie a gradientului de deformare,
in imaginile particulei materiale, in cele doud configuratii. Pozitia particulei in
configuratia actuala prin cele doud migcari este diferitd, dar starea de tensiune gi
densitatile sunt aceleasi

Vxk (Xy,7) = Vxr(X2,7), Vr€ER
(2.53)
T(xlvt) = T(Xz,t), P(X],t) = p(Xg, t)

Fig. 2.2

Definitia 6. Se numeste grup de simelrie a malerialului in particula X,
relativ la configuratia de referintd & mul{imea

> ge(X) = {H € Unim | Fu(F'()H; X) = Fo(F'(-); X), VF'}.  (2.54)

Orice transformare H € gx(X) se numegte transformare de simetrie materiald
relativ la configuratia k.

Teorema 9. 1) gi(X) este un subgrup in Unim relativ la operatia de
compunere a aplicatiilor in Lin.

2) Daca ky,k, sunt doua configuratii de referinta atunci
gr, = Pgi, P71, (2.55)
cu P = VX(X,), iar A este deformatia de la configuratia k; la configuratia k, .
Demonstratie. 1) Fie H; € gx atunci H, € Unim si deci exista H7', iar
Fi((F'Hy)HT') = Fi(F*) = Fi(F'Hy). (2.56)
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Fie F(r) = F(7)H,, cu F(r) € Invlin introdus in (56). In conformitate cu
(54) rezulta ca H;' € g;.

Daca H;, H; € gr atunci au loc egalitatile
Fio(F'H,H,) = F.(F'H,) = Fi(F"), (2.57)

prima egalitate avind loc in baza faptului ca H, € g, pentru F(r) = F(r)H,;
si ultima datorita apartenenter H; € gy.

2) Demonstram dubla incluziune a multimilor din (55). Fie H € g;,. Din
(45) si (54) avem

F,(FH)P™1X,) = Fi, (FIH; X,) = Fi, (F Xy)

(2.58)
= Fi, (F'P71 X,).

Pentru F(7) = F(7)P~! din (58) rezulta

Fr,(F'PHP ™, X,) = Fi, (F%; X3), (2.59)
din care avem
PHP™' € g¢,, VH € g\, (X). (2.60)
Deci

Pg, P~' C g,. (2.61)

Similar se demonstreaza cealaltd implicatie.

Propozitia 2. Dacd ki, k, sunt configuratii material izomorfe in X, atunci
Gky = Gk, (262)

Reciproca nu este adevirata.
Demonstratia egalitatii grupurilor de simetrie este evidenta din (49),.

Pentru a demonstra cd reciproca nu este adevirati consideram doua configuratii
ky, ko legate intre ele printr-o dilatare sau comprimare , adica P = VA(X;) = al
cu a # 1, a > 0. Din Teorema 9. obtinem céa cele douad grupuri de simetrie
coincid, dar densitatile nu sunt egale, deoarece

— pkl(xl) — Pkl(xl)
det | P | a

pr, (X2)

Astfel este contrazisd Definitia 5. S-a pus, prin urmare, in evidentd propri-
etatea materialelor simple de a-si pastra printr-o dilatare grupul de simetrie.
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In cele ce urmeaza va fi necesara teorema de maximalitate a Ort in {'nim.
Oricare ar fi g un grup cu proprietatea Ort C ¢ C Unim, rezulta

g = 0Ort, sau ¢ = Unim. (2.63)

Demonstratia acestei teoreme, datoratd lui Noll [1965], este datd in Anexa
A3.

Cu ajutorul conceptului de grup de simetrie materiala Noll a introdus urmatoa-
rele definiti

Definifia 7. Corpul B este constituit dintr-un material solid in X dacd
existd o configuratie a sa, k astfel incat

gx(X) C Ort. (2.64)

Definitia 8. Corpul B este constituit dintr-un material fluid iIn X daca
existd o configuratie a sa, k astfel incat

gx(X) = Unim. (2.65)

Definitia 9. Corpul B este constituit dintr-un material izotrop in X daca
existd o configuratie a sa, k astfel incat

9x(X) D Ort. (2.66)

Definitia 10. Corpul B este constituit dintr-un material fluid cristalin sau
cristal fluid in X daca existd o configuratie a sa, k astfel incit gx(X) nu este
un subgrup din Ort i nu este fluid.

Configuratiile din definitiile anterioare se numesc configuratiz nedistorsionate
de solid, fluid gi respectiv de izotropie.

Definitia 11.(Configuratie naturala) I'ie un material simplu descris prin
ecuatia constitutiva (7)

T(x,t) = Fe(F'(")),

in raport cu configuratia de referintd k. Spunem cd, configuratia de referintd k&
este configurajie naturald daca corpul mentinut nedeformat in aceasta configuratie
suportd tensiune zero.

Propozitia 3. k este o configuratie naturald pentru un material simplu daca
si numai daca

Fu(L'())=0. (2.67)

Demonstratia decurge din aplicarea principiului obiectivitatii P3.( formula
(8) din Teorema 1.) pe istoria F* =T

Fu(Q'() = QU)FLT())QT (2).
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Deci daca, k este configuralie naturald, atunci membrul sting din relatia
anterioard este nul, de unde rezultd (67). Reciproca este evidenta.

Observatia 8. Existenta unei configuratii naturale pentru un material simplu
este o ipotezd constitutivd. In cazul fluidelor (in sensul lui Noll) corpul mentinut
nedeformat intr-o configuratie a sa (deformata) suporta tensiuni caracterizate
printr-un tensor sferic, deci tensiuni de tip presiune hidrostaticd.

2.5 Corpuri izotrope

Vom incepe prin a da o teorema de caracterizare a transformarilor ortogonale
care apartin grupului de simetrie materiala.

Teorema 10. Fie Qy € Ort. Atunci

Qo € gx(X) <= Fi(QF'Q) = QuF(F)Qg, (2.68)

pentru orice F'.
Demonstratie. [ie F(r) € Invlin. Decarece Qo € gi(X) rezultd ca
Q7 € g¢(X). Din (54) cu istoria descrisd prin QoF(7) avem

Fir((QoF)Qg) = Fu(QoF"). (2.69)

Din conditia necesara si suficientd ca F; sa satisfacd principiul obiectivitatii
((8) din Teorema 1. , paragraful 2.2 ),

F(QF') = Q)F(F)Q" (1), (2.70)

scrisa pentru Q(7) = Qo, V7 € R, rezulta ca (68) are loc.

Reciproc. Presupunem ci are loc restrictia asupra operatorului constitutiv
din (68). Folosim din nou proprietatea (70) de obiectivitate pentru Q(7) = Qq.
Astfel din (68) si (70) avem

F((QoF*)Q7) = F(QoF), (2.71)

din care renotand QoF(7) cu F(7) se obtine ca QI € gx(X). Deoarece g(X)
eeste subgrup deducem ca Qg € gx(X).

Teorema 11. B este un corp izotrop daci si numai daca operatorul constitutiv
este izotrop, deci

Fe(QF'QT) = QFA(FH)QT, VvQ € Ort. (2.72)

Demonstratia este imediata folosind Teorema 10. gi faptul ca OrtNgr(X) =
Ort, conform definitiei 9., formula (66), a corpului constituit dintr-un material
1zotrop.
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Teorema 12. Dacd B esic un corp izotrop atunci B este sau solid izotrop
sau fluid in particula X.

Demonstratia decurge din maximalitatea Ort in Unim, g din Definitia 9.
Deci conform definitiei existda k € C astfel incat

(X)D0rt = g(X)=0rt, sau gi(X)=Unim. (2.73)

Dacd gx(X) = Ort atunci gx(X) C Ort. Din Definitia 7. rezultd ca B este
solid in particula considerata.

Dacd gx(X) = Unim atunci din Definitia 8. rezultd cda B este fluid in
particula considerata.

Vom da acum o teorema de reprezentare pentru corpuri izotrope

Teorema 13. Forma redusd Il pentru corpuri tzotrope in particula X este
datd de reprezentarea constitutiva

T(x,t) = F1(Ci(-), B(%)). (2.74)

Aceasta este izotropd in ambele argumente, adica
A(QC()QT, QB(1)QT) = QF (CI(), B()QT, (2.75)

pentru orice Q € Ort, cu B = FF7— tensorul lui Cauchy-Green la stanga si
C!(-)— istoria tensorului lui Cauchy-Green la dreapta in descriere relativa.

Demonstratia are ca punct de plecare forma redusa II, dedusa in Teorema
3., formula (16). Fie procesul 7 — F(7) € Invlin si fie

F(r) = F(r)RT (1), (2.76)

cu R(t) € Ort din descompunerea polard a lui F(t). Aplicind teorema de
descopunere polara si unicitatea descompunerilor din (76) avem

-~

R(r) = R(r)RT(t), U(r) = R()U(r)RT(t) (2.77)

Conform formulelor din (1.49) , (1.52).;, (77) obtinem ca
C(t) = R(t)C()R (1),

) i (2.78)
Ci(1) = Ci(7) pentru ca Fy(r) = Fy(7).
Din (16) avem, pe de alta parte
T(x,t) = F(F()) = ROF((CH))T, CO))HRT (). (2.79)

Corpul fiind izotrop R7(t) este in g;(X), timpul fiind fixat. Deci
F(F'()) = F(E'()) = ROF((CY)R, C1)RT(2) = F(CI(), B(1)). (2.80)
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Am folosit (79) cu (77) s (78) Astfel am ardtat ci reprezentarea constitutiva
este de forma (74).

Ramane sd mai demonstram izotropia operatorului constitutiv in raport cu
ambele argumente. Pentru aceasta consideram F(7) pntru orice 7 € R si fie

F(1) = QF(r)QT, (2.81)
cu Q € Ort. Folosim formulele (1.52);, (1.49), (1.31) si deducem ca

F, (1) = QF(1)QT, Ci(r) = QC(r)QT,
) (2.82)
B(r) = QB(7)QT.

Din reprezentarea constitutiva (74) pentru istoria procesului F(r) se obtine
F(E'() = A(CI(), BW) = AH(QC,()Q", QB()QY), (2.83)
Din (72) rezulta ca

F(F'(-) = F(QF'()QT) = QF(F'(-))Q” (2.84)

Daca tinem seama de modul in care este continuta dependenta de istoria pro-
cesului de deformare in reprezentarea constitutiva (74), din (84) cu (83) i (80)
deducem conditia de izotropie din (75).

Reciproc. Daca un corp admite o reprezentare constitutiva de forma (74),
cu proprietatea (75), atunci el este izotrop.

2.6 Fluide

2.6.1 Fluide in clasa materialelor simple

In acest paragraf ne ocupim de reprezentari constitutive pentru corpul B
constituit in particula X dintr-un material simply, caracterizat prin (7)

T(x,t) = }-k(F;c(X’ ); X), (2.85)

in raport cu k, o configuratie de referinta fixata, care are proprietatea ca grupul
sau de simetrie gx(X) = Unim. Deci conform definitiei 8. avem in vedere un
corp fluid.

Vom demonstra teorema datorata lui Noll

Teorema fundamentala asupra fluidelor. Orice corp B constituit dintr-
un fluid in particula X are o ecuatie constitutivd de forma

T(x,t) = —p(p)T+ R(Ci("), ), (2.86)
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cu proprietatile

a) R(QC:()QT,p) = QR(C%(),,D)QT, VQ € O’I‘t,
(2.87)

unde I‘(s) =L

Reciproc, dacd un corp admite o reprezentare constitutiva data prin (86) cu
proprietatile (87) atunci el este fluid.

Demonstratie. Conform definitiei gx(X) = Unim D Ort, deci este in par-
ticular izotrop. Prin urmare putem utiliza teorema de ca.ra.ctgrizare a corpurilor
izotrope gi s consideram reprezentarea constitutivd data prin Teorema 13.

T(x,t) = F1(C,(-), B(t)) = F(F'()), (2.88)

cu operatorul constitutiv izotrop in ambele argumente.

Vom demonstra ci dependenta de B(t) se transforma in dependenta de p,
ca o consecintd a faptului cd grupul de simetrie este Unim.

Consideram F(7) , pentru orice 7 € R fixat si definim

F(r)=F(r)H = B(t)=FQ¢)HHTFT(1). (2.89)
Alegem transformarea H = oF ~!(t) astfel incit H € Unim. Deci o® =| det F(¢) |,
sau @® = 22, Cu aceast valoare avem
p
H = (2)'*F(t) € Unim. (2.90)
p

Din (89) se obtine

Fi(1) = Fu(7), ét(T) = Cy(1),

291
Bt = (2)"°L B(1)= (2)"1= (det B)*I .

Aplicim Definitia 8., a fluidelor §i tinem seama ca transformarea construita
in (90) este o transformare de simetrie materiald. Din (88) rezulta

F(F'() = F1(CY(), B(t)) = F(F'()) = F(Ci(), (det B(1))'/°T),  (2.92)

dacd se utilizeazd (91). Aceastd relatie aratd ca valoarea curentd a tensiunii
depinde de B numai prin valoarea determinatului siu, care este dependent de
densitate.

In continuare introducem operatorul

R(Ci(-), p) = F(Ci(-), (det B(¢))'/°T) — T, (2.93)
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nnde To = F(IH(), (dev B(£))*/?I). Atunci din (93) deducem ca

T(x,1) = (Fi(CL(-),(det B(t))/°I) — To) + To =
(2.94)
= R(C:()HO) + TO-

Evident ca R(I‘(:),p) = 0. Deci am demonstrat proprietatea b).

Folosim acum proprietatea de izotropie a operatorului F;, din (88), in raport
cu ambele argumente, care prin (92) devine

F1(QC()QT, Q(det B(1))'*I1QT) = QF(Ci(), (det B(1))'°DQT, (2.95)

pentru orice Q € Ort. (95), prin particularizarea istoriei tensorilor lui Cauchy-
Green in descriere relativd Ci(-) = I*(-), conduce la proprietatea

To=QToQT, VQeOrt < To=—p(p)lL (2.96)

Ultima parte a formulei (96) este o consecinta a faptului ca un tensor simetric
permuta cu orice transformare ortogonala daca g1 numai daca este un tensor sferic.

Din (95) cu (96) si definitia operatorului R din (93) se obtine si proprietatea
a) de izotropie.

Reciproc. Sia demonstrim ca daca un corp este caracterizat in particula X
printr - o reprezentare constitutiva (86), (87) , atunci gg(X) = Unim, ceea ce
inseamna cd F(F'H) = F(F'), pentru orice H € Unim. Fie pentru aceasta,
F(r) = F(r)H, atund jp = p, Fy(r) = Fy(r), Ci(r) = Cy(r). Deci tensorii
de deformatie mentionati si densitatea curenta raman invarianti la transformarea
H, de unde decurge afirmatia .

Observatia 9. In teorema de caracterizare a lui Noll asupra fluidelor intervine
numai configuratia actuald de referintd, in raport cu care se determinad tensorii
lui Cauchy-Green la dreapta in descrierea relativa si densitatea. De aici decurge
afirmatia ca descrierea actuald este proprie fluidelor. Familiar vorbind ele g1 uitd
trecutul, adicd configuratia initiald de referinta. In cazul general al materialelor
simple am remarcat (vezi Observatia 4. din paragraful 2.2) prezenta a douid
configuratii de referinta.

Vom prezenta cateva proprietati ale corpurilor care sunt descrise matem-
atic prin reprezentari constitutive de forma (86). Deducem astfel semnificatia
mecanicd continutd in afirmatiile anterioare, care justificd atribuirea numelui de
fluide acestor materiale.

Propozitia 4. Fie B constituit dintr-un fluid in particula X si k o configurtie
nedistorsionatd de fluid , fixata prin definitie.

Atunci orice configuratie k obtinuta din configuratia k printr-o deformatie
A care pdstreazd densitatea este material izomorfd cu k.

Demonstratie. A = ko k™! pastreazi densitatea daca §i numai daca
[detP | = 1, cu P =VA(k(X)), cao consecintd a formulei (1.2)
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( px =| detVA(k(X)) | pz). Deci au loc formulele din (49)

pe(X) = pp(X) cu X =k(X), X = k(X), 2.7
2.97
Fi(F'(); X) = Fi(F()P) = F(F(-); X).

Cel de-al doilea rand de egalititi se obtine ca o consecintid a faptului ca
P € g (X ), conform definitiei 8. a fluidelor §i a formulei de legatura
intre operatorii constitutivi, la schimbarea configuratiei de referintd ( formula
(45)).

Propozitia 5. Un fluid mentinut nedeformat relativ la o configuratie defor-
mata , suportd o tensiune care corespunde unei presiuni hidrostatice ( fluidul nu
poate suporta tensiuni tangentiale).

Demonstratia rezulta din interpretarea conditiei b) din proprietatile opera-
torului constitutiv din (87). Cum

Ci(s)=T(s) =1, Vs>0 <= F,(r)=Qyr)€ Ort, (2.98)

cu 7 =t— s <t Ultima relatie din (98) se rescrie F(7) = Q;(7)F(t), de unde
prin descompunerea polard a gradientului de deformatie si utilizarea unicitatii
descompunerii rezulta

U(r) = U(t), R(r)=Q(rR(t), r<t. (2.99)

Din (99) deducem ca la orice moment de timp tensorul lungirilor este mentinut
constant, corpul fiind supus local la o rotatie, deci nu are loc o deformatie propriu-
zisa in raport cu o configuratie fixata.

Evident daca starea de tensiune este data prin T(x,t) = —p(p)I vectorul
de tensiune exercitat pe un element de suprafatd de normald n(x) € V,

T(x,t)n(x) = —p(x)n(x) este pe directia normalei, neexistind componente
tangentiale.

Functia scalard p(p) se numeste presiune hidrostaticd.

2.6.2 Clasa fluidelor vascoase

Definitia 12. Un corp B este un fluid de tip vdscos, in particula X, daca
admite o reprezentare constitutiva de forma

T(x,t) = h(L(x,1), p(x,1),v(x,t),x, X, 1), (2.100)

pentru o migcare dati, unde

x=X(X,1), V008 = K1) [oxoriesy
< (2.101)
L(x,t) = Vv(x,t), p(x,t)= [Teth((—x)t)T
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Teorema 14. Reprezentarca constitutiva a fluidelor de tip vascos (100) sa-
tisface principiul obiectivitatii daca si numai dacd este de forma

T(x,t) = (D, p, X), (2.102)

cu proprietatea A(QDQT,p,X) = Qh(D, p,X)Q7. Aceste conditii sunt echiva-
lente cu considerarea clasei fluidelor de tip Reiner - Rivlin

T(X, t) = ‘PO(jD) p)I + (PI(JD’:D)D + SOZ(jDv p)D27 (2103)

pentru care setul de invarianti este definit prin

jp = {tr D,tr D? tr D*}. (2.104)

Demonstratie. Presupunem ci elementele perechii (x,T)— migcarea si
tensiunea Cauchy, sunt legate prin reprezentarea (100). Atunci din principiul
obiectivitatii P3.( formula (8) din paragraful 2.2), rezulta restrictia asupra functiei
constitutive de forma

h(L'(x*i t*)7 p*(x*’ t*)’ v*(x" t‘)) x‘) x) t*) =
(2.105)
= Q(t)h(L(x, ), p(x,1), v(x,t),x, X, )QT(2),

pentru orice Q(7) € Ort, xg3(r) € € x0 € £, a € R,7 € R, elemente
care caracterizeaza procesul dinamic (x*,T*) echivalent , conform cu (1.62), cu
procesul (x,T).

Relatiile de legatura intre campurile corespunzatoare perechii de migcari echiva-
lente (x,x*) sunt calculate conform definitiilor acestora din (101)

p7(x*, %) = p(x,1),
vi(x*,t%) = %§(t) + Q(E)v(E) + QE)QT (8)(x — %,), (2.106)
L*(x*,t*) = Q(t)L(x,1)Q"(t) + Q()Q7(t), VQ(t) € Ort.
Din (105) si (106) rezulta restrictia
R(QLQT + QQT, 0, %5 + Qv + QQT (x — x,), X} + Q(x — xo), X, t +a) =
= Qh(L, p,v,x,X,1)QT. (2100

Relatia este scrisa in particula X gi la momentul ¢, fixate. Alegem urmatoarele
valori particulare

t+a=0,Q=I,Q:O,xozﬂ,xaz—x,i(‘,:—v, (2.108)
care introduse in (107) conduc la
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h(L(x,t), p(x, 1), v(x,1),x,X,1) =
) (2.109)
= h(L(x,1), p(x,1),0,0,X,0) = h(L, p(x,1), X).

In noua functie, h, restrictia (105) impusa de principiul obiectivitatii devine
R(QLQT + QQ7,p,X) = QA(L, 5, X)Q7, (2.110)

pentru orice 7 — Q(7) € Ort. Deoarece Q(t)Q7(t) € Asim, pentru orice t € R
alegem, pentru t fixat, valorile

Q(t) =1, Q(t) = —W(x,t) = —{L(X, t)}a’ (2.111)

care introduse in (110), impreuna cu reprezentarea L = D + W, ne conduc la
demostrarea faptului ca

h(L,p, X) = h(D, p, X), (2.112)

cu proprietatea A(QDQY, p, X) = Qh(D, p, X)Q7.

A doua relatie din (112) provine din relatia (110).

Am aratat deci ca aplicatia D — h(D,p) € Sim este izotropi. Aplicim
teorema lui Cauchy (vezi anexa A2 ), de reprezentare a functiilor izotrope cu valori

tensori simetrici, de variabila tensor simetric gi rezultd reprezentarea (103).

Observatia 10. Existenta unui camp ortogonal, 7 — Q(r) € Ort, cu
proprictatea (111) pentru 7 =, fixat rezultid din urmatoarea propozitie

Propozitia 6. 1) Fie W € Asim atunci existda Q(r) € Ort, V71 g R
astfel incat Q(¢t) =1, Q(t)=W.

2) Campul ortogonal poate fi construit cu solutia problemei Cauchy

X(t) = WX(t), X(0)=I, (2.113)

unde X(t) € Lin , pentru orice ¢t € R.

Demonstratia se bazeaza pe cxistenta solutiei sistemului diferential cu coefi-
cienti constanti, reprezentata sub forma X(1) = X(0)ezp(Wt). Pentru a demon-
stra ca solutia defineste un camp ortogonal asociem problema Cauchy pentru

Z(t) = XT(1)X(t).

Observatia 11. Clasa fluidelor Reiner - Rivlin descrie fluide compresibile,
datoritad prezentei densitdfi: curente sub forma de parametru. O subclasa remar-
cabild a fluidelor Reiner - Rivlin o constituie fluidele liniar vascoase compresibile.

Definitia 13. Un corp este constituit intr-o particula a sa dintr-un fluid liniar
véscos, compresibil, dacd admite o reprezentare constitutiva , in clasa fluidelor
Reiner - Rivlin, determinata de functia D — A(D, p) € Sim izotropd $: afind.
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[Folosim anexa A2 pentru reprezentarea termenalui liniar din ecuatia constitu-
tivd de mai sus. Rezulta reprezentarea constitutivad a fluidele liniar vascoase
compresibile , sau fluidele Navier - Stokes compresibile.

T(x,t) = (—p(p) + A(p)tr D)I + 2u(p)D. (2.114)

Observatia 12. Dacd impunem legdtura de incompresibilitate atunci in baza
principiului determinismului modificat pentru materiale simple cu legituri (vezi
Teorema 5., formula (2.42)) rezultad urmatoarele reprezentari constitutive

Clasa fluidelor Reiner- Rivlin incompresibile

T(x,t) = —p(x,t)I + Go(jD)I + #1(jD)D + @2(jp)D?, (2.115)

pentru  {D € Sim | tr D = 0}.

Clasa fluidelor liniar vascoase incompresibile, numite §i fluide new-
toniene sau fluidele Navier - Stokes incompresibile, este definita prin

T(x,t) = —p(x,t)I + 2uD, (2.116)

pentru orice D € Sim, cu trD = 0.

Problema cu date la limita pentru fluide vascoase liniare

Fie @ C R® domeniu marginit , cu n =2 sau n = 3. Formuldm problema
spatiala, deci pentru n = 3.

Sa se determine cdmpul vitezelor gi campul presiunii

v:Qx[0,t) — R?

(2.117)
pZQ X [O,tl) —-—’R,
care verificd in ), pentru orice t € [0,¢;) ecuatiile de migcare
div T(x,t) + pob(x,t) = poa(x,1), (2.118)
reprezentarea constitutivd pentru fluide liniar vascoase incompresibile
T(x,t) = —p(x,t)I + 2uD(x, ), (2.119)
relatiile geometrice
1
D(x,t) = E(Vv(x,t) + VTv(x,t)), (2.120)
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conditia de incompresibilitate

divv(x,t) =0, (2.121)

conditiile pe frontiera domeniului ocupat de fluid ( 99 )
v(x,t) Ir,=0, T(x,¢)n(x)|r,= f(x,1),
unde 90 =T; UT,, si conditiile initiale

v(x,0) = Vo(x), Vxef (2.122)

Daca se elimina cAmpul de tensiuni rezulta ecuatiile Navier - Stokes pentru
fluide vascoase incompresibile

ov
—é?-f—VV[V]— vAv = —'Vp+b
divv =0,
unde v = B este aga zisa vdscozitate cinematicd a materialului. Aici A

o
reprezintd operatorul Laplace.

Intr-un reper inertial, reprezentarea in baza carteziand a ecuatiilor Navier
- Stokes pentru determinarea campului vitezelor gt a campulut presiunii este
obtinuta sub forma

ot O i Op
ot TV e TVAY T T T
ov’

azrizo

Precizarea cadrului functional este necesara in formularea problemelor cu date
pe frontierd (§i eventual cu date initiale) ca si pentru demonstrarea teoremelor
de unicitate gi existentd. Existd o bogatd literaturd in care sunt studiate pro-
blemele matematice privind existenta, unicitatea gi regularitatea solutiilor proble-
mei prezentate, sau pentru diferitele liniarizari posibile ale modelului. De aseme-
nea exista rezultate in care domeniul @ ocupat de fluid este nemarginit, sau
de o forma variabild, sau rezultate in care existi conditii diferite de conditia
de aderentd, de exemplu existd portiuni care sunt permeabile ( vezi spre exem-
plu Serrin [1955], Tacob [1959], Lions [1969], Temam [1979], Ladijenskaia [1970],
Dragos [1983]).
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2.7. Corpuri solide

2.7.1 Corpuri solide si izotrope

Vom demonstra acum teorema de caracterizare a corpurilor solide si
izotrope intr-o particula X € B.

Teorema 15. Daca, k este o configuratie nedistorsionata de corp solid si &
este o configuratie nedistorsionata de corp izotrop atunci

' a(X) = gz(X) = Ort,

unde X = k(X), X = k(X).

Demonstratie. Din Definitia 7. a corpului solid ( in particula X ) rezulta
cd existd k € C astfel incat gx C Ort. Corpul fiind in acelasi timp gi izotrop

in particula considerata, existd k € C astfel incat g O Ort. Din teorema de
maximalitate a Ort in Unim (vezi A3 ) obtinem ca

1) gi=Ort sau 2) gz =Unim.

Din Teorema 9. formula (55), aplicata pentru cele doud configuratii de referinta
k, k obtinem legitura dintre grupurile de simetrie

gt = PogkPy! cu Py = V(ko k™) (X). (2.123)

Presupunem ci are loc 2) gz = Unim. Din (123) gx = Unim, ceea ce
cotrazice ipoteza gx C Ort. Ramane posibil cazul

g =0rt g g, COrt. (2.124)

Folosim relatiile (123) si (124) din care rezulta

Ort Po = Pog, cu gx C Ort.

Deci pentru orice Q € g; existd Q € Ort (si reciproc ) astfel incat

QPo =PoQ si Po=RoU, Roe€Ort,Us€ Psim <
) (2.125)
QR,Us = (RoQ)QTUQ.

Mai sus am considerat descompunerea polara pentru Py € Invlin. Din (125),
folosind unicitatea descompunerii polare, rezulta

QRo = RoQ, U, =QTU,Q. (2.126)

Prin urmare legatura dintre elementele Q € gz = Ort si Q € gx exista sub
forma relatiei (126); sau intr-o forma echivalenta

gr = Ort = RogiRY.
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Astfel rezultd gr = Ort, ceea ce trebuia demonstrat.

Observatia 13. Din teorema demonstrata a rezultat ca daca corpul este solid
$i izotrop, intr-o particula fixata, atunci operatorul constitutiv este izotrop.

In propozitia care urmeaza se utilizeaza notatiile introduse in Teorema 15.

Propozitia 7. 1) Daci k si k sunt doua configuratii de corp solid si izotrop
atunci Py = aRy, a € Ry.

Demonstratie. In teorema 15. am aratat cd gx = g; = Ort iar din (126)
rezulti ca, QUp = UpQ pentru orice Q € g; = Ort. Deci Uy permuta cu orice
transformare ortogonald. Deducem ca Uy = ol, de unde rezulta afirmatia din

enunt.

Observatia 14. S-a demonstrat ci trecerea de la o configuratie nedistor-
sionatd de corp solid gi izotrop la o alta configuratie de corp solid si izotrop
se face printr-o deformatie, care local reprezinta o dilatare ( sau comprimare)
compusa cu o rotatie.

Configuratiile £ si k sunt material izomorfe (vezi Definitia 5.) daca si numai

dacd a = 1.

2.7.2 Corpuri elastice

Vom prezenta acum ecuatiile constitutive care descriu comportamentul cor-
purilor constituite dintr-un material elastic , sau simplu al corpurilor elastice,
privite ca o subclasd a materialelor simple. Pentru inceput ne plasam in cazul
deformatiilor finite.

Definitia 14. Numim corp elastic, corpul descris in particula X printr-o
reprezentare constitutiva

T(x,t) = hy(F(X,t); X), (2.127)

unde hi(-,X) : Invlin — Sim.

Observatia 15. Corpul elastic este un material simplu, deoarece depinde de
istoria gradientului de deformatie, numai prin valoarea prezentd, obtinuta pentru
s =0 din istoria definita in (2).

In cazul corpului elastic operatorul constitutiv care descrie materialul simplu

Fe(FL(X,); X) = h(Fi(X, t); X), (2.128)

devine functie de valoarea curenta a gradientului de deformatie. 2.

Teorema 16. Forma redusa a ecuatiei constitutive pentru corpul elastic este

T(x,t) = R(¢)A(U(t))R7(2), (2.129)

2Nu vom mai specifica nici punctul material si nici configuratia de referinti, daca nu este
necesar
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cu R(!) = Ort, U(t) € Psim, din descompunerea polari - gradientului de
deformatie F(t).

Demonstratia se obtine prin particularizare din forma redusa I. (vezi formula
(11) ) sau direct din principiul obiectivitatii ( formula (8)) .

Propozitia 8. Se considera un corp elastic. Presupunem ca g; este intr-unul
din cazurile posibile

P ldet F |

a) gr =Unim < T(x,t)=—p(p),

b) gr =Ort <= T(x,t)=h(V) cu (QVQT) = QL(V)QTVQ ¢ Or(té.130)

¢) gr COrt <= T(x,t) = R()R(U)RT(t),
cu QA(U(1))QT = h(QU(1)Q") VQ € g

Demonstratie. b) Corpul elastic fiind izotrop conform Definitiei 9., atunci
din Teorema 10. rezultd ca operatorul constitutiv este izotrop in argumentele
sale, deci

r(QFQT) = Qr(F)QT VvV Q€ Ort. (2.131)

Folosim forma redusa (129) a reprezentarii constitutive, impreuna cu izotropia
functiei k. Obtinem

T(x,t) = RA(U)RT = A(RURT) = h(V),

utilizand (1.46), ceea ce trebuia demonstrat.

a) Daca este fluid (conform Definitiei 8., formula (65)), asa cum am remarcat
deja, corpul este izotrop (vezi Observatia 13.) §i avem reprezentarea de la punctul
b). Tinem seama cad V = (B)"/2 si deducem o reprezentare de forma T(x,t) =
h(B).

In teorema lui Noll de caracterizare a fluidelor am demonstrat ca dependenta
de B se transforma in dependenta de p, sub forma

T(x,t) = h((det B(t))!°T), det B(t) = (”7°)2.

Utilizand din nou proprietatea de izotropie a reprezentarii constitutive scrise
in relatia anterioard , deducem ca tensiunea este un tensor sferic. Deci avem
reprezentarea constitutiva de forma mentionata.

c) Se obtine ca o consecinta a Teoremei 10. , formula (6§).

In cazul in care corpul elastic este fluid, caracterizat prin a) vom spune ca
avem un fluid elastic, evident compresibil. Aceastd clasi constitutivi se mai
numeste clasa fluidelor ideale.
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Propozitia 9. Corpurile elaslice si izotrope, caracterizate prin (130) b),
admit o reprezentare echivalenta, numitd Mooney - Rivlin

T(x,t) = ¢o(jv)I + 1(jv)V + $2(jv)V?. (2.132)

Aici V € Psim, reprezinta tensorul lungirilor la stanga din descompunerea
polara pentru F = VR (vezi formula (1.44)).

Demonstratia este evidentd daca se utilizeaza teorema lui Cauchy de repre-
zentare a functiilor izotrope, de argument tensor simetric cu valori tensori si-
metrici, demonstrata in A2.

Teoria liniarizata a elasticitatii finite pentru corpuri izotrope se dezvolta

in cadrul constitutiv

T(x,t) = (a0 + artr V)I +a,V, (2.133)

cu a;— constante de material . Daca configuratia de referinta este o configuratie
naturald, atunci din Propozitia 3. ( formula (67) ) rezultd cid pentru V =
(FFT)/2 = 1 tensiunea este nuld. Avem deci legitura ao + 3a; +a; = 0
intre constantele elastice, care determina reprezentarea

T(x,t) = arftr (V = D] I+ ay(V = I), (2.134)

cu doud constante de material.

Definitia 15. In cazul elasticitd{ii liniare, izotrope, cu deformatii infinitezi-
male reprezentarea constitutiva este de forma ( ecuatie constitutiva de tip Hooke
cu tensiune initiala )

T(x,t) = (Mo + Atr €)1 + 2pue, (2.135)

dacid existd tensiuni initiale in configuratia de referinti. Aceasti reprezentare
se obtine prin procedeul de liniarizare din (133) sau (132), in ipoteza micilor
deformatii (vezi paragraful 1.6).

Definitia 16. In cazul in care configuratia de referinta este naturald, reprezen-
tarea constitutiva pentru elasticitatea liniard , izotropd, cu deformatii infinitezi-
male este datd prin

T(x,t) = Atr el + 2pe, (2.136)

1
unde € = E(Vu + VTu). Aceasta corespunde alegerii Ao = 0 in reprezentarea
(135).

In literatura, ecuatia (136), este cunosutd sub numele de ecuafia constitutivd

a lui Hooke .

Pe baza acestei reprezentari constitutive se construiegte teoria elasticitatii
clasice, pentru corpuri izotrope, in cazul micilor deformat;ii.
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Problemma dinamica in elasticitatea liniara
( cazul deformatiilor infinitezimale )

Fie 2 C R* domeniu marginit , cu n =2 sau n =3.

S4 se determine campurile de deplasdri gi de tensiuni

u:)x [O,tl) —)RS,

(2.137)
T:Qx[0,t) — Sim=RS,
care verifica in , si pentru orice t € [0,¢;) ecuatiile de migcare
div T(X,t) + pob(X, t) = pou(X, 1), (2.138)
reprezentarea constitutiva
T(X,1) = E[e(X,1)],
unde £ : Sim — Stm este liniara, relatiile geometrice
1
(X, t) = Z(Vu(X, 1) + vTu(X, 1)), (2.139)
conditiile pe frontiera domeniului
u(x’ t) |r1 = g(X’ t)’
(2.140)

T(X, t)n(x) |r,= f(X, 1),

unde 02 = I'; UT;, sunt presupuse fixe (prin conditiile pe frontiera sunt prescrisi
pe portiuni complementare ale frontierei vectorul de deplasare gi respectiv vectorul
de tensiune), conditiile initiale
Ju .
u(X,0) = up(X), E(X’O) =1o(X), VX e (2.141)
In cazul liniar si izotrop se inlocuiegte reprezentarea constitutiva cu ecuatiile
constitutive ale lui Hooke. Prin eliminarea tensiunilor rezulta ecuatiile de migcare
ale lui Lamé, formulate in deplasiri.

Ecuatiile de migcare ale lui Lammmé : campul de deplasare u satisface
ecuatia cu derivate partiale

(A + p)V(divu(X, 1)) + pAu(X,t) + pob(X,t) = pou(X, 1), (2.142)

in care prin A a fost notat operatorul laplaceian. Intr-o baza carteziana ecuatiile
(142) sunt date in forma echivalenta

d(div u)

o T AW+ pob; = poil;.

(A +n)
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La aceste ecuafil cu derivate partiale se adauge conditiile pe frontiera, in
care vectorul de tensiune se exprima, prin intermediul ecuatiei constitutive, prin
campul de deplasare si respectiv conditiile initiale.

Problema statica in elasticitatea liniard, cazul deformatiilor infinitezimale,
corespunde cazului in care ecuatiile dinamice (138) sunt inlocuite cu ecuatiile de
echilibru

div T(X,t) + pob(X,t) = 0,
T(X,1) = Ele(X, 1), (2.143)
(X, 1) = %(Vu(x,t) + VTu(X, 1)),

unde € : Sim — Sim este liniara, la care se adauga conditiile pe frontiera 9}
a domeniului

u(X) |r,= g(X), T(X)n(x) |r,= £(X).

In formularile prezentate se descrie comportamentul corpului in raport cu
configuratia de referintd naturald, deci nu existd tensiuni initiale.

In Cap.6, corespunzitor materialelor de tip "rate”, vor interveni formulari
de probleme cvasistatice, care sunt descrise prin setul de ecuatii (143), dar cu
date pe frontierd dependente de timp, sub forma de parametru. Este posibil,
in contextul considerat acolo si existe tensiun: ini{iale, care vor interveni prin
conditiile initiale asociate.

Diferite probleme de deformare elastica a corpurilor in cazul micilor deformatiz
sunt studiate, de exemplu in Truesdell, Toupin [1960], Solomon [1969], Nowacki
[1970], Teodorescu [1972], Teodorescu, Ille [1976, 1979, 1980], Dragos [1983], Sods,
Teodosiu [1983], etc. Pentru teoria elasticitatii cu deformatii mici, dar si finite
amintim lucrarile lui Truesdell, Noll [1965], Wang, Truesdell [1972], Truesdell
[1972]. Pentru studiul problemelor matematice ale teoriei clasice (dezvoltate in
cadrul micilor deformatii ) trimitem cititorul la Mihlin [1957], Necas, Hlavacek,
[1981], in care sunt puse in discutie si aspectele mecanice corespunzatoare. In
Duvaut, Lions [1972] sunt prezentate si probleme cu frecare, sau probleme de
contact. Modalitdti de abordare ale problemelor matematice specifice teoriei

neliniare a elasticitatii, dar in cadrul micilor deformatii, pot fi gasite in Dincad
[1972], Mazilu, Sburlan [1973].

2.7.3 Corpuri solide anizotrope

Ne plasam in contextul Definitiei 7. ( formula (64)) a corpurilor solide si
vom da urmaitoarea definitie prin care se precizeaza specificitatea corpurilor ani-
zotrope.
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Definitia 17. Corpul B ecste constituit dintr-un material solid, anizotrop in
X, daca existd o configuratie k astfel incat

9(X) C Ort 5i g(X) # Ort, (2.144)

Propozitia 10. In clasa materialelor simple grupul de simetrie al materialului
este definit printr-un sistem de generatori, notat prin g%, inclus in grupul rotatiilor
proprii Ort* = {Q € Ort | det Q =1}.

Demonstratie. Este suficient si aritam cd —I € gx(X). Din principiul
obiectivitatii pentru materiale simple ( formula (8) ), rezulta restrictia

Fe(Q'F*) = Q(t)Fu(F)QT (1),

pentru orice Q' cu Q(7r) € Ort si 7 € R. Prin particularizarea transformarii
ortogonale Q(7) = —I € Ort pentru orice 7 € R, deducem ca —I € gx(X).

Dam exemple de corpuri solide, anizotrope, cu grupuri finit dimensionale, puse
in evidenta in fizica cristalelor. Existd 32 clase de cristale solide, care insd pot fi
reduse la 11, pe baza conceptului de simetrie materiala.

Fie a €V sifie ¢ € [0,27) un unghi. Definim transformarea ortogonala
R{, care reprezinta o rotatie de unghi ¢ in jurul vectorului a, efectuatd in
planul ortogonal pe a.

Consideram o baza ortonormata fixata, de versori {i, j, k} si notam prin

1 .. . . .
p = —=(i +j + k)— versorul normalei octaedrice.

V3

Clasele de cristale solide sunt caracterizate prin

Denumirea Nr. curent | Generatori g* Nr. elemente
in g

Sistem triclinic 1 I 2
Sistem monoclinic | 2 RY 4
Sistem rombic 3 R{, R{ 8
Sistem piramidal | 4 R’ 8

5 R;?, R]” 16
Sistem cubic 6 RY, R}', R;W/S 24

7 R/, R’ R’ |48
Sistemn hexagonal | 8 Ri"/ ’ 6

9 R;, R 12

10 R} 12

11 R’, R’ 24

Propozitia 11. Fie k o configuratie nedistorsionatd de corp solid anizotrop
caracterizat prin gx C Ort, gx # Ort.

67

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Multimea configuratiilor nedistorsionate de corp scid anizotrop, k cu gg = g,
este caracterizata prin deformatiile A de la configuratia k la configuratia k& cu

P =VXX), X =k(X), deforma

P =RoUy, Ry € Ort, Uy € Psim astfel incit,
(2.145)
UoQo = QoUp, VQo € gr i RogkRg = k-

Demonstratia urmeaza calea utilizata in Teorema 15., pentru solide izotrope
(vezi paragraful 2.7.1).

Din Teorema 9. formula (55), aplicata pentru cele doua configuratii de referinta

k, k obtinem legitura dintre grupurile de simetrie

gi = Pogi Py, cu Py =V(kok™)(X) (2.146)

§i gp = gr prin ipoteza.

Deci pentru orice Qo € g exista Q € g; astfel incit PoQg = QPy, ceea
ce este echivalent cu

RoQo = QRO |
(2.147)
UoQo = QoUo,

pentru orice Qo € gx. Am considerat descompunerea polard pentru Pg € Invlin si
unicitatea acesteia pentru deducerea ultimelor relatii. Din (147) deducem veridic-
itatea afirmatiilor din (145).

Observatia 16. Deci tensorul lungirilor Uy este determinat din conditia de
permutabilitate cu transformarile din grupul de anizotropie mentionat.

Observatia 17. Configuratiile nedistorsionate de corp solid gi anizotrop sunt
material izomorfe dacd gi numai daca Uy € Unim N Psim.

Teorema 17. Fie k o configuratie nedistorsionata de corp solid anizotrop,
care nu este natureld. Corpul poate suporta in configuratia initiald numai tensi-
untle tnifiale Ty, care au proprietatea ca

ToQ = QT, (2.148)

pentru orice Q € gx.

Demonstratia se bazeaza pe conceptul de configuratie naturala de referinta
introdus in paragraful 2.4. Daca configuratia de referinta nu este naturald atunci
(vezi Propozitia 3, formula (67))

Fie(I'(1)) = To # 0. (2.149)

Folosim Definitia 6. ( formula (54)) a grupului de simetrie materiald , in
care particularizam istoria procesului de deformare, conform cu.(149). Deducem
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rclatiile

Fi(I'H) = Fi(T),
(2.150)
Fi(I'H) = Fi(HI') = HF,(I')H7,

pentru orice H € g, unde am {inut seama de faptul ca H € g, C Ort si am
aplicat principiul obiectivitatii (formula (8) din paragraful 2.2), pentru aceasta
transformare ortogonala , cu istoria F* =I'.

Introducem in (150) relatia de definitie a tensiunilor initiale din (149) si
obtinem afirmatia teoremei.

Observatia 18. Corpurile izotrope nu pot suporta in configuratia initiala de
referintd tensiuni tangentiale deoarece grupul lor de simetrie, conform Definitiei
9. (formula (66)) contine Ort si prin urmare din relatia (149) cu (150), adevarata
pentru orice H € g, N Ort , rezultd ci tensiunea initiala este un tensor sferic. In
schimb corpurile solide anizotrope, daci nu au o configuratie naturald de referinta,
pot suporta in configuratia de referinta tensiuni inifiale de forfecare ( evident daca
T nu se reduce la un tensor sferic).

Propozitia 12. Pentru clasele de cristale solide se obtin urmatoarele restrictii
asupra tensiunilor inifiale

Tipul de anizotropie | Forma T,

Sistemn triclinic nu exista restrictii
Sistern monoclinic k  vector propriu
Sistern rombic i, j, k  vectori proprii
Sistem piramidal al+/k®k

Sistemn cubic tensor sferic

Sistemn haxagonal al+P8k®k

Exista corpuri solide anizotrope care sunt caracterizate prin grupuri de sime-
trie materiald, care nu au dimensiune finitd. Vom prezenta cateva dintre acestea :
corpuri cu izotropie transversald, corpuri ortotrope, etc. care pot fi reprezentate
sub forma pusa in evidentd in anexa A4., prin Definitia 8. ( formula (23)), pe
care o scriem in cele ce urmeaza.

Definitia 8. din A4. Definim un subgrup ¢ C Ort caracterizat prin
urmatoarele proprietati

a) ezistd un subrup G C Ort,

b)  ezistd un set de vectori §i tensori, notati (m, M) si
9={Q€G|Qm=m, QMQT =M]. (2.151)

Sa analizam in cele ce urmeaza cele doud exemple amintite mai sus.
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Corpuri cu izotropie transversala

Sunt caracterizate prin existenta unei directii privilegiate de simetrie mate-
riala.

Definitia 18. Spunem ci un material simplu este cu izotropie transversd sau
are izotropie transversald ( intr-o particuld X ) daca existd o configuratie k de
referintd gi o directie n € V, |n |=1, astfel incat grupul siu de simetrie este
reprezentat prin una dintre urmatoarele clase

a1 ={Q€O0rtt; Qn=n},

g2={Q € Ort, Qn=n},

9s={QeO0rt, Qeg, sau —QE€ g}, (2.152)
9. ={Q€O0rtt; Qn=n, sau Qn = —n},

gs={Q€O0rt, Qn=n, sau Qn= —n}.

Configuratia k , de referinta, este numitd configuratie nedistorsionatd de
izotropie transversald, iar n este direcfia care caracterizeaza izotropia transver-
sala.

Observatia 19. In definitia adoptata pentru principiul obiectivitatii , P3. ,
in paragraful 2.1, au fost acceptate migcarile echivalente cu o migcare data care
pot fi caracterizate prin rotatii Q(7) € Ort (deci prin rotatii arbitrare). Prin
urmare in conformitate cu aceastd ipoteza, rezultd ca grupurile posibile sunt de
fapt trei : g2, g3; gs.

Evident ca se poate formula principiul obiectivitatii (din ratiuni fizice) numai
pentru rotafii propru.

Observatia 20. Grupul "cel mai mic” g¢; contine rotatiile proprii in jurul
lui n, grupul gs contine toate celelalte grupuri, fiind aparent cel mai potrivit
pentru descrierea izotropiei transversale pentru materiale cu fibre orientate sau cu

structuri laminate. In literatura cel mai adesea se considera izotropia transversala
caracterizata prin gs.

Folosim urmatoarea notatie (vezi anexa A4. Definitia 5.)

Ne Astm, n=<N >, (2.153)

unde Nu = n X u, pentru orice u € V.

Folosim terminologia adoptata in A4. :n € V este vectorul coazial cu tensorul
N € Asim, sau tensorul N € Asim este asociat vectorului n.

Vom indica acum formulele prin care putem reprezenta grupurile de izotropie
transversala , gi care constituie cazuri particulare ale reprezentarii date in (151).

Introducem baza ortonormatd {n;},c3 in care n; =n.
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Propozitia 13. Fie N € Asim, n=<N > .

1) Qegs <= QeOrt i QNQT =N,

2) N=n;®n; —n3Q®n;.

Propozitia 14.

1) Qegs < QecOrtt si Qm®n)QT =n®n,
2) Qcgs <= Q€cOrt si Qm®n) Q" =n®n.

Folosind reprezentarile din propozitiile 13. si 14. prin aplicarea Teoremei 3.
din anexa A4. obtinem enuntul urmatoarei teoreme

Teorema 18. O functie f: D C V™ x Lin™ cu valori scalare, vectoriale
sau tensoriale este invariantd relativ la grupurile de izotropie transversald daca
si numai daca poate fi reprezentata

a) pentru g¢; prin f(v,A)= f(v,A,n) f hemitropa,
b) pentru g, prin f(v,A)= f(v,A,n) f izotropa,
¢) pentru g3 prin f(v,A) = f(v,A,N) f izotropa, (2.154)

d) pentru g4 prin f(v,A)= f(v,A,n®n) f hemitropa,
f

e) pentru gs prin f(v,A)= f(v,A,n®n) izotropa.

Corpuri ortotrope

Simetria materiald cste caracterizatd prin existenta a trei plane de simetrie
ortogonale doud cate doua.

Introducem baza ortonormatd {n;};. 13- Planele de simetrie materiald au
normalele n;.

Definitia 19. Spunem ca un material simplu este ortotrop ( intr-o particula
X ) daca exista o configuratie k de referintd si trei directii ortogonale n; €
V, | n; | = 1, astfel incat grupul siu de simetrie este reprezentat prin clasa

96={Q€O0rt, Qn;=n; sau Qn,=-n;, €{1,3}}. (2.155)

Propozitia 15. Q € g6 daca si numai daca

+1 0 0
Q=0 1 0
0 0 +1

sau intr-o reprezentare echivalenta, daca,

Q € Ort sisatisface Q(n; ®n;)Q" =n; ®n;, cu :=1,2 (2.156)
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Folosind reprezentarea din Propozitia 15. prin aplicarea Teoremel 3. din
anexa A4. obtinem enuntul urmatoarei teoreme

Teorema 19. O functie f : D C V™ x Lin™ cu valori scalare, vectoriale
sau tensoriale este invaeriantd relativ la grupul de ortotropie dacd si numai daca
poate fi reprezentatd prin

f(V,A) = f(V,A,nl ®n11n2®n2)a (2157)

unde f este izotropa .

Vom lista cateva tipuri de corpuri anizotrope in care grupurile de simetrie
materiald admit reprezentari de forma mentionata in Definitia 8. din A4.

Introducem notatiile

g =(G;m, M)

pentru a evidentia specificitatea grupurilor de simetrie. Introducem baza ortonor-
mata {n;}ie{m, n, =n gifie N; € Astm, n; =< N; > . Atunci

a) Izotropie transversala ¢, = (Ortt;n;) = (Ort;n;,Ny),
g2 = (Ort;ny),

gz = (OT‘t; Nl),
(2.158)
gs = (O‘T‘t+; n; ® nl),

gs = (OT‘t;l‘ll ® l'l]),
b) Ortotropie gs = (Ort;n; @ ny,n; ® nz).

Vom exemplifica rezultatele din Teorema 3. A4. gi respectiv Teorema 18.
pentru corpul liniar elastic, cu deformatii finite. Reprezentarile care urmeaza au
fost deduse gi utilizate in contextul teoriei plasticitatii cu deformatii in Cleja-

Tigoiu [1997].
Teorema 20. Fie B un corp liniar elastic, caracterizat prin relatia constitu-
tiva
T(x,t) = R()L(A)RT(t) cu , A=1/2(C-1) (2.159)
in raport cu o configuratie naturald de referinti, unde £ : Sym — Sym este o
aplicatie liniara.

Corpul este cu izotropie transversi, caracterizata prin grupul de simetrie g; ,
daci si numai daca
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L[A] = {[a11 — a12 — 4a44 + (a2 — a23)](A - (N1 @ n1)) + aptrA}(m®

®ny) + [az3trA + (@21 — a23)A - (n; @ mp)][I— (n; @ ny)]+
(2.160)
+[2a44 — @22 + a23)[(n; @ n1)A + A(n; ® n1)] + (aze — a23)A—

—2a45(N1An1 ® nl) + (l'l] ® N]Anl) + a4e(N1AN% - N%AN])
in cate a;; sunt constante de material.

Demonstratie. Vom aplica, in primul rand, Propozitia 8. c) pentru functia
h(U) = L[A], cu A =1/2(C—1I). Prin urmare deducem ca functia £ : Sym —

Sym este invariantd relativ la g;.

Folosim cea de-a doua caracterizare a grupului de simetrie g;, data in (158).
Prin aplicarea Teoremei 3. din A4. deducem cid L[A] este invarianta relativ la
g1 daca gi numai dacid poate fi reprezentata sub forma

L[A] = £[A,ny,N,] (2.161)

cu functia £ izotropa in raport cu argumentele sale, ansamblu format dintr-un
tensor simetric, un versor gi un tensor antisimetric. Vom utiliza teoremele de
reprezentare ale lui Wang {1970], tinind seama ca aplicatia £ este liniara in
raport cu tensorul simetric. Se obtine formula din enunt. Reprezentarea contine
un set complet gi ireductibil de generatori.

Propozitia 16. Fie un corp liniar elastic, cu izotropie transversa, caracterizat
prin grupul ¢;, supus la deformatii finite.

Intr-o bazé carteziand {n;};c(73) , in care n;— este directia de anizotropie,
rezultd urmaitoarea reprezentare pe componente

711 = @111 + a12(As2 + Ags)

Ta2 = a1 A1 + 22022 + a23A33 + 2a46A23

T3z = a21A11 + 623092 + 422033 — 2a46A23 (2.162)
12 = 2(044A12 + 045A13); T3 = —2a45012 + 2044013

723 = g6(— D22 + Azz) + (@22 — a23) D23

pentru L£(A). Aici am notat cu 7;; componentele tensorului simetric £(A).

Propozitia 17. Corpul linear elastic, cu deformatii finite este transversal
izotrop, carcterizat prin grupul de simetrie g4, dacid gi numai daci admite o
reprezentare constitutiva de forma precizata in Teorema 20. cu a4 = ag5 = 0.

Demonstratia se obtine ca o consecinta a Teoremei 18., de exemplu. Astfel
L este invarianta relativ la g4 dacva si numai daca se poate reprezenta prin

L[A] = L[A,n; ® ny] (2.163)

cu functia £, cu valori tensori simetrici, hemitropa in raport cu un set de doi
tensori simetrici. Rezulta ca este izotropa. Se aplicd din nou rezultatele lui Wang,
din care rezulta reprezentarea.

73

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.8 Exercitil gi probleme

1. Aratati cd un material simplu definit prin relatia constitutiva (7) satisface
principiul actiunii locale. P2.

2. Demonstrati Teorema 5., formula (42), folosind legitura de incompresibi-
litate scrisa sub forma A(C) =det C- 1 = 0.

3. Sa se expliciteze demostratia Teoremei 6, formula (43).

4. Demonstrati ca printr-o transformare ortogonald, deci printr-o deformatie
A, cu VX(X) € Ort, o configuratie naturala se transforma intr-o configuratie
naturala.

5. Aratati cd urmatoarele reprezentéri constitutive
T(x,t) = Fhy (U)FT,

"T(x,t) = Rhy(C)RT,
T(x,t) = Fhs(C)FT,

sunt echivalente , satisfac principiul obiectivitatii gi descriu un corp elastic.

6. Aratatl ca reprezentarea constitutiva pentru fluidele de tip Reiner - Rivlin
T(X,t) = ‘PO(]D,P)I + ‘Pl(]D)p)D + 992(jD7 p)D2,

in care setul de invarianii este definit prin jp = {trD, trD? tr D®}, satisface
principiul obiectivitatii.

7. Aratati ca fluidele de tip Reiner - Rivlin reprezinta un caz particular de
fluide in sensul lui Noll .

8. Fie o reprezentare constitutivd a unui corp scrisd in forma redusa I.
Determinati restrictiile impuse reprezentarii constitutive pentru a descrie un corp
1zotrop.

9. Demonstrati (vezi indicatiile din Propozitia 6.) ca solutia problemei
Cauchy

pentru W € Asim, unde X(t) € Lin, pentru orice ¢t € R defineste un camp
ortogonal, de clasi C!(R).

10. Fie doi vectori dati u,v. Aratati caexista 7 € R — x3(7), de clasd
C'(R) astfel incat x3(t) =u, x3(t) =v.

11. Sa se determine reprezentarea constitutiva pentru un corp elastic, izotrop
g1 incompresibil.

12. Sa se scrie o reprezentare constitutiva pentru un corp elastic

a) in raport cu o configuratie naturald de referintd si respectiv,
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b) in raport cu o configur:,ic de referinta in care corpul poate suporia tensiuni
tangentiale.

13. Pentru clasele de cristale solide definite in paragraful 2.7.3 determinati
elementele grupurilor de simetrie materiala. '

14. Si se determine muliimea configuratiilor nedistorsionate de corp solid
anizotrop pentru fiecare clasi de cristale solide, ca o consecint{d a Propozitiei 11.

15. Folosind rezultatul din Ex. 14., analizati multimea configuratiilor nedis-
torsionate §i material izomorfe de corp solid anizotrop, pentru fiecare clasa de
cristale solide.

16. Demonstrati ca reprezentarea constitutiva din Teorema 20. caracterizeaza
un corp elastic anizotrop, cu grupul de simetrie g;— de izotropie transversala.

17. S& se deduca forma redusa pentru o ecuatie constitutiva de forma

T(x,t) = K(F, X)[F]

pentru orice F € Invlin, unde K(F,X): Lin — Sim este o aplicatie liniara.
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3. MATERIALE DE TIP RIVLIN - ERICKSEN

3.1 Reprezentari constitutive pentru materiale
de tip Rivlin - Ericksen

Reprezentari constitutive pentru aceste tipuri de materiale pot fi gasite in Rivlin,
Ericksen [1955]. Prezentarea din primele trei paragrafe ale capitolului urmareste
expunerile din Coleman, Noll [1961], Truesdell, Noll [1965], Truesdell [1972].

Definitia 1. Un corp B este constituit dintr-un material de tip diferential
de ordinul n, in particula X, daca

T(x,t) = f(F(X,1),F(X,1),...,F™(X,t); X). (3.1)

Observatia 1. Aceasta este o reprezentare constitutiva pentru un material
simplu deoarece starea de tensiune in particula X la momentul ¢, corespunzétor
migcarii x, depinde de F*(X,-) (istoria gradientului de deformatie in particula
X) prin F(X,t) ( valoarea curenta a gradientului de deformatie) si prin derivatele
partiale, in raport cu timpul pana la ordinul n, ale acestuia (ceea ce necesita
cunoagterea valorilor lu1 F intr-o vecinitate, suficient de micd a momentului de
timp).

Am intilnit deja, in capitolul dedicat reprezentarilor constitutive cazurile
particulare n = 0

T(x,t) = f(F(X, t); X) (3.2)

( materialul elastic prezentat in 2.7.2 ) si respectiv cazul n = 1

T(x,1) = f(F(X,t),F(X,t);X) <= T(x,t)= f(F(X,t),L(x,%);X), (3.3)

(clasa fluidelor vdscoase, prezentate in 2.6.2) de asemenea materiale. Echivalenta

din relatia (3) se stabileste prin intermediul formulei L(x,t) = F(X,¢)F~*(x,t).

Cazurile pariculare n = 2, n = 3, vor avea un rol esential in cazul migcarilor
cu istoria alugirilor relative constanta si , respectiv al migcarilor vascometrice,
care vor fi considerate in capitolul urmator.

Definitia 2. Pentru A € Lin se defineste tensorul rotit cu rotafia de la
momentul t, prin formula

AR =RTAR, unde R =R(X,1t), (3.4)
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unde R reprezintd tensorul rotatiilor la momentul t.

Teorema 1. Un material de tip diferential’ satisface principiul obiectivitdtii
daca si numai dacd admite o reprezentare constitutiva de forma

T(x,t) = R(X, 1) f(AR(x,1),... AR(x,1), C(X, t); X)RT (X, 1), (3.5)
unde Ax(x,t) reprezinta tensorii lui Rivlin - Ericksen de ordinul k, avand definitia

o* '

Ag(x,t) = ﬁct(r) |r=t, (3.6)

data deja in 1.4.

Demonstratie Consideram migcarea relativa, in raport cu momentul de
referintd ¢, fixat. Din formulele (1.54)

Fi(r) =F(1)F'(t), VreR, Fyr)l==1L (3.7)
Prin derivare in raport cu 7 din (7) obtinem

9 (k) 1
mFt(7)=F (r)F(t)~,
6k
a7k

) (3.8)
Fi(7) lrm= FOQF@)! = F‘“(t):%n(r) l.=t F(2).

Daca se introduc ultimele relatii din (8) in formula (1) obtinem o noud forma
pentru reprezentarea constitutiva

k

T(x,) = F({ArgFe(r) lrechcien E()). (3.9)

A rezultat o reprezentare constitutivd in care apare istoria gradientului in
migcarea relativd, prin valoarea derivatelor pana la ordinul n inclusiv, calculate
in 7 =1, gi valoarea gradientului de deformatie la momentul ¢, sub forma de
parametru.

Deci avem un caz particular de reprezentare constitutiva

T(x,t) = F(F{(), F(t)) = R()F((CI(-)T, C(£))RT (1), (3.10)

ultima egalitate, avand loc ca o restrictie impusa de principiului obiectivitatii,
fiind forma redusa II, (2.46), din paragraful 2.2.

In cazul considerat aici nu apare intreaga istorie a gradientului de deformatie
in migcarea relativa, ci numai valorile ei tntr-o vecindtate ¢ momentului actual,
deci Fi(s), Vs € [0,6), cu é > 0,. Prin urmare din restrictia de obiectivitate

In cele ce urmeaza nu vom mai mentiona particula materiala X si respectiv pozitia acesteia
in configuratia de la momentul ¢, x = x(X,t), in scopul simplificarii scrierii. Bineinteles ca
aceastd omisiune va fi ficuta numai daci nu se produc confuzii.
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rezultd cd vom avea dependenta operatorului constitutiv de istoria tensorwiui
lui Cauchy- Green, in descriere relativd, istorie consideratd cu valorile ei intr-o
vecindtate a momentului actual. Astfel

T(x,0) = ROS(gClr) b=, CORT()

= R(t)f({AR(x, ) }1<k<n, C(£))RT(2).

Demonstram acum rec.iproca. Consideram reprezentarea constitutivi de
forma (5) gi definim o functie f de argumentele mentionate astfel incat

FR(),F(1),...,F™(1)) =

R(t)[(Af(x,1),..., AR(x, 1), C(X, t))RT(2).

(3.11)

Aratim, mai intai, cd functia este corect definitd. Din definitia tensorilor
Rivlin - Ericksen (6), impreuna cu definitia tensorilor Cauchy - Green, la dreapta
in descriere relativa, formula (1.49), gisim

p=k -
ar i g
Ax(x,t) = ZC}:%F?(T) lr=t g Fel7) b=t
p=0

Pe de alta parte din (8) calculam derivata de ordinul m, 1 <m < k in raport
cu 7 pentru Fy(7), la momentul 7 =1¢. Rezultd ca tensorii Rivlin - Ericksen de
ordinul k, 1 < k < n se reprezinta in forma

Ar(x,t) = F(t)‘T(pi CREP)TFEP ()F(1)~. (3.12)

Daca folosim formula (12) si {inem seama ca
C(t) = FT(t)F(t), F(t) = R(t)U(t), (3.13)

unde R(t) € Ort reprezinta tensorul de rotatia din teorema de descornpunere
polara, formula (1.44), va rezulta ca functia din membrul drept al relatiei (11)
depinde de F(t) si de derivatele sale materiale la momentul ¢. Deci argumentele
functiei f, introdusa in (11) sunt corecte.

Ramaéane acum sd demonstrdm ci reprezentarea constitutivd de forma (1),
in care membrul drept este definit prin (11) satisface principiul obiectivitatii,
vezi Teorema 1. din 2.2., ceea ce este echivalent cu demonstrarea faptului ca o
reprezentare constitutiva de forma (5) il satisface.

Fie pentru aceasta, x* echivalenta cu x. Atunci din teorema de descompunere
polara a lui F*(X,7*) = Q(7)F(X,7), V7 € R si din obiectivitatea tensorilor
Rivlin - Ericksen (demonstrata in Propozitia 14. din paragraful 1.5 ) avem

R*(X,t*) = Q()R(X,t), C*(X,t*) = C(X,t),
(A tOR = AR(x,t) V1<k<n.
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I" r111 urmare a rezultat ca

R*(X, ) f((ADR (", ), ..., (AR (x7, 1), C*(X, ) R*T (X, 1) =
= QUR(X, 1) f(AR(x,1),..., AR(x, 1), C(X, 1) RT(X, 1)Q7(t),

Din cele de mai sus rezulta ca principiul obiectivitatii este satisfacut de repre-
zentarea (6).

Vom trece acum la caracterizarea constitutiva a materialelor de tip diferential
de ordinul n, care au proprietatea ca sunt izotrope.

Teorema 2. Un material de tip diferential este tzotrop daci gi numai daca
admite o reprezentare constitutivad de forma

T(x,1) = f(A1(x,2), ..., An(x,t), B(X, 1)), (3.14)

cu functia f izotropd in argumentele sale, deci pentru orice Q € Ort si oricare
ar fi valorile argumentelor sale are loc egalitatea

Qf(Ai,...,A,,B)QT = f(QA;QT...,QA.QT,QBQ7). (3.15)

Demonstratie. Notam

F(F) = R(t)f(AR®),. .., AR(1), Ct))RT(2). (3.16)

Din Definitia 9. (paragraful 2.4) a corpului constituit dintr-un material izotrop,
intr-o particuld X fixata a sa, rezultd cid grupul sau de simetrie In raport cu
configuratia k este astfel incat

w(X)20rt <« F(F'Q)=F(F, (3.17)

pentru orice Q € Ort si pentru orice istorie de deformatie.

_ Consideram o istorie F* datid si pentru un Q € Ort construim istoria
F' = F*Q. Atunci din (17) cu (16) avem

F(F') = F(F') = R(t) f(AR(t),... AR(2), E(t)R7(2), (3.18)

unde marimile cu ” ~ ” sunt asociate istoriei ¥*. Din (7), din definitia tensorilor
Cauchy - Green la dreapta, (13); si (5) rezulta

Fi(r) = Fy(r), Ci(r)=Ci(7), Ai(t) = Ax(t), VQ € Ort, (3.19)

Pe de alta parte decarece Q estein Ort, din teorema de descompunere
polara , conform formulei (13), aplicatd pentru F(t) si F(t), rezulta

F(t) = R(t)U(t) = F(1)Q = R()U(1)Q.
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Din relatia anteriora, in baza unicititii descompunerii polare, obinem
R(t)=R(t)Q, Ut)=Q'U()Q. (3.20)
In final din (19) si (20) deducem §i urmatoarele egalitati
C(t)=QTCc()Q, AR(1)=QTAF1)Q. (3.21)

Introducem setul de formule (20) i (21) in (18), in care utilizim de asemenea
si (16). Obtinem astfel pentru V QT € Ort egalitatea

QTf(AR(),...,AR(t),C(1))Q =
= f(QTAR()Q, ..., QAT (1)Q, QTC()Q).

(3.22)

Renotand Q7 prin Q obtinem formula (15), deci functia f este izotropd in
argumentele sale (n + 1 tensori simetrici).

Tinem seama de proprietatea de izotropie a functiei constitutive din (5) gi de
Definitia 2. a tensorilor rotiti, cu care rezulta

T(x,t) =R()f(AT(t),... AZ(2), C(t))RT(t) =

= f(Al(t)) - -An(t)7B(t))a
unde B(t) = F(t)FT(¢) = R(t)C(t)R7(2).

In concluzie a rezultat reprezentarea constitutiva

T(x,t) = f(A1(t),... An(1), B()). (3.23)

Prin acest rezultat avem o caracterizare constitutiva a corpurilor solide izotrope.

Definitia 3. Spunem cé un corp B este constituit dintr-un solid izotrop Rivlin
- Fricksen de ordinul n, in particula X, daca admite o reprezentare constitutiva
de forma (14) cu propritatea de izotropie (15).

Observatia 1. Corpurile solide izotrope constituite dintr-un material de tip
Rivlin - Ericksen de ordinul n =0 admit o reprezentare constitutiva de forma

T(x,t) = f(B(X,t)), Qf(B)Q” = f(QBQ"),

dedusa din (14) cu (15). Aplicand teorema de reprezentare pentru functii izotrope
deducem ca aceste materiale sunt echivalente cu clasa materialelor Mooney -
Rivlin, prezentate in paragraful 2.7.2.
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3.2 N rprezentari constitutive pentru fluide
Rivlin - Ericksen

Vom tine seama de Defintia 8. fluidelor in sensul materialelor simple, data in
paragraful 2.4. Pentru obtinerea reprezentarii constitutive a fluidelor Rivlin - Er-
icksen pornim cu reprezentarea constitutiva (5) care are proprietatea ca principiul
obiectivitatii este satisfacut.

Teorema 3. Un material de tip diferential de ordinul n este un fluidin X
daca i numai dac3 admite o reprezentare constitutiva de forma

T(x,2) = f(A1(x,1), .., An(x, 1), p(%, 1)), (3.24)

cu urmatoarea proprietate satisficutd pentru VQ € Ort,

QAL (x,1)QT, ..., QAL(x,)QT, p(x,t)) =
= Qf(A1(x,1),. .., An(x,1),p(x,1))QT, (3.25)

A

f(07 Tt ,O,P) = —p(p)I.

Demonstratie. Din definitia fluidului in sensul lui Noll rezultd ca gx(X) =
Unim. Deoarece Ort C Unim rezulta ca corpul este izotrop. Folosim rezultatul
din Teorema 2. gi deci vom porni in caracterizarea constitutiva cu reprezentarea
(14), avand proprietatea (15). Deci consideram caracterizarea materialului simplu
prin

F(FY) = f(AL(2), ..., An(t), B(2)). (3.26)

Mai ramane sa demonstram ca dependenta de B(¢) se transforma in dependenta
de p, ca o consecinta a faptului ca grupul de simetrie este Unzm. Pentru a obtine
reprezentarea scrisa in (26) am folosit proprietatea de definitie a transformarilor
de simetrie materialad numai pe Ort.

Din definitia grupului de simetrie, prezentata in paragraful 2.4, rezulta ca
(X)) =Unim << F(F'H)=F(F), (3.27)
pentru orice H € Unim si pentru orice istorie de deformatie.
_ Consideram o istorie F* data si pentru un H € Unim construim istoria
F' = F*H. Atunci din (27) cu (26) avem

F(FY) = F(FY) = f(A1(2),. .., A(t), B(1)), (3.28)

~n

unde marimile cu ” sunt asociate istoriei F*.

Din (7), din definitia tensorilor Cauchy - Green la dreapta, (13); gi din (6)
rezulta

Fi(r) = Fy(1), Ci(r)=Cy(r), Awt)=Ax(t), VH € Unim. (3.29)
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Pe de altd parte din ¥/1) = F(O)H resulta

B(t) = F()HHTFT(¢). (3.30)
Alegem transformarea H = aF~!(t), cu a € R astfel incit H € Unim. Deci
a®=| det F(t) | sau o= 0 Cu aceast valoare avem H = (%)1/3F'1(t) €
p
Unim
Din (30) se obtine

B(t) = (%")2/31. (3.31)

Folosim din nou proprietatea (28) a transformarii de simetrie materiala (de a
lisa neschimbat raspunsul materialului), utilizind reprezentarea (26) si gasim

F(AL,..., AL B@®) = f(A1, ..., An, (%)2/31) = f(Ar,...An,p).  (3.32)

Prin urmare a rezultat ci are loc reprezentarea constitutiva sub forma (24). Pro-
prietatea de izotropie (25) se transforma in proprietatea de izotropie a functiei
din (32), deci are loc proprietatea (25);.

Sa aratam ca proprietatea (25); este o consecinta a relatiei (25);. Fie
A,(t) =0, pentru orice k <n. Din (25); obtinem ca

f0,...,0,0) = Qf(0,...,0,p))Q" VQ € Ort.

Prin urmare avem un tensor simetric care permutd cu orice transformare orto-
gonala, ceea ce are loc numai pentru tensori sferici. Deci are loc proprictatea

(25)2.

Demonstratia reciprocei. Introducem notatia operatoriala, specifici ma-
terialelor simple, de tipul relatiei din (26), pentru reprezentarea constitutiva (24)

T(x,1) = FF) = f(Ax(t),- -, Ant), ). (3.33)
Vrem si aratam ca

VH € Unim = F(F'H)= F(F), (3.34)

pentru orice istorie de deformatie, ceea ce este echivalent cu demonstrarea faptului
ca reprezentarea constitutiva descrie un fluid. Din calculele anterioare, formulele
(29), avem egalitatile

Fi(r)=F(r)H = Ai(t)=ALt), p=op,
care ne conduc la egalitatea din (34), pentru reprezentarea introdusa in (33).

Semnificatia mecanicd este continuta in
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Propozitia 1. Dacd mentinem fluidul nedeformat :clativ 1a o configuratie a
sa deformata? atunci starea de tensiune corespunde unei presiuni hidrostatice.

Demonstratie. Dacd C,(7) =1 V7 € R, atunci Ax(xt) =0 Vk > 0.
Din (24) rezulta ca
Qf(0,...,0,0)QT = f(0,...,0,p), VQ € Ort.

Notam f(0,...,0,p) = To € Sim. Atunci QToQT = Ty VQ € Ort. De
aici rezultd cd To = —p(p)I. Deci starea de tensiune se reduce la o presiune
hidrostatica.

Fluidele diferentiale de ordinul n, caracterizate prin reprezentarea constitutiva
din Teorema 3., se numesc fluide Rivlin - Ericksen de ordinul n.

3.3 Materiale diferentiale de ordinul 2

Ecuatia constitutivd pentru fluide de ordinul 2 se obtine din Teorema
3., pentru n = 2. Astfel reprezentarea constitutiva a fluidelor Rivlin - Ericksen
de ordinul 2 este caracterizatd de functia

f:Stm x Stm — Sim  cu proprietatea,

f(QA1QT,QA2Q7,p) = Qf(A1,As,p)QT,

pentru VQ € Ort si pentru V. A, A; € Sim.

Wang [1970] a demonstrat diferite teoreme de reprezentare pentru functii cu
valori scalare, vectoriale , respectiv tensoriale izotrope in argumentele lor. Uti-
lizam reprezentarea functiilor cu valori simetrice de doua argumente tensori si-
metrici gi obtinem urmatoarea caracterizare

Teorema 4. O reprezentare constitutiva de forma (24) cu (25)
T(X, t) = f(Ala A2’ P),

caracterizeazd un fluid Rivlin - Ericksen de ordinul 2, dacd §i numai daca 3 p,
{ej}1<j<s functii cu valori reale, dependente de p si de urmatorii invarianti

ja, = (tr A tr A2 tr A3) ) ja, = (tr A, tr A2 tr Ad),
(3.35)
tr AjAy, trAZA,, trA;AZ tr AZAZ,

astfel incat

T(x,t) = —pl + 01 A1 + a2 Ay + a3A2 + Ot4A% + as(A1A; + AjA )+
(3.36)
+ae(AZA; + A2A) 4+ ar(A1AZ + AZA)) + os(AZAZ + AZA2),

2A se vedea Propozitia 5. din 2.6.1.
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Teorema 3. O reprezentare constitutiva de forma (24) cu (25)
T(x,t) = f(A1,A,,B),

caracterizeazd un corp solid gi izotrop de tip Rivlin - Ericksen de ordinul 2,
dacd gi numai dacd functia constitutivd este definitd prin intermediul functiilor
{B;}1<j<1s scalare, izotrope prin

T(x,t) = Bl + B1A1 + oAz + 03B + S4A2 + F5A% + B>+
+07(A1A2 + AzA;) + Bs(A1B + BA,) + Fs(A2B + BA,)+ (3.37)

+B10(A2A; + AzA?) + fi1(AZB + BA2) + A1y (AZB + BAZ)+

+B13(A1AZ + AZA,)) + B14(A1B? + B2A,) + f15(A2B? + B2A,)+

+816(A2A + AZA?) + B1r(A2B? + B2A?) + f15(A3B? + B?AJ)

Functiile sunt dependente de setul complet si ireductibil de invarianti, dati de
(35), la care se mai adauga urmétorii invarianti

jB, trA;B, trA’B, trA;B?, trA’B?, trA;A;B, (3.38)
cu j € {1,2}.

Demonstratie. Un corp solid si izotrop are grupul sau de simetrie in raport
cu o configuratie nedistorsionata a sa gy = Ort, in conformitate cu rezultatele
prezentate in paragraful 2.7.1. Atunci rezulta, ca o consecinta a Teoremei 2., ca
functia constitutivad din (14), scrisd pentru n = 2, este izotropa in raport cu
argumentele sale, cei trei tensori simetrici. Utilizim teorema lui Wang [1970] de
reprezentare a functiilor izotrope, cu valori tensori simetrici gi avand ca variabile
setul de tensori (A;,A;,B). Reprezentarea completd si ireductibila este data
in enuntul teoremei. Mentionam ca baza de reprezentare este generata de setul
complet si ireductibil asociat tuturor perechilor de tensori simetrici distincti.

3.4. Fluide de gradul %

In acest paragraf definim subclase de fluide Rivlin - Ericksen, care admit
reprezentari de tip polinomial in raport cu tensorii lui Rivlin - Ericksen. S-a
definit un procedeu rational de simplificare a ecuatjiilor constitutive pentru fluide
Rivlin- Ericksen de ordinul n.

Presupunem o miscare x : Bx — £, datid. Construim o familie de miscari
depinzand de parametrul r € R,, definita prin

xM(X,t) = x(X,rt), Vr>0. (3.39)

Sa observam ca daca prin migcarea x particula X, la momentul ¢, ocupa

pozitia x, atunci prin migcarea x(’)(X,t) ocupa aceeagi pozitie la momentul -.
r
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Definitia 4. Migcarea x((X,t). ~u 0 < r < 1 se numeste miscare incetinitd
asociatd migcari Y .

Propozitia 2. Pentru migcari incetinite asociate migcarii x au loc formulele
AD@) =rAL(t) Vr>0, neN, (3.40)

in care pozitiile spatiale ale particulei X corespund imaginilor prin miscarea
Incetinitd gi prin migcarea dati la acelagi moment de timp ¢.

Demonstratie. Au loc formulele F()(X,t) = F(X,rt) Vr > 0. Deci
FOX,r) =FX,rr)(FX,rt)™

Folosim formula (1.52) iii) din paragraful 1.3
Cu(x,7) = (F(X,1))TC(X, 7)(F(X, )™,
pentru migcarea incetinita si prin derivare de ordinul n, in raport cu 7 rezulta ca

aﬂ. (1‘) oa an
BT"Ct (r)=r or»

Cy(7)- (3.41)

Prin urmare dacd vom considera pe 7 = t, din formula anterioard obtinem (40).

Definifia 5. Un fluid Rivlin - Ericksen de ordinul n si gradul k este definit
ca un fluid de ordinul n, care satisface urmatoarele ipoteze

1) functia constitutivd f este un polinom in argumentele sale {A;(x,t)}1<j<n

ii) pe migcarile incetinite x"(X,t) valoarea functiei constitutive reprezinta un
polinom de gradul k.

Mentionam ca nu este neapdratl necesard introducerea fluidelor polinomiale
facand apel la descrierea pe migcari incetinite . Legile respective sunt valabile,
atat ca propuneri de legi constitutive cat si ca formule matematice, pe orice fel
de migcari daci axiomele mecanicii sunt satisfacute.

Fluidul Rivlin - Ericksen de ordinul I se reprezinta sub forma
T(X, t) = —pI + (11A1 + agAi, (342)

cu p,aq,a; functii depinzind de p,ja, = (tr A;, tr A tr A3).

Avand in vedere cd A; = 2 D, in conformitate cu Propozitia 10. din para-
graful 1.4, observam ca acestea coincid cu fluidele Reiner - Rivlin, reprezentate
in Teorema 14. din 2.6.2. r

Fluidul de gradul 1 pe o migcare incetinita trebuie sa fie un polinom de gradul
1 in variabila r.

T(x,t) = (—p+ Ar AL + pA,, (3.43)

cu p,A, 4 functii ce depind numai de p.

Mentionand din nou ¢cd A; = 2 D regasim clasa fluidelor liniar vascoase,
compresibile, data in (2.114).
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Daca fluidul este incompresibi! atunci rezulta
T(x,t) = —pl + pA,, (3.44)

cu M, u constante de material, iar p functie de (x,t), conform cu principiul
determinismului modificat introdus in 2.3 si prezentat in Teorema 5. pentru cazul
incompresibil. Regasim deci clasa fluidelor liniar vascoase incompresibile, numite
gi fluide newtoniene.

Vom considera acumn fluidul de gradul 2. Pornim de la reprezentarea consti-
tutiva pentru fluidele de ordinul doi, descrisa prin formula (37). Tinem seama ca
pe migcarile incetinite, conform Definitiei 5., trebuie si ob{inem un polinom de
gradul 2 in variabila r.

Rezultd ca fluidul de gradul 2 se reprezintd sub forma

T(x,t) = [—p+ Mr A; + arotr Ag + agotr A2]I+
(3.45)
g + autr AjJA; + a1 A; + azAZ,

cu P, A, u, a; functii cu valori scalare, depinzand de p.
Reprezentarea constitutivd pentru fluidul incompresibil de gradul 2 este des-
crisa prin
T(x,t) = —pl 4+ pA: + a1 A + A, (3.46)

cu u,a; constante de material, iar p este functie de (x,t), conform cu principiul
determinismului modificat.

Observatia 2. Reprezentarea anterioara se obtine din (45) in care se inlocuieg-
te tr A; = 0, care caracterizeaza conditia de incompresibilitate, in baza relatie
A, = 2D, deja mentionate.

Observatia 3. Nu pot fi definite fluidele Rivlin - Ericksen de ordinul 1 si
gradul 3, deoarece in baza teoremei Hamilton - Cayley, vezi anexa Al., acestea
se reduc la unul de gradul 2.

Vom considera acum fluidul de gradul 3. Pornim de la reprezentarea constitu-
tiva pentru fluidele de ordinul trei (descrise constitutiv prin formula (24) cu (25),
pentru n = 3) dedusa in Teorema 3. Astfel reprezentarea constitutiva a fluidelor
Rivlin - Ericksen de ordinul 3 este caracterizatd de functia

f:Sim® — Sim cu proprietatea,

f(QA1QT,QA:QT,QA3Q7,p) = Qf(Ay, Az, A3,p)QT,
pentru orice Q € Ort si pentru orice A;, A;,As € Sim.

Pe de altd parte in Teorema 5. am caracterizat reprezentarea functiilor cu
valori tensori simetrici, izotrope in raport cu un set de invarianti de trei tensori
simetrici, care in cazul considerat aici vor fi (A;, A2, A3z). Deci fluidul Rivlin -
Ericksen de ordinul trei admite reprezentarea constitutiva de forma (37), (38) cu
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deosebirile ca B este inlocuil ¢t Aj, iar functiile scalare 8 depind de asemenca
de densitatea p a fluidului.

Tinem seama cd pe migcarile incetinite, conform Definitiei 5., trebuie si
obtinem un polinom de gradul 3 in variabila r, pentru a avea fluide de gradul 3
g1 respectiv de ordinul 3.

Cu observatiile anterioare, folosind reprezentarea din Teorema 5., (37), (38),
din care retinem numai termenii care genereaza pe migcari incetinite polinoame de
gradul 3 in variabila r, rezulta ca fluidulele de gradul 3, compresibile se reprezinta
sub forma

T(X, t) = (ao + altr A1 + a2tr A2 + aatl' A? + a4tr A3)I+
+(v0 + Mtr A; + y2tr Ay + yatr ADA; + G3A5+ (3.47)

+((50 + 61tr Al)Az + ()\0 + Altl' A1)A¥ + ,B7(A1A2 + A2A1)

in care coeficientii depind numai de p.

Pentru obtinerea reprezentarii constitutive a fluidelor de gradul 8, incompresi-
bile aplicim procedeul utilizat pentru fluide de gradul 2, incompresibile. Deducem

T(x,t) = —=p(X,t) I+ (0 + v2tr Ay + v3tr A2)A; + B3A5+
(3.48)
+d0 Az + Ao Af + B7(A1A2 + A2A,),

in care coeficientii sunt, de aceasta data, constanti. p(x,t) este presiunea de tip
hidrostatic, nedeterminata constitutiv si se obtine din ecuatiile de migcare, tinand
seama de restrictia de incompresibilitate tr A; =2trD =0, sau divv =0.

Incheiem cu remarca: Dacé tinem seama de restrictiile impuse de legea a
doua a termodinamicii, in cazul fluidelor de ordinul 3, incompresibile , (vezi Tigoiu
[1987] ) supuse numai la procese mecanice atunci reprezentarea constitutivd pentru
un fluid incompresibil de gradul 3 capata forma (cu o renotare a coeficientilor)

T(x,t) = —p(x,1)I+ Ay + 01(Az — A}) + f1As+
(3.49)
+ﬂ2(A1A2 + AzAl) + ﬂ3(tI‘A%)A1,

lar constantele de material verificd urmatoarele restrictii (a se vedea i nota de
subsol din paragraful urmator)

/l’>01 a1>07 ,Bl<01 2(ﬂ3+ﬁ2)+,3120

Fluidele de gradul 2 au fost studiate sub diferite aspecte ale comportamentului
lor de Dunn, Fosdick [1974] , Fetecau [1995] in timp ce pentru cele de gradul trei
amintim studiul lui Fosdick, Rajagopal [1980] si cel mai general efectuat de Tigoiu
[1987]. Pentru informatii mai complete trimitem pe cititor la lucrarile citate sau
la Huilgol si Phan - Thien [1986].
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2.5 Migcarea stagionard a unui fluid de gradul 3 prin conducte
Migcari secundare

Vom exemplifica, in clasa fluidelor incompresibile de gradul 3, formularea
problemei cu date la limita care descrie migcarea stationard a fluidului in conducte
infinite §i vom prezenta solutia data de Tigoiu [1995] a.

Fie {ix},¢(73) un reper cartezian fixat, cu axa i3 coincizand cu axa de simetrie
a conductei. Fie Q = {(z!,2%,2%) | (z',z?) e E CR? =z’ € R} cu ¥— simplu
conexa, domeniul in care are loc migcarea fluidului.

Ne punem urmaétoarea Problema
Sa se determine campul de viteze v si presiunea p care in {1 satisfac

- ecuatitle de migcare div T + pob = poVv[v], fortele volumice deriva dintr-un

potential b = -V
- conditia de incompresibilitate div v =0

- reprezentarea constitutivd pentru un fluid incompresibil de gradul 3 de forma

T(x,t) = —p(x,t)I + Tg(x,t) (3.50)

unde Tg este

Te(x,t) = pAr + a1(A; — Al) + f1A5 — 3/261(A1A: + Az A+

(3.51)
+,B3(tI'A%)A] .
Constantele de material verificA urmatoarele restrictii®
>0, a>0, pi<0, f3—-p =0, (3.52)

- conditiile de aderenid pe 0¥ x R C 02, peretii rigizi ai tubului
v l32= 01

- migcarea se face cu un gradient de presiune constant .

Se face urmatoarea ipoteza cinematica: migcarea stafionard este descrisa
prin campul de viteze

v(z1,T2,23) = v(T1,T2)i3 + u(zy, z2) (3.53)

cu campul u(z;,z;) iz =0.

Observatia 4. Existenta campului u(z;, z;) este legata de aparitia migcdrilor
secundare in tuburi, cu sectiunea Y necircularad. Este de remarcat ci, in cazul

3Restrictiile formulate sunt de natura termodinamica, fiind acceptate i pe procese mecanice.
Au fost deduse in Tigoiu [1987], fiind ceva mai generale decat cele deduse in Fosdick i Rajagopal
[1980].
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fluidului newtonian, orice astfel de migcare se face pe linii de curent paralele cu
axul conductei, indiferent de forma sectiunii. Aceastd proprietate nu va mai fi
adevaratd in cazul fluidelor ne - newtoniene (in particular in cazul fluidului de
gradul trei, ceea ce produce , dupa cum se va vedea in final, la o posibila experienta
de laborator din care sa se deduca o relatie intre constantele constitutive, necesara
pentru determinarea acestora.

Propozitia 2. Campul de viteze (53) satisface conditia de incompresibilitate
daca si numai daca

divu(z,,z2) = 0. (3.54)

Aceasta impreuna cu proprietatea de simpla conexiune a domeniului conduce
la existenta unui potential ¢(z,,z;) astfel incat

0 0
U(:L'l,l"z) = ——(pel + —(pez = (th(xl,:m))L. (355)

I I
Reciproca este de asemenea adevarati, aga cum este ugor de verificat.

Este imediat de observat din (53) ca deoarece campul de viteze v este indepen-
dent de z3 rezultd cd Tg si V)v|v] sunt de asemenea independenti de z3. Atunci
notand cu Ap variatia de presiune raportata la unitatea de lungime, interpretata
ca for{a specificd care genereaza migcarea fluidului, rezultd urmatoarea

Propozitia 3. In conditiile descrise mai sus potentialul generalizat ¢() este
dat de

¢ =p/p+y, b=—grady, (3.56)

este independent de z3 si

po"(z1,22,23) = —azs + f(z1,72). (3.57)
In acelagi timp
3p 6T33
=—F = . 3.58
613 axa ( )
Deci a = Ap.
)

Demonstratie. Din ecuatia de miscare rezulti ca = 0 s are loc

6123

reprezentarea din (57). Din (56) rezulti egalitatile din formula (58) cu inter-
pretarea constantei @, mentionata in enunt,.

Notam prin T;; = i; - Ti; componentele tensorului de tensiune in baza
carteziana.

Ca o consecinté a ipotezei cinematice formulate in (53) rezulta
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Propozitia 4. Au loc urmatoarele relat;i

Vv =13 ® Vv + Vu,
Vv([v] = (u- Vv)izg + Vulu], (3.59)
T =t,(i3®13) +tR@is +13®@t+ T,

in care s-au introdus notatiile

t= (TE)Sii3) 1= 1)2,
T, = Z (TE)i;(is ® 13),

1.7#3

(3.60)

T, definit intr-un plan ortogonal pe directia i3
Propozitia 5. Ecuatiile de miscare in directia 13 si in planul ortogonal pe

i3), sunt date sub forma

divt + [Ap] = pou - Vv,

divT, — Vf = poVulu], (3.61)

in care operatorii div(:) si V(-) se aplicd functiilor dependente de variabilele
(z1,2)-

Conditiile de aderenta pe peretele rigid al tubului
v(z1,22,23) |az= 0, (3.62)
sunt echivalente cu
v(z1,22) l[ox=0, u(zy,z2) |sz=0. (3.63)

Reformuland conditia prin intermediul potentialului vitezei (mai putin o con-
stantd aditivd) avem

0
(P(zla $2) |af:: 07 a_:(:cla 1:2) |32: 0, (364)

unde prin n s-a notat versorul normalei la 3X. Demonstratie. Dintr-un calcul
direct, in ipoteza cinematici (53) se deduc formele ecuatiilor de miscare scrise
in (59), (60). Din (55) i (53), rezulta forma (64) pentru conditiile pe peretele
rigid.

Observatia 5. Daci, cdderea de presiune Ap este nuld atunci solutia pro-
blemei corespunde fluidului aflat in repaus si este data prin

v=0, u=0, pp=p+pp=0. (3.65)

Vom prezenta acum analiza asimptotica a curgerii. Problema formu-
latd va fi rezolvatd prin metode aprozimatiilor succesive in ipoteza miscarilor
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lente, modelatd prin con s forta specificd a migcarii, raportata la unitatza de
lungime este Ap =€H, cu e < 1.

Presupunem ca pentru € < 1, exista solutii netede in raport cu e astfel incat

v = Z €'v, + O(e™),
r=1
u= Z e€u, + 0("); u, = (Ver)t, (3.66)

f= Z € f + O("™).

Eroarea este de ordinul O(e"*!) in raport cu z,z,.

Observatia 6. Vom face cateva remarci privid analiza dimensionala a
problemei.

In primul rand e este forta specificd adimensionald a miscarii si H reprezinta
o forta caracteristicid a problemei.

Fie acum a (de exemplu axa mare a elipsei daca sectiunea are aceasta forma)
o lungime caracteristica gi U, o viteza caracteristica.

In variable adimensionale rezulata

Us U? U3
T = "a A+ a;; (A, — A + ﬂ;; A;— (3.67)
36:U3 BsU3
2;3 (A1A; + AsA)) + ‘(’13 (trA?)A,
gi deci
. wU, .. - g 9
divTg = a_z{dWAl + apdiv(A; — A7)+
e 3 . (3.68)
+,31le <A3 - E(A]Az + AZAI)) + ,Bale [(tI‘A%)Al]}
In relatia (68) constantele adimensionale sunt date prin
N u, - u: .
o = al,u_a; B = ,B,-#—ai; 1=1,3. (3.69)

Constantele din (69) pot fi rescrise prin intermediul numarului lui Weissenberg
sub forma

=WV, gi=1-—% (3.70)

U, . . : U,
unde W, = A\y— ( A; reprezentdnd un timp de relaxare) si W§°) = a;—
a a

este prima aproximatie a numarului lui Weissenberg pentru misgcarea fluidului
considerat.
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In variabile adimensionale ecuatiile de miscare (61) se pot scrie acum sub
forma

divt + ey = Reu- Vv (3.71)
div T, — 7YV f = Re Vu[u], '

Ha
pUs

Observatia 7. Dezvoltarile pentru t si T, din descompunerea prezentata in
(59)3 se obtin prin introducerea dezvoltarilor (66) in (67). Daca aceste rezultate
sunt introduse acum in (71), prin egalarea coeficientilor diferitelor puteri ale lui ¢,
se obtine succesiunea de ecuatii cu derivate partiale pentru necuroscutele v,, g,
si fr. Aceste ecuatii vor fi rezolvate pentru urmaitoarele conditii pe frontierd

(obtinute din (63))

unde constanta vy =

dq,
on

=0 pe 0% (3.72)

vr:0a q1‘=0)

Nu vom preciza intreaga dezvoltare pentru Tg. Aceasta se va efectaua re-
curent. S& observdm céi

n

A=) e(es® Vv, + Vv, ®es+ Vu, + VTu,) + 0(e),
r=1

A; =0(e?), Az =0().

Vom pune in discutie succesiunea de probleme cu date pe frontierd dupa cum
urmeaza

Propozitia 6. La primul pas de aproximare se deduce reprezentarea

U, . :
Tg = #a €(es® Vv, + Vv, ®is + Vu; + VTUI) +O(¢*) (3.73)

g1 respectiv

t=c #(IIJO Vu; + O(€?)
T‘r =€ #((1]0 (VU] + VTlll) + 0(62) (374)
t. =04 O(e?).

Aproximatia sistemului (71) este

Vo, = -,
div(Vu1 + VTUI) - ’)’Vf] = 0, (375)
cu conditiile pe frontiera
a
v1 las=0, 1 lox=0, 5(% ox=0. (3.76)
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Demonstratie. Daca se utilizeaza (59)3 din (73) se deduc reprezentarile din

(74).

Observatia 8. Problema (75); — (76); este o problema Dirichlet pentru
ecuatia Poisson. Rezulta din proprietati cunoscute ca are o unica solutie v,.

Problema (75); — (76),,3 trebuie sa fie corect formulata. Dar cum u(zq,z;) =

(V(z1,22))t rezultd dintr-un calcul simplu ca

div(Vu + VTu) = (V(Ap))*. (3.77)

Prin urmare din ecuatia (75), (dacd consideram intdi operatia ”1” si apoi
aplicim divergenta) se deduce urmatoarea ecuatie pentru ¢,

AlAp; = 0. (3.78)

Cu cele de mai sus este imediata
Propozitia 7. Ecuatia biarmonica (78) cu conditiile pe frontiera (76); 3 ad-

\ . . . .
mite numai solutia nula gi

u; = (V(,D])l =0. (379)

Observatia 9. Prima aproximatie pentru Tg coincide cu reprezentarea
constitutiva Navier - Stokes. Rezulta cd fluidul Navier - Stokes nu poate accepta
migcari secundare in conducte drepte cu sectiuni domenii simplu conexe.

Trecemn acum la aproximatia de ordinul doi. Acelasi tip de rationament
ne conduce la

Propozitia 8. Expresia lui Tg cu descompunerile (59)3 este data prin

pU,

Tg = . {e(i3® Vu; + Vu; @ i3 + 62[i3 ® Vv, + Vo, @ iz+ (3.80)
+Vuz + VTu, + & (Vv ® Vu— | Vg 213 ®13)]} + O(€?)

gl respectiv

t = ’ugo [e Vui + € V] + O(€),

U, -
T, = 'uTez[(Vuz + VTu,) 4 & (Vo ® V)] + O(€%), (3.81)
b = _"g"ez &1 | Vv P +0().

Propozitia 9. Aproximatia de ordinul doi a sistemului (71) este

A'Dz = 0,

div(Vug + VTu3) + &1 div(Ve, ® Voy) — 1V f = 0, (3.82)
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cu urmatoarelz conditii pe frontiera

%] |BE: 0,

0 3.83
©2 |lax= 0, _8992 an="0. (383)
n

Observatia 10. Problema lui Dirichlet formulata in (82); —(83); are o unica
solutie

v, =0 (3.84)
Din (82), printr-un rationament similar cu cel utilizat in Observatia 8. pentru
prima aproximadtie obtinem ca

Algp, = 0. (3.85)

Propozitia 10. Problema (82); — (83)2.3 admite o unica solutie care este

Ug = (V(pg)'L =0. (386)

In aproximagia de ordinul trei au loc afirmatiile continute in
Propozitia 11. Din u; =u; =0, v, =0 rezultd cd& Az = O(¢®).

Aproximatia de ordinul trei pentru tensiunea efectiva este

U, .. - i3 ® i
Tp = l‘a {e (s ® Vv1)° + & € (Voy ® Vor— | Vo | i3 ® s+ (3.87)

+63[(i3 ® Vvs)s + (Vua)s + (265 — 351) | Vo |2 (Vvy ®13)5]} + O(e4),

unde s-a folosit notatia (a®b)®* =a®b + b ® a. Descompunerea (59); devine

U, .
t = ,ua {eVv 4+ €[Vva+ (28 — 361) | Vur |2 Vuu]} + O(eY),
U, .. .
T, = ”a {62€7(Vvy @ Vo) + €(Vuy)®} + O(e), (3.88)
U
t, = _”a &€ | Vo, 2 +0(e"),

iar aproximatia de ordinul trei pentru sistemul (71) este

Avs + (285 — 36,)div(| Vg |2 Vo) = 0,

div(Vu; + VTu3) — 4V fs = 0. (3.89)
In mod corespunzator datele pe frontiera sunt scrise sub forma
v3 Jaz= 0,

©3 |ag= 0, %' sn=10.

Observatia 11. Problema Dirichlet (89); — (90); are o unica solutie nenula
va ( caci f3 —3/2f8; > 0, avand in vedere restrictia constitutiva (52)).
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Ecuag.a (83); cu conditiile pe frontiera {90), 3 conduc ia urindivarea problema
la limita

AlAypz =0,
¢3 |ox= 0, % los= 0. (3.91)
Deducem ca (90) admite numai solutia nula
ua = (Vea) " =0 (3.92)

Vom trece acum la aproximatia de ordinul 4. Dintr-un calcul lung, dar
direct pe care nu-1 reproducem aici deducem, pe baza rezultatelor puse in evidenta
in pagii anteriori, ca are loc

Propozitia 12. Tensiunea efectiva are expresia

U, , .. . .
Tg = #T{E (13® Vvl)s + 2 (Vv ® Vor— | Vo, P13 ®a)+

+€{(is ® Vvs)® + (285 — 3B1) | Vo |2 (Vor @ 13) ]+ (3.93)
+€4[(i3 ® V’U4)S + (VU4)S + dl((Vvl ® V'U3)S hd 2V’01 . V’l)3i3 ® i3)]}+
+0(¢°),

iar din descompunerea (59)3 se deduc urmatorele relatii pentru t, T,, ¢,:

U, . -
t =~ {eVoy + €[Vva 4 (283 — 361) | Vuy |2 V] + €'V} + O(°),

a
U, . -
T, = #a {61€(Vvy ® Vy) + €'[@1(Vvs ® Vus)® + (Vua)®]} + O(€%), (3.94)
tn = _"Uf’{alez | Vuy | —281€'Vv, - Vug} + O(&).

a

Aproximatia de ordinul 4 a sistemului (71) are forma

A’U4 = 0,

div(Vuy + VTuy) 4 &div(Ve; ® Vs + Vus ® Vo) =YV S, =0, (3.95)

cu conditiile pe frontierd de aceeagi forma ca cele date in aproximatia de ordinul
trei, adica

2] |6ﬂ= 0, (3 96)
'z .
= — laa=10.
¥4 |aa= 0, Un laq
Observatia 12. Problema Dirichlet formulatd in (95); — (96); admite numai
solutia nuld

Ecuatia (95)2 cu conditiile (96)2 3 poate fi ugor transformatd in urmaitoarea
problema

ADp,y = &div[div(Vy, ® Vus)5]t,
9

4 |lag= 0, 6_4 lan= 0,
n

(3.98)
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daca folosim faptul ca ((g)*)* = -g, oricarc ar fi g.

Propozitia 13. Problema determinarii potentialului ¢4 revine la problema
echivalenta

AAs = ~2(B, + B3)ir (Vor)* - [div(] Von |2 Vo)),

Jep4

3.99
©4 laa= 0, B, 9= 0, (3.99)

care admite o unica solutie.

Campul de viteze (53) admite, in final, reprezentarea
v(z1, 22) = (ev1(z1, T2) + €va(z1,T2))is + €2 (Vpa) ™ + O(€0). (3.100)

Deducerea formei echivalente pentru problema formulata in (98) se bazeaza pe
considerarea ecuatiei (89),, care face posibila reevaluarea membrului drept din
(98), prin calcule directe.

Observatia 13. Din calculele anterioare este clar ca in fluidul de gradul 3 care
se migca intr-un tub drept cu sectiunea elipticid apar migcari secundare. Ordinul
de marime al migcarilor secundare este cu trei ordine de marime (in raport cu
parametrul €) mai mic decéat ordinul de marime al migcarii principale a fluidului
in lungul tubului. In acelasi timp termenul corespunzitor este cu un ordin de
marime mai mic fatd de ordinul termenilor specifici reprezentarii constitutive de
gradul 3, care au drept coeficienti pe £, fs.

Sa remarcam in final cd termenii care contin acceleratiile de ordinul doi, Aj,
nu apar datoritd faptului cd miscarea fluidului a fost presupusa lenta.

Pani acum au fost prezentate rezultate general valabile, indiferent de forma
sectiunii tubului. Vom considera cazul tubului cu sectiunea o elipsa de ecuatie

1:2 2
—2—-|~y—'—1=0,
a

in care a > b > 0, sau, in variabile adimensionale

z§+-:—2—1 =0, (3.101)

0<ec<bla<l.

Propozitia 14. In cazul sectiunii eliptice solutia wvi(z;,z2) a problemei
Dirichlet (75); — (76); se determina explicit prin

2 2

_ e 2, T
'1)1(331,.’1,'2) = —m(zl + -67 - 1), (3102)
iar din (75), se obtine
fi(zr,22) = G4, (3.103)
unde C; este o constanta.
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Pormula (103) a fost dedusa din (75); avand in vedere cd ¢, = 0.

Propozitia 15. Aproximatia de ordinul doi este caracterizatd de u; = 0, iar
pentru f; din (82), se obtine

Vi, = %div(Vvl ® Vo), (3.104)
a carei solutie este data de
&

falzr, z2) = ﬁfc—w[(l +2¢%) et + (24 e + Ca, (3.105)

unde C, este o constanta.

Demonstrarea formei solutiei ecuatiei (104) rezulta din considerare relatiei
(102), prin intermediul cireia (104) poate fi exprimata prin

af. a1y

50, = [T+ el T 2%

o ) (3.106)
2 ary

dz; (1 +c?)? (24 s

Propozitia 16. a) Cea de a treia aproximare poate fi caracterizata (us = 0)
prin solutia

fa(z1,22) = Cs, (3.107)
unde C3 este o constanta. Iar v; se determina ca solutie a ecuatiei
2Bs + Bo)v
(14 c?)?

)

Avy(zy, T,) = [(143c*)c*z? + (3 + *)zl). (3.108)
-
b) Solutia problemei (89); — (90); este data prin reprezentarea

’ 2

va(z1,22) =D(2? + % — 1)(Az? + Az2 + C), (3.109)

unde A, B,C, D sunt constante dependente de domeniu (ce pot depinde de con-
stantele constitutive si de asemenea de v ); ele sunt explicit date la sfarsitul
paragrafului.

Demonstratie. Cu functia determinatd in (102) introdusa in (89);, dupa
efectuarea catorva calcule, rezultd ecuatia cu derivate partiale pentru vz sub
forma (108). Daca se asociazd conditiile pe frontiera (90); 5 forma solutiei scrisa
in (109) poate fi obtinuta imediat.

Propozitia 17. Cea de a patra aproximatie este precizata prin v4 = 0, din
(97), 1 de ¢4 solutia problemei

= . _ 62 (l—cY)
AA@, = —2(B3 + ) oy ———L7*z 24,
4 (B3 + B2) 1+ ) 1Z2 (3.110)

8<p4
Paloa=0, -~ loa=0.
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Aceasta admite o solutie datd de formula

2
~ ~ | - T
@4(11,1‘2) = '—2(ﬂ3 + ﬂg)al'y"E'(:rf + C—; - 1)21,‘11‘2. (3111)

In expresia de mai sus constanta dependentd de domeniu F este data tot in
tabelul constantelor de la sfarsitul paragrafului.

Demonstratie. Problema (98) poate fi rescrisd dacid se folosesc solutiile
determinate in (102) gi (109). Solutia problemei (110) se obtine dintr-un calcul
destul de lung, dar direct.

Observatia 14. Din restrictiile constitutive (52) avem B3+ B, > 0 5i & > 0.
Atunci putem reprezenta liniile de curent, care corespund migcérii secundare,
deci curbele 4(z1,22) = constant. Remarcim cid pentru p4(z;,z2) = 0 avem
drept linii de curent elipsa de sectiune si semiaxele. In Fig. 3.1 este schematic
reprezentatd configuratia liniilor de curent §i sensul miscarii secundare pe liniile
de curent.

Fig. 3.1

Propozitia 18. Aproximatia presiunii, pana la termenii de ordinul 4 inclusiv
se determina prin formula

P($1,$2,13) =

4
i 2 a1y 2y.2.2 2) 12
—py + zl:e Ci—eHzz+ ¢ m[(l +2c%)c’ i+ (2 + ¢ )IZI_(3.112)

2(32—'*' Bs) ~ S Sy Sa Vi Va
i ap Aol + Jelsi+ el 4 Tard el

Demonstratia se obtine din relatiile (56), (57) cu aproximarea functiei
f(z1,z2). Pentru pasul patru de aproximare calculdm pe u4(z;,z2) prin inter-
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mediul lui (111) §i obtisiern in final, dupd un calcul destul de lung (din (95);)
0
6_:{:4 = —Q&I(Sle + Smxé + Saz1),
6f: ] . . (3.113)
Bz, = —Qa (V173 + Sazize + V2132),
2

in care @, S:(i = 1,2,3), V;( = 1,2) sunt constante dependente de domeniu,
de constantele constitutive gi de gamma. ) Aceste constante sunt de asemenea
explicit calculate.

Sistemul (113) este compatibil iar solutia va fi de forma

S S S Vi, W
fulenz) = ~Qan(Ghai+ Gttt el 4 Yt h el

unde C4 este constanta.

)+ Cs, (3.114)

Rezulta in final forma (112) pentru aproximatia de ordinul 4 in e.

Vom calcula acum presiunea normald pe suprafata rigida a tubului prin for-
mula

TN(EI"T?:I:}) = —7p(z17$211‘3) +n.TEn7 (31]‘5)
unde p g1 Tg au fost deja evaluate. Atunci cantitatea
ATy =| Tn(£1,0, z3) — Tn(0, ¢, z3) |, (3.116)

reprezintd maximul variatiei lui Ty pentru fiecare z3 fixat.

Propozitia 18. Expresia ATy poate fi reprezentatd prin

L L1=)e, o= (1= B3t + 4 +3)4 117
ATn = é17 _(1 I c?)? € +4(B2 + Pa)ény (1 4 c2)4(5¢* 4 6¢2 + 5) (3.117)
Demonstratie.Tinem seama de relatia

I, dvz 1 4 0(uah n2
B Ton = aa[(5om + 5ot + 26 St nt+
O(ug)e | O(ua) O(ua)2_,
3.118
H gy gy mame il (3.118)
. 6’01 8’03 a’Ul 6'1)3 8‘03 6'[)1 6’01 a’vg
2 4 o 2 2
P2 o™ T Gey B2, T 82102 T B2, 02,
si folosind (84), (102), (109) si (111) ajungem la expresiile
o ,, 2
n.TE(:l:l,O)n=ale Y _(1+—62)2 4(116 ’)’D(A+C) 1+c 2’
(3.119)
2
. c . 9 1
n-Tg(0,+c)n = a16272m — 4a,e*yD(BJ + C)1 T
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In urma calculelor efectuate prin utilizarea relatiilor (114)(115) deducem ex-
presia (117) pentru ATy.

Observatia 14. Prin intermediul relatiei (117) rezultd ca maximul variatiei
presiunii normale, care este o marime masurabila experimental, produce o noud
relatie pentru determinarea constantelor constitutive. De remarcat ca am obtinut
aceastd relatie intr-una din ipotezele §; = —(f2 + f3) (care asigurd un criteriu
de stabilitate aga cum a fost demonstrat in Tigoiu [1987] ), sau 3f6; + 26; = 0,
care descrie o subclasa de fluide de gradul 3 ( considerata de asemenea in lucrarea
mentionata).

Astfel, in concluzie, putem interpreta relatia (117) fie ca pe un criteriu de
existenta al migcarilor secundare la fluidele de gradul trei ( dacd, constantele con-
stitutive au fost determinate din alte experimente ), fie ca pe o posibila experienta
pentru determinarea unei noi relatii intre constantele constitutive.

In final prezentim lista constantelor care au fost mentionate in forma dedusa
a solutiilor problemelelor succesive aparute

c*(3c® 4+ 19¢* + 5¢ — 3)

A=
6(ct +6c% + 1)
B —3c® 4+ 5¢t +19c% + 3
~ 6(ct+6c2+1) 3 3
c? (285 —3p1)c? 4
C= 1+c2(A+B) D= 2(1+C2)3
&(1- )
= , @=2D
41 + c2)3(5¢* + 62+ 5
g - 2A( 45N+ (143N (1= ?)(5¢2 +3) (3.120)
i al g s s
Sy =3B+ &y 4 S8 £ 3 =)BI+5)
c? 14+ ¢? 5c4+6c2+5
g = (C'—AY1+3c%) 31—
3= 14 ¢2 ¢!+ 62 4 5
V- 2B'(c*+5) 3+ct A1 -c*)(5+3c)
T 142 1+ 5¢4 + 6¢% + 5
v (C"=BY3+ct) 31—
2 =

(14 ¢?) C 5ct 4+ 6c2+5
2

1+
Problema de curgere, care va fi reluata in capitolul urmator (problema Poiseuille),
a fost analizatd pentru diferite clase de fluide ne - newtoniene de Langlois si Rivlin
[1963], Pipkin si Rivlin [1963], Truesdell si Noll [1965], Dodson , Townsend si
Walters [1974], Townsend, Walters si Waterhous [1976], etc., scopul nostru fiind
insd, in afara prezentarii problemei de curgere propriu-zise, obtinerea importan-
tei relatii (68), cu toate observatiile legate de ea. Pentru proprietatile solutiilor
ecuatiilor cu derivate partiale trimitem la Rogca [1997].

unde A’ =c?A; B'=c¢’B; (' =

(A" + B').

100

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.6 Exercitii gi probleme

1. Aratati ca are loc formula
A =UU"+U'U
2. Aratati ca fluidele de tip diferential de ordinul 0, reprezinta clasa fluidelor

perfecte, sau clasa fluidelor elastice

T(x,t) = f(F(t)), fluid = T(x,1) = po(p)I

3. Aratati ca fluidele de tip diferential de ordinul 1, reprezinta clasa fluidelor
vascoase, sau clasa fluidelor de tip Reiner - Rivlin

T(x,t) = f(F(t), F'(t)),fluid <= T(x,t) = po(jp, p)I + ¢1(j, P)D + 92(jp, p)D*.

4. Folosind direct enuntul principiului obiectivitatii ardtati cd materialele de
tip diferential de ordinul 1 il satisfac daca si numai dacd admit o reprezentare
constitutiva de forma (54) cu n =1, deci

T(x,t) = R(X, 1) f(AR(x,1),,C(X, t); X)RT(X, t).

5. Demonstrati cd un material de tip diferential de ordinul 0 descrie un corp
solid, izotrop daca gi numai dacid admite o reprezentare de forma

T(x,t) = ¢o(jB)I + ¢1(s8)B + ¢2(jB)B?, (3.121)

adicd este un material de tip Mooney - Rivlin.

6. Demonstrati cd un material de tip diferential de ordinul 1 descrie un corp
solid, izotrop daca si numai daci admite o reprezentare de forma

T(x,t) = f(A1(x,t),B(X,t); X) cu proprietatea (3.122)
F(QAL(1)Q7,QB()QT) = Qf(A1(8), B())QT VQ € Ort.

7. Reprezentati constitutiv un material de tip diferential de ordinul 1 care
descrie un corp solid §i izotrop.

8. Fie urmatoarele reprezentari pentru materiale de tip diferential de ordinul 1
a) T(x,t) = pF(t)  F(¢)I,
b) T(x,t) = uF(t)[(A)" - (A)RCIF (1)),
c) T(x,t)=u(A)R (A)RC.

Care dintre aceste reprezentari , cu u— constant verifica principiul obiectivitatii ?
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4. VASCOMETRIE

4.1 Miscari cu istoria alungirilor
relative constantd (m.i.a.r.c.)

In mecanica materialelor simple s-au impus doua tipuri de particularizari, privind
- natura materialelor din care sunt constituite corpurile,
- tipul migcérilor efectuate de corpuri.

In acest capitol vom defini §i analiza cateva clase speciale de migcari pentru
fluide, in clasa materialelor simple. Ne vom ocupa de migcarile cu istoria alun-
girilor relative constantd. Aceste migcari au fost introduse de Coleman [1961].
Rezultatele au fost generalizate de Noll [1962], iar in Coleman, Markovitz, Noll
[1966], Walters [1975], Larson [1989] sunt prezentate aplicatii in vascometrie gi
sunt date rezultate de natura experimentala.

4.1.1 Definitie

Definitia 1. O migcare x este o migcare cu istoria alungirilor relative con-
stantd (in X € B) daca exista Q(r) € Ort, pentru orice T € R, cu Q(0) =1
astfel incat

Ci(x,s) = Q(t)CI(x,s)QT(t) Vs>0, VteR (4.1)

Cand ne vom referi la o migcare cu istoria alungirilor relative constantd vom
utiliza notatia prescurtatd m.i.a.r.c.

4.1.2 Conditii de caracterizare

Vom preciza condifit necesare §i suficiente pentru ca o migcare x sa fie cu
istoria alungirilor relative constantd. Acestea vor fi numite (C.I) si respectiv
(C.II). Ele vor fi formulate intr-o particula X, fixatd in corpul B, pe care nu o
vom mai mentiona, dacid acest lucru nu produce confuzii.

Prima conditie de caracterizare, (C.I), este un rezultat datorat lui Noll [1962]
§i precizeaza forma pe care trebuie si o admitd gradientul migcarii, in raport cu
configuratia pe care o are corpul la momentul t = 0, considerata drept configuratie
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de referinta, notat I'o(X, 7). Gradientul mijcarii este calculat in particula fixata
X, iar reprezentarea va avea loc la orice moment de timp, 7.

A doua conditie,(C.IT), este o consecintd a Definitiei 1. si a conditiei (C.I).
Aceasta precizeaza forma tensorului lui Caughy - Green la dreapta, in descrierea
relativa, fatd de configuratia de la momentul ¢, luatd drept configuratie de
referinta.

Conditia (C.I) : Teorema lui Noll de caracterizare a migcarilor cu
istoria alungirilor relative constanta

Conditia necesard gi suficientd ca o migcare x si fie cu istoria alungirilor
relative constantd este ca sa existe Q(7) € Ort, « € R, N € Lin, astfel
incat

Fo(X,7) = Q(7) exp( 7kN), (4.2)

pentru orice 7T € R, cu Q(0)=1I, |N |=1.

Demonstratie. Presupunem cai are loc reprezentarea din Definitia 1. pentru
m.i.a.r.c., deci

Ci(x,s) = Q(t)Ca(x, )Q" (1), (4.3)
pentru orice s > 0 si oricet € R. Notim

H(s) = Co(~—s) € Sim (4.4)

gi rescriem relatia anterioara prin intermediul acesteia.

Folosim formulele (1.52) ii) si (1.49):
Fi(r) = Fo(7)F'(t), Cu(r) =F{(r) Fy(r)
pentru 7 =1 — s si obtinem relatia de legaturé intre C;(r) si Co(7)
Ci(7) = (Fo(r)F5" (1)) Fo(7)F5' (t) = F5” (t)Co(7)Fg (¢). (4.5)
Pentru 7 = ¢ — s, rezulta
Ci(s) = Fy T (t)Co(t — s)F5'(t) = F5 " (t)H(s — t)Fg" (¢).
Astfel (1) se scrie sub forma
F, 7 (t)H(s — t)F5* (1) = Q(H(s)Q™ (1),
H(s — t) = F§ (t)Q(t)H(s)Q” (t)Fo(2). (4.6)
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Introducand notatia
E(t) = QT (t)Fo(t), (4.7)
in (6) rezulta ca

H(s — t) = ET()H(s)E(¢). (4.8)

Derivam in raport cu t in relatia (8) si facem apoi pe t = 0. Rezulta

—H(s) = ET(0)H(s)E(0) + E7(0)H(s)E(0). (4.9)

Introducand urmaétoarea notatie

E(0)=M, cu E(0)=QT(0)F,(0) =1,

in (9), se obtine problema Cuachy

—H(s) = MTH(s) + H(s)M

H0) =T (4.10)

Folosim rezultatul urmator : solutia sistemului diferential

X(s) = AX(s), (4.11)

in care A € Lin, cu conditia initiala H{o) = I, este unica si se reprezintd prin
X(s) = ezp( As), care permutd cu A.

Deci, daca consideram substitutia

H(s) = ezp(—sM")Y (s),

din (10) va rezulta un sistem pentru necunoscuta Y de forma

~Y(s) = Y(s)M, (4.12)

cu conditia initiald Y(0) = L

S& observam ca solutia problemei Cauchy

~Y(s) = MY(s)
Y(0) =1

este Y(s) = ezp(—Ms) si deoarece permuta cu M va fi solutia unica a problemei
Cauchy, formulate in (12).

Deci solutia problemei (10) se obtine sub forma
H(s) = ezp(—sMT) ezp(—sM), Vs >0 (4.13)
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Aratém ca functia H(s) se exprima prin formula anterioard, gi pentru s < 0.
Pentru aceasta folosim relatia (8) din care rezultd ca H este definita si pentru
valori negative. Fie acum { = s -t <0, sideci £+t =s>0. Avem din (8)

H(¢) = ET()H(¢ + )E(t).

Derivand relatia anterioara in raport cu ¢ si considerand ¢ = 0 rezulti acelasi
sistem diferential pentru H ( definita pentru ¢ < 0) §i cu aceeagi conditie initiala,
la ¢ =0. Astfel rezulta afirmatia.

Inlocuim pe H in relatia (8) cu valoarea gasita (13)
ezp(—(s — t) M7T) ezp(—(s — t)M)) = ET(t) exp(—sM7) exp(—sM) E(t).

Pentru s = 0, din relatia de mai sus, se obtine ca ezp(tMT)ezp(tM) = ET(¢)E(t),
sau I = exp(—tMT)E7(t)E(t) ezp(—tM) = (E(t) ezp(—tM))"E(t) exp(—tM) si
deci Q(t) = E(t) ezp(—tM) € Ort.

Astfel am aratat ca

Q(t) ezp(tM), dar E(t) = Q7(1)Fo(2),

E(t)
de unde
Fo(t) = QU)Q(L) exp(tM) = Q(t) ecp(tM).

In concluzie, din relatia anterioarda

Daca M=0 = Fot)=Q(t)Q(t) € Ort
Daca M #0, ludm «=|M|, = lM gi atunci,
K

Fo(t) = Q(t) ezp(tkN), cu Q0)=1I si |N|=1.

Demonstratia reciprocei. Presupunem ca are loc reprezentarea (2) pentru
Fy. Rezulta ca

Co(7) = FI(7)Fo(r) = exp(r«NT) exp(7&N). (4.14)
Din formula (5), in care utilizdm ipoteza (2) gi formula (14) avem
Ci(1) = (exp(—teN)QT(1))T exp(rxNT) exp(TxN) ezp(—teN)QT(t) =
= Q(t) ezp(—tkNT) exp(TkNT) exp(T&N) ezp(—teN)QT ().
In final, inlocuind 7 =t — s deducem ca

Ci(s) = Q(¢) ezp(—skNT) exp(—skN)Q (1), (4.15)
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carc impreund cu (14) conduc la relatia (1) din definitia .a.la.r.c.

Ca o consecin{d a teoremei de caracterizare a migcarilor cu istoria alungirilor
relative constantd vom reprezenta tensorul lui Cauchy - Green la dreapta, in
descrierea relativa, C!.

Vom introduce urmatoarele notati

M = kN, M(t) = Q(t)MQ’ (), (4.16)

asociate unei m.i.a.r.c. caracterizata prin conditia (2).

Consecinta 1. Pe o miscare cu istoria alungirilor relative constanta tensorul
lui Cauchy - Green la dreapta, in descrierea relativa, se reprezintd prin

C!(s) = exp(—sMT(t)) ezp(—sM(t)) ¥V s>0. (4.17)

Demonstratie. Pornind de la definitia functiei exponentiale de argument
tensorial se obtine ca

Qezrp(M) QT = ezp(QMQT), V Q€ Ort, M € Lin. (4.18)

Daca se utilizeaza aceastd proprietate in conditia (15), care are loc pentru migcari
cu istoria alungirilor relative constanta, se deduce rezultatul formulat.

Sa observam ca are loc in mod evident urmatoarea

Propozitia 1. In cazul m.i.a.r.c. o dati cu reprezentarea (2) are loc si
reprezentarea

Fo(X,t) = Q(t) ezp(t(—«)(—N)),
pentru oricc t € R, cu Q(0) =1 si | (—N) |=1. Deci parametrul & poate lua
valori reale arbitrare.

Conditia (C.II) de caracterizare a migcarilor cu istoria alungirilor
relative constanta:

Teorema 1. Conditia necesara gi suficientd ca o migcare x sa fie cu istoria
alungirilor relative constantd este ca sa existe Q(7) € Ort, cu Q(0) =1 si
M € Lin, astfel incat

Ci(x,s) = ezp(—sM”(t)) exp(—sM(t)) Vs € Ry, (4.19)

pentru orice s € Ry giorice t € R, unde M(t) = Q(t)MQT(t).

Demonstratie. Presupunem c& migcarea x este cu istoria alungirilor relative
constantd. Atunci are loc reprezentarea din teorema lui Noll de caracterizare a
m..a.r.c., pe care o vom utiliza in calculul expresiei gradientului de deformatie
in migcarea relativa

F:(x,7) = Fo(X, 7)(Fo(X,t))™!, gi deci
Fi(x,7) = Q(r) eap(raN) ezp(—tsN)QI(t) = Q(r) exp(—sM)Q (1),
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incare M =&xN € Lin, s=t—72>0 (uec 7 <t). Daca folosim expre-
sia calculatd in definitia tensorului lui Cauchy - Green la dreapta, in descrierea
relativa, obtinem

Ci(x,s) = FT(x,7)Fi(x,7) = Q(t) exp(—sMT) exp(—sM)Q7 (1),

de unde, prin introducerea cimpului tensorial M(t) = Q(t)MQT(t), rezulta
necesitatea conditiei formulate.

Reciproc. Presupunem ci are loc formula de reprezentare a tensorului lui
Cauchy - Green la dreapta, in descriere relativa

Ci(x,s) = exp(—sMT (1)) ezp(—sM(1)),

pentru orice s € Ry cu M(t) = Q) MQT(t), Q(t) € Ort, Q(0) =1 la

orice moment de timp ¢, sau ,intr-o reprezentare echivalenta

Cl(x,s) = Q(t) ezp(—sMT) exp(—sM)QT(2), (4.20)

daca folosim (19). Fie t =0, din (20) rezulta ca

Co(x,s) = exp(—sMT) ezp(—sM) V s € R,.

Revenind in (20) obtinem reprezentarea

Ci(x,s) = Q()Ch(x,5)Q(t) V s €Ry,
care aratd, conform Definitiei (1), ca suntem pe o migcare cu m.j.a.r.c.

4.1.3 Lema lui Wang

Lema 1. Pe miscari cu istoria alungirilor relative constantd primii trei tensori
ai lui Rivlin- Ericksen determind in mod unic migcarea.

Demonstratie. In ipoteza ci x este o m.i.a.r.c. au loc formulele recurente
de calcul pentru tensorii lui Rivlin- Ericksen

Aq(x,t) = MT(t) + M(2),
(4.21)
An(x,t) = MT () Ano1 (X, ) + Anoi(x, )M(t) Vn > 2.

Vom presupune cunoscuti primii trei tensori ai lui Rivlin- Ericksen. Din
primele trei relatii (21) vom ardta ci poate fi determinata istoria tensorului lui
Cauchy - Green in descriere relativa, deci m.i.a.r.c.

Ai(x,t) = MT(t) + M(2),

As(x,t) = MT()Aq(x,t) + Ay (x, t)M(2), (4.22)
As(x,t) = MT(8)Ay(x, t) + Ay(x, t)M(2). \
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Presupunem prin absurd ci mai exista un M(t) astfel incat sa fie verificate
relatiile (22)

Aj(x,t) = MT(t) + M(t),
Az(x,t) = MT(t)A(x,t) + Ay(x, t)M(t), (4.23)

As(x,t) = MT(t)Ay(x,1) + Ay(x, t)M(t).

In continuare nu vom mai mentiona x si ¢, pentru simplificarea relatiilor. Din
primele relatii (22) gi (23) rezulta , pe de o parte, cd

MI+M=MT+M, < {M}5={M}5
Pe de alta parte, vom introduce notatiile

1 i
M = {M}® + {M}4 = 2A; + {M}*, M-M=W € Asim,

M = {M}S 4 {M}4 = %AI + (M)A,

(4.24)

Din al doilea rand de relatii (22) si (23) avem
MTA, + AM=M"A; +AM <=

MT - MTA; = -A;(M-M) << WA, =AW

In mod analog din cel de-al treilea grup de relatii (22) si (23), impreuna cu
(24), obtinem

WA, = A, W.
In final am aratat ca sunt satisficute urmatoarele relatii
WA, = A;/ W, WA, =AW, (4.25)

unde M —M =W € Asim, Aq, A; € Sim.

Fie {e}, 73}, baza ortonormaté formata din vectorii proprii ai tensorului simetric
A ;. Reprezentarile matriciale pentru A; € Stm 51 W € Astm in baza mentionata

vor fi scrise sub forma
00 0
b o, [W=]| -2 ; (4.26)
0 c -y —z

na-

Dintr-un calcul direct rezulta

0 bz ¢y 0 ar ay
WA= —az 0 ¢z |, [A\W]=| bz 0 bz |. (4.27)

—ay —-bz 0 —cy —cz 0

[==T =R =]
o R
(=T S
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Deci, rezulta ca, relatia (25);, A;W == WA, estc ochivalertd cu sistemul

(a-b)z=0, (a—c)y=0, (b—¢c)z=0. (4.28)

Avem de considerat urmatoarele trei cazuri posibile, dupa valorile proprii ale
tensorului A; :

cazl:a#b#c#a,
caz2.:.a=b#c,

cazld:a=b=c.

Incazul 1. rezultd z=y=2=0 <+ W =0.

Astfel dacd valorile proprii ale lui A; sunt distincte, atunci din (28) avem
unicitate, in sensul ca M = M.

In cazul 2. rezultd y = 2 =0, deci W = z(e; @ e;—e,®e;) si M = M4+ W,
Cunoagtem reprezentarea lui W in baza vectorilor proprii ai lui A, iar pe Aj,
in aceeagi baza 1l scriem sub forma

a;; a2 ai3
[Az] = a2 Q2 Qa3
€13 Q3 433

Din calcul direct avem

Tay; Tdyy  Tdgs —zay; zay; O
[WA,] = | —zan —-zaiz —zay3 |, [A;W]=| —zax za12 0 | (4.29)
0 0 0 —za9; a3 0

Astfel din (29) deducem ca relatia (25), este echivalenta cu sisternul
a12t = 0, a13z =0, az3z =0, (022 - au)I =0.

Deoarece =z € R este arbitrar, avem a;3 = @13 = az3 = 0, a1; = az;. Rezultd ca
A, are aceiagi vectori proprii ca A;, admitand reprezentarea

ay 0 0
[Az] = 0 al 0
0 0 asa

In continuare, vom demonstra ca in cazul 2. au loc urmatoarele relatii intre
tensorii Rivlin - Fricksen : A; = A2, A; = A}

Revenim cu informatiile astfel obtinute in relatiile (22), care definesc recurent
tensorii Rivlin - Ericksen. Obtinem

1 ~ 1 - . -
Ar= (A1 + W)TA; + A1 (GA1 + W) = A] - WA, + AW,
(4.30)
M = %Al + W,
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unde W = {M}4 € Asirn. Vom nota cu &, §, 3, elementele Jui W, intr-o
reprezentare similara cu aceea pentru W. In baza vectorilor proprii ai lui A,
reprezentam relatia (30) si obtinem egalitatea

a3y 0 O a2 0 0 0 0 (a—c)y
0 apn 0 =] 0 a® 0 |+ 0 0 (a—c)z {4.31)
0 0 as 0 0 ¢ (a-c)y (a—c)z 0

Egalitatea scrisd in (31) are loc, dacd si numai daci

an=a% az=c (a-c)j=0, (a—c)z2=0, cua #¢,

ceea ce este echivalent cu

Am dedus astfel ca

0z 0
W]=1| -2 0 0
0 00
Revenim in ultima relatie din (22) si gasim
1 ~
M = §A1 + W,

1 - 1 < - ;
Ay = (7 A1+ W)TAT+ AJGA + W) = A7 - WAT + ATW.

Reprezentam pe componente egalitatea anterioard, din care vom deduce forma
matricialad de reprezentare a lui Ay in baza vectorilor proprii ai lui A;.

@ 0 0
As]=| 0 ¢ 0], (4.32)
0 0 &

adica Aj; = A3.

Vom demonstra acum ca MM = MM, pe baza egalitatii

; 0 az 0 3
0 00

g1 folosind expresiile

1 - .
MM =(§A1+W)f(%A1+W)

1 1 - . -
= ZAf + -2'(A1W - WA]) - W2,
1 1 (4.34)

1 | .
= ZAf - §(A1W - WA,) - W2,
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deduce pe baza tormulei (30),.

Deorece MT si M permutd, prin reintroducerea momentului de timp ¢,
rezulta ca

Cl(x,s) = ezp(—sMT(t)) exp(—sM(t)) = exp(—sA;(t)).

1

In cazul 3. rezultica M—M =W si M = 5

in Asim , dar

A, +W, cu W si W arbitrare

A2 = A% = 2I, A3 = ‘4:13 = (131.

Evident ca M7 si M permuti, vezi formula (34). Prin urmare folosind relatia
(19), din conditia (C.II), obtinem ca

Ci(x,s) = exp(—sM7 (t)) exp(—sM(t)) = ezp(—sA1(t)) = ezp(—as)I

Concluzie. Cadrul constitutiv adecvat descrierii migcarilor cu istoria alun-
girilor relative constantd este clasa materialelor Rivlin - Ericksen de ordinul 3
( avand in vedere rezultatul din lema lui Wang [1965] ).

4.2 Migcari vascometrice

4.2.1 Definitia miscarii vascometrice

Definitia 2. O migcare x este o migcare viscometricd ( in X € B) daca
este o migcare cu istoria alungirilor relative constantd (in X € B'), caracterizata
printr-o transformare N € Lin, cu N— nilpotent de ordinul doi; deci daci admite
o reprezentare de forma (2), cu N? = 0.

4.2.2 Existenta bazei canonice

Vom considera clasa migcarilor vascometrice si vom demonstra ca pentru
flecare migcare vascometricid se poate determina o bazad in care matricea de
reprezentare a IN— ului caracteristic migcarii este aceeagi, avand un singur ele-
ment nenul. Demonsirdm urmatoarea

Lema 2. Fie N€ Lin, cu | N|=1 si N?=0.

Exista o baza ortonormata, notaté {e; },c 13, astfel incat matricea de reprezen-
tare a lui N in aceasta baza sa fie de forma

000
NJ=[ 100
000

Demonstratie. Fie urmatoarele subspatii vectoriale ale lui V
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Ker (N) = {veV | Nv=0},
R(N)={veV | JueV:Nu=v}

Deoarece N este nilpotent de ordinul doi rezultd ca

N(R(N)) = {0}, sideci R(N) C Ker(N), (4.35)

Vom demonstra cid dim Ker (N) = 2. Presupunem pentru aceasta, prin absurd,
ca dim Ker (N) =0, sau 1. Dacd dim Ker (N) = 0 rezultad ca N este injectiva ,
jar din N?u =0, Yu €V rezulta Nu =0, si deci u = 0, ceea ce este absurd,
avand in vedere cd u € V era arbitrar gi deci N = 0.

Dacad dim Ker (N) = 1, atunci vom arata ca& dimR(IN) = 1. Dar din relatia
(35) rezulta ca dimR(N) =0 sau 1.

Presupunem prin absurd ci dim R(N) = 0, deci Nu = 0, Vu € V.

Astfel rezultd ca dim Ker (N) = 3, ceea ce contrazice ipoteza admisa (ca dim
Ker (N) = 1).

A rezultat astfel ca singura posibilitate este ca dim R(N) = 1.

Notam cu {u;};_r3 o bazd a lui V astfel incat Sp{ u; } = R(N) = Ker(N),
1ar

Nu; =au;, Nuz=pfu; = fuz—cou;€ Ker (N)=Sp{u;}.

Se obtine din nou o contradictie, deoarece {u;};,_y5 sunt liniari independenti .

Dacd dimKer(N) = 2 atunci existd e; € V cu Ne; #0 g e;-v =20
pentru orice v € Ker(N).

Ne1
| Ne1 I

Fie e; = atunci [ey|=1, e; € Ker(N), cu e;#e.

Rezultd ca e;-e; = 0. Fie e3 € Ker (N) astfel incit e;-e; = 0.

Astfel s-a construit baza ortonormata {e;},_y3 in care Ne, = Ne3 = 0, iar
Ne; = ke; cu k =| Ne; | . Rezultd ca singurul element nenul in reprezentarea
lui N, in aceastd bazi, este e, - Ne; = k, lar k£ =1 deoarece | N |=1. Astfel
am demonstrat ca are loc reprezentarea din enunt,.

Daca dim Ker N = 3 atunci N = 0 si astfel este contrazisa ipoteza | N |= 1.
Astfel singurul caz posibil este cel prezentat anterior.

Baza construitd in aceastid lema se va numi baza canonicd i va avea un rol
esential in reprezentarile ulterioare.

Incheliem cu urmatoarea

Propozitie 2. Orice migcare vascometrica este incompresibila.
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Demonstratie. Aceasta afirmatie se obtine ca ¢ consecinta a afirmatiei (vezi
Ex. 7, din paragraful 4.9) : o m..a.r.c. este incompresibild daci si numai daca
tr («kN) = 0. Ca o consecintid a Lemei 2., rezultd ci tr(N) = 0, intr-o miscare
vascometrica.

4.3 Starea de tensiune intr-un fluid
supus la o migcare vascometrica

4.3.1 Teorema de caracterizare a starii de tensiune intr-un fluid
‘ supus la o migcare vascometrica

Vom prezenta o teorema datorata lui Noll [1962], prin care starea de tensiune
intr-un fluid (in sensul lui Noll) supus la o miscare vascometrica se exprima (mai
putin un tensor sferic) prin intermediul a trei functii, numite funcfii vdscometrice.
Aceste functii se definesc in mod unic prin intermediul functiilor constitutive ale
fluidului considerat.

Teorema 2. Fie B corp constituit dintr-un fluid in X € B, supus la o
migcare vascometrica. Fie (N, &) € Lin x R— setul care caracterizeaza miscarea
vascometricd, cu N> =0 si | N |=1. Atunci

i) Ezistd trei functii cu valori reale, notate oy(k), o1(x), §i 7(x) astfel incat
starea de tensiune in particula X € B la momentul ¢ sd se reprezinte sub forma

T(x,t) = —p(x, )L+ 7(k)(N + NT) + 01(,)NTN 4 05(k)NN?.  (4.36)

i1) Semnificafia mecanicd a functiilor vascometrice este continuta in formulele

Ty, —Ts3 = Ul(ﬂ), Ty — Taz = 02(5),
(4.37)
Ty, = T(l‘i), T23 =Tz = Oa

unde am folosit notatiile T;; = e;-Te;, pentru componentele tensorului de tensiune
tn baza canonicd asociata lui N.

Observatia 1. Functia p(x,t) rAmane nedeterminata, fiind de tip presiune
hidrostaticad. Prezenta ei in model este impusa de faptul cd suntem in cazul
migcarilor incompresibile (vezi paragraful 2.) si deci conform principiului deter-
minismului modificat starea de tensiune este detrminata constitutiv mai putin un
tensor sferic.

Observatia 2. In teorema de reprezentare a starii de tensiune poate fi utilizat
orice N care caracterizeazi migcarea vascometrica.

Propozitia 3. Starea de tensiune in fluidul supus la o migcare vascometrica
poate fi reprezentata sub forma
M + MT) MM MMT

T(X,t) = —ﬁ(x,t)I + T(Ii)( | M I + U](K)W + GZ(K)W, (438)
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unde & =| M |# 0.

Demonstratie. Consideram reprezentarea constitutiva a fluidului ( in sensul
lui Noll) daté in 2.6.1 sub forma

T(x,t) = —p(p)I + R(Ci(-),p), cu proprietitile
R(I* p) =0, (4.39)
R(QCi()QT,p) = QR(Ci(+),,)Q", VYQ € Ort.

Deoarece prin definitie orice migcare vascometricd este o m.i.a.r.c. putem folosi
reprezentarea tensorului lui Cauchy- Green in descrierea relativa, data in (1)

Cl(s) = Q(t)ezp(—skNT) exp(—skN)QT(t), pentru orice s > 0.

Pe de alta parte, orice migcare vascometrica este incompresibila, si prin urmare,
principiul determinismului modificat (Teorema 5 din paragraful 2.3 ), aplicat
reprezentarii constitutive pentru fluid (39) ne conduce la o reprezentare de forma

T(x,t) = —p(x,¢)I+ R(Ci(-)), cu proprietatile
R(IY) =0, R(QC}()Q")=QR(Ci())Q", VvQE¢€ Ort.

Inlocuind in reprezentarea anterioara expresia (1) pentru migcari vascometrice
rezultd

T(x,t) = —B(x, )l + R( ezp(~ - M" (1)) ezp(— - M(t))), (4.40)
dacd am utilizat notatia din (16). Construim functia
g:D, C Lin — Sim
) (4.41)
g(M) = R( ezp(~ - MT) ezp(— - M)) € Sim
Ardtam ca aceasta are proprietatile

a) g esteizotropi: g(QMQT)=Qg(M)QT VYQe€Ort, YMe D,
b) g(0)=0.

S& demonstram cele doud proprietdti. Pentru aceasta reamintim ca

ezp(—sQMQT) = Qezp(—sM)QT, VQ € Ort, deci

ezp(—sQMTQT) ezp(—sQMQ’) = Qezp(—sM7) Q" Qezp(~sM)QT.
Utilizim proprietatile de izotropie ale operatorului R(-) :
R(Qezp(— - M") ezp(~ - M)QT) = QR (ezp(~ - MT) ezp(~ - M))QT,
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scrisd pentru V) € Ort i pentru o forma particulara a istoriei tensc: ului Cauchy
- Green in miscarea relativa. Ultima egalitate ne conduce la proprietatea de
izotropie a functiei g, proprietatea a).

b) Dacdi M =0 este introdus in
Cf() = ezp(— - MT(t)) ezp(— - M(t)) atunci Cl(s) =I=T(s) Vs>0.

Astfel din proprietatile operatorului constitutiv si din definitia functiei g , rezulta

. R@s)=0 s g0)=RI(:)=0 = g0)=0
In concluzie am obtinut pentru starea de tensiune urméatoarea reprezentare
T(x,t) = —p(x,t)I+ g(M(t)), cu proprietatile
(4.42)

a) g(QM(1)QT) = Qg(M(t))Q”, VvQ € Ort,
b) g(0)=0,

trecand de la operatorul constitutiv, cu valorile calculate pe istoriile particulare
asociate m.i.a.r.c., la functia g, prin formulele (40), (41).

Folosind izotropia functiei g vom arita ci pentru M # 0 |

g(M) = 7(k)(N + NT) + 04(k)NTN 4 05(k)NNT + gaa(x)1, (4.43)

unde M =&N, £=|M] gideci |N|=1.

Daca M = 0 atunci din proprietatea b) a functiei g avem g(0) = 0 si in
mod evident are loc egalitatea anterioara.

Daci M # 0 atunci demonstrarea formulei (43) se face dupa cum urmeaza.

Deoarece N este nilpotent de ordinul doi, de norma 1, folosim lema 2. si prin
urmare punem in evidenta baza canonica.

Consideram transformarea ortogonald : Qg € Ort, care se reprezinta in baza
canonicd asociatd lui N prin

0

Qo] = 0

OO =
o~ O

-1

Sa observam ci [QoMQZ] = [M], care se obtine din calculul direct

1 00 0 00 1 0 0
[QNQI]={ 010 100 01 0] =[N,
0 0 -1 0 00 0 0 -1
cu remarca [M] = &[N].
115

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Pentru acest Qg, din provrietatea de izotropie, rezultd ca

Qug(M)Q; = g(QuMQ]) = g(M). (4.44)

In baza canonica vom nota prin g;; = e;-g(M)e; elementele matricii [g(M)] € Sim
gi vom scrie In baza canonicd egalitatea anterioard, (44). Efectuind inmultirea
matricelor gasim

g g1z 13 a1 912 —G13
g1 922 923 = gn g22 —923 . (4-45)
g3 g3 @ga3 —gn —ga32 g33

Din ultima egalitate rezultid ci ¢13 = 0 §i go3 = 0. Astfel matricea [g(M)]
va avea forma

gun g1z 0
BM)]={ g2 g2z 0
0 0 ga3

Aratam c3 functia g este independentd de M € Lin, ea va depinde numai de
| M |= . Altfel exprimat

g(M) =g(|M|)

Fie M si M ambele nenule, cu M?> = M2 =0 si | M |=| M |= &.
Exista bazele canonice asociate transformarilor M si M, notate prin {e;}‘.em,
gi respectiv {f;} iefiay ¢ au loc urmatoarele formule de reprezentare in bazele
corespunzatoare

M=ne2®e1, Msz2®fl.

Pe de alta parte rezultd ci exista Q € Ort astfel incat Qf; = e;, pentru
7 €{1,3}.
Ca o consecinta a izotropiei functiei g au loc urmatoarele egalitati
e;-Me; = f; - Mf; = QTe; - MQTe;, sau
e; - Mej =e;- QMQTGJ' = M= QMQT
§i
ei-g(M)e; = Qfi-g(M)Qf; = f;- Q"g(M)Qf;
=f;-g(Q"™MQ)f; = f; - g(M)f; Vi,j 1,3
Fie un M fixat, cu proprietatile mentionate si | M |= &, atunci folosind
reprezentarea gasitd pentru g(M) avem

g(M) = gr11(k)e1 ® e1 + giz2(k)(e1 @ e2 + €2 ® e1)+
+g22(k)e: ® e + gaa(k)es ® es.
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Notam cu

o1(k) = g (k) — g33(k), 02(k) = gaa(k) — gaa(x), 7(k) = g12(x),
care introduse In reprezentarea anterioard conduc la
g(M) = o1(k)e1 @ &1 + 0x(k)e2 @ ez + 7(k)(€1 ® €3 + €2 ® e1) + gaz(x)L,(4.46)

dacd+tinem seama cd I=e; ® e; + e; ® e, + €3 ® e;. Din Propozitia 1. « € R.

Folosim reprezentarile in baza canonicd pentru N = (1/£)M si obtinem ca

100 000
IN'N]={000] , NNT=[0 10
000 000

Rezulta astfel ca au loc egalitatile intre aplicatiile liniare mentionate
N = e ® €;, NT =e1 ® €9, NTN = € ® €, NNT =e; R e;. (447)

Daca tinem seama de (47) in (46) obtinem din (42) formula de reprezentare a
starii de tensiune (36), in care s-a notat —p = gas(k) — p.

ii) Formulele (37) se pot obtine direct din reprezentarea (36), daca se utilizeaza
relatiile (47) care descriu reprezentarile, in baza canonica a tensorilor ce intervin
in membrul drept al relatiei (36).

Observatia 3. Functiile vascometrice introduse in teorema lui Noll admit
reprezentarile (37) prin componentele tensorului de tensiune in baza canonica
asociatd tensorului caracteristic al migcarii vascometrice. Prin urmare functiile
vascometrice o;, cu j € {1.2}, au semnificatie mecanica de diferente ale tensiu-
nilor normale, iar functia viscometricd 7 reprezinta o tensiune de forfecare. De
aici decurg denumirile acestora.

Functiile vascometrice oj(-)— se numesc funcfii viscometrice normale, iar
functia vascometrica 7(-) se numeste funcfie vascometricd de forfecare. Tensiunea
de forfecare este egald cu componenta vectorului de tensiune care actioneaza pe
un element de suprafatid de normalid e; in directia e,.

Scalarul & se numeste vitezd de forfecare, ceea ce se justifica atat prin dimen-
siunea fizica de viteza, cat si prin semnificatia ei. Cateva consideratii pe aceasta
tema vor fi ficute in paragraful 4.4.2, in care se analizeazd migcarea stationara
de forfecare.

4.3.2 Proprietati ale functiilor vascometrice

Propozitia 4. Functiile vascometrice introduse in teorema de reprezentare
(36) au urmatoarele proprietati

oi(k) =0,(—k), j€{1,2}, 7(—k)=-7(k) VKER
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Deci functiile vascometrice normale sunt pare, iar functia viscometrica de forfe-
care este impara.

Demonstratie. Fie N dat. Si considerdim Q; € Ort, reprezentat in baza
canonicd a lui N prin matricea

10 0
Q=1{0 -10
00 1

Printr-un calcul direct rezulta ca

[QINQ{] = —[N].

Pe de alta parte

g -qi2 0
[ng(M)Q{] = —d12 922 0
0 0 g33

Folosim din nou proprietatea de izotropie a functiei g, scrisa in (42) si utilizam
proprietatea mentionata pentru compunerea cu Q; a transformarii N. Rezulta

Qug(xN)Q = g(~N). (4.48)

Rescriem egalitatea din (48) prin intermediul reprezentarii (46). Membrul sting
devine

o1(k)e1 ® e1 + ga(k)e; @ e; — 7(k)(e1 ® ez + e; @ e;) + gaa(x)],

unde s-a folosit transformarea pentru g(«kN) prin compunere cu Q;. Membrul
drept rezulta egal cu

o1(—k)er @ e+ oa(—Kk)es @ e+ 7(—k)(e1 ® e2 + €2 ® €1) + gas(—«)I,
daca In (46) am folosit perechea (—,N). Afirmatia din enuntul propozitiei se
obtine din (48), impreuna cu formulele anterioare.

Observatia 4. Daci acceptam ci functiile vascometrice sunt netede, prin
dezvoltari in serie in vecinitatea lui « =0, obtinem

T(k) = pok + x> + O(«%),

(4.49)
o1 = s162 + O(kY), 09 = 5262 + O(x*).
Vom presupune in cele ce urmeaza ca
k£ — 7(K) este inversabila (4.50)
st vomn defini functiile
5;(7) = a;(r7'()), (4.51)
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numite functii viscometrice normale modificate. Accste functii vor fi folosite
curent 1n paragraful 4. al prezentului capitol.

Observatia 5. Sunt utilizate in literatura si alte reprezentari pentru functiile
vascometrice, ca de exemplu

n(k) = cu propritatile,

n(—«) =n(x), ali_l’l(l)n(ﬂ) = Uo.

n(x) se numeste vdscozitate de forfecare, sau funcfiile vascometrice reduse V(K),
Ni(K), N2(K), care sunt functii adimensionale, pare, de variabilad adimensionala

T(K') = Ho K V(K)a
o1(k) = po so k2 M (K),
O'Q(K,) = Ko So 52 Nz(K),

unde K = sg k. Méarimile go si so se numesc vascozitate naturald i respectiv
timp caracteristic (natural) .

Constantele de material introduse au urmatoarele dimensiuni fizice

dim (po) = (o] = ML™'T™?, dim (so) = [so] = T

Astfel proprietatile vascometrice ale fluidelor sunt complet specificate prin
cunoagterea cantitatilor :

1. Vdscozitatea naturald po.

2. Timpul caracteristic natural sy.
3. Functiile viscometrice reduse V(K), N1(K), N2(K).

Asa cum remarca Truesdell, existd o infinitate de modalitati de definire a
constantelor de material, dar se pot introduce unele care si admitd un suport
experimental. Truesdell [1964] introduce functia de timp caracteristic natural
3(K), ca fiind o masurad a importantei relative a tensiunilor normale gi a celor de
forfecare si care sd se anuleze pentru acele fluide, §i numai pentru acelea, pentru
care nu existad efecte ale tensiunilor normale, pe migcari vascometrice

§(K) = V(a(k)) + (o2(k))? _  V/(Ni(K))? + (Na(K))?

k() - V(K) (4.52)

Functiile V, Ni, N2 rezultd ca sunt supuse la restrictiile

V(0)=1, NZ0)+ N3(0)=1,

119

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



care se deduc din definitiile anterioare.

Observatia 6. Cazul fluidului liniar vascos, in care nu exista efecte ale
tensiunilor normale corespunde urmatoarelor reprezentari

MHK)=p, V(K)=1, MN(K)= Ny(K)=0.

Date de naturd experimentala privind valorile functitlor vascometrice pot fi
gasite in Coleman, Markovitz, Noll [1966], Larson [1989]. In Fig. 4.1 si 4.2 sunt
date graficele pentru functiile viscometrice ale unei solutii de poliizobutilena in
cetan ( solutie des folosita in literaturd pentru exemplificari, graficele fiind facute

dupa Coleman, Markovitz, Noll [1966] ).

301
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Fig. 4.1 Fig. 4.2

4.4 Exemple de migcari vascometrice

Migcarile vascometrice concrete ( sau particulare) sunt introduse prin inter-
mediul cdmpului de viteze in particula X € B la fiecare moment de timp. Sunt
definite componentele contravariante ale vitezei in sisteme curbilinii de coordo-
nate.

In prezentarea exemplelor vom urmairi, in acest paragraf, numai aspectele
cinematice, punand in evidentd urmatoarele elemente

a) Definirea cimpului de viteze in bazele locale specifice,
b) Construirea migcarii careia i se asociaza campul de viteze mentionat,

c) Demostrarea faptului cd miscarile considerate sunt vascometrice.

Vom prezenta urmaétoarele migcéri

1. miscarea stajionard de forfecare in paragraful 4.4.2;
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2. miscarea elicoidald in cazul gencral, in pa.agralul 4.4.3;
3. migcarea stafionard de torsiune in paragraful 4.4.4;

4. migcarea Couette si respectiv migcarea Poiseuille vor fi obtinute prin par-
ticularizari specifice din migcarea elicoidala, dar vom prezenta in detaliu dinamica
acestora in paragralele 4.6.2 i 4.6.3;

5. migcarea de tip con - placd va fi prezentata sub forma de probleme propuse
in paragraful de exercitii.

In primul paragraf vom discuta formulele generale de cinematica care vor fi
utilizate in cazurile concrete de migcari vascometrice.

4.4.1 Elemente generale de cinematici, aplicate in
descrierea miscarilor vascometrice.

Vom nota prin x = x(X,t) §i respectiv y = x(X, 7) pozitiile particulei X, la
momentele de timp ¢ si, respectiv, 7. Consideram, intr-o baza carteziana fixata,
coordonatele lui x si respectiv y, notate prin {z'};c(13y §i { ¥'}ic(r) » dar
coordonatele curbilinii corespunzitoare vor fi notate {q"}.-e{m si {€}ieq) -

Consideram deci (vezi Fig. 4.3 )
x = x(X,1); {z‘}ie{m — {¢'}ic(r3y bijectivé, nesingulara,

y = x(X,7); {yi}ie{i‘j] — {fi};e{m bijectiva, nesingulara,

regulate, de clasa C2.

Fig. 4.3

Definim bazele locale in x € B,— coufiguratia corpului la momentul t, consi-
derata drept configuratie initiald intr-o descriere relativa a migcérii i respectiv in
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y € B,— configuratia corpului la momentul 7, configuratia curenta: {e;(t)}

ie{13}
si respectiv {e*(T)}ieﬁ’ prin
0 —
e(t) = 6_;(" e(7) = g—;, Vi €1,3 (4.53)

Utilizam notatiile standard pentru bazele reczproce ale bazelor locale definite
mai sus, la momentul 7,

e (7)}icqrm , asfelincit ef(7)-e (r) =65, ¢ k,pe{T,3)} 4.54
ie{T3} P P

gi in mod similar pentru baza reciproca la momentul 1.

Tensorul metric, corespunzator sistemelor curbilinii introduse, este caracteri-
zat prin matricea

[9:;(T)]y, cu gij(r) =eir) () Vi,je{1,3}, (4.55)

la momentul 7 si in mod similar la momentul ¢. Notim matricea inversa la
momentul 7 gi respectiv ¢ prin

99N s 9" pentru i,j € {13) (4.56)

Bazele fizice asociate bazelor locale sunt definite, la momentele de timp mentio-
nate, prin

ei(T) | i e(i) — ei(t) 1
pr ANV 50

pentru ¢, € {1,3}. Nu se face nici o sumare in relatiile anterioare.

eci>(7) =

Vom utiliza descrierea relalivad a migcarii pentru a construi traiectoria parti-
culei materiale X, pornind de la campul de viteze descris in sistemele curbilinii
de coordonate. :

Miscarea relativd este definita prin formula (1.47)

Xi('aT) : B, —’B‘r; y:Xt(va)a
lar pentru 7 =% avemy = x .

Gradientul migcdrii relative se defineste prin formula (1.48)

Fi(x,7) = Vxe(x, 7). | (4.58)

Propozitia 5. i) In bazele locale asociate au loc formulele

otk ; otk

Fi(x,7) = 6_¢fek(T) ®e'(t) = 5(}— = ek(r) “Fo(x,7)ei(t),
o .y (4.59)
Fy(x,7) = aiq,.gkjm e(r)@e(t) = gjk—a% = e;(r) - Fo(x, )ei(t)
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11) Dacé bazele locale sunt ortogonale, la orice moment 7, {deci 3i la momentul
t) atunci

P, ) = Q) e 250 () @eco(t) unde
/95 (r)gi(t) (4.60)

Q:i(7) € Ort, astfel iIncit eci>(7) = Qu(T)ecis(t) Vie {1,3)
Mentiondm ca matricea care definegte metrica, in acest caz, la momentul 7 are
elementele nediagonale nule.

Demonstratie. i) Folosim definitiile bazei locale (53) §i a gradientului in
migcarea relativa (58) si obtinem

ox, D
Fu(x,7)eit) = Vixe(x, r)[a’f] a—qy,:
_ Oy ¢ _ o¢k

——ei(T
“aog  ag )
Utilizand acum proiectia pe baza gi pe baza reciproca la momentul 7 avem

v j
e;(7) - Fu(x, 7)ei(t) = g—i‘.gkj(r), e’(7) - Fu(x,7)ei(t) = gfr..

De aici rezulta reprezentarile in bazele mentionate prin formulele (58), conform
formulelor din Al.

ii) Introducem transformarea ortogonala Q(7) care pune in corespondenta
elementele celor doud baze fizice, ortogonale si folosind (57) rezulta

e;j(7) = /95 (T)Qu(T)e<> (1)(1)-

Introducem ultima relatie in (59) si trecind de asemenea la baza fizici la momentul
t avem

otk
9i;(T)Qu(T)ecss (t) - Fu(x, 7)(V/gii(t)eci> (1)) = 9:'"3—‘1"

Aici indicele k este de sumare, in timp ce j si ¢ sunt fixate, nesumandu-se dupa
IR
O forma echivalenta cu cele de mai sus este

ecs> (1) QNF(x, Tecor(t) = gp—me—=er. (),
g55()gi(t) 7

din care rezultad formula (60) prin trecerea la reprezentarea tensoriald, tinand
seama cé bazele fizice asociate bazelor locale ortogonale si reciprocelor lor coincid.
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Consecinta 2. Prin particularizarea momentului /. ca fiind momentul initial,

din (60) avem
3i’f 9xi(7)
98"\ [g;5(r)gi0)

Propozitia 6. In baza localad caimpul de viteze la momentul curent 7 gi respectiv
la momentul ¢ se reprezinta prin

Fo(x,7) = Qo(7) e<;>(0) ® eci>(0). (4.61)

v(y,7) = Eer(r), v(x,t) = ¢Fer(t). (4.62)

Deci £* i ¢* reprezinta componentele contravariante ale vitezei in bazele locale
de la momentele 7 si ¢.

Demonstratie Pornim de la formula (1.52) care defineste viteza in migcarea
relativa gi folosim definitia bazei locale (53)

Oxi(x, 3} dy o¢*
V(y, T) = —Xté—’- ) = 6—3-’ = —a—g,l—‘--aiT = kak(T).

4.4.2 Migcarea stationara de forfecare

Definitia 3. Spunem ci miscarea x este staionard de forfecare (in particula
X ) daci, componentele vitezei intr-o baza carteziand {ix},¢ 3 se reprezinta la
orice moment de timp 7 prin

' =0, g’=0v(y"), =0 (4.63)

Propozitia 7. i) In migcarea de forfecare simpld traiectoria particulei, care
la momentul ¢, ocupa pozitia x este o dreapta paralela cu i,. Particula se migca
cu vitezd constantda v(x,t) = v(z!)i,.

i1) Gradientul in migcarea relativa se reprezintd sub forma

F.(X,7) =1+ (7 —t)sN =exp((r — t)sN), Vs, 1€R,
cu N=i,®% deci N?’=0, |N|=1 g &=71'(c!).

iii) Migcarea stationarad de forfecare este o migcare vascometrica.

Demonstratie i) Prin integrarea sistemului diferential (63) cu conditia initiala
y(t) = x, rezulta functia care descrie migcarea relativa x,(x, 7)

y(r)y=2', y¥(r)=(r-th(z') +2*, y’(r)=1

in sistemul cartezian de coordonate.
k
Rezultd imediat din calculul F.(x,7) = iik ®1i; afirmatiile i), ii). Daca

ozJ

vom considera in ii) pe t = 0, rezultd ca miscarea este viscometrici, conform
Definitiei 2 gi tinand seama ca are loc formula (2). -
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Propouzitia 8. In migcarea stationard de forfecare valoiile principale nenule

ale lui D(x,t) sunt egale cu + ~k, cu notatia x = v'(z!).

2

Demonstratie. Calculam

! . . 1 i . . . .
L(x,t) = Vv(x,t) = v'(z)i, ® 1), D(x,t) = 5" (z') (1 ® iz + iz ® iy).

1
Ecuatia caracteristicd este data de A(\? — (Ev'(xl))z) = 0. Rezulta ca valorile

¢ 1
proprii sunt Ay = 0,23 = :l:iv’(zl), de unde afirmatia facuta.

Observatia 6. Remarcim cd baza carteziand coincide cu baza canonicd
asociatd tensorului nilpotent de ordinul al doilea, care caracterizeaza miscarea
vascometricd. De aici decurge o alti semnificatie fizica : in baza canonicd
migcarea vascometricd corespune unei migcari stationare de forfecare.

In baza acestei propozitii este totodata justificatd denumirea de vitezd de
forfecare pentru parametrul real «.

4.4.3 Miscarea elicoidala

Definitia 4. Spunem ca migcarea x este elicoidald (in particula X ) daca
componentele contravariante ale vitezei in baza locala, corespunzatoare sistemulu?
cilindric de coordonate se reprezinta la orice moment de timp 7 prin

=0, €=uwE) €&=u) (4.64)

Propozitia 9. i) Miscarea elicoidala definitd cinematic prin (64) este carac-
terizatd de urmatoarea reprezentare parametrica a traiectoriei particulei X, care
la momentul ¢ ocupa pozitia x

& =g,
£2 = w(q') (7 —t) + ¢4, (4.65)
€ =u(g)(r-t)+ ¢

la momentul ¢ coordonatele curbilinii ale Iui z fiind ¢! =r,¢> =0,¢° = 2.

i1) Semnificatia mecanica a celor de mai sus este datd de urmatoarele

a) Daca w(r) g wu(r) #0, traiectoria pa.rticulei( ;( este o elice, circulard
u(r

w(r)

dreaptd, aflatd pe suprafata ¢ = r, de pas h =27 . In acest caz are loc o
migcare elicoidald propriu-zisd.

b) Daca w(r) # 0 g wu(r) = 0,: traiectoria este un cerc de razd r pe
suprafata cilindricd ¢' = r. Miscarea, in acest caz, este de tip Couette.

c) Dacd w(r) =0 g wu(r) # 0, traiectoria particulei este o dreaptd pe
suprafata cilindrici ¢! = r. In acest caz migcarea este de tip Poiseuille.
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Demonstratie. i) Integram sistemui diferential din (64), cu conditia initiala
asociatid la momentul 7 =¢, £ =q' pentru 1€ {1,3},

dé? dg? de?
oo, Tooue) Eoue

Rezulta formulele (65).

i1) Sistemul de coodonate curbiliniu considerat in aceastd miscare este sis-
temul cilindric de coordonate. La momentul 7 avem relatiile de legatura intre
coordonatele carteziene ale punctului y si coordonatele curbilinii

y' =¢&cosf’, y'=¢sing?, P =¢ (4.66)

Din (66) si (65) rezultd reprezentarea parametrica a curbei descrise de par-
ticula materiala X, identificatd prin pozitia ei x, la momentul ¢ fixat, sub
forma

y' = fi(ritg',¢% ¢%). (4.67)
Aceasta este o curba care se gaseste pe suprafata cilindricd ¢! =r.

Fie doud momente 7 i 7; astfel incat unghiul polar al celor doud pozitii, pe
traiectorie, sa difere prin 27,

E(r)=w(r)(r—t)+0 si £(n)=(r)+2r=w(r)(r —1)+90,

Er)=ulr)(r=-t)+z ¢ &(n)=ulr)(n-1)+2
Eliminand pe 7; rezulta ca
3,1 _ £3(r) = W“(")

dacd w(r) # 0. Deci este o elice circulara dreapta pe suprafata cilindrica ¢q' = r.
In celelate cazuri rezultatele sunt evidente. Reprezentarea traiectoriei punctului

= h,

126

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



material in migcarea ciicoidala este data in Fig. 4.4.

Propozifia 10. Miscarea elicoidala este o migcare vdscometricd. Elementele

caracteristice acestei migcari vascometrice (x,N),cu N2=0, |N|=1, sunt
0 00
rw'(r) 00
k= /r (' (r)? + (w'(r))?, (Nle vy = ,(‘ : (4.68)
wir) g g
K

Demonstratie. Vectorii bazei locale la momentul ¢, dati de (53), sunt
calculati in sistemul cilindric de coordonate, prin

ox

= =~ = (cos f,sin,1), ez = ox _ (cos,sind, 1), e3 = (0,0,1), (4.69)

64

€

unde ¢* =1, ¢* =0, ¢* = 2.

Calculam din (65) matricea care caracterizeaza gradientul in miscarea relativa,
de forma precizata in (60)

o _

0
- = 0], 4.70
5 : (470)

Matricele care caracterizeaza metrica la momentele ¢ si 7, definite in (55) ,
in sistemul cilindric de coorrdonate sunt date prin

10 0 10 1
gi;Mleny=1 0 r* 0 ), [9:;5(D))us) = (0 (€12 o0 |. (4.71)
0 0 1 00 1

Consideram momentul initial fixat ¢ = 0 si gradientul de deformatie, din (60)
poate fi reprezentat sub forma

1 00
[QT(T)Fo(x, T iecisy = | ™'(r)(r) 1 0 =1+ 7Mle,yy,r (4.72)
u'(r)(r) 0 1

Prin calcul direct se verificA cd M este nilpotent de ordinul doi. Presupunem
ca M nu este tensorul nul s§i calculim | M | . Definind & =| M |, rezulta
expresia data in (68). « este nenul in misgcarea elicoidala. In continuare definim

N = ——M, care va avea forma si proprietatile mentionate in (68).

IM|

Trecand la o reprezentare tensoriala, din (72) obtinem ca

QI (7)Fo(x,7) =1+ 76N = ezp(rkN), cu N?’=0, |N|=1
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Propozitia 11. Relatia de legitura intre baza canonica ¢; asociatd lui N,
in migcarea elicoidala si baza fizica e(;5(;) la momentul ¢, corespunzatoare
sistemului cilindric de coordonate se exprima prin

e = eqx(t)
e =aeqs(t)+ fews(t), e3=—Fews(t)+ aecs(t) (4.73)

T4 R S

K

rw'(r)

a =

Demonstratie. Singurele elemente nenule in reprezentarea lui N in baza fizica
’ !
rw'(r) | . .
(r) gl ec35(t)-Necy»(t) = —=, lar in baza canonica
K

sunt e<25(t)-Neq15(t) =

e; - Ne; = 1. Prin urmare, deoarece ambele baze sunt ortonormate, rezulta ca
transformarea ortogonala care definegte trecerea de la o baza la alta se determina
printr-o rotatie in planul (e<2s(t),e<s>(t)), deci avind forma mentionata in
primele relatii din (73).

Sistemul pentru determinarea parametrilor a@ g1 (3, cu expresiile scrise in
(73) este obtinut din urmatoarele conditii

1 =€y Nel = QE<2>(t) . NE<1>(t) + ﬂe<3>(t) . Ne<1>(t),

= e; - Ne; = —fecss(t) - Neci»(t) + aecss(t) - Necs(t).
4.4.4 Misgcarea stationara de torsiune

Definitia 5. Spunem ca migcarea x esle stafionard de torsiune (in particula
X ) daca componentele contravariante ale vitezei in baza locala, corespunzatoare
sisternului cilindric de coordonate se reprezinta la orice moment de timp 7 prin

=0, £=uwE), £=0 (4.74)
Printr-un calcul analog celor anterioare pot fi demonstrate urmatoarele propozitii

Propozitia 12. i) Migcarea stationard de torsiune este caracterizati de
urmatoarea reprezentare parametrica a traiectoriei particulei X, care la mo-
mentul ¢ ocupd pozitia x :

=r, C=wiE)(r-—t)+0, ==z
La momentul ¢ coordonatele curbilinii ale lui x fiind ¢! =r,¢* = 6,¢* = 2.

i1) Semnificatia mecanic3 a relatiilor de mai sus este data de : traiectoria
particulei este un cerc de raza r pe suprafata cilindrica ¢' = r, in planul ¢ = 2.

ii1) Gradientul in miscarea relativa se reprezinta sub forma

F(X,7) =1+ (1 —t)eN = exp((r — t)&N), V7 € R,
cu N=eqsB®ecs deci, N2=0, |[N|=1 s k=ruw'(z)
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.v) Mizcarea stationara de torsiune este o migcare véscometricd. Baza canonica
este datd prin e; = ec35, €; = e(ys, €3= —€,q>.

Concluzii. Ca gi in cazul migcdrii Couette traiectoria pentru o particuld
materiala fixata este un cerc intr-un plan perpendicular pe ax3 i deci cAmpul de
viteze, tangent la cerc, are componete numai dupa e;.

Spre deosebire de migcarea Couette componenta vitezei este functie de z si
nu de r, iar viteza de forfecare x depinde de z si de r.

. 4.5 Dinamica misgcarilor vascometrice

In acest paragraf vom discuta conditiile de compatibilitate dinamicd in cazul
migcarilor vascometrice.

Am demonstrat in paragraful 3. ca starea de tensiune intr-un fluid este deter-
minata prin intermediul functiilor vascometrice, care depind de viteza de forfecare
K a migcarii vascometrice , conform teoremei lui Noll. Prin urmare starea de ten-
siune in componente fizice, pe de o parte se exprima prin functiile viscometrice,
iar pe de alta parte trebuie sa satisfacd ecuatiile de migcare pentru a fi solutia
unei probleme fizice. Rezulta anumite condifit de compatibilitate dinamicd.

Starea de tensiune rezultatd in cazul migcarilor vascometrice este dependenta
de cinematica impusa si trebuie si fie astfel incat conditiile de compatibilitate
dinamica sa fie satisfacute.

Urmeaza deci sa consideram

- ecuatule de migcare ale lui Cauchy
divIT(x,t) + pb(x,t) = pa(x,t), (4.75)
intr-un domeniu {2 ocupat de fluidul, care este supus la o migcare vascometrica,

deci cu o cinematica impusa, in care b(x,t) reprezinta fortele masice.

- reprezentarea constitutivd sub forma rezultatd din toerema lui Noll, prin
intermediul functiilor vascometrice.

Ne vom plasa din nou intr-un cadru constitutiv general, deoarece este necesara
precizarea formei concrete a functiilor vascometrice.

Mentionam ci miscarile viscometrice sunt incompresibile (vezi Propozitia 2.
din paragraful 2.2). Din caracterizarea conditiei de incompresibilitate, formulele
(1.24), rezultd ca p = p(x,t) = po(X) = po.

4.5.1 Dinamica migcarii stajionare de forfecare

Ca o consecintd a faptului cid migcarea stafionard de forfecare, descrisd in
paragraful 4.2, este o migcare vascometricd rezultd, prin aplicarea teoremei lui
Noll din paragraful 3.1, urmatoarea afirmatie

Propozitia 13. In miscarea stationard de forfecare starea de tensiune este
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caracterizata, in baza canonica, prin intermediul {functiilor viscometrice

Ty —Ts3 = 01(5), Ty —Ta3 = Uz(ﬂ),
Ty, = T(R), Tia=T = 0,

unde «=1'(z') st T;; =1i;- Ti;.

Propozifia 14. In migcarea stationara de forfecare starea de tensiune este
compatibild cu ecuatitle de migcare, in ipoteza fortelor masice derivate din potenti-
alul —p,¥, dacd si numai daca

T = pop —az?+b, Ty =az! +c,
T33 =T — 01(x), Tho =T+ 02k) — 01(5),

cu a, b, ¢ constante, iar cAimpul de viteze i tensiunile sunt legate prin conditia
de compatibilitate

v'(z!) = 77 (az' + ). (4.76)

Demonstratie. Din ecuatiile de migcare deducem ca

(T — T33) Op _ 0Ty a_‘P _ 3_90
dr? + ozl 0 oz! + oz? 0, oz

unde ¢ = T33 — p,1p este potentialul modificat.

=0,

Din ultimele doud deducem c&, in mod necesar ¢ = z?f(z') + h(z') deoarece
T, este functie numai de z' in conformitate cu Propozitia 13. Din prima rezulta
ca f(z') = —a, constantd, avand in vedere cd Ty; — T33 depinde numai de z!
in baza aceleeasi propozitii. Astfel ¢ = Ta3 — p,% = —az®+ h(z!). Prin integrare
din prima relatie avem Ty — Tas + ¢ = F(z?), si rezultd F(z?) = —az?® + b,
dacad am utilizat forma determinata pentru . Deducem forma lui Ti;, folosind,
de data aceasta, definitia potentialului modificat ¢. Din a doua relatie deducem
si expresia componentei de forfecare a tensorului de tensiune.

Daci tinem seama de relatiile T1; = 7(k) = az' + ¢, cu k = v'(z') atundi,
din inversabilitatea functiel vascometrice 7, rezultd conditia de compatibilitate

(76) .

4.5.2 Dinamica migcarii elicoidale

Propozitia 15. i) Legatura intre componentele fizice ale tensorului de tensi-
une in baza fizica gi functiile vascometrice este data prin formulele

Trr - Tzz = UI(K) - IBZUZ(K)i Tea - TZZ = (C‘!2 - 182)02(K)’
(4.77)
T.e=amn(k), T =caforx), T..=pB7(x),

in care «, B, & sunt functii de r definite prin (68) si (73).
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i1) Combinatiile componentelor de tensiune din membrul stang al relatiilor
(77) sunt dependente numai de .

Demonstratie. Cunoscand transformarea ortogonala descrisa prin formulele
(73), care realizeazd legatura intre cele doud baze : {e‘}iemf (baza canonica) gi
{e<i>()};cqzy (baza fizica Ja momentul t), putem trece la exprimarea legaturii
dintre componentele tensorului tensiunii in cele doua baze.

Folosim notatiile T;; = e; - Te;, pentru componentele tensorului T in baza
canonica si cele traditionale ( Ty, Tve, Toz, Trz, T2z, Toe ) pentru componentele
fizice: ale tensorului de tensiune in baza locald asociata sistemului cilindric de
coordonate. Printr-un calcul direct avem

Trr = ec1>(t) - Tec1>(t) = Tha, Too = ecas(t) - Tecas(t) = a®Tyz + F%Tss,
T.. = ec3>(t) - Tecas () = BTz + a®Ta3, Trg = ec1>(t) - Tecas (t) = aThz,

Ty, = e<2>(t) ) Te<3>(t) = af(Ty; - Tsa), T,.= e<1>(t) : Te<3>(t) = BT,

in care utilizim definitia functiilor vascometrice , introduse prin (37) si relatia
a’ + % = 1. Rezulta formulele (77).

Teorema 3. i) Starea de tensiune in fluidul supus la o migcare elicoidald
satisface ecuatiile de migcare ale lui Cauchy daca gi numai daca

Ty = potp — / Mdr — /porwz(r)dr +az+db+g,

(4.78)
Ty _é+ c ar b

) rz — .
2 r?’ 2 ' r

1i) Functiile care caracterizeaza migcarea gi starea de tensiune in fluid trebuie
sa fie astfel incat

iy T e dy T () b ar
w'(r) = T (z—3) v(r)=—r3( ); (4.79)

unde ~(r) = \/(1% _ 5)2 + (i‘_ _ %)2.

Demonstratie. i) Ecuatiile de migcare in sistemul cilindric de coordonate,
in cazul incompresibil ( p = p, ), cu fortele masice derivate dintr-un potential
b = -V, se scriu sub forma

aTrr + laTrG + aTrz + Trr - TB
or r 06 0z r

aTrG 1 aTBG aToz Tr9
or +;80 + 0z +2r

aT"rz + laTh + afrzz + Trz
or r 00 0z

f - Pa(v'lp)r = Polr,

- Po(v¢)0 = poas, (480)

- PO(V"»Z))Z = Polz.
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In baza fizica gradientul potentialului se scrie

0 190 0
Vi = '5?9<1>(t) + ;a—tge<2>(t) + £e<3>(t)-

In cazul miscarii elicoidale, cu campul de viteze descris prin (64), acceleratia
in baza fizica este datd prin a(x,t) = —rw?(r)e<>(t).

Daca introducem potentialul modificat

0 =T, — potp (4.81)
si folosim expresiile pentru Vi si a in ecuatiile de migcare (80), deducem ca

a(711'1' - Tzz) 1 6Tr0 aT'rz Trr - T09 a(P _ 2
or + r 00 + 0z + r + ar P (r),

0T,s 10Ty 0Ts, T.o 1 8(,0 _
or r 00 + 0z 2 r + rod
oT,., 10T,, 0T,, T., 0O
_Stn Ty £

3r+r 00 0z r+$=0'

0,

Daca tinem seama de Propozitia 15. ii) ecuatiile de migcare se reduc la

a(Trr - Tzz) Trr - T90 680 _ 2
or t r + or P (r),

M, .To 10p
ar T2y tree T
a]1rz Trz a(P

or T 5:0.

0, (4.82)

In baza formulelor (77) inlocuim derivatele partiale prin derivata in raport cu
r in termenii care contin tensiuni gi atunci, din ultimele relatii (82), rezulta ca

d 0 . ) .
s functii numai de r. Deci

00’ 02
»=az+d0+ h(r). (4.83)

Prin integrare in raport cu r a primei ecuatii din (82) rezulta

Trr -
Tor — Tz + / —rﬂe—dr +o+ /por(w)z(r)dr = f(0, z), (4.84)

adevaratid V (r,0,z) € D C R3.

Functia f(6, z), constanta in raport cu r, este determinata prin

f(6,z) =az+df0+g, cu g=const.,
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tinaind seama ca variabilele #, z intervin numai in expres‘a pot=ntialului modifi-
cat, exprimat prin (83) . Din cele de mai sus inlocuite in (84) , impreuna cu (81)
deducem ca

T, — T,
T;r + / = poy + / por()'(r)dr =az+df+g.  (4.85)

Ultimele doud ecuatii din (82), impreuna cu (83) devin

T, T, d dT,, T.
AT e A + 22 = . (4.86)

dr T T dr T

Din (86) prin integrare obtinem

d ¢ ar b
T.o = -5 + =5 = at(x), T, = Y + _— B T(x), (4.87)

unde am folosit si relatiile (77).

ii) Deoarece a® + 32 = 1 din formulele (87) obtinem ca

7(x) = \/(i - 5)2 +(C- 3 =10, (4.88)

2 T
unde am acceptat ipoteza ca 7(k) > 0 pentru £ > 0.

In ipoteza cid aplicatia & — 7(k) este inversabila, din (88) rezulta ca ,

k=17 (5(r)). (4.89)

Folosind din nou relatiile (87) i expresiile (73) pentru a gi # deducem

Ot___ru.:;c(r), ,BZUI,(:)7

(4.90)
[ _ K i_é 'U,IT — K E_Ef
w(r)_rr(rc)(r2 2)’ (r) T(fc)(r 2)'

unde & = 77!(y(r)). Din relatiile (90) si (88) obtinem (79) .

Observatia 7. In acest mod au rezultat formulele de compatibilitate dintre
functiile care caracterizeaza migcarea vascometrica si functia vascometrici de
forfecare 7.

Campul de viteze, in migcarea elicoidald poate fi exprimat prin intermediul
functiilor vascometrice, ca o consecintd a dinamicii migcarii, prin

_ ) e d

wir) = [ ry(r) (r2 2)d Ten
(4.91)

ur) = [T0A) b ary
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unde «(r) = \/(1% — 3)2 + (_’Z _ %’")2_

T

De remarcat ca in reprezentarea (91) apar 6 constante. Vom arata cum pot fi
determinate constantele prin conditiile date pe frontiera domeniului in paragraful

6.1.

4.5.3 Dinamica migcarii stationare de torsiune

In paragraful 4.4 am prezentat migcarea stationara de torsiune ca o migcare
vascometricd. Reprezentam tensorul de tensiune corespunzitor atat in baza
canonicd (introducand deci functiile vascometrice conform teoremei lui Noll din
paragraful 3.1), cat si in baza fizicad asociata sistemului cilindric de coordonate,
specific migcarii de torsiune. Obtinem

Propozifia 16. In cazul migcdrii stationare de torsiune legatura intre com-
ponentele fizice ale tensiunii gi functiile vascometrice se exprima prin

Tyw—Tsz = Ul(ﬂ) =T, T, Tpn—Tn= Uz(ﬂ) =Tgo — T,

Ta=7(k)=Tp., T1a=0=-T,,, Toa=0=-Ty

unde & =r w'(z).

In concluzie combinatiile nenule mentionate in formulele anterioare sunt functi
numai de r, z. Putem obtine urmatorul rezultat

Propozitia 17. Ecuatiile dinamicii se reduc la

a(frrr - Tzz) Trr - T09 6_90 _ 2
or + T + or . PT¥ (2),
(4.92)
0T, la_“o =0 O _ 0
0z rdf " 0z

unde ¢ = T,;, — p,®b— reprezintid potenfialul modificat, dacd am presupus ci
fortele volumice sunt conservative cu potentialul —.

Am folosit din nou reprezentarea in baza fizici a potentialului sub forma

3} 10
Vi = a—¢e<1>(t) + —a—?ge<2>(t) + a—e<3>(t), precum gi reprezentarea campului
r T z
de acceleratii a = —rw?(z)e<;»(t) in miscarea de torsiune (74). Formulele au

mai fost utilizate in cazul migcarii elicoidale.

Teorema 4. i) Starea de tensiune intr-un fluid supus la o migcare stationara
de torsiune satisface ecuatiile de migcare ale lui Cauchy daca si numai daca

2
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cu funcgyiile m{z), h(r), I(r), arbitrare gi d constanta.

i1) Functiile care caracterizeaza migcarea §i starea de tensiune in fluid trebuie
sa satisfacd condifia de compatibilitate

dz

rw'(z) = 77 .

+1(r)). (4.93)

Demonstratie. Din ecuatiile dinamice (92); 3 rezultad ca ¢ = 0f(r) + h(r),
care introdusa in prima ne conduce la f'(r) =0, deci f(r) = d, constanta. Astfel
potentialul modificat capitd forma mentionatd in enunt. Din a doua ecuatie
dinamicéd obtinem prin integrare forma componentei de forfecare Tj,. Aceasta,

pe de altad parte, se exprima prin functia vascometricd de forfecare, deci

T, = 7(k) = —i—z + I(r). Astfel rezulta si conditia de compatibilitate (93).

Din prima ecuatie (92) obtinem prin integrare in raport cu r

,,,2

Trr - T —
Ty — T + o+ / (—r—w)dr +m(0,z) = —-poEw?(z), (4.94)

unde ¢ = T,, — poty = d 0 + kh{r). Inlocuindu-l pe ¢ prin formula gasita si
derivand in raport cu 4, rezultd ci m(f,z) + df = —m(z), dacd tinem seama
de formulele din Propozitia 16. Inlocuindu-l pe m(6,z) in (94) si revenind la
potentialul 1, se obtine reprezentarea pentru 7.

Aceste formule vor fi folosite pentru descrierea migcarii intre doua discuri.

4.6. Solutii exacte pentru migcarea fluidelor
Realizarea fizicd a unor miscari vascometrice

In acest paragraf vom prezenta solutii ezacte pentru miscarea fluidelor, des-
crise cinematic prin migcari vascometrice.

Vom discuta conditiile in care se poate realiza din punct de vedere fizic o
migcare vascometricd. Prin realizarea fizicd a unei migcari vascometrice date, se
intelege posibilitatea determinarii acesteia ca o solutie exacta, a unei probleme
cu date initiale gi la limita intr-un domeniu dat, pentru o anumita clasa de fluide,
precizata constitutiv prin forma functiilor vascometrice. Ne plasam in cadrul con-
stitutiv general: starea de tensiune se exprima prin cele trei functii vascometrice,
fira a preciza forma concretd a aceestora prin intermediul functiilor constitu-
tive. Prin urmare rezultatele vor fi generale, si prin particularizarea functiilor
vascometrice, conform cadrului constitutiv de interes, vom obtine solutiile pro-
blemelor puse, pentru diverse materiale.

Mentiondm ca migcarile viscometrice considerate au fost stafionare, deci cam-
purile de viteza din definitia migcarilor vascometrice nu depind explicit de timp.
Prin urmare la orice moment de timp avemn aceeasi distributie de viteze, ceea ce
implica faptul c&, in formularea problemelor conditiile initiale nu joacd nici un
rol.
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Deci urmeaza sa consideram

- ecuatiile de migcare ale lui Cauchy
divT(x,t) 4+ pb(x,t) = pa(x,t),

intr-un domeniu  ocupat de fluidul, care este supus la o migcare viscometrica,
deci cu o cinematica impusa,

- reprezentarea constitutivd sub forma rezultatd din toerema lui Noll, prin
intermediul functiilor vascometrice,

-condifii pe frontiera domeniuluz, OS) :

Daca existd un perete rigid ¥ C 0f) atunci se considera ca fluidul satisface
condilia de aderentd

v=v, pe X,C0Q,

unde prin v, am notat viteza relativa a peretelui rigid cu care este in contact
fluidul.

Pe portiunea din frontiera lui 2, care nu este constituitd din perete solid se
introduc conditii in tensiuni, sau conditii mixte.

Observatia 8. i) Forma domeniului trebuie si fie compatibild cu forma lini-
ilor de curent rezultate din cinematica impusa, pentru a fi consistenta conditia de
aderenta pe peretele solid. Se impun deci condifit de compatibilitate geometricd.

i1) Starea de tensiune intr-un fluid este determinata prin intermediul functiilor
vascometrice, care depind de viteza de forfecare «, a migcarii, conform teoremei
lui Noll din paragraful 3.1. Prin urmare starea de tensiune in componente fizice,
pe de o parte, se exprima prin functiile vascometrice, iar pe de alta parte trebuie
sd satisfacd ecuatiile de migcare. Rezultd anumite condifii de compatibilitate
dinamicd.

ii1) Starea de tensiune rezultd determinatd prin cinematica impusa, este ast-
fel incat conditiile de compatibilitate dinamicid si fie satisfacute. Tensiunea se
obtine in general dependentd de un numair de parametrii reali. Parametrii reali
ai problemei se determind, in principiu, din conditiile in tensiuni, sau conditiile
mixte pe por{iunile.din frontiera lui ), care nu sunt constituite din perete solid.

Deci, realizarea fizicad a unei migciri vascometrice presupune satisfacerea si-
multanad a unor conditii de compatibilitate

- geometrica (Intre forma peretilor solizi gi forma liniilor de curent) ;
- dinamica (satisfacerea ecuatiilor de miscare) ;

- a datelor pe portiunile din frontiera domeniului, care nu se reprezinta ca
pereti solizi.
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4.6.1 Migcarea ( elicoidala ) intre doi cilindrii coaxiali

Migcarea intre doi cilindrii coaxiali a fost analizatd pe o clasad speciald de
fluide de tip diferential de Rivlin [1956] si Fredrickson [1960]. In cadrul general
al migcarilor vascometrice este prezentatd de Coleman, Noll [1959).

Problema. Se considerd migcarea unui fluid intr-un domeniu marginit de
doi cilindrii coaxiali, de lungime infinitd in care suprafetele rigide, laterale au
o migcare de roto - translatie. Ne punem, in fapt intrebarea fireasca daca este
posibila descrierea acestei migcari prin intermediul migcdrii elicoidale ?

Observatia 9. Presupunerea ci migcarea poate fi descrisd printr-o migcare
vascometricd este In principiu posibild, deoarece existd o compatibilitate geome-
tricd. Din studiul lintilor de curent in migcarea elicoidala, Propozitia 9. din
paragraful 4.3, a rezultat ca acestea sunt compatibile cu un domeniu cu simetrie
cilindrica.

Teorema 5. Fzistd o migcare elicoidala care se realizeazd in domeniul 2

Q={(r0,z) | 0¢€l0,2r), re€[R,R), z€R}
astfel incat conditiile de aderenta pe suprafata laterald, scrise sub forma

u('r) |1'=R,‘= Uj w(r) |T=R,’= Qj) cu je€ {1’2}’

sa fie satisfacute, in ipoteza ca peretii solizi au o migcare de translatie cu vitezele
U; §1 o migcare de rotatie in jurul axei de simetrie, cu vitezele unghiulare ;.
Momentul de torsiune necesar menfinerii in rotafie relativd a celor doi cilindrii
este dat.

Campul de viteze in migcarea elicoidala este descris prin formulele (64)

w(r) = -21%/ A eiQ) PR

r $27(s)

u(r) = /R %(g ~2)ds + U, (%9
in care %(r) = \/(2:‘12)2 + (2 - a—;)z. Constantele a, b se determina astfel
incat

S (4.96)

Ry -1
Q—Q, = _’YI_/ T_ﬁﬂd&
2r Jp, $*(s)
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Starca de tensiune este definita prin

T,..,. _ p0¢ _ T 5’1(7(3)) _0252(7(3))(13_ /T poswz(s)ds +az+g,

R S

b ar M
Trz=;_77 Tr9—27rr2a ng_O,
cu
T Ww'(r) u'(r)
o= LA YU
T1{y(r)) T71(y(7))

In formulele (97) &; sunt functiile vascometrice normale modificate, definite in
(51), iar 7 este functia vascometrica de forfecare.

Urmeaza s3 demonstram ca o astfel de migcarea poate fi determinata prin
utilizarea rezultatelor obfinute in Teorema 3. din paragraful 5.2, referitoare la
dinamica migcarii elicoidale. Din prima relatie (78) rezulta ca 7,, este functie de
(r,0, z), multiforma in raport cu # ( in sensul ca aceluiasi punct din spatiul fizic
i se pot asocia o infinitate de valori pentru componenta 7., care diferd intre ele
prin 2 k 7 d ), dacad d # 0. Prin urmare este necesar si consideram d = 0.

Campul de viteze in miscarea clicoidala este definit (§inand seama de dinamica
migcaril elicoidale, prin formulele (79) cu d = 0 ) numai de trei constante reale
a, b, c

Utilizam conditiile de aderenta pe suprafetele laterale gi gasim 2 relatii intre
cele trei constante

L [T b er
=ty = [ S

Ry _—1
Q_q = [T 00)e
2= /R, ry(r) r? ar

7(r) = \ﬂ§)2+(9 -5

Fie migcarea elicoidalad si starea de tensiune dinamic compatibild asociata.
Vom arata ca

1) In mod necesar componenta dupa axa de simetrie a momentului rezultant
al vectorilor de tensiune, raportat la unitatea de lungime gi notat prin M, care

actioneaza intr-un punct de pe suprafata r = r*, este o constanta, independenta
de r*, daca d = 0.

138

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1) Legétura dintre ¢ gi M este datd de formula

M

c= —.
27

Pentru demonstratie considerdAm un element pe suprafata r = r*. Normala

exterioara este e<;>(t). Consideram un punct de pe suprafatd caracterizat prin

coordonatele curbilinii (r*,8, z). Vectorul de tensiune in punctul fixat este dat de

. Tec15(t) = Trrecrs(t) + Troecas (t) + Troecas(t),

iar momentul rezultant in raport cu polul aflat pe axa de simetrie, in sectiunea
considerata prin punctul considerat, se calculeazd prin

€c1> €<2> €< :
/ r 0 0 da= /(—rT,ze<2> + rT,ge<3> )da. (4.98)
E Trr T‘rG Trz z

Proiectam relatia (98) pe axa ec3»(t), axa de simetrie. Tinem seama de expresia
componentei de torsiune a tensiunii, Ty, §i de misura pe suprafatd da = rdfd-.

Rezulta imediat afirmatiile i) §i expresia constantei ¢ = —. Prin urmare, daca,
s

conditia anteriora este addugata conditiei de aderenta a fluidului pe peretii rigizi,

din relatiile (96) obtinem un sistem neliniar pentru determinarea constantelor

a,b, deoarece c este cunoscut.

Astfel a fost determinatd migcarea vascometrica, elicoidala care ia nasgtere in
migcarea fluidului in interiorul celor doi cilindrii coaxiali.

Observatia 10. Momentul M introdus in propozitia anterioara este numit
moment de torsiune, necesar menfinerii in rotafie relativd, a celor doi cilindrii.
Se considera conditia globald formulata in (98) cu Me<s, dat.

4.6.2 Migcarea Couette intr-un domeniu cilindru circular drept
cu sectiunea coroana circulara

Problema migcarii Couette intre doi cilindrii a fost analizatd pentru clasa flu-
idelor Reiner - Rivlin de Rivlin in 1948 gi generalizata la fluidele de tip diferential
[1956] si a fost considerata pentru alte modele de Oldroyd [1950].In cadrul general
al migcarilor viscometrice problema a fost rezolvatd in Coleman, Noll [1959]. O
clasa apropiatd de migcéri de acest tip ( miscari intre doud placi infinite care se
rotesc relativ) a fost studiatd de Tigoiu [1995,b] si va fi prezentata in partea a
doua a lucrarii.

Definitia 6. Spunem ca migcarea x este de tip Couette (in particula X ') daca,
componentele contravariante ale vitezei in baza locald, corespunzatoare sistemului
cilindric de coordonate se reprezinta la orice moment de timp 7 prin

=0, £=uw¢), =0 (4.99)
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In mod evident, dirn formulele (61) rezultd ca migcarea Couette poate fi consid-
eratd ca un caz particular al migcarii elicoidale, traiectoria particulei fiind un
cerc, intr-un plan perpendicular pe axa de simetrie a cilindrului. Prin urmare,
prin particularizari din formulele deduse in studiul migcarii elicoidale vom obtine
echivalentele acestora pentru miscarea Couette.

Propozitia 18. Miscarea Couette este o migcare vdscometricd care se obtine,
din migcarea elicoidald, print considerarea valorilor

a=1, f=0 k=rJ(r), (4.100)

in ipoteza w'(r) # 0.

Demonstratie. Din formulele (73) rezulta ca 8 = 0, iar din (66) & =| rw'(r) |,
deoarece w'(r) # 0 avem, de exemplu valoarea din (100) pentru «'(r) > 0.

Teorema 6. i) Migcarea unui fluid intre doi cilindrii coaxiali infiniti, de raze
R;, care se rotesc in jurul axei de simetrie cu vitezele unghiulare Q;, Q, poate
fi descrisa printr-o migcare Couette, pentru care starea de tensiune este descrisa
prin

1) — (o
01 )
Trr = P0¢' - / Zr? r 2mr dr — /poT wz(r)dr + g,
oMM (4.101)
TBO == Trr . 01(27”‘2 ) + 02(57['—1‘2_)’
M M

Tzz':Trr'_&l( )1 Trz:Tﬁz:()a Tre =

2rr? wre’

i1) Migcarea este caracterizati prin (65) in care u'(r) =0 i
M
T T_1 2)
w(r) =/ _2mst g 4 Q. (4.102)
¢

) s

Constanta M se determina din conditia

Ry T_l( Mz)
Qr4h:/ _2mst g

R S

Demonstratia decurge din Teorema 5. in care se fac particularizarile a=1,
B=0.
Din (87) pentru 3 =0 obtinem ca

b
T.==~%5=0 Vre(R,Ri,
T 2

«

ceea ce este echivalent cu @ = b = 0. d = 0 rezultd din consideratiile privind
existenta unei stari de tensiune exprimabile prin functii uniforme in raport cu 6.
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Constantele carc caracterizeazd cinematica in migcarea Couette suni
M
2m

Formulele (101), (102) sunt deduse din (97) i (95) cu particularizirile mentionate.

a=b=d=0, ¢ (4.103)

4.6.3 Miscarea Poiseuille printr-o conducta cilindrica

Vom mentiona definitia migcarii Poiseuille, independent de migcarea elicoidala.

Definitia 7. Spunem ci migcarea x este de tip Poiseuille (in particula
X)) daca, componentele contravariante ale vitezei in baza locala, corespunzatoare
sistemului cilindric de coordonate, se reprezinta la orice moment de timp 7 prin

=0, =0, € =u(t). (4.104)

In mod evident, din formulele (64) rezultd ci miscarea Poiseuille poate fi consi-
derata un caz particular al migcérii elicoidale, traiectoria particulei fiind o dreapta
paraleld cu axa de simetrie a cilindrului. Prin urmare, prin particularizari din
formulele ob{inute in studiul migcarii elicoidale vom obtine echivalentele acestora
pentru migcarea Poseuille. Din formulele (73) rezulta

Propozitia 19. Migcarea Poiseuille este o migcare vascometrica care se obtine
din migcarea elicoidala, prin considerarea valorilor

a=0, B=1 k=1u(r), (4.105)
in ipoteza u'(r) # 0.

Teorema 7. Migcarea Poiseuille se realizeaza intr-o conducta cilindrica cir-
culard de raza R, cu lungimea infinita, in care fluidul adera la peretele rigid.
Presupunem ca peretele rigid are o migcare de translatie cu viteza U in lungul
axei de simetrie.

1) Starea de tensiune este data prin

. ,as
T 0’1(?) . .ar
Trr = / d3+¢12+g, T60 =Trr—al(?)’
o 8 (4.106)
. ar . ,ar —ar
TzzzTrr_al(_2_)+02(‘2—'), ng=0, T,-9=0, T,-z =—2—,
dacd se neglijeaza fortele masice.
ii) Functia care caracterizeaza migcarea este
R as
u(r) = / T_l(?)ds + U. (4.107)

iii) Dacd se cunoagte debitul volumic @ constant, care trece printr-o sectiune
perpendiculara pe axa conductei, constanta a se determina prin conditia

R, as 2
Q=7r-/0 s‘r (?)ds-i—?rRU. (4.108)
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Pentru demonstratie fclosim rezultatele dii: Teorema 3. pentru migcarea
elicoidala. S& remarcdm cid b = 0 este o conditie necesard pentru realizarea unei
migcari Poiseuille printr-un tub cilindric ( pentru a avea asiguratd conditia ca
tensiunea data in (78), deci si componenta T;,, sa fie definita in toate punctele
domeniului). In r = 0 avem o singularitate pentru tensiune, dacd b # 0.

Deoarece in (87) consideram o« = 0 rezultd cd ¢ = d = 0. Din (88) v(r) =| a | %

Presupunem ca a > 0 gi din (78) cu (77) deducem formulele (106). Prin integrarea
in raport cu r a relatiei (79), rescrisa in migcarea Poiseuille sub forma

w(r) = ~17(3),

2

obtinem formula (107), utilizand si conditia
‘U,(T') |T=R: U)

care definegte aderenta fluidului la peretele rigid.

Debitul volumic printr-o sectiune perpendiculard pe axa tubului se calculeaza
prin

Q= v - nda, (4.109)

z=const

care in ipoteza campului de viteze v = u(r)iz devine

Q= QW/ORu(r) rdr.

Daca introducem expresia campului de viteze (107) si integram prin parti, rezulta
expresia (108).

Observatia 11. Semnificatia mecanicid a constantei a este obtinuta dim
relatia

—a= =T, |=r .
a R |R

4.6.4 Miscarea unui fluid intre doua discuri

In cadrul constitutiv al fluidelor Reiner - Rivlin problema a fost rezolvata de
Rivlin [1948], de Truesdell {1952] (in conditii ceva mai generale), Rivlin [1956]
a generalizat-o pentru fluide de tip diferential, iar o rezolvare prin intermediul
functiilor vascometrice a fost propusa de Markovitz [1957], Coleman, Noll [1959).

Se considerd urmatoarea Problema. Fie miscarea unui fluid intre doua dis-
curi paralele, de raze R, aflate la o distanta h, care se rotesc cu viteze unghiulare
Q, 4 in jurul axei iz, fluidul fiind in contact cu aerul pe suprafata libera laterala.
Ne punem aceeasi intrebare : poate fi aceastd migcare descrisd printr-o migcare
stationara de torsiune 7
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Observatia 12. Conditilic pe frontiera domeniului, care exprima ipoteza de
aderenta a fluidului pe discuri, se scriu

iar conditia pe suprafata liberd ¥; de contact cu aerul, aflat la o presiune hidro-
statici po, se scrie

Tn |5,= —pon.
Ipoteza: Presupunem ci are loc o migcare stationard de torsiune intre cele
doua discuri. Folosim rezultatele de cinematica i dinamica din paragrafele 4.4 gi
5.3 pentru determinarea starii de tensiune gi a migcari de torsiune.

Propozitia 20. Migcarca de torsiune intre doud discuri este descrisd prin
campul de viteze
AQ

'U)(Z) = TZ-I-QO’ cu AQZQI —Qo, (4111)

iar starea de tensiune este data prin urmatoarele formule

RO (sAQ)
2 _ .2 2S—]—
T.. = —po + po%wz(z) _ / Thds’

9]
T,.=T.+ al(r—Ah—Q) , Ty, = 'r(rA—h-) , Tey=0, T,,=0.

unde am considerat ca suprafata liberd este de formd cilindricd, deci r = R, cu
conditii de forma

Trr |r=R= —Po

si am neglijat fortele masice.

Demonstratie. Deoarece campul de tensiune trebuie si fie o functie definita
pentru Vr € [0, R|, rezultd cd T,, (reprezentat in Teorema 4. din paragraful
5.3 ) nu poate avea o singularitate in r = 0. Astfel in formulele din teorema
mentionatd trebuie si consideram d = 0. Conditia de compatibilitate dinamicd

(93)
k=rw'(2) =77Y((r)) = w(z)=cz+b §i kK=cr (4.112)

Folosim conditiile de aderenta si deducem forma campului de viteze, w(z), liniar
in z, scrisd in (111).

Introducem in formulele din Teorema 4. d = 0, functia vascometrica prin
intermediul Propozitiei 16. i gasim ca

Trr = PO¢+/
0

2

G s)ds - porz—wz(z) + m(z). (4.113)
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Din conditia pe fronticid se detcrming funcfia m(z), sub forma

2 R
m(z) = —po+ Po%‘UJQ(Z) —/ g"’—(:—S)ds, (4.114)
0

unde au fost neglijate fortele masice. Rezultatul se ob{ine imediat.

~ Relativ la migcarea stationara de forfecare amintim cé aceasta este descrisa,
de exemplu, in Coleman, Noll [1959] b., Eringen [1960].

4.7. Tensiuni normale si efectele lor. Fenomene ne- newtoniene

Vo prezenta doua tipuri de fenomene, care sunt puse in evidenta experimen-
tal, pentru anumite materiale §i care nu au loc dacd experientele se efectueaza cu
fluide liniar vascoase.

Solutiile puse in evidentd In miscarea fluidului intre doi cilindrii (migcarea
Couette) si respectiv in tub (migcarea Poiseuille) au fost obtinute in ipoteza
ca suprafetele cilindrice au lungime infinitd. Vom considera acum domeniile
marginite, dar vom utiliza solutiile anterioare, care devin solutii aproximative,
care difera de solutia reala in vecinatatea planelor ce delimiteaza suprafetele cilin-
drice.

In aceasta sectiune vom considera doua tipuri de efecte ne-newtoniene : efec-
tul Weissenberg si efectul Meringhton, care sunt datorate prezentei tensiunilor
normale, sau prezentei functiilor vascometrice normale.

In cele ce urmeaza vom urmari prezentarea acestor fenomene aga cum apare
in Truesdell, Noll [1965], Colleman, Markovitz, Noll [1966]. Rezultatele sunt

calitative.

4.7.1 Efectul Weissenberg

In cadrul constitutiv al fluidelor Reiner - Rivlin o analiza detailata a efectului
Weissenberg (efect de cdfdrare) a fost efectuata de Serrin [1959]. Prezentarea data
de Noll o generalizeaza pe cea datorata lui Ericksen [1959] . Acest efect este pus in
evidentd in aparate, in care se realizeaza migcari Couette, stationare. In Truesdell,
Noll [1965] se mentioneaza ca Garner §i Nissan, in 1942, au observat fenomenul
de catarare a fluidului pe peretii solizi, iar Weissenberg [1947] a efectuat o serie de
experiente sistematice. In Fig. 4.5b), c) sunt reprezentate efectele ne-newtoniene
de tip Weissenberg, puse in evidenta pentru viteze relativ mici gi respectiv mari de
rotatie ale cilindrului exterior. In imaginile din partea stanga, a), fluidele sunt in
repaus, in timp ce, in imaginile din dreapta, d), sunt prezentate comportamentele
fluidelor newtoniene.
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- dE=E=l
£ Em—écﬂ%qu

Fig. 4.5

Vom considera migcarea Couette a unui fluid intre doi cilindrii coaxiali din
paragraful 6.2. Fluidul este in contact cu aerul aflat la o presiune py. Tensi-
unea normald, pe o suprafa}d a cirei normali este axa de simetrie, este data de
T,.. Conform formulelor (97), mentionate in Teorema 5., daca neglijam prezenta
fortelor masice, rezulta

(i) ~ Falcy)
T 1 "— 2 T M
T.. =—/ 2132 2ms? ds—/ posw’(s)ds — &1 ( — )+ g.

2
Ry ) R, 2rr

Constanta g poate fi determinata din condifia globald de echilibru a fortelor care
actioneaza pe suprafata pland z = z;, de contact a fluidului cu aerul

/ Te<3>da = —/ P0e<3>da A
zZ=2z z=2z
4.115
. (4.115)
27r/ T,,rdr = —pmr(R% - Rf)

Ry

Definim ezcesul presiunii atmosferice peste presiunea normald —7T,, exerci-
tatd de fluid pe suprafata libera

N = Po— (_Tzz) =po+ T,..

Prin relatia anterioara a fost definita o functie de r, pentru V. r € (R, Rz).
Vom demonstra urmatoarea proprietate

Propozitia 21. i) Fluidul liniar vascos are proprietatea cd N este o functie
descrescdtoare de r.
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ii) Exista fluide de tip Reiner - Rivlin, si respectiv Rivlin - Ericksen pentru
care N este o functie crescdtoare de r.

Demonstratie. In ipoteza ci functiile viscometrice sunt regulate obtinem,
prin derivare in raport cu r, ci

dN . M, M

& = e s

M . M
27rr2) B C,-2(27"'2 )]

)+ o

i) In cazul fluidului liniar vascos ( vezi Ex. 16 ), functiile vascometrice normale
sunt zero, deci o, = 0, = 0 si rezultd ca

dN )
— = —p,r(w(r))” < 0.
)

ii) In cazul fluidelor in care functiile vascometrice normale nu sunt zero, se
pot construi modele astfel incit r — N(r) si nu fie desrescdtoare. De exemplu
in cazul fluidelor Reiner - Rivlin functiile vascometrice normale sunt egale intre
ele, dar nenule ( vezi Ex. 16 ). Pentru ca funciia si fie nedescrescdtoare este

necesar ca d; sa fie crescitoare si astfel incat -—301(2——3) > porw?(r), pentru
r r
r e (Rl, Rz)

Concluzie. In cazul fluidelor linear vascoase, numite gi newtoniene, pe
peretele interior, spre deosebire de cel exterior, apasarea exercitatd de presiunea
atmosferica este mai mare decat actiunea fluidului asupra suprafetei plane. Prin
urmare fluidul coboard pe peretele interior §i se ridicd pe peretele exterior.

In cazul fluidelor in care exista functil vascometrice normale, nenule este posi-
bil si se produca cdtdrarea fluidului pe peretele interior. Deci se poate explica
(calitativ) aparitia efectului Weissenberg in anumite clase de fluide, pe baza unei
solutii, exacte pentru domenii infinite, care corespunde unei migcari vascometrice.

4.7.2 Efectul Merrington

Efectul Merrington a fost observat experimental de Merrington [{1943], Gar-
ner, Nissan, Wood intre anii 1942- 1946. Existenta efectului de dilatare sau de
ezpansiune a jetului la iegirea dintr-o conductd, in cadrul constitutiv al fluidelor
Reiner - Rivlin a fost semnalati pentru prima oard de Braun §i Reiner [1952]). O
analizad detaliatd a fenomenului de expansiune a fluidului la iegirea dintr-o con-
ducta, numit efect Merrington a fost facutid de Serrin [1959] b., pentru un fluid
Reiner - Rivlin.

Vom considera migcarea Poiseuille printr-o conducta cilindricad de razi R,
descrisa in paragraful 6.3. Vom presupune ca solutia descrisa prin intermediul
migcarilor vascometrice, care se realizeaza in conducte de lungime infinita, este o
buna aproximatie pentru tensiunea reala chiar si la iegirea dintr-un tub de lungime
finitdé. Atunci , dacd z = 0 este sectiunea la iesirea din conductd determinim
constanta g, din formulele (101) dintr-o conditie globala de echilibru pentru for{a
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aziald
/ T.: |.=0 da = —pom R?, (4.116)
z=2

unde p, este presiunea atmosferica.

Definim ezcesul presiunii atmosferice peste presiunea radiald —T,, |,=r,
exercitatd de fluid pe suprafata laterala, libera, la iegire

P = Po — (—Trr |r=R) = Po + Trr |r=R .
Propozitia 22. i) Din conditia globala de echilibru (116) rezultd valoarea
constantei g¢

1 [RR24r? ar . ,ar
g=—po+ ﬁ\/o [—T—UI(?) - 27'0'2(_2‘)]‘173 (4.117)

iar valoarea lui P se calculeaza prin

1 R . ar . .ar
P=az+ﬁ/(; 7‘[0’1(3)-20’2(3)](11‘. (4118)

ii) Existd fluide ne-newtoniene pentru care P < 0 sau P > 0 pentru z =
0, corespunzator carora are loc ezxpansiunea sau respectiv sucfiunea fluidului la
iegirea din tub.

Demonstratie. i) Dintr-un calcul direct, daci se utilizeazi reprezentarile
din Teorema 7. in formula (116) si se integreaza prin parti, se obtine expresia
constantei g. Cu ¢ determinat din (117) se deduce (118).

i) Daca consideram z = 0 in (118) si dacd presupunem ca fluidul nu este
newtonian, deci o, §i o, sunt nenule, atunci apar ca posibile cazurile mentionate.
De exemplu in cazul fluidului Reiner - Rivlin o; = ;. Daca in plus o, > 0,
atunci are loc expansiunea fluidului la iesire.

4.8 Reovascozimetre

Aparatele in care se realizeazd m.i.a.r.c. §i /sau migcari vascometrice se
numesc reovdscozimetre, reometre sau vascozimetre. Cu ajutorul acestora se
determind experimental functiile vascometrice. La baza determinarilor experi-
mentale stau rezultatele teoretice care au fost puse in evidenti pentru diferite
{ipuri de migcari. Formulele teoretice se rescriu in forme convenabile continand
mdrimi mdsurabile.

Exemplificim modalitati posibile de interpretare a rezultatelor teoretice astfel
ca acestea sa capete semnifica{ii experimentale.

Reovascozimetrele de tip Weissenberg se compun din doi cilindrii coaxi-
R, — Ry

R,

ali, suficient de lungi §i avind in general raportul suficient de mic.
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Cilindrii se gasesc in rotatie relativa unul fata de celalalt, cu o rotatie controlata,
unul din cilindrii fiind in general fix. Rotatia cilindrului este impusa printr-o
vitezd unghiulara, ) constantd, sau printr-un moment, raportat la unitatea de
lungime, M constant. In reovascozimetrele de tip Weissenberg se realizeaza
migcdri Couelte.

Formula care permite determinarea experimentald a funcfitlor vdscometrice
este consecinta relatiei (102)
M
R, T_l(z 2)
AQ=Q, - = / —£MS” (s, (4.119)
R, S

Cu schimbarea de variabild =y (119) devine

ms?
M
1 27I'R22 T—l(y)
=—= d A = f(M). 4.
AQ 2/M " y <= f(M) (4.120)
27I'R12
Prin derivare in raport cu R deducem
d(AQ) a, M o, M
2M —— = —) — —_— 4.121
ar ) T ) (4.121)
2
Daca F(M) _2Md(dllkv_?) §i a= 22 <1 obtinem ca
M M
F(M)=[r" -7 : 4.122
(M) = (1) = e ) (4122)

In (122) ludm succesiv pe M ca fiind o"M si prin sumare dupa n de la 0 la
N deducem ca
al M

n -1 M -1 1
> Fla"M)=[r (g ?) 7 (o™ R

n=0

Deoarece lim o™ =0, cu ipoteza c& 7 este continud si 77'(0) = 0 din relatia

n—oo

de mai sus, prin trecere la limita, rezulta ca

Z F(a"M), (4.123)

n=0

27FR1
d(AQ)
unde F(M) = 2M M Astfel este posibila determinarea functiei vascometrice
7 daca se cunoagte AQ = AQ(M).

Pentru determinarea functiilor vascometrice normale folosim formulele (101)
reprezentate sub forma

M

2rr?

M

27r?

Trr - Tzz = UI(T_I(

)) ) T99 - Tzz = 02(T—1(

). (4.124)
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(O frrmuld, eficient folosita in deterrnindrile experimentale pentru functiile vasco-
metrice normale, rezultd prin considerarea diferenfelor tensiunilor normale ex-
ercitate pe cilindrii exterior §i respectiv interior, exprimata prin (101),, sub
forma

AT:rr = TTT(R2) - T-rr(Rl) =

= [ Gl ) - () = pur (e
R, - R, T
Cand R & 1 formula (126) poate fi aproximata prin
1
R, — Ry Ly M 1, M
Tro(s) = () 2 ol ™)) — ol () (4126)
iar formula (120) prin
R—Ry, ,,, M
A~ —— : .
T Y ) (4.127)

Ry
Reovascozimetrele in care se realizeaza o migcare vascometrica de tip Poiseuille

se compun din doua rezervoare care comunica printr-o conducta cilindricé de raza
R, fluidul trecand dintr-un rezervor intr-altul.

Ambele formule (126) si (127) au eroarea de ordinul lui (

Experimental poate fi masurat debitul (), presupus constant, de fluid care
trece printr-o sectiune perpendiculara pe axa conductei. Pornind de la definitia
debitului data in (109) a rezultat formula (107) in care vom considera viteza de
translatie a peretelui U = 0. Se poate obtine urmatoarea formula

ar

R
Q(a) = 7r/0 L 5 —)dr. (4.128)

Fie schimbarea de variabild ra = z in formula (128). Deducem

ad

Ra _2
Qa) == /0 e (4.129)

formula ce da legatura intre debitul volumic si forfa a, daca functia vascometrica
este cunoscuta. Prin derivare in raport cu a rezulta formula

2(@Q(e) = ra?Br (G

=), (4.130)

care permite determinarea experimentala a functiei viscometrice de forfecare, mai
precis inversa acesteia, dacd Q(a) este derminat experimental.

Pentru aceasta este necesar sa intelegem semnificatia fizica a constantei a,
pusa in evidenta in Observatia 11. din 4.6.3, care definegte migcarea de tip
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Poiseuille printr-o conducla §i care apare in forinula de calcul a debitului, (129).
Consideram valoarea componentei de forfecare (intr-o directie paralela cu axa
conductei) a vectorului de tensiune care actioneazi pe suprafata laterald. Prin
urmare experimental poate fi masuratd constanta @, prin masurarea tensiunii

R

tangentiale de forfecare in lungul peretelui conductei, raportata la lungimea 3

Functiile vascometrice normale pot fi de asemenea determinate, dacid avem in
vedere formulele (106), n care 7 a fost deja determinata. Se utilizeaza relatiile

Tor = Too = oi(r7(5)), Tow = Too = 0a(r (). (4.131)

Studii legate de migcarile vascometrice §i modalitatile de determinare a functii-

lor vascometrice, pentru fluide ne-newtoniene sunt prezentate, spre exemplu in
Coleman, Markovitz, Noll [1966].

In lucrarile datorate autorilor Astarita, Marrucci [1974], Huilgol [1975], Wal-
ters [1975], Huilgol, Phan- Thien [1986) sunt puse in discutie probleme privind
efectele de capat si de suprafatd (in cazul existentei suprafetelor libere). Sunt
formulate unele probleme de misciri vascometrice perturbate si sunt prezentate
chestiuni privind stabilitatea, ca st unele rezultate de existenta si unicitate.

4.9 Exercifii si probleme

1. Aratati cd functia exponentiald are urmatoarele proprietdti (folosind, de
exemplu, ecuatiile diferentiale ale caror solutii sunt)

a) (ezp(sM))T = ezp(sMT), (ezp(sM))™! = ezp(—sM),
b) det(exp(sM)) = exp( s trM),

¢) Q(ezpM)QT = ezp(QMQT) ¥ Q € Ort,
pentruVs € R, V M € Lin.

2. Aratati ca daca A,B € Lin sunt permutabile, atunci pentru Vs € R are
loc

exp( sA) exp( sB) = exp( s(A + B)).
3. Ce se poate afirma despre unicitatea reprezentarii m.i.a.r.c. datd in Teo-
rema lui Noll de caracterizare a m.i.a.r.c. 7

4. Este unica reprezentarea gradientului de deformatie datd in Teorema lui
Noll, daci se presupune cd migcarea este vascometricd 7

5. Utilizand teorema lui Noll pe m.i.a.r.c. demonstrati ca

a) gradientul in miscarea relativa F,(1) = Q(7) ezp((r — t)xN)QT(¢),
b) gradientul vitezei L = sQ(:)NQT(¢) + Q(t)QT (1)
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si calculati D g1 W,
6. Sa se calculeze tensorii lui Rivlin - Ericksen pe m.i.a.r.c., aratand ca
Aq(t) =M(t) + MT(2),

Aq(t) = 2MT()M(2) + (M(2)) + (M7 (2))%,

A ) =MTHOA._,(t) + Al ()M(2), V n>2.
Aici s-a folosit notatia introdusa in (16).

7. Aratati cd o m.i.a.r.c. este incompresibila <= (k =0, sau trN =0),
sau trM =0, cunotatia M = kN.

8. Ca o consecintd a Lemei lui Wang, deduceti tipurile de neunicitate in
teorema lui Noll de caracterizare a m.i.a.r.c.

9. Aratati ca sunt echiva,llt‘ante urmatoarele conditii
a) A4(t)=0 ;ipentru Vte R,

5) M=&«N cu N?=0,

&) Cis) =T s(M(t) + M7(t)) + s*MT(£)M(2),

unde  M(t) = Q(t)(M)Q(?).

10. Aratati ca au loc formulele
k=n
An() = Y CEM()T(M()"H = Q()A(0)QT (1)
k=0

11. Fie spatiul vectorial V de dimensiune trei. Care este ordinul maxim de
nilpotenta pentru aplicatiile A € Lin, A # 0?7

12. Sa se arate cd orice migcare vascometrica este incompresibila.

13. Sai se calculeze tensorii Rivlin - Ericksen pe migcari vascometrice gi aratati
ca tensorii Rivlin- Ericksen pentru k > 3 sunt nuli.

14. Sa se calculeze tensorii Rivlin - Ericksen pe migcari vascometrice, si aratati
ca au loc formulele

A] = MT + M A.2 = 2MTM,
AIAZ + A2A1 = 2&2(MT + M),

A%Ag + AzA% 2I€2(MTM + MMT),

AA2 + A2A, = 4k4(MT + M),
A2A2 + AZA?2 = 4x4(MTM + MMT).
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15. Calculati invariantii tensorilor Rivlin - Ericksen §i a combinatiilor aces-
tora. Aratati ca au loc relatiile

ja, = (trAy,trA}, detA;) = (0,2 £%,0), ja, = (2%,4%,0).

16. Sa se calculeze functiile vascometrice pentru urmatoarele fluide incom-
presibile

a) fluidul liniar vdscos : T(x,t) = —p(x,t)I+ 2pD,
b)  fluidul Reiner - Rivlin :  T(x,t) = —p(x,t)I+ ¢:1(jp)D + w2(jp) D?,

c) fluidul Rivlin - Ericksen : descris prin reprezentarea (3.36)

gl s& se arate cd acestea se exprima prin

a) (k) =pk, o1(k)=o03(x) =0,

b) (k) = gRea(r)y or(x) = oa(w) = 36 Pa(),

2

unde jp = (trD, trD?, detD) = (0, %,0)

c) T(k) = kéy(k) + 263as5(k) + 4k>ar(k),
o1(k) = K2as(k) + 26%az(k) + 4rtay(k) + 2k*Ge(k) + 4k°%as(k),

o2(k) = k2as(k) + 26*dg(k) + 46%as(k)(k) = 0,

unde am notat prin ” *~ ” compunerea functiilor constitutive cu valorile setului

de invarianti calculate pe migcarea vascometrica.
17. Aratati ca pentru descrierea migcarilor vascometrice este suficient sa se
considere ecuatii constitutive de tip Rivlin - Ericksen de forma minimala

T=-pI4+0A; + Ota(Al)2 + azA,,

cu @, a3, a3 functii depinzand numai de tr(A2).

18. Demonstrati ca pozitivitatea energiei disipate intr-un fluid supus la o
migcare vascometrica este echivalentd cu x7(k) > 0, stiind cd puterea mecanica
(sau energia disipata) intr-o particula fixatd X se calculeaza prin T - D.

19. In cazul miscarii elicoidale, cu cAmpul de viteze descris prin (64), demon-
strati ci acceleratia corespunzitoare este datd prin a = —r(w)?(r)ec<;s(t), in
baza fizica.

20. In cazul migcarii stationare de torsiune, cu campul de viteze descris prin
(74), demonstrati ca acceleratia corespunzitoare este data prin a = —rw(z)%e<;5(t),
in baza fizica.
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21. Arétati ca in siteraul cilindric de coordonate are loc formula

J 10 0
Vi = a—zfe<1>(t) + ;a—?e<2> + a—fe<3>-

22. Consideram migcarea staionard de forfecare intre doua plane infinite,
aflate la o distantd d. Planul z! = 0 este fix, iar planul z! = d are o migcare de

translatie cu o vitezd V paraleld cu planul fix. Aratati ca, cimpul de viteze este
1

z d
descris prin v(z! = / 17'{—as)ds cu conditia V = / 7' (—as)ds, folosind
. 0 0
proprietatea ca functia 7 este impara.
23. Fie o migcare descrisa intr-o baza carteziana prin campul de viteze
=7z, z?=~2', 2® =0. Studiati daca este o m.i.a.r.c.

24. In sistemul curbiliniu de coordonate {¢'}, ortogonal, cAmpul de viteze
este descris prin componentele contravariante

¢ =u(¢®¢®), ¢é=0, ¢=0.

Ce conditie trebuie si satisfaci tensorul metric [g;;] pentru ca miscarea descrisa
s& fie vascometrica.
25. Fie o migcare Couette definita prin cimpul de viteze (99).

a. Demonstrati pe o cale directd (nu prin particularizarea formulelor de la
migcarea elicoidald) ca este o migcare viscometrica. Aratati ci ea determina o
solutie exactd, in cazul migcarii intre doi cilindrii , cu conditiile mentionate in
Teorema 5.

b. Particularizati formulele care descriu miscarea intre doi cilindrii pentru
fluidele: liniar vascos, Reiner- Rivlin, Rivlin-Ericksen de ordinul 2.

26. Fie o migcare Poiseuille, definitad prin campul de viteze (104).

a. Demonstrati in mod direct, utilizand definitiile, cd aceasta este o migcare
vascometrica si cd determind o solutie exactd In cazul migcarii printr-o conducta
cilindrica, in conditiile Teoremei 6.

b. Particularizati formulele care descriu migcarea in conducta pentru fluidele:
liniar vascos, Reiner- Rivlin, Rivlin-Ericksen de ordinul 2.

27. Se considera un reovascozimetru ortogonal compus din doud discuri pa-
ralele aflate la o distantd d, care au o migare de rotatie in jurul axelor lor, care
se gasesc la o distantd r,. Rotatia discurilor este uniforma si este caracterizata
de viteza unghiulara de rotatie §},. Fie campul de viteze intr-o baza cartezian
caracterizat prin

v =-Qly—p(2)], v2=Q[z-%()], va=0

a. Arétati ca o astfel de migcare este cu istoria alungirilor relative constanta.

b. Miscarea este incompresibila ?
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c. Calculati expresia tensiunii suportatd de un fluid Reiner-Rivlin gi respectiv
Rivlin- EricKsen de ordinul] 2, daca are loc miscarea descrisa.

28. Presupunem ca suprafata libera in migcarea unui fluid este cu simetrie de
rotatie, reprezentata prin ecuatia z = h(r) in sistemul cilindric de coordonate.

a. Exprimati condi{ia pe suprafata liberda Tn = —pon pe componente in baza
fizica asociata sistemului cilindric de coordonate.

b. Din ce conditie poate fi determinatd forma suprafetei libere ?

c. Particularizati rezultatul de la punctul b. pentru miscarea de tip Couette
si de tip Poiseuille. Ce rezulta relativ la forma suprafetei libere ?

29. Migcarea con- placd este descrisi, la fiecare moment de timp 7, prin
componentele contravariante ale vitezei scrise in baza locala corespunzatoare sis-
temului sferic de coordonate, sub forma

£ =0, £€=w(l), &=0.

La momentul 7 = ¢ particula materiala ocupd pozifia x caracterizatd prin
coordonatele curbilinii (sferice)

unde componentele ibaza carteziana ale lui x sunt date prin

' =sinpcosd, zl=singsind, sinp, z°= cosey,

pentru T € Ry, 6€(0,2r), ©€l0,1/2n]

a. Determinati traiectoria particulei materiale, dedusa prin integrarea sis-
temului care caracterizeazi campul de viteze, daca se considerd conditiile initiale

E(t) =9, (1) =0,2(t) =

b. Demonstrati ca migcarea con- placa este o migcare vdscometricd cu & =
sin ¢ w'(p).

30. Pentru migcarea con- placi demonstrati ca :

a. Baza canonica g1 baza fizicd, asociata sistemului sferic de coordonate, de
forma scrisd in Ex. coincid.

b. Aratati ci componentele tensorului de tensiune in baza fizica si functiile
vascometrice sunt legate prin formulele

qugp - Trr = Ul(’i), Too — 17 = 02(K)7
T0'¢=T(K,),T,-g=0, T,-gIO,

ca o consecina a formulelor (4.37) si a punctului a.

154

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



31. Scrieti ecuatiilc ue iaigcare in absenta forielor masice, in sistemul sferic
de coordonate si determinati starea de tensiune corespunzitoare migcarii con -
placa, care le satisface (folosind deci formulele de legatura din Ex. 30 b). Se va
presupune cd ¢ € [1/27 — a,1/2 r], pentru a foarte mic.

32. Se considerd migcarea con- placa intr-un domeniu delimitat de planul

3 = 0, si suprafata conului cu varful pe plan, de semiunghi la varf egal cu

1/27 — a.

Presupunem cé planul si conul se rotesc in jurul axei de simetrie cu vitezele
unghiulare §2o,2; diferite si ca fluidul se gaseste in contact cu aerul pe suprafata
libera, pe care o consideram definitd prin r = R.

Deci domeniul in care are loc migcareaestedat der € [0, R], 6 € [0,27), ¢ €
[(1/27 - a,1/27].

a. Aratati ca conditiile de aderenta devin w(1/27) = o, w(l/27 —a) =N
gi conditia pe suprafata libera este T, |,=r= —po.

c. Demonstrati ci tensiunea normald 7T, in lungul planului gi al conului se
exprimaprin

AN R A} AQ
T, = —po+ 01(—a—) — log( )[01(—0—) + o9

r a

))-

unde AQ = Q; — Q.
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5. VASCOELASTICITATE

5.1 Materiale cu memorie intarziata

In prezentarea reprezentarilor constitutive pentru corpuri vascoelastice vom urma-
ri lucrarile Truesdell, Noll [1965], Coleman, Noll [1961], Truesdell [1972], Gurtin,
Sternberg [1962], etc. plasindu-ne in cazul materialelor simple.

Prezentarea generala a materialelor simple a fost facuta in cap.2, paragraful 2,
punandu-se in evidenta proprietati algebrice pentru operatorii constitutivi, care
au fost ob{inute din principiile generale i din definitiile introduse. Acum vor fi
necesare proprietati topologice, de netezime ale operatorilor constitutivi. Acestea
vor fi introduse pe baza principiului materialelor cu memorie intarziatd.

Fie reprezentarea constitutiva a materialului stimplu
T(x,t) = F(FY(X,")), (5.1)

prin care starea de tensiune in particula fixatd X € B, la momentul ¢ este
determinata de istoria gradientului de deformatie pana la momentul ¢, considerat
in particula fixata.

In Teorema 3. din cap.2 s-a demonstrat ca reprezentarea constitutiva (1) sa-
tisface principul obiectivitatii daci gi numai dacad operatorul constitutiv se poate
reprezenta sub forma

F(FY(X,")) = R(X,)F((Ci(x, )}, C(X, 1)) RT(X, ). (5.2)

In continuare nu vom mai mentiona particula in localizarile acesteia, dupa
cum nu am mai mentionat nici configuratia de referintd k, in scopul simplificarii
scrieril.

Rezulta deci forma redusa I, scrisd in (2), pentru reprezentarile constitutive
ale materialelor simple, sau intr-o reprezentare echivalenta

TR (x,t) = F((CI()", C(1)). (5-3)

Amintim ca :

R(t) € Ort este rotatia la momentul ¢, rezultata din teorema de descompunere
polaré aplicata gradientului de deformatie F(t) = R(t)U(¢), cu U(t) € Psim;

156

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



C(t) = F(t)TF(t)— tensorul Cauchy-Green la dreapta, care intervine sub
forma de parametru;

Ci(s) = FT(7)Fy(7), cu r =t—s, s > 0, reprezinta valoarea curenta a istoriei
tensorului Cauchy-Green la dreapta in descrierea relativa a migcarii;

F.(7) = F(7)F(t)~!- reprezinta gradientul deformatiei in migcarea relativa,
exprimat prin valorile gradientului de deformatie, la momentele corespunzatoare
de timp, fatd de configuratia de referinta k;

AR = RTAR, definit in (2.17), este tensorul rotit cu rotatia de la momentul
t, aici R=R(t) si A € Lin.

Pentru un moment de timp ¢ fixat introducem istoria

G:R— Sim, G(s)=(Cis))R-1 Vs>,
(5.4)
G(s)=0 Vs>0 <= Ci(s)=I=Is) Vs>0.

Observatia 1. Istoria G(-) = 0 are semnificatia care decurge din inter-
pretarea conditiei Ci(s) = I'(s) = I, in conformitate cu (2. 98) : corpul este
local mentinut nedeformat fatd de o configuratie deformatd a sa , fiind supus
(local) numai la rotatii.

Propozitia 1. Reprezentarea constitutiva (3) se reprezinta in forma echiva-
lenta :

TR(x,t) = f(C(t)) + F(G(-), C(1)),

(5.5)
F(0(), C(t)) =0.
Demonstratie. Punem in evidenta istoria identitatii
F((CUNR,C) = F(CIOR C1)) - A(T(), Ct) + F(C(1)), 656)

= J(C(1) + F(G(), C(2),
unde f(C(t)) = Fi(I'(-),C(t)). Afirmatia devine evidentd daci {inem cont de
definitia (4).

Deci reprezentarii (5), pentru fiecare valoare fixatd a tensorului C(t), i se
asociaza operatorul constitutiv

F((),C(t)) : H — Sim,
(5.7)
H = {G :[0,4+00) — Sim | cu anumite proprietati}.

Organizam spatiul de istorii H cu o structurd de spativ Hilbert introdusa prin
intermediul functiei de influenta.

Definitia 1. O functie h:[0,+00) — Ry se numeste functie de influentd
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daca
a) h este continua, A(0)=1,

1
b) Ir> 3 astfel incat s"h(s) — 0, pentru s — oo

Propozitia 2. Functia de influent3 are urmatoarele proprietati

1) Ve >0 36, >0 astfel incat h(s) < S—er pentru s > ..

2) h € L*(|0,4+00)) , deci este de patrat integrabil.
3) h(s) — 0 pentru s — +oo.

Dam cateva exemple de functii de influenta

i)  h(s) = T+

i) h(s)=ezp(-Fs) cu f>0.

Observatia 2. Deoarece h(0) = 1 functia de influenta lasd nealterate valorile
istoriei C! in vecinitatea momentului actual, in sensul ca A(0)G(0) = (Ci(0))R.
Deoarece h(s) — 0 pentru s — +oo functia de influentd atenueazd valorile la
infinit ale istoriei G, in sensul ci h(s)G(s) — 0 pentru s — +oo.

cu p>r.

Precizam domeniul de definitie al operatorului constitutiv F din (7), care
fiind construit cu ajutorul functiei de influentd este notat prin H,y si este dat

de

Hiwy = {G : [0, +00) — Sim | G mésurabila /mhz(s)G(s) - G(s)ds < 00}.(5.9)

0

Introducem

G = ( / " (s)G(s) - G(s)ds)" . (5.10)

Propozitia 3. (H); <,>(x)) este un spativ Hilbert cu produsul scalar definit
prin '

<, >(h)5 'H(h) X 'H(h) — R,

0 o (5.11)
<G H>p= /(; h*(s)G(s) - H(s)ds = / h2(s)tr (G(s)HT (s))ds,

0

iar || G ||(n), definita in (10) este norma corespunzatoare.

Vom introduce acum principiul materialelor cu memorie intarziata. !

Spunem cd materialul simplu descris prin reprezentarea constitutiva (5)

'In formularea acceptata aici, este un principiu slabit.

158

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



TR(x,t) = f(C(t)) + F(G(-),C(t)) unde ,
F((), C(1) : Hny — Sim, (5.12)
7(0),C(t)) =0,

satisface principiul materialelor cu memorie intdrziatd dacd operatorul constitu-

tiv F((-), C(t)) este diferentiabil Fréchetin G = 0 € H ).

Teorema 1. Diferentiala Fréchet a operatorului constitutiv este data prin?

DF(0,C)[G] = / K(s)K (s, C)[G(s)]ds, (5.13)
0
pentru VG € H) cu urmatoarele proprietati

1)K(s,C): Stm — Sem  liniara <=
3 Kjum(s,C)€ R, V jkl,me{I,3} astfel incat, (5.14)

K(s,C)[A] = Kjiim(s,C)Ainmi; ® ix VA € Sim,

cu simetriile

Kitim = Kijim = Kjgmt Y 3,k,1,m € {T,3}. (5.15)
2) / 1 (s) | K(s,C) |Iy ds < oo, (5.16)
0
-~ 3 -~
unde || K(s,C) |[(g)= ( Z (Kjkim(s, C))*)/2.
5k l,m=1

Demostratie. Din definitia diferentiabilitatii Fréchet in 0 ( vezi anexa Al.)
rezulta ca

iDF(0,C) : H;ny — Sim liniard si continua astfel incat,
F(G,C) = F(0,C) + DF(0,C)[G] + w(0,G;C) cu, (5.17)
lim w(0,G;C)

=0.
G-=0 ” G ”(h)

INotam C = C(t).
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Consideram o baza carteziani fixatd {i;}

¢jk = ¢kj :

wiia ¢ asociem functionalele

G e H(h) — ¢)jk[G] = ij . D]‘-(O,C)[G] i € R, (5.18)

care sunt liniare gi continue, cu valori reale, definite pe spatiul Hilbert H,
avand in vedere proprietatile diferentialei Fréchet pentru operatorul constitutiv
care ia valori in Sim. Simetria functionalelor ¢;; in indich 7,k este o consecinta
proprietatii diferentialei, data in (17).

Din teorema lui Riesz, de reprezentare a functionalelor lineare si continue pe
spatii Hilbert, rezulta ca pentru V(jk), VC € Sim

3 Kjk(’, C) € Hy unice astfel incat
$;k[G] =< Kjx(-,C),G >=1i;- DF(0,C)[Glix V G € Hpy, (5.19)
$ir =i <= Kul(,C)=Ky(,C).

Daca utilizim definitia (11) a produsului scalar <,>(), din (19) obtinem

ij . D]'-(O, C)[G] i = /oo h2(s)Kjk(s, C) : G(S)db —

. (5.20)
DF(0,C)[G] = (/O 1?(s)K;k(s, C) - G(s)ds) i; ® iy,

reprezentarile avind loc VG € Hp.
Pe de alti parte din definitia (9) a spatiului H, rezultda Vj,k € {I,3}
proprietatile

l) Kjk(S,C) € Sim Vs>0,

- ) (5.21)
1) / h?(s) | K i(s,C) |* ds < oo.

0

Construim, pentru V C € Simn fixat, cimpul (tensorial de ordinul patru)

K(-,C) definitad a.p.t. pe [0,+o00), masurabila,

K(s,C): Sim —» Sim liniar si astfel incat,

) ) (5.22)
K(S, C)[A] = K_,‘klm(s, C)A[m ij ®1; unde,

~ ~

Kitim(s,C) = i;- Kjx(+, C) im.

Simetria scrisa in (15), in raport cu ultimii doi indici (pentru primii doi fixati),

rezultd ca o consecinta a proprietatii i) din (21), K;(-,C) € Sim i a definitiei
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(22)3 pentru Kjk,m(.s,C), ca fiind comipenentele lm  ale tensorilor simetrici
(pentru fiecare pereche jk fixata). Din (19); rezulta si simetria in prima pereche
de indici (pentru a doua pereche fixata), scrisa in (15).

Din definitiile produsului scalar a doi tensori (vezi anexa Al.) si a cAmpului
tensorial de ordinul patru introdus in (22) deducem ca

Kjk(s, C) - G(S) ij ® ik = Kjkzm(s, C)Glm(s) i_,' ® ik = R(S, C)[G(S)] (5.23)

Revenind in (20); cu reprezentarea (23) se deduc atat forma (13) a diferentialei
operatorului constitutiv cat gi proprietatile 1).

A mai ramas de aratat ci are loc proprietatea 2). In ii) (21) explicitdm
modulul din integrant, cu utilizarea relatiilor din (22). Astfel

/000 h(s) Z (Kiklm(s, C))%ds < oo.

Daca se sumeazad acum dupa indicii ¢,j rezultd convergenta integralei scrisd in

(16).

Observatia 3. Din Teorema 1. si definitia diferentiabilitatii Fréchet scrisa
in (17) se obtine o estimare a tensiunii sub forma

Thx,0) = F(C0) + [ H(K(s, OIG()ds +0(0,GiC) en
(5.24)
lim w(0,G; C)

=0,
G-0 || G ||

daca am utilizat reprezentarea constitutiva fundamentala (5) cu proprietatea (5);.

Observatia 4. In clasa materialelor cu memorie intarziata este descrisa pro-
prietatea fizicd : starea de tensiune a corpului la momentul de timp ¢ este
influentata cu o pondere mai mare de istoria recentd a procesului de deformare,
fatd de istoria avuta in trecutul indepdrtat. Acest fapt este modelat prin in-
troducerea functiei de influenta, care amortizeazd efectul istoriei indepartate a
procesului de deformare.

Pe baza principiului materialelor cu memorie intarziata, operatorul F poate
fi aprozimat printr-un operator liniar pe istorii. Eroarea tinde la zero mai repede
decat || G ||(n) tinde la zero. In conditii de regularitate suplimentarad , daca
operatorul este diferentiabil de ordinul al doilea intr-o vecinatate a istoriei G = 0,

se poate aplica o formulad de evaluare a restului, datd de exemplu in Vainberg
[1972].

Pe de alta parte putem asocia unei istorii date G o istorie incetinitd, similar
migcérilor incetinite introduse in paragraful 3.4. Pentru fiecare a € (0, 1) definim
G.(s) = G(a s),Vs > 0. Daca functia de influentd h are proprietatea supli-
mentard 3) s"h(r) — 0, monoton pentru s mari, atunci li_rg | Gal-) Iy = 0.
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Curbele descrise de G, G, in S¢m coincid pentru s € Ry, dar pe istoriile
incetinite viteza de parcurgere este mai micid. Rezultd cad pe miscdri lente sau
incetinite raspunsul materialului simplu poate fi aprozimat prin termenul liniar
pe istorii (vezi pentru demonstratii Coleman, Noll [1960)).

5.2. Vascoelasticitate liniara (pe istorii) cu deformatii finite

Vom defini corpurile constituite dintr-un material vdscoelastic liniar pe istorit,
pornind de la estimarea starii de tensiune, data in formula (24) pentru un mate-
rial care satisface principiul materialelor cu memorie intdrziatd, retindnd numai
termenii liniari pe istorii. Dependenta de istorie a operatorului constitutiv si
proprietatile acestuia sunt cele ce au fost puse in evidentad in paragraful anterior.

Definiia 2. Spunem ci un corp este constituit, intr-o particula a sa X,
dintr-un material vdscoelastic liniar pe istorii, cu deformatii finite, dacd admite
o reprezentare constitutiva de forma

TR (x,1) = / R2(s)K (s, C(£))[G(s)]ds (5.25)

pentru orice istorie G € Hp), :Vs2>0, cu G(s) = (Ci(s)R —1, jar K,
numit nucleu de relazare, are proprietatile

1)K(s,C): Sim — Sim liniara <=
3 Kium(s,C)€R, V jkI,me{T,3} astfel incat (5.26)

K(S C)[A] Jklm(s C)Alm 1; ® ir VA€ SZTTL,

cu simetriile

Kipim = Kijim = Kjpmyt ¥V 3,k,1,m € {1,3} (5.27)

2) [ " R3(s) | K(s, C) [P ds < oo,
° s (5.28)
unde [| K(5,0) o= ( 3> (Kiuun(s, CY2)2.

Ik lm=1

Observatia 5. Reamintim cd proprietatile mentionate ale nucleului au fost
deduse in (14) - (16), pentru termenul liniar pe istorii, in ipotezele formulate pen-
tru materialele cu memorie intarziata, iar spatiul functional H ) a fost definit prin
Propozitia 3. In obtinerea reprezentarilor constitutive pentru vascoelasticitatea
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liniard pe istorii, nu au fost ficute ipoteze asupra mdrimii tensorului C, care
intervine sub forma de parametru. Deci astfel de reprezentari sunt aplicabile
pentru corpuri in care deformatiile de la configuratia de referin{a la cea actuala
sunt finite.

Vom pune in evidenta semnificatia mecanicd a functiilor constitutive din repre-
zentarea (25). Referitor la functia f, observam ca primul termen din (25)

TR(x,t) = f(C(t)), <= T(xt)=R)f(CE)R(2)

corespunde unui reprezentéri constitutive, sub forma redusa (datd in Propozitia
16., formula (2.182)), pentru un corp constituit dintr-un material elastic, definit
prin (2.180).

Vom considera istorii ale gradientului de deformatie care corespund unor pro-
cese de tip Heaviside, prin care deformatia in particula considerata suferd un
salt, la un anumit moment de timp, de exemplu la ¢ = 0, fiind apoi mentinuta
constanta.

Propozitia 4. Fie un proces de deformare de tip Heaviside, definit prin

_J Fo pentru T 20,
F(r) = { I pentru T <0.

Au loc urmatoarele formule

0 entru s € {0,t
2) G eHuy (G llw) =1 / W(s)ds] (C3' — 1%, (5.30)
t
3) [lim || Gy [lwy=0- (5.31)

Istoria G(s) depinde de t— valoarea curentd a timpului. Daca este calcu-
latd valoarea acesteia pentru procesul de deformare de tip Heaviside se obtine
reprezentarea din (29), in care apare explicit ¢ in membrul drept. Am mentionat
explicit dependenta de t in notatia din (29), deoarece ne intereseaza comporta-
mentul istoriilor in raport cu parametrul ¢.

Teorema de relaxare a tensiunil. Dacd se considera familia istoriilor de
deformare de forma prescrisa in Propozitia 4., atunci

) TRGx,1) = S(Co) + ([ WK (s, Co)ds)(Co T
¢ (5.32)
it) f(Co) = lim TR(x,1) = Ry lim T(x,t))RY,

—00
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cu Fo = RoUg §l Co = U(Z)

Demonstratie. S3 observam ca prin constructie aplicatia
GeHpy — / K(s)K (s, C(t))[G(s)}ds (5.33)
0

este continud in G = 0. Deoarece istoriile din Propozitia 4. sunt elemente din
Hn) cu proprietatea tlim | Gy lly= 0, rezulta ca
— 00

lim N R (s)K (s, C(t))[Gyy(s)]ds = 0. (5.34)

t—oo0 0

In trecerea la limitd considerata in (34) am folosit faptul ca F(7) = Fo pentru
7 >0, deci gi pentru 7 =t > 0. Prin urmare C(t) = C, independent de timp
si R(t) =Ro.

Daca in reprezentarea constitutiva (25) se considera campurile introduse in
Propozitia 4., se deduce formula (32). Ca o consecinta a relatiei i) din (32) si,
prin trecere la limita , ca o consecintd a formulei (34) se deduce ii).

Observatia 6. Interpretarea mecanica a functiei f se desprinde din Teorema
de relaxare a tensiunii. f{Co) reprezintd valoarea limita a tensiunii , rotite cu
rotatia Ry, intr-o experient{d in care deformatia suportd un salt la momentul
t = 0, de la valoarea I la valoarea Fy = Ro(C,)'/?, care este mentinuta
constantd un timp indelungat.

Nucleul K descrie in general influenta istorier de deformatie asupra starii
curente a tensiunii, in particula consideratd, iar pentru procese de tip Heaviside
descrie variafia in timp a tensiunii, aga numita relazare a tensiunii, prin formula i)
(24). Mentionam ca aceasta este o proprietate specifica materialelor vascoelastice.
Corpurile elastice, fluidele Reiner - Rivlin, fluidele liniar vascoase nu prezintd
proprietdfi de relaxare a tensiunii.

Definitia 3. Spunem ca un corp B are proprietdfi de relazare daca are loc o
variajie in timp a tensiunii intr-o experienta in care deformatia sufera un salt (la
t=0 de exemplu) si apoi este mentinuta constantd pentru orice moment de timp
T>0.

Vom introduce un alt nucleu de relazare , notat K, care este o funcjie de
material.

Propozitia 5. Campul tensorial definit prin
K(s,C) = k¥ (s)K(s,C) : Sim — Sim, liniara Vs >0, ap.t., (5.35)

are urmatoarele proprietati
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1) K(s,C)[A] = Kjkim(s,C)Aim 1; ® 1 VA € Sim cu simetriile,
Kijkim = Kkjim = Kjkmt ¥V J,k,1,m € {1,3},

2) /000 h=2(s)(I| K(s,C) lI())*ds < o0, (5.36)

9 [ 1K) o ds < o,
0
4) 3 / K(s,C)ds : Stm — Sim liniara gi continua,
0

5) Vre[0,+00) I f(r) = /wK(s,C)ds € Lin(Sim,Sim) = X,

giexista f(7)= —K(r,C) apt.cu, f€ L'([0, +00), X)

) 10)=10)+ | ' f(s)ds

Evident ca functia f definita prin 5) depinde de C € Sim, dar nu l-am mai
mentionat.

Demonstratie. 1) se obtine ca o consecintd a proprietatilor cimpului tenso-
rial K(-,C), listate in 1) din (14) si (15).

2) Din proprietatea ii) din (21), rescrisd pentru noul cimp deducem ca

/°° h*(s) | Kjx(s, C) - Kju(s, C) | ds =

/ h=2(s) | K;k(s,C) - Kji(s,C) | ds = /0‘00 h=2(s)(]| K(s,C) |l(4))*ds < oo.

3) Cum h € L*([0,+00)), aplicand inegalitatea lui Holder rezulta

/°° 1 K(s,C) |l ds <
/ h2(s)ds) /% ( / (™(s) || K(s, C) llgn)?ds)™"* < oo,

unde am tinut seama de 2) deja demonstrat.

4) Pentru A € Sum fixat , functia s — K(s,C)[A] pentru s € [0, +o0)
este masurabila, si
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. o -

I/OwK(s,C)[A]dsl s/ow,lK(s,C)[AHds <
< [TIKE0) i A lds.

Pentru demonstrarea estimarii (37) am folosit majorarea

| K(s,C)IA] | < | K(s,C) | Al, VA € Sim,

care este o consecinta directd a definitiilor normelor in Lin si | - |
(16). Astfel rezulta cd aplicatia liniarad

1

VA€ Sim — / K(s,C)[Alds € Sim |
i }
existd, deoarece are loc (37) pentru V A € Sim. ‘
{

J

Pe de alta parte aplicatia definitd in (39) este si continua , deoar
avem marginirea aplicatiei. Deci a fost demonstrata si formula 4).

Prin demonstrarea punctului 4) am aratat deci cd K(-,C) € L'(|
Cu tehnica standard rezulta existenta functiei de variabila 7, intro
proprietatile acesteia.

Adoptam in cele ce urmeazi

Definitia 4. Aplicatia f : [0,400) — X cu X— spafi
numesgte absolut continud daca iy

]

¥

3 fe Lioc([0,+oo),2\f') astfel incat  f(¢) = f(0) + /t f(s) !
o h

i

Deci f este integrabild pe orice compact din [0, +00).

Vom spune ca functia f absolut continui este tare daca este if
[0,400). Notim f € L'([0, +o0)).

Observatia 7. Functia introdusa in (36) la punctul 5)

f(r) = / K(s,C)ds € Lin(Stm,Stim)=X, Vre€ [0,+

are proprietatea ca este absolut continui, tare (in conformitate cu §
cu

f(r)=-K(r,C) apdt., feL([0,+00),X).
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Observatia 8. Nucleul K introdus prin formula (35), are proprietatile
mentionate in Propozitia 5., mai slabe decat proprietatile nucleului K. El permite
o estimarea a tensiunii (vezi Observatia 3., formula (24) ) sub forma

TR(x,t) = f(C(t)) + /0 " K(s, C)[G(s)|ds + (0, G; C), (5.43)

w(0,G; C) _o.

cu lim
G-0 || G i)

Observatia 8. va sta la baza introducerii unei alte reprezentari constitu-
tive pentru materiale vascoelastice liniare (pe istorii), prin nucleul de relaxare
K — integrabil, deci cu proprietati slibite. Printr-un procedeu de liniarizare, din
reprezentarea constitutiva (43) se desprinde o reprezentare constitutiva, posibild,
prin care se va defini un nou material.

Definitia 5. Spunem ca un corp este constituit, intr-o particula a sa X, dintr-
un material vdscoelastic liniar cu deformafii finite, daci admite o reprezentare
constitutivd de forma

Teot) = ROUCEH) + | K CONCEUIRTE), (540
unde istoria G(s) = (C!(s))R —1 Vs > 0, a fost definita in (4), si K(-,C) :

[0, 400) — Lin(Sim, Sim) numitd nucleu de relazare, are proprietatile

a)K(s,C)[A] = Kjkim(s,C)Aim 1; ®ix, Kjkim = Kijim = Kjkmi,  (5.45)
pentru ¥V j,k,I,m € {1,3} si VA € Sim si

b) 3 / K(s,C)ds : Stm — Sim liniara i continua.
0

Domeniul de definitie al operatorului de tip integral introdus prin Definitia
5. , 1n care nucleul de relaxare are proprietitile mentionate, va fi precizat, astfel
incat integrala sa fie convergenta. Pentru exemplificare vezi exercitiul 17.

5.3 Vascoelasticitate liniara (pe istorii), izotropa, cu deformatii finite

Fie B un corp vascoelastic liniar (pe istorii), cu deformatii finite caracterizat
in particula X, in raport cu o configuratie de referinta k, prin reprezentarea
constitutiva (44), rescrisa in forma

T(t) = ROUCEH)+ [ Kls OGN IRT) = »

R()F((Ci(-))}, C(t)RT (1),
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in care am mentionat ci avem de fapt o reprezentare constitutiva particulard a
formei reduse II, conform formulei (2). Afirmatia este corecta, deorece din (4)
istoria G(s) = (Ci(s))R -1, Vs>0,.

Vom presupune cd B este izotrop, in raport cu configuratia k, deci conform
Definitiei 9., formula (2.66), gi(X) D Ort.

Vom demostra acum o teorema de caracterizare.

Teorema 2. Daci B este un corp viscoelastic liniar (pe istorii), cu deformatii
finite, caracterizat prin (46), atunci el este izotrop in particula X daca gi numai
dacd admite reprezentarea constitutiva

T(x,t) = f(B(t)) + /:o K (s, B(t))[G(s)]ds, (5.47)

unde G(s) = Ci(s) —I Vs > 0. Functiile constitutive verifici, conditiile de
1zotropie

F(QB(1)QT) = Qf(B(1))Q,
K(s,QBQ")[QG(5)Q7] = QK(s, B)[G()1Q7,

pentru VQ € Ort, Vs> 0, a.p.t. si pentru orice istorie F*.

(5.48)

Demonstratia utilizeaza conditia necesara gi suficientd pentru ca o reprezen-
tare constitutivd sub forma redusi II si descrie un corp izotrop (vezi Teorema
13., formulele (2.74) si (2.75)). Prin aplicarea teoremei mentionate din (46) avem
reprezentarea constitutiva

T(x,2) = F(C{(), B(t)) = f(B(t)) + / TK(s, B®)[G(s)lds,  (5.49)

cu conditia de izotropie in ambele argumente (dedusa din (2.75))

f(QB(1QT) + / " K(s, QB(£)Q)[QG(5)Q7)ds =

= QUBE) + [ K(sBE)G(E)] ds)Q

pentru orice Q € Ort unde G(s) = Ci(s)—1, Vs>0.

Particularizam istoria de deformatie F* la un proces care corespunde mentinerii
locale a corpului nedeformat , fatid de configuratia actuala (vezi (2. 98) din
Propozitia 5.), deci astfel incat Ci(s) = I Vs > 0, sau G(s) = 0, sau inca
U(r) =U(t), Vr <t Din (49); rezultd izotropia functiei f. Revenind in (49)
deducem ca are loc egalitatea
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| k(. aBQTQG(9)QT) - QK (5, BG()IQ7Ns =0, (550

pentru VQ € Ort, VF.

Datorita arbitrarului in alegerea F*, din (50) obtinem ci are loc izotropia
nucleului de relaxare in raport cu ambele argumente a.p. t. in s.

Teorema 3. Un corp solid constituit dintr-un material vascoelastic, liniar
pe istorii este izotrop, daca gi numai daca admite o reprezentare constitutiva de
forma

T(x,t) = f(B(t)) + Am K(s,B(t))[G(s)]ds, unde

a) f(B) = wo(jB)I+ ¥1(jB)B + ¥2(jB)B?,

b) K(s,B)[G(s)] = G(s) fi(s,B) + fu(s , B) G(s)+

(5.51)

+tr{G(s) fa(s , B)] I+ tr[G(s) fa(s ,B)] B + t[G(s) fo(s , B)] B?,

in care {f;} 1 <7 <3, sunt functii de (s,B), izotrope in raport cu B, cu
valori tensori simetrici, deci reprezentabile sub forma a), cu functiile coeficienti
depinzand de (s, jB).

Demonstratia decurge imediat prin aplicarea teoremelor lui Cauchy si res-
pectiv ale lui Wang [1970] de reprezentare a functiilor izotrope, cu valori tensori
simetrici. Tinem seama cid f prin (48) este functie izotropa de argument ten-
sor simetric, deci are loc reprezentarea din teorema lui Cauchy, vezi anexa A2.
Referitor la nucleul de relaxare utilizdm teorema lui Wang (scrisa in Teorema
4. formula (3.38) pentru materiale diferentiale de ordinul doi), cu specificitatea
cazului discutat, de a avea liniaritate in raport cu valorile curente ale istoriei G
si dependenta de s € R,.

Reciproca este imediata.

Teorema 4. Fie un corp B constituit dintr-un material vascoelastic, liniar
pe istorii, cu deformatii finite. Corpul este fluid in particula X daca si numai
dacad admite o reprezentare constitutivd de forma

T(x,1) = —p(p)I + / " no(s, 9)G(s) + pals, p)tr (G(o)Dds.  (5.52)

Demonstratie. Conform Definitiei 8., formula (2.65), pentru fluide grupul
de simetrie g; al materialului in particula X, in raport cu configuratia de referinta
k, este Unim. Prin urmare este izotrop si admite reprezentarea din Teorema
3. In teorema fundamentald asupra fluidelor am aritat ci dependenta de B se
transforma in dependentd de p. Procedam in mod similar (vezi formula (2.90));
pentru o istorie a gradientului de deformatie data construim
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H-= (%)1/3F“(t) € Unim. (5.53)

Stiind cd rdspunsul materialului simplu rimane neschimbat, deci suporta
aceeasi tensiune pentru istoria F' si F' = F'H VH € Unim, fixat , de-
ducem, corespunzator formulelor (2.91), ca

Cu(r) = Cy(r), B(t)= (%)2/31 — (det B(¢))'/°L (5.54)

Calculam raspunsul materialui corespunzator istoriei F'. Valoarea functjiei
f, calculata din (51) cu (54), rezultd un tensor sferic, dependent de densitatea
curenta, notat —p(p)I, iar pentru nucleul de relaxare, calculat pentru B(t) dat
in (54) se obtine formula (52).

Observatia 9. Reprezentarea constitutiva din Teorema 4. reprezinta o par-
ticularizare a formulelor (2.86) din teorema fundamentala pentru fluide.

5.4 Vascoelasticitate liniara, cazul deformatiilor finite.

Vom liniariza reprezentarea constitutivd a materialelor vascoelastice liniare
(pe istorii) (introduse in Definitia 2., formula (25)), in raport cu masura de
deformatie C(t) = C, in vecinitatea valorii C = I (deci in vecinitatea
configuratiei initiale de referinta).

Facem urmaétoarele ipoteze :

i) Functia C € Sim — f(C) este diferentiabila Fréchet in I, deci

3D f(I): Stm — Stm liniard si continud astfel incat,
(5.55)

f(C)=fI)+ D f(D[C-T1) +uw(1,C), g—%% = 0;

ii) Functia C € Sim — K(s,C) este continua in C = I, uniform in raport
cu s.

Deci V ¢>0, 3 & >0 astfel incat || K(s,C)— K(s,I) [l4< € pentru
V C:|C-1I|<é, V s€]0,+0).

Astfe] din (25) se obtine urmatoarea estimare a tensiunii

TR(x,t) = f(I) + DFI[C T+ / " B (s)K (s, D)[G (s))ds+
) ’ (5.56)
+ /0 hz(s)[f((s, C(t)) — K(s,I)][G(s)]ds + w1(1,C),
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in care s-au pus in evidenti termenii liniari pe istorii, dar §i terme
raport cu C — 1.

Observatia 10. Vom da o estimare pentru valoarea penultimuls
(56), care decurge din calculele urmatoare

| / " W (s)[R(s, C(t)) — K(s, D[G(s))ds |<

< / " R2(s) || [R(s, C(t)) — K(s,T)] ] [G(s)] | ds

< ([ R0 R, C0) — (s, D) ad)

<([ RGP )" < el Gl ([ H G

pentru orice Ccu |C-1|<é..

Introducem urmatoarele notatii

To = f(I) € Sim, Lo= Df(I): Sim — Stm, liniara gi conti
Ko : [0,400) —> Lin(Sim,Sim) definita prin Ko(s) = h3(s)K

pentru orice s € [0,+00).

Forma liniarizatd obtinutd in estimarea tensiunii, gasitd in (.
definitia care urmeaza.

Definitia 6. Spunem ci un corp este constituit, intr-o particula
un material liniar vdscoelastic, cu deformatii finite, dacd admite o
constitutiva de forma

T0x,t) = RO)(To + 2BV + [ Ka(o)G(o)lds}RT()

cu To, Lo, Ko, definiti prin formulele (58), tensorul de deformatie
2E(t) = C(t) — I, iar istoria G(s) = (Ci(s))®R -~ L

Tensorul simetric Ty are semnificatie de tensiune initiala, deoar.
pul este mentinut nedeformat (C(t) = I, Ci(s) = I) in configuratias.
atunci TR(x,t) = To. Prezenta celui de-al doilea termen are semnif
portament liniar elastic , in timp ce Ko este un nucleu de relaxare
de deformatia curenta.

Vom prezenta in continuare o justificare posibila pentru forma
constitutive a corpurilor constitutite din materiale liniar vdscoelasi
deformatii infinitizimale sau mici.
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5.5 Vascoelasticitate liniara, cazul deformatiilor infinitezimale

5.5.1 Reprezentari constitutive in vascoelasticitatea liniara

Pornim de la reprezentarea constitutiva pentru corpuri constituite din materi-
ale liniare vascoelastice cu deformatii finite (59) si introducem ipoteza ca, corpul
suportd numai deformatii infinitezimale, sau mict.

Folosim formulele de aproximare, introduse in paragraful 1.6, pentru cazul
deformatiilor infinitezimale, pentru tensorii de deformatie ( (82),,(82)s, (83)4)

R(t) ~T+w(t) =1+ 0(6), E(t) =~ (t),
(5.60)
G(s) = (Ci(r))R = RT(t)Cy(7)R(t) = 2[(e(r) — ()], 7=t—s.

Daca le introducem in (59) si tinem seama de ordinul lor de marime in raport cu
6 deducem ca

T(x,t) = To+ w(t)To — Tow(t) + 2 Lo[e(t)]+
oo (5.61)
+2/0 Ko(s)[e(t — s) — €(t)])ds + O(8?).

Vom utiliza proprietatile nucleului de relaxare Ky, mentionate anterior. Din
(36)s scrisa pentru C = I, rezulta ci (61) admite reprezentarea

T(x,t) = To+w(t)To — Tow(t) + 2 (Lo — /°° Ko(s)ds)[e(t)]+
’ (5.62)
+2/0 Ko(s)[e(t — s)] + O(6%).

In conformitate cu Observatia 7. rezultd ci ezistd aplicatia absolut continua,
definita prin

Mo(r) = —2 / Ko(s)ds € Lin(Sim,Sim)= X V¥r € [0,+00), (5.63)

cu My(0) = —2/ Ko(s)ds. Deci
0

Mo(7) = 2Ko(r) a.p.t. My € L([0,400),X) si

. (5.64)
Mo(7) = Mo(0) + / Mo(s)ds € Lin(Sim, Sim).
0
Cu noul nucleu My, definit in (63), rescriem pe (62)
T(x, t) = TO + (.U(t)To - Tow(t) + (2L0 + Mo(O)) [6(t)]+
(5.65)

4 / " Mo(s)[e(t - )] + O(8?).
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Observatia 11. Sa observam ca aplicatia M(7) = Mo(7) + 2 Ly are pro-
prietatile nucleului My, cu deosebirea ci la momentul ¢ = 0 are o alti valoare.

In final am obtinut o noua reprezentare pentru (65) prin intermediul nucleului
absolut continuu M :

T(t) = To + w(t)To — Tow(?) + M(0)[¢(t)] + /Ow M(s)[e(t = 5)] + O(6%){5.66)

Suntemn 1n masurd si dam urmatoarea definitie

Definitia 7. Spunem ci un corp este constituit, intr-o particuld a sa X,
dintr-un material liniar vdscoelastic, cu deformafii infinitezimale , cu tensiuni
inifiale (in configuratia sa de referintd), dacd admite o reprezentare constitutiva
de forma

T(x, t) = To + w(t)To — Tow(t)M(0)[e(t)] + /o T M(s)[e(t — s))ds,  (5.67)

cu Ty € Stmn, iar nucleul M absolut continuu, are proprietatile

M : [0,4+00) — Lin(Sim, Sim),
(5.68)
M(s)[A] = Mjkim(s)Aim 1; @ ik, cu Mjtim = Mjim = Mjkmi.

Daca nucleul este definit pe [0, +00) si este o functie absolut continud, spunem
ca este un nucleu tare.

Tensorul micilor deformatii gi tensorul spin sunt definiti in (1.78)- (1.80) prin
partea simetrica gi respectiv partea antisimetrica a gradientului deplasarii

e(t) = e(u)(t) = %(Vu(t) +VTu(t)), w(t)= %(Vu(t) +VTu(t)). (5.69)

Observatia 12. Si remarcam ci in cazul existentei tensiunilor initiale repre-
zentarea constitutivd depinde de istoria tensorului micilor deformatii, dar gi de
valoarea curentd a gradientulu: de deplasare, prin spinul elastic. Tensorul si-
metric Ty reprezinta valoarea tensiunii in corp care corespunde mentinerii lui
nedeformat, deci cu €(7) =0, V7€ Ry.

Definitia 8. Modelul constitutiv pentru materialul liniar vdscoelastic, cu
deformatii infinitezimale , fdrd tensiuni initiale, este descris prin

T(x,t) = M(0)[e(?)] + Aw M(s)[e(t — s)}ds. (5.70)

Remarcim ci in acest caz starea de tensiune este determinata numai prin
istoria pana la momentul ¢ a partii simetrice a gradientului de deplasare.
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Vom pune in evidentd semnificafia mecanicd a nucleului M.

Propozitia 6. Fie un corp vascoelastic liniar cu deformatii infinitezimale ,
supus la un proces de deformatie de tip Heaviside

_J 0O pentru T <0,
o(7) = { é(r)  pentru 7 2>0. (5.71)
Starea de tensiune corespunzatoare, pentru ¢ > 0, se exprimd prin
t
T(x,t) = M(0)[&(t)] + / M(s)[E(t — s)]ds. (5.72)
0

Demonstratia este imediata daci observam ca 7 = t —s < 0 este echivalent
cu s>t deci €(t —s) =0, pentru s> t.

Propozitia 7. Fie o experientd de relazare, definitd printr-un proces de
deformatie de tip Heaviside , dat in (71) cu &(7) = €. Nucleul M caracterizeaza
variafia in timp a tensiunii in experienta de relaxare, deoarece

T(x,t) = M(t)[eo]. (5.73)

Demonstratia este o consecintd a relatiei (64) si a faptului ci, din (72),
pentru ¢t > 0 rezulta

T(x,t) = M(0)[eo] + (/(; M(s)ds)[eo] = M(t)]eo].

5.5.2 Vascoelasticitate liniara si izotropa

In cazul deformatiilor finite, pornind de la definitia corpului constituit dintr-
un material izotrop am dedus conditii necesare si sufiente pe care trebuie si
le satisfacd operatorul constitutiv, pentru ca grupul de simetrie al materialului

9k(X) in raport cu configuratia k de referinta sa includad multimea transformarilor
ortogonale.

In cazul deformatiilor infinitezimale conceptul de camp obiectiv igi pierde
sensul. De exemplu in aproximarile {icute ( vezi formulele (1.82) din Propozitia
15), tensorii de deformatie B(t) (care este obiectiv) §1 C(t) (care este invariant),
coincid cu ~ I+ 2¢(t).

Prin urmare vom postula conditia de izotropie a operatorului constitutiv,
obtinutd din defini{ie in cazul deformatiilor finite.

Definitia 9. Modelul constitutiv pentru materialul liniar vdscoelastic, cu
deformatii infinitezimale , fdrd tensiuni inifiale, reprezentat prin (70) este izotrop
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daca st numai daca

Q{M(0)[e(t)] + /0 i M(s)[e(t — 5)]ds}QT =
- (5.74)
= M(0)[Q¢(1)Q7] + / M(s)[Qe(t — )Q7)ds,

pentru Q € Ort, si pentru orice valoare a tesorului de deformatie (7).

Teorema de reprezentare pentru corpul vascoelastic liniar, cu defor-
matli infinitezimale §i izotrop. Un corp vascoelastic liniar este izotrop daca
gi numai dacd existd doud functii scalare, absolut continue A si g astfel incat
nucleul M se reprezinta sub forma

M(s)[A} = A(s)tr AT+ 2u(s)A Vs€[0,+00), VA E€Sim, (5.75)
sau pe componente, intr-o baza carteziand fixata
Mjiim(s) = A(S) 65kbim + p(5) (6518km + 8im b)), (5.76)
pentru Y j,k,I,m € {1,3}.

Deci reprezentarea constitutiva (70) se scrie sub forma
T(t) = A0)tr e(t)I + 2u(0)e(t) + / (A(s)tre(t — s) I+ 2(s)e(t — 5))ds{5.77)
0

numita reprezentarea lui Boltzmann.

Demonstratie. Consideram experienta de relaxare definita printr-un proces
de deformatie de tip Heaviside , dat in (71) cu é(7) = ¢ fixat , dar arbitrar. In
Propozitia 7. am aratat ca raspunsul materialului se exprima sub forma (73). In
relatia de definitie a corpului izotrop (74) introducem deformatia mentionata, de
unde va rezulta ca

M(t)[QeoQ7] = QM(t)[0]QT Veo € Sim, Vte R. (5.78)

Deci pentru Vs € [0,+00) M(s) : Sim — Sim este liniara si izotropa,
prin urmare din teorema de reprezentare pentru functii izotrope (vezi anexa A2),
rezultd reprezentarea mentionatid. Functiile scalare au aceleasi proprietati de
regularitate ca gi functia M(s).

Functiile A §i p carcterizeaza proprietdfile de relazare ale corpului, g— in
experiente de forfecare , iar 3\ + 2u— intr-o experienta de compresiune/ dilatare
volumicd.

Propozitia 8. Reprezentarea constitutiva a lui Boltzmann, (77), este echiva-
lenta cu o reprezentare decuplatd in partea deviatoricd si sfericd

T'(x,t) = 2u(0)€'(t) + 2/00 p(s)€(t — s)ds,
° _ (5.79)
£ T(x, £) = (37(0) + 2u(0))tr €(t) + /0 (3A(s) + 242(s))tr (e(t — 8))ds,
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cu defipitia clasicd pentru deviatorul unui tensor : ¢ =2 ¢ — {1/3)tr ().
p

5.5.3 Legi ereditare. Legi de relaxare si fluaj

In Definitia 8. a fost introdusa reprezentarea constitutivid pentru materialul
liniar vdscoelastic, cu deformatii infinitezimale , fard tensiuni inifiale.
Renotam nucleul de relaxare M = G, iar tensorul micilor deformatii, ¢

prin E.

Daca nucleul G : [0,400) — Lin(Sim, Sim) este presupus functie absolut
continud, cu G integrabild pe [0,400), conform Definitiei 4., spunem ci este un
nucleu de relaxare tare.

Presupunem ca B este constituil dintr-un material vascoelastic liniar, carac-
terizat pritr-o reprezentare constitutiva ( cu un nucleu de relazare, tare), data in

(70) sub forma

T(t) = G(0)[E(t)] + /0 " G($)[E( — )]ds = La(E)(2), (5.80)

pentru Vit > 0.

Reprezentarea constitutiva este numita si lege ereditard de relazare, lege vasco-
elasticd de relazare, sau reprezentare integrald de tip relazare.

Definitia 10. Spunem ci un corp B este wdscoelastic de tip relazare daca
admite o reprezentare constitutiva de forma (80) si un corp B este vdscoelastic
de tip fluej daca admite o reprezentare constitutiva de forma

E(t) = J(0)[T(1)] + /0 T 3Tt — 5))ds = L£3(T)(2). (5.81)

Aici J : [0,400) — Lin(Sim,Sim) este o functie absolut continui, cu
simetriile din (68) si defineste un nucleu de fluaj, tare.

Observatia 13. Vom considera in domeniile de definitie, pentru (81), procese
de tip Heaviside, deci T(r) =0 V7 < 0 . Atunci reprezentarea constitutiva
devine

E(t) = J(0)[T(t)] + /O CH($)[T(t — 5))ds = L (T)(t). (5.82)

Se pune problema determinarii conditiilor in care un corp vdscoelastic de
tip relarare poate fi caracterizat, in acelagi timp, drept un corp vdscoelastic de
tip fluaj. Prezentam o teorema datoratd lui Gurtin si Sternberg [1962].

Teorema 5. Fiind data o lege vdscoelasticd de tip relazare L cu un nucleu
G~ lare, exista o lege vdscoelasticd de tip fluaj L5 daca si numai dacd
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G(0)J(0) = L,
. . L (5.83)
G(0)J(t) + G(t)J(0) + (G *J)(t) =0 a.pt,

unde produsul de convolutie din (83) este definit prin

- / t G(s)d(t — s)ds, (5.84)

iar I; reprezinta identitatea in spatiul tensorilor de ordinul patru.

Demonstratie. Vom demonstra ca (83) sunt conditii necesare. Fie procesul
de deformare definit prin legea de tip fluaj (81)

E = £5(T) astfel incit T = Lg(E), (5.85)

pentru VT de tip Heaviside , din domeniul de definifie pentru L3.

Rescriem conditia (85) prin intermediul reprezentarilor (80) i (81) sub forma

() = GOPO)T(E)] + G(0) / " ()Tt — ))ds+
(5.86)
+/0 G(s)J(0)] t—s]ds+/ G(s {/ w)[T(t — s — u)]du}ds

si folosim Observatia 13. Aplicind o teorema de tip Foubini se rescrie (86) intr-o
forma echivalenta

T(t) = (G(0)I(0))[T(2)]+
o (5.87)
/ {G(0)J(s) + G(s) (0) + (G * I)(s)HT(t — s)]ds.

Deoarece relatia este adevarata pentru orice proces T deducem (vezi Ex. 18. si
Propozitia 7.) cd, prin alegerea T = Toh, cu h functia lui Heaviside , din (87)
se obtine

To = (G(0)J(0))To VT. € Sim (5.88)

Astfel G(0)J(0) = I, ,deci se obtine prima conditie din (83).

Dacé introducem pe (88) in (87) avem
A {G(0)I(s) + G(s)I(0) + (G % I)(s)}[T(t — s)]ds = 0. (5.89)
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Deoarece istoria T*(s) = T(t —s) Vs> 0 este arbitrard obtinem ca integrantul
este nul, cu alte cuvinte avem gi a doua relatie din (83) demonstrata.

Reciproca se obtine imediat urmand rationamente similare bazate pe formula

(86).

Observatia 14. Din conditia (83), a rezultat c, in mod necesar pentru ca un
corp vascoelastic descris printr-o lege de tip relaxare sa admita gi o reprezentare de
tip fluaj trebuie ca valoarea la momentul initial a nucleului de relaxare G(0) sa fie
inversabild , ca tensor de ordinul 4. Deci, in mod necesar, existd G(0)~! = J(0).

Observatia 15. Conditia (83); , ca o consecintd a primei conditii, se va
rescrie sub forma

V(s) =U(s) = (V*U)(s) a.pt.s€ R; unde,
_ . (5.90)
U(s) = 3(s)(J(0)",  V(s) = =(G(0)7'G(s)-

Deoarece G este un nucleu tare rezultd cd V : [0, +00) — Lin(Sim, Sim)
este integrabild pe R,.

Se pot formula conditiile in care ecuatia integrala (90) admite solutie unica.

Teorema 6. Fiind data o reprezentare de tip relaxare ezistd o unica lege de
tip fluaj asociata, daca

IV = /Ow | V(s)]| ds<1, cu V(s)= —(G(0))' G(s).

Demonstratie. Ca o consecin{a a Teoremei 5. este suficient si demonstram
ca ecuatia integrala din (90);, rescrisa sub forma

U(t) = V(t) + / t V(t — s)U(s) ds, (5.91)

admite o solutie unicd. Solutia ccuatiei (91) sc determina prin metoda aproximatii-
lor succesive

Uo(t) = V(t)a
k+2 (5.92)
Uk+1t)— /Vt—SUk ds_ZV* t, VkZO
Seria
Y (Vx...xV), (5.93)
el A Y e—
este convergentd in L'(R.), deoarece
k
IV Il
| V)< ) IV STV
nz—__;( ) ”1 ngl ”1 1— ” vV ”1
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si prin ipotezd || V |1< 1.

Din (92) cu demonstrarea convergentei seriei (93) rezulta ca E (V*...xV)
=l N—

este solutie a ccuatiei integrale (91).

Unicitatea se deduce imediat. Daca presupunem ca 3 U,, Uj solutii distincte
pentru (91). Deci

cuj =1,2. Atuna
Ut) - (V+0)(t) =0 (5.94)
pentru U = U; — U, # 0. Evaluand normele in L}(R,) din (94) obtinem ca
IO LI VIO cu U [1#0

Rezult ca || V ||1> 1, ceea ce contrazice ipoteza ca || V |;< 1.

Incheiem cu observatia ci nu orice reprezentare vascoplastica de tip relaxare
poate fi privitd ca o reprezentare de tip fluaj. Aceastd problema va fi discutata
prin cateva exemple in cazul reprezentarilor unidimensionale.

Exista o bogata literaturd dedicata problematicii materialelor vascoelastice
liniare, cu deformatii infinitezimale, formulari de probleme mecanice g1 modalitati
de abordare. Trimitem pentru un studiu aprofundat gi pentru informatii bibli-
ografice la Gurtin, Sternberg [1962], Leitman, Fisher [1974], Kecs, Teodorescu
[1975]).

5.5.4 Problema cu date initiale si la limita

pentru materiale vascoelastice liniare

Fie ! C R™ domeniu marginit , cu n =2 sau n =3 i 0N frontiera sa. Sa
se determine campurile de deplasare i de tensiuni

u:QxR— R3
T:Q x R— Sim = RS,

cu u(-,7) =0, T(,7) =0 pentru V7 < 0, care verifica in {2, pentru
V te0,t1) ecuatiile de migcare

div T(X, t) + pob(X, t) = pou(X, t), (595)

reprezentarea constitutiva pentru materiale vascoelastice
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T(X,1) = MO0+ NA(s)[e(t — )]s,

relatiile geometrice
(X, 1) = %(vu(x, 1) + VTu(X, 1)),

conditiile pe frontiera domeniului
u(X, t) Ir,= g(X,1),
T(X, n(x) Ir,= £(X, ),
(unde 09 =T, UT;) si conditiile initiale

u(X,0) = uo(X), %—?(X, 0) =ue(X) VX e
In Duvaut, Lions [1972] sunt demonstrate, cu tehnici de inegalitati variationale,
teoreme de existenta si uicitate pentru problemele dinamice si stationare. Sunt
prezentate problemele in cadrul constitutiv al véascoelasticitatii liniare, pentru
materiale cu memorie de lungd duratd sub forma (70). Se considera si cazul
materialelor cu memorie de scurtd duratd, descrise constitutiv prin

T(X,t) = Ao e(X, 1) + A; (X, 1), (5.96)

in care Ap, A, sunt tensorii de ordinul 4, care generalizeaza, la cazul tridimen-
sional, reprezentarea de tip diferential asociatd modelului unidimensional Kelvin-

Voigt ((132) din paragraful 5.6.2).
In formularile statice membrul drept din (95) este zero si nu se mai asociazd
conditii initiale.
5.6 Modele vascoelastice unidimensionale

5.6.1 Echivalenta reprezentarilor de tip diferential si integral

In acest paragraf vom demonstra, intr-o varianta proprie, cateva dintre rezul-
tatele principale prezentate de Gurtin gi Sternberg [1962], care pun in evidenta
conditiile in care avem echivalenta intre reprezentari constitutive de tip integral,
de tip Boltzmann, gi reprezentari de tip diferential. Ne plasim in cadrul teoriei
corpurilor vascoelastice liniare, cazul deformatiilor infinitezimale gi vom considera
procese unidimensionale.

Exemple de reprezentari constitutive de tip diferential i modalitatile de deter-
minare ale acestora, in cazul starilor de tensiune §i de deformatie unidimensionale,
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vor fi prozentate gi discutate in paragraful urmaétor 5.6.2. Se vor pune in evidenta
rezultatele discutate in acest paragraf.

FForma reprezentarilor de tip integral este dedusd din reprezentarile constitu-
tive de tip Boltzmann, tridimesionale, (77) in ipoteza ci starea de deformatie
este descrisa printr-o istorie a procesului de deformare in care variazi o singura
componenta, celelalte fiind nule. Ca raspuns materialul va suporta o tensiune cu
o singurd componenta nenula, daca se considera ca pani la un anumit moment,
t = 0, tensiunea gi deformatia sunt nule.

Rezultatele discutate in acest paragraf se pot extinde pentru materiale vasco-
elastice liniare i izotrope, avand in vedere ca se produce o decuplare (vezi formula
(79) din Propozitia 8.) in descrierea comportamentului de forfecare de cel de tip
dilatare/compresiune.

Reprezentari constitutive de tip diferential

Fie operatorii de tip diferential (sau polinoame de tip diferential) :
dk

P(D) = Zpkdtk si Q(D qudtk, cu pi, gk € R.

Definitia 11. Spunem ca perechea de operatori diferentiali este de ordinul
N, daca py # 0 sau gy # 0. Notam o perechea de operatori diferentiali de
ordinul N prin [P(D),Q(D)]|n

Dacd pny # 0, atunci perechea este de tip relazare, iar dacd gy # 0, atunci
perechea este de tip fluaj.

Amintim ca in clasa proceselor de tip Heaviside a fost introdusa clasa

N={4:R— R |4(1)=0 VY7 <0, ¢lo+c)€ CV([0,+00))} (5.97)

Definitia 12. Fie perechea de operatori diferentiali de ordinul N [P(D), Q(D)]n.

Spunem ca perechea (o, €} € HN x HN satisface reprezentarea constitutiva
de tip diferential daca

P(D)o=Q(D)e <+

N N (5.98)
Zpk o®)(t) = qu eB)(t) Vt>0
k=0 k=0
Unde am folosit notatia
k) d* o
oB)(t) = () (5.99)

Definitia 13. Fie 0, e € H". Prin definitie perechea (o, ¢) satisface conditiile
de racordare a datelor inifiale, daci datele initiale sunt legate prin relatiile

N N
Y p o) =) g, " P(0) Ve {I,N} (5.100)

r=k r=k
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Definitia 14. Pentru procese unidimensionale o reprezentare constitutiva de
tip integral este datd prin

o(t) = G(0) ¢ / G(r) e(t = T)dr = La(e)(2) (5.101)

VYt >0, unde G este nucleul de relazare,

sau este datd sub forma

e(t) = J(0) o(t) + / J(r)o(t — 7)dr = L(o)(t) (5.102)
Vt > 0, unde J este nucleul de fluaj.

Observatia 16. In ipoteza cA G € H' si respectiv. J € H! atunci
reprezentarile constitutive sunt bine definite pentru procesele € si respectiv
o € H°. Reprezentarea (101) se va numi de tip relazare, iar (102) se va numi de

tip fluay.
Notam prin hA— functia lui Heaviside

0 dacda z <0
h(z)—{l daci z>0

Propozitia 9. Dacd (o, €), cu € = h satisface reprezentarea de tip integral
(101) , atunci o =G.

Demonstratia este imediata.

Observatia 17. Rezulta ca nucleul de relaxare G reprezinta variafia in timp
a tensiunii, intr-o experienta in care deformafia este mentinutd constantd la o
valoare egala cu unitatea , de la momentul ¢ = 0. Deci facem o experienta de
relazare.

Teorema 7. Fie o reprezentare constitutiva de tip integral o = Lg(e€), In
care

a) GeHY,
b) Jqo, pr € R, 0<r <N, py#0, astfel incat (5.103)
c) P(D)G =g

Daca perechea (o, ¢) € HY x HV satisface reprezentarea integrala o = Lg(e)
atunci

1) (o, €) va satisface reprezentarea diferentiala

P(D)o = Q(D)e cu,

N L (5.104)
g% =Y p,G"P0) ke {I,N}

r=k
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N

2) [, ¢) satisfac condifiile de racordare a datelor inifiole {100).

Demonstratie. 1) Pornim de la reprezentarea integralda (101) scrisa sub
forma echivalenta

o(t) = G(t) ¢ /Gt—r) eV(r)dr Vit > 0. (5.105)

Calculdm derivatele de ordinul n > 1 ale functiei ¢ exprimatd cu ajutorul
functiei ¢ € HV prin intermediul relatiei (105). Prin inductie se demonstreaza
formtla de calcul

[
o(2) = GO() o>+ZG‘" 20) &O)+ [ Gt~ 7) r)dr, (5.106)

1]

pentru orice n care verifici conditiile 1 <n < N.

Folosind formulele din (106) calculam P(D) o la momentul t > 0 fixat

N N
an oM(t) = (ang(n) 0) + Z ZP G0(0) P (2)+

n=0 n=0 n=1 [=1

/ Zp G (t — 1) eMW(r)dr = (5.107)

N n
— e+ 33 2aGI(0) €V(t) + g0 (<(2) — e(0))

n=1 [=1

Ultima egalitate este o consecinta a faptului cd nucleul din reprezentarea
integrala este de o forma particulara, mai precis este o solutie pentru ecuatia
diferentiala scrisa in ipoteza c).

In (107) apare o suma dubla, dupa un numar finit de indici. Efectuam schim-
barea ordinii de sumare gi deducem egalitatile

N n
E ang(n—l) (1) Z Zp G 0(0))eV(2) =

n=1 I=1

(5.108)
g (t) = Q(D) €(t).

M=

!

1

De data aceasta am introdus, prin intermediul relatiilor (104), constantele
g, 1 <k <N, care se definesc prin constantele p, introduse in ipoteza b) si
prin condititle inifiale asociate lui G, functie data prin ipoteza, cu proprietatile
mentionate.
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2) Vrem sa demonstram ca rezulta conditia de racordare a conditiilor initiale,
(100), pe care o scriem intr-o forma echivalenta

N-k N-k
> Pask 0™(0) =) gk €(0) Vi € (TN} (5.109)
n=0

n=0
care se obtine prin translatia r — k = n, pentru fiecare k fixat.

In membrul sting al formei (109) apar derivatele o(*)(0), care pot fi obtinute
ca o consecintd a reprezentarii de tip integral, acceptatd in ipoteza. Din formula
(106), prin trecere la limita, ¢\, 0, deducem urmatoarele relatii intre conditiile
initiale pentru perechea (o,¢) considerata

a™(0) = G™(0) ¢( +ZG(" ') (') Vn:1<n <N,
a(0) = G(0) €(0).

(5.110)

Pe de alta parte si remarcam cd in membrul drept al formulei (109) apar
constantele ¢, kK € {1, N}, introduse prin (104); pe care le rescriem, efectuind
translatia indicelui de sumare r — k = n, pentru fiecare k fixat. Relatiile (104),
devin

g =Y _putr G*(0) ke {L,N}). (5.111)

n=0

Calculam suma din membrul stang al relatiei (109), prin intermediul relatjiilor
(110), punand in evidentd termenii care contin derivatele de ordin zero, adica
valorile functiilor calculate in t = 0. Astfel

N-k
Z Prik M(0) = pG(0)e(0) + Z Prre G (0) €(0)+

n=0
(5.112)

n

N—-k
+3 purk Y G"I(0) €(0).
n=1

=1

Coeficientul lui €(0) este tocmai g, conform relatiei (111). In celalalt grup de
termeni vom schimba din nou ordinea de sumare

N—k N—k N-k
> Pk a™(0) = qie(0) + ) (3 prsnG(0)) €(0) =
n=0 =1 n=l
N—k N-(l+k)
=ge(0)+ Y (Y PrrasnG™(0)) €2(0).
=1 m=0
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In ultima egalitate am schimbat indicele de sumare n prin m legati prin relatia
n — = m, pentru fiecare | fixat. Folosim inca o data relatiile (111) de definitie
a constantelor ¢, pentru r € {1, N} si rescriem relatia anterioara astfel

N—-k N-k
Z Prtk 0(0) = gy €(0) + E gi+1 €0(0).
=1

n=0

Aceasta reprezinta relatia (109) care este echivalenta cu conditia de racordare a
datelor initiale.

Vom demonstra acum Teorema 8. care este o reciproca a anterioarei.

Teorema 8. Fie reprezentarea diferentiala (98)
P(D)o=@Q(D)e cu N>1,

cu conditiile initiale racordate prin relatiile (100).

Fie G € HV solutia ecuatiei diferentiale de ordinul N
P(D)G = q, (5.113)

care satisface conditiile initiale

Go) =2, (5.114)
P
dacai N =1, sau
aN
G(0 = —,
(0) o
1 - (5.115)
GHO) = ——lan—r =D Pr-rsn GV(O)] Vr € {LN=T)
N n=0
daca N > 1.

Daca (o, €) € HY x HN verifici reprezentarea de tip diferential (98) si
conditiile initiale racordate (100), atunci (o, €) verificd reprezentarea integrala
(101), deci pentru V¢ > 0

o(t) = G(0) e(t) + /; G(r) e(t — 7)dr .

Demonstratie. Fie o pereche (a, ¢) € HY x HV care verifica reprezentarea
(98), cu conditiile initiale racordate (100).

Cu functia de deformatie € € H"V din perechea anterioara construim functia
t

0(t) = G(0) €(t) + / G(t) e(t — 1)dr, (5.116)
0
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definitd pentru Yt > 0, in care nucleul G este solutia problemei Cauchy (113)
cu (114), sau respectiv (115).

Am obtinut o pereche (0, ¢) € HY x H care verifici reprezentarea integrala
(101) , conform relatiei (116).

Daca aratam ca 6 = o obtinem afirmatia din enuntul teoremei.

Vom utiliza in mod esential Teorema 7. Pentru accasta vom arita ci din
conditiile initiale pentru functia G, (114), sau respectiv (115), se deduc relatiile
intre qx, pn §i derivatele functiei G, pana la ordinul N — 1, inclusiv, calculate
in t=0.

Pentru N > 1 relatiile (115) sunt echivalente cu
gn =G(O)pn i

-~ (5.117)
gN-r = PN G(T)(O) + ZPN—r+n G(n)(o) Vre {laN - 1}’

n=0

sau dacd schimbam indicele r in k prin relatia k=N —r,
gv =G0)pn~ si

N—(k+1) (5.118)
g =pnGV RO+ D pa GM(0) YEhe (TN -1}

n=0

Comparam (118) cu (104) si constatam ca acestea sunt identice, daca schimbam
indicele n de sumare cu r prin relatia r = n + k, pentru fiecare valoare a lui
k, fixatd. Astfel (118) devine

gy =G(0)pn &

N-1 N
g =pn GND0) + > p, GUP0) =) p. GH(0) Ve {I,N -1},
r=k

r=k

ceea ce este echivalent cu (104).

Astfel putem aplica Teorema 7. perechii (6,¢) € HNY x HN care verifica
reprezentarea integrala (101) (in care nucleul G este solutia Problemei Cauchy
(113), (115)), deoarece conform celor demonstrate anterior conditia (104) este
satisfacuta.

Rezulta ca (8,€) verifica reprezentarea de tip diferential (104) si conditia de
racordare a datelor initiale (100). Deci

P(D)6=Q(D)e

N N
Y P 00700) =) g, H0) Ve {T,N}.
r=k r=k
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Reamintim cd perechea (0,c¢) = fost construitd cu procesul de deformatie e,
dintr-o pereche (o,¢€) care satisficea enuntul teoremei (adica (98) si (100)).

Introducem functia z = 8 — o care satisface

N
P(D)z(t) = ) pa®(t) =0,
) = (5.119)
Y pzP0) =0 VYke {I,N}.

r=k

Vom arata ca din (119); obtinem conditiile initiale nule pentru functia z.
Pentru demonstratie particularizam succesiv valorile lui k£ in (119),.

Fie k = N atunci py z(0) =0, deci z(0) =0 deoarece py # 0.

Fieacum k = N—1 atunci pyz"(0)+pn-12(0) = 0 cu z(0) = 0. Vom obtine
deci si ("(0) = 0. Prin recurents deducem ci z("(0) =0, cu r=0,...,N - 2.
Din (119),, scrisa pentru k = 1, rezultd ci py z™W~1(0) = 0. Deoarece py # 0
avem si ultima conditie initiala z¥-1(0) = 0.

Am aratat ca functia z = § — o este solutia ecuatiei diferentiale liniare,
omogene (119);, cu coeficienti constanti, de ordinul N si, in plus, satisface
condintii initiale nule , z()(0) = 0, pentru j € {0,N —1}. Din unicitatea
solutiei Problemei Cauchy formulate obtinem z = 6§ — o = 0. Rezulta deci
coincidenta celor doué functii = o definite pentru V¢ > 0. Astfel am aratat ca
perechea (o,¢) este legatd prin reprezentarea integrala (101).

Teorema 9. Presupunem ca reprezentarile de tip integral si diferential sunt
echivalente, in sensul ca& V(o,¢) care verifici reprezentarea de tip integral (101),
verificd gi reprezentarea de tip diferential (98) pentru ¢ > 0 si reciproc.

Atunci nucleul de relazare G este soluiie pentru ecuatia diferentiala cu
coeficienti constanti

P(D) G = qo. (5.120)

Demonstratie. Presupunem ca avem o pereche care satisface reprezentarea
de tip integral. Fie aceasta (G,h), conform Propozitiei 9. Atunci satisface si
reprezentarea de tip diferential pentru ¢ > 0. Deoarece h € HN cu h(t) = 1,...,
RF)(t) = 0, pentru Yt >0, i VEk > 1, numair natural, obtinem ci P(D)G =
Q(D) h = qo, pentru Vit > 0.

Observatia 18. ﬁeprezenté.rile de tip integral (de tip relaxare) i cele de
tip diferential pot fi echivalente, conform Teoremei 9. numai daca nucleele de re-

lazare, care caracterizeaza reprezentarile de tip integral sunt date de solutiile unor
ecuatit difereniale cu coeficien}i constanti, generate de polinoamele diferentiale.

In general reprezentarile de tip diferential si integral nu sunt echivalente.

In cele ce urmeaza vom aduce argumente pentru intelegerea condtitier de racor-
dare a datelor inifiale, care a fost asociatd reprezentarii de tip diferential.
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Pentru aceasta vom avea nevcie de introducerea transformdrii Laplace.

Definitia 15. Spunem ci o functie f: [0,+00) — & cu X = R sau C este
un element in O(ezp(sot)), so € R, pentru t — +oo dacd | f(t) |[< Mezp(sot)
pentru ¢ — +o0.

Definitia 16. Transformata Laplace pentru functia f:[0,400) — X este
L(f)(s) = f(s) = / exp(st) f(t)dt Vse€ C cu Re(s)>sp. (5.121)
0

Pentru utilizarea celor doud definitii, in cadrul prezentat aici, este suficient sa
consideram functiile f € HY NO(exp(sot)) pentru ¢t — +oo

Observatia 19. Transformata Laplace pentru functiile cu proprietatile an-
terioare existd in semiplanul complex definit prin {s € C | Re(s) > so}.

Amintim doud rezultate privind calculul transformatelor Laplace

1) pentru derivata unei functii

LfD)(s) = —£(0) + s L(FM)(5)
gi 2) pentru produsul de convolutie a doua functii ( / G(t—r )dt),

L(R)(s) = L(G)(s) L(g)(s) Vs€C cu Re(s)> so-

Aici sg = max(sy, s2) daca G € O(ezp(s1t)) st g € O(ezp(szt)) pentru t — +oo.

Teorema 10. Presupunem ca reprezentarea de tip integral (101)

o(t) = / Gi(r) e(t — 7)dr = La(e)(1), (5.122)

V't > 0 este echivalentd cu o reprezentare de tip diferential (98)
N N
Y peo®ty =Y gDty Vi>o. (5.123)
k=0 k=0

Atunci (7, €), transformatele Laplace ale perechii (o, €), care satisface reprezen-
tarile (122) si respectiv (123), sunt astfel incit au loc simultan (124) si (125),

scrise mai jos
5(s)=sG(s)é&s) Yse€C, cu Res>sp (5.124)
s

N N N
P(s)a(s) = 3 30 " 1Y e o (0) = 3 ge ()} = Qo) (s), (5.125)

n=1 k=n k=n
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AV
unde P(s) = Z Dk s* si respectiv Q(s L gk s* sunt polinoamele in variabila

k=0 k=0
complexa s € C, generate de polinoamele diferentiale care definesc reprezentarea

(123).
Demonstratie. Presupunem ci o,¢, G € HYNO(ezp(sot)), pentrut — 4oo .

Fie reprezentarea de tip integral (122) scrisa intr-o forma echivalenta, (105).
Ii vom aplica transformarea Laplace, {inand seama de liniaritatea ei gi de pro-
prietatile mentionate in Observatia 19. Deducem cd

L(o)(s) = L(G)(s) €(0) + L(G)(s) L(V)(s) = s LIG)(s)L(e)(s).
Deci am dedus formula (124).

Pe de alta parte, aplicim transformata Laplace reprezentarii de tip diferential.
Din liniaritatea transformarii si formula de calcul 1), aplicata recurent, deducem
cd transformata Laplace a membrului stang este

L(P(D) o)(s) = Zpkﬁ QY
(5.126)

=Y st ):pkz 57 ot1-7)0).

k=0 =0

In a doua suma schimbiam indicele de sumare r in n definit prin relatia
n=r+1 s obtinem cd

1 N k 1 N N
“Yomy, ot ) = Y (Y et ), (527
k=1 n=1 n=1 k=n

dupd ce am schimbat ordinea de sumare. Din (126) cu (127) gasim expresia
transformatei Laplace pentru P(D)o. Similar formulelor (126) si (127) calculam
transformata Laplace pentru membrul drept. Rezulta formula (125).

Observatia 20. Presupunem echivalenta reprezentarilor de tip integral si
diferential. Din (124) si (125) prin eliminarea lui & deducem o relatie in care
putem considera €, transformata Laplace pentru e € HY, arbitrar

[s P(s) G(s) — Q(s)] & Z ] (5.128)

Daca, conditiile initiale sunt racordate prin formulele (100) atunci deducem ca
transformata Laplace a functiei de relaxare este definita prin polinoamele de vari-
abila complexa, asociate operatorilor diferentiali, aga cum rezultd din egalitatea
functiilor meromorfe

Gls) = 28) (5.129)
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Presnpunem cd nu avem conditiile inifiale racordate. Fie un proces ¢ € HV |
arbitrar fixat. Atunci in (128) alegem setul de valori initiale pentru o astfel
incat conditiile initiale aflate in membrul drept sa se anuleze. Deducem din nou
legitura (129). Revenind in (128) se anuleazd membrul stang gi deducem ca, in
mod necesar conditiile initiale trebuie si se anuleze.

Observatia 21. Daca se considerd o reprezentare constitutiva de tip fluaj se
obtin rezultate asemanatoare schimbandu-se formal tensiunea cu deformatia, in
cazul problemei de echivalentd dintre modelele de tip integral si diferential.

5.6.2 Modele reologice

In acest paragraf vom aduce o motivatie pentru reprezentdr:i constitutive de
tip diferential in vascoelasticitatea liniard, pe cazul deformatiilor infiniteziamle si
unidimensionale.

S-a dezvoltat o intreaga literaturd privind descrierea constitutiva a unor clase
de materiale pornind de la ideea suprapunerii efectelor vdscoase si elastice, in
reprezentiri unidimensionale.

Modelele reologice au la baza modelele elementare :
- elastic, caruia i se asociazd reprezentarea constitutivi ¢ = E'e,
- vascos, caracterizat prin reprezentarea o = g €.

E— reprezintd modulul lui Young §i n— constanta de vascozitate, acestea
sunt constante de material, iar ¢— reprezinti deformatia §i o— tensiunea.

In cazul micilor deformatii reprezentarea constitutiva mentionata pentru cor-
pul liniar vascos este justificata in cazul unidimensional, deoarece in cazul micilor
deformatii D = 1/2(Vv + VTv) ~ ¢ = 1/2(Vu + VTi), in conformitate cu
formulele (1.84), din paragraful 1.6.

Modelului elastic 1 se asociaza o schema graficd, simbolizind un resort, iar
modelului vascos i se asociaza o schema graficd, simbolizind un piston. Reprezen-
tarile grafice vor fi mentionate in figura 5.1 a).

Modelele reologice se definesc ca o combinatie de elemente elastice si vascoase
legate in serie §i / sau in paralel.

Prin formalismul, pe care-1 explicim in continuare, punem in corespondenta
unui model reologic o reprezentare constitutivd de tip diferential.

Se considera doua elemente, caracterizate prin perechile (oy,€;) si respectiv
(0’2, 62).

Definitia 17. Daci cele doua elemente sunt legate in serie atunci modelul
rezultal este caracterizat prin starea de tensiune si de deformatie (o,¢) in care
tensiunea o = 0, = 03, lar deformafia € = €, + ¢€,.

Daca cele doud elemente sunt legate in paralel atunci modelul rezultat este
caracterizat prin starea de tensiune si de deformatie (o,€¢) in care tensiunea
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o = 01 + 03, iar deformafia € = €; = ¢,.

Modelul Maxwell este modelul reologic rezultat prin considerarea a doua el-
emente unul elastic (E, 0y, €;) §i unul vascos (5, 03, €;), legate in serie, reprezentat

in Fig. 5.1 b).
-
1

oy e € €,
e ﬂ*; € E
2
‘ 1 | & y |
& g
a) b) c)
Fig. 5.1

Propozitia 10. Reprezentarea constitutiva asociatd modelului Mazwell este

o o
=4+ —-—=¢ 130
E+77 € (5.130)

Demonstratie. Conform ipotezelor enuntate

o= FE¢ elastic,c o0, =né; vascos,
(5.131)

Og=01=072, €E=¢€ + €.

Avem 5 rela{ii pentru 6 cantitati, deci eliminand pe o0j, € cu 3 = 1,2 va
rezulta reprezentarea de tip diferential asociatd modelului.

Modelul Kelvin - Voigt este modelul reologic rezultat prin considerarea a
doua elemente unul elastic (E,oy,¢€;) si unul vascos (7,072, €2), legate in paralel,
reprezentat in Fig.5.1 c).

Propozitia 11. Reprezentarea constitutiva asociatd modelulu: Kelvin - Voigt
este o reprezentare de tip diferential, de ordinul 1

c=FEe+ne. (5.132)

Demonstratie. Din ipoteze avem relatiile

oy = Fe elastic, o, =17n¢é vascos,
(5.133)

0=01+02, €=¢€ =€,

pentru 6 cantitati legate prin 5 relatii scalare. Din eliminarea marimilor oj, ¢;
cu j = 1,2 se deduce reprezentarea de tip diferential asociatd modelului.
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Observatia 22. Modelul Maxwell este caracterizat prin

1 1
G1=1#0,9=0,p = E #0, po = 0 Astfel N =1. Modelul este de tip
relazare, dar si de ti.p fluay.

Conditia de racordare a datelor initiale (100) este

7(0) = E ¢(0). (5.134)

Semnificatia acestei relatii este evidentd. Dacd la momentul initial corpul
suferd o deformatie bruscd, instantanee, de la 0 la ¢(0) # 0, atunci in corp se
produc tensiunile care corespund unui corp elastic. Deci datele initiale sunt legate
printr-un rdspuns elastic.

Observatia 23. Modelul Kelvin - Voigt este caracterizat prin

q1=1#0,90=FE, pp =0, po=1. Acest model este de fluaj, dar nu descrie
proprietati de relazare, si N = 1.

Conditia de racordare a datelor initiale (100) este

pno(0)=gqe0) < ¢€0)=0. (5.135)

Propozitia 12. Fie un proces de deformare de tip Heaviside, in H', carac-
terizat prin ¢t — €(t), pentru Vi > 0.

Daca se considera conditia initiala o(t) |t=o= o(0), atunci raspunsul materi-
alului descris printr-un model Maxwell este caracterizat prin

o(t) = (o(0) - E e(O))ezp{—%m +E(t)-

(5.136)
E? [t E
—— [ e(s)ezp{——(t — s)}ds.
n Jo n
Demonstratie. Reprezentarea se deduce din integrarea ecuatiei diferentiale,
(130) neomogena cu coeficienti constanti, in necunoscuta o, pentru deformatia
€(t) data.

Observatia 24. In relatia (136) avem o dependentd de tip integral, dar care
contine datele initiale ale tensiuniti si ale deformatiei, daca acestea nu sunt legate
printr-un raspuns elastic, de forma (134).

Daca in (136) considerdm conditiile initiale legate prin (134) si facem schim-
barea de variabila u =t — s rezulta ca
E )
dG(u) = Fezp(——u) Yu>0 si
n
(5.137)
t
o(t) = G(0) e(t) + / €(t - u) G(u)du.
0
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Dect a rezultat o reprezentare constitutivd de tip integral cu nucleul de re-
laxare (. Aceasta reprezentare este un caz particular al uneia dintre primele
reprezentari integrale, cunoscuta in literatura ca reprezentarea constitutiva a lui

Lodge ( vezi Larson [1989] ).

Propozitia 13. 1) Fie un proces de deformare de tip Heaviside, caracterizat
prin €(t) = €(0) Vt > 0 si conditiile initiale racordate o(0) = E ¢(0), atunci
raspunsul materialului descris printr-un model Maxwell este caracterizat prin

o(t)=¢€0)G(t)=F e(O)ea:p(—% t); (5.138)

2) Functia G este solutia problemei Cauchy

p1GO() 4 poG(t) = g0 s G(0) = 51 = E. (5.139)
1

Demonstratie. 1) Din (136) prin particularizarea procesului de deformare
¢ = €(0)h, cu h— functia lui Heaviside si considerarea conditiilor initiale racordate,
conform ipotezei, se deduce (138).

2) In paragraful 5.6.1. am aratat ca daca exista reprezentarea constitutiva de
tip integral, atunci perechea (0 = G,e¢ = h) satisface reprezentarea. Ecuatia
diferentiald (139) se deduce din (130) scrisa pe perechea (¢ = G,e = h), cu
constantele precizate in Observatia 22.

Observatia 25. Tensiune descrisa prin (138) este descrescitoare si descrie
un fenomen de relaxare a tensiunii, in care pentru ¢ — oo tensiunea tinde catre

0, daca €(0) > 0.

Propozitia 14. Fie modelul de tip diferential al lui Maxwell, cu conditiile
initiale racordate prin raspunsul elastic, atunci el este echivalent cu o reprezentare
de tip integral ( de fluaj ):

e(t) = J(0) o(t) + /0 t J(s)o(t - s)}ds cu,

(5.140)

j(t)=% J(0)=-]1§z% —> J(t)=%(§t+l)

Demonstratie. Consideram o istorie de tensiune descrisd prin functia Hea-
viside ¢ = h. Starea de deformatie, care caracterizeaza raspunsul materialului
e = J(t), se determina din ecuatia diferentiald (130), rezultata din (132). Conditia
initiald pentru J este dedusa din conditia de racordare a datelor initiale oo = Feoq,
pe perechea considerata, deci 1 = E J(0).

Observatia 26. Modelul Maxwell prezinta un fluaj liniar, caracterizat prin
functia J din (140), cu tlim J(t)= oco. Deci deformatia cregte infinit cu trecerea
timpului.

Prin combinatii de modele reologice se pot obtine reprezentari constitutive ,
care sa descrie atat fluajul cat si relaxarea (ca de exemplu modelul lui Maxwell),
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dar cu o descriere mai realistd a acestora. Astfel exista modele care descriu
un fluaj neliniar, care se stabilizeazd, in sensul ci existd o asimptotd orizontala
pentru t — oo la graficul deformatiei, ca functie de timp. De asemenea exista
modele care descriu comportamentul de relaxare, in care tensiunea descreste spre
o asimptota orizontald, nenuld, pentru t — oo.

5.7 Exercitii gi probleme

1. Demonstrati proprietitile functiei de influenta enuntate in Propozitia 2.

2. Aritati cad multimea M) definitd in (9) cu structura introdusid prin
aplicatia biliniara construita in (11) <,>(s) este un spatiu Hilbert real.

3. Demonstrati Propozitia 4.

4. Explicitati demonstratia afirmatiilor de la punctele 5) si 6) din Propozitia

5. Fie reprezentarea constitutiva
T(x,1) = ROUCW) + [ K(s,O)IGIdsIRT(),

cu G(s)=(Cls))R-TI V¥s>0.

Aratati ca aceasta satisface principiul obiectivitatii, utilizind direct definitia.
6. Demonstrati, folosind definitiile, ca reprezentarea constitutiva definita prin
relatiile (51) satisface principiul obiectivitatii si descrie un corp izotrop.

7. Demonstrati ci reprezentarea constitutivd a lui Boltzmann, (77), este
echivalentd cu o reprezentare decuplatd in parte deviatoricd si sfericd, precizata

in (79).
8. Fie o experienta de forfecare €(7) = €12(7)(i1 ® iz + 12 ® 11).

a. Determinati raspunsul materialului descris printr-o ecuatie constitutiva de
tip Boltzmann.
Tm(S)

€o

b. Aratati ca 2u(s) = in experienta de relaxare corespunzatoare.

9. Fie o experientd de dilatare/ compresiune ¢(7) = z(7)L

a. Determinati raspunsul materialului descris printr-o ecuatie constitutiva de
tip Boltzmann.

tr T
b. Aratati ca 3A(s) + 2p(s) = kS in experienta de relaxare cores-

3z(0)

punzatoare.
10. Fie un model Kelvin - Voigt cu constantele E,7.

a. Demonstrati teoremele de echivalenta pentru reprezentarea de tip diferential
g1 integral.
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b. Comparati fluajul descris de acest model cu fluajul descris prin modelul
Maxwell.

11. Fie un model vascos cu constanta de viscozitate 7, si un model Kelvin
- Voigt ( cu constantele E,n, ) care sunt legate in serie, reprezentate in Fig. 5.2

a).

a. Aratati cd reprezentarea de tip diferential asociata este data prin
Potpo=gqgétqétge cu,

E
P1=1+'17_1', Po= —"q2=T1T, QI=E1 QD=0-
M2 N2

b. Scrieti conditia de racordare a datelor initiale (100), din paragraful 5.6.1.

c. Determinati reprezentarea integrala de tip fluaj .

f(:"

Fig. 5.2

12. Fie un model reologic descris printr-un model Maxwell, cu constantele
Ey,m i un model Kelvin - Voigt cu constantele E;,7, care sunt legate in serie,
reprezentate in Fig. 5.2 b).

a. Aratati ca reprezentarea de tip diferential asociata este data prin

P20+ P10 +pe0=qé+qétqge cu,

72 E
=T =14+ =+ ) =
P2 E, N E, " m Po ™

@2="7, q==FE, q=0.

b. Scrieti conditia de racordare a datelor initiale (100), din 5.6.1.

c. Determinati reprezentarea integrala de tip relaxare .
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d. Determinati reprezentarea integraia de tip fluaj .
e. Refaceti demonstratia teoremelor de echivalentd pentru acest model.

13. Comparati proprietitile de relaxare sau de fluaj, dupa cum este cazul,
pentru modelele reologice descrise in Ex, 11 - 12.

14. Demonstrati ca, corpurile constituite din materiale elastice gi fluidele
Reiner - Rivlin nu prezinta proprietati de relaxare. Ce se poate afirma despre
existenta fluajului ?

16. Arataticid domeniul de definitie pentru operatorul integral din reprezentarea
constitutiva (44) poate fi multimea

{G : [0,+00) — Sim | continui cu suportul compact}.

18. Aritati cd domeniul de definitie pentru operatorul integral din reprezentarea
constitutiva (67) poate fi una dintre multimile

a. {€:]0,400) — Sim| continua cu suportul compact},
b. {e:[0,+00) — Sim | integrabild pe orice compact},
c. {e:[0,4+00) — Sim | e(r) =0¥r <0, e€lp+00) continua}= H°,

dacid nucleul M este absolut continuu.

17. Aratati ci domeniul de definitie pentru operatorul integral din reprezentarea
constitutiva (67) poate fi una dintre mul{imile

a. {e:[0,+00) — Sim | ltl'im €(t) = 0, € continua},

b. {e€:[0,4+00) — Sim || €(t) |< M Vte R},
c. {€:[0,+00) — Sim |e€ L(R)}

dacd nucleul M este absolut continuu, tare.

18. Fie 9,¢ € H*, de tip Heaviside ( ¢,¢ = 0 Y7 < 0 si absolut
continue pentru V7 > 0, cu valori tensori de ordinul 4). Aritati ci operatorul
lui Boltzmann

0 pentru 7 <0

(v ®¢)() = $(0)p(¢) + /:o P(s)p(t — s)ds = Ly(d)(t) t>0
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are proprietatile
a. (Y ®¢)€ H*,

b. (¥ ® )(0) = $(0)¢(0),

c. (¥ ®4)(t)=p(0)h(t) + $(t)$(0) + (¥ x §)(t)

pentru ¢ > 0.

19. Folosind definitiile, demonstrati ci reprezentarea constitutiva (52) satis-
face principiul obiectivitatii si descrie un fluid.

20. Determinati functiile vascometrice in cazul fluidului vascoelastic, liniar
pe istorii, cu deformatii finite, reprezentat in (52).

21. Demostrati ca sunt suficiente conditiile din (83) pentru ca E = L%(T)
sa satisfaca T = Lg(E) pentru VT de tip Heaviside (vezi Teorema 5).
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6. MATERIALE DE TIP RATE

6.1 Relatii constitutive pentru materiale de tip rate

In acest paragraf vom prezenta comportamentul unor materiale, care sunt des-
crise prin reprezentdri constitutive care generalizeazd de fapt modelele de tip
diferential, unidimesionale din vascoelasticitate la cazul tridimensional, cu defor-
matii infinitezimale. In Freudental, Geiringer [1958], Eringen [1967] si Larson
[1989] sunt prezentate astfe]l de modele generalizate, ca de exemplu modelul
Maxwell, Kelvin -Voigt , etc.

Vom defini reprezentari constitutive pentru materiale de tip rate care includ
materiale de tip vascoelastice cu memorie de scurtd duratd, de tip diferential,
liniare cdt gi materiale elasto-vascoplastice. Denumirea de materiale de tip rate
ni se pare mai naturala, avind in vedere ci aceste materiale nu pot fi identificate cu
materiale vascoelastice si pe de altd parte, aceastd clasid poate include materiale
vascoplastice, in acceptiunea pe care o vom mentiona ulterior.

In cap.5 am aratat ca materialele vascoelastice cu memorie de lungd du-
ratd, de tip integral (cazul unidimensional, sau izotrop) admit reprezentari de
tip diferen{ial numai in anumite conditii, cele doua clase de materiale nefiind in
general echivalente.

Un studiu sistematic pentru materialele denumite de tip rate, reprezentate prin
modele cvasi-statice, este facut in Cristescu , Suliciu [1976], [1982] fiind prezente
atat modele de tip vascoelastic cit si modele vascoplastice. Acestea din urma au
constituit baza reprezentarilor constitutive utilizate de Cristescu [1989], [1990]
in descrierea comportamentului complex al materialelor de tip rocd, deoarece
modelele vascoplastice pot modela fluajul, dilatanta, etc.

Ne plasam in ipoteza micilor deformatii si urmarim, in primul paragraf, rezul-
tatele din Cristescu, Suliciu [1976], [1982], Gurtin, Williams, Suliciu [1980}.

Definitia 1. Vom spune ci un corp este constituit, intr-o particula fixata
X € B, dintr-un material de tip rate, cvasi-liniar, dacd este descris printr-o
reprezentari constitutivd de forma

T = (T, E)[E] + 6(T,E) (6.1)
in care £ : D C Stm x Sim — Lin(Sim,Stm), iar G : D — Sim. Aici

D C Sim x Sitm este o multime deschisa gi conexa , cu (0,0) € D.
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Definitia 2. Spunem cé reprezentarea constitutiva (1) descrie un comporta-
ment vdscoplastic intr-o particuld a corpului B daca ezistd g : D — R continua,
cu ¢(0,0) <0, numita funciie vdscoplasticd astfel incat

G(T,E) = h(g(T, E))G(T,E), (6.2)
unde h este funciia Heaviside.
Observatia 1. Astfel daca (T,E) este astfel incit ¢(T,E) < 0, atunci

raspunsul materialului vascoplastic este este "de tip elastic” :

T=&(T,E)E,

Daca (T,E) este astfel incat ¢g(T,E) > 0, atunci raspunsul materialului
este descris prin

T = £(T,E)E + §(T,E) .

Semnificatia expresiei "de tip elastic” va fi data in Definitia 4. Din conditia
9(0,0) < 0, cu g continu, rezultd ca exista o vecinitate a lui (0,0) in care
corpul are un comportament elastic. In aplicatii se considera ca functia g depinde
numai de T.

Definitia 3. Spunem ca un material de tip rate poseda o configuratie naturald,
daca pentru E(7) = 0 pentru orice 7 € [a, 8], rezultd ca T(7) = 0 pentru orice

7 € [, B].
Propozitia 1. Presupunem ca materialul de tip rate (1) admite o configuratie
naturald atunci G(0,0) = 0.

Demonstratie. Fie E(r) =0 pentru V7 € [a,8] si T(r) =0, cu ipoteza
existentei configuratiei naturale, din (1) rezultd ca
T(t) = G(T(t),0) cu T(a)=0. (6.3)
Problema Cauchy (3) admite solutia nula daca si numai daca

G(0,0) = 0. (6.4)

Observatia 2. Daci T — G(T,E) este local Lipschitz si este con-
tinud in ansamblul argumentelor, atunci sistemul diferential (3) admite o solutie
unica. Daca in plus conditia (4) este indeplinitd ob{inem ca materialul este cu
configuratie naturala.

Definitia 4. Presupunem ca £ : D C Sim x Stm — Lin(Sim, Sim) este
de clasi C'. Spunern ca forma diferentiald

T(t) = E(T(), E())[EQ), (6.5)
caracterizeaza un rdspuns instantaneu elastic dacd gi numai daci ecuafia asociata
dT
— =¢(T,E 6.6
= = £(T,E), (6.6
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admite solutie in sensul Definitiei 5.
Definitia 5. Se numeste solutie pentru ecuatia (6) o functie diferentiabila

¢:U C Stm — Sim, cu U multime deschisi, de clasi C?, astfel incat

1) (p(E),E)eD pentru V EclU
(6.7)
2) De(E)=¢€(0(E),E) VEelU,
unde D ¢ :U — Lin(Sim, Sim).
Egalitatea din (7), are loc in sensul egalitatii aplicatiilor liniare.
Se pune problema precizarii conditiilor in care ecuatia (6) admite solutii.
Teorema 1. Materialul de tip rate admite un rdspuns instantaneu elastic

daca gi numai daca V(T,E) € D

8s( € (T, E)[A])B + dr (£ (T, E)JAJ)[£ (T, E)B] = |
(6.8
8e( £ (T, E)[B))A + 31 (€ (T, E)[B))€ (T, E)A]
pentru orice A,B € Sim. Egalitatea din (8) are loc in Sim.
Aici s-a utilizat notatia Og € pentru diferentiala aplicatiei

E € Sim — E(T,E), in care T este fixat. S mai remarcam ca Og€(T,E) €
Lin(Sim, Lin(Sim, Sim)).

Demonstratia se obfine prin aplicarea teoremei lui Frobenius la cazul con-
siderat.

Aradtam aici ca relatia din (8) este o conditie necesard. Daca exista o solutie ,
atunci conform Definitie 5. pentru V A € Sim are loc egalitatea

D ¢(E)[A] = £(¢(E),E)[A] € Sim (6.9)

Acum consideram aplicatia E € Sim — D ¢(E)[A] € Sim, care rezulta
diferentiabild in ipoteza cd £ este de clasa C'. Scriem expresia diferentialei
functiei din (9), pentru A € Sim fixat. Avem, pentru VB € Sim,

D(D (E)|A])[B] = 3& (£(¢(E), E)[A])[B]+

b1 (£(¢(E), E)[A])[D ¢(E)[B]) € Sim.

(6.10)

In (10) folosim inca o data egalitatea (9) si ob{inem expresia scrisd in membrul
sting al relatiei (8).

Exprimam conditia de simetrie pentru diferentiala de ordinul doi a solutiei,
scrisa in (10). Din simetria in raport cu A,B deducem ca, conditia (8) este
necesara. Se demonstreaza (vezi Cartan [1967], Mirica [1989]) ca aceastd conditie
este s1 sufictentd, daca domeniul de definitie este simplu conez.
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Observatia 3. Pe componente intr-o baza carteziana conditia (8), din Teo-
rema 1. se scrie

O0&:jxi O0€ijki
ApBomn +
3E.. ki Bmn + 3T,

Aklgpqmn an =

O0&ijki
a-Emﬂ.

Ofiju
0T,

Bkl A'mn + BklgpqmnAmn )

pentru V¢,j € {1,3}. Datorita faptului ci A,B € Sim sunt arbitrari, relatia
anterioara este echivalenta cu egalitatile
0&:;ki N O0&ijki 0&iimn . Oijmn

B, | oI, "™ = 3B, T oT,, o

pentru orice 1,7, k,l,m,n € {1,3}.

Observatia 4. Daci £ este un tensor de ordinul 4 constant, atunci in mod
evident materialul de tip rate are rispuns instantaneu elastic.

Propozitia 2. Daca un material de tip rate are o configuratie naturald gi este
cu rdspuns instantaneu elastic, atunci existd ¢ astfel incat

T=¢(E) pentru V E€lU cu ¢(0)=0
(6.11)
D o(E) =E(p(E),E) VEeU.

Demonstratia este o consecinta a Definitilor 5. i 3.

In concluzie, prin Propozitia 2. avem o reprezentare constitutiva de corp elas-
tic, neliniar, cu mici deformatii. Datoriti definitiilor introduse si a semnificatiilor
mecanice vom spune cd € caracterizeaza proprietatile elastice ale materialului.

Definitia 6. Spunem ca materialul de tip rate are proprietd{: de relazare daci
pentru o experienta in care deformatia este mentinutd constanta, deci pentru un
proces de deformare E = Egh, cu h functia Heaviside, are loc o variafie in timp
a tensiuniz.

Ca o consecinta imediata a definitiei obtinem ca

Propozitia 3. Relaxarea tensiunii este descrisa pentru t > 0 prin sistemnul
diferential

T =G(T,E). - (6.12)

Observatia 5. Daca materialul de tip rate este cu rdspuns instantaneu elas-
tic, atunci corespunzator deformatiei E, starea de tensiune este Ty = ¢(Ey),
fiind data prin raspunsul elastic (11).

Pentru materiale de tip rate cu configuratie naturald si raspuns instantaneu
elastic relazarea tensiunii este determinati din urmatoarea problema Cauchy:

T =G (T,Eo), T(0) = To = p(E) (6.13)
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corespunzator procesului de deformare E = Egh.
Notam solutia T(7) = T(r,E,), reprezentind relaxarea tensiunii.
Definitia 7. Curba E — Tg(E) cu (Tgr(E),E) € D C Sim x Sim se

numeste curbd de relazare daci

G(TR(E),E) = 0. (6.14)

Observatia 6. Daci exista (T*,E*) € D astfel incat
G(T,E*)=0 s 0OrG(T",E*) £0, (6.15)

din teorema functiilor implicite rezultd ca exista T = Tgr(E), definita intr-o
vecinitate a lui E*, care verifica (15). Deci existd o curbd de relazare.

Dacid G este continud gi Lipschitz in raport cu primul argument, atunci
T = Tr(Eo) h este o solutie pentru ecuatia diferentiala

T =G (T, Eo) (6.16)

conform relatiei (14). Suntem in conditiile de existenta si unicitate, deci existd o
unica solutie care trece prin (Tgr(Eo),Ep), presupus in D.

Propozitia 4. 1) Daci presupunem ca modelul admite timpi de relazare
finiti, deci dacd 3t* € R astfel incat T(r) = T(r, Eo) pentru 7 > 0 (reprezentand
relaxarea tensiunii ), cu proprietatea ca

lim T(r) = Tr(Eo),

T—t"
atunci in mod necesar problema Cauchy (12) nu admite solutii unice.

2) Daca problema Cauchy (12) admite solutie unica, atunci modelul de tip
rate are timpi de relaxare infiniti.

Demonstratie. Pentru problema Cauchy din (12) va rezulta solutia T(7) =
T(7, Eo) de clasad C', reprezentand relaxarea tensiunii. Prin punctul (Eq, Tr(Eo))
de pe curba de relaxare, trec doud solutii : T(7,Eg) si Tr(Ep))h. Deci in mod
necesar nu are loc unicitatea.

Functia G caracterizeaza proprietdtile de relazare ale materialului.

Observatia 7. Daca presupunem ci materialul de tip rate are proprietatea
£ :D C Sitm x Sim — Lin(Stm,Sim) este un tensor de ordinul 4, inversabil
in punctele domeniului D, atunci exista si reprezentarea constitutiva de forma

E = £Y(T,E)[T] - £ Y(T,E)G(T,E) <«
(6.17)
E = £&-Y(T,E)[T] - F(T,E),

deci materialui are gi proprietati de fluaj.

Definitia 8. Materialul de Lip rate descris prin (17) are proprietati de fluaj,
daca prin mentinerea tensiunii constante, data prin T = T kA are loc o vaeriatie
in timp a deformafiet. 4

3
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In mecanica rocilor este esentiald uiilizarea unor modele constitutive care si
permita punerea in evidenta a fluajului rocilor.

Materialele de tip rate care au fost prezentate in acest paragraf descriu in
general proprietati de relaxare i fluaj, proprietati care au fost puse in discutie si
in clasa materialelor vascoelastice.

Reprezentari constitutive pentru materiale de tip rate, in cazul deformatiilor
finite, vor fi prezentate in paragraful 6.3, sub forma de exercitii. Sunt puse in
evidentd diferite legi de materiale, care pot fi considerate ca extensii posibile,
la cazul deformatiilor finite, a reprezentarilor de tip rate, prezentate in acest
paragraf. In Cleja- Tigoiu [1991] a fost propusa o reprezentare constitutiva pentru
materiale de tip roca, care generalizeaza reprezentarile constitutive din mecanica
rocilor, la cazul deformatiilor finite.

6.2 Problema cvasi-statica cu date initiale si la limita

In cele ce urmeazad vom arita cum poate fi formulatd o problema cu date
initiale gi la limita pentru clasa materialelor de tip rate, avand in vedere reprezen-
tari constitutive utilizabile in mecanica rocilor. Vom accepta prin urmare un
‘model in care tensorul elastic este inversabil, eventual putand depinde de punctul

material ( in scopul caracterizirii neomogenitdtilor existente intr-un masiv de roci
deformabile).

Rezultate de existentd, unicitate gi dependentd continua de date ale solutiei
se gasesc expuse in lonescu, Sofonea [1983], [1993].

Prezentam aici punctele esentiale in modalitatea descrierii comportamentului
unui material de tip rate in problema cvasi-staticd cu date initiale si la limita,
bazati pe decuplajul intr-o problemd de tip elastic §i una numita vdscoplasticd.

6.2.1 Formularea problemei cvasi-statice

Fie ? C R?® domeniu marginit, conex. Notam prin d§)— frontiera domeniului,
presupusa suficient de netedi. Se pune problema determinérii campurilor de
deplasare si de tensiuni

u:Qx[0,t) —V=R* T:Qx][0,t;) — Sim=R?,
pentru care vomn folosi urmatoarele notafii

u(t) = u(,,t): Q2 — R3,

(6.18)
T(t) = T(,,t) : @ — Sim = RS,
care verifica in Q pentru Vit € [0,¢;) : ecuatiile de echilibru
divT(t)+b(t) =0, (6.19)
reprezentarea constitutivd pentru materiale de tip rate
T(t) = EE(t) + G(T(t), E(t)), (6.20)
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relatiile geometrice

E(t) = (1) = %(Vu(t) +VTu(t)). (6.21)

Am introdus pentru comoditatea scrierii, E = ¢, notatie pentru tensorul micilor
deformatii. Se mai folosegte gi notatia E(u) pentru a face precizarea ca tensorul
de deformatii este asociat campului de deplasare u.

Campurile de deplasare gi de tensiune trebuie s satisfaca conditiile (09 fiind
frontiera domeniului),

u(t) |F1= g(t) ) T(t)n Irzz f(i)’ (6'22)
pentru t € [0,t;), unde 9N =T, UT,
si conditiile initiale in §

u(0) = ue, T(0) = T,. (6.23)

In formularea problemei timpul ¢ apare sub forma de parametru prin in-
termediul conditiilor pe frontierd si se presupune cd in configuratia de referinta
corpul este deformat, avand tensiuni initiale.

Formularea problemei este cvasi-staticd deoarece se considerd ecuafiile de
echilibru si nu ecuatiile de migcare.

Observatia 8. Suntem in cazul micilor deformatii si prin urmare , conform
formulelor din paragraful 1.6,

: 1.0
E=¢X,t)= 5(vg‘t‘-(x,t) + vTa—‘t‘

d

Se impune conditia de concordanti a datelor initiale

(X,1)) = E(a). (6.24)

div T(0) + b(0) = 0,
(6.25)
U(O) II‘1= g(O) ' T(O)Il |F2= f(O)

Campurile fortelor volumice, deplasarilor si vectorului de tensiune, pe portiunile
corespunzatoare ale frontierei, sunt date astfel incat sa fie de clasa C'([0,¢2)) cu
valori in spatiile de functii corespunzitoare, iar g este restrictia unei functii ,
g = h|r,, care la fiecare moment de timp este definitd pe intreaga frontierd a
domeniului.

Solu}ia problemei formulate este perechea
u:Qx[0,¢) —V=R?, T:Qx[0,t;) — Sim = R®, (6.26)

definitd in spatii adecvat definite, care satisface ecuatiile si conditiile mentionate.

Formuldm in primul rind Problema de tip elastic (vezi cap.2.7.2 }):
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Fie Q C R.3 domeir'u marginit, conex gi dQ = I UT,. Sa se determine
campurile (@, T): 2 x [0,¢;) — V x Sim care verifica

div T(t) + b(t) = 0,

) ) ) . (6.27)
T(t) = £E(t), E()=5(Va() + vTa(t)),
conditiile pe frontiers )
a(t) Ir,=g(t), T()n |r,=£(2) (6.28)
si conditiile initiale in 0
1(0) = @, T(0) = To. (6.29)

Conditiile (29) se introduc in cazul in care existd tensiuni initiale in configuratia
de referinta, care este deja deformata in raport cu o alta.

Observatia 9. In problema elasticid (27)-(29) se considera fortele volumice
date in ecuatia de echilibru (19) si conditiile pe frontiera identice cu cele din (22),
corespunzatoare formularii problemei pentru materiale de tip rate.

Introducem campurile
i=u-—-u:Qx[0,t;) — V =R?,
) i (6.30)
T=T-T:Qx][0,t;) — Sim,
unde (a, T) defineste solutia problemei elastice (27)- (29).
Formulim acum Problema vascoplastica :

O pereche de campuri (@1, T) : 2 x [0,¢;) — V x Sim defineste o solutie a
problemei vdscoplastice asociate, daca satisface

divT(t)=0, (6.31)
T(t) = EE(1)(1)] + G(T(t) + T(t), E(d)(t) + E(@)(t)), (6.32)
conditiile pe frontiera
i(t) [r,=0 T()n|r,=0, (6.33)
si conditiile initiale in 0
4(0) = up — iy, T(0) = T(0) — To. (6.34)

Observatia 10. Formularea problemei vdscoplastice se obiine, daca in pro-
blema (19)-(23) se introduc cdmpurile (u =@+ 4,T = T + T) care descriu o
suprapunere de efecte elastice gi de tip vdscoplastic.
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Observatia 11. Problema vascoplasticd introdusd aici comporta absenta
fortelor masice, date pe frontiera omogene si conditii initiale nenule.

Vom formula urmatoarele ipoteze asupra functiilor constitutive.

Ipoteze asupra £:

a) |E(x)|4< const. VxeQ,

b) £&(x):Stm — Svm liniar , simetric , strict pozitiv definit
1) Ex)A-B= A -&x)B VA Be Sim (6.35)

2) existd o constanta pozitiva d > 0 astfel incat pentru orice x €

si pentru orice A € Sim, si avem E(X)A-A>dA-A =d |[A|*.
Ultima este o conditie de coercivitate, asigurand si existenta campului tensorial
E(x)7L.

Ipoteze asupra G :

a) G este lipschitziana in ansamblul argumentelor , deci existd o constanta
L > 0 astfel incat

| G(x, T1,Ey) — G(%, T, E) [K L(| Ty — T2 | + | E, — E; |) (6.36)

pentru VT;, T, E;, E; € Sim,
b) G(x,0,0)=0.
Conditia b) a fost motivata in paragraful anterior, prin Propozitia 1.
Vom preciza cateva preliminarii legate de spatiile functionale in care se de-

finesc si se formuleaza, in sens generalizat, problemele de existenta si de unicitate.
Introducem spatiile functionale

L={T|TY=T" e [XQ) 4,5€{1,3}},
Ly={v|v e I*Q) i€ {1,3}},
Ly={T|T €L, divTe€ L.}, (6.37)

H'(0) = {u:0 — Rlu, oo € IH) ic(T3)),

H={u|v € H(Q),ie {T,3}).

206

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Spatiile formulate in (37) sunt spatii Hilbert cu produsele scalare definite prin

(S,E)=/S-Edz in L,
Q

((u,v)) =,/u-vda: in Ly,
Q
(6.38)
<u,v>H:/u-vdz+/ Vu- Vv dz, in H,
0 Q

<S,E>d=/S-Eda:+/divS-divEd:c, in L4,
Q Q

iar normele sunt notate prin || - ||g,|| - ||¢, pentru ultimele doua spatii.

Pentru primele spatii introducem normele

IS |= (/Q S |dz)"? = (S,8)/* VSel,
(6.39)
[ull= (/Q |u|dz)"”? = ((u,u))'? Yue L,

De asemenea mai introducem spatiile

Vi={u:Q— R}*|ueH, u=0 pel;}CH,
(6.40)
V={T|divT =0, Tn=0 pel;}C Ly

Mentionadm, fard a intra in detalii (vezi de exemplu Necds [1967], Iftimie
[1978]), ca se considerd conditiile pe frontiera domeniului in sensul operatorilor
de urmd.

Observatia 12. Spatiul Sobolev, de ordinul 1, pentru functii cu valori vecto-
riale (notat aici cu H) poate fi obtinut prin inchiderea in raport cu norma || - ||

a spatiului £(2)— care reprezinta multimea functiilor, infinit derivabile in Q gi
care sunt prelungibile prin continuitate in { = Q U 010.

Se demonstreaza ca

1) existad operatorul de urmd o : H — L*(0Q, R®), astfel incat daca
u € CY(Q, R?) atunci y(u)=1u |sn .

2) v este un operator liniar gi continuu, deci astfel incat

[ v(u) llr < (@) |ullx VueH, (6.41)

unde s-a introdus notatia

| ulir= (/ lu|? da)l/2 pentru Vu € L?(99, R®).
a0
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Constanta ¢(Q?) > 0 este dependenta de domeniu.

3) Operatorul 4o nu este surjectiv. Se introduce spatiul Hr = 4o(H) care
conduce la prezentarea operatorului de urma ca un operator surjectiv.

Observatia 13. Vom nota prin H; subspatiul lui Hr definit prin
Hi={¢(eHr|¢(=0 pe I} (6.42)

Operatorul E: H — L, prin care oricirui u € H i se asociazd campul
tensorial al micilor deformatii E(u) definit prin formula (21), ca element in L,
este liniar gi continuu. Daca mas ['; > 0, atunci are loc inegalitatea lui Korn
(vezi de exemplu Necas, Hlavacek [1981], Rogca [1997])

[ E() |2 a(®) |ull#, Yueh, (6.43)

cu constanta ¢;(€2) > 0 dependentd de domeniu si de T’ .

Se demonstreaza ca (vezi de exemplu Léné [1974])

1) Dacd T € L; atunci existd v,(T) € Ht (unde Hy este dualul lui Hr)
astfel incat

< 1m(T), %(u) >r= (T,E(u)) + ((div T,u)) Vu e H, (6.44)

unde <,>r este aplicatia de dualitate.

2) Operatorul de urmd 7y, : Ly — H{ este liniar gi continuu, cu proprietatea

| %(T) I < (@) | T« VTE Lq (6.45)

Observatia 14. Prin Tn |[r, vom intelege un element al dualului spatiului
H, , care este restrictia lui ,(T) pe Hj, definit prin Observatia 13., formula
(42).

Propozitia 5. 1) Daci S € Ly si v € H sunt functii regulate, atunci are
loc relatia din (44), scrisa sub forma

/S-E(v)dx+/ divS-vdx:/ Sn-vda, (6.46)
Q Q o0

cunoscuta in mecanica sub numele de teorema asupra puterii totale sau principiul
lucrului mecanic virtual.

2) Dacd S € V; si v €V, atunci are loc conditia de ortogonalitate
/ S -E(v)dx=0. (6.47)
Q

Demonstratia punctului 1) se obtine prin aplicarea teoremei Green - Gauss,
observand ca in reprezentari intr-o baza carteziana are loc identitatea

S-E(v)+divS.v=——(Siv),

5;(
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Prin aplicarea teoremeci Green - Gauss deducem ca
0 (i ij
—(SYv;)dz = SYvnjda.
q Oz’ a0

2) Pentru functiile regulate din Vi ,V,, din relatia (46) deducem conditia
(47), deoarece din (40) avem conditii nule pe portiunile frontierei, iar S este
cu divergentd nulad. Prin inchidere in raport cu normele construite pe spatiile
corespunzatoare, rezulta egalitatea din (47) pentru elementele din V; §i V.

Se demonstreazd (pot fi utilizate reprezentarile si tehnicile din Ladijesnkaia
[1970], sau vezi mentiunile din Ionescu, Sofonea [1993]) ca are loc reciproca din
Propozitia 5. punctul 2) .

Propozitia 6. E(V,;) este complementul ortogonal al lui V, in L.
Deci din conditia de ortogonalitate
(S,E(v)) = / S-E(v)ddx=0 Vve)l, (6.48)
Q
rezultd cd S € V,.

Demonstratia decurge prin considerarea identitatii (44) sau (46) pentru
functii regulate, cu utilizarea ipotezei. Deducem ca

/divS-vda::/ Sn-vda, (6.49)
Q a9

pentru orice v € V;. Deoarece v |r,= 0, in sensul urmei, in (49) integrala pe
0Q =T, UT; sereduce la integrala pe I'; :

/divS-vdz:/ Sn-vda. (6.50)
0 r,

Fara a intra in detaliile demonstratiei sa observim ca in (50) putem considera
v =0 pe 0f}. Atunci / divS - vdz = ((divS,v)) = 0, care este o conditia de
ortogonalitate in L,, per?tru Vv € L,. Rezultd ca divS = 0. Revenim in (50),
din care ramane Sn-vda=0 cu v € L,, arbitrar inca pe I';. Rezultd in
final Sn =0 in sérzlsul urmei. Deci S € V,,: conform definitiilor din (40).

Propozitia 7. Daca X este unul din spatiile Hilbert anterioare atunci
C%[a,b],X) = {z:[a,b] — X, continue},
C'([a,b],X)={z:[a,b] — X, 3ze€ C°a,b],X)},

sunt spatii normate cu normele definite prin

max | z(t) || sirespectiv max I z(t) ”“Lt‘é}f,"b] | 2(¢) Il -
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In mecanici se folosesc conceptrle de camp static gi camp cinematic adruisi-
bile, care au generat definitiile din (40) pentru spatiile in care se gasesc solutiile
(generalizate ) ale problemelor la limita formulate.

Definitia 9. Un camp S:Q — Sim se numeste static admisibil daca
divS+b(t) =0, Sn|r,=1(), (6.51)
cu clasa ce regularitate a solutiei clasice, S € C*'(2) N C°(f2). Notam prin 7,4
multimea campurilor static admisibile.

Definitia 10. Un camp v :Q) — V se numegte cinematic admisibil daca

u |r, = g(t), (6.52)

cu clasa de regularitate a solutiei clasice, u € C*(2) N C*(Q). Notam prin U,
multimea campurilor cinematic admisibile.

Atunci principiul lucrului mecanic virtual, din (46) se reformuleaza astfel

Propozitia 8. VS € 7,4 si Vv € U,q are loc conditia

/S-Evdzz b vdz + f-vda+/ Sn-gda. (6.53)
0 Q Y ry

6.2.2 Problema elastica

In problema elastica de echilibru formulata prin (27)-(29) intervine timpul sub
forma de parametru, ceea ce inseamna considerarea unei familii de solutii elas-
tice, determinate la fiecare moment de timp. Vom prezenta succint modalitatea
de demonstrare a existentei gi unicitatii solutiei generalizate pentru problema
elastica.

Problema de tip elastic revine la aflarea campurilor (u,T) : § —
R? x Sim care verificd (27) - (29). Se formuleazi problema generalizatd prin
intermediul Teoremei asupra puterii totale (53) , care capata forma

/ EE(u) - E(v)dx+ = / b-vdx + f-vda+ Tn-gda (6.54)
Q Q I‘2 I‘l

daca S, arbitrar in spatiul tensiunilor admisibile este inlocuit prin T, tensiunea
corespunzatoare solutiei elastice si se utilizeaza conditiile pe frontiera (28), in
sensul urmei, pentru fiecare moment de timp fixat. (54) are loc pentru orice
camp cinematic admisibil, deci Vv € H cu v |r,= g.

Propozitia 9. Din ipotezele asupra tensorului elastic £ exista

a(u,v): Hx H— R,
a(u,v) = /Q £E(u) - E(v)dz, (6.55)

|a(v,v) [2 d(E(v),E(W)) /2 2 c@) | viE YV veW,
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simetricd, biliniard, continud 51 coercivd .

Demonstratie. Din (55) obtinem ci a(u,v) = a(v,u), adicd simetria §i
| a(u,v) |< c; |u|]| Vv, decicontinuitatea. Coercivitatea este datd de ultima
inegalitate din (55), care este o consecintd a inegalitatii lui Korn (43), adevarata
pentru v € V.

Presupunem cad Ju; € H astfel incat u; |r,= g. Atunci consideram translatia
4 =u —u; in (55),, prin care rezultd problema

. a(u,v) = / b vdzx +/ f-vda - a(uy,v), (6.56)
0 I,

scrisd pentru orice v € V.

In final mai mentiondm ca pentru v e H
(E(v),E(v)) =0 daca si numai dacd v(x)=a+ w(x — Xo). (6.57)

Termenul din dreapta caracterizeaza o migcare de corp rigid. Daca v € V; atunci
el se anuleaza, in sensul urmei, pe portiunea I'; de frontierd gi atunci rezulta
ca migcarea de corp rigid este nula. Prin (55) cu (57) a fost introdusa pe V; o
norma echivalenta cu norma pe H .

Teorema 2. Problema elastica generalizata - sa se determine u € V,; astfel
incat Vv € V; sd aiba loc egalitatea

a(Q,v) = / b - vdz + / f-vda - a(uy,v), (6.58)
Q Iy

pentru b € L, f € H| si forma a, definita in Propozitia 9. - admite o unica
solutie in V.

Demonstratia rezulta din aplicarea Lemei lui Lax- Milgram (vezi de exemplu
Rosca [1997], paragraful 11.1), termenul din membrul drept definind o functionala
liniara si continud pe V;, ca o consecinti a definitiilor introduse.

Observatia 15. Daca se considera date dependente de timp, cu
b € C'Y(R4,L,), f € CYRy,H)) 5i he C'(Ry, Hr), care are proprietatea ca
h =g pe I'; atunci rezulta si formulele de dependenid continud de date pentru
solutia problemei elastice generalizate, formulatd la inceput. Daca (u;, T;) cu
j = 1,2 corespunzatoare datelor notate cu indicele j, atunci pentru orice moment
de timp ¢t € R, au loc inegalitatile

lai —uy f|g + || Ty = T2 |la <
(6.59)
<C{|bi=ba |+ fi—f2 |l + || 81 — 82 lIr}

gi inegalitati similare continand derivatele temporale ale campurilor introduse.
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6.2.3 Problema vascoplastica

Problema vascoplastica a fost formulata in (31)-(34) si contine solutia pro-
blemei elastice (27)-(29).

Demonstrarea unui rezultat de ezistentd $i unicitate a solufiei generalizate se
face in spatiul functional produs V = V; x V; pe care definim produsul scalar
< -, + >y Pprin

<y,z>y= / EE(u) - E(v)dz + / E'T - Pdz,
“ “ (6.60)
Vy=(u,T), z=(v,S)eV
Produsul scalar induce o normd energeticd.

Observatia 16. In problema vascoplastica considerata aici campurile tenso-
riale static admisibile au divS = 0 si deci corespund unor forte volumice nule.
Ca urmare in expresia produsului scalar pe V,, deci i a normei, nu mai apar
termenii care contin divergenta caimpurilor tensoriale static admisibile.

Teorema 3. Perechea y = (i1, T) este solutia problemei vascoplastice (31)-
(34) daca si numai dacd y este solutie in spatiul Hilbert V a problemei Cauchy

y=A(ty) cu y(0)=yo (6.61)
Operatorul A(t,y) este definit prin
<Ay)z> = - [ G0 + (0, B@() + BE)(0) - E(v)ds+
(6.62)
+ [ £76(T(0) + 10, B@)(® + B@)(©) - Pdz,
pentru orice z = (v,P) € V.

Demonstratie. Fie (i, T) € C'(R4,V) solutia problemei vascoplastice (31)-
(34) a carei existentd o acceptam, atunci conform principiului lucrului mecanic
virtual (44) are loc identitatea

/ T(t)- E(v)dx =0 V¢t >0, (6.63)
Q
pentru orice v € V. In particular are loc §i pentru v = G@. Din (63) rezulta si

/ ’i‘(t) -E(v)dx=0 Vt>0. (6.64)
Q

Folosim reprezentarea constitutiva (32), pe care o inmultim scalar cu E(v)
gi o integram pe {2, pentru ¢ fixat. Folosim (64) si obtinem

- / T(2) - E(v)dz = / E[E()(1)] - E(v)do+
Q 0
(6.65)
/g )+ T(t), E@@)(t) + E@)1) - E(v)dz Vv € V.
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Aplicim transformarca £7' reprezentarii constitutive (32) si deducem ca

ETVL(t) = B(d)(t) + £1G(T(t) + T(t), E(a)(t) + E(a)(¢)). (6.66)

In (66) inmultim scalar cu P € V, si prin integrare pe ) rezulta

/ £19(t) - Pdz = / E(d)(t) - Pdo+
Q Q
(6.67)
+ / £1G(T(t) + T(t), E(0)(t) + E(@)(t)) - Pdz VP € V,.
N

Din (65) §i (67) in care aplicam conditia de ortogonalitate (47) deducem iden-
titatile
/ E[E(8)(1)] - E(v / G(T E(a)(t) + E(8)(2)) - E(v)dz,
(6.68)
/ EVT(t) - Pdz = | £7'G(T(t) + T(t), E(a)(¢) + E(0)(t)) - Pdz.

Q
adevarate pentru Vv eV, si VP € V,.

Folosim definitia produsului scalar < -;- >y introdus in (60), pentru perechea
(¥,2), la un anumit moment de timp dat, fixat i gasim

<Y,z >y= / EE(u) - E(v)dz + / E1T.-Pdz =
- /Q G(T(t) + T(t), E()(¢) + E@@)(t)) - E(v)ds+  (6.69)

+ / £7G(T() + T(1), E(@) (1) + E()(t)) - Pdz,

daca au fost utilizate relatiile (68). (69) are loc pentru orice v € V; gi VP € V,.

Pentru perechea y = (@i, T) la orice moment de timp t fixat, si observam
ca aplicatia prin care i se asociazd fiecirui element z € V, numarul real din
membrul drept al relatiei (69), este liniara gi marginitd, in baza ipotezelor (35),
(36). Aplicatia fiind deci liniard §i continua. Prin aplicarea teoremei lui Riesz
de reprezentare a functionalelor liniare si continue pe spatii Hilbert, rezultd ca
existd elementul, notat A(t,y) € V, astfel incit valoarea functionalei, definita
prin (69), sd fie datd de < A(t,y),z >v .

Vz=(v,P)eV —
- [ 60T + T, B@)(®) + B@)(®) - E(v)ds+ (6.70)
+ [ £796(2(0) + (0, B@)(0) + E@)(1) - Pds =< A(t,y),2 >v
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Am obfinut astfel expresia operatorului introdus in (62).
Din (70) si (69) deducem ca
<y, z>v=< A(t,y),z> VzeV < y=A(Yy) (6.71)
In ipoteza ca solutia problemei vascoase exista si este de clasa C! in raport cu
timpul, din ipotezele formulate pentru functiile constitutive deducem ca aceasta

este solutie pentru ecuatia diferentiald in spatii Hilbert scrisa in (71). Conditia
initiala y(0) = (@(0), T(0)) este data prin conditiile initiale (34) ale problemei.

Dacid G este Lipschitz atunci gi A(¢,-) este Lipschitz in al doilea argument
gi continud in raport cu primul.

Reciproc. Fie (@,T) = y € V; x V; solutia de clasa C([0,t),V), a
problemei Cauchy pentru ecuatia diferentiala in spatiul Hilbert , scrisa sub forma

<y,z>v=< A(t,y),z >v=
- [ 6T+ TO.E@O + E@®) EWdat (509

/ E1G(T(t) + T(t), E(q)(t) + E(i1)(¢)) - Pdz
pentru Vz = (v,P) € V. Vrem sa demonstram ca
1) T este static admisibil,
2) @ este cinematic admisibil,
3) elementele E(d), T sunt legate prin reprezentarea constitutiva (32).
In acest fel demonstram ca are loc reciproca teoremel.

Particularizdm elementul arbitrar din (72) pentru a produce decuplajul ele-
mentelor din perechea y.

Fie z = (v,0) € V; x V; introdusa in (72), atunci
<Yy,z2>y=— /n G(T(t) + T(t), E(@)(t) + E(q)(t)) - E(v)dz (6.73)

In (73) inlocuim expresia (60) a produsului scalar din membrul stang si astfel
) devine echivalenta cu

/ EE(1) - E(v)dz + /9 G(T(2) + T(1), E(8)(2) + E(@)(2)) - E(v)dz = 0,(6.74)
scrisa pentru Vv € V.

Pentru orice t > 0, fixat, din domeniul de existenta a solutiei definim cimpul
tensorial pus in evidenta in (74)

S = EE(1t) + G(T(t) + T(¢), E(@)(t) + E(@)(t)) cu

(6.75)
/ S - E(v)dz = 0,
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pentru Vv € V;. Din relatia (75); (ca o consecintd a Propozitiei 6.) deducem ci
SeV,, deci divS=0 g Sn|r,=0.

Fie acum z = (0,P) € V; x V, introdus in (72), atunci

<§z>v= / £71G(T() + T(t), E@)(t) + E(@)(1) - Pds.  (6.76)
Q
In (76) inlocuim expresia (60) a produsului scalar §i obtinem egalitatea

/ £V [T(t) - 6(T(t) + T(t), B@)(1) + E(8)(t))] - Pdz =0,  (6.77)

adevarati pentru VP € V,.

Astfel din (77) deducem ca exista elementul E* cu proprietatiie

E* = £7[T(t) - G(T(t) + T(1), E(@)(t) + E()(t))] <= 6.75)
T(t) = £ E* + G(T(t) + T(¢), E()(¢) + E(a)(t)) |

s

/ E*. Pdz = 0. (6.79)
Q

Introducem campul tensorial B(t) € L3(f)
B(t) = T(t) - E[E(a)(t)] - 6(T(t) + T(1), E(@)(t) + B(&)(t),  (6.80)
atunci din (80) cu (75); si (78); rezults ca
B(t)=T(t)-S s B(t)=EE" - £[E(R)(t)] (6.81)
Din (81); cu (79) si (46) rezulta ca

/ £-'B(t) - Pdz = 0, (6.82)

pentru P € V,. Avem deci £-!B(t) € V;. Deoarece T(t), S € Vs, rezulta ci
B(t) € V,. Introducem pe B (t) in (82) gi deducem ca

/ £'B(t) - B(t)dz = 0 (6.83)
Q

Deoarece £7! este strict pozitiv definit din (83) avem B(t) = 0. Atunci din
(80) deducem ca (32) este satisfacuta.

Folosind Teorema 3., problema (31) - (34) a fost inlocuitd cu problema Cauchy
(61) in spatiul Hilbert V. Demonstratia existentei gi unicitatii solutiei problemei
Cauchy (61) se bazeaza pe urmatorul rezultat ( dat in Pavel, Ursescu [1974]) :

215

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teorema 4. Fie V un spatiu Hilbert i A: Ry XV — V un operator
continuu astfel incat existid o constantd D > 0 cu proprietatea

< A(t,y1) — A(t,y2),y1—y2 >v<S D |[y1—y2 I}, (6.84)
pentru V¢t > 0 si Vy;,y2 € V. Atunci pentru orice yo € V existd o solutie
unicd y € C'(Ry,V) pentru problema (61).

Lema 1. Operatorul A definit prin (62) este continuu si satisface (84).

Demonstratie. Fie t; >0, cu j = 1,2, si y1 = (w,T1),y2 = (u3,Ty).

Notam E(u;) = E; si E(d)(t;) = E(t1). Pentru orice (v,P) avem
|< A(t1,¥1) — A(t2,¥2),2 >v[<

<|< G(Ty + T(t1), E1 + E(11)), E(v) > —
— < G(T; + T(t2), E: + E(t2)), E(v) >| +  (6.85)
+|< £71G(Ty + T(t1), By + E(t2))~
~£71G(T2 + T(t2), Bz + E(t2)), P >| .

Folosind ipotezele referitor la functia G deducem, dupa un numar de estimari

ca

|< A(t1,y1) — A(t2),y2),Z >v|<
o (6.86)
SC(lyr—yz llv + |l a(t) —a(t) |z + | T(t1) — T(t2) la) | z llv -

Deoarece z € V este arbitrar rezulta ca

| A(t1,y1) — A(t2,y2) v
3 ) (6.87)
SC(ly: —yz llv + 11 6(th) —@(t2) la + || T(t1) — T(22) ||a)-

Din ultima relatie, daca se folosesc inegalitatile deduse din conditia de continu-
itate a solutiei elastice in raport cu datele (59), rezultd continuitatea operatorului
A din R; xV in V. Daca in relatia (87) se considerd t; = t; = t rezulta conditia

| A(t,y1) = A(t,y2) v Cllyi = y2 v - (6.88)

Am prezentat problema cu date inifiale i la limit@ pentru o reprezentare con-
stitutivd care este deseori utilizata in multe aplicatii privind deformarile in ma-
sivele de roci. Implementarile numerice se bazeaza pe decuplajul solutiei elastice
de problema vascoplasticd, sau de problema fluajului.
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6.3 Exercifii g1 probleme

1. Aratati ca forma biliniarda < -,- >y definitd in (60) este un produs scalar
pe V si genereaza o normd echivalentd cu norma canonica pe spatiul produs
cartezian, V; X V.

2. In ipotezele (35) si (36) demonstrati ci are loc estimarea din (86) penéru
operatorul A(t,y) definit in (62).

3. Demonstrati ca solutiile problemelor elastice gi respectiv vascoplastice sunt
unice.

4. Fie o reprezentare constitutiva de tip rate unidimensionala (modelul lui
Sokolovski) :
o = ¢(o,€)é+ P(o,¢€),

cu ¢(o,€) = E— modulul de elasticitate al lui Young, iar

b ) _J0, dacid |o|<oy
(0:€) =\ (Lsign o) F(| o - oy |), daca |o|> oy,

in care F(r) > 0, F'(r) > 0 pentru r > 0 si F(0) = 0. Caz particular
F(r)=kEr, Incare E k si oy sunt constante de material pozitive.

a. Determinati curbele de relaxare.
b. Studiati fluajul gi relaxarea descrise de acest model.
c. Modelul are timpi de relaxare finiti?

5. Fie un model de tip rate in care

E(T,E)=&, G(T,E)=—k(T - f(E)),

cu k> 0 constantd de vascozitate a materialului.

a. Analizati comportamentul materialului descris printr-un astfel de model,
conform prezentarii din Paragraful 6.1.

b. Fie dat un proces de deformare de forma

0, daca 7<0
.'B(T)(il ® i2 + ig ® il)) daca T 2 0,

cu {ix}se(ra © bazd carteziana fixata. Aici functia z este de clasa C'([0,t,))
gi z(0) =0.

Caracterizati raspunsul materialului gi comportamentul acestuia.

c. Care este diferenta intre cazul prezentat gi cel in care
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EfA] = MrAT+2uA,V A € Sim,

cu A, p>0 constante de material ?

6. Fie aceeagi problema ca in exercitiul 5. dar pentru un model in care
E(T,E)=&, G(T,E)=—kh(g(T))(T - f(E)),
in care ¢g(T) = +/1/2T - T — k;. Aici se considerd cd , k si k; sunt constante

de material pozitive.

7. Fie un model de tip rate definit in (1), in care
1
ET,E)=&, G(T,E) = E_(T — PxT), unde K ={T| /1/2T"-T" <k},
n

iar Py reprezintd proiectia pe muli{imea K si T' =T — %(tr T)I. Aici 5,k
sunt constante de material pozitive.

a. Aratati cad multimea K este convexa si inchisa.

b. Aratati cd modelul este de tip vascoplastic.

c. Studiati proprietatile de relaxare gi fluaj ale materialului.

d. Determinati curbele de relaxare.

e. Modelul are timpi de relaxare finiti 7

f. Considerati un proces de deformatie ca in exercicitiul 5. b) si cercetati
rapunsul materialului.

8. Fie un model cu deformatii finite, in care T reprezinta tensiunea Cauchy
si D tensorul vitezd de deformare, descris printr-o reprezentare constitutiva de
tip Bingham

1 —
D'=%(T—PKT), trD =0, iar K = {T| /1/2T" - T’ <k},

unde Pg reprezintd proiectia pe multimea K, iar T/ = T — §(tr T) I este

deviatorul tensorului T. Aici 5,k sunt constante de material pozitive.

a. Aratatl ca reprezentarea constitutiva este echivalenta cu

1
D=—<1-
2 IIr

> T, trD =0,

. 1
in care < z >= §(z+ | z ).

b. Demonstati ca reprezentarea constitutiva este obiectiva.
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c. Demonstraii ca reprezentarea constitutiva este inversabila gi determinati
inversa acesteia.

d. Se considera o experienta de forfecare simpla descrisa prin

F(S) = a(s)(i1 ® iz) + I,
in care s > 0 — af(s) este o functie crescatoare de timp, cu a(0) = 0. Determinat;i
raspunsul materialului.
e. Materialul descrie proprietati de relaxare ? Dar de fluaj ?

9. Se considera o reprezentare constitutiva descrisa prin

D’:——(’i‘)’+——<1—,

k
27 I

> T, trD=0,

in care < z >= —(z+ |z |). Aici T si D reprezinta tensorii de tensiune Cauchy

gi respectiv tensorul viteza de deformare.
o .
a. Aratati cda T= T—WT+TW, unde W = {L}#— tensorul spin, reprezinta
un camp obiectiv.
b. Aratati cd reprezentarea constitutiva satisface principiul obiectivitétii.

c. Fie o experientd de forfecare simpla in tensiuni datd prin

T(s) = y(s)(l) @iz + 1 ® i)
in care s > 0 — y(s) este o functie crescitoare de timp, cu y(0) = 0. Determinati
raspunsul materialului.

d. Fie experienta de forfecare descrisa la punctul d. din exercitiul precedent.
Studiati raspunsul materialului.

e. Materialul descrie proprietati de relaxare ? Dar de fluaj ?

10. In cazul deformatiilor finite se considerd reprezentarea constitutiva de
forma

" 24D =T +A ¢(TD + DT)

o
a. Aratati ca reprezentarea constitutiva este obiectiva. Aici cimpul T este
definit ca in exercitiul 9. a., iar u, ), c sunt constante pozitive de material.

b. In ipoteza ca are loc o migcare vascometrica care este starea de tensiune
rezultata in material ?

c. Fie ¢ = 0 si materialul supus la o deformatie de forfecare descrisd in
exercitiul 8. d. Determinati starea de tensiune rezultatd, daci la momentul
t = 0 tensiunea este nula.
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d. Daca starea de deformatie este de forma F(s) = I pentru s < 0 i F(s) = Fy
pentru s > 0, cercetati dacd materialul prezinta proprietati de relaxare.

11. In cazul deformatiilor finite se considerd o reprezentare constitutiva de
tip rate de forma

T = £(F, T)[F),

cu £: Lin — Lin liniara.

a. Aratati ca reprezentarea constitutiva satisface principiul obiectivititii daca
gi numai daca aceasta este de forma

2(™) = £(U, TV)[U],

unde TR = RTTR este tensorul rotit cu R € Ort, iar F = RU reprezinta
descompunerea polara a gradientulul de deformatie.
b. Aratati ca
d . R rD
— =R"—(T)R

unde %(T) =T + T - QT in care © = RRT € Asim.

D . . " y
c. Aratati cA —(T) este un camp tensorial obiectiv, daca T este tensorul

de tensiune al lui Cauchy.
12. Fie I =| detF | F"'TF-T tensorul de tensiune Piola-Kirchhoff simetric.
a. Aratati cd o reprezentare constitutivi de forma [I = A(E) cu E =

%(C —1I), C = FTF descrie un corp elastic, cu deformatii finite. Demonstrati

ca reprezentarea constitutiva satisface principiul obiectivitatii.

b. Fie o ecuatia constitutiva de tip rate I = A(II, E)[E]. Demonstati ca
principiul obiectivitatii este satisfacut.

13. Se considera o ecuatie constitutiva de tip rate pentru cazul deformatiilor
finite, in raport cu configuratia de referinta scrisa sub forma

11 = £(IT, E)[E] 4+ G(IL, E).

a. Determinati forma acestei reprezentari, in configuratia actuala punand in
evidentd tensiunea Cauchy. Aratati cd viteza de variatie II se inlocuieste cu
campul

T = (det F)[T — LT — TLT] + T divv, iar E cu D.
b. Aratati cd reprezentarea de tip rate satisface principiul obiectivitatii.

c. Pentru starea de deformatie reprezentata la d. ex. 8 determinati variatia
tensiunii Piola-Kirchhoff §i a tensiunii Cauchy.
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14. Fie o reprezentare constitutiva de forma
T = £(T,¢)[D] + (T, ),

cu E(T,c): Sim — Sim liniara.

a. Determinati restrictiile impuse de principiul obiectivitatii asupra functiilor
constitutive.

b. Daca se considerd procesul de deformare din ex. 8 d. determinati starea
de tensiune corespunzatoare.

c. Aceeasi problema pentru campul de deformatie corespunzator unei forfecari
simple.

15. Se considera o ecuatie constitutiva de corp elastic T = f(F) si ecuatia
de tip rate asociatd T = dr f(F)[F].

a. Determinati restrictiile impuse de principiul obiectivitatii asupra reprezentarii
constitutive.

b. In ce conditii o reprezentare de tip rate T = A(F)[F], cu &(F) : Sim —

Sim liniard admite un raspuns instantaneu elastic echivalent cu o ecuatie consti-
tutiva de tip elastic.

AY

In acest exercitiu T reprezinta tensorul de tensiune al lui Cauchy.
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A. ANEXE

A1l. Algebra si analiza tensoriala

Notiuni si expuneri complete de algebra gi analizd tensoriala sunt prezentate in
lucrarile urmatoare Eringen [1967], Malvern [1969], Iacob [1971], Dragog [1976],
Beju, Séos, Teodorescu [1976], [1977], [1983], Gurtin [1981].

Vom reaminti doar cateva definitii §i proprietati ce sunt utilizate adesea in
cuprinsul cartii. Se utilizeza urmatoarle notatiz

£ — spatiul euclidian punctual (afin) tridimensional, cu

V — spatiul vectorial al translatiilor lui E (vectori liberi),

C — corpul numerelor complexe

R — corpul numerelor reale, R, — mult{imea numerelor reale pozitive,
N — multimea numerelor naturale,

Lin = Lin(V,V)={T:V — V | liniara},

u, v € V — vectori;

u - v — notatie pentru produsul scalar a doi vectori;

u X v — notatie pentru produsul vectorial a doi vectori;

u- (v x w) — notatie pentru produsul mixt a trei vectori;

z,y € £ — puncte in spatiul euclidian;

T —y =V €V — vectorul cu originea in y gi extremitatea in x ;
z — O = x — vectorul de pozitie al punctuluiz € V,0 € € — fixat
A, A € Lin, se numesc tensori (tensori de ordinul doi)

Definitia 1. Fie T € Lin. Se numeste transpusul lui T elementul din Lin,
notat cu TT definit prin

TTu.v=u-Tv, VuveV (A.1)

Baza carteziana este {i;};. 5 - baza ortonormata fixata , deci cu
ij - 1y = §k— simbolurile lui Kronecher.

Baza reciproca bazei {ei}ie{fﬂ in V este o bazd notata {ek}ie{m cu
proprietatea

(e -e,) =6, Vi,je{T,3}. (A.2)
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Propozifia 1. Dacd {e;};.(73 In V este o bazd ortonormatd atunci baza
reciproci coincide cu baza data.

Tensorul metric, corespunzitor bazei {e} ie{T3) este caracterizat prin ma-
tricea

[9s]iy, cu gi; =ei-e; Vi,je{1,3}. (A.3)

Propozitia 2. i) Existd matricea inversa a tensorului metric notata

[97] ij) pentru 4,7 € {T,3} cu proprietatea ¢ =e'-e’. (A.4)

i1) Relatiile de legatura intre cele doua baze sunt date prin

ei — gijej’ e, = g‘JeJ pentru Z,J € {17_3} )
(A.5)
g = det ([9:],5)) = (€1~ (e2 x e3))? #0.

Bazele fizice asociate bazelor date sunt definite prin’

(1), (A.6) "

ecis = —=(1), § e

pentru 4,5 € {1,3}.

Produsul tensorial a doi vectori a,b € V se defineste ca o aplicatie liniard

a®b:V— YV prin
. (A.7)
(a®@b)v=a(b-v), ¥Yvel.

Produsul dublul tensorial a trei vectori a,b,c € V se defineste ca un
tensor de ordinul trei, deci ca o aplicatie liniard

a®b®c:V — Lin prin
(A.8)
(a®b®c)v=a®b(c-v), VYvel.
Teorema de reprezentare a vectorilor
YwweV = 3I(){v'} {v}, astelincit

v=1'e;, cu v =v-e Vie{l,3},

v=v,-e‘, cu vy,=V-¢€ VzE{].,_3}

INu se face nici o sumare dupa indicii care se repeta in relagiile urmate de (1).
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Teorema de reprezentare a tensorilor de ordinul 2

VT € Lin = AN{TY} (T}, {Ti}; {T/} astelincat

T =Te;®e; cu T7=¢e"-Te Vi,je€{l,3},

T=T;e®e cu T,;=e-Te; Vi je {1,3}, (A.9)

T=Te;Qe cu Ti=e'" Te; Vije€{l,3}

J

T=T'e®e; cu T.'=¢e;-Tel Vi,je€{l,3}.

Definitia 2. Componentele tensorului T se numesc {T*} - componente
contravariante ; {T;;} - componente covariante ; {T* ;}; {7’} - componente
mizle.

Teorema de reprezentare a tensorilor de ordinul 3
VN € Lin(V,Lin) = 3(!) {NY*}, (N}, {N9i}, {N:7F}, ete,

astel incat
N =N e;Qe; ®e, cu Nef = Ni*e;®e; Vi,j, ke {1,3},

N = N,-J-ke" ®e’ ®e* cu Ne = N;J-ke" ® e’ Vi, 7,k € {1,_3—},
. L (A.10)
N = N¥ ke;@ej®e" cu NekzN‘J re; ®e; Vi,j,k€{1,3},
N = N, *e' ® e;®e; cu NekF = N, k¢! ® e; Vij,ke€ {m}
gl aga mai departe.

Vom reprezenta acum vectorii §i tensorii in baze fizice asociate? Exemplificim
aceste tipuri de reprezentare in urmatoarea ‘

Teorema de reprezentare in baze fizice [

v =v'e; = v<eys, cu v< = v /g:(!)
v = y;e' = ye, cu ves = viv/ g% (!) (A.11)

T=T;e'Q¢ =T»e> ®ev> cu Tuj = Ti;V/ gV g (!)
pentru orice v € V si pentru orice ¢,; € {1,3}.

Urma este aplicatia liniara tr: Lin — R definita prin

tr(a®b)=a-b, V abeV (A.12)

2Numai prin trecere la bazele fizice se obtine aceeasi dimensiune fizici pentru componente
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Aceasta definitie, impreuna cu formulcle de reprezentare ale unui tensor con-
duc la concluzia ca pentru orice T € Lin urma sa este data de

trT =T, = Tii = gj;Tij = ,'jgji. (A13)
Produsul scalar a doi tensori se definegte ca fiind aplicatia biliniard
-+ Lin x Lin — R data prin

T -U = tr(TUY). (A.14)

Propozitia 3. Aplicatia anterioard definegte un produs scalar pe Lin.

Mult{imea transformarilor ortogonale

Ort={Q € Lin|Qu-Qv =u-v, pentruoriceu,v € V},
(A.15)
= QQ'=QTQ=1I, V QeOrt

Introducem urmatoarele multimi :

Mult{imea transformarilor simetrice

Sim={S € Lin|S =ST}.

Mult{imea transformarilor antisimetrice

Asim = {A € Lin | A =-AT}.

Multimea transformarilor inversabile

Invlin = {T € Lin| detT # 0}.

Multimea transformarilor unimodulare

Unim={T € Lin| |detT |=1}.

Multimea transformarilor pozitiv definite

Psim={S€Sim| Su-u>0,YVueVsiSu-u=0 & u=0}
Propozitia 4.
i)VA € Lin atunci exista si sunt unici A5 € Sim, A* € Asim

astfel incat A = AS + A4,

1 1
ii) Au loc formulele AS = —2—(A + AT, si A4 = §(A — AT), numite partea

simetrica si respectiv partea antisimetricd a tensorului A.
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Propozitia 5.
i) A-BC=ACT-B=BTA.C, VA B,Cc Lin;
i) A-B=0, VCe€ Sim = A€ Asim;
i) A-B=0, VBe€ Asim = A€ Sim;
) A-B=0 daca Ae€Sim si BEe€ Asim

Definitia 3. Pentru orice T € Lin, A € R se numegte valoare proprie daca
existi e € V e # 0, numit vector propriu, asa incat

Te = )e. (A.16)

Teorema de descompunere spectrala.

i) Daca T € Sim atunci existda \; € R, wvalori propriigsi e; € V vectors
proprii ortornormati cu j € {1,3} astfel incat

3
T = Z /\jej X €;. (A17)

7=1

ii) In plus, dacdi T € Psim , atunci oricare ar i j € {1,3};, A; > 0();
valoare proprie a lui T ).

iii) VT € Psim existd un unic Ty € Psim astfel incat T = T2, deci
3
Tl = Z\/Aj@j@&j. (Alg)
=1

Propozitia 6. i) A este valoare proprie pentru T € Lin daca si numai dacd

det(T—-M)=0 <= -N+L N +L\+13=0, (A.19)

numita ecuafia caracteristicd (sau seculard).

Scalarii I;,7 = 1,3 se numesc invarian{ii tensorului T si sunt dati de
L =4uT, I=1/2[tr(T?) — (trT)?, I; = detT. (A.20)
i) Daca se considera setul de invarianti
jT = (tr T,tr T?,tr T?), (A.21)

au loc relatiile de echivalenta

trT = I], tr (T2) = 2[2 + (11)2, tr ’I‘3 = Iltl' T2 + Igtl' T + 3I3I (A22)
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iii) T satisface ecuatia caracteristica

~-TP+ LT+ LT+ LI+0,

cunoscuta sub numele de teorema Hamilton - Cayley.

In aceastd parte vom reaminti o serie de proprietati si definitii de analiza
vectoriala si tensoriala folosite pe parcursul lucrarii.

Definitia 4. M : Lin — Lin, este liniard dacd si numai daca
M €-Lin(Lin, Lin). O astfel de aplicatie se numegte tensor de ordinul patru.

Propozitia 7. Fie M € Lin(Lin, Lin). Atunci
i) Existd M;u € R astfel incat

M[A] = M.-,-HAHe.- ® ey, (A23)
pentru orice A € Lin
3
ii) V M € Lin(Lin,Lin) [[M [j=( Y (Mjum)?)"/* defineste o norma
.k, m=1

in spatiul tensorilor de ordinul 4. In plus, are loc inegalitatea

| M[A] | <M || |M| YA E€ Lin;

ii1) M € Lin(Stm, Stm) daca si numai daca
Mjkim = Mijim = M ¥ 3, k,1,m € {1,3}.
Definitia 5. M € Lin(Lin, Lin) se numeste simetricd §i pozitiv definitd daca
gl numai dacd M € Lin(Swm, Sim) ¢
i) M[A]-B=A-M[B] VA ,B¢€ Sim

i) M[A]-[A]>0 si M[A]-A=0 <= A=0

Definitia 6. Fie X', Y— doua spatii Banach gi fie D C X o multime deschisa,
nevida gi conexa.

Aplicatia f : D — Y se numegte diferentiabila in X € D daca exista
aplicatia D f(X) € Lin(X,)) si w(X,:): D — ), continue, aga incat

fY)=f(X)+D f(X)v]+w(X,Y), v=Y-XeX VYED si
A.24)
X,Y (
im XY g
Y—x |v]|
In cele ce urmeaza vom preciza aceasta definitie pentru cazurile in care functia
ia valori reale, vectoriale gi respectiv, tensoriale. Astfel, impreuna cu proprietatile
ce rezulta de aici, aceste formule vor fi utilizate in lucrare.
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Definitia 7. Fie ¢ : D — R un camp scalar diferentiabilin X € D, atunci

3D e(X):V — R), liniara si continud astfel incat,

#(¥) = ¢(X) + Dp(X)M+w(X,Y), v=Y-X€V VYED g, o

w(X,Y)

— 17 =
Y—Xx |v]

Ca urmare a teoremei lui Riesz, de reprezentare a functionalelor liniare si
continue pe spafii Hilbert 3 Vp(X) € V aga incit

Do(X)v]=Vep(X)-v Vvey (A.26)

gi Vp(X) € Lin se numeste gradientul lui ¢.

Fie (0, (1;);e(r3) ) cu 0 € &, un reper cartezian , atunci

Oy Oy
3X, & Ve(X)= i (A.27)

V‘P(X)IJz 90X,

Propozitia 8. i) Dacda w : D — V este diferentiabil in X € D, atunci exista
Dw(X) € Lin(V,V), care, cu notatia Vw(X) = D w(X), este un tensor de
ordinul 2. Intr-o baza carteziana acesta se reprezinta prin

w(X +si;) —w(X) Ow
s ~0X;

w(X)[i;} = lim
(A.28)

8w,—, .
—ii ®1j;

= Vw(X)= 3a.
J

ii) Dacd T : D — Lin este un camp tensorial diferentiabil in X € D atunci
D T(X) = VI(X) € Lin(V, Lin(V,V)) este un tensor de ordinul trei, care se
reprezinta, intr-o baza carteziana, prin

o1},
aX,

VT(X) = T,'j_ki,‘ ® iJ' ®1, cu T,'J"k = (A29)

Fie un reper cartezian (0, (it )ye(r3)- Notam X = X —0 = X*i; vectorul de
pozitie al punctului X € £ in reperul dat.

Definitia 8. Fie transformarea {X'},c3 € D C R* — {¢'}icqam
€ A C R? bijectivd, nesingulard, de clasé C*. {q'}, (T3 se numesc coordonate
curbilinii asociate punctului X.

Definim baza locald in X prin tripletul de vectori

ox .. —
e = o Vie{1,3}. (A.30)

228

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teorema 1. Tripl-tul de vectori definit in (37) are proprietatile

i) ¢
(e1,€q2,€3) = €; - (€3 x €3) =,/ unde ./g=det (a_qk)jk #0,
oe; . . , Oe de* |
5? =lie€s cu ik = € dq* =~ aqk =9 prk.Pv (A31)
1,000 Ogpr  Ogix
Ty, ==(=2 LA .
ko =550 T o¢  9gr)

Teorema 2. Vectorul gradient al unui camp scalar, tensorul gradient pentru
campuri vectoriale gi gradientul cimpurilor tensoriale, in baze locale se calculeaza
prin formulele
Oy ow

oT
(= 52(X), Vw(X)e] = F(X), VT(X)[e] = 5(X)(A32)

Vp(X)-e 97

Formulele rezulta din definitii, cu utilizarea formulelor de calcul pentru diferen-

k
tialele aplicatiilor, in baze carteziene, tinind seama ca e; = Tik’ Vi e {1,3}.
qi
Ca o consecinta a formulelor date in Teorema 1. se deduc reprezentarile
Oy
Vop(X) = —:e’,
v(X) p

) P
Vw(X) = uw? ;e,®¢€', wP ; =wP ; +wlt,

(A.33)

L

Vw(X) = wp,ie? @ ', wp; = wpi — w,l;,,

VT(X) =T ce;@e; @€, T 4 =T , + 7, T 4 T3,T7,

: 0 N
cu notatia fi = —f pentru derivata partiala in raport cu ¢*.

Oq*
Marimile w? ;, w,;, se numesc derivate covariante ale componentelor con-
LRl Py

travariante, respectiv covariante ale campului vectorial w.

Marimile T*, se numesc derivate covariante ale componentelor contravariante
ale cimpului tensorial T.

Vom defini acum divergen{a campurilor vectoriale si respectiv a campurilor
tensoriale.

Definitia 9. Operatorul divergentd, notat prin div, este aplicatia liniard
definitd pe multimea campurilor vectoriale, diferentiabile, care are valori reale gi
asociaza fiecirui camp vectorial w : D € £ — V diferentiabil pe D, functia cu
valori reale definita prin

divw(X) = tr (Vw(X)) = v 4(X), VX €D, (A.34)
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Definitia 10. Divergenta unui camp tensorial T : D € £ — Lin,
diferentiabil pe domeniul de definitie , este cAmpul vectorial divT : D — V
definit pentru VX € D prin

divT(X)-a=trV(TT(X)a), VaeV. (A.35)

Propozitia 9. Formula de calcul pentru divergenta unui camp tensorial este

div T(X) =T s e,. (A.36)

Demonstratia este o consecinti a definitiei intrinseci, adoptate pentru diver-
genta unui camp tensorial, daca aplicim formula de calcul (35) pentru divergenta
unui camp vectorial

divT(X)-a = (T7(X)a)' s = (T"ay)y = (T? 4) ay, (A.37)

deoarece oricare ar i a€ V
a

r=a’xe;=0. (A.38)

L>]

Folosind definitia produsului scalar deducem din (37) ca (divT(X))? = T*',. Deci
avem expresia componentei contravariante a campului vectorial care definegte
divergenta campului tensorial intr-un punct fixat.

Propozitia 10. Intr-un reper cartezian au loc formulele

] ¥
div w(X) = % €R, divT(X)= %i; ev. (A.39)

Formulele (39) se deduc direct din definitie sau din formulele generale daca

tinem seama ca vectorii bazei sunt ficsi §i deci I';, = 0, pentru orice valori ale
indicilor (vezi (31); ).

In formulele de calcul este util sa folosim

Propozitia 11. Cu utilizarea componentelor contravariante pentru campurile
vectoriale gi tensoriale rezultd urmatoarele expresii pentru campurile divergenta

divw(X) = \/ig—a(‘g—%f"i) €R, (divT(X))= %ﬂ%km) + Tk TPTA.40)

Demonstratia este o consecinta directd a formulelor (35) , (37) cu (34) in
care se utilizeaza relatia

d(In 10
; Il = —((9—‘1‘,@ = _\/—g—%@' (A.41)

Incheiem prezentarea acestei parti cu observatia cd, in mecanica se folosesc
componentele fizice ale vectorilor gi tensorilor, din necesitatea de a avea aceeagi
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marime fizicd pentru componentele unui aceluiagi vector. Astfel se pierde carac-
terul tensorial, care apare in calculul diferential.

Pentru a scrie in ecuatiile de migcare expresia componentelor acceleratiei,
componentelor tensorului de tensiune precum gi ale masurilor de deformare sau
ale vitezelor de deformatie ( corespunzator tipului de reprezentare constitutiva
utilizata in model) se inlocuiesc in formulele de calcul tensorial, anterior prezen-
tate, componentele covariante, contravariante sau mixte cu componentele fizice ,
in conformitate cu procedeul pe care l-am amintim deja (vezi formulele(11) ).

A2. Teoreme de reprezentare pentru functii izotrope

Teorema lui Cauchy de reprezentare a functiilor izotrope cu valori scalare
gi tensori simetrici, definite pe multimea tensorilor simetrici este demonstrata
in Truesdell {1972], Dragog [1976]. Prezentim aici o demonstratie a lui Gurtin
[1981], bazata pe rationamente pur algebrice, elementare.

Definifia 1. Fie G C Ort si A C Lin. Spunem cid A este invariant in

raport cu G dacd

QAQce A YQeg, AcA (A.42)

Urmatoarea propozitie se obtine direct din definitiile corespunzatoare.

Propozitia 1. Urmatoarele grupuri sunt invariante in raport cu Ort :
Lin, Invlin, Ort, Ortt, Sim, Asim, Psim.

Definitia 2. Functia scalard ¢ : 4 C Lin — R este invariantd in raport
cu G C Ort daca A este invariant in raport cu G si

#(A) = p(QAQ) VA€ A QEG. (A.43)

Definitia 3. Functia tensorialda S : A C Lin — Sim este invariantd in
raport cu G C Ori, daca A este invariantd in raport cu G gi

QS(A)QT = 5(QAQT) VAe A Qed. (A.44)

Definitia 4. O functie scalara sau tensoriala este izotropd daca este invariantd
in raport cu Ort.

Direct din definitii se demonstreaza

Teorema 1. Fie A = Sim. Urmatoarele functii scalare definite pe A

a) del, tr sunt izotrope,

b) ja esteizotropa , unde j5 este o lista de invarianti pentru A, de exemplu
ja = {tr A, tr A% tr A}3.

Consideram A C Stm invariant in raport cu Ort.
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Teorema de reprezentarce pentru functii scalare izotrope. O functie
p: AC Stm — R este izotropd dacd §i numai dacd 3¢ : j(A) — R astfel
incit (A) = $(ja)-

Aici s-a introdus notatia j(A) = {ja | A € A}.

Demonstratie. Presupunem cd ¢ este izotropa. Vom demonstra ca
¢(A) = ¢(B) dacd ja = jB.

Fie A,B € Sim cu ja = jB, atunci din teorema de reprezentare spectrala
( vezi Al. ) exista bazele ortonormate {e;}, {f;}, de vectori proprii astfel incat

3 3
A= Zw;e,- ®Re;, B= Zwif,' R f,. (A.45)

i=1 =1

Rezulta ci existd Qo € Ort astfel incit Qoe; = f;, V ¢ € {I,3}. Deci
A = QuBQ. Din ipoteza rezulta ca

p(A) = p(QBQ7) = »(B). (A.46)

Prin urmare am demonstrat cd ¢ depinde de valorile proprii si nu depinde
de baza.

Reciproca este imediata.

Lema 1. Fie §: A C Sim — Sim izotropa. Atunci fiecare vector propriu
al lui A € AC Stm va fi vector propriu al lui S(A).

Demonstratie. Fie e vector propriu al lui A. Fie f € V astfel incat e-f = 0.
Atunci f € (Spe)*. Are loc reprezentarea V = Spe® (Spe)t. Construim baza
ortonormata {e,f,f;}.

Consideram Q; € Ort astfel incit Qe = —e, Q,f =f. Se verifica direct
pe baza ca are loc egalitatea Q;AQT = A.

Din izotropia functiei S rezulta ca
Q:15(A)QT = S(Q1AQ]) = S(A). (A.47)

Folosim (47) si definitia transformarii ortogonale Q; pentru a calcula
S(A)e = Q1S(A)QTe = —Q;5(A)e. Din egalitatea termenilor extremi a rezultat
C

e

Qi(S(A)e) = -S(A)e = S(Ae ]| e. (A.48)

Din coliniaritatea vectorilor dedusa in (48) am obtinut ca Ju(A,e) € R astfel
incit S(A)e = u(A,e)e, ceea ce trebuia demonstrat.

Vom demonstra acum lema lui Wang
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Lema 2. Fie A &€ Stm. Sunt posibile cazurile

3
a) A = Zw,-e,- ®e; dacd w; #wy; #wsFw atunci

i=1
{I, A,A?} sunt liniari independenti si
Sp{I,A,A?} = Sp{e; ®e1,e; ® e2,€3® e3} (A.49)
b) A =wee+w(I-e®e) dacid, w #w;=ws atund
{I,A} liniari independenti gi Sp{I,A} = Sp{e®e,I—eQ e}
¢) A =wl dacd w; =w;=w; atunci Sp{I,A} = Sp{I}

Demonstratie. a) Si aratam ca {I, A, A’} sunt liniari independenti. Con-
sideram combinatia aI+bA +cA? = 0 care reprezentata in baza vectorilor proprii
(ortonormata) ne conduce la sistemul liniar

a+bwl+auf=0
a+bwy +aw?=0 (A.50)
a+ bw; + aw? =0,

in necunoscutele a,b,c. In cazul valorilor proprii distincte determinantul este
nenul gi gaisim a = b = ¢ = 0, ca unica solutie, deci liniar independenta este
demonstrata.

Notim prin N = Sp{e; ® e;,e; ® e;,e3 ® €3} spatiu vectorial de dimensiune
3. Din teorema de reprezentare spectrali (A.17) pentru tensorul A rezulta ci
I,A,A%? € N. Deci {I, A, A?} este o baza pentru /. Ca o consecintd imediata,
rezulta egalitatea spatiilor.

b) Dacd A are valorile proprii w, = wj atunci din (A.17) aratdm ca aI+bA =0
dacd gi numai dacd a = b= 0. In baza vectorilor proprii avem sistemul liniar

a+bw =0,a+ bw;, =0,

cu determinant nenul. Deducem cd a = b = 0. Deci {I,A} este un sistem
liniar independent si in mod corespunzator deducem ca formeaza o baza pentru
Sp{e1 ® e1,1Ie; ® e}, de unde avem rezultatul.

c) este evidenta.

Teorema de reprezentare a functiilor izotrope cu valori tensori si-
metrici

Fie S: AC Stm — Sim. S este izotropd daca si numai daca

J o, 1, p2: J(A) — R astfel incat
(A.51)
S(A) = po(ja)I + ¢1(ja)A + 2(ja)A%,
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in care setul de invarianti este definit de exemplu prin y4 = {tr A, tr A% tr A3}

Demonstratie. Vom considera separat cele trei cazuri posibile.

3
a) dacd w; # w; FwyFw atunci A = Zw;ei ® e; Folosim Lema 1. si

1=1

3
deducem ca S(A) = Zﬂi e;®e;
i=1

Folosim Lema 2. (a lui Wang) si decarece Sp{I, A, A?} = Sp{e; ® e;,e; ®
ez,e3 ® e3} rezultd ca .

S(A) = aol + a1 A + A% (A.52)
A mai ramas de demonstrat ca functiile scalare «; depind numai de j4.

Vom arita cd sunt functii scalare izotrope. Rescriem ipoteza, impreuni cu
reprezentarea (52)

QS(A)QT - S(QAQT) =0 <= (ao(A) — o(QAQT) I+ as
A.53
+(a1(A) — 1(QAQT)QAQT + (a2(A) — 22(QAQT)QA’QT = 0.

Compunind cu Q7 la stanga si cu Q la dreapta obtinem o combinatie liniara egala
cu zero, de unde in baza liniar independentei ansamblului de tensori {I, A, A%}
deducem ca, coeficientii scalari sunt nuli. Deci am demonstrat ca rezulta

a;(A) — o;(QAQT) =0 pentru j =0,1,2.
Folosim gi Teorema 1. din care rezultd reprezentarea (51).
Reciproca rezultd dintr-un calcul direct, folosind definitiile.
Teorema de reprezentare pentru functii tensoriale liniare si izotrope

Fie S : Stm — Swvm liniard. S este izotropa daca gi numai daca 3A, u, € R
astfel incat

S(A)=A(trA)I+ 2, A. (A.54)
Demonstratie. Presupunem ci S este izotropa.

Fie e €V si A =e®e € Sim. Deoarece suntem in cazul in care tensorul are
doua valori egale, utilizim reprezentarea in cazul b), odatid cu Lema 1. Rezulta
ca

S(e®@e)=pPe@e+yI-e®e)=XAe)I+2u(e)eRe. (A.55)

Folosim ipoteza de izotropie si reprezentarea (55) de unde

QS(e ®e)QT - S(Qe®eQT) =0 —>
(A(e) — MQe)) I +2(u(e) — u(Qe)) Qe ®e)QT =0,  (A.56)
(A(e) = A(Qe))I +2(u(e) — u(Qe))e @ e = 0.
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Am compus la dreapta cu Q sila stinga cu Q7, in (56); si a rezuitat (56)s.

Din Lema 2. {I,e ® e} sunt liniari independenti, din (56) deducem ca cele
doua functii scalare sunt izotrope in raport cu variabila vectoriala, deoarece

Me) = M(Qe), u(e) = p(Qe) VQ e Ort. (A.57)

Aratadm ca functiile nu depind de orientarea vectorilor, ci numai de marimea
lor. Pentru aceasta consideram f € V, cu | f |=| e | si construim Q € Ort
astfel incit Qe = f. Din (57) deducem ca

Ae) = X(f), p(e)=p(f), pentru Vf,e€eV cu |f|=|e|. (A.58)

Fie acum A € Sim. Folosim reprezentarea spectrala a tensorului gi liniaritatea
aplicatiei S

3
A= E w;e; ®e; atunci
=1

(A.59)

S(A) = Zw,-S(e; ® e.-) = Zw;{/\(e;)l + 2#(8,‘)8,‘ ® e,—}.

Din (58) obtinem ca A(e;) = A(ez) = A(ez) = A, p(er) = p(ez) = p(es) = p.
Revenind in relatia (59) deducem ca

3 3
SA)=2) wl+2u) we®e;=2pA+AtrAlL (A.60)

i=1 i=1
A3. Ortogonalul este subgrup maximal in unimodular

In aceasta anexd vom demonstra ( Noll [1965]) maximalitatea grupului trans-
formarilor ortogonale in grupul transformarilor unimodulare.

Fie V un spatiu vectorial n— dimensional.

Unim={H¢€ Lin||detH|=1} Ort={Qe€ Lin| QTQ =1}.
Teorema 1. Ort este subgrup maximal in Unim.

Afirmatia este echivalenta cu

Vg subgrup C Unimsi Ort Cg C Unim
(A.61)
= g=0rt, sau g¢=Unim.

Lema 1. Fie S € Unim N Psim g S are cel putin ?oué. valori proprii
8
distincte s si t cu s >t > 0. Atunci V£ astfel incat (;)2 < ¢ < (2‘)2
3R € Ort astfel incat tensorul
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T = ST'RS?RTS™! si aibe valorile proprii £,671,1,...,1.

Demonstratie. Fie g,f vectorii proprii unitari ai lui S care corespund
valorilor proprii alese s gi respectiv t. Considerdm W = (Sp{g,f})*~ subspatiul
vectorial , de dimensiune n — 2, ortogonal pe spatiul generat de g,f. Deci

YVweV 31 weW, a, a; €R, unice, astfel incat (A.62)
Vv =aoag + af +w.

Sa observam cd SW = W. Definim Ry € Ort, astfel incat

Ryw = w,
Ryg =cosfg+sinff, (A.63)
Ryf = —sinfg + cos 0 f,

reprezentind o rotatie de unghi 6 in planul determinat de g,f.

Definim si transformarea
Ty = ST'RyS?RIS! € PsimNUnim, Y6¢[0,27), (A.64)
care are proprietatile
1) Te(w)=w VweW,

2

t 1
2)  To(g) = (cos0 + sin’) g +

~ | &»
»n | o~

)sin20 f, (A.65)

2

To(f) = =(2 — )sin20 g + (cos?0 + %sinzﬂ) f,

obtinute dintr-un calcul direct.

~ |
w | e~

N =

Din (65) deducem ca valorile proprii ale transformarii simetrice Ty sunt
A1 = Ai(0,8,1), A2 = Aa(0,s,t) si A3 = 1, care are ordinul n -2 de multiplicitate.
Deorece Ty este in Unim rezultd cd A = 1.

A1, A; sunt valorile proprii care se determina din ecuatia
det ([Tg]gf -2 =0, (A.66)

unde matricea de reprezentare a transformarii T,, proiectatd pe Sp{g,f} se
reprezintd pe baza {g,f} prin
t2 1 t
cos?f + —sin’f —(f — —)sin26
[Tg] f = S 2t S 2 ’
g l(s t)_20 29+s 12
=(= — =)sin cos —sin
2't s 12
pentru V6 € [0,2 ).
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Pentru valorile s,t fixate rezulta ca aplicatiile
0 €[0,2r) — Ay(s,t,0) e R si 0€(0,2r) — Ay(s,t,0) € R, (A.67)

sunt continue.

De pe alta parte din (65); deducem ci pentru

T t2 s?
b=5 = T.p(g)=;8 , Taplf)=;f, (A68)
0=0 = To(g)=g , Tof)=Ff.
Aplicim proprietatea lui Darboux pentru functiile continue
0 €[0,2r) — Ay(s,t,0) e R si 0€]0,2r) — As(s,t,0) € R.
T 2
Deoarece Ai(s,t,0) =1, Aq(s,t, 5) = — <1, rezultd ci

s

(A.69)

t2
e ) e 0D it bt =

. 1
81 Ag(s,t,ee) = E

2

In mod analog, cum Aj(s,t,0) =1, As(s,t, er—) = % > 1, rezultd ca
52 T . .
vée |1, 2‘2'] 36, € [0, 5—] astfel incdt Ay(s,t,0;) = ¢ (A.70)
1

g Ai(s,t,0¢) = £

In concluzie, pe baza proprietatilor afirmate in (69) si (70) deducem ca

t2 2

Vée |

Sl 3 6el, g] astfel inct

(A.T1)
Ty

1
. are valorile proprii {, —£—, 1,...,1}

Astfel am demonstrat Lema 1., iar pe baza el vom demonstra urmatoarea
teorema

Teorema 2. Fie S € Unim N Psim i S are cel putin doud valori proprii
distincte s §i £, cu s >¢ > 0. Atunci

VH € UnimN Psim = H € §(S,0rt), (A.72)
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unde prin G(S,Ort) s-a notat grupul generat de elementul S s Ort.

Demonstratie. Fie H € UnimNPsim si fie {e;,...,e,}, 0 baza ortonormata
de vectori proprii ai lui H, corespunzatori valorilor proprii {Ai,...,h,}.

Deoarece H € Psim atunci k; > 0. Din H € Unim deducemca A;-...-h, = 1.

Consideram H; € Unim N Psim cu aceiagi vectori proprii, dar corespunzator
valorilor proprii {1,..., 7, 7);1, 1,...,1}, cu precizarea cd 7, este valoare proprie
asociatd vectorului propriu e, iar n;' este asociatd vectorului propriu exi; ,
pentru valorile proprii

7]1=h1, Yooy nkznk—lhln k=2,,n—1 (A73)
Demonstram ca
H = HIHQ...Hn_l, (A74)

aratand ca are loc egalitatea pe vectorii bazei.

Pentru aceasta vom porni remarcand ci daca 1 < k <n — 1, fixat, atunci

€ daca 1<:i<k,
) M€ daca 1=k,
Hie: = (mi-1)"'e; dacd 1=k+1, (A.75)
e, daca k+1<i<n.
De exemplu
H,H,.. H,_,e; = Hie; = hyey,
H1H2 e Hn—1e2 = H1H262 = Hl("lzez) — 7]2771—182 — hgez, (A76)

daca am folosit (75) gi (73). In continuare se urmareste aceeasi cale.

J/m

Vom folosi observatia ca girul a'/™ — 1, cand m — oo. Deci pentru

Ve>0 31 m.€ N astfel incat Ym > m,,

(A.7T7)
| ()™ —1|<e <= 1—e<(m)/™<e+l.
2 g2
Este posibil ca 7, € [ w1 2] si atunci suntem in conditiile lemei.
2 2
Dacd 7, > 0 nu este in intervalul [— 2 2] atunci pentru
in(s. Y 3 N astfel incs
€< mln_{t—2 -1,1- 3_2} Mek € astfel incat
(A.78)
Vm > Me k ( )l/m [ 2 t2
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12 s?

Deci vom nota prin my € N o valoare corespunzitor careia (n;)!/™ € [ ik
s

Aplicim Lema 1. si prin urmare 3R, € Ort astfel incat
T, = ST'R,SZRTS, (A.79)

sd aiba valorile proprii {¢, €71, 1,...,1}, pentru & = (q)'/™.

Atunci (T;)™ are valorile proprii {m, 77", 1,...,1}, aceleasi cu valorile
proprii ale lui Hy.

Rezulta ca exista o transformare ortogonala, R, care pune in corespondenta
bazele de vectori proprii corespunzatoare celor doua transformari simetrice.

Astfel obtinem ca Hy € G(S,0rt), Vke{l,n—-1}.

Deoarece H € PsimNUnim are proprietatea de-a fi exprimat prin compunerea
H=H;H,...H,_,, rezultd ca si H € G(S,0rt).

Am demonstrat astfel teorema.

Vom trece acum la demonstrarea Teoremei 1. Presupunem ci g  este
un subgrup in Unim, care include strict Ort. Deci 3 F € g, care nu este o
transformare ortogonala.

Deoarece F € Unim rezultd cd F € Invlin, si prin urmare (aplicind teorema
de descompunere polara F =RS cu Re€ Ort si S € PssmNUnim, S #1),
rezultd cd S are cel putin doud valori distincte, deoarece dacd toate valorile
proprii ar fi egale, atunci din conditia det S = 1 ar rezulta ci toate valorile
proprii sunt egale cu 1, ele fiind pozitive. Aceasta conduce la S =1, ceea ce este
imposibil.

S& mai aratam ca G(S,0rt) Cg.

Deoarece prin ipotezid Ort C g rezulti ca R € OrtNg. Atunci RT € ¢g. Din
RT, F € g rezulta ca RTF =S € g, fiind subgrup.

Pentru acest element S € g vom aplica Teorema 1., relativ la elementele din

Unim.

Pentru orice U € Unwim, care nu este transformare ortogonala, 1i aplicim
des- compunerea polara si rezultd cd U =RH, cu H € Pstim N Unim.

Din Teorema 1. avem H € G(S,Ort). In mod evident rezulti ca VU €
G(S,0rt). Avem deci incluziunile Unim C G(S,Ort) C g. Astfel am aratat ca
daca g este un sbgrup in Unim, care include strict Ort include si Unim . Deci
g = Unim. Ceea ce trebuia demonstrat.

A4. Teoreme de reprezentare pentru functii anizotrope

Vom prezenta cateva rezultate datorate lui Liu [1981] privind reprezentari
pentru invarianti anizotropi.

Aceste teoreme se demonstreaza in ipoteza ci grupul de anizotropie, g este
caracterizat printr-un set de vectori si tensori, care rdman invarianti in raport cu
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elementele unui alt subgrup G € Ort. Sa consideram
V— spatiu vectorial real, de dimensiune p,
Lin={A|A:V —V liniare},

Y™— spatiu produs cartezian de ordin m € N*, corespunzitor spatiului
vectorial real V,

Lin™— spatiu produs cartezian de ordin n € N*, corespunzator spatiului
vectorial real Lin.

Fie D C V™ x Lin™— multime deschisa gi conexa si functiile
¢p:D— R, h:D—V,5:D— Lin (A.80)
Notam
VEV™ <= v=(Vi,...,Vn), Vi€V, Vie{l,m};
Aelin < A=(Ay...,A,), A€ Lin,Vie{l,n}
(A.81)
QveV" = Qv=(Qvy,...,Qv,), VYQe€Ort
QAQT e Lin® < QAQ" =(QA,Q7,...,QA,QT), VYQe Ort.

Definitia 1. Fie G C Ort, subgrup. Spunem cad D este invariant in raport
cu G daca

V(v,A)eD — (Qv,QAQT)eD VQeg. (A.82)

Definitia 2. Spunem ca functiile ¢, h§1 S sunt invariante in raport cu G
daca D este invariant in raport cu G

#(QV,QAQT) = p(v,A),
h(Qv,QAQT) = Qh(v,A),
S(Qv,QAQT) = QS(v,A)QT,

(A.83)

V(v,A)ED, Q€eG.

Definitia 3. Dacd G = Ortt atunci functiile invariante in raport cu Ort*t
se numesc hemitrope.

Definitia 4. Daci G = Ort atunci functiile invariante in raport cu Ort se
numesc :zotrope.

Observatia 1. Se regisesc definitiile din A2., pentru n =1,m = 0.

Reprezentarile functiilor izotrope, de argument ansamblu de vectori, tensori
simetrici si respectiv antisimetrici, cu valori reale, si respectiv tensoriale (simetrice
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si antisiinetrice) se gasesc in lucrarea lui Wang [1970]. Sunt date reprezentarile
pentru un ansamblu de maximum 4 elemente.

Propozitia care urmeaza permite identificarea spatiului vectorial V cu spatiul
tensorilor antisimetrici Asim, spatiile fiind izomorfe. '

Propozitia 1. i) Fie v € V, atunci 3 W € Asim unic, astfel incat

Wu=vxu YueV s Wv=0 (A.84)

ii) Fie W € Asim, atunci 3v € V unic, astfel incat sa aiba loc (84).

1ii) Aplicatia ¢ : Asim — V definita prin (84) si notatd ¢(W) =< W >=v,
este un izomorfism.

Definitia 5. Spunem cid v € V este vectorul coazial cu tensorul W € Asim,
sau ca tensorul W € Asim este asociat vectorului v, dacAa Wu = vxu, VYue.
Notam v=< W > .

Propozitia 2. Dacd v =< W >, atunci

Qv=<QWQ' > VQeoOrtt. (A.85)

Teorema 1. Fie functiile ¢, S cu valori scalare §i respectiv tensoriale.
Definim functiile ¢, S prin relatiile

G(W,A)=p(v,A) S(W,A)=5(v,A) undev=<W >,

(A.86)
@, S hemitropa <= ¢, S izotropa
Demonstratie. Presupunem ca ¢, S sunt izotrope. Deci
H(QWQT,QAQT) = 3(W,A) VQeOrt s
(A.87)

QS(W,A)QT = 5(QWQT,QAQT) VQ e Ort.

In particular pentru Q € Ort* au loc egalitatile (87) si din definitiile (86),
cu utilizarea Propozitiei 2,. rezultd ci ¢, S sunt hemitrope.

Presupunem cid ¢ este hemitropa
p(Qv,QAQ") = p(v,A) YQ € Ortt, (A.88)

deci gi ¢ este hemitropa.
Sa observam ca
Qelrtt* < -QeO0rt cu detQ= -1,

(A.89)
(—Q)(-Q)" = QQ".
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Deoarece ¢ este o functie cu valori scalare si este hemitropa rezulta ca este
si izotropa (daca folosim (89)).

Analog se demonstreaza si pentru functia cu valori tensoriale.

Teorema 2. Fie functia h cu valori vectoriale si fie functia H cu valori
tensori antisimetrici asociatd functien h, prin relatia A =< H > . Definim
functia H prin relatia

A

H(W,A)=H(v,A) undev=<W >,

) (A.90)
atunci A hemitropa <= H izotropa
Demonstratie. Presupunem ca H este izotropa. Deci
A(QWQT,QAQT) = QH(W,A)QT VQeOrt =
(A.91)

H(Qv,QAQT) = QH(v,A)QT = VQ € Ort*.

Egalitatea din (91); se obtine din ipoteza , scrisa in particular pentru Q € Ort?,
cu utilizarea definitiei functiei H si a Propozitiei 2.

Daci considerdm vectorii coaxiali cu tensorii antisimetrici din (91); avem
egali- tatea

< HQv,QAQT) >=< QH(v,A)QT >=Q < H(v,A)> VYQe€ Ort*,
(A.92)
atunci A(Qv,QAQT) = Qh(v,A) VQ € Ortt.
Am utilizat incd o data Propozitia 2.

Cealalta implicatie se demonstreaza in mod analog, daci tinem seama de

observatiile din (89).

Definitia 8. Definim un subgrup ¢ C Ort caracterizal prin proprietatea ca
existd un set de vectori gi tensori, notati (m, M) astfel incat

9={Q€g|Qm=m, QMQ" =M} (A.93)

Lema 1. Fie functiile ¢, A, S cu valori scalare , vectoriale si respectiv
tensoriale invariante relativla g. Fie R, R’ € G. Dacai R'RT € g, atunci au
loc egalitatile

o(Rv,RART) = p(R'v, R'AR'"),
RTh(Rv,RART) = RTh(R'v,R°ART), (A.94)
R7S(Rv,RAR)R = R7S(R'v,RART)R".

Demonstratie. Consideram cazul functiilor cu valori vectoriale, celelalte
demonstratii sunt similare.

242

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Notam Q = R'R7 € ¢ din ipoteza. R € G C Ort deci RRT = RTR = 1.
Flosim ipoteza cd h este invarianta relativ la g, in particular pentru Q € ¢
h(R'v,R’ART) = h(R'RTRv, RRTRARTRR'T) =

(A.95)
= h(QRv,QRARTQT) = Qh(Rv,RART) = R'RTh(Rv, RART)

Din egalitatea termenilor extremi se deduce formula (94), pentru functia .

Definitia 9. Se definesc multimea
M = {(Qm,QMQ") | Q € G} (A.96)

si functiile @, A, S definite pe D x M prin relatiile’
#(v,A,p,P) = o(Rv,RART),

h(v,A,p,P) = RTh(Rv,RART), (A.97)
S(v,A,p,P) = RTS(Rv,RART)R,

pentru orice (v,A) € D, (p,P) € M cu R € G, cu proprietitile Rp = m,
RPRT = M.

Propozitia 3. Daci ¢, h, S sunt invariente relativ la g, atunci functiile
@, h, S din (97) sunt corect definite.

Demonstratie. In general R nu este unic determinat in conditiile din (97);.
Daca mai exista

R €G astfelca Rp=m, RPRT=M atunci
(A.98)
R'R’m = R’p = msi RRTMRR'” = R'PR7 = M

Aceasta inseamna cd R,R’ € G si R'RT € g. Suntem in conditiile Lemei 1.
§i prin urmare valorile functiilor din membrul dept nu depind de alegerea elemen-
tului R, cu proprietatile mentionate in (97).

Teorema 3. O functie f definiti pe D cu valori scalare, vectoriale sau
Lensoriale este invariantd relativ la g, dacad si numai daca poate fi reprezentata
prin f(v,A) = f(v,A,m,M) cu functia f definiti pe D x M, invariantd
relativla G.

Demonstratie. Vom face demonstratia pentru functii cu valori vectoriale, in
celelalte cazuri demonstratiile fiind similare. Presupunem ca h este invarianta
relativ la g. Atunci functia A definita in (97), conform Propozitiei 3. este corect
definita. Pentru R =I € G obtinem ca

JA:Dx M —V,

(A.99)
h(v,A) = h(v,A,m, M)

243

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Trebuie s4 aratam ca functia A este invarianta relativ la G. Fic pentru aceasta
Q € G. Pentru V(p,P) € M exista Q € G astfel incat p = Q,P = QMQT.
Atunci Qp = Q(Qm) ,QPQT = QQM(QQ)7, ca o consecinti a definitiei
multimii M data in (96).

Deci 3R = (QQ)T € G astfel incat
R(Qp) =m, R(QPQT)RT =M. (A.100)

Din definitia (97) pentru functia k, cu R introdus in (100), obtinem
h(Qv, QAQ”,Qp, QPQT) = RTA(R(Qv), R(QAQT)RT) =

=RTh(RV,R’AR7), cu R'=RQ

(A.101)

Daca introducem R’ = RQ atunci R’ € G pentru ca R, Q € G. Dar din
(100) avem proprietatea

Rp=m, RPRT =M, (A.102)
care ne indreptiteste si folosim definitia (97), rezultand
h(R'v,R’ART) = R’R(v,A, p,P) (A.103)
Introducem pe (103) in ultimul membru din (101), care ne conduce la
h(Qv,QAQT,Qp,QPQT) = RTR'A(v, A, p,P) =

= Qi(v,A,p,P), VQeg

(A.104)

Astfel am demonstrat ci h este invariantd relativ la G. Mentionam ci in
demonstratie proprietatea de invariantd a functiei kA relativla g a fost folosita
prin intermediul Propozitiei 3., care asigurd corecta definire a functiei .

Reciproc. Presupunem ca functia h se reprezinta prin h (conform relatiei
(99)), care este invarianta relativ la G.

Fie Q € ¢ C G C Ort. Din definitia (99) si ipoteza de invarianti pentru A
avemn egalitatile

h(Qv,QAQT) = h(Qv,QAQT,m,M) =
= K(Qv,QAQ",QQ"m, QQTMQQT) = Qk(v, A,Q"m,Q"MQ)

(A.105)

Deoarece Q € g conform Definitiei 8., formula (14), rezulta ca

Qm=m, QMQ"'=M <= Q'm=m, Q'MQ=M. (A.106)

Tinem seama de egalitatile din (106) in (105) si deducem
h(Qv,QAQT) = Qh(v,A,m,M) = Qh(v, A). (A.107)
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Pentru ultima egalitate din (107) am folosit incd o data definitia (99). Astfel
am obtinut invarianta lui h relativla g.

In paragraful 2.7.3 intitulat corpuri solide anizotrope vom defini cateva grupuri
de simetrie materiald g, care sunt caracterizate prin relatia (93) si care corespund
alegerii G = Ort sau G = Ort*.

Teoremele pe care le-am demonstrat aici, permit obtinerea de reprezentari
pentru functii anizotrope, caracterizate prin grupuri de simetrie g, cu propri-
etatea din (93), pentru G = Ort sau G = Ort*, daca se utilizeaza teoremele de
reprezentare formulate de Wang [1970].
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