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PREFATA

In stadiul actual de dezvoltare a invd{dmantului superior matematic, studentii sunt
pregititi pentru a deveni profesori in invé{dmantul gimnazial i liceal, dar $i matematicieni
care sa lucreze in diferite sfere de activitate. Disciplina "Mecanica” din planul de invatamant
este orientatd spre exemplificarea posibilita{ii modeldrii matematice, a drumului fenomen -
sistem de axiome si prelucrari matematice - fenomen. '

Aplicatiile cuprinse in aceastd lucrare sunt alese in sprijinul ideii men{ionate mai sus.
Nu sunt considerate aplicatii care-ar constitui mai degraba obiect al unor discipline inrudite si
care isi gdsesc locul in planul de invd{amaént pentru invé{dmantul tehnic superior (statica -
rezisten{a materialelor). Au fost lasate la o parte si aplicatii cu caracter relativ artificial, chiar
dacd unora, clasice fiind, li se poate da o rezolvare elegantd cu o frumoasa interpretare
geometrica. S-au retinut mai ales acele aplicatii ce isi gisesc un corespondent in realitate.
Pentru aceasta s-au avut in vedere urmatoarele aspecte:

- scrierea ecualiilor diferentiale de evolutie a sistemului mecanic cu sublinierea unor
caracteristice calitative ce decurg din acestea (integrale prime, singularitéti etc);

- rezolvarea acestor ecualii (de obicei sisteme de ecuatii diferentiale ordinare, dar in
anumite capitole si ecuatii diferentiale cu derivate partiale) pe cale analiticA sau numerica, cu
rezultate prezentate sub formé de tabele sau grafice;

- sublinierea deosebirilor ce pot apare din alegerea modelului de sistem mecanic
(punct material/solid rigid).

Exista si aplicajii cu caracter teorctic, menite sd sublinieze diferen{a dintre modelarca
matematica in mecanica si unele domenii ale matematicii.

Dacé studiul miscarii unui sistem a permis mai multe variante, fie prin modelarea
aleasd, fie prin incadrarea in diferite moduri generale de abordare (mecanicd newtoneand,
mecanica lagrangeand, mecanica hamiltoneana etc), acestea s-au realizat, dupéd caz, separat
sau nu, dar cu trimitere la celelalte variante.

In fiecare capitol, uneori si in unele paragrafe, s-au mentionat relajiile fundamentale
necesare abordanii aplicajiilor precum si unele trimiteri bibliografice.

Desencle si graficele sunt realizate cu MAPLE V R3 si prelucrate cu CoreIDRAW!
4.0. Pentru aspecte mai deosebite, in text au fost incluse programele MAPLE de calcul
numeric al unor marimi (integrale care nu admit primitive, integrale eliptice), de rezolvare
numericd a unor ecuatii diferentiale, reprezentiri grafice speciale etc.

Lucrarea se adreseaza studeniilor secfiei matematicd-mecanicad (anii II, III) dar si
celor de la celelalte sectii ale Facultajii de Matematica, reprezentind un material util pentru
seminarii. Pentru ca lucrarea sa fie ugsor de manevrat, ea a fost impartitd in mai multe parti al
ciror cuprins este inclus in totalitate in lucrare.

Doina Massier
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marimi scalare

marimi vectoriale

baze reciproce de vectori (oarecari)

baza ortonormata de vectori
bazi ortonormati de vectori (asociatd cu referential inertial)

modulul unui vector
componentele contravariante ale unui vector (in baza {e, ,¢,, ¢, })
componentele contravariante ale unui vector (in baza {e', e’ e'})

timp
perioada

masa punctului material
masa totald a unui sistem de puncte materiale

vectori de pozifie (in raport cu un reper mentionat)
viteze (in raport cu un reper menfionat)

acceleratii (in raport cu un reper mentionat)

date initiale

viteza unghiulara

forte care actioneaza asupra punctelor materiale

rezultanta forfelor care actioneaza asupra unui sistem discret de puncte
materiale

impuls al unui punct material,

impuls total al unui sistem discret de puncte materiale

moment al unei forfe in raport cu polul O

moment rezultant al fortelor care actioneaza asupra unui sistem discret
de puncte materiale, in raport cu polul O

moment cinetic al unui punct material,

moment cinetic total al unui sistem discret de puncte materiale

energia cineticd a unui punct material

energia cinetica totald a unui sistem de puncte materiale

puterea mecanica a unei forte

putere mecanici totala a forelor exterioare, respectiv interioare care
acfioneazi asupra unui sistem discret de puncte materiale

6
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potentialul unei forte
energia potentiala

coeficient de frecare de aderentd/alunecare
constanta de atractie universala

acceleratia gravitationala

centrul de masa al unui sistem de puncte materiale
constanta ariilor

coordonate curbilinii

baze locale naturale asociate coordonatelor curbilinii (capitol 2)

coordonate cilindrice
baza ortonormata asociatid coordonatelor cilindrice

coordonate sferice
baza ortonormata asociatid coordonatelor sferice

abscisa curbilinie (pe o curba)
versorii triedrului lui Frenet

raza de curbura

versorii triedrului lui Darboux
raza de curburd normald, respectiv geodezici
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DIMENSIUNI SI UNITATI DE MASURA

Nr.crt. Mairimea Dimensiuni Unitati S.1. Observatii

1 [Lungime L'M°T° m (metru) -
2 |Masi L°M'T® kg -
3 |Timp L°M°T! s (secunda) -
4 |Viteza L'M°T" ms’ v=dx

dt
5 |Acceleratie L'M°T? ms” 2= dX

dr
6 |Unghi plan L°M°T® rad 0
7  |Viteza unghiulara L'M°T" rads” o=49

dt
8 |Acceleratie unghiulara | L'M°T? rad s o = 4o

dt
9  |Perioada L°M°T' s T
10  |Frecventd L°M°T s o= 2L

T
11 |Forta L'M'T? N (newton) |F = ma
12 |Moment al fortei L°M'T? J(joule) |Mo=xxF
13 |Impuls L'M'T! Ns H = mv
14 |Moment cinetic L*M°T Js Ko = x x mv
15 |Energie L*M'T? J P .;:,,,VZ
16 |Putere mecanici L*M'T? W (watt) [P=F-v

8
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Capitolul |
CALCUL VECTORIAL
§1.1. Aplicatii geometrice. Identitati

1.1.1. Fie A, B, C trei puncte si P un punct oarecare in spaliu. Sa se arate ca

—
[’A + PB + PC 3PG,

G fiind centrul de greutate al triunghiului ABC.
Fie C' mijlocul lawri AB.

— - —>
PA = PG + GA ]

S A
PB PG+GBJ

— —% =) —F —Fp —» —>
— PA+PB+PC=3PG+GA+GB+GC=3PG
%—_J

- =y
2GC* = -GC

—>
PC =PG+ GC

In particular rezulta

— — —>
GA+GB+GC=o0

1.1.2. Sa se determine al patrulea varf al unui paralelogram ABCD stiind ca

XA =21 *‘312+4l;, Xu—_-3l|+212—t3, xc=u~2u

Conditia ca ABCD sa fie paralelogram este AB = DC sau xp — XA = Xc — Xp, deci

Xp=XA - Xpt+Xc=—11—-412+313.

1.1.3. Sa se demonstreze relajiile
cos(a t ) — cosacos B+ sinasin B
sin(a + ) =sinacosP £ cosasin

utilizand operatiile cu vectori.

Fie vectorii in plan
a—-cosat +sinaty, b=cosfi; tsinfrz
def _— anal. . .
a-b =cos(a+f), a-b = cosacosf tsinasinf

(81 12 13
dof / . . - .
axb'=-sin(@*P)i3, axb"= |cosa sina 0 |=—(sinocosPFcosasinfP)i;
cosf} tsinf} 0

1.1.4. Sé sc determine ecualia vectoriald a dreptei
a) ce trece prin punctul P si are direcjia u;
b) ce trece prin punctele P, i P,.

Fie O originea unui reper $i X, X, , X, respectiv x vectorii de pozme ai punctelor P |
P, , P, respectiv al unui punct oarecare P al dreptei. Au loc relatiile
9
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- =P ——) —) —>
a) OP=0P,+P,P,P,P=Au = x=x,+Au,A€eR
—_ — — — —
b) OP=0P,+P,P, P\P=AP,P, = x=(1-2A)x, +Ax2,A €R.

1.1.5. Si se determine ecuatia vectoriala a planului

a) ce trece prin punctul P, si are normala n;
b) determinat de dreptele de directii u si v ce trec prin punctul P_;
c) ce trece prin punctele P,, P,, P,.

Cu notatii similare celor din problema precedenta, se oblin relaiile

—
a) PPLln = n-(x-x,)=0;
—>
b) n=uxv,P,Pln = (uv,x-x,)=0;
e — —>
c) u=P,P,v=P\ Py, n=uxv,P,P1ln = (xXx2-X,X3—-X,,x-X;)=0.

1.1.6. Conditia necesari si suficientd ca punctele A, B si P de vectori de pozilie a, b si
respectiv x s fie colineare este ca sd existe relajia

x=Aa+pub, A+pu=1.

Necesitatea. Fie A, B, P colineare

1°. acolinearcub,b=oaa (a# 1< a=#b); x=ka; relajia din enunj are loc cu
_a—-k k-1
)\—a—l’ R=a=1"
— > .
2°, a, b nu sunt colineari; AP = kAB => x —a = k(b — a); relajia din enunj are loc cu
A=1-k p=k.

Suficienta. Intre vectorii de pozitie are loc relatia x = (1 — p)a + pub de unde rezulta

—> —> .
x—a=uwhb-a) = AP/ AB = A, B, P colincare
Relatia corespunde cu rezultatul ob(inut la problema 1.1.4.

’

1.1.7. Conditia necesara si suficientd ca punctele A, B, C si P de vectori de pozijic a, b, ¢ $i
respectiv X sa fie coplanare este ca sa existe relajia

x=Aa+pub+ve, A+pu+v=1.

Necesitatea. Punctele A, B, C, P sunt in acelasi plan.
i a, b, ¢ coplanari; ¢ = aa + b (a, b nu sunt colineari); P in acelasi plan cu A, B, C si
O; x = ka + /b; relatia din enun| are loc cu
L KB oG- Ke-D-BG-1) kel
= =, = , V= ————
a+fp-1 s a+pB-1 a+B-1

— > R
2°. a, b, ¢ necoplanari; AP =kAB +/AC = x—a=k(b - a)+ /(¢ - a); relajia din enuny
are loc ¢u’ '

A= k L =k v=1.
10
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Suficienta. Intre vectorii de pozitie are loc relatia x = (1 —p—v)a + pb + ve de unde
rezulta

x—-a=pb-a)+v(c-a) = AP = pAB + vAC =
——y —>
=5 AP eplan(AB AC) = A, B, C, P coplanare.

1.1.8. Sa se giseasca distanta de la punctul M(m) la planul n-x=a.

Ecuatia dreptei perpendiculare pe plan, prin M
X=m+An

Valoarea parametrului pentru punctul de interseciie intre plan si dreapta se objine astfel
o—m-n

n-(m+Ap)=0 = A,= z
n

Distania de la M la plan este

d = [h,n = 2= 0]

1.1.9. Si se giseascd ecuatia planului mediator al segmentului M, M, , M, (x, ) # M, (x, ).

Planul mediator trece prin mijlocul M al segmentului M, M, si este ortogonal pe
acesta .

XM‘—‘%(X|+X2); (X—XM)l(Xz-—XO = lX‘-l(xl +XZ)J'(xZ‘xI):O

X-(x2-xp)= l(x2~xl)

1.1.10. Se dau varfurile patrulaterului ABCD: xa =31 +12+513, Xg =21, — 12+ 213,

Xxc=51+3124713, Xp =611 +51, + 1013. Sa se arate ca este un patrulater plan $i sa 1 se
calculeze ana.

Se observa cd xp = xa — X + Xc deci (v.pb.1.1.7) patrulaterul este plan.
1

—> —>
aria(ABCD) = aria(ABC) + aria(DBC) = %IAB x AC| +2|AC x AD| =
1y 12 13 L L 13
:% -1-2-3 *% 222 :"""212+U“+l|ln~2tz+ull:2\/g.
2 2 2 345

1.1.11. Sa se arate ca aria triunghiului cu varturile A(x, ), B(x,,), C(x,.) este data de relatia

arta(ABC) - :’I—"XA XX+ X X X+ X o< Xl

> >
2ana(ABCO) "AB <« AC

l MOxi xa) < (xe Xl = i x Xo + e x Xa + XA x x|

I
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1.1.12. 84 se arate cé dacd
Vi XV2=V3XVy4, V) XV¥V3 =V2 XVy4,

atunci veetorii v4 — V), Vi — V2 sunt paraleli.

(va—v1) x (V3 —¥2) = V4 X V3-V| X V3 =V4 X V2 + V1 X V2 = 0.

v

1.1.13. Si se arate ciét dacd intr-un tetraedru, cu varfurile A(x, ), B(x; ), C(x.), D(x, ), doua
perechi de muchii sunt ortogonale, atunci i muchiile din a treia pereche sunt ortogonale.

—> —>
AC1BD =» AC-BD=0 = (xc-xa)-(xp—xp)=0
—> —>
AB L. DC =» AB-DC=0 == (XB—XA)-(X(‘—XD):O

XC'XD—XA-XD-X(:~XB+XA'XBZO
XB'!C—XA-XC—XB-X|)+XA-XD=0
XA (X8 -Xc)-xp-(x-Xc)=0 = (xa—-xp)-(xp—xc)=0

— —> —» =
DA-CB=0 = DA 1 CB.

1.1.14. Si se demonstreze urmitoarele identitayi:

“a) a x bY* = a?b? —(a-b)? (Lagrange);

b) (axb)-(exd)=(a-e}(b-d)—(a-d)b-¢);

¢) (axb)x(exd)=(a,b,e)d - (a,b,d)c =(a,c,d)b—(b,¢,d)a;
d) ax[bx(exd)]=(b-d)axe)—(b-c)axd);

€) ax[bx(exd)] =(a,c,d)b-(a-b)cxd);

f) (Vi,v2, ¥3)v = (v, v2,v3)vi +(V1,V,V3)va +(V), V2, V)V3.

a) a = Z(a,b); [ja xb|* = (@bsina)’ = a2b? - (abcosa)® = a’h? - (a-b)’

Altd demounstratie se poate obfine din identitatea b) prin particularizarea vectorilor.
b) (axbh) - (exd)=a-[bx(exd)]=a-[(b-d)c—(b-c)d] =
=(b-d)a-c)-(b-¢c)(a-d)
¢) (axb)x(exd)=((axb) ¢)d—((axb)-d)c=(a,b,c)d-(ab,d)yc
{(axb)x(exd)=—(exd)x(axb)=—[(b,¢e,d)a—(a,¢,d)b] = (a,¢c,d)b - (b, ¢,d)a
d) ax[bx(exd)]=ax[(b-d)c—(b-c)d]=(b-d)(axc)—r(b-c)(axd)
€) ax[bx(e xd)l =4 xlb x (€ x d)J =(a,¢,d)b—(a-b)(c xd)

H (v xvi) x(va xv3)=(v,v,v2)v3 — (v, Vi, V3)va = (V, V2, V3)vi — (Vi, V2, Vi)V

(Vi V2, V)V = (V, v, V3V +(V),V, V3)Va + (Vi, V2, V)V,

12
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§1.2. Ecuatii vectoriale
1.2.1. Sa se rezolve ecualia . a-x=o, a#o.

Fie x, o solujie particulard a ecualiei date. Atunci x - x, este solujic a ecuaiei
omogene a-(x—x,)=0.

Ecuajia omogend a-(x-X,)=0 este satisficutd de orice vector ortogonal pe a.
Aceasta solujie se poate reprezenta sub forma produsului vectorial x-x, =axu , u fiind
un vector arbitrar.

Solujia particulard a ecuatiei neomogene se cautd un vector paralel cu a: x, = ka,
constanta de proporiionalitate ob{indndu-se din ecuajia dati

a-ka=a = k= %.
Prin urmare solufia generala a ecuatiei date este

- o 3 |
x=-5ataxu, u arbitrar (ortogonal pe a).

Ecuatia se poate interpreta ca ecuajia unui plan care trece prin punctul de vector de
pozifie X, si are normala a. Solujia ecualici este reprezentarea vectorului de pozilie al
oricdrui punct din plan.

1.2.2. Sa se rezolve ecualia axx=b,azo, a-b=0.

Fie x, o solujie particulara a ecuajiei date. Atunci x - x, este solujie a ecualiei
omogene ax(X—-Xp)=0.

Ecuajia omogend ax(x-x,)=0 este satisfdcutd de orice vector paralel cu a.
Aceasti solujie se poate reprezenta sub forma x —x, = Aa, A arbitrar.

Solutia particularé a ecuaiei neomogene se cautd un vector ortogonal pe a dar si pe b
(proprietétile produsului vectorial): x, = ka x b, constanta de properjionalitate objindndu-se
din ecuatie

axk(axb).—_b = k(..b)a-(a.a)b =h = k._;____l_z.
'0' a

Prin urmare solujia generald a ecuafici date este

X = baxza + Aa, A arbitrar.

Ecuafia se poate interpreta ca ecuatia unei drepte care trece prin punctul de vector de
pozijic x, si are direcfia a. Solujia ecuatiei este reprezentarea vectorului de pozific al
oricarui punct de pe drepta.

1.2.3. Sa se rezolve ecuafia a;-X=a;-X, 8; 20,8 #0,8; #a).

Ecuatia se poate scrie sub forma
v (81 - az) -x=0
si admite solujic orice vector ortogonal pe a, — a;

x =(a; —az) xu, u arbitrar

13
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1.2.4. Si se rezolve ecuafia 8 XX=8XX, 8 20,8, #0,8, # a7.

Ecuatia se poate scrie sub forma
(a,—a))xx=o0
$i admite solujie orice vector paralel cu a; —a;
x = A(a, —a,), A arbitrar.

1.2.5. Sa se rezolve ecuatia (a,b,x) =a.

Ecuatia se poate scrie sub forma

(axbh)-x=a
$i admite solufia (conform problemei 1.2.1)
x=—2 5 +(a x b) x u, u vector arbitrar.
lla > b

Problema are sens numai pentru a x b # 0 dacd a #0.

1.2.6. 8a se rezolve ecuafia  a x(bxx)=¢. Discutie.

Ecuaiia are sens numai dacd a-¢=0, a # 0, b # o Se ob{ine
bxx=-15cxa+ka
a

bxxz—l-zcxa+7u| -b
a
x(a-b)+-(s“—’""2’—°)=o

Sunt posibile urmdtoarele situaii:
a) a- b = 0; atunci ecuajia inijialad da

(a-x)b=c
Ecuatia este compatibild numai dacd ¢=f b si se reduce la

a-x=f = x=%a+axu,uarbitrar.
b) a-b#0; atunci X=—£.T"_’—"-’9. Ecuatia devine
bxx=-1—cxl—wa

a? a-b
Rezulta
x=ub+zlz-[;lz-cxa—(—..’-%’i)—n]xb, M arbitrar.
1.2.7. Sa se rezolve sistemul { ax=a , a0, a-b=0.
. axx=>b

Fie x=x;+x/, a-x; =0, axx, = 0. Atunci
14
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[0}
a-x/ = = X/=—a
a?

axx,=b = x,= lsza
a

deci solutia sistemului este

x:£a+bea

a?  a?
1.2.8. Si se rezolve sistemul { Xty=a Discutie.
xxy=b
Din prima ecuatie se obtine
y=a-x

Substituind in adoua ecualie, aceasta devine
xx{(a-x)=b = xxa=h.
Aceastd ecuatie este cea de la pb.1.2.2. Ea are solujie numai dacd a#o0, a-b=20

(pentru a = o ecualia are solujie numai daca 1 b = o).
Prin urmare solutia sistemului este
axbh
a?

X =Aa+ ——
, A arbitrar.

x+y=a
1.2.9. Sa se rezolve sistemul x+z=b
(xxy)-z=a

Din primele doud ecuatii se objine
y=a-x,z=b-x,
cea de a treia ecualie devine
[xx(@a-x)] (b-x)=0a sauincd (axb) x=a

Solujia acestei ecualii este

—axb+(axb)xu, uarbitrar.

a bll

Ultimul termen este un vector ortogonal pe a si pe b, adica in planul acestor vectori. Deci
solufia sistemului este

:"::x—b“?axb+ka+pb
o
Y= e v PR G A arbiteai
= a axh»—la+(l~“)b
IIaxl)II
15

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



. a,-"XxX-o
1.2.10. Sa se rezolve sistemul ' a,20,a;#0,a, xa, #0.
a - X=0qa,
Solutia primei ecualii este

a :
X==2a+a xu, uarbitrarcua, -u=0
a)
Introducind in cea de a doua ecuatie in x, se objine ecuajia pentru u
a-a
(81 X l|)' u =a2—a1—2———'
ay

si admite solutia

+(a2 xa) xv,

a-a axa
ll=((lz—(l| 221) 2 12
ay /lazx xa|
v arbitrar, ortogonal pe a; x a; adica v =Aa, +paz, A, arbitrari.
Dar

O=a,-u=(a;,a; xa;,v)

v=12Aa, +pua } = n=0

Deci solufia sistemului este

x='('17181 +a, x[(az—anaz.a') A28 +}~(32X8|)Xa|], A arbitrar

aj ai /laz xalf
sau incé
oy ay-a, |aja,—(ar-a))a, 2 :
x==la;+|a2—a;—25 = +Aaj(a; x a;), A arbitrar.
aj a) flaz x alf
a;-X=0qa,
1.2.11. Sai se rezolve sistemul a-x=ay , (a;,az,a3)#0.
A3-X=03

Intrucat (a;,a2,a3) # 0, cei trei vectori constituie o baza si solufia se va cduta de
forma

x=k|a'+k2a2+k3a3.

vectorii a', a2, a* fiind vectorii bazei reciproce (v.§1.4 si problema 1.1.10 f)

1 a; X a3 2 _ a3 Xxa) 3_ a) Xxa)
(a),a2,a3)’ (a1,a2,a3) (a1,a2,a3)

Pentru componentele vectorului x se obfine
ki=a; j=1,2,3
deci solujia sistemului este
a X a3 ) a3 xa, N a, xaj
‘(a\, a2,83) (a1, a2,a3) (ai,az,a3)

Determinarea solujiei s-ar putea realiza procedand ca la problema precedenta.

X=qa

16
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§1.3. Sisteme de vectori alunecatori

Moment in raport cu un pol O al vectorului v legat/alunecator, aplicat in A, este
vectorul legat in O

iy 1 12 13
Mo=xxv, O4=x; Mo=|x1 x2 X3 | =€jmn XmVal;.
Vi V2 V3

Torsorul sistemului de vectori legafi/alunecétori .S = {vj,4,} i, in punctul O, este

perechea de vectori 1o(S) = (R, My), formata din
- rezultanta generala R a sistemului

R =), v; (calculatd ca sumi de vectori liberi);

=
- momentul rezultant M, al sistemului in raport cu punctul O
n —p 5 .
Mo = 2, 04, x v; (suma momentelor calculata ca suma de vectori legaii in O).
=

——p
MO/:M[)+0/OXR

Invariantul torsorului (sistemului): R - Mo =const.
Axa centrala a sistemului: mul{imea punctelor P din spatiu pentru care rezultanta
generald R # o si momentul rezultant sunt coliniari: RxMp=0 sau Mp=2AR

—  RxMo . _OP
Xx=0P,x, = );32 O,a:O;QR,x=x,,+aR
Moi — (2R3 —x3R2) _ Mop —(x3Ry —x\Ry) _ Moy — (xiRz —x2R))
R] RZ R3

Operatii_elementare de echivalentd (operatiile efectuate asupra sistemului de vectori
alunecitori care nu ii modifica torsorul): alunecarea unui vector pe suportul sdu; adaugarea
sau suprimarea a doi vectori egali in mérime, situaji pe acelasi suport, dar de sens opus;
compunerea mai multor vectori cu suporturi concurente intr-un punct; descompunerea unui
vector aplicat in A in mai mul{i vectori aplicai in A.

Cuplu: un sistem format din doi vectori alunecétori avand suporturi paralele si
rezultantd nula. Sistem echivalentcuzero: (S)~{o} < R=0,3Pa.i. Mp=o.

Daca doua sisteme de vectori alunecétori sunt echivalente (au acelasi torsor), atunci

 se poate trece de la unul la celalalt prin operalii elementare de echivalenta.

Cazuri particulare
a) R- My # 0, atunci R # 0, My # 0, caz cu cele doud elemente prezente; centrul de reducere
poate fi punct al axei centrale; in acest caz rezultanta are direc{ia axei centrale si momentul
cuplului are direcjia axei centrale.
b) R- Mo = 0,R-# 0 sistemul este echivalent cu un vector unic situat pe axa centrala.
Mo = M), +Mp, M} =0o(//, L inraport cu R); P € a.c,.Mp=Mph=0
¢)R-Mp =0,Mp # o(R = 0) sistemul este echivalent cu un cuplu de moment M, .
d) R = 0,M = o sistemul este echivalent cu zero.

Un sistem de vectori alunecdtori paraleli: Vv, € (§),3v;a.i.v,=vu

n

" " 1
-R:Zij(Zv_,)u; Mo=2 xjxv,= ZV]X]’) xu; R-Mp=0
= /=1 j=1 j=1

" H
Xg = (z V)X, )/ 2. v; |G - centrul sistemului de vectori paraleli avand rezultanta nenula.
J=1 =1
* %k
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1.3.1. Sa se calculeze torsorul si si se gdseascd axa centrald pentru sistemul de vectori

alunecitori din figura 1.3.1: OA =a, V, =V, = -;—Vs = V. Sa se aduca sistemul la forma

canonicd prin operalii de echivalen(a.

Vi=Vy=V1, V3 =—V(ﬁll +12)
Rezultanta:

R= V(—ﬁll +t2)

Momentul rezultant inraport cu punctul O:

ey
Mo=0AxVy=ay xViy=aV;
Invariantul torsorului:
R-Mo=0, R#o;

sistemul este echivalent cu un vector egal cu R
situat pe axa centrald
Ecuafia axei centrale:

7% _x’Vﬁ_aV—x'V—szﬁ - x3=0
vz VvV 0 x'+x2/3 =a

Aducerea sistemului la forma canonicé prin operatii de echivalenia:
a) V, +V, =V, situat pe paralela prin B la OA;
b) V, translatat in C;
c) V,+V,=R aplicatin A.

Figura 1.3.1.

1.3.2. Sa se calculeze torsorul si sd se giseascd axa centrald pentru sistemul de vectori
alunecatori din figura 1.3.2: latura cubului a, V, =V, =V3=V,V4=Vs=2V. Sa se aduca
sistemul la forma canonica prin operatii de echivalenta.

Vi=-Vy=Vuy, Vi=-V13,Va=-Vs=-2V13
Rezultanta:

R=-Vuy
Momentul rezultant in raport cu punctul O:

— “y -y
Mo=0AxV2+0CxV,;+0Dx Vs =

11 12 4 11 12 13 i1 12 13
=la 0 al|+|laa 0 [+]0 a 0 |=aVy
-V 0 0 0 0 -2V 0 0 2V

Invariantul torsorului:
R-Mo=0,R=#o0

sistemul este echivalent cu un vector egal cu R situat pe axa centrald
Ecuatia axei centrale:

xV _aV-x'V_ 0 . ¥ =a
o o v = {ﬁ:o

Aducerea sistemului la forma canonicé prin operatii de echivalenia:

Figura 1.3.2.

18
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a) V, glisatin O, V, + V3 = M1, —13) = Vi glisatin H;
b) in.:B se introduce sistemul echivalent cu zero {-21, , 21, },

W -2V = 2V + ) = Vg glisatin E, 21, =V, glisat in A;

c) in G se introduce sistemul echivalent cu zero {2V(x, - 1,), - 2V(¢, - 1,)},
Vs +2V(y - 1) =2V, —12 +13) = Vo glisatin A, - 2V(1, - ,) =V glisat in E;
d) sistemul a fost transformat intr-un sistem echivalent format din vectorti
in A: Vo+Veg=Vuy+2Vu=Vn+V, Viu=Vu+V¥Vu, Vi =V,
in E: Vi +Vig=-2V1 -2V,
in H: Ve=Vu-Vis=Vi3+Vyiy, Viz=V1,,Via =-Vi3;
€) vectorii V,, nA impreuna cu V, in H (suporturi concurente intr-un punct pe axa Ox')

$i V,, in E dau o rezultanta nulé;

f) vectorii V,, V.. V. + ¥ = ausuport AE si rezultanta R.

122 14> 10

1.3.3. S4 se calculeze torsorul pentru sistemul de vectori alunecétori din figura 1.3.3: latura
cubului a, Vi=Vo=V3y=V4=V,Vs=Ve= Vﬁ. Sa se aduca sistemul la forma canonica
prin operatii de echivalen(a.

V,:V4:—V12, V2=V1|, V3=Vlj, V5 Z—V11+V12, V6=V12—V13

Rezultanta:
R=o¢
Momentul rezultant in raport cu punctul O:
1y 12 13 11 12 W3 1 12 13
Mo=|0 a O0f|+|la a 0|+ a 0 a |=
vV -V 0 0O VvV -V 2V -V
=—aVn—aV12

Invanantul torsorului:
R'M():O’ R =o0; Flgural33

sistemul este echivalent cu un cuplu de moment M.
Aducerea sistemului la forma canonica prin operatii de echivalenia:

a) Vi+V3+Ve=0;

b) Vi+Vy=-Vs=Vy;

c) V, s1 V, alunecé pe suporturile lor pand in centrele bazelor, momentul cuplului fiind
awy x (=Vu + V1) =-aV(, +13)=Mo.

1.3.4. Sa se calculeze torsorul sistemului de vectori alunecétori din figura 1.3.4: OA = a,

Vi =V =V.Sa se aducé sistemul la forma canonica prin operafii de echivalen(a.
i 8 :

V= -V, Va= Py
Rezultanta :
R -V, un).
19
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Momentul rezultant in raport cu punctul O:
_.) xl
Mo =0AxVy=aux Vi =-aV;

Invariantul torsorului:
R-Mo=aV?#0;

sistemul este echivalent cu un vector egal cu R de-a
lungul axei centrale si un cuplu de moment d}gljat

av: _ py3z
v/2 2

dupa axa centrald avind marimea

Ecuatia axei centrale:

x2V _x3V-x'V_ —aV+x?V % x'+x3=0
V 0 -V

Aducerea sistemului la forma canonica prin operafii de echivalen(a:
a) se descompun vectorii V, si V, in planele verticale care ii con{in dupéd direciiile
bisectorelor axelor

Vi=-Viz= %V(ll —13) —%V(ll +13) =V3;+V,

Va= V= 20 -u)+ 3701 +1) = Vs + Vo
b) vectorii V, si V, se compun ca la problema 1.3.2 b) si dau un vector de-a lungul axei
centrale egal cu R;

s

c) vectorii V, si V, constituie un cuplu de moment in lungul axei centrale My = ‘-lzi/(u —13)

Observatie: aducerea la forma canonicd nu inseamnd neapdrat numdr minim de
vectori, in acest exemplu sistemul format din doi vectori s-a transformat intr-un sistem
format din trei vectori (rezultanta si cuplul).

1.3.5. Sa se calculeze torsorul sistemului de vectori alunecatori din figura 1.3.5: latura
cubului este a, V) =V, =V3 =V4=V . Sa se aduca sistemul la forma canonica prin operafii
de echivalenta.

Vl =V, =—V13,V2 =V4=V3

Rezultanta:
R=o0

Momentul rezultant in raport cu punctul O:

1Ly L2 W 1 12 13 1 L2 13
Mo=|la 0 a |+|0 a a |[+]|a a 0 |=0
0 0 -V 0 0 -V 0 0V Figura 1.3.5.

deci sistemul este echivalent cu zero.
Aducerca sistemului la forma canonica prin operatii de echivalenia:
a) vectorii V| si V, se compun ca la problema 1.3.2 b) si dau un vector de-a lungul axei de
simetrie a cubului
Vi+Vy==-2V13 =Vs;

b) vectorii 'V, si YV, se compun ca la problema 1.3.2 b) si dau un vector de-a lungul axei de
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simetrie a cubului
V;+V4=2V13 =V,

c) rezultanta vectorilor V, si V este nuld.

1.3.6. S se calculeze torsorul sistemului de vectori alunecitori din figura 1.3.6: A(a, 0, 0),
B(0, 2a, 0), C(a, 2a, b), Vi=V3=Va=Vs=V, V2 =2V . S4 se aducd sistemul la forma
canonica prin operatii de echivalenta.

Vi=V4=-V3=Vi13, V,=-2V1,, Vs =V
Rezultanta:
R=WMu +212+13)
Momentul rezultant in raport cu punctul O:
1 12 14 1 12 3 LS 5 &

Mo=|a 0 0|+|0220 |+|a 2a b |=0
o2VvV Vv oV 0 0 -V
Invariantul torsorului:
R-Mo=0, R+#o;
sistemul este echivalent cu un vector egal cu R in lungul axei centrale.
Ecuatia axei centrale:
23V -x _x'V-xV _x¥V-2'¥
V 2V V
dreapta OD, D(a, 24, a).
Aducerea sistemului la forma canonic# prin operafii de echivalenti:
a) vectorii V, si V, se compun §i dau un vector V, al céirni suport trece prin D;
b) vectorii V, si V, se compun si dau un vector V, al céirui suport trece prin D;
¢) vectoriiV, ,V, si V, se compun si dau un vector egal cu R al ciirui suport este OD.

= 23-xt=x'-xd=x?-x!

1.3.7. Si se calculeze torsorul sistemului de vectori alunecétori din figura 1.3.7: latura
cubuluieste2u.m, ¥, = 10um., Vo=V = lZﬁ um.

Vi=1013, V2 = 12(-1; +13), V3 = 12(11 +13)
Rezultanta: 4
R=101+124
Momentul rezultant in raport cu punctul O:

U 12 13 1y U3

Mo=}{2 0 O0|+] 2 2 O |= " o
0100 -12 0 12 v
=241 -241;,+44, "

Invariantul torsorului: Figura 1.3.7.

R-Mop=-240+1056=81620, Rz o

deci sistemul este echivalent cu un vector dirijat dup# axa centrald gi un cuplu de moment in
lungul axei centrale.
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1.3.8. Sa se calculeze torsorul sistemului de vectori alunecétori din figura 1.3.8: A(a, 0, 0),

B(0, b, 0), C(0, 0, ¢). Sa se discute aducerea sistemului la forma canonica.
Aplicalie numerici: ¢ =2m, b=4m, c¢=3m P=2N,0=-1N,§=2N.

P=Py, Q=01 §=8
Rezultanta:
R=St;+P1, +013.
Momentul rezultant in raport cu punctul O:
Mo=au xPu+bi,x0uy+cty3 xSy =
=bQ1 +cSt1; +aPuy.

Invariantul torsorului:

R-Mgp =b0S+cSP+aPQ. Figura 1.3.8.
Forme canonice posibile:
1° sistem echivalent cu zerc
R=0, Mp=0 & P=0Q=8=0;
2" sistem echivalent cu un vector nenul egal cu rezultanta, de-a lungul axei centrale

-

Pr+Q2+8220

R#0, R-Mo=0 < {kQS+cSP+aPQ=0;

axa cenrald se determina din

bQ-x2Q+x’P  cS-x'S+x'Q0  Gp_x'PiylS.
s - P B 0 ’

existd doud situalii posibile:

- sistemul initial este format dintr-un singur vector nenul, de exemplu P# 0,0 =S5=0; axa

centrald a sistemului este dreapta suport a vectorului nenul, pentru exemplul considerat
1 — .

x!'=a;

- sistemul inifial este format din doi vectori nenuli, de exmplu P20, @0, S=C(; axa

P ..
centrald este dreapta P +Q*
xX2Q-xX*P=5bQ
3° sistem echivalent cu un cuplu

P=0=5=0 .
Q) +(cS)? +(aP)? 20 ’
aceastd situatie este imposibild, conditiile fiind incompatibile;

4° sistem echivalent cu un vector nenul egal cu rezultanta, de-a lungul axei centrale gi un
cuplu de moment dirijat dupa axa centrald

R=0, Mp#0 & {

P2+Q2+52%0

Reo, R-Mgwd 4 { bOS+cSP+aPQ # 0

axa cenrall se determini din

bQ-x’Q+x'P _cS-x'S+x'Q  ap-x'\P 4+ x2S
5 - P - 0

R-Mo ., _bOS+cSP+aPQ
RP R= RV (Sti + Py +Q13).
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Pentru aplicatia numerica:
R = 201 +21- 13 (N), Mo =-—4l| +61, +4l3 (Nm), R-Mo’—'o
deci sistemul este echivalent cu un vector unic egal cu rezultanta sutuat pe axa centrald
{ x'+x2+4x3 =10
4x' - 5x2-2x3 =4

1.3.9. Sia se determine locul geometric al punctelor din spatiu in raport cu care momentul
rezultant al sistemului este minim.

1° Rezultanta sistemului este nuld. In acest caz momentul rezultant este acelasi in orice
punct din spatiu. Locul geometric este intreg spatiul.
2° Rezultanta sistemului este nenuli. Momentul in raport cu un punct se descompune in

doud componente: una paraleld cu rezultanta, alta ortogonali pe aceasta
Mo = M), + M, M% = o(//, L in raport cu R)
Invariantul sistemului se va explicta prin
R-Mo=R-Mj)

deci componenta paraleld are marime constantd si cum [[Mof® = I’Mé’,ﬂz +BM$BZ, momentul
rezultant este minim in punctele in care componenta ortogonald este nuld; asadar locul
geometric cdutat este locul geometric al punctelor in care momentul rezultant este paralel cu
rezultanta, prin urmare locul geometric este axa centrala.

1.3.10. Si se determine locul geometric al punctelor din spatiu in raport cu care momentul
rezultant al sistemului are mdrime data M.

1° Rezultanta sistemului este nuld. In acest caz momentul rezultant este acelasi in orice
punct din spatiu. Dacd mirimea momentului rezultant este M, atunci locul geometric este
intreg spatiul; dacd mirimea momentului rezultant este diferitd de M, atunci locul geometric
este mul{imea vida.

2° Rezultanta sistemului este nenuld.Fie (A) axa centrald a sistemului si A un punct al
locului geometric cdutat.

—> —> .
MA=Mmi,,—0AxR=M..;.,—xlxR(0A=x”+xl in raportcull).
Dar

- M2
M2="M"""“2+n‘l"R||2=uMmhlz+d’M’=>d’=w'— m:zl-&n const

Locul geometric este o suprafa{d cilindricd cu generatoarele paralele cu axacentrald a
sistemului i avind curbi directoare cercul de razéi d cu centrul pe axa centrali.
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§1.4. Baze reciproce.Coordonate curbilinii

1.4.1, Fie
| pentru (] - 3) ermutare para
P jok P p
123 ;
€ =4 -1 pentru Iy permutare impara
0 pentru (jl 12( :; ) # permutare
Si se arate cd
8}’ 8}’ &}
eu €Pr =det| §; 8] & |sem e =878 -88]; em et =28}, em M =6.
87 87 8]
100
Fie matricea unitate /=| 0 | 0 |, avind determinantul det / = 1. Prin formarea
001

unei matrice noi din liniile 8i coloanele matricei / , determinantul acesteia va fi +1 dac# cu
liniile sau coloanele s-au efectuat permutdri pare, -1 dacd cu liniile sau coloanele s-au
efectuat permutéri impare si 0 dacd nu s-au mentinut toate liniile sau coloanele matricei
unitate. Acest rezultat este scris prescurtat in prima relatie.

5 8 &
€ €/ =det| § & 8, |=
5 87 8] |
- 3(a18; - 3783 -8 (5487 - 67 + (537 - 8181 = 8185 - 8387

cju € =8k8] —818f =28]; em M =28/=6

1.4.2. Si se arate cit dacd {e,-}}_d’?‘3 este o bazi in V, atunci existi o bazi unicd in V,
{€*} 123 » Cu proprietatea e; - e* = §; .

Fie k= 1. Vectorul e' trebuie s# verifice relatiile
ej-el=1e,-¢' =0, e;-e! =0.

Din ultimele dou relatii rezults c4 e' este ortogonal pe e, , e, , deci este colinear cu produsul
lor vectorial
el =ae; xe;,

coeficientul de proportionalitate determinindu-se din prima relatie
a=1/(e,e,,e,).

Procedand analog cu céilalti indici, se obtine sistemul unic de vectori

1

= o Moy x g
2(eq, ez,e3)

pentru care
(e',e’,e')=1/(e,e,,e,)
24
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relafie care inscamn linear independenia sistemului de vectori {e*},_, , ;.
Doua baze {e;} _,,, si {e*},, 53 ai céror vectori verificd relaiile e;-e* =8,‘~k se
numesc baze reciproce.

1.4.3. Sa se determine expresiile analitice ale operatiilor cu vectori in baze reciproce.

Un vector poate fi descompus in oricare dintre cele doud baze reciproce
- ca vector contravariant

v=ve, wW=v-¥;
- ca vector covariant
v=viet, vi=v.e;.
Relatiile intre componentele contravariante si cele covariante (relatii de transformare sau
relatii de ridicare respectiv coborire a indicilor) sunt
v = vi(e - eX), v, = vP(en - €p).
Expresiile analitice ale operatiilor cu vectori sunt:
- adunarea a doi vectori
a+b=(d+b)e; = (ar +by)e
(vectorii se consideri de acelasi tip, suma este de acelasi tip cu termenii);
- inmultirea unui vector cu un scalar
oa = (ae’)e; = (aax)e*;
- produs scalar a doi vectori
a-b=ab; = arb* = a"bP(e,, - €,) = a,b,(e -e°)

(expresia este mai simplé dacé se considerd vectorii de tipuri diferite);
- produs vectrial a doi vectori

e! e2 ¢ e e e
axb=(ej,ee3)| a' a2 a@® |=+———<|a) a2 a3
bl b2 b3 (e1,e2,€3) by by bs

(produsul a doi vectori contravarian{i/covarianti este un vector covariant/contravariant);
- produsul mixt a trei vectori

a' a? a3 { a, a; a3

_ 1 p2 3 |= b
(a,b,c) = (ey,e;,e3) bl b2 b3 @603 by by b;
cl ¢ e ¢y c2 €3

1.4.4. Si se determine relafiilc dintre componentele co- §i contravariante la schimbarea
bazelor.

Fie in V doua baze {e;}.,,, $i {et},.,, ; bazele reciproce corespunzitoare
{em}, 123 81 {€"},.12, - Au loc relatiile
€= a,'ei af = ¢;.e’k e, =alre, ol"=el.0"

e =phe’r ph=ere, e =p/ne P/, =ee,

25
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Seturile de coeficien{i considerali nu sunt functionali independenti; din expresiile tor rezulta

Po_ P - . kP _sp w1 _ sl
g =0ygq, /’,——a" ’ (1/0,‘. '-'5}, Oy 0!,,’-—5,, ’

adicd matricele A = [aj‘] si A’ =[a}!] sunt matrice inverse, cu
(e1,€2,€3)
VN £
(e 1, €2, 03)
Componentele unui vector in bazele considerate sunt legate prin
) /i k
W =vihal, vt =vaj,

vs = viot, vi = v,a’f,

detA =

Relatiile se mai pot scrie matriceal (formal)
T T
[er,e2,03]" = A[e), €3, €3]
[el’ez’eslT___A-I[e/l’ezz,en]T
v T_ AT V2, ‘,IJ]T

T
[V],V2,V3]T =4 r[vllavéavgl

1.4.5. Transformare de coordonate curbilinii. Suprafati de coordonate, linii de coordonate.

Se numeste transformare de coordonate curbilinii anlicatia
x : D — V, D - domeniuconvex
2 =2q", 4% q%) k=123
bijectiva, diferentiabild, cu jacobian nenul
_ Xz, x2,5%) "
aq'.q9% 9%

Se numeste suprafatd de coordonate

q* = ¢/* = const.

suprafata

X= x(q"qz’ (]3) =gt

Linie de coordonate (q") este curba aflati la intersecfia suprafetelor de coordonate
corespunzitoare celorlalti doi indici

X = x(ql’qzsq3)|

9=q" qr=gm

k
1.4.6. Vectorii g, = % = % irx Jj=1,2,3 formeazi in fiecare punct o bazi.

Produsul mixt al celor trei vectori este chiar jacobianul transformérii
i o3
f_(;xTiiLL‘l = J¢ 0
Aq'9%q")
deci ci formeaza un sistem linear independent de trei vectori adica o bazd. Baza (g/) ., ,, se

(81,82,83) =

numeste baza locald naturald. Baza definitd este calculatd in fiecare punct, de aceea se
26 |
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numeste locald. In cazul particular al transformdrii identice, baza {1} =123 verificd definitiu
bazei locale; acest fapt justificd denumirea de baza naturala.

1.4.7. Baza {(g"},_,,, fiind reciproca bazei locale naturale {g;}., ,, ¥i notind
8B =g B" 8" =g (g =gy, g™ =8"")

sa se arate ca

g =gmg", 8° =8g"gs.

Rezultd direct din modul de objinere a componentelor unui vector intr-o baza
(v.pb.1.4.3).

1.4.8. Sa se arate ca matricele [g],;., 5> [€™],,,-125 Sunt matrice inverse
= g=¢" (EmE") = gmg™ = &"gm

1.4.9. Sascaratecd J2 =g, g=det[g;]-

J= (dct[g;sz—dt[ax] dt[aqk] dt[g";’kaaf"] det[gh..]=g..

Observafie. Se pot considera numai transformari cu jacobian pozitiv; dacd jacobianul

nu este pozitiv, cum el nu se anuleazd, péstreazé acelagi semn §i printr-o renumerotare a
coordonatelor se poate aduce la o transformare cu jacobian pozitiv.

J=E.

1.4.10. {gu},,.,,, definesc proprietéfile metrice in x (D).

= ﬁ | = f
N aq,dq’ gid¢
- Lungimi
ds? =dx-dx = (g,d¢’) - (8xdg"*) = gudg/dq*;
- arii
djx = gi/d¢/  (flird sumare dupd )
djxxdix =€u 8'(81,82,83)dq/dq" (firk sumare dupd j, k)
|djx x dix| = |€u |,/Eg7dqqu" (fird sumare dupd j, k)
Idix x dox| = Jgugn - g} dq'dq?
- volume

(dix,d2x,d3x) = (81, 82, 8:)dq ' dq?dq’ = /g dq'dq’dq?
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.+ 1. Sa se oblind componentele fizice ale unui vector.

Coordonatele curbilinii pot fi lungimi sau unghiuri. Vectorii bazei naturale corespun-
zatori coordonatelor lungimi vor fi adimensionali, iar cei corespunzitori coordonatelor
unghiuri vor avea dimensiunea unei lungimi

 Iq'] = M°LT® lg ] = M°L°T®
lq’] = M°L°T°  [g]=M°LT°
Din acest motiv componentele unui vector sau ale unui tensor nu vor avea neaparat

dimensiunea acestuia. De aceea se asociazd fiecirei componente o mirime numitd
componenta fizicd obtinutd prin adimensionalizarea bazei

vt =% (@) - - 3 () B

WD) =y [oll | s B8 =y ‘/ H (ﬁiré sumare dupa j, k)

In cazul coordonatelor curbilinii ortogonale ( gy = 0 pentru j # k ) aceste relatii devin

WD) — [27 v = ; (fira sumare dupi j, k)

1.4.12. Fie coordonatele curbilinii introduse prin relatiile
x:D >V ' =filg), ¢*,¢") }=1,2,3
x: D>V =g ' ¢ *q¢D j=1,23
cu proprietdfile mentionate in definifia transformarilor de coordonatc Aceste proprietiiti
permit definirea unei transformari de coordonate
g.0'>D  ¢=01q" 9" j=123

cu aceleasi proprietdti. S& se obtina relatiile intre vectorii bazelor locale naturale asociate si
dintre componentele vectorilor in bazele respective.

Relatiile intre vectorii bazelor locale naturale asociate si dintre componentele
vectorilor in bazele respective

oq™ oq"

b ki / = .
&= o gk Bm 6q"”g
P ’r
gp - _gg?; /s glr - %gh
v=wg; =vgh=vmgl =v/gP
e - %
V= 6q”"vm pi _67;—’_"’
’r s
v, = gqp v$ Vf. = aq,,v,

Prin compararea relatiilor de schimbare a componentelor unui vector cu relatiile de
schimbare a bazelor locale naturale asociate schimbdrii de coordonate curbilinii, se poate da
o justificare a denumirilor date la pb.1.4.3:

- vector contravariant: relatiile conlin derivatele coordonatelor in sens contrar,
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- vector covariant: relajiile confin derivatele coordonatelor in acelagi sens.

1.4.13. Se considerd o transformarc de coordonate de clasi C°. S4 se arate cé
aq‘ rklgh % = _r‘k’rg’

3 s . ag"’ aglk
jk= rkp /k 28" [ Bql aqg aq
I'ji - simbolurile lui Christoffel de speja a doua.

aasi rkjgh agp B‘k’r
% _ o 0 o8 AR
o~ og* (a(/) 5(1’(0{1) ap = =Ty
}:=%-g’:%-3"&=%§'(g&k gr+g;‘-gr)=

AR 2 ) de(B 2 e )

Ogir  Og)r _ 081*)
zg*’( O/ 0(/ oq"

P s _DEP_ . L Dgl' Psr

-Th =0-T% =-T%,.

1.4.14. Fie campul diferenjiabil v si o transformare de coordonate de clasd C°. S& se arate
ca
OVim
(;2;1 V'*g,—v,,,_kg v"k—g);:+r,‘,v Vm,j—-ak rb,,Vp

Relajiile rezultda din regulile de derivare ale produsclor si rezultatele stabilite in
propozijia precedenta

XN _ g_ L ( )

DV m ‘) Tm m - i

1.4.15. Fie coordonatele cilindrice definite prin
x! = glcos¢?
v =¢'sing? D = (0, +x) x (0, 2®) x (—, +x)
=g

(in notaii obisnuite ¢' —r, ¢? =0, ¢ =2z). Sa sc determine

a) Jacobianul transtormarii;

’7()

-~
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«suprafelele de coordonate, liniile de coordonate;
¢} vectorii bazei locale naturale i ai reciprocei;
<!) relajiile pentru componente fizice;

¢) formulele de derivare,

a) Jacobianul transformérii este
cosg? sing’? 0
J=|-q'sing? q'cosq® 0 |=¢q'.
0 0 1

b) Suprafetele de coordonate
q' = q"* supr.cilindrica de generatoare paraleld cu 1,, curbé directoare cerc de razii ¢'*;
- ¢% =g* semiplan prin axa 1, , care face cu direcjia 1, unghiul g*
q* = ¢** planul normal la, , x* = ¢**. .
Liniile de coordonate
- ¢*=q%,q° = ¢** dreapiin plan normal la \,, z = ¢**, care face cu 1, unghiul g>*
¢’ =q¢*,q" =q'* dreaptiin plan normal la 1, , z = ¢** tangentila cercul din plan cu centrul
pe axa Ox’ de raz ¢'*;
- q'=¢",4% = ¢** cerc in plan normal la 1, , cu centrul pa axa Ox’

c) Bazele locale
L= =cosq?1) +sing? 1y

g|=6q|

= -Q% =g'(-sing? 1y +cosq?1y) ;

1g2_® ax
B3

g' =cosg?1) +sing?

:[3

gl= ql,(--sinq2 1 +cosq’1a) ;

g'=1u
1 0 O
lgxl=| 0 (¢")’ 0
0 0 1

Coordonatele cilindrice considerate sunt ortogonale.

d) v,:v':v.,w:q'v’:—!rv;, = =,
q
Coordonatele fiind ortogonale existd un singur set de componente fizice.
€) Simbolurile lui Christoffel de spefa a doua nenuli sunt
Fa=-¢',Th=T}= ;lj'

Rezulta
v 2 2 o’
= 2 By - oy
Vg = ﬂ(’ vV ’(’l 12v5, V g = (‘h'
‘\» a’,.‘
"l,z = :'Wq +rnv2‘ vl Q= 2:2 +l‘,,v ’ l"z = ;}T{'
30
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\“‘ ~ -
cq’ cqt gt
ad vy 2 ovy
v'lz‘1 T :———--‘1 i —rupz ‘;"_ ~
cq 7l
3
ovy 2 ov | v
Vig=2—5— vy, V2o = Y] ~Tpvi, van = L
oq dq g
S % = vy
l;3" ",(", 2;3"») 3° ~ 3

1.4.16. Fie coordonatele sferice definite prin

x! =q'sing’cosq*
x?=¢q'sing’sing® D =(0,+%) x(0,m) x (0,2n)
x} =q'cosq?

(in notatii obisnuite ¢' = r, ¢> =6, ¢* = ¢ ). S se determine
a) jacobianul transformarii;

b) suprafeiele de coordonate, liniile de coordonate;

¢) vectorii bazei locale naturale si ai reciprocei;

d) relatiile pentru componente fizice;

e) formulele de derivare.

a) Jacobianul transformadrii este
sing?cosq®  sing’cosq’  cosq?
J=| g'cosqcosq’ q'sing’cosq’ —q'sing? | = (q')’sing?
—q'sing?sing® q'sing’cosq? 0
b) Suprafelele de coordonate

- q' =¢q'" suprafata sfericd cu centrul in origine si de razd ¢'*;
- g% = ¢** suprafala conica (con circular) cu varful in origine si deschidere la varf 2¢?*;
- ¢* =¢** semiplan prin axa Ox’, care face unghiul ¢** cu directia t, .
Liniile de coordonate
- q?=q*.q* = ¢’ dreapta prin origine (generatoarea conului);
- ¢*=¢*,q' =q" cerc cu centrul pe axa Ox’, normal la aceastd ax# (cerc paralel pe sfera
de raza ¢'*);
- q'=q'",q* = q* semicerc cu centrul in origine, avind un diametru pe directia t, (cerc
meridian pe sfera de razad ¢'*).

c) Bazele locale

{ i
Ox T, 3 SR NS, | 2 X
= 2= = + . 4
B sing’cosg’t) +sing’sing’1; + cosg’iy

0 . ;
y Bi= % = ¢'(cosq*cosq*ii + cosg?sing’1; —sing?ty)
dq

g1

g1 = 2% = ¢'sing?(-sing’t, +sing’cos g12)
g

g' =sing?cosq’ty +sing?sing’1; +cosqit;

2_ | 2 3 diin A :
gi= ;I—r(cosq cos gty +cosg’sing’1y —sing?ty)

| c 2 3
——(-sing’1| +sing‘cosq’1; ,
q'sinq? 17eosq 1) Figura [.4.16

3
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(1 o 0 ]
1 o 0 " (,)’ 5
LL'/"] = i 0 (’/l)? 0 :[gmn] = ql
L0 0 (g'sing?)’ . ( 1 )’
i q'sing’
Coordonatele cilindrice considerate sunt ortogonale,
d) ve=vl=v,vg=glvi= qlvz, ve =q'sing?v? = q'si]nqzv

Coordonatele fiind ortogonale existd un singur set de componente fizice.

e) Simbolurile lui Christoffel de speta a doua nenuli sunt
Ih=-¢q',Th=—¢'sin’q2, T} =T} = qll =T}, = —sing?cosq?, T}; = —ctgq?

Rezulta
vl = g;‘;—i—, vZ, =-a—q—2|-+[’ 2, vy =-g";’-+r 5V,
vl =g—;—;—+l‘;zv2, v =—,)—q—2+l" vl vy =%;——+l" e,
iy = qu—;—+l"3v‘ vh = -(%w wi vl =25 6q3 +l"3,v' +T3,v2.
Vi = %, vt = ‘):I =Thva, vau = '(:);,-—rmvs,
Vig = qu ~Thva, vaa = %- Thvi, vay = 2; -T2,
Vi3 = %— s, vay = 643 ~-T3vs, Va3 = é?-r,,v, ~Thv,.
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MECANICA NEWTONIANA
A SISTEMELOR DISCRETE DE PUNCTE MATERIALE

PRINCIPIILE MECANICHI NEWTONIENE (10}, {19])
i)  Spatiul este suportul materiei. Spatiul fizic

- are trei dimensiunt;
este absolut si independent de materie - omogen i izotrop - spatiul euclidean £, .

Timpul este universal, absolut,
transmisia semnalelor se face instantaneu;
evenimentele sunt fie simultane, fie succesive;
timpul are o singurd dimensiune, este omogen;
timpul este ireversibil.

i)  Miscarea unui sistem material fafide altul inseamnd modificarea, in timp, a
distantelor punctelor acestui sistem material fa{d de punetele unui alt sistem material.

Reper - sistem de referinld - este un sistem rigid format din cel pulin trei puncte
necolineare.

Miscarea si repausul pot fi considerate absolute, raportind la un reper presupus fix,
sau relative, raportind la un reper mobil.

Elementele care caracterizeaza miscarea in raport cu un reper sunt vectorul de
pozifie, viteza si accelerafia ca functii de timp si constituie obiectul cinematicii.

i)  Axiomele masei :

- oricérui sistem material i se asociazd 0 mérime de stare numitd masa sistemului
- masa este o marime reald pozitivi;

- masa unui sistem material este constantd in timp;

- masa este aditivd (pentru o diviziune a sistemului, masa smemuim este suma maselor
subsistemelor);

- pentru un sistem de puncte materiale {P,, m, }_, , existd un punct unic C, numit centru de
masd sau centru de inerfie, cu proprietatea

Y
t ijP,- =0.
=1

iv) Forfa este aspectul interactiunii sistemelor materiale care determind migcarea lor.
Mecanica nu studiazé natura forielor si le presupune date.

Axiomele forfei:
- for{a aplicatd unui punct al unui sistem material este un vector legat;
- acliunca a doud for{e asupra aceluiasi punct material poate fi inlocuitd cu actiunea unei
singure for{e corespunzind diagonalei paralelogramului asociat forielor date; actinnea unei
forfe intr-un punct poate fi inlocuitd cu acliunea a doudl forle reprezentate de laturile unui
paralelogram a céirui diagonald este for{a datd.

i3
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) Principiul inerfiei: existd un sistem inertial in care orice punct material fisi pistreazi
starea de repaus sau de miscare rectilinie uniformé atita timp cat asupra lui nu actioneazi
nici o forla.

vi)  Principiul acfiunii forfelor (legea a doua a lui Newton, in formularea dati de
Newton): Varialia miscérii este propor{ionald cu forfa motoare imprimatd si este dirijatd
dupa linia dreapta in lungul céreia este imprimaté for{a
ma=F
(F rezultanta fortelor care ac{ioneazi asupra punctului material).
Pentru un sistem discret de puncte materiale {Pj,m;} . r acest principiu se aplicd
fiecdrui punct material al sistemului

N
m,a,:F,-+ZFﬂ, _]—'—i,w

k=1

kef

F, fiind rezultanta forfelor exterioare care actioneazi asupra punctului P, , iar F, for{a
interioard, cu care punctul P, aclioneazi asupra lui P,.

vil)  Principiul acfiunii §i reacfiunii: Actiunile reciproce a doud puncte materiale sunt
intotdeuna egale i dirijate in sensuri contrare: P, , P, puncte materiale

F, +F, =o, F,||P,P,.

viii)  Principiul conditiilor inifiale: Starea inifiald (¥, x°, v°) a unui punct material
determina starea ulterioard a acestuia. (Solu{ia problemei lui Cauchy asociaté legii de miscare
existd i este unica)

- Conditiile care asigurd existen{a si unicitatea solutiei, asigurd si dependenta continui de
datele inifiale pe un interval finit de timp.

- Problema dependentei solutiei de datele inifiale pe un interval infinit de timp este problema
stabilitafii migcarii.

ixX)  Principiul newtonian al relativitdfii: Fie reperele { o, {1;} ot ‘2,3} si {0, {}prs ,3}

Legile mecanicii newtoniene in taport cu cele doud repere sunt invariante la transformirile
din grupul lui Galilei

Xo, V, nu depind de timp.
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Capitolul 2
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL

Fie un reper fix {o (v}, } si x vectorul de pozitie al unui punct material in raport

=123
cu acest reper, functie vectoriala de timp
Xx:JcR >V

de clasd C? (/ - interval, momentul initial ¢, € 7). Se definesc
- viteza punctului material in raport cu reperul considerat

(1) _dx .
dt
- accelerafia punctului material in raport cu reperul considerat
(2) a= ﬂ - (sz
dt drr
Daca reperului considerat i se asociazd diferite sisteme de coordonate, se obtin
reprezentdrile:
- in coordonate carteziene ortogonale
(3) x =x/(Oy, v=3/(Ny,a =Ny y-w=08;;
- in coordonate cilindrice
(4) X=m,+2l, V=i, +0 +2,

a :(?—@2)1,A+(2i(.)~70)10 +A,.

Pe triedrul lui Frenet {t, v, B} asociat traiectoriei punctului material

N dx dtv _ | B
(%) X =3k w= ds * ds “pYe P=rxv
V=45T, a=5T+ §2
=8, f=! 5V
Pe triedrul lui Darboux {t, m, n} asociat suprafelei pe care se miscd punctul material
32 32
(6) V=W, a—\r+5;n+5g—m

Miscarea relativd. Fie un reper fix {O,{L }; ,,,} si un reper mobil {o,{ 1,},.,,,}.
Miscarea este caracterizata prin

X=X_+x X=X1I,X, = Xol;, x = ¥t
(7) V=v +v
V - viteza absoluta V = XI;, v - viteza relativd v = i1

v, - viteza de transport v, =V, +® x X

V, =Xl
di
.7‘;. =@ X1, O= % g kim (?” t,,,) ¢ (formulele lui Poisson)
(8) A=a +a +a

A - acceleratia absolutd A = /"Yflj, a - accelerafia relativd a = ¥*i;
a, - acceleralia de transport 8, = Ao +® X X +® x (@ x X), Ao = X
a_ - accelerajia Coriolis a, =20 x v
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§2.1. Cinematica migcarii rectilinii si circulare

2.1.1. S se gascasca legea de miscare pe traiectorie stiind cé la momentul ¢ = 0 mobilul se
afld in punctul A, s = s, $i la un moment oarecare ¢ , mirimea vitezei este

a) v=ks, [K]=L°M°’T";
b)  v=kJ/s,[k]=L7"MT;
c)  v=ks?, [k]=L'M'T";
d) v==Kks, [(]=L2M°T" ;

k constant.
Stiindca v= %‘5 din ecuatiile diferenfiale corespunzitoare rezulta
a) s=ks = s=s4exp(kr);
b) s=kJs = s=(/s4 +~;-kt)2;
§ = 02 = S“ N
c) s=kst = s skt

d) s=kis = s:,/zkms}.

Observatie. Rezultatele nu depind de traiectoria punctului material.

2.1.2. Sa se determine miscarea a doud mobile pe o circumferinta de razé r stiind cd
mobilele pornesc, la momentul 7 = 0, din doud puacte A si B diametral opuse i au la fiecare
moment viteze dirijate in sensuri de circulafie opuse, egale in mérime, valoarea comuna fiind
proporjionala cu distan{a dintre cele doud mobile.

Pozi{ia cclor doud mobile pe circumferinii este datéd de unghiurile la centru 6, si 0,
(6, <8, ). Modulul vitezelor in migcarea circulara va fi

Vi -_-'él, 2 = *'62
Vi =vz=2krsin93;2_—e—’-

Avind in vedere pozitia initiald 0 = 0,03 ==, si cé
0, = —0,;, rezulta

él =2k0089|

o(u5-2))--

01 = 2arctg( th (kt)).

$i deci

2.1.3. Sa se studieze miycarile rectilinii oscilatorii
a) x =Acosot + Bsinot;
b) x = e M(A.coswt + B sinnf).
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a) Notand
A=asing, B=acose, a= J4*+B?,

ecuajia de misgcare se rescrie
x = asin (0f+ @)
care aratd ca x oscileaza intre -a $i +a, a fiind amplitudinea oscilajici, ot +¢ faza §i x
clongatia. Prin derivare, se objine viteza
x=aocos(or+¢), v:=w(a?-x?)

si accelerafia
X = —aw’sin (0! + @) = —ax.

Miscarea este periodicd cu perioada
1 = 2n/0.

b) Conform definitiilor vitezei si accelerajiei se obfine
x = ~Ae™M(4 cos wf + B sinwt) + e ™M(~A sin ot + B cos of)
¥ =\ -oYe™(A4coswr + Bsinwr) - 2hwe M(~A sinwt + B cos @f)
Momentele in care viteza se anuleaza sunt in progresie aritmeticd cu rajia T =2n/0, iar

elongaliile corespunzatoare acestor momente sunt in progresie geometricd cu rafia e™,
Rezultate numerice $i diagrame pentru asemena migciri sunt date in paragraful §3.8.

2.1.4. Un mobil parcurge, cu o vitezd a cérei marime v = f(2), f se presupune derivabili,
pe o traiectoriec compusd dintr-o porfiune rectilinie $i un arc de cerc de razd r care se
racordeazé in A. Care este varialia acceleratici cind mobilul trece prin punctul de racordare
A?

In porjiunea rectilinie a traiectoriei, accelerajia are direcfia suportului traiectoriei i
mérimea f'(f).

Pe porfiunea de traiectorie circulard accelerajia are o componentd tangentd la
traiectorie egald cu f'(f) $i o componentd normald egala cu f *(£)/r.

Deci acceleratia in A are o variajie corespunzitoare componentei normale in A.

2.1.5. Dupa ce lege se miscd un punct pe o circumferinid incat acceleraia sa sé fie
proporjionald cu viteza?

Fie O unghiul razei vectoare cu o directie fixd, Notand

O=¢
rezulta
et +62 = k%g?
de unde
éz s ez(kz -82),

k fiind o constanta de proporiionalitate. Se dedue doud solutii:
1° integrala generala
_ L kK .
t—ty ——-k—|n|r§-' 8—2_ | :l,
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2° integrala singulard
e=k 0=k+k
aceasta corespunzand unei migciri uniforme, ceea ce era evident a priori.

2.1.6. Un punct descric o circumferin{d de razé r astfel incét viteza la fiecare moment sé fie
mésurata prin acelasi numar ca si distanja punctului M la un punct fix O pe circumferinta. La
momentul ini{ial 7= 0 punctul se giseste in O' diametral opus lui O. S se determine legea de
migcare §i acceleratia mobilului.

Fie C centrul cercului $i 0 unghiul razei CM cu CO i migcarea are loc in seas
trigonometric de la® =x la 6 =0. Atunci (din(4), ) rezultd

v=r(§=2krsin-g-

k fiind constanta unitard ([k]=T"), de unde
' ctgg- =eH

Componentele accelerafiei sunt (din(4), )

_ - _ . 0)?
D = k2rsin®, r02—4k2r(sm-i) .

Punctul are o migcare asimptotica spre O'.

14/
Figura 2.1.6

2.1.7. Dou# mobile incep migcarea simultan din A cu viteza initiald v,. Unul dintre mobile
se migcd pe o circumferinid de diametru 2r cu acceleratia tangentiald a, , celilalt mobil
parcurge diametrul AB uniform accelerat cu acceleratia -a,. Ele ajung simultan in B.

a) Dupa ce interval de timp se intdlnesc cele doud mobile?

b) Care este acceleratia a, ?

c) S4 se determine acceleratia primului mobil in B si unghiul pe care il face cu viteza in B.

Miscarea celui de al doilea mobil va fi caracterizati prin
V2=V, —tay, X2 =W, — %t’a,.
Intrucit acceleratia tangentiald a primului mobil este constantd, el va avea o vitezi

V| =V¢ +ta'
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si va parcurge arcul

S=We + ‘%[2(1,.
In intervalul de timp 1., dupé care mobilele se intdlnesc, ele parcug respectiv

2r= teVo — -l—tga,

2
nr = tng . o lt%a‘
2
Rezulta ca intalnirea are loc dupa intervalul de timp
_(m+2)r
: 2v,
deci accelerajia tangeniiala trebuie sa fie
n-2  4v
G=N T
(m+2)

Accelerafia normala in miscarea primului mobil pe circumferinta va fi

(Vo + ta,)?
In=———F

deci unghiul acceleratiei primului mobil cu viteza sa in punctul B va fi dat de

(@) _Gr-2)°
‘5“"(rl:),,“ arx-2)"

2.1.8. Din A pornesc doud puncte materiale, pe un cerc, cu aceeasi vitezd inifiald v, , in
sensuri opuse. Punctele materiale au migcare uniform acceleratd cu acceleratiile a, , respectiv
-a, . Ele sc intdlnesc in pozijia B in care punctul material cu migcare uniform incetinita se
intoarce. Cat de mare trebuie sa fie v, ? Ce unghi fac accelerajiile celor doud mobile in B?

Cunoscind acceleratiile tangentiale in miscarea celor doua puncte materiale, rezulta
vitezele si legile de miscare

VI =V Hla,, 5| =1V, +-]—t2a,

2

V) =Vo— Iy, 52 =1V — %tza,

Viteza celui de al doilea mobil se anuleaza pentru
Vo

lo = —

a:’
Lungimile arcelor parcurse, corespunzétor acestui moment, au suma 2nr, deci
v

“‘:'ﬁ;'

Unghiul celor doud acceleratii in B este dat de

_(an) _ il _
tgq)_(a')n_vg/nr—4a-

2.1.9. Aceceasi problemd cu a, arbitrar datd. Dup# cét timp se vor intilni mobilele? Ce
unghi fac acceleratiile in punctul de intdlnire?
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Primele relatii din problema precedent# rimén valabile. In momentul intlnirii

sy +83 =2mr;
timpul corespunzitor este
=5
te = v,

Unghiul dintre acceleratii este dat de
COSQ =anap +anan

2 2
Vo + Tra /v ( — nra,lv )
g =—Qp =0y, Ay = g—l——r#L a - Vo g L)

’ n2 = r

2.1.10. Un punct material descrie un semicerc. Proiectia migciirii pe diametru este o
migcare uniformd cu viteza c. S# se giiseascl viteza §i accelerafia punctului ca- functii de
pozitie si direcfia acceleratiei.

Fie R raza semicercului §i © unghiul ce caracterizeazii pozifia punctului material.
Viteza punctului material va fi

v= RO = —'—Q-—'
sin®
Acceleratia va avea componentele
_ c*cos® IR,

. v

a=v y Oy = == = o
! Rsin’0 R~ Rsin’®

deci

2 e a
fiall = m, cos(a,x) = fai =sin0,

2.1.11. Un punct material descrie un cerc cu acceleraia trecind prin putictul A al cercului.
Viteza arcolard este c/2. S& se giseascd viteza §i acceleratia punctului material (Newton).

Considerind coordonate polare cu polul in A si notind a raza cercului, ecuatia
parametricd a cercului va fi ‘
r=2acos0;
viteza va avea componentele ;
v, = =-2adsin®, vo = 18 = 240 cos®;
mérime a vitezei va fi

vl =4a¥? = 4“—:20: (rze = c)

iar accelerafia

a, =¥—-rd? = —4ad2co0s0 — 2ad 5in O
ag =2 + 1) = —4a02sin 0 + 2ab cosO

deci magnitudinea acceleratiei este

Iol = 20 /48 + 87 = 8¢,

40

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



§2.2. Cinematica miscirii pe o curba in coordonate carteziene

2.2.1. Un punct material se miscd pe un lanjisor y= ach% , cu vitezd constantd ¢. S& se

ghscascd componenta accelerajiei punctului material a in functic de .

Componenta pe axa Oy a vitezei este
=i il X. _ Ya
vy=py=xsh7; £ p
condi{ia ca miscarea pe curba sa fie uniforma da 3 /
5 e X 2s
c=xchg. l /./
Deci \ '
2 AN 3
I & R WSy
vy=cthy $i ay—v,,.-ach3£ S~ 4 ¢
a s
sau E; | ; — v
2 "
gy =E ;1’ Figura 2.2.1
y-

2.2.2. Un punct material descrie lantisorul y =ach % cu viteza constantd ¢. Sa se determine
acceleratia ca functie de x si y si directia accelerajiei.

In problema precedentd am ob{inut

. _ca.
x=—}7,
rezulta i
Cye_cta g x o cla’
p=—~ts—sh, j=
y y

Prin urmare

2.2.3. Un punct material descrie elipsa b%x? +a?y? = a?b?, cu accelerafia orientatd in
directia y negativ. Pozifia inijiala x =0, y = b, viteza ini{iald v, . S& se determine acce- leratia

intr-o pozi{ic arbitrard (Newton).
Punctul material descriind elipsa, intre componentele vitezei sale existd relatia

xx Yy _
F"'ﬁ—o.

Acceleralia va fi caracterizatd prin

¥=0 = x=const.=v,
_veb
a'y
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2
2.2.4. Un punct material, inifial in repaus in pozilia x = a, y = b, descric parabola y? = %5.

Stiind ca a, = —k’y, k =const., se cer x, y, v ca funciii de timp §i a, ca functie de x. Unde este
urmétoarea pozifie de repaus? Cat timp ii trebuie punctului material pentru a se deplasa intre
cele doud pozifii de repaus?

Intre componentele vitezei exista relajia

b2y,
2yv) = =,
Se stie cd
vy =—k%

relatie care duce la
vydvy =-k*ydy

deci, {indnd seama $i de condi{iile inifiale

vi=k*(b?-y?) sau v, =-kJb?-)?

y=—hkJbT-y

de unde

$1 prin urmare
y = bcoskt, x = acoskt
v = ksinkt Jb? + 4a*cos?kt , a, = ~2k*(2x — a)
Pozi{ia de repaus se ob{ine pentru v = 0, adica pentru
te =k

$i
x=a, y=-b.

2.2.5. Un punct material, avind pozifia inifiald x =0, y =b si viteza initiald v, in directia
x, are acceleratia dirijatd dupa directia y si @ = k* y. S& se glseascd ecuafia traiectoriei
punctului si viteza sa ca funclie de timp. Cind intersecteazd traiectoria axa x? Cénd se
gaseste punctul material la distan{a maxima de aceastd axa? (Riccati)

Intrucat
a:=0, a,=k%, V=V, V=0
procedand la fel ca in problema precedenta, rezulta

Ve =V, v, =k Jb?2—y? , x=v.t, y=booskt

de unde
v2 =2 + k2b2sin’kt
_ kx
y =bcos v,
Traiectoria intersecteaz axa x )a momentele
2p -1
tp = —%Tn, p=1,23..

Punctul material se afla la distania maximd de axa x la momentele
2
te= —gn, q=0,1,2,...
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§2.3. Cinematica in coordonate polare

2.3.1. Sa se studicze miscarea plana descrisa in coordonate polare prin
a) r=at, 0 =bt, a>0,;b>0;

b) r= a(t+k),9— k,a>0 b>0.
a) Traiectoria

=4

.cste spirala lui Archimede. Viteza are componentele (din (4),)
v, =a, vg = abt,

componenta radiald fiind constanta, iar cea circumfereniiald esic proportionald cu timpul.
Accelerajia are componentele (din (4), )

a, =—-ab®r <0, ag = 2ab.

b) Traiectoria este curba
- b
Componentele vitezei si accelerajiei sunt respectiv (din (4))
__ab
VrE G Ve =Tk
2
,———“b 5 <0, @ae =0,
(t+k)

acceleratia este mereu orientata spre O (accelerajie centrald). Viteza areolard este nula.
Exemple de traiectorii de tipul celor considerate mai sus (spirale) sunt prezentate in
figura 2.3.1.

Figura 2.3.1

2.3.2. Un mobil M descrie o curbé pland cuvrtezdammmhjwmmc
din plan; sé se calculeze acceleratia sa.

Fie
fir,0)=0
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ecualia traiectoriei (r = OM). Conform enunjului
r2@ = C =constant;
deci componenta ag este nuld; acceleralia este centrald si
a, =F-rd?,
Alegind O drept variabila independenta, se objine

0]

(formula lui Binet).

Cazuri particulare:
a) Traiectoria este o dreapti

=qcosO+bsin0

care da
a,=0

adicd o miscare rectilinie care are loc conform legii ariilor este uniforma.
b) Traiectoria este o conicé avind un focar in O cu concavitatea spre O (elipsé, parabola,
ramurd de hiperbola concava spre O)

_ p
1 +ecos(0—-6.)

p parametru, e excentricitate (0 < e <1 elipsa, e = | parabold, e > | hiperbold). Rezulta
C2
pr

c) Traiectoria este un cerc trecind prin O

r=acos(0-0.).

ar=

Rezulta
2C%q?

ar=_
rS

Pentru alte cazuri v.§3.4.

2.3.3. Sa se ghseascd traiectoria unui punct stiind cé acceleratia sa este centrald gi mvers
proporiionalé cu pétratul distantei.

Din formula lui Binet

rezulta
%:——C—iwﬂ c0s0 + Bsin®

A, B fiind constante; deci traiectoria este o conica.
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2.3.4. Sa se gaseascd traiectoria unui punct stiind cd accelerafia sa este centrald §i invers
propor{ionala cu cubul distan{ei.

Formula lut Binet devine

rROMCE R

ecualie diferen{iala lineard, cu coeficien{i constanti, omogena.

Daca O<l+g—2—=k2 atunci %=Acosk9+Bsinkﬁ.

Daca 0>1+ —(% =-k? atunci -,l—. = AeM + Be ™M
) o . 1_
Daca 1+ ek 0 atunci F=d+ BO.

Exemple de traiectorii sunt prezentate in figura 2.3.4.

x?

2 . L
\‘ g o il 0 o0 \
R c oh Vi
\\. / Qs
\ 0 04 /
\\ o a2 I‘ l)LI}‘
S |
oS < Y e n'mw'o'fx‘ S xn Tf‘{'cb'vé\ﬂ‘(\"a ) mru FECIEE ) (1
“ g ]
('D.l\\ Lo
A N \
AN ~ o0~
1/r=Acosk® + BsinkO V/r=Aexpk) + Bexp(-k0)
k=1,4= 1000, B= 2000 k=0.2,4= 1000, B= 2000

Figura 2.3.4

2.3.5. Un punct material parcurge lemniscata r?=2a%c0os20 cu vitezd de mérime

constantd v, , numeric egala cu a (v, = ka, [k] = T, [a] = L). S& se exprime coordonatele
punctului in finctie de timp si sa se calculeze acceleratia.

Fie arcul s pe traiectorie, masurat de la© =0
,

Sl = o J’ 2a’dr
o7 Qa2 +r)2a’ - r?)

de unde

r= aﬁcn kt, cosO =dnkt, sin6 = —]—snlu
J2

cn, dn, sn fiind funciii eliptice (v. Anexa 1). Rezultd
x' =aJ2 enktdnkt, x* = acnktsnkt.
Caleculand raza de curbura a lemniscatei

1_3r
P~ 242
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se objine componenta normald a accelerajici (singura neauld)

ay=2L,

2.3.6. Un punct material descrie un cerc cu accelerajic centrald cu polul C iaterior cercului.
In pozifia inijiald A viteza este v,. Sa se calculeze viteza intr-o pozijie oarccare, in particular
in B, diametral opus lui A.

Fie a raza cercului §i e = OC distanja de la centrul cercului la polul C. Ecuafia
parametricd a traiectoriei va fi

r? - 2recos0 +e? = q2.

Viteza punctului material rezulta din

2
vi= c’[(‘—‘%) +u2],c =r¥0,u= J,-

adicd
c=(a+ew,
dr _ __resin@
d0~ r-ecos®
V2= cz[uz +ut rle?sin’0 ] = a*c?

(r—ecosB) rX(r - ecos0)?
deci

- 2av,(a +e)

rd-e? +a¥
In B viteza are valoarea
a+te

vp = V,,'a—:‘e- > Vo.

2.3.7. Un punct material descrie o spirald logaritmicd r = kexp(a®) cu acceleratie centrald.
Pozitia iniiald r = r,, viteza inifiald v = v, . S& se determine viteza §i accelerafia intr-o
pozitie oarecare.

Notind cu ¢/2 viteza areolard i u = 1 , in migcarea centrald
V= cz[u’ +(u")2], a, = c2ufu” +u.
Tinénd seama de ecuatia parametricdl a traiectoriei, rezultd

eJal+1 2@’ +1)
y= Fi My gk,
Din datele initiale se obtine
o=y x V| = =2
Ja? +1
$i deci

v_v,,r../a3+l - _ vipd

C .
r ’ P

I
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2.3.8. Intr-o miscare centrald un punct material descric lemniscata r? = a?cos26. Viteza

areolard este ¢/2. S se determine acceleratia $i timpul necesar pentru a parcurge o bucld a
traiectoriel. V

Utilizind acelasi procedeu ca $i in problema precedentd, se objine
sin 20 L 2+sin20

1
e , W= , W=
aJcos20 aJcos*20 aJcos’20

si in final

_ 3c%*
a. = =5—,
r
Timpul necesar parcurgerii unei bucle va fi
w4
A 2 w4 )
t.:% | rido= 2 5in20 =4

-4 2¢ —w4

2.3.9. Intr-o miscare centrala, viteza variaza dupé legea v = g,: Sa se determine r $i 0 c.
functii de timp, ecualia traiectoriei si acceleratia. Pozijia inijiald 6, =0, r = r . Viteza
areolara este ¢/2(Riccati).

In miscare centrala,, viteza fiind data de relajia

v = c’[(%)z +u2],c =r0,u = %

rezulta ecuatia diferen{iala pentru u

du _ au,/a’ -c?

P c

¢ fiin semnul lui (—‘Zﬁ) .
do/,

Avand in vedere datele initiale, se obfine ecuajia parametricd a traiectoriei

)
r = I exp (——-‘i-&-‘——e) x

Asociind cu relajia intre viteza arcolara, raza si viteza unghiulard,

9 [a? — &2
ct = [riexp (—2—‘1-6—"-9)‘3
0

rezulta

v JI
6= ~——c—-ln[l—2-—f—"—2—f—t],

2 al_‘.l S

rt=r:-2Ja*-c2¢.

Dacéd ¢ > 0, atunci € = 1, dacd ¢ < 0, atunci € = -1.
Acceleratia se calculeaza din
2

a. = +ul = ac= a—,
r

47

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



§2.4. Cinematica miscarii relative

2.4.1. Un punct material M descrie spirala logaritmicd r =kexp(af). Raza r se roteste

uniform cu viteza unghiulard © in jurul centrului O al spiralei. P este proiecfia punctului M
pe axa polara Ox . Sa se arate ca intre abscisa x a puntului P, viteza v_ si accelerajia a_ existd

o relatie lineara.

Abscisa punctului P este ] }\x !
x = kexp(aB)cos6; TN\ P
. -
corespunzdtor viteza $i acceleralia sa vor fi ///
v, =X = ro(acosd —sin0) ’ g M
; 1 7
a, =% =rw?[(a® - 1)cos0 — 2asin 0] D xt
< 1 K R M /  MRRT Tase
(6 =@= const.) X /
—
Intre aceste mérimi exista relagia lineard r = exp(6/3)/100
a; —2awv, +(a* + No’x = 0. Figusa 2.4.1

2.4.2. O dreapta se roteste in plan, in jurul uaui punct O al ei, cu viteza unghiulard constanta
si taie un cerc fix ce trece prin O, de razd r in punctul M. Ce miscare are M pe cerc $i pe
dreapta? Sa se calculeze vitezele si acceleraiiile.

Reperul fix are originea in O, axa OX' dup# diametrul cercului , OX* tangenta la cerc
in O, OX® perpendiculard pe plan. Reperul mobil are originea in O, Ox' in lungul dreptei,
Ox* perpendicular pe dreaptd in plan, Ox’ = OX°.

r=2rcosOi, ®=013 =013
v==2rosin01;, v, =013 x2rcoesB1; = 2racosO1,
a=-2rocosO1,, a, =013 x 2rocosB1; = ~2rolcosO1,
a,=2013 x (-2rwsind)) = —4rw?sind 1,
V =2ro(-sin01, +cos012) = 2rel,

A =-2ro%cos01 - 2ra%cosB 1) — 4rw?sinB1; = —4re?l;.
Miscarea punctului material pe dreaptd este caracterizatd de r, v, a, mdrimile vectorilor
respectivi fiind

lirll = & = 2rcos®, |Ivil=w /4r* - &7, Jlall = 0.

Pe cerc, punctul are o migcare uniforma cu viteza unghiulard 2w, viteza si accelerajia
punctului au marimile
22
&:2(0/‘, a.t::s"zo, avzs—r—=4a)2r_

Miscarea absoluta a punctului M se realizeaza cu vitezé $i accelerajie constante.

2.4.3. O dreapta se roteyte in plan, in jurul unui punct al ei F, cu viteza unghiulari constanti'
$i taie in M o elipsa fixa, de semiaxe a $i b $i cu unul din focare in F. Cu ce vitezd se migcd
M pe clipsa?
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Reperul fix are originea in centrul elipsei, axele din plan orientate dupa semiaxele
clipsei. Reperul mobil cu originea in F are axa Fx' in lungul dreptei, axa Fx* perpendiculara

in plan pe aceasta.
2

reiM= l+ecosG’P:%’ e:-ﬁ-’ € m{
0=01=01,
r=ru
_ pewsinb
—(l + e cosB)?
R =l + r(cosOl, +sin06l,)
V = pea{[(1 —e)cosO — 1]sinB1; + [1 + cos6 — (1 — e)cos’O}1 }

e L})ﬂ Jr2a-r)

L, V=01 xXry =ri.

2.4.4. O dreapta se misca perpendicular pe direclica ei cu viteza constantd ¢. Ea taie un cerc
fix in M. Sa se determine viteza si acceleralia in migcarea pe cerc si pe dreapta .

Reperul fix are originea in centrul cercului, cel mobil in punctul de pe dreaptd in
mijlocul coardei. Versorii I, $i 1, au direcfia dreptei,versorii I, si 1, sunt perpendiculari pe

ea.
R, = (ro+cOla, 1= 1 —(ro+et) I
C =, +ct
V= e o) L =-cgely, v,=ch
Jri=(ro + cr)?
/ 2 . )2
. "u-*-(_'[ r ‘('u"'(’)
SINQ = ——, Cos = =
2,2 2
a= cL =l =1y, a,=ac =0
, rcos
J[rz —(ro +ct)2] ¢
Migcarea pe dreapta are loc cu viteza v §i accelerajia a. Pe cerc viteza are mérimea
.- C
e = rcosg’
Componenta tangeniiald a accelcrajici este
. clsing
= 3 ’
rcos’@
iar componenta normalé
2
2 C
= —,
rcos?g
marimea accelerajiei fiind
= (.2
rcos’

2.4.5. Doud cercuri egale sc rotesc in jurul punctului comun O cu viteze unghiulirc
constante egale, in sensuri opuse. Ce viteza gi accelerajic are al doilea punct de intersectic po
cercuri yi pe coarda comuna?
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Miscarea punctului pe fiecare cerc este caracterizatd de viteza unghiulart constanta
20, in sensuri opuse. Asadar viteza va avea mérimea

IVl = 20r,
iar acceleratia, numai normali
lall = 400%r.
Pe dreaptd pozitia punctului va fi daté de
OM =x = 2rsin0, 6 = ot,
deci miscarea se va efectua cu viteza

X =20rcosd = o J4r? — x?

si accelerafia
¥ =-0x

2.4.6. Doui cercuri de raze r, si r, avand punctul O comun, fix, se rotesc in sensuri
opuse cu viteze unghiulare constante ®, si ®, . Cu ce viteze v, si v, se miscd al doilea
punct de intersectie M pe fiecare dintre cercuri?

Fie @, si ¢, unghiurile diametrelor cu OM;
@1+ 92 =—(0 +@)t. = -0
“Notand v, si v, vitezele punctului M pe cele doud cercuri, se pot scrie relafiile
Vi =2r¢1, v2 =2r0;
FICOSM| =rco8(2 => Visin@| =Vv2Q3.

Se obtine
r;rzsin P2
risin@ +r8ing@;’

vy =-2(0) +o;)

Utilizand relatiile geometrice scrise, rezulta

1y +ricosB

rf +r§ +2r1r,cos0
ry +rycos0

ri 413 +2r rycos0 '

vy = —2!‘1!‘2((01 +(l)2)

vy ==2rir(o + 03)

2.4.7. Doui drepte se rotesc cu viteze unghiulare constante ©, §i ®, In jurul punctelor fixe
O, , respectiv O, (aflate pe drepte, la distanla a). Sd se giiseasci ecualia diferen(iald a
traiectoriei punctului M de intersectie al dreptelor si punctele in care aceasta intersectcaza
axa 0,0, .
In triunghiul O, O, M au loc relatiile
a+ricos0 =rycos6;
risin@; =rysinH;
nsin (9| —92) =asin 92.

Derivand in raport cu timpul in ultima relajie si exprimand functiile lui 8, prin cele ale lui 0,
se obline ecualia diferentiald a traiectoriei
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am,sme.%—ﬂmz —ml)r.(r, +acos®,) =aw(a+ricosd;):

lntersec(ulc cu axa O, O, se ob{in pentru
6,=0,8, =1 (4L

do,
adicé
an .
ry = (—0—2—_—%’)—; respectiv r) =a.
In plus

sinelﬁ—l =“z°—" peatiu ry=0.

§2.5. Probleme diverse
2.5.1. Sé se determine componentele vitezei $i accelerajici in coordonate curbilinii.
Fie
x=x(9',9%.¢’), x : DcR® 5 AcV

o transformare bijectivd, diferentiabila cu jacobian nenul. Baza locald ‘naturald
corespunzétoare coordonatelor curbilinii considerate este

g=2 j=1,23

o
si fie
¢ [testi] &> R de clasé C°.
Componentele contravariante ale vitezei sunt ¢/

_g Q!.:‘.‘f’.
o dr =YY

Pentru a calcula accelerafia, presupunand transformarea de clasid C°, se objin componentele

contravariante ale acoeleratiei
=[# +Tudtd Ju
ik =8 B g€ =8 ; i "‘2‘3’-[%*' 5q“ %.E':l

Componeatele covariante ale accelerajiei

se pot scrie sub forma

2.5.2. Sa se aplice rezultatele de mai sus in cazul coordonatelor cilindrice.

Transformarea de coordonate cilindrice:
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x'=¢q'cos¢? q' >0 g =r
x? =¢"' sing? q* € [0,2n) q*=0
x} =g’ ¢ €R ¢’ =z
Componentele contravariante ale vitezei sunt
=i vi=0, v =3
iar componentele covariante ale accelerajiei cu
T= %(i-2 +r29? +22)
sunt
a, = ?—162, ar=2ri0-r*b, a; =2
Coordonatele cilindrice fiind ortogonale, se defineste baza ortonormata

:_!.l_z 1 ’,::L:—-. L ' =_&.:
W ¥ i cosO1; +sinB12; 10 ¥ 7y sinf1; +cosB12; 1. ) 13

$i trecind la componente fizice rezultd
ve=h vo=10, vi=2

a,=F—1r, ag=20-r9, a,=2.

2.5.3. Sé se giscasch rezultatele din problema precedentd utilizand relatiile din cammanca
miscarii relative.
Fie reperul fix OX' X* X* si reperul mobil cu originea in O si axele Ox' dupd directia
by Ox’ dupd directia 1,, Ox’ coincizind cu OX°. In acest caz
o =01

$i
X=riy, +2i.

V=i 42t V=01 x(r1 +21.) = e
V=i, +01 + 21,
a=F,+2,
8, =01 x (1, +21) +01, x [61., x (ri, +21,)f:| = e - O,
a, =20, x (1, +21,) 5 2
A = (-0, +(r0 + 28) 10 + 21

2.54. Si se obiind viteza §i accelorafia in migcarea circulard din relatiile de mai sus gi
utilizand formulele lui Frenet.

In cazul migcdrii circulare

z=10, r = const.
gi deci
V =01, A=-0%1, + .
Versorii triedrului lui Frenet sunt
=14, V=-1,B=1t,
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iar raza de curbura este
p=r

v=§=r0 (s=r9)

asadar

2
a,=3=19, av=%-=r92

coincizand cu rezultatele anterioare.

2.5.5. Sa se determine viteza si acceleratia in coordonate sferice.

Coordonatele sferice sunt introduse prin

x!'=¢g'sing?cosq? q'>0 QP =r
x = ¢'sing?sing’ q* € [0, =] q*=0
x3 = q'cos g2 q* € [0,2n) ¢?=¢

Se¢ obfine
vi=i v2=0, v =¢
T= %(P +r20? +r2¢>2sin26)

ay =i—rd? = rg2sin’0, az = r*® + 270 - r2@?sin B cos O
ay = r*§sin’0 + 2ri¢p sin?0 + 2r20¢ sin O cos 0
Coordonatele sferice sunt onogonalc si deci se oblin componentele fizice
Ve =F, vo =19, Ve = r¢sind
a, =i—1r0? - r¢p?sin’0, ag = rd + 2i0 - rp2sin O cosd
ay = rfsin® +2i¢sin 0 + 2/0¢ cos @

2.5.6. Sa se gaseasca rezultatul din problema precedentd utilizand relajiile din cinematica
migcdrii relative.

Reperul fix are originea in O si axele dupa direcliile I,. Reperul mobil are originea in
O si axele dupa directiile 1, 1, Ly
1, = sin B cos @1, +sin O sin @I, + cos 013
1o = cos O cos @l +cosOsin@l; - sinbl;
tp = —sin@l, +cos@l,.
Din relajiile lui Poisson se determina
o = @(cosO1, —sinB1g) +0 ty-

Deci
= rlr

V=it, V=m0 +r¢sini,
V=it +¥10+rgsinOi,
a=riy
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= (—nbzsinﬂ - 102)1, + (10 —n.b’sinecose) o+ (n’b sin 0 +2/0¢ cose) o
a.=2i01s +2i9sin01,

A= (i-— r¢?sin@ - 102)1, + (16 +2i0 — rp?sin cosG)uﬁ

+(r€{) sin® + 2ip sin B + 2/0¢ cos 6) o

2.5.7. Presupunind cd un mobil M, sec deplasezd rectiliniu i uniform cu viteza constantd
v, , sd se determine traiectoria pland a unui mobil M, , ce se deplaseza uniform cu viteza v,
constantd orientatd mereu spre M, .

Fie planul determinat de traiectoria rectiline a mobilului M, si pozi{ia inijiala a lui
M, ; fie in acest plan un reper cu origineca O in pozifia ini{iald a mobilului M, si axa OX
chiar dreapta pe care se miscd M, . Atunci pozijia mobilelor va fi caracterizata prin

X1 =wit, Y =0 \
Xo=wit+x, Vs =y

iar componentele vitezei lui M, sunt date de relatiile -

}',z___ﬂ!__’ Vi tk s~
x2+y? m
Cu substitujia
' X =uy
sistemul devine
y= ——'ﬁ—‘%:_z:, uy = -vy.
Se obtine ecuajia diferenjiala
dy w» b4

du V1T

care are solujia
)‘1‘/)’.
W= -;—[(cy)""" - (cy)""""] , €= (u“ + 1+ ()2 ) Iy°, u =x°ly°.

Presupunand v, # v;, din -‘-IJY- = - - M2V2 o= W deduce
)" + ()

§ 55 3o, _L[((y)lhu/vz B L"}’)l_whl] o _LI: (cy_o)lw./vz : (E_yo)l__vlh,]]

2¢| vi+w Vi —V2 2¢] vi+wv2 Vi—V2

unde #, s¢ objine din coandilia inijiald.
Se estimeaza limitele

l'l_mx(y) =0, Ivg_’ng Hy)=te dacd v, <v;
lgrax(y) = —w,wg #(y) = +© dacd v, >v;

adicd mobilele se intilnesc la momentul 7 =, dacd v, <vy $i nu se intilnesc dacd v, > va.
In acest din urma caz, distanja minima dintre mobile
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vi_ (v —Vz)"m‘

[_\W +v2

este realizatd lat= ¢, .
Dacd v, = v,, din dy = "'—‘zﬁ"fl‘ se objine
dt cy+(ey)
por L@ 2] (@) +2in()]
B 4cv) 4cv

§i
1 = ._L 1 = -
lm& x(y) 2 lim #(y) = -0

adica "intalnirea" este realizatd asimptotic in trecut.
Rezultatele de mai sus sunt exemplificate in figura 2.5.7. Au fost considerate mai

......

“multe cazuri de raporturi ale vitezelor k = %%- (k=0.5, 1, 1.5) precum $i de condifii iniiale

(° <0, y* >0).

Xo=-1 =1 Yy =1 y=1 /
k=2 k=2 d
Y e=01716 N 4
| ' v‘=A1 e c= 58284 /
\\ Wl M - v = 0.6095//‘
\ as 04
\\':
uz\\\\ vy k
4 9y 08 V4§ 97 b 07 s ;o’?'o:" X l‘n [X) as T X
Xo=-1, ) =1 =1, y, =]
k=05 k=05
— Y
€=0.6435 ’ sl
v =-2.2761 . T
) ) /./ c=].5538
d V4 = 0.3905
Rt s il ¢ S
q L X
Bl Yo =Ly, =1 /
k=] w k=1 /
/
c=04142 ol €=24142 //
Y = -0.9603 vt =0.786]
Y L4
\ :. vd
‘ :.' e L !
3 = X I N T e

Figura 2.5.7
Pentru determinarea traiectoriilor din cazurile considerate s-a utilizat programul
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> with(plots):

Cazul vitezelor inegale (k<>1)
> u0:=x0/y0: c:=(ul+sqrt(1+u0*2))*kiy0:ct:=((c*yO) (1 + /) (1+K)-(c*yO)*(1-1/K)/(1-k))lcl2:
> u=((Cy)(K)-(Cy) - 1/K))2: tvt:=ct-((e*y) (1 +1/k)/(1+k)-(c*y) (- 1k)/(1-K))/er2:
> fc:=unapply(c,x0,y0 k): fic:=unapply(ct,x0,y0,k): cx:=tvi+u®y: fx:=unapply(cx,y,x0,y0 k):
> evalf(fc(-1,1,2)); evalf(ftc(-1,1,2));

1715728749

1.276142376

> plot([fx(y,-1,1,2),y.y=0..1]);
> evalf(fc(1,1,2)); evalf(fic(1,1,2)),

5.828427123

.6094757085
> |:=plot([0,0)): tr:=plot([fx(y,1,1,2),y.y=0..1]): display({tr.1});
> evalf(fe(-1,1,0.9)); evalf(fic(-1,1,0.5));

' 6435942526

-2.276142378
> plot([fx(y,-1,1,0.5),y,y=0..5]);
> evalf(fc(1,1,0.5)); evalf(fic(1,1,0.5));

1.553773974

3905242917

> tra:=plot([fx(y,1,1,0.5),y,y=0..2]): la:=plot([0,0]): display({tra,la}),
Cazul vitezelor egale (k=1) .
> u0:=x0/y0: c:=(u0+sqrt(1+u0*2))ly0: ct:=((c*y0)*2+2*In(c*y0))/ci4:
> u=(cty-1/(c*y))2: tvl:=ct-((c*y)*2+2*In(c*y))/c/4:
> c:=unapply(c,x0,y0Q): ftc:=unapply(ct,x0,y0): cx.=tv1+u®y: fix:=unapply(cx,y,x0,y0):
> evalf(fc(-1,1)),; evalf(ftc(-1,1));

414213562
-.9603586453
> plot([fx(y,-1,1).y,y=0..1]);
> evalf(fc(1,1)); evalf(ftc(1,1));
2414213562
7860918373

> tr:=plot([fx(y,1,1),y.y=0..1]): I:=plot([0,0]): disptay({tr,1});

2.5.8. Sa se determine o migcare pland in care accelerajia are mérime constantd yi face un
unghi constant cu viteza.

Din cele doud condifii rezultd cd atdt componenta tangenjiald cat §i cea novmaliy sunt
constante; fie @ 2 0 yi b 2 0 aceste constante. Atunci

B3, Py
R @ 5 b

Admitand ca lar=0seias =0, v =0, s¢ objine
s=at*l2, v=uat
p = 2asth
Daca «a > 0, b > 0 accastd cwbd este o spuadd logacitmicd  x I(-cx.pz('."%@ [
(v.higura 2.4.1).
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Cazuri particulare:
a=0, b>0 curba este un cerc parcurs uniform;
a>0, b=0 curba este o dreaptd parcursi uniform accelerat.

2.5.9. S se studieze miscarea pland a unui punct material, ale cérui proiec{ii pe doud axe
ortogonale sunt doua misciri oscilatorii simple avind aceeasi perioada.

Conform enuntului
x! = acos(ot+ @), x? = bsin(o! +@2)
(a>0,b> 0,0 > 0), de unde prin eliminarea timpului intre relafiile
x! = a(coswtcos @, —sinwtsing;) |beos@z| - bsing;
x? = b(cos@sin @, +sin@lcos@z) |lasing, | acos@,
rezulta
 bx'cos @, +ax*sing, = abcos@tcos (91 — 92)
~-bx'sin@; +ax’cos @) = ab sinrcos (@1 — @2)
incat traiectoria punctului este elipsa
b2(x1)? +a?(x?)? + 2abx'x2sin (@) — @2) = a*b?cos (@ — @2)
Se spune cd punctul este animat de o miscare oscilatorie elipticd. Elipsa este tangentd la

dreptele x' =+a, x? =+b. Elipsa este descrisd intr-o pericadad t=2n/w. Pozifia elipsei
depinde de diferefele de faza. Dacd

¢1-¢2=2n+x
ecuafia se reduce la
b2(x")? +a?(x?)? ~ 2abx'x? = 0,
oscilajia devine rectilinie (segment de dreapté dublu)

(bx' - ax’)2 =0
diagonald a dreptunghiului x' = ta, x? = +b. Daci
¢1 -2 =2n%
oscilatia rectilinie se efectueaza pe o dreapta simetricd eu prima in raport cu axa x'
(bx' +ax?)? = 0.

Elipsa este raportaté la axele sale daca

¢n~¢z=-21'—2ﬂ«

cind ecuajia devine
b2(x")? +a2(x?)* = a?h?;
mai mult, dacd amplitudinile sunt egale @ = b traiectoria este un cerc
@' + )’ =a?;
se spune ca oscilajia este circulara.
Calculand accelerajia in caz general, din (3), , ¥ = —@?x!, ¥? = -@?x?, rezultd ci ea

trce mereu prin O, dirijatd dupa raza vectoare proporfionald cu aceasta. Viteza areolard este
constanta
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%(Jc'ic2 -x2x') = %abo) cos(®1 — 92).
Daca cos(¢; — ¢2) <0 atunci miscarea se efectucazd in sens invers trigonometric, iar dacd
cos (¢ — @2) > 0 miscarea se efectucazd in sens trigonometric.
Dacd migcarea se considerd cu proieclii pe trei directii reciproc ortogonale,
accelerafia punctului este centrald si proportionald cu distanfa OM; din acest motiv migcarea
este pland (v. § 3.4).

2.5.10. Un punct material M se migcd uniform cu viteza v, (valoare algebricd) pe o elice
circulard. Cunoscind raza r a cilindrului si panta a a elicei, si se studieze miscarea punctului
in coordonate carteziene, cilindrice i intrinseci.
Ecuatiile parametrice ale elicei sunt

x! = roos0

x2 =rsin@

x} =r0tga °
Componentele vitezei in coordonate carteziene

#' =—r0sin®, i? = cosO, i’ = Otga;

din condifia de miscare uniformé rezuultd
vi= r’G’(l +tgla) > 0=0, = l',—?-c:vaccn = const.

6=0,+%21 cosa. ‘ Figura 2.5.10
Componentclc acccleratiei in coordonate carteziene vor fi
i = -02cos0, ¥? = —0%sin0, ¥’ =
deci acceleratia este paraleld cu raza OM,
a =—162(m9n +sin9u).
In coardonate cilindrice, avénd in vedere rezultatul de la pb.2.5.2, sc objine
v, =0, vg =10, v, zlﬁ'tga
vI=r0}(1+tg’a) = 6=6,= rﬁmaz const.
a,=-rd%,ae =0, a, =0; a =—0%,.
Triedrul lui Frenet asociat elicei este definit prin

&) -4 &) L = Sk
T = % = %/% =g cosa—sin O, +cosb; +tgais)
p= ;fi; >r, v=—{cosOr, +sinby)

P =1 xv=-esina(-sinb) +cosbis - ctgaus)
Conditia de migcare uniformd da
§=v, = const.
Din formulele (5) rezultd

2

v
V=V,T, a= -g-v.
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2.5.11. Un vapor se migca pe suprafaja occanului cu vitezd constantd, viteza facand cu
meridianul un unghi constant a. Sa se determine traiectoria vaporului.

Pamantul este presupus sferic, cu raza R. Untilizand coordonate sferice $i rezultatele

de la pb.2.5.5, se obfine
v, =0, vg = RO, ve = R@cos6
dar
Vg = VCosS, Vo = Vsind.
Prin urmare ecuatia diferentiala a traiectorici este

D veosOctga.

do
Integrand cu conditiile inifiale 7 = 0, = % ¢=0,
se objine
)
tgi =exp(¢ctga).

Traiectoria numitd loxodroma este prezentata
in figura 2.5.11.
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ctg(a) = - ,2[— In(3)

Figura 2.5.11



Capitolul 3
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL
§3.1. Consecinte ale principiilor fundamentale

3.1.1. Un punct material in repaus este in echilibru.

WN=x, = v()=o,a()=0
Legea de miscare a lui Newton: da
F(1,x,,0) =o.

3.1.2. Un punct material in echilibru ii pastreaza starea de repaus sau de migcare rectilinie
uniforma (principiul inertiei).
x(t,) =X, X(1,) =ve;F =0
Legea a miscare a lui Newton: mX =o
X =X, + Vol

Dacé v, = o atunci punctul material riméine in repaus. Dacéa v, # o punctul material descric
dreapta ce trece prin pozijia inijiald x_ si are directia vitezei v, (migcare rectilinie uniforma).

Observatie. Principiul inerjiei nu este independent, ¢l este o consecin{é a principiului
acfiunii fortelor (legea de miscare) si al principiului conditiilor inijiale.

3.1.3. Daca viteza inijiald si forja la orice moment sunt paralele cu un plan (fix), atunci
traicctoria este plana (in plan paralel cu planul considerat).

Conditia de paralelism cu un plan fix se poate formula prin condijie de ortogonalitate
pe un versor fix (normala la plan)

Vo -n=0,F-n=0
m=F | -n|

-—‘1—.. _— .. :. . o . =%
d’(x nN=0 = x-n=X,-n=v,-n=0
i-nzo;%(x-n):o = X-R=X,'R

(x - x,)-n=0 ecualia unui plan trecand prin pozilia ini{iala si avand normala n.
3.1.4. Daca viteza inifiala si forla la orice moment sunt paralele cu aceeasi dreapta (au
directie fixa), atunci miscarea este rectilinie (pe o dreapta paralela cu direclia considerata).

Voxu=0,Fxu=o0
mX=F | xu |

—‘lil(iuu) 0 > XXxU=X,xU=-V,xU "0
(¢
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ixu=0;-‘1’(xxu)=0 = XXU=X, XU

(x - x,) xu=0 ecualia dreptei care trece prin pozijia ini{iald si are direclia u.

3.1.5. For{a care acjioneaza asupra unui punct material izolat este constanti.

Fie legea de miscare in raport cu un reper inerfial
m% = F(7,X,X)

Ecuatia trebuie sa fie invarianta faja de transformarile grupului lui Galilei

X=X,+Vut+x;T=T,+¢t oricarearfi X, V,,T,;
deci

mE=F(T,+6,X,+V,t+x,V, +X)
trebuie sa se reduca la
mi = F(z, x, x).

Prin urmare dependeni{a de argumentele implicate nu poate avea loc, adica foria trebuie s fie
constanta (v. si pb.3.1.6)

3.1.6. Forlele care acjioneaza asupra unui sistem discret de puncte materiale pot depinde
numai de vectorii de pozitie relativa si de viteze relative.

Ecuatiile de miscare

m,)"(,-:F,-(T,x.,...,x,,,x.,...,x,,) j=T,n

trebuie sa fie invariante la transformarile grupului lui Galilei. Considerdnd transforméri care
implicd numai transla{ii de timp, cerinja de invarinajad conduce la faptul ca timpul nu poate
apare explicit in expresia forielor. Pentru ca s nu apard elemetele arbitrare X, si V¥,
dependenta de vectorii de pozijic si viteze poate fi prezentd numai prin diferentele

X~ X, V-V
deci

m,X,-zf,-({Xk "xl}u=ﬁ’{x"—x’}u=l7) J

I,N.

3.1.7. Fie rotalia sistemelor de referinia (ortonormate)
X, =Qx; j=Tn QQ"=Q'Q =1 (Q transforméiri ortogonale),

atunci

F‘/({Qll};;n‘;n ‘Qil}/:r,,) - Qh({ Xt} i {illm‘;) j=1,N

Rezultatul se bazeaza pe

d --
(/I?(Qx) : QX.

Ol
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3.1.8. Sa se arate ci un sistem izolat format dintr-un singur punct material are viteza nula
intr-un reper inerial.

Intr-adevér, din problema 3.1.5 rezulté ca forfa care acf{ioneazd asupra punctului este
constantd. Problema 3.1.7 cere ca vectorul for{a si fie invariant la rotafii, deci el trebuie sa
fie nul. Atunci ecuatia de miscare impreuna cu conditiile imijiale dau

mX =0
=x° = x=x°
t=o{f .
X=0

3.1.9. S se studieze miscirile rectilinii sub acfiunea unor forte care depind numai de timp,
numai de pozifie sau numai de viteza.

Conform problemei precedente, daca sistemul este fornat dintr-un singur punct izolat,
forfa trebuie sd fie nuld. In multe cazuri de sisteme cu mai multe puncte materiale, se
presupune cunoscutd miscarea punctelor materiale ale sistemului cu excepfia unuia singur si
prin inlocuirea elementelor privind miscarea cunoscutd in ecuajia acestui punct material, se
obtine o ecuatie de miscare in care in membrul drept "for{a" poate depinde de timp, pozitie si
viteza. In acest sens este formultd accastd problema si toete problemele din urmtoarele
paragrafe ale acestui capitol.

a) Forta depinde numai de timp

b) Forta depinde numai de pozitie

d*x
m=5 = F(x)
dr o d*x dx :
- Y= x® s "d—tT-—F(x) Lomn g mdt—F())
x=v*

m-:ille(x)I § =9 mx-—-— F(x)

4’£ - Fx)d | j( Mt = mjxdx IF(x)dr
Em(fc2 —v°2) = ®(x) - P(x°), ®/(x) = F(x)

+1 pentru ve>0

-1 pentru v’ <0

+1 pentru v° =0, P(x) > O(x°) (v >x?)

~1 pentru v° =0, P(x) < P(x°) (x <x?)
dx

¢ s 2o -ew)l

x= t-:\/v“2 +m[¢(x) P(x?)) ; e=
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Integrarea se efectucaza atat timp cit funcfia de sub radical este pozitiva; din
momentul x =x* in care tuncfia de sub radical se anuleaza, unmeaza integrarea pe un nou
interval incepind din x*, cu schimbarea semnului din fata radicalului.

Exemplu: miscarea punctului material in cimp central (torfa clasticd, torta de atracfie
universala ete.) (§3.4).

¢c) Forta depinde numai de viteza
[ e,
m%}j‘ = F(x) <;\1"
. o 1 mE-F(\) r
t=0 -,'_ i J‘:‘-u
=N } t=0 1 ’ : “
v=v

L)

dv ., 0 | _m
m‘-;—['u) ;‘:( 27— l—~j ¢

/ 2 FW)
e +.J: vdr(v) > x =4+ J ;%(I;'.

Exemplu: miscarea punctului material greu in mediu rezisteat (§3.3).

§3.2. Statica punctului material

Condijia necesard si suficienta de echilibru a unui punct material este ca rezultanta
forielor date $i de legaturd sa fie nula
1 "
YF+XRi=0
=1 k=1
Observajie. Cazul echilibrului punctului material, fard yi cu frecare, pe 0 curbd sau pe
o suprafala, va fi considerat in §3.5 respectiv §3.6.
EW

3.2.1. De un fir elastic vertical se suspenda o greutate G. La ce distania de punctul de fixare
al tirului ramane greutatea in echulibru, stind ¢ /) este lungimea inifiala a tuului i coefi-
cientul de clasticitate este A.

Asupra punctului matenal actioneaza forfa de greutate G (verticald, descendentd) si

tforja elastica (verticala, ascendenta), proporjionala cu alungiea  F=4k ] £, Condifia de
echilibru da

ki—[“lzsc = 1:1..(|+-f-).

Miscarea punctului material sub actiunea acestor torfe este considerata in §3.8.

3.2.2. Un punct material liber, de masd m, este atras de doud mase punctitorme, tixe m, i
m, , contorm legii lui Newton. La ce distanfa v de masa m,  cdmdae min echilibiu, daca o
este distanfa dintee m, siom, ?
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Pentru a se putea afla in echilibru, masa m trebuie sa se gaseasca intre celelalte doua
mase punctiforme (forlele trebuie sa aiba sensuri contrare pe acelasi suport). Atunci condijia
de echilibru revine la

mm, mm;
Frm g
3 (a—x)?

Pentru x se obline ecualia algebrica
(m, —m)x?-2max+ma’ =0

Solutia ecuatiei va fi

./ml
X = ———————= pentru m; # m
/m; + Jm3
x-—-;—' pentru m; =m;

Pentru m, # m;, ecuatia are o singura ridicind x < a.

3.2.3. Un punct material de masid m este atras de doua puncte fixe m, si m, aflate la
distanja a, de m, invers proportional cu distanfa, de m, direct proporiional cu distan{a.
Coeficientii de proportionalitate sunt k, si respectiv k, . In ce pozifie este m in echilibru?

Si se arate ca pentru - > % nu existd pozifie de echilibru.

ky 4

Forlele trebuie sd aibd sensuri contrare pe acelayi suport.Condifia de echilibru se

scrie
Mo ba-n)=0  Opnsesmse i o
Ecuatia de gradul al doilea care se ob{ine o2 P '
kax? —krax+k, =0 :: \P R
are o singurd rddacind mai mica decat a (k, > 0, k, > 0) o P *K

x=a- ’az— {—L V‘;
2 G

2
Pozitia de chilibru este reala daca 5:-‘— 2

x|
-
. 2

2 Figura 3.2.4

3.2.4. Un punct material avind greutatea G atirnd de un fir de lungime / fixat in O si este
respins, in direcfie perpendiculard pe un perete vertical prin O, cu o forfd avind mérimea
K= G-’g-, p fiind distanja punctului la perete. Sub ce unghi ¢ are loc echilibrul? Care este
mérimea teasiunii S in fir?

Condilia de echilibru
G+K+S8S=o
da in proieciic pe directiile orizontala si respectiv verticala

Ssing-K=0
{ Scosp-G=0

Ca ecualii alegebrice in S, cele dovd ey sunt comp W e dacd

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



sin @ ~£cosq> =0 = cos’p+cosp-1=0
Rezulta

:_I_j_fS-__ € (0,1)

2
(cealalta radacind a ecuajici u?+u— 1 = 0 este mai micd
decat -1) si

cosQ =

s:al‘“—z‘/i.

3.2.5. Trei puncte fixe de mase m, , m, , m, atrag un punct material m , propor{ional cu
mascle $i distanjele la acesta. Sa se determine pozilia de echilibru a punctului m.

Fie x, , X, , x; vectorii de pozijie ai punctelor materiale de mase m, , m, , m, $1 x
vectorul de pozijie al punctului material de masa m. Condifia de echilibru se scrie

3
) mi(x-x)=0
=

i da

X = myx, +mx; +m3x;
my+my+m; ’

Pozijia de echilibru este centrul de masa al sistemului format din punctele fixe.

3.2.6. Trei puncte materiale fixe de mase egale m sc afla la distanie egale a pe o drepta fixa.
Un punct material M este atras de punctele fixe cu forle invers proporjionale cu patratul
distan|ei i proporjionale cu masa, iar de punctul din mijloc este respins dupa acecasi lege. Sa
s¢ determine pozijia de echilibru a punctului M.

Aviand in vedere datele problemei, pozijia de echilibru se va gasi in planul median al
dreaptei fixe considerate. Fie x distanja punctului M in acest plan la dreapta fixa. Condi{ia de
echilibru se scrie

—%(n, -av) - -1—21,- + —ls—(xt, +ar;) =0 unde r=r3=q?+x?
ry X r
sau
___’!.___. . _l_ — O
24372 2
(@?+x?) X
de unde

2w =@ +x)? o 2xv=Ja?+x? o (,‘/4_ - l)x2 =a? o v=—H—

3.2.7. Peste doi scripeli netezi A st B (AB orizontala) trece un fir de care se atarna greutayile
Pin A, Q nBsi Gin D, pe verticala punctului C (C intre A s1 B). In ce raport sunt AC si
CB pentru echilibru?
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Fie o = Z(AC,AD), B = £(CB,DB). Conditia de echilibu P'+ G + Q' = 0 da in
proiectii pe directiile orizontala $i verticala

{ Pcosa—-Qcosf=0

Psino+Qsinf=G 4 - as ;ffc 0s 3 6 "
Dar ‘ o e
tga = ég, tgf = CB => -‘é‘—g— = %ﬁ%- gg:g P’ 1::/’0'
Q= P’ + 02 ~2PGsina P P
P2=0?+G?-20QGsinp oy v
de unde o Q
AC _ G*+P?-Q? Figura 3.2.7

CB GI-pPl+ Q7

3.2.8. Un fir legat in A trece in B (AB orizontal) peste un scripete neted si are atdrnate in C
si D greutdtile P si Q (C pe mediatoarea segmentului AB). Sa se determine raportul acestor
greutd{i pentru ca echilibrul sa aiba loc pentru AB = a, AC = b.

a
Fie 2a = Z(AC,CB). Atunci condifia de A2 2 0 po 12
echilibru P'+P"+Q =0 da P=2Qcosq; \\
\
dar
bowar & 4b? - q?
YY)

de unde

P_|,_a

0° 4 R

Figura 3.2.8

3.2.9. Punctul material m este atras de trei puncte materiale de mase egale aflate in varfurile
unui triunghi isoscel, dupa legea atracjici universale, si se gaseste in echilibru la jumatatea
indl{imii corespunzatoare bazei triunghiului. In ce raport trebuie sa fiec baza a $i inaljimea h ?

Condijia de echiiibru
Vagr . lxd. 1532

-—S.MA + —TMB + —}-MC =

r'4 s re
da

208G —L, A= l(a2 +h?),rt = Ly coso = —B
"121 "f' 4 4 qaz + k2

de unde
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3.2.10. Un punct material este atras de trei puncte materiale fixe proportional cu distan(a.
Coeficientii de proportionalitate sunt k, = k, k, = 2k, k, = 3k. Sa se determine distan(ele r| |
r, , ry la varfurile triunghiului cind punctul material este in echilibru.

-—_) —) .—‘-—’ . . . .
Conditia de echilibru kMA + k;MB + k3sMC = 0 se proicteaza pe directia laturii BC
$i pe direclie ortogonald la aceasta.

B(0,0), C(a,0), A(%a, -/-2—3—(1), M(x, )

k(x——;—a)+2kx+3k(x—a):0 . x:—7—a

Rezulta

3.2.11. Un punct material de greutate G este prins cu doud fire AB si AC (A,B,C in acelasi
plan vertical, BC nu este orizontal) care fac unghiurile a respectiv B cu verticala. Sa se
determine tensiunea in fire in pozijia de echilibru.

Conditia de echilibru G + T, + T, = o proiectatd pe direcjiile orizontala si verticala da
T;sina - T;sin[i =0
Ticosa + Tcos =G
de unde rezultd
__sinf
"7 sin(a+B)

L sna
T @

G

3.2.12. Sa se determine pozifia de echilibru a unui punct material de greutate G legat prin
doua fire trecute peste doi scripe{i netezi de care sumt atdmate greutdfile P respectiv Q (in
acelasi plan vertical).

Fie a respectiv 8 unghiurile firelor cu orizontala. Conditia de echilibru da

24+ G2 -

sino = el

)2 2PzG 2
dap 210 P

2GQ

Pcosa QcosP=0 .
Psina+Qsinf =G :

Solujia are sens daca au loc inegalitapile
GePtQ. P<GrQ, Q<P+G
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§3.3. Miscarea punctului material greu la suprafata Pamantului

3.3.1. Sa se studieze miscarea punctului material greu liber, la suprataja Pamantului,

neglijand rezistenta mediului ("in vid").

Miscarea punctului material greu la suprafaja Pamantului (nu se ia in considerajie

variatia acceleratiei gravitationale) in vid este descrisa de ecuatia

mX = mg.

Se alege referentialul inertial astfel incit planul Ox' v* sa fie planul vertical, cu Ox’
verticala ascendenta, care trece prin pozifia inifiala si con{ine suportul vitezei inifiale, adica

la momentul initial =0 condifiile initiale se scriu

Xo =x i +x2 12, v, =vecosan +v,sinat,.

Intrucit forfa este continua in planul Ox' v%, rezultd ci miscarea se desfasoara in acest plan
vertical (cf.pb.3.1.3) si mai departe se vor scric numai ecuajiile diferenfiale de miscare in

plan Ox' ¥

it

=0, ¥t =-g.
Rezulta

vl =v,cosa, v =v,sina—gt

x!=x}+v,cosar, 2 =x2+v,sinar - g1,

Din aceste relajii se pot trage urmatoarele concluzii:
- traiectoria este o parabola

) Ly
x?=x2+ (! —x)ga -~ —'&_,("l ‘xcla)z;

2vicosia

- punctul material atinge inal{imea maxima

v2sin’a
-"lznu = ".‘2) + -2
2g
la momentul
v,sinal
le=—"g—

cand
3.2
vasin 2a
x=x) e

2g

indl{imea cea mai mare se realizeaza pentru o = %(aruncarea pe verticala); locul geometric al

punctelor de indl{ime maxima este un arc de elipsa (Jumatate de elipsa)

9 . VZ # \'4
' -xl) Hx2-xl- 2] ==t

4g 4g
- bataia (x* = 0) este
- i 1. Visin2a
Noax =Xo + =5

4
realizata la momentul

2v,sinol 2.
=g - M

batai egale se oblin pentru doua valeri ale unghiului vitezei

lew

R/2- &, cea mai mare bataie se rcalizeasza penvu o — /4,
OB
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- in tot timpul miscarii componenta orizontald a vitezei este constantd, unghiul vitezei cu
orizontala descrescind continuu

2 X' —x)

v o
t 19 = e =g O — @
gv=1='8 gv,’,cos’a’

- indiferent de unghiul de lansare, mobilul se va afla numai in interiorul parabolei de
siguran(a (infasuratoarea familiei de traiectorii)

- din teorema de bilanj al energiei
vi-vi=2g-(x;-x2)

rezulta ca vitezele in doud puncte de pe traiectorie aflate la aceeasi inal{ime sunt egale.
Rezultatele de mai sus sunt ilustrate prin o serie de diagrame. S-au utilizat variabile

adimensionale pentru a nu mai fi necesard o particularizare a unora dintre datele inifiale.
Pentru objinerea acestor diagrame s-a utilizat programul

> with(plots):
Introducerea datelor
> a1:=Pi/12: a2:=Pi/6: a3:=PV/4: a4:=Pi/3: a5:=5"P¥/12:
Traiectoriile cu aceeasi viteza initiala, unghiuri diferite
> f1:=plot(x"tan(a1)-x*2/2/cos(a1)*2 x=0..sin(2"a1)):
> f2:=plot(x*tan(a2)-x*2/2/cos(a2)*2,x=0. sin(2*a2)):
> [3:=plot(x*tan(a3)-x*2/2/cos(ald)*2 x=0..sin(2*a3)):
> f4:=plot(x*tan(a4)-x*2/2/cos(a4)"2 x=0..sin(2"a4)):
> {5:=plot(x*tan(a5)-x*2/2/cos(a5)*2 x=0..sin(2"*a5)):
> g:=implicitplot(x*2+4*(y-1/4)*2=1/4 x=0..1/2 y=0..1/2 style=line linestyle=3):
> h:=plot((1-x*2)/2 x=0..1 style=line linestyle=2):
> k:=plot([0.75,0.5,1,0.5] style=line linestyle=3):
> I:=plot([0.75,0.4,1,0.4) style=line linestyle=2):
> display({f1,12,f3,f4,5,g,h k,1});
Traiectoriile pentru acelasi unghi, viteze initiale diferite
> fl:=proc(x) x-x*2 end:  g1:=plot(f1(x),x=0..1):
> f2:=proc(x) x-x*2/4 end: g2:=plot(f2(x) x=0..4):
> f3:=proc(x) x-x*2/9 end: g3:=plot(f3(x) x=0..9):
> f4:=proc(x) x-x*2/16 end: g4:=plot(f4(x) x=0..16):
> f5:=proc(x) x-x*2/25 end: g5:=plot(f5(x)x=0..25):
> display({g1.92,3,94,g5));
Variatia energiei cinetice, potentiale, totale
> ec:=proc(t,a) (cos(a)*2+(sin(a)-)*2)/2 end:
> ep:=proc(t,a) sin(a)"t-1*2/2 end: et:=proc(t,a) ec(t,a)+ep(t,a) end:
> et:=proc(t,a) ec(t,a)+ep(t,a) end:
> tf:=proc(a) 2"sin(a)end:
> plot({ec(t,Pi/3),ep(t,Pi/3),et(t, Pi/3)} t=0..tf(P¥3));
Hodograful miscarii
> implicitplot(x-1=0 x=0..1 y=-1..1);
Vanatia unghiului vitezei cu orizoatala
> plot(arctan(1-2*x) x=0..1);
Variatia vitezet
> plot(1-2°x+2°x*2 x=0..1);

69

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Linia

------------- virfurilor
— — — ~ Parabola
de sigurania o =n/d
T T
& /—\\ \\
\'\\\ \\\ » N g
SN\ -8 2 X-2£
[Y) i 3 Vo
Vinit _ 5
a =n/12, x/6, x/4, x/3, 5%/12 Vo 1,2,3,4,
Figura3.3.1 a Figura33.1b
v
. Yo t=0 o L
9 7
'
059 N \ /
= R/ /
{ “f. vl 08 \\ o =x/4 /./
o s s 3 ‘;; - \\\ ’ ,/
- N
o \ﬁ// Yo
a=n/4 o 77 T & CCN 1
L=,
Figwa 3.3.1 ¢ Figura3.3.1d Figura3.3.1e
T
2 . . _
e Energie 1otala
oo Energie njiala
P pecy
0.3 /
a=mn/4
0z
N o
o Energie cinctica
L, [}
o @7 D& 0& 08 L] 12 14 18 ;
Figura 3.3.1 f
Figura 3.3.1

In figura 3.3.1a sunt prezentate traiectorii corespunzind aceleasi viteze inijiale v, dar
cu diferite unghiur inifiale a.=-152-, %, %, -3’5, % Sunt trasate si locul geometric al
virfurilor si parabola de siguranta. In figura 3.3.1b sunt trasate traiectorii corespunzand
unghiului inijial a = %, pentru viteze inijiale proportjionale cu 1, 2, 3, 4, 5. Se observa ca
indl{imile maxime sunt proporjionale cu aceste numere in timp ce batdilc variaza
proporijional cu pétratele lor 1, 4, 9, 16, 25.

In figura 3.3.1c este prezeatat hodograful micarii pentru a = % care pune in evidenja

componenta orizontald constantd a vitezei (proprictatea nu depinde de o). In  figwa 3.3.1d
este prezentatd vanatia unghiului 6 al vitezei cu orizontala in timypul micanii tot peatru o = %
Graficul oglindete proprietatca de simetric a traiectoriei in raport cu verticala naliimii

In}
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maxime (proprictatea nu depinde de o). Variatia marimii vitezei (minim la inal{imea

maxima) in timpul micarii, pentru o = % este schijata in figura 3.3. le.
Proprictatea de conservare a energiei totale pentru a :% este prezentata in figura

3.3.3f (proprietatea nu depinde de ).

3.3.2. Sa se studieze miscarea punctului material greu, la suprafaja Paméntului, daca
rezistenja mediului este proportionala cu viteza.

Se alege referentialul inerfial la fel ca in problema precedentd (demonstrajia
planeitalii traiectorici este data in pb.3.3.4); datele inifiale vor avea exprimare identica.
Considerand rezistenta medinlu

R:»-mgkzv “kzl'—MULAITl‘
ecualia de migcare a punctului material
mx = mg - mgk*i

admite solufia reprezentind miscarca pland si in acest caz (rezultat direet din ecualii; v.si
problema 3.3.4)
| 1. VeCOsa

xl=xl+ —721;—-[] ~exp(—k*g0))

k*v,sina + | .
xt=x2+ g [ —exp(—k?gn) - a2

XJ‘—JO'

Prin eliminarea timpului rezulta ecuatia traiectoriei

x2=x2 4+ Ko+ 1 Xl —xl)- | nl"—xf.,
*" Kgv,cosa *7 kAg T vecosa’
traiectoria admite asimptota verticala
limx! = x! 4 YeCO8Q
-3 ¢ kzg
limx? = —a0,
-»0

Punctul material se ridica pina la inaljimea maxima (v* = 0)

Vosina
Xy = X2 4 —“—k—2—é— k‘ In(l + A%v,sina)
pentru
t= k’ In(l +k?v,sina)
ol v2sin 20

2g(1 + k*v,sina)’

Bataia sc objine rezolvand ecuatia

2 4 kv, + | o N \" - x)

*" Figv.cosu xt - xg) 0y, cosa
Determinarea nuincrica 2 indljimin maxime §i a timpului de urcare, precum si a bataii

$i timpului total esie excmpliticata n programul de mai jos pentru v)=v2=10um. yi

b =k* — 1 um. Cuacelass program sunt oblinute i reprezentdrile grafice din figura 3.3.2.

v

=0.
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> with(plots):
> x1:=v01*(1-exp(-b*g*1))/b/g: x2:=-t/b+(1+b*v02)*(1-exp(-b*g*t))/b*2/g:
Calculul componentelor vitezei

> v1:=diff(x1,t); v2:=diff(x2,t);

bot
VlI=VUIC( g
bgt
. l+(l+bv02)c( £ ,
b b

Proprietati ale miscari: cazul limita b=0 al miscarii in vid
> limit(v1,b=0); limit(v2,b=0);
vol
-gt+v02
> limit(x1,b=0); limit(x2,b=0),
vOol t

- % g t2 +1v02
Proprietati ale miscarii: valorile limita ale vitezei, existenta asimptotei

> assume(b>0,g>0):

> limit(v1, t=infinity); limit(v2,t=infinity),

> limit(x1,t=infinity); limit(x2, t=infinity),
vOol
b~ g~

-0
> g:=9.8:
> X1:=unapply(x1,v01,b t): X2:=unapply(x2,v02,b,t):
> V1:=unapply(v1,v01,b,t): V2:=unapply(v2,v02,b.t):
Determinarea bataii si a inaltimii maxime
> tb:=solve(X2(10,1,1),t); xb:=X1(10,1,tb);
th = 1.122430229, 0

xb :=1.020391117
> tu:=solve(V2(10,1,1)1); h:=X2(10,1,tu);
tu = 2446831911

h = 7757249719
> plot({limit(V2(0,b,t),b=0),v2(0,1,1),V2(0,10,)},t=0..1);
> animate(V2(0,b,{),t=0..1,b=0..10);
> plot3d(V2(0,b,1),t=0..1,b=0..10,0rientation=[-80, 75}, axes=framed);
> plot({{limit(X1(10,b,1),b=0), limit(X2(10,b,1t),b=0),t=0..2}, [X1(10,0.1,1), X2(10,0.1,1) 1=0,.2],IX1(10
> ,0.5,1),X2(10,0.5,1),t=0..2],[X1(10,1,t), X2(10,1,1),t=0..2]}):

In figura 3.3.2a este reprezentatd varialia componeater verticale a vitezel penuru
citeva valori ale parametrului b - &7 si viteza inijiald nuia Aceeast vaciatie este prezentata
]

7
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global in figura 3.3.2b. In figura 3.3.2¢ sunt prezentate traiectoriile pentru cateva valori ale

parametrului b pentru o viteza inifiala v} = v2 = 10 u.m.

: ™

Figura3.3.2.a
2 v,= 10
3 ~
2
op ’ 2 4 [ - !
1 p=0.1 | Figufﬂ 332c¢
2 b=05

Figura3.32b b=1

Figura 3.3.2

3.3.3. S& se studieze migcarea pe verticald a unui punct material greu, la suprafaja
Pamantului, daca rezisten{a mediului este propor{ionala cu patratul vitezei.

Miscarea pe verticala se realizeaza in cazul in care viteza ini{iala este verticald
(v.problema 3.3.4), miscarea fiind descendenta sau ascendenta urmata de o miscare
descendenta dupa sensul vitezei initiale.

Rezistenja mediului in acest caz are expresia

R = -mgk’vv ([k’] = M"L“’Tz) :

. 2 . o
Fie Ox” axa pe care se va desfasura miscare.

Miscarea ascendenta.
Fie la momentul =0

X, = yui21 Vo = Vo‘).

Intrucat in miscarea ascendenta

X = .\'ziz, X = Vi)
ccualia de miscare
mxX — mg - mgk’vv
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conduce la ecuatia diferentiala de ordinul intai
v=—g(l +k%v?)
avand solutia
v= %tg[arctg(kvo) — kgt).
lindljimea la care se va afla punctul material, in funciic de viteza sa rezultd din integrarea
ecualiei
)., . "
asociind-o cu ecuatia diferentiald anterioara
I I +k%v2
=y, + ~In :
AR YT R B
Legea de variafie a vitezei in timp aratd cd aceasta descreste pand la zero intr-un interval de
timp dat de

5 ok i yn Yo
e kgarctg(k\ o) > ;

cind atinge indl{imea maxima

2
Vo
Yax = Yo + 2kl2g In(1 +k%v3) <y, + EE

Timpul cit punctul material urcad in mediul rezistent este mai mare decat timpul in vid, 1ar
indljimea maxima pe care o atinge este mai mica decit cea in vid.

Fie la momentul 7 = ¢,
X1 = yii2, Vi =-vyiz, vy > 0.

In acest caz
X th, X =-vi 2
$i ecualia diferentiald a migcdrii va fi
v=g(l - k*v?)
avand solufia
Cexp(2k(t-1,)) - | _l+hkvy

"Ik CexpCht-n)+1° = 1-hkvy
Indljimea la care se afld punctul material este data de
L, 1 -k}

YEXU kg TR

In miscarea ascendentd fic y — 0. Legile muscarii suat cele prezentate mai sus. Dilele
inifiale pentru miscarca descendentd ce urneazd miscari ascendente sunt valotile fuale ale
ucesteda, adica

= __.L cty »
fH kgaulb(,hu)

| , )
y S da (AN, vy - 0.
Loy i ( I
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Legile miscarii se particularizeaza din relatiile de la  miscarea descendenta. Viteza la
coborire - cea pentru care y =0 - va fi

2 "‘2; 2
Veob = 2.2 <V
1 +k%v;

Timpul de coborire - cel lacarev=v_, -vafi

1 _ 22] Vo
tcob—kgln[k\‘,+ 1 +k%*v2 >g

Pentru valori foarte mici ale parametrului 4, prin dezvoltare in serie in jurul valorii
k=0, rezulta relaiile

— Yol _ 1 272 } =Xi[ 120 ]
Fures g[l 3\,,1( +.ee |3 Voax 22 1 3v‘,k +...

biob = -Vg—"[l - —é—vﬁkz + :l, vi, = V[l = vok+v2k? +..].
care aratd cd pentru valori mici ale parametrului k se poate considera miscarea cu neglijarea
rezistentei mediului.

Pentru o viteza inifiald v, = 111,11 m/s si valoarea parametrului k% = 8.1073/g, sunt
reprezentate grafic variafia vitezei si a indl{imii in timp si calculate marimile caracteristice
corespunzdtoare miscarii pe verticald cu rezisten{a proportionald cu patratul vitezei si
comparate cu cele pentru micarea in vid (timp de urcare, timp de coborare, viteza de
coborire, inaljimeaa maxima). Programul utilizat este

> with(plots): '
Introducerea datelor, calculul unor parametri

> g:=9.81: |b:=8*104(-5)/g: v0:=111.11: k:=sqrt(lb);
‘ k = .002855686246
> t0:=v0/g; t1:=arctan(k*v0)/(k*g), t2:=In(k*vO+sqrt(1+k"2*v0*2))/(k*g);
10 :=11.32619776
t! =10.96753273
2 :=11.14427802
> v2:=sqrt(vOA2/(1+kA24v072)):y0: =v0r2/g; y1:=In(1+kA2*V0*2)/(2*kA2*g);
v2 = 105.9066763
10 = 1258.453833

y1 = 599.5300965

]

Variatia vitezei in timp
> vu:=proc(t) tan(arctan(k*v0)-k*g*t)/k end:
> ve:=proc(t) (exp(2*k*g*(t-t1))-1)/(exp(2*k*g*(t-t1))+1)/k end:
> ga:=plot(vu(t),t=0.11):
> gd.=plot(ve(t),t=t1..11+12):
> display({ga,gd});
Variatia inaltimii in timp
> yu:=proc(v) In((1+k*2*v042)/(1+k*2*v*2))/(2*g*k"2) end:
> yc:=proc(v) y1+In(1-k*2*v*2)/(2*g*k*2) end:
> tu:=proc(v) (arctan(k*v0)-arctan(k*v))/(k"¢) end:
> te=proc{y) t1+In((1+ -V 01-Kv)I/(2*k*g) end:
a1V !,»’l Yy ,id
> fe = 0u(ie(s),y o
> dispiay({tu fch
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Figura 3.3.3

3.3.4. Se considerd miscarea unui punct material greu la suprafaja Paméntului, presupuniand
cd el intampind o rezistenta

R=-mgfv)¥, v=IMl

unde f(v) are urmétoarele proprieti(i pentru 0 <v <vy,,:

- este nenegativa

- este monoton crescdtoare

- este derivabild

- ecuatia flv) = 1 are solujie v,.

a) Si se arate ca traiectoria este pland /rectilinie.

b) Sa se deduci ecuatia hodografului (ecuajia fundamentala a balisticii exterioare).

c) Si se arate ca viteza este limitatd inferior si superior.

d) Sa sc arate ca traiectoria admite asimptotd verticald. Sd se¢ studieze disimetria dintre
ramura ascendentd si cea descendenta a traiectoriel.

a) Fie un referenial inertial ales astfel incat planul Ox' x* sd treacd prin pozifie inijiala
si 8 conlind suportul vitezei inijiale, deci la momentul t = 0
x!l=x)x2=x2,x3=0
x! =v,cosa,x? =v,sina, 3 = 0.
In raport cu referenjialul ales migcarea este descrisd de ecuafiile diferenjiale de ordiaul al
doilea
-1

¥ = —gflv {, ‘
=2
. X _ 2 2 372
¥ = —gfV¥ g v o)+ o) + ()
-3
vy L
= —gfAv)5
Acestea admit , in condijiile inifiale date, solujie unica verificind ccuajiile diterengiale
-1
¥ = —g[(u)%
, -2 ;
i = ~g/(u)=%— - U= ‘/(x')z 4»(.\'2)2
¥ =0.

Daca viteza inifiala este verticala, atunct miscarea are loc pe verticala pozifici initiale (v_|| g).
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b) Notand cu 8 unghiul vitezei cu Ox' | ecuatiile miscarii in planul Ox'x* se scriu
vcos® —v0sin® = —gflv)cosO
vsin® + v cosO = —gfv)sin® — g
sau aduse la forma normala
v=-gsin0 - gflv)
v = —gcosh.

Eliminand timpul, se ob{ine ecuatia hodografulut sau a fundamentala a balisticii exterioare

dv vl:tge + ) }

) cosB
Rezulta ecuatiile parametrice ale traiectoriei si legea de variatie a unghiului 6 in timp
jml \’(9)
g i cosG
N 1 2
x —x,,—gd[x (6)do
x?=x2 - é I v2(0)1g0 dO

n
2

Intrucat miscarea are loc pentru —5 <0 < 7, unghiul vitezei cu orizontala descreste in timp.

c) Fie 6, > 0. Pentru -1-2t- >0 >0 viteza creste (-E > 0) si deci 0 <v(0) <v<v,. In
¢

intervalul urmétor de variafie a lui 8, ~% <0 <0 daca viteza descreste in continuare, ea

2

ramane inferioard lui v, . Daca ea creste, atunci

sin@+Av) <0 = Av)<-sinb<I;
funcjia f fiind monoton crescitoare 3i flv.) =1 rezulta v < v, . Deci viteza este limitatd
superior

v <max (v,, Ve).

In intervalul 0 <6 < 0, viteza este superioara valorii v(0). In intervalul ( %,0]
viteza poate fi mai mare decat v, , atunci si w(0) > v, si v, esic limita inferioara a lui v pe
—4125,0 J Sa admitem ca exista un interval [02,0,] ¢ (—-12-‘—,0 ] in care v < v,. Dacd 6, =0
atunci v (0) <v,. Daca 6, <0 atunci v > v, pentru 6 € (6,,0). Pentru 6 € [6,,0,]
| d(vcosB)  Av) i
veos®  d0 cos® ~ cosO

Sau

d 1 —sin®
de[ln (vcosO) +In (_—_cose ) J <0
de unde prin integrare intre 0 81 0, (W(0,) = v. ) se ob{ine

ht(O.)(l -sinB;)

v(O)(1 —sin0) <R

deai
(O sin0)) < wOX1 - sin 0).
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Poin vrmare

5m(). ey ) ~sinb)y v(0))

sin0 2 2

| - sin <2 l -sinB, >0

v(0) > \(O|)

In concluzie

V> min (V' L@—))

2’ 2

O discutie similara se poate face daca 6, <0.

d) Din ecuatiile parametrice ale traiectorici si din legea de variafie a unghiului 6 in
timp se oblin limitele

)
v 1 [
81_12121‘ 2 J;\ (06)do < +o
2
lim x2 = -0
0>-3
lim 7=+
0—#‘7

deci traiectoria admite asimptota verticala.
Fie doud puncte aflate la aceeasi inél{ime x2, unghiurile vitezei cu orizontala fiind 6,

respectiv 6, (x, < x,) . Relatia intre x* $i O se poate scrie sub forma

& ? = 10 d(1gH)

v2(0)cos?O
de unde
x2
1920, = -2g I N N Y
i v2(B)cos?0
£2
1
g0, = -2 —gr———y—alx?
$ g..-.".[.. v2(0)cos’0
dar cum

MJ§S_Gl=VﬂV)>0

produsul vcos® descreste si deci
tg’O. <tg262.
Din teorema energiei cinetice, in intervalul corespunzator punctelor aflate la acecasi
inaljime, se objine

{
vi-vl=2g I viv)dt <0

hn

de unde

0 < V) < V).

3.3.5. Sa se studieze nscarea unui punct material greu la suprataga Pamantului, considerand

tezistenta medilur proporpionala cu o putere a vitezel
/8
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Fie
Av) = kv,
Ecuatia fundamentala a balisticii exterioare se scrie sub forma

d(v cos0) ~ k(v cos0)""!

do (cos0)"'
Integrand aceasta ecualie cu variabile separabile se objine
0
1,(0) = [~ 6,(0) = 1,(0) - u,(0.,)
5 cos"'0
WO)cos = v,c080, —
[1 —nk@,(@)v.cos6,)"]
o el v2cos?0, ])' do
g g, cos?0[1 — nk¢,(0)(v,cos 6.,)"]2/"
xt=x2- vocos’6, i)[ 0
8§ cos20[1 - nk¢,(0)(v,c080,)"]*"
_ v,c0s0, j‘ do
B g

8, cos?0[1 — nk,(O)(v,cos6,)"]"™

In cazul vitezelor foarte mici se poate lua n = | (legea lui Stokes); pentru viteze sub
250 m/s o evaluare mai buna se obtine cu n = 2; pentru 250 m/s < v <500 m/s se ia n = 3;
daca 500 m/s <v <700 m/s seian=35. Pentru 700 m/s <v < 1200 m/s sc adopta valoarea
n=1.7 [v.C.lacob].

3.3.6. Sa se studieze miscarca unui punct material greu la suprafaja Pamantului, considerand
rezisten{a mediului propor{ionala cu patratul vitezei.

Procedind ca la problema precedenta, cu notatiile

q=-180, ¢, =—1gb,, “2(9)=*%F(¢1), Fg)=q |1 +¢ +ln(q+ Jl+q’)

rezulta
a1 1 +¢2 C:l+¢§
k C+F(q)- F(q.)’ kv?
q q
x':x",——l-j £q ,x2:x,2,+—l— q4q
kg . CHFy) - Fly.) kg .. C+F9)-Flg.)

1 ]’- dq
1=
gk 4. JC+F@)-Fig.)
In figura 3.3.6 sunt prezentate traiectoria i variajia marimii vitezei in timp pentru
S

k* = §'-19~~, vo = LI m/s 400 ki/h, 0, = &

b4 -4

Reprezentarile gratice precum si caleulul elementelor caracteristice (timp de urcare,
tmp de coborare, viteza la stirsitul urcéni, inalfimea maxima, bataia, pozijia asimptotei,
viteza linita) sunt rcalizate cu progiamul
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> with(plots):
> v0:=111.11: g:=9.81: |b:=8*10*(-5)/g:
> unghi0:=Pi/4: q0:=-tan(unghi0): a:=(1+q0*2)/Ib/N0*2:
> unghif:=-Pi/3: qf:=-tan(unghif):
> n:=ceil((Pi/2-unghi0)*72/Pi)+35: pas:=Pi/72:
> F:=proc(q) q*sqrt(1+q*2)+In(q+sqrt(1+q9*2)) end:
> G:=proc(q) a+F(q)-F(q0) end:
> v:=proc(q) sqrt((1+g*2)/G(q)/Ib) end:
> fx:=proc(q) 1/G(q)/Ib/g end: fy:=proc(q) -q/G(q)/ib/g end:
> ft-=proc(q) 1/sqrt(Ib*G(q))/g end:
> xa:=evalf(int(fx(q),q=q0..infinity));
4 xa = 4594.671409
> vu:=evalf(v(0)); tu:=evalf(int(ft(q),q=q0..0));
vu = 74.38622783

tu :=17.776720775

> h:=evalf(int(fy(q),q=q0..0)); xu:=evalf(int(fx(q),q=q0..0)),
h:=302.0614191

xu = 593.4281849
> vf:=sqrt(g*10*5/8);
vf = 350.1785259
> traiect.=[seq([evalf(int(fx(q),g=q0..-tan(unghiO-i*pas))), evalf(int(fy(q),q=q0. .-tan(unghiO-i*pas))
>)),i=0..40)):
> plot(traiect);
> viteza:=[seq([evalf(int(fi(q),g=q0..-tan(unghiO-i*pas))), v(-tan{unghiO-i*pas))},i=0..n)):
> plot(viteza); .

' —
v 300
A
S ol
3 *"“&"'&'“‘ﬁ'"“wxdi‘ ! o
1504
v, =111,11 m/s
n=12 m\
Z.g = 8*]0%s¥m? ] % ) ® ) t
Figura 3.3.6
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§3.4. Miscarea punctului material in camp central.
Miscarea kepleriana

Miscarea punctului material P in camp central de centru O
F=F0)5, r=Ixl, (x=0P)

este caracterizatd de urmatoarele legi:

- traiectoria se afla in planul care trece prin pozitia initiald x, si conline suportul vitezei
inifiale v, de la momentul ¢ ; in acest plan pozitia punctului va fi precizata prin coordonatele
sale polare r si 0;

- in timpul miscarii viteza areolara este constanta

C=|xxv|=|X, X Vo| =rovesina;

- traiectoria r = 1{0) rezulta din ecuatia lui Binet

ST
dor\r rT mCc?®’

Miscarea in camp central este o prezentare simplificata a unui sistem izolat format din
doua puncte materiale in absenta forielor exterioare (v.L.Dragos si problema 4.5).

* ¥k k

3.4.1. Sa deduci legile miscarii punctului material in camp central din legea lui Newton
scrisd in coordonate sferice.

Fie Ox' ¥*x’ un reper iner{ial si r, 0, ¢ coordonatele sferice asociate

x!' =rsinOcos@ r € (0, +®)
x? = rsinOsin @ 0 € [0, n]
x3 =rcos6 ¢ € [0,2n]

Ecuatia vectoriald de miscare
ma = F(r)%
in proiectie pe triedrul 1,, 1, 1, conduce la ecuatiile scalare (v.problema 2.40)
m('i' -rd2 - r(o2sin29) = F(r)
m(2i{-') +r0 — r¢plsin 29) =0
m(r('{') sin® + 7 sin® + 20 cose) =0
Ultima ecuajic se¢ mai scrie

1 i 2.5 ol d _
rsin® dt(r pain 9) 0.

Daca referenpialul inertial este astfel ales incat planul @ = 0 sa fie planul determinat de
pozilia inijiala si suportul vitezei inijale, atuncit ¢, = 0,9, = 0 si deci

reQp sinze =0
de unde
®-0 ¢=0
81
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adicad migcarea este pland in planul determinat de pozitia ini{iala si suportul vitezei initiale.
Din a doua ecualie rezulta

ORI

(conservarea vitezei areolare). Prima ecualie prelucratda acum la fel ca si in cazul utilizarii
coordonatelor polare conduce la ecuajia lui Binet.

3.4.2. Sa se studieze miscarea punctului material sub acfiunea unei forfe elastice F = - kx,
k> 0.

Fie in planul determinat de pozifia inijiala si suportul vitezei inijiale, in coordonate
polare, conditiile inifiale
0,00, F0 = Vocosa,r.0, = vesina.
Ecuatia lui Binet scrisa in raport cu u = %
k

n" -
wru=-—=—
mC 2’

unde
C=r,v,sina,
admite integrala prima

wWtvu? = ka2u2 +2C,

cu C, rezultind din datele initiale

1, ctga 2C | kr?
- LD e— 1 = - i
Yo ™° e r2sin’a mC?

U, =

Multiplicand cu «’, aceasta se scrie

(u’)’=2‘/m22 +Cl-W*-Cy)?,

ecuajie ce admite solutia

2 2 _
2(9-—9.,)_—.arccos“"c2 ! _arccos ¥ Czc" Cy = m—fj—-z--rCf.

Problema va fi reluata prin integrare directa in §3.8.

3.4.3. Un punct material se miscé pe o circumferin{i de diametru 2a sub acfiunea unei forje
de atracjie din partea unui punct fix O al circumferintei. S& se deduca expresia forfei centrale
care determind aceastd miscare si viteza in punctul A diametral opus lui O pentru care
migcarea s fie posibild.

Fie OA axa Ox'. Datele iniliale ale problemei (cu A pozifie inifial) sunt

r,=2a,90,=0, v,cuao = 5, C =2av,.

2
Reprezentarea parametrica a traiectoriei fiind
r=2acos0,
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din ecuatia lui Binet rezulta

F(r) = &L'C‘:‘l;

prin urmare forfa care determina miscarea are expresia
For)=-"K k>0
P
dacd viteza iniliala v, este astfel incit k =8 C2a’ adica

l k

\('
2a?

Punctul material ajunge din A in O dupa un interval
de timp ce se obline din legea ariilor

4420 cos?0 = 2av, N pr=s T
| ' \
adica . |/ r \ AV
e 4 - \
3 o & | a=n/2
r=24 f c0s?0 b = ()'t GM_ i . 1o
=3, ) ’7‘, : A

Figura 3.4.3
Daca viteza in A ar avea alta valoare, punctul ar avea
alta traiectorie ca la problema 3.4.11.

3.4.4. Un punct material se misca sub acliunca unei forle centrale pe lemniscata
r* = acos20. Sa se deduca expresia for{ei care determind aceasta miscare si relajia ce trebuie
sa existe intre datele inifiale si marimea forjet.

Pozifia ini{iala a punctului material este caracterizata prin

= Jacos20, .0,

(daca a > 0 atunci 0, € (—1[- —) sau 0, € (37{ 5“) 3

44 4° 4
Viteza inijiala fiind v_, unghiul ei cu X se poate determina
2sin 20,

cosa = cos(X,,V,) =—

J1 +3sin%20, .

Tindnd scama de reprezentarea parametrica
a traiectoriei, din ecualia lui Binet rezulta e

2,2
F(r) = _3mf7 a

deci expresia forjei centrale care determina
accasta miscare este Figura 3.4.4

Fy =28 k>0,

Miscarea sub acfiunca unei asemene tore
ate loc pe curba data numai daca viteza inijiala a punctului matenial are valoarea
‘ k
v s
JLI cos "U
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Traiectoria punctului matenal sub actiunea foriei centrale de tipul considerat pentru o
viteza inifiala diferitd de cea determinata este oblinuta la problema 3.4.9.

3.4.5. Un punct material se misca sub actiunea unei forte centrale pe spirala logaritmica
r=aexp(A0) . Sa se deduca expresia forlci care determind aceastd miscare si relajia ce
trebuie sa existe intre datele initiale $1 marimea fortei.

Pozitia inifiala a punctului material este caracterizala prin
ro =aexp(10,),0,.
Viteza inifiala fiind v_, unghiul ei cu x, se poate determina
AcosO, —sin0,

JAZ+1

Tindnd seama de reprezentarea parametrica

cosa = ¢cos(X,,V,) =

a traiectorieli, din ecuatia lui Binet rezulta /
mC?(A% +1) /
F' memmeteppmie,
e

deci expresia fortei centrale care determina
aceasta miscare este

k
F= -L'"T k>0. Figura 3.4.5

Miscarea sub acliunea unei asemene forfe
are loc pe curba datd numai daca viteza inifiala a punctului material are valoarca

Vv — —k_ l
¢ r2 Asin0, +cosB,

Traicctoria punctului material sub acliunea forfei centrale de tipul considerat pentru o
viteza inijiala diferitd de cea determinata este objinuta la problema 3.4.10.

3.4.6. Sa sc studicze miscarea unui punct material sub acfiunca fortei de atracjie universala
-M
F(I') = —j—':—;'—'
din partea unui punctde masa M ( f=6.67-107"' S.1.).

a) Traiectoria unui punct material supus acfiunii forjei de atracjie universald este o
conicd. Natura conicei depinde de conditiile inijiale:

- traiectoria este elipsa daca rovi<2fM (e<1)
- traiectoria este parabola daca rovi=2fM (e=1)
- traiectona este hiperbola daca rovi=2M (e>1).
Intr-adevar, formula lui Binet devine in cazul forjei de atracjie universala

PIANR

siare solutia
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1 o M
= —Acos9+BsmG+?

Conditiile inifiale (ra,eo),(io:v‘,cosa,rﬁo:v(,sina). Ele urmeaza sa fie utilizate in

determinarea constantelor A si B din expresiile lui L d (I) pentru 6 = 0. Dar

do
d(1)_ 1r
'4—9(7) - __2'6
Prin urmare
AcosB, + Bsin0, +fCA;I rlo
-Asin®, + BcosH, = el REODS
C
de unde
A= (;l: —%) cos0, + L’%Oisine.,
B= (F]Z —%‘g—)sinﬁu - v—"ccﬁg—coseu
Solutia se scrie sub forma
P
‘ =t
*) " T+ecos(©-0))
unde
C? _rivisin o - p . P cosa
¥ - - £ o
(**) p= fM fM , ecos(6,-0)) 7 l,esin(0,—0)) = Fa oin ol

261
el = | +[_(_% 2) 14 (rulu _2\ (0, - 0,) = TeYesinacosa

rosin‘a )’ rovisin’a - fM’

(*) arata ca traiectoria este o conicd, cu centrul atractiv in focar, iar din (**), rezultd natura
conicel.
Acelasi rezultat se putea objine utilizand integrala prima a encrgiei

 fMm
y=422

gm0+ V) = h
blel4()] 5}
(55) = L{Z v Mmuy -2

(%) _{(lz[m*(fM)] (u—fM)Z}

2
u——/iﬁ‘l*J'—zj‘!—‘*([AT/’) cos(0-0))

mC? ¢

R S

liecos(®-0))
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2 2 ,
ngf—, e= |l +2—’"-"—(—?;-, h=Lm f_M_m
M My 2 o

Exemple de conice depinzind de conditiile initiale sunt date in figura 3.4.6, pentru
aceeasi pozilic iniliald r, (aleasad drept unitate de lungime) si pentru o viteza inijiald a cérei

)2
marime veritica relatia k= rjﬁM‘—" =1.7, 2, 2.5 (elipsa, parabola, hiperbola) si care face cu

directia initiald®, = 0 un unghi o = % respectiva = %

o parabola

. N\,
hiperbola ™
N |

- N\
purab&N\‘\_\ » hiperbola
\ N

N
clipsa //F\ / \\
I -

\
S
NN\
\b\ \
\
ll
wia
i~}
"
HiA
\

Figura 3.4.6

Reprezentrile grefice sunt realizate cu programul

> with(plots):

Ecuatia conicei functie de parametrul k
> r:=k*sin(a@)*2/(1+(k*sin(a)*2-1)*cos(u)-k*sin(a)*cos(a)*sin(u)):
> R:=unapply(r,u,a k):

Reprezentarile pentru doua unghiuri ale vitezei initiale cu pozitia initiala
> xs:=-7: xd:=5: yj:=-6: ys:=8:
> elp1:=plot([R(u,Pif2,1.7),u,u=-Pi..Pi), x=xs..xd,y=yj..ys, coords=polar):
> par1:=plot([R(u,Pi/2,2),u,u=-Pi..Pi] x=xs..xd y=yj..ys, coords=polar):
> hip1:=plot([R(u,Pi/2,2.5),u,u=-Pi..Pi], x=xs..xd,y=yj..ys,coords=polar):
> display({elp1,pari,hip1});
> elp2:=plot([R(u,Pi/4,1.7),u,u=-Pi.. Pi], x=xs..xd y=yj..ys, coords=polar):
> par2:=plot([R(u,Pi/4,2),u,u=-Pi..Pi] x=xs..xd y=yj..ys coords=polar):
> hip2:=plot([R(u,Pi/4,2.5),u,u=-Pi..Pi] x=xs..xd,y=yj..ys,coords=polar):
> display({elp2,par2, hip2});

b) Daci traiectoria este elipsd, se definesc apsidele pentru 0=0,,0=0, +=n:

=1 _P g \__P S P .
2 l+e+l—e) [ Bredl= Ji-e?

Perioada migcani rezultd din

Rab
'

Se¢ obpine legea a [l-a a lwi Kepler: raportul dintre patratul perioadet si cubul semiaxei mani
nu depinde de punctul material in cdmpul de atractie al aceluiagi centru

t:
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2
2 [ _ o2
12 (n” I -e ) n2a(\ —e?) n p
i ’ = — = = const.

a’ a’C? > ? fM

c) Daca sunt adevarate legile lui Kepler
1 - tratectoria punctului material este o elipsa
11 - raza vectoare matura arii egale in intervale de timp egale (viteza areolara constanta)
I - raportul dintre patratul perioadei si cubul semiaxei mari este constant
atunci miscarea are loc sub actiunea forteir de atractie universala, trecand prin focarul elipsei.
Traiectoria fiind elipsa este plana. In coordonate polare ecualia traiectoriel este
P ;
= —t—7 e<l.
1 +ecosB
Legea a doua in coordonate polare

r2d=C.

Ecuafiile de miscare in coordonate polare
m( - 162) =F,, m(ré + 216) =Fy

Din ecuatia a doua si legea a doua a lui Kepler, rezulta F, = 0, deci miscarea se efectucaza
sub actiunea unei forte centrale trecand prin focar. Aplicand fornula lui Binet, se ob{ine

F:Jncz‘z[_tf_(%) 4.11 __mC* ecos®  Itecos®|_ mC:_ _mC?1

402 riT Q2 | p p - ,”,2 TTTp Q2
. ? ; ) . .
Trebuie demonstrat ca a este constantd independentd de punctul matenal. Prin calculul
anterior se obtinuse
2 1(2

T P

“ = —— = const.

a &2

de unde cerinfa formulata.

3.4.7. Sa se determine potenjialul fortelor de atraciic universala in urmaétoarele cazuri:

a) un singur punct material de masa m atras de punctul matenal de masa M,

b) un singur punct material de masa m atras de un sistem discret de puncte materiale ;

¢) un singur punct material de masa m atras de corp sferic omogen cu densitatca de masé p.

a) Fz—-&g"—%,rzlxl
>k v yMmx dx _  Mmd Mm d _ Mmd
Pk vty da. Mud(ly ) yMud(in) - sMm
Mmdr  d( Mm\dr _ d( Mm
- P2 dt dr(j ')dt dt( ’)

Deci potenjialul forjei de atracjie universala (pentru un punct material atractiv) este

U) - fMm.

b) Potenpialul torfei de attactic universala a unwi punct matenal atras de un sistem de
puncie mateuale {m, x| esle
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U(x) = Zf

“x"‘JH

¢) Potentialul newtonean al unui corp rigid continuu, cu masa specifica p(y) este

: y)
U(X) :jl)l Jl])] m

Potentialul newtonean al unui corp sferic omogen este egal cu potentialul unui punct
smaterial, in care ar fi concentrat masa totala, plasatﬁ in centrul sferei.

Mm
U(x) = /nmum Ix _y|| “ixll

D= {320, () + )+ () < R}, M= SmuRe,

do,.

Fie punctul material de masa m situat pe axa Ox*, la distania z > R de centrul sferei.
Utilizind coordonate sferice

x' =psinOcose
x2=psinOsing
v} =pcosB
domeniul sferic este acum caracterizat prin
D = {(x",x%,x*),p € [0,R),0 € [0,%]),0 € [0,2r]}.
Atunci

’ \
| 2e; _
, p smOdGJdp de =
U: Jp?+22 - 2pzcosO ,

)= /'mu.,j [

]
R
=fmp, - 2n j
0

e

R
3
= fmpta - 25 [pflp-+2| - |p - z|ldp = fmps, - 2 [ 20%dp = fmps, - 42K < M
0

(=]

3.4.8. Sa se studieze conditiile de satelizare.

a) La suprafaja Pamantului, forja de atracfic universala este egala cu greutatea punctului
material
K =mg
&l-;—'—"- =mg = [M=gR?.

b) Viteza de lansare a satelitului de la distanja r, > R trebuie sa fie astfel incit
rovi < 2gR?.

Intr-adevar, traiectoria “punctului material™ atras trebuie sa fie o clipsa, pentru ca acesta s
le sateht. Deci

rovi < 2fM =2gR*.
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c) Conditiile de satelizare sunt

r2sin’a > R2
¥ 2 _— 2
*) 2&'R R.(r; R) e~y 2€R .
Fo risin“ol - R2 ¢

Traiectoria satelitului (elipsa) nu trebuie sa intersecteze suprafata Pdmantului, prin urmare

10 P 2
B r :ravosma 2 _ _[l(rava_z\
"= T+ ecos0’” M ¢ +"o\fm )
r>R V0 e[0,2n] = rmm>R =-L—>R
l+e
2
. p P (E__) 2
(**) l+e>R = R>l+e = R 1] >e* = ‘
2 L2 2
P o.p plrovd ) P v (L_L)
R 2R+l>l+ro\ﬂ[ 2 = x jM>2R e =
(2602
) B F G A
U
~R R2 2¢R? R(r, -R)
2> M > vi> :
ve>/ Rro r2sin’a. - R? ' o r2sin’a - R?

2
Pentru ca "(% o l) =g? =3 %— | >e" trebuie ca p > R. Din (*) se objine

s 28R (o - R)sin’a

)
risin“o — R?

2

. 2
gRr <virisin“a

prima inegalitate rezultand din

2r,sin’a(r, — R) > risin’a — R? < (rosina — R)? + 2r,Rsina(l - sina) > 0.

d) Daca intrarea pe traiectorie se face sub unghi o = 1 /2, atunci
2eR* R ,  2gR?
e e R, K,
Yo r,+R Fo

Rezultatul este evident din c).

€) Daca lansarea se realizeaza aproximativ de la suprafaja Pamantului, atunci
gR < v} <2gR.
Rezultatul se obtine din d) pentru r, = R.
Marimea  JgR ~7.29 km/s  reprezintd prima vitezd cosmicd, iar méirimea

‘/2gR ~ 11.2km/s reprezinta a doua vitezd cosmicd. Orice corp lansat de la suprafafa

Pamantului, perpendicular pe raza vectoare, cu o vitezd cuprinsa intre cele doua viteze
cosmice, devine satelit al Pamantului. Pentru a evita efectele frecarii cu atmosfera, se ia r,
incit sa includa si grosimea atmosferei (intrarca pe orbita la limita superioara a atmosferei);
in acest caz vitezele cosmice se modifica usor.

f) Studiul condifilor de satelizare. Fie vanabilele adimensionale

Vo

X=1¢s Y= > 0.
R JeR
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Conditile Jd= satelizare se scriu

Xr: <2, )’2(.\'2sin2a - 1) > 2(1 - IT) .

\ceste relatit sugereaza considerarea in plan (XY) a curbelor

2

r,: Y= 2(X-1)
\/\ X2sin’o — l)

Domeniul de satelizare este D = D, N Dy(a), domeniul D, fiind delimitat inferior de
axa OX, la stinga de dreapta X = 1 si superior de curba I'; , iar D, () inferior de curba I'y, la

stinga de dreapta X'= I/sina.
Utilizind programul

\

> with(plots):

Introducerea datelor, calcularea unor parametri
> x0:=5.5: v0:=0.4: cond:=(2*(x0-1)/x0/vo*2+1)/x0*2: cd:=sqrt(cond/(1-cond)):
> alinf:=arctan(cd); alsup:=Pi-alinf;

alinf = 6550771348

alsup := . — .6550771348
> alo:=Pi/2: ali:=Pi/4:

Trasarea unor orbite posibile
> [:=1/(x0*vo sm(a))"2+(1/xo—1l(xo vo*sin(a))*2)*cos(u)- sm(u)‘cot(a)lxo
> ex:=cos(u)/l: cy:=sin(u)/l:
>u="u a='a’;
> Cx:=unapply(cx,u,a): Cy:=unapply(cy,u,a):
> cc:=plot([cos(u),sin(u),u=0..2*Pi],numpoints=360, style=line, linestyle=1,thickness=2):
> co:=plot([Cx(u,alo),Cy(u,alo),u=0..2*Pi],numpoints=360, style=line linastyle=1):
> cinf:=plot([Cx(u,alinf),Cy(u,alinf),u=0..2*Pi],numpoints=360, style=line, linestyle=3):
> csup:=plot([Cx(u,alsup),Cy(u,alsup),u=0..2*Pi],numpoints=360, style=line, linestyle=3):
> ci:=plot([Cx(u,ali),Cy(u,ali),u=0..2*Pi],numpoints=360, style=line linestyle=2):
> display({cc,co,cinf,csup,ci});
Domeniile conditiilor de satelizare
> f:=proc(x,a) 2*(x-1)/x/(x*2*sin(a)*2-1) end:
> f1:=proc(x) sqrt(2/x) end:
> f2:=proc(x,a) sqrt(f(x,a)) end:
> f3:=proc(x) sqrt(2/x/(x+1)) end:
> a1:=Pi/6: a2:=Pi/4: a3:=Pi/3: x1:=1/sin(a1)*2: x2:=1/sin(a2)*2: x3:=1/sin(a3)*2:
> c1:=plot(f1(x),x=0.2..6,style=line linestyle=1):
> c21:=plot(f2(x,a1),x=x1..6,style=line linestyle=3):
> ¢22:=plot(f2(x,a2) x=x2..6,style=line,linestyle=3):
> c23:=plot(f2(x,a3),x=x3..6,style=line, linestyle=3):
> c3:=plot(f3(x),x=0.2..6,style=line linestyle=1):
> ca:=plot([1,u,u=0..3],style=line linestyle=5):
> pp:=plot(0,x=0..1):
> display({c1,c21,c22,c23,c3,ca,pp));

in figura 3.4.80 s-au reprezentat curba I', 1 curbe I', pentru o = iar in figura

6’ 4 3’
3.4.8b orbite posibile pentru o acceasi pozifie inifiala, dar cu viteze inifiale diferite: orbitele
limita tangente la ceicul reprezentind Pamaéntul, orbita circulard corspunzand unghiului
u l)[ st orbita penua «@ - 3['
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o, =n/4
/
/
& e ——
P e \\ a,, = 0.655

a,,,=n —0.655

Figura3.4.8b
Figura 3.4.8

3.4.9. Sa se studieze miscarea unui punct material in cimp central dat de
mk
F=28

3
Ecuatia lui Binet se scrie in acest caz
42 (n) ( k ) | _
_Lé—? 2] * l+62- v =0,

solujia ecuatici depinzind de datele inifiale $i prin intermediul coeticientului | + =

C = ryvosina. Asemenca curbe au fost prezentatela problema 2.3.4.
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In cazul in care 1 + _(_‘&7 =0, solutia ecuatiei lui Binet este

% = % - %(0 -0.)ctga.

In cazul in care | + Cii > 0, solufia ecuafici lui Binet este
% = Acos(©0) + Bsin(w), o= |1+ %

e 1 . 1 - .
Ad=- (o_r.,[m cos(w8,) +sin(w0,)ctga) , B =- m[m sin (©8,) - cos (w6,) ctga

k

In cazul in care | + ol < 0, solufia ecuatiei lui Binet este

% =Aexp(A0) + Bexp(-A0), A= [|1+ (_ffl
_ _ X _ 1
A= MO(CtBQ Mexp(-A8,), B ,__,Aro(ctga + A)exp(A6.).

Problema 3.4.5 se incadra in acest din urma caz (cu notajiile corespunzatoare, pentru
condifii inifiale care dau a = A, B = 0).

3.4.10. Sa se studieze migcarea unui punct material in cAmp central dat de

se poate scrie sub forma
0 . g 2k (l 1) Vo..
3ct’ \rg ~) et
cu /= %, C = r,vesina, sau utilizind mérimea adimensionald w = ;.-';—
2

Integrarea ecuatiei, cu conditiile m-male w, =1, wi =—ctga , conduce la integrale eliptice
conform formulelor din Anexa 1.

3.4.11. 84 se studieze migcarea unui punct material in cAmp central dat de
F=uk
pr

Integrala primd a energiei in acest caz se poate scrie sub forma

rlert= __[(_(r‘ }—ﬁr‘

2024
cu = %, C = r,vosina, sau utilizind mérimea adimensiopald w = ;,":
k w22
“,12 = 2C2r£(“'4 - ) + _——2‘20 M" =] “,2 5

Integrarea ecualiei, cu condiliile initiale w, = 1, w/} = —ctga, conduce la integrale cliptice
conform formulelor din Anexa 1.
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3.4.12. Si se studieze migcarea unui punct material in camp central dat de
F= ﬂ/i

r

Integrala prima a energiei in acest caz se scire sub forma

(1 1\ vl
2 2_ 4 o .4
Fitr 3C2 s %) e

; . . 2
cu r= %, C =rovesina, sau utilizand marimea adimensionala w = r_2
rO
2,2
1. Pols 03 2
—w't = wi-1)+ 22wl -w
) 3C2r‘( ) c?

Integrarea ecuatiei, cu conditiile inifiale w, = 1, w) = — ctga, conduce la integrale eliptice
conform formulelor din Anexa 1.

3.4.13. Si se studieze miscarea unui punct material in camp central dat de
F = mkr?.
Integrala primé a energiei
vi—y2= %(r4 -rd)

in acest caz se scire sub forma

cr vty KL -
12
__l F du . u"
cu U=y, u =0 C = rovosina, sau incé, utilizaind marimea adimensionala w = 2 =5
ul
2
1.2 k 2y, Yo . 2 4
—wiw/s = (1 -w?)+ 5w’ -w.
4 2028 ¢

Integrarea ecuaiei, cu conditiile inifiale w, = 1, w), = -2ctga , conduce la integrale elipticc
conform formulelor din Anexa 1.

3.4.14. Sa se studieze miscarea unui punct material in camp central dat de
F = mkr.

Integrala prima a energiei
vi-yl= —(r" r8)

in acest caz se scire sub forma

22 4 42\ — k(1 1),
C4(W'* +u?) 3\ 8 o +v; 2
cu u= -,l:, uw = % C = r,vosina , sau incd, utilizind marimea adimensionala w = 12—
L2y = ——(l-w))+ % Ve b —wt
3C2 : C%?

Integrarca ecualiei, cu conditiile inijiale w, = 1, wj, = -2 ctga , conduce la integrale chiptice
conform formulelor din Anexa 1.
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§3.5. Miscarea unui punct material pe o suprafata,fara si cu frecare

In migcarea sau echilibrul unui punct material pe o suprafajad materiald rigida, pe
langa forfa efectiva F apare interactiunea dintre punctul material si suprafaja materiala

o(x',x2,x3,n=0,

care se traduce conform principiului iv) printr-o for{a de legaturd R (reacliune); aceasta for{a
se descompune in doud componente: una normala la suprafa(é si alta tangentiala R =N + @.
Informatii despre aceste componente se ob{in din experienid. De exemplu, legile
Jrecarii uscate pe o suprafala rigida, date de Coulomb:
In cazul echilibrului

- raportul dintre modulele componentelor tangeniala i normald nu poate depasi coeficientul
de frecare de aderenta
L
INT
- directia si sensul fortei de frecare sunt opuse tendinjei de miscare;
- coeficientul de frecare de aderen{d depinde numai de natura corpurilor in contact, nu
depinde de masa si dimensiunile corpurilor.
In cazul miscérii
- raportul dintre componenta tangeniiald si componenta' normald este constant in timpul
miscdrii gi egal cu coeficientul de frecare de alunecare

I®l=/INI;
- componenta tangeniiala este opusa vitezei relative a punctului material P

Vel
=—||® re
1Pl

- coeficientul de frecare de alunecare depinde numai de natura corpurilor in contact, nu
depinde de masa i dimensiunile corpurilor in contact sau de viteaza rclativa a punctului
material.

Ecuatiile de echilibru cu frecare ale punctului material pe o suprafa(a fixa sunt

F+tN+®=o0
@' 2% x%) =0
Pl < /o lINK

Necunoscutele problemei sunt pozitiile de echilibru ale punctului material $1 compoaentele
forei de legdturd. Intrucat ultima relajie este o incgalitate, existd o regiune de echilibru pe
suprafaja fixa.

<fo, [fo]=L°M°T° (adimensional);

n = vers grad ¢, N=Nn, ® = -(F+ N)
®2=(F+N)’<f2N?, F,+N=0;F-N=F,N
F24+2F -N+ N <fIN? = F2<(1+f)N%.
Deci regiunea de echilibru pe suprafala este fefinita de condifia
F2< (1 +f2)(F-n)’
in care intra numai elemente date.

- 2 :
—— = CO8 (P, ;
tg2p, + 1 *

E . unghi de frecare; ﬂ = cos?y =

2 F?

prin urmare unghiul pe care il face for{a data F cu normala m la suprafaja trebuic sa fie mai
mic, cel mult egal cu unghiul de frecare; suportul forfei trebuie sa se gascasca in interiorul
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conului circular de frecare, cu varful in P, cu axa normala la suprafala si semideschiderea ¢ .
Ecuatiile care descriu miscarea cu frecare a punctului matenal P {m, x}

mx = F + N +®
o', x2,xn=0
I ‘DII —-/IIY;JII
(D — 2 (I) rel
v
Viel = X — [vo, (1) + (1) x O.P] O, punct al suprafatei

Ecualiile se pot reduce la

X—V, -
mX = F + Nn j]|N||" Vi’ Vi=Vg, +0 xOP

o, x2x =0
n = vers grad ¢

Citeva valon ale coeficientului de frecare (v.V.Vilcovici $.a.)

Natura materialelor in contact Coeficient de frecare
o lemn/lemn 0.36 - 050
[ fier/fier 030-050 |

lcmn/m;a_ln - - 0.42 - 0.60
piatraflemn © 040-050
| piatdpiara | 050-070
. oclighiam | 0014
| ool [ 010-020 |
dk ok

3.5.1. Sa se determine zonele de echilibru ale unui punct material greu de masé m pe o sfera
fixa, de raza a, coeficientul de frecare fiind £ .

Fie originea referentialului centrul sferei O, Ox' verticala ascendenta. In acest caz
elementele caracteristice problemei sunt

o', x2, ) = (¢ + () + (xY) -
3

X X
a>Fn=—mg5

F=-mg, n=

3\ 2
m’g? < (1 +/3)m2g’(€,—)

Deci regiunile de echilibru sunt definite de

—4 __ <) <a daca punctul este asezat pe fala exterioara a sferei
[T
—a<xt e -—4 daca punctul este asezat pe partea interioard a sterei

JU+f2

Obscrvajie. Daca trecarea se neglijeaza, pozifiile de echilibru sunt acelea in care torja
K cste normala la supratala, adica v* = ta.

95

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.5.2. Pendul sferic. Pendulul sferic este constituit de un punct material greu mobil fara
frecare pe o sfera fixa de raza /. Sa se studieze miscarea.

Se alege ca origine a referentialului centrul sferei O si Ox’ verticala descendenta. In
coordonate cilindrice, ecualia sferei va fi

r24+z2=2
Punctul material este supus acliunii forjei de greutate i reactiunii normale la sferd; prin
urmare teorema energie da '

d(—l-mvz) =mg-viN-v = v2=2gz+h,
d’ e
=o(L)
iar teorema momentului cinetic
-(i(xxmv)zxxmgﬂxxN = rd=cC
dt ——
=o(| |)
Pentru a obtine variajia cotei z in timp se efectueaza urmatoarele calcule
2 +r20%+22 =2gz+h

2_2._111:*_.5___- _Cc__C
*-z*; 12_22,6 Rl

12(21;) =gz +h)(I* -22)- C?; ¢(z) = gz + h)(I* -z*) - C?
P ,[ . fm sgn(z,) pentru 2,#0
/P,(._ +1 sau — 1 pentru z, =0, astfel incat P3(z) =0
Integrala ariilor arata cd miscarea se face in acclasi sens daca C # 0; in cazul C =0,
unghiul 6 rdmane constant $i pendulul devine un pendul simplu. Unghiul 6 se determina prin

0=0, +Clej

Zo (12 —Zz)Jpg(Z

Integralele care au apérut au sens pentru valori pozitive ale polinomului P, (z)

|0 Y 4B oz, a I 4w
P@|+ + 0 - - 0 + 0 - - .

Intrucat  y(a+B)+af =12 sau y(a+p)=—(?+ap), iarcum y>0, >+aff >0,
rezultio + B> 0 si deci o > 0. Pe sferd punctul material descrie o curba cuprinsa intre
paralele z = a gi respectiv z = f3, fiind tangentd la acestea. Intervalul de timp necesar sa
parcurgé arcul de traiectorie intre doud puncte“dc tangen|a succesive dar pe paralele diferite

este acclasi, indiferent de paralela de plecare 1!—45—.
JP3(2)

Fie doud pozilii succesive pe aceeasi paraleld, caracterizate de unghiurile 6' si
respectiv 0" §1 0, , 6' <0, < 0" unghiul situat pe paralela z = a.. Se objine simetria arcelor de
tralectorie _

0,0 =l | —H& j =>0,-0/=6” -0,

(II_ZZ)J-P—)(:- a - ﬁ_}(—-)-

timpii necesari pentru parcurgerea celor doua arce fiind egali II

JP 3(~
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Alte informatii despre miscarea punctului material se pot objine din studiul proieciiei
traiectoriei in plan xy. Sunt posibile doua cazuri:
1°. Paralele extreme sunt in emisfera inferioara. Cercul cel mai de jos z = a se proiecteaza in
interiorul cercului z = 3. Nu exista puncte de inflexiune. Unghiul intre razele trecind prin
punctele de tangeni|a este obtuz. Traiectoria este prezentata in figura 3.5.2a.
2°. Paralele extreme sunt de o parte si de cealaltd a planului ecuatorial. Cercul cel mai de
jos z = o se proiecteaza in interiorul cercului z = f§ (a0 + § >0). Traiectoria trebuie sa fie
tangenta si la cercul ecuatorial. Pot exista puncte de inflexiune. Unghiul intre razele trecind
prin punctele de tangen|a este obtuz. Traiectoria este prezentata in figura 3.5.2b.

Figura 3.5.2

Demonstrafia faptului ca unghiul BOA este obtuz a tost data de Puiseux (1842).
¥= mes(LBOA)

{ -’)J‘I
PAG) - 2800 =) - P 1) = G20 - B+ B+ P+ af]

a+B

o "KB(a IN! - [})[(u+B)I+12+aB|~ B o=l - BW! +a)! +B)

A J0- (i -py.B- [Uraxi+B).C- m} o5
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A =—(a+B)Y+P+ap < (a+P)z+2+af < (w+B)+ 2 +af = B?

BIT dz ¥l

dz
b (?-z%) [(a~2)z-P) b (12-22) J(a-2)(z-B)
t 1,1
!(lz—ﬂ)fa’?)c_ Hip)

<(8) <v<3(1-4)

Se poate demonstra cd ‘¥ nu poate depdsi valoarea =.
Programul utilzat pentru obinerea figurii 3.5.2 pentru cazul 1° este

> with(plots): with(linalg):
Introducerea datelor
> g:=9.8: I:=1:
> z1:=7*/8: z2:=I/8:
> h:=2*g*(1*2-2142-22*2-21*22)/(z21+22):
> c2:=2*g*1*(1"2-21%2)*(1"2-22*2)/(z1+22): c:=sqrt(c2):
> z3:=-(1"2+z21*22)/(z1+22):
> v22:=2*g*(1"2-21%2)/(z1+22): v2:=sqrt(v22):
> r1:=sqri(1*2-z1*2): r2:=sqrt(1*2-22*2):
> nn:=80: pas:=(z1-z2)/nn: nm:=nn-1:
> rz:=vector(nn): tz:=vector(nn): zz:=vector(nn): cx:=vector(nn): cy:=vector(nn): dx:=vector(nn):
> dy:=vector(nn): ex:=vetor(nn): ey:=vector(nn): :
> p3:=proc(z) -2*g*(z-z1)*(z-22)*(z-z3) end:
> f1:=proc(z) -z/sqri(I*2-z*2) end:
> f2:=proc(z) c*I/(1"2-z*2)/sqri(p3(2)) end:
> ul:=evalf(int(f2,z=22..21)):
Integrarea numerica a ecuatiilor de miscare
> eq1:=diff(r(z),z)=f1(z): eq2:=diff(u(z),z)=f2(z):
> s1:=dsolve({eq1,r(z2)=r2},r(z), type=numeric, method=dverk78,output=listprocedure);

sl := [z = proc(dverk78 t) ... end, r(z) = proc(dverk78 t) ... end]
> s2:=dsolve({eq2,u(z2+pas)=0},u(z) type=numeric, method=dverk78,output=listprocedure);
s2 := [z = proc(dverk78 t) ... end, u(z) = proc(dverk78 t) ... end]

> sr:=subs(s1,r(z)): su:=subs(s2,u(z)):
Pregatirea datelor pentru reprezentarile grafice
> for k from 1 to nm do zz[k]:=z2+k*pas od:
> for k from 1 to nm do rz[k}:=sr(zz[k]): tz[k].=su(zz[k]) od:
> for k from 1 to nm do cx[k]:=rz[k]*cos(tz[k]): cy[k]:=rz[k]*sin(tz[k]) od:
> for k from 1 to nm de dx[k]:=rz[k]*cos(2*u1-tz[k]): dy[k].=rz[k]*sin(2*u1-tz[k]) od:
> for k from 1 to nm do ex[k]:=rz[k]*cos(2*u1+tz[k]): ey[k]:=rz[k]*sin(2*u1+tz[k]) od:
Reprezentarea proiectiei traiectoriei in plan ecuatorial
> cb1:=[[cx[j].cy[i]] $j=1..nm]: cb2:=[[cx[nm],cy[nm]],[r1*cos(u1),r1*sin{u1)],[dx[nm],dy[nm]]}: cb3_
> i*[[?j)](lﬁk_d)q[j]] $j;1..nm]: cb4:=[[dx[1],dy[1]].[r2*cos(2*u1),r2*sin(2*u1)],[ex{1],ey{ 1]]): cbS:=[[ex(]
> ).eylil] $j=1..nm}:
> tr1:=plot(cb1,style=line thickness=3): tr2:=plot(cb2,style=line,thickness=3): tr3:=plot(cb3, style
> =line,thickness=3): tr:=plot(cb4,styie=line, thickness=3): tr§:=plot(cb5, style=line,thickness=3):
> cercl:=plot([r1*cos(v),r1*sin(v),v=0..2*Pi]): cerc2:=plot([r2*cos(v),r2*sin(v),v=0..2*Pi]): cerc3:
> =plot([I*cos(v) I*sin(v),=0..2*Pi]): d1:=plot([[0,0],(r1*cos(u1),r1*sin(u1)]],style=line): d2:=plot([[
> 0,0],[r2*cos(2*u1),r2*sin(2*u1)]) style=line):
> display({tr1,tr2,tr3 tr4,tr5,cerc1,cerc2,cerc3,d1,d2});
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Reprezentarea traiectorici pe sfera (rotita in desen fata de reperul utilizat) .
> cbs1:=[[-cx[j),-cyl].-zz[j)) $§j=1..nm]: cbs2:=[[-cx[nm),-cy[nm],-zz[nm]],[-r1*cos(u1),-r1*sin(u),-
> z1),[-dx[nm),-dy[nm),-zz[nm]]]: cbs3:=[[-dx[j],-dy[],-zz[]] $j=1..nm]: cbs4_:=[[-d_x[1]:-dy[1],-zz[1]],
> [-r2*cos(2*u1),-r2*sin(2*u1),-z2],[-ex[1],-ey[1].-zz[1]]]): cbs5:=[[-ex[}},-eylj],-zz[j]} $j=1..nm}:
> trs1:=spacecurve(cbs1,thickness=3, color=black): trs2:=spacecurve(cbs2 thickness=3,color=b
> lack): tr53.=spacecurve(cbs3,thickness=3,color=b|ack): trs4:=spacecurve(cbs4 thickness=3,c
> olor=black): trs5:=spacecurve(cbs5,thickness=3,color=black):
> scerc1:=spacecurve([-r1*cos(v),-r1 *sin(v),-z1],v=0..2*Pi, style=point,thickness=2, color=black):
> scerc2:=spacecurve([—r2‘cos(v),—r2‘sin(v),-22],v=0..2‘Pi,sty|e=point,thickness=2,color=black)
5 -
> sfera:=plot3d([l.u,v],u=0,.Pi,v=0..2‘Pi,coords=spherical,sty|e=hidden,color=grey):
> display({trs1,rs2,irs3 trs4,trs5 scerc1,scerc2, sfera},orientation=[98, 1563),scaling=constrained

> )

Calculul reacfiunii normale: Din proieclia ecuajiei de miscare pe direcjia razei se
obline

2 3z
N= !EI‘E— -F, = '—;1(23;1 +h)+ L”i’— = %(33;2 +h)

Reacliuneca normala este lineara in z. Daca legatura este unilaterald, la anularea reacfiunii
normale, legatura inceteaza si punctul are in continuare o miscare de punct material greu in
“vid". Daca legatura este bilaterala, proicclia traiectoriei in plan orizontal prezintd punct de
inflexiune la anularea reacliunit normale. Aceast situajie nu poate apare pentru f > 0

(/+1>0.

Integrarea prin funcfii eliptice
z

t=-1 dz
a J28(a -2 - ByE-7)
Schimbare de variabila
a—z=(u-P)u?
ﬁ—g— 2 t du a-p
t= ———— cu 0<k?= <1
/ fa—y !ﬁl—u’)(l—k’uz) a -y
/2 -
A= ——g(il——)—; At = F(arcsin u, k)

2/
u=sn(M);, z=a-(a-B)sn?(Ar)

z admite pertoada reald

2 j‘ Y
Ay JO—u) (1 - Ka?)
Jao 7 = Ja-PBsa@), [:-P = Ja-Pea(h), jz=y = Ja=T da(h)

i [ 2 [ _Cdr
vy P2 exp(if L)
Hermite a demonstrat ca x g1y sunt tunciin uniforme de timp.

1=
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Teorema lui Greenhill: Daca pendulul este lansat orizontal la nivelul centrului sferei,
existd o combinalie lineard a integralelor ce dau © si ¢ care este o integrald pseudoeliptica
(se poate exprima prin functii elementare).

Fie la momentul initial =0, y=0, z=0 si v, viteza inijiala orizontald

C=W,, h=v?

Z

_ Pvodz ’ o ldz _
o (? -2%) [z[2g(? - 2%) - v1z] ’ o Jz[2g(? - z%) - viz]

cele doua relatii dau

z

0

v " Vo JZ
6——2t=arcsm———'/-————

2] ,28(12 _22) ’

Mici oscilafii(oscilafi linearizate): Ecuatiile de migcare ale pendulului sunt

mi = —N§
my = —N;
m?l:mg—N%

Prin dezvoltare in serie Taylor

z= le ~@x2+y?) = l(l — L%ZZ—+)

neglijind termenii de ordinul al doilea, rezulta

z=1,
iar a treia ecuatie de miscare da
N= mg
Procedind analog, primele doua ecuatii devin
X = ~§-x
y==y

si cu conditiile inifiale
t=0: x=x,, y=0,x=0,y=v,
admit solutia

X = XoC0O8 (l % )

yzvuésin(lﬁ)

Traiectoria in plan tangent este o elipsa, parcursa cu perioada

T
‘l'—1tg.

3.5.3. Sa se studicze echilibrul si miscarea cu frecare a unui punct material greu pe un plan

inclinat I cu unghiul a (O << —12!-) faja de planul orizontal.
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Se alege referentialul inertial cu Ox interseciia planului IT cu solul (plan orizontal),
Oy dreapta de pantd maxima (ortogonala la Ox), Oz normala la plan. Ecuatia planului IT este

z=0
Se presupune ca punctul are viteza inifiala nula. Condifia de echilibru
mg+N+®=0 (g0,—gsina,-gcosa); N0,0,N),N > 0)
duce la
I <(1+f2)cos’a sau cos’a > cos?@,,

deci dacd o nu depaseste unghiul de frecare @, punctul se afla in echilibru in orice pozifie.

Daca conditia de echilibru nu este satisfacutd sau, mai general, daca viteza inijiala
este nenula, miscarea punctului material este caracterizata de

mX =mg+N —fN—i—

(BY
z=0
Se obfine
my = — fmg cos a—X
J¥2+y?
N=mgcosa; ¥

my = —mgsina — fmg cos o ————
[2 + 32

Trecand la variabilele v 1 6 = Z(v, Ox)

X =vcosB
y=vsinb
rezulta
vcos® 1sinb = ~ fgcosacosB
vsin® +vBcosO = —gsina — fg cosasin©

v =—g(fcosa + sinasin Q)
v = —gsinacosO

dv (. clga
0 ‘(‘59+fcose)

ecuajia hodografului care admite solujia

(x gﬁ Jelgu
veos0 = v cosB,exp (fclgaj: ;ﬁ,%] = vocosd, i%u—%)l

lim v =

04--%

w pentru fetga < 1 (0 ) n)
<
0 pentru fetga > | ’
Rezulta reprezentarea parametrica a traiectoriei
“_I;}; 2 ‘Iy VZ

Vv

dO gsina’ 0 gsina

tg o

U

0
Vo o [0, vy [ e e - E o <o,

gsma g gsma g
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§3.6. Miscarea punctului material pe o curba, fara si cu frecare

In miscarea sau echilibrul unui punct material pe o curba matenala ngida

o', X% n=0

vy, w2, n=0
pe langa forta efectiva F apare interactiunca dintre punctul material $i curba materiala, care
se traduce printr-o forla de legatura (reactiune) R, accastd for|d se descompune in doua
componente: una normala la curba si alta tangentiala R = N + ®. Ca si in cazul miscarii sau
echilibrului pe o supratala, pentru componenta tangentiala se adopta de obicei legile frecari
uscate (Coulomb).

In cazul echilibrului pe o curba fixa

F+tN+®=o0
@l </ IN|
(P(»\'l ,.‘.2,_\.3) =0
y' vty =0
Necunoscutele problemei sunt pozitiile de chilibru ale punctului material $i componentele
for{ei de legatura. Exista o regiune de echilibru pe curba
O+F, =0
N+F,=0

forta efectiva F, aplicatd in M, trebuie sa aiba suportul exterior conului de rotajie cu vartul in
M, cu semideschidere % —Qo, 1B, =fo, avand drept axa tangenta in M.

In cazul miycarii

F=F@',x2,x"
N =N, a2
D = d)(-\.l,".l’xl)

;@2 = FP <IN =f282 FE=Fl +F) = F2 < (L+f2)F}

F+N+®=o0
Y () 2 3 V,.
| FoROLEabD o) fIN]L @ = ol
N=NQ' 2 xhn . Vil
1 ® = D' x%,00, 1) O(',x%, ") = 0
yi'.x?a%)=0

Necunoscutele problemei sunt legea de miscare pe curba si componentele reacjiunii normale.
* ok k

3.6.1. Pendulul matematic. Sa se studieze miscarea unui punct material greu, de masa m, pe
o circumferinia de raza / , in plan vertical:
a) deducerea legii de miscare a punctului material, utilizand
- legea lui Newton in proicclie pe axcle referentialului inerfial cartezian;
- legea lui Newton in proicclie pe triedrul lui Frenet;
- teorema momeatului cinetic;
- teorema energici cinetice.
b) integrala prima a encrgiei; marimea forfei de legatura;
¢) tipuri de miscari ale punctului material greu pe circumterinja verticala, discujic dupa
condiliile inijiale.
Frecarea yi rezistenja mediului se neglijeaza.

a) Deducerca legii de miycare a punctului material

Se consideia referentialul inerfial Ox' v x' | avand originea in centrul circumferingei
verticale, planul vertical al circumteringei fiind planul Ox' ¥, cu Ox' verticala descendenta
(figura 3.6.1a). Asupra punctului material acfioncaza forfa de greutate mg si tora de legatura
(reachunca) normala la circamteringa N.
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Legea lui Newton in proiecfie pe axele referentialului inerfial cartezian
Legea lui Newton

mX =mg+N

conduce prin proiectic pe directiile referenia-
lului ales la

mi' = N' + mg
mi? = N?
0= N

Ouservatie: Reactiunea normala este in planul
vertical al circumferintei. In continuare se va
lucra numai in planul O x' x°.

Intrucat direcia reactiunii este cunoscuta, ecuatiile de miscare se pot scrie sub forma

Figura 3.6.1a

o1
mi! = —N"T +mg
%)
W2 = N
mx 7
Trecand la coordonate polare
x!'=/cosO
x%=1sinB

ecuafiile de miscare devin
[ ml(fé sin® —0%cos 6) =-Ncos0 + mg
ml(é cosB - O2sin 6) =-Nsin6
Prin eliminarea lui N, rezultd ecuafia pendulului matematic

6+§mnezq

$i marnmea algebrica a for{ei de legatura
N = mgcos0 + mid? .
Observatie: Pentru forja de legatura normala la traiectorie - in absenia frecarii - se putea scrie

1 2
Ii—ll +51-lz) + U3

Brad((xl)z + ()’ - 12) - gradx® X(
grad(()? vyt - 2) | lerad?]

deci A = N, p = 0. Multiplicatorul N nu este o constantd ci depinde de pozijie (prin
intermediul vitezei) (daca N ar fi fost constant, ecuatiile diferenfiale in coordonate cartezienc
ar 11 fost lineare, usor integrabile, in contradic{ie cu ceea ce se intampla cu ecuajia pendulului
matematic).

Legcea lui Newton in proiectie pe triedrul lui Frenet
Legea lui Newton in proicctie pe triedrul lui Frenet da

(t) mv=-mgsinO
‘ 2 7
(v) mL,— mgcos® + N

Avand in vedere ca
vl
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se obtin imediat ecuatia de miscare
ry
0+ z%sm 0-=0

si marimea fortei de legatura

N =mgcos® + ml)? .

Teorema momentului cinetic
Momentul cinetic al punctului material este in acest caz

Ko=xxmv=11xmlbrg =m0,
iar momentul rezultant al for(elor data si de legatura
My = x x (mg +N) = x x mg = —mglsinO1,.
Teorema momentulul cinetic

dKo

2-Mm
dt ¢

conduce direct la ecuatia de miscare

6 r‘%sin(:):o.

Observatie: Prin teorema momentului cinetic se obtine direct ecuajia de miscare, dar nu mai
sunt informatii despre forla de legatura.

Teorema energiei cinetice
Energia cinetica a punctului material este

P DR I TY. ¢
T= SV —2mlé s

iar puterca mecanica a forlelor data si de legatura
P=v-(mg+N)=v-mg=mgi' = -mgldsin.
Teorema energiei cinetice

dT
dr P

conduce, din nou, direct, la ecuafia de miscare

3] rf‘%—sine =0.

Observalia precedenta se mentine.

b) Ecuatia de migcare admite integrala prima
%ml’é2 ~ mglcosO = const.,
carc este integrala prima a conservarni encrgici totale, constanta fiind detcrminata din

condijiile inijiale.

C) Tipuri de miscari ule punctului material greu pe circumferinfa verticala
Caracteristicele nuscarii punctului material greu pe circumferinja verticala vor fi
determinate de conditiile inipiale impuse

/1 0,x X,,%x v, sau -0,0-0,0-0,.
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1. Mici oscilatii
Daca pozijia inijiala si viteza inifiala sunt astfel incat punctul material sa ramana in
vecinatatea pozijiei de echilibru stabile © = 0, atunci ecuajia de miscare se poate lineariza

sin@~0 = 9+§e:o

Solujia ecuatiei de miscare linearizate, cu conditiile ini{iale considerate, este

N g 1. |8
6—60cos‘/71+0.,‘/;smﬁt
0= ’62 192 cos( gt+a) cosQL = ——2%—— sinQl = ——— ‘/-
’ ’92 192
g

Conditia ca lincarizarea sa aiba sens (0 <0, = 5°) este ca

6+ 462 <63.

sau

Observalie. Linearizarea nu are sens in vecinatatea pozifiei de echilibru 6 = nt (pozifie de
echilibru instabila)

Integrala prima de conservare a energiei totale , cu conditiile inijiale considerate, se
expliciteaza
1262 = 2glcos® + h, h=v2—2gx}.

Fie x} o abscisa definité prin .

astfel incat integrala prima se scrie sub forma
10? = 2g(lcosB —x}) .

Acecasta relafie arata ca in cursul miscarii

xh<x' <l

2. Cazul —1<x)y (miscare oscilatorie)
In acest caz existd pe circumferinja doua puncte A si A' cu abscisa xy si se poate nota

xy=lcosa, 0 <a<m

$i ecuajia de miscare devine

9= iJ2gI(cos9 —-cosq) .
Punand

cosf =1 —2sin2%, cosa = | —2sin?Z

2
_dG_ ’5_' 200 2_9
7 =32 i sin 5 sin 2

Fic 0, > 0. Din ecuajia de mai sus, in care se ia semnul " +", rezultd ci 0 va creste pana la
valoarea oo cand O se anuleaza. Luand apoi semnul "-" in fafa radicalului, se vede ca 0 va
descreste pana la valoarea -a, cind iardsi 6 se anuleaza etc.

sc objine ecuajia diferentiala
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~ Intervalul de timp in carc © si © revin la aceeasi valoare este perioada de oscilaic

—2({ smza 29] d(g-)

0 a
s1n2—us1n2

se exprimd T, sub forma integralei eliptice

1
* _all du
( ) to—4J;£J(l_u2)(l_k2u2)

(forma normalé Legendre), unde parametrul

Notand

2a

2<l

k? = sin
depinde de conditiile initiale.
Pentru calculul numeric al lui 1, se poate folosi dezvoltarea in serie
1 _ _]_22 ]344 1.3.5...2% — 1)1,2"2:-
T A Y A V¥ 3 o

valabila pentru &’ &’ < 1, urmatéa de integrarea termen cu termen a seriei uniform convergente.
Dar

j{ udu _ 135(2'1 —-1) R

M-  246..2n 2

$i prin urmare

. P 1Y PR WPT SN E AT e
(**) 21tj_ 1+ 52 sin’ 5t 546 sin™'2 4.
In cazul oscilatiilor mici
ok e a ' 1 L o
(r**) sin 5 =~ 3 deci ta~21t/;(l+l6a).
Dacd si o este neglijabil, atunci se regaseste formula lui Galileu
~ax [L
To = 2R g

Figura 3.C.1b
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L O A

- In figura 3.6.1b este prezentata

. L= ZRﬁ variatia unghiului 6 in timp pentru doua
seturt de conditii ini{iale

- 0,02 ¢ {0.5,0.6,0.8}

. Jag!
/ respectiv
T m | g

e 0. e {£55}0.=0

/F,:/L_—— In figura 3.6.1c este prezentat
e . ey . —a comparativ calculul perioadei cu formula

lui Galileu, cu aproximatia (***) sau
Figura 3.6.1¢ oprind doi respectiv trei termeni in (**),
precum si cu formula completa (*).

Observalic: Acest caz presupune o limitare superioard a vitezei
vi<2g(x}+1).
Punctele A si A' intre care oscileaza punctul material pe circumferinja au abscisa mai mica

decit aceea a poziliei inifiale. Daca v, = 0, atunci x} = x}.

3. Cazul x| <-I (miscare de rotafie)
In acest caz

v:>2g(x+1))

si punctul descrie complet circumferin{a in acelasi sens, impus de semnul lui 8,. Ecuajia
diferentiala care descrie miscarea este

0= :tJ2g(I— t,,)( lsmze)

unde

kf = 211 < 1.
1 o XA
Intervalul de timp in care punctul plecat din pozifia 6 revine in aceeasi pozilic cu

0 =0, + 2m este dat de

oI ":f" o 2 j du .
Pad-sy 8 ik 20X 0 fa (1 k)

0,
il

€ {1.2,1.5,2}estc
prezentatd in figura 3.6. le.

4. Cazul xYy = -1 (miycare asimptotica)
Pentru realizarea acestui caz, pur teoretic, ar trebui ca
vl =2g(x) +1).

In accasta ipoteza, se aplica formulele din cazul 2., cu o — +n. Alegand, de excinplu
semnul "

0 ﬁ g/(u);—(r)ﬁo_l;
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[ Figura 3.6.1
Figura 3.6.1d 1gura ¢

si prin integrare, dupa separarea variabilelor

0 16
L[ do2) _[ ,(Q E)}
= /; §. cos(0/2) =|ln8 4 " 0, .
Mobilul se misca in sensul in carc 6 creste; el ajunge in punctul 6 = 7 intr-un timp
infinit

(l)imx 1(0) =+ .

Variatia unghiului © in timp pentru pozitiile inifiale 6, € {0, g— % 13!} este prezentata
in figura 3.6.1d.

Variatia unghiului 6 in timp pentru diferite cazuni de conditii inifiale precum si al
perioadei respective in cazul miscarilor oscilatorii sau de rotatie s-a obtinut cu programul

> with(DEtools):
> g:=9.8: .=1: p:=sqri(4*g*l): fct:=4*sqri(l/g):

Cazul miscarii oscilatorii pronind din pozitia de echilibru
> ko1:=0.5: ko2:=0.6: k03:=0.8: pero1:=evalf(fct*LegendreKc(ko1)); pero2:=evalf(fct*Legendre
> Kc(ko2)); pero3.=evalf(fct*LegendreKc(ko3)); t1:=3*pero3:

perol :=2.153972792
pero2 :=2.237031152

pero3 = 2.549504370
> DEplot(diff(u(t),t$2)+g*sin(u(t))/1=0,[t,u],0..t1,{[0,0,0.5*p},[0,0,0.6*p],[0,0,0.8"p]} stepsize=pero
> 3/20),

Cazul miscarii oscilatorii pentru vitez initiala nula

> ko4:=sqri((1-cos(Pi/6))/2): ko5:=sqrt((1-cos(Pi/4))/2): koB:=sqrt((1-cos(Pi/3))/2). pero4.=evalf(
> fct*LegendreKc(ko4)); pero5:=evalf(fct*LegendreKc(ko5)); pero6:=evalf(fct*LegendreKc(kob))
>, t2:=3"pero6:

perod = 2.042030945

pero5 :=2.087320017

pero6 = 2.153972792
> DEplot(diff(u(t),t$2)+g*sin(u(t))/1=0,[t,u],0..12,{[0,Pi/6,0],[0,Pi/4,0],[0,Pi/3,0]} stepsize=pero/20

>),
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Cazul miscarii asimptotice

> fa:=proc(u,u0) fct/4*In(tan((u+Pi)/4)/tan((u0+Pi)/4)) end:
> ma1:=plot([fa(u,0),u,u=0..Pi]): ma2:=plot([fa(u,Pi/6),u,u=Pi/6..Pi]): ma3 =plot([fa(u,Pi/4),u,u=P

> i/4..Pi]): ma4d:=plot([fa(u,Pi/3),u,u=Pi/3..Pi]):

> display({mai,ma2 ,ma3,ma4});

Cazul miscarii de rotatie pornind din pozitia de echilibru
> kr1:=5/6: kr2:=3/5: kr3:=1/2: perr1:=evalf(2*I*kr1/p*LegendreKc(kr1)); perr2:=evalf(2*1*kr2/p*L
> egendreKc(kr2)); perr3:=evalf(2*I*kr3/p*LegendreKc(kr3)); t3:=1.5*perr1:

perrl :
perr2 :

perr3 :

I

.5503003040
3355546727
2692465990

> DEplot(diff(u(t),1$2)+g*sin(u(t))/I=0,[t,u},0..t13,{[0,0,p/kr1],[0,0,p/kr2},[0,0,p/kr3]} stepsize=perr3

> 120);

Figura 3.6.1¢

Dependenia cazurilor analizate de
conditiile initiale este prezentatd grafic
in figura 3.6.1f, pe abscisa fiind repren-
tatd pozitia inifiald, pe ordonata este dat
raportul vitezei inijiale la viteza clriticé,

ll—‘ Pe
suprafala astfel oolinutd s-a trasat curba

corespunzind cazulur miscarilor asimp-
totice.

lar cota reprezentind raportul

3.6.2. Sa se studieze miscarea unui punct material greu, de masa m, pe o circumferin|a de
raza [, in plan vertical, cu rezistenta mediului propor{ionala cu viteza.

Rezistenta mediului, in general cu proprictatile enumerate in §3.3, este in acest caz

R =-2mkv,

Ecuatia de miscare

k>0.

ma —mg+N+R,

proiectata pe directia tangentei in sensul miscarii, da

G+2k9+£’9:0.

Acecasta ecualie diferenjiala, lineara cu coeficienti constanti, are solutie de forma

unde o este radacina a ecuajiei caracteristice

xuum%:o

adica

A = =k

Daca reastenta este slaba, atunci. notind

B=eM

Y
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H /

solutia pentru conditiile initiale 10, 0-0,, 0 -0 este

0=0,¢ "(cosum /‘slnut) .

Pornind din poziti.: inifiala M_, punctul matu‘ial descrie un arc de cerc pana in M, pozifia in
“ , continua miscarea in sens opus pana in pozifia

M,, unde ¢:n nou . iteza se anuleazd la momentul 1, = %l— s.a.m.d. Oscilatiile sunt izocrone

ca si in cazul preced ~at, dar durata oscilatitlor este putin mai mare

2n /
T= Ty >2nJ;

Amplitudinile corespunzatoare variaza in progresie geometrica cu rafia cxp( /”‘)

m
( 2k7() ‘

Miscaica (linearizata) de acest tip cste studiata in §3.8, problema 3.8.2.

care viteza se analcaza, la momentul 7, =

10,1 > 101] = > 02| =

,exp(-4)

3.6.3. Sa se studicze miscarea unui punct material greu, de masa m, pe o circumferin|a de
raza [, in plan ve:tical, cu rezistenta mediului proportionala cu patratul vitezei.

In acest caz 1. sistenla mediului este
R=-"yy,

Ecuajia de miscare
ma=mg+N+R,
proiectata pe dirccjia tangentei in sensul ascendent al miscarii, da

=5 £ 5in0 - k202 .

Luand ca noua variabila
u=0,
ccujaia de miscare devine
2

1du) 5 5 E .

===t k*u* = -=sin0.

2 4O /
Solutia generala a acestei ecuatii va fi

2g k?

T 0080 -
I + 4k%) I + 4kY)
¢ in funclic de O se objine prin cuadratura, care s¢ poate efectua in cazul amplitudinilor foarte
mici pun tunciii elementare sau eliptice (prin pastrarea termenilor de grad | sau2 - funciii
elemcentare, prin pastrarca termenilor de ordinul 3 szu 4- functii eliptice) .

sin©.

2 = Aexp(-2k%0) +

3.6.4.  Pendul Gcloidal. Sa se studieze miscarca far alrecare a unui punct material greu, de
masa m. pe o cicloida cu baza orizontala, situata in plan vertical, cu concavitatea in sus.

110

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Se alege un reper Ox' x> X cu oinca in puncta: cel mai de jos, Ox' ¥’ planul
vertical cu axa Ox’ verticala ascendenta. ¥ic « raza cercului genera. v

Cateva proprictaji geometrice ale cicloiderr fie o pozijie a <ercului generator cu M
punctul curent de pe cicloida; normala la cuiba
este MB, centrul de curbura in E, simetricul Tui
M faja de B; locul lui E este o cicloida «.:ala

cu cicloida considerata, avand varfurile in A si 'JQ
A'; tangenta MC este jumatate din aici.i OM, f’ )
notat cu s. In triunghiul dreptunghic 8MC 2 AN )
2 i //’//" \\\‘
MC* =BC . CP, A e B P S—
adica \ ( I /
2 2 . \ ' .
= 2ax? de unde ~dx—=i. \ / P / 7
4 ds A4a M| / 6 -
Aceste propriti se pot demonstra pornindde la 3~ 3 @l i 3 i X
reprezentarea parametric a cicloidei Figu 3:6.4
x'=a(d + sin0)
x2=a(l —cosB) °
2 :
Proiecjia greutdfii pe tangenta cste Mg mgz“‘;. Deci ccualia de miscare
3 (
mX = mg
in proieciie pe tangenta va fi
dr’ 4a"

Solutia acestei ecuatii este

B ([g)
K) —.su&osklfi;)

dacd mobilul este lasat liber (viteza inijiala nula) din pozifia inijiala. Timpul ac:esar
mobilului sa ajunga in O este independent de pozifia inifiala

Te = nji_:
deci miscarea este tautocrona (v.§3.7).
Reactiunea normala rezulta din proieciia ecuajici de miscare pe d recjia normalei
principale

V2
me=mg-v+ N

cu
2
‘,2 - 2g()‘2, /‘.2)’ p — 2 MB’ mg R Ingcosa =~ 'ngz_a—M—-—l; T

adica

N mels x!) | mgQa x)

' MB MB
Daca
LV z:l
atunci (Euler)
N= 2mg v
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3.6.5. Si se studieze miscarea unui punct material greu pe o curba intr-un plan vertical, cu
rezisten{d a mediului i frecare.

Fie o curbéd a cérei concavitate este orientata in sus $i punctul material se migcé in
sensul pozitiv al arcului s. Fie a unghiul facut cu direcfia orizontald din planul vertical
considerat de tangenta la curba, in sensul arcului s pozitiv.

Foriele care aclionecaza asupra mobilului sunt forfa de greutate mg, reacjiunea
normala N, forta de frecare T, || T || =f|| N|| si rezistenta mediului R, || R || = m@(v), aceste
ultime doua forte fiind orientate in sens opus vitezei.

Ecuatiile intrinseci de miscare sunt

ms$ =-mgsino +fN+me(v)

vl
my = N-—-mgcosa.
)2 . .
Eliminand N intre cele doua ecuaiii i inlocuind § cu v = %d—‘}T, se objine ecuafia

v’ 5 sina - v2
I 2g(sina fcosot)+2fp +20(v).

In lungul curbei, a si p sunt funciii cunoscute de s, se objine ecuatia diferentiald de
primul ordin care da v in functie de s. Odata gasita aceastd functie, se objine ¢ in funciie de s
prin cuadratura.

Daca rezistenfa mediului este nuld sau proporjionald cu pétratul vitezei @(v) = kv’
ecualia este lineard in v’ si calculele se pot finaliza.

Punctul de pe curbéd pentru care sina - fcosa se anuleaza este pozijie de echilibru
limita (presupunand egali coeficieniii de frecare in repaus $i in migcare).

3.6.6. Un punct material obligat sa se miste pe o circumferin|a este atras sau respins de un
punct al circumferinjei. S& se gasecasca legea de for|a pentru ca reacfiunea normala sa fie
constanta.

Fie in planul circumferin{ei un reper Ox' x* cu originea in centrul cercului si cu axa
Ox' in lungul diametrului determinat de O si punctul atractiv sau repulsiv A de pe
circumferin{d, AO in sensul pozitiv al axei. Ecuajia de migcare a punctului material P

mX = F(O)versPA +N

in proiecfie pe triedrul lui Frenet da

mid = —F(O)sin g (s = 10)

mrd? = F(B)cosg +N.
Eliminand F(0) intre cele doud ecuatii, rezulta legea de migcare

mrd) = (1:1/62 - N) tg %

care scrisa sub forma

. 0
bl 0%

mr)? -~ N 00392.

12
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se¢ integreazd usor

mrO2 = N i ('coszg.

Inlocuind in a doua ecuatie de miscare, se obline

F@®)=C cosg

~ 2
(miscare centrala cu centrul A: F(0) = F(AP) =C |1 - 5‘;—‘;—

3.6.7. Si se determine o curba in plan vertical, astfel incat in miscarca unui punct material
greu pe aceasta, reacliunca normalad sa fie in raport constant kK cu componenta normala a
greutdlii. (k = 1 pentru dreapta, k = 2 pentru ciclioida,...)

Fie Ox' x* un reper in planul vertical al curbei cu Ox' verticala ascendenta si fic in
raport cu acesl reper reprezentarea curbei
2 = fixh)
Pentru curba plana astfel reprezentata, se obline
7
-+
=M Su
[1+4f72
i l/
VE bbﬂ([”) / ') . l_ [
J // ( “ +fl2 )

mX = mg -+ N

Ecuatia de miscare

in proieciie pe triedrul lui Frenet da

2
L =-2gf" => v?=-2gf (constanta de integrare inclusa in f)

't
f!o
YA
de unde ccuajia diferenjiala pentru determinarca tuncjici f
2/// |k
1 f

Accasta ecuajiec admite integrala prima

L +f*% =CfH,
Integrarea acestei ecuajii depinde de valoarea lui 4.
Pentru k = | se objine

ff~a = f(xl)'—u,\'l'fb,

deci curba este o dreapta.
Pentru & = 2 se obline

I “rg—j;
./ /

‘ . . S . < g w .
cu substitupia /- Csin”0, ecualia diferenfiala devine

‘{/l ¢ | 5 !!!_ l

(' cost
0 / 10 (1 s 0)

3
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si deci curba este cicloida
x! = %(29 - sin20)
xt = -g(l ~c0s20)

3.6.8. Un punct material greu este lasat liber pe partea superioara a unci parabole situata
intr-un plan vertical $i avand axa orizontald. S& se determine momentul in care mobilul
périseste parabola. A fiind inal{imea ini{iala deasupra axei parabolei, sa se arate ca ordonata
y in pozi|ia cautatd este radacina a ecualici

y}+3pty-2p%h=0
p fiind parametrul parabolei.

Fie Ox' X’ un reper in planul vertical al parabolei cu Ox* verticala ascendenta si fie in
raport cu acest reper reprezentarea parabolei

2’ =2px'.
Din teorema energiei, {indnd scama de datele ini{iale, rezulta
vZ =2g(h—x?).
Proiectia ecuafiei de miscare
mX =mg+N

pe directia normalei principale

b |
mlp— =mg-v+N

se concretizeazd in acest caz (se utilizeaza relajii care particularizeaza pe cele din problema
precedenta)

m ‘ 2
N= g 3/2| 2p*(h- x*)—x’((x’) + pz) 1
(62 +p7) )
Punctul material paraseste parabola in momentul in care reacjiunca normala {forja de
legatura) se anuleaza. Notand cu y ordonata corespunzatoare, y este radacina a ecuajiei
v} +3pty-2p*h=0.

Ecualia are o singura radacina reala, 0 <y < h.
Integrala energiei se rescrie sub forma

2.2
(%—:2)— + l)(—‘%})2 =2g(h —x?)

de unde momentul in care punctul material parascste parabola este dat de
y 2
el ] 2 g
T 2
2g[) % h-x

3.6.9. Un punct material greu alunecé fara fiecare pe o curba neteda (C) in plan vertical, de
la o inaljime A, tara viteza inifiala, intrand apoi pe partea interioard a unei circumferinfe in
acclusi plan vertical, de raza  r. Sa se determine A asttel incat dupa ce paraseste circumfe-
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rinja, punctul material in miscare liberd sd descrie o parabold ce trece prin centrul
circumferinjei.

Fie un reper Ox' ¥ 1in planul vertical al circumferintei si curbei (C), cu O centrul
circumferiniei, Ox’ vericala ascendenta.

Fie A punctul in care curba (C) i
circumferinia se racordeaza. Viteza punctu-
lui material in A nu depinde de forma curbei
ci numai de diferenta de nivel h. Intr-adevar,
scriind integrala energiei in miscarea pe (C),
intre pozilia inifiala M si pozitia finald A, se
obtine
lmvi = mg(xi, —x,z,) = vi=2gh .

2

Pe circumferinia legea de miscare in
proieciie pe direcjia razei se scrie

2
m!r— =mgsin®+N;

la acestea se adauga integrala prima a energiei Figura 3.6.9
v2 =v2 —2gr(l +5sin0).

Punctul B in care miscarea pe circumferinja
inceteaza este punctul in care reacliunca normala este nula. Pozijia $1 viteza in acest punct se
oblin din
. 2
o ‘ = v° —
vg = grsinBy s 3grb"l‘93 va - 2gr
: = 2
vi =vi—2gr(] +5in05) vy = S(V" - 2gr)

Din B incepe miscarea libera a punctului matenal greu, cu conditiile inijiale stabilite
mai inainte. Conform problemei 3.3.1, traiectoria punctului este

x2 =rsinOy + (x! —rcosBH)tg(OB + E—) £ (! —rcosf),,)2

2 2v§cosz(93 + 125)

Pentru ca aceasta parabola sa treaca prin centrul circumferiniei, trebuie sa fie satisfacuta
relatia
2 g cos’0y
2 sinBp

sinB”:lg—, h:r(l+—'/—2§——).

de unde

3.6.10. Care trebuie sa fie inclinarea ¢ a unui acoperis, de deschidere a, astfel incat apa de
ploaie, ce cade cu viteza avand componenta v, in lungul pantei acoperigului, sd sc scurga
intr-un timp minim. ' '

2

Fic in planul vertical de panta maxima a acoperiului, un reper Ox' ¥ cu originea pe

coama acoperisulun si cu Ox' o lungul panter maxime.
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Miscarea unei picaturi de ploaie in lungul
acoperisului este caracterizata prin

¥ =gsing, ' = v, +grsin@,x' = v,1 %gtzsin(p_

Timpul in care picatura parcurge acoperisul va fi s !
dat de .
2 a =Vole t %gt%sln(p ' (I R lgz(p)z
cos 12 y= QG
sau "
Vo + ‘/ vid agtg @ o
te = - ) R
gsing & r
4 o _a~
Inclinarca @ pentru care acest timp este minim \ y=4ag
rezulta din TN - /L_ -
d 2 o 02 a4 06 Y] I — P
le 2 vV
= O I = t 2 = 4-‘1( ) )
de AR =g e Figura 3.6.10

Asa cum se vede pe graficul din figura 3.6.10, problema are, pentru vitezd inijiala data
nenuld, doua solufii, una mai mica decat n/4 si alta mai mare decat n/4.

3.6.11. Sa se studieze echilibrul si miscarea cu frecare a unui punct material greu pe o
curba fixa.

Fie curba fixa a carei reprezentare parametrica este
x=x(u) uelcR
Echilibrul cu frecare (coeficient de frecare de aderenid f ) a punctului material de
masd m sub ac{iunea forfei F pe curba considerata este caracterizat prin
{F+N+¢:o
P < /AN
N fiind reactjiunea normala, ® reacjiunca tangeniiala (forfa de frecare). Proiectand ecuatia de
echilibru pe treidrul lui Frenet asociat curbei, se obfine
(t) F-t+®-t=0
(v) F-v+N-v=0
B) F-B+N-p=0

Zonele de chilibru sunt definite de inegalitatea

IF-t| <f[(F-v)* +(F-B)’

sau incé

|T- versF| < ———f———-
J1+1?
In cazul miscari ¢n trecare a punctului material de masa m sub acfiunca forier F pe
curba considerata, rezulta sistemul

ma-F+N+®
® - fIN|t

116

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(t in sensul miscarii) sau in proicctic pe triedrul lui Frenet

) m SFot—fJ(N-v)2 +(N- )’
(v) m%zl*-\urN-v
B) 0=F-B+N-B

Daca parametrul u este chiar abscisa curbilinie s, miscarea rezulta din

‘2; =F-1(s) fJ[rnm~F v(s)J +[|""B(.\')]2

sau dacéd parametrul u este oarccare din

dv o dx  ds ! 2
mE—F'fﬁ_'fﬁ;‘/[ ‘—)(—H—)~F v(u)] +[F - B(w)]

Ecuatiilor de miscare li s¢ adauga conditiile inifiale

& =8, . U=U,
t=1, . { respectiv s
V=1V, V=V,
Pentru viteza inifiala nula v, = 0, ecualiile de miscare ii pierd valabilitatea dacad pozifia
inifiala se gaseste in interiorul unei zone de echilibru.
Daca singura forla efectiva care aclioneaza asupra punctului material este forja de
greutate, zonele de echilibru se definesc prin condifia

/ d’ L
[t3-t] € —==— sau —ls——-——
' [1+/2 ds |1 [i+/?

iar ecuatia de miscare se inlocuieste prin

1dv? 1 ol
'2'(13 =8 T(‘) jﬂp() g V(‘J +[gﬂ(‘)]

In acest caz, intucat puterca forfei de frecare este negativa
®-v- fINlt-v= /fIN|v<0

din teorema energiei cinetice rezulta

%m(v2 ~v2)+mg(x? - x3)<0

(1, verticala ascendenta), ceea ce arata ca punctul se poate ridica pana la o indljime aflatd sub
un nivel determinat de condijiile iniiale

Vo

|3, <x3+ 2

Cazul unei curbe in plan orizontal
In cazul punctului material greu aflat pc o curba in plan orizontal (B x13 =0),
cchilibrul poate fi realizat in orice punct de pe curba, iar reacjiunile corespunzatoare in orice
punct de pe curba sunt
Neow = mg, |® )l < fing
Lcuapia de miscare a punctului material greu pe o curba in plan orizontal si condijiile
inijiale corespunzatoare sunt

17
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2 2
=) e

=1, § s
¢ v=v,>0

Féra a integra ecualia, se ob{in urmatoarele rezultate
i) viteza descreste de la valoareca v, pana la zero cind punctul se opreste (pozific de

echilibru);
0l =sn () g 2 fimg > 1.

ii) forla de frecare

valoarea maxima a forfei de frecare de echilibru este valoarea minimd a fortei de frecarc in
miscare $1 este atinsd in momentul opririi;

iii) pozitia de repaus este atinsad dupa un interval finit de timp, mai mare decit cel corespun-
zator migcarii fard frecare

dv? VoV
V(S) I Y (V2)2 L “f

Cazul unei curbe in plan vertical
In cazul punctului material greu aflat pe o curba in plan vertical (f-13 =0 ), zonele
de chilibru sunt definite de inegalitatea

de’| . f dx?
il (P Lo P
T ‘/_I_Jr_j_q sau o J

Ecuatia de migcare a punctului material greu pe o curba in plan orizontal $i condifiile
inijiale corespunzétoare sunt

dv _
d’ g '(+ = g V)

t=l, R
v v=v,>0

semnul fiind astfel ales incat Irj(p -g- v) <0, adicd in funcjie de datele inijiale i

geometria curbei. Variatia vitezei este data de solutia ecuatiei lineare
=+2 +g - [t(s) Lfv(s)
s p( 58 LSV
adica

vi(ve,so.f; s)~cxp{+2jj‘p( )J{vo+2g J.[t(sz)ijv(s;)]cxp[ﬂjfp( )stz}

Din aceasta relajie rezulta

d\. J|>0-

cecea ce arala ca marimea vitezel cste funclie crescatoare de viteza inijiala pentru o acecayi
pozific impiala. Varagia marimii vitezei in funcjie de pozifia inijiala depinde de geometria
curbel

(\ ssSanf38) = cxp[+2jj.
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'(K("o-‘oaf»")"_zcxp +2./-Ju p(\:)“g [T(‘sO)i_fv(SO)] +f()(So)

I

Fie ecuatia curbei
z=2z(x).

si pentru fixarea ideilor se presupune z”(x) >0 si miscarea avand loc de la stinga spre
dreapta. Exista cel mult o zona de chilibru definita de

|2(x)| < f.

Ecuatia de miscare devine

1 dv? /"

avand solutia

v2(Vo, X0, [, X) = exp[—2farctg z/(x)] x
x{ viexp[2farctgz/(x,)] - 2¢ f [27(x) + flexp [Zfarctgz’(,\')]dx} ‘

Afirmatiile de mai sus privind dependenia marimii vitezei de conditiile inijiale raman
valabile. Pentru ca

%sz(vu,.\‘u,f; x) = =2[arctg z’(x) - arctg 2/(x , )V2(Vo, Xo, f; X) +

-2g J [1+2(z/(&) +/))[arctg 2/ (§) — arctg z/(x,)]|exp [2f(arctg 2/ (E) — arctg z/(x))}dE < O

marimea vitezei se micsoreaza cu cresterca coeficientului de frecare.
Reactiunea normala la curbéd are marimea

z” v2 + g
N
(1+2/%) (1+2'%)

Presupuniand ca punctul material porneste din zona de echilibru (|z/(x,)| <) viteza
lui va descreste de la valoarca v, intrucat

1 ov: -z /
200 jl-f 2/2" Fg@@ +f) | <0.
Fie x, pozifia in care viteza se anulecaza

ViV, Xo,[ix¢) =0

N=m

12

sau
vi=2g I [27(x) + flexp[2f(arctg 2/ (x) — arctg z/(x,))]dx.
Accasta relajie arata ca x, depinde de condifiile inifiale si este vizibil ca x. > x,. Daca
(x.) <
punctul se va opri in x,, in zona de echilibru. Daca
2/(x) > f

punctul va iesi din zona de echilibru; din x, va urma o migcare de la dreapta la stanga cu
viteza inifiala nula, la momentul ¢ = 7, . Pentru a iesi din zona de echilibru, viteza inijiala v,
tcbuie sa depascasca viteza critica
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v (x.) = 2g. I [z/(x) + flexp [2f(arctg z/(x) — arctg z/(x,)))dx, 2/(xea) =]

Xo

Punctul de oprire sau intoarcere x, este atins dupé intervalul de timp

AT v, [T

T o 0 T2 T PGS

Daca punctul nu porneste inifial dintr-o pozilie de echilibru, adica |z/(x,)| >/, dar tot de la
stinga la dreapta, atunci, sau z’(x,) <—f si punctul material se va miyca spre zona de
echilibru in care va intra cu viteza

v2, =exp[-2f(arctgz/(x., ) — arctg z’(x,))] x

t._o

x{ vi-2g -‘]: [2/(x) + flexp [2flarctg z/(x) — arctg 2’ (xu))]dx} >0

si va urma apoi o miscare din zona de echilibru, sau z’(x,) > f si punctul material se va misca
spre dreapta cu o viteza ce va descreste la zero intr-un interval finit de timp, dupé care va
urma o miscare de la dreapta la stinga de tipul celei de dinainte cu viteza inifiala nula. In
prima situatie (z’(x,) <—f), viteza va creste la inceput $i apoi va descreste sau va descreste

chiar de la inceput dupa cum pozitia initiala x, se va afla la stanga sau la dreapta punctului
. : Ov?
pentru care s-ar putea atinge maximul %— =0

Stiind ca in miscarea fara frecare, viteza corespunzétoare acelorasi date inifiale este

V2i(v,, x0;x) = v2 = 2g[z(x) — z(x,))

iar timpul de atingere a unei pozi{ii va fi
V(ve,Xo;E)
din comparajia cu marimile corespunzatoare miscarii cu frecare rezulta

mv2(Vs, K6, [26) = V2 (0, X0i %), VEVosXan o) € V(v sks: %)

/-0
}T(} W(x) = T(x), ux) = T(x).

3

In conditiile in care s-a studiat migcarca (de la stanga la dreapta), for{a de frecare are
marimea

. _____zil_(.l)_____ (Vo Xos —
| @0, X0, f; )| = mf{ 0s /z(x))m Vi(Vo, Xo, fiX) + R +z,2(x»m

Studiul varialici acestei marimi este strans legat de studiul variatiei vitezei in funciie
de condijiile iaijiale, intrucat

NP, x0, /59| mf 2(v) o)

av3) (1 +222(x))* av3)
(’}"q)(vu‘ ‘.u’./;_\v)" mf .,I/(\.) - (‘)(‘,2)
v (122" )
4 LRV RPN O B U B BT C) WP
a (120" of A +z200)" (1 +22(x0))"?

La pozitide de echihibru, forla de frecare corespunzatoare satistace incgalitatea
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D4 (V)| = mgl:l(i“)' > mg[ =|® "05X05 ) 5- <@ 0sXo,
B ey S L O W L

In pozitia de oprire x., forla de frecare are marimea nenula

mgf
(1 +22(x )"

si is1 va schimba

sensul.

3.6.12. Problema lui Abel. Sa se determine intr-un plan vertical o curba (C), trecind prin
punctul O, astfel incit un punct material greu, abandonat fara viteza inifiala pe curba (C) de
la o pozifie M, situata la inal{imea & deasupra lui O, sa ajunga in O intr-un interval de timp,

care sa fie o func(ne continua 7(h), pcntru 0 <h <a. Frecarea se neglijeaza. Caz particular
T(h) = k =const.

Fie un sistem de referin{d cartezian cu originea in O, axa Ox’ verticala ascendenta.
Din teorema energiei cinetice, {inind seama de conditiile inifiale (= 0,x* = h,v = 0) rezulta

vi=2g(h—x%* [x*<h]

d_S____ Yol h — 2 /2‘1\
b [agh =) =o'

presupunand cé absisa curbilinie se poate exprima sub forma

s = o(x?).

sau

De aici

h /
')
T(h) = I ————=——dy (0 h<a).
o J2g(h-y)
Trebuie determinata din aceastd ecuatie integrala func(ia necunoscutd ¢(x*), de clasa

C ' ([0, «]) si care se anuleaza in origine. Lui Abel i se datoreaza urmatoarea succesiune de
prelucrari ale ecuatiei

i g f ] }ﬂayy [

JI)d
v |dy

¢'() /
‘U J @ —h)(h - Jhdy I(p @ u. u—h)(h -y)

j dh=n X! ,
y J(u- h)(" =)

ol L C) NP PR s
/i!———mu n!tp )y

Asltlel se determina din ecualia stabilita de Abel _ et

_._I,gf!, <dh 0<\vi<uy J

q)(\z) - j J__} : T e e e

] LA A

e s, azie
i

ln cazul particular 7(h) — k& const, sc objine B
Figura 3.6.12

UsOI
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o(x?) =

- Fie 0 unghiul tangentei la curba cu axa Ox'

2% [z

, se calculeaza

—d’L'::c 0 dL:SinG ds k«/— 2k2gl
‘IS ’ d ) dx2 . ":2 nz S
2 Mg ds K
kl - 2 do D) cos©
éﬂ-—_d:ﬂ_‘i{_kl s2 de? _detds _ ki
do  ds dO 2 0, =5 d0 ds do - 2 sin® cos O

Prin urmare

20 2
= %‘ J.cos29d9 = %‘(26 +sin 20)

0

s _K
= —2-6[sm6cos9d9 = ?(1 —c0s 20)

aceste relatii reprezinta ecuatiile parametrice ale unei cicloide. Proprictatea de tautocronism a

cicloidei a fost pus in evidenta de Huygens.
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§3.7. Miscari tautocrone

Se spune céd o curba este tautocrond, daca existd un punct pe aceastd curba, numit
punct de tautocronism, astfel incit in migcarea unui punct material sub actiunea unei for{e
date, cu viteza iniiala nula, timpul necesar sa ajunga in punctul de tautocronism sa fie acelasi
independent de pozitia inifiala. O asemenea miscare se numeste tautocrona.

* ¥k

3.7.1. Sa se determine legea de for{d, depinzand numai de pozifie, astfel incat o miscare
rectilinie sa fie tautocrona (metoda lui Puiseux).

Fie un reper avand originea in punctul de tautocronism O si axa Ox in lungul
traicctoriei rectilinii, astfel incat abscisa inijiala sa fie pozitiva.
Teorema energiei cinetice da

%mv2 = j.X(x)dx,
forla X fiind evident negativa pentru x > 0, d;ci forta este dirijatd mercu spre O. Notind
@(x) = —j X(x)dx, ¢’(x) >0, ¢(0) =0
integrala energiei se scrie D

(6:11%) = 2[p(x.) — ()]

deci timpul necesar mobilului sa ajunga in O va fi

le =

mo(___de
ﬁ ! ,/cp(x':)r—m(x)'

o(x) = z,0(x,) = 2o, x = Y(2)
vy fiind funciia inversa lui ¢ , se ob{ine

Notand

m [V (2)dz
2 )z

Pentru ca migcarea sé fie tautocrond este necesar i suficient ca 7, sa nu depinda de x|
adicd de z, $i prin urmare derivata in raport cu z, sa fie nula

te =

Z=2ouU

b s f I W/(zau)ﬁa—

1 \u"’(zau)zau+—-w’(zuu)
= EI 2 du
0 JZo J1—u

dz,

sau revenind la variabila z

s (=Y + Lo/ (~
_‘!L.—; J?__’? I"W (")+ 2\" (‘-)d_':O v,,
dz, 2 3 z,/5-2 - o
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Aceasta se intimpla dacd y este solufic a ccuatici diferentiale

zy/(2) + \u’( )=0

sau
I,l((zz)) +—=0 = wy(@=2CJz +C’
v(0)=0 = wy@@)=2C/z
x=2cJz = oK)= 4;2
Deci

X0 =-0') = 5%

adica o atracjie proportionala cu distania (v.for{e centrale §3.4).

3.7.2. Sa se determine legea de for{d, depinzind numai de pozijie $i viteza, astfel incat o
migcare rectilinie sé fie tautocrona.

- Fie un reper avdnd originea in punctul de tautocronism O si axa Ox in lungul
traiectoriei rectilinii, astfel incat abscisa inifiala sa fie pozitiva.
Teorema energiei cinetice da

i(lmv ) =vf(x,v) sau %( ~my ) =f(x,v)

Aici vor fi examinate doud cazuri particulare

a) Ecualia diferentiala este omogena in v $i x
dv _ (v
de “’(x)
4 = Xl
du _ V() —u - _v_.[(x
dc« X I (u)—u u—x—x(xo)
Timpul necesar mobilului s& ajunga in O va fi
0
N et
()

$i nu depinde de x, deci migcarea este tautocrona.
Exemplu

v) _ i dv _ d’x _
\V(_Y) __k2% = Zx-—-kzé ] -Et%-—kzx

adica atractie propor{ionala cu distanta (coincide cu situatia de la problema 3.7.1).

b) Ecualia este lineara in v*

2
d—‘;\.— = p(x? +g(x)
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Notatii

P(x) = exp (—I p(x)dx) , O(x) = —I q(x)P(x)dx.

Solutia ecuatiei diferenjiale care se anuleaza in x, este

v2P(x) = Q(x,) - Q(x).

Timpul necesar mobilului sa ajunga in O va fi

U P(x)
e ! 0G,) - 00)
Notand

O() =z, Q(x,) = zo, J P(x) dx = y/(2)dz
se objine

P W@
le = dz
O

acesta trebuind sa fie independent de z, . Printr-un calcul analog celui de la problema 3.7.1,
rezulta

C
Jz

/P(x)Q(x = CQ’(x) sau [P(x)Q(x) = —q(x)P(x)

} =>  ¢(0) = 0 (punctul de tautocronism este pozijie de echilibru)

V(z) =

0(0)=0
P(0) = 1

P'(x) = —p(x)P(x), 0’ (x) = —q(x)P(x), 0" (x) = —q(x)P’(x) - ¢’ (x)P(x)
Q=Cq*P = ¢Q'= C’(zQ;,Q” P = 1= C’(gg”—— —Q—-’—lil—)

P ) P p
dq
= pq—2-‘zxi:é

Deci ecuatia de migcare va avea forma

/
@i_[zq(x)+ 1

dx | " gq(x) —C'v'z—(}'(—;)':'v2 +¢(x), g(x) arbitrar .

3.7.3. Si se determine curba pe care miscarea férd frecare a unui punct material sub
acjiunca uaei forje depinzand numai de pozilie, sa fie tautocrona.

Fie un reper a carui origine este punctul de tautocronism O. Fie
X = x(s)

curba.tautocrona cu abscisa curbilinie masuratéd de la punctul de tautocronism O.
I egea de miscare '

mX = F(x) + N
da in proiecyie pe tangenta la curba
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d’s _dx o o
m:l—ﬁ = s F(x(s)).

Ecuatia este similard celei care a descris miscarea rectilinie tautocrona la problema 3.7.1.
Deci miscarea este tautocroné daca si numai daca

) dx F(x(s)) = —k%s, k? arbitrar.
/ ds

(
Pentru rezolvarea completa a problemei trebuie sa se adauge si alte condifii. De exemplu, se

poate presupune céd proprictatea de tautocronism are loc cu acelasi punct de tautocronism
pentru doud legi de forfd. Atunci se formeaza sistemul

9% R(x(s)) = —k2s
ds

< % Fr(x(s) = ks
(@)

Similar se trateazd problema in cazul dependentei foriei de pozifie si viteza.

\

3.7.4. Sa se determine o curb# in plan vertical, astfel incat migcarea fard frecare a unui
punct material greu s fie tautocrona.

Fie in planul vertical un reper Ox' x* cu originea in punctul de tautocronism si axa
Ox* verticala ascendentd. Condifia de tautocronism devine

2
~mg—— = —mg ks

d.
Rezultad
w-lpg
Cum ?
CORCoN
se objine “ ®

1., sin(2k%s)
7S+ T
Deci curba este o cicloida cu baza orizontala si varful in origine.(v.problema 3.6.4).

x! =

3.7.5. S& se determine o curba in plan vertical, astfel incit migcarea unui punct material
greu, fird frecare cu rezisten{d a mediului proportionald cu pétratul vitezei, sa fie tautocrona.

Fie in planul vertical un reper Ox' X’ cu originea in punctul de tautocronism si axa
Ox? verticala ascendenta.
Ecuatia de migcare

mx = ing + N — mk?vv

in proieciie pe tangenta la curba

2 2

d’s _ dx 32

m =—my + mk*v
dr? & ds
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sau

dv? dx;
=-2p
ds Eds
Tinand seama de rezultatul de la problema 3.7.2, conditia pentru tautocronism se scrie

2 2
4ng = _agied - L

+2k%v2?,

ds  C?
de unde ,
2 .
G mnat e (o=
Notand
2 1
459— =sino, c_lxd_g__ =cosal
se obtin ecuatiile
dx? _ —4gC’sinocosa  dx!  —4gC’cos’a

do 1 +4gk’Csino ” da. 1 +4gk*C2sina

din care x' si x’ rezulta prin cuadraturi.

]

3.7.6. Sa se determine o curba in plan vertical, astfel incat miscarea unui punct material
greu, cu frecare fard rezisten{a a mediului proportionala cu patratul vitezei, sa fie tautocrona.

Fie in planul vertical un reper Ox' x’ cu originea in punctul de tautocronism si axa
Ox” verticala ascendenta.
Ecuatia de miscare

mi = mg+N —fN%
in proieciie pe triedrul lui Frenet da

d2 o dy?
mog = mge s +fN

vi_ o dx!
my = m;,d +N

de unde prin eliminarea lui N se objine
v o (d Aty v
=) U

Comparand cu rezultatul de la problema 3.7.2, se ob{ine condifia de tautocronism

d(dx2 fdx') f(dx2 fdx') 1

ds P 4gC?
Daca a este unghiul tangntei la curba cu orizontala, atunci
dx! dx? 1_ do
U~ oS T =sina, b= s
condijia de tautocronism da
d% = 4gC (1 + f?)cos

= vy =4gCH(I +/*)(sina - sina,), tgo, = f

Accast rclajic este caracteristica pentiu o cicloida (v.problema 3.7.4). Punctul de
tautocronism O este pozijia de echilibru caractenizata de unghiul o, .
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Curbe in spatiu cu proprietatea de tautocronism pentru miscarea punctului material
greu, se pot objine prin infagurarea curbei plane pe un cilindru.

3.7.7. Si se determine o curbé plana, astfel incat miscarea fiira frecare a unui punct material
in camp central si fie tautocrona.

Fie un reper Ox' x> cu originea in centrul forfelor si r, ® coordonatele polare
asociate. Fie for{a centrali

F=F0)y, r=Ixl.
Conditia de tautocronism, aga cum a rezultat la problema 3.7.3, este

& Fx(s)) = —K's

Dar cum

& Fx(s)) = F)E - 2 = FOL = 4 1(r(s)) unde UG = [ Fdd

condifia de tautocronism devine
U@) = U(r.) - %kzs2

unde r, caracterizeazi punctul de tautocronism (arcul s se mésoard de la punctul de
tautocronism). De aici

ks = J2[U(r.) - U(n]

2
o)’ F(r)
"2['+(dr) ] (Jz[um)r U(r)])

$i O ca funciie de r se objine prin cuadratura.
Exemplu:

F=—-u2x, U()= ——p 3pd

ks =pJri—r}
o1 (@) ()

r re

(E‘”E)z::—:ﬁr—zrg"

Aceste curbe sunt sau cicloide sau spirale (Puiseux). Pentru k = p , curba este dreapta si
punctul de tautocronism este piciorul perpendicularei din O pe dreapta.
In cazul in care se {ine scama de frecare se objin aceleasi tipuri de curbe (Darboux).
Curbe in spaliu cu proprictatea de tautocronism pentru miscarea punctului material in
camp central, se pot objine prin infagurarea curbei plane pe un con cu varful in O.

3.7.8. Sa sc determine o curbd tautocrond atdt pentru miscarea fard frecare a unui punct
material greu cit si pentru migcarea punctului material atras cu intensitate p constanta de o
axa verticala.

Fie un reper astfel incat axa verticala care atrage punctul sa fie axa Ox'  verticala
ascendenta, iar punctul de tautocronism A sa fie pe axa Ov' (A(a, 0 0)).
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In cazul fortei de greutate, conditia de tautocronism este

—gx? = ~%k2s2 (s = 0 pentru x3 = 0).
I 2
In cazul forfei de atractie —ux—l—':;—'—r—n-, r= J(x')2+(.\'2)2 , conditia de tauto-

cronism este
—pur= --é—hzs2 —pa (s =0 pentru r = a).

Curba tautocrona se afld pe suprafafa obtinuta prin eliminarea lui s intre cele doua
conditii de tautocronism

r= a+gh—x

Ty®)
aceastd suprafa(d este un con de revolutie in jurul lui O¢’.
Pentru determinarea complet aa curbei se formeaza sistemul

oo BE
gl‘)(r )

‘Fﬁ(‘r—a)
(4" -1en(8)' s (2

_ sz)zr oa-—rdr
'9"\/”(2‘33 Fi=41

_u | (Hk2)2
= 1 L, i ’
2]’21 e 2+a{ + gn? >a>0

+(&5)

Proiectia orizontald a curbei este cuprinsa intre circumferiniele r = a si r = a,
tangentd la prima $i normald la cea de a doua, unde are punct de intoarcere. Integrarea se
efectueaza prin substitutia

de unde

oa—-r _ .2
r—a_¥

22 "y =
9=2}l+(—§-%§) [arctg ’%—_—é—fgamtg g—-?_;:l.
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§3.8. Miscari oscilatorii

3.8.1. Sa se studieze miscarea unui punct material de masd m, sub acliunca unei forfe

clastice F =-kx, k> 0. Rezistenta mediului se neglijeaza .

Ecuatia de miscare este

mX = —kx

Se considera conditiile inijiale generale

t=0,Xx = x,,X = X,.

k

Ecuatia de miscare, cu notaia ©2 = =, devine

st are solufia

Miscarea are loc in planul determinat de x,, x, daca x, x X, # 0 sau este rectilinie pe
directia x, daca x, x X, = 0 (v.pb.3.4.2). Traiectoria este o ¢lipsd raportatd la doi diametrit
conjugali. Elipsa degenercaza intr-un segment de dreapta in cazul migcdru rectilinii.
Miscarea oscilatorie nu apare atunci cdnd x, = 0,%x, = 0. Punctul material ramane in

X+olx=0

X, .
X = X,CO080,/+ —=sInW,!

W,

Marimi caracteristice

repaus/echilibru.
0)0
s
1= .:'_n.
Wo
x!
| 59

- frecvenfa (unghiulara), nu depinde de condifiile inifiale;

- perioada, nu depinde de condifiile inifale.

3 %

/2\ wu
// o

{7/ G 4

4 1)

/
/, y / L
05 / / -
,~-;"‘I7( / /S v -
’.’/ /7 / Va
RN S O | My i) amas mas v L.‘ A
/ /7 \
/. \
e
0"}1
/

( .t

’/"A
/ /
/

-

~
—

N
-

~

| }/}/

Figura 3.8 1a
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In figura 3.8.1 este prezentata variatia in timp a componentei x' din planul Ox' x* al
traiectoriilor, precum si traiectoriile corespunzétoare, pentru ®, = | $i urmétoarele condifii
initiale:

Nr.crt. |x} x2 x) x2 Nr.crt. |x} x2 xl 3
1 |oso[1.00] o |o0.50 1 |oso] o | o [o02s
2 |100]100| 0 [050 2 100 o | o [050
3 (150100 o |0.50 3 [1s0] o | o [07s

3.8.2. Si se studieze miscarea unui punct material sub actiunea unei for{e clastice F = - kx,
k> 0, cu rezisten{a mediului proporiionala cu viteza R = - bv, b > 0.

Ecuafia de miscare este
mX = —kx — bx (m>0,k>0,b>0).

Sunt posibile mai multe situaiii:

Proces oscilator amortizat: b>0,k>0,b2-4km<0.
Se considera conditiile inifiale generale

t=0,X =X,,X = X,.
b k

Ecuatia de miscare, cu notatiile 2A = m,(o = m,(oz =2 —-h?, devine

X+2hx+olx=0

_ X, +hx, .
X=e ‘"( g e sm(nl)

w

$i are solujia

Miscarea are loc in planul determinat de x,,X, dacd x, x X, # 0 sau este rectilinie pe
direcjia x, dacd x, xX, = 0. Traiectoria este o spirald. Traiectoria degenecreaza intr-un
segment de dreaptad in cazul miscérii rectilinii. Miscarea oscilatorie nu apare aturici cand
X, = 0,X, = 0 . Punctul material ramane in repaus/echilibru.

Marimi caracteristice

T= 21t - perioada convenfionala, nu depinde de conditiile initiale (Funciia

x(?) nu este pcriodicé, deci in acest sens migcarea nu este periodica; dar intervalul de timp
intre doua treceri consecutive ale sistemului prin pozijia de echilibru, in acelagi sens, este

constant $i egal cu 1);
d=h 27(}!

v === -decrement logaritmic de amortizare;

h - exponent de amortizare, depinde de alegerea inijiald a unitd{ii de
timp eht = cxp(zuh)

Miscarea este oscilatorie. amortizata, cu lege exponentiala de amortizare (numai
pentru acest caz are sens nojiunea de decrement logaritmic de amortizare).

In figura 3.8.2a este prezentatd variaia in timp a componentei x' din planul Ox' x?
al lraiuctoriilor prccum $i traiectoriile corespunzatoare, pentru ©, = J3,h=025 si

N| ut ' :Z
o 0

2 |
rU . ‘ll
l. 75 1 00
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F

a 2 i r-'.l a\\ﬁ'/.\v?*'—‘uk’ 1/ ,’7 P / »
e M aré: e T 3

-1 i N // (' // //

k/" ¢ s
2 /,/"/

.
Figura 3.8.2a

Proces aperodic amortizat. b>0,k>0,b>—4km > 0.

Se considera conditiile iniiale generale

t=0,%=%X,, X=X,

b k Jz_—z
hZTn‘,w?,:m,q: h W,

A+2hA+0i=0,A ==-h+qg=—q,AM2=-h—q=-q2,0 <q\ <qa2,

Notand

ecuatia de miscare devine
X+2hx+0ix=0

si are solufia

X +H(2X, gl Xo+q1Xo .,
q2 - qr — {2

sau

X = e“"‘(x.,ch qt+ 2g th., sh qt).

Miscarea are loc in planul determinat de x,, X, daca x, x X, # 0 sau este rectilinic pe
directia x, dacé x, x X, = 0. Miscarca oscilatorie nu apare atunci c¢ind x, - 0,X, = 0. Punctul
material ramane in repaus/echilibru.

Miscarea se amortizeaza pentru ca

le x(n =0, '1_1210 x(») =0.

Miscarea este aperiodica.

Observafie. Sensul fizic al conditiei b > 0: daca starea sistemului fard frecare este
stabild, atunci addugarea frecarii pozitive da sistemului o stabilitate absoluta.

In figura 3.8.2b este prezentata variajia in timp a componentei x' din planul Ox' x*
al traiectoriilor, precum si traiectoriile corespunzatoare, pentru @, = /3 , 4 = 2 si urmétoarele
condi{ii inifiale (alese pentru cele trei situajii posibile de amortizare, cu si tard puncte de
extrem):

Nr.ert. | x} 2| il x2

b 1300 ,,l']é -15.00|-8.00

2 200175 -2.00 |-0.20

2.00 | 175 | 4.00 | 0.05
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Figura 3.8.2b
Proces cu amortizare cririca: b>0,k>0,b2 4km - 0.

Se considera condijiile nifiale generale
t=0,x=X,,X=X,.

Notand

2h= —”7,(0,2, = %,hz -0l
ecuajia de miscare devine

X+2hx+wix -0

s1 are solujia

x = e Mx, +(x, + hx, ).

Miscarca are loc in planul determinat de x..x, daca x, x X, # 0 sau este rectilinic pe
direcjia x dacé x, x x,, = 0.

Acest caz nu poate fi realizat intr-un sistem fizic $i nu are valoare decat ca granila
intre cele doud tipuri de procese amortizate: oscilator §i aperiodic.

3.8.3. Sa sc studicze miscarea unui punct material supus unei forje F = - Cx, C fiind un
tensor de ordinul al doilea simetric pozitiv definit.

Ecuatia de nuscare este
mx = —Cx.

Fie m , m, , m direcjiile principale ale tensoruluwi C 1 &, &, , k, valorile principale, adica

3
(T;Z/(/IIII\(‘)IHI (A//O,j’: l’273) N
J-1

133

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Atunci
3
Cx =2 k¥m,.
ol
Deci ecuatiile scalare de miscare sunt

mif=-ijf j:l,2,3

sau
reld=0,0! =5  j=1,23
si admit solutiile '
x/ 2_(£C08mjt+%8inﬂ)jt j=12,3
sau -
x/) =Acos(w;t—a) j=1,2,3
Al = (x£)2+(’%)2,cosa,-:%,sinaj=m§ij Jj=123

Forma solutiilor indica faptul cad miscarea este marginitd, traiectoriile sunt cuprinse in
interiorul unui paralelipiped, centrat in origine, cu laturile 24’. Miscarea este periodicd numai
daci existd numerele naturale n, , n, , n, astfel incit

n, _ny nj3
®w, W 03"
¥ x? x?
D - S Y ";‘/“, i o e ——
e - o L )
—~ H { — s —
<A SRS R WP ot OSSN . el
z‘\ .! ey )\/ z\\\n i T X t & 3 '-\-;\r\ T X
\“;\‘\M\ B TS —_ :\\__:_ N~—— __)
/o, =2
xl
—_—
B /':(‘,T;'—c‘:\\
?"i:" “__.___:_::,", xl
:;;"Q\.. N
P R .~

(J.)|/(L)) =17/3
Figura 3.8.3
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Curbele oblinute se numesc curbe Lyssajous. In caz bidimensional, in figura 3.8.3 sunt
prezentate traiectoriile pentru cateva perechi de rapoarte ale frecvenielor si defazaje inijiale:

Nr.crt. | ®) 0?2 Al A2 o o
| 2 I [200] 10 ] o 0
2 [ 2 | 1 200 100 wa 0
3 2 1 | 200 100 nn 0
" 3 1 | 20010 | o 0
s 3 1| 200 ] 100 | w3 0
6 3 1| 200 | 100 | w2 0
7 3 1 | 200 ] 100 2¢3 | 0
8 4 I [ 200] 100 o 0
9 4 1 200 ] 100 | a4 0
10 4 1200 1.00 | w02 0
Ll 7 I [ 200 100] o 0
12 | 7 3 (200 100 040 | o |

3.8.4. Sa se studieze miscarea unui punct material de masa m, sub acfiunea unei forfe
clastice F = - k x, k> 0 s1 a unei forle periodice de timp mPcospt . Rezisten|a mediului se
neglijeaza (oscilajii forjate ale oscilatorului aimonic).

Ecualia de miscare

mX +kx =mPcospt sau X+ olix=Pcospl, 0l =

S

Conditii inijiale
t=0 X =X,, X=X,

Solutia particulara a acestei ecuatii se i1a de torma Ccos pt . Rezulta

X, .
X = (x‘, = —ZL\ CoOSW, !t o SINW,f + -3 P 2 cos pt

o} -p*/ ‘ ;- p

o
Ea reprezinta suprapunerea a doua oscilafii armonice, una de frecven| o, i alta de pulsajie p.
Accast suprapunere se numeste inferferenfa. Miscarea de pulsajic proprie ®, se numeste
oscilafie proprie, iar cea de pulsajie p se numeste oscilafie forjata (constransa).

Daca frecvenla forlei perturbatoare este foarte apropiatda de frecvenja proprie,
p = w, te, solujia devine

X = X,CO08W,l+ Xy SInW, I+ ilcos(mo +E) —cosw,l] =

@o ol (0, +¢)
— X,L050, If“‘—bln(x)‘,l __.L_ COS W, L COSEL ~SINWISINE! — COSW !
W, (’)wu + 8) NE—
=
Xo
= X,c080,¢ + X2 sinw, ¢ + —b— b“"".smm (=
w, QQw,+€g) €
ill 2 y
S X,C05M, 0 F —snw, --Lf-lsmm‘,t
W, 20)0
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ultimul termen fiind dominant fala de ceilalti.
Daca frecvenia foriei perturbatoare este egald cu frecvenia proprie, p =w,, ecuajia
de miscare devine

X+02x =Pcosw,t

solutia particulara se cauta de forma Ctsinw,?. Se objine

—2 s5in®,t+ tsinm,t.

P
®, 20,
Apar deviatii foarte mari de la pozitia de echilibru (x = 0). Acest fenomen se numeste
rezonanld.
Situatiile semnalate pentru cazul unidimensional sunt exemplificate in figura 3.8.4, in

care sunt prezentate oscilajiile proprii si forfate corespunzatoare aceloragi condilii inifiale (
1_0 vl —
Xo=0,%,=1).

X = X,C08M,7+

P=2
Figura 3.8.4

3.8.5. Sa se studieze migcarea unui punct material de masd m, sub acjiunea unei forje

elastice F = - k x, k> 0 si a unei forle periodice de timp mPcospt,, cu rezistenja mediului
propor{ional cu viteza R = - bv, b > 0, b* - 4km > 0 (oscilajii forjate ale oscilatorului
amortizat )

Ecuatia de miscare
o g . b k
mX + bk +kx =mPcospt sau % +2hk +@lx = Pcospt, 2h= 1,05 = o
Conditii inijiale
t=0 X=X, XK= Xy
Solujia particulard a acestei ecuaii se ia de forma C cos pt + D sinpt. Rezulta

2,2 ' [ - 2,2 1
X=X, — De 2P Pletcosar+| X 1(;:1&‘, - -(% Ds ;P —P le Msin wt+
(02 - p?)’ +4h2p? (@2 _p.z)' +4h2p?

|
(@2~ p?)’ +4h?p?

Primii deoi termeni reprezintda oscilajia amortizatd, care va fi rapid dominatd de
oscilajia forjata ‘

+

P(02 — p*)cospt + 2hpsinpi] .

Xforis = A COS(PI — @)
wi-pr . 2hp

|
Ac—r—eree——eo—— P cos@p = ———,sInP = —
Al Al

J(mﬁ ph)’ v ahip?
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Amplitudinea oscilatiei for{ate 4 si diferenta de faza ¢ sunt functii de frecveniele o, si p.
Daca frecvenia for(ei perturbatoare este egala cu frecvenia proprie p = ®,, diferenta

de faza devine egald cu n/2, iar amplitudinea A = . Aceastd amplitudine, pentru o

P
2hw,
frecare redusa (h mic), ia valori foarte mari, rezultatul suprapunerii oscilajiei amortizate i
oscilatiei fortate va fi o oscilajic cu amplitudine foarte mare. Fenomenul se numeste
rezonanfa.

In figura 3.8.5 sunt prezentate, in caz unidimensional, oscilaliile amortizate i
oscilatiile for{ate pentru aceleasi conditii inifiale, precum si variatia amplitudinii 4 in funciie
de frecventa p. Valoarea maxima a amplitudinii se obtine pentru

p=Jo2—-2h?
pentru h destul de mic, valoarea este apropiata de ®,. Valoarea amplitudinii maxime va fi
Amax = ~~——P—~ .
2h Jol - h?

Se objin aproximatiile (prin neglijarea puterilor lui /i superioare puterii a treia)

h? _ . (‘l—f—h2—\
2ho,\  202)°

p=0,— w_o’ Apax =

Figura 3.8.5

3.8.6. Punctul material de masa m este situat in pozifie de echilibru in mijlocul O al firului
AA'; asupra sa lucreaza tensiunile 7, si 7" (se neglijeaza greutatea proprie). Dacd se
deplascaza mobilul din O in P pe normala Ox in O la AA’, atunci asupra mobilului vor lucra
tensiunile 7' si 7" in lungul firelor PA si respectiv PA', din motive de simetrie tensiunile sunt
egale in valoare absoluta. Sa se studieze oscilajiile nelineare in jurul pozijiei O de echilibru,
ale punctului matenial, lasat liber in P.

Pentru a scrie ecualia de miscare, trebuie determinata forla (rezultanta) F care
lucreaza asupra punctului matenal in pozifia P
F=-Fi1=-2Tsina1, o= LOAP.
Admijand ca tensiunea 7' in fir este funciie lincara de lungire
T=T,+vk(l-a) (a=04,1=PA)

k - cochcient de clastucitate (K = 0), rezulia
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F=2[T, + k(- a)]sina = 2[ T, + k(,/_\‘2 +a? - a) J__x_ =

= 2kx + 2T, — ka)—2—

Ecuatia de miscare este deci

mx + F(x) = 0.
Prin dezvoltare in serie (pentru x mic in raport cu a) se A\"\
obline ,é\.
X )’ .3 <)’ “ \

F=2T, 5+ (ka- Tu)('a) + Z(T" - ka)(b—) s . X \
In cazul normal 7,> 0 si ka - T,> 0. /

Daca se ia pentru F aproximalia a doua (nelineara) a } r
ecualia de miscare devine /

2T,  ka-T, A
(*)  ¥to’x+w?=0 unde o= u= e Figura 3.8.6
ma

Pentru p foarte mic, se cauta solujia ecuatiei sub forma unei serii de puteri in p
X=X +pxy +puixy +...

unde x,, x,, x, ... sunt funclii de doua ori derivabile in raport cu timpul. Se va considera
pentru ® o dezvoltare de forma

0l=w2+pnC +pn2Cy +...

constantele C,, C, fiind deocamdata nedeterminate. Introducand in (*) $i ordonand dupé p se
obline

Xo +@ix+pu[F) +oixy + Cix, +a2] + P52 t0ixy + Cixy + Cax, + 3x2x1)+...= 0.
De unde
(1) ¥, +0ix, =0
(i) Y1+ +Cix, +x3=0
(lll) i’g %(O,Z,XI + C|X| + (,'2X2 + 3x,2,x| =0

Ecuaiia (1) cu conditiile iniiale
x,(0)=1x(0)=0
admite solujia
x,(8) =lcosw,t.
Introducand aceasta solutie in (11) rezulta
X1 +02x) = -Cilcoswot— 1Pcosiw,t
sau inca

X, +wiv, = "l(('. 1 %Il)cuswut - %I"cos‘}u)ul.

Peatru a elimina rezonanja introdusa de primul termen (termeni in solujie de forma rcosw,?),
trebuie sa se 1a
' 3
Cy=-=1%,
P
Fcuagia (i) devine
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¥1+0x = ,-41/ Ycos3m,t
Cu conditii inifiale nule
x1(0)=0,%,(0) =0

ea are solutia

T i N
(1) = 32(.)£(COS30)"’ COSW,l).

Daca se considera suficienta aceasta aproximatie se ia

0l=0%+ %13“.

Daca se doreste o aproximatic mai buna s¢ continué cu determinarea lui x, din (iii) in care se
introduc componentele determinate

) 5 5
Xy +wixg = (—C;l + —1—23&)5) COS Wl — -l—gé?cos Sw,t
’ 34
C, =
27 12802

5

/ _
———(COS S5, f — cosW,t) etc.
1024m3( o)

Xy =

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



§3.9. Miscarea relativa a punctului material

Fie OX' X2 X? un reper cartezian ortogonal inertial (fix) si ox' x*x’ un reper cartezian
ortogonal mobil. Miscarea reperului mobil in raport cu reperul inertial este data de migcarea
originei reperului mobil X, = Xo(7) si de rotafia axelor reperului mobil in raport cu cele ale
reperului inertial, caracterizatd de vectorul viteza unghiulard ® = (#) (v.capitolul 2).

Miscarea unui punct material de masi m, sub actiunea fortei F, in raport cu reperul
mobil, este descrisd de ecuatia

mi=F+F,+F,.,

unde fortele complementare de transport F, §i Coriolis F, sunt date de relatiile
F,=-ma, = —m()"(o +O X X+0 X (0% x))

Fc =°‘mac =—2m0) X i

Hokk

3.9.1. Si se studieze influenta miscirii de revolufiec a PAmantului (neglijind influenta
migcarii de rotatie a acestuia), asupra miscirii unui punct material la suprafata Pamantului.

Se considerd drept reper inertial sistemul heliocentric Copernic cu originea in centrul
Soarelui (presupus sferic) si cu axele indreptate spre trei stele presupuse fixe. Reperul mobil,
solidar cu Padmantul, cu originea in centrul acestuia (presupus sferic) cu axele de directie fixa
(@ = o, reprezintd neglijarea influenta miscirii de rotatie a PAmantului).

Ecuatia de miscare a unui punct material P la suprafata Paimantului este in acest caz

mi =F - mX,
F fiind rezultanta fortelor care acfioneazi asupra punctului material: forfele atracfie din
partea Soarelui, Lunei, Pdmantului etc., precum si alte forte, forfa de transport F, = -mX,
fiind determinatd din atractia universald pe care Soarele, de masd M, o exercitd asupra

Pamantului
M

xo = —f 3 xo, RS = "xo"
R
Fie mai intdi considerata influen{a atractiei Soarelui asupra punctului material
Msm
F=-f=5 X, R=|X].

Ecuatia de miscare devine
. Mg M
X —-—f-E-s—(xo+x)+fE§—X
Proiectand pe directia Oo $i pe directie ortogonala pe aceasta in plan QoP, se objine

- M —-—-——L)R _fM L8 A rsind
fS(RsR3’f‘R3’ =M
A fiind latitutdinea punctului material. Intrucat X = X, + x, rezulta
R? = R% +r? + 2rRgcos A

-12
2
. (l+2 I cosk+~k—) =-—1—(l—3-f—cosk+...)

R RS Rs s R§ Rs
2
termenii nescrisi fiind de ordinul raportului (-k'-—) . Atunci componentele acceleratiei devin
s
ay ~/ [‘; r(2 cosA+..), a= M( -3-L cosh +. )
Ry R} Ry
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Efectele fortei de atractie din partea Soarelui sunt sesizabile la punctele care nu sunt
solidare cu Pamantul (particulele de fluid). Pentru marile intinderi de ape acest fenomen este
cunoscut sub denumirea de maree. Influenfa este maximi la ecuator (A =0, A = &), pentru
punctele de pe partea dinspre Soare se exercita atractie, pentru cele din partea ol)uaﬁ Soarelui
respingere, componenta a, = 0. La pol efectul este nul, a, ~ 0, |a.| =~ fMsrRs . Fenomenul
mareelor se produce de doui ori in 24 de ore, la trecerea Soarelui la meridianul locului si la
meridianul opus.

Figura 3.9.1

Efectul fortei de atractie din partea Lunii se studiazd aseminitor, inlocuind masa
soarelui M; masa Lunii M, , distanfa R cu distanfa R,. Intrucdt Rs = 25000r, R, =60r si
32Ms = 10°M,, se obfine

| Fll N 2fMyr 2fMsr _ M, (_1_1_3_
sl R} R} Ms'\R,

Miscarea unui punct material greu, {inind seama de influenga atractiei Soarelui i
Lunii, va fi descrisa de ecuafia’

m% = F* + mar(P) + m{ag(P) — as(o)] + m{u.(P) — a.(0)]
unde F° desemneaza rezultanta forjelor de altd naturd decét atracfia universald din partea
Soarelui si Lunii, ceilalti termeni provenind din actractia din partea Soarelui si respectiv

Lunii asupra punctului material si influenta asupra Paméantului ca forji complementara de
transport.

3
) =2.32.

3.9.2. Si se studieze influenfa miscarii de rotaie a PAmantului in jurul axei sale asupra
migcarii unui punct material.

Se va considera drept reper inertial
sistemul geocentric, avind originea O in
centrul PAmantului, axa OX” orientati dupa
linia polilor, axele OX' si OX? in plan
ccuatorial orientate spre doua stele presupu-
se fixe. Reperul mobil, solidar cu Pamantul
are originea in punctul o de pe suprafaja
Pimantului, axa Ox’ dupa direcfia razei
(Pamantul presupus sferic, de razia R), ox'
tangenti la meridianul prin o, iar ox’ tan-
gentd lacercul paralel prin o.

Latitutdinea punctului o fiind A,
iar longitudinea ¢ |, vectorii bazei reperu- Figura 3.9.2.
lur mobil sunt detinigi prin
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t; =sinAcos @l +sinAsin@l, —cosAl;
12 = —sin@l; + cospl,
13 =cosAcos®l; +cosAsingl; +sinAl;

Miscarea de rotatie a reperului mobil este definitd de vectorul @

® =0l =o(-cosAt; +sind13), 0=0= 862ln64 =0.729 - 10~*rad/sec = const.

Forta complementara de transport este
F,=-m[As+0 x (0 xx)] = -m[o x(® x X,)+o x (0 xx)] =
= —mw?[-R cos A(sin A1; +cosAtz) — ((x'sin A +x3cos A)sin Aty +x%12 + (x'sin A +x3cos A)i3)]
iar forta complementara Coriolis
Fc=-2mo x X = -2mo[x?sin A1 — (x'sin A + x>cos L)1z — x2cos A3].
Miscarea punctului material va fi descrisd de ecuatia
mk=F*+mg+F,+F,
sau
mi! = F*' + mo?sin A[(R + x*)cos A + x'sin A] + 2max?sin A
mi? = F*? + mo2x? - 2mo(x'sinA + x3cos L)
mi? = F*} — mg + mo?cos A[(R + x*)cos A + x!sin A] + 2Zmox?cos A

Pentru integrarea sistemului se poate utiliza metoda parametrului mic
X = Xo(f) + 0x,(¢) + 02x2(2) + ...
Se obfin sistemele de ecuatii
mil = F*!
mx3 = F*? :
mi3 = F*3 —mg
¥] = 2¢2sin A
¥} =-2(xisinA +k3cosd) ;
¥1 = 2¥2cos A
%) = sin A[(R +x2)cos A +x)sinA) + 2xIsin A
%2 =x2 -2 x}sinA + x}cos A H—
3 = cos A[(R +x3)cos A +x!sinA] + 2x}cos A
care se integreazi cu condiiile inifiale

X,(0) = x°, Xo(r) = v°

X(O):xa’ i(O)zvo sau { X_,‘(O):o’ ij(o);_-o j: 1,2;

In abesnta altor forte (F° = o), prima aproximaiie corespunde neglijarii influenei
rotatiei Pimantului

x)=x19 vl x1 = x20 4 p0p 33 = pe pyle -;-gtz,

iar urmatoarele aproximatii sunt

xt =v¥eEsind, x? = —(v!*sin A + v*cos A2+ —;-gl"cos A, X1 =v2r2cos;
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: l o l o l l o ] o M
x} =sin k[(E(R +x3o)r + gV’ - Ezgt“) cosA + (Ex‘ 2+ KVI t’)sm l] +

+2 sin k[—;—(v"’sin A+v¥cosA)r + Tligt4]

) xi= %xz"t2 - %v“t’ ! s
X3 = cos k[ (%(R +x3°) + %v’"t2 - -ilzgt") cos A + (—;:x“’t’ - %W"ﬂ‘)sin k] +

+2cos X[—%(v'"sin A+v3ecosA)r + %gt‘]

Cazuri particulare cu neglijarea termenilor de ordinul lui @’ (se neglijeazd efectul
fortei de transport):
- ciderea libera pe verticala

x! = 0’ x2 = %mgﬂcos )\., x3 = —%8‘2’

efectul miscarii de rotatie fiind o deviatie spre est (x* > 0);
- lansarea unui proiectil in planul meridianului: deviatia de la acest plan este

x? = —(v'*sin A + v*°cos M)or? + —3l—a)gt3cos A;

lansarea dupé tangenta la meridian spre nord in emisfera nordica va atrage devierea spre est
(tendinta apelor din emisfera nordica ce curg spre nord de a eroda malul estic).
Efectele fortei de transport

F, = -mRw?cos A(sin A1) + cos Ai3)

cuprinde, prin componenta F', abaterea direciiei verticalei (directia unui fir cu plumb) spre
sud in emisfera nordica, cu valoare maxima pentru A = n/4 si prin componenta F; tendinfa
de micsorare a greutafii punctului material (aceasti componentd este maxima la ecuator $i
minima - nula - la poli).

3.9.3. Sa se studieze echilibrul unui punct material greu suspendat printr-un fir (devierea
firului cu plumb).

Reperul inertial si cel mobil se aleg la fel ca in problema precedenta.
In cazul echilibrului relativ, pentru un punct material greu P atdrat printr-un fir in
punctul A, condifia de echilibru este

meg’+T+F, =0

m, fiind masa grea, g' - accelerafia teoretic, orientatd dupad directia razei Pdmantului
presupus sferic (v.§3.4), T tensiunea in fir, echilibrind greutatea practicd T = m g, iar forta
de transport fiind, conform problemei precedente F, = —m;Ro?(sinA1; +cos Ai3)cos A, m, -
masa inertd. Conditia de echilibru revine la

my(g’ — g) + miro*cos AM(sin A1 +cosAt3) =0
sau

; m;j
g =g +kRw?cos A(sinAt; +cosAt;), k= - pe
&

de unde se poate evalua accelerajia practica
g =gt k2 KPR 0w cos? A - 2¢g’kRw cos? A

Pentru diferite indlfimi 4, inlocuind K prin R + h, seobfine aproximatia
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g=g’{l - -k—(R—;—hlmzcos’l+...}.
Devierea verticalei

2 — k2R20 4 cos?
cosa= & +8” - k* R*0*cos?A

2gg’ - ' Y A
_ &% -g'kRa*cos’\ _ g’ — kR’ cos*A .
= = E )
i )
sing = kRa’cos A sin} ,

o’R _ Q’R’gx 1 Pes

g M 289 /

Devierea verticalei depinde de latitudine, s
este nuld la ecuator si la poli, este maxima P

pentru latitudinea A = n/4 avind valoarea
a6 o

)

Figura 3.9.3

3.9.4. Pendul Foucault. Si se studieze influenta miscarii de rotatic asupra unui pendul
sferic de lungime /.

~ Se considerd reperul inerfial OX' X? X cu originea in centrul Pdmantului, cu OX
orientatd dupd linia polilor de la sus la nord si axele OX', OX? in planul ecuatorial, orietate
spre doud stele presupuse fixe (reperul geocentric). Reperul mobil ox' »* x* , solidar cu
Paméntul, la latitudinea A, are o migcare de rotatie definitd de vectorul constant @ orientat
dupi axa polilor.
Ecuatia migcirii relative a punctului material de mas3 m $i vector de pozifie x este
datd de

mx =mg—mN7 —mo x (0 x x) - 2ma x X

® = @(—cosAr +sinAt3), @=¢ = 5'6%1!6-4 =0.729 - 10 *rad/sec = const.

In proiectie pe axele reperului mobil, neglijand termenii de ordinul lui ®?, se obtine
= —Nill— +20x%sin A
¥ = —Nx—; ~2a'sind +i%0sd) , (r') +(2)}+(x*) =1
= —N‘-"—;— - g+2ax’cos A
Inmulfind ecuatiile aga cum indici relagiile urméatoare

= —Niil-+2mkzsink et |x?

{ B= ~N£I-2- - 20(k'sin A +¥3cosA) |¥? | -x!

J\':’:—Nﬁi——g»rw’cosk |2 |0

$i sumand, sc obtine integrala primi a energiei
G +E) () = 280 + ),

L : : 1 ? 22 . : .
1ar jinand seama si ¢ x* = -/, &} =0, (L) << 1, (L) << |1, integrala primi a ariilor

I l
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. . 2 2.
g2 =gyl = w[ (") +(x?) Jsm A+C,
constantele /1, C determiniandu-se din conditii inifiale. Utilizand coordonatele polare r, 6 in
planul ox' x* integralele prime de mai sus se rescriu
2+ r202 = 2g(/ - h)
r?0+rfosin =C
Fie in planul ox' x’ axele of, on rezultand prin rotatie uniforma cu viteza unghiulara
o) = osin ) in sens est-sud-vest-nord si coordonatele polare p, a in raport cu aceste axe
x!' =Ecos®ir—msinot F=p
x?=Esinw 7 +ncosowt O=a-wr
Integralele prime se rescriu
p2+p2a? +plet =2g(I-h)-20,C
pla=C
Aceastd forma a integralelor prime coincide cu cele corespunzitoare, scrise in coordonatele
polare p, o, in cazul oscilatorului linear. Rezulta ci, in raport cu axele care se rotesc, punctul
material descrie o traiectorie eliptica. In particular, dacd punctul material este lasat sa
oscileze fird viteza initialdi n plan ofx’ , el penduleazi tot timpul in acest plan, acesta
rotindu-se cu viteza unghiulard @, .

A I(m) m(kg) & (m)
Foucault 48°50' 67 28 - 2n _ 86164 sec ~ 32 ore
Paris, 1851 - ! sind
Garthe 50°50'30" 50 17 3 Oloraobs = 1176280
Cologne lora cale = 1176475
Bucuresti ~45° (%1:- ~ 34 ore
=

3.9.5. Sa se studieze miscarea fara frecare a unui punct material de masa m, de-a lungul
unei drepte (d) care se roteste uniform intr-un plan fix, in jurul unui punct fix O al dreptei.

Se considera reperul fix determinat de axele OX', OX? din plan $i normala OX° la
acesta. Reperul mobil este determinat de dreapta (d) ca axd Ox', perpendiculara Ox* la Ox'
in planul fix gi normala la plan. Miscarea relativa a punctului material este descrisa de ecuatia

mX=N+F,+F,
N fiind reactiunea normala la dreapta (frecrea este neglijatd), iar forfele complementare sunt
F,.=-mox(®xx), F. =-2mo x X, ® = 0,13
Aceasta ecuatie vecoriala are proiectii doar in planul fix
= @dx!
{ 0=N-2mw,x'

Pentru conditiile inifiale =0 : x = x,11, X = v,1, s¢ obfine

v
x) =x,cho,t+=%shw,t

0

‘l
N - mef,(.\'., sho,f+ 5+ chu),,t)
[
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3.9.6. Aceeasi problemi pentru un punct material greu in plan vertical.

Cele douai repere se aleg la fel ca in problema precedenta.
Ecuatia care descrie migcare a relativa

mX=mg+N-mox (0 xX)—2mo xX, ©=,3
da in proiectie pe axele din plan ale reperului mobil
' = w2x! - gsinw,t
0=N-2ma.x' — mgcosw,t

(vo g )

. Vo .
x —xochmot+\ma _2(0,2,)8h0)0t+2 5 SinW,!

(v g \ g
2 o
N= 2m(oa[xo shw,r+ \—(Do - ——-——2 ‘2’) chw,t+ —5 cos (0PY4

o,

3.9.7. Dreapta (d) trece printr-un punct fix O si formeaza cu verticala un unghi constant 6,.
Aceastd dreaptd se roteste uniform in jurul verticalei prin O. Sa se studieze miscarea unui
punct material greu situat pe dreapta (d).

Se alege reperul fix astfel incat axa OX* s fie verticala ascendenti, iar reperul mobil
astfel incat axa Ox’ si coincidi cu dreapta (d), iar axa Ox' este orizontala.
Miscarea relativa a punctului material greu

m& =mg+N—mo x (@ xX) - 2mo xX, ©=0.(sinb,12+cosb6,13)
conduce prin proiectie pe axele reperului mobil la
0 = —2mw,¥’sin’Q, + N

0 = -mo2sinB,cos0,x* — mgsinB, + N?
¥ =0k} -gcosh,

Integrand cu conditiile inifiale £ = 0 : x = z,13, X = v,13, rezultd

s _[,  geosb, geosb,
x? = (-o ——-—-—mgsinzeu)ch(wutsme )+ osmG —2—sh(w,/sin0,) + ————mosmze
N! = me?,sinleo{ (zu - -g-;—’ﬁ%"—J sh(w,7sin0,) + (—D—SY{iTCh(m"tSin 90)}
Wgsin 9, 0 o
N? = mw2sin0,cos0, (z., - _&_"P_E_GL) ch(w.25in0,) + —2——sh(@,#sinB,) } + £
®2sin’0, ,8in 0, sme.,

3.9.8. Sai se determine pozitiile de echilibru relativ ale unui punct material greu de masa m,
care alunecd fard frecare pe o circumferinid de razd / ce se roteste uniform in jurul
diametrului sau vertical fix cu viteza unghiulard o, .

Reperul fix este ales astfel incit axa OX’ este orientatd descendent dupd diametrul
vertical, O fiind centrul cincumt‘crin;ci Reperul mobil are acceeasi origine cu cel fix, axa ox’
coincizand cu axa OX”, iar axa QX" orizontala.

Ecuatia de cc,lnllbru relativ este

0=mg+N-mwox(0xX), ©=0,3
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Intrucat
o x (0 xx)=-x'o
toti vectorii se gisesc in planul circumferintei. Se obfine
R
0= —N'—‘I— +mx'o? ; 5
O S e W
0=mg - NS
/
Fie
x!' =1IsinB, x? =/cosH.

Rezulta

o g\
sm9\c056— ) =0

2
lo}

N= m/wf,(sinle + —(i—’gcose) .
Asadar, oricare ar fi ©_, totdeauna 0 = 0 este pozifie de chilibru relativ gi

=mg.

N
0=0
Dacd w, < é , 0 = 0 este singura pozitic de echilibru relativ. Daca insd o, > J—I, atunci
exista si alte doud pozifii de echilibru relativ, simetrice tafd de diametrul vertical, date de

¥

cosO ¢ = =2,
lo?

pentru aceste pozitii

=mlw?.

N
6;60

3.9.9. Intr-un vas cilindric circular se afld un lichid in repaus. Imprimandu-se vasului o

micare de rotafie uniformd cu viteza unghiulard @, , in jurul axei sale verticale, sd se
determine forma suprafetfei libere a lichidului.

In cazul miscarii considerate, pe supratata liberd stabilizatd a lichidului viscos altfel
nu s-ar antrena prin frecare straturile de fluid) o particula fluida se afla in echilibru relativ
sub acfiunea greutdtii proprii, reactiunii normale la suprafajd i a fortei complementare de
transport. Reperul fix are originea in punctul O pe axa vasului si axa OX’ verticala
ascendentd. Reperul mobil Are originea tot in O, axaOx’ tot verticala ascendentd, axa Ox' in
orizontala din planul vertical ce congine particula considerata

O =w,13, X=x'y +x%

Ecuapia de echilibru relativ

o=mg+N-mox (0 xXx)

proiectatd pe tangenta menidiand la supraftafd in punctul considerat conduce la

mgsino+ my'olcosa =0, tga= dv’
dy!
de unde
‘l!A‘, (.”:lf o
dr ! s
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Prin integrare rezulta curba de intersectie
a suprafetei libere cu planul meridian

2
X3 = %)é(x')z +C,

prin urmare suprafata liberd este un paraboloid
de rotatie.

Constanta de integrare C se determind
egaland volumul lichidului in repaus (suprafata
libera plana, inalfimea lichidului A) cu cea cu-
prinsd intre fundul vasului si paraboloidul de
rotatie obfinut

X; R () (25
o~ nR’hzﬂ[dr‘dxMx‘zI(I (IrdG)dszr:
LA D o\0 \0
R R 02
_ — Oo 2 =
-2n£m(r)dr~2nb[r(2gr +C)dr
2 2p2
= 2u(“’—2R—3 + c’ﬁ) > C=h-2R

2g 4 2 4g
Deci ecuatia paraboloidului de rotatie reprezentand suprafata libera a lichidului este

3_92 2 2 R?
X3 = 2g[(X‘) +(X?) > ]+h.

Figura 3.9.9

ol

28
depinde de forma vasului; forma vasului influenfeazd numai valoarea constantei C
(determinarea acesteia a fost exemplificata pentru cazul vasului cilindric circular).

Forma suprafetei libere a lichidului (paraboloid de rotatie, cu coeficientul =) nu
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Capitolul 4

DINAMICA SISTEMELOR DISCRETE
DE PUNCTE MATERIALE

Fie un reper inertial {O,{11,12,13} } si sistemul de puncte materiale {P;(m;, x,)} . TR

asupra ciruia actioneazd forfele exterioare (efective si de legaturid) {F;},in si forele
interioare (efective si de legiturd) {Fu} , iy, Fiu+Fy=0,/,k= 1,N. Miscarea sistemului
este descrisa de ecuatiile

.

N —_——
m,-i,-:F,»+k};; Fi j=1LN

Teorema de bilant al impulsului total. Miscarea sistemului de puncte materiale se
desfasoara astfel incit la fiecare moment derivata impulsului total este egala cu rezultanta
fortelor exterioare

dH
—JI—:F, H—-ijx,, F= ZF
J=1
Teorema de miscare a centrului de masa al sitemului. Centrul de masa C al sistemului
se misca ca si cum in el ar fi concentratd masa totalda M a sistemului $i asupra lui ar acfiona
rezultanta fortelor exterioare

Mic=F, M= Em,, Mx¢ = Zm,x,, F = Z F,.
J=1
Teorema de bilant al -momentului cinetic total in raport cu punctul O. Miscarea
sistemului se desfasoard astfel incét la tiecare moment derivata momentului cinetic total in
raport cu punctul O este egalda cu momentul rezultant in raport cu punctul O al forfelor
exterioare

dK() N ) N
WZM(), KQZZXjXIanj, MQZZXJXFJ’.
J=1 =1
Teorema de bilant al momentului cinetic total in raport cu centrul de masa. Miscarea
sistemului are loc astfel incat la fiecare moment derivata momentului cinetic in raport cu
centrul de masa este egal cu momentul rezultant in raport cu centrul de masi al forfelor
exterioare
=Mg, x;
dt

Teorema de bilant al energiei cinetice totale. Miscarea sistemului se desfagoara astfel
incat la fiecare moment derivata energiei cinetice totale este egald cu suma dintre puterea
mecanicd a forjelor exterioare $i puterea mecanica a foqelor interioare

v N
%Z_ = Pe.(l +Pinh r= %’ Zl ”‘jijz’ ml Z b xj’ ml - Z l';k X,
=

JA=1

N N
f=x;-x¢ j=LN, K¢=2x/xmxj, M¢=2x|xF,
J=1 J=1

* ¥k

4.1. Sa se arate cd un sistem izolat format din doua puncte materiale, avand viteze inijiale
nule (intr-un reper inerial) se misca pe dreapta care le unea la momentul inifial.

Conform principiului acfiunii $i reacfiunii, ecuafiile de miycare ale sistemului, in
raport cu reperul inerfial considerat,sunt
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mi%, = f(x) — X2, %) —X2)(X2 — X4)
{ ma¥z = —fx1 — X2, X1 —X2) (X2 —x1)
El admite integralele prime
mx,+mX; =0 (conservarea impulsului total)
{ X x m Xy + X2 x maX, = o {conservarea mom.cinetic total)

Inmultind prima integrald primé cu X, respectiv cu X, si combinind cu a doua integrald
prima, se ob{in relatiile

{ (Xl—XQ)Xi|=0

(Xl—x;)))(izzo

care arati cd vitezele sunt colineare cu vectorul x; — X2, acelasi lucru puntandu-se spune
despre diferenta lor, adica

X1 — X2 = a(t)(x; — x3)
Rezulta

X; — X2 = (X] —x3)exp Qa(‘t)d‘t) .

De aici si din integrala prima de conservare a impulsului rezulta

t
(my +ma)x; = mx§ +max5 +m(x] — x‘z’)cxp(a[a(t)d‘t)

]
(my +m2)xz = mx] +max3 — ma(x] — x3)exp Ua(t)dt)
0

deci miscarea punctelor este rectilinie pe dreapta determinata de pozitiile inifiale.

4.2, Si se arate ci oricare ar fi datele inifiale, existd un reper inertial, astfel incét un sistem
izolat format din doua puncte materiale sa se deplaseze intr-un plan fix.

Fie un reper inertial cu originea in O. Ecuatiile de miscare in raport cu acest reper
sunt, ca 1 la problema precedenti

mX, = f(x; —X2,X) —X2)(X2 — X))
myXz = —fx) — X2, X1 — X2)(x2 — X1)
Centrul de masa al sistemului va avea o micare rectilinie uniforma

d (ass .
;I;(MXC) =0 = Xc=Xg+Xot

si poate fi considerat originea unui reper inerfial cu axe paralele cu cele ale reperului inifial.
In raport cu acest reper, conditia de centru de masd i integrala prima de conservare a
momentului cinetic total se scriu

mxi +myxy =0
X; x myx] + x5 x maxh = K¢
Combinand aceste integrale prime rezulta

/ Ino god wtx {1 1
(xi "2)"(*!“"2)‘(Trﬁ+7ﬁ?)KE

Relagia de mai sus da
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KZ - (x] —x3)=0.
Cum din relatia precedenta rezulta paralelismul vectorilor x| //x5,
Ki-x{=0, K&-x5=0

ceea ce aratd ci miscarea punctelor materiale este pland, efectuandu-se in plan trecand prin
centrul de masd al sistemului si avand normala definiti de vectorul moment cinetic la
momentul inigial.

.

4.3. Si se arate ca un sistem format din trei puncte materiale, avand viteze initiale nule
(intr-un reper inertial) se misca in planul care le continea la momentul inifial.

Fie reperul inertial in raport cu care sunt date conditiile inigiale. In raport cu acest
reper ecuatiile de miscare ale sistemului sunt

m¥, =Fpnp+Fp3
lnzf‘iz —_—le +F23
miXy =F3 +F3

Fi+Fii=0, Fy x(x;-xx)=o0,

. Do .. . (.k=1,2,3)
ij = ij(xl — X2, X2 — X3, X3 — X, X} — X2, X2 — X3, X3 — X))

Rezultd ca si la problemele precedente, ci centrul de masd al sistemului poate fi
originea unui reper inerfial, axele acestuia fiind paralele cu cele ale reperului inerfial inifial.
In raport cu acest reper se obtin integralele prime (cu aceeasi semnificatie)

miX, +maxh +mixi =o
miX +maxh + maxh = o
/ =7 / >4 / =4 __
myX] x X]+mxy x X5 +myxj xxj =0

Eliminand x4, X} intre aceste integrale prime, se obtine
my (M — ma)xy x X4 + may(M — my)x5 x X5 +mimay(x} x x5 +x5 xx])=0
Inmulind scalar aceasti relatie respectiv cu x7, x5, rezulta sistemul algebric
my (x5, x5, X7y + (M = m)(x],x5,x5) =0
L (M- mo)(X5, X5, X1) + ma(x],x5,%x5) =0
avand determinant nenul
A=mymy~M-—m\)(M—-my)=Mm;+0
deci avand solufie unica nula
(1, x5, X7) =0, (x,x5,%3) = 0

Punctul P, se afla totdeauna in planul determinat de C, P, P,. Normala la acest plan
este detinita de

u / /
n=— u=x|xxy, |nj|l=
_ [l ’
Sc¢ obfine
u x (1 xu)
]l
n~n s ﬁ—”ﬂ b= (3 X5, KD)RG XX+ (X, X9, XX XX = 0
ujl”
Prin wimare
- Oon~n o, 0 > no0

IS
D
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adica normala la planul (C, P, P,) nu variazi in timp s1 deci sistemul se misca intr-un plan
a . e wl oA / /
treciand prin punctul fix C si avand normala n = x|? x x3”.

4.4.  Problema celor doud corpuri. Si se studieze miscarea unui sistem izolat format din
doud puncte materiale. In particular se va considera ca masa unuia dintre puncte este mult
mai mare decat masa celuilalt.

Fie sistemul izolat de puncte materiale P, {m,, x, } si P, {m,, x,} (vectorii de pozilie
sunt considerali in raport cu un refential inertial). Miscarea lor este descrisa prin ecuatiile

(i) m X, = F(x) —x2,X) —X2)
myX, = Fo(x) — X2, X; — X3)

X2 — X
Fi2=-F3, Fyy = F—=—-.
: ’ Ix2 — x|

Teorema de miscare a centrului de masa al sistemului aratd ca acesta are o miscare
rectilinie $1 uniforma

m=m;+my, mXc=mpX;+myx;

mx¢ = mX§ +myxy, mxe=mix] +max)
(ii) %(mi((;) =0 = Xc=xC+Kt

Inmul{ind prima ecuatie cu m, si a doua cu m, $i scdzand, se ob{ine

(iii) ux = F(x, x)
’ mym m
B Ll = 2 ,X=X2—X|,F=F2|.
my +my |+ mp
m

Studiul miscarii se reduce la integrarea ecuatiei diferenfiale precedente, similara
ecuatiei de miscare a punctului material in cimp central.
In final va rezulta

. m P »
X| = XG + X+ TEX(, X5 - X5, %5 — X})

. m . 4
X1 = XG + X - TEx(4, X5 - X5, X5 - X})

m .
Daca m| >> m; sau —n?% << 1, atunci

 omy
W=—F—=m,

mx, +mX; ( mi _
X¢ = = = X}
m, +m;

adica ecualia obfinuta ar aproxima miscarea in jurul centrului de masa al sistemului. Oricum
in prima ecualie de migcare (i), , pentru punctul material P, , masa fiind foarte mare,
marimea F, /m, este foarte mica si primul punct material poate fi considerat practic in
miscare rectilinie uniforma, ecuafia de miycare (i) poate fi deci considerata in raport cu un
referenfial inerial.

my; |

Exemplu: raportul maselor in cazul PAmant/Soare —= = ————— .
piu- Tap my 332952
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In acest mod poate fi consideratdi migcarca punctului material in camp central, in
particular sub acfiunea forfei de atracfie universald (§3.4). Miscarea este pland conform
problemei 4.2.

Aplicand teorema de bilan{ al momentului cinetic total, rezulti integrala prima
g;(mlxl xXi+miXa xX2)=0 =  mX; XX +m X2 X X2 =mX] XX] +mx; x X3

Aceasti integrald prima are aceeasi expresic dacé este scrisd in raport cu un reper cu originea
in centrul de masi al sistemului si axe paralele cu cele ale reperului inertial.
Dacai fortele interioare nu depind decét de distanta dintre punctele sistemului material

Fi2 = Fa(x2 — x1) = Flix2 —x;!)":: = :‘

atunci puterea mecanici se poate exprima ca derivatil a unui potential

Pi=F12-%+Fy - 12——1:“!2—Xlﬂ)ux i (% - % 1)--1”(")
= E(—Iﬂr)dr) r= Itxz —Xlu

$i din teorema de bilant al energiei, rezultd integrala primé de conservare a energiei totale

A domstemip |- =

= %(mlif +mzi§) - %(m;i‘{a +m;i‘,”) = —j F(r)dr.

4.5. Problema celor N corpuri. S se studieze miscarea unui sistem izolat format din N
puncte materiale.

Miscarea sistemului material este descrisd de sistemul de ecuatii diferentiale
m ji ) = gl F Jk j = T,—N

F,‘/‘ = F}*({xﬂ—xb}a,hm’{*ﬂ_ib}akrﬂ)’ F,}+Fy =0 j,k=T,—N.

Fiind vorba de un sistem material izolat (inchis) teoremele de bilant al impulsului
total si al momentului cinetic total conduc la urmétoarele integrale prime
- conservarea impulsului total

dté mkik} =0 = ﬁ mpXy = ﬁ mXy ;
- migcarea rectilinie gi umtorm& a centrului de masd al sistemului (obfinuta din precedenta)
p7 é m;,xk) ﬁ mix; = ﬁ mpXy = ﬁ‘ muf) + (g mki;,’)t;
- conservarea momentului cinetic total

N
g{-(‘g kakXik) =0 = Em‘xkxx,-gmkx*xx,‘

Aceste integrale prime vectoriale (echivalente cu 9 integrale prime scalare) nu sunt
suficiente pentru rezolvarea problemei. Chiar daci se fine scama ca sistemul este autonom (se
considerd sistemul de integrale prime echivalent cu 10 integrale prime scalare) $i chiar in
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cazul in care se poate adduga la acestea integrala primd de conservare a energiei totale
(v.problema precedentd) (cum se intampld de exemplu in cazul atractiei universale intre
punctele sistemului material), integralele prime scalare nu pot inlocui, in conditii inifiale
oarecari, sistemul de 3N ecuatii diferentiale de ordinul al doilea pentru a reduce problema la
rezolvarea unor ecuatiii algebrice.

4.6. Doui puncte materiale grele de mase egale se misca intr-un plan orizontal astfel incat
distanta dintre ele rimane constanta. Si se studieze migcarea sistemului.

Fie reperul inertial cu originea la jumaétatea distanfei intre punctele P, si P, la
momentul initial, axa Ox' pe direcfia acestor puncte, Ox* ortogonald pe prima in planul
miscirii si Ox’ normali la plan. Ecuatiile de miscare

vor fi
mi|=mg+N|+F12, X113 =0 x?
mX; =mg+N2-F2, x2:13=0 P,
. . . og I /
Reactiunile normale isi fac echilibru cu greuta- ! L
tile (conditia de migcare in plan orizontal). Centrul de P, -
masi al sistemului are o migcare rectilinie uniforma . | e
3 o ?

mic=0, Xc-13=0>Xc=vaL, vo-13=0 (x¢g =0)

Daca distanta constantd intre puncte este 2/, Figura 4.6
atunci vectorii de pozifie ai celor doud puncte se pot
reprezenta sub forma

X1 =Xc + NcosBu, +sinB12), X2 = xc — lcosOt; +sin O12).

Teorema de bilanf al momentului cinetic total da

%[Zl(cosen +sin012) x [8(~sinbr, + coseu)] =0 sau /2By =0

de unde rezulta rotatia directiei P, P, in jurul punctului C

0 =0°r.

4.7. Doud puncte materiale de aceeagsi masd m alunecd fird frecare pe doud axe
ortogonale, in acelasi plan. Aceste puncte se atrag invers proporfional cu pitratul distantei
dintre cle. Sa se gaseascd miscarea lor $i curba descrisd de centrul de masa al sistemului
format din cele doud puncte.

Se considera reperul inertial determinat de

cele doud axe pe care se¢ miscd punctele materiale Y
ale sistemului $i axa ortogonald pe ele prin punctul P,
lor de intersectie. In raport cu acest reper, punctele N |
materiale au vectorii de pozitie ! s
X =x1, X2=puL F,
For{ele interioare vor avea expresia \
Fu:—le:‘—M—T(Xz—Xl), k>0 O N
X1 —x2|l N
. > g i3 - . !
1ar forjele de legatura Figura 4.7

Ny = Niy, Ny = Ny
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Ecuatiile vectoriale de miscare
m¥X, =N, +F,, mx, =N, +Fy
dau urmitoarele ecuatii diferentiale (scalare) de migcare

PO - SN
(2 +y?)"? o2 +y1)*?

si relatiile care determina fortele de legatura

_ ey o hmx
3n’ - 3n
(x* +)%) *+y%)
Ecuatiile diferenfiale de miscare au aceeasi formd cu ecuatiile care caracterizau
miscarea punctului material in camp central. Notiand

r?=x24y* x=rcos0,y=rsin®

miscarea va fi dedusa din ecuatiile diferentiale in r, 0

(1) 1_ k - 14
dez(r)WLr*C2 - 1 +ecos(0-0,)

0 ;: ’
B B P
t—d[ﬂ(e)de = t'é[[1+ecos(9—9|)} o

unde

_ XoXo + Yol

22,02 X ion o Ve s
¥ EXe +yo,c056(,~7.:,sm60~ oo 7o

,C=r20,=X000 — Yoko

_c _(L_lf_ Fog; _(L__k_)- P
p= A=z Cz)cose,,+csm6,,,8—- o 2 sin0, Ccoaeo

e=pJA*+B? ,cos0, = sinf, =

A B
JaT BT’ JAT+ B?
Centrul de masa al sistemului material x¢ = %(xu +y12) va descrie o conicd, cu

focar in O, a cirei naturi este determinati prin condifiile initiale.

4.8. Intr-un plan orizontal, doud puncte materiale P, si P,, de mase m, si m,, sunt obligate
sd se miste pe doud circumferin{e concentrice de raze r, §i r, si se atrag cu forte
proportionale cu distanta dintre ele.

a) Sa se scrie teorema de bilan{ al momentului
cinetic total si sa se determine o integrala prima.
b) Sa se scrie teorema de bilan{ a energiei cinetice
totale 31 sa se determine o integrala prima.

¢) Sa se determine reactiunile in punctele P, si P,.
d) Si se determine legea de miscare daca la
momentul inifial punctele de afla pe aceeasi raza
g1 este satisfacuta si relagia

myx|] X X] +maxj x x5 =0

e

Se considerd reperul inerfial cu originea in
centrul cercului si axele Ox' si Ox* in planul I
circumieringelor. Fie @ si @, unghiunle polare ce Figura 4.8
caracterizeaza pozifia celor doua puncte
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X1 =ri{cos @1 +8in@12), X2 = r2(cos P2t +sinP213).
Fortele de legaturd, respectiv fortele interioare sunt
- n, X1 _n. X2
N —N'7|—’ N; -Nz;.—z'

Fia=-Fy =k2mmy(xs-x\)

a) Momentul cinetic total al sistemului, in raport cu punctul O este
Ko =xX; xm X, +x3 x myky = (m.rf(b, +m2r§¢2)t3;
momentul rezultant al forfelor de legiturd (singurele forte exterioare) este nul
Mo =x3 xN.x7'+xz XNZE'%=0.

Deci din teorema de bilan{ al momentului cinetic total

dK() _
& =Mo

rezultd integrala prima
myri@y +myrid; = const.

b) Energia cinetici totalad a sistemului este
T= %(mlif +m2i§) = -;—(mlrf(bf +m2r§¢§)

iar puterea mecanicd
Pw=N|%‘-'il +Nz%'i2 =0,
d| _k? 2
Pi=Fiz - (i - %) = 4 Koy - x0)? | =
2
= a‘-’;[—%m;m;(ri +r§ —2ryracos (@ — (pz))jl

Prin urmare, teorema de bilant al energiei cinetice totale
dr _p

d t ext + P int

conduce la integrala prima

m.rf(bf +m2r§(p§ = —kzmlmz(rf + r% —2ryrycos (@ — (p;)) + const.

c) Fortele de legaturd rezultd din principiul de bilang al impulsului total
L my i1 +ma%a) = NiFh+ Na g2
care in proiectie pe axe di
%[—m 111918in @ —myr2@2sin Q2] = —-Nicos @ — Nycos @,
d

a;[mmd)icosq:. +maraPrcos@2] = —Nising; — Nzsing,

de unde

Nisin(@) —@2) = —mri{icos (¢ —(pz)+m|r|(bfsin((p| —®2)—mar2(2
~N2sin(@ — @2) = —~mar2(p2cos (@1 — 92) - mzr2¢§sin((p| —@2)—mriPy
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d) Conditiile inifiale considerate sunt
t=0: { P1=¢2=0 .
miri@y +maripr =0
Prima integrala prima (conservarea momentului cinetic total)
Cmyri @y +maryda =0,
in conditiile inifiale considerate, conduce la o altd integrald prima

2 mr
mirio; +mars@; =0 sau @ =- Al
mar;
Atunci integrala primi reprezentind conservarea energiei total devine

m1r2(1+ 'r‘)(p 2k’m;mwn;oos[(l+———r-z-) ]+const.
2)‘2 mzl’2

sau noténd
0=(1+2d),,
mary
sc obfine ecuatia
LI By
ccuatic similard ecuaiei pendulului matematic.
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ANEXA
INTEGRALE SI FUNCTII ELIPTICE

Definitie.
1. Integrala eliptica de speja intdi
Q sin @
Fo.=| da - | &
J1-ksina 0 J(1-x?)(1-kx?)
forma normal3 forma normala
trigonometricad Legendre

2. Integrala elipticd de speja a doua

mj" J1-KEx? i
0 1—x2

forma normala forma normala
trigonometrica ~ Legendre

¢
E(9.k) = [ /1 - Ksin’a do =
0

3. Integralq elipticd de speja a treia

sing

E((p,n,k)=i & - 2[ 2 dxz )
0 (14 nsinte) J1-Fsiner 8 (1+nx) (1221 - 2x?)
forma normala forma normala
trigonometricé Legendre
) Doy~ F@R-E@R T _sin'ada _ ““j“’ x2dx
k? o J1-ksin’a o J(1-x2)(1-Kx?)
5. k - modul, k' - modul complementar
Kt=1-k2

6. Integrale eliptice complete
oz _plx
K(k) = F(z,k),E(k) = E(z,k)

Variatia integralelor sub forma normalad Legendre, pentru parametrul £ = 0.2, 0.45,
0.7, 0.95, precum §i variatia integralelor eliptice complete in functie de parametrul & sunt
prezentate in figura A.

Flak E(pk)
'8 ] / 25}
1 . oe 2 F(n/2,k) /
08 - ‘*~‘~<‘;/
o E(x20
g 02 o' o [ R ot~ 02 T Tou o8 o Y >’
x =sin@ X =sin@ k

Figura A
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(funclic complexa infinit multiforma de u, cu perioada 41’F(-

Serii trigonometrice
Pentru valori mici ale lui k $i @, se pot folosi seriile

F(o,k) = %F(%, k)(p—sin(pcoscp a, + %a;sinz(p + § ga;sm ¢+.. )

2 B [@n- DT
= EF(!’k) ~Lan=ap - QT_n%' ke

E(o,k) = %F(%, k) ¢ — sin @ cos (p(b., + %—blsinch + %-:—-g—bzain‘(p + )

1 25(7 ) _,_[@a=DNT g
: xE(z’k) Ln = b = 55 | 2w

Pentru valori k apropiat de 1, se pot folosi seriile
t
F(e, k)= %F(-g,k")ln tg (% - %—) - E%% al, - 2 a{ tgleo + g gaé tg‘(p...)
a = F‘(2,k') 1, ap =a,, [ >l ]k’
E(p, k)= —-E(z, )ln tg ((p . !’-) ctgsq:p[b’ ;b’ tgo + %—%bﬂ tge - ]

/2R _ Y (Zn—1B!]2 |
bo—nE( ”") L, b = b, [ 7.nl | 2m-1

Relatii functionale intre integralele eliptice
F(—@, k)= —F(¢, k); E(-9, k) = -E(9, k)
F(nrt @, k)= 2nf(%, k) + F(@, k); E(nc £ @, k) = 2nE(125, k) t E(@, k).
Formule de transformare

tg(v-9)=ktgo

Hw, li%) = (1+K)F(9, B

E(w. 1K) - 2180, b + P, ) - 1K siny

siny = a +k).su;(p
1 +ksin“@
2/k
F(w. Tﬂk) = (1 + KF(@, k)
2Jk sin @ cos @
E( ,—-——) 2E(9, k) - k'2F(¢, k)] + 2k———= |1 — k?sin’
Wik = T3 r2E@ k) - K2 F(e, ] Hhm‘PJ sin”@
Definitii. Functii eliptice Jacobi
“ZT__@L___
0 J1-k%sin’a
amplitudine ¢ =amu

g,k) , cu puncte de ramificajie

w=2mF(3.k) + @n+ DK )
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argument u=arg @

2. sinus eliptic(sinusul amplitudinii) snu = sin amu
cosinus eliptic(cosinusul amplitudinii) cnu = cos amu
delta amplitudinii » dnu=A@= ‘/ 1 - k%sin’ep = %%

ot
- <J; J( =21 - k1)
iy c]"" dt
1

JA-2)(K? + k1)

dnu
“=I dt
G

Functii eliptice Jacobi (functii complexe biperiodice, avand in paralelogramul perioadelor
doui poluri ordinare)

Relatii functionale intre functiile eliptice

1. snly=1=€B3N o2, en2utdnu 2,002,
1+dn2u’ 1+dn2u °’
dnty = d02u+Klen2u+ k2 400 4 22y = |
1 +dn2u ’
2 1-dn2u _;osn’ucn’y 1-cn2u _ sn’u dn’u
’ ' 1 +dn2u dnlu  l1+cn2u cnu
3. sn(u:tv)zsnucnvdnvisnvcnudnu

1 — k%sn?usny
cnucnvdnv+snu snv dnudny
1 — k?sn?usn?y

en(utv)=

Tk
dn(uiv):dnudnv+kzsn;4snv2cnucnv
1 —k*sn“usn‘y

u_,1fl-dnu _ . [l-cnu
4. sn2nj:kJ1+cnu j:Jlernu
u_i,cnu+dnu _ 4k | _1—dnu
2 1 +dnu kVdnu—cnu
dn¥ - 4 [cnutdnu _ l1-cnu
2 1+cnu dnu-cnu

5. —isnu=cnudnu; —4—cnu=—snudnu; -d—dnu=—kzsnucnu
du du du
6. Functiile eliptice Jacobi sunt solutiile urmatoarelor ecuatii diferengiale
%sn o= '[(l - sn?u)(1 — k?snu)
d
Jpcnu= - J(l —cn?u)(k’? + k*enu)

—d‘-f-‘-dn u= —J(l -dnzu) (dnzu-k”)
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Integrale definite care se exprima cu ajutorul integralelor eliptice

Radicali de ordinul doi din polinoame de gradul trei

[ dx IF( J3+1-u 1:)
= ——F| arccos ,sin =
‘1[ -1 3 J3-1+u 12
1
I dx ___1 F(arccos‘[——hLu, ns—“)
e 3 Bl
[ dx IF{ —u-y3 SE]
b arccos sin
-'L -3 3 l-u+ 371

y<B<a

!J(x a)(x BY—) " F(‘“““‘J )

u . — a

!J(x Ot)(x Bo-n o YF(m " Jw=p J )

f = = sin [ _E
-J:,/(T).—x)(x—[})(x-—y) - ‘/E—yF(m B \ja—B‘\/a—yj B<u<a

“ 2 (@-Nu-p) [a- p]
~ £~/(a =x)(x = B)x - v) \/a—Yl{man(a BYu-v’ J B<“<f‘
T

Jo- x)(B De-n  Ja YF(” '“‘/73 :;fg :; ﬂ Yj y<u<p
!ﬂa Y Yo zJaz—vp{m“ \[u—:T ’ \[“:% ) T<u<p
I\/(on B-I-9 T v'{m"’m \F_ )

«I» Ja- x)(ﬁ 00-x) YF(W“’ EF )

y<B<a

=] a_

! ,/(a+x)(B+x)(y +x) ja YF(arcsm “O‘*“ Vo= )
f x - i /__:_ [_:_B
L[(a+x)J(a+x)(B+x)(y+x) (Q“B)JO“'Y{F(MCN" atu’ a—Y]+
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Q
.<

=)
=)

2 l{arcsin/ — ,/ - J 2f¥+u
(a-B) Ja=7 o+u’yo-y B-1) f_———(a+u)(B+u

T B+u
“ (Y+t)./(a+r)(B+x)(y+r) J(a+u)(y+u)
6= Y)r’_a = E(arcsm T ’ )

O<ux<l

R
+
:
°<'W

Q
9

..<

L{arcsm
T dx gy

“ (B +X) J((l +x)([3 +x)(y +.l') (a 6)(B Y) (arcsm Tu

= AF{aresin /57, &
(J;,/r(l ~ O - Kx) (woeadn 4V, )

1
dx .
:.[ Sk + k) 2 (arocos fu, b

2l'{arcsin : l—“.,k)
r(l - t)(r k’'?) k

:c__,._

dx )
=2F t k
oj,[x(l+x)(1+k'2x) (arctg Ju . k)
( dx
=FQ te ,k
J'/x[l+x2+2(kll_kz)‘,] (Ncbﬁ )

l l\ bid
.J.‘,/ (K2 +x5)+2(1 + ko)) F(i'z”“gﬁ"‘)

p= - +n?
J( af (- ,,.)z+",]) /—F(zamg [—‘ W)

@ = ’a—u ’ p-m+a
IJ(&—X)[(x—m)2+n?J - JP F(Zarcctg 2p )

IJZ(I +k?) Ic’2 ) a—d——)— E(;’arctgﬁ —%.k) l<u

J.fl + a2+ 2(k"7 - k)
(1 +xY) /¥

= EQarctg Ju k)  O<u<|
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Radicali de ordinul doi din polinoame de gradul patru

o
= F| arccos u,—
'[ ] __x4 J— 2

d<y<B<a

u

J' dx

J (x—-a)(x - B)x-y)(x-3) )

F[am ‘/ﬁ 8)(u—a) J(ﬁ—v)(a—S)J
,[_— a5 (@=8)u-B)" | (@-NB-5)

J‘ dx

u ‘/(a —x)(x — B)(x —Y)(x - 8) )

_ 2 - [B-8)o-w) [(o-B)y-5)
" J@- 65 F(a J(a—ﬂ)(u—ﬁ)’J(a—v)(B—B)J P
e
B (@ —x)(x—B)(x—7)(x~B)
_ 2 e -B)  [(@-B)¥-9)
@-1nG-5) F{msm J(a—BXu-Y) ’ \/(a-v)(ﬁ—“)) P
S———
w J(@=)(B-x)(x-7)-8)
_ 2  [@-nB-u) (B—vxa~6))
J@-7)B-35) e \/(B—v)(a—u) ' J(a—vXB—S) ¥EMSR
‘1[ J (o —x)B - x)(x ¥)(x - 8)
F( J(ﬁ 8)(u-1) J(B V)@ 8)] s
,/ - y)(B 3) B-7w-8) "y (@-yHB-3)

I

Jo—x)B - \)(v ) - 5)
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,.( B-8)(- D J(a—B)(v—ﬁ)
,/a y)(ﬂ 3) (y-8)(B- (o= )P -d)
e e
] ,/ (o —x)(B —x)(y —x)(x - )
) 2  [@=nw-3) J(a—ﬁ)(v—ﬁ))
r____(m-_y)(ﬁ-_s)F{a.rcsun &—8)(a—u)’ @=1B-?) d<uxy
8
e
w J(a—x)B-x)(y - x)(6 - x)
(©@-7)6-1) J(B—Y)(a—ﬁ)] -

= 2 }{arcsin J :
J@-v)B-9) (@-8)(y-u) y(@-v)B-9)

d<y<B<a

j’ I
0

J(x’+a’)(x’+ﬁ’) =t et e

J d<u<y

J a>pf>0
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w ( —_ B2
1
;! o 2)(x2 = = aF\arcctgé‘z, s J a>B>0

f ( oy \
! & == FL“’“i“u i R J a>u>0
J(d.z—xQ)(x +B7) ﬁ) +p2 aJBz+u2 \/a2+02
( )
= u o
TJ(aZ f)(x +B2) Ja2+B2 FLMCCO a’ WJ va>u>0
)
o

a>B>0

Y (
dx _ recos P
! JeP+at)x -2 Ja?+p? La e Jo? +B?

Y _ i . g .
!,/ f+a’)(x -B?%)  Ja?+p? FLarcsm JoaZvu?’ ,/a’+B2J a>p>

!J(az—xg;(ﬂz—xz) =-OIIF(arcsin E,g—) a>B>u>0

T = =1 (arcsin _______B,a’—u g-\
v J@ =BT -1 ﬂ B2 J

B>oa>u>0

“ ( 3 T_Q2 )

dx _1 a/ul-p? Jo?-B
!J(aj_xz)(xz_\ﬁz) —&'Flarcsm = B’ & J a>u>pf>0
- (B

a

J(@? —x?)x? - B?)

2 B } a>u>f>0

2 o
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u dx _
0 J(@? -x?)(B? +x2)’
uua2+Bz, & ) a>u>0
o fu? + B2 ‘/a2+32J

-1 _F Larcsin

e

a (a2, 2 ( )

I Szi;dx:‘/a2+B2ELarccos%,‘/__q__J a>u>0
p

a?+p2

o — 2
[ ( 2 2 \
dx B 1 , B o —u a
! o = B uaz)ELarcsm —————am, BJ B>a>0
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I dx = l ELarcsinB = , B azJ B>u>a>0
ax? (P -a)(BT ) *P ufpr-o?’ B
B ( JB—u [P’

I x’dx =BE Larcsin
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f dx B E[arccos 'Bz_az aJ
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B
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7.

J_f{zmtg ,pzu—a) 1 (p+q) +(a B)J B<a<u

!,/(a —x)(x - B)[(x m)’+n’]

=—J_-l_—_- 2arcctg/Z§: u) l (B q) +(a B)] B<u<a

|-
J(x —o)(x - B)[(x -m)? + n2]

P <p+q) o B)J
o u) 2

2arctg

J"

u<f<a

p?=(my—m)* +(n, +n)*, p} =(m, -m)* +(ny —n)?, ctga = J

dx
m—:o[sa J[(x m)? +nz]|:(x—»n)2 +n|]
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