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PREFATA 

In stadiul actual de dezvoltare a învăţământului superior matematic, studenţii sunt 
pregătiţi pentrn a deveni profesori în învăţământul gimnazial şi liceal, dar şi matematicieni 
care să lucreze în diferite sfere de activitate. Disciplina "Mecanica" din planul de învăţământ 

este orientată spre exemplificarea posibilităţii modelării matematice, a drumului fenomen -
sistem de axiome şi prelucrări matematice - fenomen. 

Aplicaţiile cuprinse în această lucrare sunt alese în sprijinul ideii menţionate mai sus. 

Nu sunt considerate aplicaţii care-ar constitui mai degrabă obiect al unor discipline înrudite şi 
care îşi găsesc locul în planul de învăţământ pentrn învăţământul tehnic superior (statica -
rezistenţa materialelor). Au fost lăsate la o parte şi aplicaţii cu caracter rel~tiv artificial, chiar 
dacă unora, clasice fiind, li se poate da o rezolvare elegantă cu o frumoasă interpretare 
geometrică. S-au reţinut mai ales acele aplicaţii ce îşi găsesc un corespondent în realitate. 
Pentru aceasta s-au avut în vedere următoarele aspecte: 

- scrierea ecuaţiilor diferenţiale de evoluţie a sistemului mecanic cu sublinierea unor 
caracteristice calitative ce decurg din acestea (integrale prime, singularităţi etc); 

- rezolvarea acestor ecuaţii (de obicei sisteme de ecuaţii diferenţiale ordinare, dar în 
anumite capitole şi ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale) pe cale analitică sau numerică, cu 
rezultate prezentate sub formă_ de tabele sau grafice; 

- sublinierea deosebirilor ce pot apare din alegerea modelului de sistem mecanic 
(punct materiaVsolid rigid). 

Există şi aplicaţii cu caracter teoretic, menite să sublinieze diferenţa dintre modelarea 
matematică în mecanică şi unele domenii ale matematicii. 

Dacă studiul mişcării unui sistem a permis mai multe variante, fie prin modelarea 
aleasă, fie prin încadrarea în diferite moduri generale de abordare (mecanică newtoneană, 
mecanică lagrangeană, mecanică hamiltoneană etc), acestea s-au realizat, după caz, separat 
sau nu, dar cu trimitere la celelalte variante. 

ln fiecare capitol, uneori şi în unele paragr~fe, s-au menţionat relaţiile fundamentale 
necesare abordării aplicaţiilor precum şi unele trimiteri bibliografice. 

Desenele şi graficele sunt realizate cu MAPLE V R3 şi prelucrate cu CorelDRA WI 
4.0. Pentrn aspecte mai deosebite, în text au fost incluse programele MAPLE de calcul 
numeric al unor mărimi (integrale care nu admit primitive, integrale eliptice}, de rezolvare 
numerică a unor ecuaţii diferenţiale, reprezentări grafice speciale etc. 

Lucrarea se adresează studenţilor secţiei matematică-mecanică (anii II, III) dar şi 

celor de la celelalte secţii ale Facultăţii de Matematică, reprezentând un material util pentru 
seminarii . Pentru ca lucrarea să fie uşor de manevrat, ea a fost împărţită în mai multe părţi al 
căror cuprins este inclus în totalitate în lucrare. 

Doina Massier 
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a, 13, y, .. . 
a,b, c, .. . 
a, b, c, .. . 
co,n, .. . 

-),--), 

OA.AB, ... 

{ 
{e1,e2,e1} 
{ e1 ,e2,e3} 

{11,\2,\1} 
{l1,h,l1} 

Huli= u 
{ul, u2, ul} 
{U1, U2, U3} 

t, f, ... 
t 

X, X;, X,_ xn ···: 

NOTATII 

mărimi scalare 

mărimi vectoriale 

baze reciproce de vectori ( oarecari) 

bază ortonormată de vectori 
bază ortonormată de vectori (asociată cu referenţial inerţial) 

modulul unui vector 
componentele contravariante ale unui vector (în baza { e1 , e2 , e3 } ) 

componentele contravariante ale unui vector (în baza {e1 
, e2

, e3
}) 

timp 
perioadă 

masa punctului material 
masă totală a unui sistem de puncte materiale 

i, V, i;, X, V, Xo, V o, .. . 

vectori de poziţie (în raport cu un reper menţionat) 
viteze (în raport cu un reper menţionat) 

i, a, i:;, X, A, Xo, Ao, .. . acceleraţii (în raport cu un reper menţionat) 
x0 ,i,,v0

, ••• date iniţiale 
co viteză unghiulară 

F, F;, Fjk, R, N, CI>,... forţe care acţionează asupra punctelor materiale 
F rezultanta forţelor care acţionează asupra unui sistem discret de puncte 

mat,!riale 
H 

Mo 

T 

p 

impuls al unui punct material, 
impuls total al unui sistem discret de puncte materiale 

moment al unei forţe în raport cu polul O 
moment rezultant al forţelor care acţionează asupra unui sistem discret 
de puncte materiale, în raport cu polul O 
moment cinetic al unui punct material, 
moment cinetic total al unui sistem discret de puncte materiale 

energia cinetică a unui punct material 
energia cinetică totală a unui sistem de puncte materiale 
puterea mecanică a unei forţe 
putere mecanică totală a forţelor exterioare, respectiv interioare care 
acţionează asupra unui sistem discret de puncte materiale 
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u 
V 

f 
f 
g 
C 
C 

{

I ,q2, q3 
{g1, g2, g3} 
{gl,g2,g3} 

r, e, z 
lr, le, lz 

r, e, <P 
lr, la, lq> 

S' 

't, V, f} 
p 

t, n, m 
p,.,pg 

potenţialul unei forţe 
energia potenţială 

coeficient de frecare de aderenţă/alunecare 
constanta de atracţie universală 
acceleraţia gravitaţională 
centrul de masă al unui sistem de puncte materiale 
constanta ariilor 

coordonate curbilinii 

baze locale naturale asociate coordonatelor curbilinii ( capitol 2) 

coordonate cilindrice 
baza ortonormată asociată coordonatelor cilindrice 
coordonate sferice 
baza ortonormată asociată coordonatelor sferice 

abscisa curbilinie (pe o curbă) 
versorii triedrului lui Frenet 
raza de curbură 

versorii triedrului lui Darboux 
raza de curbură normală, respectiv geodezică 
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DIMENSIUNI SI UNITATI DE MASURA 

Nr.crt. Mărimea Dimensiuni Unităţi S.L Observaţii 

I Lungime L 1 M 0 T0 m (metru) -
2 Masă L o Ml ro kg -
3 Timp LOM OTI s (secunda) -
4 Viteza L1Mor-1 m s ·1 v = dx 

dt 
5 Acceleraţie LI M O r-2 m s ·2 d2 x 

a = dt2 

6 Unghi plan L o MOTO rad 0 

7 Viteză unghiulară LIMOr-1 rad s ·1 ro = d0 
dt 

8 Acceleraţie unghiulară LI Mor-2 rad s ·2 . dro 
(J) = -

dt 
9 Perioadă LOMOTI s t 

10 Frecvenţă L oMor -1 s •I 
(J) = 27t 

t 

11 Forţă L 1M 1r·2 N (newton) F = ma 

12 Moment al forţei L 2 Ml r-2 J (joule) Mo = x xF 

13 Impuls LIMtr-1 Ns H = mv 

14 Moment cinetic L 2 MO r-1 Js Ko = x x mv 

15 Energie L 2 Ml r-2 J T= lmv 2 

2 
16 Putere mecanică L2 Ml r-3 W (watt) P = F•v 
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Capitolul 1 

CALCUL VECTORIAL 

§ 1.1. Aplicaţii geometrice. Identităţi 

1.1.1. Fie A, B, C trei puncte ~i P un punct.oarecare în spa\iu. Să se arate că 
--➔--➔--➔--➔ 

PA+ PB +PC= 3PG, 

G fiind centrnl Je greutate al triunghiului ADC. 

Fie C' mijlocul laturi, AB. 
--➔ --➔ ~ 

PA = PG + GA 
--➔ -➔ ~ 

PB = PG+GB 
-> --➔ ~ 
PC = PG +GC 

➔ --➔ --➔ --➔ --➔ ~ -➔ --➔ 

⇒ PA+PB+PC = 3PG+GA+GB+GC = 3PG 

-+ ~ 
2GC' = - GC 

ln particular rezultă 
~~~ 
GA+GB+GC =o 

1.1.2. Să se determine al patmlea vârf al unui paralelogram ABCD l!}tiind că 

XA = 2 t t - 3 t 2 + 4 t i, X u = 3 l 1 + 2 \2 - \3, Xc = l2 - 2 \3 

. ~ ~ 

Condiţia ca ABCD să fie paralelogram este AB = DC sau x 8 - XA = xc - Xo, deci 

Xu = IA - Xu +Xc =- lt - 4t2 +3t3. 

1.1.3. Să se demonstreze rela\iile 

cos(a .l P) - cosa cos f3 + sin asin f3 

sin (a .l P) ~ sin a cos f3 ± cosa sin f3 

utilizând operaţiile cu vectori. 

Fie vectorii în plan 

a - cos a t 1 + sin a t 2, b = cos f3 t 1 ± sin f3 t 2 

def - a11iJ/ 
a-b ::: cos(a+P), a-b =·cos acosf3±sinasinf3 

J.,f . - w,a/ 
a x b = - sm(a+P)t3, ax b = 

l I t2 \3 

cosa sma O 

cos f3 ±sin f3 O 

1.1.4. Să se determim: ecuaţia vectorială a dreptei 
a) ce trece prin punctul P

0 
şi are direcţia u; 

b) ce trece prin punctele PI şi P 2 • 

= -(sin a cos P + cosa sin P)t ; 

Fie O 01 iginea unui reper ~i x ,, 1: 1 , x2 respectiv x vectorii de poziţie ai punctdot P .. 
P, , P2 tc :-..pediv al unui punct oarei.:nie Pal dreptei . Au loc rdaţiile 
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_.. --+ -+-+ 
a) OP=OP,,+PuP, PuP=A.U ⇒ X=X 0 +A.U,A.ER 

_.. --+ -+-+ -), 
b) OP=OP,+P 1P,P 1P=A.P,P2 ⇒ x=(I-A.)x1+Ax2,A.ER. 

1.1.5. Să se determine ecuaţia vectorială a planului 
a) ce trece prin punctul P„ şi are nom1ala n; 
b) determinat de dreptele de direcţii uşi v ce trec prin punctul P

0
; 

c) ce trece prin punctele P,, P2 , P3 • 

Cu notaţii similare celor din problema precedentă, se obţin relaţiile 
~ 

a) p uP J_ n ⇒ n . (x - Xo) = O; 
-+ 

b) n=uxv, P 0 P 1- n ⇒ (u,v,X-Xo)=O; 
-), -), -+ 

c) u=P1P2,v=P1P3, n=uxv,P,P 1- n ⇒ (x2-X1,X3-X1,1.-1.,)=0. 

1.1.6. Condiţia necesară şi suficientă ca punctele A, B şi P de vectori de poziţie a, b şi 
respectiv x să fie colineare este ca să existe relatia 

X = A.a + ~lb, A. + ~l = I . 

Necesitatea. Fie A, B," P colineare 
1°. a coline!'r cub, b = aa (a':/= I <=:>a~ b); x = k a; relaţia din enunţ are loc cu 

A= a-k ~l =Ll. 
a-l' a-l' 

_.. ~ 
2°. a, b nu sunt colineari; AP = kAB ⇒ 1 - a = k(b- a); relaţia din enunţ are loc cu 

A = I - k, µ = k. 

Suficienta. Intre vectorii de poziţie are loc relaţia x = (1 - µ)a+ µb de unde rezultă 
--+ ~ 

x-a= µ(b- a) ⇒ AP // AB ⇒ A, B, P colineare 

Relaţia corespunde cu rezultatul obtinut la problema l.1.4. 

1.1.7. Condiţia necesară şi suficientă ca punctele A, B, C şi P de vectori de poziţie a, b, c şi 
respectiv x să fie coplanare este ca să existe relaţia 

X = Âll + µb + VC, A. + ~l + V = I . 

Necesit<}tea. Punctele A, B, C, P sunt în acelaşi plan. 
}

0
• a, b, c coplanari; c = aa + j3b (a, b nu sunt colineari); P în acelaşi plan cu A, B, C şi 

O; x = ka + /b; relaţia din emm\ are loc cu 

A = k(P - 1) - a(i - 1) t = /(a - i) - P(k - 1) v= k+I- i 
a+j3 - 1 ' .~ · a+j3 - I ' a+j3 - I · 
~ -➔ ~ 

2°. u, b, c newplanari; AP = k AB 1- / AC ⇒ x - u = k(b - a)+ /(c - a); rdaţia din emm\ 
arc loc cu · 

A_: I /.:. I, ~I ::: /.:., V :.:: /. 
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Suficienta. Intre vectorii de poziţie are loc relaţia x = ( I - µ - v)a + ~tb + vc de unJe 
rezultă 

~ ~ ~ 

x - a=~t(h-a)+v(c - a) ⇒ AP=µAB+vAC ⇒ 

⇒ Aţ Eplan(~, At) ⇒ A, B, C, P coplanare. 

1.1.8. Să se găsească distanţa de la punctul M(m) la planul n • x = a.. 

Ecuaţia dreptei perpendiculare pe plan, prin M 

x = m +Â.n 

Valoarea parametrului pentru punctul de intersecţie între plan şi dreaptă se obţine astfel 
'\ _ a. - m-n D·(m + Â.on)=a. ⇒ r. " - n2 

Distanţa de la M la plan este 

1.1.9. Să se găsească ecuaţia planului mediator al segmentului M 1 M2 , M 1 (:i, ) Ţ. ~ (x2 ). 

acesta 
Planul mediator trece prin mijlocul M al segmentului M 1 ~ i,i este ortogonal pe 

XM = ½<x 1 + x2); (x - XM) 1- (x2 - x 1) ⇒ l x - ½<x 1 + x2) J · (x2 - x 1) = O 

X· (x2 - Xi)=½( Xi - xf). 

1.1.10. Se dau vârfurile patrulaterului ABCD: XA = 3t1+12+5t3, XR=21, - 12+2l3, 
xc = 511 + 3 12 + 7 13, XD = 611 + 5 12 + I O lJ. Să se arate că este un patrulater plan şi să i se 
calculeze aria. 

Se observă că xn = XA - XH + xc deci (v.pb.1.1.7) patrulaterul este plan. 

aria(ABCD) = aria(ABC') + aria(DBC) = ½ ,~ x At I +½IAC x Ab I = 

l I 12 l 3 

= ~ - ] - 2 --3 

2 2 2 

l1 12 l _l 

+l 2 2 2 
2 

3 4 5 

I. 1.11. Să se arate că aria triunghiului cu vârfurile A(x~ ), B(x 11 ). C(xc) este dată de relaţia 

aria(ABC) - ½llx" >< X11 f X11 x Xc I Xc x x.,~-

11 
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1.1.12. Să so arate oă dacă 

VJ XV2 =V3 XV4, V1 XV3 =V2 XV4, 

atunci vectorii v ◄ - v 1, v 3 - v 2 sunt paraleli. 

l.l.13. SI arate eă daci într-un tetraedru, cu vârfurile A(xA ), B(x8 }, C(xc ), D(x0 ), două 
~hi do muchii sUQt ortogonale, atunci şi muchiile din a treia pereche sunt ortogonale. 

~~ 
AC .1 BD ⇒ AC· BD= O ⇒ (xc - XA) · (xo - xe) = O 

~ ~ 

AB .1 DC ⇒ AB·DC=O ⇒ (xn-XA)•(xc - xn)=O 

{ 
Xc. Xo -XA. Xo - Xc. Xe + XA . Xe = o 
I.B • J.c - XA . .le - Xe . Xo + XA . Xo = o 

IA, (xa - xc)- xo · (xa - xc) = O ⇒ (xA - xo) · (xe - xc) = O 
---t ~ ---3' ~ 
DA· CB = O ⇒ DA ..L CB. 

l~l.14. SA se demonstreze următoarele ideotită\i: 

~ a) Ha x bfl1 '""a 2b1 - (a• b)2 (Lagrange); 

b) (axb)•(cxd)==(a•c)(b·d)-(a•d)(b •c); 

c) (a x b) x (c x d) = (a, b, c)d-(a, b, d)c = (a, c, d)b - (b, c, d)a; 

d) ax (b x (c x d)] = (b • d)(a x c) - (b • c)(a x d); 

e) ax [b x (c x d)] = (a, c, d)b - (a• b)(c x d); 

t) (v1, V'l, V3)v == (v, V2, V3)V I + (v1, V, V3)V1 + (v I, V2, v)V3. 

a) Ct = L (a, b); na X bil2 = (ab sin cx.)2 = a 2b2 - (ab coscx.)2 = a 2b 2 
- (a · b)

2 

Alt! demonstraţie se poate obţine din identitatea b) prin particularizarea vectorilor. 

b) (a x b) • (c x d) =a• (b x (c x d)] = a• [(b • d)c - (b • c)d] = 

= (b • d)(a • c)- (b · c)(a • d) 

c) (ax b) x (c x d) =({ax b) • c)d- ((ax b) • d)c = (a, b, c)d - (a, b, d)c 
'---v---' 

(ax b) x (c x d) = -(c x d) x (ax b) = - [(b, c, d)a - (a, c, d)b) = (a, c. d)b - (b, c, d)a ..__,,...._... 

d) ax (b x (t x d)] =ax [(h • d)c - (b • c)d] = (b • d)(a x c) - (b • c)(a x d) 

e) at x ~b x (c x d)l =.ax [ ~ x ~ J = (a, c, d)b -(a• b)(c x d) 

ţ) ( V X V I ) X ( V 2 X V 3) = (V, V I, V 2 )v l - (V, V I , V 3 )v 2 = (V, V 2, V 3 )v I - ( V I , V l, V l )v 

( V I , V 2, V i )v = (V, V 2 , V 3 )v I + ( V I , V, V .l )v 2 + ( V I , Y 2, V )v 3 . 
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§1.2. Ecuaţii vectoriale 

1.2. I. Să se rezolve ecuaţia a • x = a, a -:ţ. o. 

Fie xn o soluţie particulară a ecuaţiei date. Atunci x - XP este soluţie a ecuaţiei 
omogene a· (x - Xp) = O. 

Ecuaţia omogenă a • (x - Xp) = O este satisfăcută de orice vector ortogonal pe a. 
Această soluţie se poate reprezenta sub forma produsului vectorial x - Xp = a x u , u fiind 
un vector arbitrar. 

Soluţia particulară a ecuaţiei neomogene se caută un vector paralel cu a: Xp = k a, 
constanta de proporţionalitate obţinându-se din ecuaţia dată 

a• ka = a ⇒ k = °;. 
a 

Prin urmare soluţia generală a ecuaţiei dato este 

x = °;a+ axu, u arbitrar (ortogonal pe a}. 
a 

Ecuaţia so poate interpreta ca ecuaţia unui plan care trece prin punctul de vector de 
poziţie xP şi are normala a. Soluţia ecuaţiei este reprezentarea vectorului de poziţie al 
oricărui punct din plan. 

1.2.2. Să se rezolve ecuaţia a x x = b, a -rt: o, a • b = O. 

Fie x„ o soluţie particulară a ecuaţiei date. Atunci x - xP este soluţie a ecuaţiei 
omogene ax (x - Xp} = o. 

Ecuaţia omogenă ax (x - Xp) = o este satisfăcută de orice vector paralel cu a. 
Această soluţie se poate reprezenta sub forma x - Xp = Â.a, Â. arbitrar. 

Soluţia particulară a ecuaiei neomogene se caută un vector ortogonal pe a dar şi pe b 
(proprietăţile produsului vectorial): Xp = ka x b, constanta de proporţionalitate obţinându-se 
din ecuaţie 

ax k(a x b) = b ⇒ k[ ya-(a-a)b ]= b ⇒ 
Prin unnare soluţia generală a ecuaţiei date este 

b x a "l- "l b" x = -- - 2- + 11.a, ,.. ar 1trar. 
a 

k=--• 
a2 

Ecuaţia se poate interpreta ca ecuaţia unei drepte care trece prin punctul de v-ector de 
poziţie xi' şi are direcţia a. Soluţia ecuaţiei este reprezeotllfea vectorului de poziţie al 
oricămi punct de pe dreptă. 

1.2.3. Să se rezolve ecuaţia a I · X = 82 · X, 8 I ct:- o, 82 ":I= o, 8 I ":I= 82. 

Ecuaţia se poate scrie sub forma 

(a 1 - a2) · x = O 

~i admite soluţie orice vector ortogonal pe a 1 - 112 

x == (a, - a2) x u, u arbitrar 
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1 .2.4. SA se rezolve ecuaţia 

Ecuaţia se poate scrie sub fonna 

(a I - 82) X X = O 

şi_ admite soluţie orice vector paralel cu a 1 - a2 

I = Â.(a 1 - a2), Â. arbitrar. 

1.2.S. SA se rezolve ecuaţia (a,b,s.)=a . 

Ecuaţia se poate scrie sub fonna 

(ax b) · x = a 

şi admite soluţia ( conform problemei 1.2. l) 

I= a 2 +(ax b) x u, u vector arbitrar. 
U• X bi 

Problema are aena numai pentru a x b -:1-- o dacă a :P. O. 

1 . .2.6. Să se rez.olve ecuaţia a x (b x x) = c. Discuţie. 

Ecuaţia are sens numai dacă a • c = O, a -;ţ:. o, b -;ţ:. o Se obţine 

b x x=-\-cxa+Â.a 
a 

bxs. = 
0
\c x a+Â.al ·b 

Â.(a. b) + (a, b, c) == O 
a2 

Sunt poaibilc urmitoarele situaţii: 

a) a· b = O; atunei ecuaţia iniţială dA 

(a• x)b = c 

Ecuaţia este compatibilă numai daci c = J3 b şi se reduce la 

a · I = f\ ⇒ x = ţ a + a x u , u arbitrar. 
n 

b) a• b :F O; atunci Â. = (a, b, c}. Ecuaţia devine 
a•b 

Rezultl 

x = µb + -1 [l.. c x a - (a, b, c) a] x b µ arbitrar. 
b2 a2 a · b ' 

1.2. 7. Să se rezolve sistemul { 
a-x = a 

b 
, a ::/:- o, a • b = O. 

axx = 

Fie x = X.1 + x,, , a· 1 1_ = O, a x X11 = o. Atunci 
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a -1 11 =a ⇒ 

a x 11. = b ⇒ 

deci soluţia sistemului este 

a 
l. 11 = 28 

li 

1.1. =-\- b x a 
ll 

1.2.8. Să se rezolve sistemul { 
x+y=a . 
xxy=b 

Discuţie. 

Din prima ecuaţie se obţine 

y=a-x 

Substituind în adoua ecuaţie, aceasta devine 

xx(a-x)=b ⇒ xxa=b. 

Această ecuaţie este cea de la pb. l .2 .2. Ea are soluţie numai dacă a -t:- o, a· b = O 
(pentru a= o ecuaţia are soluţie numai dacă şi b = o). 

Prin urmare soluţia sistemului este 

j 
x = Aa + a :2 b 

b , A arbitrar. 
y = (l - A)a -~ 

a2 

1.2.9. Să se rezolve sistemul 
{ 

x+y=a 
x+z = b 

(x x y) · z = a 

Din primele două ecuaţii se obţine 

y = a - x, z = b - x, 

cea de a treia ecuaţie devine 

[x x (a - x)] · (b - x) = a sau încă (a x b) · x = a 

Soluţia acestei ecuaţii este 

x = ~ 2 u x b+(a x b) x u, u arbitrar. 
Ila x bll 

Ultimul termen este un vector ortogonal pc a şi pe b, adică în planul acestor vectori. Dt:ci 
soluţia sistemului este 

x = a 
2 

a x b + Au + µb 
Ila x bll 

y = a 2 a x b + ( I - A)a - ~lb 1 b ' · Ila x bll , 11., ~l ar 1tran. 

z = - a · a x h - Au + ( I - p )b 
Ila x bll1 
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1.2.1 O. Să se rezolve sistemul 

Soluţia primei ecuaţii este 

x = a~ a 1 + a 1 x u, u arbitrar cu a 1 • u = O 
a1 

Introducând în cea de a doua ecuaţie în x, se obţine ecuaţia pentru u 

( ) a2 · a1 a 2 xa, -u = a2-a1 2 a, 

şi admite soluţia 

( 
a2·•1) a2xa, ( ) u= a2-a1 2 2 + a2 xa1 xv, 

a 1 Ua2 x a1II 

v arbitrar, ortogonal pe a2 x a I adică v = A.a, + µa2, A, ~L arbitrari. 

Dar 

Deci soluţia sistemului este 

a 1 [( a2 •••) a2 x a1 '\( ) ] '\ b. x=-2 a1+a1x a2 - a1 2 2 +11.a2xa, xa,, 11.ar 1trar 
a, a1 lla2 x •dl 

sau încă 

1.2.11. Să se rezolve sistemul 
{ 

81 ·X = a1 
•2•x = a2 • (a1 , a2,a3) :;t 0 . 
83 ·X= U3 

lntrucât (a1,a2,a3):;t0, cei trei vectori constituie o bază şi soluţia se va căuta de 
forma 

x = k1 a 1 +k2 a2 +k3 a 3 • 

vectorii a 1, a2, a3 fiind vectorii bazei reciproce (v.§ 1.4 şi problema 1.1.10 f) 
•'= a2xa3 82 = at3xa1 83 = a1xa2 

(a1,a2,a3)' (a,,a2,a1)' (a,,a2,a1)" 

Pentru componentele vectorului x se obţine 

kj = Uj j = l, 2, 3 

deci soluţia sistemului este 
a;;i X 83 a3 X a I a I X 82 x = a,---------+ a2------'-- + a1-------'c.._ 

(a1,a2,a3) (a,,a2,a3) (a,,a2,a-1) 

Determinarea soluţiei s-ar 1>utea realiza procedând ca la problema precedentă. 
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§ 1.3. Sisteme de vectori alunecători 

Moment în raport cu un pol O al vectorului v legat/alunecător, aplicat în A, este 
vectorul legat în O 

~ 

Mo=xxv, OA= x; Mo = 
l I \2 \3 

Xi X2 X3 

Vi V2 V3 

Torsorul sistemului de vectori legaţi/alunecători .S= {vj,Âj}.i=11, în punctu) O, este 

perechea de vectori to(S) = (R, Mo), formată din 
- rezultanta generală R a sistemului 

n 

R = L Vj (ca1culată ca sumă de vectori liberi); 
j=I 

- momentul rezultant MQ al sistemului în raport cu punctul O 
li ~ 

Mo = L OAj x Vj (suma momentelor calculată ca sumă de vectori legaţi în O). 
j=I 

~ 
M0 , = Mo+O'O x R 

Invariantul torsoru)ui (sistemului): R · Mo =const. 
Axa centrală a sistemului: mulţimea punctelor P din spaţiu pentru care rezultanta 

generală R :;t: o şi momentul rezultant sunt coliniati : R x Mp = o sau Mp = Â.R 
~ 

~ RxMo OP - R 
X= OP, Xo = R2 , a = R2 , X = Xo + aR 

Mo1 -(x2R3 -x3R2) _ M02 -(x3R1 -x1R3) _ Mo3 -(x1R2 -x2R1) 
R, - R2 - R3 

Operaţii elementare de echivalenţă (operaţiile efectuate asupra sistemului de vectori 
alunecători care nu îi modifică torsorul): alunecarea unui vector pe suportul său; adăugarea 
sau suprimarea a doi vectori egali în mărime, situaţi pe acelaşi suport, dar de sens opus; 
compunerea mai multor vectori cu suporturi concurente într-un punct; descompunerea unui 
vector aplicat în A în mai mulţi vectori aplicaţi în A. 

Cuplu: un sistem format din doi vectori alunecători având suporturi paralele şi 

rezultantă nulă. Sistem echivalent cu zero : (S) ~ {o} ~ R = o, 3 P a.i. Mp = o. 
Dacă două sisteme de vectori alunecători sunt echivalente (au acelaşi torsor), atunci 

se poate trece de la unul la celălalt prin operaţii elementare de echivalenţă. 
Cazuri particulare 

a) R • Mo :;t O, atunci R :;to, Mo :;to, caz cu cele două elemente prezente; centrul de reducere 
poate fi punct a) axei centrale; în acest caz rezultanta are direcţia axei centrale şi momentu] 
cuplului are direcţia axei centrale. 
b) R · Mo = O, R:;t: O sistemul este echivalent cu un vector unic situat pe axa centrală. 
Mo =Mi+ M~, Mi= o(//, .l în raport cu R); PE a.c., Mp = Mt = o 
c) R · Mo = O, Mo :;t o(R = o) sistemul este echivalent cu un cuplu de moment Mo. 
d) R = o, M 0 = o sistemul este echivalent cu zero. 

Un sistem de vectori alunecători paraleli : V Vj E (S), 3 Vj a.i. Vj = VjU 

R=fvj=(fv.,)u; . Mo =f XjXVj=(fvjXj) xu; R·Mo=O 
r-1 pi r-1 \ft-1 

x,. ::::. (f v1x1 )/ ţ v;) ,G - centrul sistemului de vectori paraleli având rezultantă nenulă. 
FI ~ - 1 

*** 
~ 
' f f lt 

A r. . r .... -~. ...... ~ 

CUw;.,,\ 
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1.3.1. SA se calculeze torsorul şi să se găsească axa centrală pentru sistemul de vectori 

alunecători din figura 1.3. l: OA = a, Va = V2 = ½ V3 = V. Să se aducă sistemul la forma 

canonică prin operaţii de echivalenţă. 

Rezultanta: 

R= v(-Jî\1 +l2) 
Momentul rezultant înraport cu punctul O: 

~ 
Mo=OAxV2 =a\1 x V\2 =aV\3 

Invariantul torsorului: 

R · Mo = O, R :;t: o; 

sistemul este echivalent cu un vector egal cu R 
situat pe axa centrală 

Ecuaţia axei centrale: 

x 3 V x 3 V fS aV-x 1 V-x 2 V fS 
---=---=--------VIS V o 

·o.e 

02 

~ 02 04 oe oe 

Figura 1.3. l. 

⇒ { 
x3 = O 

x 1 +x2 /î = a 

Aducerea sistemului la forma canonică prin operaţii de echivalenţă: 
a) V1 + V3 = V4 situat pe paralela prin B la OA; 
b) V4 translatat în C; 
c) V2 + V4 = R aplicat în A. 

A I 
·. "X 

1.3.2. Să se calculeze torsorul şi să se găsească axa centrală pentru sistemul de vectori 
alunecători din figura 1.3.2: latura cubului a, V, = V2 = V3 = V, V4 = V5 = 2V. Să se aducă 
sistemul la forma canonică prin operaţii de echivalenţă. 

= 

V1 =-V2 = Vlt, V3 = -Vl1, V4 = -Vs =-2V\3 
Rezultanta: 

R =-V\3 

Momentul rezultant în raport cu punctul O: 
~ ~ ~ 

Mo = OA X V 2 + oe X V 4 + 0D X V 5 = 

\1 \2 \3 

a O a 
-V O O 

\ I \2 \3 

+ a a O 
O O -2V 

1 I \2 \3 

+ O a O 
O O 2V 

XJ 
B 

Invariantul torsorului: Figura l.3 .2. 
R- Mo = O, R:;t: o 

sistemu) este echivalent cu un vector egal cu R situat pe axa centrală 
Ecuaţia axei centrale: 

x 2 V _ a V - x I V O 
O - O = -V 

⇒ ·{ x
1 
=a 

x 2 =0 

Aducc:rea sistemului la forma canonică prin operaţii de echivalenţă: 
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a) 

b) 

c) 

d) 

în A: 

în E: 

în H: 

V
3 

glisat în O, V 1 +Vi= V(t1 - ti) = Vo glisat în li; 
I 

în ,1B se .introduce sistemul echivalent cu zero {-2 Vt 2 , 2 Vt2 }, 

;i,v~ -2Vt2 == - 2V(t3 + t 2 ) = V1 glisat în E, 2Vt2 = Vg glisat în A; 

în G se introduce sistemul echivalent cu zero {2V(t 1 - t2 ), - 2V(t 1 - tJ}, 

V 5 + 2V(t 1 - t 2 ) = 2V(t 1 - t2 + t3) = V 9 glisat în A, - 2V(t1 - ti} = V 10 glisat în E; 

sistemul a fost transformat într-un sistem echivalent format din vectorii 

V2+Vg = Vt1 +2Vt3 =V11 +V12, V"= Vt1 + Vt3,V12 = Vt3, 

V1 + V10 = -2Vt1 - 2Vt3, 

V6=V1,-Vt3=Vn+V14, V13=Vt1,V14=-Vt3; 

e) vectorii V 11 înA împreună cu V6 în H (suporturi concurente într-un punct pe axa Ox') 
şi V 

13 
în E dau o rezultantă nu]ă; 

t) vectorii V 12 , V,_" V7 + V10 au suport AE şi rezultantă R. 

1.3.3. Să se calculeze torsorul pentru sistemul de vectori alunecători din figura 1.3.3: latura 

cubului a, Vi= V2 = VJ = V4 = V, V5 = V6 = V fi. Să se aducă sistemul la forma canonică 
prin operaţii de echivalenţă. 

V 1 =V4= - Vt2, V2=V1,, V3=Vt3 , Vs=-V1.1+Vt2, V6=Vt2-Vt3 

Rezultanta: 

R=o 

Momentul rezultant în raport cu punctul O: 

t1 t2 \3 

Mo= O a O 
V -V O 

1, 12 \3 

+ a a O 
O -V V 

+ 

=-aV11 -aVi2 

Invariantul torsorului: 

R-Mo=O, R=o; 

11 \2 l3 

a O a 
-V 2V -V 

sistemul este echivalent cu un cuplu de moment M0 . 

= 

B 

Figura 1.3.3. 

Aducerea sistemului la forma canonică prin operaţii de echivalenţă: 

a) V3+V4+V6=0; 

b) V1+V2=-V5=V1; 

c) V 5 şi V7 alunecă pe supo11urile lor până în centrele bazelor, momentul cuplului fiind 

a t 3 x (-.V t 1 + V t 1) = - a V( t 1 + l 1) = Mo . 

1.3.4. Să se calculeze torsorul sistemului de vectori alunecători din figura 1.3.4: OA = a, 
Vi = Vi = V. Să se aducă sistemul la forma canonică prin operaţii de echivalenţă. 

;t 

Rezultanta : 
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Momentul rezultant în raport cu punctul O: 
~ 

Mo=OAxV2 =012 x Vi, =-aV11 

Invariantul torsorului: 

R•Mo=aV2-:t;O; 

sistemul este echivalent cu un vector egal cu R de-a 
lungul axei centrale şi un cuplu de moment dirijat 

după axa centrală având mărimea ; ~ = a V I; . 
Ecuaţia axei centrale: 

-x3 V-x 1 V 
o = -aV+x2 V 

-V ⇒ 

Figura 1.3.4. 

{ 
x 1 +x3 = O 

2x2 =a 

Aducerea sistemului la forma canonică prin operaţii de echivalenţă : 

a) se descompun vectorii V 1 şi V2 în planele verticale care îi conţin după direcţiile 

bisectorelor axelor 

I I V I = -V l 3 = 2 V( l I - l 3) - 2 V( l I + l 3) = V 3 + V 4 

1 I V2 = Vt1 = 2V(t1 -t1)+ 2V(t1 +lJ) =V5 + Vt> 

b) vectorii V 3 şi V 5 se compun ca la problema 1.3.2 b) şi dau un vector de-a lungul axei 
centrale egal cu R; 
c) vectorii V 4 şi V 6 constituie un cuplu de moment în lungul axei centrale M11 = ai(t 1 - t 3) 

Observaţie: aducerea la formă canonică nu înseamnă neapărat număr minim de 
vectori, în acest exemplu sistemul format din doi vectori s-a transformat într-un sistem 
format din trei vectori (rezultanta şi cuplul). 

1.3.5. Să se calculeze torsorul sistemului de vectori alunecători din figura l.3 .5: latura 
cubului este a, V, = V2 = V3 = V4 = V. Să se aducă sistemul la forma canonică prin operaţii 
de echivalenţă. 

V1 =V3 =-Vt3,V2 =V4 = Vt3 

Rezultanta: 
R=o 

Momentul rezultant în raport cu punctul O: 

Mo= 
l I l2 \3 

" o " 
O O - V 

l I \2 \3 

+ O a a + 
O O -V 

deci sistemul este echivalent cu zero. 

\ I \2 \3 

a a O 
O O V 

=o C 
Figura 1.3.5. 

Aducerea sistemului la forma canonică prin opera\ii de echivalenţă: 
a) vectorii V 1 şi V 3 se compun ca la problema 1.3.2 b) şi dau un vector de-a lungul axei de 
simdrie a cubului 

V I + V .1 = - 2 V l .l = V~ ; 

b) v.:ctorii V! ~i V4 se compun ~a la probkma 1.3.2 b) şi dau un vector de-a lungul axei de 
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simetrie a cubului 

V2 + V4 = 2Vt3 = V6; 

c) rezultanta vectorilor V5 şi V6 este nulă. 

1.3.6. Să se calculeze torsoml sistemului de vectori alunecAtori dfo figura 1.3.6: A(a, O, O), 
8(0, 2a, O), C(a, 2o, b), V1 = V3 = V4 = Vs= V, Vi= 2V . SA se aducă sistemul la forma 
canonică prin operaţii de echivalenţă. 

V1 =V4 =-V3 = Vt3, V2 =-2Vt2, Vs= Vt1 

Rezultanta: 

R = V(11 +212 +t3) 

Momentul rezultant În raport cu punctul O: 

\ I t2 \3 
Mo= a O O 

O 2V V 

\t t2 \J 
+ o 2o o 

V O V 

Invariantul torsomlui: 

R · Mo = O, R :1; o; 

lt \2 \3 

+ a 2a b =o 
O O -V 

Figura t .3.6. 

sistemul este echivalent cu un vector egal cu R în lungul axei centrale. 
Ecuaţia axei centrale: 

2x3V-x2 V x1V-x3 V x2V-2x 1V 2x3-x2=xl-x3=x2-x1 
V = 2P' = V ⇒ 

dreapta 0D, D(a, 2a, a). 
Aducerea sistemului la forma canonici prin operaţii de echivalenţi: 

a) vectorii V I şi V 2 se compun şi dau un vector V 6 al cărui suport trece prin D; 
b) vectorii V 4 şi V 5 se compun şi dau un vector V 1 al clmi suport trece prin D; 
c) vectorii V 3 , V 6 şi V 7 se compun şi dau un vector egal cu R al cArui suport este 00. 

1.3. 7. Să se calculeze torsoml sistemului de vectori alunecltori dtn figura 1.3. 7: latura 
cubului este 2 u.m, Vi = 10 u.m., V2:;: V3 = t2tf u.m. 

V1 = 10tz, V2 = 12(-11 +13), V3 = 12(tt +13) 

Rezultanta: 

R = 10t2 + 1213 

Momentul rezultant în raport cu punctul O: 

l I t2 \3 

Mo = 2 O O + 
O 10 O 

t I 12 i3 

2 2 O 
-12 O 12 

= 24 t t - 24 t2 + 44 '3 

Invariantul torsomlui: 

= 

R•Mo=-240+1056=816~0, R~o 

x' 

-e 
Figura 1.3.7. 

deci sistemul este echivalent cu un vector dirijat dupA axa centralA ,i un cuplu de moment În 
lungul axei centrale. 
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1 .. 1.8. Să se c:1lcule7e torsontl sistenwlui de vectori alunecl\tori din figura l.3.8: A(a, O, O), 
B(O. h. O), C(O. O. c) . Să se di scute aducerea sistemului la forn1a canonică. 

Aplica\i e numerică : a = 2 rn. h = 4 m, c = 3 m, P = 2 N, Q = -I N. S= 2 N. 

P = Pt 2, Q = Qt.1, S = St1 

Rezultanta: 

R = St 1 +Pti+Qt,. 

Momentul rezultant în raport cu punctul O: 

!\to = a t 1 x P ti + h \ 1 x Q t.1 + ct.1 x St 1 = 

= bQt 1 +cSt 2 +aPt_, . 

Invariantul torsornlui: 

R · l\lo = hQS + cSP + aPQ. 

Fonne canonice posibile: 
I O sistem echivalent cu zer c 

R = o, Mo = o ~ P= Q = S= O; 

A 
x' 

Figura l.3.8. 

B 

2° sistem echivalent cu un vector nenul egal cu rezultanta, de-a lungul axei centrale 

R t:- o, R · 'Afo = O ~ { 
pl + Q2 + S2 :f. 0 . 

hQS+cSP+aPQ = O ' 

axa cenrală se determină din 

bQ - x 2Q +x3 P cS - x 3S +x'Q aP-x' p +x2S. ~-----------------s - p - Q ' 

există două sih1aţii posibile: 
- sistemul iniţial este format dintr-un singur vector nenul, de exemplu P :f. O, Q = S = O; axa 
centrală a sistemului este dreapta suport a vectornlui nenul, pentm exemplul considerat 
x 1 = a; 
- sistemul iniţial estje r:~:t d~

2 
doi vectori nenuli, de exmplu P :f. O, Q =t- O, S = C ; axa 

centrală este dreapta P 2 + Q2 
; 

x 2Q - x 3P = bQ 

3° sistem echivalent cu un cuplu 

R = o, Mo -:t:. o c> { (hQ)2:;ci;:(:i)2 ;,O ; 

această situaţie este imposibilă, condiţiile fiind incompatibile; 
4° sistem echivalent cu un vector nenul egal cu rezultanta, de-a lungul a."tei centrale şi un 
cuplu de moment dirijat după axa centrală 

R =t- o, R · Mo :f. O (::) { 
p2 + Q2 + 82 -:t 0 

bQS+cSP+aPQ~ O 

axa cenralA se determini din 

bQ-x2Q+x1P _ cS-x,'S+x1Q _ qP-x1P+x;S, 
s - p - Q 

R-M0 _ bQS+cSP+aPQ . 
momentul cuplului este ftRffl R - pl + Q2 + $2 (Si, + Pi2 + et.,), 
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Pentru aplicaţia numerică: 

R = 2 tr + 2t2 - t~ (N), Mo = -4t1 +6t2 +4t3 (Nm), R · Mo = O 

deci sistemul este echivalent cu un vector unic egal cu rezultanta sutu;it pe axa centralii 

{ 
x 1 +x2 +4x3 = 10 
4x 1 - 5x2 - 2x3 = 4 · 

1.3, 9. Să se determine locul geometric al punctelor din spaţiu în raport cu care momentul 
rezultant al sistemului este minim. 

1 ° Rezultanta sistemului este nulă. ln acest caz momentul rezultant este acelaşi în orice 
punct din spaţiu. Locul geometric este întreg spaţiul. 
2° Rezultanta sistemului este nenulă. Momentul în raport cu un punct se descompune în 
două componente: una paralelă cu rezultanta, alta ortogonală pe aceasta 

M o = M~ + M~, M~ = o(//, 1 in raport cu R) 

Invariantul sistemului se va explicta prin 

R·Mo=R• M~ 

deci componenta paralelă are mărime constantă şi cum IIM0 ft 2 = jjM~ll2 + l!Mt;ff 2, momentul 
rezultant este minim în punctele în care componenta ortogonală este nulA; aşadar locul 
geometric căutat este locul geometric al punctelor în care momentul rezultant este paralel cu 
rezultanta, prin unnare locul geometric este axa centrală. 

1.3.10. Să se determine locul geometric al punctelor din spaţiu în raport cu care momentul 
rezultant al sistemului are mărime dată M. 

1 ° Rezultanta sistemului este nulă. Io acest caz momentul rezultant este acelaşi tn orice 
punct din spaţiu. Dacă mărimea momentului rezultant este M, atunci locul geometric este 
întreg spaţiul; dacă mărimea momentului rezultant este diferită de M, atunci locul geometric 
este mulţimea vi~. 
2° Rezultanta sistemului este nenulA.Fie (i:\) axa centrală a sistemului şi A un punct al 
locului geometric căutat. 

~ (~ .. ) MA = Mmin - OA X R = Mmin - :I.J. X R OA = x11 + xJ. în raport cu R . 

Dar 
M2 Ml 

M2 = HMminl!2 + OxJ. x Rll2 = l!Mmmff 2 + d21fR12 ⇒ J1 = · - 2 ,_ = const. 
IIRI 

Locul geometric este o suprafaţă cilindrici cu generatoarele paralele cu axacentrall a 
sistemului şi având curbA directoare cercul de rad d cu cent.rut pe axa centrali. 
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§ t.4. Baze reciproce.Coordonate curbilinii 

1.4.1. Fie 

pentru ( I 2 3) 
j k I 

permutare para 

Ej1c/ = -1 pentru ( I 2 3) 
j k I 

permutare impara 

o ( 1 2 3) pentru j k I -:t- permutare 

Să se arate că 

Fie matricea unitate I= l ~ ~ ~ ], având determinantul det / = 1. Prin formarea 
o o ] 

uoei matrice noi din liniile şi coloanele matricei I , determinantul acesteia va fi' + 1 dacă cu 
liniile sau coloanele s-au efectuat permutări pare, -1 dacă cu liniile sau coloaaete s~~u 
efectuat permutări impare şi O dacă nu s-au menţinut toate liniile sau coloanele matricei 

unitate. Acest ~~zultat este scris prescurtat în pn[' ro; r;;aţ!~· J 
Ejkl E}qr = det ~ 6% Oi = 

~ 61 6, 
= 3(oZo, -o/ok)-oJ(~o, -6i~) +0;(0'1c6i -0%&,) = 6%6, -a.ar 

Ejlcl Ejkr = 0!61 - OkO~ = 26,; Ejlcl eJlcl = 26: = 6 

1.4.2. Să se arate că dacă {ei} .1-\2•3 este o bază în V, atunci exist.A o bază unică in P, 
{ek}A,.1,2,3, cu proprietatea e, ·ele= 6;. 

Fie k = 1. Vectorul e1 trebuie să verifice relaţiile 

e1 • e1 = 1, e2 · e 1 = O, e3 · e 1 = O. 

Din ultimele două relaţii rezultă că e1 este ortogonal pe e2 , e3 , deoi este colinear cu produsuj 
lor vectorial 

e 1 = a e2 x e3 , 

coeficientul de proporţionalitate determinându-se din prima relaţie 

a= 1/(e,, e2 , e3 ). 

Procedând analog cu ceilalţi indici, se obţine sistemul unic de vectori 

pentru care 

el = 1 e/1" e1c x e, 
2(e1,e2,e3) 

(e1
, e2

, e3)= l/(e1 , e2 , e3 ) 
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relat ie care înseamnă linear independenţa sistemului de vectori { ek} k-l ,2,3 • 

Două baze {ei}1=i,i,3 şi {e•}k-l,2,J ai căror vectori verifică relaţiile •1·ei"=f,j se 

numesc baze reciproce. 

J .4.3. Să se detennine expresiile analitice ale operaţiilor cu wc.ton În baze reciproce. 

Un vector poate fi descompus în orie ~ dintre cele două baze reciproce 
- ca vector contravariant 

- ca vector covariant 

V=Vke', Vk=V•ek, 

Relatiile între componentele contravariante şi cele covariante (relaţii de transformare sau 
relaţii de ridicare respectiv coborâre a indicilor) sunt 

vi= v1.(ei · ek), Vm = vP(e111 • ep)­

Expresiile analitice ale operaţjiJor cu vectori sunt: 
- adunarea a doi vectori 

a+ b = (al+ bi)e1 = (01 + b,JeA 

(vectorii se consideră de acelaşi t1p, suma este de ace1aşi t1p cu termenii); 
- înmulţirea unui vector cu un scalar 

rut = (cwi)ei = (cxok)ek ; 

- produs scalar a doi vectori 

a· b = aibi = a1bA = a"'bP(em · ep) = arbs(er · es) 

(expresia este mai simplă dacă se consideră vectorii de tipuri diferite); 
- produs vectrial a doi vectori 

e 1 e2 e3 

axb=(e1,e2,e3) a 1 a2 a3 

b 1 b 2 b3 

e, e2 e3 

= (e1, e2,e3) a1 a2 a3 
b, bi b3 

(produsul a doi vectori contravarianţi/covarianţi este un vector covariant/contravariant); 
- produsul mixt a trei vectori 

a 1 a2 a 3 

(a,b,t)=(e1,e2,e3) b 1 b2 b3 

c 1 c2 c3 

1.4.4. Să se determine relaţiilc dintre compone21tele oo- şi contravariante la schimbarea 
bazelor. 

Fie în V două baze {ei}J=1,2,3 şi {e,)a..i.2,3 ; bazele reciproce corespunzltoare 
{ e"'} ,,. .. ,,2.3 şi { e1"} ,, .. ,,2,3 • Au loc relaţiile 

e1 =a/e~ 
el'= l}~elq 

k _ ll 
«1 - e1.e 

I}~ = eP .e', 
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Seturile de coeficienţi consideraţi nu sunt funcţionali independenţi; din expresiile hlr rezultă 
AP Ip 
IJ q := aq ' a /pa I_ s:. I 

Ic p - Uk 

adică matricele A= [ a/] si A'== (a::] sont matrice inverse, cu 

d tA 
_ (e1,e2,e3) 

e - t t , • 
(e 1,e2,c3) 

Componentele unui vector în bazele considerate sunt legate prin 

vi= v'*a'I. v'A = vlak 
"' 'J , 

Vs = vţa~. vţ = v.,a':. 
Relaţiile se mai pot scrie matriceal (formal) 

[e1,e2, e3]r = A[e~, e~, e~]T 

[e' e2 eJJT-A-l[e'l el2 en]T 
' ' - ' ' 

(v 1,v2,v3]r =A-T[v' 1,v'2,v'3]T 

[ Jr AT[', ,1r v1,v2,V3 = V1,V2,V3 

1.4.5. Transfonnare de coordonate curbilinii. Suprafaţă de coordonate, linU de coordonate. 

Se numeşte tramformare de coordonate curbilinii aolicaţia 

x : D ➔ V, D - domeniu convex 

xk=xk(q',q2,q3) k= 1,2,3 

bijectivă, diferenţiabilă, cu jacobian nenul 
;v I 2 3) l=._,,,x,x,x ~O 
8(ql,q2,qJ) . 

Se numeşte suprafaţd de coordonate 

q* = qi• = const. 

suprafaţa 

x = x(q,' qz, qJ) lq,=qJ· 

Linie de coordonate (q1 este curba aflată la intersecţia suprafeţelor de coordonate 
corespunzătoare celorlalţi doi indici 

X=X(q1,q2,q3)1 • • 
q/=ql ,q'"=q"'* 

0X OX/r 1.4.6. Vectorii g; = -. = -. i1r 
oq' oq' 

j :::: l, 2, 3 fonnează în fiecare punct o bază. 

Produsul mixt al celor trei vectori este chiar jacobianul transfonnArii 

o(x,' x2 ,xJ) 
(g1,g2,g3)= ;u I 2 ·') :J-:1;0 

V\q ,q ,q 

deci ei fonneazA un sistem linear independent de trei vectori adicA o bui. Bun {ll)J-1,u se 
numeşte bază locald naturald. Baza definitA este calculatA în fiecare punct, de aceea se 
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numeşte locală. ln cazul particular al transformării identice, baza { lJ} p,i,2,3 verifi definiti· 

bazei locale; acest fapt justifică denumirea de bază naturală. 

1.4. 7. Baza { gm} m=i,2,l fiind reciproca bazei locale naturale {g;} J-l,2,3 şi notând 

IJ. gt = &i, g• . g-9 = g- 00k = gq, g»"' = g""') 

să se arate că 

Rezultă direct din modul de obţinere a componentelor unui vector într-o bază 
(v.pb.1.4.3). 

1.4.8. Să se arate că matricele (gjt]J.k=t,i,3• [g"'"],,.11""1,2,J sunt matrice inverse 

1 .4.9. Să se arate că J 2 = g, g = det (g1.t]. 

( [ ax1 ]) 
2 

[ iJxi] [ ax1 ]r [ axi axi ] .P = det oqk = d~t oqk . det oqk = det oqk aqm = det[gbi) = g. 

Observa/ie. Se pot considera numai transformări cu jacobian pozitiv; dacă jacobianul 
nu este pozitiv, cum el nu se anulează, păstrează acelaşi semn şi printr-o renumerotare a 
coordonatelor se poate aduce la o transformare cu jacobian pozitiv. 

J= fi. 

1.4.1 O. {gJk} JJpcl,2,3 definesc proprietăţile metrice în x (D). 

- Lungimi 

-am 

- volume 

d1x = g;dqf (fArA sumare dupl/) 

d1.1xd1.1 =Ejlcl g1(g1, g2, g3)dqldq1 (flu-A sumare dupij, k) 

ld1x x dtxl = le1u I Jgg 11 dqidq1 (tlri sumare duplj, k) 

ld,x x d2xl = Jg11g22 -g~2 dq1dq2 etc.; 
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. : t . S ii se obli nă componentele fizice ale unui vector. 

Coordonatele curbilinii pot fi lungimi sau unghiuri . Vectorii bazei naturale corespun­
, :,tori coordonatelor lungimi vor fi adimensionali, iar cei corespunzători coordonatelor 
unghiuri _vor avea dimensiunea unei lungimi 

1cr1 = M0 LT0 
,~, = M0 L0 ro 

(q/ I = M 0 L 0 T° (gj I = M0 L T0 

Din acest motiv componentele unui vector sau ale unui tensor nu vor avea neaparat 
dimensiunea acestuia. De aceea se asociază fiecărei componente o mlrime numitil 
componenta fizică obţinută prin adimensionalizarea bazei 

v=vig; =±(vi .fii) ~ =vkg" = ± (v.1-Jg1<1c) ~ 
. r' v&u k=1 -111* 

vi{fiz) = vi [iii', Vifi1.) = v.1- J gu (fără sumare dupăj. k) 

1n cazul coordonatelor curbilinii ortogo11ale ( gik = O pentruj * k) aceste relaţii devifl 

vi<ftz)-= \.j {iii, vţ1.> = -11_ (fără sumare dupăj, k) 
Jgkk 

1.4. 12. Fie coordonatele curbilinii introduse prin relaţiile 

x : D ➔ V xi =P(q 1,q2,q3) j= l,2~3 

cu proprietăţile menţionate în definiţia transformărilor de coordonate. Aceste proprietilti 
permit definirea unei transfom1ări de coordonate 

q . D' ➔ D qi = Qi(q11 ,q12,q13 ) j = 1,2, 3 

cu aceleaşi proprietilţi. SA se obţină relaţiile între vectorii bazelor locale naturale asociate şi 
dintre componentele vectorilor in bazele respective. 

Relaţiile între vectorii bazelor locale naturale asociate şi dintre componentele 
vectorilor în bazele respective 

fJqfk I 
g; = -g. 

fJql 
g/ - oq" g 

m - fJqlm · 11 

;:.i,./r 

gir= ;h g~ 

âfl"" v'"' = _"l_ţ,i oql 

V
I - oq:r V 
r - fJqlr :r 

Prin compararea relaţiilor de schimbare a componentelor unui vector cu relaţiile de 
schimbare a bazelor locale nah1rale asociate schimbArii <te coordonate curbilinii, se poate da 
o justificare a denumirilor date la pb. l .4.3: 
- vector contravariant: relaţiile contin derivatele coordonatelor în sens contrar, 
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• vector covariant: relaliile conţin derivatele coordonatelor în acelaşi sens. 

1.4, 13, Se consideră o transfonnare de coordonate de clasă <!. Să se arate că 

c3g; - ri g oV/' - r"' gr 
i)qk - J.j h oqk - - kr 

f i = r .· r _ l.,..sr[ogn + i}gjr _ ogik] 
Jlc kp Jlc 25 OCf ixf O<Jr 

r;,. -simbolurile lui Cluistoffel de spe\a a doua. 

1.4,14, Fie câmpul diferen\iabil v şi o transformare de coordonate de olasA <!. Să se anale 
că 

Dv _ J _ "'' 1· _ W r~ r, _ OVm fP 
:"I k - V ;k~ - Vm;kg , ;k - i) A + krV , Vm;.t - :::. k - km Yp 
~ q ~ 

Rela\iile rezultă din regulile de derivare ale produselor şi rezultatele- stabilite în 
propoziţia precedentă 

Dv D · iJiJ .Dg; ([AJ · ) · 
-;--. = i) k (v'~) = -;--. ~ + v' :'I , k = :i, J. + f~yr li= y ;k &; 
vq lJ (1lJ vlj vq 

l!i... - _p_( /li) - Dvm m ~ - (ov"' - rP ) . - III 
:"I k - :i k y,,,g - :i k g + Ym :i, k - :i k 1 krVp I, - V ,..;tg 
O(J V'J U'J oq uq 

1,4, I 5. Fie coordonatek cilindrice definite prin 

{ 

x 1 = q 1cosq2 

x 2 = q 1sinq 2 

X\ = </I 

D = (O, +oo) x (O, 21t) x (-ao, +oo) 

(în nol,11 ii ol>i~nuilc 'I 1 - r, ,J2 = 0, ,, 1 = z ). 
n) jarnbianul transformării; 

Să s~ determine 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



• • ~11prafetele de coordonate, liniile de coordonate; 
l ' i vc:ctorii bazei locale naturale ti ai reciprocei; 
,.:) rda\iile pentru componente fizice; 
c:) formulele de derivare. 

a) Jacobianul transformării este 

cosq2 

J= - q1sioq2 

o 

sinq
2 01 

q 1cosq2 O = q 1• 

O 1 

b) Suprafeţele de coordonate 
- q 1 = q •• supr.cilindrică de generatoare paraleli eu t 3 , curbl directoare cerc de r87I q1• ; 

- q2 = q2• semiplnn prin axa l 3 , care face cu direcţia t 1 Uttghiul q2•; 

- q 3 = q3• planu) normal ]a t 1 , x3 = q3•. 

Liniile de coordonate 
- q2 = q2-, q3 = q 3• dreaplin plan nonnal la '3 , z = ql•, care face cu t1 unghiul q2•; 

- q3 = q3•, q 1 = q 1 • dreapt~ în plan nonnaJ la t3 , z = q 3• ,tang~1a cercul din plan cu~ 
pe axa O.x3 de raz q•·•; 
- q 1 ::; q1• ,q2 = q 2• cerc în plan normat la l3, cu~ pa axa Or 
c). Bazele locale 

g1 = ~ =cosq2 11 +sinq2 t2 oq• 
g2 = %;i = q 1(-s1nq2 t1 + cosq2 t2) 

os. g:3 = oql = lJ 

{ 

g I = cos q2 l I + sin q2 t2 

g2 = ;, (-sinq2 t1 + cosq2 ti) 

gl = lJ 

[ 
I O O] 

(g.J,t) = 0 (q1)
2 0 ; 

O O l 

x' 

.Yigura J.4,.B. 

[ 

I o ol r .,,_,,] = O _t_ O 
~ (-q,Zf . 

. ·O- O I 
Coordonatele cilindrice considerate sunt odogonale. 

d) Vr = v' = v,, vo = q1v2 = ~"2, V:>= v3 = V.3. 

" Coordonatele fiind ortQgonale existl un singur Rit de ~1ente fmee. 

e) Simbolurile lui Christoffel de speţa a dot,a nenu:ti mttt 

RezultA 

r ' _ , r2 _ r2 _ 1, 
22 - - q , 12 - 21 - J 

q 

, Dv' 2 iJvl r· 2 .. , , ~ 
V ,1 = ~I' V .t =;),.I+ 12r, V' ,1 = ~I' 

· oq ' '"'' , · c,,., . 
. , _ ,1\,1 r' 2 2 _ & 2 ri ., ,,.1- _ ov.l 

~ ,2 - :'\ 2 + nV • V ·2 - ~ - 2 + · Hv • ' '1 - ;),.2' 
"' ' (l(f • (,., 
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(JV2 f I 
V2:2 = -- - 22\'1, 

âq2 

1.4.16. Fie coordonatele sferice definite prin 

x 1 = q 1sinq2cosq3 

x 2 = q 1 sin q 2sin q.l D = (O, +oo) x (O, 7t) x (O, 21t) 
x3 = q 1cosq 2 

(în notaţii obişnuite q 1 = r, q 2 = 0, q 3 = (I) ). Să se detennine 
a) jacobianul transformării; 
b) suprafeţele de coordonate, liniile de coordonate; 
c) vectorii bazei locale 11attu-ale şi ai reciprocei; 
d) relaţiile pentrn componente fizice ; 
e) formulele de derivare. 

a) Jacobianul transformării este 

f = 
sinq 2cosq 3 

q 1cosq 2cosq3 

- q 1sinq2sinq3 

b) Suprafeţele de coordonate 

sinq2cosq3 

q 1 sin q 2 cos q1 

q 1sinq 2cos q3 

cosq 2 

- q I sin q 2 

o 

- q 1 = q 1• suprafaţa sferică cu centrnl în origine şi de rază q 1•; 

- q 2 = q2• suprafaţa conică ( con circular) cu vârful în origine şi deschidere la vârf 2q2•; 

- q3 = q3• semiplan prin axa Ox3
, care face unghiul q 3• cu direcţia t 1 • 

Liniile de coordonate 
- q 2 = q 2•, q3 = q3• dreaptă prin origine (generatoarea conului); 
- q3 = q3•, q 1 = q 1 • cerc cu centrul pe axa Ox1

, normal la această axă ( cerc paralel pe sfera 
de rază q 1• ); 

- q 1 = q 1• ,q 2 = q2• semicerc cu centrul în origine, având un diametru pe direcţia t 1 (cerc 
meridian pe sfera de rază q 1 • ). 

c) Bazele locale 

Dx · 2 3 · 2 · 3 2 g, = -;-j'" = sm q cosq t1 + smq sin q t2 + cosq \J 
oq 

g2 = ox = q 1 (cos q2cosq ·1 ţ 1 + cosq 2sin q 3t2 - sin q 2tJ) 
aq2 

g., = ~'\ =q 1sinq2(-sinq 3 t1 +sinq 2cosq3 t2} 
<,q 

g 1 = sinq 2coscr1t1 +sinq 2sinq·1t2 +cosq2tJ 

g2 = ~(cosq 2cosq 1t1 +cosq 2sinq-'t2 - sinq 2tJ) 
q x' 

g 1 = 1 .
1 

2 (- sinq 1t 1 +sinq 2cosq 1t 2} 
q sinq 
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o o l I o o l o (~,) 2 o 
[g,k] = 0 (q 1)2 0 ; [gm") = 

O O (q 1sînq2)
2 

o o 
(q1s~q2) 

2 

• Coordonatele cilindrice considerate sunt ortogonale. 

d) Vr=v1 =v,,va=q1v1 =~v1, Vi,=q 1sinq2v3 = 1 •
1 

2 VJ. 
q q smq 

Coordonatele fiind ortogonale există un singur set de componente fizice. 

e) Simbolurile lui Christoffel de speţa a doua nenuli sunt 

r , 1 r 1 1 . 2 2 r2 rJ 1 r2 . 2 2 r1 t 2 22=-q, 33=-q s10 q, 12= 13=-,, 33=-stoq cosq, 21=-cgq 
q 

Rezultă 

, &v' 2 av2 r2 2 3 ov3 r3 3 
V.I =-0 I' V .I=-,+ 12V' V .I =-1 + 13V' . q . aq . oq 

1 _ av 1 r' 2 2 _ av2 
r2 , 3 ov3 r3 .. , 

V;2 -oq2+ 22V 'V ;2-0</2+ 2tV' V ;2 = f)q2+ ur, 

, av 1 r' 1 2 av2 r2 3 3 ov3 r3 , r3 2 
V;J = f)q3 + 33V 'V;J = i)qJ + 33V· , V ;J = oq3 + JtV + 32V. 

av, ih12 r2 ov1 r:1 
Vl;I = f)ql, V2;1 = fJq' - 21V2, VJ;I = oql - 13VJ, 

av, r2 ov2 r' ov2 rJ 
V1 ;2 = oq2 - 12V2, V2;2 = aq2 - 22VJ' V2;.l = 0</3 - 23VJ, 

eh,, rJ ov2 rJ ov1 r' . r2 
V1;3 = O<[J - 13VJ, V2;3 = iJq3 - 23V3, VJ;J = 0</3 - 33Vt - 33V2, 
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MECANICA NEWTONIANA 
A SISTEMELOR DISCRETE DE PUNCTE MATERIALE 

PRINCIPIILE MECANICII N~WTO JENE ([10), [191) 

i) Spafiul este suportul materiei. Spatiut fizic 
- are trei dimertsruni; 
- este absolut şi independent de materie - omogen ,i izotrop - spaţiul euclidean E3 • 

Timpul este universal, absolut, 
- transmisia semnalelor se face instantaneu; 
- evenimentele sunt fie simultane, fie succesive; 
- timpul are o singttră dimensiune, este omogen; 
- timpul este ireversibil. 

ii) Mişcarea unui sistem material faţă de altul înseamnă modificarea. în timp~ a 
distanţelor punctelor acestui sistem material faţă de punctele unui alt sistem material. 

Reper - sistem de referinţă - este un sistem rigid format din cel puţin trei puncte 
necolineare. 

Mişcarea şi repausul pot fi considerate absolute, raportând la un reper presupus fix, 
sau relative, raportând la un reper mobil. 

Elementele care caracterizează mişcal!ea în raport cu un reper sunt vectorul de 
pozif ie, viteza şi accelera/ia ca funcţii de timp şi constituie obiech1I cinematicii. 

iii) Axiomele masei : 
- oricărui sistem material i se asociază o mlirime de stare numită masa srsten,ului 
- masa este o mărime reală pozitivă; 
- masa unui sistem material este constantă în timp; 
- masa este aditivă (pentru o diviziune a sistemului, masa sistemului este suma mase.Iar 
subsistemelor); 
- pentru un sistem de puncte materiale {Pi, mi }i: J.n, există un punct unic C, numit centru de 
ma.ră sau centru de inerţie, cu proprietatea 

n --+ 
L mjCPj = o. 
i=l 

iv) For/a este aspectul interacţiunii sistemelor materiale -cere determini .mÎfcatcâ lor. 
Mecanica nu studiază natura forţelor şi le presupune datţ. 

Axiomele for/ci: 
- for\a aplicată unui punct al unui sistem material este un v.ector lcpt; 
- acţiunea a donă forte asupra aceluiaşi punct material poate fî i.n:locuitl eu actfonea nnct 
singure forţe corespunzând diagonalei par-alelogramuJui ~dat forţelor date; acţ11,1aea tmc.i 
forţe într-un punct poate fi înlocuitA cu acţiunea a doul forţ~ reprezentate de laturile unui 
parnlclogram a cărui diagonală este forţa dJtă. 
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.,, / f'rinci11itd inerfiei: există un sistem inerţial în care orice punct material îşi păstrează 

<;lnrcn de repaus sau de mişcare rectilinie uniformă atâta timp cât asupra lui nu acţionează 
nici o f011ă. 

vi) Principiul acţiunii .forţelor (legea a doua a lui Newton, în formularea dată de 
Newton): Variaţia mişcării este proporţională cu forţa motoare imprimată şi este dirijată 
după linia dreaptă în lungul căreia este imprimată forţa 

ma=F 

(F rezultanta forţelor care acţionează asupra punctului material). 
Pentm un sistem discret de puncte materiale { Pj, mj} i=r:N acest principiu se aplică 

fiecămi punct material al sistemului 
N 

mj&J = Fj + L Fjk 
A=I 
~j 

j = l,N. 

Fi fiind rezultanta forţelor exterioare care acţionează asttpra punctului P1 , iar Fj1 forţa 

interioară, cu care punctul P1 aciionează asupra lui Pj . 

vii) Principiul acfiunţi şi reacfiunii: Acţiunile reciproce a două puncte materiale sunt 
întotdeuna egale şi dirijate în sensuri contrare: P 1 , P 2 puncte materiale 

F,2 + F2, = o, F,2 li P, P2, 

viii) Principiul condiţiilor iniţiale: Starea iniţială (t', x0
, v0

) a unui punct material 
determină stare~ ulterioară a acestuia. (Soluţia problemei lui Cauchy asociată legii de mişcare 
există şi este unică) 
- Condiţiile care asigură existenţa şi unicitatea soluţiei, asigură şi dependenţa continuă de 
datele iniţiale pe un interval finit de timp. 
- Problema dependenţei soluţiei de datele iniţiale pe un interval infinit de timp este problema 
stabilităţii mişcării. 

ix) Principiul newtonian al relativităţii: Fie reperele { O, f 11} .J-l.2,J} şi { o, { h} A=l,2,3} 

Legile mecanicii newtoniene în raport cu cele două repere sunt invariante la transfonnirile 
din grupul lui Gali1ei 

Xo, Vo nu depind de timp. 
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Capitolul 2 

CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 

Fie un reper fix { o, { t1 } J=l.2.'} şi x vectornl de poziţie al unui punct material în raport 

cu acest reper, funcţie vectorială de timp 

x:/~R ➔ V 

de clasă C 2 
(/ - interval, momentul iniţial t 0 E /). Se definesc 

- viteza punctului material în rapoti cu reperul considerat 

( I) v = dx 
dr ' 

- accelera/ia punctului material în raport cu repenii considerat 

(2) a= dv = d
2
x 

dt dt 2 . 

Dacă repernlui considerat i se asociază diferite sisteme de coordonate, se obţin 
reprezentările: 

- în coordo11afe carteziene ortogonale 

(3) x = xi(t)t1, v = i i(t)t1,, a = _U(t)t1; 11 • lk = OJk; 

- în coordonate cilindrice 

(4) 

(5) 

(6) 

X = rt, + Zlz, V = h.,. + ,Bto + Zlz 

a= (,· - ,-0 2 )i,. + ( 2i-0 - ~ }o + ztz. 

Pe triedrul ltti Frenet { 't, v, f3} asociat traiectoriei punctului material 

( ) . dx dr, I n x = x s , r, = -d, -
1
- = -Pv, .., = -c x v 

s r,s 

.. \'2 
V= S't' a = St+ pv. 

Pe triedrul l11i Darboux { 't, m, n} asociat suprafeţei pe care se mişcă punctul material 

. v2 v2 
v = v-c, a = vr, + -n + -m p„ Pi 

Mişcarea relativă_ Fie un reper fix {O,{li }i _. 1_2 __ J şi un reper mobil {o,{ t_.}.._ 1,2_3}. 

Mişcarea este caracterizată prin 

(7) 

(8) 

X = X
0 
+ x; X = X7l1,Xo = XolJ, X = x"tk 

V= v, + V 

V - viteza absolută V= Xil1, v - viteza relativă v = ±A-h 

v, - viteza de transport v, = V O + m x x 

Vo = Xol1 

dJ/ = ro x lk, ro = ½ E ktm ( ~~1 
• lm) 1.k (fonnulele lui Poisson) 

A=a +a +a 
I C 

A - acceleraţia absolută A =»Ii, a - acceleraţia relativă a =xA-tA-

a, - acceleraţia de transport a, = A0 +ro x x +m x (ro x x), A0 =Xol1 

a c - accelera\ia Coriolis De = 2ro xv 
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§2.1. Cinematica mişcării rectilinii şi circulare 

2.1.1. Să se găsească legea de mişcare pe traiectorie 'Ştiind ci la momentul t = O mobilul se 
află în punctul A, s = s"- şi l& un moment oarecare t, mărimea vitezei este 

a) v=ks, [k] = L 0 M0 T'; 

b) V= lefi' [k] = L 112 M°T1 
; 

c) v=ks2 , [k] = L-1M°T1
; 

d) v = kls, [k] = L 2 M°T1 
; 

k constant. 

Ştiind că v = ~, din ecuaţiile diferenţiale corespunzătoare rezultă 

a) s = ks ⇒ s = s..4exp(kt); 

b) s = k /i ⇒ s = ( /ii + ½kt)2; 

c) 

d) 

s = ks2 

s = kls 

⇒ S = S..4 • 
l - s.4kt' 

⇒ s = J2kt+s~. 

Obseivaţie. Rezultatele nu depind de traiectoria punctului material. 

2.1.2. Să se. determine mişcarea a două mobile pe o circumferinţă de razi r ştiind că 
mobilele pornesc, la momentul 1 = O, din două puncte A şi B diametral opuse şi au la fiecare 
moment viteze dirijate în sensw-i de circulaţie opuse, egale în mărime, valoarea comună fiind 
proporţională cu distanta dintre cele două mobile. 

Poziţia celor două mobile pe circumferinţă este dată de unghiurile la centru 81 şi 82 
(81 < 82 ). Modulul vitezelor în mişcarea circulară va fi 

v, = re1. v2 = - re2 
82 -81 v, = v2 = 2krsin 

2 

A vând în vedere poziţia iniţială 8j = O, 8i = x, şi ci 
82 = 1t-81, rezultă 

01 = 2kcos81 

şi deci 

sau 
0 1 = 2arctg( th (kt)). 

2.1.3. Să se studieze miŞ('ări,le rectilinii oŞCÎlatorii 

a) x = A cos cot+ B sin cot; 

b) x = e-'-'(A-coscot+Bsincot). 

36 

---. 
Figura 2.1.2 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



a) Notând 

A = a sin <p, B = a cos q>, a = J A 2 + B2 , 

ecuaţia de mişcare se rescrie 
x = a sin (cot+ q>) 

care arată că x oscilează între -a şi + a, a fiind amplitudinea oscilaţiei, cot+ q> faza şi x 
elongaţia. Prin derivare, se obţine viteza 

x=acocos(col+q>), .,2 =(1)2(a2-.f2) 

şi acceleraţia 
x = - aco 2sin(col + q>) = - co 2x. 

Mişcarea este periodică cu perioada 
t = 21t/co. 

b) Conform definiţiilor vitezei şi accelcrn\iei se ob\ine 

x = - Â.e-A.l(A cos cot + B sin oo/) + coe-k'(- A sin cot+ B cos cot) 

x = (Â. 2 - co 2)e-k'(A cos cot+ B sin oor) - 2Â.coe-k'(- A sin rol + B cos cot) 

Momentele în care viteza se anulează sunt în progresie aritmetică cu ra\ia t = 27t/co, 1ar 
elonga\iile corespunzătoare acestor momente sunt în progresie geometrică cu ra\ia e-').J . 

Rezultate numerice şi diagrame pentru asemena mişcări sunt date în paragraful §3.8. 

2. 1 .4. Un mobil parcurge, cu o viteză a cărei mărime v = /(t), f se presupune derivabilă, 
pe o traiectorie compusă dintr-o porţiune rectilinie şi un arc de cerc de rază r care se 
racordează în A. Care este variaţia acceleraţiei când mobilul trece prin puuetul de racordare 
A? 

In porţiunea rectilinie a traiectoriei, acceleraţia are direcţia suportului traiectoriei şi 

mărimea j '(t). 
Pe porţiunea de traiectorie circulară acceleraţia arc o componentă tangentă la 

traiectorie egală cu/'(t) ~i o componentă normală egală cuj 2(t)/r. 
Deci acceleraţia în A are o variaţie corespunzătoare componentei normale în A. 

2.1.5, După ce lege se mişcă un punct pe o circumferin\ă încât acceleraţia sa să fie 
propor\ională cu viteza? 

Fie 8 unghiul razei vectoare cu o direcţie fixă. Notând 

e =s 
rezultă 

de unde 

e2 = B2(k2 - s2), 

k fiind o constantă de proporţionalitate. Se deduc două solu\ii: 
I O integrala generală 
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2° integrala singulara 

e = k, 8 == kt + k1 
aceasta corespunzând unei mişcAri unifonne, ceea ce era evident a priori. 

2.).6. Un punct descrie o circumferinţa de rază r astfel încât viteza la fiecare moment să fie 
măsurată prin acelaşi număr ca şi distanţa punctului M la un punct fix O pe circumferinţă. La 
momentul ini\ial t = O punctul se găseşte în O' diametral opus lui O. Să se determine legea de. 
mişcare şi acceleraţia mobilului. 

Fie C centrul cercului şi 0 unghiul razoi CM cu CO şi mişcarea arc loc în sens 
trigonometric de la 0 = 1t la 8 =O.Atunci (din(4)1 ) rezultă 

v = re = 2kr sin ţ 

k fiind constantă unitară ([k]=T1 
), de unde 

ctg~ = e-kt 
4 

Componentele acceleraţiei sunt ( din( 4 )2 ) 

2 , 

ri) = k2rsin0, te2 = 4k2{sinţ) . · 

Punctul are o mişcare asimpt-otică spre O'. 

--· ~ /--/,--
o.• 

-(; 

, / ) M •• / o., 
/ 

( 
lt = o.s 

0 ,Y ' / ... 
... ... 

Figura 2. I .6 

2.1. 7. Două mobile încep mişcarea simultan din A cu viteza iniţiali v 
O 

• Unul dint-re mobile 
se mişcă pe o circumferinţă de diametru 2r ctt acceleraţia tangenţiali a, , cet•tt mobil 
parcurge diametrul AB uniform accelerat cu accele.raţia -a,. Ele ajung simultan Ît1 8. 
a) După ce interval de timp se întâlnesc cele doui mobile? 
b) Care este acceleraţia a, 1 
c) Să se determine acceleraţia primului mobil in B şi unghiul pe caţr,e îl face eu viteza în a. 

Mişcarea celui de al doilea mobil va fi caracterizati prin 

V2 = Vo - ta„ X2 = tv0 - ½t2a,. 

lratmcât acceleraţia tangenţiali a primuh1i mobil este constantl, el va avea o vited 
Vt:::: V0 +ta, 
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şi va parcurge arcul 
I 2 s=tvu+21a,. 

Jn intervalul de timp t., după care mobilele se întâlnesc, ele parcug respectiv 

2 - 1 2 r - t.vo - 2t.a, 

1tr = t.vo + ½da, 
Rezultă că întâlnirea are loc după intervalul de timp 

(7t + 2)r 
t.=---

2v„ 

deci acceleraţia tangenţială trebuie să fie 

7t - 2 4v~ a, = · -
(1t + 2)2 r 

Acceleraţia normală în mişcarea primului mobil pe circumferinţă va fi 

(v., + ta,) 2 

a,.= r 

deci unghiul acceleraţiei primului mobil cu viteza sa în punctul B va fi dat de 

(a,,) (31t - 2)2 

tg cp = 7î; JJ = 4(7t - 2) . 

2.1.8. Din A pornesc două puncte materiale, pe un cerc, cu aceeaşi viteză iniţială v
0 

, în 
sensuri opuse. Punctele materiale 1.u mişcare uniform accelerată cu acceleraţiile a, , respectiv 
-a, . Ele se întâlnesc în poziţia B în care punctul material cu mişcare uniform încetinită se 

întoarce. Cât de mare trebuie să fie v
0 

? Ce unghi fac acceleraţiile celor două mobile în B? 

Cunoscând acceleraţiile tangenţiale în mişcarea celor două puncte materiale, rezultă 
vitezele şi legile de mişcare 

V1 =Vo+ta,, St =tvo+½t2a, 

V2 = Vo - ta,, s2 = No -½t2a, 

Viteza celui de al doilea mobil se anulează pentru 
v„ 

t. = a,. 

Lungimile arcelor parcurse, corespunzător acestui moment, au suma 21tr, deci 
v2 

- o a, - 1tr. 

Unghiul celor două acceleraţii în B este dat de 

tgq> = (a„1) = 4v~lr = 41t. 
a, B v~htr 

2.1.9. Aceeaşi problemă cu a1 arbitrar dată. După cât timp se vor întâlni mobilele? Ce 
unghi fac acceleraţii-le în punctul de întâlnire? 
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Primele relaţii din problema precedent! rAmân valabile. ln momentul întâlnirii 

s1 +s2 = 21tr; 

timpul corespunzător este 
- 1tr 

'• - Vo. 

Unghiul dintre acceleraţii este dat de 

cos q> = a,1.012 + a"1 a„2 

(va+ 1Cra,lva)2 (l'. - 'ICl'tl.,,lv.)2 

n,1 = -an. = a„ a„1 = r , a„2 = r 

2.1.10. Un punct material descrie un semicerc. Proiecţia mifdrii pe di-amctru ~ -o 
mişcare uniformA cu viteza c. SA se gAsoascl viteza ,i accelcratia punctului ea· funcţii · de 
poziţie şi direcţia acceleraţiei. 

Fie R raza semicercului şi 8 unghiul ce caracterizea:zl poziţia punctului materlat. 
Viteza punctului material va fi · 

v=R8= ·ca· 
818 

Acceleraţia va avea componentele 

• c2cos8 v2 . c2 
a1 = v = · , a,, = - = ---'---,.-

R sin18 R Rsin 28 _ 
deci 

u ... H c2 ( ) a,. . 8 
""' :c: Rsin38 , cos a,s = W = sin . 

2.1.11. Un punct material descrie un cerc cu acceleraţia trecind prin p:111Ctul A al cercului-. 
Viteza areolari este c/2. SA se gAseascA viteza şi acceleraţ·ia punctului materiat(New.tott). 

Considerând coordonate polare cu polul în A ,i notind a rqa cer.cu.lui, ecuaţia 
parametrici a cercului va fi · 

r= 2acos8; 

viteza va avea componentele 

v,..= r = -2a8sin8, ve =te= 2a8-cos8; 
mArime a vitezei va fi 

iar acceleraţia 
a,.= r-te2 =-4n82cos8-2"8sia8 

ae = 2KJ +rt) = -4alPsin8+2aOcose 
deci magnitudinea acceleraţiei este 

llal= 2aJ4â• +G2 = ~­r3 
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§2.2. Cinematica mişcării P.e o curbă în coordonate carteziene 

2.2.1. Un punct material se mişcă pe un lănţişor y = a eh~ , cu viteză co~stanti c. Să se 

găsească componenta acceleraţiei punctului material aY în funcţie de y. 

Componenta pe axa Oy a vitezei este 

Vy = j,=xsh ~; 

condiţia ca mişcarea pe curbă să fie uniformă dă 

c=.ich~. 

Deci 

Şl 
• c2 

a y = Vy = 
a ch3 :!. a 

Yla 

u 

sau r---:;-1 --id.-----,,---..... xla 

Figura 2.2.1 

2.2.2. Un punct material descrie lănţişorul y ="eh~ cu viteză constantă c. Să se determine 

acceleraţia ca funcţie de x şi y şi direcţia acceleraţiei. 

In problema precedentă am obţinut 

i = ca. 
Y' 

rezultă 
2 2 2 2 .. ca hx „ ca 

x= - -3-s a• y= -J-. 
y y 

Prin urmare 
2 .. • 

llall = c a tg'" = l = - _l_ = - :!. 
2 ' Y " X '. y x sh- Y a 

2.2.3. Un punct material descrie elipsa b2x2 + a 2y2 = a 2b2 , cu acceleraţia orientali în 
direcţia y negativ. Poziţia ini\ială x = O, y = b, viteza iniţială v

0 
• Să se determine acce- leraţia 

într-o poziţie arbitrară (Newton). 

Punctul material desci-iind elipsa, între componentele vitezei- sale existl relaţia 

xx +YY = o 
a2 b2 • 

Acceleraţia va fi caracterizată prin 

X = o ⇒ X =const. = Vo 

2b2 „ Vo 
y = - a4y3' 
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2.2.4. Un punct material, iniţial în repaus în poziHa x = a, y = b, descrie parabola y2 = b~x. 
Ştiind că ay = -k:iy, k =const., se cer x, y, v ca funcţii de timp şi a. ca funcţie de x. Unde este 
unnătoarea pozitie de repaus? Cât timp îi trebuie punctului material pentru a se deplasa intre 
cde două poziţii de repaus? 

Intre componentele vitezei există relaţia 

Se ştie că 

relaţie care duce la 

b2vx 
2yvy=-a-· 

Vy lNy = -k2ydy 

deci, ţinând seama şi de condiţiile iniţiale 

sau Vy = -kJb2 -y2 

de unde 

ş1 pnn urmare 

y = b cos kt, x = a cos2 kt 

v = ksinkt /b 2 +4a 2cos2kt, llx = -2k2(2x-a) 

Poziţia de repaus se obţine pentru v = O, adică pentru 

t. = 1tlk 
ŞI 

x=a,y=-b. 

2.2.5. Un punct material, având poziţia iniţială x = O, y = b şi viteza iniţială v
0 

în direcţia 
x, are acceleraţia dirijată după direcţia y şi a = k1- y. Să se găsească ecuaţia traiectoriei 
punctului şi viteza sa ca funcţie de timp. Când intersecteaz,ă traiectoria axa x? Când se 
găseşte punctul material la distanţa maximă de această axă? (Riccati) 

Intrncât 
ax= O, ay = k2y, Vxo = Vo, Vyo = 0 

procedând la fel ca în problema precedentă, rezultă 

Vx = Vo, Vy = kJb 2 -y2 , X= Vuf, y = bcoskt 

de unde 
v2 = v~ +k2b 2sin 2kt 

b kx y= cos-. 
Vo 

Traiectoria intersectează axa x la momentele 

2p-1 
Ip= ~1t, p = 1,2, 3 ... 

Punctul material se află la distanţa maximă de axa x la momentele 

2q 
lq = T1t, q = o, 1, 2, ... 

42 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



§2.3. Cinematica În coordonate polare 

2.3.J. SA se studieze mişcarea plană descrisă în coordonate polftfe pritl 

a) 

b) 

a) 

r = at, 0 = bt, a > O, ;b > O; 

b r = a(t + k), 0 = -k, a > O, b > O. 
I+ 

Traiectoria 

r= ~8 
b 

este spirala lui Archimede. Viteza are componentele (din (4)1 ) 

Vr=a, Va =abt, 

componenta radială fiind constantă, iar cea circumferen\ială este propoJ1ională cu timpul. 
Acceleraţia are componentele (din (4)2 ) 

ar= -ab1r < O, aa = 2ab. 

b) Traiectoria este curba 

r - ab 
- 0 

Componentele vitezei şi acceleraţiei sunt respectiv (din (4)) 

Vr = a va=- ab 
' t+k 

ab2 
a = ---- < O ae = O 

r (t+k)2 , , 

acceleralia este mereu orientată spre O (acceleraţie centrală) . Viteza areolară este nulă. 
Exemple de traiectorii de tipul celor considerate mai sus (spirale) sunt prezenta&e în 

figura 2.3.1. 

a) 
r=3B 

\ 

... 

---1-------/ 
Fi,gura 2 . .3.1 

2.3.2. Un mobil M descrie o curbă plană cu viteză areolar.ă constauti in jJ.uiu1 UDWÎ J».Bld O 
din plan; să se calculeze acceleraţia sa. 

Fie 
/(r,8) = O 
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ecuaţia traiectoriei (r = OM). Conform enunţului 

r 28 = C =constant· , 

deci componenta aa este nulă; acceleraţia este centrală şi 

a,.=r-rf32• 

Alegând 8 drept variabilă independentă, se obţine 

0 , =-;:[~2(}) +}] 
(formula lui Binet). 

Cazuri particulare: 
a) Traiectoria este o dreaptă 

} = a cos 8 + b sin 0 

care dă 

ar=O 

adică o mişcare rectilinie care are loc conform legii ariilor este uniformă. 
b) ·Traiectoria este o conică având un focar în O cu concavitatea spre O (elipă, parabolă, 
ramură de hiperbolă concavă spre O) 

r= p 
l +e cos(8-0.) 

p parametru, e excentricitate (O< e <l elipsă, e = I parabolă, e > l hiperbolă). Rezul~ 
c2 

Or = - 2 • 
pr 

c) Traiectoria este un cerc trecând prin O 

r = acos(8-0.). 

Rezultă 

Or= 

Pentru alte cazuri v.§3.4. 

2.3.3 . Să se găsească traiectoria unui punct ştiind că acceleraţi-a sa este centrală ş:i inv.ers 
proporţională cu pătratul distanţei. • 

Din formula lui Binet 

rezultă 

a . O ar= 2' aa = . r 

l = - _g_ + A cos 0 + B sin 8 r c2 
A, B fiind constante; deci traiectoria este o con•cl. 
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2.3.4. Să se găseas~ă traiectoria unui punct ştiind că acccleralia sa este centrală şi invers 
proporţională cu cubul distantei. 

a 
Gr = r3. ao = O, a > o. 

Formula lui Binet devine 

L(!) + ( 1 + .J!.) ! == o t1e2 r c2 r 

ecuaţie diferenţială lineară, cu codicienţi constanţi, omogenă. 

Dacă O < I + ; 2 = k2 atunci -}. = Â cos k0 + B sin k0. 

Dacă 

Dacă 

O > l + ..Q._ = -k2 alunei ci 

I + ..Q._ = O atunci c2 }=A+B0. 

Exemple de traiectorii sunt prezentate în tiglu-a 2.3.4. 

l/r =.-1<:xp(.(U) 1 Bexp(-kO) 
k= 0.2,A · 1000, B - 2000 

Figura 2.3.4 

1/r = A+ 88 
A= 1000, B = 200 

2.3.5. Un punct material parcurge lemniscata r 2 = 2a 2cos20 cu viteză de mărime 
constantă v

0 
, numeric egală cu a (v

0 
= ka, [k) = T ·1 , [a] = L). Să se exprime coordonatele 

punctului în finc\ie de timp şi să se calculeze acceleraţia. 

Fie arcul s pe traiectorie, măsurat de la 0 = O 
,. 

v"t = s = - f 2a2dr 
a.fî J(2a 2 +r2)(2a 2 -r2) 

de unde 

r = a fi cn kt, cos 0 =dn kt, sin 0 = lf sn k1 

cn, dn, sn fiind funcţii eliptice (v. Anexa 1). Rezultă 

x 1 = a fi cn ktdn kt, x2 = a cnktsnkt. 

Calculând raza de curbură a lemniscatei 
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se ob4ine componenta nonnall a acceleraţiei (singura n.cuull) 
3r 

av :::: 2 . 

2.3.6, Un punct material descrie un cerc cu acceleraţie c~lă -cu (»h.il C interior cel'culu-i. 
In poziţia initialA A viteza este v

0
, Sa se calculeze viteza într--o poziţie oar"CCVe, ·în particular 

în B, diametral opus lui A. 

Fie a raza cercului şi e = OC distanţa de la centrul cercului la polul C. Ecuaţia 
parametricA a traiectoriei va fi 

r2 - 2recos0 +e2 = a2 • 

Viteza punctului material rczultA din 

y2 = c2[ (:) 
2 

+ u 2 }c = r2â,.u =} 
adică 

c = (a +e)vo 

dr re sin O 
d0 = r - ecos8 

v2 = c2[u2 + u4 rle2si1i8 ] = a-
2
c

2 

(r - ecos0)2 r 2(r-e·cos0)2 

deci 

Io B viteza are valoarea 

2.3. 7, Un punct material descrie o spirali log.aritmică r = ke,cp(a8) cu ~celeraţje ~entral:ă, 
Pozi\ia iniţială r = r

0
, viteza iniţiali v = "'•. Să se de.teanine vitmi .-,i aculeraţi.a îbtr.-.e 

poziţie oarecare. 

Notând cu c/2 viteza areolari şi u :z i , în mi~area -c.eMllall 

v2 = c2[ u2 + (u')2], ac = c2u2Erl' + vj . 

Ţinând seama de ecuaţfa parametrici a trai-o~teri-ei, reml.ti 

cJa2 + 1 c2(a2 + 1)-
Y = r ; ac = ,-3 • 

Din datele iniţiale se obţine 

şi deci 
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2.3.8. Intr-o mişcare centrală un punct material descrie lemniscata r 2 = a 2,cos28. Viteza 
areolară este c/2. Să se determine acceleraţia şi timpul necesar pentru a parcurge o bltClă a 
traiectoriei. · 

Utilizând acelaşi procedeu ca şi în problema precedentă, se obţine 

u = 1 u' sin 20 u11 = 2 + sin 
2
20 

aJcos20' aJcos320' aJcos528 

şi în final 

Timpul necesar parcurgerii unei bucle va fi 

l u_4 2 lx/4 2 
t. = c j r 2d8 = ~ sin20 =ac. 

- 7!14 C - K/4 

2.3.9. lntr-o mişcare centrală, viteza variază după legea v = r Să se determine r şi O l-,, 

funcţii de timp, ecuaţia traiectoriei !;iÎ acceleraţia . Pozi,ia iniţială 0
0 

= O , r = r
0

• Viteza 
areolară este c/2(Riccati). 

In mişcare centrală„ viteza fiind dată de rela,ia 

yi = c2[ (:) 
2 

+ u2], c = , 20, u = } 

rezultă ecua,ia diferenţială pentru u 

du 11/a2-c2 
-d8- = e--c--

e fiin semnul lui (~~) 
0

• 

A vând în vedere datele iniţiale, se obţine ecuaţia parametrică a traiectoriei 

( /ai' - c 2 
) r = r0 exp - C 0 . 

Asociind cu rela,ia între viteza areolară, rază şi viteza unghiulară, 

c1 ~ [ r~exp (-2 Ja' c-c> 8 ).Iii 
rezultă 

e = C ln [ 1 - 2 J a2r~ c2 ,] , 

2 Ja 2 -c2 

r 2 = r~ - 2 Ja 2 - c2 t. 

Dacă c > O, atunci e = I, dacă c < O, atunci e = -1 . 
Accdcra\ia se calculează din 
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§2.4. Cinematica mişcării re 

2.4. 1. Un punct material M descrie spirala logaritmică r = kexp(a0). Raza r se roteşte 

uniform cu viteza unghiulară ro în jurul centrului O al spiralei. P este proiec\1a punctului M 
pe axa polară Ox. Să se arate că între abscisa x a puntului P, viteza v" şi accelera-tia a" există 
o relaţie lineară . 

Abscisa punctului Peste 

x = kexp(a0)cos0; 

corespunzător viteza şi accelerat ia sa vor fi 

Vx = x = rro(acos0 - sin0) 

ax= x = rro 2[(a 2 - l )cos0 - 2a sin 0] 

( 0 =ro= const.) 

x2 

Intre aceste mărimi există relaţia lineară 

ax - 2arovx + (a 2 + l )ro 2 x = O. 

r = exp(0/3 )/ 100 

Figura 2.4.1 

2.4.2. O dreaptă se roteşte în plan, în jurul UilUÎ punct O al ei, cu viteza unghiulară con;stanră 
şi taie un cerc fix ce trece prin O, de rază r în punctul M. Ce mişcare are M pe cerc ş,i pe 
dreaptă? Să se calculeze vitezele şi acceleraţiile. 

Repernl fix are originea în O, axa Ox1 după diametrul cercultti , OX2 tangelilta lia cerc 
în O, OX perpendiculară pe plan. Reperul mobil are originea în O, Ox1 în lungul dreptei, 
Ox2 perpendicular pe dreaptă în plan, Ox3 = OX. 

r = 2rcos0 t1, ro = 0 tJ = ro lJ 

v =-2rrosin0l1, v, x:: ffi\3 x2rcos01.1 = 2rcocos0,2 

a = - 2rro 2cos0 li, a, = (i) l3 X 2rro cos0 \2 = -2•rro 2cos0 \1 

a c= 2co t3 x (- 2rro s-in0 t 1) = -4rro 2sin01.2 

V = 2rro(-sin 0 t 1 + cos 0 \2) = 2rcol2 

A = - 2rro 2cos0 t 1 - 2rco 2cos0 t1 - 4ro> 2sin0 t2 = --4rro 2 l1. 

Mişcarea punctului material pe dreaptă este caracterizată de r, v, a, mărimile vec:todlor 
respectivi fiind 

Pe cerc, punctul are o rni-şcare uniformă cu viteza unghiulară 2ro, viteza şi aicoelecaţia 
punctului au mărimile 

• 2 
s=2ror, at=s=O, av=s, =4ro 2r. 

Mişcarea absolută a punctului M se realizează cu viteză şi acceleraţie constao.te. 

2.4.3. O dreaptă se rote~te în plan, în jurul unui punct al ei F, cu viteza tmghiidad· wasttwtA· 
şi taie în M o elipsă Îlxă, de semiaxe a şi b şi cu unu1 d.in focare în F. Cu ce viiteză ·se m:î,şci 
M pe elipsă? 
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Reperul fix are originea În centrul elipsei, axele din plan orientate după semiaxele 
elipsei. Repenit mobil cu originea În F are axa Fx1 în lungul dreptei, axa Fx2 perpendiculară 
în plan pc aceasta. 

r =FM = p p = b1 e =-f. c= Ja1 - b2 
1 + e cos 0 ' a ' a • 

(O = 0 \3 = (O \j 

r = n1 
pew~in0 

v = 2 l1, v,=W\3 xr\1 =ron2. 
(I +ecos0) 

R = cl1 +r(cos0l1 +sin0h) 

V= pero{ [(I - e)cos0 - l)sin 011 + ( I + cose - (1-e)cos20]12} 

!IVII = '1/: J r(2a - r) 

2.4.4. O dreaptă se mişcă perpendicular pe direcl iea ei cu viteza constantă c. Ea taie un cerc 
fix în M. Să se determine viteza şi acceleraţia în mişcarea pe cerc şi pi.;: dreaptă. 

Reperul fix are originea în centrul cercului, cel mobil în punctul de pe dreaptă 'în 
mijlocul coardei. Versorii I, şi \ 1 au direc1ia dreptei,veroorii 12 şi \2 sunt perpendiculari pe 
ea. 

a = 

Ro = (ro+ct)h, r = Jr 2 - (r0 +ct)1 l1 
· - c(r0 + cr) 

v = -;:::=======-• 1 = - ctg<pl 1, v, = eh J „2 - (r" + c/)2 

. r u + ct J r1 
- (ru + ct)2 

SIO(j) = -
1
-. -, COS<.p = r 

c2 „2 c2 -;:=======-• • = - 3 I 1, a, = ac = o. 
✓[ 2 ( )2]J rcos cp r - r0 + CI 

Mişcarea pe dreaptă are loc cu viteza v şi acceleraţia a. Pe cerc viteza are mărimea 
. C 

r<p = r cos q> · 

Componenta tangenţială a accekra\iei este 

iar componenta normală 

mărimea acceleraţiei fond 

· 2 C
2 

r<p = 
rcos2(1)' 

2 
llaU = ~c­

rcos3q> 

2.4.5. Două cercLtri egale se roksc în jurul ptmctuhti comun O cu vit-e~e uaghiul.t n 
constante t:gale, în sensuri opuse:. Ce vitc:ză ifÎ acceleraţie are al doile-a punct de internec,ţk p 
cercuri ~i pc: coarda comună? 
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Mişcarea punctului pe fiecare cerc este caracterizată de viteza unghiulari\ constantă 
2co, în sensuri opuse. Aşadar viteza va avea mărimea 

!Ivii= 2ror, 

iar acceleraţia, numai normală 

Pe dreaptă poziţia punctului va fi dată de 

OM =X= 2rsin0, 0 = cot, 

deci mişcarea se va efectua cu viteza 

X= 2ror cose= (O ✓ 4r2 - x2 

şi acceleraf ia 
„ 2 
X= -0) X. 

2.4.6. D011ă cercuri de raze r, şi r2 având punctul O comun, fix, se rotesc în sensuri 
opuse cu viteze unghiulare constante co, şi ro 2 • Cu ce viteze v, Şt v2 se mişcă al doilea 
punct de- intersecţie M pe fiecare dintre cercuri? 

Fie q> 1 şi q,2 unghiurile diametrelor cu OM; 

(j)t +<p2 = - (co, +co2)f. = -e 
Notând v1 şi v2 vitezele punctului M pe cele două cercuri, se pot scrie rela\iile 

v1 = 2n<i>,, v2 = 2r2cp2 

r1cosq>1 = r2cosq>2 ⇒ v,sinq>1 = V2(1)2. 

Se obţine 
r1r2stnq>2 

V l = - 2( {O I -1- CO 2) , • r, stn q> 1 + r2sm (() 1 

Utilizând relaţiile geometrice scrise, rezultl\ 
f'2 +r,cos0 v, =-2riri(ro, +ro2)-------

d +d + 2r1r2cos8 
n + r2cos0 

v2 =-2r1r2(ro1+ro2) 1 2 • 
r1 + r2 + 2r1 r2cos 0 

2.4..7. Doul\ drepte se rotesc cu viteze unghiulare constante ro 1 şi co 2 In jurul punctelor fixe 
0 1 , respectiv 0 2 (aflate pe drepte, la distanţa a). Să se găseascl\ ecuaţia diferen\ială a 
traiectoriei punctului M de intersecţie al dreptelor şi punctele în care aceasta intcrscctcnză 
axa 0 1 0 2 • 

In triunghiul 0 1 0 2 M au loc relaţiile 

O+ r1 cos0 I = r2cos82 

r1sin81 = r2sin82 

r1sin(81 -02)=asin0z. 

Derivând în raport cu timpul în ultima relaţie şi· exprimând funcţiile lui 8l prin cele ale lui e,. 
se ob\ine ecuaţia diferen\ialA a traiectoriei 
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aco1sin8 ·1·;;1 + (co2 -ro:)r1(r1 +acos61) = s©1(a + ricos81): 
I . : 

Intersecţiile cu axa 0 1 0 2 se obţin pentm 

81 =O, 81 =-~(;;:=-o) 
adică 

1n plus 

. O dr I CO 2 tI 0 sm I d0i = aroj" pen u r1 = . 

§2.5. Probleme dh'erse 

2.5.l. Să se det-enni~e componentele vitezei şi acceleraţiei în coordonate curbilin,ii,. 

Fie 
x = x(q 1, q2, riJ3), x : D c R3 ➔ L\ c V 

o transformare bijectivă, difeten-ţ-iabit.ă oe jacohian ne-uul. Baza locală 'naturali 
corespunzătoare coordonatelor curbilinii Gonsiderate este 

~ = g; j = 1, 2, 3 

~i fi e 

qi : [to,td ➔ R de clasă c2. 
Componentele contravarian:ie ale vitezei st1nt qJ 

d;s ox dql_ . · 
V= - =---:- · - =-if'&i· 

dt oq' ·dl 

Pentru a cakula acc~leraţi.a, presupunâ;md· tEan&fonmarea de clasă c2 , se obfin eompenente-le 
oontravarian:te afo acceleraţiei 

a ::, [ el + r{n~•qi' ]11 
- ,..kl <;:. I • rJ l _,,.,jffi [ og.llih ag}cm <)g,,q. ] 

gjk - G; ' g1c, g jke, = u j , kil = 20 og·A: + âf/' - ·oqm 
Com-pp,nentele ,c;o-variaote ale aoc.e:ler.aţie,i 

"i =g,i. :Z 
se p-o,t scrie sub forma 

a). = .f!..l ar j- ar .. _._ r-= l:-,,i2 = 1~··.;dq· 1c 
dt oqi oqi ~ 2'" 2p'/Pl . . 

T rnn<Sformare-a. de Goor.don-ate c,ilinddce: 
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x1 = q 1cosq2 q' > 0 ql = r 

x2 = q1 sinq2 q2 E (0, 21t) q2 = 0 

xl = q3 q3 E R q3 = z 

Componentele contravari~ntc ale vitezei sunt 

V1 = Î', V
2 = 0, V3 = Z, 

iar componentele covariante ale acceleraţiei cu 

T = ½(;-2 t- ,202 ;- z2) 
sunt 

a 1 = r- r62, 42 = 2rffi - r2e, '13 ° z. 
Coordonatele cmndri~e fiind ortogonale, se defineşte baza ortenonnată 

lr = ~ ~ oos(h1 +sin8l2; ie= !h, = -sin8H -tcosih2; tz = ~ = ll 
°'gn .;g22 °'g33 

şi trednd la componente fizice rezultA 

Vr = Î', \18 = te, Vz = Z 
a,=r-1tP, ae::::216-rll, a:=z. 

2.5.3. Să se găseasc4 rezultatele dui problema precedentă utilizând relaţiile dfo cinemalica 
mişcării relative. 

Fie reperul fix OX ;t"J X' ~ reperul nwbH C\l ofigfo·ea, în O şi axele Ck1 după direcţia 
'P' Or după direcţia t8 , ·or coinoizând cu O-X'. ln aceat caz . 

şi 
m = thz 

l = ri, +.nz 

V = h, + -hz, V I = â \z X (rt, + z \z) = ,ele 

V= h, +.r8t.e +.h,z 

a= rt,. +hz 

a,= G \z X (n,. + Zl.t) +•Eh•z )( [ 9 \z X (n,,. +zi.}]=~ \-e - r82\r 

Ac = 2(h~ X (l',11- + Zl.z)::; 2:i8'•,\~. 
A= (r -:- ,er2) t, +,(rt) + ~l·l& + Z\,z. 

1..-5.4. SI ae w,tiDi vnca. li ~~ 1o ~ ciFctdacă, din relaţii!le de· mai sus şi 
utitidnd· fQ~ lui F~ 

z = O, r = coast. 
şi deci 

V = ,the,, Â, = -,e2 1;;,. + Â)·ie. 

Y.ei:sorii, tricdrutui lt,i f i:cnet mnt 

t = le, V = - \,-, J3 = lz 
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iar raza de curbură este 

aşadar 

p=r 

V = S = ri) (s = ,0) 
• 2 

a _ s·· _ 
1
A (I _ !__ _ A2 

t - - U, V - p - fU 

coincizând cu rezultatele anterioare. 

2.5.5. Să se determine viteza şi acceleraţia în eoordonate sferice. 

Coordonatele sferice sunt introd1,1se prin 

x 1 = q 1sinl/cosq 3 q 1 > O 

x2 = q 1sinq 2sinq 3 q2 E [O, 1t) 

x3 = q 1cosq 2 ,J3 E (0, 21t) 

Se ob\ine 

v1 = ;-, v2 = e, ,,3 = <p 

T= ½(;-2 +r202 +r2(j) 2sin 20) 

ql =r 

q2 =0 

q3 = (j). 

a I = "f- rf) 2 - r<p 2sin 20, a2 = r2l:) + 2r;B - r 2 q> 2SÎI\ 0 COS0 

a 3 = r 2<psin 20 +2ri-<j>sin 20 +2r20cpsin0cos0 

Coordonatele sferice sunt ortogonale şi deci se obţin componentele fizice 

Vr = i·, Vo = ,€1, Vq, = rq> sin 0 

ar= r-rB 2 -r<jl 2sin 20, ae = ,t') + 2iB - nj> 2sin0cos0 

a <p = r<i> sine + 2r<i> sine + 2rB<i> cose 

2.5.6. Să se găsească rezultatul din problema precedentă utiliz:iAd rela\iile d-in ci-1tematica 
mişcării relative. 

Repenit fix are originea în O şi axele du,pă direc.ţii.le li. Reperul m0bH are ori:gine-a în 
O şi axele după direqiile t,, 18 , t"'. 

lr = sin 0 cos cpl I +sine sin <Ph+ cos,0:13 

to= cos0cos<pl1 +costhin<pl2 -si.n.(iH3 

114> = -s•in cp,I 1 + cos qy,12. 

Din relatiile lui Poisson se dctem1i.nă 

Deci 

(J) = (?(«.::os 0 lr - sin 0 lo) + 0 lq,. 

x=n .. ,. 

v = ;- 1.,., v, = ,'tl to + rq> si.n·0 lq, 

V = h,. + ,B to + rq> sirt O \ ,q, 

a = h„ 
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at, = (-np 2sin 0 - 162) lr + (,-0 - rtp 2sin0 cos0) \O + (,ip sin0 + 2rflq> cos8) \q, 

a .... = 2ie to + 2r<j> sin 0 tq, 

A = (r- np 2sin8 - 1fl 2) lr + ( rt) + 2i6 - np2sin 8 cos8) lo+ 

+( r<p sin 0 + 2i-q> s~n 8 + 216q> co~ 8) lqi 

2.5.7. Presupunând că un mobil M1 se deplaseză rectiliniu ~i uniform cu viteza oCi>·ns-tan-tă 
v1 , să se determine traiectoria plană a unui mobil M:i , ce se deplaseză unifonn cu vitez,a v2 

constantă orientată mereu spre M1 • 

Fie planul determinat de traiectoria r~frline a mobilului M1 şi poziţia iniţială a 1-ui 
M2 ; fie în acest plan un reper cu origiuea O în pozi\ia ini·ţ.ială a 1nobih.rlui M1 ~i axa OX 
chiar dreapta pe ca.re se mişcă M1 • Attmci poziţ_ia mobildor va fi caracterizată prin 

X1 = Vtl, Y1 = 0 

X2 = v,t+x, Y2 = y 

iar componentele vitezei lui M2 sunt da-te de relaţiile · 
. V2y . V2X 
Y = - --;::=:::==, V I + X = - -;:::=:=::-. 

Jx 2 + yl Jx1 + y2 

Cu substitu\ia 

x = uy 

sistemul devine 
• V 2 · y = - . , uy = - V 1, 

J l + u2 

Se obţine ecuaţia diferenţială 

dy V1 Y 
du = vi · ji + 

11
2 

unde ,. se ob\ine din cond'iţia iniţ•ială. 

Se estir.nează limitele 

limx(y) :.= O, lim t(y) = t. 
,-o y-JO 

lim:r(Y) = -oo, I.im t(y) = +oo 
>-+0 y-+O 

dacă v, < v2 

dacă v1 > v2 

adi că mobilele se Întâlnesc la momenhtl I = t. dacă v1 < v2 şi nu se întâl:nesc dnc:A v1 > v:z . 
l.n ac~sl din urmă caz, distanţa minimă dintre mobile 
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este rcalizatA la t :;;; t • . 

Daci v1 = v2, din dyd = - 2v1 
_1 se ob\inc 

I cy+(cy) 

_ [(cy)2 +2ln(cy)] _ [(cy0
)

2 +2ln(cy0
)] 

I - I• - -=--------, t. - ---------4cv, 4cv1 

limx(y) = --
2
1 • lim t(y) = -oo 

MO C y-+O 

adică "întâlnirea" este realizată asimptotic În trecut. 
Rezultatele de mai sus sunt exemplificate în figura 2.5.7. Au fost considerate mai 

multe cazuri de raporturi ale vitezelor k = ~~ (k = 0.5, I, 1.5) precum şi de coodi\ii ini\iale 

(yo < O, yo > O) . 

y 

y 

•• 

c= 0.4142 

Xo .. · l. Yo :a I 
A:--2 

C= 0.1716 
v1~ = 1.2761 

Xo .. · l. Yo ""l 
k„0.5 

c= 0.6435 
v,,. = -2 .2761 

111 '- "" -0. 9603 

y, 

.. 

.. 

r 

.. 
O• 

"' 

•• 

"' 

LJ 

y 
lf 

Figura 2.5. 7 

..ro= I, Yo =) 

k•2 

X 

.\'o„ I. Yu '"'I 
A; -o.s 

# - -# 
---.,,,, ,,.,..,,.. ... -

c= 1.5538 / 

( _ .,,,. = 0.3905 

---
X 

,\·o "' J. Yo ""I / 
A; - I / 

/ 

C= 2.4142 I 
''•'-=O. 7861 ( 

,_ 
.... ... .. . 

·-• I - ~ & •• l i X 

Pcntrn dcknuinari:a trail!doriilor din canirilc considcrak s-a utilizai programul 

55 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



> with{plots): 
Cazul vitezelor inegale (k<>l) 

> u0:=x0/yO: c:={uO+sqrt(1 +u0"2))Ak/y0:ct:=((c)'O)A(1 +1/k)/(1 +k)-(c~)A(1-1/k)/(1-k))/~: 
> u:=((c,i)"(1/k)-(c,i)"(-1/k))/2: tv1 :=ct-((c,i)"(1 +1/k)/(1 +k)-(c,i)"(1-1/k)/(1-k))/c/2: 
> fc:=unapply(c,x0,yO,k): ftc:=unapply(ct,xO,yO,k): cx:=tv1 +u,i: fx:=unappty(cx,y,xO,yO,k): 
> evalf(fc(-1, 1,2)); evalf(ftc(-1, 1,2)); 

. l 715728749 

l.276142376 
> plot([fx(y,-1, 1,2),y,y=0 .. 1D; 
> evalf(fc(1, 1,2)); evalf(ftc(1, 1,2)); 

5.828427123 

.6094757085 
> l:=plot([0,01): tr.=plot([fx(y, 1, 1,2),y,y=0 .. 1]): display({tr,I}}; 
> evalf(fc(-1, 1,0.5)); evalf(ftc(-1, 1,0.5)); 

.6435942526 

-2.276142378 
> plot([fx(y,-1, 1,0.5),y,y=0 .. 5]); 
> evalf(fc(1, 1,0.5)); evalf(ftc(1, 1,0.5)); 

l.553773974 

.390524::!9 l 7 
> tra:=plot([fx(y) 1, 1,0.5),y,y=0„2]): la:=plot([0,01): display({tra,la}); 

Cazul vitezdor egale (k=l) 
> u0:=x0/yO: c:=(u0+sqrt(1+u0"2))/yO: ct:=((c>'°l"2+2•tn(c)'O))/cJ4: 
> u:=(c•t-1/(c•y))/2: tv1 :=ct-((c•y)"2+2•tn(c•y))/cJ4: 
> c:=unapply(c,x0,y0) : ftc:=unapply(ct,x0,yO): cx:=tv1+u-y: fx:=unapply(cx,y,.x0,yO) : 
> evalf(fc(-1,1)); evalf(ftc(-1,1)); 

.414213562 

-.9603586453 
> plot{[f~(y,-1, 1),y,y::0 .. 1]); 
> evalf.(fc(1, 1)); evalf(ftc(1, 1)); 

2.414213562 

.7860918373 
> tr:=plot([b:(y, 1, 1 ),Y,FO,. 11): l:=plo't{f0,0D': dj.spJay({tr,I)); 

2 .. 5.8. S·ă se d·etc:rm-ine o miş·cnre pfa-n:ă în care accd·l.'lntţ,ia lWe' ,nAri,me cotl'St.\ll~1A. ş,i, t4.l'C~ ,wi 

unghi constant cu viteza. 

Ditt cele două condi\.ii rez.~1-ttă că atât compoueu,ta tang.eo,ţi,.r.liă c-!ll fl ec::a, imt:,i~JIA st:lffl 
coJ1stante; fie a ;;:: O ~i b ~ O a-cc:ste co1;i,stao'te. Atunci 

,P.~ = tl yl = b· 
dii ' P 

Admi:ţ.âmJ di la t = O se ia s = O, v = O, se obţ,i,u,c, 

S = <1'12/2, V = '1-1 

p = 2,ai!ilb 

Dacă " > O, b > O accas~ă cuJ·bă cs-t,c o spi.1:aM l:og,a{Îfiu.i,că• x. · k c-,xp{ 2j,0}ll.· 

(v.l~gu1a 2.4.1). 

5-6 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Cazuri particulare: 
a = O, b > O curba este un cerc parcurs uniform; 
a > O, b = O curba este o dreaptă parcursă unifonn accelerat. 

2.5.9. Să se studieze mişcarea plană a unui punct materia~ ale cărui proiecţii pe douA axe 
ortogonale sunt două mişcări oscilatorii simple având aoccaşi perioadă. 

Conform enunţului 

x 1 =acos(rot+q> 1), x 2 =bsin(rot+q>2) 

(a > O, b > O, ro > O), de unde prin eliminarea timpului între relaţiile 

x 1 =a(cosrotcosq>1 -sinrotsinq>1) lbcosq>2l-bsinq>2 

x 2 = b(cosrotsinq>2 +sinrotcosq>2) l,asinq>1 I acosq>1 

rezultă 

bx1cos<p2 +ax2sinq>1 = abcos;tcos(<p1 -q>2) 

-bx 1sin<p2 +ax1 cosq> 1 = ab sinrotcos(q>1 -q>2) 

încât traiectoria punctului este elipsa 

b 2(x 1}2 + a 2(x2)2 + 2ahx 1x 2sin (q, 1 - q>2) = a 2b 2cos2(q> 1 - q,2) 

Se spune că punctul este animat de o mişcare oscilatorie eliptică. Elipsa este tangentă la 
dreptele x 1 = ±a, x 2 = ±b. Elipsa este descrisă într-o perioadă t = 2rr/ro. Poziţia elipsei 
depinde de diferetele de fază. Dacă 

q>1 -q>2 = (2n + l)1t 

ecuaţia se reduce la 

b2(x1)2 +a2(x2)2 -2abx1x2 = O, 

oscilaţia devine rectilinie (segment de dreaptă dublu) 

(bx 1 - ax2)
2 = O 

diagonală a dreptunghiului x 1 = ±a, x2 = ±b. Dacă 

(j) I - (j)2 = 2mt 

oscila.ţia rectilinie se efectuează pe o dreaptă si~trică eu prima în raport cu axa x1 

(bx 1 +ax-2 )
2 = O. 

Elipsa este raportată la axele sale daeă 

când ecuaţia de-vine 

(j) l - (j)2 = 2ft ţ l 1t 
2 

b2(x•)2 +a2(x2)2 = ,llf,2; 

mai mult, dacă amplitud-i.nile sunt e,gale .a = b traiectoria este un ecre 

(x'}2 +(:c2)2 =al; 

se spune că oscifa\ia este c,i.rculară. 
Ca.tcul·âud acceleraţi.a în caz gener.al·, dm (3), , x1 = --(J) 2.t1, x2 = -f,)-2:xl, r:ezldtă dea 

trce mereu pr:in O, d.irij.a.tă după raza vectoare pro.porţio.nală c.u aceasta. Viteza areol:.u:ă. este 
const;111,tă 
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½<x 1x2-x2x1)= ½abrocos(q>1 -q>2). 

Daci cos ( q> 1 - q> 2) < O atunci mişca,ea se efectuează în sens invers trigonometric, iar . daeă 
cos(q, 1 -q,2) > O mişcarea se efcctueazi în sens trigonametric. 

Daci mişcarea se consideri cu proiecţii pe trei di:rec:ţii reeiproc: ortogon-alc, 
acceleraţia punctului este centrali fi proporţionali cu distanţa OM; din acest motiv mtşearea 
este plani (v. § 3.4). 

2.5.10. Un punct material M lC mifci uniform cu viteza v. (valoare algebrică) pe o elice 
circulari. Cunoscând raza r a cilindrului şi panta a a elicei, să se studieze mişcarea punctului 
în coordonate carteziene, cilindrice fÎ intrinacoi 

Ecuaţiile parametrice ale elicei 8\iUlt 

{ 

x 1 = rcosa 
x2 = rsin8 . 
X3 =r8tg« • 

Componentele vitezei în coordonate cartczi,cne 

.i1 = -râsin0, i 2 = r8eoa-0, i 3 = ~tga; 

din coudiţia de mi. care uniformi r:ezuultA 

V~= r2t)2(1 +tg2a) ⇒ â s 8~ =~cosa= oonst. 
V 6 = 80 + ; t cosa. 

Componentele acccle,aţiei în coordonate oattczi:cne vor fi 

.t1 = -,&leasa ,r =-r62s·ur6 X3 = 0 w, , , 

deci acceleraţia este par l~lA cu raza OM1 

a= -râ2(cosfh1 +1in8t2). 

Figu.ra 2.5.16 

1n ooonionate cilindri4lc, având în wdcr.e rezultatul de la pb.2.5.2, se Gbţine 

Vr == O, "19 = ~, Vr == ,t-.tg,a 

' v; = r281(1 +tg2a) ⇒ ea âv = 7GO&a = CODSt. 

'1r :c: -râ2 ~48 = O, alt = 0; a i:.:t -1"&1l,. 
Triedrul lvi Fr-c:DCt aaociat cl*i •~ deib1it prw 

~)2 = (~)2 +(~)2 +('ft)2 = o!~la ⇒ ~ =&,dQiQ 

t = 2- c i,i = e OM.a( ,am &1 + eoa-&2 + tg·m1,) 

p = + > r, V = -{'008'8\.1 +&-0.\-2) 
CQlff 

,., = t X V t:: -t: &m,a(-&Ltt:fnt + coe.El\2 - Qtg:at1) 

Coadi•ţi.a de ~ uaitbmli di 

Dia f~kle (5) rcmki 
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2.S. I I. Un vapor se mi;;că pe suprafa1a oceanului cu viteză constantă, viteza făcând cu 
meridianul un unghi constant a. Să se detenuine traiectoria vaporului. 

Pământul este presupus sforic, cu raza R. Untilizând coordonate sferice ~i rezultatele 
de la pb.2.5.5, se obţine 

v, = O, Va= RO, v., = R<p cose 

dar 

va= vcosa, v., = vsina . 

Prin urmare ecuaţia diferen1ială a Lraiectoriei este 

;;: = vcos0ctga. 

Integrând cu condiţiile iniţiale t = O, 0 = ~' (j) = O, 

se obţine 

0 tg 2 = exp((j) ctga). 

Traiectoria numită luxudroma este prezentată 
în figura 2. 5. 11. 

') 

ctg(u) = - -=-tn(J) 
1t 

Figura 2.5. l l 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 3 

DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 

§3.1. Consecinţe ale principiilor fund11m1mtale 

3.1.J. Un punct material în repaus este în echilibru. 

~{f) = I.o ⇒ V(/) E 1)~ 11(/) = 0 

Legea de ~ a lui Newton~ dă 

F(i, Xo, o)= o. 

3.1.2. Un punct material în echilibru îi păstrează starea de repaus sau de mişcare rec'tilinie 
uniformă (principiul inerţiei). 

X(lu) = Io, i(to) = Va; F = o 

Legea a mişcare a lui Newton: mi = o 

I=Xo+Vo1 

Dacă v O = o atunci punctul material rămâne în repaus. Dacă v o -;t: o puncnll material descrie 
dreapta ce trece prin poziţia ini\ială x

0 
şi are direcţia vitezei v

0 
(mi~care rectilinie unitbnnă). 

Observaţie. Principiul inerţiei nu este independent, el este o consecin\ă a principiului 
ac\iunii forţelor (legea de mişcare) şi al principiului condiţiilor ini\iale. 

3. 1.3. Dacă viteza inilială şi for\ri la orice moment sunt paralele cu un plan (fix), atunci 
traiectoria este plană (în plan parald cu planul considerat). 

Condiţia de paralelism cu un plan fix se poate formula prin condi\ie de ortogonalitate 
pe un versor fix (nonnala lu plan) 

v u • n = O, F • n = O 

mi = F I · n I 

.!:!..(i · n) = O ⇒ i · n = Xo · n = v., • n :::t. O 
dt 

i · n = O· if..(x · n) == O ⇒ l · n = Xu · n 
'dt 

(x - x.,) · n = O ecua\ia unui plan trecând prin pozi\ia iniţială şi având normala u. 

3.1.4. Dacă viteza iniţială şi for\a la orice moment sunt paralele cu aceea~i dreaptă (au 
direcţie fixă), atunci mişcarea este rectilinie (pe o dreaptă parnldă cu direcţia considerată). 

if..(i x u) 

"' 
o 

V„ J( u = o, F )( u ::: o 

IIIX = F I )( li I 

X'>< U -= X„ X U -c V„ X U - O 
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X X U = o· E...(x X U) = O ⇒ X X U = X0 X U 
'dt 

(x - x0 ) x u = o ecuaţia dreptei care trece prin poziţia iniţială ş.i are direcţia u. 

3.1.5. Forţa care acţionează asupra unui punct material izolat este constantă. 

Fie legea de mişcare în raport cu un reper inerţial 

mX = F(r,x,x) 
Ecuaţia trebuie să fie invariantă fa(ă de transformările grupului lui Galilei 

X=X.,+V.,t+x;T = Ta+t oricarearfi X „ Va,To; 

deci 

trebuie să se reducă la 

mi = F(t, x, i). 

Prin urmare dependen(a de argumentele implicate nu poate avea loc, adică forţa trebuie să fie 
constantă (v. şi pb.3.1.6) 

3.1.6. Forţele care acţionează asupra unui sistem discret de puncte materiale pot depinde 
numai de vectorii de poziţie relativă şi de viteze relative. 

Ecuaţiile de mişcare 

m/Xj = Flr,x,, ... ,x", x,, ... ,x,,) 
trebuie să fie invariante la transformările grupului lui Galilei. Considerând transformări ca-r,e 
implică numai translaţii de timp, cerinţa de invarina\ă conduci: la faptul că timpul nu poate 
apare explicit în expresia forţelor. Pentru ca să nu apară elemetele arbitrare X„ ş.i V

0 
, 

dependenţa de vectorii de poziţie şi viteze poate fi prezentă numai pc~n difeceoţ.ele 

Xj - XÂ,Vj-Vk 
deci 

3.1.7. Fie rotaţia sistemelor de reforinţă (011ononnate) 

X1 = QxJ j = 1,n, QQT = QTQ = I (Q trans.fonnăii ortogonale), 

atuuci 

Rc.l.ldtatul se bazcuă pt: 
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3. 1.8. Să se arate că un sistem izolat format dintr-un singur punct material are viteza nulă 
într-un reper inerţial. 

Intr-adevăr, din problema 3.1.5 rezultă că forţa care acţionează asupra punctului este 
constantă. Problema 3.1. 7 cere ca vectorul forţă să fie invariant la rotaţii, deci el trebuie să 
fie nul. Atunci ecuaţia de mişcare împreună cu condiţiile imi\iale dau 

} ⇒ I=S'. 

mi = o 
. { I = x0 

t = o . 
x = o 

3.1.9. Să se studieze mişcările rectilinii sub acţiunea unor forţe care depind numai de timp, 
numai de poziţie sau numai de viteză. 

Conform problemei precedente, dacă sistemul este fomat dintr-un singur punct izolat, 
forţa trebuie să fie nulă. ln multe cazuri de sisteme cu mai multe puncte materiale, se 
presupune cunoscută mişcarea punctelor materiale ale sistemului cu excepţia unuia singur ş i 

prin înlocuirea elementelor privind mişcarea cunoscută în ecuaţia acestui punct material, se 
obţine o ecuaţie de mişcare în care în membrnl drept "forţa" poate depinde de timp, poziţie şj 
viteză. In acest sens este formultă această problemă şi toete problemele din urmtoarele 
paragrafe ale acestu.i capitol. 

a) Forţa depinde numai de timp 

mcPx = F(t) } 
dt2 

t = O { :::: ⇒ 
x(t) = x" + v't+ ! W F(s)dlJth. 

b) Forţa depinde numai de poziţie 

X X 

m f xdx = f F(x)dx 
._,o X" 

½m(x2 - v"2) = <l>(x) - <l>(x"), <l>'(x) = F(x) 

. J 2 2 l ~ ~ ~pe·::: :: : ~ x = e v0 + -[Cl>(x)-<l>(x0
)) • e = 

m • +l pentru v0 = O, 4>'(x) > <l>(x0
) (x > .,\"") 

- l pentru v0 
.:: O, <l>(x) < <l>(x 0

) ( x < x 0
) 
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Integrarea se efectuează atat timp cât fimcţia de sub radical este pozitivă; din 
momentul x = x• in care funcţia de sub radical se .mulează. unue,\Ză integran:a pc un nou 
intef"al începând din \'"•. cu schimbarea semnului Jin faţa radica1ului. 

Exemplu: mi~carea pum:tu1ui material in camp centrnl ( forţa da.stică. forţa de atracţie 
universală etc.) (§3.-t). 

c) Forţa depinde munai de viteză 

{ ,fr Jlr . 

} 
-=,· ,Jt m-·, =F(x) 
dv dr-

m eh = F(v) 
{ r = r" 

C) 

I= 0 . . 
I = 0 j X = x" .i- = ,," 1 .i- = ,, ... 

' • 
cfr I f < )<Jt f III /\ m dr= Ft~·) ⇒ 

I = •" F(,-)' . 
I) 

,. • 
X= X"+ f ,•,Jr(,•) ⇒ . - ... I IIU' I . 

.\ - ., t- F ~·) < ' • .~ ,.. l 

Exemplu: mi~carea punctului m,Herial greu 1n mediu n:zisknt (§3.3). 

§J.2. St~tka punctului nrnt~rhal 

Condiţia necesară ;;i suticicnll1 de echilibru a unui pum:t mah::rial e$tC ca reLultantn 
forţdor date ~i de legăttu·ă să fie nulă 

" "' L FJ + L RA - o 
FI A-=1 

Observaţie. Cazul echilibrului punctului materinl, tan\ liÎ cu frecare, pc o Clu-~\ sm-1 111: 
o suprafaţă, va fi considerat în §3 .5 respe..:tiv §3.6 . 

••• 

3.2.1. De un fir elastic vertical se suspendit o greutate G. La ce distanţă de punctul QQ th.,u:~ 
al tirului rii111,1ne grl!ulaten 111 ~d1il1bna, ~tiiHd că /

0 
e::ilQ h111gim.:a ini1.ial1\ a tirnlui ~• coefi­

cicn.tul de el astici tate este k. 
, 

Asupra plUlCtului maknal a.:\ion~:uă forţa d.., gri:ula·le G (vi:rticalA, dcllc~iu;hmU\) ~• 

foqa da.slică (verticală, asc.:ndt:ntâ), propur\ÎGnaltt cu uh111gire.1 F =k l/.,'" . CunJi,li•ll d" 

echilibru dă 

3.2.2. Un punl'I niakri,,I lib~, . <le masă 111, '-·sit: atras ~ti: doui\ ma ·c pu~t.i,fonne, fi,x.c ,,,
1 

!;IÎ 

111 , , l'u11lurm kgii lui Nc\\1011 I a ci." ~lista111i't r de mas•a 111 1 1l'l,1na11c m i1~ c:-i:J,i.ti,l,na, 4la .. •1\" 
\!SII! di.s tanţa di111rc 111 1 ~1 111, '? 

6 .l 
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Pentrn a se putea afla în echilibru, masa m trebuie să se găsească între celelalte două 
mase punctiforme (forţele trebuie să aibă sensuri contrare pe acelaşi suport). Atunci condiţia 
de echilibru revine la 

Pentru x se obţine ecuaţia algebrică 

(m1 -m2)x2 -2m1ax+m,a2 = O 

Soluţia ecuaţiei va fi 

/mi" pentru m1 -:tm2 x= 
/mi"+ /mi 

X= g_ 
2 

pentm m1 =m2 

Pentru m 1 -:t m2, ecuaţia are o singură rădăcină x < a. 

3.2.3. Un punct material de masă rn este atras de două puncte fixe m 1 şi m2 aflate la 
distanţa a, de m1 invers proporţional cu distanţa, de m2 di.rect proporţional cu distan\a. 
Coeficienţii de proporţionalitate sunt k1 şi respectiv k2 • Io ce poziţie este m in echilibru? 

S k I a 2 
. - . . d l · 1 ·h ă se arate că pentru k

2 
> 4 nu exista poz1\1e . e ec 11 1 ru. 

Forţele trebuie să aibă sensuri contrare pe acela.:,i suport.Condiţia de echilibru se 
scne 

~ - k2(a - x) = O 

Ecuaţia de gradul al doilea care se obţine 

k2x2 -k2ax +k, = O 

are o singură rădăcină qiai mică decât a (k1 > O, k2 > O) 

x=a-Ja2 -4k1 

k2 
a2 k1 

Poziţia de chilibru este reală dacă 4 ~ ki . 

o O.> 

" '-
<>.> 'P'-
<J 

... . 

... 
-, 

-, 

-, 

, .. •• •• ' , .. '. 

p K 

G 

Figura 3.2.4 

3.2.4. Un punct material având greutatea G atârnă de un fir de lungime / fixat în O şi este 
respins, în direcţie perpend-iculară pe un perete vertical prin O, cu o forţă având m:ă,rimea 

K = oi, p fiind distanţa punctului la perete. Sub ce ungh.i <ţ> are loc echilibrul? Care este 

mărimea tensiunii S în fir? 

Condiţia de echilibru 

G+K+S=o 

dă în proi-ecţie pe direcţiile orizontală şi respectiv vertical! 

~ Ssinq:,-K=0 
l Sc<'sq>- G = O 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



sinq, - 1cosq> = O ⇒ cos2q> + cosq> - 1 = O p 

Rezultă 

- I+ /5 
COS(j) = 

2 
E (O, l) 

(cealaltă rădăcină a ecualiei u 2 + u - l = O este mai mică 
decât -1) ~i 

3.2.5. Trei puncte fixe de mase m1 , m2 , m3 atrag un punct material m , proporţional cu 
masele şi distan1ele la acesta. Să se determine poziţia de echilibru a punctului m. 

Fie 1 1 , x2 , x3 vectorii de pozi1ie ai punctelor materiale de mase:: m 1 , m2 , m3 ş1 1. 

vectorul de pozi1ie al punctului material de masăm. Condi\ia de echilibru se scrie · 

şi dă 

.J 
L lllj(I. - l.j) = o 
pi 

m1l1 +m2l2 +m1l1 l = ------- -
m1+m2+tn3 

Poziţia de echilibru este centrul de masă al sistemului format din punctele fixe. 

3.2.6. Trei puncte materiale fixe de mase egale m se află la dista111e egale a pe o dreptă fixă. 
Un punct material M este atras de punctele fixe cu forle invers proporţionale cu pătratul 
distan1ei şi proporţionale cu masa, iar de punctul din mijloc este respins după acec:ai:;i lege. Să 
se determine pozi1ia de echilibru a punctului M. 

Având în vedere datele problemei, pozi\ia de echilibru se va găsi în planul median al 
dreaptei fixe considerate. Fie x distanţa punctului M în acest plan la dreapta fixă. Condi.ţia de 
echilibru se scrie 

-\-(x\r - Ulz) - -1i-t ,. + -\-(x\r + Ul z) = o unde d = r~ = a 2 + x2 

r 1 x r 2 

sau 

de unde 

2x 3 = (11
2 +.x 2

)
312 

c:> {2x = Ju 2 +x2 c:> ( f4 - 1)x2 = u2 c:> x = " 
j (4 - I 

3.2.7. l'eslc doi scripcii nete.li J\ ~i B (A8 ori.tonlală) trc:~e un tir de care se atârnă greută\ile 
P î11 A, Q în B ~i G în D, pc verticala punciului C (C între A :;oi 8). ln ce rnpo11 sunt AC ~i 
CB p~nlru echilibru? 
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Fie a= L(AC,AD), p = L (CB,DB). Condiţia de echilibru 
proiecţii pe direcţiile orizontală şi verticală 

pi + G + Q' = o dă în 

Dar 

{ 
P cos a - Q cos f3 = O 
Psina+QsinP = O 

, _ AC _ CB AC sina cosp 
tga- co• tgfl- CD ⇒ CB = sin p . cosa 

de unde 

Q2 = P2 + 0 2 -2POsina 

P 2 = Q2 + 0 2 -2QGsin p 

AC 02 +P2-Q2 
CB = 02 - p2 + Q2 . 

A a. 

p 

os 15 

B 

P' 

G Q 

Figura 3.2.7 

3.2,8. Un fir legat în A trece în B (AB orizontal) peste un scripete neted şi are atârnate în C 
şi D greutăţile P şi Q (C pe mediatoarea segmentului AB). Să se determine raportul acestor 
greutăţi pentru ca echilibml să aibă loc pentru AB = a, A.C = b. 

Fie 2a = L(AC,CB). Atunci condiţia de 
echilibru P' + P" + Q = o dă P = 2Qcosa; 

dar 
J4b2 - "2 

cosa= 
2

b 

de unde 

a 

C 

p 

Fi!,,ura 3.2.8 

3.2.9. Punctul material m este atras de trei puncte materiale de mase egale aflate în vârfurile 
unui triunghi isoscel, după legea atracţiei universale, şi se găseşte în echilibru la jumătatea 
înălţimii corespunzătoare bazei triunghiului. ln ce raport trebuie s,ă fie baza a şi înălţimea h ? 

Condiţia de echilibru 

dă 

2cosa = _I „2 = l(a2+h2) ,.2.= l1,2 cosa= h 
2 2' ,l 4 ' ( 4 ' 

rs re Ja 2 + h2 

I, 
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3.2.1 O. Un punct material este atras de trei puncte materiale fixe proporţion a l cu di sta nta . 
Coeficienţii de proporţionalitate sunt k, = k, k2 = 2k, k1 = 3k. Să se determine di stan\ c:le r 1 , 

r2 , r
3 

la vârfurile triunghiului când punctul material este în echilibru. 

~ ~ ~ 

Condiţia de echilibru k1 MA + k2MB + k3MC = o se proictează pe direcţia laturii BC 
şi pe direcţie ortogonală la aceasta . 

( I ff ) 8(0, O), C(a, O), A 2a , Ta , M(x,y) 

{ 

k(r -½a) + 2kx + 3k(x -a) = O { x = .1
2

a 

( ff ) =-> ff k y - Ta + 2ky + 3ky = O y = 12a 

Rezultă 

rl = a (-1.. -!) 2 + ( /3 - ff) 2 12 2 12 2 , .... 

./î9 JIT .fi r 1 = -
6
-a,r2 = -

6
-a, r3 = 6 a . 

3.2.11. Un punct material de greutate G este prins cu două fire AB ş i AC (A,B,C în acelru;; i 

plan vertical, BC nu este orizontal) care fac unghiurile a respectiv p cu verticala. Să se 
determine tensiunea în fire în poziţia de echilibru. 

Condiţia de echilibru G + T 1 + T2 = o proiectată pe direcţiile orizontală şi verticală dă 

de unde rezultă 

{ 
T1si11cx - T2sin P = O 

T1cosa + T2coa P = G 

{ 

T1 = sinP G 
sin(a + P) 

T2"" sin(.l G 
sin(a+~) 

3.2.12. Să se determine poziţia de echilibru a unui puWi:t material de greutate G legat pân 
două fire trecute peste doi ~ripeţi netezi de care su»t atârnate greutăţile P re~e-tiv Q (în 
acela~i plan vertical), 

Fie o: respectiv P ungl:uucile fire.tor cu oci.zoa.tala. Condiţia de ~hilibru dă 

Pcosa Q cosp = O } 
P sin a + Q siu J3 = G 

Sohqia an; si;n.s i.ku.:â au !ol: in.e:gn-lită lilc 

{ 

. _ pl + Q2 _ Q2 
S!DO: - 2PG 

⇒ . _ Ql + Q l _ p2 
srnf3 - 2GQ 

G <. ? I Q. p < G I Q. Q < p t G 
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§3.3. Mişcarea punctului material greu la suprafaţa Pământului 

3.3.1. Să se studieze mi~carea punctului material greu liber, la suprafaţa Pământului, 
neglijând rezistenţa meJiului ("în vid"). 

Mişcarea punctului material greu la suprafata Pământului (nu se ia în consideraţie 
variaţia acceleraţiei gravitaţionale) în vid este descrisă de ecuaţia 

mi =mg. 

Se alege referenţialul inerţial astfel încnt planul Ox1 x2 să fie planul vertical, cu Ox2 

verticala ascendentă, care trece prin poziţia iniţială ~i conţine supo11ul vitezei iniţiale, adică 
la momentul iniţial t = O condiţiile iniţiale se scriu 

X o = X~ l I + X~ l 2, V u = ,, u cos a l 1 + V u Sin a l 2. 

Intrucât forţa este continuă în planul Ox 1 x2, rezultă că mi~carea se desfăşoară în acest plan 
ve1tical (cf.pb.3.1.3) şi mai depat1e se vor scrie numai ecuaţiile diferl!n{iale de mi~care în 
plan Ox1 ;r 

... o .. ') 
X = , x - = -g. 

Rezultă 

,, 1 =vocosa, v2 =v„sina-g/ 

x 1 = xt + v„cosar, .r2 = .r~ + ,•.,sin ar- ½gt2 . 

Din aceste relaţii se pot trage următoarele concluzii: 
- traiectoria este o parabolă 

x1 = x~ + (x 1 -xt)tga - 1 g 1 (x 1 - xt)2; 
2,•;;cos-a 

- punctul material atinge înălţimea maximă 
2 · 2 _2 _ _ 2 v„sm a 

,\ fUlll( - ,\ o + 2g 

la momentul 

V„SIO a 
1. = g 

când 
v2sin 2a I _ I +-o __ _ 

X -X„ 2g , 

înăl\imea cea mai mare se realizează pentru a= ~(aruncarea pe verticală); locul geom-l!tric al 

punctelor de înălţime maximă este un arc dt: elipsă (jumătate de elipsă) 

- bătaia {x2 = O) este 

realizată la momentul 

, .. 211„sin a _ 
2 

. 
g - , . , 

~,ltl'li egali: se ol>\i11 penim J uuii \ alu i ah.· u11gl1 iulu i vilcLei ini\i ak cu 0 1 Îb.\O lala : ct !?I 

n/2 <.t; cea mai nrnrc hiitaie se 1..: a l i1c :11.1 f)l.'ll l 1 u a - Jd4; 
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- în tot timpul mişcării componenta orizontală a vitezei este constantă, unghiul vitezei cu 
orizontala descrescând continuu 

2 x 1 -x1 
tg 0 = ; = tg CL - g 2 2 ° ; 

V V 0 COS CL 

- indiferent de unghiul de lansare, mobilul se va afla numai în interiorul parabolei de 
siguran(ă (înfăşurătoarea familiei de traiectorii) 

2 ( l I )l 
2 2 - Va X -Xo • 

X - Xa - -2 - g 2 2 , 
g Va 

- din teorema de bilanţ al energiei 

Vi - V~ = 2 g · (It - X2) 

rezultă că vitezele în două puncte de pe traiectorie aflate la aceeaşi înălţime sunt egale. 
Rezultatele de mai sus sunt ilustrate prin o seric de diagrame. S-au utilizat variabile 

adimensionale pentru a nu mai fi necesară o particularizare a unora dintr~ datele iniţiale . 

Pentru obţinerea acestor diagrame s-a utilizat programul 

> with(plots): 
Introducerea datelor 

> a1 :=Pi/12: a2:=PV6: a3:=PV4: a4:::Pi/3: a5:=5•Pi/12: 
Traiectoriile cu aceeasi viteza initiala, unghiuri diferite 

> f1 :=plot(x*tan(a1 )-x"2f2/cos(a1 )"2,x=0 .. sin(2*a1 )): 
> f2 :=plot(x*tan(a2)-x"2/2/cos(a2)"2,r-0 .. sin(2*a2)): 
> f3 :=plot(x*tan(a3)-x"2/2/cos(a3)"2.x=0 .. sin(2*a3)): 
> f4 :=plot{x*tan(a4)-x"'2/2/cos(a4)"2.x=0 .. sin(2•a4)): 
> f5 :=plot(x"tan(a5)-x"2/2/cos(a5)"2,x=0 .. sin(2*a5)): 
> g:=implicitplot(x"2~4•(y-1/4)"2=1/4,x=0„ 1/2,y=0 .. 1/2,style==llne,llnestyle=3): 
> h:=plot((1-x"2)/2,x=0 .. 1,style=line,linestyle=2) : 
> k:=plot([0.75,0.5, 1,0.5],style=line,linestyle=3): 
> l:=plot([0.75,0.4, 1,0.4],style=line,linestylec2): 
> display({f1 ,f2,f3,f4.f5,g,h,k,I}); 

Traiectoriile pentru ace-lasi unghi, viteze initia)e dif-erite 
> f1 :=proc(x) x-xA2 end: g1 :.::plot(f1 (x) ,x=0 .. 1 ): 
> 12:=proc(x) x-x"2/4 end: g2:=plot(f2(x),x=0 . .4): 
> f3 :=proc(x) x-x"2/9 end: g3:=plot(f3(x) ,x=0„9): 
> f-4:=proc(x) x-x"2/16 end: g4 ::r:.plot(f4(x) ,r-0„ 16): 
> f5 :=proc(x) x-x"2/25 end: g5:=plot(f5(x) ,x=0 .. 25): 
> display({g1 ,g2,g3,g4,g5}); 

Vaciatia cmergiei cinetice, potentinle, totale 
> ec:=proc(t,a) (cos(a)"2+(sin(aH)"2)/2 end: 
> ep:==proc(t,a) ~in(a)*t-t"2/2 end: et:=proc(t,a) ec(t,a)+ep(t,a) end: 
> et:i::proc(t,a) ec(t,a)+ep(t,a) end: 
> tf:==proc(a) 2*stn(a)end: 
> plot({ec(t,Pi/3),ep(t,PV3),et(t,Pi/3)},t=0 .. tf(Pil3)); 

Hodogra.f ul miscarii 
> implicit-plot(x-1 =0,x=0 .. 1,y=-1 „ 1 ); 

Vai·ia1ia unghiului vitezei cu orizontala 
> plot(arctan(1-2*x),x=0„ 1 ) ; 

Variai ia vikui 
> plol(1 -2•x ... 2·x"2,x==0„ 1): 
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.. 

r nr 
vJ 

o . .. -- ... _ .. 

Linia 
···········-· vîrfurilor 

•• 

a= x/12, x/6, it/4, it/3, Sx/12 

Figura 3.3.1 a 

~ = 1, 2, 3, 4, 5 
Va 

Figura 3.3.1 b 

t =O 

' =t . .. .. 
a= it/4 ' =, .. 

Figura 3.3.l c 

0 
V 

v• 
vo 

x =...!L o•~.-,-.-',---.-•-.-.-, vJ 

... 
Figura 3.3.1 d 

T 

~ Eue · e IOta&ă •-----===~.:..;.;;.=---~ 

.. 

O I 

a =x/4 

-.__.._/ 
Eoorgie 1:wetică 

+--..,,.,,---,,.o ,---,o=•--=o'='"·• --,--,12---,,=~- ,.,...• _. 1 

'· 
Figura 3.3.1 f 

Figura 3.3.1 

Figura 3.3. l e 

xg X = -
vi o 

1n figura 3.3. la sunt prezentate traiectorii core$pUozâod aceleati viteze iniţial-e v„ dac 

di &-. • h. . .. ·a1 1t 1t 1t 1t 5x Su . 1-- l . l cu ,ente ung 1wi tDLlt e a= 12, 6, 4, 3, 12. nt trasate ~1 """u g-eometnc a 

vârfurilor fi parabela de siguranţă. 1n figura 3.3. l b sunt trasate traiectorii corespunzând 
unghiului ini\ial a=!• pentru vi.teze ioi\iale proporţionale cu l, 2, 3, 4, 5. Se observă că 

înăllimile maxime sunt proporţionale cu aceste numere în timp ce bătăile variază 

proportional c-u pătratele lor 1, 4.., 9, 16, 25. 
ln figw-a 3.3. lc este prezentat hodograful ruicării pentru a=¾ care pune în e-vide1.1ţă 

componenta orizontală coos.tantă a vitezei {proprietatea nu depinde de a). ln figura 3.3. ld 
este prez,~ntată variaţia unghiului 0 al vitez~i cu orizontala îo timpul micării tot penlru a= ¾. 
Graficul oglindete proprietatea de sirndrie a ţra.iectoriei în raport cu verti-cah Î.ll·ă! t i.mii 
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maxime (proprietatea nu depinde de a). Variaţia mărimii vikzei (minim la înă lţimea 

maximă) în timpul micării , pentru a= ¾ este sch1\ată în figura 3.3. 1 e. 

Proprietatea de conservare a energ1e1 totale pentru a = ¾ este prezentată în figura 

3.3 .3f (proprit!tatea nu depinde de a). 

3.3.2. Să se studieze mişcarea punctului material greu, la suprafafa Pl:lmâutul~i. dacă 
rezistenţa mediului este proporţională cu viteza. 

Se alege referenţialul incf1inl 111 foi ~a În probh::ma precedentă (dcmon:strn\ia 
planeităţii traiectoriei este dată în pb.3.3.4); datde iniţiale vor avea exprimare identică. 

Considerând rezisteo\a mcdilllui 

R = - mgk2v l[k 2 f = M"L- 1T 1
, 

ecua\ia de mişcare a pun\:tului material 

mi = mg - mgk2i 

admite solu\i a repre-zentând mişcareu plană !,li în ,h.:cst caz (rezultat direct din ecua\ii ; v.şi 
problema 3.3.4) 

1 1 v cosa i 
X = x 0 + " li - exp(- k gt)] 

k2g 

.2 _ 2 k2 vusina + I( 1.2 1 
X - X 0 + k4g I - ex.p (- ll gt)] - k2 I . 

x3 = 0 . 

Prin eliminarea timpului rezultă ecuaţia traiectoriei 

2 - 2 Jc2 v u + I ( I • I I x • - x! . 
X - X u + IA X - X o) - IA n V cos a, 

ll ·ruOOS(l A·g u 

traiectoria admite asimptotă verticală 

l. I _ I VoCOS(l 
1mx - Xo + k2 

t➔ao g 

limx2 = - oo. 
1- • ao 

Punctul material se ridică pînă la înălţimea maximă (v2 = O) 

2 _ 2 v„sina 1 l ( Jc2 • 
Xmax - X o + k2g - k4g ll l + Vosma) 

pentru 

t = )gln(l +k2v0 sina) 

2 . 2 
I _ I V 0 Sll1 CX 

X - X u + 2 • 
2g(l + k v„sina) 

Bătaia se obJine rezolvând ecuaţia 

2 k 2v0 + I ( _1 _1) I l x 1 - x! _ O 
-lu +----"-- ,\ - --o - - n ----

k4rucosu. k4g VvCOsa . 

0 1:krm inan:a m ,111~ n,.:ă a lnăl\imii max im~ ~j a timpului de urcare, precum şi a bătăii 

~i timpului total i:stc c Xt 1npli!icata m programul de fWlÎ jos pc.ntru ,,! = v~ = 10 u.m. ~i 
b =- k1

-'- I u.m. Cu a<.:cla!?• p10l~ram sunt ob\inutt: ~i re-preuatările grafice din figura 3.3 .2. 
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> with(plots): 
> x1 :=v01 *(1-exp(-b*g*t))/b/g: x2:=-t/b+(1 +b*v02)*(1-exp(-b*g*t))/bA2/g: 

Ca Icu lu I componentelor vitezei 
> v1 :=diff(x1, t); v2:=diff(x2, t); 

(-b g t) 
vl := vOJ e 

l (I +bv02)/-bgt) 
v2 := -,; + b 

Proprietati ale miscari: cazul limita b=O al miscarii in vid 
> limit(v1 ,b=0); limit(v2,b=0); 

vOJ 

-g t+ v02 

> limit(x1 ,b=0); fimit(x2,b=0); 

vOJ t 

l 2 
- ]. g I + t v02 

Propcictati ale miscarii: valorile limita ale ,vitezei, existenta asimptotei 
> assume(b>O,g>O): 
> limit(v1 ,t=infinity); limit(v2,t=infinity); 

> limit(x1 ,t=infinity); limit(x2,t•infinity); 

o 
l 

b~ 

vOJ 

b~g~ 

-00 

> g:=9.8: 

> X1 :=unapply(x1, v01,b,t): X2:=unapply(x.2, v02,b,t) : 

> V1 :=unapply(v1, v01 ,b,t): V2:=unapply(v2, v02,b,t): 

Determinarea bataii si a inaltimii maxime 
> tb:=solve(X2(10, 1,t),t); xb:=X1(10, 1,tb); 

tb := 1.122430229, O 

xb := 1.020391117 
> tu:=solve(\12(10, 1,t),t); h:=X2(10, 1,tu); 

tu := .244683191 I 

h:= .7757249719 
> pklt({limit(V2(0,b,t),bia0),V2(0, 1,t),V2(0, 10,t)},t=0 .. 1); 
> animate(V2(0,b,t),t=0 .. 1,b=0 .. 10); 
> plot3d(V2(0,b,t),t=0 .. 1,b=0 .. 10,orientation=(-60, 75],axes-=framed); 
> plot({(limit(X1(10,b,t),b=0),limH(X2(10,b,t) ,b=0),t=0 .. 2J,[X1(10,0.1,t),X2{10,0.1,t),t:::0, .2],(X1 (10 
> ,0.5,t),X2(10,0.5,t),t=0 .. 2],[X1(10, 1,t) ,X2(10, 1,t),t=0 .. 2]}); 

ln figura 3.3.2a este repre.tcntntă vari aţia componenki verticale a viteL;eÎ p,.:nu·u 
ciltcva vnlori ale parametrului /-> · k 1 

„ j '-'lh. Lă ini1 ialii nuia . An.·e~~i v:iria\ie t"sr~: praentarn 
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global în figura 3.3.2b. In figura 3.3.2c sunt prezentate traiectoriile pentrn câteva valori ale 
parametrului b pentru o viteză iniţială v! = i•~ = 10 u.m. 

04 06 08 
1 ' o1'<--=----~=~~==~~b-="'l:"O 

b= I 
-2 

-6 

v.,=O v2 

-6 b=IO 

Figura 3.3 .2.a 

-, 

2 

v0 = O 

_-./",o 
o ___.,.-;. 

02 04 ---- - __ .,.,.,..... u 
c 11 o-e_,...- 7 b 

f 1 O 

-, b= O. I I Figura 3.3.2.c 

-'l b=0.5 

Figura 3.3.2.b b= I 

Figura 3.3.2 

3.3.3. Să se studieze mişcarea pe verticală a unui punct material greu, la suprafa,a 
Pământului, dacă rezistenţa mediului este proporţională cu pătratul vitezei. 

Mişcarea pe verticală se realizează în cazul în care viteza iniţială este verticală 
(v.problema 3.3.4), mişcarea fiind descendentă sau ascendentă unnată de o mişcare 
descendentă după sensul vitezei iniţiale. 

Rezistenta mediului în acest caz are expresia 

R = -mgk2vv ([k2
] = M 0 L -2T 2

). 

Fie Ox2 axa pe care se va destă~ura mişcare. 

Miscarea ascendentă. 

Fie la momentul t = O 

lntrndt în mi~carca ascendentă 
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conduce la ecuaţia diforenţială de ordinul întâi 

V = - g( I + ,P V 2) 

având soluţia 

V = ţtg[ arctg(kv o) - kgt). 

lînălţimea la care se va atla punctul mah.,rial, în funcţie de viteza sa rezultă din integrarea 
ecuatiei 

,Y ::: l' 

asociind-o cu ecuaţia Jiforeoţială anterioară 

I I + k21•~ 
y = Yo + 2gki Io I+ k1,,i-

Legea de vwiaţie a vitezei în timp arată că aceasta descreşte până la zero într-un interval de 
timp dat de 

când atinge înălţimea maximi 
2 

)'nu1x = Yo + -k12 ln (I+ k2vt) <y., + 
2
Vo. 

2 ~ g 

Timpul cât punctul material urcă în mediul rezistent ei.h: mai maJ·e decât timpul îu vid, iar 
înălţimea maximă pe care o atinge este: mai mică decât cea u1 vid. 

Miscarea c.lc;iCS!ndţntă. 
Fie la momentul / = /1 

In acest caz 
.1 ::. yh, i = -vh 

şi ecuaţia difc,mmlială a mii;că.rii va fi 

având soluf ia 

v=l . Cexp(2k(t - t1)) - l C= I +kv 1 
k Ccxp(2J.(t-t 1))+ l' l-kv 1 • 

lnAl\i1,nea la care se: află punctul mateâal cite dată ~ 

I I - k2vi 
y = y, -· 2k2g ln l - k2v2· 

Mig;ru:1,; 1tii-cs:1rdtroti urmulA ~ miiwur\'. di::scem.kntă. 
ln mi~an:a ascencknl.ă fie y., - O. Lug.ile mt~ării l>I.Ull cde pn.:1.c:ntalc mai Ml:. Da~i;k 

ini,ialc pentru r.ui!,',.:an:a Je:»4:enJet1lă ce unn~ă rn~căt·ii a1,4.:endeute swu valorii~ li,1-rnlc ale 
,u.:~st~ia, ,.Ji:c..'\ 

t 1 = _kl arctg(kv") 
g 

1- h~(l -f ,( l ,,A) ,. , -- 0. 
:.~ ! ~ ,, .. 

7-1 
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Legile mişcării se particularizează din rela{iile de la m1~carea descendentă . Viteza la 
coborâre - cea pentru care y = O - va fi 

2 V~ < i•~. 
vcub = k2 2 ~ 1 + \10 

Timpul de coborâre - cel la care v = v
00

b - va fi 

fcob = k~ ln[ kv 0 + Jt +k2v~] > ~. 

Pentru valori foarte mici ale parametrului k, prin dezvoltare în serie în jurul valorii 
k= O, rezultă relaţiile 

1,uc = ~ [ 1 -t v~k2 + ... ] ; Ymax = ;;[ I - ½v~k2 + ... ] 

t _Va[) _ l ,2k2 ] . ,2 _ 2[ I_ k 2k2 ] cob- g 
6

i 0 + ... ,icob-Vo Va +v0 + .... 

care arată că pentm valori mici ale parametrului k se poate considera mişcarea cu neglijarea 
rezistenţei mediului. 

Pentru o viteză iniţială v0 = 111, 1 l m/s şi valoarea parametrului k2 = 8.10-5/g, sunt 
reprezentate grafic variaţia vitezei şi a înălţimii în timp şi calculate mărimile caracteristice 
corespunzătoare mişcării pe verticală cu rezistenţa proporţională cu pătratul vitezei şi 
comparate cu cele pentru micarea în vid (timp de urcare, timp de coborâre, viteza de 
coborâre, înălţimeaa maximă). Programul utilizat este 

> with(plots): 
Introducerea datelor, calculul unor parametri 

> g:=9.81 : lb:=8*10"(-5)/g : v0:=111.11 : k:=sqrt(lb); 

k:= .002855686246 
> t0:=v0/g ; t1 :=arctan(k*v0)/(k*g); t2:=ln(k*v0+sqrt(1 +k"2*v0"2))/(k*g); 

tO := 1 l.326 l 9776 

tl := 10.96753273 

t2 := 11.14427802 
> v2:=sqrt(v0"2/(1 +k"2*v0"2));y0:=v0"2/g; y1 :=ln(1 +k"2*v0"2)/(2*k"2*g); 

v2 := 105.9066763 

yO := 1258.453833 

yl := 599.5300965 
Variatia vitezei in timp 

> vu :=proc(t) tan(arctan(k*v0)-k•g•t)/k end: 
> vc:=proc(t) (exp(2*k*g*(H1))-1)/(exp(2*k*g*(t-t1))+1)/k end: 
> ga:=plot(vu(t),t=0„t1): 
> gd.=plot(vc(t),t=t1..t1+t2): 
> display({ga,gd}); 

Yariati:i inaltimii in timp 
> yu :=proc(v) ln((1 +k"2•v0"2)/(1 +k"2*v"2))/(2*g*k"2) end: 
> yc: =proc(v) y1 +ln( 1-k"2*v"2)/(2*g*k"2) end: 
> tu :=proc(v) (arctan(k*v0)-arctan(k*v))/(k*b) end : 
> tc·=pr oc (•1) t1+In((1 • •,,).'(1-h."v))/(2*k*g) end: 
,,,. tt ! \[ t \ I ,lt 
> !L. ::: ; . J<(, • ( ) . ' \' / .') \ 

> d lSfJluy({_tu !,;}) 
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I ' y ... /- ~---.__ 
I ' 

I I I \ I I I I I '\ 

I I ~î '\ ..., 
I ' I 
I ' I ~·j \ I I \ I JO) 

~ \ I 

'\/ 
I 

s ,i I n), 10 20 •• •• t 

,:, = 111, li m/s 11=2 
Â _, 2 2 g = s•10 s Im 

Figura 3.3.3 

3.3.4. Se consideri mişcarea unui punct material greu la sţiprafaţa Pământului, presupunând 
că el întâmpini o rezistcnţ,A 

R = - ,ngf(v)~, v = lfvl 
unde ./{v) arc urmitoarele proprietAţi pentru O < v < v •• : 
- este nenegativi 
- este monoton creac-ătoare 
- este derivabilA 
- ecuaţia.l{v) = 1 arc soluţie v •. 
a) SA se arate că traiectoria este plani /rectilinie. 
b) SA se deduci ecuaţia hodografului ( ecuaţia fundamentali a balisticii exterioare). 
c) Să se arate că viteza este limitată inferior şi superior. 
d) SA se arate că traiectoria admite asimptotă verticală. SA se studieze disimetria dintre 
ramura ascendentă şi cea descendentă a traiectoriei. 

a) Fie un referenţial inerţial ale.a astfel încât planul Ox1 x1 &ă treacă prin poziţie iniţială 
şi să couţinA suportul vitezei iniţiale, deci la momentul t = O 

x1 =x!,x2 =x~,x1 = O 

i 1 = v„cosa,.i2 = v„sina,.i'1 = O. 

ln raport cu referenţialul ales mişcarea este descrisă de ecuaţiile diferenţiale de ocdiaul al 
doilea 

Acestea admit, în condiţiile iniţiale date, soluţie unică verificând ccua\1ik difcrentialc 
. I 

"I „/I )X X = -lif'.U U 
• 2 

x2 -= - .ef(u)'~, - g 

.r1 = O. 

I tu.:â vikLa iniţială este verticală , at1111i.:i mi ~carea are loc pe vt:rtii.:ala po.ti \i c: i ini\i.1k (v, li g). 
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b) Notând cu .0 unghiul vitezei cu Or' , ecuaţiile mişci'trii în planul Or' x 2 se scnu 

i•cos0 - ,,e sin 0 = - g/{v)cos0 

i• sin 0 + ,,e cos0 =- -g/{v)s in 0 - g 

sau aduse la forma normală 

v = -gsin 0 - g/{v) 

\,0 = - gcos0. 

Eliminând timpul, se obţine ecuatia hodografului sau a fundamentală a balisticii exterioare 

tiv = v[tg0 + /(v) ]. 
d0 cos0 

Rezultă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei şi legea de variaţie a unghiului 0 în timp 
0 

t = _ _!_ f ,,(9) d0 
g 

00 
cos0 

o 

x 1 = x! -b f v2(0)d0 
Ou 

o 

x 2 = x~ - ½ f v2(0)tg0 d0 
llu 

Intrucât mişcarea are loc pentru -Î < 0 < Î• unghiul vitezei cu orizontala descreşte în timp. 

c) Fie 8
0 

> O. Pentru Î > 0 > O viteza creşte (~~ >O) şi deci O< v(O) < v < v0 • In 

intervalul următor de variaţie a lui 0, -Î < 0 < O dacă viteza descreşte în continuare, ea 

rămâne inferioară lui v
0

• Dacă ea creşte, atunci 

sin0 + J(v) < O ⇒ ./{v) < -sin0 < I; 

funcţia f fiind monoton crescătoare şi f(v.) = 1 rezultă v < v • . Deci viteza este limitată 
supenor 

v < max(v0 , v.). 

ln intervalul O < 0 . < 0
0 

viteza este superioară valorii v(O). In intervalul (-J, O] 

viteza poate fi mai mare decât v., atunci şi v(O) > v. şi v. esle limita inferioară a lui v pe 

( - !,O j. Să admitem că există un interval [82,0i] c (-Î,O j în care v < v •. Dacă e1 = O 

atunci V (O) <v •. Dacă el < o atunci V > v. pentru e E (0 I, O). Pentru e E [02, ei) 
J(v cos0) J(\'} I ---·----=--<--vcos0 d0 cos0 cose 

sau 

~lln(vcos0)+1n( 
1 

;
0
~~

8
) j < 0 

de unde prin integrare între 0 !,li 0 , (v(0,) = ,,. ) se obtinc 

1 
\'(01 )(I - sin0i) 

0 11 
v(0)(1 - sin0) < 
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1' 1111 III llldl l' 

,,(0 ) > ,,(0,)1 - si~O, -> l'(O,)l - sin0 1 _ v(0 1) 
I s1n O 2 / -2-. 

l - sin0 < 2 1 - sin0 1 > 0 

ln conclu7ie 

. (V• 11(0)) v> m1n 2 ,-
2

- . 

O discuţie similară se poate face dacă 0
0 

< O. 

d) Din ecuaţiile parametrice ale traiectoriei şi din legea de variaţie a unghiului 0 în 

timp se obţin limitele 
a 

liro x 1 = l J v2(0)d0 < +oo 
tl➔- • g l _! 

l 

lim x2 = - oo 
fH-j 

deci traiectoria admite asimptotă verticală. 
Fie două puncte atlate la aceeaşi înălţime x:, unghiurile vitezei cu orizontala fiind 01 

respectiv 02 (xl < x~) . Relaţia între x2 şi 0 se poate scrie sub forma 

de unde 

dar cum 

v2(0!0s20dt2 = tg0d(tg0) 

2 
X: 

tg20, = -2g J 
.rL. 
x! 

tg202 = - 2g ! v2(0~os20 dx2 
.rmu 

d(vcos0) = v/(v) > 0 
d0 

produsul vcos8 descreşte !fi deci 

tg201 <tg202. 

Din teorema energiei cinetice, în intervalul corespunzător punctelor atlate la aceeaşi 
înălţime, se obţine 

v~ - v~ = - 2g J vj(v)Jt < O 
,, 

de unde 

0 , V l ....: I ' 1 . 

.'\.].5. S · ::.e !-> lt1d1 i.:1i.: m1 ~l'.a1e.1 1111111 JJUIIL'I 111akrial greu la supi-afap Pământului . wns1dcra11d 

1'-·/1:,h: 11l a m i.:d11al111 p1opof11011,ila ,:11 u putc:1~ .1 -.,ik1i.:i 

IX 
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Fie 

f(y) = kv". 

Ecuaţia fundamentală a balisticii exterioare se scrie sub forma 

d(vcos0) = /vcos0)"+ 1 

d0 (cos0)"+1 

Integrând această ecuaţie cu variabile separabile se obţine 

0 d0 
u,,(0) = f +!

0
; cp,,(0) = u,,(0) - u,,(0 0 ) 

0 cos" 

(0) 0 VoCOS0o 
V COS = I~ 

( I - nkcp,,(0)(v.,cos0 0 )"] " 

2 20 o 
X I = X I - V o COS u f tJ0 

o g Oe cos20(l - nkcp,,(0)(vocos0u)"] 21
" 

2 _ 2 v~cos20o Jo tg0J0 
X -Xo - g 2/ 

1)0 cos20(l - nk<p,,(0)(v.,cos0 0 )"] 
11 

o 
v0 cos0o f d0 

1 
= g 0

0 
cos20[ I - 11kcp 11 (8)(v 0 cos0u)"] 11" 

lu cazul vitezelor foarte mici se poate lua 11 = I (legea lui Stokes); pentru viteze sub 
250 m/s o evaluare mai bună se obţine cu 11 = 2; pentru 250 m/s < v <500 m/s se ia n = 3; 
dacă 500 m/s < v < 700 m/s se ia n = 5. Pentru 700 m/s < v < 1200 m/s se adoptă valoarea 
n = 1.7 [v.C.lacob] . 

3.3.6. Să se studieze mişcarea unui punct material greu la suprafala Pământului, considerând 
rezistenţa mediului proporţională cu pătratul vitezei . 

Procedând ca la problema precedentă, cu notaţiile 

q=-tg0, qo= - tg0 0 , u2(0) =-½F(q), F(cj) = qJl+q 2 +1n(q+Jl+q2 ) 

rezultă 

v2 = l l + </2 C = I + q~ 
k C + F(q) - F(q.,)' kv~ 

xi = x! - _I fq dq 'x2 = x~ + _I Jq qdq 
kg C + F(,1) - F(lJu) kg C + F(,1)- F(qu) qu qQ 

I = _1_ J dq 
g[i q„ jc+F(,1) - F(q.,) 

ln tigura 3.3.6 sunt prezentate traiectoria ~i variaţia mărimii vitezei în timp pentru 

k1 _ 
8- lgO 

5
, v., :... 111.1 I rn/s WO l...m/h, 0., =- ¾-

Ri.:pri.:Ll!lllărilc gralici.: p1,.;cu111 ~i calculul dementelor caracteristice (timp de u1care, 
ti111p d1: rnbo1:1n.:, vill!La la sl:i1~il11I urcării, înăllimea maximă, bătaia, poziţia asimptotei, 
v1kL,1 li1111H1) sunt 11.:a li,ak cu p1og1a1111il 
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> with(plots): 
> v0:=111.11 : g:=9.81: lb:=8*10"(-5)/g: 
> unghiO:=Pi/4: qO:=-tan(unghiO): a:={1+q0"2)/lb/v0"2: 
> unghif:=-Pi/3: qf:=-tan(unghif): 
> n:=ceil({Pi/2-unghi0)*72/Pi)+35: pas:=Pi/72: 
> F:=proc(q) q*sqrt(1+q"2)+In(q+sqrt(1+q"2)) end: 
> G:=proc(q) a+F(q)-F(qO) end: 
> v:=proc(q) sqrt((1+q"2)/G{q)/lb) end: 
> fx:=proc(q) 1/G{q)/lb/g end: fy:=proc(q) -q/G(q)/lb/g end: 
> ft:=proc(q) 1/sqrt(lb*G(q))/g end: 
> xa: =evalf (int{fx{ q), q=qO .. infinity)); 

xa := 4594.671409 
> vu:=evalf{v(O)); tu:=evalf{int{ft(q),q=qO .. O)); 

vu := 74.38622783 

tu:= 7.776720775 
> h:=evalf{int{fy{q),q-=qO .. O)); xu:11:evalf{int{fx{q),q=qO .. O)); 

h := 302.0614191 

xu ;= 593.4281849 
> vf:=sqrt{g*10"5/8); 

vf := 350. 1785259 
> traiect:s[seq([evalf(int(fx{q),qsqO .. -tan(unghiO-i*pas))),ev~f{int(fy(q),q=qO .. -tan(unghlO-i*paa)) 
> )],i=O . .40)]: 
> plot(traiect); 
> viteza:=[seq([evalf(int(ft(q),q•qO .. -tan(unghlO-i*pas))),v(-tan(unghiO-l*pas))J,l:aO .. n)]: 
> plot(viteza); . 

V 

v0 = 11 l, 11 m/s 

11 = 2 
Â.g = s+ }O•ial/ml 

y 

lOD 

"3 

Figura 3.3.6 
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§3.4. Mişcarea punctului material În câmp central. 
Mişcarea kepleriană 

Mişcarea punctului material P în câmp central de centru O 

F = F(r)i, r = llxll, (x = OP) 

este caracterizată de următoarele legi: 
- traiectoria se află în planul care trece prin pozitia iniţială x„ şi conţine supo11ul vitezei 
iniţiale v 

O 
de la momentul t

0
; în acest plan poziţia punctului va fi precizată prin coordonatele 

sale polare r şi 0; 
- în timpul mişcării viteza areolară este constantă 

C= Ix X vi = lxo X Voi= roVosina; 

- traiectoria r = r(0) rezultă din ecuaţia lui Binet 

d2 (l) l = - ,.2F(r) 
d82 r + r mC2 . 

Mişcarea în câmp central este o prezentare simplificată a unui sistem izolat format din 
două puncte materiale în absenţa forţelor exterioare (v.L.Dragoş şi problema 4.5). 

*** 

3.4.1. Să deducă legile mişcării punctului material în câmp central din legea lui Newton 
scrisă în coordonate sferice. 

Fie Ox1 .x2 x3 un reper inerţial şi r, 0, q> coordonatele sfe1ice asociate 

x 1 = rsin0 cosq> 

x2 = rsin0 sin q> 

x3 = rcos0 

r E (O,+oo) 

0 E [O, 1t] 

q> E [O, 21t] 

Ecuaţia vectorială de mişcare 

ma= F(r)i 

în proiecţie pe triedru] lr, la, l<f> conduce la ecuaţiile scalare (v.problema 2.40) 

m(r -rt) 2 - nj> 2sin 20) = F(r) 

m(2;e +~-nj>2sin20) = O 

m(r<i> sin 0 + i-<j> sin 0 + 2,t)<j> cose) = O 

Ultima ecuaţie se mai scrie 

I d ( 2 • · 29) _ O - .-
0 

· -, r q> S111 - • 
rsm , t 

Dacă refrrenţialul inerţial esk astfel ales încât planul q> = O să fie planul determinat de 
pozi1ia ini1ială ~i suportul vitezei iniţiale, atund q> 0 = O,<j> 0 = O şi deci 

r L(j) sin 20 = O 

<i> - O, <P = O 
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adică mi~carea este plani În planul detenninat de pozitia initialA şi suportul vitezei initiale. 
Din a doua ecuatie rezultă 

! . i!(r2e) = O ⇒ r28 = C 
r dt 

(conservarea vitezei areolare). Prima ecuatie prelucrată acum la fel ca şi În cazul utilizări i 

coordonatelor polare conduce la ecuaţia lui Binet. 

J.4.2. Să se studieze mişcarea punctului material sub actiunea unei forte elastice F = - h , 
k> O. 

Fie în planul determinat de pozitia initială şi suportul vitezei initiale, în coordonate 
polare, condiţiile iniţiale 

r0 ,80 ,ro = V0 COSa,ro8u = VoSina. 

Ecuaţia lui Binet scrisi în raport cu u = } 

u11 + u = - k 
mC 2u3 

unde 

admite integrala primă 

u12 + u2 = k + 2C 1 
mC 2u2 

cu C1 rezultând din datele iniţiale 

_ J_ 1 __ ctg a . 
Uu-ru•Uo- ro• 

Multiplicând cu u2
, aceasta se scrie 

(u 2)'=2J~ +cf - (u2 - C1)
2

• 
mC 

ecuaţie ce admite soluţia 

u2 -C, u2 - C J k 2(9 -80) = arccos ° C - arccos C 1, C2 = --2 + Cf 
2 2 mC 

Problema va fi reluată prin integrare directă în §3.8. 

j.4.3. Un punct material se mişcă pe o circumferinţi de diametru 2a sub actiunea unei forţe 
de atracţie din partea unui punct fix O al circumferinţei. SA se deducă expresia forţei centrale 
care determină aceastl mişcare şi viteza În punctul A diametral opus lui O pentru care 
mişcarea să fie posibilă. 

Fie OA axa Ox' . Datele iniţiale ale problemei (cu A poziţie iniţială) sunt 

ru = 2a. 0u = O. VuClla = Î,C = 2avu . 

Reprezentarea parametrică a traiectoriei fiind 

r = 2acos0, 
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din ecuatia lui Binet rezultă 

prin umrnre forţa care determină mi~carea are expresia 

F(r) = _ mk, k > O 
„_1 

dacă viteza init ială\',, este astfel încât k = 8 C 2a 2 adică 

I ~-\' - -- -., - 2a 2 2 . 

Punctul material ajunge din A în O după un interval 
de timp ce se obţine din legea ariilor 

4a 20 cos 20 = '2av„ 

adică 

• , 
_ 2a f 29 /8 _ 1W 

t - V:- J cos ' - -;,-\, . 
- o 

" 
Dacă viteza în A ar avea altă valoare, punctul ar avea 
altă traiectorie ca la problema 3.4. 11. 

3.4.4. Un punct material _se mişcă sub ac\iunea unei forle centrale pe lemniscata 
r2 = a cos 20 . Să se deducă expresia forţei care ddermină această mişcare ::;i relaţia ce trebuie 
să existe între datele iniţiale şi mărimea forţei. 

Poziţia iniţială a punctului material este caracterizată prin 

r., = Jacos20., ,e„ 

(dacă a> O atunci e„ E (-!, ¾) sau 0o E (
347t, 54rc) ). 

Viteza iniţială fiind v., , unghiul ei cu x„ se poate detennina 

( ) 2 sin 20., 
cosa= COS X0 , V., = 

J I + 3 sin 220„ 

Ţinând seama de reprezentarea parametrică 
a traiectoriei, din ecua\ia lui Binet rezultă 

F(r) = 3mC2a2 
r1 

deci expresia forţei centrale care dete1mină 
această mişcare este 

F(r) = -"'f, k > O. 
r 

M1~carea sub :11.:1iunea unei asemene forle 

U 4 

Figurn 3.4.4 

,11 ~ 1~1-: pc -:111 ba dată numai dacă viteza iniţială a punctului material are valoarea 

' k \'., J 1-,-:--0' l')-0 
. (I I.: s - " 
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Traiectoria punctului material sub acţiunea forţei centrale de tipul considerat penlrn o 
viteză ini\ială diforită de cea determinată este obţinută la problema 3.4.9. 

3.4.5. Un punct material se mişcă sub acţiunea unei forţe centrale pe spirala logaritmică 
r = a exp(Ae) . Să se deducă expresia forţei care detennină această mişcare şi relaţia ce 
trebuie să existe între datele iniţiale ~i mărimea forţei . 

Pozitia iniţială a punctului material este caracterizată prin 

r., = aexp(Ae.,),e., . 

Viteza iniţială fiind v
0

, unghiul ei cu x
0 

se poate determina 

A.Cose., - sine„ 
cosa= cos(x 0 , v.,) = -~;::====---

/A. 2 + I 

Ţinând seama de reprezentarea parametrică 
a traiectoriei, din ecuaţia lui Binet rezultă 

F= mC2(,_,2 + I) 
,-3 , 

deci expresia forţei centrale care detennină 
această mişcare este 

F =-"'k k > O ,-3 , . 

Mişcarea sub acţiunea unei asemene forţe 

figura 3.4.5 

are loc pe curba dată numai dacă viteza iniţială a punctului material are valoarea 

[E I 
v., ::: V;.~ ÂsinO., +cose.,. 

Traiectoria punctului makrial sub ac,iunea foqei centrale de tipul considerat pentru o 
viteză iniţială diferită de cea determinată este obtinută la problema 3.4.10. 

3.4.6. Să se studieze mişcarea unui punct material sub acţiunea forţei de atracţie universală 

F(r)= - fMm 
r2 

din partea unui punct de masă M ( / = 6.6 7 • 10- 11 S.I . ). 

a) Traiectoria unui punct material supus actiunii foiţei de atracţie universală este o 
conică . Natw·a conicei depinde de condiţiile initiale: 

- traiectoria este elipsă dacă 

- traiectoria este parabolă dacă 

- traiectoria csk hiperbolă dacă 

r0 v~ < 2/M (e < I) 

r u i•~ = 2/M (e = l) 

r 0 v~ > 2/M (e > I) . 

lnlr-adevăr, fonnula lui Binel deviue în c,wil for\ei de atr.w:\ie universală 

L(l) + l =fM 
Je l r r c2 

8-1 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



l = A cose+ Bsin0 +JM2 
r C 

Condiţiile iniţiale (r0 ,00 ), (r0 = v„cosa, ,,eo = v„sina). Ele urmează să fie utilizate în 

determinarea constantelor A şi B din expresiile lui }, ~ (}) pentru 0 = 0u. Dar 

d(t) Ir 
de r =-r2()" 

Prin urmare 

{ 

A cos0 0 +Bsin0u +~ = )
0 

. S B S v0 cosa - A sm o + cos o = C 

de unde 

Solu\ia se scrie sub fo1ma 

(*) r= p 
I + e cos (0 - 01) 

unde 

c2 r~v~sin 2a · p . p cosa 
p = JM = JM , ecos(0 0 - 0i) = ,.., - l,esm (0 ,, - 01) = ro sin a 

e2=l+p_( P _2) = t +p_(r„v~ _ 2'î tg(S _ 0 ,) = r„v~sinacosa 
ro r„sin 2a r.,~JM )• " r

0
v~sin2a - /M. 

(*) arată că traiectoria este o conică, cu centrul atractiv în focar, iar din ( 0 ) 3 rezultă natura 
co01ce1. 

Acelaşi rezultat se putea obţine utilizând integrala primă a energiei 

V =-fMm 
r 

½m[i-2 +r202 ] + V(r) = h 

(:) i = { ~[ ?,1- + (f M/ ] - (u - /M)2} 

21 (IM) 2 

u =- JM - - 1
- + - cos(0 - 01) ,,,ci r 

p 
r -= ------

1 e COS (0 - Q I) 
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ci 
p = JM' e = I + 

2l1111C1 I 2 /Mm 
---2 , /, = ;:;ftH'0 - -

1
.-. 

(/Al) ~ " 

Exemple de conice depinzând de condi\iile iniţiale sunt date în figura 3.4.6, pentru 
aceeaşi pozi\ie ini\ială r

0 
(aleasă drept unitate de lungime) şi pentrn o viteză ini\ială a cărei 

mărime verifică rela\ia k = Î{] = 1.7, 2, 2.5 (elipsă, parabolă, hiperbolă) şi care face cu 

direcţia iniţială 8
0 

= O un unghi a. = "i respectiv_a. = Î' 

~ 
hipcrbola ~ 

parab~la ~ 

.:lipsa 

-6 ... 

' " '----

parabola 

hiperbola 

/ 

~ f /• • a=-
4 // 

Figura 3.4.6 

Rcprezootrile grcfice sunt realizate cu programul 

> with(plots) : 
Ecuatia conicei functie de parametml k 

> r:=k*sin(a)"2/(1 +(k*sin(a)"2-1 )*cos(u)-k*sin(a)*cos(a)*sin(u)): 
> R:=unapply(r,u,a,k): 

Reprezentacile pentru doua unghiuri ale vitezei initiale cu pozitia i.nitiala 
> xs:=-7: xd:=5: yj :=-6: ys:=8: 
> elp1:=plot([R(u,Pi/2, 1.7),u,u=-Pi„ Pi],x=xs .. xd,y=yj .. ys,coords=polar): 
> par1:•plot([R(u,Pi/2,2),u,u=-Pi. .Pi],x=xs .. xd,y=yj .. ys,coords=polar): 
> hip1:=plot([R(u,Pi/2,2.5),u,u=-Pi .. Pi],x=xs .. xd,y=yj .. ys,coords=polar): 
> display({elp1 ,par1 ,hip1 }); 
> elp2:=plot([R(u,Pi/4, 1.7},u,u=-Pi. .Pi],x=xs .. xd,y=yj .. ys,coords•polar): 
> par2:=plot([R(u,Pi/4,2),u,u=-Pi .. Pi],x=xs .. xd,y=yj .. ys ,coords=polar): 
> hip2:=plot([R(u,Pi/4,2.5),u,u=-Pi. .Pi],x=xs .. xd,y=yj .. ys,coords=polar): 
> display({elp2,par2,hip2}); 

b) Dacă traiectoria este elipsă, se definesc apsidele pentru 

a= l(_p_+_p_) = -1!._, b==aJl-e2 == P 
2 1 + e 1 - e 1 - e 2 J I _ e2 

Perioada mişcării rezultă din 

t == 1tab 
C 

Se ob1ine lcgc::1 a III -a a lui Kepler: raportul dintre pătratul perioadei şi cubul semiaxei mari 
nu depind...: de punctul material în câmpul de atrac1ie al aceluiaşi centru 
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1.:.. = ( na 2 ~) 2 = 7t 2 a( _I _-_e_l_) - _1t_2 /_'J = _1t_2 =- const. 
a 3 a 1C2 C2 C2 JM 

c) Dacă sunt adevărate legik lui Kepler 
I - traiectoria punctului material c:ste o dipsă 

li - raza vectoare mătură arii egale în intervale de timp egale (viteză areolară constantă) 
III - rapor1ul dintre pătratul perioadei şi cubul semiaxei mari este constant 
atunci mişcarea are loc sub acţiunea forţei de atracţie universală, trecând prin focarul elipsei . 

Traiectoria fiind elipsă este plană . ln coordonate polare ecuaţia traiedoriei este 

r = p e < I 
I 0

, . 
+ecos 

Legea a doua în coordonate polare 

Ecuaţiile de mişcare în coordonate polare 

m(r -,-6 2) = F,., m(,ţj + 2iB) = Fa 

Din ecuaţia a doua şi legea a doua a lui Kepler, rezultă F0 = O, deci mişcarea se efectuează 
sub acţiunea unei forţe centrale trecând prin focar. Aplicând fornula lui Binet, se obţine 

F=_mC
2

[ d
2 (l) ,.ll =-mC'2 [ ecos0 + I t-ecos0l= - mC

2 =-mC2 
_L 

r2 J02 r r r2 p p pr2 p r2 

ci 
Trebuie demonstrat că est~ constantă i11Jc:pendentă de punctul material. Prin calculul p 
anterior se obţinuse 

2 n2p 
L = -- = const. "3 c2 

de unde cerinţa fonnulată . 

3.4.7. Să se determine potenţialul forjelor de atra~ţie universală în următoarele cazuri: 
a) un singur punct material de masă m atras de punctul material de masă M; 
b) un singur punct material de masăm atras de un sistem discret dc: puncte materiale; 
c) un singur punct material de masăm atras de corp sferic omogen c~ densitatea de masăµ. 

a) F = -/Mm~, r = N x U „2 r 

p ~-: f' . v · fMm x. dx =fMm d (Ix. x) = /Mm J.!..( 1 rl) _1Mm „dr _ 
r 2 r dt ,-3 dt 2 r3 dt 2 r3 dt 

=- _1Mm dr -= i!_(fMm) dr = i_(JMm) 
,- 2 dt dr r dt dt r 

Oc:ci poknlialul foqc:i de au ac1 ie uniwrsală (pentru un punct material atractiv) este 

U(r) - f A~n . 

b) Po1~11\ial11I forţei <.k at1aqie u11ivc:1:,ală a unu, punct material atras de un sisklll de: 

Pu111.: lc: 111at..:1 ialc 1111 , l I I c::,h: 
J J J li 

H7 
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c) Poten1ialul newtonean al unui corp 1igid continuu, cu masa s~cifică ~1(y) este 

_ rtî il(y) 
V( x) - fm JH li x - y li dw Y. 

Potentialul newtonean al unui corp sferic omogen este egal cu potenţialul unui punct 
• material, în care ar fi concentrat masa totală, plasată în centrul sferei. 

U(x) =fm~luw llx ~Ylldro_l' =I~j; 

D - {( I 2 ]) ( 1)2 ( 2)2 ( 3)2 R2} M-1 R] - X ,X ,X , X + X + X ~ • - 31t~lu o 

Fie punctul material de masă m situat pe axa Ox3 
• la distanţa z > R de centrul sferei. 

Utilizând coordonate sferice 

{ 

X 1 = p sin0 COS(j) 

x2 = psin0sinq> 

x 3 = pcos0 

domeniul sferic este acum caracterizat prin 

Atunci 

· U(x) =- fm~L„ f [J (lf I p 2sin 0dej' dpld<ţ, = 
o o o jp2 +.:: 2 - 2p.::cos0 

R 

= fm~lu · 21t f ~( J;Ţ;.:: 2 + 2µ :: - Jp 2 +z2 - 2pz )Jp = 
o 

R R l 

= fmµ u · 
2t f P[ IP + zi - IP - zl]dp = fm~l u · 

2t J 2p 2Jp = /mµo · ~re~ = JM_)n 
o o 

3.4.8. Să se studieze. condiţii le de satelizarc!. 

a) La suprafaţa Pământului, forţa de atrac\ie universală este egală cu greutatea puo<:tului 
material 

F = mg 

/,,fm = mg ⇒ JM=gR2. 
R2 

b) Vitaa de lansare a satelitului de la distanţa r.., > R trebuie să fie astfel încâ·t 

l"ul'~ <. 2gR 2
. 

lntr-adcvăr, l1aicdoria "punctului material" atras tr.:buie ,ă fi~ o elipsă, ~ntru ca acesta să 
1°1c ~aldit. Dc~i 
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c) Condiţiile de satelizare sunt 

Traiectoria satelitului (elipsa) nu trebuie să intersecteze suprafaţa Pământului, prin urmare 

22·2 ( 2 \ 
r = p = rovosm a e2 = l +.f!_ roVo - 2 I 

l + e cos 0' p fM ' r0 \. fm ) 

r > R V 0 E (O, 2n] ⇒ rmin > R ⇒ _p__ > R 
l + e 

⇒ ⇒ 

t(r~~~2a -1) > 2(k - ,.1
0
}ro > R ⇒ r~sin

2
a - R 2 > O 

u 

Pentm ca "(~ - 1) 2 

> e 2 

2 2gR 2 R(r0 - R) 
V o > - ,-- 2 • 

0 r 2sin a - R2 o 

⇒ p - I > e" trebuie ca p > R. Din (+) se ob\ine 
R 

R3· 2gR.l r.,(ro - R)si,/a < v2r 2sin2a 
g < l o o 

r~sin a - R 2 

prima inegalitate rezultând din 

2r0 si11 2a(ro - R) > r ~sin 2a - R 2 <=;> {rosina - R)2 + 2roRsina(l - sin a) > O. 

d) Dacă intrarea pe traiectorie se face sub unghi a = n /2, atunci 

2gR 2 R 2 2gR 2 

-,.---R- < Vo < -,.- . 
a ra + () 

Rezultatul este evident din c ). 

e) Dacă lansan~a se realizează aproximativ de la suprafaţa Pământului, atunci 

gR <V~ .< 2gR. 

Rezultatul se obţine dind) pentru r O ~ R. 

Mărimea JgR ""'7.29 krn/s reprezintă prima viteză cosmică, iar mărimea 

J2gR ""' 11.2 krn/s reprezintă a doua viteză cosmică. Orice corp lansat de la suprafaţa 
Pământului, perpend.icular pe raza vectoare, cu o viteză cuprinsă între cele două viteze 

cosmice, devine satelit al Pământului. Pentru a evita efectele frecării cu atmosfera, se ia r
0 

încât să includă ~i grosimea atmosferei (intrarea pe orbită la limita superioară a atmosferei); 
în acest caz vitezele cosmice se;: modifică u~or. 

t) Studiul condiţiilor de satdizare. Fie variabilele;: adimensionale 

\
, r „ \I 

. - -> l ,Y = Jiiiu > 0. 
R gR 
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Conditiile <1,: sat...:lizare se scriu 

>,2 ( v2 · 2 t ) Î ( I I ) ,'- sin a - > ~ . - X . 

\ ·.:esk , <·l aţii suger~ază considerarea în plan (X, Y) a curbelor 

r.: 

I. 

Domeniul de satelizare este D = D1 n D 2(a), domeniul D 1 fiind delimitat inferior de 

axa OX, la stanga dl! dreapta X= I şi superior de cmba f 1 .• iar D2 (a) inferior de curba f 2 , la 

stânga de dreapta X= !/sin a. 
Utilizând program ul 

> with(plots): 
Introducerea datelor, calcularea unor parametri 

> xo:=5.5: vo:=0.4: cond :=(2*(xo-1)/xo/vo"2+1)/xo"2: cd :=sqrt(cond/(1-cond)): 
> alinf:=arctan(cd); alsup:=Pi-alinf; 

a/hif:=.6550771348 

alsup := 1t - .6550771348 
> alo:=Pi/2: ali:=Pi/4 : 

Trasarea unor orbite posibile 1 

> I:= 1 /(xo•vo*s in ( a))"2+( 1 /xo-1 /(xo*vo*sin(a))A2)*cos(u)-sin(u)*cot(a)/xo: 
> cx:=cos(u)/1: cy:=sin(u)/1: 
> u:=·u· : a:=·a·: 
> Cx:=unapply(cx,u,a}: Cy:=unapply(cy,u,a): 
> cc: =plot([ cos(u}, sin(u), u=O .. 2*Pi] ,numpoints=360, style:::line, linestyle= 1, thickness=2): 
> co:=plot([Cx(u,alo) ,Cy(u,alo),u=0 .. 2*Pi], numpoints=360,style=line,linestyle=1 ): 
> cinf:=plot([Cx(u,alinf),Cy(u,alinf),u=0 .. 2*Pi],numpoints=360,style=line,linestyle=3): 
> csup:=plot([Cx(u,alsup),Cy(u,alsup),u=0 .. 2*Pi],numpoints=360,style=line,linestyte=3): 
> ci :=plot([Cx(u,ali),Cy(u,ali),u=0 .. 2*Pi] ,numpoints=360,style=line,linestyle=2): 
> display({cc,co,cinf,csup,ci}) ; 

Domeniile conditiilor de satelizare 
> f :=proc(x,a} 2*(x-1)/x/(x"2*sin(a)"2-1) end: 
> f1 :=proc(x) sqrt(2/x) end: 
> f2:=proc(x,a) sqrt(f(x,a)) end: 
> f3 :=proc(x) sqrt(2/x/(x+1)) end: 
> a1 :=Pi/6: a2:=Pi/4: a3:=Pi/3: x1 :=1/sin(a1)"2: x2:=1/sin(a2)"2: x3 :=1/sin(a3)"2: 
> c1 :=plot(f1 (x),x=0.2„ 6,style=line,linestyle=1): 
> c21 :=plot(f2(x,a1),x=x1 „6,style=line,linestyle=3): 
> c22:=plot(f2(x,a2),x=x2 .. 6,style=line,linestyte=3): 
> c23:=plot(f2(x,a3),x=x3 .. 6,style::fine,linestyle=3): 
> c3:=plot(f3(x),x=0.2 .. 6,style=line,lines.tyle=1): 
> ca:=plot([1,u,u=0„ 3] ,style=line;linestyle=5): 
> pp:=plot(O,x=0„ 1): 
> display({c1 ,c21,c22,c23,c3,ca,pp}); 

- - 3 r r 1t1t1t· ~fi 1n l1gura .4 .tb s-au rcpreLcntal curba I şi curbe 2 p<:ntrn a= 6, 4, 3, iar rn gura 

3.-U~b orbill.'. posibili! pc,Hrn o a..:eca~ i pozi \ie iniţială , dar cu viteze iniţiale diferite: orbitdc 
limit.i tan!_!...: ntc la cei cui rl!p rczcutând Pămantul, orbita circulară corspunzan<l unghiului 

H b. rr 
U - ~I \)I 11:1 f)l!llllll U - -. 

Î 4 
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Figura 3.4.8 a 
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Figura 3.4.8 b 

Figura 3.4.8 

' 
' ' • a,wp= 1t - 0.655 

'., I 
\/ 

' , 

3.4.9. Să se studieze mişcarea unui punct material în câmp central dat de 

F = mk 
rl 

Ecuaţia lui Binet se scrie în acest caz 

~ 2 (t) + ( l + J2) fr = O, 

solu\ia ecuaţiei depinzând de datele ioi\iale ~i prin intermediul coeficientului 

C _: r „i•,,sinu . Asemenea curbe au fost prezentatela problema 2.3.4. 
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In cazul în care 

ln cazul în care 

I + 4 = O, soluţia ecuaţiei lui Bind este 
C· 

I I l -;: = r., - r.,(8 - 0,,)ctga. 

I + f2 > O, soluţia ec,m\iei lui Binet este 

}=Acos(co8)+Bsin(co8), (t) = J1 + f2 

· ,-1 = - ro~ Jco cos(ro8o) + sin (ro8.,) ctga] , B = - co~ J<o sin (<08.,) - cos (<08.,) ctga) 

In cazul în care I + f2 < O, soluţia ecuaţiei lui Binet este 

} = A exp(Â.8) + B exp(-Â8). Â = j I• + ~ 2 1 

A= -
2
,1 _ (ctga-Â)exp(-AO.,), B = ,,1 (ctga + Â)exp(A.8.,). 
/I.Tu _,..r„ 

Problema 3.4.5 se încadra în acest din urmA caz (cu notaţiile corespunzătoare, pentru 
condiţii iniţiale care dau a = A, B = O). 

3.4.10. SA se studieze mh;carea unu.i punct material în câmp central dat de 

F=""k r4. 

Integrala primi a energiei în acest caz 

. 2k( l I Î ,,2 _,,2:::::: -1---; 
0 3 \r1 r 1 

" se poate scrie sub fonna 

,-12 + r2 = .1!..r.i( j_ _ j_ ÎJ + l'~ r4 
3C2 v! r3 C2 

cu r' = :. C = r0 vosina, sau utilizând mărimea adimensionali w =:,, 
21. v2~ 

wl2 = --"-(w4 -w2) + ~w4 -w2 
3C2r„ C2 

Integrarea ecuaţiei, cu condiţiile iniţiale w., = 1, w~ = -ctga , conduce la integrale eliptice 
conform formulelor din Anexa I. 

3.4.11. Si ae studieze mi,carea unui punct ma&erial în câmp central dat de 

F="'k 
rS • 

Integrala primi a energiei în aceat caz se poate scrie sub forma 

k ( r4 1 "2 
r'2 +ri = --1 - - 'J - _!!..r4 2c2v4 c2 u 

cu r' = ~. C = r„voaina., sau utilwînd micimea adimeRflOnalA w = L 
uo r„ 

Integrarea ecuaţiei, cu condiţiile iniţiate w., = I, u-~ = - ctga, conduce la integrale eliptice 
conform formuldor din Anexa I. 
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3.4.12. Să se studieze mişcarea unui punct material în câmp central dat de 

F = mk 
7 • 

r 

Integrala primă a energiei în acest caz se scire sub forma 

r'2 + r2 = _l_r4( ...L _ ...LJÎ + v~ r4 
3C2 \.r~ r6 C2 

cu r' = dr C = rav0 sina, sau utilizând mărimea adimensională w = r
2

2
, 

d0' ~ 
I k v2r2 
- w12 = --(w3 - I) + ~w3 - w2 

4 3C2r! C2 
Integrarea ecuaţiei, cu condiţiile iniţiale Wa = l, ~ = - ctg a, conduce la integrale eliptice 
conform formulelor din Anexa I. 

3.4.13. Să se studieze mişcarea unui punct material în câmp central dat de 

F= mkr3
• 

Integrala primă a energiei 

în acest caz se scire sub forma 

C2(u'2 + u2) = !_(_1 _ _ I Î + v2 
· 2\.114 u!) 0 

cu u = l u1 = ~. C = rov„sina, sau încă, utiliL:ând mărimea adimensională w ::c "

2

2 r• uo U
0 

1 k v2 

-w2w12 = ---( I - w2) + _!!_w 2 - w4 . 
4 2C2 u~ C

1 

Integrarea ecuaţiei, cu condiţiile iniţiale Wa = I, w~ = -2 ctga. , conduce la integrale elipti t.­

conform formulelor din Anexa 1. 

3.4.14. Să se studieze mişcarea unui punct material în câmp central dat de 

F= mkr5 • 

Integrala primă a energiei 

v2 - v2 = Js..(r" - r?.) o 3 a 

în acest caz se scire sub forma 

C2(u12 + u2
) = ţ(~ -:~) + v~ 

I , du C . ~ ·1 ·-::_.1 ~ . ad. . lă ul 
CU U = r• U = , JO' = r„V 0 SID0., sau IDCă, Utl IL<UIU ID8flmea IIDCnSJOl13 W = l 

uu U 0 

.lw2w12 = k (I - w3)+ v: w3 -w4 
4 3C2 u8 C2 u2 

o o 

Integrarea ecuaţiei, cu condiţiile iniţiale w,, = I, w~ = - 2 ctga. , conduce la integrale diptice 
conform formulelor din Anexa I. 
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§3.S. Mişcarea unui punct material pe o suprafaţă,fără şi cu frecare 

ln mişcarea sau echilibrul unui punct material pe o suprafaţă materială rigidă, pe 
lângă forţa efectivă F apare interacţiunea dintre punctul material şi suprafaţa materială 

q>(x 1 ,x2 ,x3, t) = O, 

care se traduce conform principiului iv) printr-o forţă de legătură R (reacţiune); această forţă 
se descompune în două componente: una normală la suprafaţă şi alta tangenţială R = N + <I>. 

Informaţii despre aceste componente se obţin din experienţă. De exemplu, legile 
frecării uscate pe o suprafaţă rigidă, date de Coulomb: 

/11 cazul echilibrului 
- raportul dintre modulele componentelor tangenţială ~i normală nu poate de~i coeficientul 
de frecare de aderenţă 

(/0 ] =L 0 M 0 T 0 (adimensional); 

- direcţia şi sensul forţei de frecare sunt opuse tendinţei de mişcare; 
- coeficientu] de frecare de aderenţă depinde numai de natura corpurilor în contact, nu 
depinde de masa şi dimensiunile corpurilor. 

Io cazul mişcării 
- raportul dintre componenta tangenţială şi componenta' normală este constant în timpul 
mişcării şi egal cu coeficientul de frecare de alunecare 

ll<1>11 =/llNII; 
- componenta tangenţială este opusă vitezei relative a punctului material P 

<I> = - li <I> li V re/ 

li V re/li 
- coeficientul de frecare de alunecare depinde numai de natura corpw-ilor în contact, nu 
depinde de masa şi dimensiunile corpurilor în contact sau de viteaza rdativă a punctului 
material. 

Ecuaţiile de echilibru cu frecare ale punctului material pe o suprafaţă fixă sunt 

{ 

F+N+<l> = o 
q>(x 1 ,x2 ,x3) = O . 

U<l>II-::./., IINII 
Necunoscutele problemei sunt poziţiile de echilibru ale punctului material şi componentele 
for\ei de legături. lntrucât ultima relaţie este o inegalitate, există o regiune de echilibru pe 
suprafaţa fixA. 

n = vers grad q>, N = No, <I> = -(F + N) 

<1> 2 = (F + N)2 ~Pa N 2 , Fn + N = O; F · N = F„N 

pi +2F · N +N2 -::.j;N2 ⇒ pi~ (1 +fi,)N2. 

Deci regiunea de echilibru pe suprafaţă este fefinită de condiţia 

pi~ (I+ Po)(F · n)2 

în care intră numai elemente date. 

(,, = tg (j)o, o < <p., < 1!.2 '(j)o unghi de frecare; ~ = cos2x ~ 2 I = cos2(j),,; 
r- tg(j) ,,+ I 

prin urmare unghiul pe care îl face forţa dată F cu normala n la suprafaţă trebuie să fie mai 
mi ·, cel mult egal cu unghiul de frecare; suportul fortei trebuie să se găsească in interiorul 
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conului circular de frecare, cu vârful în P, cu axa normală la suprafaţă şi semideschiderea (f) .. . 

Ecuaţiile care descriu mişcarea cu frecare a punctului material P{m, x} 

mi = F + N + el> 
q>(x 1 ,x2 ,x3, t) = O 

li <1>II -= fli NIi 
<I> = - li <1>II V,..,, 

llv reill 
v ,..,, = i - [ v 0 1 (t) + ro(t) x O 1P] 

Ecuaţiile se pot reduce la 

l mx = F+Nn-J]INllu: =::
11

, 

<p(x 1 ,x2 ,x\ t) = O 
n = vers grad (j) 

O I punct al suprafatei 

Câteva valori ale coeficientului de frecare (v.V.Vâlcovici ş.a.) 

Natura materialelor în contact Coeficient de frecare 

lemn/kmn 0.36 - 050 
- - - - - -

fier/tier 0.30 - 0.50 

lemn/metal 0.42 - 0.60 

piatră/lemn 0.40 - 0.50 
---

piatră/piatră 0.50 - 0.70 
·- -- -- -

01el/ghia\ă 0.014 

o\d/o(el 0. 10 - 0.20 
--· 

••• 

·-

--

3.5.1. Să se detennine zonel e de echilibru ale unui punct material greu de masăm pe o sferă 
fixă, de rază a, coeficientul de frecare fiind f . . " 

Fie originea referenţialului centrul sferei O, Ox 1 verticala ascendentă. 1n acest caL 
elementele caracteristice problemei sunt 

2 2 2 
<p(x 1,x2,x·1) = (x 1

) + (x1) +(x3
) - a 2 = 0 

X Xl 
F = --m6'1. 1 , n -= a , F,. = - mg0 

m2g2 $ ( 1 + Po)m2g2(x:) 2 

Deci regiunile de echilibru sunt definite de 

a $ x 1 ~ " dacă punctul este ai,ezat pe faţa exterioară a sferei Jt +fl, 
(I 

dacă punctul este! aşezat pe pa11ea interioară a sferei 

Observaţie . Oaca frecarea se neglijeuă, poziţiile de echilibm sunt acelea în care forţa 
F c:.h.: normala la supr,1fo(â, adid ,. 1 =-= -t" . 
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3.5.2. Pendul .eferic. Pendulul sferic este constituit de un punct material greu mobil fără 
frecare pe o sferă fixă de rază /. Să se studieze mişcarea. 

Se alege ca origine a referenţialului centrul sferei O 1:1i Ox3 verticala descendentă . ln 
coordonate cilindrice, ecuaţia sferei va fi 

r2 +z2 = /2 

Punctul material este supus acţiunii forţei de greutate şi reacţiunii normale la sferă; pnn 
urmare teorema energie dă 

!1(!mv2) =mg• v+N • v ⇒ v 2 = 2gz + h, 
dt 2 ~ 

=e(.l) 

iar teorema momentului cinetic 

d
d(xxmv)=xxmg+xxN ⇒ r20=C 
I '-,r--' 

=o(I I) 

Pentru a obţine variaţia cotei z în timp se efectuează următoarele calcule 

;-2 + r 202 + z2 = 2gz + h 

r = J 12 _ z2 . dr = z . 0 = C = _J;__. 
' dz J p _ z2 ' r 2 /2 - z 2 ' 

12(~~) 2 

= (2gz+ h)(/2 - z2
)- C 2

; q>(z) = (2gz+h)(/2 -z2) - C2 

1 = el j dz . e = { sgn(zo) pentru z0 "f O 
zo J P 3(z) ' + I sau - l pentru Zo = O, astfel incât P3(z);?: O 

Integrala ariilor arată că mişcarea se face în acelaşi sens dacă C-:1; O; în cazul C = O, 
unghiul 0 rămâne constant şi pendulul devine un pendul simplu. Unghiul 0 se determină prin 

z 

0 = 0o + C/e J dz 
Zo (/

2 
- z2

) ✓ P3(z) 

Integralele care au apărut au sens pentru valori pozitive ale polinomului P3 (z) 

z 1-00 y a. I +oo 

o o + o 

Intrucât y(a. + f3) + a.f3 = - /2 sau y(a. + f3) = - (/2 + a.f3), iar cum y > O, /2 + a.f3 > O, 
rezultă a + f3 > O şi deci a. > O. Pe sferă punctul material descrie o curbă cuprinsă între 
paralele z = a. şi respectiv z = f3, fiind tangentă la acestea. lntetvalul de timp necesar să 
parcurgă arcul de traiectorie între două puncte de tangenlă succesive dar pe paralele di ferite 

u 

este acelaşi, indiferent de paralela de plecare / f ~ . 
' P3(z) 

Fie două poziţii succesive pe aceeaşi paralelă, caracterizate de unghiurile 0' şi 

respectiv 0" şi 0 1 , 0' < 0 1 < 0" unghiul situat pe paralela z = a. Se obţine simetria arcelor de 
traiectorie 

timpii necesari pentru parcurgerea celor două arce fiind egali 
u 

I f dz . 
z jP3(z) 
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Alte informaţii despre mişcarea punctului material se pot obţine din studiul proiec\iei 
traiectoriei în plan xy. Sunt posibile două cazuri: 
1°. Paralele extreme sunt în emisfera inferioară. Cercul cel mai de jos z = ase proiectează în 
interiorul cercului z = p. Nu există puncte de inflexiune. Unghiul între razele trecând prin 
punctele de tangenţă este obtuz. Traiectoria este prezentată în figura 3.5.2a. 
2°. Paralele extreme sunt de o parte şi de cealaltă a planului ecuatorial. Cercul cel mai de 
jos z = a se proiectează în interiorul cercului z = P (a + p >0). Traiectoria trebuie să fie 
tangentă şi la cercul ecuatorial. Pot exista puncte de inflexiune. Unghiul între razele trecând 
prin punctele de tangen\ă este obtuz. Traiectoria este prezentată în figura 3.5.2b. 

------·-/; 
/ / 

f __ 
I 

b) 
l 

Figura 3.5.2 

Demonstra\ia faptului că unghiul BOA este obtuz a fost dată de Puiseux ( 1842). 

'I' = mes(L BOA) 
u 

'I' ::_ C/ J dz 
f\ (/2 - z2) J P _1(z) 

2g 
P 1(z) = 2g(a - z)(z - P)(z - -y) c... --u (a - z)(z - f3)[(a + f3)z + /2 + af3] 

a+,_, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



A2 =-(a+ 13)/+ /2 +al3 ~(a+ 13)z+/2 +al3 ~ (u + 13)/ + /2 +al3 = B2 

a a 

BI f d= < "11 < Al f dz 
fi (/2 - z2) J(a ~z)(z -13) fi (/2 - z2) J(a - z)(z - f3) 

1 dz = K( ! + ! ) 
P (/2 - z2) J(a - z)(z - P) 2 A B 

li< li(t + B) < 4' < li(t + A) 
2 2 A 2 B 

Se poate demonstra că 4' nu poate depăşi valoarea 7t. 

Programul utilzat pentru obinerea figurii 3.5.2 pentru cazul I O este 

> with(plots): with(linalg): 
Introducerea datelor 

> g:=9.8: 1:=1 : 
> z1 :=7*1/8: z2:=l/8: 
> h:=2*g*(l"'2-z1 "'2-z2"'2-z1 *z2)/(z1 +z2): 
> c2:=2*g*l*(l"'2-z1 "'2)*(I"'2-z2"2)/(z1 +z2): c:=sqrt(c2): 
> z3:=-(I"'2+z1*z2)/(z1+z2): 
> v22:=2*g*(l"'2-z1 "'2)/(z1 +z2): v2::::sqrt(v22): 
> r1 :=sqrt(l"'2-z1 "'2): r2:=sqrt(IA2-z2"'2): 
> nn:=80: pas:=(z1-z2)/nn: nm:=nn-1: 
> rz:=vector(nn): tz:=vector(nn): zz:=vector(nn) : cx:=vector(nn): cy:=vector(nn): dx:•vector(nn): 
> dy:=vector(nn): ex:=vetor(nn): ey:=vector(nn): 
> p3:=proc(z) -2*g*(z-z1)*(z-z2)*(z-z3) end: 
> f1 ::::proc(z) -z/sqrt(l"'2-z"'2) end: 
> f2:=proc(z) c*l/(I"2-z"'2)/sqrt(p3(z)) end: 
> u1:=evalf(int(f2,z=z2 .. z1)): 

Integrarea numerica a ecuatiilor de miscare 
> eq1 :=diff(r(z),z)=f1 (z) : eq2:=diff(u(z),z)=f2(z): 
> s 1 :=dsolve({ eq 1,r(z2)=r2},r(z), type=numeric,method=dverk76,output=listprocedure); 

s1 := (z = proc(dverk78_t) ... end, r(z) = proc(dverk78_t) end] 

> s2:=dsolve({eq2,u(z2+pas)=O},u(z),type=numeric,method=dverk76,output=llstprocedure); 

s2 := [z = proc(dverk78_t) ... end, u(z) = proc(dverk78_t) •.. end] 

> sr:=subs(s1 ,r(z)): su:=subs(s2,u(z)): 
Pregatirea datelor pentru reprezenta.rile grafice 

> for k from 1 to nm do zz[k):::iz2+k*pas od: 
> for k from 1 to nm do rz(k}:=sr(zz[k]): tz(k]:.:su(zz(kD od: 
> for k from 1 to nm do cx(k}:=rz(k]*cos{tz(k]): cy(k]:=rz(k]*sin{tz(k]) od: 
> for k from 1 to nm do dx(k}:,_rz(k]*cos{2*u1-tz[k]): dy(k):=rz(k]*sin(2*u1-tz[k]) od: 
> for k from 1 to nm do ex[k):=rz[k)*cos{2*u1+tz[k]): ey(k]:i::rz[k]*sin(2*o1+tz(k]) oct 

Reprezentarea proiectiei traiectoriei in plan ecuatorial 
> cb1 :=[[cxU),cyO]] $j=1 .. nm): cb2:=([c,qnm),cy[nmD,(r1*cos(u1),r1*sin{u1}],[dx(nm],dy[nm]ll: cb3 
> :=[(dxU),dy01) $j=1 .. nm]: cb4:=((dx[1],dy[1)],(r2*cos(2*u1),r2*s1n(2*u1}],[ex[1],ey{1]ll: cb5:.::((exU 
> ],eyLJ]] $j=1 .. nm): 
> tr1 :=plot(cb1 ,style::.:line,thickness-=3): tr2 :=pJot(cb2,styte=line,thickl\e.ss;;3'): tr3:=plot{-cb3,style 
> ,_1-ine,thickness.a:3): tr::plot(cb4,style.:itine,thickness211 3}: tr5:=pk>t(cb5,style-=line,trocknes.s-=3): 
> cerc1: =plot([r1 *cos(v),r1 *sin(v), v=O .. 2*PiD: cerc2:=plot.(îr2*eoş(v),r2*sin(v), y„Q .. 2*P1D: cerc3: 
> =plot([l*cos(v),l*sin(v),=0„2*Pi]): d1 ::plot(IIO,O},[r1*cos{u1),r1*sm(u1))],style,=lifle): d2:=pJot([[ 
> O,O},[r2·cos(2*u 1 ),r2*sin(2*u1 )1],style=line) : 
> display({lr1 ,lr2,tr3.tr4,tr5,cerc1 ,cerc2,cerc3,d1 ,d2}); 
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Reprezentarea traiectoriei pc sfera (rotita in desen fat:i de reperul utilizat) 
> cbs 1 :=[[-cxU),-cyU], -zzOJ] $j=1 .. nm]: cbs2 :=[(-cx[nm], -cy[nm),-zz[nm]],[-r1 *cos(u1),-r1 *sin(u1),­
> z1},(-dx[nm},-dy[nm],-zz[nm]]]: cbs3:=[(-dxO],-dyLi], -zz[j]] $j=1 .. nm] : cbs4 : =[(-dx[1 ], -dy[1], -zz(1 ]), 
> [-r2*cos(2*u 1), -r2*sin(2*u1 ),-z2}, [-ex[1], -ey[1 ], -zz[1]]]: cbs5:=[[-ex[j], -eyO],-zzU]] $j= 1 .. nm]: 
> trs 1 : =spacecuf\le( cbs 1, thickness=3, color=black): trs2 : =spacecurve( cbs2, thickness=3, color=b 
> lack) : trs3 .=spacecurve(cbs3,thickness=3,color=b1ack) : trs4 :=spacecurve(cbs4,thickness=3,c 
> olor=black) : trs5:=spacecurve(cbs5,thickness=3,color=black): 
> scerc1: =spacecurve{[-r1 *cos(v), -r1 *sin(v),-z 1], v=0 .. 2*Pi,styte=point,thickness=2,color=black): 
> scerc2: = s pacecurve([-r2*cos(v), -r2* sin(v), -z2], v=O .. 2*Pi, style=point, thickness=2, color=black) 

>: 
> sfera:=plot3d([l,u,v],u=O .. Pi,v=0 .. 2*Pi,coords=spherical,style=hidden,color=grey): 
> display({trs 1,trs2, trs3,trs4,trs5,scerc1 ,scerc2,sfera},orientation=[98, 153],scaling=constrained 
> ); 

Calrn/11/ reacfi1mii normale: Din proiec\ia ecua\iei de mişcare pe direcţia razei se 
obţine 

mv2 m mgz m 
N= T - F,. = 1 (2gz+li)+-

1
- = 1 (3gz+I,) 

Reacţiunea normală este lineară în z. Dacă legătura este unilaterală, la anularea reacţiunii 
nomiale, legătura încetează şi punctul are în continuare o mişcare de punct material greu în 
"vid". Dacă legătura este bilaterală, proiecţia traiectoriei în plan orizontal prezintă punct de· 
inflexiune la anularea reac\iunii normale. Aceast situaţie nu poate apare pentru p > O 

( mv2 mgz o) 
I + I > . 

l11t~grarea prin fimc/ii eliptice 
z 

I= - / f dz 
u J2g(a. - z)(z - f3)(z - y) 

Schimbare de variabilă 

a. - z = ( a - p )u 2 

.fig t 2 fu du O < k2 = a - p < I 
-,- = Ja.-y o j(l-u2)(l - k2u2) cu a-y 

J2g(a. - y) 
Â. = 

21 
; Al = F(arcsin u, k) 

u = sn(Â.t); z = a. - (a. - jl)sn 2(AI) 

z admite perioada reală 

x 1 i y-= jJ2 z2 exp(;J Cdr) 
/2 - z2 

lh:1111i1-= ;• Jc:111011:.l1..il ~ă x ~i y sunt funi..:ţii unifonue de timp. 
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Teorema lui Greenhi/1: Dacă pendulul este lansat orizontal la nivelul centrului sferei, 
există o combinaţie lineară a integralelor ce dau 0 şi t care este o integrală pseudoeliptică 
(se poate exprima prin funcţii elementare). 

Fie la momentul iniţial t = O, y = O, z = O şi v
0 

viteza iniţială orizontală 

C=IVo, h=v~ 

e = f 12vodz 
o (/2 - z2

) J z(2g(/2 
- z2

) - v~z) 

z 

1 _ f ldz 
o J z(2g(/2 - z2) - v~z) 

cele două relaţii dau 

V . Vo,/z e - ....!!.. t = arcsm ,;==-==;::::-
2/ J2g(/2 - z2) 

Mici oscila/ii(oscilaţi linearizate): Ecuaţiile de mişcare ale pendulului sunt 

mi = -N!. 
I 

my = - ff-: 
I 

.. Nz mz = mg- -
I 

Prin dezvoltare în serie Taylor 

( x2 +y2 ) 
z = J 12 - (x2 + y2) = /\ 1 - 212 + ... 

neglijând termenii de ordinul al doilea, rezultă 

z =- /, 
iar a treia ecuaţie de mişcare dă 

N = mg 

Procedând analog, primele două ecuaţii devin 

şi cu condiţiile iniţiale 

admit soluţia 

{ 
x = -1x 
.. g 
y= - -y 

I 

t = O; X= X 0 , Y = O, X= O, .Y = V 0 

{ 

x =x0 cos(,!f) 

y=vufsin(,!f) . 

Traiectoria în plan tangent este o elipsă, parcursă cu perioada 

't = 27t[f. 

3.5.3. Să se studieze echilibrul şi mişcarea cu frecare a unui punct material greu pe un plan 

înclinat r I cu unghiul a. ( O < a. < ~) faţă de planul orizontal. 
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Se alege referenţialul inerţial cu Or intersecţia planului n cu solul (plan orizontal), 
Oy dreapta de pantă maximă (ortogonală la Ox), Oz normală la plan. Ecuaţia planului n este 

z = O 

Se presupune că punctul are viteză iniţială nulă. Condiţia de echilibru 

mg+ N +<I>= o (g(O, - gsina, - gcosa); N(0,0,N),N> O) 

duce la 

I ~ ( I + f~)cos 2a sau cos2a ~ cos2q>o, 

deci dacă a nu depăşeşte unghiul de frecare q>
0 

punctul se află în echilibru în orice poziţie . 

Dacă condiţia de echilibru nu este satisfăcută sau, mai general, dacă viteza iniţială 
este nenulă, mişcarea punctului material este caracterizată de 

{ 
mx = mg + N - /NIi : li 

z=0 
Se obţine 

m.r = - fmgcosa x 
J.i-2 + y2 

N = mgcosa ; 
my =-mgsina - fmgcosa y 

✓-~2 + y2 
Trecând la variabilele v şi 0 = L'. (v, Ox) 

rezultă 

{ 
x =-- 1•cos0 
_y=vsin0 

{ 
i•cos0 - ve sin 0 = --.fgcosa cose 
v sin 0 + ,,e cos0 = - gsin a - fgcosasin 0 

{ 
v = -ţif cosa+ sin a sin 0) 

,,e =- - gsinacos0 

dv =-- v(tg0 + /ctga) Je cose 

ecuaţia hodobrrafului care admite soluţia 

vcos0 = v„cos0„exp(fctga J dOe) = v„cos0.., l tl „ cos 

lim v -= { oo pentru /ctga < I 
tl -➔ - t O pe11tru .fctga > I 

Raultă reprezentarea parametrică a traiectoril!i 

dr 112 ,ţy 

dO gsina' JS 
o o 

/ctgu 

, ... ---.1- J v 1(0)iJO, y _ y ... - .1 - f v2(0) tge t10 - .rr
2 

< e ~ e ... . 
f< SII\ (J.. l' SII\ U tl ,. ,. o,. 

101 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



§J.6. l\:lişcnrea punctului material pe o curbă, fără şi cu frecare 

la mi~<:area sau cd1ilibrnl unui punct material pe o curbă materială rigidă 

{ 
(j)(.r 1,x 2,x3,t)=O 

\l1(x 1 ,x 2 ,x3, t) = O 

J>4! lângă forţa efectivă F apare interacţiunea dintre punctul material şi curba materială, care 
se traduce printr-o fortă de legătură (reacţiune) R, această forţă se descompune în două 

componente: una normală la curbă şi alta tangenţială R = N + <1>. Ca şi în cazul mişcării sau 
echilibrului pe o suprafaţă, pentru componenta tangenţială se adoptă de obicei legile frecării 
uscate (Coulomb). 

Jn ca;;u/ echilibr1.1/11i pe o curbă fixă 

F+N+<l> = o 
li <1> li $ / .. li N li 

{ 
(j)(.r' ,.r2,x3) = O 

1.jJ(.r 1,x 2,x1) = 0 

Necunoscutele problemei sunt pozitiile de chilibrn ale punctului material ~i componentele 
forţei de legătură. Există o regiune de echilibru pe curbă 

{ 
(!) + F, = o . <1> 2 = F2 < 1·1 Nl =Jl F2 F2 = F2 + p2 ⇒ p2 ..::: ( I +/2)F2 
N F _ o > I - -. O u 11, I 11 - o 11 

+ li -

forţa efectivă F, aplicată în M, trebuie să aibă suportul exterior conului de rotaţie cu vârful în 
M, cu semideschidere ~ - <p .. , tg (J) u = j~, având drept axă tangenta în M . 

111 ca::11/ mişcării 

F+N+<l> = o 

{ 

F =- F(x 1,x2 ,x1,r) 

N = N(x 1 ,x2,x·1, t) 
<1> = <l>(x 1 ,x2 ,x3 , t) 

11<1>11 = }li N li, <1> = - 11<1> "11V,.:1 li 
Vr.-t 

{ 
<p(.r 1,x2,x 1) = 0 
\jJ(x 1,x 2,x3) = 0 

Necunoscutele problemei sunt legea de mişcare pe curbă şi componentele reac\iunii nom1ale. 

3.6.l. Pe11Ju/11/ matematic. Să se studieze mişcarea unui punct makrial greu, de masăm, pe 
o circumferinţă de rază I, în plan vertical: 
a) deducerea legii de mişcare a punctului material, utilizând 

- legea lui Newton în proiecţie pe axele referenţialului inerţial cartezian; 
- legea lui Newton în proiecţie pe triedrul lui Frenet; 
- teorema momentului cinetic; 
- teorema energiei cinetice. 

b) integrala primă a energiei; mărimea forţei de legătură; 
c) tipuri de mi~cări ale punctului material greu pe circumferin\a ve11icală, discu\ie după 
condiţiile iniţiale . 

Frecarea ~i rezisten\a mediului se neglijează . 

a) Deilucer.:a l.:gii de 111i:,n1re "111111ct11/11i 11wteri11/ 
Se co11side1ă rd~rcn\ialul iueqial 0.\ 1 .r1 .r3

, având originea în centrul circumferinţei 
verticale, planul vt:rlical al cin:umli.:rin\ei liind planul 0.r1 x1 

, cu 0.r1 vi::1iicala descendenlă 
( Cgura ) .6 . 1 a) . Asupra p1111d11l11i makrial ac\ionează for\a de greutate mg ~i forţa de legătură 
(1 c ,~·1i11nea) 1101111,dfl la circu1nkri111;1 N. 
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Legea lui Newton în proiecţie pe axele re.ferenfialului inerf ia/ cartezian 
legea lui Newton 

mi= mg + N 

conduce prin proiecţie pe direcţiile referenţia­
lului Jle:,; la 

{ 

11t'r 1 = N' + mg 
l1L\'2 - J./2 

O=- N3 

Ol,:;.=rvaţie: Reacţiunea normală este în planul 
vertical al .~ircumferinţei . ln continuare se va 
lucra numai în planul O x 1 x 2

• 
Figura 3.6. I a 

lntrucât direcţia reacţiunii este cunoscută, ecuaţiile de mişcare se pot scrie sub forma 

Trecând la coordonate polare 

ecuaţiile de mişcare devin 

mx' - - Nxl +mg 

{ 

• 1 

. 2 

mi2 = - N-!_ 
I 

{ 
x 1 = /cos0 
x 2 =- /sin0 ' 

{ 

m{- ihin0 - 01cos0) = - Ncos0 + mg 

m,(ticos0 - 0 2sin0) =-Nsin0 

Prin eliminarea lui N, rezultă ernafia pe11Julului matematic 

e +~sine = o / , 

şi mărimea algebrică a forţei de legătură 

N = mg cose+ m/0 2 • 

Observaţie : Pentru for\a de legătură normală la traiectorie - în absenţa frecării - se putea scrie 

grad((x' )2 + (.x2)2 - /2 '\ ' 
_) gradx (x' x2 ) 

N = Â.-l--(~-2---2-- )-I +µ I 1radx3I = A Tl1 +Tt2 + µt3 
grad (x') + (x2 ) - / 1 o 

deci Â. = N, µ -= O. Multiplicatorul N nu este o constantă ci depinde de poziţie (prin 
intermediul vitezei) (dacă N ar fi fost constant, ecuaţiile diferenţiale în coordonate carteziene 
ar li fost lineare, Wjor integrabile, în contradicţie cu ceea ce se întâmplă cu ecuaţia pendulului 
matematic). 

Lt!gea lui Newtu11 fn proiecţie pe trieJrnl lui Frenel 
Legea lui Newton în proi~cţie pe triedrul lui Frenet dă 

Avan<l 111 v1.:<lc1c..: dl 

J ('c) 

1 (v) 

mi, - · mgsin0 
v2 

m 1 mgcos0 I N 

\' /l) 

I O\ 
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se ob\in imediat ecun\ia de mi-.c:irc 

i;i mărimea for\ei de legătură 

Teorema mome11111/ui cinetic 

O 1 ~sin O - O 
I 

N =-= mgcos0 -t ,n/() 2 . 

Momentul cinetic al punctului material este în acest caz 

Ko - x x mv =- / t, x m/0 to = m/20 tz, 

iar momentul rezultant al fortelor dată ~i de legătură 

M0 = x x (mg+ N) = x x mg = - mg/sinOtz. 

Teorema momentului cinetic 

conduce direct la ecuaţia de mişcare 

dKo = Mo 
dt 

tl t- ~ sin0 = O. 

Observaţie: Prin teorema momentului cinetic se obţine direct ecuaţia de mişcare, dar nu mai 
sunt informaţii despre forţa de legătură . 

Teorema energiei dnetice 
Energia.cinetică a punctului material este 

T = lmv 2 = l,,,120 2 
2 2 ' 

iar puterea mecanică a forţelor dată i;i de l egă tură 

P = v . (mg + N) = v - mg = mgx 1 = - mg/0 sin 0. 

Teorema energiei cinetice 

JT = P 
Jt 

conduce, din nou, direct, la ecuaţia de mi~care 

tl + 'sin0 = O. 

Observaţia precc<lentă se menţine . 

b) Ecuatia de mi~care admite integrala primă 

½m/28 2 
- mg/cose = const., 

care este integrala primă a conservării energiei totale, constanta fiind determinată din 
condiliilc iniţiale. 

c) tipuri Je mişcari 11/i: 1mm·111/ui material greu pe circumferin/" ,1erlicaliJ 
Caractc:1 isticdt! mi::,cării punctului material greu pe circumferinţa verticală vor fi 

dcte1 minate <.k condi\iik ini\iak impus!! 

O, X X ., , X V„ sau , - O, 0 = Ou, 0 :::. e". 

10--! 
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l. Mici oscilaţii 
Dacă pozi\ia iniţială şi viteza iniţială sunt astfel încât punctul material să rămână în 

vecinătatea poziţiei de echilibru stabile 0 = O, atunci ecua\ia de mişcare se poate lineariza 

sine:::::: e ⇒ e + ~e = o 
I 

Soluţia ecuaţiei de mişcare linearizate, cu condi\iile iniţiale considerate, este 

e = 0oCOS /f t+0o H sin /f, 
sau 

2 le· 2 (Jr, 1 eu 60 H 
8 = e o + g o cos \. 7 ' + a) > cos a = --;:::=2==1 =. 2=-, sin a = --;::====~ 

e ~ e2 +102 o+go o go 

Condiţia ca linearizarea să aibă sens (8 < 0. = 5°) este ca 

0 2 //\2 <82 o+ gOo - • · 
Observa\ie. Linearizarea nu are sens în vecinătatea poziţiei de echilibru 0 = 7t (poziţie de 
echilibru instabilă) 

Integrala primă de conservare a energiei totale , cu condi\iile ini\iale considerate, se 
explicitează 

/202 = 2g/cos8 + h, h = v~ - 2gx!. 

Fie x~ o abscisă definită prin . 

astfel încât integrala primă se scrie sub forma 

/202 = 2g(/cos0-x!) 

Această relaţie arată că în cursul mişcării 

2. Cazul -I< x! (mişcare oscilatorie) 
ln acest caz există pe circumferin\ă două puncte A şi A' cu abscisa x! şi se poate nota 

x ! == /cosa, O < a < 1t 

şi ecuaţia de mişcare devine 

,e = ±j2g/(cos8- cosa) . 
Punând 

e 28 I 2 · 2a cos = l-2sin 2, cosa= - sm 2 
se ob\ine ecuaţia diferenţială 

d8 ±2 Jg . 2a . 20 
dt = V / sm 2 - sm 2 . 

he 0., > O. Din ecuaţia de mai sus, în care se ia semnul " +", rezultă că 8 va creşte până la 
valoarea a când 0 se anulează. luând apoi semnul "-" in fa\a radicalului, se vede că 0 va 
des~rqk până la valoarea -a, când iarăşi e SC anulează etc. 
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· Intervalul de timp în care 0 şi 0 revin la aceeaşi valoare este perioada de oscilaţie 

t 0 = 2[[ j [ sin
2

~ - sin
2!rin d(ţ) 

- u. 

Notând 
. e . a 

sm- = usm-
2 2 

se exprimă t
0 

sub forma integralei eliptice 

(*) t - 4 // r' du 
o - {ii o J(I - u2)(1 - k2u2) 

( forma normală Legendre ), unde parametrul 

depinde de condiţiile iniţiale. 

k2 = sin2 a < I 
2 

Pentru calculul numeric al lui t
0 

se poate folosi dezvoltarea în serie 

I _ l + l k2 2 l .3k4 4 1.3.5 ... (2n - l)k2„ 2,, Jt -k2u2 - 2 u + 2.4 u + ... + 2.4.6 ... 2n u + .. . 

valabilă pentru Ir u2 < I, urmată de integrarea tennen cu tem1en a seriei uniform convergente. 
Dar 

I f u2,'du = 1.3.5 .. . (2n - I) . .K 

0 
j 1 _ u2 2.4.6 .. .. 2n 2 

şa pnn urmare 

-2 //[) I · 2Cl (1.3.5 ... (2n - 1))
2

. 211 a ] 
to- 1tyg +22sm 2+ ... + 2.4.6 .. . 2n sm 2+ ... 

ln cazul oscilaţiilor mici 

(***) sin~~~ deci 1 0 ~ 2xH (I + 
1
~a2

) . 

Dacă şi a.2 este neglijabil, atunci se regăseşte formula lui Galileu 

to = 2x{i. 
8 8 

a I 3 I 

-0.S 

-1 

Figllra 3.c. l b 
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Figura 3.6. l c 

1n figura 3.6.1 b este prezentată 
variaţia unghiului 0 în timp pentru două 
seturi de condiţii iniţiale 

0 0 - O, ~ E {0.5,0.6,0.8} 
..;4gl 

respectiv 

{7t 7t 7t} . 0oE 6,4,3 ,0o=O. 

In figura 3.6. lc este prezentat 
comparativ calculul perioadei cu formula 
lui Galileu, cu aproximaţia (***) sau 
oprind doi respectiv trei termeni în (**), 
precum şi cu formula completă(*). 

Observaţie: Acest caz presupune o limitare superioară a vitezei 

V~ < 2g(x! + /). 
Punctele A şi A' între care oscilează punctul material pe circumferinţă au abscisa mai mică 
decât aceea a poziţiei iniţiale. Dacă v

0 
= O, atunci x! = x! . 

3. Cazul x.~ < - / (mişcare de rotaţie) 
ln acest caz 

V~ > 2g(x! + /) 

~i punctul descrie complet circumferinţa în acelaşi sens, impus de semnul lui 00 • Ecuaţia 
diferenţială care descrie mişc11rea este 

10 = ± 2g(l-x!)( l - k;sin 2 ţ) 

unde 

~=--11.- <t. 
f -XA 

Intervalul de timp în care punctul plecat din poziţia 8
0 

revine în aceeaşi poziţie cu 
0 :c... 0" + 21t este dat de · 

8.+211 I 

tu = I f d0 = 21 f Ju . 
J2g(/ - x~) a. jt - krsin2 ţ J2g(l - x~) o j(l - u2)(t - kiu2) 

Variaţia unghiului 0 în timp pentru condiţiile iniţiale 0 0 = O, ~ E { 1.2, 1.5, 2} este 
-J4gl 

preLentată în figura 3.6. le. 

4. Cazul x.~ = - I (mişcare asimptotica) 
Pentru realizarea acestui caz, pur teoretic, ar trebui ca 

V~ = 2g(x! + /). 

ln această ipoteză, se aplică formulele din ~azul 2., cu a "- +Jt . Akgând, de ex~111pl,, 
scm1111l " 1 " 

/() J2g/(cos0 t I) 
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o e 
IL 

/ 

() , 02 (14 c., 06 ( 

Figura 3.6. Id 
Figura 3.6. le 

şi prin integrare, după separarea variabildor 

llJ O 

d(0/2) [ (0 rt) ]0 

I= V g tlo cos (0/2) = ln tg 4 + 4 o," 

Mobilul se miscă în sensul în care 0 cre~te; el ajunge în punctul 0 = 7t într-un timp 
infinit 

lim t(0) == +oo . 
O➔ n 

Variaţi~ unghiului 0 în timp pentru poziţiile iniţiale 0„ E { O, i, ¾, 1} este prac111 ata 

în figura 3.6. ld. 
Variaţia unghiului 0 în timp pentru diferite cazuri de condi\.ii iniţiale precum ~i al 

perioadei resper..:tiw în cazul mişcărilor osc ilatorii sau de rotaţie s-a obtinut cu programul 

> with(DEtools): 
> g:=9.8: l:=1 : p:=sqrt(4•g*I): fct:=4*sqrt(l/g) : 

Cazul miscari i oscilatorii pronind din pozitia de echilibru 
> ko1 :=0.5: ko2 :=0.6: ko3:=0.8 : pero1 :=evalf(fct*LegendreKc(ko1)) ; pero2 :=evalf(fct*Legendre 
> Kc(ko2)); pero3:=evalf(fct*LegendreKc(ko3)); t1 :=3*pero3: 

perol := 2.153972792 

pero2 := 2.23 7031 152 

pero3 := 2.5495043 70 
> DE plot( diff (u(t), t$2)+g*sin(u(t))/l=O, [t, u], O .. t1, {[O, 0,0.S*p], [O, O, O .6*p], [O, O, O. 8*p]}, stepsize=pero 
> 3/20); 

Cazul miscarii oscilatorii pentru vitez initiala nula 
> ko4:=sqrt((1-cos(Pi/6))/2) : ko5 :=sqrt((1-cos(Pi/4))/2) : ko6 :=sqrt((1 -cos(Pi/3))/2) : pero4 .=evalf( 
> fct*LegendreKc(ko4)); pero5:=evalf(fct*LegendreKc(ko5)); pero6:=evalf(fct*LegendreKc(ko6)) 
> ; t2:=3*pero6: 

pero4 := 2.042030945 

pero5 := 2.087320017 

pero6 := 2.153972792 
> DEplot( diff( u(t), t$2)+g *sin(u(t))/1=0, [t, u], O .. t2, {[O, Pi/6, O), [O, Pi/4, O], [O, Pi/3 , O]}, stepsize=pero6/20 
> ) ; 
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Cazul miscarii asimptotice 
> fa :=proc(u,uO) fcU4•In(tan((u+Pi)/4)/tan((uO+Pi)/4)) end: 
> ma1 :=plot((fa(u,O},u,u=O .. Pi]) : ma2:=plot((fa(u,Pi/6),u,u=Pi/6 .. Pi]) : ma3:=plot([fa(u,Pi/4),u,u=P 
> i/4 „ Pi]) : ma4:=plot((fa(u,Pi/3},u,u=Pi/3„ Pi]) : 
> display({ma1 ,ma2,ma3,ma4}); 

Cazul miscarii de rotatie pornind din pozitia de echilibrn 
> kr1 :=5/6: kr2:=3/5: kr3:= 1 /2 : perr1 :=evalf(2*I*kr1/p*LegendreKc(kr1 )); perr2:=evalf(2*I*kr2/p*L 
> egendreKc(kr2)); perr3:=evalf(2*I*kr3/p*LegendreKc(kr3)); t3:=1.5*perr1: 

perr/ := .5503003040 

perr2 := .3355546727 

perr3 := .2692465990 
> DEplot( diff(u(t), t$2)+g*sin(u(t))/l=O, [t, u], O .. t3, {[O, O,p/kr1 ],[O, O, p/kr2], [O, O, p/kr3]}, stepsize=perr3 
> /20) ; 

\
.I 

. ~ 

T 

Figura 3.6.1 f 

Dependen\a cazurilor analizate de 
condiţiile iniţiale este prezentată grafic 
în figura 3.6.1 t: pe abscisă fiind repren­
tată poziţia iniţială, pe ordonată esk dat 

raportul vitezei iniţiale la viteza critică, 
I 

iar cota reprezentând rapo1tul x/ . Pe 

suprafaţa astfel obţinută s-a trasat curba 
corespunzând cazului mi~cărilor asimp­
totice. 

3.6.2. Să se studieze mi~carea unui punct material greu, de masă m, pe o circumferin\ă de 

rază/, în plan vertical, cu rezistenţa mediului proporţională cu viteza. 

Rezistenţa mediului, în general cu proprietăţile enumerate în §3.3, este în acest caz 

R = -2mkv, k > O. 

Ecuatia de mi~carc: 

ma = mg +N+R, 

proiectata pe direc\ia tangentei în sensul mi~cării, dă 

e + 2k e + f e = o. 

Aceasta ecua\ie difercn\ială . l ineară cu coeficienţi constan\i, are soluţie de forma 

0 = e'J 

unde a este rădăcină a c:cua\iei caracteristic~ 

A 2 + 2k A + ~ = O 
I 

)... - - k + J k c - t{ - I 
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g 

I 

-..0111\ia pentru co,,ditiile i,,i\ialc t -= O, 0 - 0,,, 0 - O csk 

0 = 0ue A'( COS ~I/ -t fi sin ~11) 

Pornind din pozi\i,. iniţială M,, , punctul material descrie un arc de cerc până în M 1 , poziţia în 
cnre vitezn se mrnlcază, la momentul t 1 = ft, co1111n11ă mi~carea în sens opus până în poziţia 

M2, unde 1!:11 nou , ;ieLa se anulează la momentul t2 = ~~ ş.a.m .d . Oscilaţiile sunt izocrone 

ca şi în cazul precet1.·at, dar durata oscilaţiilor este pu\in mai mare 

21t 2 // t = ,:. > 1t{g . 

Ampli 111d :nile corespunzătoare variază în progresie geometrică cu ra\ia exp ( - ~~;·) 

i0ul > 10il -= j--Bucxr(-4f) I> 1021 = 10"exp(- 2tt) I/··· 
Mişi.:.~rea (linearizată) de acest tip este studiată în §3.8, problema 3.8.2. 

3.6.3. Să se studieze mişcarea unui punct material greu, de masă m, pe o circumferinţă de 
rază/, în plan w, !ical, cu rezistenţa mediului proporţională cu pătratul vitezei. 

ln acest caz 1~ -·isten\a mediului este 

R = _ mk2 vv 
I , 

Ecuaţia de mişcare 

ma = mg -t N + R, 

proiectată pe direcţia tangentei 1n :-<.:osul ascendent al mişcării, _dă 

e = - ~sin0 k202 . 
I 

Luând ca nouă variabilă 

ccu\aia de mişcare devine 

.!_ d(u
2

) 1 k 2u 2 =-~sine 
2 c/0 I . 

Soluţia generală a acestei ecuaţii va li 

2g 4k2g 
u 2 = Aexp(-- 2k20)+ 4 cose- 4 sine . 

/( I + 4k ) /( I + 4k ) 

/ în func\ie de 0 se obţine prin cuadratură, care se poate efectua în cazul amplitudinilor foa11e 
mici pa 111 func\ii elementare sau eliptice (prin păstrarea termenilor de grad l sau2 - funcţii 

elcmcutare, prin păstrarea termenilor de ordinul 3 s:!u 4- functii eliptice). 

3.6.4. Pe11il11!, ,doidal. Sâ se stuJieLe mi!:,carc:a far ăfrc:care a unui punct material greu, de 
111.1 ·.<1 111 , jk u (.;it:loiJa cu b:lLa orizont::ilf1, situata în plan vertical, cu concavitatea în sus. 

li o 
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Se alt:ge un reper Ox1 x1 x3 cu 1 ui1:,inc.a în punct .. ; cel mai de jos, Ox 1 
~-

2 planul 
vertical cu axa Ox2 ve11icala ascendenta . 1-':e a raza cl!rcului gencra . ~r. 

Câteva proprietăţi geomdrice ak cidoidei · fie o pozi\ie ~ -;ercu!ui generator cu M 
punctul curent de pe cicloida; normala l.l ;:111 hă 

este MB, centrul de curbură în E, simd1 icul lui 
M faţă de B; locul lui E este o cicloidă ,:- ~3lă 
cu cicloida considerată, având vârtiu-il~ în A şi 
A' ; tangenta MC este jumătate din ,llt 1.i OM, 
notat cu s. In triunghiul dreptunghic iHvtC 

MC 2 = BC CP . ' 
adică 

s
2 

= 2ax2 de unde dx
2 

= s 
4 ds 4a· 

Aceste propriti se pot demonstra pornind de la 
reprezentarea parametric a cicloidei 

{ 
x 1 = a(0 + sin O) 
x2 = a(I - cos0) · 

Figura 3.6.4 

Proiecţia greutăţii pe tangentă e:sle - mgdx
2 

-= mg
4
s . Deci ecua\ia de mi~care 

dv a 

mi = mg 

în proiecţie pe tangentă va fi 

Soluţia acestei ecuaţii este 

s = socos(t j !, ) 
dacă mobilul este lăsat liber (viteză iniţială nulă) din poziţia iniţială . Timpul ;\c ~esar 
mobilului să ajungă în O este independent de poziţia iniţială 

-r:. = 7[ n 
deci mişcarea este tautocronă (v .§3.7). 

Reacţiunea normală rezultă din proiecţia ecuaţiei <le mişcare pe d rc:c\ia normalei 
principale 

cu 

adică 

Dacă 

atunci (1".11lcr) 

2 
m~ == mg · v+N 

2u x2 
v2 = 2g(x~ - x 2

), p = 2 MB, mg·\' -- - mg cosa. = -mg MB , 

N = 2mg v 

111 
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3.6.5. Să se studieze mişcarea unui punct material greu pe o curbă într-un plan vertical, cu 
rezistenţă a mediului şi frecare. 

Fie o curbă a cărei concavitate este orientată în sus şi punctul material se mişcă în 
sensul pozitiv al arcului s. Fie a unghiul făcut cu direcţia orizontală din planul vertical 
considerat de tangenta la curbă, în sensul arcului s pozitiv. 

Forţele care acţionează asupra mobilului sunt forţa de greutate mg, reacţiunea 

normală N, forţa de frecare T, li T li= /li NIi şi rezistenţa mediului R, li R li= m<p(v), aceste 
ultime două forţe fiind orientate în sens opus vitezei. 

Ecuaţiile intrinseci de mişcare sunt 

ms = - mg sin a+ JN + m<p( v) 

v2 mp = N - mg cosa. 

Eliminând N între cele două ecuaţii şi înlocuind s cu v = ½ ~; , se obţine ecuaţia 
dv2 v2 
ds = - 2g(sina - /cosa)+ 2/p + 2<p(v) . 

1n lungul curbei, a şi p sunt funcţii cunoscute de s, se obţine ecuaţia diferenţială de 
primul ordin care dă v în funcţie des. Odată găsită această funcţie, se obţine t în funcţie des 
pr~n cuadratură. 

Dacă rezistenţa mediului este nulă sau propo11ională cu pătratul vitezei <p(v) = kv2
, 

ecuaţia este lineară în v2 şi calculele se pot finaliza. 
Punctul de pe curbă pentru care sin a - f cos a se anulează este poziţie de echilibrn 

limită (presupunând egali coetic~enţii de frecare în repaus şi în mişcare). 

3.6.6. Un punct material obligat să se mişte pe o circumferinţă este atras sau respins de un 
punct al circumferinţei. Să se găsească legea de forţă pentru ca reacţiunea normală să fi e 
constantă. 

Fie în planul cir~umferinţei un reper Ox1 x2 cu originea în centrul cercului ~i cu axa 
Ox1 în lungul diametrului determinat de O şi punctul atractiv sau repulsiv A de: pe 
circumferinţă, AO în sensul pozitiv al axei. Ecuaţia de mişcare a punctului material P 

mx = F(0)versPA + N 

în proiecţie pe triedrul lui Frenet dă 

mrtj = - F(0)sin ţ (s = ,-O) 

mrtP = F(0)cos ţ + N. · 

Eliminând F(0) între cele două ecuaţii, rezultă legea de mişcare 

m,~ = -(m,B 2 - N )tg ţ 
caie scrisă sub forma 

m,Be 
= 

nu-0 1 - N 

112 
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se integrează u~or 
. e 

11110 2 - NI Ccos 2

2 . 

lnlocuind în a doua ecua\ie de mişcare, se ob\ine 

F(0) = Ccosţ 

(mi~care centrală cu centrul A: F(0) = F(AP) = cj I - Ar~
2 

) . 

3.6. 7. Să se determine o curbă în plan vertical, astfel încât în mişcarea unui punct mat I ia! 
greu pe aceasta, reacţiunea normală să fie în raport constant k cu componenta normala a 
greutăţii . (k -= I pentru dreaptă, k = 2 pentru ciclioidă, ... ) 

Fie 0.t 1 x 1 un reper în pl anul ve11ical al curbei cu Ox1 verticala ascendentă şi tie în 
rapo11 cu acest reper reprezentarea curbei 

x2 =fix•) . 

Pentru curba plană astfel reprezentată , se obţine 

l1 +f't 2 
t - -;::::::::::::==-J 1 + /12 

/' V" I _ ({") l 2 . l I I =- . 
v - sgn F+J,-,r, p _(_J _...1 +~/~,~2-)-J . 

Ecuaţia de mişcare 
mi - mg 1 N 

în proiecţie pe triedrul lui Frenet dă 

dv
2 

= - 2gf1 ⇒ v2 = - 2gf (constanta de inkgrare inclusă înf) tJxl 
/" 2 

I +f' 1 v - (I k)g 

de unde ecuaţia diferenţială pentru dete1rnina1ea func\ 1c:i/ 

2/" I - k 
1 +/ 12 f . 

Acc:aslă ecuaţie admite integrala primă 

I + /12 -= cp-A. 
Integrarea acestei ecua\ii depinde de valoarea lui k. 

Pentru k =-- I se obţine 

f t =- a :....-> fix t ) - ux • + b • 

J ..,c j curba este o dreaptă. 
Pentru k = 2 se ob\ine 

l n - C . 
f' 

cu st1b:,t11111ia / Csin 1 0, ecua\ia dik1en\iala dev ine 

- C( I cos 0) ,Jj· j -{_' I > 1L\ I 

,/\ 1 dU 
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şi deci curba este cicloida 

{ 

x 1 = ~(20 - sin 20) 

x 2 = c(l - cos20) . 
2 

3.6.8. Un punct material greu este lăsat liber pe partea superioară a unei parabole situată 
Într-un plan vertical şi având axa orizontală . Să se determine momentul În care mobilul 
părăseşte parabola. h fiind înălţimea iniţială deasupra axei parabolei, să se arate că ordonata 
y În poziţia căutată este rădăcină a ecuaţiei 

y3 +3p2y-2p2h = O 

p fiind parametrul parabolei. 

Fie Ox1 x2 un reper în planul vertical al parabolei cu Ox! verticala ascendentă şi fie în 
raport cu acest reper reprezentarea parabolei 

(x2
)

2 
= 2px 1 • 

Din teorema energiei, ţinând seama de datele iniţiale, rezultă 

v 2 = 2g(h - x2
). 

Proiecţia ecuaţiei de mişcare 

mi = mg +N 

pe direcţia nom;ialei principale 

v2 mp = mg · v + N 

se concretizează în acest caz (se utilizează rdaţii care particularizează pe cele din problema 
precedenti) 

N = mg J/ll 2p2(h - x2) - x2((x2)2 +i2) j. 
((x2/ +p2) 

Punctul material părăseşte parabola în momentul în care reacţiunea normală (forţa de 
legătură) se anulează. Notând cu y ordonata corespunzătoare, y este rădăcină a ecua\i~i 

yl + Jp2 y - 2p2 h = o . 
Ecuaţia are o singură rădăcină reală, O < y < h. 

Integrala energiei se rescrie sub forma 

( (~r + l )( ~,2) 2 

= 2g(h - x2
) 

de unde momentul în care punctul material părăse~te parabola este dat de 

y 

- I J t. =--
J2gp }, 

2 2 2 
(x > + P .J . 2 

h 
2 u.X 

- x 

3.6.9. Un punct matei ial greu alunecă fară frecare pe o curbă netedă ( C) în plan vertical, de 
la u Î

0

m'tl\imc li , fără vikt.ă ini\ială , intrând apoi pe partea int~rioară a unei cin:umt't:ri11\e în 
acd:,~i plan vertical. de I aLă r . Să se ddermine h astfel încât după ce părăst!~le circumfe-
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rinţa, punctul material în mişcare liberă să descrie o parabolă ce trece pnn centrul 
circumferintei . 

Fie un reper Ox1 x2 în planul vertical al 
circumferinţei, Ox1 vericala ascendentă. 

Fie A punctul în care curba ( C) şi 

circumferinţa se racordează. Viteza punctu­
lui material în A nu depinde de forma curbei 
ci numai de diferenţa de nivel h. lntr-adevăr, 
scriind integrala energiei în mişcarea pe ( C), 
între poziţia iniţială M şi poziţia finală A, se 
obţine 

I 2 2 2 2 

2mvA = mg(xM-xA) ⇒ vA = 2gh . 

Pe circumferinţă legea de mişcare în 
proiecţie pe direcţia razei se scrie 

v2 . m, = mgs1110 + N; 

la acestea se adaugă integrala primă a energiei 

v2 = v.~ - 2g,{ I + sin 0) . 

Punctul B în care mişcarea pe circumfrrin\ă 

-3 

circumferinţei ş1 curbei ( C), cu O centrul 

" 
A 

Figura 3.6.9 

încetează este punctul în care reac\iunea normală este nulă. Pozi\ia şi viteza în acest punct se 
ob\in din 

{ 

2 · 0 v8 = grsrn B 

d = v~ - 2g,{ I + sin 0 s) { 

3grsin0B = v~ - 2gr 

v~ = ½(v~ -2gr) 

Din B începe mişcarea liberă a punctului material greu, cu condiţiile iniţiale stabilite 
mai înainte. Conform problemei 3.3. l, traiectoria punctului este 

x2 = rsin0 8 + (x' - rcos0,) tg ( 0, + i) - ( ) (x' - rcos0 8 )
2 

2v~cos 2 0s + i 
Pentru ca această parabolă să treacă pnn centrul circumferinţei, trebuie să fie satisfacută 

relaţia 

2 gr cos20s 
V = -· 

B 2 sin0s 

de unde 

. 0 /3 sm 11 = 3 , 

3.6.10. Care trebuie: să fie înclinarea (j) a unui acoperiş, de deschidere a, astfel incât apa de 
ploaie, ce ca<le cu viteză având componenta v

0 
în ~ungul pantei acoperişului, să se scurgă 

într-un timp minim. ' · 

he în planul vcnit:al ~c pantă maximă a acopcriului, un reper Ox 1 x2 cu ong1nc.i ~c 
t:oa111:1 :1copc1 i::,ului ::,i ..:u Ox 1 în lungul panici maxim..:. 
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Mişcarea unei picături de ploaie în lungul 
acoperişului es.te caracterizată prin 

x1 = gsin (j),X 1 = \' 0 + g/sin (j),X 1 =- Vui I ½gt2sin <p. 

Timpul în care picătura parcurge acoperişul va fi 
dat de 

a I 2 · 

2 
= vot.+-2gt.sm(j) 

cos (j) 
sau 

- Vo + Jv~ + agtg (j) 
t. = --------

gsm (j) 

y 
,oe 

IOC 

60 

Inclinarea (j) pentru care acest timp este minim 
rezultă din 

v2 
y = 4;g 

........ ___ _ 
a+--0~2:.:....==o-•--0-8--0-s--=--,-2-~,. ~ 

sau 
2 

I 2 2_4Vo ( - tg <j>) - agtg(j) . 
Figura 3.6.10 

Aşa cum se vede pe graficul din figura 3.6. 1 O, problema are, pentru viteză ini\ială dată 

nenulă, două soluţii, una mai mică decât 1t/4 şi alta mai mare decât 1t/4. 

3.6.11. Să se studieze echilibrul şi mişcarea cu frecare a unui punct material greu pe o 
curbă fixă. 

Fie curba fixă a cărei reprezentare parametrică este 

X = x(u) u E / <:; R 

Echilibrnl cu frecare (coeficient de frecare de aderenţă f) a punctului material de 
masă m sub acţiunea forţei F pe curba considerată este caracterizat prin 

{ 
F+N+<l> = o 

ll<l>H s.fH NIi 
N fiind reacţiunea nom1ală, <I> reacţiunea tangenţială (forţa de frecare). Proiectând ecuaţia de 
echilibru pe treidrul lui Frenet asociat curbei, se obţine 

{ 

{'t) F · t +<I>· t = O 
(v) F • v + N • v = O 
(Jl) F · p + N · J} = O 

Zonele de chilibru sunt definite de inegalitatea 

sau încă 

IF · tl s/ j(F · v)
2 + (F - Jl)2 

lt· versFI s /4 
I +[1 

ln cazul mişcării c11 frecare a punctului material de masă m sub acţiunea forţei F pc: 
curba considerată, rezultă sistemul 

{ 
ma - I<' + N I <I> 

<1> - . ./li N li t 
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('t în sensul mi~cării) sau în proiecţie pe triedml lui Frenet 

dv J 2 2 ('t) m- = F · t - /(N · v) + (N · P) 
dt 

v2 
(v) m- = F-v + N · v p 

(P) o = F . p + N . p 

Dacă parametml u este chiar abscisa curbilinie s, mişcarea rezultă din 

Jv2 
m ds = F • 't(s) - f 

v2 2 

[ ]

2 

m p(s) - F · v(s) + [F · Jl(s)] 

sau dacă parametrul u este oarecare din 

mdv
2 = F. dx - fds 

du du du [ ]

2 
v2 2 

m p(u) - F · v(u) + [F • Jl(u)] 

Ecuaţiilor de mişcare li se adaugă condiţiile initiale 

I= Io : { •. - .. 
,, - "' O 

~• = Vo 
respectiv 

Pentru viteză iniţială nulă v
0 

= O, ecuaţiile de mişcare îi pierd valabilitatea dacă poziţia 
ini\ială se găseşte în interiorul unei zone de echilibru. 

Dacă singura fortă efectivă care acţionează asupra punctului material este fof'\a de 
greutate, zonele de echilibru se definesc prin condiţia 

113 · tl s / sau 
J1 +/2 ld.xJ I i 

ds s jt+/2 
iar ecuaţia de mişcare se înlocuieşte prin 

I dv 2 v2 2 
[ ]

2 

2,-;J; = g · 't(s) - / p(s) - g · v(s) + (g. Jl(s)] 

ln acest caz, întucât puterea forţei de frecare este negativă 

<J> · v = ./llNllt · v -= -/llNllv < O 

din teorema energiei cinetice rezultă 

lm(v 2 
- v~) + mg(x3 

- x~) < O 
2 

(1 1 verticala ascendentă), ceea ce arată că punctul se poate ridica până la o înălţime aflată sub 
un nivel detem1inat de condiţiile iniţiale 

vi 

lx3 I < xl -+ --!!.. . 
,=O o 2g 

Cazul w1ei curbe Î11 plw1 orizontal 
ln cazul punctului material greu aflat pe o curbă în plan orizontal (P x t3 = o), 

echilibrul poate fi realizat în orice punct d\! pe curbă, iar reacţiunile corespunzătoare în orice 
punct d\! pe curbă sunt 

N,.,1, - · mg, 11<1>,.,d ~/mg 

b:11a1ia de mişcare a p111H.: tului material greu pe o curbă în plan orizonţal şi conditiile 
ini1iak cor~spt1n:tăloa1~ sunt 

11 7 
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I= 10 : 

Fără a integra ecuaţia, se obţin următoarele rezultate 
i) viteza descreşte de la valoarea v

0 
până la zero când punctul se opreşte (poziţie de 

echilibru); 
ii) forţa de frecare 

valoarea maximă a forţei de frecare de echilibru este valoarea minimă a forţei de frecare în 
mişcare şi este atinsă în momentul opririi; 
iii) poziţia de repaus este atinsă după un interval finit de timp, mai mare decât cel corespun­
zător mişcării fără frecare 

dv 2 < Vo -· V 

( 2) 2 - fg 
\Ip +g2 

Cazul unei curbe în plan vertical 
Jn cazul punctului material greu aflat pe o curbă in plan vertical (13 • \3 = O ), zonele 

de chilibru sunt definite de inegalitatea 

I dx31 < f sau I rldx~: 15.j. 
di; - jt +[1 

Ecuaţia de mi~care a punctului material greu pe o cw-bă în plan orizontal şi condiţiile 
iniţiale corespunzătoare sunt 

semnul fiind astfel ales încât +i( ~ - g · v) < O, adică în funcţie de datele iniţiale şi 
geomehia curbei. Variaţia vitezei este dată de soluţia ecuaţiei lineare 

d;: = +2/ ;:) + g • (t(s) ±/v(s)) 

adică 

v
2
(v "' .,.J; .,) ~ exp l + 2J J. :: : ) J{ v; + 2g · J. I,(,,)± J v(.,,)]exp l +2Jf. :. : ) Jd,,} 

Din această rdalie rezultă 

c~ea ce arată că 111ă1 imea vitezei ~ste func\ie crescătoare de viteza iniţială pentru o aceea~i 
po.1i1ic ini\ială . Varialia mărimii vitezei în func\ie de poziţia iniţială depinde de geomett·ia 
curb~i 
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Fie ecuaţia curbei 

z = z(x). 

şi pentru fixarea ideilor se presupune z11
{\'-) > O şi mişcarea având loc de la stânga spre 

dreapta. Există cel mult o zonă de chilibru definită de 

lz'(x)I ~/. 

Ecuaţia de mişcare devine 

J dv2 J\ 11 
) --.- = -gz' - z v2 + g 

2dx l+z'2 

având soluţia 

v2(v,,,x.,,j;x) = exp [- 2/arctgz'(x)]x 

x{ v)exp (2/ arctgz'(x .)] - 2g I [ z'(x) +./]exp [2/ arctgz'(x)]ti,l 

Afirmaţiile de mai sus privind dependenţa mărimii vitezei de condiţiile iniţiale rămân 
valabile. Pentru că 

iJv2 of (vu,Xo,/;x) = -2[ arctgz1(x) - arctg z1(x0 )}v 2 (v0 ,x0 ,/; .x) + 

X 

- 2g f [ 1 + 2(z1
(~) + /)][arctg z1

(~) - arctg z'(x ,, ))exp [2/(arctgz1(~) - arctgz1(x))]d~ < O 
Xo 

mărimea vitezei se micşorează cu creşterea coeficientului de frecare. 
Reacţiunea normală la curbă are mărimea 

N = ml z" v 2 + g I 
{I +z12)112 {I +z12)112 

Presupunând că punctul material pornc:ţ,te din zona de echilibru (lz'(xo)I ~J) viteza 
lui va descreşte de la valoarea v,,, întrucât 

( ov2 I f z
11 

2 I- g(z' + /)J < O. 2 ox = -L I -t z12 
11 

Fie x. poziţia în care viteza se anulează 

v2(vo,Xo,/;x.) = O 

sau 
X• 

11
~ = 2g f (z1(x) ·1 J]exp[2/(arctgz'(x) - arctgz'(x 0 )))dx. 

Această relaţie arată că x. depinde de condiţiile ini\iale şi este vizibil că x. > x.,. Dacă 

z'(x.) <} 

punctul se: va opri în x., în zona <le echilibru. Dai.:ă 

.::'(x.) > j 

pu11d11l va ie~i din zona de c:chilibrn; din x. va urma o mişcare de la dreapta la stânga cu 
viki'i1 inii ială nul ii, la momcutul I - r •. Pentru a ic:~i din zona de echilibru, viteza iniţială v

0 

t1dH1ic sh d c p{,'.>c:t:,ca vilc:La ..:ritica 
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X~J. 

,,L,,.(x.,) = 2g f [z'(x) + J]exp [2/(arctgz'(x) - arctgz'(x.,))]dx, z1(x.,.;J.) = j 
Xo 

Punctul de oprire sau întoarcere x. este atins după intervalul de timp 

_ xf. J I + z1 2 (x) ~ J I + z' 2 (x.,) 
,. - t.,- dx< '( ) / 

Xo \'(Vu,Xu,f;x) 2g Z X., + 

Dacă punctul nu porneşte iniţial dintr-o poziţie de echilibm, adică lz'(x.,)I > /, dar tot de la 
stânga la dreapta, atunci, sau z1(x0 ) < -J şi punctul material se va mişca spre zona de 
echilibru în care va intra cu viteza 

v;..,_ = exp [- 2/(arctgz'{xe.s.) - arctgz'(xu))] x 

x{ v) - 2/J. (z'(x) + Jlexp (2/{arctgz'(x) - arctgz'(x.))]d<} > O 

şi va urma apoi o mişcare din zona de echilibru, sau z1(x.,) > j şi punctul mate1ial se va mişca 
spre dreapta cu o viteză ce va descreşte la zero într-un interval finit de timp, după care va 
urma o mişcare de la dreapta la stânga de tipul celei de dinainte cu viteză iniţială nulă. ln 
prima situaţie (z'lt0 ) < -./), viteza va creşte la început şi apoi va descreşte sau va descreşte 
chiar de la început după cum poziţia iniţială x, se va afla la stânga sau la dreapta punctului 

. . 1 (ov2 o) pentru care s-ar putea atrnge maxunu ox = . 

Ştiind că în mişcarea fără frecare, viteza corespunzătoare aceloraşi date iniţiale este 

V2 (v ., , x u;x) = v~ - 2g[z(x) - z(xo )] 

iar timpul de atingere a unei poziţii va fi 

X j' + ,,/2():) 
T(x) - t., =- J .. "' dl; , 

X o V(v., ,x ., ; ţ,) 

din comparaţia cu mărimile corespunzătoare miţ;cării cu frecare rezultă 

}i1: v2(v ., , x .,,f;x) = V2(v., ,x., ;x), v2(v., , x 0 ,f;x) ~ V2(v„x 0 ;x) 

l_im t(x ) = T(x), t(x) ~ T(x ) . 
/- ►0 

In condiţiile în care s-a studiat mişcarea (de la stânga la dreapta), for\a de frecare are 
mărimea 

• • 1 _ 1 z"(x) 2 • g J ll(l)(v., ,x., ,f,--' )11- m Jn v (v.,, x., J,x) + 112 (I +z12(x)) (I +z' 2(x)) 

Studiul varia\iei acestei mărimi este strâns legat de studiul variaţiei vitezei în func\ie 
de condiţiile iniţiale, întrucât 

l.1 po/.Îliik dl: ec hilibru , foq a J c frcc a1 e co 1 espu11Lă loarc satisfa~e inegalitatea 
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mglz'(x)I mg{ 
ll<I>uh(x)II = 112 ~ 2 

1/l = ll<I>(vo,Xo,/,x)ll,=o ~ ll<I>(,'o,Xo,/,x)ll,,,-0· 
(I + z12 (x)) ( I + z' (x)) 

mg{ 
ln poziţia de oprire x., forţa de frecare are mărimea nenulă ----=-- ~i î~i va schimba 

( I + z12(x.))
112 

sensul. 

3.6.12. Problema lui Ahel. Să se determine într-un plan vertical o curbă (C), trecând prin 
punctul O, astfel încât un punct material greu, abandonat fără viteză iniţială pe curba (C) de 
la o poziţie M

0 
situată la înălţimea h deasupra lui O, să ajungă în O într-un interval de timp, 

care să fie o funcţie continuă T(h ), pentru O ~ I, ~a. Frecarea se neglijează. Caz particular 
T(h) = k =const. 

Fie un sistem de referinţă cartezian cu originea în O, axa Ox 2 verticala ascendentă. 
Din teorema energiei cinetice, ţinând seama de condiţiile iniţiale (t = O,x2 = h, v = O) rezultă 

v 2 = 2g(h -x2 ) [x 2 s;; h] 

sau 

~; = - J2g(h - x 2
) = q>

1(.r 2 )t~J
1

2
, 

presupunând că absisa curbilinie se poak exprima sub forma 

s = (J)(x2
). 

Oe aici 

T(h) = Î <fJ' (I,) dy 
o J2g(h - y) 

Trebuie determinată din această ecua\ ie integrală func(ia necunoscută (j)(x 2 
), de clasă 

C 1 ([O, a]) ~i care se anulează în origine. Lui Abel i se datorează următoarea succesiune de 
prelucrări ale ecuaţiei 

" (I) " (" '(y) Î '(y) fii f 7i I dh = f I lf (j} dyjJh =- ff <p dhdy 
o Ju-h o~ o jh -- y I) J(u - h)(h - y) 

'{y) u (u Î ff <p dhdy = f <p
1 (y)I f I 

dhj dy 
D J(u - h)(h - y) o \)'. j(u - h)(h - y) 

u f I dh = 1t 
y J(u - h)(h - y) 

xii i / 
X = I, ., 

u 7(/,) " 
fig f--'---dh =- 1t f <P'(y)dy 

o~ o 

A!>tld se determină din ecua\ia ~tabilită de Abcl 

/fi ,1 7'(/i) 
4>( \ l) - -- J - -- --dl, o :::, \.2 :::.. {/ . 

7t o {;27; 

1111:a/lil pa11i~1il,1r l(h) - k {;011sl , se oliti11c 

ll;>UI 

12 1 

I / 

li t----------
1 

1· 
[J 

1-'igma .1.6. 12 

li 

. • J, 
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2kfii r-:, 
<p(x2) = 7t v x2 . 

. Fie e unghiul tangentei la curbă cu axa Ox 1 
, se calculează 

Prin urmare 

d-r 1 dx2 . d\· kfii 2k2g I 
ds = cose, ds = SIO e, dx2 = 1tR = -:;:i-s 

k2 _ 4k2g ds f?i 
I - 7t2 , de = T cose 

d.x I = tfr I ds = k~ cos2e tfx 2 = dx2 ds == k~ sine cose 
de ds d0 2 ' d0 ds de 2 

k2 o k2 
x 1 = -1 I cos2ede = -tc2e+sin2e> 

o 
k2 o k2 

x2 = T I sinecosede = -to -cos20) 
o 

aceste relaţii reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei cicloide. Proprietatea de tautocronism a 
cicloidei a fost pus în evidenţă de Huygens. 
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§3. 7. Mişcări tautocrone 

Se spune că o curbă este tautocronă, dacă există un punct pe această curbă, numit 
punct de tautocronism, astfel încât în mişcarea unui punct material sub acţiunea unei forţe 

date, cu viteză iniţială nulă, timpul necesar să ajungă în punctul de tautocronism să fie acelaşi 
independent de poziţia iniţială . O asemenea mişcare se numeşte tautocronă. 

*** 
3. 7. I. Să se determine legea de forţă, depinzând numai de pozi tie, astfel încât o mişcare 
rectilinie să fie tautocronă (metoda h,i Puiseux). 

Fie un reper având originea în punctul de tautocronism O şi axa Ox în lungul 
traiectoriei rectilinii, astfel încât abscisa iniţială să fie pozitivă. 

Teorema energiei cinetice dă 
.î 

½mv2 = f X(x)dx , 
Xo 

forţa X fiind evident negativă pentru x > O, deci forta este dirijată mereu spre O. Notând 
X 

q>(x) = - f X(x)dx, q>1(x) > O, q>(O) = O 
Xo 

integrala energiei se scrie 

m(~~) 2 

= 2[(1)(x0 ) - q>(x)] 

deci timpul necesar mobilului să ajungă în O va fi 

'• = fl 1 jq,(xlţq,(x) · 
Notând 

q>(x) = z, q>(x0 ) = Z 0 ,X = \j/(z) 

\j/ fiind func\ia inversă lui q> , se obţine 

t. = (m J \jl1
(z)dz . 

V 2 0 Jzo -z 

Pentru ca mişcarea să fie tautocronă este necesar şi suficient ca t. să nu depindă de xr 
adică de z

0 
şi prin urmare derivata în raport cu z

0 
să fie nulă 

Z=Z0 U 

sau revenind la variabila z 

d fl ,,. Z\jl
1(z) + t'l/(z) 

..!..!... == m f - dz = o 'ţ/ Zu ,_ ') - ~ 
U-u ._ 0 ""U,/•u - -
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Aceasta se întâmplă dacă \jl este soluţie a ecuaţiei diferenţiale 

Z\jl11(z) + l\jl1(z) = O 
2 

sau 

\11 11(z) I 
\ll(z) = 2C Iz + C' --+-=O ⇒ 

\jl1(z) 2z 

\11(0) = O ⇒ \ll(z) = 2C Jz 

X= 2c/z ⇒ 
x2 

<p(x) = 4c2 

Deci 

X(x) = -<p1(x) = 
2
7:2 

adică o atracţie proporţională cu distanţa (v.forţe centrale §3.4). 

3. 7 .2. Să se determine legea de forţă, depinzând numai de poziţie şi viteză, astfel încât o 
mişcare recti1inie să fie tautocronă. 

Fie un reper având originea în punctul de tautocronism O şi axa Ox în lungul 
traiectoriei rectilinii, astfel încât abscisa iniţială să fie pozitivă . 

Teorema energiei cinetice dă 

11..(l 2) _ .r( ) .11.(l 2) -ji( ) dt 2mv - Vr x, v sau dx 2mv - x, v 

Aici vor fi examinate două cazuri particulare 

a) Ecuaţia diferenţială este omogenă în v şi x 

~~ = \jl(i) 

v =xu 

du = \jl(u) - u 
dx X 

⇒ 

u 

ln .!... = J du 
Xo \jl(u)- u 

o 

Timpul necesar mobilului să ajungă în O va fi 

J
o dx 

t. = (X) 
Xo Y'V -~,._ Xo 

şi nu depinde de x
0 

deci mişcarea este tautocronă. 
Exemplu 

⇒ 

⇒ 

u = ~ = x(.!...) 
X Xu 

d2x = - k2x 
dt2 

adică atracţie proporţională cu distanţa ( coincide cu situaţia de la problema 3. 7. I). 

b) Ecuaţia este lineară în v2 
' 

dv 2 
dx = p(x)v2 + q(x) 
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Notaţii 

P(x) = exp (-J p(x)dx), Q(x) = -J q(x)P(x)dx. 
o o 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale care se anulează în x
0 

este 

v2 P(x) = Q(xa) - Q(x). 

Timpul necesar mobilului să ajungă în O va fi 

,. = J 
o 

P(x) dx 
Q(xo) - Q(x) · 

Notând 

Q(x) = z, Q(xo) = Zo, J P(x) dx = \jl1(z)dz 

se obţine 

. zfo \Jl'(z) 
t. = r:;--:::-;;dz 

O ,JZo - Z 

acesta trebuind să fie independent de z
0 

• Printr-un calcul analog celui de la problema 3. 7. I, 
rezultă 

'l''(z) = ~ 
Ji 

JP(x)Q(x) = CQ'(x) sau JP(x)Q(x) = - q(x)P(x) 

~~~~: ~ } ⇒ q(O) = O (punctul de tautocronism este poziţie de echilibrn) 

P1(x) = -p(x)P(x), Q'(x) = - q(x)P(x), Q"(x) = -q(x)P'(x) - q1(x)P(x) 

(2Q'Q
11 Q'2P'î 1 = c2 (2Q11 

_ Q'P') 
Q = c2q2 p ⇒ Q' = C\ p - ~) ⇒ p pi 

dq l 
⇒ pq - 2dx = ci 

Deci ecuaţia de mişcare va avea forma 

dv 2 
[ q'(x) l ] 2 · 

dx = 2 q(x) + C2q(x) v + q(x), q(x) arbitrar. 

3.7.3. Să se determine curba pe care mişcarea fiiră frecare a unui punct material sub 
acţiunea unei forţe depinzând numai de poziţie, să fie tautocronă. 

Fie un reper a cărui origine este punctul de tautocronism O. Fie 

x = x(s) 

curba tautocronă cu abscisa cLLrbilinie măsurată de la punctul de tautocronism O. 
I cgea de mi~care · 

mx = F(x) t- N 
da în pioicc\Ît: p~ tangt:nla la curbă 
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d2.\· dx , 
m- 2 = -d · I< (x(s)). 

dt s 

Ecuaţia este similară celei care a descris mişcarea rectilinie tautocronă la problema 3.7. l. 
Deci mişcarea este tautocronă dacă şi numai dacă 

dd• · F(x(s)) = - k2s, k2 arbitrar. 
) s 

( 

Pentru rezolvarea completă a problemei trebuie să se adauge şi alte condiţii . De exemplu, se 
poate presupune că proprietatea de tautocronism are Joc cu acelaşi punct de tautocronism 
pentru două legi de forţă. Atunci se formează sistemul 

eh• F(x(s)) = - k2s 
ds 

dI · F,(x(s)) = -k~s 
ds 

(:) 2 = I 

Similar se tratează problema în cazul dependenţei forţei de poziţie şi viteză . 

3.7.4. Să se determine o curbă în plan vertical, astfel încât mişcarea fără frecare a unui 
punct material greu să fie tautocronă. 

Fie în planul vertical un reper Ox1 x2 cu originea în punctul de tautocronism şi axa 
Ox2 verticala asoendentA. Condiţia de tautocronism devine 

Rezultă 

Cum 

se obţine 

dxl 
- mg- = - mg k 2 s 

d'i 

1 - 1 sin (2k2s) 
x - 2 s + 4k2 

Deci curba este o cicloidă cu baza orizontală şi vârful în origine.(v.problema 3.6.4). 

3. 7 .S. Sl se determine o curbă în plan vertical, astfel încât mişcarea unui punct material 
greu, flră frecare cu rezistenţi a mediului proporţională cu pătratul vitezei, să fie tautocronă. 

Fie în planul vertical un reper Ox1 x2 cu originea în punctul de tautocronism şi axa 
Or verticala ascendentă. 

Ecua\ia de mi~care 

mi = mg + N - mk2 v v 

în proiecţie pe tangenta la curbă 
,12 •. ,1x2 

,n!:L..!!. = - mg-+ mk2v 2 

dt2 ds 
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sau 
dv2 = - 2gd.x2 + 2k2v2. 
ds d,; 

Ţinând seama de rezultatul de la problema 3.7.2, condiţia pentru tautocronism se scrie 

4gd2 x2 - 4gk2 dx2 = _I_ 
d-, 2 ds C2 

de unde 

dx2 = - I [I - exp(- k2s)] 
d,; 4gk2C2 

Notând 
d,x2 . d,xl 
-d = s1na., -d = cosa. 

s s 

se obţin ecuaţiile 

d.x,2 - 4gC2sina.cosa. dx' - 4gC2 cos 2a. 
da.= I +4gk2C2sin a.' da. = I +4gk2C2sina. 

din care x 1 ş i x2 rezultă prin cuadratur i. 

3. 7.6. Să se determine o curbă în plan vertical , astfel încât mişcarea unui punct material 
greu, cu frecare fără rezistenţă a mediului proporţională cu pătratul vitezei, să fie tautocronă. 

Fie în planul vertical un reper Ox1 x2 cu originea în punctul de tautocronism şi axa 
Ox2 verticala ascendentă. 

Ecuaţia de mişcare 

mi = mg+N - JN~ 

în proiecţie pe triedrul lui Frenet dă 

{ 

J2s Jx 2 
m.- =-mg-+ JN dt2 ds 

v 2 dx 1 
m- =-mg-+ N 

P ds 

de unde prin eliminarea lui N se obţine 

dv 2 = - 2g(d.x2 -Jdx') +2/v2 
d„ ds d'S P 

Comparând cu rezultatul de la problema 3.7.2, se obţine condiţia de tautocronism 

d (dx2 dx 1
) f(dx 2 dx 1

) 1 
d'S ds f ds P d'S f ds = 4gC 2 

Dacă a. este unghiul tangntei la curbă cu orizontala, atunci 

dx 1 dx2 . l da. 
- - =- COS a. L , = Sin a., -p = 
d-. ' (l.) d'S 

con<lilia de tautocronism dă 

ds 
da. = 4gC 2( I + /2)cosa. 

⇒ s = 4gC' 2( I t j2)(sin a. -- sin a..,), tga., = f 

Acca~t I da\ie este: caracteristi c ă pent1 u o cicloidă ( v.problema 3. 7.4). Punctul de 
ta11to .:1011i~m O este poLi\ia <le echilibru caral:leriLală de unghiul a ,, . 
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Curbe în spaţiu cu proprietatea de tautocronism pentru mişcarea punctului material 
greu. se pot obţine prin înfăşurarea curbei plane pe un cilindru. 

3. 7. 7. SA se determine o curbă plani. astfel încât mişcarea fără frecare a unui punct material 
în câmp central să fie tautocronA. 

Fie un reper Ox1 r cu originea în centrul forţelor şi r, 8 coordonatele polare 
asociate. Fie forţa centrală 

F = F(r)i. r= hll. 
Condiţia de tautocronism, aşa cum a rezultat la problema 3.7.3, este 

dY. · F(x(s)) = -k2s 
ds 

Dar cum 

: • F(i;(s)) = F(r)J •: = F(r)'! = ~ U(r(s)) unde U(r) = J F(r)d, 

condiţia de tautocronism devine 

U(r) = U(r.,)- lk2s2 
2 

unde r
0 

caracterizează punctul de tautocronism (arcul s se măsoară de la punctul de 
tautocronism). De aici 

ks = J2[U(ro)- U(r)] 

k2 l + d8 2 - F(r) ( J 
2 

[ C,) ]- J2[U(r
0
) - U(r)] 

şi 0 ca funcţie de r se obţine prin cuadratură. 
Exemplu: 

F = - µ 2:1, U(r) = -½µ 2r 2 

ks = ~l J r2 - r~ 

⇒ 

Aceste curbe sunt sau cicloide sau spirale (Puiseux). Pentru k = µ , curba este dreaptă şi 
punctul de tautocronism este piciorul perpendicularei din O pe dreaptă. 

ln cazul în care se \ine seama de frecare se obţin aceleaşi tipwi de curbe (Darboux). 
Curbe în spaţiu cu proprietatea de tautocronism pentru mişcarea punctului material în 

câmp central, se pot obţine prin înfăşurarea curbei plane pe un con cu vârful în O. 

3.7.8. Să se detetmine o curbă tautocronă atât pentru mi~area fără frecare a unui punct 
material greu cât şi pentru mi~carea punctului material atras cu intensitate ~t constantă de o 
axă verticală . 

Fie un reper astfel încât axa verticală care atrage punctul să fie axa Or' verticala 
as~e11de111ă , iar punctul de taulocronism A să tie pe axa Ox 1 (A(a, O O)) . 
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ln cazul forţei de greutate, condiţia de tautocronism esk 

- gx' = - ½k2s 2 (s = O pentru XJ = O). 

ln cazul forţei de atracţie - ~tx
1
ti;x

2
t

2 ,r = J(x 1)
2 +(x2)

2
, condiţia de tauto­

cronism este 

-~Lr = -½h2s 2 - ~ta (s = O pentru r = a). 

Curba tautocronă se află pe suprafaţa obţinută prin eliminarea lui s între cele două 
condiţii de tautocronism 

- g '1 2 3 
r- a+µ k 2 x 

această suprafaţă este un con de revoluţie în jurul lui O~. 
Pentru determinarea complet ăa curbei se formează sistemul 

xJ = ~k2 (r-a) 
g 1,2 

s= ~-a) 

(ds) 2 
= l + ,.2(d0) 2 

+ (dr3
) 

2 

dr dr dr 
de unde 

a. = ~L I + al I + (~ k2 ) 2] > a > O 
2h 2 (~Lk2) 2 g11 2 

• 
1 + g h2 

Proiecţia orizontală a curbei este cuprinsă între circumferinţele r = a şi r = a., 
tangentă la prima şi normală la cea de a doua, unde are punct de întoarcere. Integrarea se 
efectuează prin substituţia 

a. - r 2 
r - a = u 
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§3.8. Mişcări oscilatorii 

3.8. l. Să se studieze mişcarea unui punct makrial de masă m, sub acţiunea unei forţe 
clastice F = - l<x, I<.> O. Rezistenţa mediului se oeglijeru:ă . 

Ecuatia <le mişcare este 

mx =-h 
Se consideră condiţiile iniţiale generale 

I = O, l - lv , i = Îv, 

Ecuaţia de mişcare, cu notaţia <O~ = ! , devine 

X+W~l = O 

~i are soluţia 
lu · 

l = lvCOS(l).,I + lU v Slll(0ul 

Mişcarea are loc în planul detem1inat de lu, iu dacă Iv x iu :ţ:. o sau esk rectilinie pe 
direcţia 1

0 
dacă Iv xiv= o (v.pb.3.4.2). Traiectoria este o elipsă raportată la doi diam.etrii 

conjugaţi. Elipsa degenerează într-un segment de dreaptă în caLul mi::;cilrii rectilinii. 
Mişcarea oscilatorie nu apare atunci când x" ::: o, i" = o . Punctul material rămâne în 
repaus/echilibru. 

Mărimi caracteristice 
C.0

0 
- fn:n-e11/a (unghiulară), nu depinde de condiţiile iniţiale; 

t = !~ · -perio"'la, nu depinde de condiţiile ini1iale. 

\' I 

I 
•. u, ;' 

o. I„ 
// -

o. // . 

v 

1-'igura 3.8. 1 a 

llO 

j 

/ i 
I -

ţ
i 

/ I 
I• / --, 

1-'igurn .l.M. I b 
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ln figura 3.8.1 este prezentată variaţia în timp a componentei x I din planul Ox1 x2 al 
traiectoriilor, precum şi traiectoriile corespunzătoare, pentm roo :::: l şi următoarele condiţii 

iniţiale: 

Nr.crt. x' X~ 
• I . 2 Nr.crt. x• x2 • 1 . 2 

o x„ Xo o o Xa Xa 

I 0.50 1.00 o 0.50 1 0.50 o o 0.25 

2 l.00 1.00 o 0.50 2 1.00 o o 0.50 

3 1.50 1.00 o 0.50 3 1.50 o o 0.75 

3.8.2. Să se studieze mişcarea unui punct material sub acţiunea unei forte elastice F = - h., 
Ic> O, cu rezistenţa mediului proporţională cu viteza R = - bv, b > O. 

Ecuaţia de mişcare este 

mi :::: -kx-bi 

Sunt posibile mai multe situaţii: 

(m > O, k > O, h > O). 

Proces oscilator amortizat: b > O, k > O, b2 - 4km < O. 
Se consideră condiţiile iniţiale generale 

t= O,x:::: Xo,i = i:o. 

Ecuaţia de mişcare, cu notaţiile 2h =!,ro~= /;,,ro 2 :::: ro~ - h2 , devine 

i + 2h i + ro~ x = o 

şi are soluţia 
- h ( i + hx . ) x = e I x„cos rot + --2-w___!!_ sm rol 

Mişcarea are loc în planul determinat de 1.,, i:., dacă x0 x i 0 "#- o sau este rectilinie pe 
direcţia x

0 
dacă x0 x i 0 = o. Traiectoria este o spirală. Traiectoria degenerează într-un 

segment de dreaptă în cazul mişcării rectilinii. Mişcarea oscilatorie nu apare atunci când 
Xo == o, i., = o . Punctul material rămâne în repaus/echilibru. 

Mărimi caracteristice 

t = 2: -perioada convenţionala, nu depinde de condiţiile iniţiale (Funcţia 
x(t) nu este periodică, deci în acest sens mi~carea nu este periodică; dar intervalul de timp 
între două treceri consecutive ale sistemului prin poziţia de echilibru, în acelaşi sens, este 
constant şi egal cut); 

d h 27th d I · · d · = î = ro - ecrement ogar1tm1c e amorllZllre; 

h - exponent de amortizare, depinde de alegerea iniţială a unităţii de 

timp e"t = exp ( 2~h). 
Mişcarea este oscilatorie . amortizata, cu lege exponenţială de amortizare (numai 

pentru acest caz are sens noţiunea de decrement logaritmic de amortizare). 
ln figura 3.8.2a este prezentată variaţia în timp a componentei x I din planul Ox1 x2 

al trail!ctoriilor, precum şi traiectoriile corespunzătoare, pentru ro., = /3, h:::: 0.25 şi 
următoarele con<li\ii ini\ialc: 

~~t H:; ,;75 \:_-,- ~ ·. 2 
• fi 'u 

3.00 O 
- - --

IJl 
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_x2 

Figura 3.8.2a 

Proces aperodic amortizat. b > O, k > O, b2 - 4km > O. 
Se consideră condiţiile iniţiale generale 

t = O,x = Xo,i = Xo. 

Notând 

h =!,ro~ = 1~ ,q = j1, 2 - ro~ 
'A. 2 +2h'A.+ro~ = O,A.1 == - h +q = - q1,'A.2 =-h - q = - q2,0 < q, <q2, 

ecuaţia de mişcare devine 

i + 2hi + (J)~ X = o 

şi are soluţia 

sau 

''( h i u+ hx„ 1 ) X = e- • X 0 C <Jl + q S HJI . 

Mişcarea are loc în planul determinat de x0 , i 0 dacă x0 x i ., +- o sau este rectilinie pe 
direcţia x„ dacă x 0 x i 0 = o . Mişcarea oscilatorie nu apare atunci când Xo - o, i o = o . Punctul 
material rămâne îr, repaus/echilibru. 

Mişcarea se amortizează pentru că · 

lim x(t) = O, !im i(t) = O. 
J➔Q() /➔ao 

Mişcarea este aperiodică. 
Observaţie. Sensul fizic al condiţiei b > O: dacă starea sistemului fără freca.re este 

stabilă, atunci adăugarea frecării pozitive dă sistemului o stabilitate absolută. 

ln figura 3.8.2b este prezentată variaţia în timp a componentei x' din planul Ox' x2 

al traiectoriilor, precum şi traiectoriile corespunzătoare, pentrn CO o = /3, h = 2 ŞI următoarele 
condiţii iniţiale (alese pentru cele trei situaţii posibile de amortizare, cu ş i fără ptmcte de 
extrem): 

Nr.crt. x• xz I i-t ,i-2 
o " 

I 2.00 _J_ -7~-15.00 -8.00 
--·-· --

2 2.00 I. 75 -2.00 -0.20 
--- -- --

3 2.00 1.75 4 .00 0.05 
- ----
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Figura 3.8.2b 

Proces cu amortizare critica. h > O, k > O, b2 4km O. 
Se consideră condiţiiJe · m1(1ale generale 

I - O, X = Xu, X - Xu. 
Notând 

ecuaţia de mişcare devine 

şi are soluţia 

1 - e· h1[x „ t (x„ 1 /,x.,)t). 

Mişcarea are Io(;. în planul determinat de x ..,, i, Jacă x„ x iu .ţ o sau este rectil inie pe 
dirc::qia x"Jacâ x,, ,. x„ o. 

Acest caz nu poate fi realizat intr-un sistem fizic şi nu are valoare decât ca gran iţă 

întie cele două tip1111 de procese amortizate : oscilator şi aperiodic. 

3.8.3. ~a se studieLe mi~carea unui punct material supus unei forţe F = - Cx, C fiind un 
tensor de ordin ul al doilea simetril: pozitiv definit. 

Ecuaţia de m1~care este 
mx =-- - Cx. 

he m 1 , m 1 , 111 1 direc\iile principale ale kn!>orului C şi k
1

, k2 , k, valvnle principale, adică 
\ 

C - L J.. , 111, 0 111, (J.., / O,j ,;__ I, 2, 3) 
j I 

l.H 
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Atunci 
3 

Cx = L k/rj mj. 
j= l 

Deci ecuaţiile scalare de mi~care sunt 

mxj = - kjxj j = I, 2, 3 
sau 

j = 1,2,3 

şi admit solu\iile 

j = 1, 2, 3 

sau 
xj = Ajcos(rojl - aj) j = 1,2,3 ..--------

( j)2 (i:~)2 x!, . x~ 
Xo + ro · ,cosaj = -.,smaj = --. 

'J Al ffijAJ 
j = 1, 2, 3 

Forma soluţiilor indică faptul că mişcarea este mărginită, traiectoriile sunt cuprinse în 
interiorul unui paralelipiped, centrat în origine, cu laturile 2Ai. Mişcarea este periodică numai 
dacă există numerele naturale 11 1 , 112 , n3 astfel încât 

Figura 3.8.3 

134 
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Curbele ob\inute se numesc curbe Lyssajous. ln caz bidimensional, în figura 3.8.3 sunt 
prtLentate traiectoriile pentru câteva perechi de rapoarte ale frecventelor şi defazaje iniţiale: 

Nr.crt. O) I ro2 A' Ai a, a2 

1 2 I 2.00 1.00 o o --- --· 
2 2 l 2.00 l.00 1t/4 o 
3 2 I 2.00 1.00 1tl2 o 
4 3 1 2.00 1.00 o o 

>-

5 3 I 2.00 l.00 rc/3 o 
6 3 1 2.00 1.00 n/2 o 
7 3 I 2.00 1.00 2rc/3 o 
8 4 I 2 00 1.00 o o 
9 4 1 2.00 l.00 n/4 o 

. 

10 4 I 2.00 1.00 rc/2 o 
11 7 I 2.00 1.00 o o 

--
12 7 3 2.00 1.00 0.40 o 

3.8.4. Să se studieze mişcarea unui punct material de masă m, sub actiunea unei · forţe 

clastice F = - k x, k > O şi a unei forte periodice de timp mPcospt . Rezistenla mediului se 
neglijează (oscilaţii forţate ale osc ilatorului a, rnoni c). 

Ec uaţia de mişcare 

mx + kx = mP cosp/ sau 

Condiţii iniţiale 

x ➔ ro 2x = P cosJJI w2 = li o , o m 

t = O X - X., , X = Xu 

Soluţia paitîculară a acestei ecuaţii se ia de tu, ma Ccos pi . Rezultă 

( 
p ) i., . p 

X == X 0 -
2 2 l:OS W u l I W- Sin W„I I· 

2 2 
COS pi 

(i)o - P " Wu - P 

Ea reprezintă suprapunerea a două oscila\1i armonice, 110a de frecven\ w
0 

~i alta de pulsaţie p. 
AL cast s11prapune1e se nume~te interferenţa. Mi:jcarea de pulsa\ie proprie ro

0 
se numeşte 

oscilo/ii: proprie, iar cea de pulsaţie p se nume~te oscilafie.forţllfa (constrânsă). 
Dacă fn:cven\a forţei perturbatoare este foarte apropiată de frecvenţa propne, 

p =-- w„ I-e , soluţia devine 

X - A„ COSW„H ~sinro„I+ p 
2

[cos(CiJ 0 +e)I - COSCiJ 0 1] = 
ro„ O)~ - (wu + e) 

(
2 

P )lcosw utcoset - sinw„tsinEt - cosro 0 1]= e w., + e ~-,,.----, .. , 
- X CO ' ·' I I Xu . ) I I p sin €I s· CiJ / -= u Su,u ,.,_, Sll\(J., ( ) · -- 1n u -

"'- 2w,, ➔ E e -

I.I) 
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ultimul termen fiind dominant fată de ceilalţi. 
Dacă frecventa forţei perturbatoare este egală cu frecvenţa proprie, p = roo, ecuaţia 

de mişcare devine 

i +ro~x = Pcosroot 

soluţia particulară se caută de forma Ctsin root. Se obţine 

io . P . 
X = X 0 COS ro 0 t + -ro SIO ro 0 t + -

2 
t SIO ro 0 t. 

o roo 

Apar deviaţii foarte mari de la poziţia de echilibru (x = O). Acest fenomen se numeşte 
rezonan/ă. 

Situaţiile semnalate pentru cazul unidimensional sunt exemplificate în figura 3.8.4, în 
care sunt prezentate oscilaţiile proprii şi forţate corespunzătoare aceloraşi condiţii iniţiale ( 
x! = O,i! = l). 

plw0 = 1.5 plw0 = 1.05 
P = 2 

Figura 3.8.4 

3.8.5. Să se studieze mişcarea unui punct material de masă m, sub acţiunea unei forţe 
elastice F = - k x, k > O şi a unei for1e periodice de timp mPcospt,, cu rezistenţa mediului 
proporţional cu viteza R = - bv, b > O, b2 

- 4km > O (oscilaţii fo11ate ale oscilatorului 
amortizat) 

Ecuaţia de mişcare 

.. b . I~ p .. 2h . 2 p 2h b 2 k mx+ x+,u. = m cospt sau x+ x +ro 0 x = cospt, = m,ro 0 = m 

Condiţii iniţiale 

I = 0 X = Xo, X = lo. 

Soluţia particulară a acestei ecuaţii se ia de forma C cospt + D sinpt . Rezultă 

[ 
ro2 - p2 } li+hx h ro2+p2 ] . x = lo - 0 

2 P -"'cosrot+ u -
0 

2 P e -"'smrol+ 
(ro~ - p2) + 4h2p2 ro ro (ro~ - p2)_ + 4h2p2 

+ ~ Pl(ro~ -- p 2)cospt + 2hpsinpl). 
(ro~ - p2) + 4h2p2 

Primii doi termeni reprezintă oscila1ia amortizată, care va fi rapid dominată de 
oscila1ia forţată 

X /i,, '"' ::;: A cos (pi - <j)) 

_ ro~ p 2 
•· _ 2hp 

A - j(tuz p l )2 r-4 Ji l ,,l P, CO:i(j) - ttA-11- ,sinq>- IIAII 

U6 
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Amplitudinea oscilatiei forţate A şi diferenţa de fază q> sunt funcţii de frecvenţele 00
0 

şi p. 
Dacă frecventa forţei perturbatoare este egală cu frecventa proprie p = 00 0 , diferenţa 

de fază devine egală cu n/2, iar amplitudinea A = 
2

:00
0 

• Ac~astă amplitudine, pentru o 

frecare redusă (h mic), ia valori foarte mari, rezultatul suprapunerii oscilaţiei amortizate şi 
oscilatiei forţate va fi o oscilatie cu amplitudine foarte mare. Fenomenul se numeşte 
rezonan/il. 

In figura 3.8.5 sunt prezentate, în caz unidimensional, oscilaţiile amortizate şi 
oscilaţiile forţate pentru aceleaşi condiţii iniţiale, precum şi variaţia amplitudinii A în funcţie 
de frecvenţa p . Valoarea maximă a amplitudinii se obţine pentru 

p = Jw~ - 2h 2 

pentru h destul de mic, valoarea este apropiată de w
0

• Valoarea amplitudinii maxime va fi 
p 

Âmax = 
2h Jw~ h 2 

Se obţin aproximaţiile (prin neglijarea puterilor lui h superioare puterii a treia) 

- 1i 2 - p ( h2 Î 
p = (1) 0 - Wo' A,nax = -21 I I + --2 ). 

1W o \ 200 0 

x' 

(I) =V3 o 

5 

' I 

o 

<l P=2 h = 0.25 

/4 . 

··~/, =. ~ 
C. ,•,ti I I ~ 2 15 :t p 

Figw·a 3.8.5 

3.8.6. Punctul material de masăm este situat în poziţie de echilibru în mijlocul O al firului 
AA'; asupra sa lucrează tensiunile 1~ şi T'

0 
(se neglijează greutatea proprie). Dacă se 

deplasează mobilul din O în P pe norrnala Ox în O la AA', atunci asupra mobilului vor lucra 
tensiunile T şi T' în lungul firelor PA şi respectiv PA', din motive de simetrie tensiunile sunt 
egale în valoare absolută . Să se studieze oscilaţiile nelineare în jurul poziţiei O de echilibru, 
ale punctului material, lăsat liber în P. 

Pentru a scrie ecua1ia de mişcare, trebuie determinată forţa (rezultantă) F care 
lucrcaLă asupra punctului material în pozilia P 

F ....: -Ft - -2Tsina t, a -= L.OAP . 

Admiliiud ca kn:,iunea T în fir este funcţie lineară de lungire 

T - 1'v d(/ - 11) (a = 0 .-1, l = PA) 

1\7 
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F = 2[To+k(/ - a)]sina = 2lT0 +k(Jx2 +a2 -a)J x -Jx2 + a2 

= 2kx + 2(T0 - ka) X • 
Jx2 + a2 

Ecuaţia de mişcare este deci 

mx+F(x) = o. 
Prin dezvoltare în serie (pentru x mic în raport cu a) se 
ohtine 

F = 2To~ -l (ka - To{~) 
3 

+ ¾<To - ka)(~) 5 

+ .. . . 

ln cazul normal T > O si k" - T > O. 
o ' " 

Dacă se ia pentru F aproxima\ia a doua (nelineară) 
ecuatia de mişcare devine 

(.) ·· 2 J o d 2 2To ka - To x + c.o x + µx = un e c.o = -- µ = ---m' mn 3 • 

A 

Pentrn ~l foarte mic, se caută solutia ecuatiei sub forma unei serii de puteri în µ 

x = x.,+µxi +µ 2x2+ ... 

unde x
0

, x 1 , x2 •• • sunt funcţii de două ori derivabile în raport cu timpul. Se va considera 

pentru c.o o dezvoltare de forma 

w2 = w~ + ~tC1 + µ 2 C2 + ... 

constantele C1 ,.C2 fiind deocamdată nedeterminate. Introducând în(*) şi ordonând dupăµ se 
obţine 

Xo + c.o ~x + µ(i 1 + w~x 1 + C 1x,, + .. d ] -l ~L 2(.x-2 + w~x2 + C 1x 1 + C2Xo + 3x~xi] + ... = O. 

De unde 

(i) 

(ii) 

(iii) 

X0 + W ~Xo = O 

X1 + W ~X 1 + C 1Xo +x~ = O 

x i+ c.o ~xi + C 1x 1 + C2x2 + 3x~x 1 = O 

Ecua\ia (i) cu conditiile iniţiale 

x 0 (0) = /,_i:(O) = O 

admite solutia 

xu(t) = /cose.o ul . 

Introducând acea3tă soluţie în (ii) rezultă 

X1 + w~x . = - Cil COSWul - Pcos3C.Oul 

sau încă 

l / ( (' 31 2) , 1/3 , 3 Xi I W 0 .. \ I - .. I i - 4 COSW „I - 4 COS W u l . 

Pentru a elimina rezonan1a int1odusa de: primul tc:rmen (termeni în solu\ie de forma tcosc.o 0 1), 
trebuie: să se ia 

(' 1,2 
1 - 4 . 
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Cu condiţii iniţiale nule 

ea are soluţia 
/ 3 

X I(!) = --2 (cos3rouf - COS(l) 0 t). 
32rou 

Dacă se consideră suficientă această aproximaţie se ia 

(I)~ = (1)2 + ¾/3µ. 

Dacă se doreşte o aproximaţie mai bună s~ continuă cu determinarea lui x2 din (iii) în care se 
introduc componentele detenninate 

„ 2 . - ( C I 3/5 Î . 3/5 5 
X2 + W 0 .\ 2 - I - 2 + 2 ) (.;OS OOot - 2 COS W 0 t 

\ 128roo 128roo 
3/4 

Ci = 128ro~ 

/5 
xi= 

4
(cos5root cosroot)etc. 

1024roo 
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§3.9. Mişcarea relativă a punctului material 

Fie OX1 X 2 X 3 un reper cartezian ortogonal inerţial (fix) şi ox1 x2 x3 un reper cartezian 
ortogonal mobil. Mişcarea reperului mobil în raport cu reperul inerţial este dată de mişcarea 
originei reperului mobil X 0 = X 0 (t) şi de rotaţia axelor reperului mobil în raport cu cele ale 
reperului inerţial, caracterizată de vectorul viteză unghiulară co = co(t) (v.capitolul 2). 

Mişcarea unui punct material de masă m, sub acţiunea forţei F, în raport cu reperul 
mobil, este descrisă de ecuaţia 

mi = F + F, + F c, 

unde forţele complementare de transport F, şi Coriolis F c sunt date de relaţiile 

F, = -ma, =-m(xo +ci> X X +co X (co X x)) 

Fc =-mac= -2mco xi 

3.9.1. Să se studieze influenţa mişcării de revoluţie a Pământului (neglijând influenţa 
mişcării de rotaţie a acestuia), asupra mişcării unui punct material la suprafaţa Pământului. 

Se consideră drept reper inerţial sistemul heliocentric Copernic cu originea în centrul 
Soarelui (presupus sferic) şi cu axele îndreptate spre trei stele presupuse fixe. Reperul mobil, 
solidar cu Pământul, cu originea în centrul acestuia (presupus sferic) cu axele de direcţie fixă 
(co= o, reprezintă neglijarea influenţa mişcării de rotaţie a Pământului). 

Ecuaţia de mişcare a unui punct material P la suprafaţa Pământului este în acest caz 

mi= F-mXo 

F fiind rezultanta forţelor care acţionează asupra punctului material: forţele atracţie din 
partea Soarelui, Lunei, Pământului etc., precum şi alte forţe, forţa de transport F 1 = -mX 0 

fiind determinată din atracţia universală pe care Soarele, de masă M, o exercită asupra 
Pământului 

·· Ms Xo = -f R} Xo, Rs = llXoll-

Fie mai întâi considerată influenţa atracţiei Soarelui asupra punctului material 

Ecua.ţia de mi~care devine 

F=-f~tx. R=IIXII. 

i =-/MR:(Xo +x)+/MJ X 0 • 

Rs 
Proiectând pe direcţia Oo şi pe direcţie ortogonală pe aceasta în plan OoP, se obţine 

a11 =fMs(-1 - _1 )Rs-fMsrcosÂ a.1 = -fMsrsinf., ,, Ri R3 R3 ' R3 • 

Â. fiind latitutdinea punctului material. Intrucât X= Xo + x, rezultă 

R2 = Ri + r 2 + 2rRscos Â. 

( )

-1 /2 
l _ l r r2 l r 

R2 - - 2 l +2-R cosÂ.+-2 = - 2 (1 -3-R. cosÂ.+ ... ) 
Rs s Rs Rs s 

termenii nescrişi fiind de ordinul raportului (L) 2

. Atunci componentele acceleraţiei devin 
Rs 

_ /Msr _ /Msrsin Â( r ) 
t1 11 - --1-(2 cos Â. + ... ), a.1 - 3 I - 3-cos Â. + ... . 

Rs R.i; Rs 

140 
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Efectele forţei de atracţie din partea Soarelui sunt sesizabile la punctele care nu sunt 
solidare cu Pământul (particulele de fluid). Pentru marile întinderi de ape acest fenomen este 
cunoscut sub denumirea de maree. Influenţa este maximă la ecuator () .. =O, Â. = 1t), pentru 
punctele de pe partea dinspre Soare se exercită atracţie, pentru cele din partea opt1Să Soarelui 
respingere, componenta a.1. = O. La pol efectul este nul, a11 ,:,i O, la.ii ~ /Ms r Rs . Fenomenul 
mareelor se produce de două ori în 24 de ore, la trecerea Soarelui la meridianul locului şi la 
meridianul opus. 

N 

R 

Figura 3.9.1 

Efectul forţei de atracţie din partea Lunii se studiază asemănător, înlocuind masa 
soarelui M~ masa Lunii ML, distanţa R8 cu distanţa RL. Intrucât Rs = 25000r, RL = 60r şi 
32Ms = 109ML, se obţine 

IIFdl ~ 2fM1.r. 2/Msr = ML (Rs) 3
::: 2 32 IIFsll Rz · Ri Ms· RL - · · 

Mişcarea unui punct material f:,'feu , ţinând seama de influenţa atracţiei Soarelui şi 
Lunii, va fi descrisă de ecuaţia• 

mx = F* + mar{P) + m[as(P) - as(o)] + m[aeL(P)- aL(o)] 

unde F • desemnează rezultanta forţelor de altă natură decât atracţia universală din partea 
Soarelui şi Lunii, ceilalţi termeni provenind din actracţia din partea Soarelui şi respectiv 
Lunii asupra punctului material şi influenţa asupra Pământului ca -forţă complementară de 
transport. 

3.9.2. Să se studieze influenţa mişcării de rotaţie a Pământului în jurul axei sale asupra 
mişcării unui punct material. 

Se va considera drept reper inerţial 

sistemul geocentric, având originea O în 
centrul Pământului , axa OX3 orientată după 
linia polilor, axele OX 1 ~i OX2 în plan 
ecuatorial orientate spre două stele presupu­
se fixe. Reperul mobil, solidar cu Pământul 
are originea în punctul o de pe suprafaţa 
Pământului, axa Ox3 după direcţia razei 
(Pământul presupus sferic, de rază R), ox1 

tangentă la mi:ridianul prin o, iar ox2 tan­
g;:.ntă lacercul parald prin o. 

l.atitutdin1.:a punctului o fiind A, 
iar longituJinea (j) , vi:cturii bazei reperu­
lui mobil ~unt <ldini1i prin 

141 
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{ 

1 1 = sinÂ.cos<pl1 + sinÂ.sin<pl 2 - cosÂ.l 3 

12 = - sin<pl1 + cos<pl2 

\3 = cosÂ.cos<pl, +cosÂ.sÎn<pl2 +sinÂ.'3 

Mişcarea de rotaţie a reperului mobil este definită de vectorul co 

co = col) = co(-cos Â.1 1 + sin A 13), co = cp = 
8
J

1
:

4 
= O. 729 • 10-4 rad/sec = const. 

Forţa complementară de transport este 

F, = - m[A 0 +co x (co x x)] = -m[co x (co x Xo) +co x (co x x)] = 

= -inco2[-R cos A(sin Al 1 + cos A\2)- ((x 1 sin A+ x 3cos A)sin A\, + x212 + (x 1 sin A+ x 3cos A)lJ)] 

iar forţa complementară Coriolis 

sau 

F c = - 2mco xi= -'2mco[x2sin Alt - (x 1sin A +x3cosA)t2 - x 2cos A\3) . 

Mişcarea punctului material va fi descrisă de ecuaţia 

mi = F• + mg + F, + F c 

{ 

m.x 1 = F• 1 + mco2sin A[(R + x3)cos A+ x 1 sin A]+ 2mco.x2sin A 

mx2 = P 2 + mco 2x2 - 2mro(i 1sinA+x3cosA) 
m.x3 = F•3 - mg+ mro 2cos Â.[(R + x3)cos Â + x 1sin A]+ 2mroi2cos A 

Pentru integrarea sistemului se poate utiliza metoda i>arametrului mic 

x = Xo(I) +cox,(t) +co2x2(t) + ... 

Se obţin sistemele' de ecuaţii 

{ 

111-'i t = P' 
mx~ = F•2 ; 

mx~ = P 3 - mg 

{ 
xl = 2x~sin A 

ii = - 2(.i-!sin A+ i~cos Â) 
x~ = 2.x~cos Â. 

{ 

x! = sin A[(R + x~)cos A+ x!sin A]+ 2.xÎsin A 

x~ = x~ - 2(.xlsinA+i~cos).) 

x~ = cos A[(R + x!)cos A+ x!sin A]+ 2.xf cos A 

care se integreazA cu condiţiile iniţiale 

' .... 

x(O) = x0
, i(O) = v0 sau { 

x0 (0) = x 0
, i.,(t) = v0 

xj(O) = o, i 1(0) = o j = 1,2, ... . 

ln abesnţa altor forţe (F • = o). prima aproximaţie corespunde neglijării intluenţei 
rotaţiei Pământului 

x' = x'" + vlo x2 = x2o + y2ot xl = X3o + vl" _ !"t2 o , o , o 20 , 

iar următoarele aproximaţii sunt 

xl = v2ut2sinA., Xi= -(\• 10sinA + v3"cosÂ.)t2 + ţgt-1 cosÂ., x{ = v2"t2 cosÂ.; 
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x} = sin { (½(R +x30)t + ¼v30 t2 
- 2~gt4)cos'A. + (½x 10t2 + ¼v 10 t3 )sin 'A.]+ 

+2 sin 'A.[ -½(v 10sin 'A.+ v30cos 'A.)t3 + 1~gt4
] 

x2 = lx2012 _ lv2013 
2 2 2 , ... 

X~ = cos 'A.[ (½<R + x 30)t + ¼v
30 t2 

- 2~gt4
) cos'A. + (½ x 10t2 + ¼v 10t3 )sin 'A.]+ 

+2cos'A.[-ţ(v 10 sin'A.+v30 cos'A.)t3 + /
2
gr4

] 

Cazuri particulare cu neglijarea termenilor de ordinul lui co2 (se neglijează efectul 
forţei de transport): 
- căderea liberă pe verticală 

x 1 = O x 2 = lrogt3 cos 'A. x3 = _lgt2 

' 3 ' 2 ' 

efectul mişcării de rotaţie fiind o deviaţie spre est (x 2 > O); 
- lansarea unui proiectil în planul meridianului: deviaţia de la acest plan este 

x2 = - (v 10sin A.+ v30cos 'A.)cot2 + lcogt3cos 'A.; 
3 

lansarea după tangenta la meridian spre nord în emisfera nordică va atrage devierea spre est 
(tendinţa apelor din emisfera nordică ce curg spre nord de a eroda malul estic). 

Efectele forţei de transport 

F, = -mRco 2cos A.(sin 'A.t1 + cos 'A.t1) 

cuprinde, prin componenta F}·, abaterea direcţiei verticalei (direcţia unui fir cu plumb) spre 
sud în emisfera nordică, cu valoare maximă pentru 'A. = x/4 şi prin componenta F! tendinţa 
de micşorare a greutăţii punctului material (această componentă este maximă la ecuator şi 
minimă - nulă - la poli). 

3.9.3. Să se studieze echilibrul unui punct material greu suspendat printr-un fir (devierea 
firului cu plumb). 

Reperul inerţial şi cel mobil se aleg la fel ca în problema precedentă. 
In cazul echilibrului relativ, pentru un punct material greu P atârnat printr-un fir în 

punctul A, condiţia de echilibru este 

mgg1 +T+F,=o 

ms fiind masa grea, g' - acceleraţia teoretică, orientată după direcţia razei Pământului 
presupus sferic (v.§3.4), T tensiunea în fir, echilibrând greutatea practică T = mvg, iar forţa 
de transport fiind, conform problemei precedente F 1 = -m;Rco 2(sin 'A.t 1 + cos 'A.t 3 )cos 'A., m, -
masa inertă. Condiţia de echilibru revine la 

mg(g1 - g) + m;rro 2cos 'A.(sin Al 1 + cos 'A.t1) = o 

sau 
m · g = g' + kRU) 2cos A(sin AL 1 + cos Al3), k = ~ 

g 

de unde ~e poate evalua acceleraţia practică 

g 2 == g11 tk2 +k 2 R1w4cos1 'A. - 2g'kRco 2cos2 'A. 

Pc:1111 u <li ferite inăltinii h, inlocui11d R prin R I h. seobţine aproximaţia 
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-g'{ A(R+h) 2 2" } g- } - li CO COS A+,., • 

Devierea verticalei 

g2 +g'2-k2R2co4cos2Â. 
cosa= 2gg' = 

_ g'2 - g'kRco2cos2Â. _ g' -kRco2cos2Â 
- gg' - . g 

sina = kRco2cos'A.sinÂ. 
g 

co2R co 2R3 l --=---g jM 289 
Devierea verticalei depinde de latitudine, 
este nulă la ecuator şi la poli, este maximă 
pentru latitudinea Â. = x/4 având valoarea 
a-61

• 
Figura 3.9.3 

3.9.4. Pendul Foucault. SA se studieze influenţa mişcArii de rotaţie asupra unui pendul 
sferic de lungime /. 

Se consideri reperul inerţial OX I X 2 X 3 cu originea în centrul Pământului, cu OX 3 

orientată după linia polilor de la sus la nord şi axele OX' , OX2 în planul ecuatorial, orietate 
spre doui stele presupuse fixe (reperul geecentric). Reperul mobil ox1 x1 x1 , solidar cu 
Pimântul, la latitudinea Â., are o mişcare de rotaţie definită de vectorul conatant m orientat 
dupA axa polilor. 

Ecuaţia mişcArii relative a punctului material de mul m şi vector de poziţie I este 
dată de 

mi = mg - mN7 - mco x (m x s) - 2mm x i 

co = ci>(-cos Âl 1 + sin Âl 1 ), co = ci> = J
1
~ = O. 729 • l 0-4rad/sec = const. 

ln proiecţie pe axele reperului mobil, neglijând termenii de ordinul lui co2
, se obţine 

I 
x1 = -NL + 2co.t2ain Â 

I 
2 

x2 = -Nx
1 

-2co(i 1sinÂ.+x3QOSÂ.) , (x 1)
2 +(x2)

2 +(x3)
2 = 12 

3 
i 3 = -Jr--

1 
- g+ 2cox2cosÂ. 

lnmulţind ecuaţiile aşa cum indici relaţiile urmltoare 
I 

x1 = -NL + 2cox2ainÂ. j.i-1 jx2 

I 
2 

.x2 = - Nt - 2co(.i- 1sinÂ.+.PcosÂ.) jx2 l-x1 

3 xl = - Nxl - g + 2cox2coa Â. j.i-2 jO 

~i sumând, se obţine integrala primă a energiei 

(x')2 +(x2)2 +(x·l)2 = - 2g(x3 +h), 

iar ţinând seama ~i că x3 = -/, x3 = O, (x/) 2 

<< I, ( x/) 2 

<< I, integrala primă a ariilor 
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i 1x 2 -i2x 1 = u{ (x 1 
/ + (x2

/ Jsin). + C, 

constantele h, C determinându-se din condiţii iniţiale. Utilizând coordonatele polare r, 0 în 
planul ox 1 x2 integralele prime de mai sus se rescriu 

{ 
i-2 '.r202 = 2g(l-h) . 
r 20 + r2ro sin Â. = C 

Fie în planul ox1 x 2 axele ol;, Ofl rezultând prin rotaţie uniformă cu viteza unghiulară 
ro 1 = ro sin). în sens est-sud-vest-nord şi coordonatele polare p, a. în raport cu aceste axe 

{ 
x 1 = l;cosco1t-risinffi1t 
x 2 = l;sinw1t+rico_sffi1t ' { 

r=p 

0=a.-ffi1t 

Integralele prime se rescriu 

{ 
P2·+p2â2+p2ffi~ =2g(/-h)-2ro1C 

p2â = C 

Această formă a integralelor prime coincide cu cele corespunzătoare, scrise în coordonatele 
polare p, a., în cazul oscilatorului linear. Rezultă că, în raport cu axele care se rotesc, punctul 
material descrie o traiectorie eliptică. 1n particular, dacă punctul material este lăsat să 

oscileze fără viteză iniţială în plan ol;x3 
, el pendulează tot timpul în acest plan, acesta 

rotindu-se cu viteza unghiulară c.o 1 • 

'A. /(m) m(kg) i;o(m) 

Foucault 48°50' 67 28 - 27t = 8~164 sec ~ 32 ore 
Paris, 1851 ffi1 sm A 

Gartbe 50°50'30" 50 17 3 a.,m, obs = 11 16280 
Cologne a.ura culc = l I 16475 

Bucureşti ---450 27t ia::: 34 ore 
(i) I 

3.9.5. Să se studieze mişcarea flră frecare a unui punct material de masă m, de-a lungul 
unei drepte (d) care se roteşte uniform într-un plan fix, în jurul unui punct fix O al dreptei. 

Se consideră reperul fix determinat de axele OX 1
, OX 2 din plan şi normala OX 3 la 

acesta. Reperul mobil este determinat de dreapta (d) ca axă Ox1
, perpendiculara O.x2 la Ox1 

în planul fix şi normala la plan. Mişcarea relativă a punctului material este descrisă de ecuaţia 

mx = N + F, +Fc 

N fiind reacţiunea normală la dreaptă (frecrea este neglijată), iar forţele complementare sunt 

F, = -mro X (co X x), Fc =-2mco X X, ro= ffiol3 

Această ecuaţie vecorială are proiecţii doar în planul fix 

{ 
.xl=co2xl 

O =-= N - 2,~wux 1 

Pentru condiţiile iniţiale t = O : x = x u t 1, i --= Vu t 1 , se obţine 

I - I Vu 1 X 0 - X u C l Wuf -t- u>u S l ()) 0 / 

1(. Vu ) N - 2mw., .\v shwul I· u>v chwut 
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3.9.6. Aceeaşi problemă pentru un punct material greu în plan vertical. 

Cele două repere se aleg la fel ca în problema precedentă. 
Ecuaţia care descrie mişcare a relativă 

mi= mg+ N - mro x (ro x x)- 2mro xi, ro= ro 0 \] 

dă în proiecţie pe axele din plan ale repemlui mobil 

{ 
.x1 = ro~xl - gsinro 0 t 

O= N - 2mroox 1 - mg cos root 

Pentru aceleaşi condiţii iniţiale ca la problema precedentă, se obţine 

1 h ( Vo g \ h g · X = Xo C root+ I roo - --2 )s root+-
2 2 SIDroot 

\ 2ro o roo 

N - 2 2[ h ( Vo g Î h g ] - mro 0 X0 S root+~roo - 2ro~)C root+ ro~ cosro 0 t 

3.9.7. Dreapta (d) trece printr-un punct fix O şi formează cu verticala un unghi constant 0
0

• 

Această dreaptă se roteşte uniform în jurul verticalei prin O. Să se studieze mişcarea unui 
punct material greu situat pe dreapta (d). 

Se alege reperul fix astfel încât axa OX 3 să fie verticala ascendentă, iar reperul mobil 
astfel încât axa Ox3 să coincidă cu dreapta ( d), iar axa Ox1 este orizontală . 

Mişcarea relativă a punctului material greu 

mi= mg+ N - mro x (ro x x) - 2mro xi, ro = roo(sin0ol2 + cos8ot1) 

conduce prin proiecţie pe axele reperului mobil la 

{ 

o = - 2mrooi3sin20o + N 1 

O =-mro~sin0ocos0.,x3 - mgsin0o +N2 . 
x3 = ro~,t 3 -gcos0 0 

Integrând cu condiţiile iniţiale t =O: x = z„t3, i = VolJ, rezultă 

3 _ ( g cose" ) . 0 > v o h( . 0 ) g cose" 
X - Zo - . 2 ch(wutsm o + . 0 s ro„tsm o + . 2 

ro~S10 0u WoBlD o ro~Slll 80 

N1 =2mro~sin 3e.,{(zu- gc~S~o )sh(w„tsin0.,)+ ~oe ch(rootsinO.,)} 
ro~sm 0 0 WoSlll o 

N2 = mro~sin0„cose.,{ (z., - gc~S~o )ch(ro„tsin0o) + ~oe sh(rootsin0o)} +-)Le 
ro~sm 0 0 ro„sm o sm o 

3.9.8. Să se determine poziţiile de echilibru relativ ale unui punct material greu de masăm, 
care alunecă fără frecare pe o circumferinţă tle rază / ce se roteşte uniform în jurul 
diametrului său vertical fix cu viteză unghiulară ro

0
• 

Reperul fix este ales astfel încât axa OX 3 este orientată descendent după diametrul 
vertical, O fiind centrul circumferinJei. Reperul mobil a.re acceea~i origine cu cel fix, axa ox3 

coincizând cu axa OX 3
, iar axa OX 1 orizontală. 

Ecuaţia de echilibru relativ t:ste 

o = mg -t N - mro x (ro x x), w = ro„t 3 
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lntnicât 

(I) )( ( CO X X) = -X I CO~\ I 

toţi vectorii se găsesc în planul circumferinţc:i. Se obţine 

Fie 

Rezultă 

o= -N-- + /1l\"l(t)2 

{ 

r' 
I " 

\"J 
0 = mg - N-_ 

I 

x 1 = /sine, x 3 = /cose. 

Aşadar, oricare ar fi co
0

, totdeauna e = O este poziţie de chilibrn relativ şi 

NI e = o = mg. 

Dacă ro 0 < [f, e = O este singura poziţie de echilibru relativ. Dacă însă ro.,> [f, atunci 

există şi alte două pozi1ii de echilibrn relativ, simetrice faţă de diamdrul vertical, date de 

pentru aceste poziţii 

g 
cose.=-, 2 , 

(.t)" 

NI =m/(.t)~. e =- e. 

3.9.9. lntr-un vas cilindric circular se află un lichid în repaus. Imprimându-se vasului o 

micare de rotaţie uniformă cu viteza unghiulară (t)
0 

, în jurul axei sale verticale, să se 
detem1ine fomrn suprafeţei libere a lichidului. 

ln cazul mişcării considerate, pe ~uprafaţa liberă stabilizată a lichidului vîscos altfel 
nu s-ar antrena prin frecare straturile de fluid) o particulă fluidă se află în echilibru relativ 
sub acţiunea greutăţii proprii, reacţiunii normale la suprafaţă şi a forţei complementare de 
transporţ. Reperul fix are originea în punctul O pe axa vasului şi axa OX 3 verticala 
ascendentă. Reperul mobil Are originea tot în O, axaOx1 tot verticala ascendentă, axa Ox1 în 
orizontala din planul vertical ce conţine pa1iicula considerată 

(.t)-=W„l], X = r 1t1 +x·1t3 

Ecuaţia de echilibru relativ 

o =- mg -t N - mro x (ro x x) 

proiectată pe tangenta meridiană la suprafaţă în punctul constderat conduce la 

dr·1 
mg sinu i 111.\ 

1w~i;osa -'- O, tga =- -
dr 1 
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Figura 3.9.9 

Prin integrare rezultă curba de intersecţie 
a suprafeţei libere cu planul meridian 

ro 2 
2 

xl = 2;(x1) + C, 

pnn urmare suprafaţa liberă este un paraboloid 
de rotaţie. 

Constanta de integrare C se determină 
egalând volumul lichidului în repaus (suprafaţa 
liberă plană, înălţimea lichidului h) cu cea cu­
prinsă între fundul vasului şi paraboloidul de 
rotaţie obţinut 

1tR2h = fff dx 1dx2dx3 = 1(1) (J rd0Jdz)dr= 
D · O O O 

= 2x 1 rz(r)dr ~ 2x 1 { ~; r2 + C) dr = 

= 21t(ro~ RJ + cR2) ⇒ C = h- ro~R2 
2g 4 2 4g 

Deci ecuaţia paraboloidului de rotaţie reprezentând suprafaţa liberă a lichidului este 

X3 = ;;[ (X1)2 +(X2)2- ~2] +h. 

ro2 
Forma suprafeţei libere a lichidului (paraboloid de rotaţie, cu coeficientul 

2
;) nu 

depinde de forma vasului; forma vasului influenţează numai valoarea constantei C 
(determinarea acesteia a fost exemplificată pentru cazul vasului cilindric circular). 
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Capitolul 4 

DINAMICA SISTEMELOR DISCRETE 
DE PUNCTE MATERIALE 

Fie un reper inerţial { O, { t 1, t2, t _l} }şi sistemul de puncte materiale { Pim,, x1)} FIJI' 

asupra căruia acţioneaLă for(ele exterioare (efective şi de legătură) { F,} r-UJ şi forţele 

interioare (efective şi de legătură) {F.i* }.iJ=î;N• F.ik + Fk.i = o,j,k = l,N. Mişcarea sistemului 

este descrisă de ecuaţiile 
N 

m/X,j = F.i + L F.i* 
bi 

Teorema de bi/an( al impulsului Iuta/. Mişcarea sistemului de puncte materiale se 
desfăşoară astfel încât la fiecare moment derivata impulsului total este egală cu rezultanta 
forţelor exterioare 

N 

H = L mfi.1 , 
j=l 

Teorema de mişcare a centrului de masă al sitemului. Centrul de masă Cal sistemului 
se mişcă ca şi cum în el ar fi concentrată masa totală Ma sistemului şi asupra lui ar acţiona 
rezultanta forţelor exterioare 

M te= F, M = I, m1 , 
j=I 

N 

M xc = L m.ix.i, 
j=l 

N 

F = L FI . 
j=I 

Teorema de bi/an/ al . mome11t11/ui cinetic total in raport cu punctul O. Mişcarea 
sistemului se desfăşoară astfel încât la tiecare moment derivata momentului cinetic total în 
raport cu punctul O este egală cu momentul rezultant în raport cu punctul O al forţelor 

exterioare 

dKo_M dt- o, 
N 

Ko = L XJ x m1 ij, 
j=I 

Teorema de bilanţ al momentului cinetic total in raport cu centrul de masă. Mişcarea 
sistemului are loc astfel încât la fiecare moment derivata momentului cinetic în raport cu 
centrul de masă este egal cu momentul rezultant în raport cu centrul de masă al forţelor 

exterioare 

dK~ _ M' dt- c, xJ = x1 - Xc j = 1, N, 
N 

M~ = L xJ x F1 
j=I 

Teorema de bilanţ al energiei cinetice totafo. Mişcarea sistemului se desfăşoară astfel 
încât la fiecare moment derivata energiei cinetice totale este egală cu suma dintre puterea 
mecanică a forţelor exterioare ~i puterea mecanică a forţelor interioare 

dT 
-d = P '"' + P,,,,, I . 

N 

P;,., = L t<> . i/ 
jJ=I 

4.1. Să se arate că un sislt:m iLolat format <lin două puncte materiale, având viteze iniliale 
nuk (într-un 1cper iner\ial) se mi~că pe <lreapla care le unea la momentul ini\ial. 

Conform principiului aqiunii :;,i rcac\1t1111i, et:ua\iile de mi:;,~are ale s1stemuh11, în 
rnpo, I cu rc:pe1111 inerţial corn,ickrat,~unt 
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{ 
m1i1 =ft.x1 -x2,i1 -i2)(x2-x,) 

m2i2 = -/(_x1 - x2, i1 -i2)(x2 - x1) 

El admite integralele prime 

{ 
m1i1 +m2i2 = o (conservarea impulsului total) 

x 1 xm 1x1 +x2 xm 2i 2 =o (conservareamom.cinetictotal) 

Inmulţind prima _integrală primă cu x 1 respectiv cu x2 şi combinând cu a doua integrală 
primă, se obţin relaţiile 

{ 
(X I - X2) X~ I = O 

(X I - X2) X X2 = O 

care arată că vitezele sunt colineare cu vectorul x, - x2, acelaşi lucru puntându-se spune 
despre diferenţa lor, adică 

Rezultă 

x, - x, = (xi - •i)exp Q a(t)dt). 

De aici şi din integrala primă de conservare a impulsului rezultă 

(m, +m,)x, = m,xj + m,xi +m,(•î - ,i)expQ a(t)d-t) 

(m, + m,)x, = m, xi + m,xi - m2(xi - >i)cxp Q a( t)d-t) 

deci mişcarea punctelor este rectilinie pe dreapta determinată de poziţiile iniţiale. 

4.2. Să se arate că oricare ar fi datele iniţiale, există un reper inerţial, astfel încât un sistem 
izolat format din două puncte materiale să se deplaseze într-un plan fix. 

Fie un reper inerţial cu originea în O. Ecuaţiile de mişcare în raport cu acest reper 
sunt, ca şi la problema precedentă 

{ 

m1X1 = /(_X1 - X2, X.1 - i2)(X2 - X.1) 

m2i 2 =-/(x, - x2,i1 - i2)(x2 - X1) 

Centrul de masă al sistemului va avea o micare rectilinie uniformă 

Jl..(Mic) = o ⇒ Xc = Xc + ict 
dt 

şi poate fi considerat originea unui reper inerţial cu axe paralele cu cele ale reperului iniţial. 
In raport cu acest reper, condiţia de centru de masă şi integrala primă de conservare a 
momentului cinetic total se scriu 

{ 
1n,x~+m2x~ = o 

I . I I . I K(J . 
x 1 x mix 1 + x2 x m2x2 = c 

Combinând aceste inkgrale prime rezultă 

(x', x') x (i' - i') = ( - 1- + - 1- ) Ku 2 I 2 /IIJ m i C 

Rd ati a J c mai sus dă 
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Kc · (x~ - Xi)= O. 

Cum din relaţia precedentă rezultă paralelismul vectorilor x~ // xt 
K~ · X~ = 0, Kc · Xi = 0 

ceea ce arată că mişcarea punctelor materiale este plană, efectuându-se în plan trecând prin 
centrnl de masă al sistemului ş1 având normala definită de vectornl moment cinetic la 
momentul iniţial. 

.. 
4.3. Să se arate că un sistem format din trei puncte materiale, având viteze iniţiale nule 
(într-un reper inerţial) se mişcă în planul care le conţinea la momentul iniţial. 

Fie reperul inerţial în raport cu care sunt date condiţiile iniţiale. Io raport cu acest 
reper ecuaţiile de mişcare ale sistemului sunt 

{ 

m1x1 = F12 +Fi°J 
m/x.2 = F21 + F23 

m3X3 = F31 + f32 

Fjk + Fk; = o, Fp. X (Xj - Xk) = o, 
(j, k = 1, 2, 3) 

f jk = f Ji X I - X 2, X 2 - X J, X l - X I , X I - X 2 , X 2 - X 3 , X J - X I ) 

Rezultă ca şi la problemele precedente, că centrul de masă al sistemului poate fi 
originea unui reper inerţial, axele acestuia fiind paralele cu cele ale reperului inerţial iniţial. 
ln rc1port cu acest reper se obţin integralele prime (cu aceeaşi semnificaţie) 

{ 

. tn1X~ +m2Xi +m3Xj = O 
· I · I · I 

lll1X1 + m 2X2 +m.ix .l = O 
I · / I ·I I ·I 

m1X1 X x, +m2X2 >< X2 +m.1X3 X X3 = O 

Eliminând Xj, i~ între aceste integrale prime, se obţine 

m1(M - m2)x~ xi~ +m2(M-m1)Xi x Xi + m1m2(x~ x i~ +x~ xi~)= O 

lnmulţind scalar această relaţie respectiv cu x~, Xi, rezultă sistemul algebric 

~ m 1(x~,Xj,i~)+(M - m1)(x~,Xi,Xi) = O 
l (M - 111 2)(x~,Xi,X~)+m2(x~,Xi,Xi) = O 

având dete1minant nenul 

6. = m, m2 - (M - m 1 )(M- m2) = Mm3 Ţ. O 

deci având soluţie unică nulă 

( / / ·/) o ( / / •/) o Xi,X2,X1 = , Xi,X2,X2 = 
Punctul P3 se află totdeauna în planul detenninat de C, P 1 , P2 • Normala la acest plan 

este ddinită de 

11 = 11:~II' u = x~ x Xi, llnll = J 

S.; ob\ine 
li X ( Îl X U) 

n - -----
llu 1

1! 

P1111 llllll.ilC 

11 · 11 O, 11 , n o. 11 ,t. o > n o 

I ) I 
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adic5 normala la planul (C, P1 , P2 ) nu variază în timp ~i deci sistemul se mişcă într-un plan 
trecând prin punctul fix C şi având normala n = x~u x x~u 

4.4. Prohlema celor două corpuri. Să se studieze mi~carea unui sistem izolat format din 
două puncte materiale. ln particular se va considera că masa unuia dintre puncte este mult 
mai mare decât masa celuilalt. 

Fie sistemul izolat de punct! materiale P1 {m 1 , x1 } şi P2 {m2 , x2 } (vectorii de poziţie 
sunt consideraţi în raport cu un refen\ial inerţial). Mişcarea lor este descrisă prin ecuaţiile 

(i) { m1X1 = F12(x1 - x2,i1 - i2) 
m2X2 = F21(x1 - x2,i1 - i2) 

X2 - X1 
F12 = - f 21, F21 = Fli li. 

. X2 - Xt 

Teorema de mişcare a centrului de masă al sistemului arată că acesta are o mişcare 
rectilinie şi uniformă 

(ii) 

(iii) 

::, (mic ) = O ⇒ X c = Xc + Xc;I 

lnrnul\ind prima ecuaţie cu m2 şi a doua cu m 1 şi scăzând, se obţine 

µx = F(x, i) 
m1m2 m2 

~l = ---- = --,n-2-, X = X2 - X1 , F = F21 . 
m1 + m2 I +mi 

Studiul mişcării se reduce la integrarea ecuaţiei diferenţiale precedente, similară 
ecuaţiei de mişcare a punctului material în câmp central. 

In final va rezulta 

{ 

X1 = Xc+ ict + :
2x(t,X2 - xr,x2 - iD 

o · o m I ( " o · o · ") X1 = Xc + Xc l - mX l,X2 - X1,X2-I1 

Dacă m 1 >> m2 sau :~ << I, atunci 

µ = 

adică ecuaţia obţinută ar aproxima mişcarea în jurul centrului de masă al sistemului. Oricum 
în prima ecua\ie de mişcare (i) 1 , pentru punctul materia) P

1 
, masa fiind foarte mare, 

mărimea F12 Im: este foarte mică şi primul punct material poate fi considerat practic în 
mişcare rectilinie uniformă, ecua\ia de mişcare (iii) poate fi deci considerată în raport cu un 
reforen\ial inerţial. 

Exemplu: raportul masdor în cazul Pământ/Soare 1112 = 1 
m1 332952 
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ln acest mod poate fi considerată mişcarea punctului material în câmp central, în 
particular sub acţiunea forţei de atracţie universală (§3.4). Mişcarea este plană conform 
problemei 4.2. 

Aplicând teorema de bilanţ al momentului cinetic total, rezultă integrala primă 

d( . . ) d,m,x,xx1+m1I2xx2 =o ⇒ 

Această integrală primă are aceeaşi expresie daci este scrisă în raport cu un reper cu originea 
în centrul de masă al sistemului şi axe paralele cu cele ale reperului inerţial. 

Dacă forţele interioare nu depind decât de distanţa dintre punctele sistemului material 

F12 = F12(X2 - I1) = F(ftx2 -11H)t 1 
- Ii u 

l'.2-X1 

atunci puterea mecanică se poate exprima ca derivat! a unui potenţial 

P;ni = F12 · i1 + F21 · i2 = -F(lfx2 -x,IDt2 -x,I · (i2 -i1) = -F(r)ddr = 
X~ - Xt t 

= ;,(-fF<r)dr) r=Ux2-x1U 

şi din teorema de bilanţ al energiei, rezultă integrala primă de conservare a energiei totale 

d[ 1 i2 i2 ] dU dt 2(m1 t +m2 2) = dt ⇒ 

⇒ 1 ( .:.2 · 2) 1 ( · ol · ol) Ir F( ':\A 

2 m1„1 +m2J>z - 2 m1x 1 +m2x2 =- r'"r. 
ro 

4.S. Problema celor N corpuri. SA se tudiezc mi~area unui sistem izolat format din N 
puncte materiale. 

Mişcarea sistemului material este descrisă de sistemul de ecuaţii diferenţiale 

m/i.1 = f F11 } = r,1i 
i=l 

Fjk - Fjk( {Ia -1'.b} a,b=l,N• {i., -ib} aJ,=l,N), F jk + Fkj = O j,k=l,N. 

Fiind vorba de un sistem material izolat (tnchi1) teoremele de bilanţ al impulsului 
total şi al momentului cinetic total conduc la următoarele integrale prime 
- conservarea impulsului total 

d(N Î 
dt~ mkik) = o ⇒ f mki.t- = f m.t-it; 

k-1 k=l 

- mişcarea rectilinie şi uniformă a centrului de masă al sistemului (obţinut! din precedenta) 

d(Ji. Î ./J.. •o ~ (Jf., o\ (~ . .,Î 
-d I L mkXkJ = L mkxk ⇒ kJ mkX1c:.:: 1 L m.t-X.t-j +1 ""fflA-I•J'; 

t '-Ic= I k-= I k= I '-Ic= I '«= I 

- conserv-arca momentului cinetic total 

⇒ f mkXk X Îk = t fflkXk X ik. 
k:1 4'-1 

Aceste integrale prime vecto1iale ( echivalente cu 9 integrale prime scalare) nu sunt 
suficiente pentru rezolvarea problemei. Chiar dacă se ţine seama că sistemul este autonom (se 
consideră sistemul de integrale prime echivalent cu 10 integrale prime scalare) şi chiar în 
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cazul în care se poate adăuga la acestea integrala primă de conservare a energiei totale 
(v.problema precedentă) (cum se întâmplă de exemplu în cazul atracţiei universale între 
punctele sistemului material), integralele prime scalare nu pot înlocui, în condiţii iniţiale 
oarecari, sistemul de 3N ecuaţii diferenţiale de ordinul al doilea pentru a reduce problema la 
rezolvarea unor ecuaţiii algebrice. 

4.6. Două puncte materiale grele de mase egale se mişcă într-un plan orizontal astfel încât 
distanţa dintre ele rămâne constantă. Să se studieze mişcarea sistemului. 

Fie reperul inerţial cu originea la jumătatea distanţei între punctele P1 şi P2 la 
momentul iniţial, axa Ox1 pe direcţia acestor puncte, O.x2 ortogonală pe prima în planul 
mişcării şi Ox3 normală la plan. Ecuaţiile de mişcare 
vor fi 

mi 1 = mg + N 1 + F 12, x 1 • \J = O 
mi2 =mg+N2-F12, x2 ·t1 =0 

Reacţiunile normale îşi fac echilibru cu greută­
ţile (condiţia de mişcare în plan orizontal). Centrul de 
masă al sistemului are o mişcare rectilinie uniformă 

mic = O, Xc · l3 = 0 ⇒ Xc ::: Vei, Vc · \3 = 0 (Xc = o) 

Dacă distanţa constantă între puncte este 2/, 
atunci vectorii de poziţie ai celor două puncte se pot 
reprezenta sub forma 

o 

Figura 4.6 

x 1 = Xc + /(cos8t1 + sin 8t2), X2 = Xc - /(cos0t 1 + sin 8t2). 

Teorema de bilanţ al momentului cinetic total dă 

~[2/(cos0t1 +sin8t2)x/8(-sin8t1 +cos8t2)]=0 sau /2At3 =o 

de unde rezultă rotaţia direcţiei PI P 2 în jurul punctului C 

0 = 0"t. 

4. 7. Două puncte materiale de aceeaşi masă m alunecă fără frecare pe două axe 
ortogonale, în acelaşi plan. Aceste puncte se atrag invers proporţional cu pătratul distanţei 
dintre ele. Să se găsească mişcarea lor şi curba descrisă de centrul de masă al sistemului 
format din cele două puncte. 

Se consideră reperul inerţial determinat de 
cele două axe pe care se mişcă punctele materiale 
ale sistemului şi axa ortogonală pe ele p1in punctul 
lor de intersecţie. In raport cu acest reper, punctele 
materiale au vectorii de poziţie 

X1=Xl1, X2 = yt2 

Forţele interioare vor avea expresia 

F12 =-f21 = km 
3
(x2 - x1), k>O 

llx, - x2II 

iai foq cle de legătură 

N 1 ...:. N1 ll, N2 =- N1 l 1 
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Ecuaţiile vectoriale de mişcare 

mx, = N1 + F12, mi.2 = N2 + F21 

dau următoarele ecuaţii diferenţiale (scalare) de mişcare 

.. k.x .. ky 
x = (x2 + y2)3/2' Y = (x2 + y2)3/2 

şi relaţiile care determină forţele de legătură 

N 1 = kmy N2 = 
(x2 +y2>312' 

kmx 

Ecuaţiile diferenţiale de mişcare au aceeaşi formă cu ecuaţiile care caracteiizau 
mişcarea punctului material în câmp central. Notând 

r 2 = x 2 + y 2 ,X= rcos0,y = rsin 0 

mişcarea va fi dedusă din ecuaţiile diferenţiale în r, 0 

~(1.) + l. - .l_ ⇒ 
d82 r r - c2 r= p 

l + e cos (0 - 0 , ) 
a 

t = f r 2 (0)d0 ⇒ 1- p d8 O [ ]2 -1 l +ecos(0-0 1) Oo 

unde 

2_ 2 2 e _Xo . e _Yo. _XoXo+Yo.Yo c- 29· - • . 
ro-Xo+Yo,COS u- l"o'sm o- ro'ru- ro ' -ro u-XoYo-YoXo 

c2 A ( 1 k ) e ;--" . e B ( I k ) . e ; " e p = T· = ru - ?;î cos o+ C SID u, = ro - C2 sm O - C cos 0 

e = pJA 2 + B 2 ,cos81 = A ,sin0 1 = 8 
JA2+a2 JA2+B2 

Centrul de masâ al sistemului material Xc = ½<xi 1 + y12) va descrie o conică, cu 

focar în O, a cărei natură este determinată prin condiÎiile iniţiale. 

4.8. lntr-un plan orizontal, două puncte materiale P1 i;;i P2 , de mase m1 şi m2 , sunt obligate 
să se mişte pe două circumferinţe concentrice de raze r1 şi r2 şi se atrag cu forţe 
proporţionale cu distanţa dintre ele. 
a) Să se scrie teorema de bilanţ al momentului 
cinetic total şi să se determine o integrală primă. 
b) Să se scrie teorema de bilanţ a energiei cinetice 
totale şi să se determine o integrală primă. p, ,,..-.:-.--
c) Să se determine reacţiunile în punctele P1 şi P2 . 

d) Să se determine legea de mişcare dacă la 
momentul iniţial punctele de află pe aceeaşi rază 
şi este satisfăcută şi relaţia 

Se consid.!ră reperul iner\ial cu originea în 
centrul cercului şi axele Ox1 şi Ox2 în planul 
cin.: umfrrinţelor. Fie (j) 1 ~i q> , unghiurile polare ce 
cara<.:t..::1 ib.:ază poziţia <.:dor două puncte 

Figw-a 4.8 
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x 1 = r1 (cosq> 1 \ 1 + sin q, 1 t2), x2 = r2(cos (1)2\ 1 + sin q>2t2) . 

Forţele de leglltură, respectiv forţele interioare sunt 
lt X2 N1 =Ntrj, N2 =Ni-,:-:; 

F12 = -F2: = k2m1m2(X2 - 11) 

a) Momentul cinetic total al sistemului, în raport cu punctul O este 

momentul rezultant al forţelor de legătură (singurele forţe exterioare) este nul 

Mo=Xt xN1!!.+x2 x N2!l=o. r r 

Deci' din teorema de bilanţ al momentului cinetic total 

dKo M dt= o 

rezultă integrala primă 

iar puterea mecanică 

P N x, . N X2 , O 
ext = trj·Xt+ 2-,:-:; · X2 = , 

_P int = F12 · (i1 - i2) = ;,[-*; m1m2(11 - X2)2] = 

= i[-*2

2 
m1m2(d +d-2r1r2cos(q,1 - q>2))] 

Prin urmare, teorema de bilanţ al energiei cinetice totale 

dT 
dt = P e.tt + P;nt 

conduce la integrala primă 

m1r~<i>f +m2d4>~ = -k2m,m2(d +d - 2r1r2cos(q>1 -q,2)) + const. 

c) Forţele de legătură rezultă din principiul de bilanţ al impulsuli.ti total 

de unde 

d( . . ) N x, N 12 d,m1x1+m2X2= ,,.-+ 2-,:-:; 

N1sin(q>1 -q>2)= - m1riq>1cos(q>1-q>2)+m1r1<i>~sin(q>1 -q>2)-m2r2q>2 
- N2sin (<I> 1 - (1)2) = - m2riq>2cos (<P 1 - q>2) - m2rgp~sin (q> 1 - q> 2) - m I ri q>1 
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d) Condiţiile iniţialq considerate sunt 

t=O: { 
q>1=q>2=0 

m 1 '1<i> 1 + m2r~<i>2 = O 

Prima integrală primă ( conseIVarea momentului cinetic total) 

' m1t1<i>1 +m2d<i>2 =0, 

în condiţiile iniţiale considerate, conduce la o altl integrali primi 
2 

2 2 mr1 m1r1q>1 +m2r2q,2 = O sau q>2 = 2q>1 
m2ri 

Atunci integrala primi reprezentând conservarea energiei total devine 

2( miri)- 2 2 [( miri) ] m1r1 1 + m
2
r~ q,1 = 2k m1m2r1ncos 1 + m

2
d q>1 + const. 

sau notând 

se obţine ecuaţia 
2 2 

x. k2m1r1 +m2r2 . 8 _ 0 
o+ r1r2 sm - • 

ecuaţie similară ecuaţiei pendulului matematic. 
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ANEXA 

INTEGRALE SI FUNCTII ELIPTICE 
Defini/ie. 

I. Integrala eliptică de spe/a întâi 

" 
F(~.k) =[ da Jt -k2sin 2a 

sin q> 

= [ J(l -x2:.-k2x2) 

forma normală forma normală 
trigonometrică Legendre 

2. Integrala eliptică de speJa a doua 

3. 

4. 

q, ..---- sinq, J1 - k2x2 
E( cp, k) = J J 1 - k2 sin 2 a da = J ---;:==:=-dx 

o o J I -x2 

forma normală 
trigonometrică 

Integrala eliptică de spe/a a treia 

forma normală 
Legendre 

E(cp,n,k) = J~( ___ )di_a--;=..-=----~-_,,.--- = sin( (I +nx2)J(l ~x2)(l -k2x2) 
o 1 + n sin2a J l - k2sin2a t 

forma normală forma normală 
trigonometrică Legendre 

5. k - modul, k' - modul complementar 

k'2 = 1 -k2 

6. Integrale eliptice complete 

K(k) = F(J,k),E(k) = E(J,k) 

Variaţia integralelor sub forma normală Legendre, pentru parametrul k = 0.2, 0.45, 
0.7, 0.95, precum şi variaţia integralelor eliptice complete în funcţie de parametrul k sunt 
prezentate în figura A. 

E(qţk) 

.. 

x = sinq> 

Figura A 
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Serii trigonometrice 
Pentru valori mici ale lui k şi q>, şe pot folosi seriile 

1. F(q,, k) = ¾F\f ,k)q,- sinq,cosq,( ao + ia1sin
2

q, + i: ~a2sin
4
q, + ... ) 

2 rl 1t ) _ [(2n- I)!! ]
2

k2n 
a0 = ir\..J•k -1,an - a!'-"1 - 2n. ni 

2: E(q,,k) = ¾F\f, k )q,- sinq,cosq,(bo + Îb1sin
2

q> + i: ib2sin
4q> + ... ) 

2 (1t ) [ (2n - I)!! ]
2 

k211 

b0 =l-"iE 2,k -l,bn=hn-1- 2n•n! 2n-l 

Pentru valori k apropiat de 1, se pot folosi seriile 

v 1 k) 2 r.l 1r, ,.1) 1n (<p x) tg <? ( , 2 , 2 2 · 4 , 4 ) l. I'\(j), =xr\...2•,i:· tg 2+4 -cos<p ao-3a1tg q,+3.5a3tg q, ... 

, 2 rf 1t u) I 1 _ 1 [(2n -1)!1 ]
2 

u 2n 
Do= 1tr\2•"'-· - , a,. - an-1 - 2n. nf A. 

E( k) - 'l:.. .,J 'II u) 1n (<? K) tg q, [b' - 'l:.. b' 2 Ll b' 4 - ] 2. <?, -1tc.\...2•"- tg 2 + 4 +cos<p o 3 itg <?+3.5 2tg <P ••• 

1 _ 2 (1t u) 1 _ b' [(2n - I)!! ]
2 

kf2
11 

bo-iE2,1t· -1,b,.- n-1- 2n·nl 2n-1· 

Relaţii func/ionale între integralele eliptice 

l. F(-q,, k).= -F(q,,k); E(-q,, k) = -E(q,, k) 

F(mt±q,,k) = 2nF\f,k) ±F(<p,k);E(mt±<p,k) = 2nE(J,k) ±E(q,,k). 

2. Formule de transformare 

1. 

tg ('I' - <?) = k' tg q> 

F\ \li, ~ ~ ţ) = (1 + k')F(q,, k) 

E( \li, ~ ~ ~) = 1; k'[E(q,, k) + k'F(q>, k)] - I~$ sin 'I' 

. (1 + k)sin q> 
S10 \li= · 

1 + ksin2q, 

1 \li,~~)= (1 +k)F(q,,k) 

E(\11, 21 ./kk) = -1 I k[2E( <?, k) - k' 2 F( q,, k)) + 2k sin q, c_o~ q> J l - k2sin 2 q, 
. + + l+ksmq> 

Defini/ii. Funcţii eliptice Jacobi 
«I 

u = I da. 
o J l - k2sin2a. 

amplitudine q, = amu 

(func\ie complexă infinit multiformă de u, cu perioada 4iF\i,k), cu puncte de ramificaţie 

u == 2mF\f, k) + (2n + l)f\f, k') ) 
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argument u =arg <p 

2. sinus eliptic(sinusul amplitudinii) snu = sm amu 

cosinus eliptic(cosinusul amplitudinii) cn u = cos amu 

delta amplitudinii dn u = A<p = J I - k2 sin 2 q> - dcp - du 

u- î dt 
- o J(l - t2)(1 - k2t2) 

cnu 

u- f dt 
- I J(l-t2)(k'2+k2t2) 

dnu 

u- f dt 
- I ✓ (1 - t2)(t2 - k' 2) 

Funcţii eliptice Jacobi (funcţii complexe biperiodice, având în paralelogramul perioadelor 
două poluri ordinare) 

2. 

3. 

4. 

Relaţii fancJionale între fancţiile eliptice 

sn2u= l-cn2u co2u = co2u+do2u 802u+cn2u= 1 
l +dn2u' I +dn2u ' 

dn2u = dn 2u + k2
cn 2u + k'2, dn2u + k2cn2u = l 

l +dn2u 

1 - dn 2u = k2 sn2u cn2u I - co 2u = sn2u do2u 
1 +dn2u dn2u ' I +cn2u co2u 

sn(u±v) = snucnv dnv ± snv coudnu 
1 - k2sn 2u sn2v 

cn(u±v) = cnucn v dn v+snu snv dnudnv 
1 - k2sn 2u sn2v 

-k2 dn(u±v) = dnudnv + snusnvcnucov 
l - k2sn 2usn 2v 

sn !! = ±l l - dn u = ± 1 - cn u 
2 k l+cnu l + dnu 

co!!=± cnu + dnu =±k' 1-dnu 
2 l + dn u k dn u - cn u 

dn 1! = ± cn u + dn u = ±k' I - cn u 
2 · 1 + cn u dn u - co u 

5. fuso u =cnudnu; :fucnu = - snudou; :/udo u = -k2snucnu 

6. Funcţiile eliptice Jacobi sunt soluţiile wmătoarelor ecuaţii diferenţiale 

~so u = J(l -sn 2u)(l -k2sn2u) 

..!Leo u = - J(t - cn 2u)(k' 2 + k2cn 2u) 
du 

f., dn u = - j ( 1 - do 2 u) ( dn 2 u -k' 2) 
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1. 

2. 

3. 

Integrale de.finite care se exprimă cu ajutorul integralelor eliptice 

Radicali de ordinul doi din polinoame de gradul trei 

j dx = - 1- j arccos u - 1 - /3 · 1t ) 
" ~ ffrl u-1 + 13• 510

12 

f dx = - 1 _Jarccos /3 + 1 - u sin JL) 
1 Jx 3 - 1 ff rl /3 - 1 + u' 12 

f
1 

dx l { /3 - 1 + u . 51t) = - arccos ....;;._ ___ sm -
u J l - x3 :/3 /3 + J - u' 12 

f dx 1 l-u-/3 5 = - arccos sin.....!. u { 

-~ :/3 1 -u+ ,/3' 12) 
y<P<ex 

"°I dx 2 ~ . Ja-y ~-y) = arcsm --
u J(x-ex)(x-P)(x - y) Jex - y u-y' ex-y 

ex< u 

fu dx 2 ~ . Ju-ex JP -y ) = arcsm --
a J(x-ex)(x-P)(x-y) Jex-y u- P' a-y ex<u 

fa dx _ 2 ~ • Jex-u Jex-P) 

J 
- arcsm -- --

u (ex -x)(x-P)(x-y) Jex-y ex-P' a-y 
P<u<ex 

j dx = _L.__ j arcsin (ct -y)(u - P) J"- P J A 

P J(ex-x)(x-P)(x-y) Jex - rrl (cx-P)(u-y)' ex - y p<u<ex 

1 dx = 2 j arcsin (a-y)(P-u) JP-r J 
u J(ex-x)(P-x)(x-y) Jex-yrl (P-y)(ex-u)' ex-y y<u<P 

J dx = 2 j arcsin r-y J P- y ) A 
y J(ex-x)(P-x)(x-y) Jex-yrl p-y' ex-y y<u<p 

J . dx = 2 j arcsin r-u Ja - p) 
u J(ex-x)(P-x)(y-x) Jex-y rl (3-u • ex-y 

u<y 

u I dx 
--ao J(a - x)(f3- x)(y- x) 

2 ~ . [8-y W{-A) = arcsm -- P Jex-y ex-u' a-y u <y 

r<P<ex 

f dx. 2 . a-y ex-A 
= arcsm -- P "' ~ 

, J<a +x)(P +x)(y +x) Ja-y J a+u 'J a-y) 

f dr _ 2 { J . {a=y fa=1i") 
u (ex+x)J(ex+x)(P+x)(y+x) - (ex-P)Jex - y rlarcsm {a+u' yci="y + 
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4. 

s. 

6. 

Ol) f ~ _ 2 P+u 
.. (y+x)J(a +x)(P +x)(y +x) - P-y (a + ll)(y + u) + 

-(P ___ y....:/=--✓a---/( arcsin J-~-=-~ , J-~-=-~ J 

O<u<l 
w 

[ Jx(l -x~~l - k2x) = 2F(arcsin .fu ,k) 

I 

[ Jx( 1 -x)'t;n + k2 x) = 2F(arccos fii, k) 

Jt dr 2r{ · ~k) 
J 

= arcsm , 
w x( l - x )(r - k12) k 

w J dr 
o Jx(l +x)(l +k'2x) = 2F(arctg/îi,k) 

] dr = F(2arctg fii k) 
o Jx[l +x2 +2(k12 -k2)x) _ ' 

I 

[ Jx[k'2(l+x;~\~2(l+k2)x] = f\Î - 2arctg/îi,k) 

J 2( l + k2) - kn(r + !) ,fr - E("> . t r.: 'J1 1<) 
I , x (l - x)2 - .. rucg11u - 2• 1 < 11 

f
"Jl+x2 +2(k12 -- k2}î . 

(I
+ _2) r;; = E(2arctg/u ,k) O< " < I 

o .\ li ·\ 
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Radicali de ordinul doi din polinoame de gradul patru 

1. J dx = -
2
1 Jarccos ufi ,2/i( fi - 1)J 

11 Jt +x4 rl Jt +u4 

oof dx = 1J arccos u2 - 1 fi) 
11 J 1 + x 4 2 r l u2 + 1 ' 2 

f d'C = 1J arccos l - u2 fi) 
0 J l + x4 2r l I + u 2 ' 2 

j dx = - 1 J arecos l fi) 
1 J x 4 - 1 fi r l u ' 2 

J d'C = - 1-F(arccos u fi) 
11 Jt -x4 fi ' 2 

2. 6<y<f3<a 

I dx = 
a J (x - a)(x - f3)(x - y)(x - 6) 

2 1 . (f3 - o)(u - a) ,--(f3---y)(_a_-6-) J 
= -;========= arcsrn , 

j(a-y)(f3 - 6) (a -o)(u- f3) (a -y)(f3-6) 
a<u 

j dx = 
11 j(a-x)(x-f3)(x - y)(x-6) 

2 1 . (f3-o)(a-u) ,......(a---f3-)(-y--6-)J 
= ---;::::======== arcsm , 

j(a -y)(f3- 6) (a - f3)(u -6) (a -y)(f3 - o) 
jl<u<a 

J dx = 
Jl J (a - x)(x - f3)(x -y)(x - o) 

2 1 . ( a - y)( u - f3) ,......( a---f3-)(-Y --6-) J 
= -;========= arcsm , 

j(a-y)(f3- o) (a - f3)(u -y) (a -y)(f3- o) 
f3<u<a 

f dx = 
u j(a -x)(f3-x)(x-y)(x- o) 

2 1 . (a -y)(f3 - u) r-(f3---y-)(a---o-) J 
== -;:::========- arcsm , 

J(a-y)(f3-o) (f3-y)(a-u) (a-y)(f3-6) 

I dx = 
1 j(a -x)(f3-x)(x-y)(x-6) 

= 2 j arcsin (f3-o)(u-y) .-(P---Y-)-(a ___ o_) J 

J<a ~ Y><P- o> r l <P-y)(u- o> • <a -y)(f3-6> 

y f dx = 
u J (a - x)(f3 - x)("y - x)(x - 6) 
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3. 

= 2 jarcsin <P - o)(y - u) (a - P)(y - o)J 
J<a-y)(P-o) rl (y - o)(P - u) , (a - y)(P - o) 

I dx -
6 J(a. -x)(f3 -x)(y - x)(x - o) -

= 2 j arcsin (a - 'Y){r, - o) (a - f3)('Y - o) J 
J(a. -y)(P- 6) r l (y - o)(a. - u) , (a - y)(P - o) 

5 J dx -
" J(a.-x)(P - x)(y-x)(o-x) -

= 2 j arcsin (a - y)(o - u) ,-<P---y-)(_a ___ o_) J 
J(a.-y)(P-o) rl (a.-o)(y-u), (a - y)(P - o) 

o < u<y 
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4. 

cx.>f3>0 

cx.>u>O 

u f32 +x2 Ja.2 + 132 ( · a. 13 Î J-1 
2 2 dx = 2 Ela recos îi, --;:::==) u > a. > O 

a x2 x - a. ex. jcx.2 + 132 

oo 132 +x2 ~- ( Ja2 + 132 p Î f x 2 
2 2 dx = J a. 2 + 13 2 Elarcsin -;:::==-, -;===) u > ex. > O 

u X -CX. · J132+x2 Jcx.2+J32 

P>cx.>u>O 

5. 

13>u>cx.>0 

u>j3>cx. 

6. 
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7. 

.• 

=-1-j2arctg q(u-a) 1J(p+q)'+(a-P)' J 
Jpq rl p(u- f3) , 2 pq 

l dx 

p 

f ~ -
., J(x-a)(x-f3)[(x-m)2+n2] -

=-1-j2arctg q(f3-u) l (p+q)
2

+(a-f3)
2 J 

Jpq rl p(a-u) '2 pq 

f3<u<a 

p2 = (m1 -m)2 +(n1 +n)2,p~ = (m1 -m)2 +(n1 -n)2, ctga = (p+p1)2 -4n2 
4n2 -(p-p1)2 

J ~ -
.-ntga J[<x-m)2 +n2][<x-m1)2 +nn -

= _.l_d u-m 2,fiijil) 
p+p1 r\.a +arctg-n-• p+p1 m-ntga < u <m +ntga 

• 
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