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1. FILOSOFIA, MATEMATICA SI LOGICA ;
FILOSOFIA EXACTA $I WITTGENSTEIN

Prima facie, literatura de specialitalc inregistreaza in principal doud
concepte de ,filosofie a matematicii“, unul In sens restrdns, ca cel pre-
zent in cartea lui B. Russell [1] si in studiul lui G. Kreisel [1]; altul,
in sens larg, si, oarecum indefinit, care rezidd in ,diferitele manicre de
a da matematicii un loc privilegiat in studiul filosofiei, conform re-
marcii lui H. Wang [1]. In opinia ultimului autor citat, conceptele mate-
maticii (5i logicii) contin aspeote interesante filosofic, credinta lui fiind
ci, in actualul stadiu al cunoasterii, matematica este in mod special mai
adecvatd pentru discutii generale despre gandirea conceptuald si sufi-
cient de relevantd pentru concepte, probleme si teme din {ilosofia
cunoasterii (. Wang [2]). Desigur, sunt autori care privesc sceptic apli-
catiile logicii la filosofie, considerand ca recent logica s-a constituit tot
mai mult ca o ramurd a matematicii, dobandind un statut mai definit,
insotit insd, din nefericire, de caracterul de a fi filosofic mai putin
relevantd. Din accastd perspectivd aplicatiile fructuoase ale logicii
(matematice) s-ar circumscrie ariei fundamentelor matematicii. Exista
o categorie de ginditori care recomandd studiul matematicii, al activi-
tatii matematice, din punctul de vedere al aspectelor mai universale ale
acestei stiinte, care inspird introducerea, in virtutea analogiei, a altor
elemente care permit elaborarea unei scheme conceptuale, perspective
filosofice apte si ne ofere o infelegere mai largd a cunoasterii. Hao
Wang pare sd sugereze, in ciuda ezitarii explicite, cd filosofiile lui Wit-
tgenstein si Ramsey ar putea fi considerate de acest tip. In ceea ce il
priveste pe H. Wang [1] [2], impresionat dc bogitia conceptelor si prac-
ticilor matematicii, a propus sa folosim studiul filosofic al acestora ca
un model in investigarea conceptelor si practicilor din alte arii ale
cunoagsterii. Oricum, interactia matematicd-filosofie este complexa, incat
putem distinge mai multe ipostaze ale ei: i) matematica poate oferi
date, adicd subiecte (concepte, probleme, teme) pentru filosofie, exer-
citiile analitic, reflexiv si interpretativ ale acesteia, explicitand si rele-
vand ,substanta filosoficd* subiacentd datelor oferite de matematica :
ii) studiul structurilor abstracte ale cunoasterii matematice poate inspira,
prin semnificatiile universale obtinute, scheme conceptuale si perspective
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de abordare mai eficientd a unor arii ale cunoasterii; ar semnifica 0
Jortificare“ epistemologicd a analizei filosofice ; iii) in fine, locul pri-
vilegiat al matematicii (§i mai recent al logicil matematice) a inspirat
o orientare, mai radicala, cu privire la natura, statutul si functia filo-
sofiei, si care propune o ,remodelare“ a filosofiei dupa matematica.
Originile tendintei se aseaza istoric in teoria universaliilor a lui Platon,
continui peste secole cu ,Etica® lui B. Spinoza si atinge apogeul in
lucrarile lui K. Gédel, cu ceea ce s-a numit filosofia ca ,teorie exactd*
sau ,noua filosofie exactd“. Este sensul restrans al conceptului de filo-
sofie a matematicii, credem consonant cu utilizdrile si din lucrarile men -
tionate ale lui Russell si Kreisel. L. Wittgenstein este interesant de
explorat relativ la ambele sensuri enuntate.

Ne intoarcem la un succint excurs in istoria filosofiei (5i a stiintei)
care ne va permite sd identificim relatia matematicd-filosofie in iposta-
zele mentionate, constituite din impactul matematicii asupra, in primul
rand, a filosofiilor filosofilor ; (punctele i) si ii) acoperd sensul larg al
termenului filosofie a matzmaticii, iar iii) convine sensului restrdns al
termenului). Ilustrarea primei ipostaze (respectind diferentele dintre i)
si ii) ne este mai la indeména, excursul nostru istoric relevandu-ne,
speram, locul si rolul important pe care matematica 1-a avut in filosofia
lui Pitagora, Platon, Descartes, Spinoza, Leibniz si Kant. Dupa B. Rus-
sell [2], conexiunile filosofiei cu matematica sunt asezate istoric in opera
lui Pitagora : ,Matematica, In sensul de argument deductiv-demonstra-
tiv, incepe cu Pitagora si la el este intim conectatd cu o forma particu-
lard de misticism. Influenta matemalticii asupra filosofiei partial dato-
ratd lui, a fost din timpul siu, atidt profundd cdt si nefasti®. In ceea
ce il priveste pe Platon, se stie cd cine nu §tia geometrie nu intra in
Academia sa. Aceastd devizd ar putea fi comentata in sensul ca cunoas-
terea matematicii este necesard pentru ,filosofia fundamentald®, iar, mai
tdrziu, K. Godel va afirma cd pentru studiul filosofiei sunt necesare
macar ,rudimente” de stiintd, in primul riand de matematicd, desi
rdmane de discutat ce a avut In vedere el atunci cind a spus ,rudimente?,
in interpretarea lui H. Wang fiind vorba, mai curiand, de o cunoasterc
suficient de avansatd a matematicii. Opera lui Platon privind relatia
matematicd-filosofie a fost interpretati nu numai in sensul ci matema-
tica oferd date pentru filosofie (vezi i)), prin referire la ,teoria univer-
salelor” s-a spus cd este aici vorba de o tentativi de meodelare a filo-
sgflei dupd matematicd (conform ii)), incit opera platoniciani, cu pri-
vire la acest aspect (matematici-filosofic) este simultan o filosofie a
stiintei (a matematicii) si o filosofie stiintificd (matematica), contrazicand
opiniile unor autori dupa care filosofia stiintei a existat de cand exista
stiinta, dar o filosofie stiintificd este de dati mai recentad (sccolul XX).
legatd de un program de reformd a ei, ce are ca precursori pe Kant
(Cum este posibild metafizica ca stiintd ?) si Husserl (filosofia ca stiintd
riguroasd). Spinoza a gasit cd modul geometric este cel mai potrivit
pentru a-si expune ,Etica®, recunoscAnd, astfel, relevanta matematicii
(aici via geometria-more geometrico) pentru alte discipline ale cunoas-
terii. S4 mai amintim programul Mathesis universalis, directia moderni
la care s-au angajat Descartes si Leibniz, ei iInsisi creatori de geniu in
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matematicd, primul in geometrie, al doilea in analizd. In esentd, ideea
leibniziani de mathesis universalis (unificarea logicii si matematicii sub
stindardul filosofiei) consta nu numai in sistemul de semne, ,ideografie®,
ci si in ,logica inventia® sau ,ars inveniendi“, care pornind de la relatii
simple ca identititi si fapte primitive genereaza (si ne oferd) toate ade-
varurile. Avantajele erau de pretuit: un limbaj exact, superior celui
obisnuit, valabil pentru toate stiintele, facilitind stabilirea relatiilor
generale intre conceptele stiinfifice si obtinerea adevarurilor noi in
stiintele exacte. In fine, mathesis universalis era intentionatd pentru
rolul de ,ars itudicandi“ in disputele privind problemele metafizice sau
etice, deoarece ofcrea, in viziunea filosofului german, l-am numit pe
Leibniz, o procedurd de decizie pur formald si' complet exactd. Carac-
terul cvasimecanic al acestei proceduri permitea sd detectdam si sa eli-
mindm erorile, slujind drept un adevarat ,fir al Ariadnei® in compli-
catele procese mentale ale diferitelor stiinfe (apud. M. Turlea [1, p. 73}).
Se stie cid Leibniz era preocupat de proiectul unei ,Enciclopedii“ —
ansamblu sistematic al cunostintelor vremii, care in viziunea sa presu-
punea pentru realizarc un limbaj (characteristica universalis, un sistem
fundamental de semne), un sistem de reguli de deductie (calculus ratio-
cinator), in terminologie actuald un sistem de forme de demonstratie, si
o ars combinatoria, adicid o teorie a definitiei. Elementele constitutive
ale programului leibnizian induc explicit rolul logicii in constructia
fundamentului stiintei unificate. S-a spus cd daca logica este dominanta
gandirii sale in prima fazd a evolutiei sale intelectuale, ulterior idealul
matematic ,acapareaza“ eforturile sale metodologice, deoarece el pre-
tindea, aspira mai curand, ca opera sa si fie expusd in forma demonstra-
tivd a ,Elementelor* lui Euclid, Limbajul filosofic al lui Leibniz urma
sd asigure o cooperare intelectuald rodnicd, o mai bund intelegere intrc
oameni, si in final, un progres intelectual si stiintific remarcabil. Opera
lui Leibniz asigura logicii si matematicii un rol privilegiat si efectul este
cd, pe de o parte obtinem o filosofie a matematicii (si logicii) in sens
le;rg, mai precis in sensul i), iar, pe de alti parte, avem, mai mult decat
win nuce“ o filosofie matematicd, care nu mai este atit a matematicii
(si a logicii) cat o filosofie a cunoasterii, o filosofie fundamentald, posibil
de expus In formid exactd. Oricum, coerent cu aceasti linie de inter-
pretare identificam ,productivitatea teoretici“ a ideilor leibniziene in
Jilosofia ca ,teorie exactd* a lui K. Gédel. Despre filosofia ca o teorie
exactd, aplicatie speciala a realismului conceptual godelian, insusi autorul
el a spus ca este in acord, privind trasaturile ei generale, cu sistemul
metafizic al monadologiei lui Leibniz, un aspect ce-1 vom explicita
atunci cind, ulterior, vom discuta despre filosofia lui Godel. Kant face
parte din categoria filosofilor care in preocupdrile lor au fost provocati,
interesati de anumite subiecte din matematicid sau filosofia matematicii.
Cercetirile: sale filosofice au fost stimulate de caracterul sintetic a priori
al propozitiilor matematice. Celebra sa distinctie conceptuald ,analitic-
sintetic®, centrala in epistemologia sa generald, distinctie ce viza natura
sau/si structura cunostintelor, a fost completatd relevant cu conceptul
de ,sintetic a priori“, care i-a permis elaborarca unor explicatii remar-
cabile in sfera filosofieli matematicii. Si, chiar mai mult, Kant spera sa
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poatd oferi fundamente sintetice a priori si pentru alte discipline‘ca
fizica, .etica si ecstetica; este evident ci orientarea kantianad privind
inter-relatia filosofie si matematicd se regaseste sub ii). Ulterior, o vasta
si importanta literaturd epistemologica a fost consacratd acestui subiect,
care a parcurs un ,scenariu® de la contestare la negare si justificare.
Amintim cd ,Cercul de la Viena® si-a ,focalizat® analiza asupra a ceea
ce a fost numitd dogma a ,sinteticului a priori“, in intentia expres si
explicit declarati a ,dizolvdrii“ ei, si avem in vedere studiile lui
R. Carnap, urmand ca datoriti lui Quine [1] s& se vorbeasca, ulterior,
despre ,statuata teoretic“ distinctie (dihotomie) ,analitic-sintetic® ca
despre o veritabild dogmi a empirismului (logic). Iar, in final, J. Hin-
tikka [1], In urma investigatiilor intreprinse in domeniul logicii cuanti-
ficdrii, sd ne restituie un ,Kant justificat®, adici si ne ofere o ,reabi-
litare* logico-epistemologicd a conceptului de ,sintetic a priori“.

In timpurile mai recente s-a produs un fenomen interesant, o ,mis-
care dinspre matematicd spre filosofie* datoratd unor mari ganditori,
care si-au Inceput activitatea intelectuald ca matematicieni si apoi s-au
indreptat spre filosofie, o tendintd ,aplicatd® si fructuoasd in filosofia
matematicii, excelent ilustratd de Frege, Husserl, Russell, Ramsey si
Godel. Astfel, este vorba de un mod de gandire conform cdruia mate-
matica este ,cea mai bund cale spre filosofie“, o instruire competenta
in matematicd este cea mai buni ,preparare® spirituald pentru studiul
filosofiei. In decembrie 1912, B. Russell [3], intr-o scrisoare adresata lui
Lady Ottoline Morrell, scria : ,Eu cred cid un anumit sort de matema-
ticieni au de departe o capacitate filosoficd mai mare decidt cei care se
ocupd de filosofie, ...acestia atrasi de filosofie sunt cei cdrora le plac
marile generalizdri care toate sunt gresite, asa cd putini oameni cu min-
tile exacte adoptd filosofia ca subirct al preocuparilor lor...%. Si con-
secvent cu aceastd credintd, filosoful englez si-a rostuit in consecinta
viata si preocupédrile. B. Russell [4, p. 28] mdrturisca ci majoritatea
timpului sdu a fost luat de matematica si cd studiul siu al matematicii
a fost in mare misurd dominat de incercirile sale de a accede la gin-
direa filosoficd. Si chiar dacd unii interpreti ai operei russelliene vor-
besc de o anumita ambiguitate a rolului matematicii in filosofie (vezi
Werner Block [1]), in viziunea filosofului englez asemenea accente sunt,
totusi, domniante : ,Eu am crezut ci matematica este sursa principala
a credintei in adevarul etern si exact tot asa ca In lumea inteligibild
suprasensibila... matematicianul pur este un creator liber al lumii sale
de o frumusete ordonata“. Aceste splendide evociri ale lui Russell sunt
importante aici pnin excelenta a doua idei: certitudine neconditionatd
si creatie liberd, ambele vis-a-vis de nobila idee-pivot ,adevdrul®, prima
justificAndu-l, dupd ce poate, a doua il constituie. In acest context,
ambele dimensiuni sunt specifice matematicii ca specie a cunoasterii si
formd a culturii. Dar, s-a intdmplat ca Frege, care crezuse ci prin
Hteoria sa a claselor® a oferit fundamente ultime matematicii — in urma
descoperirii de cétre Russell a paradoxului din teoria multimilor, care
ii poartd numele acestuia —, sd-§i vada ruinatd baza universului pe care
il construise, sau mai In acord cu metafora ruselliand, ,pe care il crease
liber”. Unde era de gisit mult ravnita certitudine a matematicii ? Putin
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mai tarziu, D. Hilbert [1] care vidzuse in matematicd, mai exact In arit-
metica, un model de certitudine, (in legaturd- cu problema infinitului,
conexa relevant cu cea a creatiei (libere) matematice), avea si -exclame :
,Din paradisul creat de Cantor nu ne va alunga njimeni.:. in general,
este nevoie si se producd aceeasi certitudine pentru rationament asa
cum existd in aritmetica elementard, de care nimeni nu se indoieste, si
unde contradictiile si paradoxurile apar numai datoritd neatentiei
noastre“.

Aparitia paradoxurilor in tcoria multimilor (la sfarsitul secolului
trecut) a declansat o profunda crizd fundationald a matematicii, un prilej
excelent pentru o interventie radicald a filosofiei in dezvoltarea mate-
maticii, interventie mediata de logicid (cea simbolicd, matematicd), si
care a marcat o ,mutatie* in relatia dintre matematica si filosofie, o
Stransmutatie® care a condus spre o filosofie riguroasd care isi adjudeca
logica ca instrument al analizei, ficindu-se utild si eficace matematicii
aflatd in impas; este calea pe care ne apropiem nu numai de filosofie
intr-un sens restrans, ci de sensul reslrans al conceptului de filosofia
matematicii. Asadar, logica a descoperit paradoxurile si prin aceasta ca
a produs un efect distructiv, dar problema era ce poate sd pund pozitiv
in loc. Opinam ci logica formald modernd, fard ,bagheta® filosofiei, nu
ar fi putut identifica singurd calea, modalitatea, de depéasire a crizei
fundationale in care s-a gasit matematica la sfarsitul secolului trecut.
Logica matematicdi ramane doar un ,auxiliar tehnic“ al filosofiei in
interactia acesteia cu matematica, mai ocu seamad cind ne intereseazi,
sdgeata acestei relatii de la filosofie la matematici, adicd implicarea
primeia in solutionarea acestor probleme generate de situatia grava
provocatd de paradoxuri. K. Godel, probabil, cel mai mare logician al
secolului nostru, a scris, explicit despre rolul jucat de conceptiile filoso-
fice In lucririle sale de logicd consacrate fundamentelor matematicii, in
special rolului sistemelor formale, si mai precis completitudinii, incom-
pletitudinii acestora. El a subliniat importanta atitudinii epistemologice
in aborddrile logic formale, care orienteazd directiile cercetdrii tehnico-
logice, functia euristicd a conceptiilor [ilosofice. Deoarece vom expune
mai pe larg asemenea idei cind vom discuta ideea lui K. Gédel de
filosofie ca o ,teorie exactd® aici mentionim, pentru ilustrare: el a
afirmat cd conceptia sa obiectivistd despre matematici si metamatema-
tica, in particular despre rationamentul transfinit a fost fundamentala
in lucrarile sale de logicd ; iar cu privire la consistenta ipotezei conti-
nuwlui, el a explicat esecul abordarii hilberticne, prin eroarea filosofica
continutd in perspeotiva pe care matematicianul german a formulat-o
In studiul s&u ,Despre infinit“. Abordarile Godel si Hilbert sunt asemi-
natoarc tehnic, (am spune noi), in sensul ci ambii definesc in termenii
numerelor ordinale un sistem de functii (multimi) pentru care ipoteza
continuului este adevidratd. Diferentele sunt insi in mod esential de ordin
filosofic caci in timp ce pentru Gédel numerele ordinale sunt considerate
ca dat‘e (atitudine platonistd !), Hilbert incearca si le construiasci (con-
structivism),; Hilbert admite numai functii (sau multimi) recursiv defi-
nite, Godel permite definitii neconstructive (prin cuantificare). Eroarca
filosoficd a lui Hilbert n-a constat in acceptarea constructivismului, cl
nu a fost un constructivist in sensul respingerii totale a demonstratiilor
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neconstructive ; aceastd eroare (filosoficd, poate, mai corect epistemolo-
gicad) a constat in asertiunea ca metamatematica non-constructivd nu este
de nici un folos si cd metamatematica constructivd va conduce la solutia
problemei.

Revenind la interactiunea matematici-filosofie“, notdm ca dupa
opinia lui W. Block [1] am putea considera logica si matematica ca doua
componente, stiinte analitice, ale sferei cercetarii filosofice luate ca
filosofie in sens restrians (si ca filosofie a matematicii In sens restrins).
S-a produs o interactie fructuoasi matematica-logica-filosofie®, un
proces evolutiv in care matematica a devenit tot mai logica, logica tot
mai matematici iar filosofia, filosofie matematicad. Intr-adevar, aceasta
filosofie matematicd, simultan o filosofie a matematicii, datoreazad acest
statut impactului produs asupra ei de logica matematicd (formald, sim-
bolicd) la care au contribuit G. Boole [1], Peano [1], Frege [1] [2], Russell
(si Whithead) [1], Hilbert si =zitii. Iatd o explicatie a acestui demers
complex ,matcmatici-logici-filosofie* ca si a naturii acestei filosofii
matematice) oferitd de B. Russell [1, p. 194] : ,Matematica si logica,
istoric vorbind, au fost studii in intregime distincte. Matematica a fost
conectati cu stiinta, logica cu grecii. Dar ambele s-au dezvoltat in
timpurile moderne : logica a devenit mai matematicd si matematica a
dvenit mai logicid. Consecinta este cd acum a devenit imposibil sd tra-
gem o linie Intre ele; in fapt cele doud sunt una. Ele diferd ca tindru!
si batranul : logica este tineretea matematicii, si matematica este matu-
ritatea logicii. Aceastd conceptie este indezirabild pentru logicienii care
Isi petrec timpul studiind texte clasice, fiind incapabili s& urmareasci
un rationament simbolic, dar si pentru matematicienii care au invatat
o tehnicd fird sd se preocupe de investigarea semnificatiei ei sau a
justificarii. Ambele tipuri sunt acum mai rare. Activitatea matematica
modernd este evident la granifa cu logica si tot asa logica moderni este
simbolicd si formald (adicd matematica).... Activitatea care include
matematica si logica apartine teoriei cunoasterii si deci filosofiei. Daca
stiinta construieste, filosofia analizeazd (folosind termenii lui Imm. Kant)
utilizind metodele stiintifice, indeosebi cele ofcrite de logica modernai.
Filosofia devine stiintificd, insd nu stiintd, permanent legata de evolu-
tille acesteia si in acord cu ea. In acelasi timp in actualul stadiu de
dezvoltare a cunoasterii, matematica se dovedeste ca tipul de stiintd cel
mai adecvat si relevant in discutiile general-filosofice despre gindirea
conceptuald, suficient de bogatd in implicatii pentru ilustrarea temelor
si conceptelor semnificative ale filosofiei generale. Impactul profund
exercitat de matematicd si logicid asupra filosofiei a provocat transfor-
mari semnificative ale ,stilului de filosofare®, ale Ldiscursului filosofic,
incat s-a vorbit de un program de reformd a filosofiei, care a vizat o
,metamorfozd® autenticA a acesteia, In stare si acopere sintagma (nu
atat o ,filosofie a stiintei“ cat o) ,filosofie stiintifici“. Aceastd orientare
este opusa celei exprimate de Ed. Husserl : filosofia ca stiintd riguroasd,
un program care propune o filosofie ca o stiin{d universald riguroasi
obtinutd prin folosirea metodei fenomenologice. Dupd Husserl, stiinta nu
este suficient de stiintificd, ea putand deveni astfel numai dupid cc a
fost construitd o filosofie stiintifica, pe baza careia si se efectueze o
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reconstructie a stiinfelor. Programul huserlian a continut prospecte si
promisiuni impresionante intelectual, dar practic, unii autori, ca H. Wang
[2, p. 6], privesc cu scepticism fezabilitatea lui. Se considerd ci supra-
evaluarea realizarilor stiintifice, caracteristicA a programului husserlian,
nu ar fi in acord cu specificul cunoasterii actuale, care pare sid corecteze
0 anumitd ,pagubire® a filosofiei generale ; rdmane meritul programului,
sublinierea importanfei datelor pentru filosofie oferite de stiintele exacte.
Un factualism substantial ar elimina unele ambiguitdti ale formularii
programului, rezultatul putidnd fi o acomodare a unei forme de fenome-
nologii la datele cunoasterii contemporane.

B. Russell [3] continud scrisoarea sa catre Lady Ottoline Morrell
(decembrie 1912) cu gandurile : ,...A fost unul dintre visurile mele si
Intemeiez o mare gcoald de filosofi instruiti matematic, insd eu nu stiu
dacd voi realiza vreodatd acest lucru... Wittgenstein, desigur, este visul
meu...“. Asadar, credinta lui Russell era cd L. Wittgenstein reprezenta
candidatul ideal pentru aceastd scoald, orientare, directie pe care Rus-
sell dorea s-0 Entemeieze.

Spuneam cu cateva pagini in urma ci existd o categorie de autori
care studiazd matematica, activititile matematice pentru relevanta
aspectelor lor mai universale, care completate cu alte elemente analoage,
ar putea fi configurate intr-o perspectivd filosoficd asupra cunoasterii.
si cd in textul lui H. Wang [1] ar exista, In ciuda ezitdrilor, o sugestie
conform cireia, Wittgenstein si Ramsey ar putea fi inclusi aici. Dupa
Wright si alte surse declarate de H. Wang [1], L. Wittgenstein in jurul
anului 1908 era preocupat de matematica purd si filosofia matematicii,
ceea ce l-a orientat spre Russell [5), in acest sens fiind sfatuit de Frege
si meargd la Cambridge pentru a studia cu Russell insusi. Filosoful
a apreciat intdlnirea in cuvintele : ,Wittgenstein a fost un mare eve-
niment in viata mea...%. L. Wittgenstein a formulat un proiect de corec-
tare a demonstratiilor mai vechi din ,Principia Mathematica® (autori
Whitehead si Russell [1]), gasite de el inexacte, fapt ce i-a schimbat
interesele si preocuparile din sfera matematicii in cea a logicii, accentul
fiind pus pe elaborarea unei noi definitii a formei logice. Wittgenstein
in aceastd perioadd timpurie este reprezentat de ,Tractatus®, in mod
esential centrat pe subiecte si abordari logice si in care se spune putin
despre matematica (6.01-6.031; 6.-6.24). H. Wang [1] vede in lucrarea
lui Wittgenstein [1] un model idealizat despre limbaj si realitate care
opereaza cu un univers definit gi finit. Wittgenstein a contribuit semni-
ficativ — pe linia de gindire Frege, Russell — la constituirea filosofiilor
lingvistice ale secolului nostru (a limbajelor simbolice ideale in Wit-
tgenstein [1] a limbii naturale, Wittgenstein [2]; se mai spune Wittgen-
stein I si, respectiv, Wittgenstein II). In Wittgenstein [1] avem simultan
o filosofie @ limbajului (Kant s-a preocupat de marcarea limitelor gdn-
dirii, Wittgenstein s-a ocupat de limitele limbajului) si o filosofie a
logicii. Alaturi de Frege, Russell si Ramsey, Wittgenstein este unul
dintre cei mai interesanti filosofi recenti, fapt explicabil prin interesul
lor profund pentru fundamentele matematicii si logicii. Impactul logicii
matematice asupra filosofiei a schimbat cursul acesteia, iar Wittgenstein
a contribuit remarcabil la aceasta, efectul fiind abaterea filosofiei de la

drumul larg al metafizicii speculative, excesiv verbale, spre cel al ana-
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lizei (finale) care are la bazd principiul atomismului logic, pozitie con-
form careia termenii care nu refera pot fi eliminati (sensul fiind formu-
lat in termenii referintei, iar aceasta in termenii obiectelor simple. Azi
stim ca una dintre greselile facute de Wittgenstein [1] a vizat propozi-
tiile atomare. Atat el cat si Russell au spus cd ,propozitiile non-atomare®
pot fi ,analizate, descompuse, in unele atomare, dar au recunoscut
caracterul obscur al termenului ,analizd“, nefiindu-le clar ce anume
semnifici el, iar azi conceptia actuald apreciaza ci nu are sens sd vorbim
despre ,analiza finald“. Filosofia, avand ca ,instrument pivotal“ analiza
si-a schimbat in mod esential statutul si menirea,a bandonind pretentia
de ,a prinde“ ,realitatea ultimd“, renuntand la elaborarea teoriilor (in
general speculative) despre univers, asa cum se intdmplase in traditia
marilor sisteme filosofice speculative, in special a ,idealismelor¢ specu-
lative din secolul al XIX-lea. O conceptie reductivd despre natura si
statutul filosofiei isi face loc prin acest credo din ,Tractatus®:  Obiectul
filosofiei este clarificarea logicid a gandurilor. Filosofia nu este o teorie
(doctrind), ci o activitate. Opera filosofici se compune in esenta din
elucidari. Rezultatul filosofiei nu este un numér de propozitii filosofice,
ci clarificarea. Filosofia trebuie sa clarifice si s delimiteze cu strictete
gandurile, care, altfel, ar fi rdmas opace si difuze®. Programul de
reformd a filosofiei cu sorgintea in ,Tractatus“-ul lui Wittgenstein va
fi insusit de reprezentantii scolii analitice, ramura formald constituita
in cadrul ,Cercului de la Viena®, in aceastd directie lucrarile lui Carnap
[1] fiind marcante. Acum materialul filosofiei nu mai este lumea asa
cum este ea si nici transformatd in perspectivele artei, religiei, politicii
si moralitatii. Materialul filosofiei este gtiinta, iar sarcina ei este analiza
metodelor, termenilor si legilor stiintei, astfel incat s facd clare struc-
tura ei logica si continutul ei empiric. In noua conceptie, filosofia nu se
mai referd la obiecte, ci la modul nostru de a vorbi despre obiecte.
Problemele traditionale ale filosofiei (ontologice, gnoseologice, etice etc.)
sunt reformulate ca probleme ce nu vizeaza natura lucrurilor, ci struc-
tura discursului nostru despre lucruri, modul nostru lingvistic de a ne
raporta la lucruri. Dacd Wittgenstein reduce filosofia (lingvisticd) la
epistemologie, Carnap merge mai departe, considerind ci filosofia se
mai poate legitima doar ca ,logicd a stiintei, a cirei menire este analiza
logica a celor mai relevante ganduri, care sunt confinute in enunturile
stiintel, a cdror structurd logici este ficutd explicita.

Asadar, materialul filosofiei este stiinta, dar filosofia stiintei intr-o
formd sau alta, este tot atidt de veche ca si filosofia insasi, cel putin in
cultura occidentald: Intr-adevar, presocraticii s-au ocupat (si au facut)
§pecu1at1i cosmologice cu relevantd ontologicid. Numai cu citeva secole
In urma, stiintele s-au diferentiat ca atare, Hfilosofia naturii® a fost
1r§lo(_:uif.é .de fizica, chimie si altele. Ceea ce este nou acum — desi
nimic in istoria ideilor nu este fard precedent, sau in alti termeni, dife-
renta importantd fatd de interesele stiintifice ale lui Aristotel sau Kant
constd in aceea ca acum este vorba nu atit de o filosofie a stiintei, ci
de o radicala filosofie stiintificd (Kaplan [1]). Kant formulase, intr-adevar,
problema de ce stiinta s-a dezvoltat atdt de mult, iar filosofia atat de

filosofice. In aceasta privintd, el este cel mai important precursor al
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miscarii filosofice moderne, desi influenta lui D. Hume a fost, poate,
mai directd. Acelasi autor, Kaplan [1], comenteaza : ,In orice caz, filo-
sofia Insdsi a Inceput si devind o stiintd si prin aceasta sd-si redobin-
deasgé respectabilitatea pe care comunitatea intelectuald i-a negat-o un
timp¥.

Claritatea devine idealul noii filosofii ; metafora, care, cum spunea
si L. Blaga, poate si ilumina dar si intuneca conceptul, si alte resurse
ale retoricii nu-si mai afla locul in discursul filosofic. ,Dialogurile® lui.
Platon sunt considerate capodopere literare, dar ele nu pot servi ca
model pentru filosof. L. Wittgenstein a formulat principiul-slogan : ,Tot
ceea ce poate fi spus, poate fi spus clar El a spus, de asemenea, ca
anumite lucruri nu pot fi spuse deloc. In acest sens, propozitia ultima
din ,Tratat® este revelatoare : ,Despre ceea ce nu poti vorbi, treci sub
tacere®, cu alte cuvinte ,a nu vorbi nimic in afard de ceea ce poate fi
spus, adicd in afard de propozitiile stiintelor naturii®, fiind aici implicata
ideea imposibilitatii de transcendere a limbajului, sau a imposibilitatii
metalimbajului. In aceastid interpretare functia filosofiei este aceea de
delimitare a ,exprimabilului® prin metoda analizei logice a limbajului,
prin care se obtine clarificarea propozitiilor si eliminarea ,propozitiilor
lipsite de sens“ (propozitiile metafizice), acesta fiind principiul de baza
al filosofiei analitice. Un limbaj ideal urma si fie cadrul de analizd a
tuturor conceptelor, propozitiilor, principiilor stiintei si filosofiei; un
asemenea limbaj ideal nu a fost construit niciodatd, desi un timp s-a
crezut ci limbajul din , Principia Mathematica® (si procedeele logice din
aceastd carte) vor permite realizarea acestui ideal. Procedura analizei
ar fi constat in traducerea* propozitiilor stiinfei si filosofiei in acest
limbaj logic ideal, traducere ce urma sd evidentieze structura lor logica,
in fapt dacd enunturile lor au sau nu sens. Aceasti conceptie despre
filosofie ca ,sintaxd logicd a limbajulwi“ a fost formulati de R. Carnap
[1] In deplin acord cu ideea wittgensteiniand cd problemele filosofice
rezidd in ,confuzii de limbaj“, sunt reductibile, in ultimi analiza, la
probleme de limbaj, sau cum spune, mai precis, Carnap, la probleme de
sintaxd a limbajului. Dar insusi Carnap a recunoscut, in ultima perioada
a vietii sale ca asemenea limbaje ideale, perfecte riméin mai degraba
ceva de proiectat sau intenfionat, decit ceva fezabil. In ceea ce il pri-
veste pe L. Wittgenstein din ,ultima perioadd® va abandona ideea lim-
bajelor simbolice ideale pe care le va inlocui cu ,jocurile de limbaj“,
proprii limbii naturale. ,Jocurile de limbaj* sunt aseminitoare sisteme-
lor formale : ambele au functia unor modele simplificate care ne asista
i.n incercdrile noastre de a explica, elucida fundamentele gandirii. Un
joc formal poate fi considerat un sistem formal sui generis, presupu-
nand, simplificAind extrem, o situatie concretd, cuvintele si inferentele
folosite In legdturd cu aceasta . situatie; pe scurt, un model, un caz
paradigmatic de uz original al cuvintelor, uzul familiar ,de acasd“ al
lor. Wittgenstein [2] va afirma larga aplicabilitate a ,jocurilor de limbaj*
in studiul problemelor filosofice, dar se recunoaste si sistemelor formale
calitatea lor de instrumente puternice care produc rezultate profunde
si durabile ; eficacitatea sistemelor formale este sesizatd in situatii cand

un concept are o vasta aplicatie; un uz excesiv al sistemelor formale
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in abordarea unei familii de concepte ca un concept singular asociindu-si
inevitabil o eroare filosofici, dupid cum eroare filosoficA constituie si
antipatia fatd de tratarea unui concept de largd aplicatie ca o familie
de concepte ; sistemele formale se dovedesc fecunde in studiul concep-
telor matematice.

Sistemele formale si jocurile de limbaj desi stau intr-o relatie de
,omologie®, in sensul ci ultimele sunt omoloagele primelor la nivelul
limbajelor naturale, relevanta lor este oarecum complementard, dar le
leagid profunde conexiuni cu logica si filosofia si, in final, cu filosofia
matematicii. Se impune remanca urméatoare : sistemele formale pot fi
considerate un element de contact intre logica matematica si filosofia
matematicii. Logica matematici le construieste si le studiaza ,producti-
vitatea® lor teoreticd, o cercetare in mod esential cu caracter tehnic;
filosofia (prin diferite conceptii) formuleaza directii care orienteazi acti-
vitatea ,tehnicd“ si incearci si ofere o justificare a sistemelor formale
existente, contribuind la ceea ce se numeste intelegerea fundamentelor.
Interactia ,dintre matematicd s§i filosofie® se dovedeste fertild in dome-
niul fundamentelor matematicii. H. Wang [2] exemplificd aceastd situa-
tie invocdnd cazul lui Brouwer, ale cérui conceptii si convingeri, destul
de originale si socante pentru matematicianul clasic, le-a exprimat
intr-un limbaj personal, prea special, inteles imperfect de multi autori.
Au fost construite sisteme formale care si reprezinte cidt mai fidel con-
ceptiile brouweriene, in vederea unei comuniciri adecvate. Apoi a fost
studiatd interconeriunea dintre aceste sisteme si sistemele formale ale
unor concepte ale matematicii clasice, investigatie motivatd de o inte-
legere mai potrivitd a conceptiilor matematicianului olandez, in s-nsul
asigurdrii unei mari inteligibilitdfi a acestora. Se considerd ca tratarea
formala a diferitelor pozitii filosofice divergente din filosofia matematicii
poate sd le explciteze diferentele dar si si le ,dizolve®. Oricum, se
observd amintita interacfie : filosofia determina directiile activitatii
tehnic-formale (fundationale) iar aceasta, la randul ei contribuie, prin
clarificari si elucidiari la o intelegere mai bund a motivelor filosofice
initiale. Folosirea sistemelor formale in investigatiile ce {in de filosofia
matematicii au devenit ,piatra de incercdre® a oricadrui filosof serios in
acest domeniu, manipularea lor devenind o conditie sine qua non.

Desi Wittgenstein, spre deosebire de Brouwer, nu a fost un bun
matematician, asa cum a crezut Russell, aceastd apreciere a formulat-o
si Ramsey si o impartiseste si H. Wang, acest fapt nu l-a impiedicat sa
se intereseze de (si sd faca) filosofia matematicii. Dar in cadrul acestui
paragraf ne limitdm la preocupérile lui de filosofia logicii din ,,Tratat?,
cu semnificatii importante atadt pentru filosofia generald, cit si pentru
filosofia matematicii. El a vrut si dea o justificare a ,Principiei Mathe-
matica“ relevand caracterul necesar al propozitiilor acestei cirti. S-a
spus cd Wittgenstein [1] a formulat cidleva puncte importante, incitante
gi provocative despre filosofia logicii si matematicii. Existd obiecte
simple si fapte atomare si conform ,teoriei picturale a semnificatiei®
propozitiile atomare, dacid reprezinti fapte atomare, sunt adevirate.
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In ‘conferinfe, 1930—1933, Wittgenstein sub impaatul lui Brouwer a
recunoscut doud greseli pe care le contine ,Tratatul“, dintre care prima
se refera la propozitiille atomare, in legdturd cu care si-a exprimat
rezerve fatd de conceptul ,analizd finald®, considerat fira sens din
punctul de vedere al conceptii actuale. Cea de-a doua greseald a privit
analiza cuantorilor, redusi la conjunctii si disjunctii. G. E. Moore (Mind,
vol. 64, pp. 19—55) nota In legdtura cu analiza lui Wittgenstein a pro-
pozitiilor generale ca conjunctii : |El a gresit prin faptul ci (x)F(x) poa'e
fi inlocuit prin FasFbsFa ... nereusind si vadi ci ultima expresie
nu este intotdeauna un produs logic, nwmai daci punctele sunt ceea c¢
el a numit ,puncte din comoditate“. Propozitia 5.54 din Wittgenstein [1]
enunta ca principiul extensionalitdtii se aplica la toate propozitiile com-
puse. B. Russell In edifia secunda a ,Principiei Mathematica®, impru-
mutand un principiu al extensionalititii din ,Tratat a incercat si se
dispenseze de axioma reductibilitdtii. Rezultatul face proprietitile exten-
sionale, si deci nu mai sunt diferite de clase, fiind admise numai clase
predicative. Teoria construitd in ,Tratat¢ nu face distinctie intre domenii
finite si domenii infinite, care devine aici irelevanti pentru fundamen-
tele matematicii. In sfarsit, un alt merit al lui Wittgenstein [1] este ca
a_influentat cercetirile intreprinse de Ramsey in fundamentele logicii
$i matematicii.

Intr-un eseu din 1926 (vczi F. P. Ramsey [1]), ¢l a elaborat sub
influenta lui Wittgenstein o reinterpretare a teoriei simple a tipurilor
enuntand trei greseli pe care le contine ,Principia Mathematica® : i) a
dat o definitie a clasei aplicabild numai claselor definibile,; in raport cu
un limbaj formal existd clase indefinibile, dar Ramsey pare si sugereze
posibilitatea claselor absolut indefinibile (H. Wang [2]). Ramscy [1]
scrie : ,Dacd existd clase indefinibile, sau nu, este o chestiune empi-
ricd ; ambele posibilitdfi sunt perfect conceptibile. Insad chiar daci, in
fapt, toate clasele sunt definibile, noi nu putem in logica noastra, iden-
tifica clase cu clase definibile fird sa distrugem aprioritatea si necesi-
tateq care este esenta logicii“. ii) A doua greseala din ,Principia“ cste
absenta distinctiei paradoxuri matematice-paradoruri semantice ; iii)
interpretarea gresitd in tratarea identitdtii, o observatie care nu l-a
convins pe Russell (Mind vol. 40, 1931). Din punct de vedere filosofic,
Ramsecy este un realist pentru care mulfimile finite si cele infinite stau
pe ,picior de egalitate“. Aceeasi pozitie realista face dispensabild axioma
reductibilititii si inlocuirea ci cu axioma comprehensiunii. Ramsey face
consideratii din acelasi punct de vedere realist, si care face irelevanta
distinctia finit-infinit, si cu privire la alte doud axiome — axrioma ale-
gerii si axioma infinitwlui. Vorbind despre remarcile lui Wittgenstein,
H. Wang [2] comenteazi : ,Remarcile lui Ramsey au o micid semnifi-
catie matematicd, deoarece ele nu aruncid o luminid asupra faptului cum
noi putem demonstra prin mijloace finite ci axioma comprehensiunii
este consistentd (cind existd infinit de multe obiecte de un tip dat) sau
cum putem pune chestiunea .indepzndentei axriomei glegerii relativ la
demonstratii (care nu sunt infinit de complicate) cu privire—a-axiomele
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din teoria constructivad; poate fi actual observat cd arioma reducerii
este falsa (deoarece exista clase de ordin mai inalt necoextensionale cu
clase de ordin mai coborit) si axioma alegerii este adeviraia (deoarece
universul este numdrabil si modelul intuitiv asigurd posibilitatea selec-
tiilor prin clase de ordin suficient de inalt)“.

Un aspect important in preocupérile logice ale lui Wittgenstein si
Ramsey il detine conceptul de infinit. Asumptia fundamentald in pro-
blema formulatd in ,Tratat® este cea a finitului: Russell si Ramsey,
acesta in prima parte, cred cd noi nu putem (rejconstrui matematica
obisnuita dacd nu asumdm existenta individualilor in univers, $i, mai
mult, acestia si existe ,infinit de multi“ (Ramsey se confruntad cu
arioma infintului atunci cind are de-a face cu teoria claselor si este
nevoit sd sc refere la dimensiunea ,universului“. Constalarea cid este
dificil s& dim o explicatie a infinitului in termenii conceptelor strict
logice face teza lui Russell despre identitatea logicd si matematicd, sa
apard dubioasd. Abordarea witigensteiniand a formei generale a propo-
zitiei il confruntd pe autorul ,Tratatilui“ cu relatia ,finit-infinit“. Astfel
considerdm cuantorii ¥xFx si 7] xFx care aserteazd conjunctia respectiv
disjunctia tuturor propozitiilor de forma Fa. Cind examindm principiile
logice, sd spunem ,dacd VxFx atunci Fa“ si ,dacd Fa atunci g xFx*,
observam ca pot fi vazute ca tautologii (un concept important in filosofia
logicii lui Wittgenstein, esential pentru latura filosoficd a ,Tratatului,
loc in care el oferd, cum s-a spus, ,0 explicatie atractivd a tautologiilor
verifunctionale ca adevirate in virtutea semnificatiei conectivelor pro-
pozitionale“. Aceasti idee combinatid cu teza logicistd a reductibilitatii
matematice la logicd a permis concluzia ca ,toate propozitiile matema-
tice adevarate sunt tautologii® (cf. Hao Wang [2, p. 269]); aceste tauto-
logi,-forme logice (forme generale propozitionale) ale principiilor logice
pot antrena un numar finit sau infinit de propozitii si dacd pentru o
multime dati putem spune cd toate propozitiile sunt false, aceasta se
dovedeste ca prea generald in cazul cd operdm cu infinit de multe pro-
pozitii, deoarece vom avea nenumdrabil de multe multimi de propozitii :
o situatie in care, dupi Wang [2, p. 158], nu trateazd cazul infinit ca
nediferit de cazul finit. Asertiunile in cauzd din Wittgenstein [1], este
vorba de 6.126, 6.1262, par si sugereze ideea cd logica este decidabild
(contrazisd de rezultate matematice ulterioare) si care are la bazi ideea
cd nu existd o diferentd esentiald intre finit si infinit. _

In concluzie, Wittgenstein, aldturi de Russell, a fondat atomismul
logic, dar Intre contributiile -lor exisia diferente importante (nu exista
in ,Tratat“ o inclinare spre date senzoriale sau date nesenzoriale, iar
numerele sunt explicate diferit de prccedura lui Russell, astfel 6.021 :
,Un numair este exponentul unei operatii“. A spus putin despre mate-
maticd in ansamblul Tratatului, lasind lui F. P. Ramsey sarcina sa traga
concluziile logice din ideea stergerii diferentei dintre domenii finite si
infinite. Filosofic a rezultat o autenticid filosofie realistd a claselor.
Optiunea lui Wittgenstein este pentru asumptia finitistd, ceea ce s-a
numit greseala a doua, este in fapt asumptia de a lucra cu un domeniu
finit drept ,univers de discurs®. Supozitia unui domeniu finit ca uni-
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versul nostru de discurs se dovedeste fertild producand cateva elucidari
importante : ,nici o propozitie nu poate face un enunt despre ea insasi,
deoarece un semn propozitional nu poate fi continut in el insusi¢ (3.332),
apreciati drept o propozitie ,misterioasa¥, (vezi H. Wang [1, p. 23]), ce
devine acum inteligibila. Cuvantul ,deocarece« din aceastd propozitie este
interzis de ,constructia lui Goédel“, dar in cazul domeniilor finite pro-
blema nu se mai pune. ,Reflectarea® metalimbajului in limbajul obiect
nu are loc (imposibilitatea uzului metalimbajului). Putin mai complexa
este teza wittgensteiniana : ,o0 functie nu poate sd fie propriul ei argu-
ment“ (3.333), atunci cind sunt admise domenii infinite si chiar mai
mult. Astfel, conceptul iterativ de multime interzice constructe de genul
o multime poate sd-si apartind ei insdsi, incat numai formal are semnifi-
catie ca o functie se poate lua pe ea insasi ca argument. Dar conform
wteoriei conceptului“ a lui Godel este permis si chiar dezirabil ca un
concept sd se aplice lui insusi, o tezd mai plauzibild cand avem de-a
face cu multimi finite. Relevanta asumptiei domeniilor finite este pro-
ductivd si in privinta situatiei axiomelor celebre din teoria multimilor
{axioma reducerii) si a teoriei claselor. Axioma reducerii sau reductibi-
litatii este dispensabild in context deocarece nu mai avem nevoie de
wdefinitii impredicative® ca si obtinem toate clasele, sau destule clase,
conform teoriei tipurilor. Mai mult, clasele pot fi eliminate prin definitii
contextuale familiare, ceea ce dovedeste ca ele sunt ,fictiuni logice®.
Rezultatul este formulat de Wittgenstein [1] : ,teoria claselor este super-
flud In matematicd* (6.031). Dar in cc sens s-a spus ci ,asumptia limi-
tdarii la domenii finite* a constituit o greseald a lui Wittgenstein ? Un
raspuns posibil l-a dat chiar Ramsey, si anume cea mai interesantd
alternativd nu este limitarea la domenii finite, ci aceea rcare mu fface o
distinctie fundamentald intre finit si infinit : ,Dl. Wittgenstein a perceput
ca dacd noi acceptdm aceastd explicatie (viz. una familiard) a functiilor
de adevar.. nu existd motiv de ce argumentele pentru o functie de
adevdr nu ar trebui si fie infinite in numar. Cum nici un autor anterior
n-a considerat functiile de adevir ca fiind capabile de mai mult decat
un numar finit de argumente, aceasta este cea mai importantd inovatie“
(F. P. Ramsey [1, p. 7]). Conceptiile, credintele lui Wittgenstein au fost
sustinute tehnic-formal de cercetdri ale lui Ramsey si recunoscute ca
atare de Russell. De exemplu, Wittgenstein [1] scrie : | propozitii ca
axioma reductibilitatii a lui Russell nu sunt propozitii logice... Adevarul
lor ar putea fi numai rezultatul unui accident fericit* (6.1232). Referin-
du-se la natura si statutul axiomei reductibilitdtii, B. Russel in intro-
ducere la editia secunda a ,Principiei Mathematica“ recunoscind vala-
bilitatea unor criterii formulate de Ramsey scria: Cd axioma reducti-
bilititii este o propozitie self-evidentd poate fi cu greu sustinut... evi-
denta inductivd in favoarea ei este foarte puternicd; deoarece rationa-
mentele pe care ea le permite si rezultatele la care ea conduce toate
apar ca valide“. Influenta ,Tratatului asupra lui Russell si Ramsey a
fost atat de importantd, incdt acestia plecind de la conceptiile si inter-
pretirile formualte de Wittgenstein [1] au incercat o reconstructie a PM
(Principia Mathematica), primul renuntand la axioma reductibilitatii, al
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doilea, in lumina unei noi interpretdri a acestei axiome. ,Una din reco-
mandarile lui Wittgenstein [1, 5.54 si urm.] are ratiuni filosofice si
asuma ca functiile de propozitii (functiile progozitionale) sunt totdeauna
functii de adevar si ca o functie poate apare intr-o propozitie prin(tre)
valorile el... aceasta antreneaza o concluzie interesantd si anume ca toate
functiile sunt extensionale¥ (PM, editia secundd). Acest curs a condus
la teoria ramificatd a tipurilor care are urmatoarele inadecvdri, pe care
insusi Russell le-a enumerat : definitia identitd{ii, inductia matematicd,
tdieturi-Dedekind, teoria lui Cantor a cardinalilor inalt infiniti (higher
infinite cardinals). Sistemul ¥ al lui Hao Wang [3] din ,Formalizarea
matematicii retine spiritul ,ramificdrii, minus inadecvarile mentionate.
Ramsey asumi o conceptie extensionald combinatd cu propria sa inter-
pretare a celei de-a doua greseli a lui Wittgenstein, care stim cd are
forma ca distinctia dintre finit si infinit nu este fundamentala, in par-
ticular nu se pot formula obiectii logice la definitia oricirei multimi
infinite prin enumerare. In constructia lui Ramsey axioma reductibilitatii
nu mai este necesard, sau este ,absorbitd* in axioma comprehensiunii,
pe care nu o mai enuntd, in virtutea postularii tuturor functiilor propo-
zitionale exprimabile si neexprimabile ; axioma alegerii este interpretata
ca o tautologie, un procedeu in acord cu conceptul iterativ de multime ;
si arioma infinitului, In ciuda statutului ei nedeterminat ar putea fi
consideratd o tautologie. Ramsey [1, p. 61] scrie: ,Noi nu avem si
asumim ca orice multime particulard de lucruri, e.g., atomi, este infinita,
ci pur si simplu cid existd un tip infinit pe care noi putem si il luadm
sd fie tipul individualilor¢. ,In 1930, comenteazi Wang [1, p. 25], era
uzual sd iei numerele naturale ca individuali, sau si incepi cu multimi
finite construite din multimea vidi. Dacad noi adoptim conceptia exten-
sionalistd a lui Ramsey, dar ddm mai multi atentie la ce este exprimabil
si Invingem superstitia contra Inaintdrii dincolo de ierarhia infiniti
initiald, noi ajungem la universul infinibil de mare al conceptului ite-
rativ de multime. $i chiar multimi mai bogate de axiome decit ale PM
pot fi justificate conform conceptului¢ (pentru o expunere detailati vezi
si cap. VI din H. Wang [2]). Wittgenstein [1] a oferit un model familiar
al relatiei dintre limbaj si realitate, dar este controversati asertiunea ci
pozitia filosoficd adoptati ar fi una realisti (a se vedea articolele din
volumul lui I. Block [1]); insd pare indiscutabil ci se asumi o teorie
a adevdrului-corespondenta.

Criticile pe care Wittgenstein le-a facut au fost de pildd pentru
Russell de importantd extraordinard : ,Eu am vizut ci el are dreptate.
Eu am vazut cd nu mai pot spera si fac iarasi lucrare fundamentala in
filosofie... Critica lui mi-a dat un sens al esecului* spunea Russell.

Si fi crezut Russell ca o lucrare fundamentald este de asteptat de
la Wittgenstein ? In ce mdasurd erau indreptitite convingerile sale despre
Wittgenstein ca cel mai bun candidat la ,noua filosofie exactd® ?

Filosofia exactd este un sort de ,filosofie matematici® si, prin
extensie, ,filosofie logicd“, sau, poate, filosofie ,logico-matematicd*. Cum
putem raporta demersul wibttgensteinian la acest concept de filosofie
exactd ? $tim cd mai multi autori nu l-au considerat pe Wittgenstein un
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bun matematician, o asertiune care contrasteazi cu evaluarea elogioasid a
calitatilor sale formulata de Russell. Cel putin el n-a fost asa bun mate-
matician, cand il comparam cu Ramsey sau Brouwer, o evaluare facuta de
H. Wang. Chiar insusi Ramsey remarca ,handicapul® in pregatirea mate-
maticd a lui Wittgenstein, fapt ce ii stirnea surprinderea, s nu zicem
admiratia, in fata remarcilor de filosofia.  matematicii (si logicii) pe care
acesta le-a formulat indeosebi in ,Tratat®. Dacad pozitia lui Wittgentein
[3] declaratd era una din ,exteriorul® si nu din ,jinteriorul® matematicii
(vezi ,,Remarci asupra fundamentelor matemarticii“) si judecam ce el a dat
in domeniu, atunci calitatea de u fi ,,bun matematician® ca o premisa de
a fi un ,filosof serios* al matematicii poate fi ignoratid“. Accederea la
filosofia exactd are, in principal, in interpretarea pe care o retinem aici
doui ,canale-componente“ : matematica si logica. Lectura operei lui (Wit-
tgenstein [1], [2], [3]) nu lasd impresia ca 1-a preocupat problema funddrii
matematice, cd el ar {i intentionat sd ofere o fundare matematicii. Tot
ce stim este ca in ,,Note asupra logicii“ figureazi o asertiune ca aceasta :
y,Dacd ar exista o lume creatd in care principiile logicii sunt adevarate,
In acea lume intreaga matematicd s-ar dovedi adevarati“. Este aici
exprimata ideea primatului logicii in problema fundarii, o idee poate de
inspiratie logicista, a reducerii matematicii la logicd. Hao Wang [1, p. 22}
considera ci atat Wittgenstein ,timpuriu“ cat si cel tdrziu“ ar fi gandit
cd odatd admise numerele naturale cu proprietatile lor (desi nu se face
nici o referire la Peano, asociatiile se pot face, ca de altfel si cu con-
ceptia lui Kronecker) restul matematicii nu ridicd probleme fundatio-
nale si filosofice. Conexd numerelor naturale este ,aritmetizarea ana-
lizei*, care probabil sa-1 fi inspirat, dar azi stim cid aritmetizarea presu-
pune ceva mai mult decit numerele naturale,

Oricum, este sustinutd ideea cd Wittgenstein nu a incercat sa ofere
o fundare a matematicii, nu a dorit si dea explicatie adecvatd a naturii
maternaticii si nu s-a preocupat sd o plaseze (este vorba de de mate-
maticd) in contextul mai general al filosofiei sale. $i totusi, existd o
asertiune socantd ficutad de Wittgenstein referitor la relatia dintre filo-
sofie si matematica : ,Filosofia si matematica n-au nimic una cu alta;
descoperirea matematicd n-are relevanti pentru filosofia matematicii si
conversa : nici o opinie filosoficd nu poate afecta procedura matemati-
cianului¥. Acest -pasaj prin ideea sa ar ,obstructiona definitiv¢, in
lumina unei credinte epistemologice programatice, orice accedere la
filosofia exactd pentru care a pledat asa mult Russell si care vedea In
Wittgenstein candidatul ideal chemat sd lucreze in ea si pentru ea. Une.e
Hformuldri-interpretdri“ care il prezinta ca ilustrand un sort de ,anti-
filosof al matematicii« sunt probabil revendicate de la aceasta sursd —
asertiunea mai sus citatd. Si totusi gandurile, reflectiile sale asupra
matematicii au servit ca date sau instrumente pentru clarificarea si
dezvoltarea ideilor salé' filosofice mai generale despre gandire si limbaj,
asa cum acestea sunt configurate in Wittgenstein [2].

Care este atitudinea lui Wittgenstein fati de logicd ? Wittgenstein
a avut initial preocupari de logicid. Ramsey (Mind, 1955, 3) scria : ,El a
inceput cu anumite chestiuni ce apartin analizei propozitiilor care l-au
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condus la probleme despre infinit ce stau la baza coniroverselor asupra
fundamentelor matematicii. La prima vedere eu m-am temut ci lipsa
unei cunoasteri si facilititi matematice se va dovedi un serios handicap
in activitatea lui In acest domeniu“. Cum a scris si Russell (1913) Wit-
tgenstein era animat in acea perioadd de proiectul corectdrii demonstra-
tiilor matematice mai vechi din PM, gisite de el ca inexacte, in acest
sens era influentat de scrierile lui Frege, de aceea el a ,comutat* inte-
resul sdu, preocupdrile sale din sfera filosofiei —matematicii in cea a
logicii. De altfel Russell (cu care va incepe colaborarea din aceasta
perioadd) ajunsese la concluzia, intr-o etapa importantd a biografiei sale
intelectuale, cd logica este instrumentul necesar pentru o ,filosofie
serioasa”.

Existi o distinctie intre rezultatele activitdfii lui Wittgenstein, refe-
ritoare la matematica si logica, am spune chiar o ,asimetrie“. Chiar daca
Wittgenstein ,tdrziu“ va spune ca logica a facut atita rdu filosofiei si
matematicii, noi trebuie si separdm aceste declaratii de impactul real
pe care opera sa l-a avut asupra filosofiei, introducdnd o noud perspec-
tiva de studiu a naturii, statutwlui si telurilor filosofiei. Programul meta-
filosofic de autentiicd reformd a filosofiei, pe care l-a elaborat scoala
dnaliticd, isi are originile in ,Tratat* si s-a constituit sub impactul
wittgensteinian. Dimensiunea logici, antiverbalismul retoric, grija pentru
claritate si rigoare, toate acestea vor conferi o noua ,staturd“ discursului
filosofic si vor face din filosofie o disciplind teoreticd respectabild, a
carei vocatie prin excelenti va fi maximizarea ,intelegerii“ filosofiei.
Daci nu putem vorbi despre filosofia wittgensteiniand ca despre o
filosofie exactd in ,sens tare“ (s spunem conform punetului iii)) putem
sigur vorbi de ea ca despre o filosofie ,stiintificd®, deci in sensul mai
slab al termenului filosofie, teorie exactd, corespunzitor lui i) si ii).
Filosofia wittgensteiniand mai are incd o semnificatie majora, aceea de
a fi inspirat o veritabila filosofie ca teorie exactd, cea (constituitd), mai
corect, schitati de Kurt Godel si care are certe ,,asemdndri si afinitdti
arhitecturale cu ,Tratatul. Incheiem prezentul paragraf cu unele
remarci despre filosofia matematicd, in sensul dezirabilei filosofii exacte
a lui Kurt Godel, ghidati de ideea ci opera unui ginditor se legitimeaza
si prin posteritatea ei, oum ni se pare a fi cazul lui Wittgenstein.

K. Godel concepe filosofia ca ,teorie exactdi®, in fapt o aplicatie
speciald a realismului sdu conceptual, care alituri de ,obiectivismul”
gddelian este al doilea aspect esential al filosofiei sale. Conceptia obiec-
tivistd goédeliand despre natura matematicii presupune pe langi accep-
tarea demonstratiilor matematice si a concluziilor lor, obiectivitatea in
sensul conceptului de adevdr pentru care este valabil principiul tertului
exclus, care afirmd cd fiecare propozitie matematici sau ea sau negatia
ei este adevdratd. Recunoasterea obiectivitdfii (legati de adevir) lasa
deschisa, insd, problema in ce sens existi obiectele matematice. Conform
conceptului godelian de obiectivitate, care este mai ,tare decit simplul
acord intersubiectiv la care someazid demonstratiile si concluziile lor,
trebuie sd existe obiecte matematice, altfel pare oarecum straniu ,sd
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gdndim obiectiv fard si gdndim despre ceva®, cf. H. Wang [4, p. 188].
Odata formulatad supozitia existéntei obiectelor matematice, urmatorul
pas ce trebuie facut este rezolvarea problemei naturii obiectelor. Chiar
dacd mulfi autori sunt de acord cu existenta obiectelor matematice, ei
par sa nu fie totdeauna (sau toti) de acord in ,problema naturii“ acestor
entitdti. Intr-o scrisoare citre Hao Wang, datata 23 februarie 1976, Paul
Bernays a comparat lumea obiectelor matematice cu lumea entitdtilor
muzicale si in acest sens avem un concept de obiectivitate pe care tre-
buie sd-1 distingem de cel legat de realitatea fizici. Atat Bernays cat
si Godel [1] par s aibd in comun respingerea conceptiei care considera
obiectele matematice ca nume sau constructe mentale, si faptul ci nu
sunt de acord cu acceptarea teoriei clasice a numerelor. De altfel,
K. Godel atunci cand isi expune ,conceptia obiectivisti® se refera la
teoria numerelor consideratd de matematicieni ca fiind mai familiara si,
desigur, mai putin controversati decit teoria multimilor. Dupa opinia
lui Hao Wang [4, p. 189] desi K. Gédel pare sid vorbeascd intersanjabil
despre realism matematic si realism conceptual, conotatiile asociate sunt
diferite, céci in timp ce matematica este consideratd ca studiu al madti-
milor (pure), logica este priviti ca fiind studiul concetpelor (pure), un
domeniu mai cuprinzitor, in virtutea acestui fapt realismul conceptual
fiind calificat drept o pozitie mai ,tare“ decat realismul matematic,
deoarece depéseste sfera matematicii. La acestea trebuie adiugati obser-
vatia urmdtoare : perspectiva lui Bernays este psihologici : ,un concept
pe de altd parte este ceva original conceput (mia mult sau mai putin
instinctiv) de cdtre o fiintd mentald care are impresii si senzatii con-
cepute pentru scopul orientdrii si intelegerii. Odati ce conceptele au
fost introduse, rezultatul este cursul relatiilor dintre ele“, un punct de
vedere pe care Godel nu-l impirtiseste. Concepte czntrale in filosofia
sa sunt : infuifia ca extensiune a conceptiei kantiene despre Anschaung
(sau o extensiune a conceptului de perceptie), un organ fizic al impre-
slilor abstracte, subiect al neurofiziologiei si altele).

Revenim la anticiparea gédeliand a filosofiei ca o ,teorie exactd®
posibil de realizat aproximativ in urmaitoarea sutd de ani, si care in
conceptia lui Goédel ,ar trebui si aibe de-a face cu metafizica tot atat
cat Newton a avut de-a face cu fizica®. Demersul necesar pentru o astfel
de constructie intelectuald presupune determinarea conceptelor C ale
metafizicii si gasirea axiomelor A valabile pentru ele; C satisface A si
A sunt implicate in intuitia originala a lui C. Face supozifia ca de-a
lungul timpului este posibil si addugdm axiome noi, asa cum noi modi-
ficim fizica newtoniand. Un aspect important al filosofiei lui Gddel este
un acord al ei, in ceea ce priveste caracteristicile generale, cu sistemul
metafizic al monadologiei lui Leibniz.

Dupa wunii autori, precum H. Wang [4, p. 192] nu este prea clar ce
a inteles Godel prin metafizicd, dar ne-am putea forma o reprezentare
dupi lista de concepte formulatd, consideratd chiar de Godel ca incom-
pleta. Intre concepte, Godel mentioneaza : obiect, concept, substantd,
cauzd si cateva altele. Intr-o discutie cu Carnap in 1940 (la care facc

referire H. Wang in lucrarea citati) Giddel a subliniat dezirabilitatea
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dezvoltarii unei-teorii care si includd conceptele : Dumnezeu, suflet si
idei, Dumnezeu considerat ca avand rolul de monadd centrald. Inter-
pretarea sugerati de Hao Wang este cd Godel a preferat sa elaboreze
filosofia.ca 0 teorie exactd inspirandu-se dintr-un sort anumit. de mona-
dologie. Considerd ca deosebit de semnmificativd ideea separarii univer-
sului in fapt si dorintd (mai general fortd) si care ar putea fi considerati
ideea centrald a filosofiei sale, desi conceptul de fapt este unul. compus
si nu unul primitiv in sensul introdus de el. O altd asertiune importanta
este aceea ca el este idealist, 0. asemenea constructie idealistd (in acord
cu idei leibniziene ca : monadele sunt suflete, materia si fiintele vii sunt
cele mai inferioare forme de suflet) parandu-i mai promitatoare decat
una obisnuita.. .

Ontologia gédeliand include drept categorii fundamentale obiecte si
concepte, dupd H. Wang si imagini importante in viatd. Obiectele sunt
obiecte ‘matematice, de exemplu multimi ,pure® si altele, dar, Intr-un
sens, multimile sunt incluse in concepte, avand in vedere supozitia lui
Godel ca orice multime este extensiunea unui concept. Distinctia dintre
maultimi si concepte este distinctia dintre extensiuni si intensiuni. In
Gbdel [1, p. 262—263] gasim caracterizari relevante ale ,multimii“: o
multime se obtine din ,obiecte bine definite® prin aplicatia iteratd (in-
clusiv iterare transfinitd) a operatiei ,multime de“ si nu ceva obtinut
divizand totalitatea obiectelor in doud categorii.. multimile ,pure“ sunt
acele multimi care raman daca toate obiectele care nu sunt multimi sunt
omise (ignorate), adica o ,multime purd® este ceva care se obiine din
multimea vida prin aplicatia iteratd a operatiei ,multime de“. In con-
ceptia lui Goédel matematica poate {i definitd ca fiind studiul multimilor
pure, iar logica este studiul conceptelor (pure) unde in mod corespun-
zator, relatia de apartenentd pentru multimi este inlocuitd de relatia
de partitie, sau de ,a cddea sub“ sau instantiere a conceptelor. Un lucru
A cade sub conceptul C, daci C se aplici la A (sau A este un caz-
instantiere a lui C).:Nu se poate usor dezvolita o teorie a conceptelor,
asa cum facem cu multimi, si aceasta se datoreaza faptului cid nu dispu-
nem de o notiune definitd de ,concepte pure® asa cum avem una de
wmultimi pure®.

Din punct de vedere fommal putem concepe o teorie a conceptelor,
dacad modificdm limbajul obisnuit al tecriei multimilor, addugand relatia
de subordonare, sau substituind-o in locul relatiei de apartenentd, o
ambiguitate emergentd din conjectura lui Gédel cd orice muljime este

extensiunea unui concept. Situatia descrisi are consecinte interesantc
in ,aria studiilor fundationale“ ce vizeazd relatia dintre matematicd si
logicd. Mai explicit, dacd ipoteza lui Gddel este adevirata, cele doud
moduri altcrnative nu sunt asa diferite si adoptind primul mod consta-
tdm cd matematica poate fi consideratd ca parte a logicii. Explicitari
ale conceptiei lui Godel se vadesc inleresante privind relatia dintre
logica si matematica : relatia dintre logicd si concepte (sau conceptul de
concept) este analoagd relatiel dintre matematica si multimi (sau con-
ceptul de multime). $i, mai mult, opincazd Hao Wang [4, p. 194] Godel
a vrut sid spuna ci relatia logicii cu metafizica este analoagd relatiei
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dintre matematica si fizicid. Teoria conceptelor la nivelul vizat de Gidel,
ar avea dupi remarca lui H. Wang o stare primitivd, favorizind incer-
titudini privind apartenenta unor concepte la logicd, ca substantd, cauzd,
postbilitate, necesitate (ultimele primitive sau definibile) si de ce nu o
preferintd pentru includerea in logicd a ,teoriei pure a imaginilor* sau
a ,teoriei imaginilor pure“. Oricum, indiferent de pozitia luati, logica
identificatd cu teoria multimilor sau logica consideratd o teorie a con-
ceptelor (cum considera Goédel) sau chiar o logicid care include o tcorie
a imaginilor — sugereaza si stimuleazd dezvoltdri care sd se constituie
ca analog al ,Tratatului“ wittgensteinian, retindnd trasiturile atractive
ale logicii limitate la calculul propozitional si care a jucat un rol asn
important in lucrarea lui Wittgenstein [1]. Hao Wang [4, p. 195] con-
chide : ,De exemplu, cineva va vrea si spuna ci ,teoria multimilor este
adevdratd in toate lumile posibile, in sensul ci nu importd ce alte
obiecte (dincolo de multimi pure) sunt, teoria multimilor (purej raméane
aceeagi. De asemenea, dezirabil va fi un enunt analog despre concepte
»pure®, o perspectivd generoasi ontologic care pare si faciliteze proiec-
tul unei ,teorii exacte®,
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2. PLATONISMUL $I CONSTRUCTIVISMUL : CONSTRUCTIVISMUL
RADICAL SAU «STRICT FINITISMUL» LUI L. WITTGENSTEIN

P. Bernays [1, p. 276] scria ca date fiind aplicatiile vaste ale plato-
nismului In matematicd, se poate considera cd acest curent filosofic este
dominant in aceastd stiintd. M. Dummett [1, p. 509] observa ca falsa
dihotomie — ,descriere (picture) platonisti — descriere constructivistd*
domina clandestin filosofia matematicii. Dar platonismul este atitudinea
dominanti pe care matematicienii moderni o adoptd in practica lor
matematicd curentd, chiar daca, adesea, ei o ,deghizeazd® luand o pozitie
formalistd. Pe de altd parte, constructivismul, orientarea filosofica com-
plementard platonismului, are ca ,specii“ intuitionismul, finitismul (adica
formalismulhilbertian), incit s-ar putea spune despre ccnceptiile plato-
nistd si constructivistd ca ,acoperd” aproape exhaustiv spectrul filosofiei
matematicii. Platonismul si diferitele varietdf{i de constructivism pot fi
privite ca mijloace de demarcare a diferitelor arii ale matematicii, din
punctul de vedere al mijloacelor de demonstratie, dar si drept concepfii
filosofice fundamentale subiacente unor scoli, curente rivale in filosofia
matematicii ; in a doua ipostazd, se pune problema filosoficd a deciderii
care dintre aceste orientdri din filosofia matematicii oferd explicatii
corecte si adecvate. Indeosebi Wittgenstein [3] este intentionati ca o
contributie la activitatea de clarificare a acestui aspect ultim. Si cum
filosofia wittgensteiniand a matematicii (dacd ea existd!) a fost califi-
catd constructivism sever,  finitismi strict® (de G. Kreisel), ,antropolo-
gism*“ de Hao Wang), constituie pentru noi un motiv sd consacrdm acest
eseu acestei probleme : platonism si constructivism.

Despre platonism se vorbeste in multe sensuri : platonism ontologic
si platonism metodologic, iar in ceea ce priveste platonismul ontologic
se disting : platonismul restrictionat, care formuleazd exigenta ci uni-
versul matematic este o ,proiectie ideald a unui domeniu al gdndirii’,
in timp ce platonismul absolut ar consta in interpretarea pe care diferiti
matematicieni o dau metodelor platonismului, si anume ,in sensul rea-
lismului conceptual care postuleazi existenta unei lumi de obiecte ideale
care confine toate obiectele si relatiile matematicii“¢( P. Bernays [1,
p. 276]) ; acest gen de platonism s-a dovedit insutenabil in urma desco-
peririi paradoxurilor, in particular paradoxul lui B. Russell. Platonismul
metodologic, 1-am numi ,platonismul ca ipotezd®, pentru care existenta
domeniului matematic este doar o asumptie, ipotezd ontologici care se
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dovedeste {ructuoasa, pare sa fie plauzibil si dezirabil pentru ca ,sal-
veazd“ o serie de concepte fundamentale, cum ar fi existenta matematica,
intuitie, adevir, demonstrabilitate, obiectivitate, acesta din urmi intr-un
sens special, cel formulat de G. Kreisel, ceea ce este important nu este
sexistenta obiectelor matematice, ci obiectivitatea enunturilor mate-
matice“.

Conform platonismului, urmétoarca teza este relevanta : Matematica
constd in adevdruri despre structuri abstracte, care existd independent
de noi si de argumentele logice ce stabilesc adevirurile matematice ;
si mai mult, aceste structuri abstracte sunt independente si de construc—
tiile care intemciazd aceste argumente si de simbolurile prin care sunt
exprimate argumecntele si adevarurile. Ca un exemplu pentru intelege-
rea tezei platoniste luim teorema fundamentald a aritmeticii; plato-
nistul considerd cd existd asemenea iucruri ca numnierele naturale si care
existd independent de noi, avind proprietatea (adevdratd) ca sunt unic
descompuse in factori primi. In descrierea platonistd matcmaticianul in
activitatea sa are de-a face cu o varictate bogatd de structuri abstracte,
care o preced, nefiind create ci doar ,gasite®, si care alcituiesc universul
matematic ; in timpul ,instructiei® matematicianul isi formeaza, cxer-
seazd si rafineazad intuitia despre ,lumea matematicd“ pe care o desco-
perd, ajutat de predecesorii si colegii lui, urmand ca apoi el insusi <&
gdseascd structuri noi, sau/si s formuleze ipoteze noi despre structurile
vechi, activitate marcatd de constructii, argumente, definitii ale unor
concepte noi ; urmeaza expunerea lor riguroasi si formald, aspecte dato-
ritd carora rezultatele devin public accesibile si verificabile, inglobate,
atunci cand sunt autentice si majore, in dezvoltarea patrimoniului
matematic.

Platonismul este solidar (si subiacent) in cel mai inalt grad teoriei
multimilor, cadrul convenabil si elegant in care se face matematica purd.
Dar inainte de a expune unele consideratii semnificative pentru subiectul
nostru, sd facem o parantezd si sd amintim cd incepind cu secolul 18
se credea ¢@ universul matematic are doud categorii de ,locuitori® :
spatiul si cantitatea (adicd marimea), de unde si definitia matematicii —
»stiintd a cantitdtii“. In secolul 19 s-a produs o ,,descoperzre“ (mai de-
graba o constructie, dar preferam primul termen pentru a pastra diho-
tomia ,metafora descoperirii, (,arheologice“, , geografice“) si ,,metafora
constructiei, prima relevantd pentru platonism, a doua evoca spiritul
construct1v1smu1u1 Aceastd ,descoperire® era cea a geometriilor neeu-
clidiene, care a evidenfiat un aspect remarcabil, pentru ontologia mate-
maticii, si anume infirmarea asertiunii despre existenta unei structuri
spatiale unice, obiect al intuitiei noastre matematice ; de altfel intuitia
noastrd geometricd indusd® de geometria analiticd este diferitad de
intuitia euclidiand, pentru ci in stiinta moderni a geometriei, spatiul
este conoceput ca mulfimea tripletelor ordonati de numere. Asemiani-
tor, conceptia 1ntu1rtwa despre cantitate (mdrime) a fost rafinatd, gratie
contributiilor lui’ Weierstrass, Dedekind, Cantor, care au introdus struc-
turi conceptuale noi ; prin similitudine, si aici, putem spune ca numdirul
real, defnit ca o ,tdieturd-Dedekind“ nu este ceea ce a inteles Euler.

Aceste mari transformdri conceptuale, care au marcat istoria matema-
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ticii moderne, au condus la o situatie, numitad ,vacuum fundational’,
definitd, sau mai bine spus, descrisid ca absenta unei explicatii sistema-
tice a naturii matematicii, in ultima analizd, a structurilor (matematice)
ou care opereazd matematica. Teoria multimilor a fost considerata ,cel
mai bun candidat“ la depasirea accstui impas, vid fundational, conceptia
set-teoreticd (ansamblistd) — in termenii conceptelor de teoria mulfimi-
lor — asupra fundamentelor matematicii a lost calificatd drept platonism.
Insd, imediat s-a constatat cd faptele matematice remarcabile in orizont
fundational cum sunt rezultatele de independentd, proliferarea axiomelor
cardinalilor mari si constructia de modele bizare in domeniul teoriei
multimilor, au evidentiat vulnerabilitatea intuifiei noastre set-teoretice.
Ipoteza continuwlui, in vederea determindrii statutului ei, pare si ceara
o notiune nouia de multime, dar nimeni nu stie in ce directie trebuie
cdutata, o problema care depinde si de perspicacitatea intuitiei noastre.
N. D. Goodman [1] foloseste cxpresia de ,platonism liberal® pentru a
desemna o variantd de platonism compatibil cu aceastad situatie complexa
cu semnificatii ontologice deosebite. Se formuleazd in acest context
sugestia cid nu existd un singur univers set-teoretic (al teoriei multiiniloi),
ci mai multe. In unul este adeviarata ipoteza continuului, in altul axioma
lui Martin, intr-un univers existd un cardinal masurabil, In timp ce
intr-un alt univers, deoarece toate multimile sunt constructibile, (xis-
tenta unui cardinal masurabil cste imposibild. N. D. Goodman [1] enunta
o listd de probleme relevante despre universul matematic (si subliniaza
faptul cd problema cu care ne confruntim este aceeasi din 1890) : cum
pot interactiona structurile diferite existente in domeniul matematic ? Ce
sunt ele, ca entitdti ? Ce legi guverneazi universul matematic ca un
intreg daca nici unul dintre domeniile set-teoretice nu include toate
structurile cu care lucreazd matematicienii ? Autorul citat afirma ca
nici una dintre aceste probleme nu a primit un raspuns accetpabil, si
cd se poate spera o ,inflorire“ a matematicii daci se formuleazd o con-
ceptie despre structurile diferite ca aspccte ale unei realititi, o ,bazd
comund® pentru diferitele scoli rivale din filosofia matcmaticii; in
absenta unui ,,consens fundational® (dar pe ce criterii ? intrebdm) mate-
matica va fi divizati in scoli. Dar nu numai teoria mulfimilor a fost
»despicatd® ci si platonismul a suferit acest proces. Acestor dificultati
si altora cu care este confruntat, platonismul isi adaugd una cc emerge
din particularitatea distinctivd a acestei filosofii si anume restrictia ca
numai matematica purd este in mod real matematicd autenticd, o tezd
argumentata in maniera ci din moment ce matematica se defineste ca
0 teorie (exactd) a ,structurilor abstracte“, cum ar putea, s spunem,
teoria grupurilor abstracte finite sa ne comunice ceva relevant despre
structura cristalelor, dacd grupurile se construiesc din mult{imi de mul-
timi ? Intr-o asemenea perspectivi, cea a unor fundamente abstracte ale
matematicii, este tdiatd orice accedere la lumea fizicd si conexiunea cu
stiintele naturii subliniatd de J. von Neumann [1}], iar din partea teoriei
multimilor nu se poate astepta reconcilicrea matematicii cu stiintele
naturii. Existenta unor ,teoreme informative® despre lumea concretd ar
pleda pentru ideea ci nu existd o granifa intre matematica si alte stiinte
si cd ar exista numai o singura stiintd ca un intreg, Quine ?) si filosofia
matematicii trebuie inteleasd numai ca un capitol al unei filosofii mai
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largi ; toate aceste consideratii tratate ca niste consecinte ale principiu-
lui obiectivitdtii, conform caruia existd o lume obiectivd, iar obijectele
studiate de matematician, multe nerealizate in realitatea fizica, formeaza
0 parte a acestei lumi. Dar o asemenea filosofie nu a fost incd formu-
latd, remarca N.D. Goodman [1].

Remedii ale platonismului sunt vazute de P. Bernays [1] in modi-
ficari ale structurii acestuia constand in eliminarea unor asumptii funda-
mentale : inlocuirea conceptelor de multime, sir, cu unele constructive ;
renuntarea la ideea totalitdtii intregilor, un punct de vedere apdrat de
Kronecker si dezvoltat de Brouwer.

Platonismaul, ca filosofie a matematicii, este in esentd bazat pe com-
paratia, analogia dintre ,aprehensiunea“ realitatii matematice, a adeva-
rului matematic si perceptia obiectelor, fizice, a universului fizic. Teza
principald in context este urmatoarea: enunfurile matematice poarta
asupra unei realitdti (matematice) si sunt adevdrate sau false dacd sunt
sau nu conforme starii lucrurilor din universul matematic. Semnificatia
enunturilor matematice rezidd in relatia lor cu lucrurile din domeniul
entitatilor matematice, adevirul sau falsitatea lor fiind independente dc
cunoasterea valorii lor de adevar. Exemplul ,pentru un numéar natural
n, A(n)“, interpretat in spiritul platonismului, nu face referinta la capa-
citatea noasird (de cunoastere) de a identifica un ¥y astfel ca 'A(Y)' este
adevirat. Esential este daca existi un membru al domeniului de obiecte
matematice, aici numerele naturale, care satisface formula A(x) si, In
consecinta, face adevarat enuntul in cauza.

M. Dummett [2] giseste nesatisficatoare asertiunea care ,statueazd®
o analogie intre aprehensiunea realititii matematice si perceptia, obser-
vatia realitatii fizice : ,A descrie, insa, scrie M. Dummett [2], trecerea
de la premise la concluzii intr-un pas in interiorul argumentului (demon-
strativ) deductiv ca un raport mental de observatie al conexiunilor
logice echivaleazd cu o estompare a unei distinctii valabile. Deci, daca
vorbim de un analog al observatiei, ca jucind un rol in aprehensiunea
adevarului matematic, atunci trebuie cautat altundeva decat in procesul
demonstratiei matematice®. Autorul britanic se intreabd unde trebuie
sd cdutdm atunci analogul observatiei si gaseste, deci, cd calcularea
(computation) nu poate juca acest rol, deoarecc nu avem nevoie de o
explicatie privind statutul adevéarurilor verificabile prin caloulare si, in
context, i se pare mai relevant un raspuns la intrebarea lui Wittgenstein
— in ce constd diferenta dintre calculare si observatie sau experiment.
Dummett face ipoteza interesantd si fecunda in ,explordri fundationale®
si anume cd analogul observatiel ar putea fi intuitia®, cea care ne
procura convingerea adevarului asumptiilor fundamentale ale teoriilor
matematice, si tangential face referire la ,incercarea Frege Russell® de
a deriva adevarurile matematicii din sfera logicii pure. Mai fecunda i
se pare sugestia, pe care momentan nu o analizeazi, cea a ,regdsirii“
in urmdrirea temeiurilor adevérurilor matematice pana in ,zona prin-
cipiilor ne sau/si pre-matematice, sau ideea ci trebuie si existe adeva-
ruri matematice care nu sunt susceptibile de demonstratie. Si M. Dum-
mett [2] conchide : ce este mai natural decit si descrii capacitatea
noastra de a le recunoaste ca un analog intelectual al capacitatii noastre
de a discerne prin simturi conditia realitatii fizice externe ?¢,

30

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



O analizd mai eficientd a platonismului si constructivismului se
poate revendica de la o abordare a realismului (stiut fiind ca platonismul
este realism matematic) si anti-realismului, constructivismul constituin-
du-se ca o varietate a acestuia. (De altfel, realismului despre obiecte i
se opune fenomenalismul, realismului despre entitati teoretice ale stiin-
tei i se opune pozitivismul stiintific, iar realismului despre enuntpuri
matematice numit de M. Dummett [3] platonism, termen intrebuintat
nu suficient de acurat de P. Bernays si Quine, i se opune constructivis-
mul). Disputa dintre realisti si anti-realisti — si M. Dummett are in
vedere matematica, i se pare lui, inspirat de celebra fraza a lui G. Krei-
sel : ,problema care vizeazd platonismul nu priveste (sau nu este legata
de) existenta obiectelor matematice ci obiectivitatea enunturilor mate-
matice — nu angajeazd clasa entitatilor sau clasa termenilor ci ,clasa
enunturilor’, numita in context ,clasa enunturilor disputate®.

Realismul este credinta cd enunturile clasei disputate au o valoare
de adevir obiectivd, independent de posibilitatile si mijloacele noastre
de cunoastere a ei; prin urmare, enunturile sunt adevarate in virtutea
unei realitdti independente de noi. Anti-realismul va formula o conceptie
opusa si anume va sustine cd enunturile din clasa disputata vor fi decla-
rate adevarate in virtutea evidenteci noastre disponibile relevante. Pentru
realist semnificatiile enunturilor disputate nu sunt legate de felul de
evidentd de care noi dispunem, ci de starile de lucruri a cdror existenta
nu este dependentd de evidenta pe care o avem. Se observa cd disputa
este centratd pe notiunea de adevdr legati de enunturi dinclasa in cauza,
ceea ce inseamna ca, in ultima analiza, disputa priveste felul de semni-
ficatie pe care o posedd enunturile. Nominalistii sunt o specie de anti-
realisti, care iau atitudinea fiolsoficd respectivd atunci ciand enunturile
angajeaza termeni generali, cirora le contesti caracterul referential, iar
ca entitati, universalii; ei vor avea o conceptie diferiti despre adevdr in
contextul sugerat. In raport cu enunturile, apartindnd clasei disputate,
pe care o identificAm dupd genul sau natura entitdtilor si termenilor
angajati (dacd entitatile sunt obiecte materiale, atunci clasa disputati
include enunturi care contin termeni pentru acest fel de obiecte)
disputa, privind adevarul, dintre realist si anti-realist se va desfasura
dirijatd de anumite distinctii; pot fi de acord asupra aspectului cia estc
0 chestiune obiectiva daca criteriile folosite in evaluare sunt satisfacute.
dar diferenta care marcheazi conceptiile lor rezidd in aceea cd pentru
anti-realist adevarul unui enun{ poate consta in satisfacerea criteriilor,
in timp ce pentru realist enuntul respectiv poate fi adevarat chiar dacid
noi nu dispunem, inca, de mijloace pentiru a-l1 identifica ca adevirat,
conchide Dummett [3]. In cazul enunturilor cu termeni generali, dupa
opinia lui Dummett, un nominalist nu se simte angajat, de aceea i se
‘pare improprie sintagma ,realism despre universalii“.

Considerand ca in clasa anti-realistilor includem nominalisti, con-
structivisti (cu ,specii“ ca intuitionisti, formalisti si finitisti stricti) si
intrucat contextul discutiei este cel al matematicii, diferitele noastre
formulari vor rdméne ,omogene“ in principiu, adicd in virtutea carac-
terizarilor operate; inciat pentru nuantari vom invoca ,specii“ reprezen-
tante ale realismului si anti-realismului.
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Asadar, platonistii si intuitionistii sunt de acord ca-enunfurile mate-
maticii poartd asupra (despre) ,ceva“, care le face sau adez_)drate sau
false. Divergenta care ii separd nu o constituie acest aspect ci genul de
lucruri despre care este' formulat discursul matematic; acel -,ceva®
diferit, este drept, in lumina celor doud conceptii, este totdea_uma, cel
putin in principiu identificat, recunoscut ca atare prin intermediul posi-
bilitatilor si mijloacelor noastre. Dummett [4, p. 229] aratd ca s-a
incercat si se descrie aceastd situatie cu ajutorul a doud metafore —
cea a matematicianului ,ca astronom (ca si geograful care descoperd o
realitate preexistentd) si cea a matematicianului ,ca inventator®, pe
care, in final, le gaseste irelevante pentru activitdtile specificc matema-
ticii : ,Nici una dintre cele doud metafore nu pare, la prima vedere,
in mod particular, mai adecvatd decat cealaltd; activititile matemati-
cianului par remarcabil diferite de cele ale astronomului ca si de cele
ale artistului. Pe ce bazi se poate decide care dintre cele doud metafore
trebuie sd fie luatd in serios, cum trebuie si fie utilizate imaginile ?“.
Sau in alti lucrare (Dummett |5, p. XXV]) scrie : ,Matematicianul are
un mare grad de libertate in inventia conceptelor pe care le introduce
in profilul tipului de structurd pe care l-a ales a-l1 studia, insd el nu
poate demonstra orice simplu acel lucru care l-a sedus in a-l1 demonstra.
Cum putem transforma dezacordul intr-un dezacord bine determinat si
cum putem apoi sa-1 rezolvam ?%. Metaforele ,descoperiri si ,inventiei®
gasite inadecvate sau cel putin nesatisfacitoare privind specificul acti-
vitdfii matematicianului ne par totusi potrivite pentru cele doud specii
de filosofi ai matematicii — platonistii si constructivistii. Dacd nu
existenta obiectelor matematice este , problema litigiu®, obiect al disputei
platonisti-constructivisti, atunci raméne ca problema autentica intr-o
dezbatere legitimd intre cele doud tabere de filosofi ai matematicii,
problema ,statutului ontologic“ al obiectelor matematice. Platonistii si
constructivistii vor impartasi doua conceptii metafizice divergente despre
tipul ontologic al entitatilor matematice, conceptii cu ridacini in tipul
sau modelul de semnificatie atribuit enunturilor matematice. Preferinta
pentru una sau cealaltd ,metaford® trimite, in ultima analizi, la un
nivel mai fundamental, cel al teoriei semnificatiei. ,Chestiunca cunoas-
terii dacd obiectele matematice sunt constructii mentale ai caror autori
suntem noi, sau existd independent de gindirea noastrd este o chestiune
care poartd asupra a ceea ce trebuie si fie existenta lor ; dezacordul
important intre platonicieni si intuitionisti nu este afectat de aceastd
chestiune metafizica* (Dummett [5, p. XXVII]). Constructia propusa de
Dummett este centratd pe chestiunca dacd realitatea matematicd cste
»complet determinatd”, problema ,exterioritdtii“ ramane putfin semnifi-
cativd. Insusi Frege [2] scria : ,Noi ne ocupam in aritmetici de obiecte
care nu ne sunt cunoscute din exterior prin intermediul simturilor ca
lucruri strdine si care sunt imediat date gandirii si care le pot penctra
in intregime“. In interpretarea realistd, enunturile au o semnificatie in
virtutea cireia posedd adevdr, sau pot fi considerate false, si aceasta
independent de faptul cd noi avem mijloace si sanse sd cunoastom
aceastd valoare de adevar ; o asemenea imagine platonistdi asupra enun-
turilor matematicii justifici aplicarea principiului bivalentei si suge-
reazd relevanta ,teoriei adevdrului corespondentd“. Dar o asemenea
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teorie realistd a semnificatiei enunfurilor matematice sugereaza (si este
compatibild cu) imaginea unei realitdti exterioare, asteptand parcd sa
fie descoperitd si care impune (notiunea de) adevdr-ul, atribuit(d) sau
refuzat(d) enunturilor, independent de capacitatea noastrda de a-1 demon-
stra sau infirma, respinge. Reprezentarea constructivistd a universului
matematic ne relevd o realitate (matematicid) ce se viadeste mai mull
ca un produs 21 gindirii, sau oricum legitimatid ca existentd numai in
momentul in care noi o gandim. Dispunem acum de doud modele concu-
rente ale semnificatiei enunturilor matematice cu relevantd directa
peniru teoria cunoasterii (matematice), in ultima instantd pentru meta-
fizicd : M. Dummett [6, p. 314] scrie : ,Relatia adevadrului cu recunoas-
terea adevarului este problema fundamentald a teoriei semnificatiei sau
a metafizicii; cidci chestiunea referitoare la natura realitatii este in egala
maiasura de a cunoaste ce este notiunea de adevir adecvatd frazelor lim-
bajului nostru, sau, incd, chestiunea de a sti oum ne reprezentdm rea-
litatea cu ajutorul frazelor®. Abordarca problemei realismului il conduce
pe Dummett [5] la ideea ca teoria scmnificatiei std la baza metafizicii,
0 abordare care genereazd o problematicd distinctd de cea traditionala
(centratd pe determinarea enunturilor apartinind unei categorii ca fiind
adevdrate sau false prin invocarea unei realitdti independente), proble-
maticd specificd grupatd in jurul ideii: ,chestiunea existentei sau non-
existentei unei realitdti de genul mentionat mai sus are o semnificatie
seoundara si derivata, iar realismul este interpretat ca un raspuns direct
la acest gen de chestiune“ (Jacques Bouveresse [1]). Realismul in inter-
pretarea lui Dummett ne pare a fi de sorginte fregeand, inspirat de
filosofia matematicii si filosofia limbajului a ganditorului german, care
atribuie un rol central teoriei semmificatiei, si unde notiunea de ,conditii
care trebuie realizate pentru ca o propozitie si fie adeviratd este impor-
tanta ; acest principiu este incompatibil cu alt principiu care rezultad cel
putin implicit din critica fregeand a psihologismului : ,semnificatia nu
poate transcende uzul¢ (vezi Dummett [7]). De altfel, Dummett [4, p. 225]
scrie textual : ,Teoria platoniciand a semnificatiei nu poate s fie o
teorie in care semnificatia este determinatd complet prin uz“. Cele doua
teorii fregeene — cea a semmificatiei si cea a comprehensiunii — cer
ca semnificatia sa fie publicd, manifestabilad in comportamentul lingvistic,
§i cum se stie caracterul social al semnificatiei este una dintre carac-
teristicile marcante ale filosofiei limbajului a lui Wittgenstein II, motiv
de repudiere a logicii clasice in favoarea celei intuitioniste. Construc-
tivismul propune o teorie a semnificatiei in care pozitia centrald nu o
mai are adevdrul (ca in teoria realistd si deci platonistd) ci demonstra-
tia, mai general spus, verificarea. Este o restrictie pe care constructi-
vismul, vrand si se debaraseze de psihologismul cu care era contaminat
in varianta intuitionisti, o adoptd pentru a ,depsihologiza total teoria
intelesului%. Daca verificationismul pozitivist a avut o forma ,molecu-
lard®, un model care asociazi o muliime de siruri de experiente senzo-
riale asigurdnd verificiri posibile, modelul lui Quine este molecular,
care asigura falsificiri posibile ale frazei; propozitiilor matematicii si
logicii le atribuie un tip diferit de semnificatie (a se vedea Dummett
[8, p. 379)).
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Plauzibilitatea anti-realismului sugereaza posibilitatea unei seman-
tici verificationiste ca un model rival celui realist, Inlocuirea teoriei
realiste a semnificatiei cu o teorie verificationistd a semnificatiei, care
implicd notiuni non-epistemice ale adevdrului si ale conditiilor de ade-
vir. Teoria semnificatiei a intuitionigtilor este un exemplu, dar asta nu
inseamnd cd orice enunt inteligibil este decidabil. Intelegerea unui enunt
matematic rezidd in capacitatea noastrd nu de a descoperi o demonstra-
tie, ci de a 0 recunoaste atunci cind ea existd. Ca o generalizare a teoriei
intuitioniste la toate enunfurile semnificatia este urmatoarea : nu trebuie
totdeauna si fim in masurd si decidem asupra adeviarului sau falsului
unei propozitii, care are un sens precis si univoc, ci trebuie numai sa
fim capabili sd recunoastem ca propozitia a fost verificatd sau falsificata
atuneci cand acest lucru s-a intamplat ; un enunt ca sa fie inteligibil nu
implicd sa fie decidabil, dar anumite enunturi indecidabile pot sd fie
neinteligibile. Divergenta dintre realist si wverificationist in cazul unui
enunt matematic poate fi formulatd in urmatorii temmeni : realismul
considerd verificarea drept recunoastere a unui adevdr independent, in
timp ce pentru verificationist adevarul pare construit ca ,produsul®
verificdrii. Pentru realist realitaleg este independentd, determinati in
ea Insasi, In timp ce verificajionistul opereazi cu o realitate de alt gen,
in sensul cd nu este preexistentd, determinati anterior si independents,
ci construitd progresiv, produsi de activitatea noastrd. Verificationismul
discreditat epistemologic, dobdndeste o reputatie si o respectabilitate
noud prin reintroducerea lui in teoria semnificatiei.

Wittgenstein [1] justifica necesitatea existentei obiectelor simple
prin postulatul caracterului determinat al sensului, care este corelatul
semantic al postulatului caracterului determinat al realitdtii. O altad
idee importantd pentru conceptia wittgensteiniana se refera la ,armonia®
dintre limbaj, gdndire si realitate si imaginea ,realistd“ a unei realitati
transcendente in raport cu gandirea si limbajul, realitate independenta
de acestea; intr-o anumiti maniera produsul limbajului Insusi.
Conceptia metafizicd despre o lume, care ar putea transcende capacitatile
noastre de a o recunoaste, este o simpld proiectie, reflectare a grama-
ticii in sens wittgensteinian, acest adevar este un lucru transcendental,
comenteaza J. Bouverrese [1]; un gen de lucru care se arata dar care
nu poate fi spus. ,Céci nu existd punct de vedere de la care plecind noi
putem sia dam o caracterizare care conferd un sens practicii lingvistice,
altul decit cel al emersiunii in practicd ; si din acest punct de vedere
lumea noastrd transcendentd in raport cu verificarea este in mod cert
in imagine. Daca teza ,reflectarii* (,reflet“) autorizeazd anti-realismul,
atunci este vorba de un ,anti-realism transcendental’, un anti-realism

care nu intra in coliziune cu o convingere a necesititii inradacinate
(conceptia realistd) pentru cd noi parvenim la a da un sens a ceea ce noi
suntem“ (H. Parret et PJ. Bouveresse (eds) [1]). Privind returnarea pozi-
tiei lui Wittgenstein, partial constituitd prin abandonarea realismuuli in
favoarea anti-realismului de tip transcendental, trebuie sd concluzionim
cd partizanii anti-realismului semantic propun o doctrind putin profunda
$i relevanta. Realigtii. transcedentali afirma ci din perspectiva numiti a
wexidudui cosmic* noi discernem relatiile care existd intre limbaj si o
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lume conceputd in mod realist. Imaginea propusd de anti-realisti este
complet diferita, insinuand cd conceptia realistid ar dispare in masura
in care s-ar recunoaste ca ea nu reprezinta nimic mai mult decat efectul
unei adeziuni necritice la maniera obisnuitd de a vedea lucrurile.

In concluzie la aceasti parte generald, rezumand, putem spune ca
pozitia antirealistd sustine cd nici un enunt nu are valoarea de adevar
independent de cunoasterea noastrda efectivd a lumii. Dumumett propune
o pozitie intermediara : se poate admite ca orice enunt are o valoare de
adevar independent de cunoasterea efectivd pe care noi o posediam in
context ; insd valoarea de adevar nu este independenta de posibilitatea
acestei cunoasteri, dacd avem o ratiune de a gandi pe care o presupune
determinata. Legea tertului exclus n-ar trebui admisd ca evidentd intr-o
explicatie a limbajului fidel principiilor epistemologice empiriste.

Platonismul ca filosofie a matematicii oferd un anumit ,tablou® al
enunturilor matematice, acestea fiind despre o ,realitate obiectivd ex-
ternd“ si avand calitatea de a fi adevarate sau false. In ce consti si ce
naturd are aceastd ,realitate matematicd, este o componenti fundamen-
tald in teoria adevdrului corespondentd, relevanti in ,perspectiva rea-
listd“ pentru clasa enunturilor matematice. In limbaj matematic modern
vom spune ci locuitorii acestel eristente matematice sunt ,structurile
abstracte® atemyporale si imuabile, distincte de structurile fizice, concrete.
Statutul ontologic al obiectelor matematice poate fi caracterizat prin
apel la ,obiecte abstracte®, platonismul fiind o filosofie prin excelenta
care crede in (si postuleazd) existenta obiectelor abstracte, diferenta
»abstract-concret® fiind necesard, in mod special, cind vrem sia operdm
demarcari ale filosofiilor matematice fundamentale: platonismul si
nominalismul. Un obiect concret are proprietatea cd ne afecteaza sim-
turile, referinta Iui are loc in termenii impactului senzorial si, mai mult,
poate fi implicat in ,interactiunea cauzald“ cu alte obiecte; poate fi
cauza schimbérii, pare destul de plauzibil, insd eza cid acesta nu poate
fi subiectul schimbdirii este problematicd“. Si el se intreabd : poate fi
wformd“ un obiect al schimbdrii ? nu poate numérul oilor pe un deal si
creascd ? In ceea ce priveste al doilea subiect abstract — numdrul —
Dummett invocd raspunsul dat de G. Frege, anume ci nu existdi un
numar care este totdeauna (at all times) numaéirul oilor pe un deal, dar
care acum este mai mare, acum mai mic, acumn dispare; mai curand,
continud Dummett[9, p. 491], schimbarea constd in faptul ci numarul
care este numarul oilor pe deal la un moment dat este mai mic decat
numdrul oilor pe un deal la un moment ulterior (exemplul original al
lui Frege este numarul locuitorilor Berlin-ului). Utilizand ,procedura
lui Frege“ am putea lua ,mdrimea populatiei Londrei® ca numele unui
numdr veritabil, dar ne confruntim cu inconvenienta ca ,,numerele va-
riabile® nu pot fi identificate cu numere care apartin ,sistemelor mate-
matice de numere®; acest sort de numere (variabile) conform metodci
lui Frege sunt superfluu (si deci eliminabile). Vorbind despre culori si
forme comentariul lui Dummett [9, p. 492] retine distinctia : primele
sunt obiecte concrete, ultimele sunt abstracte, culorile sunt obiecte
posibile ale ostensiunii, ceea ce inseamna si aibe o pozitie i in conse-
cinta sa fie subiecte ale schimbdrii. Dummett [9, p. 492] scrie: ,Desi
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argumentul lui Frege poate respinge cazuri de schimbari al cdror subiect
sunt obiectele abstracte, incd nu aratd de ce ele nu pot fi subiecte ale
altor schimbéri. Admis ca, atunci cadnd (prima) oaie se raticeste pe deal
nu existi numdar care a crescut, nu este incid cazul cd numarul 30 a
suferit o schimbare diferiti, anume de la a fi numarul oilor pe (un)
deal la un numdir mai mic al oilor pe (un) deal ? Inspirati de succesul
anterior, putem incerca sd argumentam cd nu a aparut nici o schim-
bare : 30 a fost si incd este numéarul oilor care erau pe deal la un
moment dat, si nu este si niciodatd nu a fost numéirul oilor care sunt
pe (un) deal la un moment ulterior... dar prin acest mijloc am putea
stabili cd nici o schimbare nu va lua locul vreodatd... Dacid schimbarea
este analizatd cum a sugerat Russell, anume cd posesiunea a diferite
valori de adevdr de cdtre enunturi care diferd intern numai ¥n iceea ce
privegte referintele temporale, atunci presumabil o schimbare intr-un
obiect va fi analizata, similar, ca o diferentd in valoarea de adevdr dintre
doud enunturi care contin un termen care referd (la) obiectul respectiv,
si care diferd intern numai privind referintele lor; si in acest caz,
exemplul de mai sus ilustreazid felul de schimbare pe care un numaér il
poate suferi“. Dummett crede cd putem descrie o ,schimbare internd®
ca fiind una astfel ca cele doud enunturi ale lui Russell n-au continut
referinta la sau cuantificarea peste orice alte obiecte. Acesta va fi prea
striot ; ,existd In mod cert schimbdri relationale care sunt totusi schim-
bari in obiect®. Exemplele date de Dummett sunt un om cdsdtorit,
devenit tatd, semnifici schimbdiri al ciror subiect este omul respectiv ;
iar cazul paradigmatic este cel al schimbdrii pozitiei spatiale ; este prea
strict s& admitem numai schimbdri relationale care acompaniazi o
schimbare internd si prea slab sd pretindem ca schimbareg relationala
sda fie raspunzdtoare pentru una interni. Concluzia pe care o trage
Dummett este ca o ,schimbare“ implicd o ,interdctiune cauzald* dintre
obiect si altceva si ca ,obiectele abstracte“ nu pot participa la interac-
tiuni cauzale. Este legitima intrebarca : de ce obiectele abstracte nu
sunt implicate In interactiunea cauzali ; interactiunile cauzale antre-
neazd schimbdri interne ale obiectelor implicate in ele. Dar la o aseme-
nea imagine a interactiunii cauzale putem gisi contraexemple si unul
il reprezinta cazul atractiei gravitationale.

In discutia despre obiecte abstracte nu este atat de importanti linia
de demarcatie dintre cle si obiectele concrete, modul in care o trasam,
depinde de limbajul nostru, in ultima analizi de faptul cat de fina este
structura lui. Dacd nu existd nici un motiv pentru a formula o distinc-
tie severd, trebuie totusi si concedem ci ea are o anumiti relevanti
privind relatia dintre referin{d si nume (sensul unui nume propriu este
modul prin care noi recunoastem un obiect ca referentul lui). Un obiect
ales prin intermediul ostensiunii poate fi identificat ca purtitorul nume-
lui ; dar putem lirgi conceptul de ostensiune incat si includa referinta
la un obiect si altfel decat prin simtul vizului, si operant pentru obiecte
care nu pot fi vazute (unele prea mari sau prea mici). Spre deosebire
de obiectele concrete, cele abstracte pot fi ,referite cu ajutorul unor

expresii verbale (,forma acestuia“), cu statut de valoarea unei funetii
pentru un obiect concret. Avem situalii in care ne ,confruntim<® cu un
obiect si deci obiectul este identificat cu purtitorul numelui, chiar desi
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acesta este uneori prea vag. Dar, ferm, nici o confruntare cu un obiect
abstract nu este posibild, el nefiind localizat spatio-temporal, si deci
neperceptibil senzorial. Tendinta ,in nuce® aici ar fi excluderea acestor
entititi (abstracte) din ontologie, pe care Frege a dezavuat-o in ,Grund-
lagen® (Frege [2]), ostilitatea sa vizdand nu atit nominalismul (refuzul
obiectelor abstracte) cat psihologismul, care considera ci termenii pentru
obiecte abstracte stau pentru ,imagini mentale®. Critica fregeana sur-
prinde geneza psihologismului ca rezidind intr-o incorectd interpretare
a semnificatiei unui nume ca luata izolati de context, cum tot asa pro-
cedeazd nominalismul, referitor la scmnificatia numelui unui obiect
abstract, confruntarea cu imaginea mentalad fiind reiteratd si in aceasta
modalitate, inclusiv in eroarea modernd ca numele nu are nici o refe-
rintd ; Frege cere explicit ca analiza seimnnificatiei unui nume sa ia in
considerare contextul propozitiei. Dictonul cd un cuvant arc semnificatie
numai in contextul unei propozitii a fost intentionat ca o tezd despre
sens, uzul dictonului fiind intentionat ca o justificare pentru ,definitia
contextuald* (a numelui); cum prin definitia contextuald nu obtinem
un rdspuns la problema care este referinte numelui, putem interpreta
dictonul (un cuvént are semnificatic numai in context) si ca o tezl
despre referintd : este nelegitim si presupunem cd putem totdeauna sa
pretindem sa fie ardtat obiectul care este purtiatorul unui nume, ct.
M. Dumimnett [9, p. 496]. Faptul cd o expresie este sau nu un nume nu
depinde de cunoasterea sensului ei ci de rolul ei logic, in propozitie,
stabilit pe criterii formale, legat partial de aspecte sintactice ale con-
textului in care expresia este meaningfully (complet semnificativi), si
de validitatea anumitor patternuri de infererntd descriptibile in termenii
unor simple - transformari ale propozitiilor care confin expresia respec-
tivd. Dictonul (un nume are semnificatie numai in contextul unei pro-
pozitii) conduce la respingerea conceptiei despre un secns filosofic special
al ,existentei ce ne va permite sd afirmdm cd, in acest sens special,
numerele nu existd in mod real, dar continudm si asertim enunturi
existentiale ale aritmeticii, ca de exemplu ca existd un numar intre 5
si 20. Dispunem acum de un singur sens al cuvantului existd si anume
cel dat de cuantificatorul existential, in virtutea caruia conditii de adevar
determinate pentru un enunt existential se doreste a fi adevarat, im-
plicAnd cd existd ,ceva® care satisface conditia formulatd in enunt.
Aceastd procedurd nu-l1 incomodeazi pe nominalist, el va respinge doar
cuantificarea pe obiecte abstracte, cum sunt numerele. In lumina liniei
de gandire fregeene despre notiunile de nume proprii si obiect trebuic
recunoscutd distinctia dintre obiecte abstracte si obiecte concrete dar
nu ca una esentiald. Acum, dacd sensul unui nume nu este dat (sau nu
poate fi dat totdeauna) in forma criteriului privind identificarca unui
obiect ca purtdtorul unui nume, atunci unde trebuie cautat si gasit?
(in cazul enunturilor aritmetice, cum specificAm conditiile de adevar,
daci nu incepem cu referintele termenilor constituienti ?) Ne confrun-
tdm cu o problematica dificila : ,care este evolufia realismului incor-
porat in uzul relatiei nume-purtator ca prototip al referintei si in prin-
cipiul ci referentii cuvintelor noastre sunt ce noi vorbim desprc? In
ce sens presupunem ci obiectele abstracte sunt constituienti ai unei
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realititi externe, cand posesiunea referintei de citre numele lor a fost
interpretata ca o chestiune in intregime interna limbajului 7 (M. Dum-
mett [9, p. 499]). Ne aflam in acest punct in fata unei observatii rele-
vante si anume existd o ,tensiune“ considerabild intre realismul lui
Frege si ,doctrina semnificatiei numai in context®. Dupa Frege, nume
ale obijectelor abstracte au referintd exact in acelasi sens ca numele
pentru obiecte concrete. Pentru numele obiectelor abstracte de anumite
genuri padstram explicatia sensulur unui nume constdnd in criteriul
pentru identificarea ,purtitorului“,; pentru numerele naturale putem
alege numerele dintr-un sistem particular de notatie. Conflictul dintre
teoria realistd a referintei si doctrina contertului i-a inspirat lui Frege
drept solutie definitia expliciti a expresiei functionale in termenii
claselor; el va construi concepte ca numere sau/si directii ca clase,
incercand si facad plauzibil faptul ci numele numerelor si directiilor pot
fi considerate ca aviand o referinti. M. Dummett in lucrarea citatd co-
menteaza : ,reducerea tuturor obiectelor abstracte la clase nu produce
o schimbare esentiald in situatie ; insecamni cd existd numaj un fel de
obiecte abstracte in loc de multe feluri, subsumand clasele notiunii, mai
generale, de ,domenii de valori®, ca in Frege [3]. Sensul unui nume al
unui obiect abstract rezidd in criteriul pentru adevirul ,enunturilor-
identitate care conecteazid un nume cu un nume preferat si spunem
numeraele. Putem explica atribuirea referintei numelor obiectelor
abstracte ? Cum s-o facem ? Si, mai muilt, observd Dummett [9], putem
realmente justifica aserfiunea ci obiectele abstracte sunt constituienti
ai realitatii, in acelasi mod in care sunt cele concrete ? O problemi care
depinde de tipul criteriului pentru eristenta obiectelor abstracte.
M. Dummett include in expunerea sa doud conceptii divergente, avand
ca reprezentanti pe Aristotel si Strawson. Posesiunea referinfei redati
printr-o descriptie definitd a unui individual este contingenti, dupi
Strawson ; existd descriptii definite ale universalilor, care admit o refe-
rintd (culoarea intermediard intre galben si rosu). Aristotel a sustinut
ca existenta a ceva intr-o categorie alta decat substanta, va depinde de
faptul cd existd o substantd in care acel lucru a fost sau poate fi pre-
dicat (in exemplul dat, existd un obiect material sau vizual care are
culoarea intermediara intre galben si rosu). Invocand criteriul de cxis-
tentd al lui Aristotel, este un fapt contingent, desi cunoscut ci existid o
culoare intermediard intre galben si rosu, decarece despinde de faptul ci
existd un obiect cu aceastd proprietate. Succint, Strawson formuleazi un
criteriu de existentd care garanteazi numai o existentd posibild, iar
Aristotel un criteriu mai complex dupad care matematica are de-a face
cu o existen{d atat posibild cat si actuald; realismul lui Frege adoptd
crteriul aristotelic de existentd : matematioca vizeazi o existentd actuala.
Frege nu acceptd urmatoarea conceptie despre infinitatea numerelor
naturale : ,pentru orice n, ar putea sa existe n + 1 obiecte*; in spirit
fregean urmétoarea formulare este preferatd : ,pentru orice n, existi un
fel de F obiecte, astfel incat si existe actualmente n + 1 F obiecte%. Prin
analogie cu notiunea de maultime purd, Frege identifica obiecte abstracte

pure a ciror existentd o numeste analiticd ; obiectele abstracte pure au
o existentd recunoscutad ca independentd de existenta obiectelor concrete
si de orice observatie efectuald asupra lumii. Felurile de obiecte ale
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existentei depind (cdnd vrem s le identificam) de structura limbajului
nostru, discriminarea lor este legati de abilitatea noastrd de a folosi
expresii, nume, termeni generali. Ideea fregeand cd numele proprii au
sens In baza criteriului de identitate ar putea fi in acord cu propozitia
din Wittgenstein [1]: ,Lumea este totalitatea faptelor, nu lucruri“; dar
interpretand literal acest enunt{ in perspeoctiva fregeanid constatim o
eroare, deoarece faptele apartin domeniului sensului si nu referintei;
nu lumea vine spre (la) noi, ci noi, prin uzul limbajului nostru impunem
o structurd asupra ei (M. Dummett [9, p. 504]). Criteriul [regean (de
fapt, aristotelic) al existentei obiectelor face ca existenta obieatelor
abstracte de anumite feluri si fie contingenti, astfel teoria multfimilor
practicd cuantificarea pe obiecte posibile farad sa apeleze la notiuni
modale.

In problema ,obiectelor abstracte pure“ conceptia realistd a referin-
tei este confruntatd ou grave dificultati, caci apare imposibil sa le con-
sideram constituienti ai realitdtii externe. M. Dummett [9, p. 505] co-
menteazd statutul ontologic al obiectelor abstracte pure : ,Obiectele
abstracte pure nu sunt mai mult decat reflectii ale anumitor expresii
lingvistice care se comportd, In virtutea criteriilor formale simple, intr-o
manierd analoagd numelor proprii ale obiectelor, insa al cidror sens nu
poate reprezentat constand in capacitatea noastrd de a identifica obiecte
ca purtitorii lor. Analogia procedurii identifcdrii unui obiect concret ca
purtatorul unui nume ne ajutd sa explicdm analogia dintre rolul logic
al numelor proprii ale obiectelor concrete si termenii abstracti. Dar
cind invocim imaginea realistd (descrierea, tabloul) analogia respectiva
devine inoperantd deoarece, sd spunem, ,recunoatserea adevirului unei
ecuatii numerice nu poate fi descrisd ca identificarea unui obiect exte-
rior noud ca referent al unui termen... nu ne cere si discernem nume-
rele printre constituientii lumii externe* (M. Dummett [9]).

Platonismul (realism matematic) postuleazd existenta unei realitdti
(abstracte) in virtutea cdreia enunturile matematice sunt adevirate sau
false, aceastd existentd abstracti constand in structuri, obiecte abstracte
imuabile nelocalizate spatio-temponal ; am incercat s-o descriem (e
vorba de realitatea abstractd) din perspectiva realistd invocind in mod
deosebit conceptiile lui Frege. ,Metafora descoperirii® acestei existente
matematice corespunde pe deplin acestui enunt fregean : ,matematicianul
nu poate crea mai mult decat geograful ; el poate numai si descopere
ce existd si 1i dA un nume®. Enunturile matematice sunt obiectiv deter-
minate ca adevirate sau false independent de mijloacele noastre de de-
monstratie sau respingere a lor, aidoma enunturilor factual relevante
despre universul fizic. Teza de mai sus indicd conceperea unei teorii
Intr-o corespondentd (similard unui izomorfism) cu numai o structura
matematica, modelul intentionat al teoriei. O aemenea situatie — exis-
tenta unei structuri unice — nu intilnim in teoria multimilor ; aici avem
enunturi set-teoretice, cum este ipoteza continuului despre care stim ca
nu este nici adeviratai, dar nici absolut falsd ; in ansamblu, stim ci unel2
enunturi set-teoretice sunt adevarate in unele modele si false in altele.
In acord cu ,tablowl platonist“ (descrierea platonisti) al matematicii,
daca este realizat consensul asupra notiunii intuitive, de exemplu, cea
de numiir natural, care are o extensiune determinatd, atunci, conform
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conceptiei platoniste, enunturile teoriei matematice (care este formulata)
dspre notiunea intuitiva, (structurile respective) pot fi adevirate sau
false, independent de faptul cd noi le putem demonstra sau respinge.
Vom vedea ci o conceptie opusd au elaborat constructivistii, dar mai
intdi facem o digresiune despre formalism, infeles ca o varietale a
constructivismului.

Desi se considerd ca existd similitudini intre platonism si construc-
tivism (sa luam intuitionismul ca o varietate a acestuia din urma) atunci
cand le interpretdm in ,perspectiva realista® : platonismul calificat drept
realism. matematic, iar constructivismul, intuitionismul drept ,realizm
mental“ (realismul constructelor si constructiilor), la o analiza mai atenta
identificam similitudini si intre platonism si formalism (acesta intr-o
versiune mai putin strictd, aceea care acceptd notiunea clasicd de model
sau interpretare); in lumina aocestci wvarietdfi de formalism, o teorie
matematicd este consideratd a fi derivarea, in interiorul logicii predica-
telor de ordinul intai, sau de ordin mai inalt, consecintelor unei multimi
fixate de formule (axiome), constantele logice au semnificatii fixate,
cele clasice, si constantele nelogice care apartin unor categorii de vor-
bire. Asumptiile platoniste isi gasesc ,travesti-ul« in teoria mcdelelor
(semantica logicd), modalitatea prin care realismul (platonismul) se ,in-
filtreazad“ in formalism. Mai precis, formalismul este diferit de platonism
in sensul cd neagi existenta unui model determinat pentru o teorie
matematicad consideratd ; pe de altd parte, formalistii sunt de acord cu
platonistii referitor la modul in care valoarea de adevir a unei propo-
zitii (dintr-o teoric matematicd) este determinatd relativ la un model
dat al teoriei respective. In acest punct este de remarcat faptul cine
este mai justificat in asertiunile facute, platonistul sau formalistul ? Mai
concret, platonistii afirmd cd axiomele teoriei determinid pani la ,izo-
morfism® structura modelului intentionat, existd un asemenea model pe
care il avem in minte, in timp ce formalistii sustin ideea relevantei
egale a tuturor modelelor sistemului de axiome, sau intr-o formulare
mai precisd, interesul nostru trebuie orientat in mod egal spre studiui
tuturor modelelor admise, prin interprctare, de sistemul axiomatic for-
mal construit. Pozitia platonistd, via accst gen de formalism, care nu
este strict, este considerabil ,,slidbitd“ in sensul cd ,continutul-semantic-
ontologic“ al unei asertiuni matematice are caracter ,conditional¢ for-
mulat In termenii: ,dacd existd o structurd care satisface axiomele
analizel matematice (sau teoriei numerelor, sau teoriei multimilor),
atunci cutare teoremd este valabild desprea cea structurd« (M. Dum-
mett [2]). Formalistii formuleazd ,interpretdri ipotetice“ ale teoremelor
recurgdnd la formuldri : ;Dacd existd un model R de numere reale,
atunci pentru orice model @ de numere rationale, teorema T are loc
(este valabild) in Q“. Platonistul va accepta teorema respectivi ca ade-
varatd despre numerele rationale, deoarece este convins de existenta
numerelor reale, procedind (necritic) el va considera neXxistenta nume-
relor reale® ca un fapt si nu ca o ipotezd ; am folosit cuvantul ,necritic*
‘pentru a sugera un sort de ,scepticism® subiacent unei ,inclinatii con-
structiviste® care suspecteaza inteligibilitatea propozitiilor despre ,tota-
litdti ne-numdrabile®. Atitudinea formalista fati de existenta structu-
rilor, studiate de disciplinele fundamentale ale matematicii (feoria nu-
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merelor, analiza, teoria multimilor) se dovedeste implauzibilda si inefi-
cientd, pentru cercetidrile matematice, cu atdt mai mult cu cat structurile
studiate de acestea, flind fundamentale, au o relevan{d ampld pentru
intreaga matematica ; intr-adevar, existenta unei structuri pe un dome-
niu numdrabil nu mai este problematicA (ca in perspectiva formalista)
din moment ce existenta numerelor naturale esle postulatd si asumata ;
conceptul ,infinit de multi“ isi gaseste in structura acestor entitdti ma-
tematice — numerele naturale — ,sursa generatoare®, dupd cum conti-
nutul numerelor reale constituie sursa notiunii de ,infiniti (infinitdti)
mai inalti“. Teoria multimilor si analiza comporta axiomatizari in cadrul
logicii de ordinul logicii de ordinul iniai si conform teoremei Léwen-
heim-Skolem au modele numaérabile, dacd au, iar In ceea ce privesle
modele nenumdarabile apar interesante prin descoperirile si consecintele
ce le sugereazd. Observim din abordarea comparativd a platonismului
si formalismului ca platonismul este fructuos matematic si ,generos*
ontclogic. Atat platonistii ciat si formalistii considerd cid valoarea de
adevar a unui enunt matematic este independentd de cunoastcrea noas-
trd, de demonstratie. Prestigiul platonismului, aflat in crestere, oferd o
intelegere a matematicii Impdirtdsita de un procent semnificativ al
matematicienilor : postuleaza o existentd matematica (structuri ale obicc-
telor matematice), pe care noi o aprchenddm cu ajutorul facultatii intui-
tiei intelectuale, fiind, fati de acestc entitdti abstracte, analogul puteri-
lor perceptiei pentru obiectele fizice. Dar cat ,captureazd* s’'stemele
axiomatice formale din accastd existentd matematica ? ,,Paradoxul lui
Skolem® contestd fundarea pentru matematica oferiti de teoria axioma-
tizatd a multimilor, care in virtutea teoremei Léwenheim-Skolem, este
incapabild si restituie (reconstituie) axiomatico-formal comprehensiunza
teoriei multimilor, stiut fiind c¢d numerele cardinale transfinite — creatie
a lui Cantor, uceastd ,domesticire® a transfinitului, ,paradis® al lui
‘Cantor, cum a numit-o Hilbert, din care nu acceptd sa ne alunge para-
doxurile — fac parte din subicctul ci specific ; intr-adevar, argumentul
Lowenheim-Skolem relevd acest fapt : daca teoria multimilor este com-
plet axiomatizata, atunci are un model numdirabil (si admise fiind tchni-
calitatile despre modele tranzitive) teoria axiomatizatd a multimilor nu
poate contine ceva nenumdrabil® (M. Turlea [2, p. 154]). Dupid W. D. Hart
[1] argumentul lui Skolem contnie urmétoarele aspecte semnificative :
i) daca existd un ,adevdr absolut®, existenta ierarhiei set-teorctice can-
toriene a infinitului, atunci trebuie =& dim un enunt matematic exact
al acestui adevar, precum si justificarea lui; ii) a da acest enunt precis
echivaleazd cu a putea specifica un limbaj formalizat in care si putem
da demonstratia lui, limbajul formalizat va fi un formalism de ordinul
intai si numairabil, iar ca enuntul acestui yadevdr absolut® (existentu
ierarhiei set-teoretice a infinitului) sd fie neambiguu si sa poatd fi
justificat, acest formalism trebuie sa satisfacd exigenta de categoricitate ;
i) punctele i) si ii) si adevdrul absolut ca existd ierarhia cantoriana a
infinitului, care din punct de vedere al teoriei modelelor implicd faptul
ci teoria formala a multimilor admite un model nenumdirabil, se arati
incompatibile cu teorema lui Lowenheim-Skolem. Acum, daci ludm co
asumptii teorema Léwenheim-Skolem, i) si ii) obtinem negatia adeva-
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rului ci existi in mod absolut ierarhia cantoriand a infinitului; de aici
nu decurge inca ,existenta relativd® a acestei structuri de entitafi. S-au
propus de citre exegeti clarificari si interpretari: de ce neambiguit-e}tea
{precizia) enuntului respectiv se obtine numai in formalismul de ordinul
intdi numdrabil ? de ce consecintele exirase din (prin) argument sa nu
vizeze ,puterea de expresie* a formalismului si nu contestarea existentei
absolute a nenwmdrabilitdtii ? Numdrabilitatea formalismului, la care sc
recurge, ar fi relevantd pentru fiinte rationale, facilitind o ,manipulare®
cu entititile matematice respective si pare dezirabila din punct de
vedere constructivist (la care Skolem a aderat ca unul ce a pledat pentiu
ymodul recursiv de gdndire® (vezi Skolem [1]). De altfel cerinta de
numdrabilitate pentru formalismul ales si inseparabilitatea ,relativitdlii®
conceptelor din teoria multimilor de axlomatizare este formulatd expres
in Skolem [2]: ,Ca aceastil relativitate trebuie sd fie inseparabil legata
de orice axiomatizare este clar: peniru cd ea se bazeazi pe teoremele
generale ale logicii matematice mentionatz mai sus. Cu scopul sd obtinem
ceva absolut nenumaérabil noi vom avea un numdir infinit absolut nenu-
mdrabil de axiome sau o axiomd care ar putea produce un numair abso-
lut numarabil de propozitii de ordinul intdi. Insi aceasta va oonduce in
toate cazurile la o introducere circularid a infinitatilor mai inalti ; adica,
pe baze axiomatice, infinitii mai Inalfi existd numai intr-un sens relativ¢.

Dilema notiunii de nenumdrabilitate are unele analogii aplicabile
continuului. Explicitdnd teoria formala a multimilor observam ca poseda
un model numdrabil in multimea (sistemul) de numere intregi, adicd o
corelatie intre fiecare multime din teoria formala si un Intreg care o
reprezintd in model. Dupad Myhill [1] a fortiori existi o corelatie intre
multimile particulare care formeazi ,continuul®, cu care opereazid teoria
formala a multimilor, si o submultime a intregilor. Urmeaza d2 aici o
consecintad dezagreabild si anwme cd teoria formald a multimilor ope-
reaza cu un ,continuu rdu®, deoarece se aserteazi, in acest mod, cd este
numdrabil, ce2a ce contrazice teza sistemului formal al multimilor, con-
form céreia continuul este nenumdrabil, adicd nu poate fi enumerat de
nici o corelatie existentd. Se impune inferenta ca aceastd situatie descrisa
relevd incapacitatea teoriei axiomatice formale a multimilor de a exprima
adecvat conceptele de nenumdrabilitate si continuu. ,Paradoxul lui
Skolem* contine semnificatii filosofice importante : sau considerim
conceptul de submultime (central in teorema lui Léwenheim-Skolem si
in ,paradoxul lui Skolem“) ca pe o ,realitate platonicd® si nenumarabi-
litatea devine existentd absolutd, dar in acest caz ,paradoxul¢ lui Sko-
lem interzice axiomatizarea si sugereazi revenirea la teoria ,naivd“ a
multimilor, cu risourile aparitiei paradoxurilor; sau acoceptam diferite
grade de axiomatizare, iar notfiunile din teoria multimilor comporta
wrelativitatea®, urmand sia vorbim dupd Skolem, de relativizareq cardi-
nalilor (cf. A. Fraenkel, Y. Bar Hillel [1, p. 108]); semnificatia impor-
tantd a acestei ,dileme“ enuntate constd in introducerea unei Hdistinctii
de naturd® intre o teorie intuitivdi si o teorie formald, in particular
teoria multimilor a lui Cantor este mai comprehensivd in subiectul ei
specific, adicd, de exemplu, contine mul{imi ne-numéirabile admise in
mod absolut (in sens platonician) care nu sunt ,reconstituite (restituite)
in teoria axiomatic-formald a mulfimilor% (M. Turlea [2, p. 155—156).
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Divergentele dintre platonisti si constructivigti apar in legatura cu
problema unor notiuni (entitati, structuri) ca nenumdrabilitatea, con-
tinuu, multimea putere a unei multimi etc. Convingerea platonistilor
este ca asemenea Structuri matematice existd, iar in investigarea prin
teoriile matematice se dovedeste incapacitatea noastra de a formula o
caracterizare formal determinatd a acestor ,entitdti-structuri®, ceea ce
inseamna ci ,infelegerea® noastra a acestor structuri depaseste abilitatea
noastrd de a le descrie, nu este ,acoperitd de recunoasterea si stabilirea
adevarului axiomelor, de validitatea metodelor de demonstratie. Pentru
constructivist a vorbi despre realitatea matematicd, inseamna a vorbi
despre una determinatd, prin mijloace disponibile matematicianului,
pentru constructivist, care sustine cd loate totalitdfile determinate sunt
numarabil finite sau numadrabile, ne-numdrabilitatea continuului in-
seamnd ca orice metoda de specificare a totalitdatii maultimilor (sau siru-
rilor infinite) de numere naturale trebuie si ofere un mijloc de speci-
ficare a extensiunii pentru o astfel de totalitate mai cuprinzitoare. Pla-
tonismul afirma ca existd o ,supertotalitate® care include toate multi-
mile si sirurile de atins printr-o reilerare a unui proces de extindere,
sau existid o operatie de reiterare, astfel cd dupid un numdr transfinit
suficient de reiterdri nu se mai produce (atinge) ceva nou (cf. M. Dum-
mett [2]). Adicd, platonistul procedeazi astfel : presupune ca fiind date
0 si operatia succesor, existi o totalitate determinati de numere natu-
rale, deci un concept de ,finit® cu ajutorul cdruia determindm in mod
definit orice obiect prin modailtatea ,atingerii lui, pornind de la 0,
prin ,finit de multe“ aplicatii ale operatiei succesor. Notiunea de ,mul-
time de numere naturale® descrie un asemenea ,obiect-structura® (al
existentei matematice) numit multimea numerelor naturale. In perspec-
tiva platonistd se va afirma cd dispunem de o conceptie despre o tota-
litate determinatd confinand toate multimile de¢ numere naturale pe care
le vizdm clar si putem si formuldm conditii de adevdr nete pentru
propozitiile care implicd cuantificarea pe ele infeleasd ca o conjunctie
infinitd sau o disjunctie (infinitd ?). Renuntidnd la aceasti asumptie,
descrierea constructivistd a subiectului {i ia locul. Formalismul (ca var.e-
tate a constructivismului) se dovedeste ineficace in surmprinderea ,for-
mald“ a existentei matematice la care accedem cu ajutorul intuitiei
(platoniciene) ; noi nu putem surprinde si caracteriza precis totalitatea
numerelor naturale, pentru care dispunem de o intuitie dacid nu precis3,
oricum relevantd ; caracterizare precisd, se intelege, prin mijloace for-
male. Cum nu se realizeazd aceasta, inseamnd ca aprehensiunea intele-
gerii noastre a acestei structuri abstracte (e vorba de mulfimea nume-
relor naturale) nu este reductibila la o pur si simplu manipulare 1.iorma1.é
a simbolurilor. Formalizarea, pe care noi o formuldm pentru investi-
garea (si redarea) unei structuri abstracte‘perrnitt.e, pe langa rflodelul
intentionat (avut in minte) sa descrie respectiva realitate a'wbstra-cta mate-
matica si alte modele ; aceasta situatie nu este prea fericita pen’.cru for-
malizare, ea nu da descriere adecvata nici a realitdtii matematice res-
pective si nici a modelului construit prin rafirnrclr‘ea intuitiei nmf)astr.c‘.
despre acea realitate, obiect, structurd matematici. Asemenea s1tu'at.u
induc® (si ,ispitesc® la) o interpretare platonista a conceptului semantic
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de model. Incompletitudinea sistemelor formale propuse pentru mate-
maticd a indicat existenta ,modelelor non-standard®, in care unele
enunturi aritmetice sunt aradtate ca false, in timp ce erau adevéarate in
modelul standard. Din punctul de vedere platonistic, sistemul formal
era menit si formalizeze ,intelegerea noastrd intuitivd“ a unor structuri
abstracte (modelul standard, intentionat) si cum sistemul formal esueazid
in acest demers de ,capturare completd® a intuitiei noastre despre aceste
structuri, ne confruntdm cu referinta la structuri deviante, comenteazi
Dummett [2], si pe aceastd cale ajungem la modele non-standard, a caror
caracteristici esentiald este inexprimabilitatea in interiorul sistemului
formal. Asadar, ce nu poate face sisiemul formal (relevarea completd a
realitdtii matematitce investigate) face intuitia intelectuald prin capaci-
tatea el ,ocultd®. Ceracterul determinat al realitdtii matematice asupra
careia poartd o teorie matematicd se constituie prin stipularea conditiilor
de adevir si fals, sau a conditiilor de demonstrabilitate (model intuitiv,
demonstratie intuitiva). Modelul intuitiv inseamna ,jumdtate* din con-
ceptia despre cum determinim conditiile de adevir pentru o clasid data
de propozitii, si nu reprezintd o garantie uitimd a consistentei si nici
produsul unei facultdti speciale de achizitionare a intelegerii matoma-
tice, spune M. Dummett [2]. Intuitia nu este o sursid speciald, inefabila
a intelegerii, ci o idee in stadiul embrionar, in raport cu ,infelegerea
articulatd® a situatiei matematice in cauza.

Pentru constructivist notiunea de enunt adevdrat se identifici cu
posesiunea unei demonstratii. Pozitia constructivistd identificid adevdrwl
cu demonstrabilitatea  intuitivd, aceasla realizatd intr-un mod corect.
Pozitia platonista ia conceptul de demonstratie intuitiv corectd drept
complet definit, dacd pentru orice enunt dat sau existd o demonstratic
a lui sau nu existd, si aceasta are loc independent de faptul dacd not
cunoastem cxistenta unci ascmenea demonstratii, sau a unui mijloc de
o construi ; iar descoperirea ulterioard a unei demonstratii are pentru
platonist semnificatia cd ea a existat dintotdeauna, si noi am fost capa-
bili s-o efectudm numai acum. Platonistii si consttructivistii, in egala
masurd, nu vor pune semnul de identitate intre adevdr si demonstrabi-
litate intuitivd : ,dacd enuntul ci existd o demonstratie a unei propozitii
date poscdd o valoare de adevar independent de cunoasterea noastra,
atunci enuntul cd existd un numdir natural care are o proprietate defi-
nitd trebuie, de asemenca, sa posede o valoare de adevar, independent
de faptul cd noi o cunoastem sau chiar am putea-o stii¢ (Dummett [3D).
Platonistul sustine ca orice enunt matematic posedi o valoare de adevar
definita ; el formuleaza in context pretentia : domcniul variabilelor este
atribuit in mod definit, se aplicd predicatelor primitive, si dupa aceasta
toate enunturile formate din aceste predicate prin intermediul operato-
rilor propozitionali si ai cuantificirii pe domeniul respectiv achizitio-
neazad o valoare definitd, adevdrat sau fals. ‘Luorurile stau convenabil
pentru teoria numerelor si analizd, dar situatia devine problematica
cand intrdm in sfera teoriei multimilor, unde domeniul variabilelor nu
este atribuit de o manierd complet determinata, un prilej remarcabil sa
intdlnim enunturi care nu comportd o valoare de adevir definitd si in

aceastd ipostaza se afld ipoteza continuului.
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Antirealismul, in raport cu care constructivismul, in special cel
matematic reprezinta o varietate, asumd un model de inspiratie intui-
tionistd ; intrd in discutie problema validitatii argumentelor deductive
care contin enunturi ale ,clasei disputate”; respingerea terfului exclus
cere introducerea unei valori de adevar de mijloc (middie truth- value).
Cum se raporteazd intuitionistii, in manierd constructivisti, la realism
(si deci la platonism ca realism matematic)? Esenta realismului: pentru
orice enunt care are un sens definit trebuie sd existe ceva, in virtutea
caruia afirmatia sau negatia (enuntului) este adevaratd. Intuitionictii
(constructivistii) considerd justificaid asertiunea unei disjunctii numai
cand existd o metodd ou ajutorul céareia sz aserteazd ca adevdrat un
membru (particular), al disjunctiei. Pentru ei nu existd ceva (in sensul
platonismului) care face enuntul adevarat sau fals, bundoard adevarurile
logice sunt o exceptie de la teza reaiist-platonista. Platonistul considera
justificatd asertarea lui [P sau non P] pe baza faptului cd trebule sa
existe ceva ocare determind cd sau P sau non P si fie adevérat, si prin
urmare enuntul [P sau non P] cste adevarat. Intuitionismul respinge
explicatia platonista (existd ,ceva“ in virtutea caruia un enunt este
adevarat sau fals); de exemplu, conceptia realistd clasicid reprczentata
de Frege si Wittgenstein [1] cu privire la forma generald a explicatiei
sensului unui enunt consti in stipularca conditiilor de adevdr, sensul
operatorilor propozitionali fiind explicat prin ,tablourile de adevadr®, iar
prin referinti la acestea se justificd considerarea unor forme ca ,forme
logic adevdrate®. Intuitionistii (constructivistii) admit ca forma funda-
mentald a explicatiei semnificatiei enunturilor enuntarea criteriului ci
justificarea asertiunii unui enun{ este conferitd de ,posesiunea (efectivi)
a unei demonstratii“. Explicam criteriul pentru aserfiunea enuntului
complex in termenii criteriului pentru asertarea constituientilor lui; in
cazul enuntului [P sau non P] asertiunea luieste justificatd numai in
cazul cand suntem justificai sd asertidm sau P sau non P. Referinta la
asemenea explicatii justifici asertarea unui enunt de o anumitd forma.

Existd diferente semnificative intre conceptia lui Wittgenstein si
conceptia intuitionistilor. El sustine ca daplnde de noi ca un enunt si
fie necesar, odatd ficutd aceasta alegere, prin aceasta determindm par-
tial sensul cuvintelor continute in enuntul respectiv, le atasam sensul
pe care il dorim (Wittgenstein [3, v, 23, p. 179]). (Am vézut ci o ase-
menea conceptie cu privire la ,,detenminuarea completd ultericard“ a
sensurilor cuvintelor nu este admisd in conceptii ca cele ale lui Frege
si Wittgenstein [3]).

M. Dummett [1] considerd implauzibild si chiar gresitd aceastd idee
wittgensteiniand dupd care justificarea asertiunii (asertadrii) unui enunt
nu are legdturd cu ,uzul cuvintelor¥, afirmand cd dacd Wittgenstein ar
avea dreptate comunicarea s-ar afla In pericolul unui ,colaps“; o ase-
menea ,decizie“ wittgensteiniana ar afecta nu numai enuntul de acea
formi particulard ci si toate celelalte sorturi de enunturi (avand in
vedere cd o explicatie relevanti a uzului limbajului ar evidentiat ca
este imposibil s& dam explicatia oricdrui enunt fira a da o explicatie
a sensului fiecirui enunt. ,Diferenta in iptelegere“ a anumitor forme gale
cuvintelor este inalt relevanti pentru procesul comunicarii si odati
descoperitd trebuie si incercam s-o remediem printr-o altd alegere a
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formei cuvintelor pe care oponentul (interlocutorul) o intelege si care
exprima ce noi asteptam. Intrebat cum el intelege enuntul el poate
oferi o explicatie ca si a noastrd, dar acest element nu 'poilte constitui
0 ,garantie“ ca el intelege ceea ce noi infelegem ; gtunm cand el recu-
noaste anumite forme ca logic adevdrate pe care noi nu le recunoastem
inseamna ca a oconstruit argumente care conduc la enuntul dat ca o
concluzie, cu premise pe care le acceptam, desi n-ar trebui sd acceptam
argumentul. El va aserta enuntul in imprejuréri in care noi nu o facem.
Dummett ilustreazi aceastd idee cu urmatoarea situatie : o discutie intre
un matematician clasic si unul intuitionist despre cuantificatorul exis-
tential. Matematicianul clasic formuleaza asertiuni existentiale pe care
cel intuitionist nu le accepti deoarece primul a invocat argumente pe
care al doilea nu le admite. Cele doua ,semnificatii privind semnifi-
catiile enunturilor sunt diferite : referinta la ,conditii de adevdr“ si
referinta la ,,conditii de asertabilitate®, prima relevantd pentru matema-
ticianul clasic, care de regula, aderd la realismul matematic (platonism),
a doua pentru cel intuitionist (constructivist).

Atitudinea lui Wittgenstein in problema necesitdtii logice pare sa
explice ceea ce Dummett a numit ,ambivalenta® lui Wittgenstein fata
de legea tertului exclus in matematicd, considerat expresia unei con-
ceptii platoniste despre matematica si pe care o respinge; si implicit
respinge forma generald a explicatiei semnificatieli unui enun{ (de exem-
plu, P sau non P) in termenii ,condifiilor de adevdr”; conform acestei
teze pentru un enunt matematic care are un sens definit trebuie sa
existe ceva care face enuntul adevirat sau fals. Dar in urmditorul con-
text Wittgenstein justificd utilizarea legii tertului exclus in rationa-
mente matematice. Dacad P, atunci Q non P, atunci @, prin urmare Q.
Matematicianul este indreptétit s procedeze asa dacd el a decis si ocon-
sidere P sau non P ca formd necesard.

Conventionalismul lui Wittgenstein este evident : deciderea a ce
este luat ca formd necesard a cuvintelor, pentru a considera un enunt
ca necesar i in care noi (autorii crietriului) avem responsabilitatea pen-
tru sensul acordat cuvintelor continute in enuntul respectiv. Ceea ce s-a
numit ,conventionalism modificat®, foarte raspandit, a considerat ca
pnecesitatea“ deriva din conventii lingvistice pe care le adoptim ; unele
enunturi necesare sunt ,Inregistrari ale conventiilor* iar altele sunt
consecinte ale conventiilor. Comentiand amplu celebrul enunt : 5 + 7 =12
(unde Wittgenstein merge in directia unui full-blooded conventionalism,
si unde rezultatele primesc interpretdri diferite in lumina criteriilor
adoptate) M. Dummett [1] afirma ca Wittgenstein [3] ,pare sa fi fost
obsedat de o filosofie empiristd a matematicii ; chiar daci n-a dorit sa
accepte explicatia empiristd, el a fost totusi puternic ademenit de ea*;
problema care revine obsesiv este ,care este diferenta dintre calculare
si experiment“, pe fundalul permanent al exemplului citat 7 + 5—12.
Astfel Wittgenstein (3, III, 44) spune ca o regularitate empiricd sta in
spatele unei legi matematice, legea matematicid nu aserteazi ce regula-
ritatea realizeazd, nu o tratdm oca pe o asertiune a faptului empiric ci
ca un enunt necesar regularitatea empiricd obtine ca legea si aibe apli-
calii folositoare. Dupi opinia lui Dummett autorul , Remarcilor“ n-a
reusit sa explice relatia dintre regularitate si demonstratie.

46

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Constructivismul wittgensteinian este mult mai ,extrem® decat cel
al intuitionistilor, caci dacd acestia sustin cd in legaturd cu orice numar
natural noi putem spune cd este prim sau compus, deoarece avem O
metodsd de decidere, Wittgenstein neagd faptul cd noi avem o asemenea
metoda. ,Ciurul lui Erathostene“ a constituit o asemenea metoda, care
insi devine inoperantd cand avem de-a face cu un numdar mare si cand
suntem nevoiti sa apelam la criterii mai puternice; acum chestiunea
poate fi considerati una practica, tinand de ,scurtimea® viefii noastre.
Dar, imagindndu-ne un om care ar persevera fanatic in a dovedi cu
ajutorul ciurului“ caracterul de a fi prim al unui numair foarte mare
(demonstrat cu mijloace mai puternice ca fiind realmente un numaér
prim) far rezultatul ar fi ci numdrul este compus, noi nu ar trebui si
abandonam demonstratia ci mai curind si suspectam ca in calculdrile
efectuate s-a strecurat o eroare. Testul mai avansat al demonstratiei
reprezinta pentru noi ariteriul si nu ,ciurul®, teorema devine standardul
in lumina cdruia evaluam caleuldrile, acestea devenind cazuri speciale
ale ei. Teorema ,este pusd in arhivd“ si are proprietatea de a fi repro-
dusd pe cand noi nu putem sid facem acelasi cu experimentul ; rezultate
diferite ale unor experimente ne sugereazi sa gasim diferenfe relevante
in conditiile experimentelor, dar pentru asta nici nu dispunem de o
conceptie clara inainte. Sensul in care Wittgenstein vorbeste de proprie-
tatea demonstratiei, cea din urmd, contra distinctd de experiment — de
a fi ,reprodusid“ pare a nu fi suficient de clar (s-o copieze pe cea scrisa
si depusd in ,arhivd“ sau s-o refacd, Intelegind-o in articulatiile ei
deductive, fara referire la demonstratia originald). Amintita calculare
(cu ajutorul ,ciurului lui Erathostene® in vederea stabilirii caracterului
de a fi prim pentru un numdir mare) reprezintd nu o demonstratie ci
un experiment. Sensul cuvintelor (prim, compus, perfect, impar, par etc.)
nu este datd odatd pentru totdeauma (sd spunem prin intermediul ,ciu-
rului“) si nici criteriile adoptate nu au aplicatii universale, oricand
gasindu-se un numdir, ca si ddm un exemplu, pentru care criteriul in
cauzd este inoperant. Aceste consideratii arunci o ,lumind“ (carc cla-
rificd si elucideazd) asupra remarcii wittgensteiniene ca sensul unui
enunt matematic este determinat de (prin) demonstratia (sau infirmarea)
lui. (Wittgenstein {3, v, 7]), efectul {iind interesant si anume gasirea
unei demonstratii ,altereazd“ conceptul in cauzi, analiza se poate purta
In legatura cu enunful ,,un numar impar perfect“, despre care cineva ar
gandi cid sensul lui era determinat anterior formularii demonstratiei lui.
Presupunand cd enuntul a fost exemplificat prin identificarea unui
snumdr particular impar perfect“, fiind, sa zicem, foarte mare, metoda
weiurul lui Erathostene® de descompunere in factori si adunarea lor se
dovedeste neaplicabila. Apelul la demonstratie va indica alte metode,
modalititi pentru determinarea sensului cuvintelor, ca nperfect®, si
aceasta noui metoda va deveni acum criteriul relevant pentru ceea ce
noi considerdm numdir perfect, criteriu ce delimiteaza domeniul de apli-
cabilitate a predicatului ,perfect.

Constructivismul  wittgensteinian, considerat ca mai sever decat
orice versiune constructivistd, a fost numit de G. Kreisel finitism strict,
antropologism de Hao Wang. P. Bernays [1] a caracterizat acest sort
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de constructivism ca centrat mai curand asupra posibilitafilor practice
decat asupra posibilitatii teoretice. Diferitele forme radicale de consiruc-
tivism neaga ca orice notiune matematicd intuitivd are o extensiune bine
determinatd, cu excepjia celor finite. Finitismul strict (ultraintuitionis-
mul) apidrat de Essenin-Volpin, atribuit lui Wittgenstein, mai cu seama
datorita ,Remarcilor asupra fundamentelor matematicii“, deja ne-am
referit la prediactul aritmetic, e.g. ,este prim“, care este dat nu printr-o
metodd folositd ,in principiu“ pentru determinarea extensiunii cores-
punzitoare, c¢i prin criteriul pe care il adoptam si-1 aplicAm in practicd;
aceasta sugereazd ideea ,posibilitatii practice* la care face referire Ber-
nays [1] atunci cidnd caracterizeazd finitismul strict (sau antropologis-
mul) lui Wittgenstein. Deoarece existd numere prea mari, pentru orice
predicat aritmetic considerat, sensul acestuia la un moment dat obtinut
prin aplicatia unui criteriu, nu este determinat pentru intregul domcniu
al numerelor naturale. Consecinta radicala a constructivismului wittgen-
steinian este cd noi nu avem dreptul si presupunem despre un enunt
aritmetic arbitrar cd este determinat ca fiind adevarat sau fals, o idee
care ataca esenta oconceptiei platoniste privind schema bivalenta a ade-
vdrului enunturilor matematice, fundamentul logic oferit de legea ter-
tului exclus.

Notiunea de ,numdr natural® n-are deci in viziunea antropoiogista
a lui Wittgenstein o extensiune bine si clar determinstd in virtutea (a
ceca ce am numit cu sintagma lui Bernays) — , posibilitdtii noastre prac-
tice® — (si nu atat ,teoretice’‘). Dimpotriva, notiunea intuitivd de numir
natural are o extensiune complet determinatd nu numai din punct de
vedere platonist, ci si din punct de vedere intuitionist. Numerele natu-
rale sunt din punct de vedere intuitinnist ,constructii mentale“, iar tota-
litatea (multimea) numerelor natuiale, ca orice totalitate infinitd este
numai potentiald (nu putem executa infinit de multe constructii) si deci
este o totalitate complet determinatd“ de altfel in virtutea procedu:ii
de generare a numerelor naturale, este determinat dinainte ce este si
ce nu este un numdir natural. Similar, sensul unui predicat aritmetic
este dat din punct de vedere intuitionist printr-o metodd care in prin-
cipiu poate fi folositd In deciderea aplicatiilor predicatului, cu conditia
sa existe o atare metoda. Criteriile folosite practic derivid din procedura
originald de decizie, in termenii cireia sensul predicatului a fost deter-
minat. Respingerea de citre intuitionisti ,a valorilor de adevdr deter-
minate’ pentru enunturi aritmetioe este bazati pe explicatia verificatio-
nistd a semnificatiei, indeosebi in contextul limbajului matematicii ; (nu
conteaza atdt interpretarea termenilor numerici, nici a predicatelor arit-
metice primitve (decidabile) ci ,modurile de formare a propozitiilor*, in
primul rdnd cuantificarea, scrie Dummett in ,Abstract Objects. Nu are
importantd statutul numerelor naturale ca obiecte abstracte, care existd
etern si independent de cunoasterea mnoastrd despre ele; cuantificarea
pe obiecte abstracte ca numerele nu produce in fiecare caz un enunt
determinat ca adevdrmat sau fals; problema se pune numai in termenii
capacitdtii noastre de recunoastere a unui enunt ca adevarat sau fals.
Altcineva poate considera numerele naturale drept ,constructii mentale,
produsul proceselor gandirii noastre si sd accepte interpretarea cuanti-
ficdrii in termenii sumei logice si produsului logic infinite ca producand
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enunturi adevirate sau false independent de ecapacitatea noastrd de .a
demonstra sau nu acest fapt. Dupd Dummett important este modelul
corect al semnificatiei, cg inventim cind folosim limbajul nostru; un
model mai natural ne indeamni si aderam la tabloul (picture) obiectelor
din domeniul cuantificarii ,ca existdnd etern”, iar un altul spre a ne lasa
ademeniti de tabloul obiectelor ca ,entitdti mentale“ In prima interpre-
tare, cea platonistd, a enunturilor matematice, semnificatia lor este
oferita prin specificarea conditiilor de adevdr, si cd in legdturd cu aceste
enunturi avem o notiune de adewvdr, fiecare enunt in mod determinat
este adevidrat sau fals, allfel ,imaginea realistd” nu are sens. Cum a spus
5i Kreisel, importanti nu este existenta obiectelor miatematice, ci obiec-
tivitatea enunturilor matematice. Tabloul platonist contine aspectele :
nwStructuri matematice® (domeniul entitdfilor matematice), ,aprehensiu-
nea intuitivd* a lor de citre matematicieni, a cirei rafinare o constituie
un model care, toate, ,cdlduzesc® formularea sistemului de axiome®; in
unele cazuri este postulatid o structurd unicd pe care sistemul de axiome
trebuie s-o descrie ; (de fapt avem o structurd la nivelul ontic al mate-
matici, este vorba de obiectele matematice si relatiile dintre ele care
alcatuiesc domeniul de discurs al teoriei si avem o structurd intuitiva
— in mintea noastra — sau ,model%, ,replicd* a celei reale, care facili-
teazd aprehensiunea noastrd a structurilor, (obiecte, relatii matematice).

Platonismaul si constructivismul nu trebuie considerate opuse, deoa-
rece mai natural este sid le consideram ,descrieri diferite“ ale aceluiasi
lucru. Ideea de constructie mentald, proprie intuitionismului, nu trebuie
identificata cu ,operatii externe cu simboluri« si nici demonstratia intui-
tivd nu coincide ou ,demonstratia formald in sisteme formale¥, teorema
de incompletitudine (Goddel) ar parea sd fie in avantajul intuitionismadui
versus formalism. Ideea obiectivititii enunturilor matematice (si irele-
vanta existentei obiectelor matematice) din cunoscutul slogan al lui
Kreisel meritd unele comentarii privind disputa platonism-constructivism
ca si atitudinile lui Wittgenstein in acest context.

Platonistii interpreteazd obiectivitatea enunturilor matematice ca
fiind primordial obiectivitatea adevdrului matematic, care angajeaza logic,
epistemologic, ontlologic concepte la care nu poate renunta matemati-
cianul lucrator, fie el ,imun® la orice filosofie ; intr-adevar, demersul
angajeazd concepte ca realitate, intuitie, demonstratie (desnonstrabilitate),
model, sistem, formal si altele, cadrul indispensabil al activitdtilor mate-
matice. Fard existenta realitdtii matematice bine determvinate, adevdrul
matematic nu este bine fundat; aceeasi realitate este cerutd de intuitia
matematicd (care trebuie sa fie intuifie, perceptie a ceva, dar si de model
si sistem formal, instrumentele obisnuite ale practicii matematice ; si
demonstratla (adevarului matematlc) este »ghidatd® de intuitii si sugestn
ale realitatii matematice.

Intuitionistii inteleg obiectivitatea enunturilor matematice in sensul
obiectivititii demonstratiei matematice; obiectele matematice in sens
intuitionist sunt constructe, entiti{i mentale, daci acest mentalism n-ar
ascunde un gen de subiectivism, atunci considerind ,constructiile intui-
tive“ ale intuitionistilor un gen de obiecte abstracte cu un statut ontologic
asemanator obiectelor matematice in perspectiva platonistd ; s-ar infe-
lege enuntul lui Kreisel despre irelevanta existentei obiectelor matematice
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cA nu acest aspect separd ,taberele“; problema litigioasa ar fi obiectivi-
tatea enuntfurilor matematice, care, cum am vizut, primeste interpretari
diferite ; dupa cum accentul cade pe ,adevar« (conceptia p};atonisté), sau
cade pe ,demonstratie“ (conceptia constructivistd, intuitionistd). Intuitio-
nistii afirmi ci nu putem delimita anterior domeniul demnostratiilor
intuitioniste valide posibile, dar putem fisiguri daci anumite demonstratii
particulare sau principii particulare de demonstrafie sunt corecte din
punct de vedere intuitionist. Aceastad alitudine vizeazd ceea ce Wittgen-
stein a numit MOTLEY of matematics. Independent de problema obiec-
tivitdtii demonstratiei matematice, este problema dacd o demonstratie
datd ne constrange s-o acceptam si daca conceptul de demonstratie valida
poate fi facut precis. Intuitionistii considerd ci forma generald a expli-
catiei semnificatiei, In particular a operatorilor logici, este un enun{ nu
al ,conditiilor de adevdr¥, ci al ,conditiilor de asertabilitate“. Noi inva-
tim semnificatia operatorilor logici instruindu-ne in exerctiul uzului lor,
invatind si asertiam enunturi complexe in anumite feluri de situatie, si
de aici extragem ideea (invdtitura) cd pind ce nu avem de-a face cu
,0 clasd de enunturi decidabile¥, nu are sens sa vorbim despre notiunile
de adevidr si fals in descrierea instruirii primite. Prin urmare, pe
aceastd cale, a recursului la conceptele de adevar si fals, si a altor valori
de adevir nu obtinem o forma corectd a explicatiei semnificatiei. Cone-
xiunea cu doctrina lui Wittgenstein ci ,semnificatia este uzul¥ (cuvin-
telor, limbajului), Wittgenstein [2] contineau deja o respingere a expli-
catiei realiste a lui Frege si din ,Tratat¢ care se rezuma astfel : forma
generala a explicatiei semnificatiei este un enunt al conditiilor de ade-
var ; vezi In acest sens Wittgenstein [3, I, App. I, 6]. Consideratii despre
semnificatie si consideratii despre demonstratie, acceptand pe primele si
respingdnd pe ultimele nu inseamnd c& aderdm coerent la imaginea, con-
structivisti despre matematici. Evidentierea ,erorii realiste“ despre rela-
tia gandire-realitate nu ar trebui sd conducid la idealismul subiectiv cu
a lui tezi cid noi credm lumea. Dihotomia platonism-constructivism nu
acopera exhaustiv domeniul si gandirea matematici. Dummett [1] scrie -
wCred cd ar trebui si interpolim intre cele doui tablouri (pictures)
platonist si constructivist un tablou intermediar, si spunem despre
obiecte care se ivesc in existentd ca rdspuns la explorarca noastra (in
response to our probing). Noi nu facem obiectele, trebuie si le acceptdm
cum le gasim (aceasta corespunde demonstratiei care se impune noud),
dar ele sunt deja pentru ca enunturile noastre sa fie adevirate sau false
inainte ca s facem investigatii, care si le aducid in existenti..“ aceasti
solutie ar neantiza falsa dihotomie platonism si constructivism carc
dominad clandestin, dupad formularea autorului englez, gandirea despre
filosofia matematicii. Conceptia lui Wiligenstein are o pozitie singulara
daca specificul ei in aceastd problema poate fi rezumati astfel : ,Motivul
principal al lui Wittgenstein pentru negarea obiectivitaiii adevarului
matematic (panad aici respingerea platonismului! M.T.) este negarea
obiectivitatii demonstratiei matematice, ideea lui cd o demonstratie nu
ne constrange la acceptarea ei* (M. Dummett [1]); pozitia lui Wittgen-
stein excede dihotomiei in cauza si pare a sugera o situatie a ei in cadrul
linjei intermediare de gandire propusi de Dummett.
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3. WITTGENSTEIN VERSUS ALTE FILOSOFII ALE MATEMATICII

3.1. Wittgenstein versus logicism

Logicismul ca filosofie a matematicii a fost cel mai adesea caracte-
rizat prin teza cd matematica este logicd; astfel explicitatd ,esenta“
logicismului, matematica este reductibila la logica, poate fi derivati din
principiile logicii pure“. Dar o infelegere profundi a intentiilor si pro-
cedurilor logiciste obligd la: a) o discufie despre ce a inteles Russell
prin logica ; b) evaludri asupra impactului pe care l-au avut studiile in
fundamentele teoriei multimilor bazate pe enuntul ,Russell si Whitehead
au aratat cd matematica cste reductibild la logicd“. Pentru Russell
Hlogica® include reguli elementare de deductie (teoria cuantificarii) si
asumptii pe care Russell le-a facut cu privire la anumite entitafi, numite
Hfunctii propozitionale“. Universul de discurs® al logicii russelliene este
multi-sortat : colecotia tuturor individualilor (nivel zero), plus colectia
tuturor functiilor propozitionale care iau individualii ca argumente
(nivelul unu), plus colectia tuturor functiilor propozitionale care admit
ca argumente functii propozitionale de nivelul unu (formeazd nivelul
doi) plus... Insa ce este o functie propozitionald ? Astizi, abordarea rus-
selliand a functiilor propozifionale incorporeazi doua simplificiri : 1)
functiile propozitionale ale lui Russell sunt identificate cu predicate ;
F(x) inseamnd : x are proprietatea F. 2) doud predicate sunt identice
dacd au aceeasi extensiune (axioma extensionalitdtii), o asumptic falsd
in interpretarea clasicd a predicatului ca ,universal luat in intensiune®,
deoarece rogu si pdtrat sunt diferite in sens clasic, chiar dacd toate
patratele sunt rosii, si numai patratele sunt rosii. Atunci predicat in-
seamna multime. H. Putnam {1, 273] scrie : Efectul net al ambelor revi-
zuiri luate impreund revine la aceasta: F(x) acum inseamnd ,x apar-
tine multimii F¢. Functiile propozitionale ale lui Russell au fost pentru
un timp luate sa fie multimi de individuali, multimi de mult{imi de
individuali, mult{imi de multimi de multimi...«.

O asemenea interpretare a functiei propozifionale estc contrara
enunturilor din Principia care, la limita, inseamna cd universul de dis-
curs propriu logicii este sistemul tuturor multimilor. Mai explicit  logica
este teoria multimilor, o conceplie pe care B. Russell a respins-o. Dar
cand introducem entitdti matematice speciale si axiome care le guver-
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neazi comportamentul, altele decdt aixomele teoriei cuantificarii, de ce
n-am introduce direct, s spunem, numerele, in loc sd introducem mul-
timile ca apoi si reducem numerele la multimi. ,De ce nu redefinim
Llogica® sd includd teoria numadrului prin stipulare? Atunci ,matema-
tica“ (teoria numerelor) va fi intr-adevar o parte a ,logicii, dar numai
prin stipulare lingvisticd. Aceasta va {i in van — dar pare de asemenea
inutil si redefinim logica ca si includem teoria mulfimilor, ceea ce in fapt
s-a intamplat. Russell a dorit si facd ceva, definitiv, diferit: ,el a dorit
si reducd teoria numerelor la teoria multimilor, si teoria multimilor
in turn la ,logicd* in sensul lui — teoria funectiilor propozitionale*
(H. Putnam [1, p. 274]). De ce aceastd decizie a lui Russell privind uzul
cuvantului logicd ca si includi numai teoria functiilor propozitionale
si nu si teoria multimilor sau chiar teoria numerelor ? Ce este o functie
propozitionald ? Este exact cc sugereazd numele si anume o functie ale
carei valori (nu argumente) sunt propozitii. Functiile propozitionale sunt
corelate, biunivoc, cu predicate (in sensul de universalii luate in inten-
siune). Si H. Putnam [1, p. 274] comenteaza : ,corespunzator predicatului
albastru noi avem functia propozitionald x este albastru — adica functia
a carei valoare aplicatd oricdrui x este propozitia cd x este albastru.
Oricum, apar unele dificultafi conceptuale. Consideram functia propozi-
tionald ,x a scris Waverely®. Presupunem ci x se intampla si fie indivi-
dualul cunoscut ca Walter Scott, si de asemenea cunoscut ca «autorul
lui Waverley». Atunci care este valoarea functiei x a scris Waverley cu
acest x particular ca argument ? este propozitia «Walter Scott a scris
Waverley» sau propozitia «Autorul lui Waverley a scris Waverley» ?
Noi putem rezolva dificultatea acceptind prima (dard nu a doua) dintre
simplificdrile in abordarea lui Russell mentionate mai inainte, luand
functia propozitionald ca identici cu predicatul corespunzitor. Deci, orice
argument care ar putea fi oferit pentru a considera logica si fie teoria
functiilor propozitionale (in sensul lui Russell) ar putea fi tot atat de
bine oferit ca un argument pentru a lua logica in sensul de teoria
predicatelor in intensiune.

Logicismul a fost confruntat cu dificultati autentice, iar cele care
provin din ,inacuratetea® formalizirii date in Principia au fost finta
obiectiilor si criticilor forrmulate de L. Wittgenstein. Incepem cu cele
care sunt proprii constructiei lui G. Frege, prima fiind legati de nofiu-
nea de extensiune. Frege a preferat termenilor ,clasd¢ sau ,multime®
expresia ,extensiunea unui concept”, inspirat din tendinta de a privi
predicatele unui limbaj ca stand pe locuri cuantificabile. Ideea sau ten-
dinta a doua este,iin ultimi analizi, aceea a derivirii termenilor singulani
abstracti din termeni generali care referd proprietdti sau atribute ; aceste
doua tendinte pot fi separate. Frege a considerat ci predicatele referd
dar nu concepte ci obiecte si a privit predicatele si conceptele ca entitdti
wnesaturate®, deoarece numai impreunid cu argumentul (in cazul unui
predicat, un nume propriu) acestea stau pentru ele insele, si spunem de
sine statator. Notatia calculului predicatelor de ordinul doi ar exprima
conceptia fregeand in care concluzia urmdatorului rationament : Ion este
din Bucuresti (bucurestean), Radu este din Bucuresti (bucurestean) :
Ion §i Radu au ceva in comun poate fi redata simbolic (3 F) [F(lon) & F
(Radu)]. Din punct de vedere sintactic, o expresie adecvata pentru deno-
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tarea unui obiect nu - poate denota un concept si viceversa. Atunci ce
este extensiunea unui concept ? este obiectul asociat conceptului de asa
rhanierd, c& dacd doud concepte se aplicd acelorasi obiecte, ele au aceeasi
extensiune.

FFx=XGx = (x)(Fx = Gx)

unde XFx este exensiunea conceptului ¥ ; este cunoscuta axioma a V-a
din Frege [vol. II] al lucrarii [2].

In 1901 Russell deduce din aceastd axiomi o contradictie (paradox),
un fapt ce a declansat cunoscuta crizd fundationald a matematicii.
Begriffschrift-ul fregean (1879) a fost contemporan cu teoria multimilor
a lui Cantor, pe care a vrut s-o formalizeze. Responsabil de criza funda-
mentelor matematicii a fost a V-a axiomd cunoscutd sub numele de
»arioma comprehensiunii nelimitate® :

IyVx(x e y+«>P(x)).

Predicatul P din axioma poate s insemne x € x cecea ce antreneazi
imediat o contradictie, atunci cdnd se opereaza substituireg lui y in locul
lui x. Russell a propus ca solutie-remediu a noii situatii conceptuale
aparute celebra sa teorie a tipurilor (simple sau ramificate), construita
pe baza unei ierarhii a predicatelor (sau a functiilor, functiilor de functii
etc. (de) pe variabile individuale), ordonate conform teoriei simple dupa
tipul sau rangul teoriei si in plus dupa ordin sau nivelul de generare
pentru teoria tipurilor ramificate. Maniera este urmitoarea pentru con-
structia ierarhiei. Primul tip (notat 0) este cel corespunzitor indivizilor
(sau individualilor), tipul al doilea (notat 0) revine multimii de indivizi
(sau individuali) si relatiilor (predicatelor) sau operatiilor (functiilor)
dintre indivizi. Ierarhia tipurilor este acompaniat de o ierarhie cores-
punzitoare a ordinelor care va permite si definim ordinul functiilor
cuantificate. Urméatorul exemplu va face mai inteligibild aceastd idee;
fie VO(P(D,y)) aici ® este o functie de ordinul intai, ¢ va avea ordinul
doi, decarece ® este legatd si ¢ apare ca o functie de functizs. Deci,
notiunea de ordin este necesard ordonarii wvariabilelor legate ale unei
functii de un tip dat.

Ca si proiectul fregean si solutia russelliand a paradoxurilor asuma
aceeasi teza logicista“, cea care a configurat programul reducerii mate-
maticii la logici. Cum se stie baza logicistd a fost profund afectatd, in
ceea ce priveste ,acuratetea®, prin introducerea axiomelor : a infinitului,
a alegerii si a reductibilitdtii, primele neavand caracter logic, ultima
avand chiar un caracter artificial. Astazi se considerd cad teoria tipurilor
prezintd numai un caracter istoric.

In 1908 E. Zermelo [1] formuleazd prima sa cunoscutd versiune
axiomaticd, care a avut un succes remarcabil, intentionatd, dupa propria
marturisire a autorului, pentru scopurile matematicienilor ,activi€,
Jucrdtori“ in sfera matematicii efective si mai putin preocupati de
w~problema fundamentelor“. Zermelo inlocuieste axioma ilimitativd a lui
Frege cu o arxiomd limitativd, axioma separdrii (Aussonderung) :

VX3yVz(zey«rze€xAA(2))
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Semnificatia acestui enunt formal este: pentru orice multime x
existi ormultime y ale carei elemente sunt acele elemente ale lui x care
satisflac :formula A (proprietateas x in formulare:r de ordinul al doilea).

Astazi teoria axiomaticd a multimilor, elaborati de Zermelo, si com-
pletatd de Fraenkel, cunoscuti ca sistemul axiomatic ZF (Zermelo-
Fraenkel), a devenit o teorie fundationald a matematicii moderne si
contemporane.

Dar cum se noteazd in Encyclopédie Philosophique Universelle,
p. 542, intuitionismul si teoria categoriilor sunt doi rivali redutabili ai
bdtrdnei teorii (este vorba de teoria maultimilor), autorii mentionatelor
teorii au incercat insd fira succes sd o inlocuiasca.

In directia ,set-teoreticd“ trebuie s& mentiondm teoriile von Neu-
mann si Godel care s-au constituit pe temeiul teoriei Zermelo-Fraenkel ;
in aceste teorii se face distinctie intre ,clase proprii“ si ,clase improprii®,
acestea fiind multimi si astfel se rezolva paradoxul ,multimii multimilors.
Teoria multimilor expusi de Quine [2] in care apare distinctia dintre
formule ,stratificate® si formule ,nestratificate® (ca x € X sau X€X) si ea
are azi mai mult o importantad istorica

Raportarea lui Wittgenstein la logicism poate fi urméritd pe doua
planuri : i) un plan ontologic, in mod esential relevant filosofic gi ii) un
alt plan, l-am numi metodologic, care asumi un punct de vedere formal
privind realizarea dezideratului logicist ca o constructie logicistd“ a
matematicii. i) Din punct de vedere ontologic, logicismul este platonism,
entitdtile matematice sunt sorturi speciale de entitdti logice (clase, mul-
timi, extensiuni, ale conceptelor). Dacd urmam aceasti interpretare,
criticile wittgensteiniene la adresa platonismului privesc in egald masurd
logicismul, Wittgenstein a negat existenta (obiectivd) a entitdtilor mate-
matice, independente de gindirea umana si de sistemul matematic care
le descrie. El a contestat orice functie referentiald a matematicii, in
sensul cd termenii matematicii nu denotd, iar propozitiile matematice nu
spun ceva, aceastd stiintd oferindu-ne doar o ,structurd lingvisticd®, un
cadru pentru inferenta unei propozitii din altele ; nu existi o realitate
matematicd ,pre-existentd®, ea se construieste ,pas cu pas® in demersul
matematic, iar adevdrul matematic nu poate fi descris in termenii
Hteoriei corespondentei*, specifici si ea platonismului, c¢i in termenii
pderivarii corecte® in interiorul respectivului sistem matematic, aici
corect, insemnind conform uzului standard acceptat in sistem.

Dar nu numai aceste doud notiuni existentd si adevdr, relevante
pentru modul de gandire platonist, sunt reconsiderate in perspectiva lui
Wittgenstein ; este vorba si de o a treia notiune — obiectivitatea, cu
pregnante conotatii. Wittgenstein vorbeste de un concept al ,obiectivi-
tatii matematice“, care nu mai este legati de existenta (obiectivd) a
obiectelor matematice, ca in platonism, si deci in logicism ci de un
concept care este acum relevant pentru natura demonstratiei matematice.
In Wittgenstein [2, p. 143] [3, A II 7] asemenea enunturi reprezinta
puternice atacuri la adresa platonismului, si, conform interpretirii la
care am aderat anterior, la adresa logicismului: ,nu existd sistemul
numerelor irationale... nici o multime a numerelor irationale... sau infi-
nitdti de ordin mai inalt..“, nu existd, dupad Wittgenstein, o multime a
numerelor distinctd de numeralele insele, el neagid ci numeralele denoti
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numere abstracte, daci acestea existd ele sunt numeralele fizice, sem-
nele pe hartie. Credem ca aici se poate identifica o conceptie ontologica
aidoma ocelei a formalismwlui. Atacul anti-platonism este pregnant in
Wittgenstein [2] si cum observa W. H. Klenk [1, p. 9] ,,O mare parte a
Investitiilor filosofice este consacratd aratarii faptului ci cuvintele care
par si refere la anumite stiri mentale nu e nevoie totusi s refere ci
sunt aplicate Intr-o largd varietate de circumstante si au criterii de
aplicatie deosebit de complexe... similar ,cuvintele-numdr® nu e nevoie
sd refere ceva. Mai curand functia lor este asemdindtoare aceleia a
adjectivelor si ofera mecanismul lingvistic pentru a face observatii deta-
liate si descrieri ale lumii fizice“. Tinta criticilor wittgensteiniene o
constituie functia referentiald a cuvintelor, o greseala tipic platonista
aparutd din nevoia distingerii rolurilor diferitelor cuvinte (culorile se
referd la obiecte fizice, numerele se referd la procese), ceea ce in final
conduce la postularea unui domeniu al obiectelor matematice.

Wittgenstein [3, I 110] vorbind despre statutul propozitiilor si axio-
melor matematice, face succinte evaludri prin comparatie cu statuiu!
asertiunilor empirice, primele neformuland enunturi despre fapte ci
avand, cum spune in alt loc, ,demnitatea“ unor reguli. Axiomele mate-
matice sunt nu numai certe ci au si un rol diferit, de cel al asertiunilor
empirice, in limbajul nostru: ,Ceva este o axiomd, nu deoarece noi o
acceptim ca extrem de probabild, adicd certd, ci deoarece ii atribuim
o functie particulard si una care este in conflict cu aceea a unei propo-
zitii empirice« (Wittgenstein [3, III 5]). Dacd propozitiile matematice ar
fi despre fapte empirice, generalizurea si certitudinea ca proprietati
specifice ale lor ar fi puse sub semnul intrebdrii; un enunt matematic
este valabil in toate cazurile. In ccea ce priveste principala entitate
matemalici — numdrul, ceea ce putem spune despre numere rezulta
din proprietatea lor de a fi in calitate de parti ale unui sistem (de
numere), adicd este vorba de proprietati si relatii ale numerelor care nu
sunt absolute, adica intriseci naturii lor proprii, ci care decurg din apar-
tenenta numerelor la o structurd, din locul, pozitia in sirul numerclor
naturale (atunci cind le studiem pe acestea); 7 este suma lui 2 si 5,
deci numerele sunt subiect la anumite reguli, in cazul de fati al adu-
narii ; numerele au proprietdti in calitatea lor de elemente ale unui
sistem si ca subiect al regulilor (Wittgenstein [3, I 83]).

Punctul esential al conceptiei witigensteiniene despre matematicd
este conslderarea acesteia ca un cadru lingvistic in care derivdm propo-
zitii, propozitiile matematice reprezintd un autentic model al efectuarii
inferentelor. Wittgenstein [3, II 27] considerd cd matematica este in mod
esential un ,proces de inferenta“, de transformare a expresiilor, demon-
stratia fiind ,un semn cd noi transformam simbolurile intr-un astfel de
mod...%, Aceste inferente nu sunt garantate de nimic, de nici o realitate
matematici, notiunea de adevir este redundantd. Nu conteazd decit
aceste transformari in sinea lor, aceste inferente logice cdrora nu le
corespunde un adevir, care, oricum, nu ar adduga ceva la intelegerea
matematicii (Wittgenstein [3, I 5]). Nu dispunem de standarde absolute,
ideale pentru méasurarea corectitudinii si rigorii inferentelor, care se
desfasoard doar conform regulilor, fard vreo referire la vreo mulfime de
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obiecte logice sau matematice, ceea ce ar constitui o realitate matematicd
pre-existentd. Abordarea problemei adevirului ocupd un spatiu impor-
tant in opera lui Wittgenstein. Comentariile wittgensteiniene resping
wteoria corespondentei“ a adevdrului si ,exrploreazd“ teorema de incom-
pletztudzne a lui Godel. Adevdrul nu este mai mult decit demonstrabi-
litatea intr-un sistem (Wittgenstein [3, A 16, 8]). Intrebarea : adevarul
unei propozitii ? rdspunsul este la sfarsitul uneia dintre demonstratiile
Jui Russell. ,Adevdirat in sistemul lui Russell* inseamnd cum este 7's
demonstrat in sistemul lui Russell*. Prin urmare, propozitiile matema-
tice nu sunt adevéarate in virtutea corespondentei cu o realitate ,supra-
sistemicd®, obiecte, proprietiti si reiatii absolute si eterne cum cred
logicistii vial platonism.

Antiplatonismul wittgensteinian este pregnant cu viza directd la
problema creativitdtii in matematicd. Pentru Wittgenstein numerele, ca
sd ne referim la principala entitate matematicd, nu existd ,undeva®
asteptand ca matematicianul si le ,descopere®, dimpotrivd, mai curand
decat ,descopera“ relatii preexistente intre obiecte si proprietdti preexis-
tetne matematicianul face prin demonstratie conexiuni noi si ,creeazd*
conceptual aceste conexiuni. Wittgenstein [3, I 31] spune cad demonstratia
nu stabileste cd ele (conexiunile) existd acolo, pdnd ce nu le face¥ ; sau
,demonstratia nu exploreazd esenta a doud figuri..“ matematicianul
creeazd ,esenta“. Aversiunea lui Wittgenstein [3, V 34] faid de platonism,
a cdrei esentd este descoperirea faptelor matematice preexistente, este
evidentd cu ocazia discutdrii unor subiecte speciale ca demonstratia
cantoriani prin metoda diagonalei a ,nenumdrabilitdtii numerelor reale,
«tdieturile». Dedekind, tertul exclus, ,exrpansiunea® numerelor irationale.
In lumina filosofiei wittgensteiniene [3, p. 47] matematicianul este un
sinventator® nu ,descoperitor’, explorator (ca in viziunea platonisti),
greseala platonismului constind in considerarea matematicii ca un analog
al fizicii. Avertismentul wittgensteinian este cd propozitiile matematicii
nu ne oferd un gen de ,,istorie naturald“ a obiectelor matematice (Wit-
tgenstein [3, II, 10]). Incd in Wittgenstein [1] afirmase cd propozitiile
matematice nu sunt enunturi despre obiecte matematice. In Wittgenstein
[1, 4.0312] citim ca o propozitie este un tablou al starii faptelor, notiunea
de tablou fiind bazati pe notiunea de reprezentare a obiectelor prin
semne ; constantele logice nu reprezinia, iar logica faptelor nu poate fi
reprezentatd. Propozitiile logicii nu au o naturd ,reprezentationald“ si
cum propozitiile logicii si matematicii sunt inrudite se poate afirma ace-
lasi lucru si despre acestea din urmi. Matematica este fundamental un
fel de logicd,; Wittgenstein [1, 6.22] scrie : ,logica lumii pe care propo-
zitiile logicii o aratd In tautologii, matematica o arati in ecuatii“; sau
alte reflectii relevante pentru ideea pe care o sustinem : propozitiile
logicii sunt vide, asa cum enunturile matematice sunt pseudo-propozitii
si nu exprima ganduri* (Wittgenstein {1, 6,2, 6.21]). Iar in Wittgenstein
[2] gdsim remarci ca: propozitiile logicii si matematicii sunt vide de
continut factual, ele nu trateazd despre nimic. Concluzionidnd, putem
sd-]1 invocdm iardsi pe Wittgenstein [3, II 47] care scrie : ,creativitatea
nu este o chestiune despre noi obiecte ¢i in mod simplu despre tehnici
noi ; o conexiune noud intre ce obiecte ? intre tehnica numararii facto-
rilor si tehnica multiplicarii“.
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Wittgenstein respinge ideea cd matematica posedad continut factual
si cand afirma ca axioma infinitului nu trebuie interpretata ca un enunt
construit despre obiecte, sugestia este explicitd ; statutul ariomei este
considerat ca un gen de comentariu asupra sintaxei limbajului numelor
sau termenilor. Respingerea ideii confinutului factual este premisa res-
pingerii ,teoriei corespondentei“ care in context echivaleaza cu respin-
gerea entitdtilor abstracte, matematice, si in final a existentel univer-
sului matematic ; urmeaza cd corespondenta cu un set de obiccte mate-
matice nu constituie un ,ingredient? al definitiei ,corectitudinii* infe-
rentei logice, principalul instrument al transformarilor simbolurilor si
expresiilor ,autentica-esentd® a matematicii din perspectiva filosofiei
lingvistice wittgensteiniene, care considerd matematica drept un cadru
lingvistic. Inferenta si calcularea dupd anumite pattern-uri sunt esen-
tiale in matematicid. Uniformitatea in calculare este garantia impotriva
confuziilor, calcularea nefiind garantatd de percepfia noastrd a unui
domeniu matematic; rezultatele diferite ale calculdrii se explicad prin
Hhiatusul“, conflictul dintre reguld si aplicatia ei, o situatie specifica
platonismului. Tatd unele asertiuni semnificative : ,Dacd existi confuzie
in operatiile noastre, dacd cineva calculeazi, diferit in diferite momente,
aceasta nu este ocalculare... este esential pentru calculare cd oricine
calculeazd corect parcurge acelasi pattern al calcularii® (Wiltgenstein
[3, V2, V24]). Relevante rdmén supunerea la reguld, aordul practic cu
paradigma si nu existenfa unei realitdti in spatele practicii reprezinta
garantia corectitudinii inferentei logico-matematice. Corectitudinea infe-
rentei este temeiul obiectivitdtii matematice, in sensul ca concluzia infe-
rentei ne ,forteazid“, ne ,someazd® la acceptarea ei si nu prezenta obiec-
telor matematice. Obiectivitatea matematicii nu este o functie a obiec-
telor matematice ci a practicii matematice. Asadar, natura normativd a
matematicii relevatd de conformitatea inferentei la regula, se transmite
asupra obiectivitdtii.

Revenim, acum, la al doilea aspect al problemei; (este vorbn de
teza logicistd ,matematica este logicd“, aspectul constructiei logiciste a
matematici, care are un caracter predominant ,metodologic-tehnic-
formal“. Acest aspect 1-a putut descrie prin enuntul ,invazia logicii“ in
matematicd si fundamentele matematicii.

L. Wittgenstein a parcurs o gami largd de atitudini fati de logica,
un ,traseu“ corespunzator fazelor sale de evolutie (Wittgenstein I, Wit-
tgenstein II sau Wittgenstein timpuriu, Wittgenstein cel tarziu), a trecut
de_ la admiratie la scepticism, criticd si contestare, unele idei in aceasti
privintd le-am expus deja in celelalte eseuri. Deoarece referirile la Wit-
tgenstein [1]au fost mai prezente incelelalte cseuri, incit ne-am putut
face o imagine despre opinia lui Wittgenstein cu privire la relatic dintre
logicd si matematicd, in cele ce urmeazda vom invoca mai mult concep-
tiile sale din Wittgenstein [3].

Wittgenstein [3, p. 145—146] spune textual :  Invazia dezastruoasa®
a matematicii de catre logica.. Lucrul cel mai funest in legaturd cu
tehnicile logicii este cd logica face sd uitdim iehnicile matematice spe-
ciale, in timp ce tehnica logicd este numai o tehnicd auxiliard in mate-

matica. De exemplu ea fixeazd anumite conexiuni intre tehnici diferite“.
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Wittgenstein este convins cd logica nu este numai ,contra-productiva“
ci si irelevanta : ,Blestemul invaziei logicii matematice In matematica
este ci -aoum orice propozitie poate:fi reprezentatd in simbolism mate-
matic si aceasta ne face si ne simtim obligati sa-1 intelegem. Desi aceastd
metodi de scriere nu este nimic decit traducerea prozei obisnuite vagi®.
(Wittgenstein [3, p. 155]). lar ceva mai incolo, Wittgenstein [3] adauga :
sLogica matematica a deformat complet gandirea matematicienilor §i a
filosofilor instaldnd o interpretare superficiald a formelor limbajului
obisnuit ca o analizd a structurii faptelor. Desigur aceasta a fost con-
tinuatid pe logica aristotelica.

Activitatea lui Wittgenstein privind investigarea acestei probleme,
relatia dintre matematicd gi logicd, vazutd de el ca o ,invazie dezas-
truoasd a logicii matematice in matematicd®, este iInieleasd de el in
sensul urméator :  Aqtivitatea mea nu este sid atac logica lui Russell
dinduntru ci din afard. Adica, nu o atac matemalic, altfel ar trebui sa
fac matematicd ci si atac in ceea cepriveste pozifia, oficiul ci. Activi-
tatea mea nu este si vorbesc despre demonstratia lui Godel, de exemplu,
ci sd o ocolesc“. (Wittpenstein [3, p. 174]).

Urmadtoarea schemi de abordare ne pare a fi indusi de aceste si
inca alte asertiuni wittgensteiniene intre care cea privind deformarea
géndirii matematicienilor si filozofilor, consecintd a ,invaziei logicii
matematice* imi pare a avea o pozitie centrala : i) logicad si matematica,
sau ,pervertirea matematicii® si matematicienilor ; ii) deformarea gan-
dirii filozofilor ; iii) fundamentele matematicii azi si remarcile witigen-
steiniene in ,problema funddrii.

i) Aici avem trei aspecte: a) Trebuie succint notatad pretentia lui
Frege si Russell de a reduce matematica la logici, de a explica si inte-
lege natura si statutul matematicii cu ajutorul logicii; b) pretentia
nteoriei demonstratiei a lui Hilbert de a oferi cu ajutorul instrumentelor
logicii matematice o definitie sigurad a matematicii, acest punct va fi
abordat cu ocazia expunerii paragnafului Wittgenstein versus formalism ;
c) importanta exageratd acordata limbajelor logice in studiul proble-
melor matematice, abuzul in utilizarea calculului predicatelor de ordinul
intai.

Cum se stie in procesul reductiei matematicii la logicd, aritmctica a
avut o pozitie centirald, avem in vedere fundamentele formulate de
Frege si Russell pentru teoria numdrului. In ceea ce priveste pe Wittgen-
stein, el a avut rezerve serioase fatd de constructia celor doi : ,calculul
logic are rolul unor voldnase (de podoabd accesorie, M. T.) pentru calcu-
lul aritmetic¥. Dacid noi infelegem bine, Bernays [2, p. 523] nu impar-
tiseste in Intregime rezervele lui Witigenstein, cand afirma cd nu se
poate nega cd tentativa de a incorpora aritmetica in logisticd a avut un
anumit succes. Adicd, s-a demonstrat cd este posibil si formuldm pro-
pozitii aritmetice, in special cele numerice, in termeni pur logici si apoi
sd le demonstram Inauntrul logisticii in virtutea acestei formulari. Este
o0 problema deschisi dacd acest rezultat produce o intelegere filosoficd
a propozitiilor aritmetice. Dar Bernays comenteazid demonstratia logistica
a ecuatieli numerice 3 + 7= 10, specificand ,pasul® cind intrd in lucru
aparatul logic (,podoaba“, frills- — in engleza, folosind termenul wit-
gensteinian) si concluzia la care ajunge este urmaitoarea : ,,Cind aceasta
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s-a realizat clar, apare ci propozifia teoriei logice a predicatelor este
validd, deocarece 3 + 7=10, si nu vice-versa. Interpretarea formulata
de Bernays [2, p. 523]:este interesantd, si,:in ciuda unor nuanfe si dife-
rente vis-a-vis de punctul de vedere wittgensteinian, pare si-1 confirme
partial : ,Astfel in ciuda posibilitatii de incorporare a aritmeticii in
logisticd (logica matematicd, M. T.), aritmetica constituie schema cea mai
abstracta (cea mai purd); si aceasta apare paradoxal dintr-un punct de
vedere traditional nejustificat dupd care generalitatea logicid este in
orice privintd cea mai Inaltd generalitate¥ (Bernays {2, p. 523]). Critica
wittgensteiniana a incorpordrii aritmeticii in logica corectd dar nu in
sensul cd el recunoaste ideea ca teoremele aritmetice enun{d fapte sui
generis, dimpotrivd, observd Bernays [2], tendinta lui sd nege cd ase-
menea teoreme exprimd fapte. Wittgenstein va recunoaste calcularea
gasitd de el un fel de ,esentd” relevantd a aritmeticii si poate si a mate-
maticii, ca o indeméinare cu utilitate practica si va ciuta pe aceasta cale
sd explice intr-o manierd sui generis ce este «factual» in mate-
matica, in intentia, riscdm s& opindm, de a releva prin ce aritmetica
(matematica) excede sfera ,logicitdtii, o idee a ,rezistentei® la demersul
logicist. Cu privire la aspectul ¢) ne limitdm si-1 invocadm pe G. Kreisel
[2, p. 179] care spune ci Wittgenstein a avut dreptate, un punct de
vedere corect atunci cdnd a sustinut cd logica in forma calculului predi-
catelor de ordinul intdi a invadat matematica si anume pantea ei care
trateaza procedurile de decizie, si este just sd se afirme cd a ficut o
alegere a problemelor inutile si infructuoase. Totusi, dupd Kreisel, a
vorbi de o ,invazie dezastruoasd® a logicii in matematicd este o exage-
rare, permsida doar ca o ironie subtild la adresa lui Frege si Russell, a
céaror logica a gasit-o, oricum nefolositoare in elaborarea funddrii pentru
aritmeticd (Wittgenstein [3, p. 171]).

i) ,deformarea® completd a gdndirii filosofilor. In esentd este
problema ,relevantei formalizdrii“; Russell a redus limbajul natural la
pforma® sau ,structura®, ,obiect-predicat, o ,imbracidminte“ formala
prea strdmta pentru acest limbaj : oricum, incepind cu Frege, Peano si
continudnd cu Russell, Hilbert, limbajul natural a parours semnificative
stadii ale dezvoltarilor formalizarii, la care logica matematici si lingvis-
tica contemporand au contribuit in mod esential. Tinta acestui demers
a fost obtinerea unei claritdti maxime, asupra problemelor filozofice,
gratie formalizdrii Intr-un limbaj simbolic, ce a marcat incerciri de
realizare a vechiului ,calculemus® leibnizian. Dacid Wittgenstein credea
§1 spera, fascinat de constructiile fregecne si russelliene, in infaptuirea
acestui deziderat, el, insusi, prin Tratat introducind o perspectiva radical
noud, o reformi a filosofiei (vezi in acest sens eseul..) ulterior isi va
rezuma conceptia In deconcertanta propozitie : ,nici un calcul nu poate
rezolva o problema filosoficd®. (Wittgenstein [4]).

fn M. Turlea [3, p. 8] am fécut referire la yrolul formalizarii si
axiomatizarii in discursul filosofiei care ne propun o intelegere adecvati
a fundamentelor matematicii, mai in general a naturii si semnificatiei
matematicii, potentdnd remarcabil analiza si dezbatere filosofiei. Am
urmat aici unele sugestii din Suppes [1], dar avem cunostinta si de
opinii contrare, ca cea a lui Hempel [1], dupd care nimic relevant nu
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se obtine in urma formalizarii dincolo de ceea ce deja am achizitionat
in plan neformal.

Si totusi o voce autorizatd in domeniu, l-am numit pe Hao Wang
(From Mathematics to Philosophy, p. 56), avertizeazd : ,Nu trebuie si
uitdm cid sistemele formale sunt instrumente si numai instrumente in
studiul filosofic. Ca si alte instrumente, ele sunt folositoare pentru anu-
mite scopuri. Ele nu sunt piatra filosofald care poate rezolva toate pro-
blemele pentru noi. Cand sunt aplicate nedescriminatoriu la toate ches-
tiunile ele pot cauza irosire si cel mai rdu dezastru. Uzul sistemelor
formale in studierea filosofiei matematicii s-a demonstrat fructuos si
astdzi nimeni nu poate spera sd devini filosof serios al matematicii daca
nu dispune de o dexteritate apreciabilda in manipularea sistemelor for-
male“. Textul din Hao Wang ’974 contureaza suficient de explicit ci este
fireascia reactia impotriva logicii matematice, atunci cand avem de-a
face cu o aplicatie nepotrivitd a sistemelor formale in filosofie. Nu tot
ce este bun, In sensul de valabil, in filosofia matematicii este bun pentru
intreaga filosofie sau orice filosofie. Dar, si asemenea géanduri, atunci
cind sunt exagerate conduc la credinta nejustificatd cd logica matema-
ticd n-ar avea nici o relevantd pentru filosofie.

Hao Wang [2, p. 56, 57] continua reflectiile sale : Punctul meu de
vedere este cd prin pozijia centrald pe care filosofia logicii si matema-
ticii o ocupa in teoria cunoasterii, logica matematicd si conceptiile asupra
ei pot indirect configura intreaga filosofie elaboratd de un autor... Gén-
ditori ca Frege, Russell, Wittgenstein si Ramsey nu e intamplator ca
sunt cei mai interesanti filosofi recenti si nu este un accident ci s-au
ocupat profund de studiul fundamentelor matematicii“ (am zice noi locul
de interferentd al logicii si matematicii, cea mai roditoare ,materie
prima% pentru analiza filosoficd proprie unei filosofii ca ,teorie exactd“
in sensul, poate nu tare, dar sigur in cel slab. Desigur, aceste conside-
ratii poate nu stau sub specia eternitas dar nu numai ca stau semnifi-
cativ pe o pozitie opusa celei din lucrarile lui Wittgenstein ,cel tarziu¥,
dar sunt mladiate temporal chiar de insusi autorul lor, l-am numit pe
Hao Wang [2, p. 57] : ,Din impactul general al logicii asupra filosofiei
(indiferent daca a fost bun sau rau) datorat lui Frege, Russcll, Wittgen-
stein nu putem infera ci logica matematicd va continua si detina o
pozitie centrald in filosofie ; nu stim ce evolutie intelectuala putea sa
parcurgd Ramsey daca ar fi trait, iar in ceea ce il priveste pe Wittgen-
stein, de la admiratia fatd de logica moderni exprimati in Tratat, a
ajuns ca in ultimele scrieri si sustini cd logica matematici a avut o
influentd rea asupra filosofiei si matematicii¢.

Dar chiar dacd ludm termenul ,filosof in sens mai special de
Hfilosof al matematicii“, Wittgenstein din ultima perioard a evolutiei sale
intelectuale, acest tip de filosof confruntat cu probleme matematice, el
trebuie sd procedeze la intelegerea lor nu la rezolvarea lor ; el trebuie,
sd le ,ocoleascd”, cum spune Wittgenstein [3, p. 157}, mod in care se
poate dispensa de logicd. De fapt filosofia matematicii este despre ce
cste matematica. ,Chiar cu 500 ani in urmd o filosofie a matematicii
posibild, era o filosofie a ce era matematica atunci, iar atunci actul de
nastere al logicii matematice nu fusese emis“.

60

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



iti) Wittgenstein :in ultimele scrieri cu privire la problema funda-
mentelor matematicii s-a situat de partea matematicienilor care si-au
exprimat neincrederea in fructuozitatea- folosirii instrumentelcr logicii
formale (matematice) in cercetirile asupra fundamentelor; aici poate fi
agezat aldturi de Brouwer si acei matematicieni care au o quersiune
instinctiva fati de formalizare. :

Referindu-se la fundarea matematicii, Wittgenstein [3, p. 171] scrie :
,Ce nevoie are matomatica de fundare. Nu e nevoie de nici una, eu
cred, mai mult deciat pentru propozitiile despre obiecte fizice, sau im-
presii senzoriale cd propozitiile matematicii au nevoie de o analizd.
Propozitiile matematicii au ncvoie de o clarificare a gramaticii lor exact
ca celelalte propozitii. Problemele matematice despre ce este numit
»fundamente” nu sunt mai mult pentru noi o fundare ,decit the painted
rock is the support of painted tower“. :

Chiar daca tentativa fregeano-russelliand a funddrii matemaiticii
a esuat, problema funddrii, ramanc -inci incitanta din perspectiva a doua
importante ,teorii-mamd“ : ,bdtrdna teorie a multimilor® si mai ,tandra
teorie a categoriilor”. Desigur, speranta gasirii unei teorii care sd ofcre
o baza pentru intreaga matematicd pare sd se fi naruit odata cu demon-
stratia de independentd a ipotezei continuului (Cohen 1963), datd de la
care a inceput sd nu se mai poatd vorbi de o singurd si adevdratd teorie
a multimilor c¢i de o mulplicitate de teorii ale multimilor; o serie de
analogii referitoare la efectul acestui rezultat de independentd (in plan
set-teorctic) cu cel al postulatului paralelelor* au fost facute si au fost
analizate matematic, logic si epistemologic intr-o vastd literatura de
specialitate.

In 1967 Mostowski [1, p. 32] comenta aceastd situatie semnificativa
din matematicd : ,Dar existd o multitudine de teorii ale multimilor si
nici una nu poate reclama un loc central in matematici. Numai nucleul
lor central comun poate contine axiornc necesare pentru reducerea mate-
maticii la teoria multimilor. De altfel S. Mac Lane a formulat ideea
unor fundamente multiple pcentru matematicd pe care o comentam in
Turlea [1, p. 223] astfel : ,Practica matematicd (a realitd{ii matematice)
nu mai poate fi reconstituiti formal de nici un singur sistem funda-
tional, nu mai privilegiaza vreun sistem fundational, sugerand, cum
observd S. Mac Lane [1], ideea ,sisteme multiple pentru fundamente®, (in
sensul de  luate colectiv®), care comportd particularitatea ci obiectele cu
care are de-a face matematicianul care lucreaza in practici (working
mathematician) nu pot fi interpretate in nici unul dintre aceste sisteme
luate izolat«.

Asadar, noua teorie cu staturd fundationald — teoria categoriilor —
a contribuit pe de o parte la practica matematica si, pe de alta parte,
aspird la un ,statut fundational® semnificativ pe méisura efectelor, reali-
zdrilor ce le-a produs in activitatea matematici efectivd. Hatcher [1,
p. 374] comenteazd noua situatie constituitd odatd cu aparitia teoriei
categoriilor : ,intrucit alegebra categoriald a reusit si reduci un mare
numir de concepte tcoretice (ansambliste, adici de teoria multimilor) la
concepte relative la compuneri de functii, acesta sugereaza in mod natural
ideea ca ar fi posibila o fundamentare a matematicii pe notiuni diferite
de cele de multimi si apartenentd“.
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Lawvere [1] va spune in ,spirit categorial® ,chiar in fundamente,
nu substanfa ci forma invariatd este purtatorul informatiei matematice
relevante. Asadar, conceptia logicistd asupra matematicii, esentialmente
platonistd ,a favorizat“, in orizontul sistemelor fundafionale, teoria mul-
timilor cu ale ei concepte obiect, element, apartenentd, ori critica wit-
tgensteiniana a logicismului isi gaseste in teoria categoriilor un ,aliat®
in ,erodarea“ ontologicdi a ,paradigmei ansambliste’, sau set-teoretice.
S-ar putea spune cd teoria categoriilor asuma un spirit wittgensteinian,
ale carui consideratii indeparta in plan secund notiunea de obiect, relie-
find importanta notiunii de structurd (sistem), a se vedea paragralele
anterioare ale eseului de fatd), un sort de entitate matematicd, oricum,
Lanti-substantiala®, refractara spiritului platonist, implicit, cel putin, in
logicism. Spiritul wittgensteinian ,anti-obiectualist®, ,anti-substantia-
list“ este regasit, recuperat in teoria categoriilor, in care ,obiectul“ este
restituit prin morfism (identitate) ; favorizind termenul ,structurd¢,
Wittgenstein se intidlneste cu limbajul morfismelor, functorilor, transfor-
marilor naturale. Ar trebui sd remarcim cd atitudinea lui Wittgenstein
refractard ,funddrii“ matematicii pare contrazisa de ,starea actuald® a
cercetdrilor fundationale, unde se petrec evenimente care nicidecum
nu-l confirmd pe autorul Remarcilor, cel putin in sensul cd problema
funddrii ar fi o ,pseudo-problemd“. Atare situatie atesti legitimitatea
acestui ,cdmp de cercetare”, care pare sa fi fost recunoscut astfel si de
Wittgenstein in unele remarci facute asurpa matematicii (a se vedea si
Carlo Penco [1]). Wittgenstein are dreptate cand spune ci este ,0 opinie
eronati sa se considere calculul (subl. M. T.) ca o fundare a matematicii,
cu conditia s completam cad acest cadru nu poate suplini rolul funda-
mentelor filosofice ale matematicii (a se vedea Philosophische Gram-
matik). S& amintim teze wittgensteiniene ca : ,conceptele matematice nu
sunt in sine cunoastere* (Wittgenstein [3, V 2]); propozitiile matematice
(contradistincte de cele empirice) au demnitatea (statutul) regulilor¥,
toate acestea sintetizate In teza cad ,matematica nu vorbeste despre
nimic“. Vom intelege spiritul filosofiei lingvistice a matematicii, intele-
gerea matematicii ca o structurd, ca un cadru lingvistic, unde conteaza
acordul cu regulile. Aceastd filosofie lingvistici refuzd relevanta siste-
melor formale pentru fundamentele matematicii, condamnarea lor pentru
ca conduc la contradictii emergente din structura fundamentald a acestor
sisteme ; in ciuda observatiilor critice wittgensteiniene, Bernays [2,
p. 522] vorbeste despre importanta contradictiilor. In acest camp legitim
al fundamentelor matematicii, Wittgenstein discuti despre semnificatiile
demonstratiilor de consistentd, tdieturile* lui Dedekind, concepte de
infinit, numdrabilitate, aritmetizare si altele, si chiar mai mult, aborda-
rea teoriei multimilor capitd chiar un caracter matematic pronuntat.

LAnti-fundationalismul® lui Wittgenstein ar putea fi azi asimilat cu
respingerea pretentiilor fundationaliste prea ortodoxe, de tipar vechi (de
reguld inspirate din teoria multimilor). Wittgenstein scria: ,nu putem
da nici o fundatie (exceptie cea biologicd si cea istoricd sau ceva de
acest gen); tot ce se poate este stabilirea acordului sau dezacordului
intre uzul cuvintelor si reguli® (Wittgenstein [4]). Analog, Hao Wang
vorbind de fundarea matematicii, afirmad : o fundare profunda este faptul
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sociologic ca este acceptatd. Si acest fapt sociologic implicd o varietate
de factori diferi{i : ,printre ei cei biologici si psihologici care sunt ele-
mente ultime decisive. Aceste observatii trimit la remarcile lui Wittgen-
stein [3, I 118, IV 13] asupra fundamentelor biologice si psihologice ale
matematicii ; dar aceastd perspectivd de abordare a problemei funddarii
in filosofia stiintei este numitd ,externd“, in care disciplinele, auxiliar
in studiul stiintei in cauzi, aici maiematica, sunt istoria stiintei, socio-
logia stiintei, psihologia stiintei si chiar biologia stiintei.

3.2. Wittgenstein versus intuiotionism

Intuitionismul (matematic) reprezniti o varietate de constructivism,
acesta din urmi avand drept caracteristici esentiald respingerea com-
pletad a platonismului. De aitfel, constructivismul nu trebuie considerat
ca un ,produs“ creat de ,situatia-crizd“ a matematicii generati d.
paradoxuri, el reprezentind, mai curdnd, un spirit care a fost prezent,
practic, in toata istoria acestei stiinte. In acest sens, originile constructi-
vismului pot fi identificate in opera lui Aristotel ; analiza notiunii de
infinit este revelatorie In aceastd privinti. Desigur, si filosofia kantiana
poate fi interpretatd in spiritul constructivismului, insd in sens strict
matematic, actual, constructivismul matematic este prezent in opera lui
Leopold Kronecker — precursor ilustru al intuitionismului matematic
olandez intemeiat de Brouwer, din a carui scoaldi mentionam pe
A. Heyting, Rootselaar, Troelstra si altii. Idei constructiviste au cultivat
s scoala franceza prin reprezentanti ca Emile Borel, H. Poincaré si
Henri Lebesque ; dacd particularitatea gcolii franceze o constituie accen-
tul pus pe ideea de predicativitate, a celei olandeze rezidd in importanta
atribuitad ideii de constructivitate. In intuitionism ideea de constructie,
si cea a posibilititilor idealizate de constructie ocupd un loc central si
configureaza o perspectivd speciald in lumina cdreia sunt interpretate
existenta matematicd si adevdrul.

Constructiile mdtematice sunt mentale, subliniazi consistent Brou-
wer, iar posibilitatile de constructie sunt derivate din perceptiile
noastre ale obiectelor externe care sunt atdt fizice cdt si mentale.
Demersul trecerii de la actualitate la posibilitate isi are sursa in inten-
tionalitatea gandirii care face abstractie de eixstentd si determinatiile ei
concrete, si In abstractia de limitarile generarii sirurilor. In matemutica
constructivd, intuitionistd regulile prin care sirurile infinite sunt gene-
rate nu reprezintd pur si simplu un instrument in cunoasterea noastra
€l o parte componentd a realitdtii (matematice) despre care vorbeste
matematica. Ilustrarea conceptiilor de mai sus o putem face invocand
subjectul matematic tipic relevant : care este statutul aserfiunilor despre
infinit ? Generarea unui sir de simboluri este ceva despre care construc-
tia numerelor naturale este o idealizare, un proces in timp care nu este
niciodatd complet. In matematica intuitionistd infinitul este potential,
nu actual : fiecare numéir natural poate fi construit, dar nu existd con-
structia care contine in ea insasi intregul sir al numerelor naturale (a
se vedea The Encyclopedia of Philosophy.
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In aceeas! lucrare pe care am citat-o, avem o explicatie a conexlunii
dintre constructivitate si intuitie : ,Probabil ideea ca aritmetica 'se ba-
zeazd pe timp ca o forma de intuifie std in spatele insistentei lui Brou-
wer asupra constructivitdtii interpretate in acest mod. Un aspect al
sensibilitatii din eare noi nu abstragem in trecere de la perceptia con-=
creta la forma ei este caracterul ei finit... Astfel pozitia lui Brouwer
este bazati pe o limitare, in principiu, asupra cunoasterii noastre : con-
structivismul este implicat de postulatul cd nici o propozitie nu este
adevaratid pand ce noi nu am cunoscut-o intr-un mod nemiraculos sa
fie adevaratd“. (The Encyclopedia of Philosophy, p. 204).

Deoarece pozitia filosoficd a lui Luitzen Egbertus Jan Brouwer a
fost derivati din explicatiile filosofice ale intuitiei matematice, el a
numit-o intuitionism. Matematica intuifionistd a acceptat caracterul
potential (si a respins caracterul actualj al infinitului, dar noi nu putem
renunta in practici la asertiuni despre ,toate numerele naturale” sau
despre clase infinite. In acest caz, vom spune cd ,o0 propozitie despre
toate numerele naturale poate fi adevarati numai daci este determinata
sd fie adevaratd prin legea conform céreia sirul numerelor naturale este
generat“ (The Encyclopedia of Philosophy, p. 204), Brouwer sustine ca
acest lucru este echivalent cu posesiunea unei demonstratii.

Teoria intuitionistd a continuului estr fundatd pe teoria generala a
infinitwlui potential. Ideea generald de continuu este de naturd geome-
tricd, insd tentativele de a-l1 definfi cu ajutorul numerelor au dus la
conceptul de continuw aritmetic. Dar dacd in conceptia lui Cantor con-
ceptul de ocontinuu mai avea determinatii geometrice, spatiale, Brouwer
promoveazd un concept de continuu aritmetic, temporal, relevat de
peurgerea timpului?. Alexandru Surdu [1, p. 13] comenteazd aceastd dis
tinctie in termenii: ,Imaginea cantoriani, spatialda a continuului arit-
metic a determinat o interpretare staticd a matematicii, limitatd la
succesiuni de entitdfi matematice infinite predeterminate, la ceva dat,
care chiar dacd nu a fost cunoscut incd ar putea fi conceput de catre
un eventual ,Intelept Suprem®. Problemele referitoare la aceste entitati
ar exista si ele in sine si ar fi gata rezolvate, urmind sa fie doar desco-
perite. Determinatiile spatiale ale continuului aritmetic cantorian permit
interpretarea suoccesiunilor de entitiati matematice drept succesiuni actual
infinite, pe cand determinatia temporald nu permite decit o interpretare
potential infinitd a suoccesiunilor de entitati matematice. In termeni aris
totelici, elementele continuului cantorian sunt concomitente, deci date
si.m'ulta-n; elementele continuului brouwerian nu pot fi decit comsecu-
tive, deci urmand si fie date®. In viziune intentionatd exista ,succesiuni
care Inainteazd ad infinitum, pe baza unor legi de formare a elementelor.
Printr-o astfel de lege poate fi determinat orice element al sirului, in
functie de elementul precedent. In genere, legea garanteazi inaintarea
succesiunii la infinit, oferind in acelasi timp o metodd prin care poate
fi construit intotdeauna un element pe baza celor construite deja
Practic aceste succesiuni nu sunt infinite, ci tind citre infinit“.
(A. Surdu [1, p. 15]. Dar existd si succesiuni infinite nedeterminante,
care iau nastere treptat prin acte libere de alegere a elementelor, o
astfel de multime este numit ,mediu al devenirii libere“, relevanta in

situatia prelungirii unor operatii matematice, ca cea de obtinere a zeai-
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malelor lui s sau prin alegeri libere arbitrare, care la randul lor pot
fi mai mult sau mai putin libere.

Ideea de constructivitate in sens intuitionist mai poate fi conturata
prin consideratii asupra semnificatiilor propozitiilor existentiale. O de-
monstratie constructivad are proprietate ca daca contine mentfiunea despre
existenta a ceva, atunci oferd o metodi de ,gdsire” sau ,construire“ a
acelui obiect. Conform punctului de vedere constructivist-intuitionist un
obiect matematic existd numai dacd poate fi construit. Un exemplu luat
din Encyclopedia of Philosophy va ilustra aceste consideratii: exista
un numdar natural x astfel cd Fx inseamnd mai devreme sau mai tarziu
in procesul de generare a sirului numerelor naturale va fi produs astfel
cd Fx. In cazul ci x depinde de parametrul y, atunci x va fi determinat
plecand de la y pe baza legilor de consltructie a numerelor si a construc-
tiilor presupuse de F. Demonstrarea unei formule (3x)Fx Inseamna sa
indicAim cum construim x, astfel cid demonstraia este completd odata
ce x a fost construit. A demonstra (yv) 3Ixt'x inscamna si  oferim o
metodd generald pentru gasirea lui x pe baza lui y.

Constructia intuitiva constituie garantia existentei matematice, ceea
ce nu poate fi construit intuitiv, mediat sau imediat este lipsit de sens.
Matematicienii intuitionisti isi propun ,curdtarea“ matematicii clasice de
nonsensuri, care, dupi opinia formalistilor ,mutileazd¢ matematica. St.
Korner ilustreaza nonsensurile in care abundid matematica pre- si nein-
tuitionistd : concepte matematice neintuitive sau ideale, cum sunt infi-
nitdtile actuale ale lui Cartor. ca numerele transfinite si care in plan
intuitiv n-au corespondent intuitiv; propozitii, legi sau axiome ideale
ca de exemplu propozitii care descriu infinitdti actuale, axioma alegerii,
legi ca tertium non datur si negafia duplex, inferente sau rationamente
ideale.

Deci, constructia intuitivd reprezintd garantia existentei matematice,
si de aici teza fundamentald a matematicii intuitioniste, care este in mod
evident opusd formalismului : ,existenta matematicd (conceputd intuitiv)
implicd intotdeauna noncontradictie logicd, dar necontradictia logicd nu
implicd intotdeauna eristenta matematicd efectivd. In mod concret.
aceastd tezd a determinat atitudinea permanent negativa a intuitionis-
mului fatd de incercirile formaliste de axiomatizare a teoriei mulfi-
milor¥. (A. Surdu [1, p. 18]).

Intuitionistii nu au respins logica in general, ci logica matematica
in acceptia logicistd sau formalistd. Una dintre tezele intuitioniste este :
Tertium non datur si dupler negatio nu pot fi universal valabile in
cadrul unei logici corecte, dar nu pot fi nici false. Intuitionistic este
justificatd folosirea unei logici in forma calculului cu condifia ca si nu
fie intrebuintati pentru fundamentarea matematicii (asa cum procedeazi
logicistii) si nici pentru constructia ei formald (conform pozitiei forma-
liste). Pozitia intuitionistd, dimpotrivad, considera cd matematicile consti-
tuie fundamentul Togicii.

Neointuitionismul, ca doctrind filosoficid, este oarecum izolat, dar
unele directii intuitioniste, intre care una inaugurati de A. Heyting,
conduc spre logica intuitionistd, cireia multi matematicieni intuitionisti
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nu .i-au acordat‘atentie ; aceasta logicd, partea accesibild si acceptabila
pentru matematicieni si logicieni de diferite orientéri ; trebuie sa pome-
nim- aici si numele maretui- logician K- Godel. Aceastd logicd intuitionista
este tot-mai mult prezentati in.vesminte formaliste, maniera formalista,
fiind folositd. pentru a fundamenta matematica -intuitionistd. Heyting
care a contribuit remarcabil la progresele formalizdrii logicii intuitio-
niste a sustinut ca acest proces al formalizarii nu are relevantd pentru
matematica intuitionisti. Problema actuald rédmane construirea unei
logici intuitioniste in care sa fie respectat postulatul cd matematica este
independenta nu numai de logica formalistd obisnuitd ci si de logica
formalist-neointuitionista. Intre particularitdtile logicii intuitioniste refi-
nem critica facuta negatiei si terfului exclus. Putem aserta ,p“ numai
dacd avem o demonstratie. Explicatia lui ,, I(x)['x ca (X)Fx nu poate [
demonstratd® nu satisface conditia. O demonsiratie a lui p este o con-
structie care produce o absurditate din supozitia unei demonstratii a lui
»P%. Interpretarea In cauza face dubios tertul exclus. Fiind datd o pro-
pozitic ,p“ nu existd un motiv sd presupunem ca vom fi in posesia sau
a unei demonstratii a lui ,p* sau a unei deductii unei absurditdti din
»P% Daca enuntul terfului exclus este luat ca o asertiune matematica,
o demonstratie a lui va produce o metoda generald pentru solutionarea
tuturor problemelor matematice, dar Brouwer a respins aceastd posibi-
litate (vezi The Encyclopedia..., p. 205). Consecinta acestei interpretari,
derivata din logica intuitionistd, este o serie de schimbiri ale matema-
ticii 1 in special ale fundamentelor analizei, in acest ultim caz ne refe-
rim la ,bar theorem®, un principiu obtinut analizind cerinta ci daci
o functie este definitd pentru toate sirurile trebuie si existe o demon-
stratie constructivd a acestui fapt, ceea ce este echivalent cu propozi ia
cd dacd o ordonare este bine fundati inductia transfinitd are loc cu
privire la ea( vezi op. cit anterior). Oricumn, punctul de vedere intuitio-
nist nu a produs o dezvoltare asa bogati ca matematica clasicd si nici
nu oferd motive suficiente pentru renuntarea la filosofia platonisti
subiacentd ei.

Atitudinea lui L. Wittgenstein fatd de intuifionism ne apare ca un
gen de ,specializare“ (sau specificare®) a ideii de ,corespondenti cu
obiectele matematice“ care justifici procedurile matematice. Punctul de
vedere wittgensteinian despre natura si statutul propozitiilor matema-
tice exprimat in ceea ce este numit caracterul non-referential al acestora
si in declararea lor ca ,forme de inferentd“, folosite in derivarea unei
propozitii din alta nu este limitat numai la suspectarea si negarea enti-
tatilor abstracte matematice, ci vizeazd orice credintd in vr-un gen de
entititi ce ar justifica ideea de corespondentd cu obiecte matematice.
Pe scurt, obiectiile wittgensteiniene vizeazd si credinta intuitionistilor
ci matematica este studiul unui anumit sort de entitate mentald, con-
structie matematicd mentald. Intuitionismul considerd cd matematica are
ca subiect propriu, specific acestei constructii mentale, cum spune Hey-
ting [1], teoremele matematice enuntd cid asemenea constructii au fost
efectuate. Noi descoperim proprietétile obiectelor matematice printr-un
fel de contemplatie interioard a acestor constructii (Heyting [2, p. 2]).
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Sau, i conceptia fondatorutui- intuifionismului matematic, Brouwer
[1,p. 78], matematica este caracterizati ca proces ,al deducerii teorc-
melor .exclusiv prin. intermediul constructici introspective¥. Pentru inte-
legerea unel.propozitii matematice este nevoie de o intuitie intericara a
acestor. oblecte, procesul interior ramandnd totdeauna relevant, in timp
ce sistemul. formal este incidental, cu rol de auxiliar pentru activitatea
matematica autentic intuitionista. In Heyting [2, p. 42] avem cxpres,
exprimatd ideea ca ,un astfel de acompaniament lingvistic nu este o
reprezentare a matematicii, cu atit mai putin matematica insasi¢. Iar
intemeietorul intuitionismului, Brouwer [2, p. 70] afirma ca ,nici lim-
bajul obignuit, nici orice limbaj simbolic nu poate avea alt rol decit sa
serveascid ca un auxiliar non-matematic®. Heyting [1, p. 4] oferd urma-
toarea explicatie a atitudinii intuitionistilor fatd de limbaj: ,ambigui-
tatea fundamentald* a limbajului, faptul cid semnificatia unui cuvant nu
este suficient de precis fixati ca si excludi posibilitatea neintelege. i,
aceasta este ratiunea incertitudinii noastre privind relevanta sistemelor
formale In raport cu gindurile noastre matematice. Gandurile intelec-
tuale individuale sunt marcate de mintile noastre individuale, nu pot
fi transcrise pe hirtie, si de aceea niciodatd nu vom fi siguri ca sistemul
formal reprezinta constructiile noastre (matematice) interioare, ori toc-
mai aceastd constructie matematicd mentald conteaza realmente in mate-
maticd, conchide Heyting (1, p. 8].

Dacad in privinta programului intuitionist Wittgenstein nutreste o
anumitd simpatie, in ceea ce priveste fundamentele filosofice ale acestui
program, atitudinea lui a fost de totala respingere, critica lui vehementa
vizand in mod deosebit asertiunea intuifionisti ci esential in matematica
este ,starea mentald internd“, iar manifestdrile ei externe, ,acompania-
mentele lingvistice“, sunt irelevante. Referinia la stdri. mentale (auten-
ticele surse ale ontologiei matematice intuitioniste) nu oferd o baza
pentru ,obiectivitatea inferentei matematice®. Desi asertiunile wittgen-
steiniene nu sunt facute intr-un context polemic cu intuitionistii sau cu
alte filosofii ale matematicii, remarcile sale asupra ,relevantei imagi-
nilor mentale® pentru matematici sunt in mod cert in conflict cu ideea
intuifionistd a relevantei constructiilor mentale interne. Atacd ideea ci
nCriteriul intelegerii in matematicd il reprezinta faptul cd posedam
stari sau imagini mentale, ceea ce echivaleazd cu respingerea asertiunii
intuitioniste cd a cunoaste o propozifie matematicd, sau a face mate-
matici inseamnd si contempli o imagine (mentald) generatd de enuntul
propozitiei sau/si sa fii angajat in procesul constructiei mentale mate-
matice. Dimpotrivd, (Wittgenstein [2, 199]) pentru infelegerea in mate-
maticd fundamental este ca noi sd aplicidm ,corect* propozitia matema-
tici respectiva, si stim s-o folosim ; ,a Intelege o propozitie inseamné
a intelege un limbaj. A intelege un limbaj inseamnd a fi un master of
a technique®. Wittgenstein a negat cid inferenta matematici este un
proces care urmeazd conexiuni percepute intern dintre propozitii, o acti-
vitate specificd ce s-ar substitui intelegerii veritabile. Mai curdnd, infe-
renta este un mod simplu de ,writing down® o propozitie dupa alta
propozitie, si s facem aceasta in mod corect, aici acest cuvant nefiind
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definit in termenii starilor interne (conform doctrinei intuitioniste) ci
in termenii comportamentului colectiv al celor care folosesc ,regula®.

yTeoria imaginii mentale a ingelegerii, specifica intuitionismului,
este sever criticatd in remarcile 138—184 din Wittgenstein [2]. Argu-
mentul wittgensteinian este centrat pe ideea ca ,imaginile mentale“ nu
sunt nici necesare, nici suficiente pentru a explica ,intelegerea® noastrda
a propozitiilor matematice, a matematicii insdsi; invoca imposibilitatea
unei ,stari mentale unice“ conexa intelegeri unei propozitii matematice,
c3 de fapt imaginea sau tabloul (picture) mental nu garanteaza infelegerea
noastrd a unui cuvant, propozitie etc. si cd este necesard ,aplicatia®
imaginii. Imaginea si aplicatia sunt diferite, si dacd imaginea poatc
semnifica lucruri diferite, atunci ea nu poate fi deci suficientia si ne
dea semnificatia cuvantului si nu poate fi deci suficienta pentru inte-
legerea lui. Cand invatam sirul numerelor naturale, aparitia unei ima-
gini mentale rdmane irelevanti pentru intelegerea acestui concept. In
Wittgenstein [2, 146] citim referitor la intelegere : ,intelegerea insasi
este o stare care este sursa uzului corect®. Prin urmare conceptia wit-
tgensteiniand in problema Infelegerii este aceasta: ,aplicatia este un
criteriu al intelegerii®. Starea internd presupusi a fi sursa aplicatiei va
fi ceva asemdinitor intuirii (grasping) unei formule algebrice, formula
avind in sine mai mult decat o aplicatie. Atunci cdnd apare o imagine
mintald, in absenta unei aplicatii, nu dispunem de un criteriu suficient
pentru intelegere. Dacd sunt posibile mai multe aplicatii, trebuie si
avem un mod de a determina care este aplicatia corectd; tocmai uzul
public actual despre ce se imagineazi, reprezinti criteriul pentru o
aphcgtle corectd, In timp ce stirile mentale prin ele insele nu sunt
suficiente pentru, si spunem, intelegerea umei formule. Mai mult, chiar
dacd admitem ca tabloul, imaginea (the picture) joacd un rol in intele-
gere, nu este necesar sid fie o imagine mentald, cu alte cuvinte este
neimportant dacd apeldm la imaginatie sau la un model ce sti in fata
noastra (afirma Wittgenstein [2, 141]). Wittgenstein considera drept
criteriu al infelegerii nu ,starea internd“ ci ,comportamentul®, de unde
etichetarea conceptiei sale ca behaviorism. Cunoasterea noastrd vizuta
ca un aparat dispozitional intern ar putea si ne explice manifestarile
comportamentale ale cunoasterii noastre. Dupa Wittgenstein o explicatie
a aparentelor comportamentale invocind ipoteza unui ,aparat interior
ascuns’ nu este convingdtoare, deoarece rdmine legitimd intrebarea :
cum putem sti ca starea internd identificatd reprezintd intelegerea ?
Chiar dacd am gasit ceva (mental) care s-a intdmplat in toate acele
cazuri de intelegere — de ce acest proces ar trebui si fie infelegere
(Wittgenstein [2, 133]: poate fi alt acompaniament mai degraba decat
intelegerea. In aceeasi lucrare citatd, Wittgenstein aratd cd aceastd
incuncdturd (the muddle) este relevatid de confuzia noastrd privind posi-
bilitatea observirii -directe a intelegerii, cdci cum poate fi ascuns pro-
cesul de intelegere cind noi spunem: ,Acum eu inteleg deoarece am
inteles !“ Concluzia wittgensteiniand este ci intelegerea nu este exact o
stare mentald care std in spatele aplicatiei corecte, s& spunem, a for-
mulelor matematice. Intelegerea este dcveditd prin capacitatea de a face
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ceva, iar criteriul infelegerii este comportamentul public al celui ce
intelege ; intelegerea este invederatd de aplicatii proprii, altfel spus,
sintetic, cunoasterea inseamnd a face.

Si in problema inferentei matematice, remarcile wittgensteiniene vin
in conflict direct cu asertiunile intuitioniste, deoarcce in timp ce intui-
tionistii considerd ,inferarea® o activitate mentald speciald, un proces
mental care urmeazid conexiunea dintre premise si concluzie, Wittgen-
stein o analizeazd in termeni comportamentali. El respinge ideea ca
inferenta este un proces intern inaccesibil observatorului, considerand-o
Swriting down® o propozitie dupd alta conform paradigmei acceptate.
In Wittgenstein [3, I 6] afirmi cd inferarca este o activitate specifics,
un proces in mediul intelegerii... ;0 tranzitie de la o propozitie la alta
via alte propozitii®; poate fi prezent un acompaniament mental al aces-
tui proces inferential, dar acest aspect este neesential. In Remarci...
Wittgenstein insistd asupra naturii inferentei in termenii: ,infercnta
este fundamental o derivare a unei propozitii din alta conform unei
reguli ; aceasta poate si se produci pe hartie, oral sau in cap* ; aparitia
unei stari mentale particulare este total irelevantd pentru procesul infe-
rentei matematice.

Imaginile mentale si constructiile mentale invocate de intuitionisti
dupa o fundare pentru inferenta matematicd sunt contestate, cel putin in
spirit wittgensteinian, dacd nu criticate, deoarece nu oferd un mod pen-
tru a decide dacad inferenta efectuatd este corectd. Witigenstein a sus-
tinut cd matematica cste normativd si acest lucru se constatd usor citind
Remarcile, observatiile consacrate conceptului de reguld, conformititea
cu regula raméanind in viziunea sa criteriul corectitudinii inferentiale.
In viziunea intuitionistilor, o inferentd este corecti daci corespunde
procesului mental interior, regulei aprehendate intern. Dar, deoarece
noi nu suntem siguri ca sistemul formal extern constituie o reprezentare
adecvata a procesului mental interior, nu avem nici certitudinea ca
inferenta exprimatd (public) coincide cu cea interioard. Dupid o inter-
pretare, dacid noi impartisim punctul de vedere al intuitionistilor
in aceastd problemd, adici acceptim .starea interioard“ mentald ca
criterin a ceea ce este corect in matematici, noi nu vom sti intr-un caz
dat daci rdspunsul este corect ; dupd Wittgenstein aceasta va fi sfarsitul
matematicii. Dificultitile generate de adoptarea pozifiei intuitioniste
sunt chiar mai grave ca cele care le comporta acceptarea platonismului,
sl accasta datoritd posibilitatii aprehendarii diferite a ceea ce a fost
aprehendat. Tn Wittgenstein [3, II 69] posibilitatea determinarii lui
»Wrong-right* (corect-incorect) devine problematicid, dacd, de exempluy,
nu se respectd ca ,multiplicarea corectd este pattern-ul in care toti
lucrdm la fel nu dispunem de determinatia a ce este corect. Cum mai
spune (in Wittgenstein [3, V 24] : ,calcularea corecti* nu inseamni cal-
cularea cu infelegere clard ci inseamna calculare ca aceasta; un ,pas
inferential corect“ isi are temeiul si criteriul nu in procese interioare
(intuitioniste) ci in rezultate publice (overt results), incat criteriul lui
corect si gresit rezidd in (sau este bazat pe) comportamentul colectiv al
utilizatorilor regulilor inferentei matematice. Deci, yacordul (agreement)
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public®, si nu ,stdri mentale private®, este esential si relevant in mate-
matici. In ultimi analizd, polemica presupusd, deschis declarati sau
subjacentd, a lui Wittgenstein cu intuitionistii este axata pe doua ,con-
cepte-pivot :  intuitia si limbajul, despre care a scris incd In Tratat
(6.233) : intuitia este intr-adevar necesara pentru probleme matematice,
dar aspectul public al matematicii este realizat de limbaj, o conceptic
mai ponderatd decat a adversarilor sidi in acest eontext, dar, desigur, nu
se poate ignora o anumitd ,favorizare“ a celui de al doilea concept
(limbajul).

Wittgenstein a respins metafizica si epistemologia intuitionistd, dar
dupa unele interpretari, el si-a insusti mult din acestea si chiar a fost
considerat, uneori, ,intuitionist*. El are comun cu intuitionistii idei ca
respingerea ideli realitdtii matematice independentd de orice gandire,
matematicienii fiind descoperitori ai unor entitd{i pre-cxistente (anti-
platonism, anti-logicism); Wittgenstein a considerat ca agentul uman
cste determinant In matematicd, o idee cu puncte de contact cu cca
brouweriand a subiectului ,care gdndeste”, ,care creeazd, matemati-
cianul fiind un creator si nu un descoperitor, el cautd noi cdi infcren-
tiale si nu urmeaza fidel conexiuni predeterminate (in mod platonician).
A avut o anumitd neincredere in demonstratiile non-constructive si
puternice rezerve privind valabilitalea universald a terfului exclus,
puncte de simpatie a doctrinei intuitioniste. El a impartasit convingerca
intuitionistd despre caracterul neesential gi irelevant al ,demonstratiilor
de conssistentd® ca si credinfja cd matematica nu poate fi fundati pe
logica.

Dar Wittgenstein a respins fundarea filosoficd a credintelor intuitio-
niste (inclusiv a celor acceptate de el) sustinidnd ideea irelevantei. starilor
mentale si a constructiilor interioare. Pentru el criteriul cunoasterii si
intelegerii matematice ramane uzul public ol regulilor, manifestirile
externe sunt baza inferentelor matematice corecte si proceselor interioare
inaccesibile i de aici §i importanta acordata linibajului matematic, ca de
altfel oricarui limbaj, ceea ce face din Wittgenstein unul dintre inteme-
1etor11 rem’arcablh ai _leosofzez linguistice. 5

-3.3. Wittgenstein versus formalism

Daci cineva gaseste mai satisfacdtoare conceptiile constructiviste
asupra matematicii, atunci cidnd le compard cu cele platoniste, atunci, ca
o consecintd a acestei atitudini, ar trebui sd renunte la o parte semnifi-
cativi a matematicii clasice. Dar ce se poate face din punct de vedere
constructiv cu aceastd matematicd clasicd ? I se poate da un sens con-
structiv, o justificare constructivd ? Este intuitionismul unica posibild
dezvoltare constructivistd a matematicii ? Existd forme mai slabe de
constructivism ?

Alaturi de logicism si intuitionism existd un al treilea yeurent- pro-
gram® in filosofia matematicii, este vorba de formalismal 1u1 D. Hilbert,
care a incercat sd investigheze si alte posibilitati de expunere si .dezvol-
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tare a matematicii. Posibilitatea investigatd de Hilbert si scoala .sa
(Bérnays, Ackermann, Herbrand, von Newmann) a fost inspirata de feno-
menul real al formalizdrii, desi nu complete, a matematicii.. Odata ce
matematica este formalizata exista posibilitatea dc a face abstractie de
semnificatia fixata, atribuitd enunturilor clasice si de a considera combi-
natiile de simboluri si formulele in sine. De exemplu, demonstratia unei
anumite teoreme In sistemul axiomatic ZF" (Zermelo-Fraenkel) poate acum
sa fic reprezentati ca 0 ,configuratie® de simboluri conform anumitor
reguli. Conceptele de care ne servim apar{in matematicii finitiste (fini-
tare), bundoara consistenta sistemului formal este ardtatd prin propo-
zitia cd nu putem avea o configuratie care este o demonstratie cu pro-
prietatea cd nu va avea a last line de o anumitd formé&, de exemplu
A & ~ A. Desi in studuil matematic noi facem abstractie de interpretarea
intentionatd a sistemului, o folosim ca ghid privind chestiunile care sunt
interesante.

Matematica clasicd este prin excelentd platonistd; Hilbert a vrut,
apeland la formalizare, sa-i ofere fundamente ferme, consistenta forma-
lismului, in care urma si fie ,turnatd® matematica clasicd, se intentiona
sa fie asiguratd prin ,mijloace finitare“. Acum se opera cu sistemul
formal care reprezenta un sistem de enunturi si In acest context pro-
blemq consistentei are sens. Dacd conceptiile platoniste se caracterizeaza
printr-un pregnant caracter nedeterminat introducerea lor se face in
enunturi conform unei analogii cu enunturi ,reale®, finitare, scopul fiind
pastrarea nofiunilor de adevdr si fals si a legilor logicii. Interesul lui
Hilbert pentru problema consistentei a fost motivat de faptul ci mate-
matica platonistd este o ,exrtensie“ a extrapolarii plecind de la mate-
matica finitistd (conform ,The Encyclopedia®, p. 206). Formulele for-
malismului incorporeazd anumite notiuni combinatoriale elementare si
exprima ,elementele reale”, in timp ce enunturile ideale (analogul ele-
mentelor ideale din geometria proiectivad) au rolul de a produce ,rotun-
jirea“ constructiilar, simplitate, elegantd etc. Relatiile deductive au loc
intre  enunturile reale“ si este dezagreabil si chiar indezirabil si iden-
tificAm o formuld a sistemului, constatati falsi, prin calculare, si totusi
demonstrabila. In demonstratiile de consistenta trebuie si aratim ci nu
se intdmpld asemenea. cazuri. ,Astfel, presupunem ci noi extindem
teoria recursivd a numerelor liberd de cuantificatori addugand cuantifi-
catori si poate cuantificatori de ordinul al doilea. O demonstratie a con-~
sistentei sistemului care rezulta va ardta cd nici o formula numerica
falsi (enuntind o relatie recursiva a intregilor particulari) nu va fi
demonstrabili. In fapt va produce o demonstratie constructiva a oricarei
formule a sistemului original demonstrabild in extensie, in acest sens
aritind uzul elementelor «ideale» ca eliminabil. Deoarece Hilbert a
schitat ci multe rezultate ulterioare relevante pentru intelegerea mate-
maticii nonconstructive dintr-un punct de vedere constructivist pot fi
obtinute din demonstratii de consistentd* (The Encyclopedia, p. 206).

Hilbert .a fost intens preocupat de problema fundamentelor mate-
maticii, el dorea o.rezolvare ,o datd pentru totdeauna“ a acestor ches-
tiuni, care in ultima analizi insemna asigurarca unor baze ferme, solide
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metodelor platoniste. In acest sens el spera codificarea matematicii (sau
cel putin a analizei) intr-un singur sistem formal, iar consistenta acestui
sistem sa fie demonstratd prin metode elementare nechestionabile. Dupa
cum se stie Godel si-a publicat teoremele de incompletitudine in 1931,
aveniment care a produs o profundid dezamaigire In scoala lui Hilbert.
Accastd directie in investigatii fundationale a continuat sd produca
rezultate, experienta in domeniu indicand limitdri ale formalismudui;
rezultate importante s-au obtinut chiar in teoria finitista a demonstratiet.

L. Wittgenstein a respins orice sistem de obiecte mentale, sau dc
obiecte abstracte, matematice si a fost mai curdnd in consens cu Hilbert
ca matematica are ca subiect propriu semnele, inferenta matematicd
fiind definita ca transformare, chiar manipuiare de semne, 1ar adevdrul
matematic fiind tratat in termenii demonstrabilitatzi in caarul sistemu-
lui formal respectiv. Ca si formalistli a fost interesat ae exemple si
proceduri finitare, si a suspectat si a cerut prudentd privind folosirea
tertului exclus si apelul la demonstratii neconstructive.

Dar simpatia lui Wittgenstein pentru semmne si limbaj nu coincide
cu doctrina formalistd, in acest sens el respingdnd considerarea mate-
maticii ca ,manipulare de simboluri fdrd semnificatie, opunindu-se
,mecanizdrii matematicii, in acest punct intdlnindu-se de aceeasi parte
-a baricadei cu intuitionistii ; a respins tratarea inferentei matematice ca
procedurd mecanicd, automata, indenendentd de subiectul uman. Rele-
vanta ,agentului uman® in conceptia lui Wittgenstein in contextul evocat
al formalizérii matematicii priveste definifia sistemului matematic, care
nu trebuie definit in termenii axiomelor si regulilor ci definitia trebuie
sid tind seama de aspectul cum sunt folosite regulile, cum oamenii pro-
duc infernte, o teoremd se considerd demonstratd dacd a fost acceptata
de cei ce agreeazad asupra sistemului formal respectiv. Antipatia fatid dc
relevanta demonstratiilor de consistentd il separd pe Wittgenstein dec
formaligti, cumn de altfel i1 desparte de ei considerarea inferentei ca un
wSimplu si pur joc de simboluri“, cum reiese din urmditorul citat din
Johann von Neumann [2, p. 51]: ,noi trebuie si privim matematica
clasicd ca un joc combinatorial jucat cu simboluri primitive®, aici sim-
bolurile primitive n-au semnificatie intuitiva, fiind definite implicit prin
axiome si reguli. Formalistii atribuie confinut intuitiv numai ,aritmeticii
finitare“, in timp ce enunturile despre infinit sunt structuri ideale care
n-au semnificatie reald si propozitiile logicii sunt vide de semnificatie,
cum spune Hilbert (Despre infinit) ,formulele calculului logic sunt’
enunturi ideale care nu semnificA nimic in ele insele®. Wittgenstein
[3, II 67] [3, II 34] considerd cd aceastd conceptie este un non sens :
smatematica nu este un simplu joc, propozitiile matematice nu sunt
pozitii intr-un joc“, matematicianul care joacd un joc nu inferd. Asadar,
semnele logicii si matematicii nu sunt lipsite de semnificatie cum afirma
formalistii, simbolurile acestor stiinte au o semnificatie in afara siste-
mului axiomatic, de exemplu ,constantele au o semnificatie in limbaj,
aplicatiile familiare ale lui ,V% si  ,~% sunt relevante in acest sens si
demonstratia capédtd sensul si importanta ei pornind de la ele; prin
urmare eonceptele matematicii nu-si pot asigura semnificatia exclusiv
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prin definitii implicite. Inferentele matematice constau in transformari
ale semnelor, dar aceste transformdiri au aplicatii importante, ceea ce lc
distinge de simplele misciri ale unui ,joc*, in sensul ci functia mate-
maticii rezidd in furnizarea formelor de inferentd care ne faciliteaza
contactul cu lumea materiald; desigur, dupa Wittgenstein, unele parti
ale matematicii nu au o explicatie imediata.

Dar atacurile wittgensteiniene mai importante vizcazi ceca ce se
numeste fundamentele programului formalist; pe scurt, formalizarea
teoriilor matematice si demonstratiile de consistentd ale sistemelor for-
male. In ceea ce priveste formalizarea, drumul gandirii wittgensteiniene
«ste contradictoriu : de la fascinatie (in prima perioadi) la contestai
sl negare in a doua perioadd, cea a ,jocurilor de limbaj“, a regasirii
wpatriei  limbajului comun (natural) de citre Hfiul risipitor*; si nc
qumai contestare si negare ci si indignare emotionala vehementa : un
limbaj care nu a crescut organic este nu numai nefolositor ci $i
despicable.

Mai tarziu enunturile despre limbaj din opera lui Wittgenstein av
fost gresit intelese ca enunturi despre limbajul formalizat simbolic. E:
era sceptic privind importanta limbajului simbolic in clarificarea si
corectarea confuziilor in limbajul obisnuit si in limbajul filosofic, pe
care In prima perioadd a evolutiei gandirii sale le considera cauza
puzzles-uri filosofice §i a pseudoproblemelor. Mutatis mutandis, este usor
sd deducem in problema noastrd ideca ncrelevantei sistemelor formale
pentru teoriile matematice.

Sa dezvoltdm mai pe larg a doua laturd a problemei, cea a demon-
stratiei de consistentd a sistemelor formale matematice. Si& remarcim
cd Wittgenstein [4] are ca obiectiv polemic tentativa formalistd de a da
matematicii fundamente prin calcul matematic. In Wittgenstein [4, 296]
scrie : nici un calcul nu poate decide o problema filosoficd. Un calcul
nu ne di informatii asupra fundamentelor matematicii. Trebuie sa dis-
tingem intre ,criza fundamentelor® ca problemd filosoficd si problemele
fundamentelor matematicii ca probleme matematice, In op. cit. 364 Wit-
tgenstein scrie cd in matematicd se pun numai probleme matematice,
non filosofice. Intre problemele matematice figureazi si problema mate-
maticd a non contradictiei In legdturd cu care Hilbert a pretins cd va da
o0 noud fundare a matematicii, vazdnd in propria sa meta-matematicd un
»tribunal®“ de control al fiecérei asertiuni matematice. Pentru Wittgen-
stein faptul cd Hilbert considera ,demonstratia® teoriei matematice ca
obiect al metamatematicii echivala cu construirea unui alt calcul, un
nou joc si nu un ,meta-joc% o matematicd si nu metamatematica. Vor-
bind sintetic Wittgenstein va critica ,din exterior tentativa hilbertiana
(in timp ce Gddel in 1931 o criticase, de fapt ii distrusese bazele ,din
interior), adica el nu se preocupa sd demoleze tehnic, matematic funda-
mentele pretentiei Iui Hilbert.

Referitor la aceastd problemd, si am numit problema demonstratici
consistentei sistemelor formale ale teoriilor matematice, este de facut
observatia ca Wittgenstein distinge eu claritate si intr-un mod intere-
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sant, intre ,contradictie® si ,ideologia meta-matematicd“ hilbertiand, al
carei ax obsedant a fost ,certitudinea™.” . = : S S

Vorbind despre contradictie in matematica, Wittgensiein {3, V 28]
ia ,in raspar* opiniile si conceptiile curente.despre caracterul ei malefic
privind ,certitudinea regald“ a aceslei stlinte. El se intreabd ce se
intampld atunci’ cind un nou fel de certitudine apare, diferitd de cea
obisnuitd cu care eram familiarizati ? S-ar putea ca aceastd aritmetica
continind acum o contradictie sd ne facd (eventual mai tarziu) bune
servicii. $i atunci nu este mai bine sd ne modificim conceptul de certi-
tudine, decat sd spunem cd aritmetica in cauzd este una improprie 7 La
unele interpretari, precum si cea a lui Turing, dupd care un calcul
contindnd o contradictie se dovedeste periculos prni aplicatii, Wittgen-
stein a rdspuns : presupuncm ci este o contradictie in calculul nostru
pc care n-am notat-o; scheletul (edificiul) construit facand uz intre
altele de calculul respectiv tine, nu se prabuseste. Este gresit calculul
nostru ? Sau presupunem cd edificiul cade prin concluziile calculului si
calculul este contradictoriu dar noi nu vedem contradictia in calcul si
tragem concluzii false... :

Wittgenstein, desigur, nu neaga faptul ci prezenta contradictiilor
intr-un sistem de calcul poate avea consecinte dezastrucase. Cum
remarcd Carlo Penco. [1, p. 141] Witigenstein nu neagd cd ,contradictia
possa creari problemi“, ci neagd ,che debba creare problemi“. .

Hilbert a afirmat cd demonstratia nonctradictiei este esentiald.pen-
tru matematica (e questione di vita o di morte !), contradictia logica este
inadmisibild ; dar calculul fari contradictii caracterizeazi o tehnicia a
noastrd particulard, o tehnica a limbajului pe care l-am privilegiat, pare
sd raspundd Wittgenstein ; si atunci de ce nu poate fi tolerati contra-
dictia ? Am putea imagina o tehnica lingvistici imaginara pentru carc
contradictia sd constituic un instrument teribil, spune Wittgenstein
3. V 8]. Eforturile lui Wittgenstein nu vizeaza delimitarea tehnica a
premisei matématice, a contradictiei logice. ,Tema (activitatea) noastra
nu este aceea de a gasi calcule, ci de a descrie situatia prezenta® (Wit-
tgenstein {3, II 81], adicid de a ardta legitimitatea ; ori, din aceastd pers-
pectivd, despre contradictie se poate spune ca este o confi_guratie a cal-
culului, admisibila ca si alte configuratii, a cdrei prezen{d nu distruge
calculul ci il transforma. Calculul nu devine ,fals¢ ci inutilizabil pentru
anumite scopuri practice, dar poate folositor pentru altele, remarca
Wittgenstein [3, III 78]. Si Wittgenstein [3, II 59, 57, 81, 78] indica posi-
bilititi de cercetare.a contradictiei urmarind scopuri diferite : din puner
de vedere estetic contradictia lui Russell poate fi consideratd ca o super-
propozitie care troneazia ca un monument asupra celorlalte- propozitii
ale sistemului, in limbajul comun contradictia nu este intotdeauna apre-
ciatd negativ (celebrul ,bel paradosso* al lui Diderot); intr-o comandi
sau decizie o contradictie produce o stupoare, indecizie, este scopul el
intr-un joc lingvistic; sau pentru unele exprimiri de genul in ,lumea
aceasta totul este incert% etc.

~ yPunctul de vedere antrbpologist“ “_al‘: lui -Wittgenstein 1-a condus la
reflectii -si remarci ._origin‘a_le definindu-1 si delimitindu-1- de cei care l-au
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inspirat in prima perioadid a evolutiei intelectuale (Frege, Russell,
Hilbert). Co T ‘ : '

El a uzat, poate ¢i a si abuzat, de fantezie pentru a sugcra posibi-
litdti imaginare ale lumii si vietii oamecnilor, apréciind viziunea lui
Frege si Hilbert despre calcul ca una relativd : ,Este sigur c¢id lumea nu
va vrea si calculeze in alt mod decit al nostru ?¢ ironia wittgensteiniana
de sorginte antropologistd sugereazd ,grade de incertitudine® cf. lui
G. Kreisel 1964. Increderea cd calculul necontradictoriu trimite la de-
monstratia noncontradictici este un element metafizic care se insinueaza
in gandirea matematica. Atacul wittgensteinian impotriva ,metafizicii
noncontradictiei nu este deci dccdt o parte a modului de a face filo-
sofie, observd Carlo Penco [1, p. 147].

Acum revenim la importanta demonstratiilor de consistentd din
punctul de vedere promovat de Wittgenstein. In Remarci.. II 82 sc
intreabd : cat de mult se castigd realmente prin descoperirea unei de-
monstratii de consistenta ? face ea mai demn de crezare sistemele noastre
(formale) ? Trebuie o demonstratie de consistenta... in mod neccesar imi
di o mai mare certitudine deciat eu o aveam fard ea ?%. De altfel o
demonstratie poate fi ea Insdsi defectuoasi si atunci poate spune ca un
inger bun va fi totdeauna necesar pentru ceea ce eu fac.

Campania atacurilor contra demonstratiilor de consistenti este una
in acclasi timp impotriva ideii formalizdrii, componentd preliminara in
cadrul programului formalist, menitd si asigure o fundare sigurd st
credibild a matematicii prin apel la iehnici logice absolut credibile care
evitd aparitia contradictiilor: dezastruoase. Si- cum punctul si aici este
»fundarea® matcmaticii trebuie si reamintim ci Wittgenstein credea ca
matematica nu are nevoie de nici o fundare, si, chiar daci ar avea,
caleulul logic nu poate servi acestui scop. Formalizarea logicd nu este o
cheie a fundarii pentru matematici, pentru cd nu semnele conteazd in
demonstratii ca instituiri wmane ci capacitatea demonstratiei de a ne
convinge despre ce este presupus si demonstreze. Proprietatea perspica-
citdtii rdmdne relevanta in context, demonstratia trebuind si aibe carac-
terul unui model.

Caleulul logic nussellian nu este convingitor, procedeul notatiilor
simbolice adesea prea lungi pot permite strecurarea erorii; comparativ
cu formalizarea logicd care nu are perspicacitate, calculul aritmetic ele-
mentar este perfect clar, poate fi luat ca criteriu al inferentei corecte
$i in timp ce demonstratiile russelliene nu sunt folositoare ca fundare,
el (calculul aritmetic) este mai potrivit acestei activitdfi (de fundare).
Mai general, logica cu fundarc a iniregii matematici nu lucreazd (Wit-
tgenstein [3, II 43]) si din cauza lipsei de survezabilitate, incat autorul
Remarcilor face remarca malitioasd & chiar atunci cind dispunem de o
demonstratie in calculul-Russell, logica este inci ,frills tacked on t»
the aritmetical calculuos“ (Wittgenstein [3, II 4]), deoarece calculul insusi
si nu formalizarea logicd conteazd drept criteriu pentru ce este demon-
strat. Remarcile critice la adresa sistemului lui Russell privesc deopo-
trivd orice tentativd de formalizare logici a matematicii, metodd con-

testatd principial de Wittgenstein care stiruie asupra relevantei agen-
75

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



tului uman in demonstratii, care devin folositoare numai intruciat sunt
acceptate de fiinte umane (semnificatia antropologistd este evidentd). De
pe aceastd pozitie este respinsa ,ideea mecanizdrii matematicii, a modu-
lui sistemului axiomatic* (Remarci V 9). Operatiile masinii, inferentele
automate nu sunt, in aceasti perspectivd, autentic matematice ; aceasta
perspectiva este cunoscuta In literatura de specialitate ca teoria beha-
viorald sau antropologici a inferentei matematice, centratd pe impor-
tanta agentulul uman, in legaturd cu care se recunoaste actiunea decisiva
a acestuia In cele mai simple proceduri matematice. Se apreciazid ci
din acest punct de vedere Wittgenstein a fost prea putin influentat de
wrevolutia® calculatoarelor.

Desi sunt unele asemanari intre concepfia lui Wittgenstein si cea a
formalistilor cum ar fi relevanta semnelor externe ale matematicii, in
contrast cu relevanta proceselor mentale interne sustinuti de intuitio-
nisti, acelasi Wittgenstein respinge ideea cd matematica este manipulare
a semnelor fara semnificatie ; uncori el sustine cd matematica nu estc
despre nimic, nici chiar despre semne, ci ea constituie paradigma infe-
rentei ; o inrudire cu formalistii ar reprezenta relevanta exemplelor
elementare ceea ce i-a atras considerarea de finitist, o emblemi contes-
tatd de Charles F. Kielkopf [1, p. 34] unde se consemneazid cad interesul
lui concentrat asupra procedurilor finlare nu este bazat pe credibiltatea
lor superioard. Il leagd de formalisti negarea entitatilor matematice
mentale sau abstracte si  transformarea semmnelor
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4. L. WITTGENSTEIN, ANTI-FILOSOF AL MATEMATICH ?

Intrebarea provocativi din titlul prezentului capitol (ca de altfel si
din titlul lucrérii) ar putea genera mai multe scenarii posibile de abor-
dare. Aici urmdm un demers al cercetirii aderent la trei planuri:

i) raportarea lui Wittgenstein la componentele «cercetdrii funda-
tionale» — a) matematica, propriu-zisi, b) fundamentele matematicii,
c) meta-matematicd, d) filosofia matematicii, e) filosofia generald,
ij) probleme si concepte tipice filosofiei matematicii in viziunea lui
Wittgenstein ; iii) examinarea «declaratiilor» proprii ale lui Wittgen-
stein si ale exegetilor sdi si articularea semnificatiilor ,detectate* in
formularea unei «opinii-rdspuns» la intrebarea lansata.

4.1. Wittgenstein si conceptul de matematica

Wittgenstein a fost criticat pe drept, dar si pentru ci nu a fost
corect inteles. Conceptul wittgensteinian de «matematicd» ar putea fi
cu dificultate caracterizat : concept «fluu», «fuzzy» etc. Cateva aser-
tiuni wittgensteiniene sunt, credem, relevante: ,Matematica nu este
un concept delimitat.. Matematica este un amestec pestrit (mothley)
de tehnici de demonstratie® (Wittgenstein [3, IV 46]); sau:  Mate-
matica este, apoi, o familie“ (Wittgenstein [3, V-26)).

De altfel, lectura atenti a Remarcilor asupra fundamentelor mate-
matici induce imediat, desi subtil, ci nu trebuie si asteptidm definitii
ale matematicii si nici ,alterari“ ale modului in care este actual facuta
matematica, cum ar fi re-facerea (re-doing) matematicii in limbajul
ideal si tehnicile logicii simbolice. Telul lui Wittgenstein a fost si
inteleagd matematica «cum este actual facuta-. Unii comentatori ai
lui, ca de exemplu Ch. F. Kielkopf [1], afirmd c& Wittgenstein n-a
vrut si spuni ci ce este acum ficut (in matematicd) este sau nu real-
mente matematicd ; el a vrut sd infeleagd ceea ce «matematicienii fac
acum». Si, chiar mai mult, dacdi matematicienii vor face «ceva~ diferit
in viitor, va fi menirea filosofilor acelei perioade sd inteleagd ce fac

i
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matematicienii lor. Asadar, impresioneazi <nsistenta cu care Wittgen-
stein accentueazd asupra unor concepte (sau termeni, expresii): «inte-
legere filosoficd» a «matematicii asa cum este acum», «si ldsim mate-
mabica asa cum este», cici dacd noi o schimbam, atunci vom studia
altceva, obtindnd o intelegere irelevanti a matematicii. Asemenea
reflectii sunt prezente si in Investigatii Jilosofice si le vom analiza
vorbind despre alte componente ale cercetdrii fundationale — filosofia
matematicii si «filosofia  generald», in conexiunea lor interactivid cu
«matematica», dar si cu <«fundamentele matematicii> si «meta-
matematica».

Dar cea mai controversatd, disputatd asertiune a lui Wittgenstein
este ci ,matematica este calculare (calculating)“. Dacd «a face mate-
maticd», ,decupatd“ din mai extensiva propozitie «matematica este ceea
ce matematicienii fac acums, este relevantd pentru specificul matema-
ticii, atunci a face matematici inseamna a demonstra o teoremd mate-
maticd, sau a calcula valoarea unei functii. Atunci, interpretarea
«caleuldrii» wittgensteiniene poate s& nu mai fie peiorativa, deoarece
in mod obisnuit «calculare», poate apartine matematicii pure, tot atat
de mult ca si demonstrarea teoremei fundamentale a aritmeticii. Tre-
buie privitd calcularea, in spirit wittgensteinian (exemplul dat este
15 X 13—=195), ca o parte importantd a matematicii nedplicabile, pure.
Interpretarea conceptului  wittgensteinian, de matematica, in sensul
reducerii acesteia la «proceduri de calculare~», impéartasita de A.R. An-
derson [1], stirneste, in mod evident, putind simpatie pentru majori-
tatea matematicienilor care nu regisesc, sub acest concept reductiv de
matematicd, algebra abstracti si teoria jocurilor, dar si alte discipline
si ramuri ale acestei stiinte.

S-a vorbit despre eroarea lui Wittgenstein de a identifica «mate-
matica» cu «calculul» ca despre o eroare cd o intelegere filosoficd a
calculdrii, atat aplicate cit si neaplicate, oferd, in final, o intelegere
filosoficd a intregii matematici. Dar Ch. F. Kielkopf [1] opineazd pen-
tru o intelegere mai tolerantd a conceptului wittgensteinian de «mate-
maticd», un punct de vedere concordant cu cele mai multe asertiuni din
lucririle lui Wittgenstein, Una dintre acestea (Wittgenstein [3.IV 16]),
dar si altele, afirmd cd matematica este un «mod de formare a con-
ceptelor». Wittgenstein a vorbit despre un «solid core» al matematicii
pentru toate aceste formatii conceptuale, ca un criteriu ce le-ar conferi
smarca® de «productii matematice». Acest «solid core» wittgensteinian
al matematicii nu contrazice caracterizarea autorului Remarcilor, con-
form careia matematica este un mothley de tehnici de demonstratie, ci
mai curand, cum observd Ch. F. Kielkopf [1], releva -alti «fatetd- a
gandirii matematice, ,inspirati* dintr-una din diversele ramuri ale
matematicii ; aceastd perspectivid oferd o generoasi intelegere filosoficd
a celorlalte ramuri ale matematicii, in context obtindndu-se o recupe-
rare valabild a considerdrii matematicii ca un calcul, ca o calculare.
Din aceastd perspectivd, care are ca pivot solid-ul core al matematicii,
numai studiul atent si obiectiv al examinarii filosofice wittgensteiniene
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a” «calculdrii» si nu simpla focalizare a atentiei autorului Remarcilor
asupra acesteia ne permite sau nu aprecierea ei ca o eroare filosofica.

Ch. F. Kielkopf [1] avanseazd, cum spuneam, o intelegere mai
tolerantd a conceptului wittgensteinian de matematicd, constdnd intr-o
«intelegere mai liberd» a matematicii, ca fiind ceea ce matematicienii
numesc matematicd. Este un punct de vedere productiv in demrsul
de a reconstitui pertinent incercarile lui Wittgenstein de a obtine mult
dorita intelegere filosofici a matematicii.

Punctul de vedere interpretativ formulat de autorul citat se dove-
deste fructuos in descoperirea meandrelor gandirii wittgensteiniene
despre matematicd, mai cu seamd confruntat cu caracterizarea mate-
maticii ca un «concept de familie». Astfel, Wittgenstein [3, V-26]
afirma : ,Matematica este, atunci, o famiile ; insd aceasta nu inseamna
cd nu vom sti ce este incorporat in ea“. Matematica este un ,concept
de familie“, in sensul in care «jocul» este un concept-familie, fapt notat
in Investigatii filosofice. Wittgenstein [2] scrie: ,S4 consideram, de
exemplu, demersurile pe care le numim jocuri. Mi refer la jocuri dis-
tractive, joouri de cdrti, jocuri cu mingea, jocuri climpice s.am.d. Ce
au ele, toate, In comun? Sa nu spui: ,Trebuie si aibd ceva comun,
altfel nu s-ar numi «jocuri», ci priveste si vezi daca existd ceva comun
tuturor. Caci dacd le privesti nu vei vedea nimic comun tuturor, ci
asemdndri, inrudiri si o multime de asemenea lucruri. Sd repetim : nu
gandi, priveste. Priveste, de pildi, la jocurile distractive cu multiplele
lor inrudiri. Acum treci la jocurile de carti; aici vei gdsi multe cores-
pondente, cu cele din primul grup, dar multe trasituri comune dispar,
apdrand altele. Cand trecem apoi la jocurile cu mingea, mult din ceea
ce era comun ramane, dar se si pierde mult (...). Si rezultatul acestei
examindri este : vedem o retea complicatid de asemanari complete, alteori
asemdandri de detaliu®. Wittgenstein [2] referindu-se la aceste asema-
nédri scrie: ,Nu ma pot gindi la nich o expresie mai bunia pentru a
caracteriza aceste asemindri decit aceea de «asemdanari de familie» ;
cdcl variatele asemandri dintre membrii unei familii : statura, trasa-
turile, culoarea ochilor, mersul, temperamentul etc., etc. se suprapun
partial si se incruciseazd in acelasi fel. Si voi spune ci jocurile for-
meaza o familie*. $i mai departe citim: ,Si de pild3, tipurile de
numere formeazd o familie de acelasi fel. De ce numim ceva numar ?
Ei bine, poate cd are o inrudire directid cu mai multe lucruri care au
fost numite pand acum numere®.

Este vizatd aici metafora esentialistd a «sdmburelui comun-», care
traseazd ferm limitele unui concept. Wittgenstein contrapune acestei
conceptii propria sa idee despre «conceptul-familie», pe care aplicat
mai intdi la notiunea de joc, numdr, il extinde apoi la conceptul de
«matematicd». Un concept este un «concept-familie» dacd nu dispunem
de o caracteristici necesard care traseaza limitele conform céarora enti-
tatile, lucrurile apartin conceptului respectiv. In particular, referindu-se
la matematics, aceasta inseamna ci nu putem identifica o caracteristica
comuni a ceva care este acum, numit matematica, caracteristicd care
sd aiba rolul de conditie necesard pentru entitatea care este numita
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matematicd. Intri in conflict caracterizarea matematicii ca un concept-
familie cu asertiunea existentei unui «solid core» pentru matematica ?
Nu existd o incompatibilitate intre aceste doud caracteriziri conceptuale
ale matematicii, deoarece, scrie Ch. F. Kielkopf [1], ceea ce oamenii
numesc acum matematici poate fi astfel numit fard si existe o con-
ditie necesari pe care ei s-0 foloseasci sd numeasci acest ceva mate-
maticd. Activitatile matematice, ca si jocurile si numerele, au niste
asemdndri de familie, in virtutea carora le incorporiam in ceea ce
numim matematici, dar nu au o trisdturd esentiald, comund, in virtu-
tea cdreia le apreciem astfel. Dintr-o asemenea perspectivd, noi nu
stim ce se va numi in viitor matematicd, pentru cd activitatile consi-
derate matematicid peste 500 de ani nu vor avea caracteristica comuna
gasitd de noi la sfarsitul mileniului al doilea. Atunci vom avea nevoie
nu numai, de o noud filosofie a matematicii, ci si de o noud definitie
a matematicii. In aceastd perspectiva orice filosofie a matematicii este
dependentd de ce este matematica la vremea respectiva, in ultimi
analizd dependentd de definitia matematicii, operantid in acea perioada
in intelegerea filosofici a ceea ce efectiv vor face matematicienii
atunci. Asupra acestui subiect nu ne pronuntim noi ci filosofii peri-
oadel respective.

Dar cand ne referim la conceptia lui Wittgenstein despre mate-
maticd, avem in vedere nu numai «matematica intuitiv creativd», in
expresia ei clasicd expusd in limba naturald (eventual, suplimentati
ou termeni tehnici) ci si «matematica formald», o realitate existentd
pe vremea lui Witigenstein prin contributiile lui Frege, Peano, Russell,
Whitehead, Hilbert si altii. F. Gonseth [1] distinge urmatoarele trei
orizonturi ale matematicii : matematica (propriu-zisd), matematicd
formald si meta-matematicd.

Insusi Wittgenstein [3, p. .155], referindu-se la ,invazia logicii in
matematicd®, scria cid ,orice vropozitie poate fi reprezentati intr-un
simbolism matematic, care ne obligd s3-1 intelegem... Desigur aceasta
metoda de scriere nu este nimic decit traducerea prozei obisnuite, vagi¥.

Asadar, limbajele formale, ideale ale matematicii (indeosebi cel din
Principia  Mathematica) erau o realitate si, cum am mai ardtat in
eseurile anterioare, insusi Wittgenstein in prima perioadd a evolutiei
gandirii sale (cea din Tractatus) era fascinat de ele, sub influenta lui
Frege si Russell. Acesta din urmd, cel care a aplicat teza logicistd in
reconstituirea matematicii scria : ,Faptul cd intreaga matematica cste
logici simbolicd este una dintre cele mai mari descoperiri ale epocii
noastre ; si cand acest fapt a fost stabilit, restul principiilor matema-
ticii constd in analiza logicii simbolice insdsi (B. Russell [1].

Necesitatea limbajelor formale pentru matematicd a mai fost ceruta
de standarele rigorii in aceasti stiintd, de exemplu, demonstratiile pot
fi redactate intr-unul din sistemele formale ale matematicii, s spu-
nem ale teoriet mulfimilor

Desi noi vorbim neformal, o putem face si in cadrul limbajelor
formale, dar atragem atentia asupra interpretarii intuitive a formalis-
mului, ceea ce sugereazd ideea cd sistemul formal intrebuintat are rolul
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unui limbaj. Referitor. la relatia dintre limbajul natural (plus unii ter-
meni tehnici) si sistemul formal ca limbaj ideal, cercetitorii averti-
zeazd ca in limbajul (fragmentul de limbaj) natural se specificd axio-
mele, regulile, se discutid interpretarea si se exprima cd pDp este o
teoremd a PM etc. Dar la nivel meta-matematic ne pot interesa unele
chestiuni despre natura sistemelor formale folosite, cum ar fi consis-
tenta, completitudinea etc. .

Concluzia este, cum observd H. Curry [1], A. R. Anderson [1], ca
sistemele formale nu sunt sisteme sid demonstreze lucruri «in interior»,
ele sunt si demonstrcze lucruri «despre» aceste demonstratii expuse in
limbajul natural, limbajul U, numit de Curry. A. R. Anderson admite
cd nu este imposibil si folosim sisteme formale ca limbaje. A. Church
[1] spune cid este un simplu accident istoric ci l'mba englezd arc o
sintaxd complicati si neregulati si ci am putea invdta de la nastere
un limbaj cu o structurd mai simpld, regulatd ca cea a limbajelor arti-
ficiale, Procedura, oricum, ne constringe la enuntarea unor reguli
semantice si sintactice explicite intr-un limbaj natural. Deci, morala
este nu atidt si ne Indreptdm citre sisteme formale cit o folosire mai
prudentid a limbajului neformal vechi, dupd modelul celui formal. Si,
oricum de limbajul natural nu scipam, in construirea celor formale,
dar numai in sensul consideratiilor expuse, ceea ce nu poate fi con-
cihat cu remarca lu Wittgenstein cd limbajul formal este 0o metoda
de scriere s1 traducere si nimic mai mult a prozei obisnuite vagis.
Este aici o sugestie care avertizeazd asupra paralelismelor nejustificate,
invocate de Wittgenstein, intre limbajele formale si limbajele naturale,
stiut flind cd contradictiile se dovedesc distructive pentru sisteme for-
male, dar nu si pentru limba naturald; in particular, argumentul lui
Epimenide nu are un efect dezastruos asupra limbii engleze. Iata de
ce Wittgenstein consideri ca evitarea contradictei de catre matema-
ticieni este ceva pervers; distrugerea calculului nu priveazi contradic-
tia de rolul ei rodnic in alt context, ne trebuie putini imaginatie in
acest scop.

Stim ci Wittgenstein a nutrit o aversiune deosebita fati de limba-
jele formale, rod al logisticii. De altfel R. Blanché [1] remarca faptul
cd limitarile interne ale formailsmului logistic sunt insotite de limi-
tiri externe si cid matematica, la care este adaptatd In mod special
logica matematici, nu este toatd stiinta, stiinta insasi nu este toatd
cunoasterea, cunoasterea nu este singura aotivitate in care se exercitd
facultatile spiritului, chiar si cele elementare. Acest fapt n-a ramas
fard urmari pentru filosofie. V. Tonoiu [1, p. 302] scrie : ,Cand vorbim
intr-un sens larg de ,meta filosofie logici¢ (analiza logica a discursului
filosofic) nu putem ignora — oricat de mari ar [i dezacordurile logicie-
nilor cu privire la ,frontiera® stiintei lor — ca existd azi un intreg
sistem de discipline logice (vezi G. Enescu [1]) ireductibil la logistica
zisi clasica si ca unele dintre ele sunt mai bine adaptate sau tind spre
0 mai buni adaptare la specificul demersului filosofic. Un interes deo-
sebit il reprezinti printre acestea, cercetirile de logica. naturala (,logica
reflexivi%) si mai ales de teoria argumentatiei. Ch. Perelman, care a
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contribuit intr-o mésurd considerabild la renagterea interesului actual
pentru tehnicile justificarii si argumentdrii, reproseazd filosofiilor care
iau ca model disciplinele stiintifice faptul cd nu rezerva nici un loc
ideii de decizie rezonabild. Orice filosofie care vrea sd {ie rationalista
si care nu pretinde a limita rationalul la evident, ,va trebui, pentru
a face posibili o oarecare tentativa de justificare rationald, si elabo-
reze in teoria sa, a cunoasterii normale, si si ofere criteriile unei
argumentatii convingatoare. O teorie generala a argumentatiei ni se
pare deci a trebui si constituie un prealabil la orice axiologie a actiunii
si gandirii« (Perelman, Ch. [1]).

Sa incercdm acum si strangem intr-un manunchi unele dintre
vederile lui Wittgenstein despre matematica.

Matematica este ,0 tehnicd de transformare a semnelor..“. cadru
de ,forme de inferente“; ,este necesar si vedem cum efectudm infe-
rente in jocul de limbaj¥, inferenfa eliminad elementul reflexiv; pro-
pozitiile matematice sunt opuse celor empirice, pe de alti parte Wit-
tgenstein relevi, in diferite ocazii, aplicabilitatea matematicii, in special
a aritmeticii, care se bazeazi pe conditii empirice, Wittgenstein res-
pinge tendinta de a considera aritmetica drept ,istoria naturala a do-
menjului numerelor« si declara ,alchimie matematica“ considerarca
enunturilor matematice ca relevante despre obiecte matematice. Mate-
matica insdsi conferd semnificatie semnelor. Axiomele matematice nu
sunt newtoniene. Cand vorbim despre esentd notim o conventie. Adan-
cimii esentei trebuie sd-i corespunda o adancime a conventiei. Demon-
stratia este o procedurd care ne constrdnge. Imaginatia ne invatd, aici
imaginatia are rolul intuitiei. Wittgenstein nu priveste intr-un mod
uzual aritimetica, din care ia cele mai multe exemple ; el are in vedere
teorii asupra fundamentelor aritmeticii si nu aritmetica insasi, s.a.m.d.

Oricum, raméne un fapt cert cd cei mai multi autori considera ca
pentru Wittgenstein ,matematica“ inseamnid ,proceduri de calculare,
si cd sub acest concept nu regisim algebra abstractd si teoria jocu-
rilor (A. Anderson [1, p. 482]). De asemenea, G. Kreisel [2] observa
cd unele contributii -ale lui Wittgenstein t{in de aria matematicii proce-
durilor elementare. Si P. Bernays [2] constata cd Wittgenstein s-a
preocupat aproape in exclusivitate de matematica elementara. Wit-
igenstein in mai multe locuri se referd la aplicatia conceptelor médte-
maticii (si In acest sens a spus cd conceptul de infinit nu are nici o
aplicatie 'si deci i-a contestat statutul de termen matematic legitim)
si in consecintd a lisat posibilitatea interpretirii ci el nu a considerat
matematica purd ca matematicd autentica. In ceea ce priveste ,proce-
durile de calculare“, interpreti ca Klenk considerd ca Wittgenstein a
respins interpretarile mecanice ale inferentelor matematice. El nu a
privilegiat procedurile mecanice finitare in matematici, el nu a luat
ca definitive operatiile masinii, rezultatele lor matematice. Pentru el,
omul, matematicianul este cel care trebuie sid accepte sau si respinga
rezultatele masinii, el decide ce este considerat ca matematica finitara
sau nu, §i deci masina nu are un statut special, si nici procedurile: ei.
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Matematicianul, si nu masina, decide ce noi trebuie si consideram
a fi o teoremd matematici si acordul matematicienilor asupra rezuil-
tatelor operatiilor matematice garanteazi adevirul matematic, ca si
depozitarea teoremelor in arhive,

Erorile in interpretarea conceptfiei lui Wittgenstein despre mate-
maticd sunt datorate, pe de o parte, unor formuliri excentrice, dertitante,
prezente in lucrdrile lui, dar si faptului ca in loc si fie citite unele
afirmatii wittgensteiniene in contextul general al conceptiei sale, mai
curdnd au fost absolutizate prin scoatere din context.

4.2. Wittgenstein si fundamentele matematicii

Wittgenstein [3, II-90] noteazd : ,Eu nu am facut incd clar rolul
calculirii gresite. Rolul propozitiei : «Eu trebuie cd am calculat gresits.
Aceasta este intr-adevar cheia pentru o intelegere a «fundamentelor»
matematicii. Interpreti importanti ai filosofiei matematicii a lui Wit-
genstein, ca Ch. F. Kielkopf [1], aseazd aceste randuri drept motto la
lucrarea lor de exegezd a operei filosofului, considerdndu-le puternic
clarificatoare cu privire la ceea ce credea autorul Tractatus-ului si
Remarcilor despre fundamentele matematicii. '

In ultima perioadd in literatura din domeniul filosofiei matematicii
se discuti din ce In ce mai analitic despre structura «fundamentelor
matematicii» si ma refer expres lu lucrdrile lui Kreisel [1], Henkin
[1], Mehlberg [1] si altii; un subiect incitant care ne-a preocupat in
lucrérile noastre (Turlea [1] [3]) in intentia explicitd a situdrii funda-
mentelor matematicii in contextul ,cercetdrii fundationale a matema-
ticii“, dar si privind structura acestora. Daci G. Kreisel [1] insistd
asupra distinctiei »fundamente matematice — fundamente logice«,
Henkin pune accentul pe «fundamente matematice» pentru matematica,
estompand, parcd, distinctia lui Kreisel ; dar accentul pus de Henkin
pe fundamente matematice, este mai sigur o replici la fundamentele
ortodoxe, traditionale — «logiciste, formaliste, intuifioniste» — despre
care am spus (Turlea [1]) cd dincolo de aspectul lor metodologic —
metamatematic, ele au o naturd filosoficd, incat le putem numi ,funda-
mente filosofice®. Ideea lui Mehlberg [1] de ,formalism metafizic® —
(in" alte scrieri, in special de filosofia fizicii (Martin Strauss), avand
ca echivalent ,formalism ontologic“; se poate consulta si lucrarea
noastrd (Turlea [3]) — sugereazi direct legitimitatea unui al treilea
tip de fundamente (aldturi de cele logice si matematice), este vorba
de fundamente filosofice®.

Enunturile din Wittgenstein [3, IV-52] sunt rclevante pentru pro-
blema funddrii : filosoful trebuie si ocoleasci problemele matematice,
activitatea filosoficd este inutild in matematicd“, sau cele din Wit-
tgenstein [3, V-13]: ,Problemele matematice a ce este numit funda-
mente. nu sunt mai mult fundamentele matematicii pentru noi decat
roca pictatd suportul unui turn ascutit®.
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Spiritul . wittgensteinian in forma acestor «enunturi — fulguratii~
sugereazd si fixeazd un orizont al investigatiei fundamentelor filosofice
ale matematicii, care se identificd cu ceea ce in mod curent se numeste
filosofia matematicii. In viziune wittgensteiniand filosofia matematicii
devine o sectiune a fundamentelor matematicii si aici se circumscriu
filosofului limitele menirii si competenfei sale conferite de sintagma
nintelegere filosoficd® a matematicii. De aici pozitia modesti a filoso-
fului, asumati de Wittgenstein, conform cdreia activitatea filosofied
este una din ,afara matematicii¢ si nu , dinduntru matematicii. (Totusi.
Wittgenstein, timpuriu, sau «din prima perioadd» isi aroga competente
si in sfera purd a fundamentelor matematicii, cel pulin la niveiul
fundamentelor logice, atunci cidnd procedeazd la ,igienizarea logicd“ a
Principiei Mathematica).

Unii exegeti (A. R. Anderson [1]) ai operei de fundamentele mate-
maticii a lui Wittgenstein [3] au ficut remarca malitioasd ci este putin
fundamental nou in aceastd lucrare comparativ cu scrierile anterioare,
de pilda in raport cu Inwvestigatii filosofice. Probleme ca semnele con-
ceptelor (marks of concepts), «urmand o reguld», caracterul constran-
gator al demonstratiilor, relatia dintre calculare si cxperiment fiacusera
obiectul cercetdrii in lucridrile antericare ale lui Wittgenstein. Dupi
autorul citat, ceea ce este mai nou este o discutie detaliati a umor
rezultate importante in domeniul fundamentelor clasice zle matematicii,
este vorba de teorema lui Cantor, teorema lui Godel si relatia dintre
logicd si matematica. '

Si ifncepem cu ultima problemd, cea a relatiel dintre logicd si
matematicd. Trebuie si avem iIn vedere un «Wittgenstein tdrziu» (sau
Wittgenstein IT) si atunci vom intelege pozitiile sale contradictorii. De
la elogiul si apologia logicii, cdnd se afla sub influenta lui Frege si
Russell, e] trece acum, am zice, la explicatii patetice privind deformarea,
denaturarea matematicii si matematicienilor (si chiar a filosofilor), un
fenomen datorat ,invaziei“ logicii simbolice in matematicid. Referitor
la chestiuni logice, teza fundamentald a filosofiei lui Wittgenstein II
(sau tdrziu) exprimati in ,Remarci asupra fundamentelor matematicii®
(p. 181) este urméitoarea : ,Regulile inferentei logice sunt reguli ale
jocului de limbaj“, dar ea este bine cunoscutii si din alte scrieri wit-
tgensteiniene. Dacd in Investigatii filosofice teza are drept context
relevant ,logica expresiilor noastre“ in contexte cotidiene, acum, in
Remarci, pastreaza acelasi spirit, numai ca are in vedere limbaje mai
specializate folosite in discutiile despre fundamentcle matematicii, opi-
neazi A. R. Anderson [1]. Wittgenstein dezavueazi incercirile logicis-
tilor de a funda matematica pe logicd, pozitia lui, avand evidente afi-
nitati, dar, poate, motivatii diferite, cu conceptia lui Brouwer conden-
satd sintetic in enuntul urmadtor: ,nici o stiintd, in particular nici
filosofia sau logica nu poate constitui o presupozitie pentru matematica“.
De acord in atitudinea de respingere a tezei logiciste, motivatia lor
este diferitd cdct in timp ce Brouwer considera intuitia fundamentald
w0 lui doi in unul® singura bazd autentici a matematicii, Wittgenstein
o respinge. Cei doi ganditori mai impdartiasesc acelasi punct de vedere
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si cu privire la legimitatea demonstrafiilor non-constructive de exis-
tentd, dar argumenteazi diferit: Brouwer subliniazd esecul acestor
demonstratii in stabilirea existentei, Wittgenstein spune cid noi nu

putem face aceleasi lucruri cu ambele tipuri de demonstratii — con-
structive si neconstructive. Ca si incheiem sumar asupra vederilor
wittgensteiniene despre subiectul — relatia dintre logicd §i matema-

ticd, mai spunem ci atdt Brouwer cit si Wittgenstein au considerat ca
logica matematicd nu este nimic altceva decat logica studiata, anali-
zatd, tratatd matematic (teoria brouweriand q stadiilor gdndirii mate-
matice argumenteazd convingdtor pozitia ganditorului olandez). Ambii
ganditori considera ci aplicarea tehnicilor matematice in studiul sin-
taxei limbajelor artificiale, de care fac uz logicienii simbolici, nu sem-
nificd realmente o reducere a matematicii la logicd. De altfel, problema
naturii si statutului logicii matematice, se pare ¢ nu mai este obiect
de controversd, disputd, nici chiar intre brouwerieni (intuitionisti) si
fregeeni (logicisti), de vreme ce un reprezentant marcant contemporan
al pozitiei lui Frege, si l-am numit pe A. Church [2] declara intr-o
notd de subsol cd preferd termenul de logicd matematicd celui de
logicd simbolicd, (dovada chiar titlul cartii sale, redutabild in domeniu),
pe care o considera cid este logica tratati prin metoda matematica, si
in special prin metoda axiomatici sau logistici. Am staruit asupra
acestui aspect pentru cd dacd s-a spus ci prin ,matematici Wittgen-
stein a inteles ,proceduri de calculare® (spunandu-se, malitios, cd nive-
lul matematicii investigat de el a fost simplu si elementar), atunci, cu
privire la fundamentele matematicii, (si avem in vedere ,Remarci asu-
pra fundamentelor matematicii“), opinia raspanditd, si impartasitd si de
autorul citat anterior, este ci el a inteles, cel putin in contexte pole-
mice, (sau a avut in vedere) ,Prncipia Mathematica® (monumentala
operd a constructiei logiciste a matematicii), eventual sisteme inrudite
cu aceasta. Nu am facut referiri exprese la pozitia lui Hilbert din
doud considerente : la Hilbert logica nu are totusi statut de ,presupo-
zitie, ci este vorba mai curind de o «constructie formald» sui generis
in cadrul cireia logica si matematica se edifici simultan; iar despre
Hilbert vom spune ceva mai mult in paragraful Wittgenstein si meta-
matematica. Cat priveste atitudinea lui Brouwer fatd de formalisme
logico-matematice si Hilbert, chiar daci nu ne-am referi la disputa
lor, o examinare atentd a ,teoriei stadiilor® o relevd imediat si con-
vingéator.

Lectura ,Remarcilor® in legiturd cu teza logicistd ca matematica
este logicd, arati ci Wittgenstein nu a fost preocupat de formularca
unei ,critici tehnice“ a logicismului, deocarece n-a argumentat ca
logicistii pot avea in axiomatizarea matematicii axiome care nu sunt
formale universul valide, si nici nu a ardtat ca Go&del cd nu toate
adevarurile matematice sunt consecinte ale unui set de axicme. De
fapt in Wittgenstein [3, V-16] recunoaste expres acest lucru: ,Activi-
tatea mea nu este si atac logica luj Russsell din interior, ci din afard.
Adici nu s-o atac matematic, altfel ar trebui si fac matematica, ci

pozitia ei. Activitatea mea este nu sd vorbesc despre (e.g.) demonstra-
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tia lui Godel, ci s-0 ocolesc*. Si Wittgenstein [3] s-a tinut de cuvant:
nu-si bate capul nici cu caracterul universal valid al axiomei infini-
tului si nici cu incompletitudinea si lipsa unei demonstratii de consis-
tentd a axiomatizdrii logistice (logiciste) a matematicii ; (o axiomatizare
logistica, logicistd este un sistem care arati ci matematica consti in
adevéruri logice obtinute prin deductie din axiome, care sunt adevaruri
logice si toate formulele sunt redactate in notatiile logicii simbolice,
formulele necontindnd constante non-logice nedefinite). Axiomatizdrea
logisticd si-a avut prototipul, paradigma in cea din ,Principia Mathe-
matica“ si despre ea Wittgenstein a spus ci ,logica% ca fundarea
Intregii matematici nu lucreaza“, fraza interpretati in sensul cd axio-
matizarea logistici din P.M. nu este adecvata ca fundare a matematicii.

Expresia «fundamentele matematicii»~ este cumva ambigud in
cuprinsul ,Remarcilor¢ wittgensteiniene, cici se poate intelege sau
fundamente filozofice ale matematicii, sau fundamente matematice ale
matematicii. Atunci cum trebuie si comentam fraza, pasajul sau, ca
axiomatizarea logistici nu poate fi ,fundare“ pentru matematica ? Si
lucrurile devin mai complexe, dar sd sperdm ci nu si mai complicate,
dacd consideram si alte enunturi witgensteiniene de genul: ,mate-
matica nu necesiti fundamente [3, V-13] sau cd nu este interesat sa
atace axiomatizarea ca instrument matematic, adicd s-o atace ,din
interior® (Wittgenstein [3, V-16]. Analiza enuntului wittgensteinian cu
privire la axiomatizarea logisticd si functia ei de fundare poate fi
facutd, in lumina ambiguitatii uzului expresiei ,fundamentelor madte-
maticii, presupunand odati ci ea oferd o fundare matematicd, si a
doua oard ca reprezintd o fundare filosofici, remarca Ch. F. Kiel-
kopf [1].

In prima ipostazd, axiomatizarca logisticd ca fundare matematicd
s-ar legitima numai dacd ar fi matematicd, ce ar excela ca rigoare si
claritate. Dar, cum ea nu este matematicd, si chiar una mai buna
pentru a-si adjudeca un asemenea ,oficiu?, ci este logicd, stabilirea
consistentei ei nu relevd consistenta matematicii actuale si cu aceasta
nu se obtine nimic pozitiv pentru matematica reald, nici in privinta
claritdfii notiunilor si nici a rigorii rationamentului matematic.

In ipostaza a doua — axiomatizarea logistici ca o fundare filoso-
ficd pentru matematica, desi Wittgenstein o respinge in spirit intui-
tionist, ea ar putea fi acceptatd, opineaza autorul anterior citat, pe
considerentul ca privitd nu ca matematici, ci doar asemdndtoare mate-
maticii (as sufficiently like mathematics), exigentda mult sldbitd fata de
cea anterioard, poate oferi riaspunsuri la cele 3 grupe de chestiuni
relevante pentru conceptul de «filosofie @ matematicii» formulat de
S. Korner [1].

S1 acum corobordnd asertiunile anterior citate ca relevante pentru
concepfia lui Wittgenstein despre fundamente, putem impértisi cu
Ch. F. Kielkopf [1] ideea despre o inconsistentd inerentd, explicitata
dupd cum urmeazd: 1. matematica nu are nevoie de fundamente
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matematice ; 2. logica nu poate oferi o fundare pentru matematici,
devine inconsistentd cu restul ansamblului numai daci el a inteles
wfundamente matematice ale matematicii®. Strict — finitismul sau —
axat pe conectarea conceptelor in uzul empiric, unde relevante sunt
demonstratiile si nu definitiile, in scopuri practice se ignora si con-
tradictiile nu-l intereseaza rigoarea conceptuald, procedarea efectivi,
si nu completitudinea matematicii — ar fi responsabil, dupad unii
exegeti, de indiferenta lui Wittgenstein fata de fundamente matematice.

In concluzie, investigatia care l-a preocupat pe Wittgenstein (ad-
misa fiind structura, devenitd standard, a fundamentelor matematicii :
fundamente matematice + fundamente logice + fundanente filozofice)
a fost intreprinsd, chiar dacd in diferitele lui perioade de evolutie a
gindirii sale de pe pozitii si cu motivatii diferite, in intentia clarifi-
carii fundamenteolr filozofice, ocolind contradictoriu si excentric
fundamentele matematice si logice. Expresia cii discutia se poarta ,din
exterior si nu ,din interior imi pare suficient de sugestivi daca o
mai addugdm la rezultatele demersului intreprins. Marturiile lui ca
a nutrit putind simpatie pentru anumite atitudini filosofice fata de
studiile din fundamentele matematicii (chiar dacd, cum- s-a spus, une-
ori, le-a inteles gresit atat continutul cat si motivatia, dar le-a abordat
pe larg) vin si se adauge concluziei noastre. De altfel, el insusi a fost
clar asupra acestui lucru. A vrut sa obiind intelegerea filosoficd a
matematicii asa cum ea este efectiv facuti de matematicieni, indem-
nind pe filosofi (conditie care si-a asumat-o!) nu si ia pieptis pro-
blemele matematice, ci sd le ocoleasca, adici si se pronunte ,din
afara“, evident dar nu superficial, asupra doar a semnificatiilor rezulta-
telor cercetarilor fundationale si a diferitelor atitudini filosofice fata
de acestea.

Ideea cadru in ,fundamentele matematicii care il calduzeste pe
Wittgenstein este respingerea ipotezei platoniciene a ,existentei obiec-
telor matematice*. El recomanda prudentd, astfel incit in interpre-
tarea rezultatelor fundationale si nu se considere cd avem fapte despre
entititi matematice. Numerele nu denoti numere, el respinge ideea
cd numerele reale sunt o multime existentd care poate, sau nu, sa fie
ordonati intr-un anumit mod; mai explicit, respinge ideea ca ,pro-
cedura diagonalei* indicd un numdir, Wittgenstein pretinde ci ea ne
aratd ceva si anume are sens sd vorbim despre un numdr real in afara
ordinii propuse., Wittgenstein [3, A-3]: ,Procedura diagonalei nu ne
arati un numdr irational diferit de toate din sistem, c¢i da sens propo-
zitiei matematice cd numdirul so-and-so este diferit de toate cele ale
sistemului®. El avertizeaza cd nu suntem siguri de analogiile dintre
numerele reale si numere intregi si rationale. Avem de-a face mai
curdnd cu concepte decit cu obiecte si noi nu putem compara notiunea
de numdr real cu cea de numdr natural, cele douid concepte fiind mai
putin analoage decit am crezut. Ciand se pronunti despre 2X,>X, el
avertizeazi cd aici avem de-a face cu decizia noastrd de a extinde
conceptul de mdrire in aceastd manierd, in aceasta situatie fiind vorba
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de ‘formarea conceptelor si nu descoperirea de fapte despre numere (ca
obiecte). Concluzia lui Wittgenstein este: ,Numerele reale nu pot fi
aranjate intr-o serie®. Altfel spus, multimea (numerelor reale) nu este
numadarabild este o chestiune de formarea conceptelor. Un comentariu
aseminator avem despre tertul exclus, care nu trebuie inteles ca un
enunt despre faptic ci ca reguld, postulat. O alti problemd, cu semni-
ficatie fundationald, este chestiunea axiomelor, in particular a celor
geometrice in lumina distinctiei dintre a priori si empiric,; este vorba
de axioma paralelelor. El spune cid experienta are o parte de rol, dar
determinanti este decizia noastrd de a o accepta, tot ce este important
este cum o folosim. Conteazi nu ca recunoastem ceva extrem de pro-
babil ca axiomd ci faptul c& noi ii atribuim o functie. Experienta sin-
gurd nu determind recunoasterca teoreticd a unei propozitii (statutul
de propozitie teoreticd). Un enunt teoretic exact transcende experientei.
Principiile mecanicii se bazeazi pe experientd, spre deosebire de pro-
pozitile matematicii. Geometria se distinge de mecanica este ca achi-
zitia lumii conceptelor si a evidenfei este in mare parte completd
intr-un stadiu inconstient al dezvoltarii mentale. P. Bernays [2] in
comentariile sale asupra Remarcilor wittgensteiniene subliniazi carac-
terul fenomenologic al legilor geometriei si in acest sens intuitia are
un rol decisiv in fundarea lor si mai cu seamd un rol epistemologic.
phestmm care privesc fundamentele geometriei si axiomele ei apartin
In mod esential de cercetdri din epistemologia generala.

Pf. Bernays [2] remarca ideea cd ceea ce este numit astazi in sens
restrans cercetare fundationald matematici este in principal cu viza
spre f'undarnen}tele aritmeticii. Se incearcd eliminarea a ceea ce este
S'peCLfl‘C. al geometriei prin ,despicarea® ei intr-un aspect aritmetic si
altul fizic. In continuare (Wittgenstein nu s-a ocupat de problema
en.u-nltata)A sd vedem care sunt conceptiile lui despre aritmetici. In
primul rand, in spiritul concepiiei sale generale, nu ne asteptdm ca
el sd adopte punctul de vedere obisnuit al matematicianului. El se va
pronunta asupra teoriilor fundamentale ale aritmeticii, in special asupra
teoriei lui Russell. In context este citat exemplul cu ,erpansiunea’
infinitd a lui =, problema fiind dacd in aceastd expansiune infinitd a
lui # un anumit sir al numerelor @, astfel la ,777% apare. Apeland la
conceptia lui Brouwer avertizeazi cid la aceastd problemd nu se poate
da un raspuns definit si adauga ,...expansiunea ulterioard (pe mai
departe) a unui numdr irational este o dezvoltare ulterioard (pe mai
departe) a matematicii“. P. Bernays [2, p. 519] comenteaza : ,Aceastd
formulare este ambigud. Dacd ea Inseamna pur si simplu cid determi-
narea locului zecimal incd necalculat a unui numér irafional este o
contributie la dezvoltarea matematicii, atunci orice matematician va
fi de acord cu aceasta. Dar deoarece asertiunea este sustinutd si fie
una ,strange sounding® (care sund straniu) in mod cert altceva este
inteles poate cd cursul dezvoltdrii matematicii la un moment dat este
indecis si ci indecizia poate influenta de asemenea progresul expan-
siunii unui numadr irational dat prin definitie, asa cd decizia cu privire
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la al 10.000-lea loc zecimal al lui @ va depinde de cursul istoriei gin-
dirii. O asemenea vedere nu este potriviti chiar insisi conceptiei lui
Wittgenstein, pentru ci el spune la p. 138 (Remarci): ,Chestiunea
schimba statutul ei cand devine decidabild“. Concluzia este ca concep-
tia despre dezvoltarea ulterioard a matematicii nu contribuie cu ceva
la intelegerea situatiei in cazul expansiunii lui =.

In contextul vederilor sale despre aritmetica trebuie sa mentiondm
critica pe care el a facut-o ,teoriei tdieturiolr® a lui Dedekind, cireia i-a
reprosat, in principal, mixarea abordarii extensionale cu cea intensio-
nala. Daca ,tdieturile® nu sunt introduse ca simple multimi ci ca defi-
nind legi aritmetice ale unor astfel de multimi atunci sau trebuie sa
utilizdm un concept vag de lege si atunci putin se castiga; sau daci
cineva clarificd conceptul se confrunti cu dificultatea pe care H. Weyl
a numit-o cercul vicios In fundarea analizei simtitd instinctiv de
diferiti matematicieni si de aici recomandarea restrictionarii procedu-
rilor analizei, conchide P. Bernays [2]. Retinerea consistenti a punc-
tului de vedere extensional (ceea ce concordd cu conceptia lui Dede-
kind) evitd dificultdtile. Se cere recunoasterea dincolo de conceptul de
numdr, a conceptului de multime a numerelor naturale (si deci a con-
ceptului de multime a fractiilor) ca un concept semnificativ, impotriva
reductiilor. Consecinta este renuntarca la aritmetizarea analizei si
geometriei.

Intr-adevar, ne putem intreba cu Wttgenstein : trebuie geometria
sd fie Intregime aritmetizata ?7¢.

O discutie interesantid priveste conceptele de infinit, numdrabili-
tate, ne-numdrabilitate. Wittgenstein intelege prin numdr cardinal un
numdr cardinal finit. Teorema ne-numairabilititii totalitatii numerelor
reale a provocat polemici; nu este suficient clarificatdi analogia dintre
numdrabil si infinit. ,Infinitatea totalitdtii G“ este definiti de proprie-
tatea prin care unui numair finit de lucruri ale lui G, totdeauna ii este
atribuit unul, ,ne-numdrabilitatea unei totalitdti G« este definitd prin
proprietatea ci fiecarei sub-totalitdti numarabile ii este atribuit un
element al Iui G care nu este continut in sub-totalitate. Numarabili-
tatea totalitdtii numerelor reale este demonstrati prin procedura dia-
gonalei si nu existi aici nimic nelegitim, Teorema ne-numdarabilitatii
totalitdtii numerelor reale devine accesibilid fard compararea numerelor
cardinale transfinite (P. Bernays [2]).

in comentariile sale, P. Bernays subliniazi ca atitudinea finitistd
si constructivi adoptati de Wittgenstein in problema fundamentelor
matematicii concordd cu modul si stilul sau de filosofare. Dar, ccea
ce este nepldcut, cu greu cineva poate sid sustind cd acest punct de
vedere adoptat de Wittgenstein a primit o confirmare in sfera investi-
gatiilor fundationale. In polemicile si disputele dintre cele doua puncte
de vedere — platonist si cel constructivist — rezultatel obtinute In
legdturd cu probleme fundationale semnificative par a nu favoriza,
avantaja in exclusivitate, pe nici unul dintre acestea; doar s-ar putea
spune ci din punct de vedere constructivist, o parte importantd a mate-
maticii nu existd, un inconvenient peste care nu se poate trece, atunci
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cand se fac evaluiri, oontext in care ,piatra de Incercare“ ramaine
raportarea la matematica propriu-zisa, efectiva ca si la rezultatele
fundationale stabilite de cercetirile meta-matematice.

Problema consistentei este revendicatd si de meta-matematicd si
de fundamente; dar dacd o evocam si aici, ar trebui si ne amintim
opiniile sale despre sistemc formale si contradictii, despre interesanta
sa reflectie care declard productive contradictiile. Oricum, mai multi
autori, aici il invocim pe P. Bernays [2], sustin cd este greu de pre-
supus ci Wittgenstein a fost constientizat in suficientd masura de
valoarea, importanta conditiei de consistentd in cadrul rationamentului
din ,teoria demonstratici®, lucru observabil atunc cidnd studiem discutia
pe care el a fiacut-o despre teorema lui Godel despre nederivabilitate.
Despre atitudinea lui Wittgenstein fatd de logicd si axiomatizare am
vorbit pe larg in alte paragrafe.

In incheiere o suplimentare a observatiilor despre vederile iui
Wittgenstein despre infinit. Kreisel [2] a sustinut cu multd convingere
cd filosofia lui Wittgenstein este strict finitism care interzice propozi-
tiille penerale si legitimeazd numai procedurile combinatoriale si in
consecintd, matematica reald este numai aritmetica fimitd. Dar unii
interpreti ai lui Wittgenstein sustin cd el a admis propozitiile generale.
Conform acestei pozitii ar trebui si consideram propozitia generald nu
ca un fapt ci ca o propozitie care indicd o anumiti tehnica, sau o
anumitd reguld. El a pretins cd o propozitie este in mod esential gene-
rald, o demonstrafie care este despre un caz particular, nu este mate-
maticd. Wittgenstein a fost mai cutezator, cici a acceptat nu numai
propozitiile generale si demonstratiile neconstructive, ci si uzul con-
ceptului de infinit in matematica.

Deoarece el a contestat ci propozitiile matematice fac enunturi
despre fapte relevante, despre obiecte matematice, atunci cand este
vorba despre infinit el a inteles acest lucru in sensul urmitor : con-
ceptul de infinit nu este o proprmietate a multimilor de obiecte ci un
termen care e aplicat in conexiune cu anumite tehnici infinitare in
matematica, remarca un comentator al lui Wittgenstein (Klenk [1]). In
lumina acestei interpretdri, cind se afirmi ci multimea numerelor
naturale este infinitd, aceasti afirmatie trebuie inteleasid in sensul ca
pentru orice numéir natural produs, cineva poate gasi un numir mai
mare. (Wittgenstein [3, A II 5]): ,Permisiunea de a manui jocuri de
limbaj nu se termind“.Numarul real nu trebuie considerat ca o enti-
tate completi ci ca tehnicd de calculare la nesfarsit al zecimalelor. Prin
urmare infinitateea nu presupune referinfa la o entitate completi (ca
in platonism), ci o tehnici de calcul intr-o anumiti manierd, o tehnica
de un sort special. Teoria mul{imilor si teoria numerelor reale sunt
incorporate ca ramuri legitime in matematica reald dacd infinitul este
interpretat conform acestei conceptii. Cardinalii infiniti pot fi folositi
in matematica, dacd ii destituim de calitatea ce le-o confera interpre-
tarea standard, aceea de a le aplica la totalititi infinite complete,
incheiate. Acum identificdm o analogie cu cardinali finiti servind ase-
mandtor predicatelor pentru serii (siruri) de numere (asa cum nume-
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rele naturale servesc ca predicate pentru serii, siruri de obiecte. Si
toate acestea devin posibile daci pastrim in minte distinctia dintre
a avea de-a face cu concepte si tehnici (ceea ce este cazul aici) si a
avea de-a face cu multimi de obiecte, o perspectivi indezirabild si
respinsa. (,...2Xp este un semn al conceptului de zecimala infinitd“).

Si despre numerele reale se pot face din perspectiva wittgen-
steiniand consideratii analoage. Ideea de zecimala infinitd ca o chestiune
de tehnicd nu reprezinti problema. Procedura lui Dedekind, a aproxi-
mérii graduale a numdérului real, poate fi aplicati independent de ideea
unei multimi de numere, teorema lui Dedekind poate fi derivatd daca
ceea ce noi numim numere irationale sunt quite unknown, insi daci
sunt o tehnicd de a decide zecimalele. Singurul lucru care trebuie
evitat este interpretarea extensionald in termeni de obiecte.

Strict finitismul wittgensteinian reprezinti o criticd a conceptiel
cd matematica, propozifiile matematice sunt propozitii experimental
justificate. ,Strict finitismul este o explicatie a modului in care pro-
pozitiile experimentale sunt convertite in propozitii matematice®. Strict
finitismul respinge conceptia cd propozitiile matematice sunt adevaruri
empirice justificate, dar el explicA o mici portiune din edifirinl
matematicii.

4.3. Wittgenstein si meta-matematica

«Metamatematica» nu este asa de veche ca «fundamentele mate-
maticii», decit doar dacd dim o anumiti interpretare formularii :
filosofia platoniciani a matematicii ca dialectici sau metamatematica®.
n lucrarea noastrd (Turlea [3]) afirmidm cd metamatematica este un
~produs modern®, este al treilea orizont al matematicului, cum preciza
Gonseth [1], alaturi de orizontul intuitiv-creativ side cel formal al mate-
maticii. Se poate spune cid In sens sirict actul de nastere al metamate-
maticii dateazd dupd procesul formalizdrii matematicii la care au con-
tribuit Frege, Peano, Russell, Whitehead, dar si Zermelo, Fraenkel,
J. von Neumann, Goédel, Quine. Dar o pozitie singulari ocupid David
Hilbert, de numele ciruia se leagi destinul metamatematicii ca «teorie
a demonstratiei» (Beweis-theorie), o conceptie proprie despre natura
rationamentului matematic. (,Materializarea* fenomenului formalizarii
matematicii este identificatd istoric in ,Principia Mathematica®, operd
comund a lui B. Russell si A. N. Whitehead). Asadar, in sens actual
nu putem vorbi de metamatematicd decat odatd cu, si mai ales dupi,
realizarea formalizdrii matematicii, raportarea la orizontul formal legi-
timAndu-i existenta. La ordinea zilei, dupd aparitia (descoperirea) para-
doxurilor care invadaserd matematica clasica, la sfarsitul secolului
al XIX-lea, era problema ,salvdrii* fundamentelor matematicii, asigu-
rarea consistentei matematicii clasice. D. Hilbert avertiza aproape
patetic : ,din paradisul creat de G. Cantor nu ne va alunga nimeni!“
Celebrul program hilbertian isi propunea asigurarea consistentei mate-
maticii clasice, si deci salvarea fundamentelor acestei stiinte, conside-
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rati model de certitudine, prinir-o demonstratie finitist-metamatematica
a consistentei matematicii clasice. Procedural se edifica o «constructie
logico-matematicd formald» sui generis — edificare simultang, incat in
cazul formalismului nu s-ar putea spune suficient de ferm ca logica
constituie o presupozitie fundationald a matemadticii, si sub acest aspect
.Scapd% de criticile brouweriene si wittgensteiniene; aici limbajul
formal) este aspectul care i-a deranjat pe intuitionisti. Dupa edificarea
constructiei logico-matematice formale umitare si simultane, se proceda
la redactarea matematicii in termenii acesteia, adici matematica reala
intuitiva, creativa era expusd sub forma unui sistem axiomatic formal,
iar apoi se aplica direct definitia consistentei in sens sintactic, ceea
ce insemna ca era interzisd aparitia in sistem a doud teoreme contra-
dictorii. Consistenta sistemului (prin tipul de demonstratie absoluta)
era verificatd prin apelul exclusiv si intern la mijloacele acestui sistem.
Se mai formula si exigenta finitista, care cum remarca Gonseth, urma
sd procure convingeri intuitive relevante asupra acestui demers. Dar
programul a esuat in urma publicdrii celebrelor teoreme ale lui
K. Godel si va fi reluat de Gentzen intr-o variantd modificatd, in care
exigenta finitistd este inlocuiti cu o «regula-meta-sistem» a inductiei
transfinite pand la g, dar in acest caz nu mai lucrdm cu un sistem
formal propriu-zis, ¢i un un sistem semiformal, cum constati Schiitte.
Conexiunea care se face cu fundamentele matematicii, deci cu problema
funddrii, este cid intentia declarati a programului hilbertian era o
dezirabild ,separare a fundamentelor matematicii de filosofie. Hilbert
lansase cunoscutul siu slogan : ,sd mutdm odatdi pentru totdeauna
fundamentele matematicii induntrul matematicii“, ceea ce inseamni ci
problema intemeierii nu va mai fi de competenta filosofiei, ci o ,afa-
cere“ internd a matematicii, tratatd cu mijloacele, metodele specifice
ale acestei stiinte.

. Acesta era cadrul problemei pusi de metamatematica hilbertiana,
lar L. Wittgenstein nu numai ca era martor istoric (spectator) al acestor
grave evenimente din istoria matematicii (al cirei destin mai ales in
acea perioadd era impletit cu logica si filosofia), dar a si participat
ca ,actor® la ele. In cele ce urmeazi ne intereseaza conceptiile lui
Wittgenstein, atitudinile si reactiile lui la aceste fenomene majore din
gandirea matematcd, si nu nwmnai, avand in vedere ecourile stirnite in
intreaga istorie intelectuald a secolului XX.

Ca o remarcd generald care se degaji din consultarea bibliografiei
consacratd lui Wittgenstein asupra relatiei lui cu meta-matematica, s-ar
putea spune ci s-au formulat si opinii nefavorabile care o pun intr-o
altd lumini. Observatiile din prima categorie evidentiazd cd Wittgen-
stein a manifestat un anumit ,dezgust« fatd de logica matematicd (de
care metamatematica este inextricabil legati) si cd unele remarci asu-
pra teoremei lui Godel, conceptelor de contradictie si consistentd, ar
ardta ca nu le-a infeles nici ca rezultate meta-matematice, nici in sem-
nificatia lor fundational-filosofici, dar cd fmpotriva lor ,a tunat §i
fulgerat®. A doua categorie de observatii ficute asupra relatiei lui Wit-
tgenstein cu metamatematica sunt mai prudente si tolerante si par a
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surprinde corect cel putin unele fatete ale atitudinii sale; aceste obser-
vatii sunt in acord cu Anderson, Kreisel, Bernays ca in opera lui Wit-
tgenstein sunt prezente umele neintelegeri privind diferite subiecte de
logica matematici si metamatematici, si chiar se recunoaste cid el a
fdcut si unele greseli, dar, cu toatc acestea, s-ar putea formula o expli-
catie plauzibild relevantd a ,ostilitdtii“ pe care Wittgenstein a mani-
festat-o si, poate chiar a intretinut-o. In mod esential criticile privesc
nu Tractatus-ul ci Remarcile. In context ni se pare potrivit sa sub-
liniem de ce am accentuat elementul de ostilitate prezent in concep-
tiile si atitudinile lui Wittgenstein ; am facut aceasta pentru a sublinia
cd dupa unii autori, si il avem in vedere pe P. Bernays [2], acest
aspect se dovedeste contra-productiv din punctul de vedere al peda-
gogiei filosofice : ,,..In contrast cu forma asertiva a enuntului filosofic
din Tractatus, in prezenta carte prevaleazi in principal atitudinea apo-
reticd. In aceasta constd un pericol pentru pedagogia filosoficd, avand
in vedere puternica atractie ce o exercita Wittgenstein asupra tinerilor.
Observatia vechilor greci cid contemplatia filosofica incepe frecvent cu
mirarea filosofica, astizi ii induce in eroare pe multi filosofi sa sustini
conceptia cd cultivarea mirdrii este in ea insdsi o realizare [ilosofica.
Cineva poate sa aibe dubii despre soliditatea unei metode care cere
tinerilor filosofi si fie instruiti in mirare. Mrarea este euristic fruec-
tuoasd numai cand estc expresia (prin) unui instinct de cercetare. In
mod natural nu poate fi pretins oricirei filosofii (de la filosofie) ca
ar trebui si facd comprehensibil tot ce este mirare. Poate ci diferitele
puncte de vedere filosofice pot fi caracterizate prin ce el accepti ca
ultim in ceea ce este mirare“. (P. Benays [2]).

Am viazut ci logica matematicd se face responsabili de fenomenul
formalizdrii matematicii, materializatd in Principia Mathematica, situa-
tie care marcheazi intrarea in scend% a metamatematicii. Insertia,
implicarea logicii matematice in matematica modema a fost vazutd de
Wittgenstein ca o ,anatemd®, ,blestem®  malefica prin ecfectele ei
dezastruoase intre care mai importante au fost deformarea matematicit,
a gandirii matematicienilor si filosofilor. Celebrul comentariu wittgen-
steinian asupra acestui ,,blestem# expliciteazd doud idei mai importante,
ce se vor o conturare a caracteruluj indezirabil al logicii matematice.
Prima idee, logica matematicd ne constrange si gandim, sa concepem
matematica ca un set de enunturi despre obiecte matematice. Derula-
rea analizei acestui punct conduce in final la ideea ci logica matema-
tica a servit drept de ,cal troign“ al platonismului modern (deghi-
zandu-1), in aceastd stiintd. Ori, cum s-a vdzut din eseurile anterioare
Wittgenstein este unul dintre adversarii intransigenti ai platonismului.
A doua idee, ne pare a fi mai curand derivatd din prima si nu distinct4,
cum apare in ,scenariul¢ abordarii propus de Ch. F. Kielkopf [1], deci,
un fel de explicitare a celei anterioare: este tendinta care ne deter-
mind si considerim ca orice propozitie matematici are in mod auto-
mat si o semnificatie; mai explicit, termenii matematici referd si pro-
pozitiile matematice fac enunturi. ,Deformarea gdndirii- noastre“ pro-
vocati de logica matematici modernd a condus la o interpretare super-
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ficiald a limbajului nostru cotidian ca analiza a structurii faptelor,
radicina acestui ,rau“ aflandu-si ,solul¢ incd in logica aristotelicd, pe
scurt, propozitille matematice au devenit declarative, iar termenii
matematici referentiali. Ori, aceastd interpretare semanticd combinata
cu simbolizarea standard, care de fapt a si facilitat-o, devin acum
portile prin care patrunde platonismul in matematicd, chiar daca tra-
vestit. Dacd termenii matematici refera, iar propozitiile matematice
devin enunturi despre obiecte matematice, atunci suntem nevoiti sa
concedem in acord cu platonistii ca existd, realmente. asa ceva, obiecte
matematice, alaturi de obiecte fizice, formand o lume de entitdti aparte
de lumea fizicd spatio-temporald. Dacd propozitiile matematice, in
virtutea conceptiei referential semantice, devin enunturi despre obiecte
pur matematice, atunci filosofia matematicii trebuie sid acorde o atentie
serioasd unui concept care ii este asa de dezagreabil lui Wittgenstein,
este vorba de conceptul de «realitate matematicd». Si stie Wittgenstein
de ce nu vrea sa-1 accepte, pentru cid antreneaza dupd el o anumita
interpretare (semanticd) a altui concept fundamental — adevdrul ; ori,
aceastd interpretare, teoria «adevdrului corespondentd», corespondenta
cu realitatea, formulatd prima data de filosoful din Stagira, l-am numit
pe Aristotel, trimite direct la aceeasi sursd filosofici indezirabila,
platonismul. Dar, si vedem unele pasaje in care Wittgenstein isi
expune reactiile si atitudinile fatid de aceasti interpretare (fundamental
platonistd) care ne introduce in Lmisteriile* lumii matematice, ale uni-
versului matematic existent distinct si autonom de lumea faptelor
fizice, sociologice, psihologice etc.

Wittgenstein avertizeaza cd prin puncrea unei propozitii matema-
tice in forma logica se creeazd iluzia cd aceasta ar avea o semmificatie
definitd, plecandu-se de la premisa ci daca simbolurile au functia de
a semnifica separat, atunci si combinatia lor (propozitia) posedd, de
asemenea, o semnificatie. Ori acceptarea cd o propozitie matematica
are o semnificatie trimite la ideea unei realititi matematice. Daci nu
i—~am dat noi o semnificatie, atunci ridmdine ipoteza existentei acestei
realititi matematice, un univers al unor obiecte speciale, matematice,
care pre-erxistd (platonism!) pe care termenii matematici ii refera.
Punctul de vedere al lui Wittgenstein, facind referire la terful exclust
si ,expansiunea numdrului irational®, este ca noi conferim semnificatie
propozitiilor matematice.

Al doilea efect malefic si dezastruos al ,invaddrii* matematicii
de logicd ar fi dupa Wittgenstein, pretentia nelegitimi a logicii mate-
matice, simbolice, de a constitui o fundare, un fundament pentru
matematicid. El respinge blasfemiator acest rol al logicii matematice,
in contestarea ei ca o presupozitie a matematicii nefiind singur, deoa-
rece se afla in consens, cum am vazut, cu Brouwer si intuitionistii. In
primul rand, prima nuanti a criticii sale, matematica nici nu are
nevoie de o asemenea fundare promisd de logica matematica, ea fiind
o disciplind cu statut independent, avand metode si tehnici proprii,
incit nu-se poate constata necesitatea vreunui ,imprumut“ de la logica
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simbolicd. Nu se resimte matematica de vreo ,dependenta¢ si ,subor-
donare“ in raport cu logica matematicd si, in consecinta, este superflua
orice tentativid de ,justificare“ a procedurilor tehnicilor si metodelor
matematice prin apel la logica matematicd. Cum insusi Wittgensicin
[3, IV-24] referitor la blestemul invaziei dezastruoase a logicii in mate-
maticd : ,Lucrul oribil despre tehnicile logice este ci ne fac sd uitdm
tehnicile matematice speciale. Tehnica logicd este numai o tehnica
auxiliard in matematici. De exemplu, ea stabileste anumite conexiuni
intre diferite tehnici“. Asadar se poate chiar vorbi de efecte chiar
nefaste ale tehnicilor logice, cu atat mai mult cd nu ele pot reprezcnta
standardul in matematicd (in absenta perspicacitatii creative proprie
tehnicilor si metodelor matematice) si prin urmare nu raspund condi-
tiilor pentru a servi drept criterii al inferentei corecte — autentica
sesentd® a matematicii. In acest sens este aproape bizar si invoci
demonstratiile logice fastidioase practicate de Russell ca un standard
pentru inferentele corecte din matematicd. Atunci provoacd mirarea
noastrd dezideratul justificdrii matematicii, a metodelor ei, invocand
drept canon logica matematicd. Dar chiar daci am incerca ce am
reusi ? De exemplu, sd justificim o demnostratie matematicia (aritme-
tica, algebrica etc.) printr-o replici a ei — o demonstratie logica, dar
suntem siguri ci In ambele demonstrati vorbim despre unul si acelasi
lucru ? In primul rdnd, operdm cu doud sisteme diferite, unul mate-
matic, celdlalt logic: in al doilea rand, nu putem sa dispunem de un
sistem ,supra-sistem®, sau o metoda ,supra-logici* avand in vedere
cd am mobilizat cele mai fundamentale tehnici si procedee logice. Date
fiind aceste premise nu avem o modalitate credibild si relevanta pentru
compararea si evaluarea celor doud cazuri, care si ne asigure cad vorbim
despre acelasi lucru si ca sistemul logic este superior, si deci trebuie
acceptat ca un ,cadru de justificare pentru metodele de inferenti in
matematicd, garantie ci logica poate constitui o fundare pentru mate-
maticd. Wittgenstein [3, 1I-8, 45, 20] spune textual cu privire la aceste
lucruri : ,Dacd cineva are o tehnici de calcul intr-un sistem si altei-
neva are o tehnica in alt sistem, cum poate fi ardtat ca cele doua sunt
echivalente ? In general, se pune problema cum poate fi definiti o
tehnicd prin intermediul alteia ? Cum poate una sid explice esenta
celeilalte ? Si daci in mod evident obtinem rezultate neevhivalente,
cum decidem intre ele ? Cine spune ca trebuie sa fie tehnica logica cea
care este totdeauna corecti ? Cine spune, dacd el nu sunt de acord,
care este metoda proprie de calculare (iardsi leitmotivul ,calculdrii®,
alaturi de caracterul inferential al matematicii — nota mea M.T.), cu
radicinile ei la sursa matematicii ?%. Este evidentd concluzia acestor
randuri, matematica nu are nevoie si nici nu admite o justificare in
logica, o concluzie esential antilogicistd, dar care n,sapd® destul de
adanc la temelia meta-matematicii hilbertiene, si nu numai, facind
vane eforturi ale unor matematicieni (instruti logic si filosofic ca
Hilbert).

Ch. F. Kielkopf [1] sesizeaza o paraleld intre Tractatus si Remarci
referitor la justificarea inferentei logice si matematice, ,care trebuie
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sd vind la urmd, ea nebazandu-se pe legi mai fundamentale. Argu-
mentarea ideii este diferitd in cele 2 perioade diferite ale gandirii lul
Wittgenstein. In Tractatus spune ca nici o justificare nu poate fi data
pentru regulile noastre, deoarece este imposibil sA spunem ceva semni-
ficant despre logica limbajului nostru. In Remarci formuleazi argu-
mentarea ce este de naturd pragmaticd ,nu existi un mod sd spunem
daca supra-sistemul, care este presupus si ofere o justificare pentru
inferentele pe care noi actual le facem vorbeste despre acelasi lucru.
Si dacd cele doud sisteme sunt in conflict nu existd un motiv special
sa preferam supra-sistemul tehnicilor pe care le folosim, in special
dacd acestea au lucrat bine pentru noi¢ cf. Ch. F. Kielkopf [1].

Legat de problema justificdarii tehncilor, metodelor matematice de
inferentd (ma1 concis rafionamentul matematic) Wittgenstein nu gaseste
utilitatea demonstratiilor de consistentd (ale sistemelor matematice).
Demonstratiile de consistentd trebuie sid stabileascd ca nu apar contra-
dictii in sistemele noastre cu care lucrdm, pe aceasti cale noi devenim
justificati in folosirea lor. Dar cum deja am vizut ne aflam in imposi-
bilitatea justificarii sistemelor noastre si atunci rolul demonstratiilor de
consistentd devine superfluu. Atitudinea lui Wittgenstein este din nou
pragmaticd. In aplicarea sistemelor noastre cu care lucrdm este suficient
s& le folosim fara probleme, si avem convingerea cid nu vor apare
contradictii. Wittgenstein are o atitudine interesanti fati de contra-
dictii, consistentd si sisteme formale. Astfel el noteaza : ,In interiorul
granitelor unui sistem formal contradictia nu ar trebui sia fie conside-
ratd exclusiv ca un obstacol (ca ceva negativ)... un sistem formal poate
sd fie Incd de interes chiar cand conduce la contradictii. In primele
sisteme ale lui Frege si Russell contradictia a aparut chiar de la inceput
aproape direct din structura fundamentald a sistemului“. Si intelegem
cd Wittgenstein se pronuntd in favoarea contradictiilor ? Nu s-ar putea
spune asa ceva, dar pare a se insinua un sort de ,productivitatea con-
tradictiiolr® daca asta ar fi o intelegere corecti a unei sugestii din
Bernays [2]. Ideea principald a lui Wittgenstein ar fi cd oricum nu
trebuie exageratd importanta demonstratiilor de consistentd, caci in
raport cu ceea ce gidsim practic acceptabil la un sistem (leitmotivul
pragmatismului !) ele nu aduc ceva semnificativ nou (o idee imparti-
sitd nu numai de intuitionisti, cunoscuti pentru atacul virulent si vehe-
ment la adresa metamatematicii hilbertiene c¢i si de H. B. Curry.
Wittgenstein giseste perplex sa spui ci ceva formal, complex si chiar
complicat si evident mult mai putin intuitiv poate adduga, spori certi-
tudinea noastrd. Anderson [1] observa cd exagerdrile si criticile lui
Wittgenstein  referitor la demonstratiile de consistentd, au umbrit
fondul problemei in ansamblul cercetarilor fundationale, ceea ce i-a
inchis perspectiva . asupra semnificatiilor acestor demonstratii privind
progresele logicii matematice, metamatematicii. Dupa Bernays [2] este
indoielnic ci el a fost constient de conditia consistentei in rationa-
mentul din «teoria demonstratiei».

O altd problemi metamatematicid celebri. care a constituit obiectul

reflectiilor luj Witigenstein a constituit-o demonstratia lui Gédel a
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wteoremei de incompletitudine a aritmeticii“. Revenind la remarca lui
Bernays ca Wlttgens*tei-n n-a constientizat importanta consistentei in
structura rationamentului matematic, discutia lui Wittgenstein com-
porta in mod clar defectul ci el a ignorat premiza consistentei siste-
mulm formal _con‘siiderart de Godel. $i tot Bernays [2] noteazd ca potri-
vitd comparatia facuta de Wittgenstein privind propozitia godeliand,
si anume ;ntre o demonstratie a «indemonstrabilitdtii formale» si o
demonstratie a «imposibilitdtii unei anumite constructii cu rigla si
compasul». O asemenea demonstratie contine un element de predictie.
Observatie stranie : ,o contradictie este nefolosibili ca si o predictie®.
A. R. Aﬂnxd\er'son [1] subliniazd ci demonstratia aratd ci matematica nu
poate _f1 cpznplet au*tc_)martizaté; cd excelenta ei este creativd si nu
mgcamzalbz.la, 0 concluzie ce ar trebui salutatd in spiritul vederilor lui
Wlfctgen‘s?el-n. Ch. F. Kielkopf [1] comenteazii atitudinea lui Wittgen-
stein fglta de demonstratie in termenii urmatori. Nu este clar ca Wit-
tgenstein a respins rezultatul demonstratiei, dar este sigur ci el nu
a fost de ‘acond cu o anumitd interpretare a demonstratiei. Deoarece
Wld:tgemttem a‘bopd('ea_zé problema in contextul unei conceptii non-refe-
ren,tzale a matemqt‘ucu, cu alte cuvinte respinge «alchimia matematicd»
du.p{;l care }A)ropozmtlil'e matematice sunt enunturi despre obiectele mate-
matice si, In consecintd, va respinge ca irelevanti distinctia «adevdr-
demmwtrab.zlltate»,‘ca si interpretarea ci adevdrul este independent de
dvemor}s@ratle, o afirmatie anti-platonisti, dar in acord deplin cu con-
strwcfcl-\.nsmul sau r{;vdi'cal. Referitor la un alt concept important —
creativitatea — definitorie pentru matematici el va afirma ci ea nu
are nevoie de rezultatele lui Gédel peniru a se legitima. Pe scurt, con-
ceptia l.u‘l Wittgenstein despre adevir este : adviarat este echivalent cu
(propozitie) asertatd, ce vine la sfarsitul demonstratiei.

Critica anti-wittgensteiniand a fost concentrati asupra ,stergerii¢
diferentei dintre adevdr si demonstrabilitate, reprosindu-i lui Wittgen-
stein cd n-a inteles ,punctul cheie® al demonstratiei si de fapt al meta-
matematicii. Wittgenstein isi plaseaza discutia In interiorul unui cadru
,non-referential®, din a cdrui perspectivd ii pare ca distinctia adevdr-
demonstrabilitate se ,dizolvd®, pentru cd intrezareste posibilitatea sa
obtind o definitie a adevdrului in termenii demonstrabilitdtii. Oricum,
el vrea si evite sigur prezenta unei ,corespondente cu ceva“, la care
someazd interpretarea semantic referentiald, care ceva, cind este vorba
de matematicd, devine realitate matematicd, un concept indezirabil
pentru un constructivist ca el, care preferd si echivaleze adevdrul cu
asertibilitatea, demonstrabilitatea, o certd afinitate cu intuitionistii, cea
mai severd, intransigentd specie de constructivisti. Respingdnd definitia
adevdrului in termenii referintei semantice, lui Wittgenstein nu-i
ramane altceva de facut decdt s-o inlocuiascd cu conceptul de deriva-
bilitate intr-un sistem. Dar aici la Wittgenstein se adaugd, dupid inter-
pretarea luii Ch. F. Kielkopf [1] si formalistii, care nici ei nu sunt
convinsi cd ar exista un domeniu al obiectelor matematice, o inter-
pretare putin plauzibild daci avem in vedere ci un platonism se ,tra-
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vesteste“ subtil odatdi cu formularea logico-matematicid a teoriilor ma-
tematice, a teoriei modelelor.

Comentarii wittgensteiniene legate de termenul ,adevdrat“ aplicat
propozitiei lui Godel tintesc distingerea adevidrului de demonstrabilitate.
Problema in discutie: cum putem ardta cd aceastd propozitie, care
spune ci nici un sir de formule nu constituie o demonstratie a ei?
Propozitie lui Gddel are forma unel propozitii universale si in sistemul
formal uzual in care lucrdm stabilim, demonstrdm cazuri (instances)
ale acestei propozitii si invocind argumente semantice concludem céa
acestea sunt adevarate. In privinta propozifiei universale numai pe
temeiul derivabilitdtii lor si al consistentei  sistemului formal (iata
conditia consistentei, premisd in demonstratie!), si in acest context ne
putem dispensa de notiunea clasici de adevar. Propozitia universalad
gbdeliani are un statut special cici stim pe baza interpretdrii semantice
cd este adevaratid, dar nu o putem demonstra. J. van Heijenoort [1]
aratd ci lucrul devine posibil, dacd se construieste o premisa speciala
a sistemului formal, ludnd decizia sd unificdm intr-un enunt: toate
cazurile sunt adevdrate (un numér infinit de premise) care are statutul
de reguld semi-formald, meta-sistem, ce modificd, oarecum, si statutul
sistemului formal care o include, caci devine un ,sistem semi-formal*
in sensul lui Schiitte [1]. Acum observdm cd propozitia Godel care nu
este demonstrabild intr-un sistem standard, devine demonstrabild
intr-un sistem semi-formal. Obtinem un substitut al conceptului de
adevér, conceptul de demonstrabilitate. Rezultatul este apropiat de (sau
in spiritul vederilor lui Wittgenstein, caci, acum adevdrat dar inde-
monstrabil poate fi interpretat: ,adevdrat in alt sistem, i.e. poate fi
eorect asertat ina It (sistem) joc® (Wittgenstein [3, I-3, A-I-7]); teorema
de incompletitudine devine un simplu rezultat de nederivabilitate.

4.4. Wittgenstein, filosofia si filosofia matematicii

In primul capitol am citat celebra frazi din «Tractus», amplu
comentata in literaturs, indeosebi, atdt pentru viziunea wittgensteiniana
in sine despre natura si statutul filosofiei (In esentd o conceptie reduc-
tivad), cat si prin impactul produs in evolutia ulterioard a filosofiei.
Intr-adevir legatura este destul de directi intre aceasti enuntare din
Tractatus : ,filosofia nu este o doctrini ci o activitate... Opera filosofici
se compune in esentd din eulcidiri. Rezultatul filosofiei nu este un
numdr de propozitii filosofice ci clarificarea..* si sentinta carnapiand
cd filosofia se mai poate legitima intr-un singur fel : devenind o logicd
a stiintei ; filosofia nu mai este nici macar teoria cunoasterii, nicidecum
ontologie, ea trebuie, sau, cel putin, este somatid sa fiinteze ca logicd a
stiintei, practicAnd doar analiza serioasd si relevantd a celor mai sem-
nificative ganduri, cele cuprinse in enunturile stiintei, functia ei fiind
acum delimitarea «exprimabilului» prin metoda analizei logice si eli-
minareq «propozitiilor fird sens». Pe scurt, filosofia devine, sau vrea
sd devind, o «sintard logicd a limbajului», problemele {filosofice fiind
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«confuzii de limbaj», ele sunt reductibile la probleme de limbaj, si de
aici avintul impetuos ulterior al «filosofiilor lingvistice», mai intai ale
limbajelor simbolice ideale, apoi ale limbajelor naturale ; un destin al
filosofiei la care L. Witigenstein a contribuit remarcabil,

Nu mai dezvoltam aici aspectul relatiei cu filosofia (generala),
deoarece multe reflectii ale lui Wittgenstein, ale exegetilor sdi, ca si
opiniile noastre le-am expus in primul capitol al lucririi, dar si in
urmadtoarele, De altfel si relatia lui cu «filosofia matematicii» a fost
in multe privinte anterior examinati. Reamintim doar obligati de sce-
nariul cercetarii propus si in intentia articuldrii coerente la un loc a
sugestiilor, observatiilor, criticilor si remarcilor pozitive decelate de
demersul nostru. Meandrele géndirii lui Wittgenstein provoacd prin
caracterul lor contradictoriu si chiar excentric, dar totdeauna incitant
benefic ; surprindem, sau mai bine spus suntem surprinsi de pérasiri
de pozitii anterioare, treceri la alte extreme opuse, lansind mai tot-
deauna ,mode filosofice®, dupid cum ne aflim in pericada Wittgenstein
I sau Wittgenstein II, totul petrecindu-se remarcabil : ,prozelitism¥,
adesea de cea mai buni calitate (vezi Cercul de la Viena), ,derute?,
atunci cand ,versatilismul® wittgensteinian {i surprinde nepregititi pe
discipoli si adepti. Stilul aforistic, extrem de sintetic, lapidar, profund
si colorat, prin excelenti sententios, uneori malitios si chiar discret
«<extremist« intelectual si totdeauna socant, secant si parca persifland
«gravul metafizic gdunos», absolutismele ce au generat cultivarea con-
tradictiilor (sau mai corect, a paradoxurilor), tribulatiile metafizice ale
propriei sale gandiri, toate au facut din Wittgenstein personajul, poate,
cel mai charismatic si excentric de bun gust, din spatiul filosofiei
contemporane, a secolului nostru. Contextual el este la fel de bine
«filosof» si «anti-filosof», dar de fiecare datd un ,mister metafizic“
este prezent subiacent pozitiei luate, si este de asteptat ci acolo gan-
direa dacad nu descoperd ceva, aproape sigur este in contact cu o noua
zare care tenteazd, provoaci, si oricum stimuleazd tensiuni spirituale.
O operd se consacrd nu numai prin ea insdsi ci si prin posteritatea ei.

Ca o introducere la cateva reflectii despre atitudinea lui Wittgen-
stein fati de filosofia matematicii, si reamintim enunful sdu gsocant,
«punct-sursi» al unor aprecieri de genul «anti-filosof» al matematicii,
cel putin in opinia mea: ,Filosofia si matematica n-au nimic una cu
alta ; descoperirile matematice n-au relevantd pentru filosofia matema-
ticii ; nici o opinie filosoficdi nu poate afecta procedura matematicia-
nului“. O asemenea atitudine taie orice contact intre matematicd si
filosofie, de parci ar apartine unor lumi radical diferite. Te poti intreba :
are sens si vorbesti de filosofia matematicii a lui Wittgenstein ? i
chiar de o filosofie a lui Wittgenstein ? Rdmai derutat mai ales cand
te gandesti la parerile lui B. Russell despre Wittgenstein, vazut drept
candidatul ideal pentru scoala, orientarea, directia, cum vrem si-i
spunem, pe care filosoful si logicianul britanic dorea si o intemeieze ;
(este vorba de o scoala de filosofi instruiti matematic). Interpretarea
datd de Dummett [1] enuntului wittgensteinian — cea a unei segregari
prea stricte si drastice a filosofiei de matematicd nu 1i pare ca vero-
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simila lui Ch. F. Kielkopf [1]. Wittgenstein, atunci cdnd a spus ca
nici un progres matematic nu poate influenta filosofia, a avut in vedere
ceva de genul cid de exemplu descoperirea recursiv-indecidabilitatii
calculului predicatelor nu va potenta intelegerea noastra a matematicii
asa cum ea este ficutd efectiv, deoarece aceasti descoperire este numai
o parte a matematicii curente ce trebuie infeleasd. Nu se poate sustine,
deci, ideea cd progresele matematice sunt total irelevante pentru filo-
sofie, deoarece acestea pot contribui semnificativ la 0 nouad matematica,
care va constitui obiect al filosofiei matematicii.

Dar nu este singura asertiune wittgensteiniand care a socat, caci
mai sunt incd multe altele; deja unele citate : filosoful nu trebuie si
ia pieptis (sd@ se confrunte cu) prcblemele matematice ci trebuie sa
le ocoleasca ; activitatea filosofica este inutila in matematici etc.

A fost Wittgenstein asa ,puritan® in fixarea acestor granite asa
stricte intre matematica, logicid si filosofie ? A respins el asa drastic
orice permabilitate reciproci a frontierelor acestor discipline ? In prima
periocadd, cea a Tratatului, aflat sub influenta lui Frege si Russell, el
era intr-un anumit sens, mai curand tolerant si nu exclusivist. Initial
interesat de fundamentele si filosofia matematicii, sub impactul scrie-
rilor lui Frege (al axiomatizarii logistice sau logiciste) isi comuta brusc
interesul spre logicd si filosofia logicii, aderdnd la programul ,igieni-
2drii® logice a matematicii, ca ulterior axiomatizarii logiciste (perioada
Investigatiilor filosofice si a Remarcilor), si dezavueze malitios acest
ideal, contestdnd energic axiomatizarii logiciste orice rol in fundarea
matematicii. Prima perioadd probeazi «visul lui Russell» cel a unui
filosof instruit matematic si decis si se instruiasci si logic, o ipostaza
a «cooperdarii» celor trel discipline, ce mai tarziu le va desparti printr—o
pcortind® si nu-i zicem ,de fier“, dar, oricum, imund la influente si
interactii reciproce, Era cel mai bun pretenldent la ,postul® de leosof
matematic (sau chiar «filosof logico-matematic»), daci aceste sintagme
nu par prea barbare lingvistic. Reamintesc ci filosof matematic nu
inseamnd numai filosof al matematicii ci si filosof remodelat matema-
tic, cu un stil de filosofare care este in spm’t matematic, la limita
intr-un spirit ariomatic, ca in cazul «noii filosofii exacte» (filosofia
ca teorie exactd), anticipatd si, partial, schitati de Godel.

Istoria matematicii si filosofiei evidentiazd deopotrivd si distinctia
dintre ele dar si conexiunea lor. Vorbind despre distinctia dintre ele,
S. Korner [1] scria: ,Dupid cum filosofia dreptului nu legifereaza, iar
filosofia stiintei nu formuleazd si nici nu verifici ipotezele stiintifice,
tot astfel — e cazul si refinem de la inceput — filosofia matematicii
nu mdireste numirul teoremelor sau al teoriilor matematicii. Filosofia
matematicii nu este matematica, ci reflectie asupra matematicii, gene-
rand intrebiri si rdspunsuri proprii“. Si cum Wittgenstein este gandi-
torul care a profesat un sont de ,absolutism®, absolutizarea distinctiel
reale dintre aceste domenii ale gandirii este specifici perioadei tdrzii
din evolutia sa intelectuald. Filosoful englez, Korner [1], continua co-
mentand aspectul conexiunii si al cooperarii dintre matematica si filo-
sofie : ,In ciuda distinctiei facute, totusi conexiunea dintre cele doud
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discipline este de naturd a fi foarte stransd. Nu putem gindi cu folos
asupra unei discipline, daci nu o cunoastem, iar reflectia asupra unei
actiuni poate fi, desigur, utild prin faptul ci face actiunea mai eficienta.

Matematica si filosofia s-au influentat reciproc de-a lungul istoriei
lor. Una dinire cele mai vechi enigme si probleme, nu numai a filo-
sofiei matematicii, ci ale filosofiei in general, a fost contrastul aparent
dintre fluxul indefinit ,al impresiilor senzoriale si adevarurile precise
si eterne ale matematicii; pe de alti parte, consideratiile filosofice
asupra matematicii in raport cu stiinta empiricd si logicd au sugerat
probleme matematice si-au dus chiar la crearea unor ramuri noi in
matematicd, asa cum sunt, de eexmplu, geometria neeuclidiand sau
algebrele abstracte ale logicii matematice.

In contextul consideratiilor expuse, matematica nu poate ,scapa“
de filosofie, cel putin in cazul examindrii urmditoarelor probleme :
originec matematicii, natura matematicii, aplicatiile matematicii, dar
reflectii filosofice suscitd in egald masura, fenomenul matematizarii
generale a stiintei (citd matematica, atata stiintd — Kant), care con-
ferd matematicii o pozitie singulard in spatiul culturii si am zice mai
ales in ipostaza de matematicd aplicatd, o stiinti de un gen special,
aflatd la granita dintre stiintele exacte, umaniste si experimentale,
care foloseste metode si procedee elaborate in fiecare dintre aceste
grupuri de stiinte, ajunse la maturitate conceptual-teorcticd si metodo-
logica. Rezultate si sugestii epistemologice si metodologice sunt dato-
rate lui H. Weyl [1] privind rolul problemelor din stiinte pentru dez-
voltarea matematicii, lui J. von Neumann [1] care analizeazi pro-
blema relevantei empirice, a interpretirii fizice a matematicii, a infu-
ziei de idei empirice, mai mult sau mai putin explicite la nivelul
matematicii. Si, nu in wultimul rand, impactul calculatoarelor asupra
cunoasterii matematice a generat probleme filosofice serioase si grave,
precum analiza demonstratiei teoremei celor patru culori, sc constd in
introducerea experimentelor empirice in matematica.

S-a creat, astfel, o situatie teoreticd si metodologicd complexd si,
In mare masura, ineditd pentru epistemologia matematicii pure, pana
mai de curdnd supralicitatdi ca o dimensiune a filosofiei matematicii.
Consideratiile noastre au relevanti, sperdm, pentru originile si aplica-
tiile matematicii ;: cat priveste problema naturii matematicii, mai com-
plet, problema funddrii matematicii, care include ca subprobleme pe
cea a naturii pe cea a structurii matematicii, A. Mostowski [1] spunea
ed ,elucidarea naturii matematicii nu revine matematicii ci filosofiei®.

Se pare ci dispunem de suficiente premise pentru a conchide
asupra conexiunii si cooperdrii dintre matematica, filosofia matematicii
si filosofia generald. Si cind citesti randuri ca cele ce urmeaza, dato-
rate unei autoritdti in domeniu, parci iti vezi daci nu validate si con-
firmate propriile-ti sugestii, intuitii si idei, cel putin risipite temeri
cd tu insuti ai confundat descriptia unei stari de lucruri cu un scenariu
dezirabil tie.

In context, S. Kérner [1] scrie textual : ,Intrucat filosofia mate-
maticii se ocupd in special cu expunerea structurii si functiei teoriilor
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matematice, s-ar pirea cd este independenti de orice .presupozitii spe-
culative sau metafizice. Totusi existd indoiald dacd o astfel de auto-
nomie este posibild, in principiu, sau dacd nu cumva aceasta autono-
mie este deja limitatd, sau chiar prin simpla alegere a unui aparat sau
a unei terminologii conceptuale pentru tratarea problemelor subiectului,
sau chiar prin tipul de problemd considerata ca importantd. In realitate,
toate conceptiile din filosofia matematicii de pand acum si, desigur,
acelea care vor fi discutate aici, ori s-au dezvoltat in mod manifest in
cadrul unui sistem filosofic mai larg, ori au fost imbibate de spiritul
unei Weltanschaung neformulate. Astfel de presupozitii filosofice gene-
rale ies foarte clar la iveali atunci cidnd exponentul unei filosofii a
matematicii nu se multumeste numai si atragd atentia asupra trasatu-
rilor pe care unele teorii matematice le posedd efectiv, dar susfine ca
toate teoriile matematice trebuie si le posede sau — ceea ce inseamna
acelasi lucru — afirmi cd toate teoriile efectiv «bune» sau cu adevarat
inteligibile le posedd in realitate“. Si ne opriim aici, si asa citatul a
fost prea lung dar relevant pentru ideile care le sustinem, adiugand
cd efectul convingerilor metafizice este mai pregnant nu in descrierea
ci in prescrierea unei situatii, sistem, conceptuale, fenomen vizibil in
polemici, dispute si controverse.

Conceptiile wittgensteiniene distoneazd profund cu acest climat
intelectual, si cum s-a vazut, in buni mdisura, «ideologic». Cum vom
vedea mediul relevant al conceptiilor lui Wittgenstein este cel al con-
textelor polemice, cAnd ia In rispir toate, sau aproape toate, atitudinile
filosofice (si mai cu toatd lumea pare si aiba ceva!) fatd de rezultate
ale acestora. Oare si-1 caracterizeze pe Wittgenstein un inapetit pentru
anumite ludri de pozitie, fireste in sensul cel mai inalt al activitatii
intelectuale ? Cum va fi reusit si scape sau sd tind sub control pro-
priile sale convingeri metafizice, astfel incat si producd «descrieri
relevante» ale situatiilor si rezultatelor din fundamentele matematicii ?
Si si retinem ca dupd Witgenstein activitatea filosoficd (dupd ce a
declarat-o inutild in matematica) i-a concedat aceasta, are menirea si fie
descriptivd ca cea a geografului «elementar», adici nu teoretician!

Ne apropiem acum, dupid avansarea acestor preliminarii, de
«coreul» aborddrii noastre, {inuti, pe cit am putut, {fideld scenariului
lansat. Am putea opera a priori cu un concept de filosofia matematicii
in raport cu care sa confruntidm conceptiile, remarcile lui Wittgenstein.
Am putea si vedem ce se intdmpli cu demersul wittgensteinian si de
aici sd inducem propriile lui conceptii articulate coerent si si numim
asa ceva propria lui filosofie. Ne este mai la indemana prima variant3,
care ne-a fost inspirati de Ch. F. Kielkopf [1], dar augumentati cu
sugestii si idei decelate pe propria noastrd cercetare, {intind spre un
dezirabil punct de vedere in problemi. Ch, F. Kielkopf [1] isi incepe
investigatia cu cateva intrebari: ce este filosofia matematicii ? ce sunt
fundamentele matematicii ? Autorul foloseste, in acelasi sens, filosofia
matematicii si «investigarea fundamentelor filosofice ale matematicii»
§i considerd cd un bun candidat pentru «filosofia matematicii» este
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oferit de lista de probleme prezenti in lucrarea lui S. Koérner [1] din
care noi am citat extensiv.

Prezentdm aceastd listd de probleme relevante pentru filosofia
matematicii :

Din grupa 1 fac parte chestiuni ontologice ale matematicii pure
(neaplicabile) : a) cind facem matematici neaplicatd (pura) vorbim
despre obiecte ? b) aceste obiecte ale matematicii pure sunt neobis-
nuite ? c) aceste obiecte neobisnuite ce sunt si cum le cunoastem ?

Din grupa a II-a fac parte chestiuni epistemologice ale matematicii
pure : a) existd adevaruri in matematica purd ? b) aceste adevaruri,
dacd existd, sunt necesare ? daci adevirurile matematicii pure sunt
adevdruri necesare, ce inseamni aceasta si cum le cunoastem ?

Din grupa a Ill-a fac parte chestiuni asupra ontologiei si episte-
mologiei matematicii aplicate; mai exact, cste vorba de faptul daci
chestiunile din grupele precedente si raspunsurile la ele ofera o expli-
catie filosoficd a matematicii aplicate.

Leitmotivul reflectiilor lui Wittgenstein cu privire la {iloscfia
matematicii este «intelegerea filosoficd» a matematicii si ceea ce mate-
maticienii fac efectiv. Dupad opinia lui Ch. F. Kielkopf [1] conceptul
(termenul) wittgensteinian de intelegere filosoficd a matematicii sem-
nificd un comentariu al celor trei grupe de chestiuni. O problema im-
portantd in acest context este intelegerea filosoficd a unei propozitii
matematice (filosoful intelege dar nu rezolvd probleme matematice,
precizeazd destul de des Wittgenstein). In filosofia matematicii exista
dupd opinia lui Dummet o «diviziune fundamentald» in functic de
modul de explicatie a semnificatiei unei propozitii matematice : o des-
criere In termenii «conditiilor de adevdr» si o descriere In termenii
«condititlor de asertibilitate». Ch. F. Kielkopf, desi nu impirtaseste
opinia lui Dummett cd Wittgenstein a sustinut o interpretare conven-
tionalistd a necesitdtii, este de acord cu punctul de vedere dupid care
cele doud moduri de explicatie a semnificatiei propozitiilor matematice
ii divide pe filosofi in unii care considerd cid adevirurile matematice
exprima ordinea si conexiunea dintre obiecte si al{ii care neagd ca
adevdrurile matematice ne comunici despre ordinea si conexiunea
obiectelor. Pe acest temei, investigarea fundamentelor filosofice ale
matematicii ar trebui s inceapa cu chestiunea I-a.

Dupd Russell (introducere la Tratatus logico-philosophicus) Wit-
tgenstein a fost confruntat cu intrebarea : ce inseamni s& explici sem-
nificatia une propozitii, [ce relatie trebuie si aibe un fapt (astfel ca
o propozitie) cu altul in scopul de a fi capabila sd fie un simbol pentru
celilalt ?], ceea ce ar reveni la punerea problemei generale a explicatiei
semnificatiei propozitiilor. Ne aflim din nou in fata problemei despre
obiecte matematice si necesitate, adicd ne confruntdm cu probleme
ontologice si epistemologice ale matematicii. O specie de platonism va
afirma, si chiar va dezvolta, o teorie despre obiecte neobservabile si in
mod necesar aranjate, conectate, oferind condifii de adevar pentru un
fapt, enuntind uzurile propozitiei. Wittgenstein a respins credinta in
obiecte matematice, intrebindu-se daci cineva care crede in obiecte
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matematice si proprietdtile lor face matematicd. El a dezavuat plato-
nismul care, prin postularea obiectelor (create de mintea umand); il
obliga la o teorie despre unele obiecte care sa explice uzul propozitiilor
matematice. Obiectivitatea si necesitateqa matematicd nu tin de filosofia
matematicii, le considerd ceva pentru o tratare filosofica.

Al doilea mod de a trata problema explicatiei semnificatiei unei
propozitii, la care, dupd comentariile lui Russell la Tractatus, a aderat
Wittgenstein si ,care apare cand caracterizarea rolului pe care il joaca
propozitia si ideile preconcepute despre cum este jucat acest rol se
izbesc (contrazic) de modelul in care propozitia este actual folositd*.
Pozitia filosofului 1l obligd sd nu cerceteze dincolo de limbaj pentru a
explica cum limbajul functioneaza, caci despre lucruri se pronun{d cei
din stiinta empiricd, eliminarea dubiilor despre cum functioneazd lim-
bajul se realizeazd {icind mai clar cum el functioneazi abandonind
wCcaracterizarea originald a uzului si ideile preconcepute despre cum
limbajul poate fi foolsit®, facand clar ce devine cind oamenii fac ase-
menea asertiuni. $i in Remarcile lui Wittgenstein gasim ci descrierea
acestui fapt (cAnd oamenii fac aserf{iuni matematice) consti in atentia
acordata faptelor nelingvistice (fizice. psihologice, sociologice); dupa
aceasta, intrebarile de ce si cum cad in sarcina stiinfei empirice, furni-
zarea unor date pentru explicatia stiintifici si care evident nu consti-
tuie scopul descrierii filosofice «of what goes on when people use
language». Scopul descrierii filosofice este si raspundid la chestiunea
filoscficd despre cum o propozitie poate face ce ea este folositd sd faca.
Este solutionatd problema filosoficd sau se incearcd, dar nu se elabo-
reazid o teorie. In Investigatii filosofice, Wittgenstein spune ci ,trata-
rea filosoficd a unei chestiuni este asemanatoare tratarii unei boli¥ ;
nu este nimic de explicat, cici ccea cc este ascuns nu este de ,interes
pentru noi... chestiunca trebuie sa dispara fara urme, adici si pri-
measca raspunsuri explicite..“ etc. spre deosebire de. chestiunile stiin-
tifice, cele filosofice, nu pot fi rezolvate, tot ce putem intreprinde este
sd dispard ca perplexitati, atunci cand am reusit sa le identificam
originile lingvistice. Problemele filosofice sunt datorate uzajului ne-
adecvat al cuvintelor noastre, caracterului global al gramaticii noastre.
Este de sperat o claritate globald si absolutd ? Raspunsul este negativ
si tocmai de aceea problemele filosofice nu pot sd dispard in mod
absolut. Dificultatea in cercetarile filosofice nu consti in a gisi solutia,
ci in a recunoaste ca fiind solujie ceva care ne di impresia cd repre-
zintd doar o etapd preliminara. Wittgenstein : ;Am spus deja totul. Nu
ceva care decurge din aceasta, ci tocmai aceasta este solutia! nu tre-
buie. si asteptim o explicatie, descrierea este solutia dificultatii daca
stim s-o plasdm unde trebuie. Mai curdnd ar trebui sd& spunem : difi-
cultatea este aceasta: si te opresti. (cf. J. Bouveresse [2]). Cum am
vazut la incheierea primului mod de explicatic a semnificatiei propo-
zitiilor matematice el a negat existenta obiectelor matematice si deci
a respins asumptia cd rolul . esential al unei propozitii este si .enunte
fapte. Concepiiile sale filosofice ulterioare au fost motivate si de faptul
cd «the how» in «How does a sentence do what people use it to do»
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a cerut o descriptie mait curdnd deciat o explicatie in termenii unei
teorii. Convingerea lui Wittgenstein a fost cd filosofia In mod real
este pur descriptivd. In Wittgenstein [4] (Blue Book) scrie : ,Filosofii
in mod constant vidd metoda stiintei In fata ochilor si sunt tentati
irezistibil s puna chestiuni si sa raspundid in modul in care o face
stiinta. Aceastd fendintd este sursa reala a metafizicii si conduce filo-
soful into complete darkness. Eu vreau si spun aici cd nu poate fi
niciodatd our job a reduce ceva la ceva sau a explica ceva. Filosofia
in mod real este pur descriptivd“.

Concluzie. Filosofia nu poate oferi o funtare a matematicii (Inves-
tigatii filosofice), ea poate sa ofere insd o intelegere filosoficd a mate-
maticii si face acest lucru nu pe calea explicatiei ci a descrierii; filo-
sofia este pur descriptiva si o face plasandu-se in ,afara matematicii.
Fiind o investigare a fundamentelor filosofice, filosofia matematica
este o «sectiune» a fundamentelor matematicii (a se vedea 4.2.).

4.5. Wittgenstein si unele concepte fundamentale din filosofia
matematicii

Conceptul central din filosofia matematicii in jurul careia gravi-
teazd majoritatea conceptelor acestei disciplire este cel de realitate
matematicd. Intr-adevir, acest concept-cheie legitimeazd o serie de
concepte.

Conceptul de ,realitate matematicd este cardinal in platonism
el este prezent fie ca ,proiectia ideald a unui domeniu al gandirii“
(platonismul restrictiv), fie ca postulare ,a existentei unei lumi de
obiecte ideale care contin toate obiectele si relatiile matematicii® (pla-
tonism absolut), responsabil de aparitia paradoxurilor. Dar, se poate
vorbi, asa cum am aratat, de platonism. metodologic (si nu ontologic),
pentru care eristenta matematicd, (realitatea matematicd) este doar o
sipotezd® si care intr-o manierd ,tarancendentala“, la care apeleaza
Godel, se dovedeste plauzibild si dezirabild, in sensul ca ,salveazd®
o serie de concepte fundamentale relevante epistemologic, pentru orice
{ilosofie a matematicii serioasd ; este vorba de conceptele : intuitie,
obiectivitate, necesitate, adevdr, demonstrabilitate.

Intr-adevar, in absenta unei realitdti matematice, a existen{ei
obiectelor matematice si a relatiilor dintre ele, despre ce intuitie mai
poate fi vorba ?; a cui intuitie este, dacd nu a unor obiecte si relatii ?

Intuitia, la un realist ca Godel, este conceputd ca o extensiune a
LANSCHAUNG-ului¢ Kantian, o ,extensiune a conceptului de percep-
tie, un sort de ,organ fizict al impresiilor abstracte. Chiar si formalistii
apeleazi la intuitie, mai ales in sensul.,prozaic“ de «perceptie», per-
ceptia semnelor pe hartie (on paper), in intelesul cel clar statuat in
lucrarile lu D. Hilbert.

Conexiunile dintre realitatea matematicd si intuitia matematicd
sunt dizecte. Existenta matematicd in conceptia platonistdi moderna
constid in structuri abstrdcte (numerice, geometrice, set teoretice, cate-
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goriale) si asociat acestor tipuri de structuri, veritabili locuitori ai
universului matematic, vorbim despre intuitie numericd, intuitie geo-
metricd, intuitie set-teoreticd si intuitie categoriald. $i evolutia mate-
maticii, marcand succesiv pregnanta unui gen de «realitate matema-
ticti», a inregistrat un fenomen interesant al intuitiei care l-a insotit pe
cel al realitdtii matematice; este vorba de ,fenomenul“ vulnerabilitdtii
intuitiei noastre matematice, o succesiune a detrondrilor ei: prin des-
coperireq numerelor irationale, ,locuitorii stranii® ai umiversului mate-
matic, intuitia aritmeticd s-a dovedit incapabild s aprehendeze aspecte
ale realitdtii matematice si a fost ,detronatd“ in favoarea mai eficien-
tei intuitii geometrice. Dar si aceasta a suferit puternice transformari,
cici intuitia noastrd (euclidiand) indusd de geometria euclidiand a de-
venit inoperantd cind au fost descoperite (construite) geometriile neeu-
clidiene, acum cand ontologia matematicii devenea mai bogatd si mai
complexd. Era abandonati imaginea existeniei unei structuri spatiale
unice. Dar si intuifia aritmeticd a suferit modificari, intrucit conceptia
intuitivi despre cantitate (mdarime), adici numdér, a fost rafinatd prin
contributiile lui Weierstrass, Dedekind, Cantor etc. $i in fine, se stie
ca platonismul este in cel mai inalt grad subiacent si consubstantial
teoriei multimilor. Dar si aici rezultatele de independentd (Cohen), pro-
liferarea awiomelor cardinalelor mari, ca si constructia de modele bizare
in domeniul teoriei multimilor au relevat vulnerabilitatea intuitiei set-
teoretice. Determinarea statutului ipotezei continuului, va depinde de
perspicacitatea intuitiei noastre de a gidsi directia potrivita in care sa
indreptam cercetarea. Intuitia noastrd concura la descrierea unei lumi
posibile de determinat pe care o consideram existentd matematicd.
Conexe ,eristentei matematice® sunt problemele obiectivitdtii si
necesitatii matematice, Distingem doua sensuri ale obiectivitatii :* a)
obiectivitatea enunturilor matematice (Kreisel), adica important nu este
existenta obiectelor matematice ci obiectivitatea enunturilor matema-
tice. ExplicAnd, aceasta inseamnd acceptarea demonstratiilor si a con-
cluziilor lor; b) al doilea sens, la care aderid un realist ca Gédel (care
desi este considerat platonist, el nu este platonist in sensul admiterii
unui univers matematic aidoma lumii ideilor a lui Platon, ci, mai
curdnd, In sensul ,lumii g treia® a lui K. R. Popper) vorbim despre
obiectivitate legat de conceptul de adewvdr, si care, trimite explicit la
existenta obiectelor §i structurilor matematice. Asadar, trebuie distins
acest concept, (gbdelian), care este mai ,tare“ decit primul, care sem-
nifici doar un simplu acord intersubiectiv la care ,someazd“ demon-
stratiile si concluziile lor. Este evident cd specificul primului sens are
baza in demonstratie, particularitatea distinctivd al celui de al doilea
sens al obiectivitdtii rezidd in invocarea conceptului de adevdr plus
existenta obiectelor §i structurilor matematice, intr-un cuvant concep-
tul de existentd matematicd. Deci, dupad realismul gddelian (platonism
matematic modern), pentru a vorbi de obiectivitate, trebuie sa existe
obiecte matematice (adici sa pardsim sfera teoriei demonstratiei, pen-
tru a intra in ontologia matematicii), altfel, cum observa H. Wang [4]
pare oarecum straniu ,s4 gidndim obiectiv fird si gandim despre ceva‘.
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Urmdtoarea problemd cu care ne confruntim, odati admisi supozitia
ontologica a existentei obiectelor matematice, este cea a ,naturii aces-
tor obiecte (care pot fi aseminitoare entititilor muzicale — Bernays,
pot fi mul{imi, concepte pure — Godel, pot fi enttati mentale —
Brouwer etc.). St atunci avem diferite forme de realism: mental
(Brouwgr), matematic si conceptual (Godel) si asa mai departe.

Prin urmare, intuifia ne ajutd si ,aprehenddm< realitatea mate-
maticd, realitatea matematica fundeazd obiectivitatea, adevdrul [pentru
ca enunturile matematice poartd asupra unei realititi matematice si
sunt adevdrate sau false, dupa cum sunt sau nu conforme (teorig cores-
pondentei !) cu obiectele si structurile din universul matematic]. In
plus, intuitia ne poate procura si convingerea adevdrului asumptiilor
fundamentale ale teoriilor matematice. Particularitatile naturii existen-
tei matematice (in sens platonic o lume metafizicd) conferd enunturilor
matematice proprietatea de a fi necesare. Kant [1] scria: ,Trebuie sa
se observe mai intdi ci judecdtile matematice autentice sunt totdeauna
judecéti a priori si nu empirice, deoarece contin in sine necesitate, care
nu poate fi scoasd din experientd. Dacid insd nu se va admite aceasta,
ei bine, atunci eu restrang judecata mea la matematica purd, al carei
concept cere ca ea sd nu contina cunostintd empiricd, ¢i numai cunos-
tintd purd a priori.

Enunturile noastre vor fi adevdrate, obiective si necesare, in viziune
platonistd, in virtutea unei realitdfi (matematice) independente de noi.
Imaginea platonistd a existentei matematice este consubstantiala cu
teoria adevdrului-corespondentd (Aristotel) si adevdrul este independent
de verificarea, demonstratia sau demonstrabilitatea lui; mulfimea pro-
pozitiilor demonstrable nu coincide cu multimea propozitiilor adevirate,
aceasta din urmi tinde s-o ,acopere“ (asimptotic) pe prima. Pentru
realist (platonician) redlitatea este independenti si la fel si adevirul ;
pentru constructivist nu existi o asemenea realitate si nici un asemenea
adeviir; conceptul central in filosofia lui este cel de wverificare, demon-
stratie, din a cdrui perspectivid le construieste pe primele. Pentru con-
structivistul verificationist (si deci si pentru Wittgenstein, cu anumite
nuante) nu existd o realitate preexstentd, determinati anterior si inde-
pendenti. Redlitatea est construitd progresiv, produsd de activitatea
noastrd, iar adevdrul si verificarea nu sti in relatia sugeratd de ,des-
crierea platonistd®, conform cireia verificarea este doar o recunoastere
a unui adevair independent; dimpotrivia, adevarul pare construit ca

produs al verificarii.

Un procent semnificativ din lumea ,matematicienilor lucrdtori
(the working mathematiciens) impartiasesc conceptia platonista, deoarece
ea di sens activitatii lor care are un obiect, deci . poartd* asupra unei
realitdti si produce, demonstreazd adevdruri despre ceva (aceasta exis-
tentd matematicd), incit, paradoxal, o conceptie asa subtild ca plato-
nismul a devenit suficient de ,populara“, bineinteles tot in expuncrea
ei populard. Motivatia acestor preliminarii a t{inut seama de acest lucru,
ca si de faptul cd Wittgenstein s-a raportat la ea ca la o filosofie cu
efecte indezirabile,
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Sa vedem acum conceptia wittgensteiniana despre aceste concepte
fundamentale ale filosofiei matematicii : realitatea (existenta) matema-
tici, obiectivitate si necesitate matematici, adevir matematic,
intuitie etc.

In cuprinsul eseurilor noastre am punctat faptul ca Wittgenstein a
negat existenta obiectivi a entitatilor matematice, cu alte cuvinte, a
contestat ,functia referentiald® a matematicii. Mai concret, Wittgenstein
a spus ca termenii matematicii nu denotd, iar propozitiile matematice
nu spun ceva, statutul matematicii fiind acela de a oferi o ,structurd
lingvisticd“, un cadru pentru inferenta unei propozitii din altele. «Rea-
litatea matematicd» nu este una pre-existentd, ca in viziunea platonis-
td, ci mai curand, se constituie progresiv in interiorul demersului ma-
tematic. Natura matematicii rezidid in calitatea ei de ,cadru lingvistic?
in care au loc ,procesele de inferentd®, inferente care nu sunt garan-
tate de nici o realitate matematicd.

P. Bernays [2] subliniazi un fapt semnificativ pentru intelegerea
conceptiei wittgensteiniene despre realitatea (existenta) matematica :
»Cine considerd matematica ca o fenomenologie teoretica a structurilor
matematice mentale, neagd existcnta faptelor specific matematice des-
pre entititile matematice. Dar respingerea entititilor matematice dis-
truge obiectivitatea matematicii si conduce la conventionalism in care
enunturile matematice sunt adevirate in virtutea definitiilor noastre.
O asemenea teorie nu poate explica stabilitatea matematicii, nu poate
explica in nici un mod de ce aceste edificii conceptuale nu intra in
colaps. Pe scurt, nu poate explica obiectivitatea matematicii®.

Asadar, contestind ,realitatea matematicd preexistentd“ ne inchi-
dem in limitele gandirii wittgensteiniene, accesul la conceptul de obiec-
tivitate. Obiectivitatea este fundati pe realitatea matematicii, si daci
distingem doud concepte de obiectivitate, unul in sensul tare este obiec-
tivitatea fundati pe realitate, acceptie relevantd pentru obiectivismul
godelian si care este in directi conexiune cu problema naturii mate-
maticii ; acest concept de obiectivitate este legat direct semnificativ de
conceptul de adevdr, context in care pentru prepozitiile matematicii
functioneaza principiul logic al tertului exclus, conform céruia despre
fiecare prepozitie matematica se afirma cd sau ea, sau negatia ei, este
adevaratd. Conceptul acesta de obilectivitate (si-1 numim conceptul
godelian de obiectivitate) legat fundamental de conceptul de adevar,
trimite direct la (desi lasd deschisd) problema naturii obiectelor mate-
matice. In mod cert angajeaza insd supozitia existentei obiectelor ma-
tematice si sugereaza pasul urméitor de ficut, cel al rezolvarii naturii
entitdtilor matematice. In problema naturii obiectelor matematice,
Godel si Bernays impartisesc respingerea conceptiei care declarid obiec-
tele matematice drept nume sau constructe mentale. Oricum, conside-
ram relevant si profitabil s& admitem supozitia existentei obiectelor
matematice, prin analogie gédeliand cu lumea obiectelor fizice, desigur
universul entititilor matematice fiind distinct ca natura de cel fizic.
H. Wang considera evidentd supozitia entititilor matematice, cici altfel
ar parea straniu sa gandim obiectiv (obiectivitatea fiind un deziderat
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al oricirei stiinfe serioase) fira si existe ceva obiectiv. O asemenea
existentd a obiectelor matematice intemeiazd conceptele de adevar
(conformitatea propozitiei la starea de lucruri (descrisi) din universul
matematicii, dar si conceptul de intuitie, deveniti aici un analog al
perceptiei. Al doilea sens, sid-1 numim slab, descrie obiectivitatea mate-
maticd ca acord intersubiectiv la care ,someazi“ demonstratiile si con-
cluziile lor.

Cunoscutul enunf al lui Kreisel ,ceea ce este important nu este
existenta obiectelor matematice, ¢i obiectivitatea enunturilor matema-
tice« recupereaza in mod esential conceptul de obiectivitate in sensul
slab si pare si diminueze semnificafia conceptului (gddelian) de obiec-
tivitate a matematicii.

83 ne amintim caracterizarea datd de Bernays fenomenologiei teo-
retice a structurilor matematice mentale, relevanta si pentru conceptia
lui Wittgenstein ce are evidente afinitdti cu intuitionismul. Si sid con-
tinudm infelegerea sugeratd de Bernays cu idei din M. Dummet, intre
care, cea mai semnificativd in context este urmatoarea: ,Wittgenstein
negand existenta obiectelor matematice si relevand aspectele behavio-
rale ale matematicii, in mod constient renuntd la necesitatea si obiec-
tivitatea matematiciii, si devine utn conventionalist radical® (s.n. M. T.).

Aversiunea lui Wittgenstein pentru ,o istorie naturald a numere-
lor« (de fapt, a tuturor entititilor matematice) are multiple si pro-
funde implicatii. In primul rdnd l-a dus la un concept sui generis de
obiectivitate, dacd conceptul obiectivist (gddelian) de obiectivitate era
prin excelentd unul ontologic, cel wittgensteinian este unul metodologic
(de sorginte behavioriala si antropologicid) emanand din practica umané
matematicd a proceselor inferentiale, specificul excelent al stiintei ma-
tematice, rezumat pe scurt ca ,acord intersubiectiv® care indicd infe-
rentei un unic drum : conformarea la reguli (convenite, emanate din
comportamentul indus din practica matematicd), dar fari nict o referire
la o ,realitate matematicd pre-existentd®. Wittgenstein, etichetat, poate
nu pe nedrept de Dummett, ca un conventionalist radical spune ci in
fiecare demonstratie noi facem o noud decizie, ,la fiecare pas in demon-
stratie noi suntem liberi si alegem, sd acceptdm sau si respingem
demonstratia, nu existd nimic care si& ne forteze sd acceptim demon-
stratia“. Dummett crede cd Wittgenstein considera cd noi suntem com-
plet liberi si depozitim in arhive orice multime arbitrard de enunturi
pe care le dorim.

Conventionalismul (cu atdt mai mult cel radical) este incompatibil
cu supozitia unei realititi matematice si deci si a obiectivititii mate-
matice. Dar Klenk [1] considerd cid M. Dummett nu este indreptatit sa
sustind cd Wittgenstein a fost un conventionalist radical. Dimpotriva,
Wittgenstein a stdruit asupra ideii cd matematica ,ne forteazi“ la o
anumitd concluzie, plecind de la o mul{ime datd de premise si urmaind
anumite reguli ; prin urmare, nu putem infera orice si Dummett a inter-
pretat gresit sugestiile lui Wittgenstein cu privire la posibilitatea folo-
sirii diferitelor reguli si tehnici disponibile. Klenk [1] scrie :  El (Wit-
tgenstein) a vrut sd spund ci nu existd nimic In spatele practicilor
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noastre matematice, nici o realitate matematicid care garanteazad rezul-
tatele pe care le obtinem. Wittgenstein nu vrea si nege obiectivitatea
matematicii, ci ideea ci aceastid obiectivitate este explicatd .in termenii
unei realitdti matematice“. Prin urmare, Wittgenstein crede in obiec-
tivitate, problema care rdméane in discutie este dacd o teorie behavio-
rald, pe care o propune (sau la care aderd) Wittgenstein, poate oferi
o explicatie relevantd a obiectivitdtii, stiut fiind cd aceastd teorie con-
siderd cd natura matematicii rezidd in modul in care noi inferam. Este
oare acest aspect sursa structurii solide a matematicii ? Este adevirat
ci inferentele matematice sunt adanc inrdddcinate in modul nostru de
gandire, si reprezintd un pilon al obiectivitdtii de tip metodologic. Dar
pentru platonisti aceastd explicatie nu este satisfacatoare. Regularitatile
comportamentului uman trebuie explicate in termenii (existentei) obiec-
telor matematice, opineazad platonistii, ratiunea pentru care noi ,agreem
asupra rezultatelor obtinute« fiind faptul ci noi aprehenddm aceeasi
realitate matematicd. Matematicienii fac aceleasi descoperiri despre
obiecte matematice si, in ultima instanti, au convingeri cd facem infe-
rente corecte si obtinem concluzii adevarate. Dupd unii comentatori ai
operei wittgensteiniene pare nenatural si explicim fapte empirice (cum
sunt regularitatile comportamentului uman) invocidnd entititi platonice,
cum sunt considerate entitdtile matematice. Regulile sunt un fapt
incontestabil si ar parea mai firesc sd le explicdim In termenii altor
regularitati empirice (poate structuri brain, opineazad Klenk [1]) si astfel,
dcordul intersubiectiv, sursa autentici a obiectivititii, acceptatd de
Wittgenstein, nu ar mai fi explicatd in termenii ,formelor platonice®
(adicd ai entitdtilor matematice) ; aprehensiunea obiectelor matematice
— sursa (in viziune platonistd, realist-modernd) obiectivititli matema-
tice lasd acum locul unor tendinte (inclinatii) naturale ce intemeiazi
acordul (si deci obiectivitatea) impdrtisit de comunitatea matematicie-
nilor. Reprosul, adus explicatiei platoniste pe care Wittgenstein o res-
pinge, este bazat pe apelul la entitdti metafizice in explicarea activi-
tatilor, regularititilor, proceselor empirice, in ultimd analizi refuzul
explicatiei prin esenfe ultime, atit de caracteristici platonismului si
vehement repudiatid de Wittgenstein. (Nu s-ar putea contesta ca aici
Wittgenstein se situeazd pe pozitiile empirismului, fie el chiar logic!).
Am putea apela la relevanta mecanismului perceptiei obiectelor mate-
matice, care si-ar gdsi in ,intuitie“ un analog descris ca ,perceptie cu
ochii mintii“ a obiectelor abstracte (matematice) si si incercim si ne
explicim de ce noi toate fiintele umane reactionam identic (sau apro-
ximativ identic) la aceastd presupusd lume a obiectelor nemateriale
(matematice). S-ar muta accentul de la entitdtile matematice insele la
activitatea cu ele, unde constatim ca evidente unele regularititi empi-
rice ale comportamentului nostru in cadrul activititii matematice si

atunci avem sugestii wittgensteiniene suficiente pentru abandonarea

nexplicatiei in termenii obiectelor matematice® in favoarea uneia ,in
termenii regularititilor empirice (behaviorale) care ne sunt in mod cert
mai la indemé&na.

Am enuntat intre concepte fundamentale ale filosofiei matematicii
si pe cel de necesitate (logicd); s-a spus ci unele linii de gandire,
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intre care cea care incorporeazd conceptia despre necesitate logic
(proprietate excelentd a enunturilor matematicii pure) converg in con-
structivismul ~ wittgensteinian. Conform conventicnalismului, si am
vazut ca filosofia lui Wittgenstein este calificatd drept ,conventionalism
radical®, necesitatea o impunem noi, dar nu asupra realitdtii ci asupra
lmbajului nostru. Un enunt este necesar in virtutea of our having
chosen not to count anythings as falsifying it, iar recunoasterea de
citre noi a necesitdtii logice (care este alaturi de sursa ei, al doilea
aspect important al problemei necsitatii logice) devine, dupd Dummett,
un caz particular al cunoasterii intentiilor noastre. ,Conventionalismul
modificat®, larg raspindit, derivd ,necesitatea” din conventii lingvistice
pe care le adoptim. Unele enunturi necesare sunt in mod direct ,liste
de conventii“, altele sunt consecinte ale acestora, mai mult sau mal
putin vagi. O ,direct register” a unei conventii, explici Dummett, este
un enunt ca ,nimic nu poate fi in acelasi timp verde si albastru“,
deoarece instructia noastrd ostensivi nu legitimeazd un asemenea uz
al ,colour-words®; nu avem nevoie de o conventie speciald care, sid
excludi uzul expresiei ,both green and red“ din limbaj, pe consideren-
tul cd procedand astfel, vorbitorul respectiv nu a invatat ceea ce tre-
buia si Inteleagd din instruirea ostensiva.

Conventionalismul modificat aplicat la matematici oferd o expli-
catie a ,adevdrului matematic® in maniera specifici pozitivismului
logic : axiomele unei teorii matematice sunt necesare in calitatea lor
de direct registers ale anumitor conventii adoptate privind uzul terme-
nilor, iar in activitatea sa matematicianul descopera consecinte, mai
mult, sau mai putin vagi ale acestor axiome, consecinte incorporate in
teoreme ; si, mai mult, chiar statutul principiilor logice care legifereaza
trecerea inferentiali de la axiome la teoreme, este expilcat tot ca ex-
presia adoptdrii conventiilor lingvistice ale uzului lui ,daca%, ,toti« etc.
Explicatia de sus este taxatd ca superficiald, deoarece lasd neexplicat
statutul asertiunii cd ,anumite conventii au anumite consecinte®, re-
marca Dummett. Adoptind conventii inregistrate de axiome si prin-
cipii logice, atunci trebuie si aderdm la modul de vorbire incorporat
(si sugerat de) in teoreme.

Pentru Wittgenstein necesitatea logicd a unui enunt (matematic)
este expresia directd( a unei conventii lingvistice. Conventiile par sia
nu se bazeze pe instructia noastrd, o explicatie aplicabild si la calcu-
lari elementare dar si la teoreme profunde. De pild4, in primul caz
(cel al calculdrii elementare) noi alegem criteriul. Bundoard, gasind
intr-o camerd 5 baieti si 7 fete noi spunem cid in camerd se afla 12
copii impreuni. Ceea ce ne-a indreptatit si procedim asa (cd existd
n lucruri sau fiinte de acelasi fel) nu provine din procedura de numd-
rare, ci noi am adoptat in exemplul dat un criteriu nou care a justi-
ficat afirmatia noastrd ci in camerd existd 12 copii impreund. Necesi-
tatea lui 5 + 7—12, constd in aceea ca dacd noi numardm, copiii
impreund si rezultatul numardrii este 11, atunci noi spunem: ,trebuie
sd fi gresit In numérare®.

Conceptul de necesitate (logica) trimite la alt concept, cel de
demonstratie. Si spunem in treacit ca adevdrul matematic nu poate
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fi descris dupa Wittgenstein, (din moment ce functia referentiald a
matematicii a fost negatd) in termenii obiectelor matematice (ai reali-
titii matemadtice, care ea insdsi inceteazd de a mai avea statutul de
,pre-existentd“ si se construieste pas cu pas In interiorul demersului
matematic), descris in termenii ,teoriei corespondentei’, proprie plato-
nismului. Dacd natura matematicii este inferentiald, transformare a
expresiilor, demonstratia este ,un semn ci noi transformam simbolu-
rile intr-un astfel de mod ,..ansamblul de inferente neghidate de vreo
realitate matematica exterioara sistemului in care luveram, atunci ne
putem dispensa de notiuinea de adevar ca find redundanti, eventual o
recuperdm cu ajutorul demonstratiei. ,Adevirul in sistemul lui Russell
inseamna demonstrat in sistemul lui Russell®. O demonstratie proce-
deazid conform unor reguli de inferentd, sau principii logice si chiar
suntem tentati sd ne considerdm spectatori pasivi ai demersului ei,
fird si ludm parte activd in travaliu, pretul si recompensa acceptarii
axiomelor de la care se porneste. In urmairirea (pasivd) a demonstra-
tiei, recunoastem diferiti pasi, diferitele tranzitii treceri inferentiale ca
aplicatii ale regulilor generale de inferentid. Desi ne-am dat asenti-
mentyl fatd de reguli, nu urmeazi cd orice pas inferential este corect,
adicd o aplicare corecti a regulilor de inferentd. Dar, cum am vézut,
Wittgenstein considerd cd noi facem in fiecare demonstratie o decizie
noud, la fiecare pas in demonstratie suntem liberi sd alegem {fie sa
acceptam, fie s3 respingem demonstratia. Dacd cineva nu acceptd o
demonstratie, realmente sau n-a inteles-o, sau nu a acceptat regulile
de inferentd. Prin urmare, suntem liberi si alegem, si acceptdm, sau
sa respingem demonstratia. Dacd acceptim o demonstratie, noi prin
aceasta conferim necesitate teoremei demonstrate, care capitd un statut
ce o justificd sd intre in ,arhivd“, rezultat final al deciziei noastre.

Dar, dacid admitem obiectivitatea si constrdngerea inferentiald (con-
formitate la reguli) ce loc gasim creativititsi matematice ? care, oricum,
este un fapt real in activitatea matematici. S-a vorbit despre o incon-
sistentd internd a conceptiilor lui Wittgenstein despre constrangere
(compulsion) matematica, obiectivitate si creativitate. Specificul crea-
tivitatii, despre care spune Wittgenstein ci este o particularitate, feno-
men al matematicii, situat la nivelul (orizontul) matematicii intuitive
(neformale) pentru care nu trebuie si asteptdm teoremele lui Gédel,
rezidd in descoperirea sau poate inventarea conexiumilor. Nu exista
nimic care sa ne impiedice si descoperim mai curind o conexiune
decat alta, este decizia noastrd si acceptim un rezultat al demonstratici.

Klenk [1] observa in legdturd cu amintita inconsistenti intre vede-
rile wittgensteiniene despre conceptele obiectivitate, constrdngere si
creativitate cd, pe de o parte, cdile pe care le urmadm in activitatea
matematici sunt extensiuni ale celor vechi, deci sunt pre-determinate,
adicd sunt extinse in acord cu practica noastrd anterioara, si in conse-
cintd deciziile trecute le constrang pe cele actuale, la asa ceva ne
obligd uzul consistent al termenilor ; pe de alta parte, in orice demon-
stratie noi formdm concepte noi, schimbdm conceptele noastre, un
concept nou fiind produs atunci cidnd calea de urmat nu a avut o

extindere iIn direciie proprie. Ne confruntim in prima ipostazi cu
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relatia creativitate si determinism, in a doua ipostazi, creativitatea isi
regdseste medjul ei fertil si relevant, cel al libertdtii si deciziei.

Klenk [1] noteazi in contextul dilemei evocate : sau conexiunile
sunt in mod simplu acolo unde sunt si matematicianul este un »aesco-
peritor®, mai curdnd decit un ,creator?, ceea ce este contrar declara-
tiilor lui Wittgenstein ; sau conexiunile nu existi acolo si matemati-
cianul este un creator st In acest caz crearea unei conexiuni nu este
mai justificatd decit crearea altei conexiuni; dar astfel avem justifi-
catd asertiunea lui Dummett ci Wittgenstein este un fullblooded
conventionalist.

Solutia este la mijloc, matematicianul este atit descoperitor cét
si creator. Este adevirat ce spune Wittgenstein cd conexiunile nu se
afla acolo pana nu le face matematicianul si el poate face orice cone-
xiune si poate realiza orice creatie, dar de indatd ce aceasta Intruneste
acceptanta comunititii matematicienilor dobindeste statutul de desco-
perire. In ciuda creativitdtii radicale, matematica este obiectivd, acordul
imanent comportamentului uman in cadrul activiti{ii matematice repre-
zintd autentica cheie in solutia acestei probleme, pare a fi raspunsul
consonant sugestiilor si conceptiilor wittgensteiniene, in deplin dez-
acord cu conceptia platonisti despre matematicd, in care rolul central
il ocupa existenta matematicd (realitatea matematicd), baza Intregului
edificiu conceptual la care ne-am referit : obiectivitate, adevdr, intuitie,
demonstratie, creatie (creativitate).

8 — L. Wittgenstein, anti-filosof al matematicii ?
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L. WITTGENSTEIN, IS AN ANTI-PHILOSOPHER OF MATHEMATICS ?

Summary

The work consists of some essays which in the author’s opinion can make
up the first exegesis published in our country on the writings of mathematical
philosophy of L. Wittgenstein.

The subtle intention of the work is to offer ? the reader a coherent,
systematic representation to the thoughts and reflections of Wittgenstein about
logic, mathematics and philosophy, about the ,nature“ and ,foundations of
mathematics™.

A special attention is given to relation of Wittgenstein with exact”
,mathematical“ philosophy. Important philosophical points of view are exami-
nate in the book for example — platonism and constructivism aiming to identify
the conception of L. Wittgenstein qualified as ,radical constructivism“ or Wit-
tgenstein ,strict finitism~.

Another investigated aspect was that of placing Wittigenstein among ,the

great conceptions-trends“ in philosophy of mathematics: logicism, formalism,
intuitionism, using the word ,versus“, for example, »Wittgenstein versus
logicism*. Wittgenstein versus intuitionism, Wittgenstein versus formalism

wishing to find out the specific elements of Wittgenstein's thinking on mathe-
matics, which make up a concept or, at least, a point of view about mathe-
matics and philosophy,

Another way of research would be the study of Wittgenstein's opinions
about major themes and concepts in any philosophy of mathematics: mathe-
matical existence (mathematical reality), obiectivity necessity, intuition, truth
and demonstrability, proof.

The last paragraph is provocative: is L. Wittgenstein an anti-philosopher
of mathematics ?

I take as premises of this provocative question : Russell's opinions about
L. Wittgenstein written as: Wittgenstein was the best candidate to the new,
eract, mathematical philosophy, which seemed to be born in the phirst decades
of the 20th century; and last, not last I think about L. Wittgenstein own
shocking confession about philosophy and mathematics, opinions of other authors
about Wittgenstein's philosophy.

A series of dissociations, observations made which are covering investigated
texts, as well as own my opinions are included in a scenario which tries to
give a possible answer to the provocative and risking title: is Wittgenstein
an anti-philosopher of mathematics ?
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