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Cuvant inainte

Acest volum este realizat pe baza notelor de curs redactate de cétre
autor pe durata mai multor ani de predare a cursului de Optica neliniara.

Confruntarea cu dimensiunile reduse ale spatiului tipografic dar si cu
limita strictd impusa timpului de redactare (in conditiile absentei oricérei
sponsoriziri), a impus decizia pragmatica de a inchega doar aproximativ
jumatate (un semestru) din temele intregului curs.

O preocupare speciald s-a indreptat spre gisirea formei celei mai
adecvate care sd permitd urmirirea indeaproape a proiectul didactic al
cursului. Am ajuns la concluzia ca structura ceruta trebuie sa se bazeze
pe urmatorii patru vectori: N

1. Tratarea temei principale (apartinind opticii neliniare) folosind
un cadru de tipul ”problem solving”, si pundnd accent egal pe
sublinierea deciziilor de naturd pur formald sau a celor a céror
justificare se naste din ratiuni fizice;

2. Introducerea temelor de lucru individual, al céror scop este
dublu: de a permite imbunététirea cunoagterii instrumentelor
matematice si de a sugera unele teme teoretice a caror insugire
este propusa pentru studiu individual;

3. Prezentarea subiectului ”contingent”, care urmareste sa ilustreze
modul in care aceleasi instrumente matematice sunt aplicate la
situatii extrem de diferite;

4. prezentarea bibliografiei selectate cu scopul largirii perspectivei
asupra problemelor discutate.

Pentru a exemplifica legatura temelor principale cu dezvoltirile
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”contingente™ sa ardtam urméitoarele asocieri.

e Prezentarea generald a Opticii neliniare este completata prin discufia
asupra relafitior Manley-Rowe;

¢ Capitolul consacrat complementelor de optica are prelungire” spre
fasciculele “extreme”;

e Fenomenul de autofocalizare este discutat impreund cu distributiile
neomogene ale indicelut de refractie - altele decat parabolice;

e Absorbtia saturatd are aldturi o prezentare succintd a tehnicilor
dinamicit neliniare.

Tindnd seama de bogitia fenomenologica si a mijloacelor matematice
aflate in patrimoniul Opticii neliniare, singura noastra grija in priviiia
alegerii temelor de curs a fost legata de dorinja de a asigura prezenfa
unei cit mai mari diversitd{i de mijloace matematice cu aplicabilitate
generala.

Este corec’ sa recunoastem si faptul ca in anumite cazuri, alegerea
unor subiects 1 fost facutd cu scopul de a suplini lipsa unui curs de optica
teoretica.

Adresat in special studentilor din anul 1V ai sectei de fizicd
tehnologica, credem totusi ¢ materialul acestui curs poate folosi tuturor
studenttlor care urmeaza o specializare in optica,; optoelectronica sau
fizicd teoretica.

Cu gindul la cititor, dar si in speranfa unei cdt m1ii bune sanse de
comunicare, autorul « ingrijit pand la detalii {inuta grafica a lucrarii.

Pe accasta cale dorese s& muljumesc d-lor Adoan Blagau $i Octav
Marghitu pentru sprijinul acordat.

Autorul
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Intoducere

1. Introducere

Desfasurarea tuturor proceselor optice, cu excepfia cazului propagirii in vid,
presupune prezenta mediilor materiale (chiar atunci cind aceastd prezen{d nu este
mai consistentd decdt o simpld suprafa{d de separare). Tocmai din acest motiv,
diversele procese ale opticii fenomenologice pot fi “descompuse” in siruri de
interactii locale, unde parteneri sunt “substratul” maternal si cAmpurile optice. Este
important de remarcat cd din perspectiva consecintelor, in cadrul Opticii clasice,
toate interactiile dintre cei doi participan{i sunt unilaterale, in sensul cd numai
campurile optice pot suferi modifican.

Ideea identificarii (ori, la nevoie, a inventarii) unor mecanisme locale, care
sd opereze “in spatele” fenomenelor optice pe care le “explicd”, reprezinta un
procedeu teoretic atat de puternic, incéit poate fi aplicat fard nici o adaptare speciald
pdna si mediilor transparente.

1.1 Moduri de construcfie: Optica clasica si Optica cuantica

Dat fiind cd dispune de o bogatd colectie de procese “elementare”, din
care se pot structura interactii cu proprietdfi complexe, formalismul cuantic
reprezintd un instrument bine articulat pentru modelarea diverselor fenomene
optice. Exploatarea consecventa a acestei trasaturi revine Opticii cuantice.

Alternativ acestei abordari care pomegte de la scard atomics, avem la dispozitie
demersul fenomenologic, in cadrul cdruia modelele si argumentele isi pastreaza
tinuta macroscopicd. O asemenea cale este urmatd de Optica clasicd, a cirei
structurd conceptuald deriva din teoria electromagneticd a luminii.

Cum este de asteptat, o comparatie intre cele doud maniere de investigare a
fenomenelor optice este de naturd si ilustreze atat avantaje cét §i dezavantaje.

De exemplu, formalismul cuantic, datoritd faptului ci priveste direct in
”miezul” lucrurilor, pare mai “temeinic”, mai "profund” si mai bine situat pentru
a proiecta asupra rezultatelor sale un caracter definitiv.

Din cealaltd perspectiva, teoria macroscopicd, guvernénd peste un impresionant
teritoriu experimental, invocd in propriul avantaj faptul de a nu se sprijini decét pe
acei parametri care constituie in mod efectiv pérghiile de comanda ale proceselor
descrise.

De asemenea, urmandu-gi telul ambijios de a se confunda cu spatiul
experimental, teoria macroscopicd ne atrage printr-o caracteristicd extrem de
seducdtoare, pe care o descoperim observand ca atdt corpul teoretic (privit ca
intreg) cét si diversele sale componente simbolice (luate aparte) sunt inzestrate
cu sensuri lipsite de echivoc. De aici decurge §i faptul ca teoria macroscopicd
imbraca un aspect atét de intuitiv.
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I Optica neliniard: prezentare generald

Teoria cuanticl, opusi principiului de observabilitate direct, se inchide intr-
un nivel formal §i simbolic, ldsdnd ca previziunile ei si fie accesibile doar
unor evaluiri “mecanice”, oglindite in algoritmi §i proceduri. Dacd insa privim
acesle trasituri din perspectiva unui interes de generalizare, atunci exact asemenea
caracteristici sunt de dorit.

Lasand deschis sirul comparaiilor, si incheiem prin urmétorul enung sibilinic:
daci deosebirile celor doud moduri de abordare le indepirteazi asemenea unui
potential repulsiv, atunci raportul lor de complementaritate le apropie.

2. Locul Opticit neliniare

Pentru a evidentia specificul fenomenelor din domeniul Opticii neliniare, avem
nevoie de un reper. Cel mai bun sistem de referinti este furnizat de ecuatiile lui
Maxwell.

fn fond, sistemul celor patru ecuatii "de o universald importan{d i de
o impresionantd frumusete”, dupd caracterizarea lui Sommerfeld, reugesc s3
guverneze giganticul cAmp al fenomenelor electromagnetice (intre care se afla i
fenomenele luminoase). ,

Formatul uimitor de compact in care Maxwell a inglobat esenta universului
electromagnetic reprezintd o realizare aproape miraculoasd. For{a celor patru
ecuatii a produs atita admiratie, incAt pAnd si un geniu de talia lui Boltzmann nu s-a
sfiit si le glorifice asezind la inceputul celui de-al doilea volum din *Cursul asupra
teoriei lui Maxwell despre electricitate si lumind” (apdrut in 1893) urmitorul
motto: “Numai un Zeu le-ar {i putut dicta...”.

2.1 Consecintele ecuatiilor lui Maxwell

Referintele precedente beneficiazi de intreaga autoritate necesard pentru
a constitui dovada cd ecuafiile lui Maxwell reprezintd o modelare perfectd
(izomorfd) a "realitd{ii fizice”.

Deoarece diversele fenomene electromagnetice se desfisoari in matca unor
solufii particulare ale acestor ecuafii, este clar c¢i izomorfismul se transmite
”genetic” si trebuie recunoscut fieciirei solufii a ecuatiilor Maxwell.

Astfel, realitatea fizicd are si fenomene descrise de solufia de unde plane
monocromatice. Inifial, teoria lui Maxwell s-a folosit de acest tip de unde
pentru a demonstra posibilitatea propagdrii cAmpurilor electromagnetice cu viteza
luminii in vid. In mod evident, aceastd demonstrafie urmérea si incadreze undele
luminoase intre undele electromagnetice. ,

Pentru o undd monocromaticd pland, care se propagd printr-un mediu izotrop,
caracterizat prin indicele de refracfie n, dupld directia specificatd de versorul

8
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Locul Opricii neliniare

.__’
7, desemnind prin w pulsatia undei §i prin k = nko T vectorul de unda,
comportarea spatio-temporald a vectorului electric £ al undei este guvernati de
expresia

E(?,t) = E:,exp [i (?? - wt)] (L)

In sensul opticii clasice:

e indicele de refractie n este specific fiecdrui mediu de propagare si deci, face
parte din clasa constantelor de material;

e indicele de refractie este un numir complex numai daci transparenta mediului
de propagare este afectatd de absorbiie;

e cind mediul prezintd proprietdti dispersive, atunci indicele de refractie

este specificat prin intermediul unei functii n = n()\), determinata pe cale

experimentald gi numitd functie de dispersie.

Aparitia surselor foarte intense de lumind (sursele laser) a impus reconsiderarea
conceptiei privind natura simpla a indicelui de refractie. Primele indicii in acest
sens au fost furnizate prin observatii accidentale ficute in legéturd cu propagarea
fascicolelor intense de lJumina prin medii lipsite de complicatii structurale, asa cum
este gazul atmosferic. Studii experimentale specializate au confirmat cd, insotitor
propagdrii, fasciculele intense de lumind pot suferi modificdrt semnificative ale
distribuiei de intensitate in sectiunea transversald a fascicolului (fenomen numit
"autofocalizare”) sau pot fi chiar ele cauza unor procese de ionizare §i stripungere
a gazului.

In plus, experimentele au aritat ci asemenea procese pot avea loc in orice tip
de mediu optic §i ca singurele diferente privesc valoarea de prag a intensitatii
luminoase.

Orice incercare de a incadra asemenea procese n Optica clasicd este sortitd
esecului. Imposibilitatea decurge din modul in care este construit modelul teoriei
clasice a dispersiei - locul in care se defineste "mecanismul” indicelui de refractie.
In mod specific, punctul critic al modelarii este legat de presupunerea potrivit
cireia undele luminoase nu pot provoca decit o perturbare minimi a migcarii
electronilor ~optici”, deoarece acestia orbiteazi in cimpul electric foarte puternic
al nucleului (care ii menfine pe orbite de echilibru printr-o interactie cuasi-
elasticd). Pentruatomul de hidrogen aflat in stare fundamentald, electronul resimte
campul electric de 5% 10" ¥, in timp ce lumina solar (asadar, lumina emis de cea
mai putemica sursé clasicd) nu produce un cAmp electric mai puternic de 600%.
Daca insd focalizam fascicolul unui laser cu rubin, avand puterea de 50M W,
cdmpul electric poate atinge valori gigantice, de ordinul 109% . Folosind aceste
date comparative, putem injelege ¢a teoria clasicd a dispersiei este corectd atunci

9
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1. Optica neliniard: prezentare generald

cand se referd 1a sursele obignuite de lumina.
2.2 Specificul Opticii neliniare

Existd o cale simpld, bazatd pe “resursele” indicelui de refractie, i care ne
permite si ilustrim dou3 aspecte importante: a) caracterul unitar al fenomenelor
optice; si b) elementele specifice Opticii neliniare.

Profitind de existenta solujiei de unde plane (1.1), deducem

1 EE;
n=——— |—tln p— g + wt (1.2)
ko TT IEOI

Din perspectiva matematics, este perfect justificat sd privim acest rezultat ca
expresie a tuturor dependentelor posibile ale lui n. In acelagi timp, izomorfismul
ecuatiilor Maxwell cu realitatea fizicd (efect transmis i diverselor solutii), ne
furnizeazi un argument suplimentar in favoarea aceleiagi interpretari.

Ignordnd deocamdati efectul relatiei de dispersie

w = kgc (L.3)

adevirats in cazul undei plane, dar care in perspectiva generald conduce la o inutila
“restrAngere” a informatiei utile din (I.2), putem privi indicele de refractie ca
dependent de urmitoarele variabile

_.}
n= n(?,t, ?,w, k, _ET) (1L4)

Este simplu de véizut c3 rezultatul obtinut face loc unei sistematizari unitare
a proprietitilor optice ale mediilor materiale, asa dupd cum ilustreazi tabelul
urmétor:

Tipul dependentei Caracteristica

indicelui de refractic mediului
de pozitie (1) Neomogen
de timp (t) Nepermanent
de campul directiilor (7)) Anizotrop
de pulsatie (w) Dispersiv temporal
de vectorul de undéd ( k) Dispersiv spafial
de taria campului electric ( £') | Neliniar

Clasificarea precedentd aratd ¢ majoritatea dependentelor lui n se afl3 deja
in subordinea uneia dintre diviziunile Opticii clasice. Unica relafie rimasi
"neacaparatd” este dependenta indicelui de refractie de taria cdmpului. Or, aceastd

10
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Locul Opticii neliniare

lepdturd este §i singura care intereseaza Optica neliniard.
Tratdnd In mod similar ecuatia undei plane magnetice (care insoteste_) unda

electrica (1.1)), constatim cd n poate sd depinda si de cAdmpul magnetic B. O
asemenea situatie caracterizeaza efectul magneto-optic (Cotton-Moutton).

Comentariul pe care 1-am facut expresiei (1.4) ar putea 1dsa impresia gresitid cum
ci Optica neliniard nu ar putea cuprinde decét o clasd neglijabild de fenomene.
Starea reald de fapt este exact opusd. Pe de o parte, putem intui ¢ fiecare fenomen
liniar are o "extensie” neliniard, dupd cum este de asemenea adevdrat si faptul c3
printr-o intensitate extrema, cAmpurile optice pot “impinge” mediile obignuite spre
o comportare neliniard. Acest gen de mecanism este specific fenomenelor induse,
cérora Tabloul urmétor le d& o succinta ilustrare:

(< prag = Mediul este liniar
Birefringenta provocata: Efectele Kerr si Pockels.
E ' ¢ Activitate opticd indusa: Efectul Faraday indus.
> prag = : - ) <
Transparenta indusad: Absorbtia saturata.
Neomogenitate provocatd: Autofocalizare, filamentare.

\

Impreund cu asemenea procese, Optica neliniard cuprinde numeroase alte
fenomene, a caror schematizare este prezentata intr-o sectiune speciala.

2.3 Vectorul de polarizare dielectrica

In prezenta campurilor electrice externe, mediile materiale rispund printr-o
rearanjare a sarcinilor electrice legate, fapt care conduce la ”polarizarea mediului”.
._)

Acest efect este descris prin vectorul de polarizare dielectricd P .
2.4 Polarizarea liniara

In cadrul Electrodinamicii clasice, vectorul de polarizare este introdus in
contextul unor manevre asupra ecuatiei constltuuve al carei continut exprlmé

legatura dintre vectorul inductiei electrice D si intensitatea cAmpului electric E
In cazul mediilor scalare (numite astfel din cauzi ca permitivitatea lor dielectrica

€ este un scalar), legatura celor doud campuri este datd printr-o relatie de tip liniar
.—)

N
D =¢c¢k (L5)

Notand cu gy permitivitatea dielectricd a vidului si observand ci g E exprima

raspunsul (mcv1tabxl) al vidului la prezenta cdmpului E , relagia (1.5) poate fi

scrisd in mai multe feluri
.__’

— . — — -  —
D=¢cF =¢pc, E =¢o(l+x)E =g E + P (1.6)

Epalitdfile precedente sunt importante atat pentru ¢i permit irtroducerea unor

3
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L. Optica neliniard: prezentare generald

mirimi fizice cum sunt permitivitatea dielectricd relativd €, (fard dimensiuni
fizice) i susceptibilitatea dielectricd x dar, gi pentru ci ilustreaza forma legaturii
dintre intensitatea cAmpului electric si vectorul de polarizare, permisd de o teorie
liniard

' —

_)
P =¢eyx E (L.7)

2.4.1 Polarizarea liniari ca sursi de unde electromagnetice

Importanta vectorului _.l_J+ poate fi ilustratd printr-un exemplu simplu, in care
ne propunem sd stabilim ecuatia de propagare a undelor electromagnetice intr-
un mediu dielectric omogen, §i care nu prezinta proprietdti magnetice (cazul tipic
pentru mediile de interes in Optica clasicd).

Procedénd pe o cale standard, incepem de la cele doud ecuatii Maxwell "de
evolutie” (numite astfel deoarece contin derivate temporale)

VxE iy
5= T

— 0 —
VxH = ——D
ot

aplicAnd primei ecuatii operatorul V x , iar celei de a doua operatorul =
V x (Vxﬁ) = -V x (23)
o —
B? (V x H ) = ——D

Folosind continutul ecuatiilor canstitutive §i exploatdnd comutativitatea
operatorilor V x i £, scriem

— o0 — 0 —
V x (Vx E) = -V X (EB) =—,u0§(Vx H)
32 5% — 62 -
= ~togg D = —fotozm B - togs P
ceea ce se pune §i sub forma
= — 1 6% = 0% —
AE -V (VE) - 555F =gy P (18)

Deoarece in cazul nostru premitivitatea dielectric e este o constant3, gasim ugor
— —
VD =0=VE =0
12
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astfel incat ecuatia de unda (1 5) devine

— 102 H?

Ab = Gap =t

Prin intermediul relaiilor (1.7) si ¢ = eo(1 + ). ecuaia pre.cdents po.ic {1
adusi la forma

_—}
P (19)

_’
AFE —epy-5E =0 110)

O scriere mai compactd apare da. 3 {olosim viteza ‘e fazd . in mediul consid. rat

Deoarece prin definitie v—2 = ey, ecuatia und::lor devine
— 1 9% =
A.E-—T?@E—O i)

Din punct de vedere matetatic deosebirea intre ecusfiile (I - gi ¢« 11) consid
in aceea cd prima este o ecuatie diferenfiald neomogend, avand drept termen de
sursd tocmai polarizarea dielectric, in timp ce a doua ecuatie este oimogend.

Pentru a evita complicafiile malematice inutilc, ne propuncm sd discutdiu
aceastd diferenfa folosind clasa -olutiilor de tipul undelor plane iionocrimatice
de pulsatie w.

Pentru ecuatia neomogend, solugia .enerala este formatad din doi termeni: unul
obtinut din rezolv:.ica ccuatier omogene ramasa dupd neglijarea termenului de
sursd, iar al doilea expriménd o solufie particulard a ecuatier n:omog.'ne  Decli,
trebuie si cutim

— —

-
E - Eomog + E'm'uuwy

Se poate usor vedea c3 partea omogena impunc solugiile

—

— —
E omog — B exp [z (j:ku? - wt)]

_}
unde vectorul de und#l kg se supune relajici de dispersie

w2

k= =

0 c?

Oricét ar parea de ciudat, relaia precedenta arata cd undele “omogene™ strabat
mediul material cu o vitezi de fazi egali cu viteza luminii in vid.

Cautarea unei solufii particulare pentru intreaga ecuatie (1.9) se poate face dupa

climinarea polarizarii. Folosind relatia (1.7), gisim

— — -
E neomog = E exp [z (:I: kT — wt)]

13
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_)
expresie in care constringerea asupra vectorului de undd k este impusi de

1
X2 B (112)
C

Aceasts ultimi relatie de dispersie arati c3 undele care compun solutia ecuatiei

neomogene se propagi cu viteza de fazi (fireasca)

2
c
1)2 2

= <c
1+x
Totodatd putem scrie mai multe forme utile pentru indicele de refractie a’
mediului

k2 =

2
n? = (-3) = ey = ceotto 1+x)=14+x (1.13)

Solutiile ecuatiei (1.9) se formeaz3 "amestecénd” trei (din cele patru) specimene
de undi obtinute mai sus: obligatoriu trebuie si intervind cele doud solutii
”omogene”, la care se adaugh una dintre solugiile “neomogene”. Spre exemplu,
alegand specimenul de unda progresivi, avem
— — —_, — —_, — —_,
E = [Ef_exp (i kr ) + ES exp (z'ko T ) + E° exp (—z'ku T )] exp (—wt)

(1.14)
Introducdnd aceasti solutie in (1.9) si calculand explicit, gdsim cd amplitudinea
undei "neomogene” nu poate fi arbitrard, ci este condifionatd prin

P X o 2=\ |, o =
ET = 7 [E_,_exp (zkg r)+E_exp (—zlco 7‘)] (1.15)
(&) -+
ceea ce face ca solufia final# s poatl fi scris3 sub forma
2
— (Jk%) -1 = =2 =,
E = 7 [E+exp (zko T ) -+ B2 exp (—zko r )] exp (—wt)
(£) -+x
(1.16)

Meritd 53 notim ¢l din cauza absentei unor termeni de amortizare in ecuatia de
unda (1.9), respectarea stricti a relaiei de dispersie g 12) face ca atit amplitudinea
undei neomogene (1.15) cét si cea a undei totale E (dati prin (1.16)) si devind
nemirginite.

Continutul ecuatiei omogene Al.ll) nu conduce decat la doud specimene de

solufii, care coincid cu solutiile £ neomog- AStlel, in acest caz vom avea
—’

E = [Eﬁ exp (z??) + Eﬁcxp (——i_l:-'i:')J exp (—-wt) (1.17)

14
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impreund cu o relane de dispersie (k w) care coincide cu (1.12), modulele
vectorilor E" si E" fiind de aceasta data libere sd ia orice valori.

Tema L1 RWWWamMW&MWyM
propai.

Tema 1.2 Regoluali ecualia neomogan’ a undelor prin lehnica funolies Qrecen. Procigals
Ficénd o comparatie directd intre (1.17) si (I. 16), vedem c# aceste solutii coincid,
cu exceptia unui coeficient care determind divergenfa amplitudinii de und in
(1.16). Mai mult, rezolvarea ecuatiei (I.11) este atdt de simpla incat este dificil
de preferat ecuatia (1.9) impreun cu modul ei de rezolvare.
Cu toate acestea, tocmai ecuatia (1.9) precum i tehnica sa de rezolvare scot la
iveald urmétoarele detalii importante:

e initial, mediul material supus | unui cdmp electric E este constrins sa rispunda

prin polarizarea dielectrica P Aceastl concluzie rezults citind ecuatia (1.9)
”pe dos”;

e ulterior, mediul devine suportul propagdrii a trei unde: doud "omogene™, care
strabat mediul cu viteza luminii ¢ §i una "neomogend” avéind o vitezi de fazii
v < ¢

¢ unda "neomogend” are o amplitudine "infinit” mai mare decat amplitudinile
undelor omogene, ceea ce ii conferdl acesteia caracterul de undd dominant3
(sau, unic observabill),

e intre undele "omogene” i unda "neomogendéi” existl un raport de amplitudini
care sugereazi urmitoarea interpretare: din cauzi ci mediile materiale nu pot
sustine propagarea undelor electromagnetice cu viteza luminii in vid, acestea
sunt absorbite. Astfel, undele "omogene™ nu reugesc sl strdbat# zona spatiald
ocupatd de mediul material, iar energia lor este utilizati pentru alimentarea
mecanismului de susfinere al undei "neomogene”.

2.4.2 Introducerea relatiilor de dispersie

La o prima vedere, relatia (1.7), prin care spatiile vectoriale E sl 73’ sunt puse
intr-o legiturd simpld (cea mai simpld, dacd excludem identitatea), nu pare si
ascundi nici o surprizd. Totusi, dupa cum vom vedea, relatia (1.7) contine unele
aspecte cu adevérat complicate, §i in acelagi timp spectaculoase.

Nu este deloc dificil sd ne imagindm c3 fiecare undid monocromatic3 care
stribate mediul material poate provoca o polarizare de forma (1.7). Tinind scama
¢d in analiza care urmeaz3 aspectul vectorial nu este important, ideea anterioara se

15
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L. Optica neliniard: prezentare generald

precizeaza scriind
P(w) = eox(w)E(w) - 1y

Cu aceastd interpretare, relafia (1.7) reflectd existenta unei legdturi locale in

spatiul frecventelor w.
Dacd f(t) §i F(w) formeazi o pereche de functii legate reciproc prin
transformate Fourier, atunci putem scrie

Ft) = G / f(w) exp(—iwt)dt

flw) = C; / F(t) exp(iwt)dt (L.19)
cu conditia
21(0102 =1

pe care o putem ugor deduce folosind functia é a lui Dirac, definit3 prin

o0

st-t)= 2% / exp [—iw (t — t')] dw

—00

Astfel

F@i) = C / f(w) exp(—iwt)dw

= C} / C, / F(t") exp(iwt')dt | exp(—iwt)dw
= C\C; / F(tdt / exp fiw (t' — t)] dw

= 2nC,C, / F(t')5 (t - t’) dt = 27!'0102F(t)
—00

§i nu ne rimine decAt s# compardm termenii extremi ai girului de egalitéfi.

16
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inmul{ind relatia (I.18) cu C exp(—iwt) i integrand pe axa frecvznielor, avem

P(t) = Cle()/x(w)E(w)exp(—iwt)dw
= C1Cs¢g / / E(t") exp(iwt)dt' | x(w) exp(—iwt)dw
= 56;)-7 / E(t) / x(w) exp [fw(¢ —t)]dw | dt’

Coegp / X(t — t’)E(t’)dt'

unde am notat

[0 o)

X(t)=G / x(w) exp(—iwt)dw
Prin etalonarea -
C, = %; Cy=1
putem scrie
P(t) = & ]OX(t —t"E(@)dt (1.20)

Prin urmare, relatia locald din spatiul frecvenielor exprimata de (1.18), are drept
consecin{d o relatie nelocald in domeniul temporal.

Din ratiuni fizice, relatia (1.20) nu poate fi admisa ca atare deoarece aceastd
form3 permite cAmpului electric E si modifice valoarea polarizdrii P, existent3 la
momentul ¢, prin valorile F(t') incd inexistente. Acest lucru apare din cauza ca
(1.20) permite ¢’ > t . Or, o asemenea stare de fapt contravine concepfiei noastre
potrivit careia “viitorul” nu poate s influenfeze “trecutul”, conceptie pe care o
identificdm cu principiul de cauzalitate.

Pentru a aduce relagia (1.20) in acord cu acest principiu, vom cere

T<0=>X(1)=0 (1.21)
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Ca urmare, acum putem scrie
L

P(t) = g / X(t—=YE{)dt (1.22)
—00

Este ¥mportant si notdm ci nici una dintre marimile w, ¢, Cy, Cs, f(t) sau F(w)
nu poarstd-unitd{i de misurd (sunt marimi adimensionale!). Aceasta se vede din
ins#si forma de introducere a transformatelor Fourier. Din acest motiv, referinfe
a "spatiul:frecventelor” sau “domeniul temporal” nu trebuie interpretate intr-un
sens strict, deoarece mirimile la care se referd nu sunt decét un ecou al marimilor
fizice corespunzitoare. Sa notdm totusi ci relafia (1.20) poate fi pusd imediat in

acord (chiar si dimensional) cu (1.6).
Din (1.22) vedem ci valoarea polarizdrii la un moment ¢ se poate scrie sub forma

P(t) = /t dD

care aratd ca polarizarea este “suma” temporala a inductiilor electrice.

O caractensticd importantd a relagiei temporale nelocalizate (1.22) constd in
aceea cd raspunsul (polarizarea) mediului la aplicarea unui cAmp electric impulsiv
(impuls "delta™) este acelasi indiferent de momentul in care se aplicd impulsul.
Fie to momentul aparitiei unui cAmp electric impulsiv descris prin

E(t) = Eob(t — to)

Prin (1.22) rezultd polarizarea

P(t) = eo / X(t —t)Eb(t' — to)dt’

= 80EOX(t — to) (123)

care are consecinte numai pentru momente de timp ¢ > ¢.
Dacd acelagi tip de impuls s-ar aplica mai tarziu cu 7 secunde, adicd la momentul
ty + 7, ceea ce inseamna

Eg(t) = Eoé\(t - to — T)

atunci polarizarea rezultanti ar fi
¢

P(t) = g / X(t—-tYE(t — ty — 1)dt’

-00

18
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= gLy XN (t —ty—7)

si lucrurile sunt in perfect acord cu principiul de cauzalitate deoarece, la rdndul
sdu, $i rdspunsul apare cu T secunde mai tarziu (f > o + 7).
Este simplu de vzut ca

Pyt + 1) = Pi(t) = eo B X (t — )

de unde putem deduce ca aplicand impusul E» cu 7 secunde mai tarziu decét Fy,
vom avea un raspuns P» care vine la rindul sdu cu 7 secunde mai tarziu decét P
si, in plus, prezinta aceleasi caracteristici (date de e¢L5p.X (£ — 9)). Astfel avem
demonstrafia proprieta{ii enuntate.

Odata puse bazele, putem sd ne concentram asupra urméitoarelor consecinte
spectaculoase ale relatiilor (1.18) si (1.22):

1. Pentru orice mediu material, proprieta{ile dispersive (dependenta de frecventa
a indicelui de refractie) sunt determinate de proprietatile de absorbyie. Legatura
intre absorbtie si dispersie se manifestd in ambele sensuri.

2. Pentru frecvente joase (in mod riguros pentru cdmpuri statice) indicele de
refractie este supraunitar.

Aceste concluzii se alimenteaza din doul resurse formale. Pe de o parte, este
vorba despre constringerile analitice la care trebuie si se supund susceptibilitatea
dielectricd in calitatea sa de “observabild”. Apoi intervine o laturd tehnici
constidnd din extinderea la intregul spatiu complex a legiturii_ exprimate pentru
variabile reale prin transformate Fourier .

2.4.2.1 Reprezentarea functilor analitice in semiplanul superior Dacd am
fi dorit s3 subliniem in plus latura tehnica a acestei sec{iuni, atunci am fi preferat un
titlu ca "Transformatele Hilbert i valoarea principal3d Cauchy”. Pe de alti parte,
daca am fi vrut si scoatem in evident3 rezultatele tratirii, atunci ar fi trebuit sa
alegem un titlu de forma "Relatiile Kramers-Kronig”.

Pentru ceea ce urmeaz sunt importante urmitoarele enunfuri:
¢ O functie complexa de variabild complexd f(z) = u(z,y) + tv(z,y) este

analitici numai daci respect ecuatiile Cauchy-Riemann

Ou Qv
6z By
v Ou
care se pot scrie compact
of =0 (124)

oz*
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z* fiind complex conjugata lui 2 ( 2* = o — ¢y). Ecuatia (1.24) aratd céd o
functie analiticd depinde numai de z (nu st de z*).

e Jeorema lui Cauchy (numitd g1 Cauchy-Goursat): dacd functia de variabila
complexi f(z) este analitica in interiorul i pe curba inchisi (conturul) C,

atunci
f{ f(2)dz =0
C

adicd, integrala functiei f(z) pe acest contur este nula.

e Orice functie analitica poate fi reprezentat3 printr-o integrald (reprezentare
integrald). Astfel, daca functia de variabild complexd f(z) este analitici in
interiorul si pe curba inchisa (conturul) C, atunci pentru orice punct 2 din
interiorul lui C este adevarata relatia (integrala Cauchy)

1 f(z)
= d
f(zo) 2wt | z — 2 £
C
R
R . X-E X, Xp#& R '

Figural.1: Conturul de integrare pentru o funcfie analitica in
semiplanul superior

Tema 1.3 83 admilem OEWWM j(z) Aalakoo

lim | f(2)] = myq

2|00
4 o eils analilics {numal} in damip/auul déeprenion. Qalosind conderud din ‘7"‘;.[.[
demonsrali nelalia

T
lim / —Ziu-:)—d.z: —dn f(y) g (1.25)
l—oo [ & - &y

ki
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R Io—E R
um!apf .= j};..+ j*: . repreginlc "valoarea principals” a inlegralelin punclid
—R —_ Iot+€E

o
Introducénd notatiile

f(z) = fre(2) + i fin(z) (1.26)

si apoi folosind rezultatul pentru a separa partea reald i cea imaginara din (1.25)

objinem

fRe(a;O) = mo—l—%P ——flm(m)dw

r—2
Sim(z0) = ,—%P ;{R—i(j%dw (1.27)

—00

Atunci cdnd mg = 0 ecuatiile (i.27) asuma forma care aratd ci fre §i f, sunt
funciii cuplate printr-o transformare Hilbert.

2.4.2.2 Legitura teoriei cu experimentul Relagiile (I.27) trebuie folosite
aiunci cind 2y desemneaza valori in spatiul frecventelor w. Mai mult, deoarece
frecventele negative, care apar in (1.27), deranjaza prin aceea cé sunt inaccesibile
determindrilcr experimentale, apare necesar s3 punem rezultatele teoretice intr-o
prezentare care s satisfaca pretentiile unor masurétori.

Pentru o functie oarecare y(w) putem scrie

00 0 0o

[ 2y, [ [ 2,
W — wy w — Wy W — W

—00 —00 0

wly(w) —y(~w)]l + woly(w) 4 y(-w)| |
5 5 dw
w* - W
Pe baza acestui rezultat putem identifica singurele cazuri in care nu trebuie sa
facem nici un fel de miasuritoare asupra spectrului frecventelor negative ale lui
y(w):
o daca y(w) este o funcfie pard, situagic in cace potrivit detingiei y(w) = y( w)

21
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i avem

[&0) o0

[ y / gj G clw (1.28)

W — w() w
—00 0
e dacii y(w) este o functie impard, cind y(w) = —y(—w) atunci
[0 0] o0
f =2 / ) 4, (1.29)
W — wo w? — wo
—-00 0

Merit# sa subliniem ci §i in aceste doull cazuri, spectrul frecventelor negative
existd, dar pentru c8 y(—w) = y(w) sau y(—w) = —y(w), el nu contine nici
o informatie in plus fat de cea redatd de spectrul frecventelor pozitive, spectiu
accesibil pe cale experimentala.

S# ne imaginim acum cii f(w) este o functie complexd, obfinutd pomind de
la funcfia reald F'(t) clreia ii aplicim o tranformata Fourier. Atunci, pentru ca
F(t) = F*(t), gisim

(o ¢]
[ (w) = Cy / F*(t) exp(—iwt)dt = Cy / F(t) exp([i (—w) t]dt = f(--w)
)

iar o separare similard cu cea data in relatia (1.26) se scrie

fl{e(w) - Z'flm(‘*‘-’) = fRe(_w) + iflm(""“))
incét

fre(w) = fro(-w)
flm(w) = "fhu(—w) (4 30)
In concluzie, pentru ca funcfia complexa f (w) s poald fi caracterizala complet
numai pe cale experimentald (adicl, prin implicarea exclusivd a domcniului
frecventelor pozitive), trebuie si fie satisficute urmitoarele condiii:

e f(w) sa fie obinuta ca transformat¥ Fouricr a funciiei reale £'(¢),
o F(t) sa fie marginitd, caz in care vom nota prin my marginea lui /(t)).
Combinand relatiile (1.26), (1.27), (1.28), (1.29) si (1.30) gisim

frelw) = ng+ ;P / L_L)_jl_“_“(i‘){

0
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fim(w) = —2—“’P / wfz“”_(w‘j2dw (L31)
0

2.4.2.3 Susceptibilitatea dielectric, dispersia indicelui de refractie si
rolul absorbtiei Exploatarea relatiilor (1.31) in cazul susceptibilitagii dielectrice
se face imediat ce precizim valoarea pe care trebuie sa o atribuim lui mg. Pentrua
gasi aceasta valoare revenim la (1.20) si observﬁm cl pentru a interzice unui cimp

electric finit E(t) sd produci o polarizare P (t) infinita trebuie ca funcgia X (¢) si
fie mérginita

X ()] < Mo, ¥t

In legiturd cu susceptibilitatea x(w), care este transformata Fourier a functiei
X (), efectul conditiei precedente este acela ci dupd extinderea functiei in planul
complex prin z = w + iw' , rezultd o functie analiticd x(z) al cirei modul tinde la
zero pe cercul [z| — oo, ceea ce se scrie

I x(z)| =0

' Demonstratia acestei importante proprietati pomneste de la
x(w) = Cy / X (t) exp(iwt)dt
care se extinde in planul complex prin
x(z) = Cy / X (t) exp(izt)dt

relafie care, in virtutea expresiei (1.2 1), devine

x(z) = Cq / X (t) exp(izt)dt (1.32)
0
Acum trebuie s estim#im norma relatiei precedente, in care scop vom scrie
(o o] (o <]
Ix(z)] = |C, /X(t) exp(izt)dt| < Cg/ | X (t) exp(izt)| dt
0
< CyMy / exp(— || tsin 8)dt = CalMo
|z| sin 8
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LAsand la o parte punctele 8 = 0, o, este simplu de vizut ¢
X(z)| =0

ceea ce inseamni ¢d valoarea parametrului g (de care avem nevoie in (1.31)) este

Zero.
Revenind la punctele 8 = 0, 7, discutia trebuie s porneasc de la relatia (1.32).
Vom scrie

lim
|z]—00

x(w,w’ =0) = Cz/X(t) exp(iwt)dt
0

or, aceast3 relatie arata ca functiile y (w,w’ = 0) i X (¢) sunt transformate Fourier.
Astfel, ele trebuie sd fie {unctii de patrat sumabil. In particular, din aceasti
proprietate rezulta si cd
lim x(w,w =0)=lim X(t) =0
W—00 t—o0
ceea ce face ca
lim |x(z)| =0 (1.33)
|z|—00
gi astfel confirmdm cd valoarea lui m este nuld pentru toate punctele cercului
|z| — o0.
In concluzie, pentru cazul susceptibilitagii dielectrice

m0=0

fard nici o restrictie.
Cu aceasta putem exploata imediat relatiile (I.31), care devin

(e o)
Xne(w) = ZP/M_‘QW
0

ol W2 — w?
2w [ xne(®@)
w Xpeo(@
le(w) = —7P/-—L3—2R—__-w—gd‘j

0
formule cunoscute drept relaiiile de dispersie Kramers-Kronig.
Trecand la indicele de refractie, din cauza legaturii exprimate de (1.13) avem

n(w) = v/1+ x(@)

ceea ce ne conduce la cxtensia complex
n(z) = 1 x(2)

24
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Deoarece x(z) este o funcijie analiticd, inseamnd cad si n(z) are aceasla
proprietate. In plus, folosind (1.33), deducem ¢
lim |n(z)] =1

|2]—o0

Pe aceastd bazd deducem ca in cazul indicelui de refraciie, valoarea parametrului
my care trebuie folosita in ecuatiile (1.27) este

my = 1
Ca urmare, formulele (1.31) produc
o0
9 —
nne(w) = 1 + —P ‘i”;lm (wzdw
™ W —w
0
% [ npe(@
W NRe
nm(w) = ‘_{P/W — wzdu_.:

Aceste relafii pot fi scrise §i in functie de coficientul de absorbtie y(w). In fond,
expresia unei unde plane care se propaga de-a lungul axei Ox si suferd absorbfie
este

¥ = g exp (—puz) exp [i(ka — wt))
expresie care se mai poate scrie i sub forma

¥ = Poexp{i[(k+ip)z - wi)]}
= woexp{igg— [(n+i%u)a:—ct)]}

de unde surprindem legitura care existd intre partea imaginard a indicelui de
refractie si coeficientul de absorbtie

_ cp(w)

Im =

In acest fel, putem scrie

o0
2c w
npe(w) = 1+——(:P/ él(w) dw

s W — w?
0
2 7 (
2w TNRe (W
- _*p di
Hlw) e /52 —w?
0

relagii care ne ajutd sd dovedim proprietdfile anuntate intr-o secfiune anterioara.
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1. Optica neliniard: prezentare generald

In primul rand, prin simpld inspeciie putem vedea ca legaturile intre rnp.(w)
si () sunt reciproce, §i ¢a in particular proprietifile de absorbfie determina
dispersia indicelui de re{raciie.

In al doilea rind, si admitem cd mediul caraclerizat de npe(w) §i p(w) este
un mediu “traditional”. Tn acest caz (cel puiin pe baza datelor experimentale) el
prezintd o absorbiie pozitiva, adica

p(w) >0, Vw

si astfel deducem
m e
nne(0) =1+ prfi‘—f‘;’—)dw > 1
T w
0

ceea ce coincide cu a doua concluzie anticipata.

Este interesant de notat cii in cazul unui mediu perfect transparent (adicd
neabsorbant), care trebuie caracterizat printi-o relatie de forma p(w) = 0, Vw
gasim npe(w) = 1, Yw, rezultat care atestd doud lucruri: a) absenta dispersiei; §i
b) faptul cd mediul este identic vidului.

2.5 Polarizarea neliniara

Tncercarea de a generaliza legitura liniard intre cAmpul electric si polarizarea
dielectricd a mediului, ilustratd in (1.7), se poate face pe doud cai.

O primi posibilitate constd in a interpreta aceastd relatie liniard drept rezultat
al unei trunchieri operate asupra unei dezvoltiri in serie de puteri. Atunci,
completdnd seria vom avea )

— — —_ = — - —
P=aFL +a(E-E)E +a(E - EYE +.. (1.34)
— —
expresie care pdstreazd totodatd caracterul vectorial al legéturii intre P i F.

_)
Din acest motiv, toate puterile pare ale lui I (conducand la expresii scalare) sunt
absente,

A doua vananid de generalizare care ni se oferd are gi avantajul de a trata in
—

mod egal toate puterile lui E'. Ideea de care ne folosim constd in a scrie ecuatia
vectoriald (1.7) pe componente

Pi=exl;,i=1,2,3 (1.35)

Matematic, cel mai general cadru de manifestare a legiturilor liniare intre doud
spatii vectoriale este cel al relatiilor tensoriale. Cu acest argument, (1.35) poate fi
consideratd drept particularizare a relaiei

P = 50X1’jEj'[l‘:j = 1)213
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Locul Opticii neliniare

pzntru cazul in care x;; = x&;;. Generalizarea acestui rezultat se face implicand
tensorii de ordin superior. Admitind conveniia lui Einstein privind sumarea asupra
indicilor repetati, avem

P =¢g (XijEj + }\'};jkEjEk + XijklEjEkEl + ) 1,5,k 1=1,2,3
In primul ordin
sau
- ) @
Pr=epxV- E (1.36)

_)
expresie in care am intrebuinfat P ; pentru a reprezenta “polarizarea liniard”.
Contributia termenilor superiori consta in

P, = g0 (XB; B + XU Ei Be By + ) i kl.=1,23 (137
ceea ce se poate scrie intr-o formd compacta

— - — - 5 —
P L =g (x(2): E-E+x%E.E.E +) (1.38)

? nL desemnénd vectorul de ”polarizare neliniard”.

Desi imbraci o forma complicatd, totusi polarizarea neliniard nu se comporti
altfel decét polarizarea liniard: ambele reprezintd un anumit tip de sursd de unde
pentru mediul neliniar. Pe baza acestui argument putem anticipa modificarea adusa
ecuaiiei (1.11) de catre vectorul polarizarii neliniare

2 2
N Py %%?NL (1.39)

Inspectia divergilor termeni desfdsurati in (1.37) (sau (1.38)) sugereazi ci
xg,)cEjEk joacd rolul termenului de cuplaj a doud unde, iar xg,)quEkEl descrie
cuplajul a trei unde, etc. Desi acest lucru este adevdrat, rimine important si
elimindm orice confuzie posibild, remarcénd ca: un cuplaj de ordinul doi descrie
interaclia a trei unde, iar un cuplaj de ordinul trei implicd interaciia a patru unde !

Ca reguld, ordinul susceptibilitatii (ori al polarizirii neliniare) indicd numarul
undelor puse in interacfie neliniard (cuplaj), dar numirul de indici (totdeauna
superior cu o unitate ordinului) reprezintd corect numdrul undelor antrenate in

procesul neliniar,
2.5.1 Comentariu

- e .. g8 2 .
Din cauza nehiniaritdfii introduse de catre terinenul de surs3 l‘ufgﬁ P n g, ecuatia
de unda (1.39) nu poate primi o rezolvare exactd. De aceea se apeleazd la
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L. Optica neliniard: prezentare generald

»procedura” de rezolvare propusd de citre Bloembergen §i care exploateazi
urmitoarea idee: soluia corespunzitoare interactiei intre N -+ 1 unde este
guvernatd de tensorul susceptibilitifii de ordinul N §i comportd considerarea
(tuturor) produselor de forma

(N)
Xijk..p Ll By
JN+1 > N

la care participd numai undele £}, Ey, ..., Ep ale ciror frecvente se pot combina
liniar dupd regula
WNL Z:ij 4- Wi + cey + Wwp

—~

N

wp fiind frecven{a undei generate prin procesul neliniar.

Pentru a realiza un inventar ordonat al proceselor utile existd mai multe scheme,
Una dintre acestea se bazeazi pe determinarea explicita a tuturor frecventelor care
pot rezulta din interactia neliniar3 propusi, urménd ca ulterior si fie selectionati
termenii care construiesc solufia propriu-zisii a problemei.

Sa exemplificim aceasta tehnica de constructie a frecventelor prin considerarea
cazului unei interactii (prin poiarizarea neliniard) de ordinul doi, intre dou unde
cu frecventele w) §i ws:

e Folosind simetrizarea algebrics, construim girul (nu neapirat ordonat)

—wy, —Wwa, W1, ws. Justificarea dubl&rii termenilor girului apare pe de o parte
din cauza identita{ii trigonometrice

cos(wyt) cos(wat) ~ [exp(iwit) + exp(—iw,t)] [exp(iwat) + exp(—iwst))
= exp [i (w1 +w2) t] + exp [i (W) — wa) 1]
+ exp [i (—w) -+ wa) t] -+ exp [—i (wy + wa) t]

iar pe de altd parte, din conditia de realitate a tuturor mrimilor de cAmp (care
obligd diversele componente ale interactiei si fie de forma cos(w;t) cos(wat)).
Pe ansamblu, vedem cé rezultatul compunerii “neliniare” a frecventelor w, i
wy echivaleazd cu o compunere liniard a sirului simetrizat de frecvente.

¢ Folosind "vectorul” V' = (—w),, —wy, w;,ws) §i transpusul sdu, construim
tabloul

| o | —wr | e | e
—Ww) —2w1 —W) — Wy | —w) + w) | W + Wy
—wy | —wy —2wy —wy +wp | —wy +uwy
w) Wi W) — Wy 2w Wy + wy
Wy Wy Wy —wy | wrtw 2wy
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Locul Opricii veliniare

care contine in fiecare celuld suma valorilor care se gisesc la capeicle de linie

si coloand.

Constatim cd prin amestecul neliniar al celor doud frecvenfe inigiale se pot
obiine 16 frecvente. Totusi, din cauza simetriei tabloului, numai 10 componente
pot avea valori diferite. 1n plus, efectul simetriel prezente in constructia veciorului
V resi;Ange si mai mult cdmpul valorilor independente incdt in loc de 10
componente independente avem numai 9, asa cum se vede rescriind explicit tabloul
precedent

| ~wi | —wa | w 2
—w | 2wy | —w — wy 0 —Wwp + w»
—Wwy —2ws —wy + Wi 0
w1 201 W) + wa
wa 2&)2

Aceste rezultate ne permit si anticipdm natura catorva dintre procesele descrise
de Optica neliniard. Asifel, valorile distincte ale combinatiilor de frecventa
sugereazd existenta urmitoarelor fenomene neliniare: dublarea fiecventei (2w,
2w»), redresarea opticl (—w) -+ w; = —ws + wy = 0) g1 mixajul sau generarea
parametricd (—w) 4wy, ~ws + wy).

2.5.2 Exemplu: dublarea frecvenfci

Ca o ilustrare practicd a modului in care trebuie folosita schema Bloembergen,
dar si cu ;copul de a evidentia "potenfialul” fenomenologic concentrat in sursa

neliniard py+= &, P NI, vomurmdri 0 modelare ultra simplificatoare a realita{ii fizice
(care nu refine decdt trasaturile sine qua non). Chiar §i in asemenea conditii, voin
avea “parte intreagd” in privinga dificultatilor care se asociaza de obicei studiului
matematic al fenomenelor neliniare.

Asadar, alegem cazul unui mediu neliniar in care pétrunde o undi
electromagnetica pland, polarizatd (liniar) dupd directia Ox gi care se propaga
dupa axa Oz. In Optica clasica (liniard), o asemenea situatie este descrisa prin
reprezentarea complexa

E = ey Eyoxp [i(koz — wt)]

Folosirea expresiei reale
__’

E = E,' Re { £y exp [i(koz - wt)]}
1.5
5(‘:;:7 {[T'u('/\l) [1(}.(’4 wt)] { (f.(,'_l (l Jin

nu este cerutd decat tn caleulele care tmplicd expresit pairatice (sau de ordin
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1. Optica neliniard: prezemtare generald

superior) in amplitudinile de cdmp (de exemplu, calculele energetice).

Optica neliniard, tocmai din cauza inevitabilelor prezente ale elementelor de
neliniaritate, ne oblig si lucrdm intotdeauna cu expresiile reale (adica, cu formele
direct misurabile) ale tuturor marimilor.

Revenind la situatia pe care ne-am propus si o studiem, notdm cd datoritd
alegerilor simplificatoare ecuatia de unda (1.39) devine

o 1 & O
552 u—28f2E — Py, (L41)

Desi in general, legatura intre P NL S E este de naturd tensoriala (asa cum se
poate vedea din relatia (1.38)), vom admite, de asemenea pentru a pastra numai
elementele esentiale, cd relatia este pétratica dar scalara

Py =eoxPEE (1.42)

susceptibilitatea dielectrica fiind o marime reald (nu avem absorbtie).

In aceste conditii, ne propunem si determindm solugia ecuatiei (1.41).

Incepem facind ipoteza cd solugia doritd se poate dezvolta in serie Fourier
discreta

E= Z{Em z) exp |i(kmz — mwt)] + c.c} (i.43)

unde am l4sat la o parte factorul 4 5 deoarece aceastd omisiune este corectatd automat
atunci cind vom determina explicit valorile coeficientilor F,,.

Dezvoltarea 1n serie (1.43) este urmarea ideii potrivit céreia in prezenta “sursei”
Py, mediul neliniar permite propagarea unor unde cuasi-plane (Ey,(z) fiind
functii slab variabile in raport cu z), aflate in interactie datoritd cuplajului oferit
de polarizarea neliniara.

Forma completd a termenului de sursdi propus de solugia (1.43) pentru cazul
interactiei binare este

a..
a oo

Y {X(2) (wm+n) ("” + ”)2 EnE, exp [‘i((km + ,\711) z— ('Hl + '“) Wt)] -

x(2) (Win—n) (m — 'n)2 ELEy exp [i((kyy — ko) 2z = (m — n)wt)] + (:c} (1.44)

relafie in care cc desemneazi complex conjugatul fiecdruia dintre cei doi termeni
prezenti intre acolade.

Tema 1.4 Golosind (I.43) 44 (I.44) in ecualia (I.41), arilali o aplicind aproaimalia
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wntdei nolilocre / cale aacﬂfl/ii % sterirné werdlels oare de rolode ce Gerendi w'feyﬁ den df)aéful

cmnﬂ/ew, f).oJ.' iftfe/mc{/bfm fudfo'uu'c/ 4 ad’“éugﬁnaﬂ- & / n.ey‘l(l}'aﬂ.ea dorivalelor dos ordivad 2 in
aafznu‘ cit 2; ﬁ/ t/v/lm{aé

Koy = poe(wn)wr,

Wy, = W

WWW,#G}WWﬂWWWJe[IH,n = 1,2), gasim

., dE D (w)uw? _, _
22k1—d—zl = —'X—?)—EIEQGXP[Z((’Q—-Q}C])Z]
dE 4xD (2w)w? . | |
2z'k2d—z2 = —i—;—w)i)—Efexp[—-i((kz—le)z] (1.45)

Relatiile care guverneazd amplitudinile E; si E» se simplificd in cazul
satisfacerii condifiei de adaptare de faz3 (phuse matching condition)

Ak = 2%, — ky = (1.46)
care, prin relatiile k = nko sin? = 1 + x, atrag o ciudat legatura
X (2w) = 3 + 4P (w)

Desi (1.45) s-ar putea trata intr-un cadru mai general, ne vom rezuma la discutia
sistemului in ipoteza adaptarii de fazd (Ak = 2k, —k, = 0). Asadar, este suficient
sd considerdm sistemul simplificat

% = ialEy
‘% = ibE} (1.47)
unde
_xOwe?  xPw)e?
¢= 2k ez T ki c?
Punind

Ey = epexp(iv,)
E, = esexplip,)
si separand partea reali si cea imaginar4 a sistemului (1.47) ajungem la urmitoaicle
4 ecuaiii
de
dz

= caecjeasin(py,  2y))

1
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1. Optica neliniard: prezentare generald -

dey 5 .

(_in = betsin (@, — 2¢p;)

l.l 1

16—yt 20)

dy, e? .

- = be—2 cos(y — 2¢) (1.48)

Notand & = ¢, — 2¢p, si folosind multiplicatori corespunzitori, din primele
doui ecuatii ale sistemului precedent objinem

;1% (bel +aej) =0

ceea ce inseamni cd mirimea
I = be(z) + ael(2)
= b [X®(2)el(2) + XD (w)e}(2)] (149)
se conserva.
Daci la intrarea in mediul neliniar avem numai unda ¢,(0) # O (in timp ce

armonica a doua lipseste, e2(0) = 0), vedem ca pe mésura propagérii amplitudinea
armonicii a doua creste prin absorbtia energiei undei primare

Ultimele doud ecuatii ale sistemului (I1.48) produc

dd e?
— = (b2 — e
- ( o 2aez) cos(P)
I — 3ae}
= =0 os(d) (1.50)
€2
in timp ce a doua ecuatie a aceluiagi sistem ne d3
de 2 .
o= (I — ae}) sin (D) 1.51)
Din ecuatiile (1.50) si (1.51) gisim
d62 C2d¢

dz = (1.52)

(I —acd)sin (®) (I — 3aed) cos (D)
sistemn pentru care avem deja o integral primd datd de 1 (vezi (1.49)).
Vom ciuta a doua integrala primna scriind

(1 — 3au§) dey  sin () dd
er (I~ aed) — cos (@)
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Dupi ce observam separarea partii din stAnga in formele elementare

(I - 3ae%) des _dea  —2aezdey
ez (I — ae?) es I —aed
integrarea se face imediat. Dac desemniim prin I noua constanti de integrare
atunci a doua integrald primd a sistemulw (1.52) este
(1.53)

T = bey(2)e}(2) cos (@(z))

Acest invariant este deosebit de comod pentru a preciza detaliile procesului

de generare a armonicii a doua. Cazul care ne intereseaza este acela in care la
intrarea in mediul neliniar este prezentd numai unda de frecventd fundamentald.

Din aceasti cauzi
(1.54)

62(0) =0
ceea ce inseamni ci valoarea lui I este nuli in orice punct al mediului neliniar (

V2)
I = bey(2)e(2) cos (B(2)) = bex(0)ef(0) cos (2(0)) =

Relatia anterioard ne permite sa extragem
bey(z)e3(z) cos (®(z)) = 0
z # 0 = {exz) #0,e1(2) # 0}

or, in conditiile in care stim ci imediat ce

aceasta inseamni
T
+—-Vz >0

cos (P(z)) = 0= &(2) = 5

Ca urmare, ecuatia (1.51) devine
+dz =

dc’z
9
I - (11(1,2

ex(z) = :i:\/ztanh (\/Lﬁz)

cpl energie inmagazinatd de annonica a
2(z) reda energia undei ~fundamentale”

si conduce la

de unde, interpretind I,(2) =
doua, in timp ce expresia I, (2

(I = 1,(0)) avem
Iy(z) = 1,(0) [L;mh (\/ELI_JO_)Z)]J

- aej(z) dr
) = Be

functie care este ilustratd in Fig 1.2
Rezultatul obfinut ilustreaza capacitatea surs_i relingare (termenul conjinand

polarizarea neliniard Py ) de a provoca generaica armonicii a doua a unei und.
IR
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11

0.3’ \ T L/,

Figura 1.2: Generarea armonicii a doua

25 2

care stribate mediul neliniar. Dupa cum vedem, acest proces poate absorbi intreaga
energie a undei ”fundamentale”. Mai mult, este remarcabil ¢ generarea armonicii
se face fard aparitia unui zgomot insotitor, semnalul obtinut fiind pur.

2.5.3 Amestecuri de frecventd, generarea parametrica

Diversii termeni din (1.44), al céror efect nu s-a simtit deloc in procesul de
dublare a frecventei, sunt responsabili de producerea altor procese. Spre exemplu,
ca si in cazul dubldrii de frecventd, in prezenta a doud sau mai multe unde
luminoase, polarizarea neliniard de ordinul doi poate interveni producénd un
amestec din care sa rezulte frecvente noi. Acest proces poart3 numele de generare
parametricd. La randul ei, polarizarea neliniard de ordinul trei este responsabild
de procese mai complicate cum sunt: efectul Kerr, fenomenele de difuzie (Raman,
Rayleigh, Compton, Brillouin), emisia si absorbt{ia simultan3 a mai multor fotoni.

Tema L5 Cosdiderali o5 indr-uee medin neliniar WMMMM
'@wl‘eam;d”a'dfeﬂm&dym“&kwaen{e/e w1 4¢é wa. /)aeuqawté‘mlcémbt&aaoya
acedlona requlli 0 a Lrela wund do frecvents Wiy = w\+ Wy (generars paramebrics), ardlal
c&'&t/dcukd(ﬂ##} ci

0? 1
HogPhe = =5 3 {xX® (W +wn) @n +wn)? B,

m,n
exp [i((ka, + k) 2 — (Win +wy ) B)] -+ c.c.
+X(2) (wm - w'n.) (w'm - wu) EmE*

- CXP l’((l‘m - k"u) z— (wm wn) )] + ('('}

“ adnu{é‘ncl &a&ipadan{a medivlui neliniar {&&Ww{l& dielechrica dund mErimi
reals), sislemul do ecualii cars desorio evolidia celor brei ampliliudini ds wndi are
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wrmiidoarea form
QiA:ICi]Fgl = —XE)—(:‘:—I)W—%ESF; exp [i((ks — ki — k) 2]
2'&'}\':-_)(]'(5;3 = X (w:‘c; 1)) EVE5 exp [—i((ks — ky — ko) 2]
2',:1;35%1 - —-ﬂ)—((“;’—)“"—;E, By exp [~i((ks — ky — ky) 2] (1.55)

Studiul interactiei binare a trei unde releva un aspect interesant; desi prin injectia
externd a numai doud unde se creazd o evidentd asimetrie, relatiile de interactie
(1.55) sunt perfect simetrice $i aratd cd amplitudinca fiecirei unde este alimentata
pe seama cuplajului celorlalte dous. In acest context interpretarea cauzali clasica,
potrivit cireia perechea de unde provenitd din exteriorul sistemului ar fi cauza
aparifiei celei de a treia unde este oarecum nesatisfacatoare. Putem insd observa
cd mecanismul interactiei neliniare presupune existenta unui set de trei unde, iar
lipsa uneia dintre ele provoaca sistemului reacfia de a o genera. Totusi, relatia de
tip "cauzd-efect” nu se pierde cu totul si urma e1 se poate regasi in forma pe care
o iau conditiile de frontierd (vezi relafia (1.54)).

3. Medii neliniare

Testele experimentale au demonstrat ¢ efectele optice neliniare se pot manifesta
in orice fel de medii materiale, indiferent de starea lor de agregare (solida,
lichida sau gazoasa). Totusi, existd diferente privind intensitatea cAmpurilor optice
necesare pentru a provoca aparitia acestor procese, iar diferentele acopera cateva
ordine de mérime.

Mediile materiale cele mai responsive - gi din acest motiv, primele descoperite
- sunt solidele cristaline. Raspunsul lor neliniar este datorat unei reactii de tip
global (”in bloc”, de ansamblu) exprimati prin intermediu! relatiilor de simetrie.
In mod specific, modelele teoretice iau in considerare perturbarea configuratiei
electronilor delocalizagi (de tipul celor liberi din metale sau a celor de conductie
din semiconductori).

A doua clasi de materiale, aflatd in dezvoltare exploziva, este de origine recenta.
Ea pnivegte “materialele moleculare” exemplificate prin clasa cristalelor organice
si cea a polimerilor (dubli sau dopati). in aceste cazuri, rispunsul neliniar provine
din interactia Van der Waals care creazd punfi intre vecini. Pentru a obgine o
structurd ordonatd se procedeaz fie prin crester! in strat subfire sau la inglobarea
in filme de polimeri (polimeri dopati).
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Din perspectiva aplicatiilor, cele mai importante cerinte pe care trebuie si le
satisfacd un material optic neliniar sunt; stabilitatea structurald indelungata in
prezenta cdmpurilor optice intense, transparentd de banda larga sau prezenta unor
ferestre de transparenta bine plasate, capacitate de prelucrare mecanic3 gi optica,
independenta fata de conditiile de ambient, si nu in ultimul rdnd, o buna stabilitate
termica.

3.1 Rispunsul unui mediu material la pompajul optic

Réspunsul neliniar al mediilor materiale se datoreaza unui gir de mecanisme
locale care se amorseaza prin intensitatea luminoasa a fascicolului incide- it.

Tabloul efectelor provocate mediilor materiale
de ciitre cimpurile intense de lumind

| Cauza: Radiafia laser | + | Mecanismul: Excitarea coerent3 |
SN

/| Polarizare macroscopici |

Modificarea primard a populatiei electronice
de pe nivelele excitate (proces coerent)
10715 = 1077 sec

/ . ! N
Modificari secundare Modificari termice .
. : Modificarea
ale populatiei electro- (schimbarea tem- .

. . — ... _ | -— | concentrafiilor
nice excitate peraturtt) 10~2 = 10 se
max. 1073 sec 1074 = 1072 sec - 5T

! /" ! N Y
C.am'p un d atorate Aparitia distributiilor Apant{a efgnunlor |
distributiilor de de tensiuni mecanice | | mecanice si a mo- !
sarcind spafiald dificarilor densitagii | |
! N\ / !
l | Modificarea permitivitatii dielectrice |/
N /

\ Modificarea coeficientului de absorbiie
Modificarea indicelui de refracjic

./

Un mediu transparent (slab disipativ), supus propagirii unei unde luminoase de
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mare intensitate, raspunde cdmpului electric al undei incidente prin ”deformarea”
configuratiei sale electronice. In ipoteza ¢ unda luminoasi se reduce la un puls
foarte scurt, raspunsul mediului se traduce printr- succesiune rapida de efecte.
Dintre acestea, cele care sunt asociate unor manifestdri optice sunt surprinse in
tabloul precedent.

Este ugor de inteles ca studiul raspunsului coerent sau al procgselor care prezinta
o dinamica rapidad nu poate avea loc in cadrul opticii clasice. In fond, tocmai din
cauza absentei unor detectori capabili s3 permitd urmdrirea sincrond (in timp real) a
fenomenelor care se deruleazi la frecvenie optice, definifia intensitétii luminoase
in Optica clasicd include o operatie de “incetinire” exprimata printr-o mediere
temporal.

Comparativ, in Optica neliniard resursele instrumentale reclamate de studiul
fenomenelor rapide sunt fumizate de proprietaile complementare ale fasciculelor
extrem de intense, intrebuinfate pentru a le cauza. Radiafia laser, in afara
intensitdtii luminoase deosebite, prezintd si proprietdti de coeren{d sau de
polarizare. Or, alterarea acestor proprietafi la traversarea mediului neliniar poate
fi urmdrita prin tehnici holografice (sau interferometrice) si aceastd informatie
permite identificarea mecanismelor de interac{ie care au influentat propagarea.

4. Principii de conservare

Modelul teoretic al oricdrui proces neliniar contine intotdeauna indicatii
privitoare la modul de realizare a unei conversii energetice maxime in favoarea
efectului urmdrit. Este uzual ca asemenea sugestii sd graviteze in jurul unor
principii de conservare.

Aceeasi zond este exploatatd si de catre tentativele de eliminare a proceselor
disipative care altfel, provocand o permanentd modificare a conditiilor termice,
ingreuneazi atingerea regimului stationar si, pe aceast cale, limiteaza posibilitatea
atingerii eficientelor teoretice.

4.1 Conservarea impulsului si energiei

In cazul absentei proceselor disipative ne asteptdm ca respectarea principiilor
generale de conservare a impulsului gi energiei sa fie perfectd. Din nefericire,
simetria cristalind a celor mai multe medii neliniare face ca aceste principii si nu
poata 11 respectate decat in mod aproximativ.

.Experimental s-a constalat cd pe misura departarii de exigenfele acestor
principii, eficacitatea proceselor neliniare se reduce dramatic (desi fenomenele
neliniare nu dispar cu totul!).

Pentru a da o forma concretd acestor dou principii, cel mai potrivit este si le
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prezentam in imagine fotonica. De'dsemenea este indicat s le discutim pe un caz
concret.

Interactia binari a trei unde dovedeste ¢ doud unde cu frecventele w §i wy pot
constitui ”materialul” pentru generarea unei a treia unde pe frecvenfa ws, §i ¢a
procesul cere

w3 = Wy +wy
or, nu este greu de vizut cd aceastd relatie este o consecin{d directd a principiului
de conservare a energiei
hws = hwy + hw;

Mai general, dacé procesul neliniar consumi energia a /N fotoni de frecvente
w?  pentrua genera M fotoni de frecvente uwy,,,, atunci principiul de conservare
a energiei se scrie

ul>

N A .
> hah, =) had, (1.56)
i=1 j=1

Ecuatiile procesului de generare parametricd (1.55) evidentiazd o sensibila
simplificare dacd impunem condi{ia de adaptare de fazi
ks = ky + ko (1.57)

Acelagi efect a fost eviden{iat pentru procesul dublérii frecvenfei prin ecuatia
(1.46).
Tindd seama de relatia lui de Broglie

7 =hk

este clar ci adaptarea de fazi nu difer3 in con{inut de principiul de conscrvare a
impulsului, aplicat cazului propagirii coliniare (cAnd ne putem folosi de expresii
scalare).

Prin urmare, in cazul unui proces neliniar care "consum3” N fotoni avind
— —

vectorii de undd k% pentru a genera M fotoni cu vectorii de undi K}, ,p» Principiul
de conservare a impulsului se scrie

Z Wik, = L hkd, Dt (1.58)

Tema 1.6 44&4@[%{14’/5(9.#5}&0@:&{#J0MM{E_) < FE, = E ~
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2
) sin <L§k>

L Lok
2

4.2 Relatiile Manley-Rowe

Procesele neliniare parametrice, care au loc in sisteme nedisipative, trebuie sa
respecte condifii suplimentare, in afara exigentelor impuse de principiile generale
de conservare. Aceste criterii adifionale sunt reprezentate de catre relatiile Manley-
Rowe, numite §i conditiile putere-frecventd.

La origine, aceste relafii au apdrut in domeniul electronicii si aveau legatura
cu functionarea amplificatorului parametric. Rostul lor concret era de a facilita
descoperirea conditiilor pentru aparitia reactantei negative, necesare pentru
amorsarea procesului parametric. Este interesant ca relaiile Manley-Rowe sunt
aplicabile si in domeniul Opticii neliniare, ele permitind reinstaurarea unei imagini
cauzale In descrierea diverselor procese.

Luénd in considerare cazul propagarii in medii fara pierderi (cum SLE:I mediile

N~

optice transparente) si notdnd cu w densitatea de energie a undei iar cu S’ vectorul
Poynting, putem scrie legea de conservare a energiel electromagnetice sub forma
ow

5 TV5 =0 (1.59)

Pentru unde armonice in timp, avem
—_  —  —
S — E X .AI{*

— —
incét_,_} fgl}osind k x E = wDB pentru fronturi de unda cuasi-plane (pentru

care k E =~ 0), gasim

§ - Bxi-Fx (¥ xF
= xH—-mEx(I.,xE)
- T R L (B v (100

/1(,0.) (,7/1()
relapin in care am profitat de unele notafit introduse anterior: Continuarca girului

precedent de transformari ne-ar {1 condus la

b C./EN —r TN 3 P R o N
A (EE*) T oo ( 1 lu'*) T g (1”] I)*) T — vjw T

ChLg VEHY
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relagie bine cunoseutd in Optica clasica.

— =
Sacomukr'\m ¢a 4 propagarca are loc numai 1o lungul axei Oz. Atuncy, 7 = e,
—

§i .S =86, dar £ = & (2). Astfel avem
— 08, 0S5, 05, 05, n d (——P»——v)

= Z = - = EE*
v ox " Yy | Oz 0z ('/flzﬁ,dz g

Revenind la ecuatia (1.59) si notind P = 9% ~ (densitatea de putere) pwiem scrie

n d
- EE) 161
P cpgdz ( ; (16

Sa aplicim acest rezultat in cazul interactiei binare a trei unde, pomind de la
sistemul de ecuatii (1.55). Efectudnd conjugarea complexa a ultimelor doud ecuafii

si apoi inmultind cu factori corespunzitori pentru a forma -4 o ( E; E*) gasim
Ty d (ElEr) . ny d (EzES) _ ng d (EdEg)
wix@(w,) dz C owex@(wa)  dz waxP(ws)  dz
1 _ .
= —Q——EI‘ESE;; exp [i((ks — k1 — k) 2] (1.62)
(26

rezultat care {ine seama si de relatiile
Wy
ki =nihg =n;— ,0=1,2,3
c

Pe baza ecuatiei (1.61) putem rescrie (1.62)

P, P, Py
= = - [.63
le(2) (wl) ng(2)(w2) w:ax(z) (wa) ( )

Daci egalitifile x®(w)) = x®(wy) = xP(ws) sunt satisfacute, atunci (1.63)
genereazd doud versiuni ale relafiilor Manley-Rowe (putere-frecven{a ), ambele
corecte

P P P.
ol i L N

= — 0
Wi &) w3
P I P.
L L ) (1.64)
Wi W w3

Prima dintre ¢le se aplica atunci cand procesul neliniar foloseste undele de
frecvente w; §i wy pentru a produce o unda pe frecvenia wy (Ws = w, + w»).
Inspectind semnele celor trei 1ennem constatdm ¢l undele de frecven(d w §i wo
constituie sursele de putere (—l -= L2 5 0) care alimenteaza procesul de gencrare

]
a undet de frecventd wy (dg,oarcu, fj 0). Tocmai avind in vedere enistenta
unei asemenea interpretéri, am afirmat anterior ¢ relagiile Manley-Rowe permit
reintoarcerea la o viziune cauzaldl in descrierea proceselor neliniare.
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Relatia energeticd (1.62) si legatura existentd intre cele trei frecvente, sugereaza
imediat o descriere corpusculara. In fond, pentru fiecare toton cu frecventa wy
dispare o pereche de fotoni de frecventa w, §i wy. Din aceasta cauza procesul este
numit ”fuziune fotonicd”.

A doua relatie a sistemului (1.64) se aplica in cazul “fisiunii fotonice”. De
aceastd data este vorba despre obtinerea unei frecvente inferioare (de exemplu
w9), amestecand frecventele wy §i wy poinvit relatiei wy = w3 — wy. Deoarece
in asemenea situatie atdt P; cét si P, sunt puteri negative, in timp ce P; este
singura putere pozitivd, inseamna c@ unda de frecven{d w3 este singura sursd de
energie care alimenteazd generarea frecventel wy. Verificarea experimentald a
acestei consecinfe a relatiilor Manley-Rowe confirmd c3 in procesul de fisiune
fotonica cea de a doua unda (in cazul discufiei noastre, unda de frecvent w, ) poate
lipsi, ea fiind generatd impreund cu unda de frecven{a wo.

5. Cuprinderea fenomenologica

Fenomenele Opticii neliniare pot fi clasificate in mai mu'lte feluri, in functie de
criteriile adoptate. O abordare poate porni de la rolul rezervat mediului neliniar,
Existd o mare clasi de fenomene(care includ dublarea frecventei, generarea
parametricd s.a.) care nu cer mediului neliniar decat un rol catalitic. Ca urmare,
intre fotonii diverselor cAmpuri optice si mediul de propagare nu se produc
decét interaciii elastice, prin intermediul carora se realizeaza condifiile necesare
adaptdrii de faza. Singurele beneficiare ale interactiilor inelastice, de tipul fisiunii
si fuziunii de fotoni, sunt cAmpurile de radiatii.

Cealaltd clasd de procese (cum sunt cele de impragtiere coerentd Raman,
Brillouin, etc.) cer mediului neliniar o participare activd, manifestata prin ciocniri
inelastice cu fotonii. Din acest motiv, frecvenicle cAmpurilor optice generate prin
interactiile neliniare poartd amprenta spectrului fononic al mediului neliniar.

Degi pare mai “impersonald”, o sistematizare clard a fenomenelor Opticii
neliniare se face pe baza tensorului susceptibilitdtii dielectrice, apeland pentru
ilustrare (atunci cind este cazul) la diagramele Byer.

Pentru a limpezi sensul unor notatii devenite standard, existd mai mule
conventil care trebuie addugate celor deja prezentate:

e Tensorul de ordinul » al susceptibilitafii dielectrice are de fapt » + | indici,

x&”)“ +1» $i depinde de n + 1 frecvente, wy, .., w4 s
e Lista argumentelor susceptibiliti(ii incepe cu simetricul algebric al frecvenyei

generate de procesui neliniar, restul argumentelor fiind separate de primul prin

punct $i virguld. Pentru cazul precedent, duca freevenfa w,,  este generatdl de
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. . i
proces, atunci vom scrie \((,),l i (mwnpwy, . wh);
e Prezenta unei valori negative in girul frecventelor scrise dupd primul

argument semnifica faptui ¢ in produsul care determind polarizarea neliniara

corespunziitoare, amplitudinea asociatd este afectatd de conjugarea complexa:
'n) * \
Xg_,,,7l+l(_wn‘+1; w_]_, ey _wz, ..y (Jan)El (Ld] )-.Ei (wi)..Efn(Wn)

e In mod frecvent, din motive de simetrie, este posibil ca indicii susceptibilitayii
si ordinea frecventelor si poatd fi permutate liber. Acesta este conginutul
criteriului de simetrie al lui Kleinman.

5.1 Interactii neliniare de ordinul doi

Aceste interactii sunt provocate de ciitre tensorul susceptibilitdfii de ordinul

doi xg,)c(wl;wg,wg) sau (in mod echivalent) de citre polarizarea neliniard de
ordinul doi: Pf(f} (wy) = 80){3,{((.«)“wg,w;«;)Ej(u.)Q).Ek(wg). Cele trei argumente

.....

ale susceptibilitiitii diclectrice arata céi este vorba despre “interactii cu trei unde”™.

' Tabloul urmiitor face o sistematizare a acestor interactii. Sagetile duble indica
faptul cé procesul neliniar se poate desfasura gi atunci cAnd numai unda evidentiata
este putenici. Prin DC trebuie infelese atit cimpuri electrice constante cat §i
campuri de joasa frecventi.

Denumirea Operatia Reprezentarea Schematizarea
Dublarea @) €N W w
: 2w=w+w (2w w,w
frecventei + Xiji(—2w; w, w) Tl
Generarea ) w3 W
2 W)
] Wy = W - (J¢ s ey, —wWa: Wo. W )
sumei 3 1+ w2 Xuk( 35 Wa, W) Ty
Generarea W= Wa— W (2)( w1 wa, wa) wp Wy Wy
diferentei I =W —Wa | X —wi w2, Wy oLl
Fluorescenia w1+ w (2)( Wy wy Wy
. - = W v (— — W W
paramctncﬁ 1 2 J ijk Wy, —w2; ‘-‘JJ) T T U
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(continuare)

Redresarea o @q. DC w w
optici 0=w-—w | X0, —w) Tl
Efectul ' w DC w

electrooptic | —w=0+4+w Xuk( w; 0, w) Tl

liniar (Pockels)

5.1.1 Fenomene care implicd doud unde

Tabloul precedent aratd ca existd doudl procese care implicd trei campuri
electrice, dintre care unul este de tip static (constant) sau de joasi frecventd. In
mod strict fenomenologic (dar incorect din punct de vedere formal), se poate vorbi
despre o interactie intre dousi unde. In aceastd categorie intrd efectul elctrooptic
liniar (Pockels) si redresarea opticd. Potrivit criteriului Kleinman, ambele efecte
sunt controlate de acelasi tensor de susceptibilitate, deoarece prin permutarea
frecventelor avem

xffz)c( ~w; 0, w) = xf,;)c(O; w, —w)

5.1.2 Fenomene care implici trei unde

in afara celor dous procese discutate mai sus, aceastdi categorie mai cuprinde:
generarea armonicii a doua, generarea sumei sau diferentei de frecvente,
flucrescenta parametrica.

Aceste interactii, care implicd existenta a trei unde veritabile, au primit o
vizualizare deosebit de plasticd. In prima etapa, propagarea unei unde in mediu
neliniar provoacd o modulare a indicelui de refractie. A doua und4, interactiondnd
cu acest indice de refractie modificat, igi schimba treptat caracteristicile, devenind
a "treia” und3, cea care este “generatd” in procesul neliniar.

S.2 Interactia de ordinul trei

Interactia prin termenul de polarizare neliniard de ordinul trei implicd interactia

intre patru unde. Forma generald a “potenfialului” de interactie este dat de

ijl,(w,,wj,wk,w;)Ej(wJ)Ek(wk)b,(w,) Prin comparatie cu gama efectelor

ce se pot produce prin intervenjia tensorului susceptibilitifii de ordinul doi,
manifestdrile experimentale produse in ordinul trei sunt mai variate.
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Denumirea Operatia Reprezentarea
Generarea @)
w=wt+wtw Xing{—3w; w, w,w
armonicii a 3-a Xijin(—3w;w,w, w)
Generarea
armonicii a 2-a 3 \
N oo 2w=w+w+0 Xl(.,,)d(—Zw; w,w,0)
in cAmp electric J
static
Generarea ) (—wy;
, wq =wy +wsy +ws ikl !
sumei w1, w3, w3)
3)
Generarea NN
: . Wi = W) — Wy — Wy Xiji (s .
diferentei Wi, — Wy, —wy)
Autofocalizare, Re[ @) (—w
autrmodularea —wW=w-—w+w Wikk '
: w, —w, w)]
fazei
' L3 }
Absorbtia Im[xi, (—w;

. . — = —_ w
bifotonica wEw-ws w, —w,w)]

Mixaj degenerat ) _
de patru unde TWEWowtw Xigha (w5 W, —~w, w)
Efect Kerr .,
indus Raman Wi =Wt w% T w2 Re[}’(}(’;’}gk(-wl;
(w1 — w2 = wp) (Wi > w)) wy, ~wy, wa)]
Impristiere coer. |
Stokes-Raman —wg = Wy + wy — w II“[XE;;);I(“WS;
(W1 — w2 = wg (w) < wa) 1w, ~wa,wi)]
ws = 2wy — wy)
Impristiere coer.
AntiStokes-Raman | —was = w; +w) — wo Im[XS;)u("‘w e
(w1 — w2 = wp (w1 < wy) Wi, ~w, wa)]

wg = 2&)1 - (4)2)

In tablou apar trei tipuri de interactii care introduc elemente noi: unele care
depind numai de partea imaginard a susceptibilitaiii, altele carc folosesc o structurd
speciald a indicilor i, in sférsit, cele care confin aceeagi frecven(d in mod repetat,
Despre aceste cazuri vom face urmétoarele observalii:

e Descrierea folosind partea imaginard a susceptibilitatii indica dependenga
fenomenclor respective de procese de absorbjie a radiagici. In aceasta cateporie
intrd absorbtia bifotonica, absorbia saturatd, sau electele Ramun, procese care
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se bazeaza pe interactii inelastice cu mediul neliniar;

o Indicii repetati, prezenti in scrierea tensorului de susceptibilitate, Tmpreuna
cu alternarea semnelor in perechea de frecvente corespunzétoare, indica
dependenta fenomenului respectiv de intensitatea undei in cauzi. In aceastd
categorie intrd procesul de autofocalizare a fascicolelor de lumina;

e Aparitia repetatd a aceleiasi frecvente plaseaza fenomenul in categoria
proceselor ”degenerate”. In aceasti clasi gisim mixajul degenerat de patru
unde, prin care se explicd conjugarea optica a fazel.

Mecanismul care std la baza imprdstierii coerente de tip Raman constd in
interactia inelasticd a fotonilor (cAdmpurilor optice) cu vibratiile (interne) ale
structurilor moleculare. In fizica solidului, aceste vibratii sunt reprezentate de
citre fononii “optici” astfel incat, impragtierea Raman se¢ bazeazi pe absorbtie
si emisie de fononi optici.

Vibratiile de joasa frecventd ale solidelor, numite i ”fonice” sau “sonore™, sunt
purtate de cdtre fononii acustici. Acegtia reprezintd pseuso-particulele din care este
”compus” sunetul. Procesul de imprastiere coerentd bazat pe absorbtia si emisia
de fononi acustici se numeste imprdstiere coerentd Brillouin.

Este evident cd din punct de vedere teoretic, cele doud procese de impristiere
(Raman si Brillouin) sunt extrem de asemdndtoare. Din punct de vedere
experimental, existd mai multe deosebiri frapante intre care, probabil cd cea
mai usor de sesizat este aceea cd in timp ce imprastierea Raman este un proces
“silentios”, imprastierea Brillouin este insotitd de zgomote.

5.3 Procese de ordin superior

In incheierea acestei prezentiri generale a continutului fenomenologic al Opticii
neliniare, sd facem maécar inventarul unor procese mai complicate asupra cirora
nu ne vom opri mai mult decét trebuie pentru a le numi: -
e procesele multifotonice care cuprind: absorbtia, emisia si fotoionizarea cu mai

mul{i fotoni;

e interactiile laser-plasma, in cadrul carora s-a observat producerea de sub si
hiper armonici;

e interac{iile cAmpurilor optice cu electronii: imprastierea Rayleigyh, Thompson
s1 Complon;

e imprigticrea “lumind pe lumind™; proces care ar trebui si se destagoare fard
asisten{a mediilor materiale (deci in vid). Desi 0 asemenea interactie este
prevazuld de catre electrodinumica neliniard a lui Born, pana in prezent nu s-a
detectat nici o evidenia experimentala favorabild.
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Schiga sistematicd a opticii clasice

1. Schita sistematica a opticii clasice

Scopul acestui capitol este de a prezenta accle mijloace matematice prin care
Optica clasica a primit o solida structurd teoretica $i datoritd carora, conceptele
Opticii au putut 11 agezate intr-o arhitectura unitard. In plus, aceste mijloace, luate
ca atare sau primind o forma dezvoltatd, sunt necesare pentru studiul fenomenelor
de propagare in medii neliniare.

Intr-o imagine deja tradi{ionald (care in prezent se sus{ine doar prin anumite
considerente didactice), Optica clasicd este prezentatd ca o alaturare indiferentd a
doud segmente care pot exista si in mod absolut independent: Optica geometricd
si Opticu fizicd. Aceasta alcdtuire nefireasc poate fi totusi inteleasad atunct cind
descoperim particularitafile istorice ale dezvoltirii domeniului.

Daca admitem impreund cu dictionarul Webster ca Optica este stiinfa care se
ocupd cu studiul naturii gi proprietatilor luminii gi ale vederi atunci, capacitatea
Opticii geometrice (in fond, un subdomeniu al Opticii clasice) de a supravietui de
sine stitftoare, deriva din faptul ¢d acest domentu a reugit sa-si elaboreze propriul
sdu concept (ultra-simplificat) de lumind.

Din aceastd cauza, studiul aspectelor legate de natura veritabild a luminii, a
ramas in sarcina Opticii fizice. Aceastd diviziune a Opticii trebuie sd explice
un urias cAmp de fenomene care atestd ¢d lumina este un pachet ds unde
electromagnetice (vectoriale) avand o sectiune transversald finiid (divergen{d) si
fiind caracterizati printr-o anumita distributie spectrald, stare de polarizare si grad
de coerenta.

Comparate prin numarui conceptelor utilizate, ponderile celor doud parti
traditionale ale opticii sunt inegale. Dacl insd indsurdm “avia” dezvoltdrilor
matematice pe care acestea le subdntind, atunci avem surpriza s constatdm
existenta unei sensibile egalitagi.

Pusa in context modern, sistematica opticii clasice oferd intregului domeniu o
imagine uniforma (fara nici o rupturd) in care pariile apar inglobate intr-un ambient
”democratic”, asa cum se vede in schema urmétoare

[ &> Tratare eiconald=Optica geometrica 51 funciionala

> Conditii de frontierd=>Reflexie, refractie, coet. Fresnel
> Ecua(ia de unda=Teoria dilracqiei g1 interfereniel
+ &> Oscilafia sarcintlor legate clastic="Teoria dispersici
Ecualiile ﬁ > Medii anizotrope (€, j4,)—Optica mediilor cristaline
o e Transtormdri Lorentz=>Optica relativista
constitutive L . N <
& Funcin de corelajic— Optica cocrentd
&> Cuantiticarca a doua ; Oplica cuantica

Ecuatiile
Maxwell
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I1. Complemente de opticd

In mod evident, “cheia” acestei clasificiri uniforme este fratarea eiconald,
tehnica avandu-1 pe Born drept unul dintre autori.

Pentru a ilustra felul in care optica geometricd este agezatd in cadrul
electrodinamicii clasice trebuie si realizam trei pasi:

(a) specificarea cazului particular care ne intereseaza;

(b) exploatarea tehnicii functiei eiconale.

(¢) deducerea rezultatelor care sunt in directd legiturd cu principiile opticii
geometrice:

e ecuatia razelor de lumina (care permite validarea principiului propagdrii
rectilinii precum si al celui privind reversibilitatea mersului razelor de lumind),

o legile reflexiei i refractiei luminii la suprafaa de separare a doud medii optice
distincte;

e legea de propagare a intensititii luminoase (din care se deduce principiul
variatiei intensitétii unei surse punctiforme in raport invers cu pétratul distantei
la sursd),

e legea de transport a vectorilor de cAmp de-a lungul razelor luminoase (un
rezultat important pus la dispozitie in mod suplimentar de citre tehnica
matematica a functiei eiconale).

2. Legatura opticii geometrice cu
ecuatiile Maxwell

2.1 Specificul opticii clasice

Preocuparea fundamentald a electrodinamicii clasice constd in determinarea
— — —

celor 4 campuri electromagnetice (E , D, B, Ti) atunci cind se cunosc
distribugiile de sarcini §i curen{i (p, j ) impreund cu proprietitile mediului
material, reflectate prin permitivitatea dielectricd gi permeabilitatea magnetica.
Solutionarea acestei probleme presupune folosirea a trei seturi de ecuatii:

(a) ecuatiile lui Maxwell;

(b) ecuatiile constitutive corespunzatoare proprietatilor mediului de propagare

( (ne)omogenitate, (an)izotropie) ;
(c¢) conditiile de frontiera.

In acest context, Optica geometrica §i rezerva cazurile care satisfac simultan
urmatoarele conditii:
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Legdmra opricii geometrice cir ecuatiile Maxwell

—

e mediul de propagare este dielectric (in absenta conduci;ici' j = j+ = (),

e pot exista neomogenititi dielectrice §i magnetice (e = e( 7 ) v = p(r)) desi
in mod uzual mediile optice sunt nemagnetice (14 = ju,);

e campurile electromagnetice nu sunt in contact cu sursele lor (nu exista sarcini
libere: p = p, = 0).
In consecint, optica geometrici renrezintd acea proiectic a contextulu

electrodinamic in care ecuatiile generale se restring la

- -
v-D =0
E iyt 1.1
D :
v 5 (1L.1)
—
v-B =0
7-27
e )
— —
D = e(7)E (11.2)
— — —
B = pu(rH
—> —
le (Bz—— Bl) — U
s
7?12-(02» Dl) —
. —> -
s X (E - El) - () (11.3)
— —-y
712X<]2—H1) = ()
unde prin T 12 am desemnat normala la suprafata de separare intre mediile 17 gi

»27,
2.2 Ecuatia de unda pentru medii neomogene

Una dintre ciile de rezolvare a sistemului (11.1) consta in determinarea solugitlor
unei ecuatii speciale (derivate din acest sistem) numitd ecnaiic de undd. Caracterul
el aparte provine din aceea ci operatiile pe care le con{ineg privesc un singur cimp
electromagnetic (din setul celor patru).

Desi tratamentul eiconal clasic se adreseazd in mod direct ecuatitlor Maxwell,
exista totusi 0 manierd de abordare care, pormnind de la ecuatia de undi, reuseste
sd imbrace forma unei aproximatii de ordin suoerior a tehnicti ciconale. Din acest
motiv, vom prezenta derivarca cowitict de undd nentry cazu! meditlor neotnogene.

Sa& revenim asupra sistemutut (1 1) cu scopul de a elimma cmpul £ Acest
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1. Complemente de opticd

lucru rezulta intrebuinténd separat doi operatori difereniiali:
» cu gjutorul ecuatiilor constitutive si prin folosirea rvrorufui, vom scrie a doua
ecuatie a sistemului sub forma

1 -— 0 -2
vx(—vxE)Jr»vx—H =0 (11.4)
fi ot
e separat, prin derivarea in raport cu timpul a celei de a patra ecuatii gisim
- 9?2 = o —
—H=—D=e—=F
Vgt Teae T e

unde am exploatat comutativitatea operatorilor 7 x i % (proprietate evidenta
prin faptul ci variabilele asupra cdrora opereaza sunt independente. Astfel,
apare imposibil ca un operator si sesizeze prezenta celuilalt.).

Din ecuatiile precedente gdsim mai intai

(LoxB)1eLF =0 (IL5)
iar dacd folosim identititile vectoriale
— -— —
vx(ab) = vax b +ayxb (IL6)
— -— —
vx(vxE) Ev(vE)—AE

atunci avem
— o — — —>
DE - pers B +V(ln,u)x(v>< E)—v(vE):O (L7)

v 52 . . . .
unde A = 5%25 + “%5 + 3%2- este numit operatorul lui Laplace (alias laplaceianul ),
Expresia (11.7) reprezintd ecuatia de undd pentru medii neomogene.
Noter i) O simpla inspectie a structurii ecuatiei de und& scoate T evidentd
posibilitatea separdrii variabilelor, ceea ce reprezinld o proprietate

remarcabilX. Pentru a o ilustra (si folosi) sa punem

E(7,t) = Eo(7) - f(2) (I18)

Obtinem ecuatiile separate

1 (= = S —r —>
,[‘1-"‘ 1 IVAN E() + EU . \‘\_/ (]Il ,U) X (\/ X E())] E() . [v (‘7E0)] }

e §!
L o
./'drl'/ H (11.9)

oo ne e e (SRS PR ;n\u}_u-n.,c;\l.‘\ e Hn\p wh dovim ca aolutiilc-.
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Legdra opticii geometrice onecnatiile AMaveel]

sa aiba variatie marginita, atunci singura nlegere este

¢t = —w? (<0) = [ +u*f=0 (11.10)
= [ = foexp (diwt) (IL11)
Asadan solutia (JJ.8) se scrie
s - > )
E(r,t)= Eo(7) - exp(Fiwt) (11.12)
i) Sa presupunem cd mediul este nemagnetic (B = Ho) si ca

neomogenitatea dielectrica relativa este mica (IVE'/E K 1/)\)
Atunci, decarece
—.}

vB:O:>vE_ E—

13
rezultd ca ecuatia de unda (JJ.7) se poate rezuma la forma
0 —
AE ,u502E = (11.13)
Dacéa tinem seama si de consecintele separarii variabilelor atunci

gasim
— ,
AEg+pew*Eyg=0 (11.14)

ecuatie care poartd numele de ecuatie de undda atzmporald sou ecuatia
Helmholtz. Mevita subliniat si taptul ca utilizand viteza de faza data
de

vt = - (11.15)
dar si vectorul de undd k (care se introduce prin solutia formaula
- -

Eo ~ exXp (Z kr ) ) putem scrie

. . . Wt f2m\?
— K pe? =0 = pew? = w—, =z (Tﬂ) . (11.16)
(2 ‘

2.3 Tehnica functiei eiconale

In mod esential, tehnica eiconald propune o algebrizare a sistemului de couaii
diferentiale cuplate reprezentat de (11.1) (ecuatiile Maxwell). Etapele care trebuie
parcurse se coreleazd cu anumite interpretari lizice pe care (lacand abstracqie de
informatiile stabilite in cadrul discufici despre ceuajia de undd) vom incerca sa le
subliniem in urmatoarele secfiuni.

R
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I1. Complemente de opticd

2.3.1 Separarca spafio-temporala
Primul pas constd in aplicarea unei separari spatio-temporale. Acest lucru se
realizeaza prin
- — = :
E(r,t)= FEor)- exp(—iwt) (11.17)
expresie care (prin comportarea in timp) reprezintd o unda armonica.

Observatie: Este inutil s8 credem ca din considerente de generalifafe ar trebui
sa apelém la .o scriere ca tn relatia (JJ.8). Sistemul ecuatiilor

(JJ.1) este linia}. Ca urmare, folosind +ransforma+a Fouvier

f(t) = 51; ]of(w) exp(—iwt)dw
E(7,) = % 7 {“E’O(?)eXP(--iwt)] f(w)dw

si cam nici una dintre ecuatiile sistemului (JJ.1) nu implicc"x

explicit variabila W Thseamna ca flecare unda ”pavﬁa'é”, de
= - . -
exemplu Eo( r )exp(—zwt) sau simetrica sa n frecvenia
._*
Eo(_?) exp(iwt), trebuie sa veprezinte o solutie pentru (23.1).
— — —
Fiecare dintre celelalte trei cdmpuri (D, B, H )ale undei electromagnetice este

descris prin expresii asemanétoare cu (I1.17).
Aceste solutii, impreund cu ecuatiile constitutive (I1.2), aduc ecuatiile (11.1) 1a

forma
_.)
vV (EE()) =0
v X E')O — ‘iw/zﬁo = 0
—
\/ (,.LHU) _— (11.18)

\V X ][() I tLUEJLL:() = ()

Disparifia operatici de derivare in raport cu tmpul constituic un print indiciu al
efectului de algebrizare pe care il urmiirim.

23.2  Faza spafiald (de propagare)
Optica se depiirteaza de electrodinamica punt-un al doilea pas atunci cand i
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Legdiura opticii geometrice cu ecuatiile Maxweli

limiteaza interesul la acele fenomene a cdror descriere derivd esentialmente din
comportamentul functiei de faza (1 nu de amplitudine) a undelor. Acest mod de a
pune problema se exprima prin

Eo(7) =€ (7) - exp (id(7)) (IT.19)

in care e (7) este o functie de pozitie, slab variabild, iar &( 7 ) reprezintd faza
spatiald. De exemplu, desemnind nrm n indicele de refractie al mediului, &g

modulul vectorului de unda in v1dj1 T versorul directiei de propagare avem:
e pentru o unda pland &( r ) = kT =ksnT - T,

e pentru o undi sfericd &( ) = kr = konr.

2.3.3 Spatiul vid ca mediu etalon

Dupd cum a eviden{ at chiar Maxwell, electrodinamica este (prima) teoria care
are nevoie in mod structural de un mediu de referintd. In mod concret, acest rol
special este jucat de (mediul) vid.

Algebrizarea ecuatiilor Maxwell prin tehnica eiconala nu face exceptie de la
aceastd idee atunci cind, pentru orice propagare, introduce o “scalare” a functiei
de fazi @(7) in raport cu ko (modulul vectorului de unda in vid) datd prin

&(7)=ko- S(T) (11.20)
Tindnd seama cd in cazul vidului este valabila relatia
ko = — (IL.21)
C
actualizdnd dependentele, specimenul de solutie (I1.17) este reprezentat de
- — —
Eo(7)="€(7) ~xp (ikoS(T7)) (11.22)
incét
E(7,t)="e(7) - exp [iko (S(7) — ct)] (11.23)

celelalte trei cAmpuri urménd dependente similare. _
Substituind (I1.22) impreuna cu expresia similard pentru H , in sistemul (11.18)
gésim

ve-7+£v (, -l—usloc vS =0

_’
Vp-h-i-pdvh +1,ukuh VS = 0
_ —
TX € +ikgySx e = ipw h (11.24)
— — —
X h bikg g Sx b = —jewe

unde am facut o rearanjare a ordinti ecuatiilor punand pe primele pozifii ecualiile
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11. Complemente de optica

rezultate din operatorul din. Daca tinem seamna de (11.21) atunci gasim

V0
— 1 — —
h -yS = —%(h -Vln,LH—Vh)
— 1
VS x € —cp ho= ——yXxe (11.2%)
’Lko
1 —
VSXW-FCE? = ——yxh
’Lko

2.3.4 Aproximatia opticii geometrice
Ecuatiile precedente capatd o forma extrem de simpld atunci cind sunmt
particularizate pentru cAmpurile optice. In acest caz ky — oo §i gasim
—
e S =
_*
h -yS =

USXE —cuh = (I1.26)

e R e B e B )

e
VS X h +cge =

2.4 Ecuatia eiconali. Indicele de refractie

Ecuatiile sistemului (I11.26) (impreuna cu campurile de forma (11.23)) reprezinta
intregul continut electrodinamic acoperit de optica geometricd. Dupd cum vom
vedea, pand si efectul conditiilor de frontierd (I1.3) (care a fost ignorat in
dezvoltarea eiconald) poate fi ldsat 1a o pa.te.

Cu toate cd cea mai importantd consecinti a relatiilor (I1.26) este reprezentat3
de ecuatia eiconald, este util sd incepem prin urmaétoarele:

Notei i) Primele doud ecuatii exprima faptul ca VS este perpendicular
—
—
pe planul vectorvilor € si h. A treia ecuatie exprima faptil ca
—
—
h este perpendicular pe planul vectorilor €, VS iar ultima ecuatie
—

—
arata perpendicularifah:a lui e pe p|ahu| vectorilor h s VS ;Asife'
—

ajungem la concluzia ca ?, h si VS constituie Th mod natural un
triedru cartezian drcpf (vezi fig.“. D).

i) Primele doud ecuatii nu au un continut independenf deocarece ele pot
fi obtinute drept consecinte ale utimelor doud atunci cand acestea
sunt Tunultite scalar cu V.S

i) Ultimele doud ecuatii vectoriale reprezintd un sistem de sase ecuatii
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Acoperina opricii geometrice prin ecnatia eiconald

—
Sow H swlele A il e si h.Pentruand
O'V‘L\\C)(‘?"(“_ OV e C("‘\\'V\ CL"V\F‘L‘V\( nwiele C(\l)\P(\rl or .‘5 . ot A LA

se limita la o solutie banald, sistemul trebuie sa aiba un determinant

nul. Aceasta conditie se scrie

(7S) — ctep =0 (11.27)
-
¢ Vs
S=ct. -
h

Figura II.1: Structura geometrica impusad de ecuatia eiconala

In sfrsit, cu ajutorul relatiei (11.15) gasim

2 LA
CE[,L:(— =Tl
v

asa incét (11.27) devine
(VS)* = n? (11.28)

exprimand ecuatia eiconald. Este vorba de ecuatia pe care trebuie sa o respecte
functia S( ) pentru ca solutiile de forma (I1.23) s aibd sens. Trebuie sa
subliniem c3, in general, ecuatia (I11.28) este subdeterminatd. Astfel, in afara
cazurilor care prezintd proprietdfi de simetrie, cunoasterea funciiei -n(?) nu
permite determinarea completi a solutiilor ecuatiei eiconale. '

3. Acoperirea opticii geometrice prin
ecuatia eiconala

Acest capitol este consacrat analizei ccua&ici eiconale, cu scopul de a demonstra
faptul cé ea cenfine o informatie echivalenta principiilor traditionale ale opticii
geometrice.

3.1 Ecuatia razelor de lumini
3.1.1 Conceptul de razi de lumini. Congruenfa normald
Potrivit ecuatiei ciconale (11.28), \/S este un vector de modul egal cu indicele
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de refactie n( 7 ) si orientat perpendicular pe suprafafa eiconald ¥ descrisi prin
ecuatia

S(7) =ct (11.29)

Sa admitem deocamdatd cd de pe intreaga supafata ¥ nu ne intereseazi decét
un singur punct pe care il notdm cu A. Dac3 prin T desemnam normala lui ¥ in
A atunci ecuatia eiconaldl se poate scrie i sub forma

vS=nT (1L.30)

in ecuatia (I1.29) constanta din membrul drept poate fi considerati ca parametru,
astfel incit putem scrie

Sx(7T) = A (11.31)

Modificand parametrul A in mod continuu, prin cantitdfi infinitezimale, din
(11.31) obtinem o serie de suprafefe eiconale care se dezvoltd unele din altele §i
céirora ecuatia (I1.30) le asociazi normalele corespunzitoare. Fiecare pereche de
suprafete vecine “taie” din normala T o portiune infinitezimala de linie dl. Din
cauza structurii infinitezimale, aceste elemente dl se vor prelungi intr-o curba I
care are proprietatea ci stribate ortogonal toate suprafetele eiconale. Curba I'
reprezintd traiectoria unei raze de lumind iar ecuatia diferen{iald pe care aceasta

trebuie sd o urmeze se numegte ecuatia razelor de lumind,

—
Observatiii i) Este clar cd normalele T ale suprafetelon generate cu ecuatia

(J3.31) constituie totodatd un "siv” de tangente la curba I';

i) Conform celor discutate, prin puncfu' A trece rvaza T,
-—’

Dacd ludm n considerare un element de suprafata do in
jurul lui A atunci, prin argumentele precedente, raza I
va fi hsotitd de un ntreg fascicul de raze (infir\ifezimal n
sectiune) care, strdbatand ortogonal sistemul de suprafete
generate prin (JJ.31) (in alte cuvinter admitand un sistem
de suprafete oﬁogonale), constituie ceea ce se numeste o
congruentd normald.

Pentru curba I' (ca de altfel pentru orice curba in spatiu) existd un important
sistem de relatii intrinseci (adic3 expresii care implici numai parametrii legati de
curba gi independenti de sistemul de coordonate). Acestea leagd intre cle sase
marimi: Iungtmea arcului de curbd 1, curbura k, torsiunea y | tungenta T

normala v si binormala ﬁ. Astfel, pornind de la definijia
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Acoperirea opticii geometrice prin ecuatia eiconald

sunt valabile expresitle

d N

—7 = kv

dl

d —
—v = k7T +xp
dl

d— N

-'d—lﬂ XV

care constituie ecuatiile [ui Frenet.
In plus, avem si relatiile

(7) = (#)= (F) =1

— —

— — -,
T = v Xf,;

V=BXT,B8=TxXxv

care exprima faptul ci T,V si B sunt versori care formeaz un triedru cartezian
drept.
3.1.2 Obtinerea ecuatiei razelor

Pornind de la ecuatia eiconala, ecuatia razelor de lumina se obfine exploatind
identitatea vectoriala

\V} (X E) = Bx(v X /_4))+z_4)><(v X E)-F(X . v) §+(§ . v) X
in care introducem

XZBEVS (=n7T)

Deoarece
va:vxgzvx(vS)EO (11.32)
iar
\V/ (n2) = 2n (? . V) (n?)
gasim
(7T -v) (n7T) =yn (11.33)
Operatorul T ¥/ reprezinta un operator diferenfial scalar pentru ca
Ty = T—OQ 4 rya% + ’rg

. N . . . . R AN
Mai mult, daca in general el exprimd derivata dupd direcfia 7, in cazul nostru

59

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1. Complemente de opticd

special (cel al razelor de lumind), el exprima chiar o derivata dreapta (totala).
d

T 7 = — 11.34
Pov= (11.34)

Pentru a intelege contmutul acestei relatii, si pomim de la expresia derivatei
totale a unei functii vectoriale f (v (),1)

17 (&g 2)7

dl dl ol
care, atunci cind [ coincide cu lungimea arcului pe curba T (1) se rescrie sub forma
d— — o\ =3
—f = . = 11.35
a’ ( TovTE az) / (L.33)

__)
De aici putem vedea c3 in cazul in care functia vectoriald f nudepinde explicit
de  (ci numai de punctele curbei r (1)), ecuatia (I1.35) coincide cu (I1.34).
Cu ajutorul relatiei (I1.34), ecuatia (I1.33) se scrie

% (n7) = 7n (11.36)
sau, la fel de bine
d_—,
jl (na T ) = yn (11.37)

Ecuatia (I1.37) reprezintd ecuatia razelor de lumind. Con;inutul sdu trebuie
interpretat in sensul cd atunci cind se cunoaste funcfia n ( ) din (11.37) putem
ob{ine trei functii scalare x = z(l), y = y(I) §i z = z(l) care precizeazi
traiectoria unei raze de lumina in mediul studiat. Eliminarea lui [ intre functiile
anterioare conduce la un sistem de doud ecuatii care reprezinta o altd parametrizare
a razelor de lumina (de exemplu: =z = z(z) , y = y(2)).

3.1.3 Integrarea ecuatiei razelor

Complexitatea intemna a ecuatiei razelor poate fi sesizatd mai usor atunci cand
incercdm si o integrim. In caz general, acest lucru nu se poate face decat prin
tratare numerica. Totusi, dacd distributia indicelui de refractie prezinta o simetrie
suficient de avansatd, atunci se pot objine §i solutii analitice.

3.1.3.1 Integrareadirectd Ne vom ocupa de cazul unei distribufii cu simetrie
cilindric3, in care indicele de refractie variaza parabolic in raport cu variabila
radiala

1w (r, p,2) = Ky + ar? (11.38)
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unde Oz desemneazi axa de simetrie iar % = 22 4 32 .
Indicele de refractie din (I11.38) nu contine variabila z . Din acest motiv, facand

o proiectie a ecuatiei (11.37) pe aceasti direcfie, avem

d i —ﬁn—O
a\"a®) "6z

Termenii extremi ai sirului de egalitati impun

d
noE = = Lo =ct. (11.39)

Expresia precedentd are doud consecinte importante. Pe de o parte, notind prin
«, 3 i v unghiurile lui 7 cu axele de coordonate Oz, Oy, Oz , putem scrie
T : (cosa, cos 3, cosvy). Ca urmare, conginutul ecuatiei (11.39) se pune sub
forma

. d
1T, = N—2z2=
‘ dl
necosy = mpcosy, = ct. (11.40)

unde indicii ”0” desemneazi valoarile lui n si y (inclinatia razei fa{d de axa
Oz) in punctul de plecare (initial). Nu este dificil sa observdm cé, sub diversele
sale forme, expresia constantd (11.39) (sau (11.40)) reprezintd legea refractiei
(invariantul Snell-Descartes) pentru un mediu cu variatie continudl a indicelui de
refractie.
A doua consecind semnificativd a ecuatiei (I1.39), de aceastd datd avand o
natura tehnicd, este aceea ca ea permite justificarea relatiei
d d
=g
Pomind de lar = \/5:2 +y?sin = VKg £ a2r?, calculdm cei doi tcrmeni a
céror egalitate exprima componenta ecuatiei (11.37) dupa Oz

(11.41)

13] 0 0 a*rx a’x
— =N —r = F+—— = F+—
oz or Oux nor n
dfd\_ Ld ( d\ Ly d*
dl ”dﬂ o dz Od J o dzz‘L
ceea ce conduce la
L (%Y. 11.42)
llZgJ- L L £ (11.42

6l
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Lste simplu de vazut ¢a, procedand pe o cale similard, vom obtine

L;“f.ﬂ, _ (I(—'() y (11.43)
< ()

pentru componenta dupd Oy a ecuatiei razelor.

Astlel, solutitle pentru xz(z) si y(z) sunt similare deoarece ecuatia (I11.38)
comanda simultan semnele din (11.42) si (11.43). Daca avem de a face cu semnul
pozitiv, atunci solugiile 2:(z) si y(z) se exprimd prin combinatii ale functiilor
hiperbolice. In cazul ci semnul in (11.38) este negativ (n%(r) = Ky — a®r?),
atunci x(z) si y(z) se exprima prin combinaii de functii armonice i, independent
de unghiul inifial de lansare, razele de lumina ramén la o distan{a finitd de axa de
propagare (Oz).

Daca 7'() este coplanar cu axa (Jz , atunci avem de a face cu o razi meridionala
(spre comparatie vezi coplananlalea meridianelor terestre cu axa polilor). In acest
caz putem alege Oz chiar in acest plan, ceca ce face ca intreaga propagare a razei
séd fie scufundatd in planul OQz:z. Din cauzi ¢a y(z) = 0, putem descrie informatia
din 2(z) impunand corespondenia (relaxatd) 2:(z) <> r(z), ceea ce ne conduce la
propagarea ilustratd in figura 11.2.

n(r) <g
ol o ¥ "1

Figura I1.2: Propagarea razelor meridionale

. ) . « gue - 23~ . Cw 93
Daca 7 nu este coplanar cu axa (Jz , raza este calificatd drept “inclinata
(skew) 1ar tralectoria sa poate urma, in cazul cel mai general, o elice ca cea din

figura 11.3.

Figura 113 Propagarca vazelon inclinate (skew)
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Tema Il Ahsloli i alunci cénd indicele de /le/.ﬂ.acé'e are /o'una

n(r) = n—o.o

1+ (5)
wnde 0 44 11 (pogiliv) dund condlanle, haiectoria compleli a oricirei raze ele circulars
(disribulia ‘ochi de pesle’ propusis de Marwell - Moxwell’s fish-cye).

Tema 1.2 jnW%WdW,W&MWBM%@ﬂW
M&A,MMWWPMMAMWB {wa/fewwhfe, B esle

abmqéted&'«ylmiﬁcﬁalaiA}.

3.1.2.2 Integrarea in cazul general Atunci cand ecuatia razelor nu permite
obtinerea unei solutii analitice, ea ofera totusi o cale de a preciza mersul razelor
(una céte una) prin intermediul unei proceduri de integrare pas cu pas (ceea ce
desigur necesitd in plan practic folosirea unui calculator).

Pentru a ilustra modul cum functioneaza procedura numericd, si presupunem
cd trebuie determinata traiectoria unei raze care porneste din punctul A (specificat
prin vectorul de pozitie 7o) cu inclinatia 79 i strdbate un mediu refringent
caracterizat prin n( 7). ‘

Tindnd seama de faptul ca “rezultatul” ecuatiei razelor (11.37) se exprima sub
forma T = 7 (1), sa admitem ca punctul initial se afla la "distan{a” ly de originea
lungimilor de arc, stabilita pe raza descrisd de 7 (I). Atunci, datele initiale pot fi
exprimate prin

unde 7 '(ly) ajuti la concentrarea notatiei.
Sa facem o dezvoltare in serie Taylor (pentru moment formald) a functiei —1?(1 )
in jurul punctului [y de pe raza

— — d— 1 d? — 2
l)= — 7 (! (- — | — r ( (U =1p)" + ...
r (1) ro+(dlr())l:lu( 0)+2(‘“2T())z=u,( 0)
Vom scrie aceasta relatie sub forma
— - 1- :
(1) = 7o + ToAl + 59‘5 (Al)* (11.44)
unde am introdus o alta notatie prescurtatd prin ?1?,' :
Din ecuatia (11.44) putem deduce
() — ot goAl (11.45)

o3
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Desfasurdand operatiite din ecuatia razelor (11.37) avem

dndr + drr
i 1 = L
it az ~ Vv
de unde, folosind si u =Ty, T = dd; , gasim
d2r vn— T (1T VYn
= g0 = n( ) (11.46)

Suntem acum in misura s3 descriem procedura bazat3 pe pasi succesivi, care
permite urmarirea traiectoriei unei raze prin intermediul ecuatiilor (11.44), (11.45)
si (11.46):

a) incepem prin a folosi g , 7o pentru a calcula n (ro) si (Vn)lvom

,expresii cu ajutorul cdrora stabilim g’ (lo) prin (I1.46);

b) alegdnd un Al (aceastd alegere influenteaza gradul de precizie al
calculelor), prin (1L44) calculim 7 (lo + Al) iar din (I1.45) deducem

?(lo + Al). Aceste valori inlocuiesc o si To pentru calculele pasului

urmdtor, in care reluim procedura descrisa incepéand cu punctul (a).

Tema 1.3 Reclizali un program de calcul numerio (4 vigualizare) a basenlui ragelor

3.1.3.3 Integrarea prin mijloace superioare De cele mai multe or
integrarea directd a ecuatiei razelor de lumini este dificild chiar dacé distributia
indicelui de refractie prezintd anumite proprietati de simetrie. In asemenea situatii
se recurge la tehnici superioare de integrare.

Una dintre acestea folosegte functia §i ecuatiile lui Lagrange (lagrangeianul)
in timp ce o alta are la bazi functia si ecuatiile lui Hamilton (hamiltonianul).
In plan general, se urmireste atat reducerea ordinului de derivare (care rezultd
prin implicarea ecuatiilor lui Hamilton), cat si exploatarea unor rezultate
formale deosebit de generale, care simplifica procedura de integrare a ecuatiilor
corespunzatoare.

in particular, ne intereseaza constructia lagrangeianului asociat ecuatici razelor
de lumind. Tn acest scop, avem de ales intre doud cai diferite:

o fie pornim de la principiud lui IFermat in care alegind o coordonatd drept
parametru de evolu(ie, ajungem sa identificdm functia lagrangeiana cu ajutorul
cdrera deducem ecuatia razelor de luming;

e fic incepem direct cu ecuatia (11.37), pe care o rescriem dupi ce alegem
una dintre coordonate drept parametru de evolutic. Lxpresiile algebrice care
rezaltd pot 11 comparate formal cu ecuafiile Lagrange pentru a extage forma

64

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Acoperirea opticii geometrice prin ecuatia eiconald

lagrangeianului pe care il cadutdm.

Deoarece prima cale este bine ilustratd in literaturd, dar si pentru ca in acest
stadiu, folosirea in regim deductiv a principiului lui Fermat ar echivala cu o
reintoarcere la inceputul intregii arhitecturi de concepte, vom alege a doua varianta
de lucru.

3.1.3.4 Lagrangeianul optic Sa alegem z ca parametru de evolutie. Atunci
putem scrie

dl = /A2 + dy? + 42 = 1+ (&) + ()2 (1.47)

ceea ce Inseamna

d ; 5 d
- o, AY 2l
==l @)+ @)y (11.48)

Pe baza ultimei expiesii, ecuatia razelor (11.37) se scrie

4 T | = 1@+ ) v

de unde, componenta dupa Ou: este

as!
d o2 \f 1+ ( ) 2n (11.49)
dz \/1 +( ,) +( (’)J

Existd gi o componenta similard dupd Oy. Dupd Oz, nu avem nici un fel de
ecuajie Lagrange deoarece z nu este o “coordonatd” asemenea lui x sau y ci
exprimd parametrul de evolutie al sistemului fizic (reprezentat de traiectoria razei
de lumind).

Nu este greu de observat c¢a punand

L(z,y, 2"y, z) = n(x,y, 2 \/] + ( ) (11.50)
si efectudnd (pentru «x si ) calculele specificate de ccua(ulc lui Lagrange

d 19} J

— | — L) —L sl

dz (()1 ) O ( )
{ () ()

: ( A B (11.52)
dz )1/ Dy

regasim ceuafia (11.49) impreunda cu echivalenta sa pentia variabila .
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J.5.A5 cegrarea ecuatiilor fni Lagrange Pentru a ilustra modul in care
Intervine lugu.mgua.xul optic in integrarea ecuatici razelor, sa consideram din nou
distributia citindricd a indicelui de refractie data de (11.38). ‘Transtormarile de
coordonate de care avem nevoie sunt

X = 7cosy
Y = rsineg (11.53)
de unde
dl = \/d;v2 + dy? + dz?

= \/ (cos pdr -- rsin <pd<,0)2 + (sin @dr + r cos <pd<p)2 + dz?
= \dr? + r2dg? + dz? = dz\/l + () 472 (p)? (11.54)

incat

\/1+ )+ (y')? \/1+(7 + 72 (<,o')

Dect

L(r,',0,¢,2) = VKo £ a22 - \/ 1+ (1) +r2 () (11.55)

astfel ca ecuatitle Lagrange in raport cu r $i ¢ sunt

d 3 o / . 0 . ot Y
—[WL("77907(»072):| B 3 L(T,’I’,(,D,(,D,Z)

dz r
d 3 / / . 0
dz [%;L(w,: ,w,w,z)] = DgoL( L0, ¢, 2) (11.56)

Daca explicnam ecualiile precedente, vedem ca prima dintre ele este deosebit
de complicatd, in timp ce a doua imbraca o forma simpli, si anume

5 (11 57)

o6
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Pentru a evita complicata ecuafic in r (produsd prin dezvoltarea primei ecuajii
Lagrange din sistemul (H.50)) este util si recurgem la una dintre ideile pe care le-
am invocat in lavoarea tehnicilor “superioare™ de integrare. in spetd, menjionam
exisienta unor rezultate generale, care faciliteaza stabilirea integralcior prime ale
ecuatitlor Lagrange.

Unul dintre aceste rezultate asiguri ¢d pentru un sistem descris de un lagrangeian
care nu depinde explicit de vartabila de evolutie (in general desemnata prin 1), spre
exemplu atunci cind avem L(xy, .., 24, 2, .., 2),), este adevirata relafia

n 0

A 7 ,

2 wi=—L - L = const (11.58)

: 01!

i=| t
Pentru sistemele care admit descriere hamiltoniana, ecuatia (11.58) reprezinta

legea de conservare a energiei. Acest lucru poate fi scos in evidentd pomind de la

definijia hamiltonianului
H= awi—L — L

Agadar, atunci cdnd L nu depinde explicit de variabila de evolugie vedem ¢ i H
are aceeasi comportare. Desemnand prin £, o valoare de referin{d a variabilei de
evolutie (luatd de obicei drept valoare initiald), iar prin £ o valoare curenta, putem
scrie
H (ty) = H (t) = const
ceea ce coincide cu legga de conservare a energiei sistemului.
Funcfia Lagrange datd de (11.55) respectd conditiile precedentei teoreme

(variabila de evolutie fiind pentru cazul nostru desemnatéd de z). Prin urmare,
trebuie s avem

0 0
";‘)71; |- QOI-D—EL L = const
Notand constanta din (I1.58) prin -- B, gisim
1

.y

\/—1 | (.,./)2 | 12 ((,0')2

tar prin intermediul ecuatiei (11.47) avem

'l i (11 599
— 2 e e .
dl n(r)
Pe baza ccuaitlor (11.57) 1 (11.59) putem rescrie a treta linie din (11.54) sab
o/
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forma

di? = dr®+ride? 4 d2?

A4 \2 B \?
= dr’+7? di? dl?
i+ () 0+ (50)
ceea ce ne permite sd deducem
d A? B2
—T = - — 11.60
dal’ \ﬁ r2n2(r) n2(r) (11.60)

Folosind acum cele trei ecuatii (I1.57), (I1.59) si (I1.60) putem exprima ecuatia
traiectoriei razelor de lumina prin sistemul de ecuatii

d 1
dr r2n(7‘) \/ 1— Tnﬁ @ n2 (r)
d

—_—2 =
" 0 Vi- re:‘f(r) -

care conduce la integralele
Adr
— +C
i / ry/£a?r? + (Ko — B?)r? — A? :
/ Brdr
Vta*rt + (Ko — B%)r? — A?
C si C; fiind constante de integras’

z =

+Cy (11.61)

Tema 1.4 ﬂwﬁwwwwmm{db{j}6ljwmw
Wﬁmmﬁm—a 2pd, alunci doluliile dunt similare celor oldinule prin

mofoda "intogrinid directs", Incepels pnin adbudia caged A = 0.

3.1.3.6 Curbura razelor Folosind relatitle Frenet, ecuatia razelor se poate
pune sub forma

:
—d —n
Vn=T7—n + V- (11.62)
dl p
de unde, inmulyind scalar prin 11; v, gasim forma generald de exprimare a curburii
razelor luminoase

| RN
k= /— = v V (lun) (11.63)
)

Ok
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Revenind la ecuatia (11.62), constatdm ca in orice punct gradientul indicelui de
~ . - . . —> e e gt . - .
refractie este in planul vectorilor concurenti 7 (care specificd direc{ia de inaintare
. . — . - .
a razei) i 1/ (care este orientat spre centrul de curburd al razei). Putem deduce
chiar mai mult: anume ca raza de lumina se curbeaza spre zonele mai refringente.
Pentru a intelege aceastd remarcd trebuie sd urmarim confinutul geometric al
ecuatiei (11.62) asa cum este el ilustrat in 11.4.

\\\ vn
\
AS—dn
dl

(@)
Figura I1.4: Continutul geometric al ecuatiei razelor

Considerand un punct A in care cunoastem Vn si T, asa cum se vede in
Fig.IL.4.a, prin inspectie deducem ca
N dn

n=—=>0
TVn 7 >

Cum raza de curburd pe este si ea 0 mirime pozitivi, ecuatia (11.62) aratd ci Vn

este situat mtre vectorii 7 ‘f{l‘ g v Astfel construim;

e normala v’ si vectorul v ; asa cum se vede in Fig.11.4.b;

¢ cunoscéand valoarea lui n putem afla-méirimea lui p aga incét stabilim pozifia
centrului de curburd C' ca in Fig.I1.4.c;

In sférsit: -
e trasdm cercul I' care, in vecinétatea punctului A, este coincident cu traiectoria
reald a razei luminoase.

Inspectidnd acum Fig.11.4.c, vedem c3 potrivit ecuatiei (11.62) raza de lumina se
curbeazi intr-adevér spre zonele mai refringente.

Tema LS 4o/owdawuf/mdaa¢aa/4m dustrali conlinudedd geometric al ecualici (79.62)

Chiﬁ;tll T - =7, Arilali o, in mod inuariabil, raza de curbeayi dpre gona de
refringenls mal mare.

6L
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3.2 Principiul propagirii rectilinii
Pentru medii omogene, folosind ecuatia (11.62), putem scrie

dn
n:const=>Vn:d—=0:>p—>oo
ceea ce inseamnd ci in asemenea medii, raza luminoasa prezinta o curbura nula.
Aceasta concluzie coincide cu principiul propagdrii rectilinii.
3.3 Principiul reversibilitdtii mersului razelor

Pentru a da acestui principiu un enunt bine determinat s8 admitem urmatoarea
formad: Daci o razi de lumin3, emisd sub inclinarea 7 4 de citre o sursa punctiformi
situatd in A, ajunge in B cu inclinarea 75 , atunci plasand sursa punctiforma in
B si urmérind raza emisa sub inclinarea —Tg, acesta va ajunge in A cu inclinarea
—74 urmand aceeasi traiectorie dar in sens invers.

Avantajul acestui enun{ constd in faptul cd permite 0 concentrare astpra
aspectului esential vizat de principiul reversibilitétii, evitdnd complicatiile aduse
de cazul functiilor eiconale multiforme sau al situatiilor in care B este o imagin.
opticd a luL A.

Pentru a ilustra felul in care teoria eiconald valideaza principiul reversibilitégii
mersului razelor avem doud posibilitafi:

e prima cale decurge din faptul cd, atunci cind se precizeaza prin intermediui
perechii de vectori (r—A> ,T—A)) datele initiale ale traiectoriei unei raze, ecuafia
(I1.37), prin structura sa, conduce la solutii unic determinate. In consecinta,
traseul razelor intre A si B, atunci cand exista, este unic.

e a doua cale are ca suport legatura “variafionald” care existd intre lagrangeiana
optica si ecualia razelor. In esen{d, putem arita ci razele de lumini urmeaza
traiectorii “privilegiate”, ale caror proprieta{i nu se mai regisesc pe nici un alt
traseu aflat in vecinatate. Astfel, rezulta si pe aceasta cale, ¢a doud puncte din
spafiu sunt legate in mod unic prin intermediul traiectoriei unei raze de lumina.

3.4 Reflexia si refracgia

3.4.1 Aspecte generale

Punerca in contact a doud medii optice distincte conduce la aparifia unei
suprafele de discontinuitate in raport cu distribugia indicelui de refiactic.  Un
fascicol luminos, incident pe 0 asemenea suprafafif, este supus tenomenelor de
reflexie si refractie.

Teoria ciconald, intrebuingdnd reorema lui Stokes, care provine din domeniul
calculului integral, poate s descrie aceste doud fenomene.

70
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Folosind una dintre formele ecuatiei razelor, anume

__}
vS=nrT
impreun cu.identitatea vectoriala
v X (vS)=0
putem scrie
—)
‘/vxoﬁ”ww:0 (I1.64)
A

_)
unde d7 reprezintd elementul de arie al suprafetei arbitrare A. Astfel, ecuatia

(11.64) arata ca fluxul rotorului vectorului nr prin on'cﬁ arie A este nul. Daci

prin £ desemndm curba care mirgineste pe A, iar prin dl notim un element de
arc de pe £, atunci teorema Stokes ne permite si scriem

—
/vx@?yﬁsz?wz (IL65)
A L
Coroborand ecuatia precedenta cu ecuatia (I11.64) gésim
S
5[ nt -dl =0 (11.66)
:E -

. = - . . — . " )
ceea ce afirmd ca circulagia vectorului n 7 pe orice contur (curbd inchisd) este
nuld. Expresia (11.66) reprezintd invariantul integral al lui Lagrange (desi uneori
este desemnat i ca invariantul Poincare).

Tema 1.6 Golosind (99.66), denwnitrali ci valoarea infegraled
e
L -
Vﬁ/n?-m (11.67)
I

M(M&M&ﬁa&d&aﬁm P ypz,&mf&'fnmawuoa/a&d
inlegralel (concls, inlegrala edle independenls de duum). V repreginds druinul optic
inhe P 4 P,.
Tema L7 83 condiderim dous fluncla [”1 4 f)g, care dund lec,‘alo alél fx'u'afﬁ-o 2634
buminoadi I cél 4 prinbi-o candis arbitrani C. Mérimea

r,

L()/'l[e_, — /’IL : (H('

[.'l
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wnde bffegxza/tea de /ace de-a llmfal dui C , de numﬂ/}fe "llwganea Of)l/oi " a cerbei () intre
Py 4 Iy, Dacs inlegrarea de face pe [, alewncci avem in mod evident

Py Py
._..-)
—
Voo, = /nT - dl = /n dly
Py P

Daci Py 4 P dunt legale de o tinguni razi luminoadi, demonshrali oi are loc inegalilalea
(principiul lui Fermat)

Vep, £ LOp,p,

3.4.2 Fenomenul refractiei

Vom considera un contur £ si un sistem de axe agezate pe suprafata de scparare
3}, aga cum arata figura I1.5.

-
' N

A R B_t,

ll.l "'—%:

Figura 11.5: Conturul de integrare §i a axele pentru studiul refractiei.

— —
Fiind descris in planul versorilor N, t , conturul £ face parte dintr-un plan
N —
normal la X. In plus, vectorul b este astfel ales incat

— — —

b =t x N

—
ceea ce face ca I b | = 1 iar dispunerea sa s fie in planul tangent la Y. ‘lotodata,
avem

-—p - -3
t = Nx b
— — —
N = b x t

Presupundnd c¢a alegem un contur £ avand laturi infinitezimale, si puniand
AB - CD = dl
AC — BD = bh
cecuatia (11.66) devine

’

mry - DO naT - AB | (‘.’)-1113 P-4 0 (11 68)
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Acoperirea opticii geometrice prin eccuatia eiconald

In ecuafia precedentd, vectorii care trehuie circulali pe arcele BB Si CT/i nu
sunt explicitafi. Aceastd optiune este in acord cu intenfia noastrd de a ne concentra
asupra fenomenelor care au loc pe suprafaja 33, din care cauzd ecuatia (11.68) nu
ne intereseaza decat in limita 6h — 0, cdnd avem

— —
n 7y - DC +note - AB=0 (11.69)

In acord cu indicatiile din figura I1.3, putem scrie

— — —
AB = —dl- b x N
— -  —
DC =dl-b x N
incét ecuatia (I1.69) devine
— —
(~m7r +m73) - (b x N)di=0 (11.70)

Cum d! nu este identic nul, iar prin identitatea vectoriala

— —
—
b .

— — — — —
a-bxc¢c = a

.—_}
c X =c-aXxXb
putem modifica plasamentul vectorilor in cadrul unui produs mixt, ecuatia (11.70)
se poate aduce la forma

—

b - [_1\7 x (naTs — nl’r‘{)] =0 (1L71)

Cadrul de generalitate al ecuatiei (I1.66) nu se blocheaza completm urima felului

in care am particularizat conturul £. n mod concret, versorul b din ecuaia
anterioard rdmane arbitrar (ceea ce este echivalent cu a spune ci ecuatia (11.71)
se obtine in aceeagi structurd chiar atunci cind alegem in locul lui .£ un alt contur,

- - « - .
rotit in jurul normalei V). In consecinid, trebuie s3 avem
—3 —_ N
N x (‘ng’rg — u]?{) =0 (11.72)

Expresia (11.72) reprezintd, in mod condensat, cele doud legi traditionale ale
fenomenului de refractie. Pentru a sesiza mai usor confinutul acestei ecualii
vectoriale putem urman desenul din figura 11.6.

73
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1I. Complemente de opticd

Figura I1.6: Continutul geometric al formei vectoriale a legii refractiei

Astfel, ne convingem ca mtr—adevﬁr

e Din faptul ca diferenta n» 72 — Ny 'rl este paraleld cu N deducem ci: “raza
incident3, raza refractatd si normala in punctul de incidenta sunt coplanare :

e Separind in raport cu semnul egalita{ii termenii ecuatiei (I11.72), si aplicand
apoi modulul, obfinem

AT . (=
' sm(N,Tl) = ngsm(N, 7'2)

ceea ce reprezintd cea de a doua lege a refractiel, cunoscutd si ca legea
sinusurilor.

3.4.3 Fenomenul reflexiei

In mod obisnuit, reflexia este prezentatd ca un caz special al refractiei. Totusi,
in scopul de a ilustra felul in care teoria functiei eiconale reuseste sd acopere
principiile opticii geometrice, vom trata explicit si cazul reflexiei.

Pentru a putea folosi imediat dezvoltarile sectiunii precedente, este suficient s3
comparam situafiile ilustrate in figura I1.7.

-

A B

Figura 11.7: Integrare in cazul refraciici (a) si retlexier (b)
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Acoperirea opticii geometrice prin ecnalia de undd
Astfel, vedem ci in locul ecuatiei (11.68) vom avea
— —
n 7y - DC +ny19 - AB + termeni neglijabilt = 0

Parcurgand aceleasi argumente ca cele folosite iu cazul refractiei, ajungem sa
gisim in locul lui (11.72) ecuatia

N x (73 —71) =0 (1.73)

care reprezintd expresia concentratd a legilor reflexiei. De aceastd daté, situatia
geometrica aratd ca in figura I1.8.

Figura I1.8: Confinutul geometric al formei vectoriale a legii reflexiei

Ca o remarca finald, sa notdm ca in tratarea eiconala, reflexia apare ca un caz
special de refractie asociat conditiei intuitive 75 = n,. In mod diferit, in cadrul
opticii geometrice algebrice, reflexia este un caz particular al refractiei, asociat
conditiei no = —n,.

4. Acoperirea opticii geometrice prin
ecuatia de unda

4.1 Efectul teoriei eiconale

Pentru a stabili ecuatiile care guverneaza transportul vectorilor de cAmp e h)
trebuie s3 calculam efectele solutiilor de forma (11.23) in (11.7). Este recomandabil
sd tratdm separat transformdrile fiecaruia dintre cei patru termeni ai ecuajiel de
unda polrivit_(iu ordinea lor de aparifie.

e Pentru A E trebuie si incepem prin a calcula

U > 0 N . > 0 . - S )
or (’ ¢ tiky o (')_,L.b> T UXP [’"70 (b( r) - (:l.)J

3.

xr
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1. Complemente de opticd

apot aflam

7 > D 0 0 Cwf 0N -
(_I r‘ == [ ‘- (,‘> - 2”\‘0‘_(_5"—? 4‘ "::l\f() ( ‘ ; S) —? - (’I,lﬂ‘))— (,_ S \ ¢ 1

Dt ox? dx O da? Qe ) |

cexp [iko (S(T7) — et)]
si sumdm pe cele trei coordonate

AE = (A?+ 2ik (VS - V) € +ikoASE — kE(VS)* )

-exp [iko (S(7) —et)]
s Calculul lui —pe5; E este simplu

0% — . 2 — : —
—uswE = —pe (ikoc) e - exp [iko (S(7T) — ct)]

= pec’ki’e - exp [iko (S(T) — ct)]
= n’k?e - exp [’iko (S(_'r_)) — ct)]
e Al treilea termen fnseamna
N
vnp) x (vx E)=
= {v(ln,u) X (v X ?) + kg [VS(? . Vln,u) — e (VS - Vln;t)]}
-exp [iko (S(?) — ct)]

_}
e Pentru /7 (v b) trebuie din nou s3 proceddm in etape. Mai intéi

—

VE = (VE* + iko_'é* . VS) - exp [iko (S(_?) . (:t)J

[\‘/ (V) +ikoy @S +ikyw (€ -S) + (ko) v S (- \/.s')l

- exXp [ik(, (S( 7’_) - (:t)] (11 74)
Prima ecuatic a sistemului (1.25) ne penmite sa inlocuim e VS Astel seriem
o/ (¢ owS) =vi( v e ¢ oving)
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Acoperirea opricii geometrice prin ecuatia de undd

si
(iko)? v S- (€ -vS) = thhvS-(—vV €~ ¢ -vline)
= —ikyvS- Ve —ikvS- (¢ - vlne)
In final, substituind in (I1.74) si reducind termenii asemenea, obfinem
\V/ (vE) = [—iko v S (? : Vlne) V) (? . vlne)]
- exp [iko (S(?) —ct)]
Pe baza acestor dezvoltiri, ecuatia de unda se scrie
A€ + 2k (VS V)€ +ikgAS- € — k2 (VS)* €

+n2k(2,?
+(vinp) x (7 x ?) + ko [VS'(? - Ving) — ?(VS-Vlnp,)]
+iko v S (€ - vlne) + v (¢ - 7lng) =0 (11.75)

unde fiecare linie reprezintd contributia termenului corespunzétor din (11.7).
4.1.1 Ecuatia eiconala

Aproximatia opticii geometrice (ideal exprimatd prin kg — oo dar care este
reflectatd in mod realist de condifia &y >> 1) ne permite s urmdrim separat
anularea coeficientilor lui ¢k la diverse puteri. Astfel, stringand la un loc termenii
care au drept factor pe k2 si impunind anularea rezultatului gisim

(VS)? = n?

Este important sa notdm ca ecuatia eiconala este termenul dominant al ierarhiei
generate, de factorii (iky)" dir. ecuatia de unda (concret vom avea de a face cu
n=20,1,2).

in plus, asa cum am aritat deja, ecuatia eiconald este legatd de un ansamblu de
consecinfe optice.

4.1.2 Alti termeni ai ierarhiei eiconale

Daci in (I1.75) identificim coeficientul lui ik §i apci impunem anularea sa,
ob{inem

2(VS-V) e+ e (AS SV RAVA Y EERVAE [7?  lu (;1:‘)] = (11.76)
In urma celor dous etape de izolare a termenilor din (11.75) aceasta s¢ rezuma la
A€+ (TInp) x (v % ‘15)) + \/( ~yving) 0

ceca ce reprezintd o condific asupra termenilor in (thy)” (tennenii liben™).
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1. Complemente de opticd
A . . - ) 2L ) .
In raport cu anvergura efectelor termenilor in (iky)™ si ihy, ignorarea ecuagic
precedente rimdne {ara consecinte notabile.

4.1.3 Prima expresie a ccuafici de transport
Sa revenim la ecuafia (11.76). Tinind seama ¢ 57 In (¢*) = 0 putem scrie

Vin(pe) = vin (c2/1,€) =vin(n*) =2y (nn)
iar pe baza ecuatiei (11.34) avem

VS -V=n7TV= ni
dl

ceea ce inseamnd “cresterea de n ori ” a derivatei dupd elementul de curba (de
razd) care traverseaza perpendicular suprafata eiconala S = ct. Ne vom servi de
aceasta pentru a pune (I1.76) sub forma

d d
2na_e+ +€e (AS - lnu) +2vS- (? vinn) =0 (1.77)

Aceasta ecuatie, pe care 0 vom denumi “prima ecuatie de transport”, exprima
felul in care vectorul de camp e este transportat de-a lungul razei de fumind
(caracterizata prin elementul de curba dl).

In expresia (I1.77) sunt concentrate doui efecte distincte:

. . . — A . «
e modificarea modulului vectorului e , care este in directd legétura cu
intensitatea luminoasa;

. . . . . — IS . .
e schimbarea directiei vectorului e ca efect al neomogenititii indicelui de
refractie, care impune in fiecare punct al razei de lumin o geomeltrie precisa
— .

; —
VS, e, h.
Pentru a putea 1zola aceste caracteristici trebuie s3 deducem ecuatia de transport
. . —
a vectorului complex conjugat e *.

4.1.4 ‘Transporiul amplitudinii cimpului complex conjugat

Pomim de la ecuafia

AE* - /tsg—;‘ﬁ' + W (In 1) x (\7 X E‘) \V/ (\/"')‘) ()

pentru care propunem solutii de forma
o by . ~ g ?
sty = e "(r)-exp [""Il.f() (S(r7)  «t)]
Calculind pas cu pas (sau comjugind consecvent (11.75)) vom obfine in locul
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Acoperivrea opticii sieometrice prin cowalia de wundd

ccuatiei (11.75)
AE* = ik (VS - V) ¢ —ikoAS - & = k2 (VS) €

Dy
+nhy e

+ (v In ) x (V7 % (_)*) - iky [\ S (__(?* Vinp) - PR VERRVAT )]
—iky\7 S (_(?* \V4 11‘15) + (77* \V ln{-:) =) (11.78)
[zoland coeficientul lui ik $i anuldndu-1, objinein

d e - J p —x
2nm e+ e (Ab — nalnu) +2gS- ( e V]nn) =0  (1L79)

care exprimd rezultatul pe care ne-am propus sa-1 stabilim.

4.1.5 Ecuatia de transport a intensitifii

s . . , Py - . -3 .
Inmultim scalar ecuatia (11.77) cu e * iar ecuajia (11.79) cu ¢ i adundm
rezultatele. Ceea ce obfinem este

d - o (ne
no ( eﬁ?') + ( ee ) (Ab - ”'(—(ﬁ In /L)

+ (?* v S) (H(? \V4 lnn) + (hé+ \V4 S) (_(:—’* vinn) =0 (11.80)

Pe baza primei ecuafii din setul (11.25) la care addugdm complex conjugata,
putem scrie

(?* VS) (—(_7 v Inn) + (? v S)( ¢ v Inn) =
= ;llc—o [(?* v lne + V?*) (_é+ 7 Inn) -

(7’ Vine + \7—(?) (—é** Vv Inn)]

expresie care tinde la zero in limita ky — oo. In aceste conditii, ecuatia (11.80)
devine

d — e e Y d ;
na ( e e ) +- ( e e ) (AS — ”Ji lnp) = () (11.81)

Daci in punctul A de pe raza [ avem intensitatea 1], — (¢ e™*)
in punctul B de pe I, valoarea intensitatii este data de

A atunci,

134

NS d
I, = 1] exp / k- |ll/l.> dl
' . 1" dl

A
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1. Complemente de opticd

AS
= 7|, Al CXp ( /——(11 (11.82)
Ha

4.1.6 Modelul de fumind al opticii gecometrice

Ecuatia (11.81) ne permite sa detectdm modelul intrebuin{at de optica geometrica
pentru a descrie “natura” luminii. In acest scop, mai intdi observam relatia
NS =v(vS)=v (nT)
care, impreuna cu (11.34), ne permite sd aducem (11.81) la forma
e
v ( : n?) =0 (11.83)
H
Dupd cum stim, ecuatia a’e continuitate a curgerii unui fluid incompresibil

descris prin firele de curent (dens:talea de fTux) este

v j =0 (11.81)
Asadar, prin comparatie intre (I1.83) si (11.84), vedem ca in cadrul Opticn
geometrice, lumina este modelatd ca un fluid incompresibil aflat in curgere de-

a lungul razelor si avand densitatea de [Tux

——,
- e € —
g = nT

4.1.7 Ecuatia de transport a vectorilor de cimp

Sa introducem versorul complex

—
— € —r =y .
U === uu =]
e e*
cu ajutorul cdruia vom scrie
— — [——
e = u e e*

Pe acestd baza ecuatia (11.77) implica

—r—, d 5
Mme e —u
(

I N d
- 'n—ll—l ( ¢ (:h) 4 et (AS e lnﬂ)}

¢ (
12e e v o Vinn) —0
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‘ot LAY )ardm el termenal sorts pe # AN Linte 9y Diesicn 07808 i Sl

nul, ase Tacdr dupd simplificer=a cu > vem
(1‘. ) oy , =) . .
e ,_] “ \/ b ( e '.\//' A!_(_I ,'!_.) ':!58))\'

core cxpoind ccuatia de transport a versorulu:
. *)
4.2 Legea Ur”

Propozitia pe care trebuie s o demonstrdm afirma v, intr-un mediv omogen,
intensitatea unei surse punctiforme scade in raport invers proporiional cu
departarea de sursd. Vom porni de la ecuafia (11.82) care, pentru un asemenea
mediu, se reduce la forma

B
NS N
Iy =1 exp i - / —di (LAY

T
A

Expresia precedentd poate fi exploatatd in manterd concretd numai atunci ¢and
dispunem simultan, atit de forma analiticd a suplaletelor ciconale, cat stde ecualia
iraiectoriilor razelor ¢ fumind. SR

Pentru inceput vom discuta forma asumati de runcgm éic,onah S, Si admite ¢
indicele de refractie al mediului omogen are valoarea 7. Atincr, porivit eooutied
(11.30), scriem

TgS=n1 7 n
ceea ce, ca sirmare a ecuatiei ({1.34 3. inseamna
—S—n
Deoarece n este constant, deducem
S ==l + const

ecuafie in care putem folosi etalonarca S (U) 0. Ca urmare, funcfia eiconald
asociatd unei surse punctiforme are expresia

S(l) = nl (11.87)

Este evident cd suprafefele eiconale S = const au forma unor sfere concentrice,
sursa de lumind fiind plasata in centrul for comun

Pornind de {a aceastd imagine. «F ndoiitem fn continuare ¢d sursa punctiforma
gste plasa:h i o*‘ig,inc” cretor doe v\i-_;:a':n:.u.-:f.h aya cum s¢ vede in figura I1.9.

Folrend indientsile sove o1 figad v !osde sieerioars devin

*(:) .o
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II. Complemente de opticd

Z4
T 7
i dl=dr
0 y
S=const

Figura I1.9: Suprafa{a eiconald asociata unei surse punctiforme,
plasata in originea axelor

T
VS = n—=T71
T

—
T
r

. ge ae . - — - - A
Cum mediul este omogen, razele sunt rectilinii, iar faptul ¢ 7 = - aratd in

plus cé razele sunt dirijate dupé vectorii T (cu alte cuvinte, orice raza admite ca
suport o dreaptd ce trece prin originea O). Astfel, gisim

dl = dr (11.88)
In sfarsit, trebuie s exprimim AS. Tncepem prin a calcula
9, 8, na
._S — N)— ] = —
Oa n(’)$7 T
de unde
&g 0 (L) -2 na”
92" oz \r/) o+ 3
ceea ce conduce la
S A I L

Cu ajutorul expresiilor (11.88) si (11.89) putem transforma ecuatia (11.86) in
modul urmétor
I B AS B
—b = exp | — /——dl =exp | -2 /ili
I}, ) r
A

. )
T ra\
= exp (—21[1—) = (—)
A 'y
ceea ce se scrie gi sub forma

2 2
1|u 'y = ”.4 I

R2
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Fascicole exirzine

sau, daca ludmn valoates [| ; 7% drept referinia . consideiitn punctul 42 drept punci
curent, gasim

ceea ce coincide cu Jegeu 1/72.

5. Fascicole extreme

5.1 Aspecte generaie

in structura traditionala a opticii clasice, fascicolele luminoase apariin categorici
reprezentdrilor primare.  Fle constimie suportul ("materia”) asupra cdruia
actioneazi diversele fenomene optice pentru a impune mod:ficirile specifice. In
sens relaxat, prin fuscicol de lumind se intelege un ansamblu (o colectie) de raze
luminoase care se propaga pe direc{ii apropiate (spre exemplu, ¢ . ultat al trecerii
printr-un sistem succesiv de diafragme). In sens mai strict, fascicoicle de lumina
sunt conjuncte surselor care le produc. Asttel, o surséi punctiforma emite un
fascicol sferic, o surs liniard emite un fascicol cilindr: isr o sursa pland va emite
un fascicol paralel de lumina.

Pentru a-gi dezvolta propria teorie, numitd Upiica matematicd, folosind
uri concept aflat in afara interpretdnlor preconcepute pretabil unei descrieri
matemiatice, Hamilton a introdus conceptul congruentelor Jde raze. In prezent, cele
doud moduri de a numi colectiile de raze (fascicule sau congruenie) sunt sinonime.

Privind din perspectiva opticii ondulatorii (adica din perspectiva solugiilor unei
ecuajii de unda), nojiunea de fuscicol de lumind apare numai in contextul unei
definifii relaxate. Astfel, prin fascicol de radiatii electromagnetice injelegem un
camp care se propagd in mod esential vecin unei linii centrale, care se numeste axa
Sascicolului.

5.2 Fascicole gaussiene

in particular, un fuscicol gaussian (fundamental) reprezintd o unda caracterizata
printr-un front sferic in oricare sectiune transversald, §i avand un spot (distributia
de lumind in planul transversal al tascicolului) circular. Acest tip de fascicol este
semarcabil din mai multe puncie de vedere:

» Exprimd primul nivel de generalizare a opticii razelor meridionale (ce
intersceieazd axa opticd) spre optica razelor inclinate (skew) nu numai in sensul
cuprinderi acesiul tip de raze dar $i in sensul dovedirii faptului c3 aceste raze
urmeaza legile opticii geometrice;
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e Reprezintd modelul ondulatoriu al celui mai simplu fascicol astigmatic;

e Reprezintd forma directd de modelare a unui fascicol care este supus efectului
de difractie in mod continuu pe toatd durata propagdrii,

e Reprezintd un pachet de unda ce satisface optimal principiul de incertitudine
Heisenberg;

e Reprezinta fascicolul astigmatic cu cea mai micd divergen{d (idee care
inlocuieste modelul fascicolului paralel al opticii geometrice ”de moda
veche™),

e Reprezintd geometria cea mai bund de fascicol pe care o poate produce un laser
monomodal (fiind in acelasi timp si cea mai realistd modelare a unei surse
”plane” de lumind).
in pofida acestor triséturi, in cele ce urmeazi, nu ne propunem si disculim

decat aspectele esentiale ale tratérii teoretice a fascicolelor gaussiene.

5.2.1 Ecuatia de propagare

Vom ilustra doud modalitati de obtinere a ecuatiei de unda pentru fascicolele
gaussiene. Ambele valorificd ideea unui fascicol care se propagd in lungul axei
Oz oferind insa perceptii complementare. In ambele cazuri, factorul de propagare
are forma exp [i (k,z — wt)).

5.2.2 Deducerca curisticll a ecuatiei de unda

Aceastd metodd se bazeazd pe o abordare in doud etape:
e Pornind de la faptul ¢d in (I1.13) pentru medii omogene operatorul A, =

2 2 . . . .
3—‘17 -+ aa—yg este independent de variabilele factorului de propagare, puncm
impreuna (asociem variabilele z si ¢ in operatorul)

7 a1z
022 vt
gl gdsim
g 19
Rexp [i (ksz — wt)] = ik, [ — 4 == ) exp i (k.2 — wt |
exp i (k.z — wt)] =ik (&z } vat>(xp[z(kz wt)] (11.90)

unde am folosit si (11.16).

e (Ca efect al formei factorului de propagare, orice punct al axei (72 este corelat
cu un anumit moment de timp (suprafiafa de undi trece prin ficcare loc la un
anumit moment). Legdtura este liniar

k,z -~ wt == const
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do unde

0 w O 3]

e — o ) —

o~ R0z 0z
In consecintd, ecuatia (11.90) devine
)
Rexp i (k,z — wt)] = 2ik, = exp [i (k,z — wt)]
2

Asadar, operatorul care descrie propagarea undelor ”fascicularizate” dupa Oz,
este

A +N_02+02 +“'k0 11.91
x =5+ 5+ Lth,— .
v 0x2  Oy? Oz ( )
si €l ne permite sa scriem
0* & 0
AR = [ — 2k, — | ® = 11.92
(Apy +R) D (03;2 + 3y + 2i az) d=0 ( )

ceea ce exprima ecuatia de undd pentru fuscicole gaussiene (descrise prin
functia de undd ®).

5.2.3 Deducerea operatoriali a ecuafiei de unda

—
Sa facem urmatoarele notatii: & semnificad modulul vectorului de unda k , iar
k., k, si k, componentele dupa axele Ox , Oy si Oz.
Tehnica operatoriald porneste de la expresia ’clementard” a modulului vectorului
de unda

k= \/kf; + k2 4 k2 (1.93)

(care, geometric, prin intemediul condifiei k == const => k2 + k2 + k2 = const,
reprezinta suprafata de dispersie a vectorilor de unda; in cazul de fati, avem de a

face cu o suprafa{d sfericd) pentru a o transforma prin corespondentele

10 10 10

-—— .k, > -— .k, - 11.94
T ier Y oyt T 162 (L94)

Regulile precedente se obfin fird nici o dificultate pcinind de la factorul de
propagare al unei unde plane, in raport cu care, observam ci

3] —_, o SN
exp [z ( k r - wt)] = 1k, exp [1 ( kr - wt)]
ox
Y A 10 [ “*m?
k. exp [I, ( kor - wt)] = 5;(,\1) ‘./. ( ko u}f,)}
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11. Complemente de opticd

ceea ce, in limbaj operatorial, coincide cu prima relatie din setul (11.94).
Simpla inlocuire a (11.94) in (11.93) ne conduce la operatorul
A (11.95)

a cirui aseminare cu ecuatia de unda atemporala pentru medii omogene ((11.13))
este evidenta.
. Revenind la fascicolele gaussiene, sd notam ca, in raport cu spatiul vectorilor
de unda, propagarea dupi Oz echivaleazd cu impunerea urmétoarei conditii

2 4 1.2 2 o 12

ky + bk, < K= k;

Pe aceastd baza, (11.93) se scrie

e Rk
\/k‘Z—kg—kg:k\/'l——p—y

k2 + k2
2%k
Din pirtile extreme, folosind corespondentele (11.94), gasim operatorul

, . : o? 0? 0 .
~k2 — k2 — 2Kk 2 = — + 2ik— + k*
ky —k, — 2Kk, + A 3x2+8y2+ i azp
cdruia ii putem asocia o ecuatie diferentialda omogena
o2 0? 0
—+ =+ 2ik=— | D=0
((93;2 * dy? e Bz)

expresie care coincide cu ecuatia de unda (11.92).

k.

~ k

5.2.4 Solutiile ecuafiei de unda

Sa incepem cu patru observatii importante privitoare la proprietafile ecuafici de

unda:

e ccuafia (I1.92) este liniari (adic3, daca f; si f, sunt solulii distincte ale ecuatiei,
atunci §i a f) -+ bf> este o solutie, a §i b fiind doud constante arbitrare);

o ccuafia (I1.92) este invarianti la translatii (z — 2 +a,y > y-+b, z -+ z+¢),

e din punct de vedere tipologic, ecuafia (11.92) este asemandtoare ecualiei
propagdrii cldurii, deosebirea rezumandu-se la intervenfia numerelor
imaginare;

o {drd a restrdnge in nici un fel generalitatea tehnicii de studiu a solujiior. putem
admite ca ne afldm intr-un caz ce prezintd simetrie cilindricd. O simpliticare
a manevrelor matematice se obfine tratind la inceput cazul bidimensional, in
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care, de exemplu, rejindnd coordonatele x si 2z avem

Ox? 0z
Se vede imediat ca putem aplica tehnica separarii variabilelor. Astfel, punand

d = X(z)- Z(z)

(i + ik ﬁ) P = (11.96)

gasim
XI/ ZI 5
Y = —QLAE‘ = —A
de unde
A2 1 A2 18
Py = arexp [ (/\1 — &2—1;“)\))] + by exp [—i (/\a:—}— —(%E_Zlﬁ)]

(11.97)

expresie in care am explicitat faptul ca in general, urmare a caracterului arbitrar al
parametrului A, constantele de integrare a, b sau ¢ pot fi functii de X .
O solutie generala a ecuatiei (11.96) va fi data prin

@:Z@A
A

Tindnd seama cd A este un parametru continuu, suma precedentd trece in
integrala

o0

d = / ®rd) (11.98)

-0
Pentru economia calculelor, ne vom concentra asupra primului termen al solufiei
anterioare §i anume

o0
2 i
d, = /a,\ exp [z ()\:L' — /\—(—%ﬂ))} dA (11.99)

—00
care exprimd de asemenea o solutie a ecuatiei (11.96), dupa cum ne putem convinge
printr-un calcul direct.
Transformata Fourier a functiei ay

1
ay = 2— /uc(xp —iAE) dE
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11 Complemente de opticd

permite aducerea expresiei (11.99) la forma

= — / agd / LX}){I [/\(1 — ) — N lk[(/ )] }(.l)\ (11.100)

care evidentiaza algebric invarianta lui ¢, la translatii.
Daci ¢y nu depinde de A, atunci, puniand ¢\ = ¢, a doua integrala poate fi
calculatd pand la capdt. In acest scop vom forima patratul perfect al exponentului
/\2 2 9
Mz — &) — (z tic) = — (mA +p2)” + 3

urmarind apoi puterile lui A in cele doud par{i. Astfel gasim

(z +ic)
P ok
o x=¢ 2k
pe = 2 (z + ic)
incat
00 (o @]
®, = 1 / ag exp zk(—i dé [ exp [—z’ (plx\+p2)2J dA
2m 2(z + ic)
—00 —0Q
1 [ @-e*] . T
%, = 2
= — X T S) oy (— i ,
o / Pl [z 2G 1 i0) d€ / exp( i )du
—00 —00

Tindnd seama de expresia lui p;, dar si de valoarea integralei lui Fresnel

]oexp (—iu?) du = \@ = (1-1) \/g

—00

l—z / k (x—¢)
d, = / S exp [tk z—l—tc)] d€ (11 101)

din care putem izola

gasim

U(z, z,¢) =

‘2

R
+ic)” §b)(}) [zA 20 T i )] (11.102)

expresie asupra cireia putem face citeva observalii:

88
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Fascicole extreme

¢ Prin calcul direct putem verifica faptul cd ¥ este o solufie a ecuatiei de unda
(11.92);

¢ Al doilea terinen al ecuatiei (11.98) conduce la aceeasi forma ¥;

e Pentru a stabili legdtura lui ¥ cu rezultatul clasic ob{inut pentru ecuatia cdldurii,
sd scriem

1 [k - — £)?
Usermic(r,¢) = ¥U(x,0,¢) = 5V T exp [k(if—g)—:l

de unde vedem ca numai dacd ¢ < 0, ¥y,,.i.{2, ¢) coincide cu evolutia
distributiei de c¢dldurd ntr-o bard conductoare (rolul timpului fiind asumat de
—c) ca urmare a plasdrii unei surse punctiforme in punctul £ . Punind

ko,

¢ =~ 5w} (11.103)

Wyermic(2, wy) devine o funciie reald "de patrat sumabil’

2
. 1 1 I — 2
\-pter'lnic(x,c) = ,2—7]_'[“0 exp {—— ( w0€>

ceea ce face ca la orice ‘moment’ (~ wj) cantitatea de calduri distribuiti

in bara sa fie finitd. Este limpede ca alegerea pe care am facut-o pentru ¢

realizeaza atat adimensionalizarea exponentului cat si simplificarea expresiei

lui \Iltermic-

Generalizarea tridimensionala a solutiei precedente, (2, 2) — (z,y, z) , se face
pe baza Ansatz-ului

=t =22 4P (11.104)

Folosind in (11.102) conditia (I1.103), rebotezdnd constante §i observind ca
translafia £ poate fi anulatd printr-o alegere convenabili a sistemului de referinta,
introducem

. kN [ ke ]
Q,(r,z) = A z = igwy exp l-—k—z—)'J (11.105)

2(z — i5w

solufie care reprezinté functia de undd a unui fuscicol gaussiun fundamentul.

‘lema 1.8 Wo’u{itn{i s oalowd direct o3 ¢, (‘l', z), oblinsud Prévs dushililoslic (97.704),

Tema 1.9 halarea diracls o m;ul«l bidimandional, in wordonale cdindrice , ar P

NU
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md?«d[aecaaé’ad’e wnrdE
/()“ 10 J\ v
SO -§ i B¢ ey [1.106
\or*  ror et 0:4) (’ )
care /fn Jocul lui / fﬂ.97} / aluiile ca do/ul}fe
Mz icy
@y = Jo(Mr) - exp( -z—%%-'—‘ﬁ> (11.107)

4WMW&@MWW{J& (97.98), mﬂa{la‘a’dewlamfagz
regullal (79.105).
Adaugind lui ®,(r, ) factorul de propagare exp [i (k2 — wt)] obtinem expresia

completd a functiei de unda
.

/ E o\ 2 [ kr?
o, (r 2 t) = Al z—is -’) ko — ot
sl 2.t (z 12“’0, P [ ( =t 2(z - ifwd) v )J

5.2.5 Cavacteristicile fascicolului gaussian

Prin simpld inspectie, vedem cid in ®,,(r, 2,t) separarea componentelor
imaginare §i reale nu s-a efectuat pani la capat. Folosind
-
1 et l‘"U()
2 2z

X:

putem scrie

Dyy(r,2,t) = A 2 1+ ( g )2 | Xp sz:“ﬁ
yZ,t) = —s — CXp | —
99 kwg kwg . (2 ) - k"u;lg

exp {i (l»z + x iz t (11. 19)9)
cexp i [ & ,. —w g
: X 2(22 1 1k2wd) ‘

5.2.6 Profilul intensitéfii

Folosind definifia intensita{ii unei unde armonice
I(r,2) = @] (r,2,t) - ¢ 4/4/(’ o)

gy

impreuni cu (I1.109) gasim

I(r,z):A‘A( 22> ! cexp | 2 AA-I-”’“ \‘ (1 1y
kw§ | oo \ 2 (23) Ry
L1 (i) g

%N
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Fascicole extreme

Dupa cum era de asteptat, monocromaticitatea undei, exprimald prin prezenia
factorului exp (—iwt) in (11.109), conduce la stationaritatea intensitagii (I (r, z)
este independent de timp).

Fie o sectiune transversald a fascicolului, realizatd in planul z = const. Ne
propunem sa aflam departarea w fa{d de axa ()2 la care intensitatea fascicolului
scade de e? ori

I(w, z) —2
—¢ 111
10,2) ° (1
Cu ajutorul expresiei (I1.110) gasim
Az \?
2 2 :
= 1 — 11.112
w?(2) wo[+(mg)] aL12)

Drept urmare, folosind constante convenabil definite, intensitatea fascicolului
gaussian se scrie compact

I(r,z) = B*'B (%) - exXp (—2T2) (11.113)

lw 2

Sa precizdm céteva nofiuni folosite curent in cazul unor asemenea fascicole:

e Marimea w(z) se numegte razd a fascicolului sau razd a spotului. Ea
precizeaz3 raza discului luminos ob{inut pe un ecran care sectioneaza fascicolul
la distanta |z| de originea axelor de coordonate;

e Se poate usor vedea ci cea mai mica arie a spotului luminos are loc in planul
z = 0. Acest loc se numeste waist (talie) sau neck (gdt). Raza spotului in
planul waist-ului

wo = w(z = 0)

se numeste si ea (in limbaj eliptic) waist;
e Estimiri numerice aratd cd din energia totald a fascicolului, in interiorul
conturului impus de (I1.111), se concentreazi 86%,;
e Din ecuatia (I1.112) deducem ci graficul functiei w(z) admite asimptote oblice
date prin
A
UJ(Z) = :t—Q'Z
7T ’U)O
Atunci cénd fascicolul gaussian este generat de un laser, mérimea - este foarte
micd §i putem scrie
A

V= tanV = - (114
ﬂf“ﬁ

9]

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1 ennlerno i de opticd

cxoytealLcare 0ol ot eleon es i lohied ¢ el i,
v . Y 3 e o I B R Neye and - i ' . -
Fieuss (130 fuchisrg® eomporiares oarimilov (), V', wo st [{r. 2).

Figura 11.10: «ssometria fascicolului gaussian asociatd functiilor
i{r, ), w(z); semnificatia constantelor wq si V.

4,27 Raza de curburi a frontului de unda gaussian

Informatia privind curbura geometricd I? a frontului de wndd se afld in
.xponentul imaginar prezent in ecuatia (11, 109). Tnainte de a deduce acest rezultat,
he vom permite si-1 folosim. Astfel, teoria prevede ¢ termenul i v al factorului
ia care ne-am refevit, a:e forma

] Lo .2
¢;ﬂ (I.115)

de unde

ceea ce inscamna
v 2

. | ke
R(z) = » np(iﬂ) (11.116)
22

Studiul derivatei Yai 12(2) ne indica taptul ¢i cele mai severs curburi (cele mias
mici raze de curburil) ale frontului de unda au loc in punctele de coordonate

T (L7

zy filnd asocial, de exemplu, scnvini pozitiv

Prinreferive la tigura 1 10, acerte precie s chonza ini. o aiel in eare 200 e
transversald a tascicolulut rdode s nns wonamd Aeead wond seoanmegt;
cona de cdmp apropsat (near ficld) Liccimtvas:, st 65 G om0 4 27 il

QY
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transversale a fascicolului se apropie de comportamentul asimptotic, se numeste
zonu cdmpului indepdrtat (far field).
Introducand (I11.117) in (I11.116) gasim

R(z0) = :tkwg

T - < A kw? . - . .

rezultat care ne indicd faptul ¢ frontul de undd in z; = =% (prin mérimea lui
5 o P kw} =

R(z))) are un centru de curburd situat in punctul z, = —=32 asa cum arata figura

I1.11.

Figura I1.11: Pozitiile suprafetelor de unda de curbura maxima,
impreund cu centrele lor de curbura.

Proprietatea discutatd prezintd reciprocitate intre punctele specificate de
(I1.117). Tinand seama de valoarea razelor minime de curburd si de distanta intre
fronturile de unda asociate, intelegem motivul pentru care marimea zq , prezenta
in egalitatile (11.117), se numeste parametru confocal.

In acelagi timp, fronturile de unda ilustrate in figura I1.11 ne permit sa remarcam,
o datd in plus, caracterul neintuitiv al geometriei fascicolelor gaussiene. Astfel,
putem sesiza cd pand si in cazul razelor minime de curburd, acestea nu se raporteaza
la zona waist-ului ( unde, cel putin in cazul propagarii cdldurii, se gaseste insayi
sursa fenomenului fizic), ci la puncte situate la o anumita distan{a faga de el.

Potrivit expresiilor algebrice corespunzitoare, raza spotului, w(z), §i raza de
curburd a frontului de unda, £2(z), par a urma evolu(ii necorelate. Totusi, intre cle
existd o interesanta relagie (care ar putea fi consideratd ca identitate formala)

1 w'(z)

R(z)  w(z) (L 13E)
aga cum se poalte verifica folosind exprestile corespunzitoare.  ldeca dentitayti
tormale este in legaturd cu faptul ca stiind una dintre mdnmi o putem determina
pe cealaltd. Atunci cdnd cunoagtem raza spotului, (11 118) ne permite sa aflam
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R(z). Invers, pomind cu I2(z) putem afla w(z) dacd punem (11.118) sub forma
dz

R(z)

kwd\?
2
si {indnd seama de (11.116), avem

adz
Inw(z) = / o §ln(1 +az®) + const

ceea ce conduce simplu la (11.112).

Inw(z) =

Astfel, notand

1
a

5.2.8 Curbura fronturilor de unda cu simetrie cilindrica

Pomim de la dezvoltarea (de ordinul doi) in serie Taylor a ecuatiei unei suprafefe
arbitrare S(z,y, z)

S(z, y, z) =a+ a1z + ay + azz

a a:

—211:1:2 + ;2 242 2 B2 ¢ ajpzy + aazz + anyz
setul coeficientilor constanti {a} fiind constituit de valorile luate de diversele
derivate partiale (inclusiv de ordinul zero) in originea axelor.

Folosind ecuatiile (11.53), putem trece expresia lui S’ in coordonate cilindrice

S(r,p,2) = a—l—alr(‘oscp—l—agrsingo+adz
+—2—7 cos Lp—l——é—r sin’ tp—f-%}i'/’

+a12r2 Sin Y COS Y + A1372 COS Y + AzaT2 Sin @

Pentru ca S(r, ¢, z) sa facd parte din clasa suprafefelor cu simetrie cilindrica
(insensibile la rotatia in jurul axei Oz), trebuie ca dependenta de ¢ sa dispard. In
cazul expresiei precedente, acest lucru se realizeaza daca

a) =ay = ap = a3 = ayy = 0

Ay = a2

de unde

~ ayp . 3y ,

S(ryz) = —r* 4+ =2t a3z ta (1 119)

2 2
In acord cu secliunea prezentatd in figura 1112, fic 2. coordonata punctului

de intersecfie a suprafejei S(r, z) cu axa Oz (ceea ce atrage S(U, 2.) = ).
G4
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Argumente de simetrie sugereaza cd pentru punctul V (care marcheaza ’varful’
suprafetei S(r, z)), centrul de curbura trebuie si se afle pe Oz (axa de simetrie).

T4 r S

Figura I1.12: Curbura suprafetei de simetrie cilindricd S(r, z)

S3 admitem cé prin punctul z, trece si sfera I' , care are raza p §i centrul in
punctul C(0,0, z,) (vezi figura I1.12). Nu este dificil si scriem ecuatia acestei
sfere in coordonate cilindrice

2 4 (z — 2+ p)° = p

Expresia anterioard ne permite sd exprimam raza sferei (care, in acest caz,
coincide cu ’raza de curbura a suprafetei I' °)

_ _r2 + (2 — 2)?
2(z—zy)

Pentru ceea ce ne intereseaza in continuare, punem ecuatia precedenta sub forma

? (@-a)

2p 2p
in legaturd cu care, remarcdm ca atunci cand 2 parcurge punctele sferei I situate
in vecinatatea punctului V', unde (z — z,,)2 ~ 0, putem scrie

2
z=——+ 2z, (1L.120)
2p
Revenind la suprafata (11.119), atunci cind perechea de valori (r, z) localizeaz
unul dintre punctele acestei suprafete, are loc egalitatea S(r,z) = 0. Luénd in
considerare numai acest caz, putem explicita

Z= — + 2z

pm iz G882 2 (IL.121)
2(13 2(13 as

Daca dorim ca suprafata S si sfera I' sa aiba aceeasi curburd in punctul V' (si
deci s3 se confunde local) , atunci trebuie ca partile din dreapta ecuatiilor (11.120)
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gi (I1.121) s coincida pentru z,. Ca urmare, gisim

1_au (11.122)
p ag
Daca privim comparativ expresiile (I11.119) si (11.122), vedem ¢4
-1- 19 (—) (11.123)
p T rOr \ag

ceea ce exprimi un rezultat deosebit de important prin generalitatea formularti.
Ca o consecinti a ecuatiei (11.122), punind 2 in locul lui p, suprafata S(r, z) s¢
scrie

S(r,z) = 2(1—;27'2 + —z +aszz+a (11.124)

expresie a cérei structurd justificd interpretarea prezentatd in legétura cu relagia
(I1.115), pusi la inceputul sectiunii precedente.

3.2.9 Constante, variabile si forme caracteristice fascicolelor
gaussiene

Pentru a ne orienta mai ugor in legdtura cu fascicolele gaussiene, este indicat si
organizim mirimile pe care le-am intalnit in trei categorii:
e Constante, intre care gasim:
1. pozitia spatiala §i mirimea waist-ului, wp;

2. parametrul confocal, zo;
3. divergenta asimptotica, V.

e Variabile:

1. distanta fa{ad de ax3, r, si distan{a fa{a de waist, z;
2. raza spotului, w(z);

3. raza de curburi a frontului de undi, R(z2);

4. distribugia de intensitate, I(r, 2).

e Forme caracteristice:

1. Functia de unda completa

b=

N
D, (r,z,t) = A (z—i—wz) exp || kz + ——————— — Wt
JJ( ) | 50 1 [ ( 2(z—e wo) w

(I 125
96

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



luscicole extreme

2. Notand prin ¢ = z — 4¢, gsim 0 altil expresie remarcabila

1 I\ 2
®,,(r,z,t) = Ag 2 exp [z (kz 4- —27— — wt)} (11.126)
. p
3. O atreia expresie importantd redd comportarea intensitagii
2r?
I(r,z) = B'B (@) . exp (——2> (1.127)
w w

5.3 Fascicole fara difractie (diffraction free)

In raport cu proprietitile fascicolelor gaussiene, a ciror propagare este dominati
de difractie, aceastd sectiune trateaza un tip de fascicole care se gésesc in extrema
opusd. Pentru a ilustra cu cel mai simplu exemplu, s3 numim undele plane.

Definitia fascicolelor fard difractie cere (iar unda plani satisface in modul cel
mai explicit) ca distributia de intensitate in plan transversal axei de propagare si fie
constantd (independenta de coordonata axiald). Daca presupunem ca propagarea
are loc dupd axa Oz, atunci definitia impune

I(z,y,2) = I(z,y,0), V2 (IL128)

Interesul pentru asemenea solutii ale ecuatiei undelor (I1.13) este legat de o
revelatie relativ recentd (1987). Péana in acel moment, ignorarea contextului
era rezultatul constatirii ¢a specimenele cunoscute deja (solugiile de unde plane)
prezentau necesarmente caracteristica de a transporta o energie infinita in fiecare
front de unda. Din acest motiv, intregul domeniu a fost asezat in zona interesului
’academic’. La aceasta se adauga si efectul negativ al unei idei dogmatice, potrivit
careia pachetele de unda putemic localizate spatial (deci altfel decét plane) nu ar
avea capacitatea de a se mentine in stare agregata, pentru suficient de multd vreme.

Pentru a usura precizarea ideilor sd ne imagindm numai undele care se propaga
dupa axa Oz. Dintre acestca, fascicolele fara difractie sunt reprezentate de acele
solufii exacte ale ecuatiei de unda (I11.13) care au factorul de propagare

exp [i (kz — wt)] (I1.129)
si satisfac conditia (11.128).

5.3.1 Ecuafia de unda a fascicolelor fara difractie

Degi expresia (11.107) constituic o dovadd clard in favoarea existeniel
fascicolelor fara difractie, totusi, pentru a investiga problema intr-un cadru gencral,
trebuie sd pornim de la ecuatia de undi in medii omogene (11.13) $i s3 ciutdm (prin
coroborarea lui (11.128) cu (11.129)) o solutie de forma

A(z,y)exp i (bz -- wt)] (1L.130)

07
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In acest context, ajungem usor la ecuatia

2
Ay - Alz,y) — [k2 - (%) ] A(z,y) =0 (L131)
Sa notdm prin
2 _ (¥ 2 5
K2 = (v) (11.132)

modulul vectorului de unda (es_tg de remarcat ca in cazul tratamentului exact, nu
mai este permisa aproximatia ) k TI =~ |k|, specifica "propagdrii fasciculz -izate™).
De asemenea, sd introducem

k2 = k2 — k? (11.133)

_)
prin care Jesemndm modulul componentei lui & r in plan transversal axei Oz.
Atunci, (I1.131) devine
Doy~ Alz,y) + k2 - Alz,y) = 0

Folosind pentru Az, coordonate polare (ceea ce, in trei dimensiuni, inseamna a
scrie ecuatia de unda in coordonate cilindrice) gisim

(32 10 18
ot

2. 2 Alr ) — ,
T i TR 392) A(r,0) + k- A(r,0) =0 (1.134)

53.3.2 Funcjia de undi generala
Ecuatia (11.134) este separabild aga incat punand
A(r,0) = R(r) - ©(0)

gisim

. RII 1RI 6// .
292 bl k2 — 2 2
’ (R—*-rR+ r o !

de unde, obtinem imediat
O(0) = exp (Liv0) (11.135)
in timp ce, pentru R(r) avem

1 ) 2
R+ 7—_12’ + (kf — l) R=0 (11.136)

Efectuand schimbarea de variabila

0)8
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Fascicole extreme
ecuatia (I1.136) devine

1 2
R'+~R + (1—7—2)11:()
T u
prezentdnd o forma coincidentd cu ecuatia Bessel. Asadar, solutiile pe care le
cautdm sunt date de functiile Bessel de ordinul £, §i notate prin J4,(u).
In concluzie, ecuatia de unda (II.134) admite solutiile

A(r,8) = [a1dy(krr) + a2d_y(kr7)] - [as exp (#90) + as exp (—iv0)] (11.137)

in care a,, a, as §i a4 sunt constante.
Deci, solutia generald a undelor fard difractie (ob{inutd punénd (I1.137) in
(I1.130)) este

Upr(r,0,t) = [ady(kr) + apd_y (ko)) - [azexp (i78) + aq exp (—irb)]
-exp [i (kz — wt)] (I1.138)

intre k, k, 1 w, kr existand legaturile (I1.132) si (I1.133). Parametrii liberi sunt
dati de w, v, y impreund cu setul constantelor ay, as, as §i a4. '

5.3.3 Fascicole Bessel

Pentru a ilustra caractensticile fascicolelor fara difractie, vom discuta cazul
particular al solutiei (II.138), asociat conditiei

7=0
cdnd avem
VU Besser (1, 6,t) = Jo(kr7) - exp [i (kz — wt)] (11.139)

Figura II.13 ilustreaza profilul agaplitudinii de unda pentru diverse valori ale lui
k.. Este clar ci pentru toate valorile nenule ale acestui parametru, amplitudinea
undei este puternic neomogena spatial. In particular, cazul k. = 0 descrie unda
plana. Ca efect al conditiei (I1.128), unda nu numai ca nu se destrama prin
propagare, ci isi pistreazi intact profilul amplitudinii. De asemenea, pe misuri
ce valoarea lui k, creste, largimea maximului central scade.

Putem compara trasaturile rezultatului (11.139) cu ceea ce cunoasgtem din studiul
difractiei pe o fantd circulard (cele doud cazuri prezentdnd simetrie similard).
Astfel, in cazul difractiei :

e Locul geometric al punctelor de intensitate nuld este descris de suprafefe
conice, avand acelasi varf, $i care admit drept axd comund de simetric axa de
propagare (imagine care sugereaza largirea fascicolului);

¢ Intensitatea undei scade direct proporfional cu patratul departérii de planul

9y
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1. Complemente de opticd

Jo(k,..p)

0.6
0.6
0.4{
0.2

0.2f
0.44

Figura I1.13: Amplitudinea undelor Bessel pentru diverse valori ale lui k.

fantei circulare.

in cazul fascicolului Bessel :
e Locul geometric al punctelor de egald intensitate deseneazi suprafete cilindrice

in jurul axei de propagare;
e Intensitatea undei riméne invariabilé.

in pofida unei péreri pripite potrivit cireia, pAna si cele mai “simple” fascicole
fard difractie nu pot suscita decét un interes teoretic, posibilitatea practica a
generdrii lor este deja consacratd. Mai mult, deoarece valoarea parametrului k,
poate fi controlatd cu precizie, undele (alias fascicolele) Bessel sunt legate de un
serios interes aplicativ.

5.3.4 Realizarea experimentald a fascicolelor Bessel

Dacir 0 §i z desemneazii coordonate cilindrice, atunci una dintre reprezentirile
integrale ale functiei Bessel de ordinul p este

2
Jp(r) = % /exp (ir cos @) - exp (ip cos ) dd (11.140)
0
Aplicand acest rezultat la cazul p = 0 i r — k,r, expresia (11.139) devine
2
U pesset(,0,t) = -2—1; exp (—iwt) /exp [i (kyr cosO + kz)|db (11.141)

0
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lvascicole extreme

indicand faptul cd W ;... poate fi conceput ca un pachet de unde plane in “spatiul”?

(r,2).

Daca tigm cont de relatia (I1.132) (care exprima constanta modulului vectorului

de undi k7) careia ii alaturam (11.129) (prin care k este constant), ajungem la
concluzia cd si k- este constant, incat (pentru un 8 fix) avem reprezentarea din
figura I1.14.

Figura II.14: Geometria undelor plane care se impacheteazi” in
unda Bessel.

Pentru a genera imediat o imagine tridimensionald, ddm vectorilor din figura
precedentd o rotagie dupd axa Oz. In consecind, observim ci undele care
formeazi pachetul din (I1.141) au vectori de unda de acelasi modul si, ca atare,
apartin unei panze conice avand unghiul la varf

T = arccos i (11.142)
kT

Practic, setul necesar de unde elemeniare este produs de un axicon (un con
circular drept, avand raza cercului de sprijin egald cu R si indl{imea H. Acest con,
confectionat dintr-un material omogen, transparent §i neabsorbant, are indicele de
refractie n.) asupra céruia se trimite o unda pland. Un asemenea dispozitiv optic
este prezentat in figura I1.15. Conditiile practice de utilizare sunt asociate conditiel
H < R astfel incét, v si 7 sunt unghiuri mici.

AB=R ctan[(n-1)»] -H

Figura I1.15: Schema de funcjionare a axiconului

1Ol
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1. Compiemente de opticd

In aceleasi condiii

Ap-2- _H
r (m—-1)wv
ceea ce inseamn3 c3 pentru un anumit axicon, specificat prin (n, R, v), expresia
(11.143) determind domeniul axial AB pe care se genereazi unde Bessel, iar
(11.142) stabileste valoarea lui k (care ne da gradul de "frdméntare” a amplitudinii
undei).

In incheiere, si scoatem in evidentd ci fascicolele Bessel nu pot fi realizate
decat in mod aproximativ. Intr-adevir, aga cum undele plane transport ;.1 fiecare
plan de fazi constanta o energie infinitd, la fel fac i undele Bessel (numai funcjia
de distributie a energiei este finitd). In plus, pentru a dispune de un spatiu de
propagare suficient de larg (de exemplu, pentru a dispune de un semispatiu), ar
trebui ca axiconul sd aibd o razi foarte mare (infinitd) i s3 fie pompat cu unde
plane monocromatice.

(11.143)
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Contextul general

1. Contextul general

Generarea fascicolelor laser de mare intensitate a permis descoperirea unei
surprinzitoare instabilitd{i legate de propagarea acestora. Este vorba despre
fenomenul de concentrare (aparent spontand) a energiei fascicolului intr-un punct
situat pe axa de propagare, avand uneori ca efect stripungerea (ionizarea) mediului
(in spetd a aerului). Existenta unui asemenea proces (foarte asemanétor efectului
”pinch” suferit de citre fasciculele intense de electroni atunci cénd strabat sarcina
spatiald a ionilor formati de gazul rezidual) a deschis interesul pentru studiul
propagdrii fascicolelor de lumind in medii care au cdpatat o structurd optica
neomogend tocmai din cauza cdmpurilor optice intense ale undelor luminoase care
le traveseaza. Este firesc s@ incepem prin prezentarea citorva notiuni explicative.

Clasificarea mediilor optice drept omogene sau neomogene are loc in stricta
legdturd cu forma functiei ce exprimi indicele de refractie:

— dacd n = ¢t atunci mediul este omogen (evident si1 izotrop);

— dacd n = n(z,y, z) atunci mediul este neomogen (dar izotrop).

In cazul mediilor optice nemagnetice pentru care i = 1, , unul dintre rezultatele

remarcabile ale electrodinamicii clasice ne permite sd scriem

n? = (,'26/.1, = (328()/10 - Ep = Ep
astfel, prezenta unei neomogenitéti a mediului se exprima prin forma functiei &,
(permitivitatea dielectrica relativa).

Conceptul generic de propagare ghidata poate fi surprins pornind de la imaginea
apeli care strabate un furtun elastic. Posibilitatea propagarii ghidate a unui fascicol
de lumind are la rndul ei o exemplificare extrem de sugestiva data prin experienta
lui Tyndall (1870), al cérei arar.jament este redat in figura de mai jos:

Acest desen poate fi interpretat si drept ilustratie naturald a unui ghid optic
omogen. Fascicolul luminos este ”ghidat” de-a lungul tubului de lichid (produs
prin curgerea laminard) ca urmare a proceselor “punctuale” de reflexie totald pe
suprafata apa-aer.

Intr-un plan mai general, experimentul lui Tyndall sugerecaza caracteristicile
unui ghid de unda wnidimensional . este vorba de un mediu ~filiform” (avind
una dintre dimensiuni cu mult mai mare decit celelalte) care este inconjurat de
un ambient fnzestrat cu proprieti{i optice distincte. In mod intuitiv infelegem ca
asemenea structuri prezintd proprietdfi de simetrie in raport cu o curbd speciald
numitd axa ghidului.

Din punct de vedere tehnic, ncomogenitatea mediului se manifesta asupra
formei funcpiei 77 (x, y, z) (adicd <)) in doud maniere: prin valorile care apar
pe axa ghidulul $i prin evolufia acestora atunci ¢ind ne depintdm de axd in plan
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1. Autofocalizarea fascicolelor de lumind

Vas de
colectayve

Are +
electric Lenftila

Figura III.1: Experienta lui Tyndall

transversal.

Atunci cind axa ghidului este o dreapta ghidul se numeste liniar. In continuare
ne vom ocupa doar de astfel de ghiduri. Exploatarea considerentelor de simetrie
sugereazi utilizarea coordonatelor cilindrice (orientdnd axa (Jz paralel cu axa
ghidului astfel incét r se afla in planul transversal). In aceste conditii, desemnéand
prin a raza ghidului, funcgia care descrie structura sa opticd poate prezenta una
dintre formele:

~ pentru un ghid cilindric omogen

Ky =ct.pentrur < a
2_ ] Ko=ct.p <
e { K; =ct.pentrur > a (1L 1)
— pentru un ghid cilindric neomogen
Ko (z) — K2 (2,7)r® pentrur < a
2 _ 0 2 (2, < )
" { K, =ctpentrur > a (111.2)
in particular, o structurd de forma
Ko (z) — K3 (2)r* péntrur < a
2 _ 0 9 <
"o { K, = ctpentrur > a (111.3)

descrie un ghid “parabolic”. In practics, distribufia parabolicd a indicelui de
refracfie poate prezenta atit un caracter ireversibil (ca in cazul fibrelor optice
neomogene) cét §i unul de reversibilitate (atunci cand distribugia este rezultatul
mecanismelor insotitoare propagarii fascicolelor luminoase extrem de intense -
laser - prin medii obignuite).

A
Observatiic i) In mod necesar atat Ky cat si Ay sont omdvind posilive,
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Lenatia de propagare

Senmnul — din expresia lui n? poate. fi interpretat ca un "ecoun”
al fenomenului de reflexie totald localizata din expervienta lui
T}_/nda” (pornind de pe axa gl'\idului indicele de refractie scade
" plan transversal).

i) Este clar cd valovile indicelui de refrac’(ie pe axa de
propagare apar pentru T = 0iar neomogenitatea se manife.sfa
prin clepencleh’(a valovilor de pozitia 2. Din cauza formei
polinomiale in T, ecuatia (JJJ.3) descrie un ghid parabolic

(termenul de ordinul cel mai thalt fiind proportional cu 7'2).

Tema L1 olosind indicaliile din figana 111.1 ardlali ci o reflerie lolali in punclul A
ahrage acelagi lip de reflerie pentru oricare dinte punclele de incidenls ullerioans (8B, C,
D ele).

In continuare ne vom ocupa numai de cazul mediilor parabolice (o subclas3 a
ghidurilor liniare neomogene).

2. Ecuatia de propagare

Este clar cd imaginea undelor ghidate prin reflexie totald localizatd (ca in
experienta lui Tyndall) nu poate ingloba toate particularitétile propagérii ghidate.
De exemplu, pentru anumiti parametri fizici, undele ghidate devin “radiative”
(fapt care se evidentiazd prin aceea ca media temporald a vectorului Poynting
primeste valori nenule in mediul adiacent ghidului). In acelasi fel, este clar ci
mecanismul reflexiei totale localizate (apariinand inventarului opticii geometrice)
nu are cum si descrie un ghid ale cirui dimensiuni transyersale se apropie de
lungimea de und3 a radiatiei ghidate.

Existenta unor situatii aseménatoare celor amintite mai sus ne obligd sa
abordam metoda generald de tratare a propagérii ghidate, care const3 in rezolvarea
specializati (adecvatd) a ecuatiei de unda .

Ludm ca punct de plecare ecuatia Helmholtz (ecuaia de undad pentru undele

armonice)
(4}2 :
Ay + (.—21),2’(/) =0 (111.4)
care, fiind rezultatul unui tratament standard al ecuatiilor Maxwell, nu necesitd o
deducere in acest context. Vom remarca totusi faptul c3 ecuatia de unda (111.4)
este efectul unei aproximatii constand in neglijarea tuturor termenilor de ordinul
;\%Va,. (atunci cand variatia lut €, pe o lungime de unda este micd aceastd alegere
este corectd).
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1. Autofocalizarea fuscicolelor de lumind

Prezenta neliniaritatilor impiedica rezolvarea exactd si cu totul generald a
ecuatiei Helmholtz si constrange la folosirea unor abordari partiale. Intre acestea,
un cadru suficient de general este asigurat de tehnica WKB, introdusa in germene
de citre lond Rayleigh (1912) si “standardizatd” in 1926 de catre Wentzel,
Kramers si Brillouin (aceastd metoda este cunoscuta i sub numele de aproximatic
cuasioptica ).

Caracteristica acestei tratiri constd in introducerea (i exploatarea severa a)

unei inegalititi care scaleazd comportarea amplitudinii de undd . Dacd A eﬂe

amplitudinea unei unde neomogene care se propagéd avand vectorui de unda &,
atunci potrivit WKB are loc relagia

| 2A |« k| 8,A| (111.5)
ceea ce inseamnd cid “varatia pe o lungime de unda a entitafii | 0,A | este
neglijabila in raport cu valoarea numerica a entititii in cauzi”.

2.1 Initializarea modelului

Potrivit simetriei problemei este convenabil sd punem ecuafia de undid in
coordonate cilindrice. In particular, laplaceianul asuma forma

1 1. .
2 2 '
A. =0, + -—(9r + .23({, + 02 (I1.6)

Tema 1.2 PM&&WWWMWW Jedi«aeft

In mod evident, datorita formei pe care o are n? (= K (z) — K3 () 72) ecuatia
Helmholtz nu este rezolvabili prin metoda separirii variabilelor (dupa cum nu este
integrabild in mod exact prin nici o altd metoda). Prin urmare suntem obligati s3
recurgem la elemente euristice in constructia solutiei.

In prima etap, introducem o caracterizare a undelor prin valoarea vectorului de
unda pe axa ghidului (Oz). Pe baza relatiei (I11.3) putem scrie

2 w?

Apoi recurgem la structurarea dati de urmitoarea forma predefinita

W(r, z) = A(r, 2) (gﬁg) v exp (-i | / | k(z)dz) (111.8)

Continutul (oarecum ncintuitiv) al expresiei precedente poate ti injeles in telul
urmator:

e Pentru un mediu omogen, solutia ecuatiei de unda admite ca factor expresia

exp (- thz)
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Ecuatia de propagare

Exponentiala exprimd modificarea fazei ca efect al propagéni. Pentru medii
neomogene, o functie avind exact acelasi confinut trebuie scrisd sub forma

exp (—7: / k(z)dz)

e Folosind principiul conservarii fluxului luminos (in medii fard absorbtie)
deducem ci intensitatea I a unei unde ce se propagd intr-un mediu omogen,
caracterizat prin indicele de refractie n, este diferita de valoarea corespunzitoare
din vid, Iy, si are loc relatia: I = nlp . Ca urmare, intre amplitudinile de unda
trebuie sa existe raportul

1 1 1/4
Ag = —ﬁA ~ ( e (z)) A (111.9)

Astfel, aparitia explicitd in (111.8) a factorilor Ko(2)™*/4 si exp [—i [ k( z)dzJ
are scopul de a permite lui A(r, z) sa concentreze efectele neliniaritatii din n?.
Factorul K(0)'/* este prezent doar cu scopul de a asigura adimensionalizarea
sl normarea.

Obsevrvatie: Dacs in (JJJ.8) am fl Thcercat sa utilizadm o facforizare de fov-ma
KS‘(Z), cu @ nedeterminat, atunci, la un moment dai‘, moflve de
simplicifa’re. matematica ar fi condus la a[egerea a = —= (von\

indica locul).
2.2 Procedurile matematice antrenate de WKB
Din (I11.7) prepardm o relafie utild. Mai intdi objinem
dk  Ww*dKy  K*(z)dK

’”E_ 2 dz Ky dz
de unde
ldk 1 dKy (11L.10)
kdz 2Ko dz
Apoi calculdm pas cu pas continutul ecuapel de unda
O, =0

. = [ L (In A) — 1—(—(ln Ky) ik] P
«
dz

—]—-(lu Ny) il\:} l/)) =
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1. Autofocalizarea fascicolelor de lumind

)
, 1d AN 1 d? dk
= [()Z(lnA) — Z;};(ln Ky) — 7,1.:} P+ [ 2(ln A) — Zw([w) — I-(]—} P

Dezvoltand parantezele gasim

1 d* dk 1 {d

2
4dz 2(111K0)—za—z + [0.(In A)]* +36 17 (an(,)J —

O = [Oz(ln A) -

K~ 0. (In A)- ——(hKO)—2fzk6 (lnA)+£lEi(an0)] ()

Operatorii 0, si 8 afecteaza doar amplitudinile A(r, z) intr-un mod atat de ugor
de previazut, incat nu mai este necesar si scriem explicit aceste rezultate.

in conditiile WKB putem neglija factorii in 62(A), dz(,}o L), (7 0)?

Observatie: Avem Ky ~ n? ~ €r de unde lé( déi edz <1l

Pe aceastd bazd putem continua prelucrarea termenilor din (I1I1.11) aplicand
urmatoarea re;eté:

1. neglijam 35 (In Ko) si -5 [2(In Ky)]*;

2. scriem 8%(In A) = AOZA =7(8;A)* . Primul termen se neglijeaza in
comparatie cu k% (|92A| < k[0, A] < k*| 4| etc) iar cel de-al doilea se va
anula cu termenul care il urmeazi in ecuatie; ,

3. —k? se anuleazi cu o parte din termenul al doilea din ecuatia Helmholtz

w?n? K> (z)

w — kz . AZ 2

(, ¢ Ko( )

4. —30,(In A) - & (In Ky) = ~(8,A)% . -L: daci folosim §i ecuatia (111.10)
(pentru a da rezultatelor forma cea mai generala in acord cu literatura, vom
pastra acest termen desi este neglijabil);

5. —~2ik0, (In A) = —2£(9,A);

6. %(KLO &) . k se anuleazd cu —i4E (vezi si (111.10));

Y

Observatie: Este interesant de notat ca dacad in solutia (JJI).8) f‘ wotoral
1

[K(,(z)]_z ar fi fos’r substituit printr-o dependenta genaeala yr ~

[I\’(,(Z)]u atunci la punciul (6) din lista prc‘.cc‘,,unlﬁ cei Jdoi ermenid

nu s-ar mai f‘i compensal “de la sine”. In schimb, cn fi predad forfa

acest efect prin u!ugcruu uxplic_ii:\ a - ll C o tunane, in l.innl

am f.i obtinut acelagi vezultad, Tolasi, este clor ca preocedind Jre

O (ASEIMNEGI e ar Culx—', et fl Yaunes ulr:-‘uuru ux.h" r‘.utiun.'u ‘I'..'i.'.\\ p.'
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Separarca conaticr creonale

Cover Se 5[_,'.iji.,\(“‘ 4‘\'1‘{"1‘1‘4-‘(\ \’(llot‘ii leai (1,
Punind la un loc rezultatele de mai sus obfinem in final

1R\ 0A  DPA 194 L E(2)
7 7~~—— = — K=" A [1.12
(QIA ) Oz  Or? + r or K(,(z)’ ( )

kdz

Ecuatia (111.12) trebuie considerata drept ecuatia de unda pentru amplitudinea
"locald” A(r, z), care nu mai poartd efecte de transport (dependenta de tipul

exp [—i [ k(z)dz] ) §i a suferit o reevaluare de intensitate ( ~ I{O—]/“(z) ).

3. Separarea ecuatiei eiconale

Structura formalad a ecuatiei (I11.12) sugereazd tratarea prin metoda functiei
eiconale. In forma sa clasicd, ideea lui Born se aplicd propagarii neghidate i
constd in investigarea existentei unor solutii de forma

)]

A= A()(?) - eXp [—iko -S(T1) (111.13)

unde ko este o constantd egald cu valoarea modulului vectorului de unda in vid.
Ecuafia (I1I1.12) prezintd cateva particularitafi care impun utilizarea unei forme
mai generale a tehnicii Bomn: a) propagarea este ~fascicularizatd” pe Oz (asa
incét variabila corespunzitoare este “privilegiatd”); b) neomogenitatea axiald a
mediului face inevitabild interventia explicita a unor termeni de forma Z"

Din aceste motive vom inlocui (II1.13) cu
A(r, z) = Ag(r, 2) - exp [—ik(z) - S(r, 2)] (I11.14)

Calculam efectele acestei solutii in ecuatia (111.12)

8,A = [azA(, z—Ao S — 1kgSAo} . exp (—ikS)
BA = 8,A0—ikAo?] . exp (—ikS)
T
0 S 35 0A0
2 _ _ 2 _. _

9, Ay — ik QEAO —ik ?—S— - exp (—ikS)
or or

Punand aceste rezultate in (I11.12) si e¢limindnd termenii pretabili potrivit
condijiillor WKB, ajungem la o expresie din care putem separa o parte reald si

111
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HI. Lofocalizarea foscicobcdor de lumindg

una imaginard. Astfel obfinem ecuatitle

S(]ll <) ]\’2 (Z) ) J ) 1[ }
S42—— +(0.5) = ————=< 1"+ = Ay +-0,.A [1.15)
2() ¥2A dz (() S) 1\()(3) T A?“)A() |fl v 7'( v (
0, (A3) + 0,50, (A}) + (a‘;’s + =0, s) A=0 (11.16)

in fond, un sistem de ecuatii diferentiale cuplate.

Inspectand ecuatia (111.15), observam ci ea contine (9,.S)* (adica gradientul
bidimensional al functiei S, exprimat in coordonate c1|mdnce) motiv pentru care,
prin aseménarea cu ecuatia eiconali clasici (in care avem (V.S ) ), aceastd expresie
este denumitd ecuatia eiconald neliniard. A doua ecuatie a sistemului, adica
(111.16), priveste pe A2 si deci descrie comportarea intensitdtii undei.

In acelasi timp, termenii aflati in partea dreapti a ecuafiei eiconale sunt
interpretati potrivit unei asociatii de idei similare ”analogiei opto-mecanice”.
Astfel numim:

e forta refringentei neliniare tennenul 7‘% ;

o foriu de difractie termenul: 17 A [GZAU + 1(') AU]

Aceste atributri sunt sugestive deoarece speuflcul neliniar este strict legat de
conditia K> # 0 in timp ce intr-un plan z = ¢t , transversal axei de propagare,
amprenta” (aspectul) undei este controlati prin funciile 82 A, si 0, Ay.

3.1 Functia eiconald asociati unui mediu omogen

Solutiile sistemului de ecuatii (111.15) si (111.16) trebuie construite in etape. Sa
admitem pentru inceput ci ecuatia eiconala neliniara se referd la un mediu omogen
si, in plus, ca putem neglija efectul difractiei. In asemenea caz avem de tratat
ecuafia

20,5 + (0,8)% = 0 (111.17)
Variabilele z, r se separd usor
S(r,z) = R(r) - Z(2) (111.18)
incat
Z Lll e ¢
71 =3 = Ci (111.19)
Z (“.'?:’Irlf( )
5 (11 20)
I (\/(T_:‘-I'I(;) ’
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Separarca ecuatiei eiconale

Astfel, pentru cazul simplificat pe care l-am discutat, func{ia eiconald ia forma

2
[en
<\/ %L T+ CJ)
Ciz+ Cy
Optica clasica descrie aceeasi situatie fizica (adica o unda sferica de raz p care
se propagi intr-un mediu omogen) prin functia de fazd exp (—ikonp) din care
desprindem o forma simpla de eiconal

Sclasic = P (]"22)

S =

(111.21)

Obsevvatie: In sens strict ar fi trebuit s& scriem Sggsic = 1p. Avand Thsa tn
vedere distinclia introdusa de (JJJ.14) fat& de (JJJ.13) vezulta
ca (JIJJ.21) trebuie comparat cu (JJT.22).

Este ugor de constatai c¢d rezultatul (111.21) apare complicat si neintuitiv in raport
cu (I11.22), mai ales ca ne-am fi asteptat ca cele doud descrieri sa coincida.

3.2 Compatibilitatea cu functia eiconala a opticii clasice
(etaloniri)

Pentru a instala o corespondentd naturald intre funciia eiconald clasica si cea
propusa prin ecuatia (111.15) pentru cazul omogen g1 fara efectul difraciiei, trebuie
ajustate (etalonate) valorile constantelor de integrare C, Co si Cs din (111.21).

in acest scop recompunem intreaga forma exponentiala a solutiei (I11.21) prin
(I11.8) (ceea ce implicad includerea factorului exp [—z’ Il kdz] ) §i, deoarece k =
kon = ¢t = [ kdz = kyn(z + Cy) rezultatul de ansamblu se exprima prin

exp [—thon(S + z + Cy)) (111.23)
Astfel, concordanta expresiilor (111.22) si (111.23) impune relatia
Ciy+z+ 8= p (: Sclusic) (”124)

Pentru a exploata aceasta corespondenta pana la capat, trebuie sa aducem partea
dreapta a egalitd{ii precedente (care prin p aparfine simetriei sferice) la o forma
compatibild cu simetria cilindrica (deja prezentd in membrul stdng ca efect al
propagarii fascicularizate pe care o descrie).

Figura 1.2 introduce notafiile de care avem nevoie pentru a da relagiei (11.22)
simetna doritd. Din punct de vedere algebric, aceasta transformare de simetrie este
produsd (ca 7side etlect”) de catre aproximatia parabolica.

La un moment fixat ¢, ccuafia sterei Y | (care reprezinta frontul de unda cu
orginea pe axa (). in punctul =) este

p(t) \/.:'3(1) o0 1 (o) w0

(13
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111, Autofecalizinea fascicolelor de lanindg

Figura 111.2: Frontul de unda intr-un mediu omogen

relaie care decurge din imaginea geometrica potrivit careia, dupd emisia din
punctul z., frontul de unda sferic se propaga pastrand permanent o raza de curbura
pozitivd ( p(t) > 0,Vt). Aceastd alegere, desi este opusa celei cu care suntem
obisnuifi din Optica geometrica (unde raza de curbura ia valoare negativa atunci
cand centrul de curburd se afla la stdnga suprafelei de unda), nu produce nici 0
dificultate in cele ce urmeaza.

Valorile pe care le iau coordonatele punctelor de pe D aflate in vecinatatea axei
0, (adica acele puncte aﬂate in apropierea varfului V al sferei) sunt constranse de
inegalitatea r* = 2 + y? < |2 - z(| Pe aceastd baza, tratdnd expresia lui p(t)

conform aproximatiei 1 + 22 = 1 + £ valahlla pentru 2 < 1, putem scrie

----- (111.25)

=1/12+ ) o
P \/7 (o ) =le 2t o=

Nu este greu de vdzut cd daca prin p. notdm expresia |z z.| atunci pentru
valori mici ale lui  (in apropierea axei )z) avem p = p.

Potrivit figurii 111.2, z, = Ry (cu Iy > 0). Astfel |2 -] s Iy s
conform cu (I1L.21) , (I11.25) i (111.24) trebuie s3 avem

St 20y, /5 X o

Citzt——-=Yl 0 R
1 (l,‘, I (y ) l ‘_)( I [')“)

Deoarece z gi 1 sunt variabile independente, cele doua parfi ale expresici
precedente pot [i identificate termen cu termen: Ajungem astiel la unmitoarele
valori ale constantelor de integrare

I N Ry, ¢y 0,07 1 (111.20)
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Punctul crucial

in conciuzie, cazul propagdrii undelor intr-un mediu omogen permite ajustarea
expresiei (I11.21) (in acord cu eiconala clasicd) la

r2

2(Ro+ 2)

incét functia eiconald neliniard S capitd o form3 compactd si, in acelasi timp,
compatibila cu functia corespunzatoare introdusa in Optica clasica.

Analiza anterioara pune in vedere gi un alt aspect extrem de important: dacd in
(I11.25) neglijam termenii de ordinul 72 atunci raza de curburi a frontului de undi
in punctul z este data de

S = (111.27)

p=z+ Ry (111.28)

incét, pe aceastdl baz, p se algebrizeaza (poate purta semn algebric) in acord cu
regulile geometriei analitice. De asemenea, putem observa ca in planul z = O raza
de curburi are valoarea p = Ry > 0, in acord cu conventia noastrd “rasturnati”,
prin care razele de curburd sunt pozitive atunci cind centrele de curburd sunt
plasate la stAnga fronturilor de unda.

Relatia precedenta se poate exprima sub forma

1 1
- = I111.29
p z+ Ry ( )
Pomind direct de la S dat de (I11.27) obtinem exact aceeasi expresie dacd scriem
1 10
- = 195 (111.30)
p Tor

Teoria propagirii in medii neomogene generalizeazd relatia anterioara,
acordand semnificatie fizicd acestui rezultat dedus pe cale operationald din
expresia lui S .

Corectitudinea unei asemenea proceduri poate fi testatd pe modelul undei plane
care se propagd de-a lungul axei Oz. Faza acesteia este

T =kz=k(S+2+ct) (11.31)
in care ultima parte este adusa de (111.23). Termenii ultimei egalitafi implica
S+ct. =0« § = —ct.
Ca urmare, din (111.30) obtinem in mod corect
1_10S _

—=—-——=0
p ror
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4. Punctul crucial

Considerentele precedente scot in evidenta cé ecuatiile (111.15) si (II1.16) nu pot
admite o forma a eiconalei neliniare mai generald decét
2
r
S(rz) == B(x)+e() (I11.32)

unde am introdus notatia

1
= I11.33
(in raport cu care (II1.27) se scrie S = %:; = % -B(2)).

Este limpede c3 fiiri a cunoaste explicit functiile 3 (2) si ¢ (z) ecuatiile (111.32)
si (IIL.33) nu constituie nimic mai mult decit o rezolvare formald a ecuatiei
eiconale neliniare (II1.15). Totusi, structurarea lui S(r, z) potrivit ecuatiei (111.32)
este atdt de putemica incat conduce la rezolvarea completa a ecuatiei (I11.16) care,
in prima faza, se scrie

8: (A3) +rB(z)- 6, (A) +2B(2)- A5 =0 (111.34)
Nu este dificil sd observdm c#d (IIL.34) se poate integra prin separarea
variabilelor. Dacé introducem

A2=Z(z)-R(r) (111.35)
gasim
VA Rr
()2 +2= — R = Ci (111.36)
de unde rezulti
Cy
R(r) = o ~ (111.37)

Z(z) = Cs-exp [(c1 ~9) / 8(z) dz}

Dacé C ar putea lua valori pozitive atunci, ca rezultat, 2 () ar prezenta valori
nemarginite in toate punctele axei Oz (axa de propagare). Este limpede ¢i o
asemenea comportare trebuie exclusd, fapt pentru care vom impune

C, = -\ (111.38)
Reasambland (111.35)

A5 = Cy0y - ™. exp [— (/\2 + ‘2) / 3 (z)(lz} (111.39)
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rezultat care poate fi prezentat sub o forma compacta (si eleganti) daca introducem

B(2) =7~ ) (111.40)
f(z)
functia f (2) fiind dati de exp ( f B(2')dz ) Astfel (I11.39) devine
0
C,C. d
A= ;2 = (?) (11.41)

Aceastd expresie acoperd toate solutiile ecuatiei (111.16).

Nota: Ecuatia (JTJT.34) arfi pui'uffi tratata pe o cale diferifa. Punand Ay =
Z (Z) ‘R (’I‘) am fi obtinut mai tntai 2R2ZZ' +’I‘,BZzRR, + 2,6R‘ZZZ = 0.
Apoi, printr-o impartire la 2,8R222 ar fi rezultat ecuatia separabila

Z' rR
,EE+_+1 0
din care'ﬁzzi = — (TTI?’-I-I) = (. De aici
1
nZ=Ci [()dz=Ciln(f-Cp) cwp=%

Asadar Z = Cj - fc1 . In acelasi fel
R
E =
cu solutia R = C4T—(C‘+1) . Cum R trebuie sa fie marginit pe axa
Oz(lar =0 cerem C1 +1 < 0. Conditia este Tndeplinih‘i pun&nd
Cy=-1- o2cu 0 real. Rebotezdnd constantele, ridicand la patrat si

—(Ci+1) % = InR=In (C4r‘(c‘+1))

introducand notatia A2 = 202 obtinem n fina' solutia

C/(r X
2 e
4=5(3)
care coincide cu (JJJ.41).

Folosind expresii potrivite pentru Cz, Cs §i A putem forma serii de puteri care
conduc spre diverse solufii interesante. In particular, din (1IL.41) putem forma
solutiile pseudogaussiene.

Cheia procedurnii de sintezd constdl Tn observatia cé daci &£, si £, desemncaza
doud solugii distincte pentru (111.34) atunci a&; + b€, (a,b constante arbitrare)
reprezintd o noud solutie. In definitiv, 0 asemenea afirmatie echivaleazi cu
recunoasterca liniarita{ii operatiilor din (I111.34).

17
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HI. Autofocalizarea fuscicolelor Jde lumind

In particular, daca alegem

1 —1 n )
C, = EJ, Cy = (—) ;/\2 =2ncune N

nl lUO

n\ 2n
A2 — E_g (_1) T
On =2l \fw

reprezintd un specimen apartindnd unei familii de solufii dependente de 7.
Deoarece

atunci

exp (—2) = Z (=1 "

si notand

Al = i Ag’n

n=0

inseamna cd expresia

2 2
A2 (r,2) = sz() exp [ o f2(z)} (111.42)

este o solutie a ecuatiei (I11.34). Mai mult, expresia (I111.42) reprezinta structura
analiticd a fascicolelor pseudogaussiene.

Pentru a sublinia importanta rezultatului (I111.42) il vom proba si dintr-o
perspectiva diferitd. Astfel, proceddnd analog modului de separare a factorilor
de formi in ecuatia Schrbdmger vom studia comportarea ecuatiei (111.34) pentru
r = 0. Tindnd seama ci = L ecuatia (I11.34) devine

d_(@ _ 24
dz2  f dz
de unde, desemnénd prin C constanta de integrare §i apot prin C' constanta ¢xp C,
obfinem

In (Af,) =-2Inf+C

sau
Al % (1 43)
Ca urmare, ecuatia (111.34) trebuie sa admita solutia generali
Al = f)s (r,2) (H1LA4)
118
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ceea ce impune ca funciia arbitrard ' sa urmeze ecuatia
r df
f f3dz "

Urmirind din nou efectul conditiei 7 = 0 asupra ecuatiei (I11.45) obtinem
9,5 = 0, ceea ce inseamni: X (0, z) = ¢t , V z. Asadar, proprietatea matematica

precedenta arata cd S nu depinde in mod separat (independent) de r si 2 ci depinde
de produsul lor (eventual prin factori de puten diferite)

25 S+ —28F=0 (111.45)

=& (r" - 2")

sau, pentru cd dependenta de z are loc prin intermediul functiei f (z), putem la fel
de bine sa avem

S =S (- ) (111.46)
Inlocuind in ecuatia (11.45) obfinem
1 _
f2 v fUL f+f3 foffou-rvl gl = (111.47)
de unde
w=—v (111.48)
incat
=3 [(%) } (111.49)
si deci
u
A2 = % .G [(}TE) ] Y, S (111.50)

Oblservatiit 1) Este evident ca rezultatul (JJJ.50) este mai e'eganf decat
(JIT.41), n primul rand pentru ca X5 reprezintd o functie
arbitrard. Astifel, putem avea n locul lui & oricare functie
elementard (cum sunh sin, sinh, cos, cosh, In etc). Totodata si
U este arbitran
iSolutia (JJTJ.42) rvezultd imediat din (JJJ.50) ca un caz

parﬁcular atunci cand a'egem

yv 2
F(2) = exp [-— <i> j| siu=1
Uy
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5. Efectul solutitlor pseudogaussiene

In cazul amplitudinii pseudogaussiene (111.42) forfa de difractic cste

L (easton)e—2 r2
AN\ T e T R k2wl f

Substituind acest tucru si folosind expresia S = "—;ﬂ (2) + @ (z) (vezi (111.32))
in ecuatia (II1.15) obtinem

(ML51)

2 2 12
LY / r 1, 2___I(2(z) 2 _ 2 !
? (2ﬂ +“’>+2 (2ﬁ+"’) N A Y /s U R SR
(111.52)

Ecuatia (I11.52) poate fi tratati ca un polinom in r care are drept coeficienti
diverse functii de variabild z. Trecand totul de o singurd parte a egalitatii si apoi
tindnd seama de (111.40), ajungem fin final sd anuldm separat coeficientii puterilor
lui 7 (in fond coeficientii lui 72 si respectiv r°). Astfel gasim

f_” K K (2) 1

7 —I'?'F = —I{o(z) +k2’w3f4 (111.53)

$i respectiv
K 1

o= 111.54

Alaturi de aceste rezultate si agezdm gi imaginea de ansamblu pe care tchnica
WKB o di propagarii ghidate in medii parabolice, reprezentatd prii -olutia
generald care se pune sub forma

0 - BN () s

exp {—z’ lk(z) (T;}c, + 90(z)> +- / | k(z)dz] }

Pentru a specializa aceastd expresie pentru fiecare caz concret trebuic sd puten

determina;

e expresia vectorului de unda k(z), folosind relatia (111.7);

o functiile f(z) §i ¢ (2) care se obtin prin ecuatiile (I11.53) si (111.5-0) in care
folosim k(z), Ko(2) si K3(z);

Exceptind cazurile in care ccuatiile (111.53) si (111.54) nu sunt integrabile,
observam ca tehnica WKB a construit o descriere de referingd pentiu propagaici
undelor in medii parabolice.

Pentru a evidenfia fenomenul autofocalizirii tascicolelor de lunma la

120
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propagarca in medii parabolice vom lua in discutie trei situagit care au in comun
conditia I{y, = ct (ceea ce inseamnd ca indicele de refracjie este constant pe
axa ghidului). Drept consecinta (prin ecuatia (I11.7)) si vectorul de unda k este
independent de z. In cele ce urmeazi, ne vor interesa:
e aproximatia oplicii geomeltrice;
e aproximatia mediului slab parabolic
e aproximalia ondulatorie.

care reprezintd cazuri particulare ale ecuatiei (111.53).

6. Aproximatia opticii geometrice

Acest caz este definit prin trei conditii

Ky = et
Ky = ct; (111.56a)
k— oo

intre care ultima exprimd in modul cel mai compact esenta aproximatiei. Ecuatia
(111.53) ia forma

f/l .[{2
== 11.57
7 7 (111.57)
avénd ca solutie generald
f(z) = Acos(wz— 0) (111.58)
ot = K
= X

Sa admitem ca in planul de intrare in mediul parabolic (definit prin z = 0)
trontul de unda prezinté raza de curburd R si deschiderea wy.

Valorile lui A si 6 din expresiile (I11.58) rezult exploatind cele dou# condifii
pe care unda trebuie sa le satisfaca in planul de intrare:
e adaptarea razei de curbura p a frontului de unda la valoarea de intrare I2 , gi
e adaptarea largimii wy f a fascicolului la valoarea wy ceea ce inseamni

f’z:() =1
Asadar, din 3 = }%, prin (111.30) si (111.32), trebuie si avem

df o 1
il — 4(0) = —

dZ z=()
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11, Autofocalizarea fascicolelor de lumindg

incat
1 Awsin(-0)
R Acosd

1 [K 1 /K,
tan9=§ I_(;l’ 6 = arctan I ?(: (111 59)

Peeareee fl,—y = A eos (A) rezulti

A=

1

cos @
Astfel, in final, amplitudinea pseudogaussiand a undei ce se propaga in mediul
neliniar urmeazi expresia
e E? - cos?6
~ cos? (wz — 6)

(111.60)

2, ,29
- exp [— 5 T } (1H1.etl)

wg - cos? (wz — 0)
Concentrandu-ne asupra valorilor amplitudinii pe axa de propagare (definita

prin 7 = 0) se observa ci pomind de la valori finite in planul de intrare z = (),
acestea suferd ulterior o serie de discontinuitati periodice localizate in punctele

1 7r :
#n = — {(2n+1)§+9] (111.62)

Valoarea infinitd a amplitudinii Ag in punctele z,, indica o focalizaie (severd) a
fascicolului in aceste locuri. Distanta dintre doud puncte succesive de focalizare,
pe care o vom nota cu F, este

K ,
F =241 —zn=7r,/?;’ (111.63)

Putem observa cd F' 2ste o constantd independentd de 6 dar care depinde de
neliniaritatea mediului prin K5 (dac nu exist neliniaritate, adicd avem A’y = ()|
atunci F' — oo). Entitatea F' poartd numele de distantd de autofocalizare. Pentru
cazul unei unde plane (R — o0) incidente pe mediul neliniar deducem cii ¢ = ()
iar prima focalizare are loc la distanta

_F
20 = —2-
de planul de intrare z = 0.
Divergenta valorilor lui A2 scoate in evidenti cd modelarea propagarii potrivit
”opticii geometrice” exagereazi comportarea ce poate avea loc in readuaie!

Observatier Calitativ (dar nu si exadct) pulem eslima fulul Py Cewe {un fio f
cxfecfeaz&'\ gcometria transversala o fusc.ico'ulni. N TR RPN
plegﬁ&»)\ de la ideea ca “aria minima” a f'uéu',ix'u't\'l\i IR TR
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wof . Astfel, punctele in care f ia valori minime marcheaza

punc’rele de focalizare..

7. Aproximatia mediului slab parabolic

Conditiile care definesc aceastd aproximatie sunt

Ky = ct;
Ko = ct; (111.64)
K<

0

astfel incat (prin Ky = ¢t = k' = 0) ecuatia (I11.53) se pune sub forma

1 1
7= oulp
Membrul drept al ecuatiei (I11.65) depinde in mod exclusiv de for{a de difractie
(vezi (I11.51)) in timp ce for{a refringenta a disparut pnin efectul celei de-a treia
condifii a setului (I11.64). Asadar , propagarea intr-un mediu slab parabolic este
dominatd de difractie.
Integrarea ecuatiei (I11.65) se efectueazi usor dupa inmultirea cu 2 f'-dz. Astfel,
mai intai gasim

(111.65)

- 2 df

d(f)=—-—-2L

(f) kag f3

incat notdnd cu C constanta de ihtcgrare, obt{inem

1

(f)* = Tl +C (111.66)

Dupa inmultirea cu f? avem

72
N2 ez L 1 d (f*) ]
fry=cf k2w = 4 [ dz =Cf k2w
Pe baza substitufiei u = f* gisim
du

=dz

[y, 1
2 CU 'sz’g

de unde, desemnand prin ') noua constantd de integrare

v 1 = SIRYA
Cu - *L—z‘:’(", = ((./2 t (/])
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1. Autofocalizarea fuscicoleles &e i

sau

1 1 Y L
— | = 'z C } (H1.67)
C | kR2w] (= x |

=

Dupi cum stim, in planul de intrare (z = 0) trebuie sGavem f == [ (varidise v
din sectiunea precedentd). Astfel deducem

1 1

C = k211)0 +Cl sau C] = C - i{'TUS

Revenind la ecuatia (111.66) si faicAnd adaptarile corespunzitoare planuiui z -= 0,
unde sunt valabile relatiile

1 1,
BO)=1=F s =
gasim
1 1 ‘ e I 1
R~ kil TR k2w
Astfel incét, in final
1 1 1 1 1 )" |
2 . o
= . + 2+ = CH o)
f Elf n k2_lw§ k2w (( R2 0) R

Specializand rezultatul pentru cazul undei plane la intrare ( B = oo javei
9
=14 (111.69)
k2w

Ultima relatie scoate in evidentd cd in mediul neliiiar diametrul ﬁi*u‘h'nlului
(dat de wy f in ecuatia (111.42)) creste cu z ca efect al difracjier. Sa notiim totugt
cd spre deosebire de difrac{ia (clasicd) pe o fantd circulard aici nu existi comcurn
intunecoase (Airy).

Rezultatul acestei sectiuni este in total contrast cu imaginea datd de aproxiir i
opticii geometrice! Atunci, fascicolul aflat in propagare suferca i mod peieslic
focalizéri atat de severe incat conduceau la divercenta valorilor de <y n
aproximatia mediului slab parabolic, nu apare nici un fel de confinare a vk Lo
propagarea prin mediul neliniar, ba chiar m:st it este vorba despe o contin:
largire a “amprentei” ca urmare a difraciier. Lste limpede ¢a LLI(. Jo sttt
reprezintd extremele unor modeldrt simplificatoare.
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Aproximatia ondulatorie

3. Aproximatia onduiatorie

In mod evident, cea mai realistd modelare a propagarii ghidate nu poate avea loc
decat in prezenta celor mai putin restrictive condifii. Or, aproximatia ondulatorie
nu cere decat

Koy, Ko = const.

Este usor de anticipat cd asemenea relaxare a modelului antreneazd o
complexitate mai mare a tratamentului matematic.
Pentru inceput este util sd facem o renormare a variabilei z

Ky
£ = Ko -z (I11.70)

incat £, = &fg Astfel, ecuatia (111.53) devine

Ko
f” A
=-1+4+— (I11.71)
f /!
unde
Ky
Kok?w}
O simplificare suplimentara se poate produce prin substitutia
f
VA
care aduce ecuatia (I11.71) la forma ”canonica”
1
F'+ F — 8 (111.74)
Din punct de vedere matematic, am putea studia (111.74) prin serii de puteri

dar in afara problemelor de regularitate a solutiilor, neliniaritatea ecuatiei (111.74)
ne-ar putea confrunta si cu modificarea schemei de etalonare. De exemplu, am
avea nevoie de trei valori initiale

fle=os  fl=o,81 f7 om0

in timp ce teoria de care dispunem ( in contextul WKB) nu rezerva spagiu decit
pentru doud entitdfi:

A

(111.72)

F =

(111.73)

o [ |._o legat de "imprégtierca” (waist) fascicolului;
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1. Autofocalizarea fascicolelor de lumind

e 3= } % care exprimd curbura frontului de unda.
z=({)

Din acest motiv, trebuic si ”“conducem” ecuajia {111.74) spre o forma care se
preteaza reducerii ordinului de derivare. Inmultind (111.73) cu F” objinem

1d ,_,2 1d s l(i(l)
—— - (F - —— [ =
2d¢ (F) 2d§( 2dg \ F?

1
-
in care constanta de integrare Cy rezultd din conditiile

sau

(F')* = —F? +Cy (11.75)

(111.76)
7 le=0 = |s=0=le =3
Astfel
Cp = %+\/K+ %—% (111.77)
si ecuatia (II1.75) devine
F = \/—F2 — % + Co (111.78)

Aceastd ecuatie ne oferd doud alternative de abordare. O variant ar fi s3 scriem
_ V—F1+CoF? -1
B F

cu intentia ca ulterior sa rationalizim expresia de sub radical printr-o substitutie
Euler

F' (111.79)

VED (F2= M) (F2—xg) =t (F2-\) (111.80)

in mod surprinzitor, chiar dacd la prima vedere nu este evident, o ascnienca
alegere este gresitd iar faptul ci la un moment dat ajungem la o ecuatie
transcendenta ar putea constitui indiciul erorii de abordare.

Daca insa in (111.78) incepem prin substitujia ) = F2 atunci, inlocul lui (111.79),
gsim

Q =2v/-Q*+ CoQ — | (1L81)

Prin simpla comparatie este clar ci (111.81) este de preferal lur (111 79). [n plus,
tocmai (111.81) este in acord cu specificul (pattern™-ul) substitugici Fuler care
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Aproximatia ondulctorie

renrezintd sinteza unei idei geometrice pe cit de simpla pe atit de ingenioasd. O
scurtd paranteza ne va ajuta sd dam acestor aspecte o imagine clara.
Daca avem de integrat functia

y=+Vazt+bzr+c (111.82)

atunci substitutia Euler recomanda s scriem

Var+bz+ce=val—A)(z— ) =t(z—X\) (saut(z— A2) )
(I11.83)

unde ¢ este variabila de substitutie. Radacinile A;, A; trebuie si fie reale si
distincte. Consecin{a este ca obfinem o integrald rajionald. Vom vedea detaliile
de calcul odata cu tratarea ecuatiei (IIL.81). Pentru moment ne intereseazi numai
suportul geometric al relatiei (I11.83).

Sa consideram punctul (o, 7o) pe curba (II1.82). Aceste doudi coordonate sunt
legate prin

Yo = axd + bxzo + ¢ (111.84)
O secantd de panta t care trece prin (g, yo) are ecuatia
Y —yo =t (z — o) (111.85)

Ridicam la patrat (I11.82) si elimindm y intre (II1.82) si (111.85), dupi care, din
rezultat, elimindm coeficientul ¢ folosind relagia (I11.84). Ca urmare ob{inem

2t +t3(x — z0) = a (x + z0) + b (111.86)
incat
2yot — xot? — azg — b
— ZYot T Lot ~ dZo (111.87)
a — t2
si separat, din (1]1.83)
y=t(z—20)+ w0 (111.88)

Perechea de valori (z, y)specificd locul in care secania (II.85) intersecteazi
pentru a doua oard curba (111.82). Continutul expresiilor (I11.87) si (I11.88) exprima
in fond cheia substitutiei Euler pentru ca:

(a) al doilea loc de intersectie intre secantd si curba (111.82) este unic (nu existi
mai multe solutii). De aceea prin modificarea monotond a pantei ¢ se
produce o explorare continud si fara repetitii a punctelor curbet.

(b) coordonatele (x, y) (care reprezintd “puncte pe curbd™) se exprima ratiorul
int.

x ¥

Lste simplu de vazut cd prelucrarea radicalului din ecuatia (111.79) dupa stilul™”
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III. Autofocalizarea fascicolelor de lumind

substitutiei Euler are ca efect inlocuirea ecuatiei liniare (111.87) printr-o ecuajie de
grad superior. Prin urmare, rotirea tangentei in jurul punctului (zo, %) conduce
in mod necesar la obtinerea mai multor intersectii “secundare” ceea ce Inseamnd
cd unele puncte ale curbei sunt supuse unei explordri multiple. Prezenta acestor
repetitii evidentiaza cd transformarea de rationalizare (111.79) genereaza defecte
topologice.

Sdrevenim la expresia (I11.81). Substitutia Euler cere caecuatia —Q*+CoQ—
1 = Os@ aiba ridacini reale si distincte. Astfel, discriminantul ei trebuie s verifice
condifia

A=Ci—-4>0 (111.89)
Din (II1.77) vedem c&
Co= —+VAi+a—ts 1 iVA (111.90)
VA VA~ VA
Pe de alta parte

(%+\/K)2 > 4, VA

deoarece inegalitatea este echivalentd cu (1 — A)2 > 0. Astfel, conditia (I11.89)
este satisfdcutd in toate cazurile §i tehnica Euler poate fi utilizatd fira nici o
restrictie.

Asgadar
VED Q=) (Q— ) =t(Q— ) (II1.91)
de unde
t = [=(@=N)
QX
(111.92)
Q= Atj-l:lta

Radicalul (I11.91) devine

Ay — Ap)t
VD@ - M) (Q = X) = (——22—% (111.93)
iar din a doua ecuatie (111.92) gasim
. v L2(A - M),
Q =t ((1‘21-1- 1),2“)t (111.94)

128

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



. Aproximatiu ondulatorie

Deci in locul lui (J1L.81) avein
dt

= 195
211 ¢ (111.93)
san, desemnand prin C) noua constanta de integrare
Codt
/ e —£+ C) =5 t = tan(—€ + C))
Folosind prima ecuatie din (I11.92) scriem
—(O — ) _
CgQ— )\12) = tan* (=€ + (1)
adica
Q (14 tan® (—€ + C))) = A + A tan® (=€ + C)
sau

Q = Aysin’ (- £+ Cy) + Az co8? (—€ + Cy)

1Daca introducem arcul dublu obfinem

AMt+A A—A
@=- :)L S+ = 5 ~cos (2(—€+ O)) (111.96)
si revenind la functia f gasim
9 AL+ A Ao — A
7€) = \/7\[ : J; 242 5 Leos (2 (—§+Cl))} (111.97)

{n aceasta expresie este indicat sa folosim relatiile Viéte potrivit cirora avem

Mtde G
2 2
{ Mda_ VA (111.98)
2 2
asa cum ne convingem dacd pornim de la definigiile
—b+ VA
Ay = —
2a
—b - VA
Ay = =
2a
1+ wetdn ca, prin coroborarea ecuatiilor (111.81) 5i (111.83), avem: a = 1, b == ()
Cu cialonarea f2 = 11in plan:d de intrare 2 = £ = 0 rezulta
, : 1 C 2
(i"l — T AYCCOS [("7;i - —'9-) -—;—.:] “”99)
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1. Awofocalizarea fuscicolelor de lumin&

astfel incat solutia cazului ondulatoriu este gasita. Inainte de a discuta semniticalia
¢l sd incercdm si o punem sub o formd mai simpla st sa discutam domeniul et de
valabilitate.

Daca punem (I11.98) si (111.99) in (111.97), {indnd seama si de expresia lui Cjy d'n
(111.77), gasim

+VA - \/1 —%(% —'%9)2-sin(2€)

) - cos (2€)

dar prin calcul direct

si deci

P % [(1 A+ %) + (1 _A- —1%5) cos (2€) + }%Sin (25)] (111.100)

care este forma finald a solutiei pentru aproximatia ondulatorie in care (vezi

(I11.70) si (111.76))
Iy
VR

1_1 /K
R RV I,

O situatie speciald este reprezentatd de cazul incidentei unei unde plane pe
mediul neliniar. Acest caz, caracterizat prin R — oo, implicd R — oo asa inct
ecuajia (I11.100) devine

= %[1 4+ A+ (1 — A) cos (2€)] (I11.101)

Geometria simpld a acestui tip de fascicol are avantajul de a ilustra imediat
efectele datorate neliniarititii mediului de propagare. De exemplu, expresia
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Interpretarca wezuliatelor celor trei madele

) - - o . . L: . - . .2 aeef . ‘- 3 B > - .
anterioard aratd ¢d variagia periodicit a lui £~ este posibili numai dacit A 5 1.

Prin urmare, in raport cu parametrul A tratarea ondulatorie distinge net intre

doud comportiri ale solutici. Prin simpla inspectie este mai putin evident daci
situatiile caracterizate prin A < 1§i A > 1 trebuie la randul lor deosebite aga cum
este sugerat in literaturd:

i) Dacd A = 1 atunci for{a refringenta compenseaza forja de difractie, incat
“amprenta” (geometria transversald) a fascicolulul se conserv; propagarea are
loc exact ca intr-un mediu obignuit.

ii) Dacd A < 1 atunci, imediat dupa intrarea in mediul neliniar, asupra undei
se manifesta procesul de focalizare periodic;

ii1) Dacd A > 1 atunci, dupa intrarea in mediul neliniar, fascicolul suferd mai
intéi o difractie (largire a amprentei) care este urmata de procesul de focalizare
periodica.

9. Interpretarea rezultatelor celor trei
modele

Pentru a discuta continutul clasificarii precedente putem sd ne folosim de

urmatoarea schema analitica:

1.

Imuginea staticd a frontului de undd . Conform expresiet (111.28) semnul
algebric al razei de curburd indica pozitia centrului de curbura (z.) fata de
suprafata de unda ¥ (vezi fig. II1.2). Astfel p > 0 desemneazi o undi al
carei centru de curbura se afla la stAnga suprafefei de undd in timpce p < 0
semnifica 0 geometrie opusa.

Dinamica frontului de undd@ . Expresia |p| reprezintd raza geometrica de
curburd a frontului de unda . Este clar cd daci |p| scade in raport cu z , adica
%lfl < 0, atunci unda se concentreazi” sau "focalizeaza”. In cazul unui
comportament opus unda este “divergentd” sau “explodeaza”.

in mod sintetic criteriile precedente pot fi puse in forma urmitoare:

p > 0 = centrul de curburd se afli la stinga suprafetei de unda

p» < 0 = centrul de curburi se afla la dreapta suprafefei de unda
d

; |l > 0 = unda se dezvolta divergent (1L 102)
az
1
‘f |p| <0 =% unda sufera focalizare
(z
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S3 ilustram aceste idei cu ajutorul cazurilor studiate.
9.1 Cazul opticii geometrice

Alegem unda plani la intrare ( R — oo §i § = 0). Din % = }% cu ecuatia
(T11.58) gésim

1 1 1
— = —wtan (wz) => p=— (111.103)

p w tan (wz)
Observim cd la z = 0 avem p = co = R ceea ce este consistent cu ipoteza de
plecare. Expresia (111.103) arata de asemenea cé pentru valori 0 < z < 1 avem
p < 0. Astfel, conform tabelului (I1I1.102) unda plani se transformd intr-o unda
cu centrul de curbura la dreapta.
in plus avem

d 1
= ——a 111.104
ol = (=) <0 (1L104)

sin (wwz)
deci unda suferd o focalizare. Figura de mai jos ilustreaza propagarea pana in
primul punct de focalizare.

z

122

[(/
AN

Figura II1.3: Fronturi de undi succesive ilustrind autofocalizarea
la propagarea intr-un mediu neliniar

D-)

"

Pentruwz > 7 (mai exact pentruwz € (5, ) U (47, 2r)) avem tan (w2) < 0
ceea ce implicd p > 0. In cuvinte, unda “primeste” un centru de curbura la stinga
. Inplus
d || 4 -1 50 111.105)
— )| = — _— T .
PR sin? (wz) (
ceea ce inseamnd cd unda se largeste. Dacdl remarcim ¢ wz > I specificd
punctele axei Oz aflate la dreapta primului punct de focalizare, atunci infelegem
motivul modificarilor de aspect pe care tocmai le-am glsit. Figura HI 4 ilustreaza
aceastd situaie.
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ZZ
22 4 %5

il

Figura I11.4: Evolutia fronturilor de unda dupa trecerea printr-un
punct de focalizare

=
(S M
Ny

9.2 Cazul mediului slab parabolic

In condifia unei unde plane (R — o) incidente asupra mediului neliniar, din
ecuatia (I11.69) obfinem

2
z
=41+ = II1.106
f + k2u)g ( )
deci
1 1df z

p fdz Kul+z2?
rezultat care apare mai convenabil sub forma
k:2'w + 22

p=—"———>0 Vz (11.107)
<

Este clar ci pentru z = 0 obtinem in mod consistent p = R = oo . In mediul
neliniar (2 > 0) avem p > ( ceea ce semnificd aparitia unui centru de curburi la
stdnga suprafetfei de unda, corespunzitor unei unde care sc difractd. Dupa (111.107)
unda redevine plani si n regim asimptotic (z — oo)!

Dinamica undei in sectiunea transversala apare din

d 22 — k*w}
IPI - 5

Pentru = -~ Awd raza de curburi creste (d—dz‘ |p| > 0) astfel incat unda sulera
o difracjie continudi pe masura propagirii. Este de remarcat ¢a pe intervalul

(0, kw3), in opozitie cu informatia pe care o extragem din ceca ce ain
numit imagine staticd, variajia curburii frontului de undd urmeaza o evolulic
ascmanatoare unei focalizan.

133

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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9.3 Cazul aproximatici endulatorii

Ne ocupim si de aceastd datd cu efectele resimtite de cadtre o unda pland
(R — oo in planul de intrare) ca urmare a propagdrii in mediul neliniar. Din
ecuatia (I11.101) avem

1
f::l:—‘/fé\/1_+A+(1—A)cos(2§)

astfel, {indnd cont si de (111.70)

1_ £v2 LKz d (£ A cos
;—\/1+A—|—(1—A)cos(2§) I(Odf(ﬁ\/1+A+(l A) (25))

B 1 C[Ke (11— A)(=2sin(29))
_\ﬁ+A+(1—A)cos(2£) Ko 24/1+ A+ (1— A)cos(2€)

:_\/E_ (1 — A)sin (2€)
Ko 14+ A+ (1~ A)cos(26)

Punénd rezultatul intr-o forma mai convenabila unei discutii gasim

B Ko 1+A+(1—A)cos(2¢) \
= —\/;2- = A7en 2 (111.108)

Este vizibil c@ in absenta neliniaritafilor (K, = 0) frontul de unda ramane
plan (0 — 00) ceea ce probeazi consistenta rezultatului. In plus, faptul ci
inegalitatea 1 + A + (1 — A) cos (2§) > 0 este valabild oricare ar fi valorile A i &
face ca schimbarea semnului algebric in (I11.108) si poata rezulta numai datorita
numitorului (1 — A) sin (2€).

Pomind de la expresia (II11.108) si folosind tabelul (111.102) putem demonstra
cd valorile lui A conduc intr-adevir la cele trei cazuri sistematizate la pag.130.
Astfel:

a) dacd A = 1 atunci, independent de pozifia pe axa de propagare, p 0
ceea ce aratd conservarea geometriei fascicolului ca gi cum propagarea ar avea loc
intr-un mediu liniar;

b)dacd A < 1 atunci p < 0 (la intrarea in mediul neliniar sin(2£) > 0) ceea ce
inseamnd ¢ frontul de unda primegte un centru de curburi la dreapta prezentind
imaginea unei unde care focalizeazi. Pentru ca aceastd imagine staticii si fie
sustinutd gi de procesul de focalizare, in acord cu punctul (ii) de la pag.130, ar
trebui ca |p| si scadi cu z.
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Pentru a verifica acest lucru s punem A = 1 — p? < lcup € (0,1) . Avem

\/T(o }—f—’k + cos (2€) Ko 3 — 14 cos(2¢)
p=—y/=2. — 0
K>

sin(26€) VK,  sin(26)
K, ;1; — si112§
Z—\/—'—— I11.109
g Ko sin€cosé ( )
Cum 1in acest caz p < 0 '

d K, d - cos (2£) +sin? ¢

— ol = ([ (p) = (I11.110)
dz Kydg sin“ £ cos® £
d

E <€ 1= 7 lp| <0 (1I1.111)

Deci, pentru A < 1§i £ < 1 avem p < 0 1n timp ce |p| scade cu z. Aceste
date arata cd procesul de focalizare a undei incepe imediat dup intrarea acesteia
in mediul neliniar.

c) Pentru a verifica ultima concluzie de la pagina 130 si anume cea legata de
efectul condifiei A > 1 vom pune A = 1 + p?>1 cu p real ( de aceastdi dat
valorile lui p nu mai sunt limitate ca in cazul precedent). In locul lui (II1.109)
obtinem

B K, —;25 — 1 4 cos(2€) Ko ;lg' + sin? ¢
p= K, sin(2€) ~ VK, sinfcos¢

in consecinta, pentru valori mici ale lui & (imediat dupi intrarea in mediul
neliniar) relatia obfinutd conduce la imaginea staticd a unui fascicol divergent!

Mai departe
d Ko d  —2rcos (26) +sin’¢
Zpl =4/ 22 (p) = — . (111.113)
dz Kod€ sin“ € cos* ¢

>0  (IL112)

Numitorul din (II1.113) este pozitiv asa incit, daci
1 .
— — c08(2€) +sin*€ > 0 (111.114)
p

atunci la intrarea in mediul neliniar si precedent procesului de autofocalizare, unda
"schifeazd” o divergentd (in acord cu prevederea punctului (iii) pag. 130).

9.3.1 Trasaturi generale

Aspectul caracteristic al modelului ondutatoriu este c¢d dacda A # | atunci
propagarea in mediul neliniar este insotitd de procesul de autofocalizare periodica.
Din conditia de periodicitate (vezi ecuatia (111.101)) functia f igi atinge minimele
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HI. Autofocalizarea fascicolelor de lumind

la intervale A€ pentru care
2AE =27

Distanta de autofocalizare este
F=Az=m— (II1.115)

in mod concordant cu rezultatul dedus in cadrul aproximatiei de optica geometrica.
Superioritatea modelului ondulatoriu este legatd de indepartarea divergentelor
de cAmp. De exemplu, pentru cazul unei unde plane, prin (II1.101), obfinem

2 =min(L,A) #0 (I11.116)

min

ceea ce conduce la marginirea valorilor amplitudinii.

Tema 1.3 Slabililiexpresia f2,, in cagud generalin care undo incidenls are cordenra R.
Precigali dislanta (ualoarea lui 2) la care are loc prima focalizare (considerali A < 1).

10. Cazuri integrabile compatibile cu
WKB (fibre optice neomogene)

Tehnica pe care am construit-o pentru a studia propagarea in medii parabolice
poate descrie §i cazuri mai complicate. De exemplu, putem dezvolta analiza unor
medii in care indicele de refractie descrie o neomogenitate:

1. conica;
2. liniard.

In ambele cazuri este vorba despre o generalizare a formei indicelui de refractic
in cadrul cireia K, = Ky(z).

10.1 Medii cu neliniaritate conicit

Pornind de la expresia: n? = Ky — Ks(z) - r%, cazul care ne intercseazi este
caracterizat prin

Ky = ct (independent de 2) (I1.117)
Ky
K, == —=
2(2) (1+.az)?

Ca gi panad acum, mediul neliniar ocupd semiaxa z € [0, ). Din (111.117),
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Cazuri integrabile compatibile cu WKB (fibre optice neomogene)

pentru « > 0, condifia n? = ¢t implici

K() — 1l2
=1 —_— 11.118
r=|1+ «z| Ko ( )
Pentru n = ct ecuatia (I111.118) defineste un con avand vérful pe axa Oz in
punctul z = “er Aceasta situafie explici denumirea datd unui asemenea tip de
mediu.

Sa notam ca potrivit condifiilor (I111.117) propagarea are loc dupa un vector de
unda de modul constant (1 a carui direciie este prin definitie paraleld cu Oz).
Pentru condifiile specificate, ecuafia (I11.53) devine

— + = 11119
f Ky - (1 + az)2 k2w3f4 ( )
O expresie mai simpla se obfine folosind substitufia
K
£ =1/=2(1 + az) (111.120)
Ky
pentru care calculam
d Ky d
dz ~ V Ky “de
-_— = o —
dz? Ky  de?
astfel incat (111.119) devine (derivarea se face in raport cu &)
vl A
r__ 1,2 (11.121)
f pre o
in care am introdus nctatiile
| Ko
= /| — [11.122)
b Ko (
Ky
A= ————
Kok?wia?

in conformitate cu specificul tehnicii WKB trebuie si reducem ordinul derivirii
in (11 121).
Incepem prin a scrie (111.121) sub forma
,,;'_’ -2 gy A,{.’ -2
Pl M _f_ (111.123)
f f
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1. Autofocalizarea fascicolelor de lumina

si apoi apelam la transformarea
f
F=— (I11.124)
VP

Drept urmare, al doilea termen din membrul drept al (111.123) devine ;\—4 sl
totodata avem

€f = F'\/EE+%\/§F (111.125)

2 " [ ﬂ \/B 3
—f = F +F - - F—/¢§?*
al = FVBE \/; ¢
de unde, membrul stang al ecuatiei (I111.123) devine
BELf o LF [ EF 1
f i =pB°{€ fa + 7 1 (111.126)
Punand (III.124) si (I11.126) in (I11.123), obtinem
2 1
§2d F+£—d— '——(i.— A (111.127)

—)F +
é- é‘ ,82 4 ) ﬂ2F3
Este evident cd daca operatorul 5 £l 4 ar putea firestrans ("impachetat”) Ia

o expresie de forma -2 dnz’ atunci ecuatla (111.127) ar asuma forma ecuafiei intalnite
in studiul aproximatiei ondulatorii. Tocmai o asemenea restrdngere provoacd
schimbarea de variabila

E=expn < n=In§ (111.128)
Prin calcul direct
4 _ li_ex( )d 1,129
d? d d?
el exp(— ) )—) = exp(— 2'/)[—— + d”)]
deci
, d? d d? ,
— 1.130
£ 72 $TE & ( )
Operand schimbarea de variabil3 in ecuatla (I11.127) obfinem
" A
F' (= -~ = — =0 [1.131
e 7 ) T ( )
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10.1.1  Mediu conic cu focalizare periodica

Daca
1 1
— —=>0 I1.132
ks (I.132)
(ceea ce inseamna 3 < 2) atunci folosind substitutiile
A
Ag = 5 (111.133)
-
— F
F =
Vo
_ 1 1
vom pune (II1.131) sub forma
_n - 1
F +F~? =0 (111.134)

care este identicd cu ecuatia (II1.74) obtinutd prin modelul ondulatoriu. Din
(111.122) si (I11.132) conchidem ca daci factorii de structurd ai materialului satisfac
inegalitatea

Koo < 2Ky (I11.135)

atunci propagarea va urma (I11.134) fiind insofitd de autofocalizare periodica.
Observatie: Coincidenta fowna'é a ecuatiilor (JJJ.134) si (JJT.74) nu

atrage si identit xtea fenomenelor actuale de propagare. Acest
lucru devine clar atunci cand tinem seama de felu' n care
ecuatiile coincidente se raporteazd la variabila 2. Dacd tn cazul
ondulatoriu este suficien’r& rescalarea intermediatd de ecuatia
(JJ3J.70), pentru mediul conic trebuie sa efechf\c‘im doi pasi: o
+ransformare logarifmicé (vezi (JJT.128)) si apoi o translatie

(ecuatia (JJT.120)) combinata cu o rescalare.

Diferen{a pus3 in eviden{a prin observatia precedentd poate fi subliniati i prin
nivelele diferite de complexitate matematicd a expresiilor finale. Ca exemplu

putem s3 comparim unele constante de integrare. Dupd inmultirea cu 2F i
integrare, ecuatia (I11.134) devine

("F’)2 oLy (111.136)

—)
]
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111, Autofocalizarea fascicolelor de luming

Tindnd seama de (111.124)

_|z=0 =

|-

2 1l _
I \‘/ (%) B . (111.137)
2=0

1
Prin (I1L.120) , (II1.133) , (II.129)

7 - 4%_ 1 d( )
' VRo /5 -1 dn \ VBt

incét la z = 0, unde L'

ﬁ—f 73]
‘A
Daca tinem seama de ecuatiile (III. 122) putem scrie

A= K20 . 1
o K0k2w3a2 -

i
si

B\ _ 1
A= —— = A,
(a k2w a?
Astfel incét (II1.136) impune

1

1 VA, 1

T +\/1 = +
I

(-3
- (111.138)
~1 \/Ac(ﬁlz—l) aR 2

4
in timp ce cazul ondulatoriu (cu un A de structurd diferitd de cel din (111.1
dat

1
__2.__
:0

22)) a

1 11
Co=—=+VA+=
T VA RVA
Tema 1.4 eaodawdcabu/e/e /aw,aat&awﬂha{‘wc[amﬂ<26&mﬁ:lawd

nolaliile

9 1
v = 7 (111.139)
140
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1 1\ )
M= (— =] +tAt++’
((.Y.R 2> FAet+y

Mhﬁhﬁﬁ@m{l&{ﬂﬂﬂ./nz// de donie dub forma
e =¢ { H‘) . <—1— - %) sin (2yIn &) + (1 -

2y° v

I
272) cos (2 ln 6)]
(111.140)

Tema LS fnwmwmmwww
{WW&WM , dislanta de aulofocalizane) pentru cagud undei plans (R —

10.1.2  Mediu conic firi periodicitate

Parametrii de structurd a1 mediului pot invalida inegalitatea (111.132). Acest fapt
conduce la absenta fenomenului de autofocalizare. Pentru a studia aceasta situatie
sd introducem

>0 (111.141)

2
Il
==

1
7
Astfel (I11.131) devine

F' =~4*F + (111.142)

pFs
Nimic nu ne impiedica si tratdm (1I1.142) in maniera folositd pentru studiul
aproximatiei ondulatorii. Inmultind cu 2F" si folosind substitutia Q = F2 gisim

iQ = 2/712Q2 + CoQ — Ao (I11.143)
unde
= % (111.144)

Presupunind (fard verificidri explicite) cd radicalul din (I11.143) satisface
conditiile impuse de o substitutie Euler, vom pune

VYR +CoQ — Moo =1(Q — A1) (I11.145)

unde ), reprezinta una dintre radacinile reale ale polinomului de gradul doi in Q.

Gisim
/Q As |
t = +t [11. 146
Y By ( )
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111, Autofocalizarea fuscicolelor de luming

’)/QAZ — t2)\1
©= e
de unde
0 =2y 22Ny
S = &Y ( 2 t2)2
()\2 — )\1)

VPQ +C0Q — Ao = 775357

Cuprinzand toate efectele transformdrii in (II1.143) vom avea

dt
[#=a= ]
v2 —t
Partea stanga se integreaza prin descompunere in fracfii simple

1 A N B
Y-t y—t 4+t

de unde
A=t =B
2y
Astfel
t+
In t_—Py =2m+C
sau
4
t= th —
¥ co 5
unde am notat
=2y + C

Cu ecuatia a doua din (II1.146) obtinem

At A A=A
A

cosh ()

Constanta de integrare C) trebuie etalonati folosind conditiile inifiale.

(111.147)

(111.148)

(111.149)

(111.150)
(1IL.151)

(111.152)

(111.153)

Tema 1.6 gWMMWWWWW{R - OO/

demonstrali o snlicdia finalis neperiodic de

. 1
f‘) = £ [cosh(yIn€) — o sinh (y1n €)
Y

2

&~
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Cazuri integrabile compatibile cu WKB (fibre optice neomogene)

10.2 Medii cu neomogenitate liniara

In aceasti sectiune vom ilustra o maniera diferit4 de exploatare a ideilor de baza

ale tehnicii WKB. Expresiile care contribuie la constituirea lui n? sunt
Ky = ct (independent de 2) (I11.155)

Ko(z) = Ko(l + az)
iar potrivit lui (II1.53), ecuatia pe care trebuie sa o tratdim are forma
f_”__Kgo-(1+aZ)+ 1
f Ky k2wj f4

Prin studiu se ajunge la concluzia ca aceastd ecuatie nu poate fi integrata decat

in cadrul aproximatiei opticii geometrice (k — 00) al cérei efect concret consti in
eliminarea celui de-al doilea termen din membrul drept. Vom introduce

(1I1.156)

£ = a(l+ az) (I1.157)
d d
1 = aa(—i—g—
d2 B o o d2
iz - va @
ceea ce aduce ecuatia (I11.156) la forma
i K€
F T Ky2d®
O simplificare suplimentara apare daca alegem
Koo
a’ = Koo (I11.158)
astfel
f"+&f=0 (I11.159)

Este extrem de probabil ca, fard nici un alt pas intermediar, s3 identificim
(111.159) drept o ecuatie Bessel. In locul acestei observatii, vom admite ci asupra
ecuatiei (1I1.159) trebuie sd actiondm cu mijloace generale.

Incepem prin a efectua transformarea de functie

f(€) = EF(E) (111 160)

care, punind explicit variabila’ ¢ in factor, permite exploatarea tehnicii fuctorilor
de formda. Cum

f TR
oot DETER ¢ 2 4 R
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HI. Autofocalizarea fascicolelor de lumind

ecuatia (I111.159) devine

; ~1 '
F + 2§F’ + (g + t—(t?—)) F=0 (111.161)
Apoi schimbam variabila
oy _ €
E=wul &= u=1/—
w
Efectele se vor face resimtite prin
d ul‘yi
d¢  wydu
d? 1 2(1—y) d? 1oy @
- = “__ 4 (]1— y
e~ (wy) [" gz T v
d
14 _ ¥ w8
€de ~ (wy)y  du

Ficand substitutiile necesare in (II1.161) si inmultind cu «2®=Y (wy)* ajungem
la

LF =0 (111.162)
unde prin L am notat operatorul diferential
2 1+y@2t-1)d o[ a0 tE-—-1)
L= — Y= I11.163
du? + u du + (wy)” w4 wlu? ( )

Recurgind la tehnici standard, cei trei parametri pe care i-am introdus (2, w, y)
trebuie sd permiti stabilirea solutiilor ecuatiei (111.162). Avem insi la dispozitie o
cale mai simpla (cea care se utilizeaza in mod real in asemenea situatii): folosind
un tratat de referin{d pentru functii speciale (de ex. Abramovitz & Stegun),
identificdim o ecuatie diferentiald spre care am putea restrange (111.163) alegand
valori convenabile ale parametrilor. Pe o asemenea cale gisim operatorul Bessel

d? 1d p?
LBessel = -+ —-—+ (1 — P_) (1”164)
Uu

care admite ca solutii functiile Bessel (cilindrice) de ordinul p: Jy.,,.
Valorile parametrilor ¢, w §i y se determind pe baza urmétoarelor identificari
I1+y((2t—-1 1
yl ) _ —=l+y2t-1)=1

U U

W = ] = 3’-’/,_,,2 =0
woyu = { wWhy? == 1
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t(t—1)y p? A

Sistemul algebric precedent are o singuri solutie

3\ ' 9 1 1
astfel incat ecuatia (I11.163) devine
d? 1d 1
LF = |— + —— 1-— )| F= X
[ T +  du + ( 9u2>] 0 (1I1.166)

solutiile fiind reprezentate de functiile Bessel J..1 (u).
Observatie: Pentru comparatie, este interesant s& amintim ca:

a)studiul ecuatiei Scl'\rédinger radiale face apel la functii Bessel
(sferice) de indice semiintreg)
biteoria scalard a difractiei apeleaza la Jo
c)studiul propagdrii thtr-un mediu cu refringentd neliniard de
tipul n? = Ky — K20(1 + az)r2 recurge la functii Bessel de
indice real, Tn par’ricular :I:%
Teoria generald ne asigura cd cele doud functii Bessel sunt liniar independente,
astfel incét solutia generald a ecuatiei (I11.166) este

F(u) = arJy (u) + azJ_1(u)
Asadar , intorcandu-ne spre functia f(£) avem

F&) = AVe -, (%JE) + Ap\/E - J_ (%ﬁ"“) (I1L.167)

Dupd cum se vede, expresia (II1.167) contine (numai) doi coeficienti
nedeterminati ceea ce permite utilizarea cu succes a conditiilor

f|z=() =
ﬂ|;:0 -

o

(111.168)

2=0 R

Este interesant de observat ¢ am reusit integrarea ecuatiei (111.156) in “spiritul”
metoder WKB fard ca in prealabil s3 fi apelat 1a o reducere a ordinului de derivare
(faptul este remarcabil chiar dacd reusita este restransd la aproximatia opticii
geometrice A —-» oo!).

Explicajia formald a acestui fapt surprinzitor este legatd de faptul cd ecuatia

1
/
f
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1. Amofocalizarea fascicolelor de lumina

(111.159) este liniard. Ea este un caz particular al formei
=y’ + p(a)y 4+ q(z)y =0
in care
p(z) = 0
q(z) = o

Ori, acest gen de ecuatii poate avea cel mult doud solutji liniar independente.
in plus, daca p este semiintreg (p = 2&1), solutia J, se exprima prin funcii

elementare
2 1 1
Jamn (x) = [ — [Pn (—) sinz + Q, (—) coS m]
2 T x xr

unde P, (1) i Qn () sunt polinoame in (7). .
In sectiunea urmétoare vom incerca si explicdm aceste lucruri pe o alta cale.
10.3 Relatiile de recurenti ale functiilor Bessel

Atunci cind am stabilit ci solutia ecuatiei (I11.166) se exprima prin doud funciii
Bessel ar fi trebuit de fapt sa spunem ci solufia se exprima prin “cel putin doud”
functii Bessel deoarece, din cauza legéturilor care exista intre aceste functii, odata
implicate, ele pot apérea intr-un numaér oricit de mare! Acest lucru reiese clar din
expresiile urméatoare

2,
f@@):.%AM+J4m) (111.169)
d

—25*]?(“) = Jpr1(u) = Jp-1(u)

Este limpede ca ele exprimd niste relatii de recurentd. De exemplu, prima
relaie ne permite ca in orice moment s3 inlocuim o functie Bessel (de exemplu
J»(u)) prin alte doudl specimene de indice vecin. Daca asemenea inlocuiri sunt
efectuate in mod repetat atunci numirul de functii Bessel diferite creste fara nici o
constrangere.

A doua relatie de recurentd din (II1.169) exprimi aceeasi proprietate de
substitugie cu privire la functiile Bessel care s-ar afla sub operatorul de derivare.
La o privire mai atentd notdm ca aici avem de fapt ceva mai mult: aceasta relatie de
recuren{d exprima o “reducere a ordinului de derivare” (in contul indicilor). Prin
utilizarea ei in (111.166) putem obtine in locul unei ecuatii diferentiale o ecuatie
algebricd. Astfel, motivul reusitei de a rezolva ecuatia de propagare in spiritul
tehnicii WKB poate fi legat de structura functiilor Bessel care asigurd o reducere
“tmplicitd” a ordinului de derivare.
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Cazuri imtegrabile compatibile cu WKB (fibre optice necomogene)

Pomind de la expresia operatorului Bessel, vom ilustra modul in care apare o
asemenea recurentd speciala. Introducem notatia

d
J' = d—qu
si calculdam direct ecuatia la care se supune J’. Derivand
Lpeoset - Jp = [dcf; + %% + (1 - 52)} J,=0 (I11.170)
gasim
d? 1d - p? , 2p
[m+z@+(l—ﬁ)]J ——J +—J,=0 111.171)

Pentru Jp, i J,_1 avem

(2 1d (»+1)%)]
Rl QM) —
du? +udu + ( Jpr1 =0

-

(42 14 (p—1)*\]
— ] — — J_1=0
du2+udu+< u? -1

-

din care, daci le scddem gi rearanjam termenii, ob{inem

d 1d p?
[ﬁ oot (1 - @)‘ (Jp+1 — Jp-1) —

e 2
S bk = L Uy + Jp1) =0 (IIL.172)

2
u
Prin comparatie, ecuatiile (111.171) si (I11. 172) spun exact acelasi lucru daca

Joa1 + ey = —all, (I1L.173)
u
d
J;H-l - Jp_l = C!J’ = QRJP
unde « este o constant arbitrara.
Pentru « = —2 obtinem identitatea ecuatiilor (111.173) cu relagiile de recurenia
(111.169).

10.4 Demonstratia exacti
Argumentele sectiunii precedente sunt o ilustrare a proprietdfilor tunctiilor

Bessel. In prezent vom da o demonstratie relagiilor de recurentd. Pomim de la
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1. Autofocalizarea fascicolelor de lumind

reprezentarea integrala a funciiilor Bessel

rig
1
Ju(p) = o / exp (ip cos w) - exp (inw) dw (111.174)

-

= %O/COS (psin B —nfB)dp

Tn timp ce prima linie din (1I1.174) reprezinti o expresie mai frecvent citatd, pe
linia a doua gisim forma intrebuin{atd chiar de Bessel. In plus, aceastd a doua
forma3 este i cea care ne foloseste pentru a deduce relatiile de recurentd. Astfel,
calculam

T

dipJ"(p) = —% /sin (psin B — nf) sin Bdf (il1.175)
0

in timp ce

Jerr(p) = 3u(p) = 3 [ leos (sin = (7)) — cos (psin g ~ k8)]
0

] (111.176)
Prin manevre simple ajungem si scriem (II1.176) sub formele
Jrir(p) — Ji(p) = (I1L.177)
2 [ : . o , r
= - /sm (psmﬂ (k + 5) ﬂ) - sin (——ﬁﬂ) dg
0
2 r . . T . T
= ;fsm (psmﬂ — (k + 5) ,3) - sin (Eﬂ) dp

0

Comparénd expresiile aflate sub integralele (I11.175) cu (111.177) gisim cd ele
coincid daci

NSNS
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ceea ce conduce la doud moduri de exprimare pentru integrala urmatoare

1 [ I
— /sin (psinf —nf)-sinfdp = —(—J,,L(/)) (111.178)
s dp

0

Jn+l(p) - J‘n.-—l(/))
2

Ultimele doua linii in (111.178) exprima relagia de recurenta pe care ne-am propus
sa 0 demonstram.

Tema L7 Polosind (999.169) caleulats cacficisntii care apan in (999.167) in acord o
condiliile (999.168). Exisle aulnfocaligare in acedl cap?

11. In final

Dezvoltarea teoriei procesului de autofocalizare a fascicolelor luminoase care
se propaga in medii neliniare (parabolice) a parcurs urmaitoarele etape:

— Scrierea ecuatiei Helmholtz in coordonate cilindrice pentru n,,; de tip
parabolic;

— Dezvoltarea aproximatiei WKB;

— Generalizarea tratamentului eiconal clasic;

— Exploatarea unor principii euristice in structurarea solugiilor admisibile,
al caror efect a fost si identificarea cazului remarcabil constituit de citre
fascicolele pseudogaussiene;

— Studiul aproximatiilor de optica geometricd, a raediului slab parabolic si a
cazului ondulatoriu; '

— Analiza unor structuri optice mai generale, care prezinta totusi
compatibilitate cu tehnica WKB.

Ca notd generald, fiecare etapd a implicat exploatarea unor instrumente

matematice elaborate controlate printr-o interpretare fizica ferma.
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B ;fli ransparenta indusi

(absorbtia saturata)

B o v ” —— PRSI LN ¥ T <Ll Sk B = 4l AR

Aspecte generale

Teoria absorbtiei (legea Beer-Lambert)
2.1 Coeficientul liniar de absorbtie

Deducerea legii absorbtiei pe baza teoriei cinetice

Efectul unui zgomot local .
4.1 Coeficientul neliniar de absorbtie

Dinamica locald descrisa prin ecuatii de rata
5.1 Forma coeficientului neliniar de absorbtie
5.2 Echilibrul dinamic la intensita{i luminoase mari
5.3 Specificul echilibrului dinamic
5.3.1 Absorbtia neliniari a sistemelor cu doui nivele de energie
5.3.2 Evolutia spre starea de echilibru in prezen{a unei intensitafi
constante

Functia de transmisie

Analiza ecuatiilor de rati

7.1 Solujiile ecuatiilor de rata pentru mtensntate constanta
7.1.1 Comutarea spre starea de transparen{d indusa
7.1.2 Rezolvarea ecuatiilor de ratd prin metoda matriciala
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1V TFansparenta indusda

7.1.3 Revenirea la absorb{ia de semnal mic
7.2 Dinamica neliniard descrisa prin ecuatiile de rata
7.2.1 Observatii introductive
7.3 Conceptele dinamicii neliniare
7.3.1 Etapal
7.3.2 Etapall
7.3.3 EtapaIll
7.3.4 Etapa IV
7.3.5 Etapa V
7.4 Laserul cu dou#l nivele de energie.
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Aspecte generale

1. Aspecte generale

Fenomenul absorbtiei saturate poate sta foarte bine in aceeasi categorie cu
fenomenul de refractie conicd, ”descoperit” de Hamilton prin intermediul unor
mijloace exlusiv teoretice. Cel mai semnificativ element de aseméanare consta in
aceea ci amindoud, prezentind o desfasurare pe cat de frapantd pe atat de lipsitd
de periculozitate, sunt parcd lidsate sa se produca in semn de omagiu adus unor
previziuni teoretice de exceptie.

In cazul de fatd (al absorbtiei saturate) este vorba despre o manifestare care
tinde pana la detaliu s@ confirme teoria lui Einstein asupra proceselor spontane si
stimulate prin care sistemele cuantice interactioneaza cu radiatia.

Observatiile experimentale au scos in evidentd faptul ca un fascicol laser nu
poate traversa un strat de colorant organic in solutie, decit dac3 intensitatea
luminoasa depiseste o anumitd valoare de prag. In caz contrar, fascicolul este
atenuat pe masura propagdrii, asa cum prevede legea Beer-Lambert. Aceasta
experientd simpld ilustreazd de asemenea gi faptul cad atunci cind fascicolul
reuseste si traverseze stratul absorbant, el nu prezint3 efecte vizibile de atenuare
(ceea ce explica cele doud denumiri la fel de acceptabile date acestui fenomen si
folosite in titlul capitolului).

Pentru a prezenta Iin mod sistematic mecanismele gi conceptele implicate in
descrierea procesului de absorbtie a radiafiei, vom urmari urmétorul plan:

e prezentarea teoriei clasice a absorbtiei;

e cfectele interventiei unui ”zgomot™ local;

e teoria absorbtiei bazata pe dinamica populatiilor in cazul sistemelor cu trei
nivele energetice;

e teoria functiei de transmisie (transparentd);

e analiza proceselor locale descrise prin ecuatiile de rat;

gy

2. Teoria absorbtiei (legea Beer-Lambert)

Scopul nostru prezent este de a urmari modelarea procesului de absorbgie in
versiunea fizicii clasice. Figura V.1 prezintd aranjamentul experimental pentru
studiul absorbtiei.

O radiafie monocromaticd i omogena avand intensitatea Iy (stationurd in
timp ), strabdtdnd un mediu absorbant suferd o scddere a intensitafii pe masura
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0

2 Mediu 1 Filau
1l

Meuldiu
neabsorbant

I, o

—-

r—- I(x) > I(xt+ Ax) Detector

Figura IV1: Aranjamentul caracteristic pentru studiul absorbtiei

indepartarii de planul de intrare. In figura IV 1, acest fapt reiese din aceea ca
Az > 0= I(z) > I(z + Ax)

Efectul atenufrii se misoara cu ajutorul unui fotodetector selectiv, agezal
perpendicular pe axa fascicolului.

Sa desemndm prin A variatia intensitdtii (stabilita prin conventie ca diferen(a
intre valoarea finald si cea ini{iald) ca urmare a traversdrii unui strat subfire A.r.
Datorita absorbtiei care are loc in acest strat

VAz > 0= Al =1(x+ Ax) — I(z) <0 (v

Deoarece Al este negativ, urmeaza ci expresia -Al (—=AI > 0) reprezintd
“scaderea” intensitatii pe intervalul [z, 2 + Az

S4 admitem ca fascicolul luminos are sectiunea normald S si ca mediul
absorbant este caracterizat prin n centrii absorbanti pe unitatea de volum.
Comportarea intensitatii I in interiorul volumului AV = SAu, cuprins intre x
si z + Ax (vezi Fig. IV1), prezintd caracteristici care pot fi anticipate pe cale
euristicd. Astfel:
e intensitatea I(2) nu poate fi influenfatd de extensia transversald .5 a

fascicolului, atunci cand fascicolul este omogen;
e sciderea intensitétii I (2) (adicd —AT) este in relafie de proportionalitate cu:

— concentratia centrilor absorban{i (Al ~ nyg), in tpoteza ¢a nu exista
motive speciale care sd sugereze necesitatea de a pondera elicacitatea
individuala a centrilor absorban(i; un contra-exemplu este ilustrat de cazul
grupdri zonale (cluster-izare);

— grosimea stratului absorbant strabatut ( A1 ~ Au),

— sectiunea cficace de absorbic o (- Al ~ o), care apate din taptul ¢ca
acfiunca unui centru absorbant de a captura un foton nu s¢ rezuma strict la
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feoria absorbtiei (legea Beer-Lambert)

pozitia si dimensiunile acestui centru, ci se extinde asupra unei vecindtii.
Anume, la aria (transversald directiei de propagare a fascicolului) egala cu
o , centratd pe elementul absorbant;

— intensitatea I (—AI ~ I). Aceastd proportionalitate este in legdturd cu
faptul ci atunci cand in zona de actiune a unui centru absorbant se afla
mai multi fotoni (datoritd unei valori suficient de ridicate a intensitaii),
absorb{ia creste.

Colectand efectele descrise, gasim relatia
— Al = IngoAzx (Iv2)
sau, dacd folosim (IV.1) putem scrie
I{z + Az) = I(2) - (1 — nooAz) (IV3)

Notd: Sa ne imagindm ca centrii absorbanti sunt distribuiti ca tn figura V2
$i cd actiunea lor de capturd este izotropd th volumul de raza 7. Este
evident cd sectiunea elementard de capturd este 0 = 71‘7‘2, iar volumul
stratului elementar (continand un singur “plan” de centrii absorbanti

care "obtureazd” fascicolul luminos) este egal cu 25r.

Figura IV2: Distributia centrilor absorbanti in cazul ngo < S

In situatia ilustratd, distributia centrilor absorbanti este suficient de
rarefia’ra pentru a nu acopewri comple’r avia S (fap’r vedat prin
inega“’rai‘ea ngo < .5). In asemenea situatie, ipoteza absentei
cluster-ilor este adevaratd si putem folosi —AI ~ ng. Un ca=z
opus este prezentat in figw‘a IV3 cand ngo > S. Acum, centwii de
absorbtie se afld in “concurentd” pentru a captura fom‘onii care strabat
aviile comune de actiune tncat relatia —AI ~ ny ar trebui corectata
™ mod corespunzdton

Modelele fizicii clasice sunt construite pe baza conceptiei potrivit ciireia toate
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2

Figura IV3: Distributia centrilor absorbanti in cazul ngo > S

fenomenele au drept cauza diversi factori proveniti din “exterior”. Din aceasta
perspectivd o relagie de forma —AI ~ I este ciudatd deoarece ea arata ca (cel
putin partial) fenomenul de absorbtie se genereaza din el insugi. De altfel, insasi
ideea cd un centru de absorbtie poate captura oricat de multi fotoni aflati simultan
in aria sa de actiune, pare excesiva. Pentru a intelege mai exact semnificajia relafiei
—AI ~ I, sirevenim la situatia ilustrata in figura IV2. Nu este dificil s observdm

cd marimea

ply, z) = nLSU = const < 1 (1V4)

exprima distributia de probabilitate geometrica (probabilitatea pe unitatea de arie)
pentru ca un foton sd nu strdbatd “grosimea” unui strat elementar format din
centrii de absorbtie, deoarece trecerea sa are loc printr-o zona de capturd. Daca ne
imagindm cazul a 2 fotoni, agezati intr-un fascicol omogen, este clar ca sansa ca cel
putin unul dintre e s fie absorbit in aria de capturd nyo se dubleazi. Generalizand,
pentru un flux omogen format din N, fotoni in unitatea de volum, probabilitutea

absorbtiei pe intreaga arie S va fi

Ingoc  I,ngo

P=(NgS)p= ~ Ingo (1V5)
hvv
in care Ny S exprimi numirul de fotoni ”dintr-un front de unda plana”, iar
I,=N ! 1V6)
n = V= — 4
d hv (

este intensitatea normatd (pe care o vom folosi mai tarziu). in cazul nostru, acest
numdr se calculeazd pomind de la energia W continuta intr-un volum SvA¢

W = wSvAt = NehvSvoAt = ISAt (= I,hvSAt) (IV7)
in care w este densitatea de energie iar v este viteza de fazd. Este clar ¢d numdrul
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Teoria absorbici (legea Beer-Lambert)

de fotoni din acest volum este
,

W
Nt()l, = }— = N,‘S’UAt ( = I"SAt) (lV8)
(274 '

iar, dacd vrem sd exprimdm numdrul fotonilor intr-un plan perpendicular directiei
de propagare (de fapt, numirul de fotoni pe unitatea de lungime luatd pe direcia
de propagare), avem

et NS (= 22 (Iv9)

Aceste consideratii ne permit sd desprindem urmatoarele concluzii:

e sectiunea eficace de absorbtie o aduce in discugie reprezentdri probabilistice;

e expresia —AI ~ [, fiind o parte eliptica a relatiei —AI ~ I nyo, nu are
un sens bine deterniinat cand este luatd separat. La rdndul ei, asa cum vom
vedea putin mai departe, relaia completda —AI ~ I ngo este in acord cu
prevederile teoriei cinetice a proceselor, care aratd ca o secfiune eficace de
proces multiplu (cu mai multi participanti) apare totdeauna impreuna (in
produs) cu concentratiile partenerilor implicati.

Obsevrvatie: Discufia precedentd aratd motivele pentru care substituirea

expresiei (JV2) prin

—AT = IkAx
se face " dauna infeligibi'ifatii schemei clasice de modelare a
absovbtiei.

Urmaérind in continuare sa ilustrdm rationamentul clasic care conduce la
obfinerea legii absorbtiei, nu vom aplica ecuatiei (IV2) trecerea la limita
(limz 0 ’%&IE = g—i-) urmati de integrare, ci vom prefera si aplicim expresiei (1V.3)
procedura inductiei. Astfel, scriind formal aceasta relagie pentru cazul unui strat
de grosime 2Ax gdsim succesiv

I(z +2Az) = I((z + Az) + Az)
= I(z+ Az) - (1 — ngoAz)
= I(z)- (1 — ngoAz)?
incét, generalizand, pentru un strat de grosime mAux
I(z +mAx) = I(z) - (1 — ngoAz)" (IV10)
Cregterea grosimii stratului ne deplaseaza din punctul 2: in 2 + mAw. Nimic
nu n¢ impiedica s admitem cd prin aplicarea succesiva a acestur procedeu am
ajuns exact la grosimea de strat L, a cdrui absorbtie doream s-o calculam. Accasta
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ipotezd devine adevaratd din momentul in care impunem egalitatea
L =mAz (IV.11)

Substituind grosimea de strat Az din (IV10) cu valoarea extrasa din (IV.11)
gasim

nooL\™
I(z+ L) =I(z) - (1 - )
sau, introducind o noud notatie prin
o= "ol (IV12)
m
obtinem
19 —nooL
I@+L)=I(z)- [(1 +go)¢] (IV13)

Rezultatul la care am ajuns poate nagte o singur incertitudine, legata de masura
in care esantionarea grosimii L (furnizatd de Az conform cu (IV.11)) este sau nu
grosierd, limitdnd astfel capacitatea expresiei (IV13) de a urmari in mod exact
variatia lui / . Aceastd eventualitate se poate elimina dacd "afindm” complet
intervalul L , impunidnd m — oo . Este ugor de vazut ca

m — 00 = (Az,p) — 0 (IV.14)

ceea ce ne permite sd invocdm un rezultat clasic, datorat lui Euler
Ve, lim (1 + 0)F =e ' (1V15)
Pe aceasta baza expresia (1V13) devine
I(z+ L) = I(z) - exp (—ngoL) (1V.16)

relatie care exprimd legea absorbtiei: intensitatea (aici I(x)) unui fascicol
luminos care trece printr-un mediu absorbant scade in raport exponential cu
grosimea L a stratului strabatut.

Notand Iy = I(0) si impunénd re-etalonarea

z—0;L -z
legea absorbtiei capétd forma sa obignuiti
I(z) = Iy - exp (—npoz) (IV17)
2.1 Coeficientul liniar de absorbfie
Tinta rationamentului clasic fiind atinsd, vom reveni la procedeele calculului
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Teoria absorblici (legea Beer-Lambert)

diferential. O prima relatie pe care o transcriem este (1V.2)

—dI(z) = I(a)ngodz (IV18)
Introducénd coeficientul liniar de ubsorbtie prin
k = nyo (IV.19)
avem
I(z) = Iy - exp (—kx) (1V20)

relatie care spijind definifia uzuala a coeficientului liniar de absorbtie (k reprezinta
inversul distangei la care intensitatea scade de e ori).

Remarcabil este ca relatia (IV20) ne permite s ddm coeficientului de absorbgie
si 0 definitie operatoriald prin

e (1v21)

forma p¢ care o vom folosi in studiul absorbtiei neliniare.

Nota: Dupi‘f\ cum putem remarca, forma (OV17) separa |egé'\hwa naturald a
intensitdtii cu Ny si 0, asa cum este ea pusa in evidentd in relatia (JV5).

Ca urmare, o integrala precum

Vi I
/I(a;)da: =2

nyo
0

are o semnificaﬁe_ obscurd. JIn mod opus, expresia
I(z)ngo
Iy

reprezintd distributia de probabili’rafe a procesului de absorbiie

p(x) = (1v22)

(probabilifaiea pe unitatea de |ur\9ime). Tinand seama de (O\17),
probabilifafea absorbtiei pe segme.n’ru' [0, .’L'A] este

L4
. I - Y4
Py = / —(J’I)ﬂdu: = exp (- nyox4) (1v23)
0
0

In mod evident, prolvulwi“iaiea caun f¢.|5‘;i¢:o| SO fi:: c.on\plul absorbil
des-aa |ungu| ?nh‘t:gii semiaxe pozitive este eq.alﬁ ca cerlifudinea. FPolvivil

expresiei (ON\23)

P, lim P’y | (1V21)

€Iy o
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Allernadiv
I(@)nge  1dl

pla) = = ——— (V25
p(z) Iy Iy dax ( )
mcat’
T Tl
P = /p(a;)da, =— [ —dI =
Iy
0 Iy

unde am tinut seama cd, din motive fizice, I, =0.

3. Deducerea legii absorbtiei pe baza
teoriei cinetice

Teoria cineticd a proceselor afirmd cad doi participanti (proces binar), avand
concentratiile c; §i co, pot genera interacii cu o rati (numdr de procese pe unitatea
de volum si secundd) care este proportionald atat cu produsul concentratiilor cat $i
cu valoarea medie pe spatiul vitezelor a produsului ov:

dn
— = ae (ov) (1V26)
unde, desemnénd prin f( 7, v, t) functia de distribugie complets, avem
(ov) = /cr'vf(?, v, t)dv (1V27)

in cazul unui fascicol de tip unda pland omogend, in care toti fotonii au aceeasi
viteza (fascicol monocinetic)

(ov) = ov (1V28)

Numirul de procese care au loc in unitatea de volum i timp poate fi estimat
prin variatia densitétii de energie

dn _ ldw - 14, dN -
&t hodt . hovdt'T Tdt (1v.29)

unde am folosit gi (IV7). Notand prin ¢, concentratia fotonilor (adicd ¢, = Ny,
in sensul relatiei (1V.7)), iar prin ¢, concentragia de centrii absorban{i ( ¢y = 1) §i
pundnd (1V.29) alituri de (1V28) in (IV.26), gasim
- d—I = (hov) ciey00 = ¢ (hvoNg)ov = ‘n()](rdi (1V30)
dt dt
expresie care echivaleazi cu (IV18).
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Ifectnd wima zgomot local

4. Efectul unui zgomeot iocail

Potrivit legii Beer-Lambert (in fond, datorita fenomenului de absorb{ie), intr-un
mediu absorbant, cu exceptia cazului nerealist I, — 00, nu este posibil sa gasim
0 pozitie & pentru care

I(.’L’) _>_ I() (lV3l)

Ca altemnativd, in scopul de a anticipa elementele care pot avea un efect in
saturarea absorbtiei, este instructiv sa presupunem ca in fiecare plan 2 = const
al mediului absorbant, sunt distribuite surse punctuale care emit izotrop (desi este
suficient daca emit in directia de propagare a fascicolului luminos), un ”zgomot
local” C(x) de frecventd w identica cu cea a radiatiei de intensitate I(xz). Pentru
moment nu este relevant sd explicim cum se poate realiza 0 asemenea distribugie
sau ce fel de sursa de energie ar consuma.

Este esential s3 sesizdm (vezi si schema din Figl'V.1) ca problema absorbiiei
se rezuma la relationarea valorilor intensitatii semnalului luminos de frecven{a w,
determinate cu ajutorul unui detector selectiv plasat in mediul absorbant la diverse
distante de planul de intrare. in acest context, gradul de coerenta al semnalului
luminos masurat este fard importan{a, motiv pentru care, in mod premeditat, in
descrierea surselor C'(z) am presupus ¢d emit ”zgomot” de frecven(d w.

Pe baza comentariului precedent, putem extinde ecuatia (IV.18) pentru a
cuprinde si efectul surselor C'(z)

—dI(x) = I(z)ngodx -+ C(x)dx (1V32)

Observatie: Facand abstractie de modul n care « fost construitd ecuatia
preceden’r&, ea ar putea fi interpretata drepi descriere a
propagavii simultane a doua fascicole avand aceeasi frecwmta
w. Dintre acestea, unul ar fi supus e.fe_cfe,lor absorbtiei Tn Hmp
ce al doilea, de intensitate C(.L) s-av dep'asa neatenuat, Este
|impede ca nici un mediu fizic nu manif st 0 asemenea anomalie
h comportare, incat acest tip de interpretare a ecuatiei (CN\32)

trebuie discreditat,

Scopul nostru este de a stabili caracteristicile lui ("(2:) astfel incat sd ob{inem o
saturare (sau o compensare) a absorbtiei ( efect descris prin condifia (IV31)).

Prin simpla inspectie, este limpede ca daca primul termen din partea dreapta a
relagier (1V32) reprezintd pierderi prin absorbtie (apardnd ca o entitate algebric
pozitivd) atunci, pentru a le compensa, trebuie s avem C'() - 0 (ceea ce
corespunde in mod firesc unui zgomot emisiv). Mai mult, conservarca valorit
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intensitd{ii se poate impune din (1V.32), prin conditia --d (2:) = 0, ceea ce implica
C(x) = —I(x)no
Cum aceastd relatie trebuie si fie valabila in orice punct z, atunci pentru 2 == ()
C(0) = —Ipngo

Remarcand ca potrivit expresiei (IV16), scaderea exponentiala este delocalizata,
putem observa ca un zgomot constant de valoarea

C(zx) = C(0) = —Iynoo

este suficient pentru a compensa atenuarea produsa prin absorbtie.
Aceste concluzii sunt confirmate prin rezolvarea ecuatiei (IV32) care se face
prin metoda variatiei constantei. Solutia ecuafiei omogene, pe care o0 scriem

I(z) = A(z) - exp (—ngoz) (IV33)
pune la dispozitie
I' = (A" — ngo A) - exp (—ngoz)

expresie care, folositd in ecuatia neomogend, conduce la
r
A(z) = — / C(2') exp (ngoz’) da’ + const (1V34)
0

Comparénd (IV33) cu (IV20) pentru 2 = 0, constatim ¢ A(0) = I,. Pentru
acelasi punct, ecuatia (IV34) devine

xz

lim A(z) = — lim / C(a') exp (ngoz’) da’ + const = const

z—0 x—0

0

const = I
Forma finala a solutiei ecuatiei (1V.32) este
I.
I(x) = 1y - cxp (—nyox) — / C(2") - exp [—npo (x — &) da’ (1V35)

0

unde am folosit o aranjare care faciliteaza interpretarea rezultatului. Asticl:

e in lipsa zgomotului (C'(x) == 0), ecuatia (1V.35) coincide cu legea Beer-
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LLambert;
e pentru zgomot constant, solutia devine

I(z) = Iy - exp (—npox) — e [1 — exp (—ngoz)]

de unde, pentru a satisface condiia (1V.31)
- C 2 I()‘IL()O' (IV36)

ceea ce confirma anticiparea potrivit cdreia, pentru compensarea absorbiiei,
zgomotul trebuie sa fie de tip emisiv.

e dacd desemnam intensitatea emisici locale prin £(z) = —C(z) , atunci solutia
(IV.35) poate fi interpretatd in mod direct: intensitatea in oricare punct z este
datad de valoarea intensitatii [, atenuate potrivit distantei x, la care se adauga
suma tuturor emisiilor avand originea in punctele 2’ , aparjinand intervalului
[0, 2] , §i care sunt de asemenea atcnuate corespunzitor distantei (22 — 2’).

Tema L1 Demonsbrali o dacs in dolidia (U35) folosim un ggomot do forma
C(z) = C (ax)™ (IV37)
in care v indervine din ralivni de adimentionalizare, condilia (MU.31) esls respectals
alonci cind
— C (az)™ > Iynyo (IV38)
Sugeslie: fwéwawawlaéa

. . ] " ——k.L
/ y" - exp[—k(z —y)|dy = ) .U?'“ Z ( — exp (—kx)

0

4.1 Coeficientul neliniar de absorbtie

Pomind de la ecuatia (1V32), putem introduce coeficientul neliniar de absorbtie
al mediului ”zgomotos” facand apel la aceeasi definitie operatoriald (1V21),
folosita pentru cazul mediilor liniare

1d “’ )]
A:,“.l - ~—~(——£. L. 'Il,()fT { £ ( ) A __ (( )

I(xz) 1(x)
Faptul ¢ in orice loc, valorile lui &, depind in mod explicit de tdria cdmpului
luminos (prin intensitatea I(x)), justificd plasarea fenomenului de absorbtie
descris de (1V.39) in domeniul de interes al Opticit neliniare.
Daca ne plasdm in cazul zgomotului constant $i {inem seama de inegalitatea

(1V39)
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(1V36) (C < —Iynyo), atunci
Fnet <0 <Kk (1V40)

ceea ce inseamni cii absorbia neliniara este mai mica decat cea liniard (ko < k),
sau chiar, ¢ suntem in prezenta unei absorbtii negative (k,; < 0), fapt care indica
amplificarea radiagiei incidente.

Desi discutia mediului ”zgomotos™ a fost strict ilustrativd pentru mecanismul
care poate conduce la limitarea absorbtiei, trebuie sd subliniem ca mediul pe care
tocmai 1-am studiat confine caracteristici artificiale, responsabile de introducerca
unor consecinfe bizare. Astfel, in (1V39), efectul neliniar ar deveni din e in cc
mai putemic (kpe ~ ?—'((;f)) — —00) pe misurd ce intensitatea semnalului luminos

intrebuintat s-ar reduce (ly, — 0 = I(z) — 0), ceea ce, in mod evident, este
imposibil.

5. Dinamica locala descrisa prin ecuaftii
de rata

Cunoscand comportarea spatiald impusa de absorbtie oricarui cAmp luminos
stafionar, sd trecem la analiza mecanismului local care std in spatele acestui
fenomen.

Deoarece primii §i cei mai importanti absorban{i saturabili sunt colorantii
organici (in solufie), vom avea in vedere structura acestora. Interactia cu radiatia
electromagneticd se bazeazd pe o schemi energeticd cu trei nivele, ilustratd
in Fig.IV4. Prin absorbfie rezonantd de radiatie, nivelul energetic superior
se populeazi pe seama scaderii gradului de ocupare a nivelului fundamental
(fenomenul este posibil dacd F3 — Ey = hw).

n
n 3
= n
32 2
I ;3 I
n,o n.,g
! a3 n
1
n,

Figura IV4: Schema nivelelor energetice ale unui absorbant saturabi!

C)lism'\uiqiu: ])lu.’.;\ volu»nu' (l"" Liul'\ﬁnu ([[V :-‘i:'h'.n\‘_-, -.“l\h'c (NI l[Nl Sc
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Dincamica localid descrisa prin ecnatii de raid

aﬂé pe starea 1", (1_1\7_2 pe starea "0 si (U—V.:; pe starvea "oy
(AN 4-dN, + dN4 = dN), atunci
dﬁi i
C; = W,’L: 1,2,3
exprima concentraliile acestor sisteme pe cele trei stavi de
energie, iar
3 —
E ( —dN)
ng = ¢ (=
1%
i=1
concentratia totald a sistemelor. In aceasta situatie, numerele
G dN; )
nj=—(=—),1=1,2,3 (Iv41)
T dN
reprezim‘c‘i populatiile normalizate ole celortreinivele de energie.
Intre aceste valowi are loc relajia evidenta
3
E n; =1 (IV42)
i=1
Aplicédnd relatia (IV26) la condifiile care ne intereseazd vom pune ¢; = ny,
¢, = Ny. Tindnd seama de (IV.7), putem exprima rata absorbtiilor sub forma
dn .
— -~ nygoNrv = Lngo (1V43)
dt ’
Esle evident ¢a rata proceselor de absorbiie este egala cu rata scaderii populatiei
nivelului fundamental, adica

dn dey
—_— . — V44
dt dt ( )
incat
de) _
— = L ngo 1v45
It 0 ( )
ceea ce, exprimat prin populajil normale inseamna
dn ,
7“-' - 1 (1V40)

Daca aplicim riguros relagia (1V.26), atunet forma corectd a pargit drepte a relaici
(IV4S5) este  ngnyo  Asttel, se vede ca forma - 1,0 din (1V46) este valabila
numai atunci c¢ind, datonta valori mici a intensitdgii luminoase, absorblia este
nesemnilicativa i rno = iy = ().

len
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1 Transparesia indnsa

In concluzie, rata de scadere a populatiei nivelului fundamental, ca urmare a
absorbtiei este

dn,

dt
Asa cum aratd Fig.1V4, exista 5 procese importante, care influenteaza gradul de
ocupare al diverselor nivele energetice si, totodata, populatia fotonica de frecven(a

w (intensitatea luminoasd). Acestea sunt:

e Absorbtia rezonantd, care transferd sisteme din starea fundamentala pe
starea excitatd "3, curata n o/, fapt deja discutat in legatura cu relagia (1V47).
Scadeni populatiei stérii fundamentale it corespunde o crestere corespunzatoare
a populatiei nivelului ”3”

= _'n'ICTIn (IV47)

’717’

dn.
d_ts =nol, (I1V48)

e Emisia coerentd, care este un proces invers absorbtiei rezonante. Daca
desemndm prin @ sectiunea eficace de emisie coerentd, vom putea exprima
ratele opuse

dny

dn 51 (1V49)
— = n ) .
dt JU 14,

in timp ce numirul de fotoni creste corespunzitor relatiei (1V.44). Pentru nivele
”inguste” de energie,oc = 7.

e Emisia spontand, care depopuleaza nivelul ”3” in favoarea nivelului
fundamental, fird a avea un proces oglindd”. Daca 73, desemneaza timpul de
viatd al stdrii ”3”, atunci rata depopuldrii produsa prin emisie spontana este

dny 13

E = -;; (IV50)
Cu urmare

dny  ny

dt T

e Procesele de dezexcitare neradiativd care implica nivelele (3,2) si (2,1). Ratele
de schimbare a populatiilor afectate sunt

dng 1y
dt B Tuo

diy 1o

—_— — = (IV51)
dt Ty
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Dinamica locald descrisd prin ecuatii de ratd

si au drept perechi

dny  ny
dt N T2
dry )
— = — (IV52)
dt T21
Cumulénd rezultatele precedente gasim
d: 1 1
il —nyol, +no— +ny (— + EIn>
dt T21 T31
dns 1 + 1
dt o Ta
d: 1 1
s _ mnol, — ng (— + — +51n> (IV53)
dt T31 T32

care reprezintd sistemul ecuatiilor de rata pentru schema de nivele din Fig.IV4.
Aceste ecuatii se completeaza cu:

e relatia (1V42), motiv pentru care cele trei ecuatii de ratd nu sunt independente;

e conditiile initiale (functie de caz);

e relafia care (in mod aparent) exprimd variafia intensiti{ii luminoase (vezi
(IV.28) pentru dimensiuni)

d .
—I, = —ngnyol, v+ ngny 2 +ol,v
dt 731
_ n3
= fyu [(ang —ony) I, + —J (IV.54)
T31

nyo,l; n3dI,

. <
- 1
n lolIl “20111

Figura IV5: Tranziiile posibile intr-un sistem cu trei nivele de
energie
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1 Transparenta indusa

Tema 1.2 Sorieli ecucliile do rals pentrue procesele idustrate in Big V5.,

5.1 Forma coeficientului neliniar de absorbtie

Asa dupa cum sugeram in finalul sectiunii precedente, relagia (1V.54) nuexpnma
decat in mod aparent variatia intensitatii luminoase §i deci ar f1 eronat & o tolosim
pentru a “rafina” legea absorbiiei scriind

dl = ny |inm — gy (ﬂ +E)} Idx (IV55)
IT31

Motivul este legat de faptul cd numai o fractie a radiagiei produse pri. emisie
spontand revine pe directia de incidentd. Cealaltd parte revine pierderilo: radiative
si este pusa in contul proceselor de disipare. In mod opus, radiatia produsa prin
emisie stimulata se propaga pe directia fascicolului incident ceea ce face ca accasta
sa contribuie integral in bilantul procesului de absorbtic.

Pentru a estima contributia emisiet spontane, ne vom folosi de caracterul ei
izotrop. Ca urmare, o treime din intreaga cantitate” revine fiecdrei directii
spatiale, iar din aceastd fractie, o jumatate se propagd in sensul dorit. Devine clar

ci modificarea neces:ira in (IV55) este legata de substitutia
hv h

- >
I7y Gl
Astlel, variafia intensitdtii prin absorbtie neliniard devine

, ho .
dl — - ng{nyo -y | — t o )| lde - (1V56)
f)]T:;l
in timp ce, prin definifia (1V21), coeficientul neliniar de absorbjie primeste
expresia
; | ny [ I 1 1V57)
Vuel = 11 Lo me poe | e e (IV.3
‘ np \o  6l,07y
in care am introdus [/, hiv $t am factorizat contribufia A Ny care
corespunde coeficientului liniar de absorbtic (ngn, ¢ ~ 1y pentru cazul

intensita{ilor mici).

Dependenta lui K,y de [ este iu parte evidentd. Prin aceasia legitud, « xpresia
(1V57) suferd de acelagi comportament artificial ca si solufia (1V39). objinutd
pentru mediul zgomotos. Spre deosebire de acel caz, de accasid data 1 (1V.57)
eXista gt o parte "ascunsd” a dependeniei de 1, | care se nagte din faptul ¢ atét e,
Cat $1 ey sunt tunctii de 1, (dupd cum se poate sesiza inspectand sistemul ecuatiilor
de rata (1V53)).

Penten moment, lasam la o parte discugia privind existenfa wnui sunct de
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Dinamica locald descrisa prin cenatii de rafd

echilibru, ca si pe accea privind stubilitatea acestui punct de echilibru. In ipoteza
regimului stafionar (numit si “permanent”, “steady-state” sau “de echilibru”),
ecuafifle de ratd (IV.53) se reduc la un sistem algebric omogen din care (cu ajutorul
identitatii (1V42)) deducem

L 4 1 45
T T T31 + O-I“

Ne = T32
(a+ﬁ+0§§§) L+ 5+
Ny, = 721 ol,
732 (a+6—|—0§§12-) I, + 'r_iz+?:;_1
ol,
N3e (IV.58)

— T 1 1
(a+a+a;§;)]n+7—32+T—m

Introducénd =, i n3. in (IV.57), in urma unor calcule elementare, obtinem
1 5

T32 673,

knel = TNyo )

= T2 1
(a+a+0;;;j) L+ -+

sau, folosind notatiile

1 5
142
ke = nyo 7'312 67;31
o T
1 1
Pl el
L = T2 — T31 (1V59)
o (1 +Z 4+ ;‘*)
T32
gasim
’\,'0
k1 el — (IVOO)
R

expresie care reprezintd forma finald a coeficientului neliniar de absorbltie.

Note: i) Deoarece in expresia (V60) avem de o face i ruporh\l

. . 1 o YA . v A
adimensional -I—L, este clar ca el poate fl inlocuil orvicarnd cu o
sat aal

printr-o C|efinire convenabila a lui 1.:ul.’

i) Pentru semnale foari't: slabe (I, << 1)
Ajm:l - '1‘7()

cecace arala ca valoarea l\]; A'xprin\[i (‘(u‘fi('iunlnl e nl)r-urlv[iv punh'u
semnale slabe. Dhin P r.'luti.' asistemalai ((N2H9) prodem sesiza

u’"‘o"i:'n'u ndee }\7() :"-i ('A)('iic'il"\h\l “I\iuh‘ l'z‘ ul’h’t'n‘l'“v Af, CAPN entbe
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1. Transpareiia indusd

acesla dc,{.inii de |¢:,-9r.'.o Beer-Lambert (vezi ((VM19))
k() ~ Npd = k

i) Se observa cd pe masura ce 1, creste, ke scade. Mai mult

Knetl 1,51, = 0 (IVel)

radmdnand mereu pozitiv. Asadar, odatd cu cresterea intensitatii
I, mediul de propagare devine transparent (neabsorbant). Desi
tranzifia ntre regimu' de absorbtie si cel de transparentd nu
este brusca, totusi, valorea intensitatii pentru carve coeficientul
de absorbtie pentru semnale slabe se njumatateste, se numeste
intensitate de saturatie Tsar) si marcheaza conventional zona de
comutare.

iv) Cel putin din ratiuni dimensionale, a doua relatie din setul (JV59) se
poate scrie

i T

Lgyo=-—22_T1 _ = 1 (1V.62)
— -
(1+2+m) T

marimea T este o masura a ratei cu care se desf[ig.oarc‘i procesele
dinamice care insotesc starea de transparentd. Pentru sisteme cu
nivele subtivi (T = o)

_ 2t
oo

5.2 Echilibrul dinamic la intensititi luminoase mari

S3 presupunem ca sistemele care interactfioneazd cu fascicolul luminos sunt
plasate intr-un cdmp optic foarte intens. In aceste conditii, solutiile (1V58) devin

o 1
Ne = —T————
ol+5+ 2
., — T2 1
% Tol+ 2+ %
1
ny, = ——=——— (IV.64)

1424 In

32
relajii care ne conduc la o noud expresie pentru coeficientul neliniar de absorbie
) i

_6111T:H 1 |- g 1 ':":'j

Ky e - (1V65)
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Dinamica locald descerisd prin ecnatii de raicd

In contrast cu valoarea obtinutd in (1V61), acum, valoarea lui k,,; este negativa
(J, > 1 — |k,a] < 1) ceca ce face ca mediul sa prezinte slabe proprictagi
amplificatoare.  Aceasta sensibilitate (fragilitate) a lui £, fata de calea de
introducere a conditici I,, — o este o indicafie a influeniei puterice pe care
0 are comportarea vatiabila a lui I, asupra populatiilor 7, 72, 103.

In cazul in care 74, << T4 (adicd, atunci cand nivelul energetic intermediar se
goleste mai repede decat i se furnizeaza not sisteme)

Ty, == () (IV.66)

ceea ce aratd ca mecanismul de interactie funcfioneaza ca si pentru un sistem cu
doud nivele energetice. Daca {inem seama de solugiile (IV.58), vedem ca acest
rezultat este general.

Daca admitem cad avem de a face cu sisteme avand 3 nivele energetice, atunci
putem face doud constatari interesante:
o daca este valabila inegalitatea 74 << 73, §1 dacd, in plus, nivele energetice sunt

subtiri (& = o), atunci populatiile 1, $i ny,. sunt egale

1

Ne = N3 = <

2
()

Q

1y

atll
e daca 7,; = 73, atunci
1

N = N = Ny == —
3

5.3 Specificul echilibrului dinamic

Dest in cazul stajionar (%’jk = 0,2 = 1,2,3) populatiile normate devin valori
constante (independente de timp), ceea ce se realizeazd in mod concret este un
echilibru dinamic. El consta in aceea cd sistemele care alimenteaza populatiile 1
sunt mereu altele, in timp ce prin circuitul de dezexcitare neradiativa (sau, mai
corcct spus: §i prin acesta) se asigura atenuarea radiagiei incidente.

Pentru a exemplifica aceste lucruri, sa discutdm o schema minimala de procese
succesive care pot constitui un mecanism de absorbiie. Din procesele ilustrate de
Fig.1V4 vom retine absorbtia rezonantd $i procesele neradiative prin care popula(ia
niveiului 737 se reintoarce pe nivelul fundamental.  Acestea din arma vor i
asociate intr-un singur proces, asa cum cste ilustrat in Fig IV6.

Ne propunem sa determinam valoarea intensitagii $t a populagislor de cchihbiu
in ipoteza ¢a in momentul migial

1y (f 0) l
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Figura IV6: Schema proceselor minimale necesare mecanismului de absorbyic

na(t = 0) -0 (1V.67)
intregul sistem fiind inchis ntr-o incintd adiabatica (in cazul nostru este suficient

ca peretii sa fie perfect reflectatori).
Din cauza constrangerii

ny(t) +ny(t) =1,V

avem o singurd ecuatie de rata
drny 1
_— == —‘H,](,TI.“ -+ ny— (lV68)
dt T*

In momentul atingerii stirii de echilibru (—"—'JL = ()), desemnénd prin I} valoarea
intensitatii, avem

1 .
T —
e al*r™ +1
' O’I* A
n3e — 1 — ny = —— (lV69)
rf[*

Este clarca 1 —n,. (adic@ 1 ;,), mdsoara variatia popu!atiei e intre starea inifiala
st cea de echilibru g1 trebuie sa avem

x
no(l — ny,) = L - L= 1 (= Ny —.Nyp.) (IV70)
ecuafie care, impreund cu expresia lui 721, ne permite sd obtinem /7).

Agadar, pentru a se atinge echilibrul, radiagia suferd o absorbtie (in sensul
relatici (’lV54)) prin care I, scade la valoarca I} . Apoi, in ficcare interval At au
loc ngn; ;( L dezexcitdri care, datoritd cresterii populagiei nivelului fundamental,
dccmtuca/,a absorb(iile conducind la micsorarca lui /). Pentru a conserva
consluma acester valori, trebuie sii aducem din afara cavitagit adiabatice exact
nyiy o fotoni pe unitatea de timp. Cu alte cuvinte, trebuie s injectam un tascicol
de lnlumlam 1, 1. Acesta va readuce populaginle celor doud nivele energetice
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Dinamica locald descrisd prin ecuatii de ratd

la valorile lor de echilibru (desi, acest lucru se face in mod evident prm excitarea
altor sisteme absorbante) mentinand /7

Dacd péstram schema procese‘or din Fig1V6, dar indepartam cavitatea
adiabatica, radiatia de intensitate [} paraseste zona ca efect al propagdrii. Este
clar ca in scopul mentinerts popuiagulor de echilibru (IV69) avem de “adus din
afard”, in plus faja de /,, — I}, un nou fascicol de intensitate I;.

In concluzie, pentru a realiza si mentine populatiile de echilibru (IV69), in
conditiile schemei de proces ilustratd in Fig.IV6 si fara cavitate adiabaticd, trebuie
a "imbdiem” sistemele absorbante intr-un fascicol de intensitate I,,. La echilibru,

vom obtine un fascicol de intensitate I); care, pardsind zona, poate fi folosit intr-un
loc imediat vecin, pentru a lansa o noud schema de acelagi tip (implicind un alt set
de sisteme). Ca efect, va rezulta o a doua valoare de echilibru I}* cu ajutorul céreia
procesul se poate repeta cu un pas mai departe in spagiu. Aceasta este imaginea de
ansamblu a fenomenului de absorbie, rezultat prin inldnfuirea spatiald a proceselor
locale de care ne-am ocupat.

5.3.1 Absorbtia neliniard a sistemelor cu doua nivele de energie

Degi absorbantii saturabili pun in joc o schema cu trei nivele de energie, uneori
procesul de saturare a absorbiiei este o tema importanta chiar pentru sistemele de
doud nivele. Asa se intdmpla in cazul laserilor ideali, care prezintd fenomenul
de saturare a amplificarii din cauza saturdrii absorbtiei. Rezultatele sectiunii
precedente permit o abordare imediat a acestui fenomen. Tinidnd seama de a doua
relatie a setului (1V.69), expresia (1V.70) se poate scrie

I, - I} ol
L oy —2
v JI*T +1
sau, folosind I, = ;-
AT 1
——* ’LU(TIU'(Tq_
T “hy +1

Cum raportul din partea stanga exprima variafia lui I in unitatea de timp, adica
rata de variajie a intensitaii, el poate i scris ca —4. In acelagi timp, cu ajutorul

notafiilor
h
Isu.l - ”/*
oT
ko = ngo
ki
Kt o —— (IV71)
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1V Transparenta indusa

avem

1 1 ko
——i—l\o]l T
dt 1+ 1+

IuaL
ceea ce demonstreazi faptul ci si sistemele cu doud nivele de energie manifesta
absorbtie neliniara, deci prezinta fenomene de saturare.

Tv =k, Iv (IV72)

sat

5.3.2 Evolutia spre starea de echilibru in prezentfa unei intensitifi
constante

Folosind ng = 1 — n; in (IV.68), gasim
dm 1 1
9 ™ ("’" * ;) T

ecuafie pe care o putem rezolva (in acord cu conditiile initiale (IV67)) daca
admitem cd I, = const. Solutia este

1 ol,m™ 1
ny(t) = exp|—{ol,+— ]t
1(t) a[,ﬂ'*—}—l—'_crInT*—}—l p[ (0n+7_*) ]
51 vedem ca ea imbracd o formd aseme‘matoare solutiei de echilibru n;, numai
pentru regimul asimptotic (f — oo sau t >

1+¢71,,T )

Tema 1.3 Comsiderali cagul in care proceselor iustrale in Gig.IN6 b de adaugi emisia
dlimalals. o) Deduceli expediile calon dowi populatii de echilibnu 4 slabilili condiliile in

care Nie = MNye = %,é/ﬂwémmﬁwa&wwwm
din valoarea dali in prima dintre relaliile (IUT1).

6. Functia de transmisie

Sa integram forma diferentiald a legii absorbtiei neliniare (IV.56) sau expresia
mai concisi (1V72). Intrebuintim metoda separdrii variabilelor

1 1
(T + Iaat) dl = —kod.’L

I(.L = 0) = Im

(in loc de 1) dupa cateva manevre simple, avem

m (L pdu (LN
I‘iu ]sul Illl ) ot (IV73)
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Analiza ecuatiilor de ratd

Tinand secama de relatia de definitic a functiei de transmisie

I(x
T(z) = I(.l) (1V74)
care in mod evident ia valori pe intervalul [0, 1], gasim
r[in
In(T") + 7 (I'—1) = —koz (IV75)
sal

Dacd admitem ca ne plasam in situatia in care I,,; — 00 atunci orice cdmp optic
este mic. Sa notdm prin Ty transmisia de semnal mic. Atunci relatia (IV.75) devine

In (Ty) = —kox (IV.76)
Punénd (IV76) in (IV.75), ajungem la ecuatia implicitd

T I in
In{—=1]+ T-1)=0
(71()) I sat ( )
care descrie functia de transmisie T' = T'(* L) si unde transmisia de semnal mic

Tj joaca rolul unui parametru. Figura IV7 1fustrcaza aceastd dependentad pentru
patru valori distincte ale iui 7.

1 o r—

08 /;:-:’—.:""‘r:——""_'

el £

vl //

A/
//

10 20 30 40 5

Figura [V7: Functia T’ ( ) pentru diverse valori T

Dupa cum se poate observa, chiar si un mediu practic opac (Tp = 1%), supus
unui fascicol de intensitate I;,, = 501,,, devine transparent ( T' > 90%).

7. Analiza ecuatiilor de rata

Obfinerea solugitlor sistemului algebric-diferengial (IV.53) este importanta atat
pentru a putea preciza condijiile de existen(a a populatiilor de echilibru (IV.58), cat
§i pentru a da o estimare timpului necesar instalarii unui regim permanent.
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1V Transparenta indusd

Analiza acestei probleme dinamice este complicatd deoarece, in afara sistemului
de ecualii menfionat, trebuie avuta in vedere si ecuagia (1V.54), care descric
comportarea intensitd{ii luminoase.

7.1 Solutiile ecuatiilor de rati pentru intensitate constanta

Pentru inceput, vom discuta rezolvarea sistemulw (1V53) in cazul in care
intensitatea luminoasd raiméine constantd. Celor trei ecuatii de ratd trebuie sa le
aléturém identitatea (1V42) iar ansamblul obtinut trebuie sd primeasca un set

7.1.1 Comutarea spre starea de transparenta indusi

Vom admite ca ansamblul de sisteme absorbante se afla pe starea fundamentala
in momentul plasarii sale in fascicolul luminos, deci

n(t = 0)=1
’ng(t = 0) = 113(t == 0) =0 (lV77)
Observam ca:

e a doua ecuatie a sistemului (I1V.53) ne permite sd deducem n3 = (1 ‘i—“x‘),

Yot
concret

d‘ll-g 1)
ng=7Tg| —+— (IV.78)
dt T
e introducénd expresia precedentd in a treia ecuatie a sistemului obfinem 1, =

dny d2 .
ny (ng, G2 ,"—(ﬁ’é‘) ceea ce inseamni

T32 1 1 _ dny  ny d*n, 1 dn.
ny = +—+7l + - +——= (V79
: ol, [(7‘31 T3 l) (dt T t dt? 1 To dt ( )

. .. d n . . .
Substituind expresiile 7 (ny, S ,—F’;‘) i 13(ney, ‘Zi) in prima ccuajie din

(IV53), gasim

dn, d?ny diy
— 43 = () .
dt3 to dt? +/ dt (1V80)
cu
1 1 1 —
= ——F — (0t a7)l,
T3 T2 T2)
o o+ 1 |
g (— + )1,1 | (IV81)
T3l T2 Ty Ty Ty

Solutia lui (1V.80) se obtine propunand 5~ oxp (rt). Feuaaprn caracteristicd
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Analiza ecuatiilor de ratd

rezultantd conduce la radicinile
rn = 0

roy = = (—a + \/E?-_—_zw) (IV82)

uuuuu

Tema 1.4 %MOEWMWWMJEWWM,W
ar i indendilalea 1, hebuie 45 fie dalisfaculs condilia
Tor  T21 O
T3 T30+0

Tema LS gMWWWWWWWG&W

> 1 (1V83)

Presupunénd ca r» 3 sunt radacini reale, solutia ecuatiei (IV.80) este
ny(t) = Aexp (rot) + Bexp (rst) + C (1V84)

Obsevvatie: Este usor de vazuta ca

lim ny(t) = C

t—o0
ceea ce thseamna ca C = ny,.

Tinand seama de conditia inifiala pentru 7., putem elimina C din (1V.84)
na(t) = Alexp (rot) — 1] + B exp (rst) — 1]
Punénd aceasta expresie in (1V.78) si {indnd seama ci n3(0) = 0, gasim
Are+ Brz =0 (IV85)

relatie care ne permite sa elimindm coeficientul B care apare in niy(t) $i rny(t)
pentru a obfine

na(t) = A [exp (rot) — 1 — 2 (exp (rat) — 1)] (1V86)
T3
1
na(t) = Ata l(7'2 + —) exp (rat) - 1o <1 + ) exp (r3t)
Tl 3Ty
1 . I'
S (l —)] (1V87)
T '3
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ecualii la care se adaugd forma lui n,(t) aga cum rezulta din (1V79), atunci cand
introducem expresia lui n2(t). Astfel

-
T3¢) ]_ ].
= - g —_— — 1 e} ot
ny(t) AaIn {7‘2 [(72 + 7_21> exp (rat) — T3 ( + 7"37’21) exp (73 )}
1 1 1
+ (— +—+ Eln) [(T2 + —) exp (rat)
731 T32 721

1 1 Ta
—T9 (1 —|— 7’37‘21) exp (T’3t) — T_21 (1 — E)] } (IV88)

Folosind identitatea (I1V.42) precizam valoarea constantei de integrare

1
A= 1 7\ _1 1 1 1
T o
733 (;i - 1) [T_si +(1+7) o 1ol (T217'31 + 7‘217'32)]
expresie in care dependenta temporald a disparut prin rearanjarea termenilor si prin
luarea in considerare a ecuatiei (IV80).

(1V89)

Tema L6 Demondtrali ci
Hm 7, () = n1e; lim ny(t) = nge; lim ny(t) = nge
Pe baza inegalitatii
AB > 0,a>b>0=>
(A+ B)exp(—at) < Aexp(—at)+ Bexp(—bt) < (A+ B)exp(—bt)

putem nota ca relaxarea unui proces tranzient, care depinde de suma a doui
exponentiale, are loc dupa trecerea unui interval ¢ = 1. Cum b = min (a,),
urmeazd cd in cazul solutiilor n(t), na(t) si n3(t), acestea ajung in regim
permanent dupd trecerea unui interval de timp

) = (IV90)

(1 1
t. = max
a— /a2 —-4p

r2] |73
numit timp de comutare spre absorbiia saturatdi. Meritd notat faptul ca I,
influenteazi rapiditatea cu care are loc procesul de comutare.

2

?

7.1.2 Rezolvarea ecuatiilor de rati prin metoda matriciali

Noténd cu
. ny(t) - n1(0) 1
Vi) = | m) |; Vo= m0) }=[ 0
ns(t) n3(0) 0
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—(TI,,_ '7%; ;_l—l + EI,L
M=o -L 1 (1V91)
o, 0 —L-l_gz]
ecuatiile de ratd (IV.53) se scriu in mod compact
d— —
EV(t) =M-V(t) (1V92)

. _) _—+ —) - .. . - e . .
Fie V1, V5, V3 vectorii proprii ai matricii M, pentru valorile proprii A;, A2, A3
— —
M-Vi=X\-V;,i=1,2,3
Componentele acestor vectori ne ajutd sd construim matricea

o Vi Var Va
F=(V1 Vs VQ)Z Vig Vaa Va (1V93)
Vis Vaz Vi

si inversa ei F'~!. Teoria generali ne asiguri ci

A 0 O
My=FMF ' '=[0 X 0 (1V94)
0 0 A
incét, inmul{ind ecuatia (IV92) cu F' si notand
— —
W = FV(t) (IV9S)
avem
d — — —
EW =FMF - FV(t)=My;-W (1V.96)
ecuatie care se integreaza imediat
N Aexp (At)
W(t) = | Bexp(Aat) (1V97)
C exp (Ast)
Din (1V.95)
— N
V(t)=F'W(t) (1V98)
expresie pe care o adaptim condiiilor ini{iale prin
-
V(t=0)= V, (1V99)

Tema 1.7 RW&MWWAJ&&GZE (IU.53), folosind lehnica matriciala.
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7.1.3 Revenirea la absorbtia de semnal mic

La incetarea semnalului luminos (I, = 0), mediul, care se afld in regim
permanent, revine catre starea fundamentald. Pentru a trata aceasta trecere avem
de rezolvat sistemul

dm _ 11
dt, 27'21 37'31
dno 1 1
@~ M Ve
dng _ (L n _1_) (IV100)
dt Ta1 T32

Pentru conditiile initiale

nl(t = 0) = Nie
’nz(t = 0) = NYe¢
n3(t = 0) =ngs, (IV101)
La echilibru, caracterizat prin n; = ny = ng = 0, populatiile sunt
n=1;n=n3=0 (1IV.102)

asa dupd cum se vede incepénd cu a treia ecuatie a sistemului (IV.100), considerdnd
apoi pe cea de a doua, si utilizdnd in final (IV42).

Pentru nj este clar cd avem de a face cu o relaxare combinat (spre nivelele 72~
si ”1”) a populatiei de echilibru

1 1
n3(t) = nge exp [— ("_—31 + ;3—2) t] (IV.103)

Potrivit celei de a doua ecuatii a sistemului (I1V100), populatia n, urmeazi
o scddere ca urmare a procesului neradiativ ”2” — ”1” la care se adaugd o
comportare similard a lui n3(¢). Din acest motiv alegem

_ 1 1 1
na(t) = ngexp —T—t + ngoexp | — — + p— t
21 31 32

urmand ca ny §i 1o & fie precizate prin impunerea conditiilor inifiale. Efectufind
calculele necesare gsim

13e 1
na(t) = |nat 1 ’ l ) exp (-———t)
Y -

v (Tlﬂ T2 T2
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- e 11
- el - exp [— (—— + —) t} (1V104)
T32 (L +_L_L) T3t  T32

31 T32 T21

Pentru n;, putem scrie
ny(t) = 1 — ny(t) — ns(t)

fara a mai scrie i forma explicitd a acestui rezultat.
Repetind rationamentul folosit pentru procesul de comutare, vom defini un timp
de revenire a materialului la starea sa “normala” (decomutare ) prin

1 1 1 1
— = 1in ( , + ) (IV105)
tq To1 T31 T32

7.1.3.1 Procesarea pulsurilor de lumina Existenta timpilor ¢, §i ¢4 permite
modificarea formei §i duratei pulsurilor de lumind. Figura IV8 ne ajutd sa
intelegem principiul acestor actiuni.

I4%

Lin

0"t ty t

Tt

Tn -
—

0"t ¢, ty, t t

Figura IV8: Modificarea duratei sau formei unui puls luminos

In partea superioari a acestei figuri este reprezentat un puls dreptunghiular de
lumina care dureazi £, — ¢, secunde. Urmare a procesului de saturare a absorbtiei
pulsul luminos are o forma ca cea ilustrata in partea inferioara a figurii IV.8. Este
clarcdty, — . < to — i ceea ce inseamnd o scurtare a pulsului luminos.

7.2 Dinamica neliniari descrisa prin ecuatiile de rata

7.2.1 Observatii introductive

Atunci cand intensitatea luminoasd este tratatd in mod realist, luind in
considerare dependenta I, = I,(t), solutiile sistemului format din ecuatiile
(1V53), (1V42) si (IV.54) pot prezenta caracteristici neasteptate.

7.2.1.1 Un prim aspect. Una dintre complicatiile posibile constd in aceea
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¢ain pofida legaturilor deterministe existente intre variabile, prin comportamentul
lor solutiile pot s3 impuni totusi o severa limitare a capacitatii de prediciic asupra
starilor ulterioare ale sistemului, in timp ce precizarea parcursului spre starea
inifiala a sistemului (retrodictia) poate deveni imposibild. O asemenea situafie
este desemnata prin sintagma “haos determinist™.

Pentru a da o ilustrare a modului in care ecuatiile de ratd pot da nagtere unor
asemenea consecinte, si revenim la (IV.53) in care, folosind (1V42), alegem drept
functii independente: ny, 113 §i I,. Astfel, ecuatiile de care ne ocupam sunt

d 1 1 1 _ 1
M= M (aIn + ;;) + 1y (—T: T + aIn) + P
ing = nyol, — ny (i + —1— + Ffln>
dt T3 T32
d _ ng
TR nov [(0"3 —ony) I, + T_3;:| (1V106)
O solufie particulara a sistemului se exprima prin relatiile
ny = ny(t, Ip, nyg, n30)
ny = mna(t, Ip,n10,n30)
I, = IL(t,Io,n0,n30) (1V.107)

si reprezintd o “traiectorie” in domeniul tridimensional (n;,ns,f,). Daca
admitem ca urmdrim evolutia unui sistem fizic care prezintd un comportament
dinamic obignuit, atunci, orice mic# variatie a valorilor initiale (Iy, 19, 1230) —
(Lo + 61y, n10 + 6ny, n3p 1 dn30) produce o traiectorie noud, care se pastreazi
permanent in vecinitatea traiectoriei initiale. In cazul specific al ecuatiilor
(IV106), cuplajele neliniare (prezente prin produsele n,l,, nil,) pot afecta
sever comportarea traiectoriei “variate” care, dupd ce origineazi in vecinatatea
traiectoriei de “referintd”, se poate indepérta rapid spre o alta directie (de exemplu,
chiar la scara infinitezimala, separarea intre cele doua traiectorii poate urma o lege
exponentiald). Cele doud posibilitdti sunt ilustrate in figura 1V9.

Acceasi figurd, poate sluji unui comentariu important. Sd ne iinagindm un
sistem fizic a cdrui stare ini{iald poate fi cunoscuta doar cu o precizie limitata.
Starea sa ini{iald poate fi reprezentatd de oricare dintre punctele arici (2 . Daca
sistemul urmeaza o dinamica “tradifionala”, atunci nu este dificil si prevedem
cd la momentul £, acesta se va afla in domeniul 2. Daca insa sistemul urmeazi
0 dinamica neliniard, atunci imprecizia inifiald ne impiedica sa prevedem starea
sistemului la momentul £, diversele puncte ale ariei €2 putand conduce sistemul
spre start complet distincte. Acest exemplu ilustreaza mecanismul care limiteaza
capacitatea de predictic a comport.icit sistemclor dinamice neliniare
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Figura IV9: Evolutia traiectoriilor vecine pentru sisteme dinam-
ice traditionale (a), respectiv neliniare (b)

7.2.1.2 Al doilea ~spect. Complicatiile structurale ale sistemului (IV106)
pot fi puse in lumin §i daci investigim problema regimului permanent.

Observdm ca primele doud ecuatii sunt satisfacute in mod 1dentic de catre
populatiile de echilibru (1V.58) (expresii care raman valabile), in timp ce ultima
relatie se pune sub forma

I, '

- Tn — M _o (IV108)
— T T2
(J+U+J;;;)[’"'+_TE+T31 32

conducénd fie spre solufia banald I, = 0, sau spre 73, — o0, dacd vrem ca [,
sd nu fie constrins. A doua alegere inseamn ca nivelul ”3” este absolut stabil
fatd de nivelul ”2” (in mod echivalent, putem spune cd dezexcitirile 3—2 sunt
imposibile). Prin urmare, in absenta mecanismului de alimentare, nivelul ”2” va fi
ignorat de dinamica populatiei, comportarea sistemului de trei nivele fiind identicd
cu cea a unui sistem de doud nivele.

in acest context, daci admitem sa largim pufin numarul proceselor care participa
la dinamica intensitdfii, apare o situatie ineditd. De exemplu, punand

d

'
ELL - E.[n + ngpv ':(5"71,3 — O"l) I” + _,_i]
at

T31

si folosind populatiile de echilibru, din %L, = () deducem

T
Iu 13 [((T + _0'_) Tao 1 (TT'_“] I—,, + e (] -+ _’:)) _ (f”():l -0
Ta1
incét regimul permanent poate aparea pentru doud valori ale intensitagii

1, 0
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VO E (1 + %‘:f)

2 [(0’ -1- E) T42 + (77'2]]

I n -

Este evident cd, din motive fizice (legate de conditia I, = (), In expresia
precedentd trebuie respectatd inegalitatea

V0N

T
1 + T31
rezultat care poate fi pus in legiturd imediaté cu teoria zgomotului emisiv discutata
in Sectiunea 4. Urmirind efectul marimilor care limiteaza valoarea superioard a
lui €, constatdm cd 732 — oo = £ — 0, ceea ce Inseamnd ca daca transferurile
de populatic intre stdrile 3 — 2 inceteaza, atunci intensitatea [, atinge valori
stationare fard ajutorul nici unui proces suplimentar.

D<e<

7.2.1.3 Elemente generale Contrastul intre complexitatea comportamentald
a ecuafiilor de rati si structura lor matematicd aparent simpla, a determinat inifierea
unor cercetdri sistematice. Pe miasurd ce s-a constatat cd sistemele dinamice
neliniare sunt surprinzitor de bine reprezentate in mai toate domeniile fizicii,
interesul a fost extins si citre acestea. Cu timpul s-a produs o sistematizare a
metodelor de investigare, ceea ce a determinat constituirea unui nou domeniu
stitnfific numit analiza dinamicd neliniard.

Raportat la varsta tri-centenard a dinamicii newtoniene, originea studiilor
sistematice de dinamicd neliniard nu trebuie cdutatd mai devreme de inceputul
anilor 70. Aceasta situafie discrepantd se datoreazi in principal legaturii intime
pe care metodele de studiu ale dinamicii neliniare le au cu tehnicile numerice
de investigatie. In sens strict, aplicatiile necesitau calculatoare performante.
Totodati insé, substituirea tehnicilor matematice tradifionale cu tehnicile numerice
a provocat o reactie de contestare. Atitudinea de respingere s-a datorat gi faptului
cd dacd in domeniul dinamicii tradifionale suntem obisnuiti s3 apard anumite
grupdri naturale ale sistemelor fizice, care favorizeaza generalizérile, in dinamica
neliniard asemenea situafii sunt rare. Din acest motiv, rezultatele oricirui studiu
raman strict legate de specificul sistemului investigat.

Cu toate acestea, din ansamblul rezultatelor s-au putut desprinde unele
generalizari, care au imbundti(it imaginea asupra comportamentului dinamic al
sistemelor fizice.

Probabil ¢a cel mai important rezultat constad in precizarea ansamblului de
migcari permise sistemelor dinamice (conservative sau disipative) in vecinitatea
configuratiilor (stirilor) de echilibru. Aceste misciiri se reduc la urmidtoarele trei
categorii: periodice, cuasi-periodice $i haotice (sau stochastice).  In paticular,
capacitatea sistemelor deterministe (i mai ales a celor conscvative) de a presenta

18]
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comportament haotic a fost omologata™ cu mare greutate. Acceptarea s-a facut
abia spre inceputul anilor *80, dupd sertoasc controverse.

Chiar si ulterior, aceasta trasiiturd a reusit sa-si pastreze doza de stranietate. Ea
se manifestd in primul rdnd prin efectul surpriza pe care il provoaca asupra celor
care se afla la primul contact. Apoi, strdbate din grija specialistilor de a nu rata
o bund “punerc in scend”. Ca dovadi, una dintre referinfele deja clasice, fine sa
sublinieze ¢ ”... desi atdt ecuatia Duffing cét si cea Van der Pol au fost studiate
vreme de decenii, totusi nici o referintd standard asupra vibratiilor neliniare nu
mentioneaza existenta solutiilor haotice”.

Este interesant sd notam ca sistemele fizice apartinind teritorului dinamicii
nelinizre nu prezinta neaparat caracteristici ”exotice”. Figura V10 ilustreaza doua
asemenea cazuri, in care forte disipative sau neliniare amorseaza oscilatii periodice
(In lipsa oricaror forfe periodice propriu-zise).

Figura IV10: Excitarea unor oscilatii periodice prin forfe disipa-
tive (a) sau neliniare (b)

In cele mai multe cazuri, §i ecuaiile (1V106) intrd in aceastd categorie,
mijloacele teoretice de tip sintetic sunt depasite de complexitatea matematici
realizatd de conexiunile neliniare ale sistemelor. Din acest motiv, studiul general
al ecuatiilor de ratd (IV.106) nici nu a fost realizat pand in prezent. Pentru a
ilustra modul in care func{ioneaza schema dinamicii neliniare vom face o succinta
descriere a structurilor teoretice, urmata de exemplificarea concretd a modului de
lucru folosind cazul unui sistem de ecuafii derivat din (IV.106), si care modeleaza
functionarea laserilor cu doud nivele.

7.3 Conceptele dinamicii neliniare

In multe cazuri, prezenia mecanismelor de disipare sau a elementelor de
neliniaritate prezintd o limitare spaiald. Exemplele cele mai elocvente sunt
furnizate de oscilatiile forfate si/sau amortizate, sau de citre sistemele periodice
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sau multiperiodice (miscdri care se restrang in mod natural la 0 anumita regiune
spafiald). Majoritatca prezentirilor {olosesc aceste categorii pentru a ilustra
metodele si conceptele fundamentale ale dinamicii neliniare.

Miscirile studiate in dinamica tradijionald au céteva trasaturi pe care le putem
descrie in felul urmitor: fiecdrui set de conditii initiale 1i corespunde o anumita
traiectorie pe care sistemul fizic o urmeazé de la bun inceput (adica fara regim
tranzient) si pe care se mentine fara limita de timp. Atunci cind conditiile inifiale
sunt modificate, rezultatul consta intr-o noud traiectorie care nu se intersecteaza cu
precedenta. Cele doua traiectorii sunt echivalente intre ele, in sensul ca sistemul
fizic se poate mentine pe oricare dintre ele, la infinit. O eventuald perturbatie
modifici traiectoria sistemului fara elemente de tranzienta sau tendinte de revenire
la traiectoria inifiala.

In cazul neliniaritatilor sau a mecanismelor disipative, dinamica are un specific
diferit. Cele mai cunoscute trasaturi sunt asociate migcarilor tranziente si a celor
de relaxare. In particular, daci un sistem dinamic disipativ este lansat dintr-un
punct initial arbitrar, el asuma o migcare de “relaxare” prin care tinde spre una
dintre urmatoarele stari:

e echilibru (reprezentat in spafiul fazelor print-un punct);

e miscare oscilatorie sau de “ciclu limitd” (reprezentata in spatiul fazclor
printr-o curbd inchisa);

e miscare cuasi-periodicd (reprezentatd in spatiul de faza tridimensional printr-o
suprafa(d).

Aceste trei tipuri de tinte ale migcarilor de relaxare sunt numite atructori clusici.,
Asa cum am indicat pentru fiecare caz, acesti atractori corespund biunivoc cu cite
un obiect geometric in spatiul de faza al sistemului fizic (punct, curba inchisa,
suprafata).

Cénd obiectul geometric din spatiul fazelor este 0 multime fractald (fractal),
atunci el reprezintd un atractor straniu. Numai miscarea sistemelor dinamice
neliniare poate prezenta o asemenea situatie, fard corespondent in cazul sistemelor
conservative.

Spatiul matematic in care se dezvolta tehnicile dinamici neliniare cste spatind
Juzelor asociat sistemului fizic studiat.

Descrierea matematicd a sistemelor dinamice se poate face pe trci cai. Cea mai
“banald” este descrierea prin ecuatii diferengiale. In acest cas, un ansamblu de
stari inifiale contigue (puncte) din spatiul fazelor vor reprezenta otiginea unui
fascicol de traicctorii care vizualizeazd o curgere (sau un curent - u flow ™),
Alternatiy, este posibil ca descrierea sistemului dinamic sa se laca prin ccuatii cu
diferente finite. Atunci, spatiul tazclor va tlustra dirgs Porcane (naps ). O atreia
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posibilitate este oferitd de intrebuinfarea ecuatiilor dinamice simbolice.

Prin investigarea citorva sisteme dinamice neliniare simple, considerate drept
paradigmatice pentru intregul domeniu, s-a ajuns la concluzia ca daca spatiul
fazelor este tridimensional (sau mai mare) este intotdeauna posibil sa gasim valori
ale parametrilor care conduc sistemul fizic citre un comportament haotic. In cazul
cand spatiul fazelor este bidimensional (dimensiunea minimala), comportamentul
haotic nu este continut in mod intrinsec in sistem dar poate fi provocat din afara,
prin intermediul unei excitar periodice.

In cazul ca descrierea sistemului fizic se realizeazi prin ecuatii diferentiale,
atunci dezvoltarea analizei dinamice neliniare implicd urmatoarea schema:

7.3.1 Etapal

Ecuatiile diferentiale trebuiesc aduse la forma unui sistem de ecuatii diferentiale
de ordinul intii

d -
— 2 = F(7) (1V109)
dt '
unde z este un vector ale carui componente coincid cu variabilele de stare ale
—

sistemului, in timp ce functia vectoriala F' nu depinde in mod explicit de timp
(sistem autonom).

7.3.2 KEtapall

Pentru a obtine (1V.109), poate i necesar sa elimindm variabila temporald din
-———}

F' (atunci cénd ca apare explicit). Acest efect se atinge prin introducerea unei
variabile suplimentare.

7.3.3 Etapalll

Stabilirea punctelor de echilibru (numite $i ”puncte fixe”) care satistac condifia
— . . ..
‘}‘iz z = (), sau, in mod echivalent, rezolvarea ecuatici

F(7)=0 (IV.110)

7.3.4 EtapalV

Analiza stabilitdii in vecindtatea puncielor fixe (clasificarca punctelor fixe).
a e 4 . ope . ) . . oL
Notand prin 2, unul dintre punctele de echilibru ale sistemului (solujie a ecuatiitor
(IV.110)), vom scrie
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incat (1V.109) devine

l?_?(errf) (IV111)

_) - r -~ - A
Liniarizand functia F' in punctul To (folosind dezvoltarea in serie Taylor pana in
ordinul intéi)

N
F@m+€) = F@)+(€-v)F|.
\ R - c
- (5 'V) Fla
putem rescrie (IV111)
iy J s V112
Et‘f =J- ¢ (1V.112)

unde matricea

81F1 (92F1 8,,1F1
811;12 aZEZ anFJ

J= (IV.113)
alF'ln aZEz Oul?n
in care 9; = %, trebuie calculatd in punctul fg . Astfel, J (care exprima
Jacobianul functiilor F(z,, ..., ,)) devine o matrice numerica.
Forma ecuatiei (I'V.112) sugereaza cautarea unor solutii de tipul
— —
£ = &, exp (st) (1IV114)

prin intermediul cdrora, (1V.112) se transforma intr-un sistem omogen de ecuatii.
Pentru ca sistemul s3 permitd mai mult decét solufia banald, exponentul s trebuie
sa satisfac3 ecuatia caracteristic

det (J —sU) =0 (IV11S)

in care U reprezintd matricea unitate.
Tinénd seama de legéatura radacinilor ecuatiei caracteristice cu solufiile (1V.112),
este clar ca natura acestor rdddcini determina proprieti{ile punctului {ix investigat

7.3.4.1 Cazul bidimensional. Clasiticarea punctelor fixe poate fi
exemplificatd pe cazul sistemelor care evolueazi intr-un spajiu de fazi
bidimensional.  Este uyor sd observdm ¢d pentru asemenea sistenie ecualia
caracteristicd (IV.115) este o ecuagie de gradul dot. Astfel, (1V.112) poate produce
nuimai doud solutii
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ann ap
+ Ay Ar»
&,

C'u ajutorul notatitlor

] = U]Fl (‘)2}31
o NE, OF,

TI(]) = dy] + ay

det(J) = an-axn—ap-az
D(J) = Tr*(J) —4det(J) (1V.116)
vom avea
Tr(J) £ /Tr2(J) —ddet(J) Tr(J)£./D(J)
s12 = 5 = 5 (IV117)

Este important s3 notim ca solutiile (1V.117) joacd un dublu rol. Pe de o parte
ele precizeaza traiectoriile (1V.114) dar in acelasi timp, ele exprima valorile proprii
ale matricii J , asa cum ar rezulta din formularea standard

J-era=512-€2 (1V118)
in care (?5 desemneaz3 vectorii proprii. Tindnd seama de faptul ca matricea J
nu are nici o constrangere in virtutea céareia sa fie autodjuncta, valonile proprii
rezultante vor fi reale numai ocazional.

Sa presupunem cd |s,| < 1. Atunci, un punct situat in pozitia

B —»

£ = ¢
: — . — - - . —
faja de punctul fix z. (fiind la distan{a | e |), evolueaza in sensul apropieni de .
deoarece
— - —
|.]' €] I = |.5‘1| . |(31| < ‘61 |

Cita vreme dinamica sistemului se pastreaza in vecinatatea lui 2, , procesul de
apropiere va continua. Aceasta caracteristicd de migcare aratd ca daca |s,| < |,
atunci punctul . este un punct stabil pentru dinamica sistemului.

Daci |s;| > 1, atunci, pe o cale similard cu precedenta, putem ardta ¢a .,
reprezintd un punct instabil. O a treia situatic este cea in care |s5,| — 1. Acost
caz definesie un punct fix ncutru, a carui stabilitate trebute analizatd in detaliu
recurgdnd cxplicit la elementele neliniare ale dinamicii.

In concluzie, caracteristicile stabilitafii punctelor fixe pentru care |s| > 1 sau
] L nunnte pimcete luperbolice, sunt identice cu cele deduse prin lincarizaica
{(IV112). Cazul || I delinegte punctele five de up eliptic ale sistemulur,
pventra cate analiza stabaliagin se face considerdnd Tonna termentlor care exprima
tegatunle nelimare

| 3
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Pornind de la natura valorilor proprii s, argumentele anterioare permit o
clasificare a punctclor lixe din perspectiva diverselor tipuri de echilibru. Astfel:
e Dacil in mod simultan || < 1 §i [s5] < 1, ambele valori fiind reale, atunci @,
este un nod stabil
e Daci in mod simultan |s,| > 1 si|s,] > 1, ambele valori fiind reale, atunci ./
este un nod instabil

e Daci in mod simultan |s)| < 1 i |s,| > 1, ambele valori fiind reale, atunci v
este un punct ya (saddle)

e Dacd s, 3 = a +ib = pexpip, atunci &, este un punct focal sau spiral.
in spatiul bidimensional de fazi, forma traiectoriilor in vecinatatea punctelor

fixe este ilustratd in figura IV11.

nod stabil nod instabil

D
N§

saddle (sa) focar

4

Figura IV11: Traiectoriile in spajiul tazelor in vecinitalea unut
punct stabil (a), instabil (b), sa (¢) si focal (d)

Folosind notatiile introduse prin relatiile (1V118), acecasi clasificare poate fi
prezentatd in modul urmator:
. (l(?l‘.(.]) <0
VIv(J) s12€ R 550 < 0 Punctsaddle (sa);
o det(.J) =0
VI'r(J) Matricea J nu este inversabila  Caz nedeterminat;
o det(J) 0
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, D(J) <0 s, sunt complex conjupate  Focar stabil;

Tr(J) <0 { DEJ% >0 s,j eR l e Nod stabil;

Tr(J)=0 D(J)<0 s;2suntpurimaginare Centnu,

Tr(J) > 0 D(J) <0 s; 2 sunt complex conjugale Focar instabil;
D(J)>0 sp€enk Nod instalnl;

Aceste rezultate pot fi reprezentate in mod compact asa cum aratd ligura 1V12,

det(J)

D=0 | D®<c §  DW<0O
S, focar focar )
stabil instabil
D({J)>0 @ @ D(J)>0
;*g centru E%{
' nod @3 nod
stabil instabil

Tr(dD
- (3) (53)
/u-.-h-.\

7™

Figura IV.12: Tipul punctelor fixe in raport cu invariantii matricii J

Alaturi de aceste trasituri, este important sa observam ca rata de variatie a

— -

volumului in spatiul fazelor este controlatd de div F' = T'race(J). Dacadiv F' =

0 atunci volumul ocupat de sistem in spatiul fazelor nu se schimba in raport cu

timpul, ceea ce corespunde comportdrii unui sistem conservativ. In cazul in care
—

div F' < 0, atunci volumul ocupat de sistem se micgoreaza ceea ce indicd prezenia
proceselor disipative.

7.3.5 EtapaV

Analiza bifurcatiilor care constd in urmarirea modificirii numarului punctelor
de echilibru sau a tipului de echilibru a unui punct fix, in functie de valorile
parametrilor,

7.4 Laserul cu doui nivele de encrgie.

Pentru a da o tlustrare a modulut de realizare a unei analize dinamice neliniare,
ne propunem si tratdm cazul unui sistem descris prin doud ecuafti de rati

191
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7.4.1 Precizarea sistemului de ecuatii

Discutdnd ecuatia (1V108), am notat ca sistemul de trei nivele descris prin
(IV.106) se comporta ca un sistem cu doud nivele atunci cand 73, — oo. Totusi,
din cauzi ci intr-un asemenea caz populatia nivelului ”2” este permanent nula,
este adevarat g1 ¢il

d
E‘I’Lg(t) =0, Vvt (IV119)

Or, a doua ecuatie a sistemului (1V53) coincide cu (IV119) daca, pe idnga
T39 — 00, este adevarat §i ¢ 791 -+ 00. Perechea condifiilor impuse marimilor
T32 §1 721 produc acelasi efect ca si

d

—ny(t) = ns(t) =0, Vit
on(t) = na(t) =0,
deci, sunt matematic echivalente.

In acest fel, ecuatiile (1V106) devin

d 1
—ny = —nyol, +ny (— + EIn)
dt T31
d 1
a‘ngg = nol, —ng (;; + EIn>
d .
EI" = nyv [(En;; —ony) I, + 7%:1:' (IV120)
carora li se adauga
ny+ng =1 (IV121)

Introducénd notatia
ng —n; = An

care exprima inversia populatiei normate intre nivelele ”1” si ”3”, i apeland la
(IV121), deducem

1—An
n; =
2
1+ An
ny =
2
Pe baza acestor relafii, sistemul (1V120) se reduce la urmiatoarele doul ecuatii
d _ 1+ A
—(An) = --(@—0o)l,— (F+0)],An - +an
dt T31
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7 | 1 14+ An
—1, = ngv|=-(d-a)l,+=(@F+0o)[,An+ ——-n
(1]‘, 2 0 2 (( ) L 2 ( ) n Tl

In continuare, vom simplifica aceste ecuatii desconsiderdnd efectul emisiei

spontane in a doua ecuatie $i punidnd o =@

d 14+ An
— (An) = —20l,An — ——
dt( n) ol,An —
d I ol,An
Tin = TWUO iy
dt o
iar dacd introducem notatiile
n = nylAn
b — 1+ An
L IVAY()
gasim
d
En = —2onl, —bn
d
;EI" = wvonl,

Pentru ca acest sistem cu doua nivele energetice inguste sd permitd generarea
laser, trebuie sd mai posede doud elemente:
e un mecanism de pompaj direct al nivelului superior (diferit de absorbtia de
radiatie), care va interveni in prima ecuatie; i
e un rezenator optic, care aici este prezent numai prin imperfectiunile sale, adica
prin pierderile de radiatie, de care va {ine seama a doua ecuatie.
In acest fel, obtinem forma finali a ecuatiilor care modeleaza procesul neliniar

priall 20nl, —bn

d

Eln =~ -yl +vonl, (IV122)
dt

7.4.2 Stabilirea punctelor fixe

In ipoteza ca pompajul p si pierderile b, v sunt independente de timp, sistemul
(IV.122) este autonom i putem trece la stabilirea punctelor tixe.
Pomind cu cea de a doua ecuatie a sistemului putem stabili perechea de solufii

I, =0
- T)J
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cérora, prima ecuatie le asociaza

b
2 . n:l;Inzi(p—@-) (IV123)
vo 2y vo

Este clar cd din motive fizice intensitatea luminoasd este 0 marime pozitiva
(I, > 0), asa incat al doilea punct fix poate si existe numai daca pompajul satisface
conditia

p > by > (1IV.124)
vo

Experimental existd posibilitatea unui controlul direct asupra pompajului p.

Din acest motiv, acest parametru poate fi considerat drept variabild independenti,

in raport cu care si studiem evolutia punctelor fixe ale sistemului dinamic.

Rezultatul, reprezentat prin functiile n(%) si I,,(}), este continut in figura IV13.

Zonele n; si I) desemneazi domeniul de excursie al primului punct fix odatd cu

variatia lui p (ny i I avind o semnificatie similard pentru cel de al doilea punct
fix).

i —pf—————p G——*—z—t
vo
1 X
b 27
0 bY  p 0 bY
vo vo

Figura IV13: Evolutia sistemului dinamic intre cele doud puncte
fixe in functie de valoarea pompajului

Este simplu de verificat ¢a in punctul de racordare p = .% , graficele sunt
continue

n,(%) o= ng(f% = L
[ul(_l) - Iu2(f_1) == ()

»
va el

Din punct de vedere fizie, se poate remarca faptul ¢a pentru valori de pompaj

194
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mai mici decit p = 11'(17 , sistemul nu emite radiatie, /,,(p) = 0. Se spune ¢a
sistemul se afla sub pragul de generare luser. La valori de pompaj superiore
pragului, apare efectul de emisie luminoasa, care creste proportional cu p. Aceasta
indica transformarea intregii energii de pompaj in radiatie laser. In acelasi timp,
din graficul n(p), observam ca sub pragul de generare, inversia creste proportional
cu pompajul, urméand s primeasca o valoare fixa, odatd cu inceputul procesului
de emuisie laser.

7.4.3 Studiul stabilititii (tipul de echilibru al punctelor fixe)

Relatiile definitorii pentru sistemul dinamic sunt exprimate prin (I1V.122), iar
variabilele de stare sunt n st I,,. Incepem prin a calcula matricea .J. Potrivit

definitiei (1V113)
J— —b— 201, —20mn
-\ vol, —v + von

7.4.3.1  Studiul primului punct fix Folosind coordonatele (% ,0), gasim
_ P oy [ TP 205
Ji=J(5.0) = (0 4 ot ) (IV125)
de unde calculdam
' b
Tr(h) = —b-= (1 - p)

Vo

det(J}) = vo (ﬂ _ p)

vo

o = (-3 (2

O relatie extrem de utild, care ugureazd urmérirea evolugiei primului punct fix
pe diagrama din Fig. IV12 este

det(Jy) = =b[T'r(Jy) + b] (TV.126)

legatura care reiese usor pe baza primelor doud ecuatii de mai sus, dacé exprimdm
v . . l_"l .,
din fiecare vo (W p).
Pastrand valoarea pompajului drept parametru, putem trage urmatoarele
concluzii:
o deoarece D(J,) > 0 Vp, clasificarea ilustratd in figura V.12 aréta ca primul
punct fix nu poate ti decat un nod stabil sau instabil ori, un punct sa (saddle),
e pentru() << p < f—j}, , deoarece det(Jy) > 0si Tr(Jy) <2 0, primul punct fix
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¢ste un nod stabil;
e pentrup > f% , deoarece det(Jy) < 0, primul punct fix devine un punct sa
(saddle).
Schitand evolutia acestui punct fix in functie de puterea de pompaj p si
exploatind legdtura liniard (1V.120), obtinem imaginea din figura IV14.

det(J)

DJ)=0 e centru
—p

DN <0 | DI)<0

forar focar

instabil D()>0

nod
instabil

"saddle bY ddl T L
s2) P’V%"\ S

Figura IV 14: Evolutia primului punct fix in functie de valoarea pompajului

7.4.3.2 Studiul celui de al doilea punct fix De aceastd datd, coordonatele
care trebuie folosite in (IV.125) sunt (X = (p — '—’l) ), incat, vom avea

R e
']2 - J( ya |\ P — =
vo' 2y Vo 'ua%( _ z_}) 0
Calculam
Tr(Js) = —b- — (P - h)
¥ Vo
I S s A NP
det(Jy) = wvo (p-— o (= — det(Jy))

2
D(J,) = [b + 2 (p ~ ﬁ)] — dvo ( — 91)
v Vo vo

alaturi de care ob{inem si relatia utild

det(Ja) = —v|Tr(J2) + Y] (IV127)
Putem simplifica analiza acestor rezultate daca introducem notafia
bry
p=p—
(Ues
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unde p este pozitiv sau nul, din cauzi ca si p urmeaza aceleasi condifii. Astfel
Tr(Jy) = —bp (1V128)

det(J2) = by(p—1) (= —det(Jy))
D(J;) = b (()/)2 —4yp + 47)

de unde putem constata ca:

e indiferent de valoarea pompajului, Tr(J;) < 0. Potrivit figurii IV.12 aceasta
inseamna ca al doilea punct fix poate fi un punct saddle, un nod stabil sau un
focar stabil;

epentru0 < p<1(0<p< gg ), deoarece det(J>) < 0 i D(Jz) > 0 este
usor de vazut (folosind datele figurii IV.12) ci al doilea punct fix este un punct
saddle;

e pentrup > 1 (pompaj peste prag, p > %), deoarece T'r(J2) < Osidet(J2) > 0
, al doilea punct fix poate fi un nod stabil sau un focar stabil (dupa cum D(J,)
este pozitiv sau negativ).

Pentru a decide felul in care se sfarseste traiectoria celui de al doilea punct fix,
este necesar sa rezolvdm ecuatia

D(J) =0

in legatura cu care putem hotdra semnul lui D(J,) din (1V.128) si apoi sa decidem
diversele situatii pe o diagrama de tipul celei confinute de Fig. 1V12.
Dacéd v > b, gasim radécinile reale si pozitive

27i2vfy2-b7:21i2 (1)2_1
b ' b

b b

P2 =

Fie

2
p=22 /(1) -2
b b b
Observam ca respectarea conditiei -y > b atrage si indeplinirea relagiei p, > p; >
s N A , . T |2 by
1 aga incét este clar ca atunci cand pompajul satisface inegalitaile p,~L>p > p =1
, punctul fix pe care il investigdm este un focar stabil iar in cazurile p > /)2% si
p < /'1.,% el devine nod stabil. Aceste evolutii posibile sunt ilustrate in figura
1V15.

O reprezentare alternativa a evoluliei punctelor fixe este redata in figura 1V 16.
In aceastd reprezentare, stabilirea tipului de echilibru al punctului  fix
precum g1 urmdrirea manierei sale de evolugie se determind parcurgind descenul
corespunzdtor de-a lungul unet paralele la axa Op, pornind de la p — 0 i urmand
in sensul valorilor p crescatoare. Astiel, pentru al doitea punct fix, putem observa
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N Aiensparenter s

hY o bY
Pava 2 P2 PN | det(D)
A

D=0 ) +— centru
D(J)‘}O DN <0 | DJ)<0
nada . . fucar
stabil £‘€,‘;€ﬁ instabil / D@)>0
nod
instabil
\‘ >
sadd)le g szédd)le Tr(J)
(52 bY §a
P>A3g | S Np=0
P2l >p

Figura IV 15: Evolutia celui de al doilea punct fix in raport cu valoarea pompajului

cd in functie de valoarea produsului 3—3 putem avea douad tipuri de evolutii. Pentru

valori moderate ale acestui produs, odata cu cresterea lui p, evolufia urmeazi calea
saddle-nod-focus-nod. 1.a valon % mari, evolutia este simpla: saddle-nod.

b 4
vOo

' P 0
Primul punct fix Al doilea punct fix

Figura 1V.16: Evolutia punctelor fixe in raport cu valoarea pompajului

7.4.4 Comportamentul haotic al generatorului laser

Teoria generala arata limpede ca sistemele cu doud grade de libertate nu poseda
capacitatea intrinseca de a da nastere unei dinamici haotice. In cazul lor, miscarca
haotica poate sd apard numai ca rezultat al unor condifii externe speciale. De
exemplu, asemenea conditii s¢ indeplinesc cand factorul de pompaj prezintd o
variajie periodica in timp.

Din pécate, oricat de mare ar fi tentaia de a prezenta mai amanungit acesta tema,
demersul ne-ar duce atdt de departe incit suntem nevoili sa recomandam cititorului

¢
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interesat si continue pe cont propriu, folosind textele clasice. Inacest sens, un bun

inceput ar putea {i chiar parcurgerea titlunilor continute in hista recomandarilor
bibliografice.
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