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Cuvânt înainte 

Acest volum este realizat pe baza notelor de curs redactate de către 
autor pe durata mai multor ani de predare a cursului de Optică neliniară. 

Confruntarea cu dimensiunile reduse ale spaţiului tipografic dar şi cu 
limita strictă impusă timpului de redactare (în condiţiile absenţei oricărei 
sponsorizări), a impus decizia pragmatică de a închega doar aproximativ 
jumătate (un semestru) din temele întregului curs. 

O preocupare specială s-a îndreptat spre găsirea formei celei mai 
adecvate care să permită urmărirea îndeaproape a proiectul didactic al 
cursului. Am ajuns la concluzia că structura cerută trebuie să se bazeze 
pe unnătorii patru vectori: ~ 

I. Tratarea temei principale ( aparţinând opticii neliniare) folosind 
un cadru de tipul "problem solving", şi punând accent egal pe 
sublinierea deciziilor de natură pur formală sau a celor a căror 
justificare se naşte din raţiuni fizice; 

2. Introducerea temelor de lucru individual, al căror scop este 
dublu: de a permite îmbunătăţirea cunoaşterii instrumentelor 
matematice şi de a sugera unele teme teoretice a căror însuşire 
este propusă pentru studiu individual; 

3. Prezentarea subiectului "contingent", care unnăreşte să ilustreze 
modul în care aceleaşi instnunente matematice sunt aplicate la 
situaţii extrem de diferite; 

4. prezentarea bibliografiei selectate cu scopul lărgirii p~rspectivei 
asupra problemelor discutate. 

Pentru a exen1plifica legătura tentelor principale cu dezvoltările 
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"contingente" să arătătn unnătoarele asocieri. 

• Prezentarea generală a Opticii neliniare este completată prin dis(.;utia 
asupra relatiilor Manley-Rowe; 

• Capitolul consacrat con1plementelor de optică are "prelungire" spre 
fasciculele "extren1e"; 

• Fenomenul de autofocalizare este discutat îtnpreună cu distribuţiile 
neomogene ale indicelui de refracţie - altele decât parabolice; 

• Absorbţia saturată are alături o prezentare succintă a tehnicilor 
dinamicii neliniare. 

Ţinând seama de bogăţia fenorr1enologică şi a mijloacelor matematkc'. 
aflate în patnmoniu1 Opticii ne] iniare, singura noastră grijă în privw~~i 
alegerii temelor de curs a fost legată de dorinla de a asigura prci:en~a 
unei cât mai -mari diversităţi de n1ijloace matcn1atice cu aplicabilitate 
generală. 

Este corcc1 să rccunoaştcn1 ~i faptul că în anun1ite cazuri, alegerea 
unor subitei"' 'l fost faculă cu scopul <le a suplini lipsa unui curs de optică 
teoretică. 

Adresat în special studenţilor din anul IV ai sectei de fizică 
tehnologică, credem totuşi că 1naterialul acestui uars poate folosi tuturor 
studentilor care urmează o specializare în optică,- optoelectronică sau 
fizică teoretică. 

Cu gândul la cititor, dar şi în speranta unt:i cât m'.ti bunt: şanse de 
c01nunicarc, autorul d 1ngrijit până la dcLalii ţinuta grafică a lucrării. 

Pe această cale doresc i.;ă nmltu1nesc d-lor /\d, ,an Blăgău şi Octav 
Marghitu pentru sprijinul acordat. 

Autorul 
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/11tn1d11cere 

1„ Introd11cere 
Desfăşurarea tuturor proceselor optice, cu excepţia cazului propagării în vid, 

presupune prezenţa mediilor materiale ( chiar atunci când această prezenţă nu este 
mai consistentă decât o simplă suprafaţă de separare). Tocmai din acest motiv, 
diversele procese ale opticii fenomenologice pot fi "descompuse" în şiruri de 
interacţii locale, unde parteneri sunt "substratul" material şi câmpurile optice. Este 
important de remarcat că din perspectiva consecinţelor, în cadntl Opticii clasice, 
toate interacţiile dintre cei doi participanţi sunt unilaterale, în sensul că numai 
câmpurile optice pot suferi modificări. 

Ideea identificării ( ori, la nevoie, a inventării) unor mecanisme locale, care 
să opereze "în spatele" fenomenelor optice pe care le "explică", reprezintă un 
procedeu teoretic atât de puternic, încât poate fi aplicat fără nici o adaptare specială 
până şi mediilor transparente. 

1.1 Moduri de construcţie: Optica clasică şi Optica cuantică 

Dat fiind că dispune de o bogată colecţie de procese "elementare", din 
care se pot structura interacţii cu proprietăţi complexe, formalismul cuantic 
reprezintă un instrument bine articulat pentru modelarea diverselor fenomene 
optice. Exploatarea consecventă a acestei trăsături revine Opticii cuantice. 

Alternativ acestei abordări care porneşte de la scară atomică, avem la dispoziţie 
demersul fenomenologic, în cadntl căruia modelele şi argumentele îşi păstrează 
ţinuta macroscopică. O asemenea cale este urmată de Optica clasică, a cărt:i 
structură conceptuală derivă din teoria electromagnetică a luminii. 

Cum este de aşteptat, o comparaţie între cele două maniere de investigare a 
fenomenelor optice este de natură să ilustreze atât avantaje cât şi dezavantaje. 

De exemplu, formalismul cuantic, datorită faptului că priveşte direct în 
"miezul" lucrurilor, pare mai "temeinic", mai "profund" şi mai bine situat pentru 
a proiecta asupra rezultatelor sale un caracter definitiv. 

Din cealaltă perspectivă, teoria macroscopică, guvernând peste un impresionant 
teritoriu experimental, invocă în propriul avantaj faptul de a nu se sprijini decât pe 
acei parametri care constituie în mod efectiv pârghiile de comandă ale proceselor 
descrise. 

De asemenea, urmându-şi ţelul ambiţios de a se confunda cu spaţiul 

experimental, teoria macroscopică ne atrage printr-o caracteristică extrem de 
seducătoare, pe care o descoperim obseivând că atât corpul teoretic (privit ca 
întreg) cât' şi diversele sale componente simbolice (luate aparte) sunt înzestrate 
cu sensuri lipsite de echivoc. De aici decurge şi faptul că teoria macroscopică 
îmbracă un aspect atât de intuitiv. 

7 
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I. Optica 11eli11iarâ: prezentare generală 

Teoria cuantică, opusă principiului de obseivabilitate directă, se închide într
un nivel fonnal şi simbolic, lăsând ca previziunile ei să fie accesibile doar 
unor evaluări "mecanice", oglindite în algoritmi şi proceduri. Dacă însă privim 
aceste trăsături din perspectiva unui interes de generalizare, atunci exact asemenea 
caracteristici sunt de dorit. 

Lăsând .deschis şimi comparaţiilor, să încheiem prin următorul enunţ sibilinic: 
dacă deosebirile celor două moduri de abordare le îndepărtează asemenea unui 
potenţial repulsiy, atunci raportul lor de complementaritate le apropie. 

2. Locul Opticii neliniare 
Pentm a evidenţia specificul fenomenelor din domeniul Opticii neliniare, avem 

nevoie de un reper. Cel mai bun sistem de referinţă este fumizat de ecuaţjile lui 
Maxwell. 

În fond, sistemul celor patm ecuaţii "de o universală importanţă şi de 
o impresionantă frumuseţe", după caracterizarea lui Sommerfeld, reuşesc să 

guverneze giganticul câmp al fenomenelor electromagnetice (între care se află şi 
fenomenele luminoase). . 

Fonnatul uimitor de compact în care Maxwell a înglobat esenţa un·iversului 
electromagnetic reprezintă o realizare aproape miraculoasă. Forţa celor patru 
ecuaţii a produs atâta admiraţie, încât până şi un geniu de talia lui Boltzmann nu s-a 
sfiit să le glorifice aşezând ]a începutul celui de~al doilea volum din ""Cursul asupra 
teoriei lui Maxwell despre e]ectricitate şi lumină" (apărut în 1893) următorul 
motto: "Numai un Zeu le-ar fi putut dicta ... ". 

2.! Consecinţele ecuaţiilor lui l\1axwell 

Referinţele precedente beneficiază de întreaga autoritate necesară pentru 
a constitui dovada că ecuaţiile lui Maxwell reprezintă o modelare perfectă 

(izomorfă) a "realităţii fizice". 
Deoarece diverse]<:! fenomene electromagnetice se desfăşoară în matca wtor 

solutii particulare ale acestor ecuaţii, este clar că izomorfismul se transmite 
"genetic" şi trebuie recunoscut fiecărei soluţii a ecuaţiilor Maxwell. 

Astfel, realitatea fizică are şi fenomene descrise de soluţia de unde plane 
monoc,vmatice. lnitial, teoria lui Maxwell s-a folosit de acest tip de unde 
pentru a demonstra posibi1ilatea propagării câmpurilor electromagnetice cu viteza 
lwninii în vid. În mod evident, această demonstra\ie unnărea să încadreze undele 
lwninoase înlre w1dcle electromagnetice. . 

Pentru o undă monocromatică plană, care se propagă printr-un mediu izotrop. 
caracterizat prin indicele de refracţie ri, după directia specificată de versorul 

8 
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Lvcu/ Opticii neliniare 

~ 

-; , desemnând prin w pulsaţia undei şi prin k ~ nko-; vectorul de undă, 
comportarea spaţio-temporală a vectorului electric E al undei este guvernată de 
expresia 

E ( ~, t) = & exp [ i (k ~ - wt)] (I. I) 

În sensul opticii clasice: 

• indicele de refracţie n este specific fiecărui mediu de propagare şi deci, face 
parte din clasa constantelor de material; 

• indicele de refracţie este un număr complex numai dacă transparenţa mediului 
de propagare este afectată de absorbţie; 

• când mediul prezintă proprietăţi dispersive, atunci indicele de refracţie 
este specificat prin intermediul unei funcţii n = n(.X), determinată pe cale 
experimentală şi numită funcţie de dispersie. 
Apariţia surselor foarte intense de lumină (sursele laser) a impus reconsiderarea 

concepţiei privind natura simplă a indicelui de refracţie. Primele indicii în acest 
sens au fost furnizate prin observaţii accidentale tăcute în legătură cu propagarea 
fascicolelor intense de 1 umină prin medii lipsite de complicaţii structurale, aşa cum 
este gazul atmosferic. Studii experimentale specializate au confirmat că, însoţitor 
propagării, fasciculele intense de lumină pot suferi modificări semnificative ale 
distribuţiei de intensitate în secţiunea transversală a fascicolului (fenomen numit 
"autofocalizare") sau pot fi chiar ele cauza unor procese de ionizare şi străpungere 
a gazului. 

În plus, experimentele au arătat că asemenea procese pot avea loc în orice tip 
de mediu optic şi că singurele diferenţe privesc valoarea de prag a intensităţii 
luminoase. 

Orice încercare de a încadra asemenea procese în Optica clasică este sortită 
eşecului. Imposibilitatea decurge din modul în care este construit modelul teoriei 
clasice a dispersiei - locul în care se defineşte "mecanismul" indicelui de refracţie. 
În mod specific, punctul critic al modelării este legat de presupunerea potrivit 
căreia undele luminoase nu pot provoca decât o perturbare minimă a mişcării 
electronilor" optici", deoarece aceştia orbitează în câmpul electric foarte puternic 
al nucleului ( care îi menţine pe orbite de echilibru printr-o interacţie cuasi
elastică). Pentru atomul de hidrogen aflat în stare fundamentală, electronul resimte 
câmpul electric de 5 x 1011 

-~, în timp ce lumina solară (aşadar, lumina emisă de cea 
mai puternică sursă clasică) nu produce un câmp electric mai puternic de 600,~. 
Dacă însă focalizăm fascicolul unui laser cu rubin, având puterea de 50.l\JvV, 
câmpul electric poate atinge valori gigantice, de ordinul 109~~ . Folosind aceste 
date comparative, putem în\ekge că teoria clasică a dispersiei este corectă atunci 

9 
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/. Optica neliniară: prezentare generală 

când se referă la sursele obişnuite de lumină. 

2.2 Specificul Opticii neliniare 

Există o cale simplă, bazată pe "resursele" indicelui de refracţie, şi care ne 
permite să ilustrăm două aspecte importante: a) caracterul unitar al fenomenelor 
optice; şi b) elementele specifice Opticii neliniare. 

Profitând de existenţa solutiei de unde plane (I. l ), deducem 

n= ~47 [-ifil (~) +wt] (1.2) 

Din perspectiva matematică, este perfect justificat să privim acest rezultat ca 
expresie a tuturor dependenţelor posibile ale lui n. în acelaşi timp, izomorfismul 
ecuaţiilor Maxwell cu realitatea fizică ( efect transmis ş_i diverselor soluţii), ne 
furnizeazA un argument suplimentar în favoarea aceleiaşi interpretări. 

Ignorând deocamdată efectul relaţiei de dispersie 

w == ~c (1.3) 
' 

adevărată în cazul undei plane, dar care în perspectivă generală conduce la o inutilă 
"restrângere" a informaţiei utile din (1.2), putem privi indicele de refracţie ca 
dependent de următoarele variabile 

---+ ---+ ---+ ---+ 
n = n( r , t, r , w, k , E) (1.4) 

Este simplu de văzut că rezultatul obţinut face loc unei sistematizări wi.itare 
a proprietăţilor optice ale mediilor materiale, aşa după cum ilustrează tabelul 
unnător: 

Tipul dependenţei Caracteristica 
indicelui de refracţie mediului 

de poziţie ( r--.) Neomogen 
de timp (t) Nepermanent 
de câmpul direcţiilor ( r ) Anizotrop 
de pulsaţie (w) Dispersiv temporal 

--, 

de vectorul de undă ( k ) Dispersiv spaţial 
~ 

de tăria câmpului electric ( E) Neliniar 

Clasificarea precedentă arată că majoritatea dependenţelor lui n se află deja 
în subordinea uneia dintre diviziunile Opticii clasice. Unica relaţie rămasă 
"neacaparată" este dependen(a indicelui de refrac(ie de tăria câmpului. Or, această 

10 
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Loc.:11/ Opticii neliniare 

legătură este şi singura care interesează Optica neliniară. 
Tratând în mod similar ecuaţia undei plane magnetice (care însoteşte unda 

. ----t 

electrică (I. 1 )), constatăm că n poate să depindă şi de câmpul magnetic B. O 
asemenea situaţie caracterizează efectul magnet o-optic (Cotton-Moutton). 

Comentariul pe care l-am făcut expresiei (I.4) ar putea lăsa impresia greşită cum 
că Optica neliniară nu ar putea cuprinde decât o clasă neglijabilă de fenomene. 
Starea reală de fapt este exact opusă. Pe de o parte, putem intui că fiecare fenomen 
liniar are o "extensie" neliniară, după cum este de asemenea adevărat şi faptul c~ 
printr-o intensitate extremă, câmpurile optice pot "împinge" mediile obişnuite spre 
o comportare neliniară. Acest gen de mecanism este specific fenomenelor induse, 
cărora Tabloul următor le dă o succintă ilustrare: 

< prag ⇒ Mediul este liniar 

> prag ⇒ 

Birefringenţa provocată: Efectele Kerr si Pockels. 
Activitate optică indusă: Efectul Faraday indus. 
Transparenţa indusă: Absorbţia saturată. 

Neomogenitate provocată: Autofocalizare, filamentare. 

Impreună cu asemenea procese, Optica neliniară cuprinde numeroase alte 
fenomene, a căror schematizare este prezentată într-o secţiune specială. 

2.3 Vectorul de polarizare dielectrică 

În prezenţa câmpurilor electrice externe, mediile materiale răspund printr-o 
rearanjare a sarcinilor electrice legate, fapt care conduce la "polarizarea mediului". 

----t 

Acest efect este descris prin vectorul de polarizare dielectrică P . 

2.4 Polarizarea liniară 

În cadrul Electrodinamicii clasice, vectorul de polarizare este introdus în 
contextul unor manevre asupra ecuaţiei constitutive, al cărei conţinut exprimă 

-r ----t 
legătura dintre vectorul inducţiei electrice D şi intensitatea câmpului electric E. 
În cazul mediilor scalare (numite astfel din cauză că permitivitatea lor dielectrică 
e este un scalar), legătura celor două câmpuri este dată printr-o relaţie de tip liniar 

-r -r 
D =cE (1.5) 

-r 
Notând cu co pennitivitatea dielectrică a vidului şi observând că co E exprimă 

. ----t 

răspunsul (inevitabil) al vidului la prezenţa câmpului E , relaţia (1.5) poate fi 
scrisă în mai multe fel uri 

-r -r -r -► -r ----t 

D = c E = coc,- E = .so(l + x) E = co E + P (1.6) 

Egalităţile precedente sW1t importante atât pentru că permit irtroducerea unor 
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mărimi fizice cum sunt permitivitatea dielectrică relativă Er (fără dimensiuni 
fizice) şi susceptibilitatea dielectrică x dar, şi pentru că ii ustrează forma legăturii 
dintre intensitatea câmpului electric şi vectorul de polarizare, pennisă de o teorie 
liniară 

-+ -+ 
P = coxE (I. 7) 

2.4.1 Polarizarea liniară ca sursă de unde electromagnetice 
-+ 

Importanţa vectorului P poate fi ilustrată printr-un exemplu simplu, în care 
ne propunem să stabilim ecuaţia de propagare a undelor electromagnetice într
un mediu dielectric omogen, şi care nu prezintă proprietăţi magnetice ( cazul tipic 
pentru mediile de interes în Optica clasică). 

Procedând pe o cale standard, începem de la cele două ecuaţii Maxwell "de 
evoluţie" (nwnite astfel deoarece conţin derivate temporale) 

-+ 8-+ 
VxE --B 

8t 
-+ 8-+ 

Vx H --D 
8t 

aplicând primai ecuaţii operatorul V x , iar celei de a doua operatorul : 

v x (v x E) 

! (v x IÎ) -
Folosind conţinutul ecuaţiilor constitutive şi exploatând comutativitatea 

operatorilor V x şi i, scriem 

vx(vxE) = -vx(!B)=-µ0!(<vxH) 
a2 ---+ a2 ---+ a2 -I-

- -µo8t2 D = -Eoµo8t2 E - µoât2 p 

ceea ce se pune şi sub fonna 

---+ ( ---+) 1 a2 
---+ a'}. ---+ 

Â. E - V V E - c2 ât2 E = µo ât2 p (1.8) 

Deoarece în cazul nostru premitivitatea dielectrică ceste o constantă, găsim uşor 
---+ -j, 

V D = 0 ⇒ V E = 0 
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a~tfel încât ecuaţia de undă (I 8) devine 

-+ 1 a2 -+ a2 -+ 
Â E - c28t2 E = µ08t2 p (I 9) 

Prin intennediul relatiilor (I. 7) şi c = co(l + x). ecuatia pre-_:cdent\ po .. at: fi 
adusă Ja forma 

-+ a2 -+ 
tlE - c11o

8
i2 E = o 1J 10) 

O scriere mai compactă apare da1ă !olosim viteza, 1e fază . în mediul cons1d, rat 
Deoarece prin definiţie v-2 = e Jlo, ecuaţia widi :lor devine 

-+ 1 a2 --, 
!s E -- ~ ât2 E = O (I 11) 

Din punct de ved~re ma1cm,Hic deosebirea între i.~Ct:cţiile (I '-;;) şi t, 11) cons!ă 
in aceea că prima este o ecuaţie diferenţială neomogenă, având drtpt k:nnen de 
sursă tocmai polarizarea dielectrică, în timp ce a doua ecuaţie este nrnogeqă 

Pentru a evita complicaţiile matematice inutil,~, ne prnpwiem să dL-:cută111 

această diferenţă folosind clasa oluţiilor de tipul undelor plane mo11ocn ,matice 
de pulsaţie w. 

Pentru ecuaţia neomogenă, soluţia 1 ~enera1ă este fom1ată din doi tenneni: unul 
obţinut din rezolv,,Jea ecuaţiei omogene rămasă după neglijarea termenului de 
sursă, iar al doilea exprimând o soluţie particulară a ecuaţiei n,.~omog, ·n\': Deci, 
trebuie să căutăm 

-+ -+ --) 
E - • E omog + E '/Li'ci/lW!} 

Se poate uşor vedea că partea omogenă impun\~ solutii!e 

E amog ~ Ei exp [ i ( ± k: 7 -wt)] 

-+ 
unde vectorul de undă ko se supune relaţiei de dispasie 

2 
k2 -- ~ 

o - c2 

Oricât ar părea de ciudat, relaţia precedentă arată că undele "omogene" străbat 
mediul material cu o viteză de fază egală cu viteza luminii în vid. 

Căutarea unei soluţii particulare pentru întreaga ecuatie (1.9) se poate face după 
eliminarea polarizării. Folosind relaţia (I. 7), găsim 

E neomog = Ei exp [ i ( ± -k? - wt)] 

13 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



I. Optica neliniarli: prezentare generală 

--+ 
expresie în care constrângerea asupra vectorului de undă k este impusă de 

k2 1 + X 2 k2 =--w > o 
c2 

(1.12) 

Această ultimă relaţie de dispersie arată că undele care compun soluţia ecuaţiei 
neomogene se propagă cu viteza de fază (firească) 

c2 
v2 = -- < c2 

l+x 
Totodată putem scrie mai multe forme utile pentru indicele de refr:1cţie al 

mediului 

n 2 = (~) 
2 
= c2cJJ,o = c2c0µ0 (1 + x) = 1 + x (1.13) 

Soluţiile ecuaţiei (1.9) se formează "amestecând" trei (din cele patru) specimene 
de undă obţinute mai sus: obligatoriu trebuie să intervină cele două soluţii 
"omogene", la care se adaugă una dintre soluţiile "neomogene". Spre exemplu, 
alegând specimenul de undă progresivă, avem 

E = [~exp (i k"°i7) + ~exp (i,;~) + 2 exp (-i,;~)] exp (-wt) 
(1.14) 

Introducând această soluţie în (1.9) şi calculând explicit, găsim că amplitudinea 
undei "neomogene" nu poate fi arbitrară, ci este condiţionată prin 

~ = k 2 X [~ exp (i,;r) + ~ exp (-i,;-r7)] 
(~) -(l+x) 

(1.15) 

ceea ce face ca soluţia finală să poată fi scrisă sub forma 

( _&_ )2 - 1 

E = (kl [~exp (i,;7) + ~exp (-i,;7)] exp (-wt) 
ko - (1 + x) 

(1.16) 
Merită să notlm ci din cauza absenţei unor termeni de amoHizare în ecuaţia de 

undă (1.9), respectarea strictă a relaţiei de dispersie (1.12) face ca atât amplitudinea 
--+ 

undei neomogene (1.15) cât şi cea a undei totale E ( dată prin (I. I 6)) să devinl 
nemărginite. 

Con\inutul ecua(iei omogene J}.11) nu co1hJuce decât la două specimene d~ 

soluţii, care coincid cu soluţiile E neom()g• Astfel, în acest caz vom avea 

i = [~ exp (i kr) + ""E_ exp (--i 7--:?)] cxp (--wt) (1.11) 

14 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Loc11I Opticii neliniare 

---t 

împreună cu o relaţie de dispersie ( k , w) care coincide cu (1.12), modulele 
----+ ----+ 

vectorilor S:.. şi E~ fiind de această dată libere să ia orice valori. 

'lema I.I ~ ~ ~ o ~ f""'H, lsk.1oo r,ol/Jlot. ~ 
~ 

Tema 1.2 Re,~ IMJ/40~ ~ o _.,,I.Jo,i ~t.J,,,1oa ~ q....,._ ~ 
~ ,-/JaJ ~,,. /w,ot/o q~ ~ J. IJ,,,1oa J-u,o/.Ulot ,..tip~ 

Făcând o comparaţie directă între (I. 17) şi (1.16), vedem că aceste soluţii coincid, 
cu excepţia unui coeficient care determină divergenţa amplitudinii de undi tn 
(1.16). Mai mult, rezolvarea ecuaţiei (I. 11) este atât de simplă încât este dificil 
de preferat ecuaţia (I. 9) împreuni cu modul ei de rezolvare. 

Cu toate acestea, tocmai ecuaţia (1.9) precum şi tehnica sa de rezolvare scot la 
iveală următoarele detalii importante: 

--+ 
• iniţial, mediul material supus unui câmp electric E este constrâns sA rlspundA 

--+ 
prin p0larizarea dielectrică P. Această concluzie rezultă citind ecuaţia (1.9) 
"pe dos"; 

• ulterior, mediul devine suportul propagării a trei unde: două "omogene", care 
străbat mediul cu viteza luminii c şi una "neomogenă" având o viteză de faz.l 
V< c; 

• unda "neomogenă" are o amplitudine "infinit" mai mare decât amplitudinile 
undelor omogene, ceea ce îi conferi acesteia caracterul de undă dominantl 
(sau, unic observabili); 

• între undele "omogene" şi unda "neomogeni" existl \Ul raport de amplitudini 
care sugereazA următoarea interpretare: din cauzA el mediile materiale nu pot 
susţine propagarea undelor electromagnetice cu viteza lwninii în vid, acestea 
sunt absorbite. Astfel, Wldele "omogene" nu reuşesc să străbat! zona spaţială 
ocupată de mediul material, iar energia lor este utilizata pentru alimentarea 
mecanismului de susţinere al undei "neomogene". 

l.4.2 Introducerea relaţiilor de dispersie 
---t ---t 

La o primă vedere, relaţia (I. 7), prin care spaţiile vectoriale E şi P sunt puse 
într-o legătură simplă (cea mai simplă, dacă excludem identitatea), nu pare să 
ascundă nici o surpriză. Totuşi, după cum vom vedea, re'laţia (I. 7) conţine unele 
aspecte cu adevărat complicate, şi în acelaşi timp spectaculoase. 

Nu este deloc dificil să ne imaginăm că fiecare undă monocromatică care 
străbate mediul material poate provoca o polarizare de fonna (1. 7). Ţinând s(ama 
că în analiza care urmează aspectul vectorial nu este important, ideea anterioară se 
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precizează seriind 

P(w) = cox(w)E(w) (I. 18) 

Cu această interpretare, relaţia (I. 7) reflectă existenţa unei legături locale în 
spa{iul frecven(e/or w. 

Dacă J(t) şi F(w) formează o pereche de funcţii legate reciproc prin 
transformate Fourier, atunci putem scrie 

00 

F(t) = C1 j f(w)exp(-iwt)dt 
-00 

00 

J(w) C2 J F(t) exp(iwt)dt 
-00 

cu condiţia 

21rC1C2 = I 

pe care o putem uşor deduce folosind funcţia 6 a lui Dirac, definită prin 

00 

6 (t - t') = 
2
~ J exp [-iw (t - t')] dw 

-00 

Astfel 
00 

F(t) - Ci j f(w) exp(-iwt)dw 

-00 

- c,I C2 (1 F(t')exp(iwt')dt') exp(-iwt)dw 

- C1C21 F(t')dt' (1 exp (iw (t' - t)] dw) 

00 

- 21rC,C2 J F(t')6(t- t')dt' = 21rC1C2F(t) 
-00 

şi nu ne rămâne decât să comparăm termenii extremi ai şirului de egalităţi. 

16 
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înmultind relatia (1.18) cu C1 exp(-iwt) şi integrând pe axa frecvenţelor. avem 

00 

P(t) C1eo j x(w)E(w) exp(-iwt)dw 

unde am notat 

-00 

C, G2eo 1 (l E ( t') exp( iwt')dt') x( w) exp( -iwt )dw 

;; 1 E(t') (l x(w) exp [iw(t' - t)] dw) dt' 

00 

C2eo j X(t - t')E(t')dt' 
-00 

00 

X(t) = C1 j x(w)exp(-iwt)dw 

-~ 

Prin etalonarea 

putem scrie 

00 

P(t) = eo j X(t - t')E(t')dt' 
-00 

(1.20) 

Prin unnare, relaţia locaU\ din spaţiul frecvenţelor exprimată de (1.18), are drept 
consecinţă o rela(ie ne/oca/li în domeniul temporal. 

Din raţiwii fizice, relaţia (1.20) nu poate fi admisă ca ata.-e deoarece această 
formă permite câmpului electric E să modifice valoarea polarizării P, existentă la 
momentul t, prin valorile E(t') încă inexistente. Acest lucru apare din cauză că 
(1.20) pennite t~ > t. Or, o asemenea stare de fapt contravine concepţiei noastn! 
potrivit căreia "viitorul" nu poate să influenţeze "trecutul", concepţie pe cJre o 
identificăm cu principiul de cauzalitate. 

Pentru a aduce relaţia (1.20) în acord cu acest principiu, vom cere 

r <O=> X(r) = O {1.21) 
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Ca urmare, acum putem seric 

t 

I'(t) = Eo J X(t - t')E(t')dt' (1.22) 

-ex.> 

Esteifflf)ortânt să notăm că nici una dintre mărimile w, t, 0 1, C2, J(t) sau F(w) 
nu poaJtă-illlităti de măsură (sunt mărimi adimensionale!). Aceasta se vede din 
însăşi forma de introducere a tnmsfonnatelor Fourier. Din acest motiv, referinţe 
ca "spaţiuLfrecventelor" sau "domeniul temporal" nu trebuie interpretate într-un 
sens strict, deoarece mărimile la care se referă nu sunt decât un ecou al mărimilor 
fizice corespunzătoare. Să notăm totuşi că relaţia (1.20) poate fi pusă imediat în 
acord ( chiar şi dimensional) cu (l.6). 

Din (1.22) vedem că valoarea polarizării la un moment t se poate scrie sub forma 

t 

P(t) = J dD 
-00 

care arată că polarizarea este "suma" temporală a inducţiilor electrice. 
O caracteristică importantă a relaţiei temporale nelocalizate (1.22) constă in 

aceea că răspunsul (polarizarea) mediului la aplicarea unui câmp electric impulsiv 
(impuls "delta") este acelaşi indiferent de momentul în care se aplică impulsul. 
Fie t0 momentul apariţiei unui câmp.electric impulsiv descris prin 

E(t) = Eob(t - to) 

Prin (1.22) rezultă polarizarea 

t 

P1(t) = co j X(t - t')Eoli(t' - to)dt' 
-oo 

eoEoX(t - to) 

care are consecinţe numai pentru momente de timp t > t0 . 

(1.23) 

Dacă acelaşi tip de impuls s-ar api ica mai târziu cur secunde, adică la momentul 
to + r, ceea ce înseamnă 

E2(t) = Eob'(t - t0 - r) 

atunci polarizarea rezultantă ar fi 

l 

P2(t) = co.! X(t -- t')f!ub(t' - t0 - r)dt' 

--00 
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EoEo){(t - to -- -r) 

şi lucrurile sunt în perfect acord cu principiul de cauzalitate deoarece, la rândul 
său, şi răspunsul apare cu 7 secunde mai târziu (t >to+ -r). 

Este simplu de văzut că 

P2(t + r) = P1 (t) = coEoX (t - to) 

de unde putem deduce că aplicând impusul E2 cur secw1de mai târziu decât E 1, 

vom avea un răsplll1s P2 care vine la rândul său cur secunde mai târziu decât P1 

şi, în plus, prezintă aceleaşi caracteristici (date de c0E0 )((t - t0)). Astfel avem 
demonstraţia proprietăţii enunţate. 

Odată puse bazele, putem să ne concentrăm asupra următoarelor consecinţe 
spectaculoase ale relaţiilor (1.18) şi (I.22): 

I. Pentru orice mediu material, proprietătile dispersive ( dependenţa de frecvenţă 
a indicelui de refracţie) sW1t determinate de proprietăţile de absorb1ie. Legătura 
între absorbţie şi dispersie se manifestă în ambele sensuri. 

2. Pentru frecvenţe joase (în mod riguros pentrn câmpuri statice) indicele de 
refracţie este supraunitar 

Aceste concluzii se alimentează din două resurse formale. Pe de o parte, este 
vorba despre constrângerile analitice la care trebuie să se supună susceptibilitatea 
dielectrică în calitatea sa de "observabilă". Apoi intervine o latură tehnică 
constând din extinderea la întregul spaţiu complex a legăturii. exprimate pentru 
variabile reale prin transformate F ourier . 

2.4.2.1 Reprezentarea fu neţilor analitice în semiplanul superior Dacă am 
fi dorit să subliniem în plus latura tehnică a acestei secţiuni, atunci am fi preferat· un 
titlu ca "Transformatele Hilbert şi valoarea principală Cauchy". Pe de altă parte, 
dacă am fi vrut să scoatem în evidenţă rezultatele tratării, atW1ci ar fi trebuit să 
alegem un titlu de forma "Relaţiile Kramers-Kronig". 

Pentru ceea ce urmează sunt importante următoarele e.nunturi: 

• O funcţie complexă de variabilă complexă /(z) = u(x, y) + iv(x, y) este 
analitică nwnai dacă respectă ecua(ii/e Cauchy-Riemann 

8u Dv 
8x 8y 
8v D·u 
Dx Dy 

care se pot scrie compact 

(I 24) 
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z* fiind complex conjugata lui z ( z* =--= :1; - iy). Ecuaţia (I.24) arată că o 
funcţie analitică depinde numai de z (nu şi de z*). 

• 1eore111a lui C'a11c/1y (numită şi Cauchy-Goursat): dacă functia de variabilă 
complexă J(z) este analitică în interiorul şi p·e curba închisă (conturul) C, 
atunci 

f f(z)dz = O 

C 

adică, integrala funcţiei f (z) pe acest contur este nulă. 
• Orice funcţie analitică poate fi reprezentată printr-o integrală (reprezentare 

integrală). Astfel, dacă funcţia de variabilă complexă f(z) este analitică în 
interiorul şi pe curba închisă (conturul) C, atunci pentn1 orice punct z0 din 
interiorul lui Ceste adevărată relaţia (integrala Cauchy) 

f(Zo) = ~ f f(z) dz 
21ri Z - Zo 

C 

Figura I. I: Conturul de integrare pentru o functie analitică în 
semiplanul superior 

Tema 1.3 Săaclmlk,,,că.~c.on~ f(z) 4':J.i,Jjacs 

lim lf(z)I = ·1110 
izl-.oo 

4' că. e.Jk cmatdJcă. {,umiai) in dBH1ip/,aJud ,u1-r:JtUiat. "/-oloJbul. ~"J J;;, if/.i.tj, l. l 
~ IUJ/4.Ja 

u 

I • 1 > 1· f ( :i:) L • 1· ( ) ~H -.. ----.-, J: =-- tu .ro 
ll ex, . .I, - - .to 

(I. 25) 

-li 
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R xo-c R 

~p J .. _ J .. + J .. ~'«doolwJ,~"o~ÎA~ 
-R -R xo-1-c 

Introducând notaţiile 

f(x) = fRe(x) + if1m(x) (1.26) 

şi apoi folosind rezultatul pentru a separa partea reală şi cea imaginară din (1.25) 
obţinem 

00 

rno + .!._p j fim(x) dx 
1r X- Xo 

-00 

00 

/Jm(xo) = - > j :~(:! dx (1.27) 

-00 

Atw1ci când mo = O ecuaţiile (i .27) asumă forma care arată că !Re şi fim sunt 
functii cuplate printr-o transformare Hi/beri. 

2.4.2.1 Legătura teoriei cu experimentul Relatiile (1.27) trebuie folosite 
atunci când x0 desemnează valori în spaţiul frecvenţelor w. Mai mult, deoarece 
frecvenţele negative, care apar în (1.27), deranjază prin aceea că sunt inaccesibile 
determinărilor experimentale, apare necesar să punem rezultatele teoretice într-o 
prezentare care să satisfacă pretenţiile unor măsurători. 

Pentru o funcţie oarecare y(w) p-utem scrie 

0 00 

j• y(w) dw + j y(w) dw 
w - wo w -wo 

-oo -00 0 
00 00 

J-y(-w)d I y(w) d uJ+ --- w 
w +wo . w - w0 

o o 
00 

J w [y(w) - y(-w)) + wo fy(w) + y(--w)I 
,1 •) dw 

u.,•-- -- w5 
o 

Pe baza.acestui rezultat putem itkntifica singurdc cazuri în caic nu trebuie sa 
facem nici un fel de măsurătoare asupra spectrului frecvcn\dor negativ~ uk lui 
y(w): 

• dacă y(w) este o flmc\ic pară, situa\ic în (aii..: potrivit c..kfin1\ici y(w) _ _:_ y( w) 
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ş1 avem 
00 00 

J y(w) dw-2 j y(w) l 
- Wo 2 2l W 

W-Wo W -Wo 
(1.28) 

-00 0 

• dacli y(w) este o funcţie impară, când y(w) = -y(-w) atunci 

00 00 

J y(w) dw = 2f wy(w)2dw 
w -wo w2 - w0 

(1.29) 

-oa O 

Merită să subliniem că şi în aceste două cazuri, spectrul frecventelor negative 
există, dar pentru că y(-w) = y(w) sau y(-w) = -y(w), el nu conţine nici 
o infonnatie în plus faţă de cea redată de spectrul frecvenţelor pozitive, spectru 
accesibil pe cale experimentală. 

Să ne imaginăm acum că f (w) este o funcţie complexă, obţinută pornind de 
la funcţia reală F(t) căreia îi aplicăm o tranformată Fourier Atunci, pentru că 
F(t) = F*(t), găsim -

00 00 

f'(w} = C2 j F*(t)exp(-iwt}dt = C2 j F(t)exp([i(-w)tjdt =0 J( w) 
-oa -00 

iar o separare similară cu cea dată în relaţia (1.26) se scrie 

ftte(w) - if1111(w) = !Re(-w) + if111iC-w) 

încât 

/ne(w) = fiw(-w) 
fim(w) = -- fi111(-w) ( I JO) 

În concluzie, pentru ca funcţia complexă f (w) să poată fi canu:t~rizaltt ~0111pld 
numai pe cale experimentală (adică, prin implicarea exclusivă a drn11~11iului 
frecventelor pozitive), trebuie să fie satisfăcute următoarele condi(ii: 

• /(w) să fie obţinută ca transfonnată Fouricr a functiei r~ak l•'(t), 

• F(t) să fie marginită, caz în care vom nota prin rnu marginea lui /i'(t) ). 

Combinând relaţiile (1.26), (1.27), (1.28), (1.29) ~i ( 1.30) găsin, 
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00 

/1m(w) = - 2w P1· /&(w) aw 
7r w2 -w2 

(1.31) 

o 

2.4.2.3 Susceptibilitatea dielectrici, dispersia indicelui de refracţie şi 

rolul absorbţiei Exploatarea relaţiilor (I.31) în cazul susceptibilităţii dielectrice 
se face imediat ce preciz.ăm valoarea pe care trebuie să o atribuim lui m0. Pentru a 
găsi această valoare, revenim la (1.20) şi observăm că pentru a interzice unui câmp 

--+ --+ 
electric finit E ( t) sA producă o polarizare P ( t) infinită trebuie ca funcţia X ( t) să 
fie mărginită 

IX(t)I < Mo, Vt 

În legătură cu susceptibilitatea x(w ), care este transformata Fourier a funcţiei 
X ( t), efectul condiţiei precedente este acela că după extinderea funcţiei în planul 
complex prin z = w + iw' , rezultă o funcţie analitică x( z) al cărei modul tinde la 
zero pe cercul lzl -+- oo, ceea ce se scrie 

lim lx(z)I = o 
lzl--+oo 

• Demonstraţia acestei importante proprietăţi porneşte de la 
00 

x(w) = C2 j X(t) exp(iwt)dt 
-oo 

care se extinde în planul complex prin 
00 

x(z) = C2 J X(t) exp(izt)dt 
-00 

relaţie care, în virtutea ~xpresiei (1.21 ), devine 
00 

x(z) = C2 j X(t) exp(izt)dt (1.32) 

o 

Acwn trebuie sA estimlm norma relaţiei precedente, în care scop vom scrie 
00 00 

lx(z)I = C2 j X(t) exp(izt)dt < C2 j IX(t) exp(izt)I dt 
o o 

00 

J . C2Mo 
< C2Mo exp(- lzl tsmO)dt = lzl sin O 

o 
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Lăsând la o parte punctele O = O, -rr, este simplu de văz1Jt că 

lim lx(z)I = O 
izl--+oo 

ceea ce înseamnă că valoarea parametrului m 0 (de care avem nevoie în (1.31 )) este 
zero. 

Revenind la punctele O = O, ri, discuţia trebuie să pornească de la relaţia (I.32). 
Vom scrie 

00 

x(,,,w' =O)~° C2 i X(t) oxp(iwt)dt 
o 

or, această relaţie arată că funcţiile x(w, w' = O) şi X (t) sunt transformate Fourier. 
Astfel, ele trebuie să fie funcţii de pătrnt sumabil. În particular, din această 
proprietate rezultă şi că 

lim x(w, w' =O)= lim X(t) = O 
W-+00 t-+OO 

ceea ce face ca 

lim lx(z)I = O 
izl-+oo 

(LU) 

şi astfel confirmăm că valoarea lui m0 este nulă pentru toate punctele cercului 
lzl --+ oo. 

În concluzie, pentru cazul susceptibilităţii dielectrice 

mo=O 

fară nici o restrictie. 
Cu aceasta putem exploata imediat relatiile (I.31 ), care devin 

00 

~pi WX1111(w) ăw 
1T' w2 - w2 

o 
00 

( ) _ 2w pi Xtte(w) ăw 
Xtm w = 1T' w2 - w2 

o 
formule cunoscute drept rela(iile de dispersie Kramers-Kromg. 

Trecând la indicele de refracţie, din cauza legăturii exprimate de (1.13) avem 

n(w) = JI + x(w) 
ceea ce ne conduce la extensia complexă 

n(z) = y'l + x(z) 
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Deoarece x(z) este o funcţie analitică, înseamnă că ş1 n(z) are această 

proprielate. În plus, folosind (1.33), deducem că 

lim ln(z)I = 1 
izl--+oo 

Pe această bază deducem că în cazul indicelui de refracţie, valoarea parametrului 
m0 care trebuie folosită în ecuaţiile (1.27) este 

·mo = 1 

Ca urmare, formulele (1.31) produc 
00 

nRe(w) = l + ~pi wn1m(w) dw 
rr w2 - w2 

o 
00 

_ 2w P j nRe(w) dw 
rr w2 - w2 

o 

Aceste relaţii pot fi scrise şi în funcţie de coficientul de absorbţie µ(w ). În fond, 
expresia unei uude plane care se propagă de-a lungul axei Ox şi suferă absorbţie 
este 

',jJ = "Po exp (-µx) exp [i(kx - wt)] 

expresie care se mai poate scrie şi sub forma 

'lp ',j;0 exp { i [(k + iµ) x - wt)]} 

= "Po exp { i: [ ( n + i:) x - ct)]} 

de unde surprindem legătura care există între partea imaginară a indicelui de 
refracţie şi coeficientul de absorbţie 

În acest fel, putem scrie 

nRc(w) 

_ cµ(w) 
n1m= -

W 

00 

2cpj µ(w) .r.-: 1 +- _2 2uw 
7r w -w 

o 
00 

µ(w) = _ 2w
2 
pj n1w(w) dw 

1rc w2 - w2 

o 
relaţii care ne ajută să dovedim proprietăţile anunţate într-o secţiune anterioară. 
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În primul rând, prin simplă inspecţie putem vedea că legăturile între nne(w) 
şi 11,(w) sunt reciproce, şi că în particular proprietăţile de absorbţie detennină 
dispersia indicelui de refracţie. 

În al doilea rând, să admitem că mediul caracterizat de nrre(w) şi µ(w) este 
un mediu "tradiţional". În acest caz (cel puţin pe baza datelor experimentale) el 
prezintă o absorbţie pozitivă, adică 

11(w) > O, Yw 

şi astfel deducem 
00 

2c J p(w) nne(0) = 1 + -P --r-dw > 1 
1T' w 

o 

ceea ce coincide cu a doua concluzie anticipată. 
Este interesant de notat că în cazul unui mediu perfect transparent (adică 

neabsorbant), care trebuie caracterizat printr-o relaţie de forma µ(w) = O, Vw , 
găsim nne(w) = 1, Vw, rezultat care atestă două lucr_uri: a) absenţa dispersiei; şi 
b) faptul că mediul este identic vidului. 

2.5 Polarizarea neliniară 

Încercarea de a generaliza legătura liniară între câmpul electric şi polarizarea 
dielectrică a mediului, ilustrată în (I.7), se poate face pe două căi. 

O primă posibilitate constă în a interpreta această relaţie liniară drept rezultat 
al unei tnmchiP-ri operate asupra unei dezvoltări în serie de_ puteri. Atunci, 
completând seria vom avea 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 2-+ 
P =a1 E +a2(E · E)E +a2(E • E) E +... (1.34) 

-+ -+ 
expresie care păstrează totodată caracteml vectorial al legăturii între P şi E. 

-t 

Din acest motiv, toate puterile pare ale 1 ui E ( conducând la expresii scalare) sunt 
absente. 

A doua variantă de generalizare care ni se oferă are şi avantajul de a trata în 
-t 

mod egal toate puterile lui E. Ideea de care ne folosim constă în a scrie ecuaţia 
vectorială (1.7) pe componente 

~ = coXEi ,i = 1,2,3 (1.35) 

Matematic, cel mai general cadru de manifestare a legăturilor liniare între două 
spaţii vectoriale este cel al relaţiilor tensoriale. Cu acest argument, (1.35) poate fi 
considerată drept particularizare a relaţiei 

Pi = EoXijEJ i, j = 1, 2, 3 
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p·~ntru cazul în care Xii = xtiiJ• Generalizarea acestui rezultat se face implicând 
tensorii de ordin superior. Admiţând convenţia lui Einstein privind sumarea asupra 
indicilor repetaţi, avem 

pi= co (XijEj + ;(,jkEjEk + XijklEjEkEl + ... ) i, j, k, l = 1, 2, 3 

În primul ordin 

sau 
-t (1) -t 
p L = cox • E 
-t 

(1.36) 

expresie în care am întrebuinţat P L pentru a reprezenta "polarizarea liniară". 
Contribuţia termenilor superiori constă în 

I{= co (xi;lEJEk + xi]lzEjEkEz + ... ) i,j, k, l ... = 1,2,3 (1.37) 

ceea ce se poate scrie într-o formă compactă 

-t ( (2) -t -t (3) -t -t -t ) 
PNL = co X : E • E + X : E • E • E + ... (1.38) 

-t 

P N L desemnând vectorul de "polarizare neliniară". 
Deşi îmbracă o formă complicată, totuşi polarizarea neliniară nu se comportă 

altfel decât polarizarea liniară: ambele reprezintă un anumit tip de sursă de unde 
pentru mediul neliniai: P~ baza acestui argument putem anticipa modificarea adusă 
ecuaţiei (1.1 J) de către vectorul polarizării neliniare 

-t 1 a2 -t a2 -+ 
Â. E - v2 8t2 E = Jlo 8t2 PNL (1.39) 

Inspecţia diverşilor termeni desfăşuraţi în (1.37) (sau (1.38)) sugerează că 

xi;lEiEk joacă rolul tennenului de cuplaj a două W1de, iar xi;l,EJE1.:E1 desctie 
cuplajul a trei unde, etc. Deşi acest lucru este adevărat, rămâne important să 
eliminăm orice confuzie posibilă, remarcând că: un cuplaj de ordinul dui descrie 
interuc(ia a trei unde, iar un cuplaj de ordinul lreî implică inlirac(ia a pairu uncie ! 

Ca regulă, ordinul susceptibilităţii (ori al polarizării neliniare) indică nwnărul 
W1delor puse în interacţie neliniară (cuplaj), dar nwnărul de indici (totdeaw1a 
superior cu o unitate ordinului) reprezintă corect numărul undelor antrenate în 
procesul neliniar 

2.5. l Comentariu 
. ~---; 

Din cauza neliniarităţii introduse de către termenul de sursă Jlo~ PN 1,, el:ua\ia 
de undă (1.39) nu poate primi o rezolvare exactă. De aceea se apekază la 
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"procedura" de rezolvare propusă de către Dloembergen şi care exploateaz.ă 
următoarea idee: soluţia corespunzătoare interacţiei între N + l unde este 
guvernată de tensorul susceptibil itătii de ordinul N şi comportă considerarea 
(tuturor) produselor de forma 

X~~k)· EjEk .. ,Ep 
'l) ... p ~ 
~ N 

la care participă numai undele Ei, Ek, ... , Ep ale căror frecvenţe se pot combina 
liniar după regula 

W N L =±Wj ± lvk ± .. , ± W p 

N 

w N L fiind "recventa undei generate prin procesul neliniar. 
Pentnt a realiza un inventar ordonat al proceselor utile există mai multe scheme. 

Una dintre acestea se bazează pe detenninarea explicită a tuturor frecvenţelor care 
pot rezulta din interacţia neliniară propusă, urmând ca ulterior să fie selecţionaţi 
termenii care construiesc soluţia propriu-zisă a problemei. 

Să exemplificăm această tehnică de constmcţie a frecvenţelor prin considerarea 
cazului unei interacţii (prin polarizarea neliniară) de ordinul doi, între două unde 
cu frecvenţele w1 şi w2: 

• Folosind simetrizarea algebrică, construim şirul (nu neapărat ordonat) 
-w1, -w2, w1, w2. Justificarea dublării termenilor şirului apare pe de o parte 
din cauza identităţii trigonometrice 

cos(w1t) cos(w2t) ,.,_, [exp( iLu1t) + exp(-iw1t)] [exp(iw2t) + exp(-iw2t)) 

= exp [i (w1 + w2) t] + exp [i (w1 - w2) t] 
+ exp [i (-w1 + w2) t] + exp [-i (w1 + w2) t] 

iar pe de altă parte, din condiţia de realitate a tuturor mărimilor de câmp ( care 
obligă diversele componente ale interacţiei să fie de forma cos(w1t) cos(w2t)). 
Pe ansamblu, vedem că rezultatul compunerii "neliniare" a frecvenţelor w1 şi 

w2 echivalează cu o compunere liniară a şirului simetrizat de frecvente. 
• Folosind "vectorul" V= (-w

1

, -w
2

,w
1

,w
2

) şi transpusul său, construim 
tabloul 

- - ···- -· --··-

-w. -2w1 -W1 - W2 -w1 +w1 -wi +w2 
-w2 -W'J. -2w

2 

-W'}. +w1 -w2 +w2 
w, W1 w, -wi 2w1 Wt +w-i 
W'}. w-i lv'2 - W'l W-i + W1 2w1 - -- ··---
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care conţine în fiecare celultl suma valorilor care se găsesc la capetele de I inie 
şi coloană. 

Constatăm că prin amestecul neliniar al celor două frecvente initiale se pot 
obţine 16 frecvenţe. Totuşi, din cauza simetriei tabloului, numai 1 O componente 
pot avea valori diferite. În plus, efectul simetriei prezente în construcţia vct:torului 
V rest~·ânge şi mai mult câmpul valorilor independente încât în loc de 10 
componente independente avem numai 9, aşa cum se vede rescriind e:-.:pl icit tabloul 
precedent 

li -W1 --w2 W1 W2 j 
-W1 -2w1 -W1 - W2 o -W1 + W2 

-w2 -2w2 -w2 +w1 o 
W1 2w1 W1 +w2 

W2 2w2 

Aceste rezultate ne permit să anticipăm natura câtorva dintre procesele descrise 
de Optica neliniară. Astfel, valorile distincte ale combinaţiilor de frecvenţă 
sugerează existenţa următoarelor fenomene neliniare: dublarea frecvenţei (2w 1, 

2w2), redresarea optică (-w1 + w 1 = -w2 + w2 = O) şi mixajul S<'hl generarea 
parametrică (-w1 + w:2, ··w2 + w1 ). 

2.5.2 E1'emplu: dublarea frecvenţei 

Ca o ilustrare practică a modului în care trebuie folosită schema Blocmbergen, 
dar şi cu scopul de a evidenţia "potenţialul" fenomenologic concentrat în sursa 

-+ 
neliniară µ0 %:2 PNL, vom urmări o modelare ultra simplificatoare a realităţii fizice 
( care nu reţine decât trăsăturile sine qua non). Chiar şi în asemenea condi\ii, vom 
avea "parte întreagă" în privinţa dificultăţilvr care se asociaz.ă de obicei studiu.lui 
matematic al fenomenelor neliniare. 

Aşadar, alegem cazul unui mediu neliniar în care pătrunde o w1Ja 
electromagnetică plană, polarizată (liniar) după direcţia Ox şi care se propagă 
<lupa axa Oz. În Optica clasică (liniară), o asemenea sitU-.>1ţie t=ste descrisă prin 
reprezentarea complexă 

Folosirea expresiei reale 

(I --IOi 
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superior) în amplitudinile <le câmp (de exemplu, calculele energetice). 
Optica neliniară, tocmni din cauza inevitabilelor prezenţe ale elementelor de 

neliniaritate, ne obligă să lucrăm întotdeauna cu expresiile reale (adică, cu fonnele 
direct măsurabile) ale tuturor mărimilor. 

Revenind la situaţia pe care ne-am propus să o studiem, notăm că datorită 
alegerilor simplificatoare ecuaţia de undă (1.39) devine 

82 1 EJ2 EJ2 
[)z2E- v2[)t2E=ţtoat2PNL (1.41) 

---+ ---+ 
Deşi în general, legătura între P N L şi E este de natură tensorială ( aşa cum se 

poate vedea din relaţia (I.38)), vom admite, de asemenea pentru a păstra numai 
elementele esenţiale, că relaţia este pătratică dar scalară 

PNL = cox(2
) EE (1.42) 

susceptibilitatea dielectrică fiind o mărime reală (nu avem absorbţie). 
În aceste condiţii, ne propunem să detenninăm soluţia ecuaţiei (1.41 ). 
Începem tăcând ipoteza că soluţia dorită se poate dezvolta în serie Fourier 

discretă 

E = L {Em(z) cxp li(kmz - rn.wt)] + c.c} (1.43) 
m 

unde am lăsat la o parte factorul ½ deoarece această omisiune este corectată automat 
atunci când vom determina explicit valorile coeficienţilor Em. 

Dezvoltarea în serie (I.43) este unnarea ideii potrivit căreia în prezenţa "sursei" 
PNL, mediul neliniar pem1ite propagarea unor unde cuasi-plane (Em(z) fiind 
funcţii slab variabile în raport cu z), aflate în interacţie datorită cuplajului oferit 
de polarizarea neliniară. 

Fonna completă a termenului de sursă propus de soluţia (1.43) pentru cazul 
interacţiei binare este 

[)2 
µof)t2 PNL =; 

2 

- ; 2 L { X(
2
)(wm+n) (m, + n)2 EmB" exp [i((km + k11) z - (ui + n) wt)] + 

ni,n 

X(
2)(wm-n) (m, - u/ EmE.~ exp [i((A:111 - l-.:n) z - (m - u)wt)] + cc} (1.44) 

rela\ie în care cc desemnează complex conjugatul fiecăruia dintre cei doi te1meni 
prezenti între acolade. 

'Icmn 1.4 ~oloJ;;,J, (!J.4-3) 4t (!/./;JI,) f,;,, ec.«JfJa (!l.41 ), <Jttăk~ oă a.~ ap,toc~ 
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l,YtJe,i, 1tc/i/,._v,,,,e. (ew'le. aoc;:,-p/,ă, 00 HINM.fii. U./"utiP, c.-..ie ,Je 1u1-kA.c CJ/- uO'?;>,rvjj, vil<!-,;:i. ,",.,,, Jric,.µ 

c.o,~.u:, pol inle,1tad_/ona F'-'I.YU1.ic} 4i mfă-119.81-ul.: 6-) H-'!,/-ija,'tea Je,,.UMleio.'t. J.~ 0/IJ.im.J :.Z ix 

/tOf'-'>'li C,11, Z; /_,.) J4tni(iils 
:.! ') 

km = p,0c(wm)w;n 

Wm = rtl,W 

~wuJe/s~1 4Jc}~~a~~u;u/s(111.,n = 1,2),~ 
- - - _};J,uJ,bd},. E A.Î. E dJ.ud conbu,/,a,k .nMM, U/UHr,,/,o.,uJ ~ Js ~ ca~• 1 -s- 2 ,---- .. 

dE1 x(2)(w)w2 
* . 

2ik1- - 2 E 1E2exp[i((k1-2k1)z] 
dz c 

dE2 4x(2)(2w)w2 
2 . . 

2ik2 dz - c2 E 1 exp t.....,z((ki - 2k1) z] (1.45) 

Relaţiile care guvernează amplitudinile Ei şi E-2 se simplifică în cuzul 
satisfacerii condiţiei de adaptare de fază (phase matching condition) 

11k = 2k1 - k2 = O (1.46) 

care, prin relaţiile k = nko şi n 2 = 1 + X, atrag o ciudată legătură 

xP)(2w) = 3 + 4x(i1(w) 

Deşi (I.45) s-ar putea trata într-un cadru mai general, ne vom rezuma la discutia 
sistemului în ipoteza adaptării de fază (11k = 2k1 -k2 = O). Aşadar, este suficient 
să considerăm sistemul simplificat 

Punând 

dE1 • E"'~' 
dz 

'ta L 2 

dE2 
-ibE2 

dz 1 

E1 = e1 exp(i~o1) 

Ei = e2 exp( i<p2) 

(1.47) 

şi separând partea reală şi cea imaginară a sistemului (1.47) aju11gcm la urmlill>ă1 de 
4 ecuatii 
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de2 

dz 
dc.p I 

dz 
dcp1 

dz 

') e-
b-1 cm;(c.p2 - 2c.pi) 

e2 
(1.48) 

Notând 4> = <.p2 - 2<.p1 şi folosind multiplicatori corespunzători, din primek 
două ecuaţii ale sistemului rrecedent obţinem 

d ( 2 2) - be1 +ae2 = O 
dz 

ceea ce înseamnă că mărimea 

I bei(z) + ae~(z) 

:= k1 [x(2>(2w)er(z) + x(
2>(w)e~(z)] (1.49) 

se conservă. 
Dacă la intrarea în mediul neliniar avem numai unda e1 (O) -:/- O (în timp ce 

armonica a doua lipseşte, e2(0) = O), vedem că pe măsura propagării amplitudinea 
armonicii a doua creşte prin absorbţia energiei undei primare 

I - be~(z) 
a 

Ultimele două ecuaţii ale sistemului (1.48) produc 

d<J.> 
dz 

în timp ce a doua ecuatie a aceluiaşi sistem ne dă 

de•> ( 2 dz, = I - ae2 ) sin (<I>) 

Din ecuaţiile (1.50) şi (I. 51) găsim 

de2 e2d4> 
dz = ------ - -------

(! - ac~) sin (<I>) (I - 3ae~) cos (<I>) 
sistem pentru care avem deja o integrală primă dată de I (vezi (l.49)). 

Vom căuta a doua integrală primă scriind 

( 1 - :iw~}) _de-i ___ 8iu ( ,1>) ,Jtl> 
e'2 (I --- ,w~) - cos (<I>) 

32 

(1.50) 

{1.51) 

(1.52) 
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După ce observăm separarea părţii din stânga în fonnele elementare 

( I - 3ae~) de2 = de2 + -2ae2de2 
e2 (I - ae~) e2 I - ae~ 

integrarea se face imediat. Dacă desemnăm prin 1 noua constantă de integrare, 
atunci a doua integrală primă a sistemului (1.52) este 

1 = be2(z)eî(z) cos (<I>(z)) (1.53) 

Acest invariant este deosebit de comod pentru a preciza detaliile procesului 
de generare a armonicii a doua. Cazul care ne interesează este acela în care la 
intrarea în mediul neliniar este prezentă nwnai unda de frecvenţă fundamentală. 
Din această cauză 

(1.54) 

ceea ce înseamnă că valoarea lui 1 este nulă în orice punct al mediului neliniar ( 
Vz) 

1 = be2(z)e~(z) cos (<I>(z)) = be2(0)ef(0) cos (<I>(O)) = O 

Relaţia anterioară ne permite să extragem 

be2(z)ef (z) cos (<I>(z)) = O 

or, în condiţiile în care ştim că imediat ce z =I= O ⇒ { e2 ( z) =/= O, e 1 ( z) t- O} 
aceasta înseamnă 

1T' 
cos (<I>(z)) =O ⇒ <I)(z) = ± 2 Vz > O 

Ca urmare, ecuaţia (1.51) devine 

d 
de2 

± z = •) I --- at~i 

şi conduce la 

e2(z} = ±lf tauh (..;;;iz) 
de unde, interpretând I-i ( z) == ae1 ( z) drept energie înmagazinată de armonica a 
doua, în timp ce expresia Ji(z) = IJef(z) redă etiergia undei "fi.mdame,1lale" 
(/ = 11 (O)) avem 

l:!(z) = 11 (O) [tanlt ( J~i~(O)z)] 
2 

funcţie care este ilustrată în Fig.1.2. 
Rezultatul obtinut ii ustrcază ~apacnatc:a sur~ j 1:.:I i11iarc ( krmcnul l.:P1t!111.i11d 

polarizarea neliniară PN 1.) de a provoca gcnerai\!a mm,i11ic:i a doua a 11nd und .. : 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



I"' Y\, -o.s·\----- 12/Io 

0.6 \/ 

0.4~ 
0.2 

0.5 1 1.5 2 2.5 z 

Figura I.2: Generarea annonicii a doua 

care străbate mediul neliniar. După cum vedem, acest proces poate absorbi întreaga 
energie a undei "fundamentale". Mai mult, este remarcabil că generarea armonicii 
se face fără apariţia unui zgomot însoţitor, semnalul obţinut fiind pur 

2.5.3 Amestecuri de frecvenţă, generarea parametrică 

Diverşii tenneni din (I.44), al căror efect nu s-a simţit deloc în procesul de 
dublare a frecvenţei, sunt responsabili de producerea altor procese. Spre exemplu, 
ca şi în cazul dublării de frecvenţă, în prezenţa a două sau mai multe unde 
luminoase, polarizarea neliniară de ordinul doi poate interveni producând un 
amestec din care să rezulte frecvenţe noi. Acest proces poartă numele de generare 
parametrică. La rândul ei, polarizarea neliniară de ordinul trei este responsabili 
de procese mai complicate cum sunt: efectul Kerr, fenomenele de difuzie (Raman, 
Rayleigh, Compton, Brillouin), emisia şi absorbţia simultană a mai multor fotoni. 

Tema 1.5 e~ oă. ud,,,.HH- ,,uJm ~ uadă- clouă. wuJ. ~ Ju. 
'~,L" ude,,uki, 4J t»ts au fit?~ W1 4J W2, P11e-~tâHJ oă. ,plUit, ~ 
~~o.abuuaHH.tlăJs~w3 =w1+w2 (~~),~ 
oă, ~ ( !J.44) C! .. 

• exp [i((km + kn) z - (wm + Wn)t)] + c.c. 
(2) 2 * +x (wm - w,,_) (wm - w'/1) EmE" 

• exp [i((!.:,11 - kit) z - (wm - wa)t)] + cc} 

4J ~ul. ha,upa,1Wt./.a ntaÎi#Uu. ;u&l.ima,,, (.JJ1,~ăţ_ik ~-.,kd,,.1c., ,uu,i Hlă.'liJHJ 
-t.eak), ~ eh ~tjl ~ J,e,1ctis ~ cela-,, fui ampliL,Juu ck u;Jă au 
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Studiul interacţiei binare a trei unde relevă un aspect interesant: deşi prin injecţia 
externă a numai două unde se crează o evidentă asimetrie, relaţiile de interacţie 
(I.55) sunt perfect simetrice şi arată că amplitudinea fieciirei unde este alimentată 
pe seama cuplajului celorlalte două. În acest context interpretarea cauzală clasică, 
potrivit căreia perechea de unde provenită din exteriorul sistemului ar fi cauza 
apariţiei celei de a treia unde este oarecum nesatisfăcătoare. Putem însă observa 
că mecanismul interacţiei neliniare presupune existenţa unui set de trei unde, iar 
lipsa uneia dintre ele provoacă sistemului reacţia de a o genera. Totuşi, relaţiu de 
tip "cauză-efect" nu se pierde cu totul şi urma ei se poate regăsi în fmma pe care 
o iau condiţiile de frontieră (vezi relaţia (I.54)). 

3. Medii neliniare 
Testele experimentale au demonstrat că efectele optice neliniare se pot manifesta 

în orice fel de medii materiale, indiferent de starea lor de agregare (solidă, 

lichidă sau gazoasă). Totuşi, există diferenţe privind intensitatea câmpurilor optice 
necesare pentru a provoca apariţia acestor procese, iar diferenţele acoperă câteva 
ordine de mărime. 

Mediile materiale cele mai responsivt.! - şi din acest motiv, primele descoperite 
- sunt solidele cristaline. Răspunsul lor neliniar este datorat unei reacţii de tip 
global ("în bloc", de ansamblu) exprimată prin intennediu! relaţiilor de simetrie. 
În mod specific, modelele teoretice iau în considerare perturbarea configuraţiei 
electronilor delocalizaţi (de tipul celor liberi din metale sau a celor de conducţie 
din semiconductori). 

A doua clasă de materiale, aflată în dezvoltare explozivă, este de origine recenta. 
Ea priveşte "materialele moleculare" exemplificate prin clasa cristalelor organice 
şi cea a polimerilor (dubli sau dopaţi). În aceste cazuri, răspunsul neliniar provine 
din interacţia ¼n der Vvaals care crează punţi între vecini. Pentru a obţine o 
structură ordonată se procedează fie prin creşteri în strat subţire sau la înglobarea 
în filme de polimeri (polimeri dopaţi). 
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I. Optica neliniară: prezentare generală 

Din perspectiva aplicaţiilor, cele mai importante cerinţe pe care trebuie să le 
satisfacă un materia] optic neliniar sunt: stabilitatea structurală îndelungată în 
prezenta câmpurilor optice intense, transparenţă de bandă largă sau prezenţa unor 
ferestre de transparenţă bine plasate, capacitate de prelucrare mecanică şi optică, 
independenţa faţă de condiţiile de ambient, şi nu în ultimu] rând, o bună stabilitate 
termică. 

3.1 Răspunsul unui ntediu material la pompajul optic 

Răspunsul neliniar al mediilor materiale se datorează unui şir de mecanisme 
locale care se amorsează prin intensitatea lwninoasă a fascicolului incide, 1t. 

l5 

Tubloul efectelor provocate mediilor materiale 
de către câmpurile intense de lumină 

I Cauza: Radiaţia laser I + I Mecanismul: Excitarea coerentă I 

/ '\. 
/ I Polarizare macroscopică I 

Modificarea primară a populaţiei electronice 
de pe nivelele excitate (proces coerent) 

10-15 -;- 10-7 sec 

Modificări secundare 
ale populaţiei electro

nice excitate 
max. 10-:1 sec 

'\. 
,--------~ 
Modificări termice 
(schimbarea tem

peraturii) 
10-4 -;- 10-2 sec 

Modificarea 
-➔ concentraţiilor 

10-2 -;- 10 sec 

l /' l '\. "" 
Câmpuri datorate 
distribuţiilor de 
sarcină spaţi~lă 

l 
! 
'\. 

~-------
Apariţia distribuţiilor 

Apariţia eforturilor J 
de tensiuni mecanice mecamce şi a mo

dificărilor densităţii 
! 
l 
! / 

I Modificarea permitivităţii dielectrice.] 

Mod~~~carea ~oe_ficie~1tului ~e a~orb~e] 
Mod1hcarea md1celm de refracţie J / 

/ 
/ 

Un mediu transparent (slab disipativ), supus propagării Wlei unde luminoase de 
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Principii de conservare 

mare intensitate, răspunde câmpului electric al undei incidente prin "deformarea" 
configuraţiei sale electronice. În ipoteza că w1da luminoasă se reduce la un puls 
foarte scurt, răspunsul mediului se traduce printr-c, succesiune rapidă de efecte. 
Dintre acestea, cele care sunt asociate unor manifestări optice sunt surprinse în 
tabloul precedent. 

Este uşor de înţeles că studiul răspW1sului coerent sau al proceselor care prezi~1tă 
o dinamică rapidă nu poate avea loc în cadrul opticii clasice. În fond, tocmai din 
cauza absenţei W1or detectori capabili să permită urmărirea sincronă (în timp real) a 
fenomenelor care se derulează la frecvenţe optice, definiţia intensităţii luminoase 
în Optica clasică include o operaţie de "încetinire" exprimată printr-o mediere 
temporală. 

Comparativ, în Optica neliniară resursele instrwnentale reclamate de studiul 
fenomenelor rapide sW1t fumizate de proprietăţile complementare ale fasciculelor 
extrem de intense, într~buinţate pentru a le cauza. Radiaţia laser, în afara 
intensităţii 1 uminoase deosebite, prezintă şi proprietăţi de coerenţă sau de 
polarizare. Or, alterarea acestor proprietăţi la traversarea mediului neliniar poate 
fi urmărită prin tehnici holografice (sau interferometrice) şi această informaţie 
permite identificarea mecanismelor de interacţie care au influenţat propagarea. 

4. Principii de conservare 
Modelul teoretic al oricărui proces neliniar conţine întotdeaW1a indicaţii 

privitoare la modul de realizare a W1ei conversii energetice maxime în favoarea 
efectului urmărit. Este uzual ca asemenea sugestii să graviteze în jurul W1or 
principii de conseivare. 

Aceeaşi zonă este exploatată şi de către tentativele de eliminare a proceselor 
disipative care altfel, provocând o permanentă modificare a condiţiilor termice, 
îngreW1ează atingerea regimului staţionar şi, pe această cale, limitează posibilitatea 
atingerii eficienţelor teoretice. 

4.1 Conservarea impulsului şi energiei 

În cazul absenţei proceselor disipative ne aşteptăm ca respectarea principiilor 
generale de conseivare a impulsului şi energiei să fie perfrctă. Din nefericire, 
simetria cristalină a celor mai multe medii neliniare face ca aceste principii să nu 
poată fi respectate decât în mod aproximativ 

. Experimental s-a constatat că pe măsurn depărtării de exigenţele aceslor 
principii, eficacitatea proceselor neliniare se reduce dramatic (deşi fcnomende 
neliniare nu dispar cu totul!). 

Pentru a da o formă concretă acestor două principii, cel mai potrivit eslt: să le 
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prezentăm în imagine fotonică. De\\fsemenea este indicat să le discutăm pe un caz 
concret. 

Interacţia binară a trei unde dovedeşte că două unde cu frecvenţele w1 şi w2 pot 
constitui "materialul" pentru generarea unei a treia unde pe frecvenţa w3, şi că 

procesul cere 

Wa = W1 -J- W2 

or, nu este greu de văzut că această relaţie este o consecinţă directă a principiului 
<le conseivare n energiei 

hw3 = hw1 + liw2 

Mai general, dacă procesul neliniar consumă energia a N·fotoni de frecvenţe 
wţ" pentn1 a genera M fotoni de frecvenţe wÎout• atunci principiul de conservare 
a energiei se scrie 

N Al 

L liwţn = L hwh-ut (1.56) 
i=l j=l 

Ecuaţiile procesului de generare parametrică (I.55) evidenţiazA o sensibilă 

simplificare dacă impunem condiţia de adaptare de fază 

(1.57) 

Acelaşi efect a fost evidenţiat pentru procesul dublării frecvenţei prin ecuaţia 
(1.46). 

Ţinâd seama de relaţia lui de Broglie 

este clar că adaptarea de fază nu diferă în continut de principiul de cons~rvare a 
impulsului, aplicat cazului propagării coliniare (când ne putem folosi de txpresii 
scalare). 

Prin unnare, în cazul unui proces neliniar care "consumă" N fotoni având 
---+ --+-

vectorii de Wldă k}n pentru a genera M fotoni cu vectorii de undă kf>ut• principiul 
de conservare a impulsului se scrie 

N --+ fii -► 
~ i ,-... j 
~ hk Tn = ~ hkout (1.58) 
i=I j=I 

lema J..6 IIJ.okJb,J, eci«A/_µk (!I.J/.5) I-N~ ci.~""° (E"J. «: E 1 ⇒ E 1 rv 

co·,i.i;tJ,~că.1-N~~~plă,uJ.jart::,.k -1- o,~~ 
~ a ~ ( cleji,,JI.O, oa -ta,uv,J J. ~ P~ ~ J.J • ..,,,,,Jă ptlH 1/ } -'11. J. 

38 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



[ 

• (L6k)] 

2 

2 
8111 ~ 

1J rv L L6k 
2 

wul..L~~~U,.#W~~t. 

4.2 Relaţiile l\1anley-Rowe 

Procesele neliniare parametrice, care au loc în sisteme nedisipative, trebuie să 
respecte condiţii suplimentare, în afara exigenţelor impuse de principiile generale 
de conservare. Aceste criterii adiţionale sunt reprezentate de către rela(iile Manley
Rowe,numite şi condi(iile putere-frecven(ii. 

La origine, aceste relaţii au apărut în domeniul electronicii şi aveau legătură 
cu funcţionarea amplificatorului parametric. Rostul lor concret era de a facilita 
descoperirea condiţiilor pentru apariţia reactanţei negative, necesare pentru 
amorsarea procesului parametric. Este interesant că relaţiile Manley-Rowe sunt 
aplicabile şi în domeniu] Opticii neliniare, ele permiţând reinstaurarea unei imagini 
cauzale în descrierea diverselor procese. 

Luând în considerare cazul propagării în medii fără pierderi (cum sunt mediile 
-➔ 

optice transparente) şi notând cu w densitatea de energie a undei iar cu S vectorul 
Poynting, putem scrie legea de conservare a energiei electromagnetice sub fonna 

âw -t 
8t + v' S = O (1.59) 

Pentru unde annonice în timp, avem 
-t ---t --, 

s =EX .FI* 
-t -t ---t 

încât, folosind k x E 
---1'---1' 

w B pentru fronturi de undă cuasi-plane (pentru 

care k E ~ O), găsim 
-t 

s = 

( l.oO) 

rda\ii în care a_m profitat de w1clc 11ulatii introduse i:.llllerioi: Continuarea ~irului 
precedent de transformari ne-ar f1 condus la 

✓'}111 _1_:· ( l·.1; -l•_,;!) ·r-; ( 1 ; 1--):) .,. ' : -~ I'( '.1 T - lljlll T 
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reln'\i't bine! -cnmrsc-n'ră in Optica clasică. . 
~ {:Onsiderlhn di .pro-p.~arca are loc numai î11 lungul axei Oz. Atunc:i, --; ~ e; 

·şi S = S 2 1:?.:~ far E = E (z). Aslfel avem 

Vs = .--2: + __ !J + _z == _z = --~- E E* -+ DS . DS DS DS n ,l (~t-~) 
Dx Dy Dz Dz cµlj_)dz .· 

Revenind la ecuaţia (1.59) si notând P = ~;1 (densitatea de puttte) putem ~crie 

P= -~ d_ (i~) 
CJ.Lo dz , 

(L6 l) 

Să api icăm acest rezultat în cazul interacţiei binare a trei unde, pornind de la 
sistemul de ecuaţii (1.55). Efectuând conjugarea complexă a ultimelor două ecuaţii 

şi apoi înmulţind cu factori corespunzători pentru a forma :fz (iEf), găsim 
n1 d (E1Er) n2 d (E2E2) n3 d (EaE3) 

w1x(2)(w1) dz w2x(2)(w2) dz w3x(2)(w3) dz 

---¾-E;E;E3exp [i((k:J - k1 - k2) z] (l.62) 
2u: 

rezultat care ţine seama şi de relaţiile 
w-

k I z. 123 ·i = ni 11:ui = ni- , 1, = , , 
C 

Pe baza ecuaţiei (I.6 I) putem rescrie (1.62) 

Pi P2 

w1x<2)(wi) w2xC2)(w2) 

Pa 
(f.63) 

Dacă egalităţile x<2 )(w
1

) = _yC 2 )(w
2

) = x< 2 )(cv:
1

) sunt satisfăcute, atunci (J.63) 
generează două versiuni ale relaţiilor Manley-Rowe (putere-frecvenţă ), ambele 
corecte 

P2 P3 
-= -- >0 
W2 W;ţ 

I'2 P3 --- = - > o 
WJ W:2 W;ţ 

(J.64) 

Prima dintre ele se aplică atunci când procesul ndiniar folose~te undele d~ 
frecvenţe w1 şi w2 pentru a produce o undă pe frecvenia wa (w3 = u.,1 1 + w:.?)
Inspectând semnele celor trei tem,eni, constatăm că undele <.k frecventă w 1 ~i u.,1:.? 

constituie sursele de putere ( !.J. 0 -= ,~. > O) care aliml.!ntează procesul de generare 
--'1 ...,:l 

a undei de frecvenţă w:1 (dl!oarece 1?- < O). 'fbcmai având în vedere; ~.,ish:nta 
~:i 

unei asemenea interpretări, am afirmat anterior că rclaliilc Munley-Rowe pennit 
reîntoarcerea la o viziune cauzală în Jc:scril.!rea prnceselor neliniare. 
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Relaţia energetică (162) şi legătura exislentă între cde trei frecvenţe, sugerează 
imediat o descriere corpusculară. În fond, pentru fiecare foton cu frecvenţa w:1 
dispare o pereche de fotoni de frecvenţa w1 şi w2. Din această cauză procesul este 
numit "fuziune fotonică". 

A doua relaţie a sistemului (I.64) se aphcă în cazul "fisiunii fotonice". De 
această dată este vorba despre obţinerea unei frecvenţe inferioare ( de exemplu 
w 2), amestecând frecvenţele w3 şi w1 pmrivit relaţiei w:2 = w3 - w 1. Deoarece 
în asemenea situaţie atât P1 cât şi P2 sunt puteri negative, în timp ce P3 este 
singura putere pozitivă, înseamna că unda de frecvenţă w3 este singura sursă de 
energie care alimentează generarea frecventei w2. \erificarea experimentală a 
acestei consecinţe a relaţiilor Manley-Rowe confirmă că în procesul de fisiune 
fotonică cea de a doua undă (în cazul discuţiei noastre, unda de frecvenţă wi) poate 
lipsi, ea fiind generată împreună cu unda de frecvenţă w2. 

5. Cuprinderea fenomenologică 
Fenomenele Opticii neliniare pot fi clasificate în mai multe feluri, în funcţie de 

criteriile adoptate. O abordare poate pomi de la rolul rezervat mediului neliniar 
Există o mare clasă de fenomene (care includ dublarea frecvenţei, generarea 
parametrică s.a.) care nu cer mediului neliniar decât un rol catalitic. Ca unnare, 
între fotonii diverselor câmpuri optice şi mediul de propagare nu se produc 
decât interacţii elastice, prin intennediul cărora se realizează condiţiile necesare 
adaptării de fază. Singurele beneficiare ale interacţiilor inelastice, de tipul fisiunii 
şi fuziunii de fotoni, sunt câmpwile de radiaţii. 

Cealaltă clasă de procese ( cum sunt cele de împrăştiere coerentă Raman, 
Brillouin, etc.) cer mediului neliniar o participare activă, manifestată prin ciocniri 
inelastice cu fotonii. Din acest motiv, frecvenţele câmpwilor optice generate prin 
interacţiile neliniare poartă amprenta spectrului fononic al mediului neliniar 

Deşi pare mai "impersonală", o sistematizare clară a fenomenelor Opticii 
neliniare se face pe baza tensorului susceptibilităţii dielec!rice, apelând penlru 
ilustrare (atunci când este cazul) la diagramele Byer 

Pentru a limpezi sensul unor notaţii devenite standard, există mai multe 
convenţii care trebuie adăugate celor deja prezentate: 

• Tensorul de ordinul 'rt al susceptibilită_\ii dielectrice are de fapt n, + l indici, 
(n) • d • d d - 1 ţ', X1...u+i,Şl epm e en+ 1recven\e,tv1, .. ,c'.L.'n+ 1 ; 

• Lista argumentelor susceptibilităţii începe cu simctricuJ algebric al frecvcn\ei 
generate de procesul neliniar, restul argumentdor fiind si..:parate de primul prin 
pund şi virgulă. Pentru cazul precedcnl, dacă frecvl'.11la .. ~,, 11 1 1 este generată de 
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• • (n) ( . ) . proces, atunci vom scne X1...n+l -Wn+I, W1, •• , Wn , 

• Prezen\a unei valori negative în şirul frecvenţelor scrise după primul 
argument semnifică faptui că în produsul care determină polarizarea neliniară 
corespunzătoare, amplitudinea asociată este afectată de conjugarea complexă: 

• În mod frecvent, din motive de simetrie, este posibil ca indicii susceptibilităţii 
şi ordinea frecvenţelor să poată fi pernmtate liber Acesta este conţinutul 
criteriului de simetrie al lui Kleinman. 

5.1 Interacţii neliniare de ordinul doi 

Aceste interacţii sunt provocate de către tensorul susceptibilităţii de ordinul 
doi xi~k(w1; w2, w:1) sau (în mod echivalent) de către polarizarea neliniară de 

ordinul doi: Pii},(w1) = coxgl(w1; w2, w:i)E1(w2)Ek(w3). Cele trei argumente 
ale susceptibilităţii dielectrice arată că este vorba despre "interacţii cu trei unde". 
, Tabloul unnMor face o sistematizare a acestor interacţii. Săgeţile duble indică 

faptul că procesul neliniar se poate desfăşura şi atunci când numai unda evidenţiată 
este puternică. Prin DC trebuie intelese atât câmpuri electrice constante cât şi 
câmpuri de joasă frecvenţă. 

Denumirea Operaţia Reprezentarea Schematizarea 

Dublarea 
2w=w+w (2) . 2w w w 

frecvenţei 
XiJk(-2w, w, w) î L L 

Generarea (2) ( . W3 W2 W1 

sumei W3 = W1 +w2 Xijk -w:i, w2, w1) l .IJ- L 

Generarea (2) ( . W1 W2 W;j 

diferenţei 
W1 = W3 -W2 XiJk -wi, w2, w3) î L .IJ-

FI uoresccnta 
W1 -I-W2 = W:1 

(2) . W1 w2 WJ 

parametrică XiJk(-w1, --w2, w3) î î JJ-
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Cuprinderea fenomenologică 

(continuare) 

Redresarea 
O=w-w (2) ( . ) DC w w 

optică 
Xijk o, u.J, -w î l l 

Efectul DC 
electrooptic -w = o+w (2) ( . w w 

Xijk -w, o, w) î l l liniar (Pockels) 

5.1.1 Fenomene care implică două unde 

Tabloul precedent arată că există două procese care implică trei câmpuri 
electrice, dintre care unul este de tip static ( constant) sau de joasă frecvenţă. În 
mod strict fenomenologic ( dar incorect din punct de vedere formal), se poate vorbi 
despre o interacţie între două unde. În această categorie intră efectul elctrooptic 
liniar (Pockels) şi redresarea optică. Potrivit criteriului Klcinman, ambele efecte 
sunt controlate de acelaşi tensor de susceptibilitate, deoarece prin permutarea 
frecvenţelor avem 

5.1.2 Fenomene care implică trei unde 

În afara celor două procese discutate mai sus, această categorie mai cuprinde: 
generarea armonicii a doua, generarea sumei sau diferenţei de frecvenţe, 

fl UL'rescenţa parametrică. 
Aceste interacţii, care implică existenţa a trei unde veritabile, au 'primit o 

vizualizare deosebit de plastică. În prima etapă, propag1:1rea unei unde în mediu 
neliniar provoacă o modulare a indicei ui de refracţie. A doua undă, interacţionând 
cu acest indice de refracţie modificat, îşi schimbă treptat caracteristicile, devenind 
a "treia" undă, cea care este "generată" în procesul neliniar 

5.2 Interacţia de ordinul trei 

Interacţia prin termenul de polarizare neliniară de ordinul trei implică interacţia 
între patru unde. Forma generală a "potenţialului" de interacţie este dat de 

x~]Lt(wi; Wj, wk, w1)E1 (wj)Ek(wk)E1(w1). Prin comparaţie cu gama efectelor 
ce se pot produce prin intervenţia tensorului susceptibilităţii de ordinul doi, 
manifestările experimentale produse în ordinul trd sunt mai variate. 
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J. Optica neliniară: prezentare generală 

Denwnirea Operaţia Reprezentarea 
--

Generarea 
3w=w+w+w . {3) . 

annonicii a 3-a 
Xijkl(-3w, w, w, w) 

Generarea 
annonicii a 2-a 

2w=w+w+0 
. (3) . • 

în câmp electric XiJki(-2w, w, ~1, 0) 

static 

Generarea (3) (- ' 
W4 = w1 +w2 +w3 Xijkl W4, 

swne1 w1 ,w2, w3) 
. (3) . -

Generarea XijA:i(--w4, 
diferenţei 

W4 = W1 - W2 - W3 
w1, -w2, -w;i) 

Autofocalizare, 
R(~[x--(3) (-w· 

aut0modularea -w=w-w+w , iikk ' 

fazei w, --iv, w)] 

Absorbţia Illl[.)3) (-w· 
-w=w-w+w Aiikk I 

bi fotonică w, -w,w)] 
Mixaj degenerat (3) . 

de patru unde 
-w=w-w+w XijJ.:i(-w, w, -w, w) 

Efect Kerr 
-W1 = W1 + W2 - W2 ne[·t(J) ( w . 

indus Raman / iikk - 1, 

(w1 - w2 = wn) 
(w1 > w2) W1 --W·> W•))] ' .. , -

Împrăştiere coer 
-····-----

.. [ (3) ( .. Stokes-Raman -Ws = W2 + W2 -- Wt lm Xijkl --ws, 
(w1 - W2 = WR (w1 < w2) w2, -w2, Lv1)] 
ws = 2w2 - w1) 

···---

Imprăştiere coer 
(:i) AntiStokes-Raman -WAS = W1 +w1 - W-J Irn(x/.. (-·WA!:J·,• 

-1.1kl 1 

(w1 - W2 = WR (w1 < w2) W t, --W l, W2)] 
WS' = 2w1 - w2) 

-•---- .. - -------· - ·-- ----- ---- - - ---

În tablou apar trei tipuri de interactii care introduc elemente: noi: unde care 
depind numai de partea imaginară a susceptibilităţii, altele car~ folosesc o structură 
specială a indicilor şi, în sfârşit, cele care conţin aceeaşi frecvt:ntă în mnd rl.'.'p\!tat. 
Despre aceste cazuri vom face următoarele observa\ii: 

• Descrierea folosind partea imaginară a susceptibilitătii indică <lc:ptmkn\a 
fenomenelor respective <le procese de absorb\it:: a radia~iei iu această categoric;:: 
intră absorbţia bifotonică, absorb\ia suturală, sau efedd~ l<a111an, procc:sc t:al'<! 
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C11primlcri:afenonwnologică 

se bazează pe interacţii inelastice cu mediul neliniar; 
• Indicii repetaţi, prezenţi în scrierea tensorului de susceptibiJitate, împreună 

cu alternarea semnelor în perechea de frecvenţe corespunzătoare, indică 
dependenta fenomenului respectiv de intensitatea undei în cauză. În această 
categorie intră procesul de autofocalizare a fascicolelor de lumină; 

• Apariţia repetată a aceleiaşi frecvenţe plasează fenomenul în categoria 
proceselor "degenerate". În această clasă găsim mixajul degenerat de patru 
unde, prin care se explică conjugarea optică a fazei. 

:rv1ecanismul care stă la baza fmpră~·tierii coerente de tip Raman constă în 
interacţia inelastică a fotonilor (câmpurilor optice) cu vibraţiile (interne) ale 
structurilor moleculare. În fizica solidului, aceste vibraţii sunt reprezentate de 
către fononii "optici" astfel încât, împrăştierea Raman se bazează pe absorbţie 
şi emisie de fononi optici. 

Vibraţiile de joasă frecvenţă ale solidelor, numite şi "fonice" sau "sonore", sunt 
purtate de către fononii'acustici. Aceştia reprezintă pseuso-particulele din care este 
"compe·" sunetul. Procesul de împrăştiere coerentă bazat pe absorbţia şi emisia 
de fononi acustici se numeşte împrăştiere coerentă Brillouin. 

Este evident că din punct de vedere teoretic, cele două procese de împrăştiere 
(Raman şi Brillouin) sunt extrem de asemănătoare. Din punct de vedere 
experimental, există mai multe deosebiri frapante între care, probabil că cea 
mai uşor de sesizat este aceea că în timp ce împrăştierea Raman este un proces 
"silenţios", împrăştierea Brillouin este însoţită de zgomote. 

5.3 Procese de ordin superior 

În încheierea acestei prezentări generale a conţinutului fenomenologic al Opticii 
neliniare, să facem măcar inventarul unor procese mai complicate asupra cărora 
nu ne vom opri mai mult decât trebuie pentru a le numi: ~ 

• procesele multifotonice care cuprind: absorbţia, emisia şi fotoionizarea cu mai 
mulţi fotoni; 

• interacţiile laser-plasmă, în cadrul cărora s-a observat producerea de sub şi 
hiper annonici; 

• interacţiile câmpurilor optice cu electronii: îrnprăştier~a Rayleigyh, Thompson 
şi Complon; 

• împră~tierea "lumină p\! lumină'\ proces care ar trebui să se de~tăşoare fără 
asistenta mediilor materiale (deci în vid). Deşi o asemenea interacţie este 
prevăzută de către ele<.:trvdinumica neliniarii a lui Horn, până în prezent nu s-a 
detectat nici o evidenţă experimentală favorabilă. 
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I. 0111ica neliniară: prezentare genera/li 

Recomandări bibliografice 

1. Bloembergen, N., Nonlinear Optics, Benjamin, New York, 1965. 
2. Baldwin, G.C., An Introduction to Nonlinear Optics, Plenum Press, 1969. 
3. Prasad, P.N., Williams, D.J., Introduction to Nonlinear Effects în Molecules 

and Polymers, Jhon Willey&Sons, 1991. 
4. Evans, M., Kielich, S., Modern Nonlinear Optics, Advances in Chernical 

Physics, vol. LXXXV, John Wiley&Sons, 1993. 
5. Eichler, H.J., Gunter, P., Pohl, D. W, Laser-induced Dyna-nic Gratings, 

Springer-\erlag, 1986. 
6. Nemes. G., Introducere în Optica neliniară, Editura Academiei, 1972. 
7. Howson, D.P., Smith, R.B., Parametric Arnplifiers, McGraw-Hill, 1970. 
8. Sommerfeld, A., Lectures on Theoretical Physics, voi. VI, Academic Press, 

1964. 
9. Smirnov, VI., Curs de matematici superioare, vol. 2, Editura Tehnică, 1954. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



l Schiţa sistematică a opticii clasice 49 

2 Legătura opticii geometrice cu ecuaţiile Maxwell 50 
2.1 Specificul opticii clasice 50 
2.2 Ecuaţia de µndă pentru medii neomogene 51 
2.3 Tehnica funcţjei eiconale 53 

2.3. 1- Sep&rarea spaţio-temporală 54 
2.3.2 Faza şp&ţială (de propagare) 54 
2.3.3 Spaţiul vid ca mediu etalon 55 
2.3.4 Aproximaţia opticii geometrice 56 

2.4 Ecuaţia eiconală. indicele de refracţie 5b 

3 Acoperirea 011tkii geometrice prin ecuatia eicooală 57 
3.1 Ecuaţia razelor de lumină 57 

3.1.1 Conceptul de rază de lumină. Congruenta nu!"mală 57 
3.1.2 Obţinerea ecuaţiei razelor 59 
3.1.3 Integrarea ecuaţiei razelor 60 

3.2 Principiul propagării rectilinii 69 

3.3 Principiul reversibilităţii mersului razelor 69 

3.4 Reflexia şi refracţia 70 
3.4.1 Aspecte generak 70 
3.4.2 Fenomenul rcfraqiei 72 
3 4.3 Fenomenul reflexiei 74 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



48 

li. Complemente de optică 

4 Acoperirea opticii geometrice prin ecuaţia de undi 75 
4.1 Efectul teoriei eiconale 75 

4.1. 1 Ecuaţia eiconală 76 
4.1.2 Alţi termeni ai ierarhiei eiconale 77 
4.1.3 Prima expresie a ecuaţiei de transport 77 
4.1.4 Transportul amplitudinii câmpului complex conjugat 78 
4.1.5 Ecuaţia de transport a intensităţii 78 
4.1.6 Modelul de lumină al opticii geometrice 79 
4.1. 7 Ecuaţia de transport a vectorilor de câmp 80 

4.2 Legea l/r2 80 

5 Fascicole extreme 82 
5.1 Aspecte generale 82 
5.2 Fascicole gaussiene 83 

5.2.1 Ecuaţia de propagare 83 
5.2.2 Deducerea euristică a ecuaţiei de undă 83 
5.2.3 Deducerea operatorială a ecuaţiei de undă 84 
5.2.4 Soluţiile ecuaţiei de undă 86 
5.2.5 Caracteristicile fascicolului gaussian 89 
5.2.6 Profilul intensităţii 90 
5.2.7 Raza de curbură a frontului de undă gaussian 91 
5.2.8 Curbura fronturilor de undă cu simetrie cilindrică 93 
5.2.9 Constante, variabile şi forme caracteristice fascicolelor 

gausstene-
5.3 Fascicole fără difracţie (diffraction free) 

5.3.1 Ecuaţia de undă a fascicolelor fără difracţie 
5.3.2 Fuucţia de undă generală 
5.3.3 Fascicole Bessel 

' '>""1ltiaaleaexperimenta1ă a fascicolelor Bessel 

95 
96 
97 
98 
98 

100 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Scln{u sis1,·mnticii o "f'ficii clasice 

1 S I • • t t• v A• • • I • _ c 11ţa s1s em}l ica a opt1c,1 c~as1ce 
Scopul acestui capitol este Je a prezenta acele mijloace matematice prin care 

Optica clasică a primit o solidă structură teoretică şi datorită cărora, conceptele 
Opticii au putut fi aşezate într-o arhitectură unitară. În pi us, acesle mijloace, luate 
ca atare sau primind o fom1ă dezvoltată, sunt necesare pentru sludiul fenomenelor 
de propagare în medii ne! iniare. 

Într-o imagine deja tradiţională ( care în prezent se susţine doar prin anwnite 
considerente didactice), Optica clasică este prezentată ca o alăturare indiferentă a 
două segmente care pot exista şi în mod absolut independent: Optica geometrică 
şi Opticu fizică. Această alcătuire nefirească poate fi totuşi înţeleasă atunci când 
descoperim particularităţile istorice ale dezvoltării domeniului. 

Dacă admitem împreună cu dicţionarul Webster că Optica este ştiinţa care se 
ocupă cu studiul naturii şi proprietăţilor luminii şi ale vederii atunci, capacitatea 
Opticii geometrice (în fond, un subdomeniu al Opticii clasice) de a supravieţui de 
sine stătătoare, derivă din faptul că acest domeniu a reuşit sa-şi elaboreze propriul 
său concept (ultra-simplificat) de lumină. 

Din această cauză, studiul aspectelor legate de natura veritabilă a luminii, a 
rămas în sarcina Opticii fizice. AceasUi diviziune a Opticii trebuie să exolice 
un uriaş câmp de fenomene care c1testă că lumina este un pachet de unde 
electromagnetice (vectoriale) având o secţiune transversală finită (divergenţă) şi 
fiind caracterizată printr-o anumită distribuţie spectrală, stare de polarizare şi grad 
de coerenţă. 

Comparate prin număruî conceptelor utilizate, ponderile celor două părţi 

tradiţionale ale opticii sunt inegale. Dacă însă măsurăm "aria" dezvoltărilor 
matematice pe care acestea le subântind, atunci avem surpriza să constatăm 
existenţa unei sensibile egalităţi. 

Pusă în context modem, sistematica opticii clasice oferă întregului domeniu o 
imagine uniformă (fără nici o ruptură) în care păriile apar înglobate într-un ambient 
"democratic", aşa cum se vede în schema unnătoare 

Ecuaţiile 

Maxwell 
+ 

Ecuaţiil~ 
constitutive 

I> Tratare eiconală=}Optica geometrică ~i functională 
t> Condiţii de frontieră=⇒Retlexie, refracţie, coef Fresnd 
I> Ecuaţia de undă=;,Teoria _difraqiei ~i interforen\ci 
I> Oscihitia sarcinilor kgate dastic⇒ leoria dispersiei 
I> Medii anizotrope (i, /to)-;-Optica mediilor cristaline 
I> Trnnsfi.mnări Lon.:nlz:.:c_:,()ptica rdativistă 
'>: Fum:tii de CMdatÎ(:--;- Opt i~:a co~n.:nt[i 
I> Cua11ti I ica1 ~a a doua ; ( >pi ici clianLil'~l 
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li. Co111pleme11/e de oplicâ 

În mod evident, "cheia" acestei clasificări uniforme este tratarea eiconală, 
tehnica avându-I pe Horn drept unul dintre autori. 

Pentru a ii ustra fel ul în care optica geometrică este aşezată în cadru] 
electrodinamicii clasice trebuie să realizăm trei paşi: 

( a) specificarea cazului particular care ne interesează; 
(b) exploatarea tehniciifunc{iei eiconale. 
( c) deducerea rezultatelor care sunt în directă legătură cu principiile opticii 

geometrice: 

• ecuaţia razelor de lumină ( care permite validarea principiului propagării 
rectilinii precwn şi al celui privind reversibilitatea mersului razelor de lwnină); 

• legile reflexiei şi refracţiei lwninii la suprafaţa de separare a două medii optice 
distincte; 

• legea de propagare a intensităţii lwninoase (din care se deduce principiul 
variaţiei intensităţii unei surse punctiforme în raport invers cu pătratul distanţei 
la sursă); 

• legea de transport a vectorilor de câmp de-a lungul razelor luminoase (un 
rezultat important pus la dispoziţie în mod suplimentar de către tehnica 
matematică a funcţiei eiconale ). 

2. Legătura opticii geometrice cu 
ecuaţiile Maxwell 
2.1 Specificul opticii clasice 

Preocuparea fundamentală a electrodinamicii clasice constă în determinarea 
-+ -+ ---+ -+ 

celor 4 câ!)lpuri electromat:,JJ1etice ( E , D, B , H) atunci când se cunosc 
-+ 

distribuţiile de sarcini şi curenţi (p, j ) împreună cu proprietăţile mediului 
material, reflectate prin permitivitatea dielectrică şi penneabilitatea magnetică. 
Soluţionarea acestei probleme presupune folosirea a trei seturi de ecuaţii: 

(a) ecuaţiile lui Maxwell; 
(b) ecuaţiile constitutive corespW1zătoare proprietăţilor mediului de propagare 

( ( ne )omogenitate, ( an )izotropie) ; 
(c) condi\iile de frontieră. 

În acest context, Optica geometrică îşi rezervă cazurile care satisfac simultan 
următoarele condiţii: 
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Lf!gâtura 011ricii geometrice c,, ecua(i:le J\fo.n1·el! 

-➔ --➔ 

• mediul de propagare este dielectric (în absenţa c1..mducţiei: j = j H = O); 

• pot exista neomogenităţi dielectrice şi magnetic;:; (c ==- c:C;:+); Jl· = 11Ct)) deşi 
în mod uzual mediile optice sunt nemcignc1ice (p. == /lot 

• câmpurile electroma6111etice nu sunt în contact cu sursele lor (nu există sarcini 

libere: p = Ps = O). 
În consecinţă, optica geometrică reprezintă i:lcea proiecţie a contextului 

electrodinamic în care ecuaţiile generale se restrâng !a 

---➔ 

\J· D O 
---➔ 

9xE 
f) --+ 

---B 
Dt 

---➔ 

v·B o 
-+ 

V X J{ 
D ---➔ 
-D 
f)t 

---➔ 

D 
---➔ -➔ 

E( r) E 
---➔ 

B 
-➔ ---➔ 

Jl( r ) JI 

---➔ 

n 12 • ( i2 -- n1) - o 
---➔ 

n 12 • (n2- n1) o 
-,-

n 12 X (ii- ]}1) () 
---➔ 

n 12 X CH2 - H1) () 

(11.1) 

(11.2) 

(11.3) 

unde prin fi 12 am desemnat nonnala la suprafaţa de separare între ·mediile "I" şi 
"2". 

2.2 Ecuaţia de undă pentru medii neomogene 

Una dintre căile de rezolvare a sistemului (11. l) constă în dl.,•enninarea soluţiilor 
unei ecuaţii speciale (derivate din acest sistem) numită ecw,~ie de undă. Caracterul 
ei aparte provine din aceea că operatiik pe care le cunţine privesc un singur c,1mp 
electromagnetic (din setul celor palru). 

Deşi tratamentul eiconal clasic se adn;seazh în mod direct ecuatiilor Max\vell. 
ţxistă totuşi o manieră de abordare care, pornim.! de la ecuaţia de undă, reu~e~k 
să îmbrace forma unei aprnxirnaţii '-k ordi,1 s1::)eritH. a tehnicii eicenak. Din acest 
motiv, vom prezenta dc:rivarca ct~U~i~ki d~ u'l,!~: :)cntrn c~vul mediilor 11eou1oge11~. 

·-. , 
S:1 revenim asupra s1slc111ului (ii.I) u1 scupul de a eli111111;,1 dimp11l 1f. Al'esl 
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li. Complemente de oplit:ă 

lucru rezultă întrebuinţând separat doi operatori diferenţiali: 

• cu ajutorul ecuaţiilor constitutive ~i prin folosirea ,vw,·ului, vom scrie a doua 
ecunţie a sistemului sub forma 

9x -vxE +vx-J-J,=0 ( 
1 --+) a- ➔ 
/l ât 

(11.4) 

• separat, prin derivarea fn raport cu timpul a ceki de a patra ecuaţii găsim 

a --t a2 --t a2 ~ 
v x -

8 
H = 

8 2 n = Ea 2 E 
t t t 

unde am exploatat comutativitatea operatorilor v x şi ! (proprietate evidentă 
prin faptul că variabilele asupra cărora operează sunt independente. Astfel, 
apare imposibil ca un operator să sesizeze prezenţa celuilalt.). 

Din ect.Jţiile precedente găsim mai ':ntâi 

( 
1 -:,, \ 82 

--t 
V X - V X E ) + E- E = o 

µ 8t2 (11.5) 

iar dacă folosim identităţile vectoriale 
--t ~ 

va X b + a "v X b (11.6) 

.:1tunci avem 

L',.E - /JE :
1

2

Jf + V (lnµ) x ( V x E) - V ( V E) = O (11.7) 

unde 6. = f:2 + ( 2 +~este numit operatorul lui Laplace (alias /ap/aceianul ). 
Expresia (II. 7) reprezintă ecua(ia de undă pentn, medii neomogene. 

Notei i) O simplă iV\specţie a stt"l,\ctl,\v-ii ecl,\aţiei de l,\t'\dă sco~-:tte Îh evidenţii 

posibilitate.a separării variabile/or, ceea ce .-epl'eziniă o p,..opl"ietate 

v-eMav-cabilc„ l=>enfru a o ilusfra (şi folosi) să punem 

~ ·-➔ 

E (r7, t) = E o(r7) · f (t) (11.8) 

(li. 9) 
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Ieg/îr11rn Of•li, ·ii geo.,11('frh ,. c11 ec11a{iilc /',,foxll'c/1 

el --w2 
( < O) ⇒ /' + w2 f = O 

⇒ f = fa exp (±·iwt) 

,;Aşadai,; soluţia (JJ.8) se scl"ie 

--+ --y ---+ . ➔ 
E ( r , t) = E o ( r ) • cxp ( ±iwt) 

ii) Să p.-esup1,1nen, că mc!diul este nema9neiic (µ p,0) 

neon,09el'\itatea dielec+...ică .-elativă este inică (I Vei / E << 
Atl..\l'\CÎ1 deoal"ece 

---+ ---+ --t V C 
v7D=O ⇒ v7E=-E-~o 

E 

.-ezultă că ecuaţia de 1,11'\dă (JJ.7) se poate l"eZwl,n la fo.,..ma 

--+ 32 ---+ 
6E -µE-E =0 

fJt2 

(II. 1 O) 

(11.11) 

(11.12) 

şi că 

1/-\). 

(Il.13) 

Dacă ţil'\em sea•na şi de consecinţele sepn1·n1·ii vu1·iabilelo,· at1,1nci 

găsim 

---+ --+ 
6Eo + J1EW'1. E 0 = O (11.14) 

ect-iaţie ca.-e poană numele de ec:ua{ie de undă {l(:!.mpura/ă sw." ecua(ill 

He/mholtz. Mel"ită St-ibliniat şi fapiul că utili2And vite21:1 de foză dată 

de 

2 1 
V = -- (fJ. }5) 

J1E 
--► 

da.- şi vecto.-1..-\1 de 1..-\ndă k (c.-ve se infrL>Juce 1-win soll..-\ţk,1 formulă 

Eo ~ exp (i k?)) p1,1tem sc.-ie 

(li.Io) 

2.3 'lehnica funcţiei eiconnle 

În mod esenţial, tehnica eiconală propune o algcbrizare a sistemului de ct:Ualii 
diferenţiale cuplate reprezentat de (IL I) (ecua\iik Maxwell). [:tapele care trebuie 
parcurse se corelează cu .mumite inkrprdari fizice pc care ( tacâ11d abstrnqic: Jc: 
informa\iile stabilite în cadrul discutici despre ccua{ia de undă) vom încerca să le 
subliniem în unnătoarde secţiuni. 
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2.3.1 Scparan·:~ sp:1ţâo-tcmpon1Hi 

Primul pas constă în nplicarea unei separări spaţio-temporale. Acest lucru se 
realizează prin • 

----t ----t ----t ➔ 
E ( r , t) = E 0 ( r ) · exp(-'iwt) (11.17) 

expresie care (prin comportarea în timp) reprezintă o undă armonică. 

Obse!"vaţie: Este inutil să ct"e.de.m că di"' col'\sidet"ente de 9ene.-alitate at"frebl.-\i 

să apelăm la o sct"iev-e ca În .-elaţia (JJ.8). Sisteml.-\1 ec1.,taţiilo.

(JJ.1) este. linia...-, Ca ,,o-"fY\av-e, folosind +..ansfo.-mata Fol.-\t"ie.-

00 

J(t) = - J(w) exp(-1.wt)dw 1 / • 
21r 

-00 

ex, 

E (r', t) = L .I [E o(r') exp(-iwt)] f(w)dw 
-00 

si cwn nici 1.,tl'\a di~,+..e ecuaţiile ~istemul1.,ti (JJ.1) ni.-\ implică 

explicit vav-iabila W însea1Y\nă că fieca.,.e Lţndă "pa..ţială", de 
----t 

exemplu E o(r7) exp(-iwt) sau si1ne+..ica sa În f.-ecvenţă 
----t ----t 

E o( r ) exp(iwt), +..ebuie să t"e.p.-ezinte o sol1.,tţie penfrl.-\ (JJ.1). 
----t ----t . -t 

Fiecare dintre celelalte trei câmpuri ( D , B , H) ale undei electromagnetice este 
descris prin expresii asemănătoare cu (II. 17). 

Aceste soluţii, împreună cu ecuaţiile constitutive (11.2), aduc ecuaţiile (II.I) la 
forma 

V (EEo) - o 
-► -·➔ 

vx E O -- iw11H o o 
V (1tH o) o (lL 18) 

~ •···· ; 

vx flo+ -iwi:: Eo - o 
Dispariţia operaţiei <le derivare în rnporl cu ti1npul ClHlstilui~ un prim im.liciu al 
efectului de algebrizare pe care îl urmărim. 

2.3.2 Faza spaţială (de propagare) 

Optica se dcpărh:ază de dcctroJi11a111ica pnn11-un al doilea pas attmc1 c~iml •~i 
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Legătura opticii geometrice cu ecua(iile Maxwell 

limitează interesul la acele fenomene a căror descriere derivă esenţialmente din 
comportamentul funcţiei de fază (şi nu de amplitudine) a undelor. Acest mod de a 
pune problema se exprimă prin 

~ 

E 0 (7) = 7 (7) · exp ( i<P(7)) (II.19) 

în care 7 (7) este o funcţie de poziţie, slab variabilă, iar <I>( r7) reprezintă faza 
spaţială. De exemptu, desemnând prin n indicele de refracţie al mediului, ko 
modulul vectorului de undă în vi<!.li 7 versorul direcţiei de propagare avem: 

• pentru o undă plană <P(7) = k r' = kon 7 · r' ; 
• pentru o undă sferică <I>(r') = kr = konr. 

2.3.3 Spaţiul vid ca mediu etalon 

După cum a evident :at chiar Maxwell, electrodinamica este (prima) teoria care 
are nevoie în mod structural de un mediu de referinţă. În mod concret, acest rol 
special este jucat de (mediul) vid. 

Algebrizarea ecuaţiilor Maxwell prin tehnica eiconală nu face excepţie de la 
această idee atunci când, pentru orice propagare, introduce o "scalare" a funcţiei 
de fază <I>(?) în raport cu ko (modulul vectorului de undă în vid) dată prin 

4>(7) = ko • S(?) (II.20) 

Ţinând seama că în cazul vidului este valabilă relaţia 
w 

ko = - (II.21) 
C 

actualizând dependenţele, specimenul de soluţie (II.17) este reprezentat de 

Ea(?)= ?(7). '~XP (ikoS(r)) (11.22) 

încât 

E (7, t) = 7(7) · exp [ik0 (S(7) - ct)] (11.23) 

celelalte trei câmpuri urmând dependenţe similare. 
-+ 

Substituind (11.22) împreună cu expresia similară pentru 11 u în sistemul (11.18) 
găsim 

--t --t .,~ s 
'\Jc • e + E V c + 'tE ,:o e • V 

--t ~ ~ 

\]µ • h + 11 V h + iJlko h • vs 
V X ? + ik-0 V s X ? 

·--+ -+ 

\} x h + iku v' S x h 

o 
o 

-➔ 

iµw h 
. --t 

- --1.E.w e 

(ll.24) 

wtdc am făcut o rearanjare a ordinii ecuaţiilor punând pe primele poziţii ecua\iile 
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I I. Complemente de opticâ 

rezultate din operatorul div. Dacă ţinem seama de (11.21) atunci găsim 

--+ 
h ·VS 

--+ -➔ vs x e - cµ h 

--+ --+ 
vSx h +ece 

1 (--+ --+) --. - (', ·vine+ V e 
zl.:o 
1 • --+) --. - (h. '\jlBJl + V h 

zk0 

1 --+ 
--vx e 

iko 
1 --+ 

--vxh 
iko 

(11.2)) 

2.3.4 Aproximaţia opticii geometrice 

Ecuaţiile precedente capătă o fonnă extrem de simplă atunci când sunt 
particularizate pentru câmpurile optice. În acest caz ko ---► oo şi găsim 

--+ 
e ·VS O 

--+ 
h ·VS O 

--+ --+ vs x e - CJL h. O (11.26) 
--+ --+ vs x h + CE e O 

2.4 Ecuaţia eiconală. Indicele de refracţie 

Ecuaţiile sistemului (11.26}(împreună cu câmpurile de forma (11.23)) reprezintă 
întregul conţinut electrodinamic acoperit de optica geometrică. După cwn vom 
vedea, până şi efectul condiţiilor de frontieră (11.3) (care a fost ignorat în 
dezvoltarea eiconală) poate fi lăsat la o paate. 

Cu toate că cea mai importantă consecinţă a relaţiilor (11.26) este reprezentată 
de ecuaţia eiconală, este util să începem prin următoarele: 

Notei i) P..-imele do"ă ec"aţii expt"imă fapt"I că VS este pe..-pendic"la..-

56 

--+ --➔ 

pe plan"I vec+o..-ilo..- e şi h , A +...eia ec"aţie exp..-imă fapt• ii că 
--+ -+ 
h este pe..-pendic"la..- pe planVll vec+o..-ilot" e , VS ia..- Vll+ima ec"afie 

--+ --+ 
a..-ată pe..-pendicLtla.,.itatea l"i e pe pia"'"' vectot"ilot" h , VS. Astfel 

--+ --+ 
aj"n9e1n la condl,\zia că e , h şi VS constit"'ie În mod natut"al l\t\ 

+...ied..-" ca..-tezian d..-ept (vezi fi9.II. ]), 

ii) P.,.imele dow:i ec"aţii "'" a" "'"' conţinLtt il"\depe-ndel"\t deo,wece ele pot 

fi obţin"te d..-ept col"\secinţe ale l,\fonelot" dow:i atLtnci când <-lCestt'..a 

sw,t Înnuilţite scolal" Cl,\ VS 
iii) lAlti,nel.-~ dol,,,\ă ecl,,,\afii vectol"iale l"epl".-•.zintă 1.-\t\ sistem de Şt-"\Se eCI.-\L"lţii 
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;lcnp•Tin·r: opflcir g,·omerricc prin cc11a(ia eiconalâ 

-----), -----), 

o,n('9~·•,c crwe col-\[in cc-..nr.:->,nu•"·lele. c21n1p1n·ilo.,. C şi h . Pentl"'v1 a nu 

se. lin1i-J,, la o ~;oll\ţi,-•. l--.cu-1,·iln1 sisJe_,.u,I tvebuie s,~ aibă L-\n detr~l"'min.::u"\t 

"1ul. _l\cen~,f,~ co"1ditie se sc•·ie 

.... 
e 

S=ct. 

Figura II. l: StPJctura geometrică impusă de ecuaţia eiconală 

În sfărşit, cu ~jutorul relaţiei (II.15) găsim 

aşa încât (11.27) devine 

( "75)2 = n,2 

(11.27) 

(11.28) 

exprimând ecua{ia eiconală. Este vorba de ecuaţia pe care trebuie să o res·pecte 
funcţia S("7) pentru ca soluţiile de forma (II.23) să aibă sens. Trebuie să 
subliniem că, în general, ecuaţia (11.28) este subdeterminată. Astfel, în afara 
cazurilor care prezintă proprietăţi de simetrie, cunoaşterea funcţiei n(r7) nu 
permite determinarea completă a so_luţiilor ecuaţiei eiconale. 

3. Acoperirea opticii geometrice prin 
ecuaţia eiconală 

Acest capitol este consacrat analizei ecuafiei eiconale, cu scopul de a demonstra 
faptul că _ea c0nţine o informaţie echivalentă principiilor tradiţionale_ ale opticii 
geometrice. 

3.1 Ecuaţia razelor de lumină 

3.1.1 Conceptul de rază de lumină. Congruenţa normală 

Potrivit ccua\ici ciconak (11.28), VS este un vector d~ modul egal cu indicck 
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Il Complemente de optică 

de refacţie n(~) şi orientat perpendicular pe suprafaţa eiconală E descrisă prin 
ecuaţia 

S(~) = ct (11.29) 

Să admitem deocamdată că de pe întreaga supafaţă E nu ne interesează decât 
un singur punct pe care îl notăm cu A. Dacă prin ~ desemnăm normala lui E în 
A atunci ecuaţia eiconală se poate scrie şi sub forma 

--+ \J S = n T (11.30) 

În ecuaţia (11.29) constanta din membrul drept poate fi considerată ca parametru, 
astfel încât putem scrie 

(11.31) 

Modificând parametrul Ă în mod continuu, prin cantităţi infinitezimale, din 
(II.31) obţinem o serie de suprafeţe eiconale care se dezvoltă unele din altele şi 
cărora ecuaţia (II.30) le asociază normalele corespunzătoare. Fiecare pereche de 
suprafeţe vecine "taie" din normala -;;f o porţiune infinitezimală de linie dl. Din 
cauza structurii infinitezimale, aceste elemente dl se vor prelungi într-o curbă r 
care are proprietatea că străb&te ortogonal toate suprafeţele eiconale. Curba r 
reprezintă traiectoria unei raze de lumină iar ecuaţia diferenţială pe care aceasta 
trebuie să o urmeze se numeşte ecua(ia razelor de lumină. 

--+ 
Obsel"vaţiit i) E.ste dai" că "'ol"malele T ale S1.-\pl"afeţeloi, 9enel"ate CI.-\ ecl.-\aţia 

(JJ.31) constitl.-\ie totodată I.,\"' 
11ŞÎ1"11 de ta"'ee"'te la Cl.,\l"ba r; 

ii) Co"'fol"M celo„ discl.-\tate, pl"in Pl.,\"'ct"'I A frece t"aZa r. 
--+ 

Dacă 11.-\ăttt Î"' co"'sidel"at"e 1.-\h eleme"'t de s"'pl"afaţă du în 

jl.,\.-"'I l"'i A at"'"'ci, p„i"' al"gwne"'tele pl"eceder\te, l"aza r 
va fi Însoţită de 1.-\1'\ Îl'lfreg fascie"'! de l"aze (i"'finitezimal Ît\ 

secţil.-\"'e) cal"e1 sfrăbătând o..+ogonal sisten-,1,,\1 de SL-\p.-afeţe 

f)l!.l'\et"ate p.-i"' (JJ,31) (în alte c"'vinte1 admiţând L-11'\ sistem 

de s"'pl"afeţe o...+09onale), constit"'ie ceea ce se. nwt,eşte o 

cungruen(ă nonnală. 

Pentru curba r (ca de altfel pentru orice curbă în spaţiu) există W1 important 
sistem de relaţii intrinseci (adică expresii care implică numai parametrii legaţi de 
curbă şi independenţi de sistemul de coordonate). Acestea leagă între ele şase 
mărimi: lungimea areului de curbă l curbura k torsiunea v lt.11111enta r --+ , ' /\.• e, ' 

normala zi şi binormala /3. Astfel, pornind de la <lefinitia 

-➔ d --• r :__: - .,. 
dl 
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Acnpcrin•a Of'licii geometri<.x prin ec11a(ia eic:ona/â 

sunt valabile expresiile 

d --t 
-T 
dl 
d--t 
-V 
dl 

.d7l 
dl 

Gare constituie ecua(iile lui Frenet. 
În plus, avem şi relaţiile 

--t 
kv 

--t --t 

-k T + X (3 

--t -x V 

--t 
T 

--t --t --t --t --t --t --t --t 
v x(3;v=(3x ,;(3=, xv 

--t 

care exprimă faptul că r", J1 şi (3 sunt versori care formează un triedru cartezian 
drept. 

3.1.2 Obţinerea ecuaţiei razelor 

Pornind de la ecuaţia eiconală, ecuaţia razelor de lumină se obţine exploatând 
identitatea vectorială 

în care introducem 
--t --t --t 

A=B=vS(=n,) 
Deoarece 

--t --t 

v x A = v x B = v x (vs) - o (11.32) 

tar 

găsim 

(7 · \J) (n 7) = \J'IL (11.33) 

Operatorul -; • v reprezintă un operator diferenţial scalar pentru că 

--t D D D 
T ·\J=,.,.-+T11-+T~-•• Or Dy - Dz 

·•➔ 

Mai mult, dacă în general el exprimă derivata după direcţia T , în cazul nostru 
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li. Complemente de optică 

special (cel nl razelor de lumină), ci exprimă chiar o derivată dreaptă (totală). 

---+ d 
T • V = dl (11.34) 

Pentru a înţelege conţinutul acestei relaţii, să pornim de la expresia derivatei 
. ---+ 

totale a unei funcţii vectoriale f (r (l), l) 

d ---+ (dr7 8) ---+ 
dl J = dl • "v + 8l J 

care, atunci când l coincide cu lungimea arcului pe curba-:;!' (l) se rescrie sub forma 

-f = r·v+- f d ---+ (---+ D ) ---+ 

dl - 8l 
(11.35) 

---+ 
De aici putem vedea că în cazul în care funcţia vectorială f nu depinde explicit 

de l (ci numai de punctele curbei r(l)), ecuaţia (11.35) coincide cu (II.34). 
Cu ajutorul relaţiei (II.34), ecuaţia (11.33) se scrie 

!!_ (n -;) = '\Jn (ll.36) 
dl 

sau, la fel de bine 

(Il.37) 

Ecuaţia (11.37) reprezintă ecua(ia razelor de lumină. Conţinutul său trebuie 
interpretat în sensul că atW1ci când se cunoaşte fW1cţia n (r7), din (11.37) putem 
obtine trei funcţii scalare x = x (l), y = y (l) şi z = z (l) care precizează 
traiectoria unei raze de lwnină în mediul studiat. Eliminarea lui l între funcţiile 
anterioare conduce la Wl sistem de două ecuaţii care reprezintă o altă parametrizare 
a razelor de lumină (de exemplu: x = x(z) , y = y(z)). 

3.1.3 Integrarea ecuaţiei razelor 

Complexitatea internă a ecuaţiei razelor poate fi sesizată mai uşor atunci când 
încercăm să o integrăm. În caz general, acest lucru nu se poate face decât prin 
tratare nwnerică. 1btuşi, dacă distribuţia indicelui de refracţie prezintă o siml.!trie 
suficient de avansată, atunci se pot obţine şi soluţii analitice. 

3.1.3.1 Integrarea directă Ne vom ocupa de cazul unei distribuţii cu simetrie 
cilindri~ă, în care indicele de refracţie variază parabolic în raport cu variabila 
radială 

,?(r (,? z) = .K ± ,/-,-"!. , T I 0 (11.38) 
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Acoperirea opticii geometrice prin ecua(ia efconală 

unde Oz desemnează axa de simetrie iar r 2 = x 2 + y2 . 
Indicele de refracţie din (11.38) nu conţine variabila z. Din acest motiv, făcând 

o proiecţie a ecuaţiei (11.37) pe această direcţie, avem 

.!!:_ (n.!!:_z) = ~n = O 
dl dl 8z 

lermenii extremi ai şirului de egalităti impun 

d 
n dl z = Lo = ct. (11.39) 

Expresia precedentă are două consecinţe importante. Pe de o parte, notând prin 
a, (j şi 'Y unghiurile lui -; cu axele de coordonate Ox, Oy, Oz , putem scrie 
-;;! : (cosa, cos (j, cos 'Y ). Ca urmare, conţinutul ecuaţiei (11.39) se pune sub 
forma 

d 
rLTz n-z= 

dl 
11CdS"f no cos 'Yo = ct. (11.40) 

unde indicii "O" desemnează valoarile lui n şi 'Y (înclinaţia razei faţă de axa 
Oz) în punctul de plecare (iniţial). Nu este dificil să observăm că, sub diversele 
sale forme, expresia constantă (11.39) (sau (11.40)) reprezintă legea refracţiei 
(invariantul Snell-Descartes) pentru un mediu cu variaţie continuă a indicelui de 
refracţie. 

A doua consecinţă semnificativă a ecuaţiei (11.39), de această dată având o 
natură tehnică, este aceea că ea permite justificarea relaţiei 

d d 
n- = Lo-

dl dz 
(11.41) 

Pornind de la r = ,,/"x2 + y2 şi n = J Ko ± a2r 2, calculăm cei doi t~rmeni a 
căror egalitate exprimă componenta ecuaţiei (11.37) dupa Ox 

â â 8 a2r X a2x 
-n = -n • -r = ±-- = ±-
âx âr â:J: n r n 

!!_ (n!!_x) =- Lo .!!_ (Lo.!!_:.1;) = L5 d'
2 

x 
dl dl n dz dz n dz2 

ceea ce conduce la 

(11.42) 
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Este simplu de văzut cn, proced~1nd pc o cale similară, vom obţine 

(11.43) 

pentru componenta după Oy a ecuaţiei razelor 
Astfel, soluţiile pentru :r(z) şi y(z) sunt similare deoarece ecuaţia (II.38) 

comandă simultan semnele din (11.42) şi (I I.43). Dacă avem de a face cu semnul 
pozitiv, atunci soluţiile i:(z) şi y(z) se exprimă prin combinaţii ale funcţiilor 

hiperbolice. În cazul că semnul în (II.38) este negativ (n2(r) = K 0 - a2r 2), 

atunci :i;(z) şi y(z) se exprimă prin combinaţii de funcţii armonice şi, independent 
de unghiul iniţial de lansare, razele de lumină rămân la o distanţă finită de axa de 
propagare (Oz). 

Dacă ~ este coplanar cu axa Oz , atunci avem de a face cu o rază meridională 
(spre comparaţie vezi coplanaritatea meridianelor terestre cu axa polilor). În acest 
caz putem alege Oi: chiar în acest plan, ceea ce face ca întreaga propagare a razei 
sn fie scufundată în planul Oxz. Din cauză că y(z) = O, putem descrie infonnaţia 
din i:(z) impunând corespondenţa (relaxată) x(z) <=> r(z), ceea ce ne conduce la 
propagarea ilustrată în figura II.2. 

r r 

n(l') 

Figura 11.2: Propagarea razelor maidionale 

-- -➔ 

Dacă To nu este coplanar cu axa Oz , raza este calificată drept "înclina·1ă" 
(skcw) iar traiectoria sa poale urma, în cazul cel mai general, o elice ca cea din 
figura 11.3. 
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Aco11critt'll 011ti,:iI ~eometrice pnn cc11a(w eiconalâ 

Tr111 a I. I 1/11.ăl.alj că d.#-HCi. c&rd ~ J.e ~e- u;t.e ~ 

no 
n(r) = ? 

1 + (~t 
~ a 4J 11.0 (~} tUUt1 ~e, ~~a tJllică,,uu ~ ed.e ~ 
(Ji~ 'oclu Je pe4/,e' ~ Je A1~ - Maxwell'b fish-ey(y. 

lema 1.2 Jnco11Lli/pl.e~d~,a/lătJ}c.ă~~ B dsa/Jăpe.a~ 
~Jbt.A,~l«ik~oa-upkacă.J,i,,.A"'8cp,w,,B(""a1Js~,Be.Jk 
o~~lioo,ak4J.A). 

3.1.3.2 Integrarea în cazul general Atunci când ecuaţia razelor nu permite 
obtinerea unei soluţii analitice, ea oferă totuşi o cale de a preciza mersul razelor 
(una câte una) prin intermediul unei proceduri de integrare pas cu pas (ceea ce 
desigur necesită în plan practic folosirea unui calculator). 

Pentru a ilustra modul cum funcţionează procedura numerică, să presupunem 
că trebuie determinată traiectoria unei raze care porneşte din punctul A (specificat 
prin vectorul de poziţie -;,:;) cu înclinaţia ~ şi străbate un mediu refringent 
caracterizat prin n(~) . • 

Ţinând seama de faptul că "rezultatul" ecuaţiei razelor (11.37) se exprimă sub 
forma~ = 7 (l), să admitem că punctul iniţial se află la "distanţa" l0 de originea 
lungimilor de arc, stabilită pe raza descrisă de 7 (l). Atunci, datele iniţiale pot fi 
exprimate prin 

--+ 
To= 

--+ -➔ 

ro = r (lo) 

(
~ -;,:➔ (l)) - ?'(lu) 
dl l=lo 

unde 7'(10) ajută la concentrarea notaţiei. 
Să facem o dezvoltare în serie Taylor (pentru moment formală) a funcţiei--,,.➔ (l) 

în jurul punctului l0 de p~ rază 

( ) ( 
:l ) --,, --+ d--, 1 d -► 2 

r (l) = r 0 + - r (l) _ · (l - lo) + - 2 r (l) • (l - lo) + ... 
dl l=lu 2 dl l=lu 

Vom scrie această relaţie sub forma 

-t -➔ -➔ 1-➔ :l 
r (l) rv ro + Tolll + 2 .,Jo (lll) (11.44) 

w1de am introdus o altă notaţie prescurtată prin g; . 
Din ecuaţia (11.44) putem deduce 

/ (l) -- T(: t _(/1: f:l/ (11.45) 

oJ 
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DcslTt~ur:1nJ opcr,1ţiilc clin ecuaţia razelor (II.37) avem 

1 1--t 12--t 
r:11.<. r c r 
dl dl + n dl 2 = '\}n 

de unde, folosind şi c~ = 7 V ; 7 = dl, găsim 
2 ~ ~(-t ) d r - -t vn - T T V n 
dl2 = g (l) = n (11.46) 

Suntem acum în măsură să descriem procedura bazată pe paşi succesivi, care 
permite urmărirea traiectoriei unei raze prin intermediul ecuaţiilor (II.44), (II.45) 
şi (II.46): 

a) începem prin a folosi ~ , ~ pentru a calcula n (~) şi (vn)lr=ro' 
,expresii cu ajutorul cărora stabilim g ( 10) prin (II.46); 

b) alegând un t:il (această alegere influenţează gradul de precizie al 
calculelor), prin (11.44) calculăm r7(l0 + t:il) iar din (II.45) deducem 
7(10 + t:il). Aceste valori înlocuiesc~ şi~ pentru calculele pasului 
următor, în care reluăm procedura descrisă începând cu punctul (a). 

Tema 1.3 R~ m,, p,'W'f'UUH, Je ~ ;uuneltJc (<J' ~) a Puueu~i ~ 
co,ts~wt.~~,~~ud~HUU<Ul<L. 

3.1.3.3 Integrarea prin mijloace superioare De cele mai mt~te <:>ri 
integrarea directă a ecuaţiei razelor de lumină este dificilă chiar dacă distribuţia 
indicelui de refracţie prezintă anumite proprietăţi de simetrie. În asemenea situaţii 
se recurge la tehnici superioare de integrare. 

Una dintre acestea foloseşte funcţia ~i ecuaţiile lui Lagrange (lagrangeianul) 
în timp ce o alta are Ia bază funcţia şi ecuaţiile lui Hamilton (hamiltonianul). 
În plan general, se urmăreşte atât reducerea ordinului de derivare (care rezultă 
prin implicarea ecuaţiilor lui Hamilton), cât şi exploatarea unor rezultate 
formale deosebit de generale, care simplifică procedura de integrare a ecuaţiilor 
corespunzătoare. 

În particular, ne interesează construcţia lagrangeianului asociat ecuatiei razelor 
de lumină. În acest scop, avem de ales între două căi diferite: 

• fie pornim de la principiul lui Fermat în care alegând o coordonată drept 
parametru de cvolu\ic, ajLmgcm să identificăm functia lagnmgciană cu :.ţjutorul 
căreia deducem ecua\ia razeh)r de lumină~ 

• fie începem direct cu ecuatia ( I 1.37), pe care o rescriem după ce alegem 
una dintre coordonate drept parametru de evoluţie. Expresiile algebrice care 
rezultă pol fi comparate ftmnal cu ecuatiilc Lagrn11ge pentru a extrage fi.mna 
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Acoperirea opticii geometrice prin ec11a(ia eiconală 

Iagrangeianului pe care îl căutăm. 

Deoarece prima cale este bine ilustrată în literatură, dar şi pentru că în acest 
stadiu, folosirea în regim deductiv a principiului lui Fermat ar echivala cu o 
reîntoarcere la începutul întregii arhitecturi de concepte, vom alege a doua variantă 
de lucru. 

3.1.3.4 Lagrangeianul optic Să alegem z ca parametru de evoluţie. Atunci 
putem scrie 

dl = Jdx2 + dy2 + dz2 = dz✓ l + (x')2 + (y')2 

ceea ce înseamnă 

d ✓ 2 2d - = 1 + (x') + (y') -
dz dl 

Pe baza ultimei expresii, ecuaţia razelor (11.37) se scrie 

~ ( n . d ?) = ✓ l + ( x')2 + (y')2 V n 
dz J 1 + (x')2 + (y')2 dz 

de unde, componenta <lupa 0:1; este 

~ ( ·nx' . ) = J 1 + (;i:')2 + (y')2 .!!_n 
dz J 1 + (x')2 + (y')2 8;i; 

(11.47) 

(11.48) 

(I 1.49) 

Există şi o componentă similară după Oy. După Oz. nu avem nici un foi de 
ecuaţie Lagrange deoarece z nu este o "coordonată" asemenea lui x sau y ci 
exprimă parametrul de evoluţie al sistemului fizic (reprezentat de traiectoria razei 
de lumină). 

Nu este greu de observat că punând 

I I ✓ 2 •) L(;i:, y, :1;, y, z) = u(:i:, y, z) 1 + (:.l:') + (y')- (11.50) 

si efectuând (pentru x şi y) calculele specificate de ecuatiile lui Lagrange 

_i (, __!!__ L) ~ .!!__ L 
tiz D.r' D.r 

(1151) 

< 11 5.:n 

regăsim i.:cuatia (11.-N) i111p11.:u11l1 cu i.:chivaknla sa pc11t1u variabila y. 
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J. ;_ _ _1..5 : ,,:q~r·;irc:\ cnw(:ilor h1i Lagrange Pentru a ilustra modul în can.; 
intervin..: lc1grn11gcianul optic în integrarea ecuaţiei razelor, să considerăni din nou 
di~tribu\ia cilindrica a indicelui de refracţie dată de (11.38). Transformările de 
coordonate de care avem nevoie sunt 

X r COS <.p 

y r sm <.p (11.53) 

de unde 

dl Jdx2 + dy2 + dz2 

J ( cos <.pdr - - r-s-i r-1 <.p<-l<.p_)_2_+_(-si_n_<.p_d_r_· +_r_(_:o_s_<.p_d_<.p_)_2 _+_d_z_2 

J J:r2 + r 2d<.p2 + dz2 = dzJ l + (r')2 + r 2 (,p')2 
(11.54) 

încât 

✓ 2 2 ✓ 2 ·2 1 + (1:') + (y') =1 + (r') + ,.2 ( <.p') 

Deci 

L(r, r', <.p, <.p
1

, z) = J!<;± a2r2 • /1 + (r')"2 + r 2 (<.p') 2 

astfel că ecuaţiile Lagrange în raport cu r şi <p sw1t 

d [ a ( , , )] D ( , , ) dz Dr'L r, r , <p, <p, z Br L r, r , <.p, <.p, z 

d [ a I I )] a ( I I ) --
1 

-
8 

,L(r,r,<.p,<.p,z - -
8 

L r,r;<p,<.p,z 
,z 'P . <.p 

(11.55) 

(11.56) 

Dacă explicităm ecua\iile precedente, vedem că prima dintre de este deosebit 
de complicată, în timp ce a doua îmbracă o formă simplă, şi anume 

d [ '/1,'/""2 <.p' l 
dz ✓ l + (r')2 + .,."J ( <.p')"2 

.:...:co 

sau, \i11ând scama că acum <.p =-= <.p(z) 
·> I 

11:r - <t-" 
• • • - -· ·- -· - =..:: A ( :..:.:. C()/l .•d . ) Vi+ (r' )"2 + ,-"2 ( <p'):.! 

Tinâ;!J seama de c,m\inutul ecua\iei ( 11 48), oh\i11~111 

" ..\ ·-· ,;,." 
iii r:.!11(r) 

( 11 i7) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Pentru n evita cornplic;ita ccuatic în,. (produsă prin dezvoltarecl primei ecua\ii 
Lugrnngc din sistemul (11.50)) este util să recurgem la una dintre ideile pc care le
am invocat în li1voarea tehnicilor ...,superioare,, de integrare. În speţă, mentionăm 
existenţa unor rezultate gene mie, care focii itează stabilirea integralelor prime ale 
enmţiilor Lagrange. 

Unul dintre aceste rezultate asigură că pentru un sistem descris de un lagrangeian 
care nu depinde explicit de variabila de evoluţie (în general desemnată prin/,), spre 
exemplu atunci când avt"m L(:1: 1, .. , :1: 11 , 1;~, .. , :r~1), este adevărată relaţia 

(11.58) 

Pentru sistemele care admit descriere hamiltoniană, ecuaţia ( 11. 58) reprezintă 
legea de consen,are a ene~iei. Acest lucru poate fi scos în evidentă pornind de la 
definiţia hamiltonianului 

n a 
H = ~ :,< 

8 
, L --- L 

~ :r 
i=l 'i 

Aşadar, atunci când L nu depinde explicit de variabila de evoluţie vedem că şi H 
are aceeaşi comportare. Desemnând prin t0 o valoare de referinţă a variabilei de 
evoluţie (luată de obicei drept valoare iniţială), iar print o valoare curentă, putem 
scne 

H (to) = H (t) ::.:.... co·n„o;t 

ceea ce coincide cu legea de conservare a energiei sistemului. 
Funcţia La!:,Jfange dată de (II.55) respectă condiţiile precedentei teoreme 

(variabila de evoluţie fiind pentru cazul nostru desemn~tă de z). Prin urmare, 
trebuie să avem 

D 8 
,-'-L +· cp' --L L -'-' con.i;t 

Dr' â<p' 

Notând constanta din (11.58) prin -- B, găsim 
n 

--;========_c_B 
J1 I (r'):L ~ r2 (cp')2 

iar prin intermediul ecuaţiei ( 11.47) avem 

" /J -z - ---
"' n(r) 

Pc ha,a cn•aliilor (11.57) ~i (11.59) putem rcsc1ic a treia linie din (11.5-l) s11h 

()/ 
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li. Compleme11/e de optică 

forma 

dl2 dr2 + r 2 d<p2 + dz2 

2 2 

dr
2 + r2 (r2~ri) dl

2 
+ (nfr)) dl

2 

ceea ce ne permite să deducem 

A2 B2 
1-------

r2n2(r) n2(r) 
(II.60) 

Folosind acum cele trei ecuaţii (11.57), (II.59) şi (II.60) putem exprima ecuaţia 
traiectoriei razelor de lumină prin sistemul de ecuaţii 

d A l 
-cp 
dr 

d 
-z 
dr n(r) ✓ A2 

B2 1 - r2n2(r) - n2(r) 

care conduce la integralele 

J Adr +Ci 
<p rJ±a2r4 + (Ko - B2) r 2 - A2 

z = J !3rdr + C2 
J±a2r4 + (Ko - B2) r2 - A2 

C 1 şi C2 fiind constante de integraii· 

(11.61) 

Tema 1.4 /.l~oă.Jacă,u4~~~ec.M4""" (!J!J.61} jv.<4,,,.~ad/e,J 
UfcâJ ~ <UJeHI, /elu,,.eHI, J.s Jo,,u,,a. -a2r 4, aJMHCJ 4""4uJ. ~ ~ cal.M. olJJ,uJ. p,tu,, 
IHef,Jo ,~ Jv..cls'~ !)~ f"W' ~~A = o. 

' ...... 

3.1.3.6 Curbura razelor Folosind relaţiile Frenet, ecuaţia razelor se poate 
pune sub forma 

,,. 
--+ d --+n 

"\ln = T -n+ v -
dl . p 

(ll.62) 

de unde, înmulţind scalar prin t 71. găsim forma generală de exprimare a curburii 
razelor luminoase 

l -+ 
k = - -" 11 V (lu n) 

p 
(ll.63) 
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Revenind Ia ecuaţia (11.62), constatăm că în orice punct gradientul indicelui de 
refracţie este în planul vectorilor concurenţi 7 ( care specifică direcţia de înaintare 
a razei) şi rÎ ( care este orientat spre centrul de curbură al razei). Putem deduce 
chiar mai mult: anume că raza de lumină se curbează spre zonele mai refringente. 
Pentru a înţelege această remarcă trebuie să urmărim conţinutul geometric al 
ecuaţiei (II.62) aşa cum este el ilustrat în II.4. 

C 

--- A 

(a) (c) 

Figura 11.4: Conţinutul geometric al ecuaţiei razelor 

Considerând un punct A în care cunoaştem V n şi 7 , aşa cum se vede în 
Fig.11.4.a, prin inspecţie deducem că 

~ dn 
rVn= - > O 

dl 

Cum raza de curbură peste şi ea o mărime pozitivă, ecuaţia (11.62) arată că Vn 
este situat între vectorii 7 !7 şi zl ~. Astfel construim: 

• normala li şi vectorul zl;; aşa cum se vede în Fig.11.4.b; 
G cunoscând valoarea lui n putem afla'lnărimea lui p aşa încât stabilim poziţia 

centrului de curbură Cca în Fig.II.4.c; 
În sfârşit: 

• trasăm cercul r care, in vecinătatea punctului A, este coincident cu traiectoria 
reală a razei luminoase. 

Inspectând acum Fig.11.4.c, vedem că potrivit ecuaţiei (II.62) raza de lumină se 
curbează într-adevăr spre zonele mai refringente. 
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3.2 Principiul propagării rectilinii 

Pentru medii omogene, folosind ecuaţia (11.62), putem scrie 

dn 
n = const =>- '\ln = - = O ⇒ p ----+ oo 

dl 

ceea ce înseamnă că în asemenea medii, raza luminoasă prezintă o curbură nulă. 
Această concluzie coincide cu principiul propagării rectilinii. 

3.3 Principiul reversibilităţii mersului razelor 

Pentru a da acestui principiu un enunţ bine determinat să admitem următoarea 
formă: Dacă o rază de lumină, emisă sub înclinarea½ de către o sursă punctiforma 
situată în A, ajunge în B cu înclinarea-;,:;, atunci, plasând sursa punctiformă în 
B şi urmărind raza emisă sub înclinarea -i7i, acesta va ajunge în A cu înclinarea 
-½ urmând aceeaşi traiectorie dar în sens invers. 

Avantajul acestui enunţ constă în faptul că permite o concentrare asL~pra 
aspectului esenţial vizat de principiul reversibilităţii, evitând complicaţiile aduse 
de cazul funcţiilor eiconale multiforme sau al situaţiilor în care B este o imagin1. 
optică a lui,.A. 

Pentru a ilustra felul în care teoria eiconală validează principiul reversibilităţii 
mersului razelor avem două posibilitaţi: 

• prima cale decurge din faptul că, atunci când se precizează prin intennediui 
perechii de vectori(,:; , ½) datele iniţiale ale traiectoriei unei raze, ecuaţia 
(11.37), prin structura sa, conduce la soluţii unic determinate. În consecinţă, 
traseul razelor între A şi B, atunci când există, este unic. 

• a doua cale are ca suport legătura "variaţională" care există între lagrangeiana 
optică şi ecuaţia razelor În esenţă, putem arăta că razele de lwnină urmează 
traiectorii "privilegiate", ale căror proprietăţi nu se mai regăsesc pe nici un alt 
traseu aflat în vecinătate. Astfel, rezultă şi pe această cale, că două puncte din 
spaţiu sunt legate în mod unic prin intermediul traiectoriei unei raze de lumină. 

3.4 Reflexia şi refracţia 

3.4. l Aspecte generale 

Punerea în contact a două medii optice distincti..: cundu~~ la „1p.1r1(1i.1 unct 
suprafe\c de discontinuitate în raport cu distribuiia i1Jdil:dui de ri.:L·al:lic. Un 
fascicol luminos, incident pe o asemenea suprafaFi, esti: supus il:ll(Hlh.'lld(H. de 
reflexie şi refracţie. 

·teoria ciconală, întrcbuin\,înd teOJt'IIIU lw S1okt:s, care pn.wi11c din dl)llh:niul 
c.tkulului integral, poate să descrie aceslt! două fcrH'mcnc. 

70 
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Folosind una dintre formele ecuaţiei razelor, anume 
--+ 

vS=nT 

împreună cu.identitatea vectorială 

v x (vs)= o 
putem scrie 

J --+ --+ 
V x (n T ) • da = O 

A 
--+ 

(II.64) 

unde d, reprezintă elementul de arie al suprafeţei arbitrare A. Astfel, ecuaţia 
(11.64) arată că fluxul rotorului vectorului n-;/ prin orice arie A este nul. Dacă 

--+ 
prin 1' desemnăm curba care mărgineşte pe A, iar prin dl notăm un element de 
arc de pe .E, atunci teorema Stokes ne permite să scriem 

J --+ --+ f --+ --+ V x (n T ) • da = n T • dl (11.65) 

A J_; 

Coroborând ecuaţia precedentă cu ecuaţia (II.64) găsim 

l -➔ J n-;/ • dl = O (II.66) 

.E 

ceea ce afirmă că circulaţia vectorului n-;/ pe orice contur ( curbă închisă) este 
nulă. Expresia (Il.66) reprezintă invariantul integral al lui Lagrange (deşi uneori 
este desemnat şi ca invariantul Poincare). 

Temal.6 ~~(!J!J.66},ck,'f~călXiÎoal,e,a~ 

(11.67) 

~ I~ ci,.~ ~/.ă, ~ I'1 4J P.2, kată. ~ ~ ~ colcuh,/. 
~ (co,,cJJ., ~ e.de ~ ck. ~)- V~ lil"lll11lll ()l)t.i(: 

;;.t,w.P14JP2. 

'lema 1.7 Să~ "°'4ă. ~ P1 4i P'l., caw ~ kyola olâL pWIÂ-a ?ia;ă, 

kH~ r câJ 4i ~a c'""1.ă 0/ih~ C. N-'GIUHtea 

LO,., 1; ~ .f n • dlc 

J ·, 
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UHrle url.ey,u./lea de /,aoe cl.e-a. L.u1.-9ul. Im. C, de 1UUH€ffe ''t,UfybH-ea °t'lică" a c,u,,l,ei, (,' u-r/~e 

P1 4i P2. ~a.că btiP.y'IM,ea ,1e jae.e pe I', o.I.tu-tei. aveffl- ui moci. edtleHi 

I~ I~ 

V,,,1~ = J n? • dÎ = .! n • dlr 

P, Pi 

~DMP1 4J P2dMHL~Jso~~~,~căa.uloc~lea 
/principiul lui Fermat) 

3.4.2 Fenomenul refracţiei 

Vom considera un contur .E şi un sistem de axe aşezate pe suprafaţa de separare 
E, aşa cwn arată figura II.5. 

N 

Figura 11.5: Conturul de integrare şi a axele pentru studiul retracţiei. 

---+ ---+ 
Fiind descris în planul versorilor N, t , conturul 1' face parte dintr-un plan 

-+ 
normal la E. În plus, vectorul I> este astfel ales încât 

----t ----t -➔ 

b = t X N 

ceea ce face ca ,--,; I = 1 iar dispunerea sa să fie în planul tangent la }:. 'folodată, 
avem 

-·-➔ -·➔ --+ 
t N X b 

-+ ---+ --+ 
N b X t 

Presupunând că alegem Lm contur 1.' având latmi infinitezi111alc. ~i p111a.111d 

AlJ 
AC: -

CI)=~ dl 

lJ LJ :__ M, 

ccua\ia ( 11.66) devine 
• ► , ► ► ; 

11, ri' • DC' I 11:!.r:!. • :\JJ ('t) - IJJ) CU)·< '.-l O 

T!. 

( li Cl8) 
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Acopcrin•a opticii geometrice fll"i11 ec11a(ia c1cmwfâ 

--+ --+ 
În ecuaţia precedentă, vectorii care tre" 1 1ie circulaţi pe arcele IJD şi CA nu 

sunt explicitaţi. Această optiune este în acord cu intenţia noastră de a ne concentra 
asupra fenomenelor care au loc pe suprafaţa E, din care cauză ecuaţia (l l.68) nu 
ne interesează decât în limita bh -t O, când avem 

(ll.69) 

În acord cu indicaţiile din figura 11.3, putem scrie 

-----+ ---+ ---+ 
AB -dl· b x N 
----+ ---+ ---+ 
DC dl· b x N 

încât ecuaţia (Il.69) devine 

(Il.70) 

Cum dl nu este identic nul, iar prin identitatea vectorială 

---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ ---+ 
a-bxc=b-cxa=c-axb 

putem modifica plasamentul vectorilor în cadrul unui produs mixt, ecuaţia (II. 70) 
se poate aduce la forma 

---+ [---+ ---+ ---+ ] b • N x (n2T2 - n1 T1) = O (II.71) 

Cadrul de generalitate al ecuaţiei (II.66) nu se blochează complet în unna felului 
~ ---+ 

în care am particularizat conturul 1'. In mod concret, versorul b din ecuaţia 
anterioară rămâne arbitrar (ceea ce este echivalent cu a spune că ecuaţia (11.71) 
se obţine în aceeaşi structură chiar atunci când alegem în locul lui .l' w1 alt contur, 

---+ ~ 

rotit în jurul nonnalei N ). ln consecinţă, trebuie să avem 

(11. 7:2) 

Expresia (I I. 72) reprezintă, în mod condensat, cele douâ legi tradi(ionafr ak 
fenomenului de refracţie. Pentru a sesiza mai uşor continutul acestei ccrn.1\ii 
vectoriale putern urmări desenul din figura 11.6. 

7J 
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Figura 11.6: Conţinutul geometric al formei vectoriale a legii refracţiei 

Astfel, ne convingem că într-adevăr: 
-+ 

• Din faptul că diferenţa n2r; - n 1 ;;:--: este paralelă cu N deducem că: "raza 
incidentă, raza refractată şi normala în punctul de incidenţă sunt coplanare". 

• Separând în raport cu semnul egalităţii termenii ecuaţiei (11.72), şi aplicând 
apoi modulul, obţinem 

ceea ce reprezintă cea de a doua lege a refracţiei, cunoscută şi ca legea 
sinusurilor. 

3.4.3 Fenomenul reflexiei 

În mod obişnuit, reflexia este prezentată ca un caz special al refracţiei. Totuşi, 
în scopul de a ilustra felul în care teoria funcţiei eiconale reuşeşte să acopere 
principiile opticii geometrice, vom trata explicit şi cazul reflexiei. 

Pentru a putea folosi imediat dezvoltările secţiunii precedente, este suficient să 
comparăm situaţiile ilustrate în figura II.7. 

A B 

D 

(a) 

Figura 11.7: Integrare in cazul rdi-actiei (a) ~i rdkxiei (h) 

';'4 
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/\stfel, vedem că în locul ecua\ici (11.68) vom avea 

~ --+ 
n 1 "r7 • Dr+ n 1 "r; • A 13 + term.eni neglijabili = O 

Parcurgând aceleaşi argwnente ca cele folosite î11 cazul refracţiei, ajw1gem să 
găsim în locul lui (11.72) ecuaţia 

---t ---t ---t 
N X ( r2 - r1 ) = O (II. 73) 

care reprezintă expresia concentrată a legilor reflexiei. De această dată, situaţia 
geometrică arată ca în figura 11. 8. 

N 

Figura 11.8: Conţinutul geometric al formei vectoriale a legii reflexiei 

Ca o remarcă finală, să notăm că în tratarea eiconală, reflexia apare ca un caz 
special de refracţie asociat condiţiei intuitive n 2 = n 1. În mod diferit, în cadrul 
opticii geometrice algebrice, reflexia este un caz particular al refracţiei, asociat 
condiţiei n2 = -n1. 

4. Acoperirea opticii geometrice prin 
ecuaţia de undă 
4.1 Efectul teoriei eiconale 

--➔ 

Pentru a stabili ecuaţiile care guvernează transportul vectorilor de câmp e' şi h 
trebuie să calculăm efectele soluţiilor de forma (11.23) în (IJ.7). Este recomandabil 
să tratăm separat transformările fiecăruia dintre cei patru termeni ai ecuaţiei de 
undă potrivit cu ordinea lor de apariţie. 

---t 
• Pentru ~ E trebuie să începem prin a calcula 

u -- ► ( D --- ► • u .. ) [- ( - ► ) -] n E -- -D 1 • ~ i ku c ~) S · ( :x p i 1.:0 S ( r ) - d. 
UX X <X 
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• exp [ik0 (S(7) - ct)] 
si sumăm pe cele trei coordonate 

6.E = ( 6. 7·+ 2iko (VS· V) 7 + iko6.S7 - k5 (VS/ e') 
-exp [iko (S(7) - ct)] 

• Calculul lui -µc f,_2 E este simplu 

a2 -t 
-µE at2 E -µE (ikoc)2 7 · exp [ik0 (S(7) - ct)] 

µcc2k5e; · exp [iko (S(7) - ct)] 
n2k57 · exp ['ik0 (S(7) - ct)] 

e Al treilea termen înseamnă 

V (lnµ) X ( V X E) = 

= { V (lnµ) x (V x 7) + iko [VS (7 · v7lnµ) - 7 (VS· V ln1t)]} 

• exp [ik0 ( S(7) - ct)] 

• Pentru V ( V E) trebuie din nou să procedăm în etape. Mai întâi 

7t> 

apoi 

( 11 7-J) 

Prima ccua\it.: a sistemului (11.25) m: permite să inlocuim /•vs. /\stkl -;1..·1 i~111 

' V,. 
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ŞI 

Acoperirea opficii geometrice prin ecua(ia de undă 

iko V 8 • ( - V 7 - 7 · V in e) 

-iko VS- v7 - iko VS· (7 · vine) 

În final, substituind în (11. 74) şi reducând termenii asemenea, obţinem 

V ( V E) = [-iko VS (7 · vine) - V (7 · vine)] 

• exp [iko (S(~) - ct)] 

Pe baza acestor dezvoltări, ecuaţia de undă se scrie 

6. 7 + 2iko (VS· V) 7 + iko6.S • 7 - k5 (VS)2 7 
+n2k57 
+ (Vinµ) x ( '\7 x 7) + iko [VS ( 7 · Vinµ) - 7 (VS · V in µ)] 

+iko V 8_ (7 ·vine)+ V (7 ·vine)= O (11.75) 

unde fiecare linie reprezintă contribuţia termenului corespunzător din (II. 7). 

4.Ll Ecuaţia eiconală 

Aproximaţia opticii geometrice ( ideal exprimată prin ko ~ oo dar care este 
reflectată în mod realist de condiţia ko >> 1) ne pennite să urmărim separat 
anularea coeficienţilor lui iko la diverse puteri. Astfel, strângând la un loc termenii 
care au drept factor pe k5 şi impunând anularea rezultatului găsim 

(VS)2 = n2 

Este important să notăm că ecuaţia eiconală este tennenul dominant al ierarhiei 
generate, de factorii (ikof din ecuaţia de undă (concret vom avea de a face cu 
n = O, 1, 2). 

În plus, aşa cum am arătat deja, ecuaţia eiconală este legată de un ansamblu de 
consecinţe optice. 

4. t .2 Alţi termeni ai ierarhiei eiconale 

Dacă în (II. 75) identificăm coeficientul lui iki> şi apoi impunem anularea sa, 
obţinem 

2 (VS· V) -e➔ + e! (6S - 9S · vinµ) -1- vs· [-(t V 111 (pi:·)] _co (11.76) 

În urma celor două etape de izolan: a termenilor din (II. 75) aceasta se rezumă la 

6"7?+(vlup,)x(vx /)+vCt-vh1e) o 

l:l'.ca CI! reprezintă o condi\il.! asupra k:m1enilor în (,k0 )° (' tc11nenii libc11"). 
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li. ComJ>lemcnte de oplint 

., 
În raport cu anvergura efectelor tem1enilor în (iko)~ şi il.:0, ignorarea ecw,~iei 
precedente rămâne fihă consecinţe notabile. 

4.1.3 Prima expresie a ecuaţiei de transport 

Să revenim la ecuatia (11. 76 ). Ţinând seama că V ln ( c2) = O putem scrie 

9ln(11e) = 9ln (c211t) = 9ln (n2
) = 2 V (lnn) 

iar pe baza ecuaţiei (11.34) avem 

---+ d 
VS- V= n TV= n

dl 

ceea ce înseamnă "creşterea de n ori " a derivatei după elementul de curbă (de 
rază) care traversează perpendicular suprafaţa eiconală S = ct. Ne vom servi de 
aceasta pentru a pune (11.76) sub forma 

d ---+ ---+ ( d ) (---+ ) 2n dl e + e 6S - n dl ln µ + 2 V S • e \] ln n = O (I I. 77) 

Această ecuaţie, pe care o vom denumi "prima ecuaţie de transport", exprimă 
felul în care vectorul de câmp e! este transportat de-a lungul razei de lumină 
(caracterizată prin elementul de curbă dl). 

În expresia (li. 77) sunt concentrate două efecte distincte: 

• modificarea modulului vectorului e! , care este în directă legătură cu 
intensitatea luminoasă~ 

• schimbarea direcţiei vectorului 7 ca efect al neomogenităţii indicelui de 
refracţie, care impune în fiecare punct al razei de lumină o geometrie precisă 

. ---+ ---+ ' 
VS, e, h. 
Pentru a putea izola aceste caracteristici trebuie să deducem ecua\ia de transport 

a vectorului complex conjugat 7*. 

4.1.4 Transportul amplitudinii câmpului complex conju~at 

Pornim de la ecuaţia 

6 E * - JLE %/2 -E * + \] (ln ,,.) x ( V x )} ,. ) V ( V J.,} •) O 

pentru care propunem solu\ii de forma 
---➔ 

E • C1· ► , l) = • r;-► • Cr7) · ex p [- i ko ( S ( ·/ ) d) j 

Cakuhînd pas cu pas (sau conjugtînd consecvent (IL75)) vom oh\im . .: î11 lrn.:ul 
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ecuaţiei (ll.75) 
/\--+,. 2·1 ('IC' -7)--'• "I /\s --➔ * 1')(DL')'.,!-➔ * 

LJ. e - /. r-.:o V „J • V ' (_' - '! ,-;:o L_':,. • C - r-.:jj V D C 

:! :_!--?* +n k0 c 

-1- (V' ln Jl) X ( V X "t7") . iko [vs c,t* 9111 JJ-) -

--i ko v' s c;t * V ln C) + V ( ,t-- v' I Il C) ~= o 
-<:~ ➔ --(VS· V lu ţi)] 

(11.78) 

Izolând coeficientul lui ik0 şi anulându-l, obţinem 

d ---+ * ---+ * ( /\ -, J l ) S (---+ * 1 ) 2n- e + e L'>.S - n- n /l + 2 'v · e V n n = O 
dl dl 

( li. 79) 

care exprimă rezuJtatul pe care ne-am propus să-l stabilim. 

4.1.5 Ecuaţia de transport a intensităţii 

Înmulţim scalar ecuaţia (11.77) cu /* iar ecuaţia (11.79) cu ,/ şi ,1dunăm 
rezultatele. Ceea ce obtinem este 

n- e e f + e e * 6S - 11.- ln JL d (---➔ ---+ ) (-----+ --➔ ) ( d ) 
dl dl 

+(?•VS) Ct V lnn) + (,t \7 S) (,/* V ln n) = O (11.80) 

Pe baza primei ecuaţii din setul (11.25) la care adăugăm complex conjugata, 
putem scrie 

(?•VS)(? V lnn) +(?VS) Ct7* V lnn) = 

1 [(---+ --+ ) (---➔ ) = iko e * V ln c + V e • e V ln n -

( 7 V ln c + V <1) (-i/ * \} ln ·, t)] 

expresie care tinde la zero în limita k0 -- ► oo. În aceste 1..,ondiţii, ecuaţia (ll.80) 
devine 

n- e e * ·+· e e * 6S - n- luµ = O d (---+ ---➔ ) ( -- ➔ ---+ ) ( d ) 
dl dl 

(11.81) 

Dacă în punctul A de pe raza l' avem intensitatea I I,, -"' ( -,? ·e• *)IA . atw1ci, 
in punctul B de per, valoarea intensităţii este dată de 

d ) ] --lup dl 
dl 
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(11.H2) 

4.J.6 l\lodelul de lumină al opticii geometrice 

Ecuaţia (II.81) ne permite să detectăm mode1ul întrebuinţat de optica geometrică 
pentru a descrie "natura" luminii. În acest scop, mai întâi observăm relaţia 

6S = V (VS)= V (n?) 
care, împreună cu (11.34), ne permite să aducem (ll.81) la forma 

e e --+ 

(

--+--+* ) 
V 

11 
nr = O (11.83) 

După cum ştim, ecua(ia de continuitate a curgerii unui fluid incomptî!sihil 
-► 

descris prin firele de curent j ( densitatea de flux) este 
--+ 

V j =0 ( 11. 8-1) 

Aşadar, prin comparaţie între (11.83) şi (II.84), vedem că în cadrul Opticii 
geometrice, lumina este modelată ca un jluid incompresibil aflat în curgere de
a I ungul razelor şi având densitatea de 11 ux 

--+--+ 
--+ e e "' -► 
JL = ---'fl T 

µ 

4.1.7 Ecuaţia de transport a vectorilor de câmp 

Să introducem versorul complex 
--+ 

--+ e -► --► .. 
'll = -,::.=;==.= ⇒ 'll 'l1 = 1 

✓=----t =----t 
e e * 

cu ajutorul căruia vom scrie 

80 

-► -► r=:+--t 
e=uVee* 

Pe acestă bază ecuatia (11.77) implică 

-► --+ .. d --► 
2n e e - ·u 

dl 

+ 1i [n !.!_ czt e➔ .. ) + -,t ,? .. ( f:.:. S 
dl 

t-'.2 -,./ ~►• V .S · ( u► V 11111) -- O 

ni_!_ I 11 / L) ] 
dl 
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t! ---), 
I! - - li, 

I) 
di. 

,·:,;. ,:;:<p: 11n~; ecuaţia de tn:mspLHt a versorului 

-L:!. Legea 1/r2 

Propoziţia pe care trebuie să o demonstrăm afirma d1, inrr-t!ll mt•.:t1u omogen, 
intensitatea unei surse punctifonne scade în raport invers proporţional cu 
depărtarea de sursă. Vom pomi de la ecuaţia n I.81) care, pentru un asemenea 
mediu, se reduce la forrna 

( j
l~ /\S ) 

llu ~- 11_4 exp ·- ii -;;·dl 

Expresia precedentă poate fi expl,)atată în manieră concretă nwnai atunci c-ând 
dispunem.simultan, atât de forma ani.llitică a suprafeţelor eiconale, cât şi de el;uaţia 
traiectoriilor razelor de lumină. _i,,; _"' 

Pentru început vom discuta fonna asumată de fun_c.ţia 'con ală S. Să admitem că 
indicele de refracţie al rnediu1ui omogen are valo[1rea ·,·;_ At 11 nc1, p«nrivit ~,>i:Jţiei 
(II.30), scriem 

--+ -, - j, -)' 

T \7 ,') =- 'fL 1' • T ! i 

ceea ce, ca itnllâre a ecuaţiei (fIJ.:::i} înseamnă 

is=n 
dl 

Deoarece ·11, este constant, deducem 

S == nl + cou.-;t 

ecuaţie în care putem folosi etalonarea S (u) 
asociată W1ei surse punctiforme are expresia 

O. Ca urmare, functia eiconală 

S(l) = nl (Il.87) 

Este evident că suprafeţele eiconale S = co·,ud au forma unor sfere l:oncentrice, 
sursa de twnină fiind plasată în centrul lor comun 

Pornind rle ia această imagine :-f L:fr,litem î11 continuare că sursa pW1ctifonnă 
este plBSD(:°i \!' c)riginc:r ; ::,.:lor de<' .•}r;':-_·,:,:.,t·:-->.,. aia,: !1.m se vede în fig.1.1.ra II.9. 

Fok,:i~~L i:1Jic·1tiil~; .0.•·•:·.- . .:i fo,:,-; ,, ··•·'• •··:·ir: ,i;h•rin{ire devin , .. 

, g l 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



li. Complemente de oplin'i 

z 

Figura 11.9: Suprafata eiconală asociată unei surse punctifonne, 
plasată în originea axelor 

-----t -----t 
r -----t r 

"\1S = n- ⇒ T =-
r T 

Cum mediul este omogen, razele sunt rectilinii, iar faptul că -;;+ = ~ arată în 
plus că razele sunt dirijate după vectorii r" ( cu alte cuvinte, orice rază admite ca 
suport o dreaptă ce trece prin originea O). Astfel, găsim 

dl= dr (11.88) 

În sffirşit, trebuie să exprimăm 6S. Începem prin a calcula 

[) 8 '//,J; 
-S=n-r= -
8:i; Dx r 

de unde 

ceea ce conduce la 

. n n ( 2 2 2) 2n 6S = 3- - - x -1- y + z = -
r r3 r 

(11.89) 

Cu ajutorul expresiilor (Il.88) şi (11.89) putem transfonna ecua\ia (11.86) în 
modul următor 

( r,) = exp -2ln-
1 

= 
'/";I 

ceea ce se scrie şi sub forma 

11 ,,.2 -- I I ,.-:. lJ IJ - ii .-1 
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sau, dacă l uăn1 valoarea 11 A r~ drept reterin,ă ~- considi..::aitn punctu] lJ drept pun(;i. 
curent, găsim 

l ( 
·) _ co11,si 

1 - ·--·-
.,.2 

ceea ce coincide cu legea J/r'2. 

5. Fascicole extreme 
5.1 Aspecte generale 

În structura tradiţională a opticii clasice, fascicolele luminoase aparţin categoriei 
reprezentărilor primare. Ele constituie suportul ("materia") asup:·u căn.1ii1 

actionează diversele fenomene optice pentru a impune modificănle specifice. În 
sens relaxat, prin.fascicol de luminâ se înţekge un ansamblu t," cnlecţie) de raze 
lwninoase care se propagă pe direcţii apropiat~ (spre exemplu,~:;,,, ,_ liltat al trel:t>:rii 
printr-Wl sistem succesiv de diafragme). În sens mai strict, fos,:ii..:\Hde de lumină 
SWlt conjuncte surselor care k produc. Astfel, o sursă punctiformă emite un 
fascicol sferic, o sursă liniară emite w1 fascicol ciJindrv iar o sursă plană va emite 
un fascicol paralel de lumină. 

Pentru a-şi dezvolta propria teorie, numită Upiicu ,iwtematică, folosind 
un concept aflat în afara jnterpretărilor preconcepute pretabil unei descrieri 
matematice, Hamilton a introdus conc~ptul cungruen{elur de raze. În prezent, cele 
două moduri de a numi colecţiile de raze (fascicule sau congruente) sunt sinonime. 

Privind din perspectiva opticii ondulatorii (adică din perspectiva soluţiilor w1ei 
ecua\ii de undă). no\iunea de fascicol de lwnină apare nwnai în contextul unei 
definiţii relaxate. Astfel, prinjascicol de radia(ii electromagnetice înţelegem un 
câmp care se propagă în mod esenţial vecin unei linii centrale, care se numeşte axa 
fusei colului. 

5.2 I◄ascicole gaussiene 

În particular, unfascrcol gaussian {fundamental) reprezintă o undă caracterizată 
printr-un front sferic în oricare secţiune transversală, şi având un spot ( distribuţia 
de lumină în planul transversal al fascicolului) circular Acest tip de fascicol este 
Etmarcabil din mai multe punclc de v~dere: 

••· Exprimă primul nivel lk gt~neralizare a opticii razelor meridionale (ce 
intcrsceh:ază axa optică) ::;prr:, optica razelor înclinate (skcw) nu numai în sensu] 
cuprinderii aces1ui tip de raz~ dar şi în sensul dovedirii faptului că aceste raze 
urmează legile opticii geometrice: 
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• Reprezintă modelul ondulatoriu al celui mai simplu fascicol astigmatic: 
• Reprezintă forma directă de modelare a unui fascicol care este supus efectului 

de difracţie în mod c0ntinuu pe toată durata propagării; 
• Reprezintă un pachet de undă ce satisface optimal principiul de incertitudim: 

Heisenberg; 
• Reprezintă fascicolul astigmatic cu cea mai mică divergenţă (idee care 

înlocuieşte modelul fascicolului paralel al opticii geometrice "de modă 
veche"); 

• Reprezintă geometria cea mai bună de fascicol pe care o poate produce un laser 
monomodal (fiind în acelaşi timp şi cea mai realistă modelare a unei surse 
"plane" de lwnină). 

În pofida acestor trăsături, în cele ce urmează, nu ne propunem să disculăm 
decât aspectele esenţiale ale tratării teoretice a fascicolelor gaussiene. 

5.2.1 Ecuaţia de propagare 

Vom ilustra două modalităţi de obţinere a ecuaţiei de undă pentru fascicolele 
gaussiene. Ambele valorifică ideea unui fascicol care se propagă în lungul axei 
Oz oferind însă percepţii complementare. În ambele cazuri, factorul de propagare 
are forma exp [i (kzz - wt)]. 

5.2.2 Deducerea euristică a ecuaţiei de undă 

Această metodă se bazează pe o abordare în două etape: 

• Pornind de la faptul că în (II.13) pentru medii omogene operatorul 6.i:y -

;;2 + g;2 este independent de variabilele factorului de propagare, pw1t:m 
împreună (asociem variabilele z şi t în operatorul) 

. ci2 1 a2 

N=----
Dz2 v2 ât2 

şi găsim 

(11.90) 

unde am folosit şi (IJ.16). 
• Ca efect al fonnei facton~ui de propagare, orice punct al axei (h este cordat 

cu un anumit moment de timp (suprafaţa de undă trece prm fi~ca1e loc la un 
anumit moment). Legătura este liniară 
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D w D D 
- -- --- -,- .,,_ 
Dt - k::.Dz - ·az 

În consecinţă, ecuaţia (11.90) devine 
;) 

Nexp [i (k2 z - wt)] = 2i/;;zDz exp ['i (kzz - wt)] 

Aşadar, operatorul care descrie propagarea undelor "fascicularizate" după Oz, 
este 

a~ D2 D 
6.1:11 + N - 8 2 + D 2 + 2ikz-8 

• X ]J Z 
(11.91) 

şi el ne pennite să scriem 

( 
8'1. fJ'2 D) 

(6.xy + N) <I>= D 2 + D ? + 2ikz-8 <I>= O 
• J; y- z 

(11.92) 

ceea ce exprimă ecuat,ia de undă pentru ji.,scicole gaussiene ( descrise prin 
fimct,ia de undă <J) ). 

5.2.3 Deducerea operatorială a ecuaţiei de undă 
--➔ 

Să facem unnătoarele notaţii: k semnifică modulul vectorului de W1dă k , iar 
kJ:, ky şi kz componentele după axele Ox , Oy şi Oz. 

Tehnica operatorială porneşte de la expresia' elementară' a modulului vectorului 
de undă 

k k2 k2 ,.2 = X+ 'lJ + "•z (II. 93) 

(care, geometric, prin intemediul condiţiei k :.::_ const ⇒ k; + ki + k; = con.'Jt, 
reprezintă suprafaţa de dispersie a vectorilor de undă~ în cazul de faţă, avem de a 
face cu o suprafaţă sferică) pentru a o transfonna prin corespondenţele 

18 18 18 
kx-➔ -- ·kil--; -- • k,c-➔ -- (11.94) 

i 8x ' • i 8y ' • i 8 z 

Regulile precedente se obţin fără nici o dificultate pornind de la factorul de 
propagare al unei unde plane, în raport cu care, observăm că 

!/~xp [i ck r► --- wt)] = ii,:,,: PXp [,; (t rt - wt)] 
de unde 
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ceea ce, în 1imbaj operatoria], coincide cu prima relaţie din setul (11.94). 
Simpla înlocuire a (Il.94) în (II.93) ne conduce la operatorul 

6. + k2 (11.95) 

a cărni asemănare cu ecuaţia de undă atempora1ă pentru medii omogene ( (11. 13)) 

este evidentă. 
Revenind la fascicolele gaussiene, să notăm că, în raport cu spaţiul vectorilor 

t 

de undă, propagarea după Oz echivalează cu impunerea următoarei condiţii 

,.2 + 1.2 // k2 ~ k2 
"'a; ''y '' z 

Pe această bază, (II.93) se scrie 

kz = ✓k2 - ki - k~ = k 

k2 +k2 
rv k- X Y 

2k 

k~ + k2 
1 - X y 

k,2 

Din părţile extreme, folosind corespondenţe1e (II.94), găsim operatorul 

2 •) 2 a-2 a2 . a 2 
-kx - k11 - 2kkz + k = âx2 + By2 + 21,k Dz + k 

căruia îi putem asocia o ecuaţie diferenţială omogenă 

( 
a2 a2 a) 

a 2 + a 2 + 2-ik-a - <I> = o 
X y Z 

expresie care coincide cu ecuaţia de w1dă (11.92). 

5.2.4 Soluţiile ecuaţiei de undă 

Să începem cu patru observaţii importante privitoare la proprietătile ecuatiei de 
Wldă: 

• ecuaţia (11.92) este liniară (adică, dacă f 1 şi h, sunt soluţii distinde ale ecua\iei, 
atW1ci şi a/1 + bh este o soluţie, a şi b fiind două constante arbitraret 

• ecuaţia (11.92) este invariantă la translaţii (x ~ x +a, y ·--• y-+- b, z - - ► z + c)~ 
• din pWlct de vedere tipologic, ecuaţia (II.92) este asemănătoare ecuatiei 

propagării căldurii, deosebirea rezumându-se la intervenţia numerdor 
imaginare; 

• iară a restrânge în nici un foi generalitatea khnicii d~ siuJiu u soluţitlo[ purem 
admite că ne atllhn într-un caz ce prezintă simetrie cilindrică. O simplifo.:ar~ 
a manevrelor matematice se obţine tratând la început citzul bidimensional, in 
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Fascicole extreme 

car~, de exemplu, relinând coordorrntele :.,; şi z avem 

(II.96) 

Se vede imediat că putem aplica tehnica separării variabilelor. Astfel, punând 

<I>= X(x) · Z(z) 

găsim 

X" Z' - = -2ik- = -A2 

X Z 
de unde 

:I>" = a" exp [i ( Ax - ,\2(z 2: ic,\)) l + b,\ exp [-i (,\x + ,\2(z 2: ic")) l 
(11.97) 

expresie în care am explicitat faptul că în general, urmare a caracterului arbitrar al 
parametrului A, constantele de integrare a, b sau c pot fi funcţii de A . 

O soluţie generală a ecuaţiei (11.96) va fi dată prin 

<I>= L 4>>. 
>. 

Ţinând seama că A este w1 parametru continuu, suma precedentă trece în 
integrala 

00 

<I> = J <I> "d,\ (11.98) 

-00 

Pentru economia calculelor, ne vom concentra asupra primului termen al solutiei 
anterioare şi anume 

/

00 

[ ( A
2
(z+ic>,.))] <I> 1 = a>.exp i Ax -

2
k dA (ll.99) 

-00 

care exprimă de asemenea o solu\ie a ecuaţiei (11.96 ), după cum ne putem convingt! 
printr-un calcul direct. 

Transformata Fourier a funcţiei a>. 
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li. ( '01111-1leme111e de <>/Jlioi 

pem,ite aducerea expresiei (I I. 99) la forma 

(I I. l 00) 

-CX) -CX) 

care evidenţiază algebric invarianţa lui c:I> 1 la translaţii. 
Dacă cA nu depinde de .,\, atunci, punând c,, = c, a doua integrală poate ri 

calculată până la capăt. În acest scop vom forma pătratul perfect al exponentului 
2 

.,\ · . 2 2 .,\(x - () - - (z + 1,c) - - (JJ1A + J>2) + JJ2 
21.~ 

um1ărind apoi puterile lui .,\ în cele două păf\i. Astfel găsim 

JJI 

încât 

~ 
V2k 
x-(/'ik 

2 y~c) 

Ţinând seama de expresia lui p 1, dar şi de valoarea integralei lui Frcsnel 
CX) . . 

j exp{-iu
2) du= t = (1-i) ~ 

-CX) 

găsim 

(li 101) 

din care putem izola 

·rg [ :.!] 
1-·,. k 1 (x----() 

\Jl(x, z, c) -, - - (z + ic)-~ exp -ik . 
2 7r 2{.z + te) 

(li. I 02) 

expresie asupra căreia putem fact= câteva observaţii: 
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Ft.ucicol.: t·xrn•mc 

• Prin calcul direct putem verifica faptul că 'V este o soluţie a ecuaţiei de undă 
(11.92)~ 

• Al doilea termen al ecuaţiei (11.98) conduce la aceeaşi fonnă \J!; 
• Pentru a stabili legătura lui '11 cu rezultatul clasic obţinut pentru ecuaţia căldurii, 

să scriem 

Wtemiic(x,c) = w(x,0,c) - ~ {k_k_· exp [1.:-(x_-_{_)
2
] 

2V~ 2c 

de unde vedem că numai dacă C < O, \JJ ter11iii:C :.,; ! C) coincide cu evvlu(ia 
distribu{iei de căldură într-o bară conductoure (rolul timpului fiind asumat de 
-c) ca unnare a plasării unei surse pm1ctiforme în punctul { . Punând 

k ., 
C = -- 2Wo 

Wtermic(x, tuo) devine o funcţie reală 'de pătrat sumabil' 

(II. 103) 

ceea ce face ca la orice 'moment' ( rv w5) cantitatea de căldură distribuită 
în bară să fie finită. Este limpede că alegerea pe care am făcut-o pentrn c 
realizează atât adimensionalizarea exponentului cât şi simplificarea expresiei 

lui Wtermic-
Generalizarea tridimensională a soluţiei prec~dente, (x, z) ~ (x, y, z), se face 

pe baza An.9atz-ului 

(11.104) 

Folosind în (11.102) condiţia (11.103), rebotezând constante şi obseivând că 
translaţia { poate fi anulată printr-o alegere convenabilă a sistemului de referinţă, 
introducem 

( 
k . )-- 1 [ kr-i l 

<l>y(r, z) • A z - i-wt exp -i. . .,. 'l J (li. 105) 
2 2(z - irwo) 

soluţi~ care reprezintă/imc(ia de wulă a unui.fascicol gaussionjî111Jame111ul. 

'lema 1.8 v.,i.Jic4 ~ ~ Juud că .Py('r, z), ~t ptiN ~,{i" (!J.'J.t~), 

""'4Jc.ă ~ J. ~ (JJ.9.2). 
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li. ('0111ple111enf,: de oplicâ 

co,,uLa I.a ecaalla Je umlă. .. 

--· -1- - -- -1- 2ik- <[, ---= u ( f.Y· lD D). 
\J)r'2 r D1· • Dz 

( 11. I 06) 

~e (tnl.oc.ul/m. (JJ.97)) GJ.mil.ecaJJJud/e 

... ( . ..\?(z -1- -icx.)) 
<I>,\= .10 (,\r) · exp ---'/. 

2
k (11.107) 

lf/.oloduuJ ~ ~ mce,pâ;uL cu ecualja (!J!J.9a), allălolj, că~~ la acelaii, 
"81"/Jat (!J!J.105). 

Adăugând I ui <I> 9 ( r, z) factornl de propagare ,~xp [i ( kz -- wt)] obţinem expresia 
completă a funcţiei de undă 

I [ ( 
1 k . \ •· 2 kr2 

(}, (r z t) • A (z - i-11/· ) eXJ) ·i kz + -------- -
Y.lJ , , 2 O 2 ( · k 2) Z -- 'l-Wo • . 2 

5.2.5 ca~·acteristicilc fascicolului gaussian 

Prin simplă inspecţie, vedem că în cl>yy{r, z, t) separarea compo11enklor 
imaginare şi reate·nu s-a efectuat până la capăt. Folosind 

1 kw6 x = -arctan-
2 2z 

putem scrie 

· exp [i (kz +X-I kr-i.z - wt)] 
2(z2 -1- ¼k2wt) 

5.2.6 Profilul intensităţii 

Folosind definiţia intensitătii unei w1de armonice 

I(r, z) = <.1>;_/r, z, t.) • tP!1!l(r, z, /,) 

împreună cu (11.109) găsim 

J(r, z) = A* A (-
2
-)---

1 
----. t~xp l-

kw2 i 
o 1 ( ~!) ➔ - k·11•~ 
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După cum era de aşteptat, monocromaticitatea undei, exprimată prin prezenţa 
factorului exp (-iwt) în (II. l09), conduce la slaţionaritatea intensităţii (J(r, z) 
este independent de timp). 

Fie o secţiune transversală a fascicolului, realizată în planul z = co,,u;t. Ne 
propunem să aflăm depărtarea w faţă de axa Oz la care intensitatea fascicolului 
scade de e2 ori 

I(w,z) _2 ---=e 
I(O,z) 

(11.111) 

Cu ajutorul expresiei (II. 110) găsim 

2 2 [ ( ,,\z )

2
] w ( z) = w 0 1 + 1rw5 

(ll.112) 

Drept urmare, folosind constante convenabil definite, intensitatea fascicolului 
gaussian se scrie compact 

* (w0
) ( 2r

2
) I(r, z) = B B -:;;; • exp - w 2 

(11. ll3) 

Să precizăm câteva noţiuni folosite curent în cazul unor asemenea fascicole: 

• Marimea w(z) se numeşte rază a fascicolului sau rază a spotului. Ea 
precizează raza discului luminos obţinut pe un ecran care secţionează fascicolul 
la distanţa lzl de originea axelor de coordonate; 

• Se poate uşor vedea că cea mai mică arie a spotului luminos are loc în planul 
z = O. Acest loc se numeşte waist (talie) sau neck (gdt). Raza spotului în 
planul waist-ului 

wo = w(z = O) 

se numeşte şi ea (în limbaj eliptic) waist~ 
• Estimări numerice arată că din energia totală a fascicolului, în interiorul 

conturului impus de (11.111 ), se concentrează 86%; 
• Din ecuaţia (11.112) deducem că graficul funcţiei w(z) admite asimptote oblice 

date prin 

,,\ 
w(z) = ±-2 z 

1rwo 

Atunci când fascicolul gaussian este generat de un laser, mărimea~ este foarte rrwo 
mică şi putem scrie 

(11.11-i) 
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Figura 11. l O: -: -:('.Omctria fascicolului gaussian asociată funcţiilor 
_i (r, z), w(z); semnificaţia constantelor w0 si V. 

Raza de curbură a frontului de undă gaussian 

Informaţia privind curbura geometrică R a frontului de undă se află în 
, :>~i)onentul imaginar prezent în ecuaţia (U. I 09). Înainte de a dedut;e acest rezultat, 
,·ie vom pennite să-l folo-;im. Astfel, teoria prevede că termenul în r 2 al factorului 
ia care ne-mn refe.-:t, R '-~ Îlll ma 

(II.I15) 

de unde 

z 

ceea ce înseamnă 

(11.116) 

Studiul derivatei lui ll(z) ne indica foµtul că cck mai severe 1.·urburi (tck n1ni 
mici raze de curbut'll) ale frontului de w1dă au loc în punctele dt! coorJ011.:1k 

'2 f..:u\, 
Z1 .:~ . - I ;~() ··: I ---·- (11..117) 

z1 fiind asoci3t, Lk cx~:nplu, sc111mdui pn,.ili'.-. 

Prin referire ia li gura 11 10. ;11~,:•'!,___• r:1,, 1 1'.1-: ff:;,1-.:h,~;;:ta i:d ..... ::,·: ir: ,,:.tft' .-:-: •1;;,(_,;a 
transversală n fa:-,:ic.)ltilui r~n,;:,,,: .,;,- ,:(:;•~ ;_,~, :'._'ilt:i /.,_.,~ ;:.: -..:~•n~ ~,· !H!!l~.'.:?; 

::omilie câmp :.1pn,,)/r11 (nearfil'ld! lil ,_ untt,1:i~. ·.ui1 .. 1:\ ca,-_; ·11·1·p, ,nah.·:, ~ .. :•·; .. : .. I! 
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transversale a fascicolului se npropie ck con,portamentul asimptotic, se nume~te 
zono câmpului Îndepârtat (fârfield). 

Introducând (ll.117) în (11.116) găsim 

R(z1,2) = ±kwJ 

rezultat care ne indică faptul că frontul de undă în Zt = k~,a (prin mărimea lui 

R(z1)) are un centru de curbură situat în punctul z2 = - k;6 aşa cum arată figura 
11.11. 

z 

Figura II.11: Poziţiile suprafeţelor de undă de curbură maximă, 
împreună cu centrele lor de curbură. 

Proprietatea discutată prezintă reciprocitate între punctele specificate de 
(11.117). Ţinând seama de valoarea razelor minime de curbură şi de distanţa între 
fronturile de undă asociate, înţelegem motivul pentru care mărimea z0 , prezentă 

în egalităţile (II.117), se numeşte parametn, cvnji>cal. 
În acelaşi timp, fronturile de undă ilustrate în figufd 11.11 ne permit să remarcăm, 

o dată în plus, caracterul neintuitiv al geometriei fascicolelor gaussiene. Astfel, 
putem sesiza că până şi în cazul razelor minime de curbură, acestea nu se raportează 
la zona waist-ului ( unde, cel puţin în cazul propagării căldurii, se găseşte însă~i 
sursa fenomenului fizic), ci la puncte situate la o anumită d:stan\ă fată de el. 

Potrivit expresiilor algebrice corespunzătoare, raza spotuh1i, w(z ), şi raza <.k 
curbură a frontului de undă, R(z), par a urma evolutii necorelate. Totuşi, între de 
există o interesantă rela\ie ( care ar putea fi considerată cu identitate fi.mnală) 

1 
R(z) 

u/(2) 
---
w(z) 

{ll.118) 

u~a cum se poale verifica folosind exprcsiik corcspu11:1.[Hoare. Ideea idc11tită\1i 

fi.mnale este în legătură cu faptul că ştiind una dintre mnrimi o putem lktenni11a 
pe cealaltă. Atunci când cunoa~lcm ra/.a spotului, ( 11. 118) 11c permite să alb111 
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II. Compl.1me11te de aplică 

R( z). Invers, pornind cu R( z) putem afla w ( z) dacă punem (l l.118) sub forma 

J dz 
lnw(z)= R(z) 

Astfel, notând 

~ = (kw5)
2 

a - 2 

si ţinând seama de (li. 116), avem 

J adz I :.! 
1n w ( z) = 

1 
+ az2 = 2 ln { 1 + az ) + const 

ceea ce conduce simplu la (Il.112). 

5.2.8 Curbura fronturilor de undă cu simetrie cilindrică 

Pornim de la dezvoltarea (de ordinul doi) în serie Taylor a ecuaţiei unei suprafeţe 
arbitrare S(x, y, z) 

S(x, y, z) =a+ a1x + a2y + a3z 

au 2 a22 2 a33 2 +2 x + 2 v + 2 z + a12XY + a13XZ + a23yz 

setul coeficienţilor constanţi {a} fiind constituit de valorile luate de diversele 
derivate parţiale (inclusiv de ordinul zero) în originea axelor 

Folosind ecuaţiile (II.53), putem trece expresia lui S în coordonate cilindrice 

S(r, cp, z) = a+ a1r cos cp + a2r sin cp + aaz 
au ,, ,, a22 ') . •• a:13 ., 

+-r· cos"' cp + -r- sm"' cp + -z-
2 2 2 

+a12r2 sin cp cos cp + a13rz cos cp + a2arz sin ,p 

Pentru ca S(r, cp, z) să facă parte din clasa suprafeţelor cu simdrie cilindrică 
(insensibile la rotaţia în jurul axei Oz), trebuie ca dependenţa de <p să dispară. În 
cazul expresiei precedente, acest I ucru se realizează dacă 

ai = a2 = <L12 = a13 = a2:I = O 

<Ltt = a:.22 

de unde 
'""( a11 ·> <L·n -, 

!::, r z) = -r- + --· • z- + a-12 i u 
' 2 2 • 

(IJ 119) 

În acord cu sec~itmea prezentată în figura 11.12, tic ,~,- l:OmJ\,nala pum:lului 
de intersecţie a suprale\ei S(r, z) cu axa Oz (ceea ce atrage ,'"l'(IJ, ~ .. ) ·-- O). 
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Fascicole extn:me 

Argumente de simetrie sugerează că pentru punctul V ( care marchează 'vârful' 
suprafeţei S(r, z )), centrul de curbură trebuie să se afle pe Oz (axa de simetrie). 

-r 

o C Zy Z 

Figura 11.12: Curbura suprafeţei de simetrie cilindrică S(r, z) 

Să admitem că prin punctul zv trece şi sfera r , care are raza p şi centrul în 
punctul C(O, O, Zu) (vezi figura 11.12). Nu este dificil să scriem ecuaţia acestei 
sfere în coordonate cilindrice 

r 2 + (z - Zv + p )2 = p2 

Expresia anterioară ne pennite să exprimăm raza sferei ( care, în acest caz, 
coincide cu 'raza de curbură a suprafeţei r ') 

r 2 + (z - Zv)2 

p= - . 
2(z- Z-v) 

Pentru ceea ce ne interesează în continuare, punem ecuaţia precedentă sub forma 

r2 (z - Zv)2 
z= -- - ---+Zv 

2p 2p 

în legătură cu care, remarcăm că atunci când z parcurge punctele sferei r situate 
în vecinătatea punctului V, unde (z - zu)2 ~ O, putem scrie 

r2 
z = --+z. 2p u 

(11.120) 

Revenind la suprafaţa (II. I I 9), atunci când perechea de valori ( r, z) localizează 
unul dintre punctele acestei suprafeţe, are loc egalitatea S(r, z) = O. Luând în 
considerare numai acest caz, putem explicita 

z = - allr2 - a33 z2 a (II.121) 
2a:1 2a3 a3 

Dacă dorim ca suprafaţa S şi sfera r să aibă aceeaşi curbură în punctul V (şi 
deci să se confunde local). atunci trebuie ca părţile din dreapta ecuaţiilor (Il.120) 
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II. Complemente de optică 

şi (II.121) să coincidă pentru zv. Ca urmare, găsim 

1 an 

p a3 

Dacă privim comparativ expresiile (II .119) şi (II. 122), vedem că 

~ = ~;r (!) 

(ll.122) 

(11. 123) 

ceea ce exprimă un rezultat deosebit de important prin generalitatea fonnuJării. 
Ca o consecinţă a ecuaţiei (Il 122), punând R în locul lui p, suprafaţa S(r, z) se 

scne 

(11.124) 

expresie a cărei stmctură justifică interpretarea prezentată i'n legătură cu relaţia 
(11.115), pusă la începutul secţiunii precedente. 

5.2.9 Constante, variabile şi forme caracteristice fascicolelor 
gaussiene 

Pentru a ne orienta mai uşor în legătură cu fascicolele gaussiene, este indicat să 
organizăm mărimile pe care le-am întâlnit în trei categorii: 

• Constante, între care găsim: 

1. poziţia spaţiala şi mărimea waist-ului, w0 ; 

2. parametrul confocal, z0; 

3. divergenţa asimptotică, V. 

• Variabile: 

I. distanţa faţă de axă, r, şi distanţa faţă de waist, z; 
2. raza spotului, w(z); 
3. raza de curbură a frontului de undă, R(z); 
4. distribuţia de intensitate, I(r, z). 

• Forme caracteristice: 

1. Funcţia de undă completă 

I [ ( )] 
k . - 2 kr2 

cI>yy{r, z, t) • A (z - i-wl) exp i kz + . k . -- '-'-'l 
. 2 2(z - 'lfWfi) 

(Il.125) 
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J•'irn:ico/e ('Xftt'llll' 

2. Notând prin q = z - fr, găsim o altă expresie remarcabilă 

1 kr-
[ ( 

•) ) l <I>y_i/r, z, t) • Aq-2 exp 'i kz + 
2

'1 - wt 

3. O a treia expresie importantă redă comportarea intensităţii 

J(r, z) = B* B (w0
) • exp (-

2
r.

2
) 

w w 2 

5.3 Fascicole fără difracţie ( diffraction free) 

(11.126) 

(II.127) 

În raport cu proprietăţile fascicolelor gaussiene, a căror propagare este dominată 
de difracţie, această secţiune tratează un tip de fascicole care se găsesc în extrema 
opusă. Pentru a ilustra cu cel mai simplu exemplu, să numim undele plane. 

Definiţiafascicolelor fără difrac{ie cere (iar unda plană satisface în modul cel 
mai explicit) ca distribuţia de intensitate în plan transversal axei de propagare să fie 
constantă (independentă de coordonata axială). Dacă presupunem că propagarea 
are loc după axa Oz, atunci definiţia impune 

J(x,y,z) = J(x,y,0), Vz (II. ·128) 

Interesul pentru asemenea soluţii ale ecuaţiei undelor (II.13) este legat. de o 
revelaţie relativ recentă (1987). Până în acel moment, ignorarea contextului 
era rezultatul constatării că specimenele cunoscute deja (soluţiile de unde plane) 
prezentau necesarmente caracteristica de a transporta o energie infinită în fiecare 
front de undă. Din acest motiv, întregul domeniu a fost aşezat în zona interesului 
'academic'. La aceasta se adaugă şi efectul negativ al unei idei dogmatice, potrivit 
căreia pachetele de undă puternic localizate spaţial ( deci altfel decât plane) nu ar 
avea capacitatea de a se menţine în stare agregată, pentru suficient de multă vreme. 

Pentru a uşura precizarea ideilor să ne imaginăm numai undele care se propagă 
după axa Oz. Dintre acestta, fascicolele fără difracţie sunt reprezentate de acele 
soluţii exacte ale ecuaţiei de undă (II.13) care au factorul de propagare 

exp [i (kz - wt)] (Il.129) 

şi satisfac condiţia (II .128). 

5.3.1 Ecuaţia de undă a fascicolelor fără difracţie 

Deşi expresia (II. I 07) constituie o dovadă clară în favoarea existen\ei 
fascicolelor fără difracţie, totuşi, pentru a investiga problema într-un cadru general, 
trebuie să pornim de la ecuaţia de undă în medii omogene (11.13) şi să căutăm (prin 
coroborarea lui (11.128) cu (11.129)) o soluţie de forma 

A(:i:, y) (~XP [i (J.:z -- wl )] (11. 130) 

1..)7 
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11. Compl~mente de optică 

În acest context, ajungem uşor la ecuaţia 

6.,,.. A(x,y) - [k2 
- (:f] A(x,y) = O (11.131) 

Să notăm prin 

k} = (:) 
2 

(II. 132) 

modulul vectorului de undă (este de remarcat că în cazul tratamentului exact, nu 

mai este permisă aproximaţia I k T I ~ I k I, specifică "propagării fasciculr izate" ). 

De asemenea, să introducem 

(11.133) 
----+ 

prin care Jesemnăm modulul componentei lui k T în plan transversal axei Oz. 
Atunci, (Il.131) devine 

6.xy • A(x, y) + k; • A(x, y) = O 

Folosind pentru 6.xy coordonate polare (ceea ce, în trei dimensiuni, înseamnă a 
scrie ecuaţia de undă în coordonate cilindrice) găsim 

( a2 ia 1 a2
) 

a 2 + --
8 

+ 2 -? • A(r,0) + k; -A(r,0) = O 
r r r r a0-

5.3.2 Funcţia de undă generală 

Ecuaţia (11.134) este separabilă aşa încât punând 

A(r, 0) = R(r) • 8(0) 

găsim 

2 (R" 1 R' 2) 8" 2 
r R+-:;R+kr =-e =, 

de unde, obţinem imediat 

8(0) = exp (±'i10) 

în timp ce, pentru R(r) avem 

R" + - R' + k; - 1,) R = O 1 ( :!) 
r r-

Efectuând schimbarea de variabilă 

'li. = J..:,_,,. 

(II. I 34) 

(ll.135) 

(li. 136) 
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Fascicole extreme 

ecuaţia (11.136) devine 

R"+-R'+ I-]_ R=O I ( 2) 
T 112 

prezentând o formă coincidentă cu ecuaţia Bessel. Aşadar, soluţiile pe care le 
căutăm sunt date de funcţiile Bessel de ordinul ±,, şi notate prin 1±-,lu ). 

În concluzie, ecuaţia de undă (II.134) admite soluţiile 

A(r, 0) = [a1J..,(krr) + a2J_..,(krr )] • [a3 exp (i,0) + a4 exp (-i,0)] (11.137) 

în care a 1, a2, a3 şi a4 sunt constante. 
Deci, solu{ia generală a undelor fără difracţie ( obţinută punând (11.137) în 

(II.130)) este 

\J!vF(r,B,t) = [a1J..,(krr) +a2J_..,(k.rr)] • [a3exp(i10) +a4exp(-i,0)] 

· exp [i (kz - wt)] (11.138) 

între k, kr şi w, kr existând legăturile (11.132) şi (Il.133). Parametrii liberi sunt 
daţi de w, v,, împreună cu setul constantelor a 1, a 2 , a3 şi a4. • 

5.3.3 Fascicole Bessel 

Pentru a ilustra caracteristicile fascicolelor fără difracţie, vom discuta cazul 
particular al soluţiei (II.138), asociat condiţiei 

,=O 

când avem 

W Bessel(r, 0, t) = lo(krr) • exp [i (kz --· wt)] (II. I 39) 

Figura II.13 ilustrează profilul au,.plitudinii de undă pentru diverse valori ale lui 
kr, Este clar că pentru toate valorile nenule ale acestui parametru, amplitudinea 
Wldei este puternic neomogenă spaţial. În particular, cazul k.r = O descrie unda 
plană. Ca efect al condiţiei (II. 128), unda nu numai că nu se destramă prin 
propagare, ci îşi păstrează intact profilul amplitudinii. De asemenea, pe măsură 
ce valoarea lui k„ creşte, lărgimea maximului central scade. 

Putem compara trăsăturile rezultatului (11.139) cu ceea ce cunoaştem din studiul 
difracţiei pe o fantă circulară ( cele două cazuri prezentând simetrie similară). 
Astfel, în cazul difrac(iei: 

• Locul geometric al punctelor de intensitate nulă este descris de suprafe\e 
conice, având acelaşi vâri: şi care admit drept axă comună de simetric axa de 
propagare (imagine care sugerează lărgirea fascicolului)~ 

• Intensitatea w1dei scade direct proporţional cu pătratul depărtării de planul 

l)l) 
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li. Complemenle de opticâ 

J0(kr.P) 
1+--------~i.:c----kr=0----

-kr=0.2 
0.8 kr'""0.4 
0.6 kr""'l 

0.4 

0.2 

0...,----'"_.....--1-~...,._-+--,ft--+-f-+--ft--+---k-l'"l-+--lt---lr---:irl--

-0.2 

-0.4 

-30 -20 -10 o 10 20 30 r 

Figura II.13: Amplitudinea undelor Bessel pentru diverse valori ale lui kr. 

fantei circulare. 
În cazulfascicolului Bessel: 

• Locul geometric al punctelor de egală intensitate desenează suprafeţe cilindrice 
în jurul axei de propagare; 

• Intensitatea undei rămâne invariabilă. 
În pofida unei păreri pripite potrivit căreia, până şi cele mai "simple" fascicole 

fără difracţie nu pot suscita decât un interes teoretic, posibilitatea practică a 
generării lor este deja consacrată. Mai mult, deoarece valoarea parametrului kr 
poate fi controlată cu precizie, undele ( alias fascicolele) Bessel sunt legate de un 
serios interes aplicativ. 

S.3.4 Realizarea experimentali a fascicolelor Bessel 

Dacă r ,B şi z desemnează coordonate cilindrice, atunci una dintre reprezentările 
integrale ale funcţiei Bessel de ordinul p este 

2,r 

J,(r) = 
2
~ j exp(ircos0) • exp(ipcos0)d/J 

o 

(11.140) 

Aplicând acest rezultat la cazul p = O şir --+ krr, expresia (II. I 39) devine 

100 

271" 

IJ! n,.,.,,(r, 8, t) = 
2
~ exp (-iwt) / exp [i (k,r costl + kz )] ,J~ 

o 

(11.141) 
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Fascicole extreme 

indicând faptul că '1J Ut:.'iiicl poate fi conceput ca un pachet de unde plane în "spaţiul" 
(r, z). 
Dacă ţinem cont de relaţia (11.132) (care exprimă constanţa modulului vectorului 

---t 

de undă kr) căreia îi alăturăm (II.129) (prin care k este constant), ajungem la 
concluzia că şi k:r este constant, încât (pentru un 0 fix) avem reprezentarea din 
figura 11.14. 

r 

k r 

o z 

Figura Il.14: Geometria undelor plane care se "împachetează" în 
unda Bessel. 

Pentru a genera imediat o imagine tridimensională, dăm vectorilor din figura 
precedentă o rotaţie după axa Oz. În consecinţă, observăm că undele care 
formează pachetul din (II.141) au vectori de undă de acelaşi modul şi, ca atare, 
aparţin unei pânze conice având unghiul la vârf 

k 
T = arccos - (11.142) 

kr 
Practic, setul necesar de unde elementare este produs de un axicon (un con 

circular drept, având raza cercului de sprijin egală cu R şi înălţimea H. Acest con, 
confecţionat dintr-un material omogen, transparent şi neabsorbant, are indicele de 
refracţie n.) asupra căruia se trimite o undă plană. Un asemenea dispozitiv optic 
este prezentat în figura 11.15. Condiţiile practice de utilizare sunt asociate condiţiei 
H << R astfel încât, v şi T sunt unghiuri mici. 

z 

Figura 11. 15: Scht:ma de funqionare a axiconului 

toi 
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li. Compiemente de optică 

În aceleaşi condiţii 

(II.143) 

ceea ce înseamnă că pentru un anumit axicon, specificat prin (n, R, v), expresia 
(11.143) determină domeniul axial AB pe care se generează unde Bessel, iar 
(11.142) stabileşte valoarea lui k (care ne dă gradul de "frământare" a amplitudinii 
undei). 

În încheiere, să scoatem în evidenţă că fascicolele Bessel nu pot fi realizate 
decât în mod aproximativ. Într-adevăr, aşa cum undele plane transportă :,1 fiecare 
plan de fază constantă o energie infinită, la fel fac şi undele Bessel (numai funcţia 
de distribuţie a energiei este finită). În plus, pentru a dispune de un spaţiu de 
propagare suficient de larg (de exemplu, pentru a dispune de un semispaţiu), ar 
trebui ca axiconul să aibă o rază foarte mare (infinită) şi să fie pompat cu unde 
plane monocromatice. 

Recomandări bibliografice 

1. Bom, M., E. Wolf: Principles ofOptics. Pergamon Press, Oxford, 1975. 
2. Luneburg, R. K.: Mathematical Theory ofOptics. University of California 

Press, Berkeley, 1964. 
3. Kline, M., I.W Kay: Electromagnetic Theory and Geometrica} Optics. 

Interscience, New York, 1965. 
4. Stavroudis, O.N.: The Optics ofRays, Wlvefronts and Caustics. Academic 

Press, New York and London, 1972. 

i02 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



III. 

(ghiduri de undă neliniare) 

1 Contextul general 105 

2 Ecuaţia de propagare 107 
2.1 Iniţializarea modelului 108 
2.2 Procedurile matematice antrenate de WKB 109 

3 Separarea ecuaţiei eiconale 111 
3.1 Funcţia eiconală asociată unui mediu omogen 112 
3.2 Compatibilitatea cu funcţia eiconală a opticii clasice ( etalonări) 113 

4 Punctul crucial 116 

5 Efectul soluţiilor pseudogaussiene 120 

6 Aproximaţia opticii geometrice 121 

7 Aproximaţia mediului slab parabolic 123 

8 Aproximaţia ondulatorie 125 

9 Interpretarea rezultatelor celor trei modele 131 
9.1 Cazul opticii geometrice 131 
9.2 Cazul mediului slab parabolic 132 

103 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



I I I. A 11l<!{ocalizareafa.,cicolelor de luminii 

9.3 Cazul aproximaţiei ondulatorii 
9.3.1 Trăsături generale 

10 Cazuri integrabile compatibile cu WKB (fibre optice 
neomogene) 
10.1 Medii cu neliniaritate conică 

I 0.1.1 Mediu conic cu focalizare periodică 
10.1.2 Mediu conic fără periodicitate 

10.2 Medii cu neomogenitate liniară 
10.3 Relaţiile de recurenţă ale funcţiilor Bessel 
10.4 Demonstraţia exactă 

11 În final 

133 
135 

136 
136 
138 
141 
142 
146 
147 

149 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Contextul general 

1. Contextul general 
Generarea fascicolelor laser de mare intensitate a permis descoperirea unei 

surprinzătoare instabilităţi legate de propagarea acestora. Este vorba despre 
fenomenul de concentrare (aparent spontană) a energiei fascicolului într-un punct 
situat pe axa de propagare, având uneori ca efect străpungerea (ionizarea) mediului 
(în speţă a aerului). Existenţa unui asemenea proces (foarte asemănător efectului 
"pinch" suferit de către fasciculele intense de electroni atunci când străbat sarcina 
spaţială a ionilor formaţi de gazul rezidual) a deschis interesul pentru studiul 
propagării fascicolelor de lumină în medii care au căpătat o structură optică 
neomogenă tocmai din cauza câmpurilor optice intense ale undelor luminoase care 
le travesează. Este firesc să începem prin prezentarea câtorva noţiuni explicative. 

Clasificarea mediilor optice drept omogene sau neomogene are loc în strictă 
legătură cu foID?a funcţ1ei ce exprimă indicele de refracţie: 

- dacă n = ct atunci mediul este omogen ( evident şi izotrop); 
- dacă n = n(x, y, z) atunci mediul este neomogen (dar izotrop). 

În cazul mediilor optice nemagnetice pentru careµ = µ0 , unul dintre rezultatele 
remarcabile ale electrodinamicii clasice ne permite să scriem 

astfel, prezenţa unei neomogenităţi a mediului se exprimă prin forma funcţiei cr 

(permitivitatea dielectrică relativă). 
Conceptul generic de propagare ghidată poate fi surprins pornind de la imaginea 

apei care străbate un furtun elastic. Posibilitatea propagării ghidate a unui fascicol 
de lumină are la rândul ei o exemplificare extrem de sugestivă dată prin experienţa 
lui Tyndall (1870), al cărei arar.jament este redat în figura de mai jos: 

Acest desen poate fi interpretat şi drept ilustraţie naturală a unui ghid optic 
omogen. Fascicolul luminos este "ghidat" de-a lungul tubului de lichid (produs 
prin curgerea laminară) ca urmare a proceselor "punctuale" de reflexie totală pe 
suprafaţa apă-aer. 

Într-un plan mai general, experimentul lui Tyndall sugerează caracteristicile 
unui ghid de undă unidimensiona/: este vorba de un mediu "filiform" (având 
una dintre dimensiuni cu mult mai mare decât -celelalte) care este înconjurat de 
un ambient înzestrat cu proprietăţi optice distincte. În mod intuitiv întelegem că 
asemenea structuri prezintă proprietăţi de simetrie în raport cu o curbă specială 
numită axa ghidului. 

Din punct de vedere tehnic, n~omogi:nital~a m~diului se manifestă asupra 
fonn~i funcţiei u:.!(;,:,y,z) (aJică ~:/') în două manier~: prin valorik care apar 
pe axa ghidului ~i prin cvolutia ac~slora altmci cfo1d ne depărtăm de axă în plan 

105 
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III. Aut<localizareajascicolelor de lumină 

Apa 

Arc 
electric Lenllla 

Figura 111.1: Experienţa lui Tyndall 

transversal. 

Vasde 
colecta,-e 

Atunci când axa ghidului este o dreaptă ghidul se numeşte liniar. În continuare 
ne vom ocupa doar de astfe] de ghiduri. Exploatarea considerentelor de simetrie 
sugerează utilizarea coordonatelor cilindrice ( orientând axa Oz paralel cu axa 
ghidului astfel încât r se află în planul transversal). În aceste condiţii, desemnând 
prin a raza ghidului, funcţia care descrie structura sa optică poate prezenta rn1a 
dintre formele: 

- pentru un ghid cilindric omogen 

2 { Ko = ct. pentru r < a 
n = 

K 1 = ct. pentru r > a 

- pentru un ghid cilindric neomogen 

n2 = { Ko(z)-K2(z,r)r2pentrur < a 
K 1 = ct pentru r > a 

În particular, o structură de forma 

n2={ Ko(z)-K2(z)r2 pentrur<a 
K 1 = ct pentru r > a 

(111.1) 

(lll.2) 

(111.3) 

descrie un ghid "parabolic". În practică, distribuţia parabolică a indit:dui de 
refracţie poate prezenta atât W1 caracter ireversibil (ca în cazul fibrdlH opti<.:e 
neomogene) cât şi unul de reversibilitate (atunci când distribui ia este rezultatul 
mecanismelor însoţitoare propagării fascicolelor luminoase extrem de intense -
laser - prin medii obişnuite). 

l06 
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/;c1m(1a de fllllpugare 

S I ci • • I • ~ t f' • t t t " " t-'-1>"'\l\ --- li'\ e-X f_-.t'('Sli:\ Ul 1/, po,~· e. I li'\ e.t'pt'e c:\ CC\ 1.-\1'\ ecol.-\ 

al fenome.~11.-\lui de t'eDexie totală localizată din expet"ienfa 11.-\i 

Tyndall (pot'nind de pe .:ixa 9hidl.-\ll.,\i indicele. de t"eft"acţie scade 

În plan fransvet"sal). 

ii) Este dat" că valo.,.ile indicell.,\i de v-eft'acţie pe axa de 

pt"opa9a1·e apa.,. penfru r = O iat" neomo9enitatea se manifestă 

pt'in dependenţa valo.,.ilot" de poziţia Z. Din cal.,\2a fov-mei 

polinomiale în r, ecl.,\aţia (JJJ.3) desc.,.ie 1.,\1'\ ghid parabolic 

(tev-menul de ot"dinl.,\1 cel mai Înalt Bind pt"opov-fional CI.,\ r 2). 

Tema I.I d/-~ ~ftik Ji,,, ~ III. I ollălal/, oă ~ ~ l,ola/ă u,, ~ li 
~~/Jptk~~~~~tk~~ (B, e, 
.2, ele). 

În continuare ne vom ocupa numai de cazul mediilor parabolice (o subclasă a 
ghidurilor liniare neomogene). 

2. Ecuaţia de propagare 
Este clar că imaginea undelor ghidate prin reflexie totală localizată ( ca în 

experienţa lui 'Iyndall) nu poate îngloba toate particularităţile propagării ghidate. 
De exemplu, pentru anumiţi parametri fizici, undele ghidate devin "radiative" 
(fapt care se evidenţiază prin aceea că media temporală a vectorului Poynting 
primeşte valori nenule în mediul adiacent ghidului). În acelaşi fel, este clar că 
mecanismul reflexiei totale localizate (aparţinând inventarului opticii geometrice) 
nu are cum să descrie un ghid afe cărui dimensiuni transyersale se apropie de 
lungimea de undă a radiaţiei ghidate. 

Existenţa unor situaţii asemănătoare celor amintite mai sus ne obligă să 
abordăm metoda generală de tratare a propagării ghidate, care constă în rezolvarea 
specializată (adecvată) a ecuaţiei de undă. 
Luăm ,ca punct de plecare ecua(ia Helmholtz (ecuaţia de undă pentru undele 

armonice) 

c,} . 
~1./1 + (;'2 .,/·1.p = o (111.4) 

car~, fiind rezultatul W1ui tratament standard al ecuat,iilur Maxwell, nu necesită o 
deducere în acest context. Vom remarca totuşi faptul că ecuaţia de undă (111.4) 
este efectul W1ei apro.xima{ii constând în neglijarea tuturor termenilor de ordinul 
,..~, V c,. (atunci când variaţia lui E,· pe o lungime de undă este mică această alegere 
este corectă). 
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li!. Auto/i)('a/izarea fascicolelor de lumină . . 

Prezenţa neliniarităţilor împiedică rezolvarea exactă şi cu totul genernlă a 
ecuaţiei Helmholtz şi constrânge la folosirea unor abordări parţiale. Între acestea, 
un ca<lru suficient de general esle asigurat de tehnica WKB, introdusă în germene 
de către Ioni Rayleigh ( 1912) şi "standardizată" în 1926 de către J#!ntzel, 
Kramers şi /Jrillvuin (această metodă este cunoscută şi sub numele de apmxinw(ie 
cuasioptică ). 

Caracteristica acestei tratări constă în introducerea (şi exploatarea severă a) 
Wlei inegalităţi care scalează comportarea amplitudinii de Wldă . Dacă A este 

---t 

amplitudinea unei W1de neomogene care se propagă având vectorul de Wldă k , 
atunci potrivit WKB are loc relaţia 

I a;A 1~ k I 8zA I (Ill.5) 

ceea ce înseamnă că "variaţia pe o lungime de undă a entităţii I 8zA I este 
neglijabilă în raport cu valoarea numerică a entităţii în cauză". 

2.1 Iniţializarea modelului 

Potrivit simetriei problemei este convenabil să punem ecuaţia de Wldă în 
coordonate cilindrice. În particular, laplaceianul asumă forma 

2 1 1 2 2 ~=ar+ -Dr+ -28,ll + az (111.6) r r .... 

Tema 1.2 PO!utUul. J. la ~ ~ ;,,, ~ ~, ~t, 
~ aet1'IMla us ~ ~-

În mod evident, datorită formei pe care o are n 2 (= K 0 (z) - K"J (z) r 2) ecuaţia 
Helmholtz nu este rezolvabilă prin metoda separării variabilelor ( după cum nu este 
integrabilă în mod ex~ct prin nici o altă metodă). Prin urmare suntem obligaţi să 
recurgem la elemente euristice în construcţia soluţiei. 

În prima etapă, introducem o caracterizare a undelor prin valoarea vectorului de 
undă pe axa ghidului (Oz). Pe baza relaţiei (Ill.3) putem scrie 

2 

k2(z) = w
2 

Ku(z) (111.7) 
C 

Apoi recurgem la structurarea dată de următoarea fonnă predefinită 

(
Ko(O)) lj,t ( ;· • ) 'lj;(r, z) = A(r, z) l(u(z) exp -i. k(z)dz (111.8) 

Conţinutul (oarecum neintuitiv) al expresiei precedente poate fi în\eles i11 telul 
următor: 

• Pentru un mediu omogen, solutia ecua\iei de undă admite ca factor expresia 

(~Xp ( if.:z) 
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Ecua(ia de pmpaf!,are 

Exponenţiala exprimă modificarea fazei ca efect al propagării. Pentru medii 
neomogene, o funcţie având exact acelaşi conţinut trebuie scrisă sub fonna 

exp (-i j k(z)dz) 

• Folosind principiul conservării fluxului luminos (în medii fără absorbţie) 
deducem că intensitatea I a unei unde ce se propagă într-un mediu omogen, 
caracterizat prin indicele de refracţie n, este diferită de valoarea corespunzătoare 
din vid, 10 , şi are loc relaţia: I = nI0 . Ca urmare, între amplitudinile de undă 
trebuie să existe raportul 

Ao = ~A~ (Ko\zi) i;•A (III.9) 

Astfel, apariţia explicită în (III.8) a factorilor Ko(z)-1!4 şi exp [-i J k(z)dz J 
are scopul de a permite lui A(r, z) să concentreze efectele neliniarităţii din n . 
Factorul K 0(0) 114 este prezent doar cu scopul de a asigura adimensionalizarea 
ş1 normarea. 

Obse..-vaţie: Dacă În (JJJ.8) am B Încev-cat să L,\tilizăm o factov-izav-e de fov-ma 

K8(z), CI,\ a. nedetev-minat, atl,\nci, la 1,\1'\ moment dat, motive de 

simplicitate matei'Y\atică av- fi condl,\s la al~ev-ea a = --¼ (von, 

indica locl,\I). 

2.2 Procedurile matematice antrenate de W!(B 

Din (III. 7) preparăm o relaţie utilă. Mai întâi obţinem 

2k dk = w
2 dKo = k 2 (z) dKo 

dz c2 dz Ko dz 

de unde 

l dk l dl(0 ----
kdz 2Ko dz 

Apoi calculăm pas cu pas conţinutul ecuaţiei de undă 

D,it/J = O 

[ 
1 d . 

D::;',P = Dz (ln A) - 4 dz (ln I<o) 

D;,1, • ..• /),(De) . D, ([a,(111 ,!) 

(lll.10) 
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III. A11tr!ft)(.'a/i::<11'1.'a.fi.1.,dcolelor de l11t11i11â 

•) 2 l l d - ·> l d . r . rlk 
[Dz(lnA) - ---(lr1J(0) - ikl 't/J + [D;(lnA) - -

4
-
1 2 (/to) -- ·1,-

1 
't/J 

4dz , ,z r,z 

Dezvoltând parantezele găsim 

a;,µ= [a;(lnA) - ~::2 (1nK0 ) - i:: + [D,(lnA)]
2 + /6 [:)lnKoi]' 

I d ik d l -k2 
- 2az (ln A) • dz (ln K0) - 2ik8z (ln A) + 2 dz (ln Ko) 'ljJ (III.II) 

Operatorii 8r şi 8; afectează doar amplitudinile A(r, z) într-un mod atât de uşor 
de prevăzut, încât nu mai este necesar să scriem explicit aceste rezultate. 

În condiţiile WKB putem neglija factorii în D;(A), iz (i~
0 

d~~o ), ( 1~
0 

d:!zo )
2

. 

Ob . . h. T/ 2 d d I dKo 1 d€ // 1 
sel"'vaţ1e: T'Vem no rv n rv E:r e 1.,\1"\ e Ko dz rv 'i: dz '-'- • 

Pe această bază putem continua prelucrarea termenilor din (Ill.11) aplicând 
următoarea reţetă: 

1. neglijăm ¼~(lnKo) şi /6 [Jz(lnl<o)J2; 
2. scriem_â;(InA) = iD;A - A2 (8zA) 2 

. Primul termen se neglijează în 

comparaţie cu k2 (JD;AJ << k IDzAI << k2 IAI etc) iar cel de-al doilea se va 
anula cu termenu] care îl unnează în ecuaţie; 

3. -k2 se anulează cu o parte din termenul al doilea din ecuaţia He1mholtz 

2 2 ( ) w n _ k 2 K2 z k2 2 
----;J2'l/J = 'ljJ - K o ( z) , r 'ljJ 

4. -!8z(lnA) • fz (lnKo) = -(8zA)~~ • k~ dacă folosim şi ecuaţia (lll.10) 
(pentru a da rezultatelor forma cea mai generală în acord cu literatura, vom 
păstra acest termen deşi este neglijabil); 

5. -2ik8z (lnA) = - 2ik(DzA); 

6. ½ ( ;
0 

d~~0
) • k se anulează cu -i ~~ (vezi şi (III. I O)); 

Obsel"vaţie: Este it,tel"es,:u,\f de not,~t că dacă În svluţi.~ (J;:J:J.B) /~ 1, ·t,:w1,I 
I 
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[J<o(z)]-:j ,w fi fost st..\bstitl,\it pl"infr-o dep,->.n,1e.n1ă u••11,•,·. 11,'1 t/ 1 r--, 

[l(o(z)t ,..1tut1CÎ b ,.:n1t1dl-\l (6) din lbt,, ~>t'eL-,~.1,.,d.~ .-._~j ,IL,i l,·v111.·11i 

tll-\ s-,.:u· 1ndÎ fi co1npe.t1s,:rl "dt:~ l,:1 t-Ît\,~
11 

• .511 t-,: hi11 ,l ,, . 1111 j i I'' d, d / ... )1' l,1 
L f t • I 1 • • J ~ I - •, , •• I cu:e.:-;, e t'C f-'l"IH .~ •~9e1·,•.n e.;,.;p i...~1,n (l --· :j. C ,.\ 1,,.,.1, 11·,·, III Ul, I 

clin fi ol,1in11t n,-eln,;i t·e21,llni. 1·~.,h,~i, ,•:-;I,• ,-1, 11· ,·,'i f'''•'• ,•, l.'111. l I,,. 
(l ,,!-,eu,,-~th•,-1 '---.,"le ,u' fi t"ilu,,ts l.)l ► ~'-~,u .. ,'\ 1. 1

)\: .. \ ... ~t •· .. ,fÎt\1, .. ·,, {i .. ~L.·.', f''" 
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Punând la un loc rezultatele de mai sus obţinem în final 

( 2ik + 2_ dk) DA = [)2 ~ + 2_ DA _ 1,;'1-l('2(z) ,,.'1 A 
k dz Dz Dr- r Dr I<u(z) 

(111.12) 

Ecuaţia (II I.12) trebuie considerată drept ecuaţia de undă pentru amplitudinea 
"locală" A(r, z), care nu mai poartă efecte de transport (dependenţă de tipul 

exp [ -i J k( z )dz] ) şi a suferit o reevaluare de intensitate ( r-v I<;; 1 
J,t (z) ). 

3. Separarea ecuaţiei eiconaie 
Structura formală a ecuaţiei (III.12) sugerează tratarea prin metoda func{iei 

eiconale. În fonna sa clasică, ideea lui Born se aplică propagării neghidate şi 
constă în investigarea existenţei unor soluţii de forma 

A= Ao(r7) · exp [-iko · S(r7)] (111.13) 

W1de ko este o constantă egală cu valoarea modulului vectorului de W1dă în vid. 
Ecuaţia (lll.12) prezintă câteva particularităţi care impun utilizarea W1ei forme 

mai generale a tehnicii Bom: a) propagarea este "fascicularizată" pe Oz (aşa 
încât variabila corespW1zătoare este "privilegiată"); b) neomogenitatea axială a 
mediului face inevitabilă intervenţia explicită a unor termeni de forma :z. 

Din aceste motive vom înlocui (III.13) cu 

A(r, z) = A0 (r, z) · exp [-ik(z) · S(r, z)] 

Calculăm efectele acestei soluţii în ecuaţia (111.12) 

(III.14) 

Punând aceste rezultate în (111.12) şi eliminând termenii pretabili potrivit 
condi\iilor WKB, ajungem la o expresie din care putem separa o parte reală şi 
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una imaginară. Astfrl ob\inc..:111 ecu:i\iile 

. . Sd!-.: • 2 1('2(z) _2 l [''2. 1,J- 4 ] 
2a:;s + 2,.--

1 
+ ( D„S) = - r ( ") . 1 + ,..:2 __ 

1 
â,. ,1() ,_ -:< ,., 1, 

r,,lZ \o,., . ro 1 
(11115) 

în fond, un sistem de ecuaţii diferenţiale cuplate. 
Inspectând ecuaţia (111.15), observăm că ea conţine (8,.S)'2 (adică gradientul 

bidimensional al funcţiei S, exprimat în coordonate cilindrice) motiv pentru care, 
prin asemănarea cu ecuaţia eiconală clasică (în care avem (Vs?), această expresie 
este denumită ecua(ia eiconală neliniară. A doua ecuaţie a sistemului, adică 
(111.16), priveşte pe Al şi deci descrie comportarea intensitătii undei. 

În acelaşi timp, termenii aflaţi în partea dreaptă a ecuaţiei eiconale sunt 
interpretaţi potrivit unei asociaţii de idei similare "analogiei opto-mecanice". 
Astfel numim: 

• for(a refringen(ei neliniare termenul: - ~~f ;~ · ;.2~ 

• for(a de difrac(ie termenul: k2~
0 

[D;Â-0 + ~â„Â{,]. 
Aceste atribuiri sunt sugestive deoarece specificul neliniar este strict legat de 

condiţia K2 =I= O în timp ce într-un plan z = d , transversal axei de propagare, 
"amprenta" (aspectul) undei este controlată prin func\iile D;A0 şi D.,.A0 . 

3.1 Funcţia eiconală asociată unui mediu omogen 

Soluţiile sistemului de ecuaţii (lll.15) şi (lll.16) trebuie construite în etape. Să 
admitem pentru început că ecuaţia eiconală neliniară se referă la un mediu omogen 
şi, în plus, că putem neglija efectul difracţiei. În asemenea caz avem de tratat 
ecuaţia 

2DzS + (ă.,.S) 2 = O 

Variabilele z, r se separă uşor 

S(r, z) ~ ll{r) · Z(z) 

încât 

z 

111 

I 
C 1 z1<':! 

(111.17) 

(11118) 

(11119) 
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,\'eparan:a ec11a(iei eicona/e 

Astfel, pentru cazul simplificat pe care l-am discutat, funcţia eiconală ia forma 

yT · r + C:1 ( ~ )2 
S= C1z+C2 (111.21) 

Optica clasică descrie aceeaşi situaţie fizică (adică o undă sferică de rază p care 
se propagă într-un mediu omogen) prin funcţia de fază exp (-ikonp) din care 
desprindem o formă simplă de eiconal 

Sc1asic = P (III.22) 

Observaţie, Jn sens strict ar fi freln..\it să scriem Sc1asic = np . .Având însă În 

vedere disfa,cţia infrodl,,\să de (JJJ.14) faţă de (JJJ.13) t"e.21.,\ltă 

că (JJJ.21) trebl,,\ie compat"at CI.,\ (JJJ.22). 

Este uşor de constatm că rezultatul (II 1.21) apare complicat şi neintuitiv în raport 
cu (111.22), mai ales că ne-am fi aşteptat ca cele două descrieri să coincidă. 

3.2 Compatibilitatea cu funcţia eiconală a opticii clasice 
( etalonări) 

Pentru a instala o corespondentă naturală între funcţia eiconală clasică şi cea 
propusă prin ecuaţia (III.15) pentru cazul omogen şi fără efectul difracţiei, trebuie 
ajustate (etalonate) valorile constantelor de integrare C1, C2 şi C3 din (IIl.21 ). 

În acest scop recompunem întreaga formă exponenţială a soluţiei (111.21) prin 
(111.8) (ceea ce implică includerea factorului exp [-i J kdz] ) şi, deoarece k = 

k0n = ct ⇒ J kdz = k0n(z + C4) rezultatul de ansamblu se exprimă prin 

exp [-ik0n(S + z --t-- C4)] (111.23) 

Astfel, concordanta expresiilor (lll.22) şi (111.23) impune relaţia 

C.:1 + Z -1- S = p (==- SctwJic) (111.24) 

Pentru a exploata această corespondenţă până la capăt, trebuie să aducem partea 
dreaptă a egalităţii precedente ( care prin p aparţine simetriei sferice) la o formă 
compatibilă cu simetria cilindrică ( deja prezentă în membrul stâng ca efoct al 
propagării fascicularizak pe care o descrie). 

Figura lll.2 introduce notaţiile de care avem nevoie pentru a da relaţiei (111.22) 
simetria dorită. Din punct de vedere algebric, această transti..mnare de simetrie este 
produsă (ca "side clkct") de către aproximatia parabolică. 

La un moment fixat t, ecuatia skrei 2: ( care repn:zintă frontul de undă cu 
originea pe axa O:: în punctul :~,-) este 

e(t) 

IU 
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Figura III.2: Frontul de undă într-un mediu omogen 

relaţie care decurge din imaginea geometrică potrivit căreia, după emisia din 
punctul zc, frontul de undă sferic se propagă păstrând permanent o rază de curbură 
pozitivă ( p(t) > O, \/t). Această alegere, deşi este opusă celei cu care suntem 
obişnuiţi din Optica geometrică (unde raza de curbură ia valoare negativă atw1ci 
când centrul de curbură se află la stânga suprafetei de undă), nu produce nici o 
dificultate în cele ce urmează. 

Valorile pe care le iau coordonatele punctelor de pe I: aflate în vecinătatea axei 
Oz (adică acele puncte aflate în apropierea vârfului V al sferei) sunt constrânse de 
inegalitatea r 2 = 1;

2 + y2 << Iz -- zel . Pe această bază, tratând expresia lui p(t) 
conform aproximaţiei J1 + ~.r2 

rv l + ~
2

, valabilă pentru :r << 1, putem scrie 

p = Jr2 + (z 2 zc) rv Iz zi:! -I 2 Iz 

') ,--

Nu este greu de văzut că dacă prin l'c notăm expresia iz 
valori mici ale lui r (în apropierea axei Oz) avem p _::__: Pc· 

Potrivitfiguriilll.2,zc :.:.:c 11tJ(cul?0 > 0). Astfel Iz 
conform cu (111.21), (111.25) şi (111.24) trebuie să avem 

G.,.2 I '2C· fi5 . ,. ~· c _-_'2 

1 
2 -lv ~- .l 

C.1 + z 1-·-··--·----------- -·- ·-
(,', z I C'2 

z,,J 
(111.25) 

2,.1 ut111H.:i pentru 

Deoarece z şi r sunt variabile imkpende11tc, cde d,H1il paq1 ilk L"\IHL'sici 
precedente pot fi identificate kmll'II cu tc1111e11. Aju11gL"111 astkl 1:1111111:11,);m .. :lc 
valori ale constantelor <.k integrare 

I ( .'., 
' -
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Punctul crucial 

În concluzie, cazul propagării undelor într-un mediu omogen permite ajustarea 
expresiei (III.21) (în acord cu eiconala clasică) la 

r2 

S = 2 (Ro+ z) (III.27) 

încât funcţia eiconală neliniară S capătă o formă compactă şi, în acelaşi timp, 
compatibilă cu funcţia corespunzătoare introdusă în Optica clasică. 

Analiza anterioară pune în vedere şi un alt aspect extrem de important: dacă în 
(III.25) neglijăm termenii de ordinul r 2 atunci raza de curbură a frontului de undă 
în punctul z este dată de 

(III.28) 

încât, pe această bază, p se algebrizează (poate purta semn algebric) în acord cu 
regulile geometriei analitice. De asemenea, putem observa că în planul z = O raza 
de curbură are valoarea p = Ro > O, în acord cu convenţia noastră "răsturnată", 
prin care razele de curbură sunt pozitive atunci când centrele de curbură sunt 
plasate la stânga fronturilor de undă. 

Relaţia precedentă se poate exprima sub forma 

1 1 

p z+Ro 
(III.29) 

Pornind direct de la S dat de (III.27) obţinem exact aceeaşi expresie dacă scriem 

l 18S 
p r âr 

(III.30) 

Teoria propagării în medii neomogene generalizează relaţia anterioară, 

acordând semnificaţie fizică acestui rezultat dedus pe cale opera{ională din 
expresia 1 ui S . 

Corectitudinea unei asemenea proceduri poate fi testată pe modelul undei plane 
care se propagă de-a lungul axei Oz. Faza acesteia este 

~ ~ 
k r = kz = k(S+z+ct.) (Ill.31) 

în care ultima parte este adusă de (III.23). Termenii ultimei egalităţi implică 

S + ct. = O .ţ=} S = -ct. 

Ca unnare, din (Ill.30) obţinem în mod corect 

! = !DS = 0 
p r Dr 
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III. A11tofocalizareafascico/e/or de lumină 

4. Punctul crucial 
Considerentele precedente scot în evidenţă că ecuaţiile (111.15) şi (111.16) nu pot 

admite o formă a eiconalei neliniare mai generală decât 
2 r 

S (r, z) = 2 • (3 (z) + cp (z) (111.32) 

unde am introdus notaţia 

1 
p(z) = (3(z) (111.33) 

(în raport cu care (III.27) se scrie S = ;; = r; • (3 ( z) ). 
Este limpede că fără a cunoaşte explicit functiile (3 (z) şi cp (z) ecuaţiile (III.32) 

şi (III.33) nu constituie nimic mai mult decât o rezolvare formală a ecuaţiei 
eiconale neliniare (111.15). Totuşi, structurarea lui S(r, z) potrivit ecuaţiei (111.32) 
este atât de puternică încât conduce la rezolvarea completă a ecuaţiei (III.16) care, 
în prima fază, se scrie 

8z (~) + r(3 (z) • 8r (~) + 2(3 (z) ·~=O (111.34) 

Nu este dificil să observăm că (III.34) se poate integra pnn separarea 
variabilelor. Dacă introducem 

găsim 

de unde rezultă 

R(r) 

Z(z) 

~ = Z(z) • R(r) 

C2 
rCi 

Ca· exp [(c, - 2) j (J(z)dz] 

(lll.35) 

(lll.36) 

(lll.37) 

Dacă C1 ar putea lua valori pozitive atunci, ca rezultat, R (r) ar prezenta valori 
nemărginite în toate punctele axei Oz (axa de propagare). Este limp~dc că l) 

asemenea comportare trebuie exclusă, fapt pentru care vom impune 

c. = ->..2 (111.38) 

Reasamblând (111.35) 

:l ..\:.! [ ( :l • ) I - l Ao=CiC:i·r •exp - Ă +2. /-J(z)dz (111.39) 
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l'11nct11/ crucial 

rezultat care poate fi prezentat sub o formă compactă (şi elegantă) dacă introducem 

- f' (z) 
(3 (z) = f (z) 

funcţia f (z) fiind dată de exp (l /3 (z') dz'). Astfel (III.39) devine 

>.2 

A2 = C2C3 . (!.'__) 
O J2 f 

Această expresie acoperă toate soluţiile ecuaţiei (III.16). 

(111.40) 

(111.41) 

Notă: &l,\aţia (JJJ.34) at' fi pl,\htt fi fratată pe o cale difet'ită. P..,.nând Ao = 

Z (z) • R (r) am fi obţinl,\t mai întâi 2R2 ZZ' +r/3Z2 RR' + 2(3R2 Z 2 = O . 

.Apoi, pt'infr-o împăt"{-it'e la 2/3R2 Z 2 
Qt' fi t'eZl,\ltat ecMaţia sepat'abilă 

Z' rR' 
f3Z +R + 1 = o 

d

. Z' ( r R' + 1) C D , , 1n cat'e /3Z = - R = l• e a1c1 

J fi 
1n Z = C 1 f3 (z) dz = C1 ln (/ • C2) cl-\ /3 = f 

C A 

,Aşadat' Z = C3 • f 1 
• Jn acelaşi fel 

R' 1 

R = - (C1 + 1); ⇒ lnR = 1n ( C4r-(Ci+1>) 

CI,\ soll-\ţia R = C4r-(Ci+l) , C«W\ R frebl-\ie să fie ~t'9init pe axa 

Oz (la r = 0) cet'em C1 + 1 < O . Cot\diţia este Îl'\deplinită pl,\t\cmd 

C1 = -1 - a 2 
CI,\ <7 t'eal. Rebotez.ât\d constat\tele, r-idicât\d la păfrat şi 

infrodl,\cât\d notaţia ).2 = 2a2 obţineW\ Îl'\ fit\al sol"ţia 

~= ~(;) 
>.2 

cat'e coincide CI,\ (JJJ.41), 

Folosind expresii potrivite pentru C2, C3 şi ),. putem forma serii de puteri care 
conduc spre diverse soluţii interesante. În particular, din (III.41) putem forma 
soluţiile pseudogaussiene. 

Cheia procedurii de sinteză constă în observaţia că dacă { 1 şi {2 desemnează 

două soluţii distincte pentru (111.34) atunci a~1 + b~2 (a, b constante arbitrare) 
reprezintă o nouă soluţie. În definitiv, o asemenea afirmaţie echivalează cu 
recunoaşterea I iniarită\ ii operaţiilor din (III. 34 ). 
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111. A11tofocalizareafascicoldor dt! lu111i1u1 

În particular, dacă akgcm 

atunci 

,2 1 -1 2 r . .. 

( )

n 

C2 = Eu; C:1 = - 2 ; ,,\ = 211. cu n E N 
n! wo 

2 E5 ( -1 f ( r ) 2n A =---
o,n f 2 n! f · Wo 

reprezintă un specimen apartinând unei familii de soluţii dependente de n. 
Deoarece 

şi notând 

înseamnă că expresia 

00 
(-lf 

exp(-x) = ~--xn 
6 n! 
n=O 

00 

2-~ 2 
Ao = 6AO,n 

n=O 

2 o r E
2 [ 2 l Ao (r, z) = 12 (z) • exp - w5-j2(z) (111.42) 

este o soluţie a ecuaţiei (IIl.34). Mai mult, expresia (Ill.42) reprezintă structura 
analitică a fascicolelor pseudogaussiene. 

Pentru a sublinia importanţa rezultatului (Ill.42) îl vom proba şi dintr-o 
perspectivă diferită. Astfel, procedând analog modului de separare a factorilor 
de formă în ecuaţia SchrOdinger, vom studia comportarea ecuaţiei (lJl.34) pentru 
r = O. Ţinând seama că (3 = 7 ecuaţia (III.34) devine 

d (~) 2 df 2 --'--'-- = -- . - . Ao 
dz f dz 

~ ~ 

de unde, desemnând prin C constanta de integrare şi apoi prin C constanla t·x.p C, 
obţinem 

ln (Al)= -2lnf + C 
sau 

2 C 
Ao = f2 

Ca urmare, ecuaţia (111.34) trebuie să admită soluţia generală 

2 C 
A0 = f"2 '-;..1' (r, .z) 

1 I 8 

(111-D) 

(li IA-O 
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E.fectul so/u(ii/or pseudogaussiene 

ceea ce impune ca funcţia arbitrară ~ să urmeze ecuaţia 

1 r df 
128/:S + j3 dz 8/is = O (III.45) 

Urmărind din nou efectul condiţiei r = O asupra ecuaţiei (III.45) obţinem 
D/;s = O, ceea ce înseamnă: ~ (O, z) = ct , \/ z . Aşadar, proprietatea matematică 
precedentă arată că 8' nu depinde în mod separat (independent) de r şi z ci depinde 
de produsul lor (eventual prin factori de puteri diferite) 

8' = 8' (ru . zv) 

-sau, pentru că dependenţa de zare loc prin intermediul funcţiei f (z), putem la fel 
de bine să avem 

~ = 8' (ru . f'1) 

Înlocuind în ecuaţia (III.45) obţinem 

J
2

r" · 8''. V· r-l • J' + ;
3 

• J' · f' · U ·Tu-I. s}" = Q 

de unde 

u= -v 

încât 

şi deci 

(111.46) 

(III.47) 

(111.48) 

(III.49) 

(111.50) 

Ol,se.-vaţii1 i) este evident că ·...-e2L-\ltatl--\l (JJJ.50) este mai eleeant decAt 

(JJJ.41), În p...-hnl--\1 t"ond pentt-'1.-t că 8' t"ept"ezit'ltă o fw·,cţie 

at"bifrat"ă, Astfel, pl--\tem avea În locl--\1 11.-ti 8' ot"icat"e fl.-\ncţie. 

elementat"ă (cl--\m SL-\nt1 sin, sinh, cos, cosh, 1n etc). lctodată :;;i 

'U este a....bit....a...-, 

ii)Soll--\ţia (JJJ.42) l"e2L-\IM imediat ditl (JJJ,50) ca 1.--\t\ cuz 

pa..+icl--\lat" t:\fl--\tlci când alegem 

~(;r) __ exp [-- (~) 
2
] şi ·u = 1 

'W() 
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III. A 111<!foca/izarea fa.,-âcolelor de l1111111u1 

5. Efectul sol11ţiilor pseudoga11ssiene 
În cazul amplitudinii pseudogaussiene (III.42) forţa de difracţie este 

1 ( 2 1 ) 2 r
2 

k2Ao DrAo + ;:DrAo = - k2w5f2 + k2wt/î (111.51) 

2 
Substituind acest lucru şi folosind expresia S = r2 f3 (z) + <p (z) (vezi (I!!.32)) 

în ecuaţia (111.15) obţinem 

(
r

2 
, ') (r

2 
) 1 , 2 K2 (z) 2 2 r

2 

2 2/3 + <p + 2 2/3 + <p k k + (r/3) = - Ko (z) r - k2w5f2 + k 2wit1 

(III.52) 
Ecuaţia (111.52) poate fi tratată ca un polinom în r care are drept coeficien\i 

diverse funcţii de variabilă z. Trecând totul de o singură parte a egalită\ii şi apoi 
ţinând seama de (111.40), ajungem în final să anulăm separat coeficienţii puterilor 
lui r ('m fond coeficienţii lui r 2 şi respectiv r 0 ). Astfel găsim 

f" f' k' IC2 (z) 1 
J + 7 • k = I<o (z) + k2wgJ4 (lll.SJ) 

şi respectiv 

k' 1 
cp' + <p k = - k2wJJ2 (111.54) 

Alături de aceste rezultate să aşezăm şi imaginea de ansamblu pe care tehnica 
WKB o dă propagării ghidate în medii parabolice, reprezentată priii ·,1)lutia 
generală care se pune sub forma 

Eo (Ko(O)) t/
4 

( r
2 

) 
1/J(r, z) = f(z) Ko(z) exp - 2w5f:.!(z) (111.55) 

exp {-i [k(z) (r;{ + ~(z)) + J k(z)dz]} 

Pentru a specializa această expresie pentru fiecare caz concret trebuie sfi putc.'111 
determina: 

• expresia vectorului de undă k(z), folosind rela\ia (111.7); 
• funcţiile f(z) şi <p (z) care se obţin prin ecuaţiile (111.53) ~i (111.5--1) i11 l'.nre 

folosim k(z), K0(z) şi l(2(z); 

Exceptând cazurile în care tcuaţiile (lll.53) şi (111.54) nu sunt i11t~g1ahik. 
observăm că tehnica WKB a construit o descriere de rdcrintă pl..'1111 u prupag,11 l..';1 
undelor în medii parabolice. 

Pentru a evidenţia fenomenul autofi.)calizării tascicoldor lk lu111111i1 la 
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A;1mxima(ia opticii geometrice 

propagarea în medii parabolice vom lua în discuţie trei situaţii care au în comun 
condiţia /(0 = d (ceea ce înseamnă că indicele de refracţie este constant pe 
axa ghidului). Drept consecinţă (prin ecuaţia (lll.7)) şi v~ctorul de undă k este 
independent de z. În cele ce urmează, ne vor interesa: 

• aproxima(ia opticii geometrice; 
• aproxima(ia mediului slab parabolic; 
• aproxima(ia ondulatorie. 

care reprezintă cazuri particulare ale ecuaţiei (III.53). 

6. Aproximaţia opticii geometrice 
Acest caz este definit prin trei condiţii 

{ 

Ko = ct; 
K2 = ct; 
k ---t oo 

(111.56a) 

între care ultima exprimă în modul cel mai compact esenţa aproximaţiei. Ecuaţia 
(111.53) ia forma 

având ca soluţie generală 

f (z) 

J" 
f 

A cos (wz - 8) 
K2 

Ko 

(III.57) 

(111.58) 

Să admitem că în planul de intrare în mediul parabolic (definit prin z = O) 
frontul de undă prezintă raza de curbură R şi deschiderea w0 . 

Valorile lui A şi 0 din expresiile (111.58) rezultă exploatând cele două condiţii 
pe ~are unda trebuie să le satisfacă în planul de intrare: 

• adaptarea razei de curbură pa frontului de undă la valoarea de intrare R. şi 
• adaptarea lărgimii w0 f a fascicolului la valoarea w0 ceea ce înseamnă 

flz=O = 1 

Aşadar, din /J = ]*• prin (111.30) şi (111.32), trebuie să avem 

df 1 
= /J (O)= -

dz z:..:::O R 
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încât 

I I I. A 11tufocali::area.fi.1.w.:icolelor de ftfllfill(t 

1 

R 
Âw 8Îll (--0) 

Acm,0 

() = arctan - -
(

l~<o) 
R K2 

AeAareee ilz=u = A e.ftR (f}) re'7.t1ltă 
- 1 
A=

cos0 
(111.60) 

Astfel, în final, amplitudinea pseudogaussiană a undei ce se propagă în mediul 
neliniar urmează expresia • 

A5 = 0 
• exp --------E 2 

• cos2 
() [ r 2 

• cos2 0 l 
cos2 (roz - 0) w5 • cos2 (roz - 0) 

(lll.61) 

Concentrându-ne asupra valorilor amplitudinii pe axa de propagare (definită 
prin r = O) se observă că pornind de la valori finite în planul de intrare z ··cc: O, 
acestea suferă ulterior o serie de discontinuităţi periodice localizate în punctele 

Zn = ! [(2n + 1); + 0] (111.62) 

Valoarea infinită a amplitudinii A0 în punctele Zn indică o focaliza,e (severă) a 
fascicolului în aceste locuri. Distanţa dintre două pW1cte succesive de focalizare, 
pe care o vom nota cu F, este 

F = Zn+J - Zn = 1'~ (111.63) 

Putem observa că F ~ste o constantă independentă de 0 dar cam depinde de 
neliniaritatea mediului prin K 2 (dacă nu există neliniaritate, adică avem /\.'2 = O, 
atunci F ~ oo ). Entitatea F poartă nwnele de distan{ă de autofi.>ca/i::mt'. Pentru 
cazul unei unde plane (R ~ oo) incidente pe mediul neliniar deducem că O . .::.. O 
iar prima focalizare are Ioc la distanţa 

F 
Zo= -

2 
de planul de intrare z = O. 

Divergenţa valorilor lui Al scoate în evidenţă că modelarea prnpag,11 ii !H)t11vit 
"opticii geometrice" exagerează comportarea ce poate avea loc în rl'.al11:t11· 1 

Obse.-vnfier Cnlitnfiv (dcw nu şi exnd) ptiie,n esli"'n fe.11,I 1,1 ... ,11·,· j1,11. !i., f 
nfecte,~ză 9co,ne.h·i,, h·n11sv,-•.,·sdl,\ n f,,sci._·.,~l11l1d. ,'"'\1 ,, ,··,I,.,.,,, 

plecă11, dt~ l<1 ideen ._-,\ ·\win "'i1d11,//' n f~b,·i,·..:,l11l1ii ,•,,I,· . I. d."1. 1.-
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Apmxima(ia mediului slab parabolic 

wol , Astfel, pl.,\nctele în cot"e l ia valot"i minime mat"chează 

pl.,\nctele de focalizat"e, 

7~ Aproximaţia mediului slab parabolic 
Condiţiile care definesc această aproximaţie sunt 

{ 

Ko = ct; 
K2 = ct; 
fu<< 1 
Ko 

astfel încât (prin K0 = ct => k' = O) ecuaţia (111.53) se pune sub forma 

(IJI.64) 

1
.,, 1 

- k2w3Ja (JII.65) 

Membrul drept al ecuaţiei (111.65) depinde în_mod exclusiv de forţa de difracţie 
( vezi ( III. 51)) în timp ce forţa refringentă a dispărut prin efectul celei de-a treia 
condiţii a setului (111.64). Aşadar, propagarea într-un mediu slab parabolic este 
dominată de difrac{ie. 

Integrarea ecuaţiei (111.65) se efectuează uşor după înmulţirea cu 2/' ·dz. Astfel, 
mai întâi găsim 

d (!')2 = _2_df 
k2w~ j3 

încât notând cu C constanta de integrare, obţinem 

( ')2 1 f = -k2 4j2 + C 
Wo 

După înmulţirea cu / 2 avem 

(lf')2 = C/2 __ 1_ => ~ [d (12
)]

2 
= Cl'2 __ l_ 

k2w8 4 dz J.: 2w~ 

Pe baza substituţiei 'u = 12 găsim 

d'U 
---;:==== = dz 
2JCu - k} 4 • Wo 

de unde, desemnând prin C\ noua constantă de integrare 

J 
(/u - -. -- -"'- ( Cz t· C'1 y1. 

k 2wi~ 

(111.66) 
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III. A11l<!fi>n1/izarea_fi.1sc_ico/d,-.,;· ,ie "i:1111w 

sau 

•) 1 [ 1 /~ c~ •)] J-==- ~+((-?-,- ,,r 
C l.:-w1j _ 

( l l I. 6 7\ 

Dupăcwn ştim, în planul de intrare (z == O) trebuie să avem f :-= J (v,;'."1 1.i 1•., •. 1 • 

din secţiunea precedentă). Astfel deducem 

Revenind la ecuaţia (111.66) şi făcând adaptălile corespunzătoare planului z --= IL 
unde sunt valabile relaţiile 

găsim 

~2 = - k2~j + C - i C ~ ~2 -I 1.,2~~ 

Astfel încât, în final 

1 [ 1 ( ( 1 1 ) 1 ) 
2
] 

/2 = 1 + 1 • k2w•' + R2 + k2w4 z + R 
W k2w~ O O 

Specializând rezultatul pentru cazul undei plane la intrare ( R = ex) ) a,:;·1., 

(111.69) 

Ultima relaţie scoate în evidenţă că în mediul neliui;;ir diametrul fa:ii..:11:nlului 
(dat de w0f în ecuaţia (111.42)) creşte cu z ca efect al difracţiei. Să 1i;;L\n1 totuşi 

că spre deosebire de difracţia (clasică) pe o fantă circulară aici nu cxi.•;l,i ,:r_=l."uri 
întunecoase (Airy). 

Rezultatul acestei secţiuni este în total contrast cu imaginea dată de apw:-.1iit q1.1 
opticii geometrice! Atunci, fascicolul aflat în propagare sutcr~J în 1110d p.'i i, ,dtl 

focalizări atât de severe încât conduceau la diver~enta valorilor de: i: :: 1 q:• I n 
aproximaţia mediului slab parabolic, nu apare nici m~ tel de conflll,1r,~ .i 1 :11, :, :, ,1 l , 

propagarea prin mediul neliniar, ba chiar m:\1 :1;:dt_ t;Ste vorba de•,:\1c ,) ,,,·,11i11d: 

lărgire a "amprentei'' ca urmare a difrnc\tet. L:~lc limpl'.'de c~l cek ,h,11.1 :-i11 ... :ţ1' 

reprezintă extrelllelc um}r modelări simplificatoare 
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Apmximo(in olll/11/oforic 

În mod evident, cea mai realistă modelare a propagării ghidate nu poate avea loc 
decât în prezenţa celor mai puţin restrictive condiţii. Or, aproximaţia ondulatorie 
nu cere decât 

Ko, K2 = const. 

Este uşor de ant1c1pat că asemenea relaxare a modelului antrenează o 
complexitate mai mare a tratamentului matematic. 

Pentru început este util să facem o renormare a variabilei z 

~ = {K; · z (III.70) VFo 
A At d

2 
- !f..:i. J2 A t-&". l ţ· (III 53) d • mea dz2 - Ko df · sie, ecua ia . evme 

f" A 
f =-I+ J4 

unde 

A= Ko 
- K2k2w'J 

O simplificare suplimentară se poate produce prin substituţia 

f 
F=.fA 

care aduce ecuaţia (III. 71) la forma "canonică" 

F"+F-__!_=0 
p3 

(III. 71) 

(III. 72) 

(III. 73) 

(ll_l. 74) 

Din punct de vedere matematic, am putea studia (III. 74) prin serii de puteri 

~ ~bi 
F = ~ai(i + ~ ~i 

dar în afara problemelor de regularitate a soluţiilor, neliniaritatea ecuaţiei (111. 74) 
ne-ar putea confrunta şi cu modificarea schemei de etalonare. De exemplu, am 
avea nevoie de trei valori iniţiale 

f lz=O, f' lz=U , Şi J" l::=0 

în timp ce teoria de care dispW1em ( în contextul WKB) nu rezervă spa\iu det:ăl 
pentru două entităti: 

• f 1:::---o legat de "împrăştierea" (waist) fascicolului~ 
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• /3 = -
1
1 1.J..1• I care exprimt1 curbura frontului de undă. 

( z z=O 

Din acest motiv, trebuie să "conducem" ecna\b {lll 74) .spre o fom1ă care s~ 
pretează reducerii onlinului de derivare. Înmultind (Hl.7J) cu p; nb\illem 

l d , 1 2 1 d ,2) l d ( 1 ) 
2d~ (F) = -2d~ (r - 2d~ F 2 

sau 

( ')2 2 1 G F = -F - F 2 + o (111.75) 

în care constanta de integrare Co rezultă din condiţiile 

J FI{,:() = /;r. f 1,=o = /;r. 

l }F' I{,:()= ]f' l{=O = h;/i, = ~ 
(111.76) 

Astfel 
1 1 1 

Co=-+vA+~-./A n2,/A 
(III. 77) 

şi ecuaţia ();11.75) devine 

(III. 78) 

Această ecuaţie ne oferă două alternative de abordare. O variantă ar fi să scriem 

F ' _- ✓-F4 + CoF2 -1 F (111.79) 

cu intenţia ca ulterior să raţionalizăm expresia de sub radical printr-o substilll(ie 

Euler 

(li l.80) 

În mod surprinzător, chiar dacă la prima vedere nu este evident, o asemenea 
alegere este greşită iar faptul că la un moment dat ajungem la o ecuatie 
transcendentă ar putea constitui indiciul erorii de abordare. 

Dacă însă în (111.78) începem prin substitutia Q = F 2 atunci, în locul lui (Ill. 79), 
găsim 

Q' == 2J-Q2 + CoQ - l {111.81) 

Prinsimplăcomparaţieesteclarcă(IIl.81)estedeprcferal lu1 (III 7(.))_ inplus, 
tocmai (111.81) este în acord cu specificul ("pattern" -ul) substituţiei Fukr rare 
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Apmxima(ia ondulatorie 

reprezintă sintezn unei idei geometrice pe cât de simplă pe atât de ingenioasă. O 
scurtă paranteză ne va ajuta să dăm acestor aspecte o imagine clară. 

Dacă avem de integrat funcţia 

y = ✓ ax2 + bx + c (111.82) 

atunci substituţia Euler recomandă să scriem 

✓ ax2 + bx + c _ ✓ a (x - A1) (x - A2) = t (x - A1) (sau t (x - A2) ) 
(III.83) 

unde t este variabila de substituţie. Rădăcinile A1, A2 trebuie să fie reale şi 

distincte. Consecinţa este că obţinem o integrală raţională. Vom vedea detaliile 
de calcul odată cu tratarea ecuaţiei (111.81). Pentru moment ne interesează numai 
suportul geometric al relaţiei (111.83). 

Să considerăm punctul (x0 , y0 ) pe curba (111.82). Aceste două coordonate sunt 
legate prin 

2 2 b y0 = ax0 + xo + c 

O secantă de pantă t care trece prin (x0 , y0 ) are ecuaţia 

Y - Yo = t (x - xo) 

(111.84) 

(III.85) 

Ridicăm la pătrat (111.82) şi eliminăm y între (111.82) şi (111.85), după care, din 
rezultat, eliminăm coeficientul c folosind relaţia (111.84). Ca urmare obţinem 

2yot + t 2(x - xo) = a (x + xo) + b (111.86) 

încât 

2yot - xot2 - axo - b 
x= 

a - t2 
(III.87) 

şi separat, din (UI.85) 

y = t (x - xo) + Yo (III.88) 

Perechea de valori (x, y)specifică locul în care secanta (111.85) intersectează 
pentru a doua oară curba (III.82). Conţinutul expresiilor (111.87) şi (111.88) exprimă 
în fond cheia substituţiei Euler pentru că: 

(a) al doilea loc de intersecţie între secantă şi curbă (III.82) este unic (nu există 
mai multe soluţii). De aceea prin modificarea monotonă a pantei t se 
produce o explorare continuă şi fără repetiţii a punctelor curbei. 

( b) coorJonatele ( x, y) (care reprezintă "puncte pe curbă") se exprimă ra(ionul 
în t. 

Esk simplu de văzut că prelucrarea radicalului din ecuaţia (111.79) după "stilul'' 
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J/1. Autofocalizareafascicolelor de lumină 

substituţiei Euler are ca efect înlocuirea ecuaţiei liniare (111.87) printr-o ecuaţie de 
grad superior Prin urmare, rotirea tangentei în jurul punctului (xo, y0 ) conduce 
în mod necesar la obţinerea mai multor intersecţii "secundare" ceea ce înseamnă 
că unele puncte ale curbei sunt supuse unei explorări multiple. Prezenţa acestor 
repetiţii evidenţiază că transformarea de raţionalizare (Ill.79) generează defecte 
topologice. 

Să revenim la expresia (III. 81 ). Substituţia Euler cere ca ecuaţia -Q2 + CoQ-
1 = O să aibă rădăcini reale şi distincte. Astfel, discriminantul ei trebuie să verifice 
condiţia 

(III.89) 

Din (III. 77) vedem că 

1 1 1 1 
Co= -+v'A+~- > -+v'A JA R2JA JA 

(IIl.90) 

Pe de altă parte 

()x+v'XY >4,lfA 

deoarece inegalitatea este echivalentă cu (1 - A) 2 > O. Astfel, condiţia (IIl.89) 
este satisfăcută în toate cazurile şi tehnica Euler poate fi utilizată fără nici o 
restricţie. 

Aşadar 

de unde 

Radicalul (111.91) devine 

✓(-1) (Q - --\1) (Q - --\2) = (--\2 - --\1) t 
t2 + 1 

iar din a doua ecuaţie (III.92) găsim 

• 2 (.,\1 ·-- A->) 
(J' = t .- t' 

(t2 + 1)2 
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(III.91) 

(III. 92) 

(III. 93) 

(111.94) 
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Apmx1tllll{iu ondulatorie 

Deci în locul lui (Jll.8lJ a,✓elll 

dt 
t) +-·1 = --d, 

sa,1, desemnând prin C 1 noua constantă de integrare 

}
• dt 
-- = -, + C1 ~~-- t 00:= tan(-~ + G\) 
t2 + 1 

Folosind prima ecuaţie din (111.92) scriem 

-(Q-A2) 
Q _ Ai =: tani (-~+Ci) 

adică 

Sctll 

Q = )q sir? ( ·· ( + C1) +·A2cos2 (-~ + C1) 

Dacă introducem arcli.l dublu obţinem 

Q >-1 + >-2 .\2 - .\1 ( 2 ( c C )) = --- + --- COS -, + l 
2 2 

şi revenind la funcţia f găsim 

/2 (f;,) = ./A [ A, ; A2 + A2 -/, cos (2 {-f;, + C1))] 

(lll.95) 

(III.96) 

(III.97) 

În această expresie este indicat să folosim relaţiile Viete potrivit cărora avem 

{ 

,\I +,\2 = 9i_ 
2 2 

,\1-Ă2 _ _ _& 
2 - 2 

aşa cum ne convingem dacă pornim de la definiţiile 

-b+yiK 
2a 

-b--~ 

2a 
~ • ,i•.:·Uîm că, prin coroborarea ecua\iilor(lll.81) şi (111.83), avem: a=

t':..1 i.::1al0narea .f2 = 1 în plai 1 : 11 de intrare z = ~ = O rezultă 

l .JU .:...J ' [(} G) 0 l C.'1 - :i ,LICn)S y~\ - 2 -\/fi. 

(111.98) 

( 111. 99) 
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111. A lll<diJcalizarea fascicolelor de lu111i11ti 

astfel încât soluţia cazului ondulatoriu este găsită. Înainte de a discuta s~m11it1c.1l1u 
ei să încercăm să o punem sub o fonnă mai simplă şi să discutăm dom~niul c:i de 
valabilitate. 
Dacă punem (Ill.98) şi (III.99) în (111.97), ţinând seama şi de expresia lui C0 d;n 

(]II.77), găsim 

! 2 v'A. [ r;:- 2 ( 1 Co) 
2 Co + v ~ • ~ "JA - 2 · cos (2~) 

+~. 1 - i (-1 
- Co)

2 

• sin (2~)] -~ v'A. 2 

dar prin calcul direct 

1 1 1 
Co=-+ v'A+-=--v'A. n2 v'A. 

Jx- ~ = -~ (,/X+ ~2 Jx- Jx) 

✓1- ~ (Jx- ~0y 
şi deci 

/
2 = H ( 1 +A+ ~ 2) + (1 -A- ~ 2) cos(2€) + 1 sin(2€)] {lll.100) 

care este fonna finală a solu(iei pentru aproxima(ia ondulatorie în care (vezi 
(111.70) şi (111.76)) 

~= {K;._z 
V~ 

1 _ 1 {Ko 
R-RV""ic; 

O situaţie specială este reprezentată de cazul incidenţei un~i unde plane pe 
mediul neliniar Acest caz, caracterizat prin R -+ oo, implică R ~ (X) a~a încât 
ecuaţia (111.100) devine 

? 1 J- = 2 [1 +A+ (1 - A) cos (2~)] (III. 101) 

Geometria simplă a acestui tip de fascicol are avantajul de a ilustra imediat 
efectele datorate neliniarităţii mediului de propagare. De exemplu, expresia 
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Jnret'jllt·fo•\'11 tt·::11/tor.:lor celor ln:1 mod,,h· 

antt:rioură arntfi că vari<.1\ia periodică a lui f 2 este posibilă m11nai dacă A :J- 1. 
Prin urmare, în raport cu parametrul A tratarea ondulatorie distinge net între 

două compoi1ări ale soluţiei. Prin simplă inspecţie este mai puţin evident dacă 
situaţiile caracterizate prin A < 1 şi A > l trebuie la rândul lor deosebite aşa cum 
este sugerat în literatură: 

i) Dacă A = 1 atunci forţa refringentă compensează forţa de difracţie, încât 
"amprenta" (geometria transversală) a fascicolului se conservă; propagarea are 
loc exact ca într-un mediu obişnuit. 

ii) Dacă A < 1 atunci, imediat după intrarea în mediul neliniar, asupra undei 
se manifestă procesul de focalizare periodică; 

iii) Dacă A > 1 atunci, după intrarea în mediul neliniar, fascicolul suferă mai 
întâi o difracţie (lărgire a amprentei) care este urmată de procesul de focalizare 
periodică. 

9. Interpretarea rezultatelor celor trei 
modele 

Pentru a discuta conţinutul clasificării precedente putem să ne folosim de 
următoarea schemă analitică: 

1. I magi nea statică a frontului de undă : Confonn expresiei (111.28) semnul 
algebric al razei de curbură indică poziţia centrului de curbură (zc) faţă de 
suprafaţa de w1dă E (vezi fig. III.2). Astfel p > O desemnează o undă al 
cărei centru de curbură se află la stânga suprafeţei de undă în timp ce p < O 
semnifică o geometrie opusă. 

2. Dinamica frontului de undă : Expresia IPI reprezintă raza geometrică de 
curbură a frontului de undă. Este clar că dacă IPI scade în raport cu z, adică 
;~:I < O, atunci unda se "concentrează" sau "focalizează". În cazul unui 
i:omportament opus unda este "divergentă" sau "explodează". 

În mod sintetic criteriile precedente pot fi puse în forma următoare: 

p > O ⇒ centrul de curbură se află la stânga suprafeţei de w1dă 

p < O =-..;, centrul de curbură se află la dreapta suprnfoţei de undă 
d 

- IPI >O=>- unda se dezvoltă divergent Oll.102) 
dz 
d 
- - IPI < O -> und<.1 suferă focalizare 

tlz 
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III. Auto.focalizarea fascicole/or de lumină 

Să ilustrăm aceste idei cu ajutorul cazurilor studiate. 

9.1 Cazul opticii geometrice 

Alegem unda plană la intrare ( R -+ oo şi 0 = O). Din ~ = 7 !Iz cu ecuaţia 
(III.58) găsim 

1 - = -w tan (roz) 
p 

1 1 
* p = - wtan (roz) (III.103) 

Observăm că la z = O avem p = oo = R ceea ce este consistent cu ipoteza de 
plecare. Expresia (III. I 03) arată de asemenea că pentru valori O < z << I avem 
p < O. Astfel, conform tabelului (III.102) unda plană se transformă într-o unJă 
cu· centnd de curbură la dreap1a. 

În plus avem 

(Ill.104) 

deci Wlda suferă o focalizare. Figura de mai jos ilustrează propagarea până în 
primul pW1ct de focalizare. 

V 
..L.o 1 L2L 

3L4 

Ls 
o F z 

2 

Figura III.3: Fronturi de undă succesive ilustrând autofocalizarea 
la propagarea într-un mediu neliniar 

Pentruroz > ~(maiexactpentn1roz E (~ 1 1r)u(3;,21r))avemtan(roz) < O 
ceea ce implică p > O. În cuvinte, unda "primeşte" un centru de cw·bură la stânga 
. În plus 

d d l - lpl = -p = --- > o 
dz dz sin2 (wz) 

(111.105) 

ceea ce înseamnă că unda se lărgeşte. Dacă remarcăm că wz > ~ specifică 

punctele axei Oz aflate la dreapta primului punct de focalizare, atunci întd~gem 
motivul modificărilor de aspect pe care tocmai k-am găsit. Figura 111.4 ihtstrei.U.ă 
această situaţie. 
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lt11erpn·lm1·<1 n:z11/twelur celor trei modele 

o F 
2 

F .z 

Figura III.4: Evoluţia fronturilor de undă după trecerea printr-un 
punct de focalizare 

9.2 Cazul mediului slab parabolic 

Îri condiţia unei unde plane (R -----+ oo) incidente asupra mediului neliniar, din 
ecuaţia (III.69) obţinem 

deci 

f=± 
z2 

1 + k2 4 
Wo 

1 1 df z 
p - f dz - k 2_w_,~_+_z_2 

rezultat care apare mai convenabil sub fonna 

k 2wt + z 2 

p = ---- > O ,\/z 
z 

(III.106) 

(III. 107) 

Este clar că pentru z = U obţinem în mod consistent p - R = oo. În mediul 
neliniar (z > O) avem p > O ceea ce semnifică apariţia unui centru de curbură la 
stânga suprafeţei de undă, corespunzător unei unde care s~ difractă. După (III. I 07) 
uncia redevine plană şi în regim asimptotic (z -----+ oo )! 

Dinamica undei în secţiunea transversală apare din 
') 2 4 d d z~ - k w0 

dz IPI = dzp = z2 

Pentru z ';,.- kw5 raza de curbură creşte C1z IPI > O) astfel încât umla suferă 
o difrac\ie continuă pe măsura propagării. Este de r~marcat că pe ipkrvalul 
.:: 1:.~ (O, kw5), în opoziţie cu infonnaţia pe care o extragem din cel!a· cc a111 

numit imagine statică, varia\ia curburii frontului de undă urmează o evolulie 
asemănătoare unei focalizări. 

I.B 
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III. A11l<!{ocalizareafascicole/or de /11mi11â 

9.3 Cazul aproximaţiei ondulatorii 

Ne ocupăm şi de această dată cu efectele resimţite de către o undă plană 
(R -----+ oo în planul de intrare) ca urmare a propagării în mediul neliniar. Din 
ecuaţia (III. l Ol) avem 

f = ± ~Jl +A+ (1-A)cos(2<;) 
v2 • 

astfel, ţinând cont şi de (III. 70) 

! = ±v'2 . fK;_!!_ (±l J1 +A+ (1 - A) cos (2t:)) 
p ✓1 +A+ (1 - A) cos (2<;) V Ko d<; v'2 -

1 {R; (1 - A) (-2 sin (2<;)) 

= ✓1 +A+ (1 - A) cos (2e) • V Ko • 2✓1 +A+ (1 - A) cos (2<;) 

{K; (1 - A) sin (2<;) 

= -y Ko • 1 + A + ( 1 - A) cos ( 2e) 

Punând rezultatul într-o fonnă mai convenabilă unei discuţii găsim 

= _ {Ko . 1 + A + (1 - A) cos (2e) 
, p V ~ ( 1 - A) sin ( 2e) 

(III. I 08) 

Este vizibil că în absenţa neliniarităţilor (/{2 = O) frontul de undă rămâne 
plan (p -----+ oo) ceea ce probează consistenţa rezultatului. În pi us, faptul că 
inegalitatea 1 +A+ (1 - A) cos (2<;) > O este valabilă oricare ar fi valorile A şi~ 
face ca schimbarea semnului algebric în (III. I 08) să poată rezulta numai datorită 
numitorului (1 - A) sin (2e). 

Pornind de la expresia (III.108) şi folosind tabelul (III. I 02) putem demonstra 
că valorile lui A cnnduc într-adevăr la cele trei cazuri sistematizate la pag.130. 
Astfel: 

a) dacă A = 1 atunci, independent de poziţia pe axa de propagare, p :_~ oo 
ceea ce arată conservarea geometriei fascicolului ca şi cwn propagarea ar avea loc 
într-un mediu liniar; 

b) dacă A < 1 atw1ci p < O (la intrarea în mediul neliniar sin(2~) > O) ceea cc 
înseamnă că frontul de undă primeşte un centru de curbură la dreapta prczenuînd 
imaginea unei unde care focalizează. Pentru ca această imagine statică să fie! 
susţinută şi de procesul de focalizare, în acord cu punctul (ii) de la pag. 130, ar 
trebui ca IPI să scadă cu z. 
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lnterpn:latt'O tt'zultatl'lor celor tll!i modele 

Pentru a verifica acest lucru să punem A= l - p2 < 1 cu p E (O, 1) . Avtm 
2 

J = _ {Ko. ~ + cos (2~) = _ {Ko. ~ - 1 + cos(2~) 

/ V~ sin (2~) V K-i sin(2~) 

(111.109) 

(III. 110) 

(III. I li) 

Deci, pentru A < 1 şif. << 1 avem p < O în timp ce IPI scade cu z. Aceste 
date arată că procesul de focalizare a undei începe imediat după intrarea acesteia 
în mediul neliniar 

c) Pentru a verifica ultima concluzie de la pagina 130 şi anume cea legată de 
efectul condiţiei A > 1 vom pune A = 1 + p2 > 1 cu p real ( de această dată 
valorile lui p nu mai sunt limitate ca în cazul precedent). În locul lui (111.109) 
obţinem 

p = _ {Ko. -i - 1 + cos(2~) = {Ko. ;\- + sin
2 ~ > 0 (III. l1 2) 

V K2 sin(2~) V K2 sin~ cos~ 

În consecinţă, pentru valori mici ale lui ~ (imediat după intrarea în mediul 
neliniar) relaţia obţinută conduce la imaginea statică a unui fascicol divergent! 
Mai departe 

!!_ _ fio2 !!_ _:__ -~ cos (2() + sin
2 t 

dz Ip I - T/ d c (p) - · 2 ~ ? ( 
no~ filn co~ 

Numitorul din (III.113) este pozitiv aşa încât, dacă 

1 ') 
- - cos(2() + sin- ( > O 

p2 

(lll.113) 

(111.114) 

atunci la intrarea în mediul neliniar şi precedent procesului de autofocalizare, unda 
"schiţează" o divergenţă (în acord cu prevederea punctului (iii) pag. 130). 

9.3.1_ Trăsături generale 

Aspectul caracteristic al modelului ondulatoriu este că dacă A t- 1 atunci 
propagarea în mediul neliniar este însoţită de procesul de auto focalizare peri~Ktică. 
Din condiţia de periodicitate (vezi ecuaţia (111.101)) funcţia f îşi atinge minimele 
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lll. Autofocalizareafascicolelor de lumină 

la intervale~~ pentru care 

Distanţa de autofocalizare este 

{Ko 
F=~z=ny~ (111.115) 

în mod concordant cu rezultatul dedus în cadrul aproximaţiei de optică geometrică. 
Superioritatea modelului ondulatoriu este legată de îndepărtarea divergenţelor 

de câmp. De exemplu, pentru cazul unei unde plane, prin (111.101), obtinem 

(III. 116) 

ceea ce conduce la mărginirea valorilor amplitudinii. 

Tema 1.3 ~~ f!in ;,,,~~;,,,ca,tswula,~a,ts~ R. 
P~J.idadp(~kuz)/.aca,tsots/.oop,w,ui,~(~A < l). 

10. Cazuri integrabile compati_bile cu 
WKB (fibre optice neomogene) 

Tehnica pe care am construit-o pentru a studia propagarea în medii parabolice 
poate descrie şi cazuri mai complicate. De exemplu, putem dezvolta analiza unor 
medii în care indicele de refracţie descrie o neomogenitate: 

1. conică; 
2. liniară. 

În ambele cazuri este vorba despre o generalizare a formei indicelui de refracţie 
în cadrul căreia K 2 = K2(z). 

10.1 Medii cu neliniaritate conică 

Pornind de la expresia: n 2 = K0 - K2(z) • r 2 , cazul care ne interesează este 
caracterizat prin 

d ( independent de z) 
J( "2() 

(1 +.az)2 

(111.117) 

Ca şi până acum, mcdi ul neliniar ocupă semiaxa z E (O, (XJ). Din (III. 117), 
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Cazuri integrahile com11ut1hile c11 WKIJ (fibre optice neomogene) 

pentru o > O, condiţia n 2 = c:t implică 

~ 
r = I 1 + n z I y ~ (IIl.118) 

Pentru n = ct ecuaţia (111.118) defineşte un con având vârful pe axa Oz în 
punctul z = _l._ Această situaţie explică denumirea dată unui asemenea tip de n 
mediu. 

Să notăm că potrivit condiţiilor (III.117) propagarea are loc după un vector de 
undă de modul constant (şi a cărui direcţie este prin definiţie paralelă cu Oz). 

Pentru condiţiile specificate, ecuaţia (111.53) devine 

f" Kw l 
f = - Ko · (1 +az)2 + k2wtf4 

O expresie mai simplă se obţine folosind substituţia 

pentru care calculăm 

d 

dz 
d2 

dz2 

astfel încât (III.119) devine (derivarea se face în raport cu~) 

• . f" l A 
f = - (.Pt;.2 + f'1 

în care am introdus notaţiile 

(3 

A ---
1(0k 2wl\u2 

(Ill.119) 

(111.120) 

(III.121) 

(III.122) 

În conformitate cu specificul tehnicii WKB trebuie să reducem ordinul derivării 
în ( 111. 121 ). 

Începem prin a scrie (III. 121) sub forma 

f 
(III l~J) 
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1 I I. A ut<iocalizarea fascicolelor de lumină 

şi apoi apelăm la transformarea 

(111.124) 

Drept urmare, al doilea termen din membrul drept al (III.1Z3) devi~e /4 ~i 
totodată avem 

(111.125) 

de unde, membrul stâng al ecuaţiei (111.123) devine 

(32f,,2 d2 f = (32 (f,,2F" + eF' - !) 
f de2 F F 4 

(lll.126) 

Punând (III.124) şi (111.126) în (III.123), obţinem 

d2 d l 1 A 
e2 df,,2F + f,, df,,F = -((32 - 4 )F + (32 p3 (III. 127) 

Este evident că dacă operatorul e2 f + e t ar putea fi restrâns ("împachetai:") I a 

o expresie de forma i2
2·, atunci ecuaţia (111.127) ar asuma forma ecuaţiei întâlnite 

în studiul aproximaţi~i ondulatorii. Tocmai o asemenea restrângere provoacă 
schimbarea de variabilă 

f. = exp ''7 {:} r7 = ln f,, (111.128) 

Prin calcul direct 
l d d -- = exp(-"7)- (lll.129) 
f,, dr1 d'Tl 

d d d d'2 

exp(-17)-(exp(-"1)-) = exp(-2·11)[-- + -. ] 
d-q d·q d11 d-112 

deci 

2 <i"2 d d2 

f,, df,, 2 + f,, df,, = d·, J2 (111.130) 

Operând schimbarea de variabilă în ecuaţia (111.127) obţinem 

„ l _l)J:l A 
F + ( r-P· -• 4 r ;fl· p:, =- o (111.131) 
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10.1.1 

Dacă 

Cazuri intewabile compatibile cu WKB (fibre optice neomogene) 

Mediu conic cu focalizare periodică 

1 1 
-.-->0 /32 4 

(111.132) 

( ceea ce înseamnă /3 < 2) atunci folosind substituţiile 

A 
Ao (III.133) 

1-~ 
4 

F 
F 

~ 

T/ ry- ✓;2 ~ 
vom pune (III. 131) sub fonna 

_,, - 1 
F+F--=0 

F3 
(III.134) 

care este identică cu ecuaţia (III. 74) obţinută prin modelul ondulatoriu. Din 
(III.122) şi (III.132) conchidem că dacă factorii de structură ai materialului satisfac 
inegalitatea 

(III.135) 

atW1ci propagarea va urma (111.134) fiind însoţită de autofocalizare periodică. 

Obset'Vaţie1 Coil"lcidenţa fot"mală a ecl.,\aţiilot" (JJJ.134) şi (JJJ.74) l"\L,\ 

afrage şi idel"ltit -1tea fel"\omel"\elot" act"'ale de pt"opagat"e, ,;Acest 

11.,\Ct"L-\ devÎl"\e clar- atL-\1"\CÎ ccmd ţil"lem seama de fell.,\I În cat"e 

ecL-\aţiile coil"\cidente se t"apo..tează la vaV"iabila Z. Dacă În cazL-\1 

ondl.,\latoV"il.,\ este SL,\ficientă V"escalaV"ea intet"mediată de ecl.,\aţia 

(JJJ.70), penit"!,\ medii,\! col"\ic +..eb"'ie să efectL-\ăm doi paşi: o 

fransfo„mat"e lo9aV"itmică (vezi (JJJ.128)) şi apoi o fransl.aţie 

(ecuaţia (JJJ.120)) combil"\aJă CI,\ o V"escalaV"e. 

Diferenţa pusă în eviden\ă prin observaţia precedentă poate fi subliniată şi prin 
nivelele diferite de complexitate matematică a expresiilor finale. Ca exemplu 

I 

putem să comparăm unele constante de integrare. După înmulţirea cu 2F şi 

integrare, ecua\ia (II I. 134) devine 

(111.136) 
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ŞI 

III. Aulofocali::areafascicolelor de lumină 

Ţinând seama de (Ill.124) 

-1 1 f 
F z=O = ffeo ~ z=O 

Prin (III.120), (III.133) , (III.129) 

-' d- 1 d(J) 
F _ ărjF = ,:,rK;,J-j. ¼ • dl/ -J7Jl. , 

1 1 ( d l) 
= • A (-J. - ¼) • ~ € d€f - 2 

I 

" "t l - O d L - 1. mea a z - , un e 1 - R. 

-,1 1 @. [ 1 1] 
F z=O = 1 A (-J. _ ¼) V (3 aR - 2 

Dacă ţinem seama de ecuaţiile (III. I 22) putem scrie 

A- K20 1 
- Kok2wio:2 - k2wg132 

A (/3)2 = k2 1. 2 = A, 
a w0a 

Astfel încât (III. 136) impune 

Co=~+ ,/IC + 1 [-1 -~]2 

,/IC J-b l ✓A ( 1 _ l) o:R 2 
{3 4 c711 4 

(Ill.137) 

(111.138) 

în timp ce cazul ondulatoriu (cu un A de structură diferită de cel din (lll.122)) a 
dat 

1 1 1 
Co= - + JA+-=--v'A R2 v'A 

Tema 1.4 e~ceJcuJ.l.s~la.capăi,~căclmxi./3 < 2~~ 
~ 

( 111. 139) 
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( 
l 1) ~ ., 

TI - -- - +Ac+'"'( 
o.R 2 

&ol.u/ja ţndă a~ (!J!J!J.f :ZI) de Jc/de W l,o1UH.a 

f~(f,) = E, -. + - -- - - Hin (2--y lnf,) + 1 - -. cos (21, lnf,) •) [ n 1 ( 1 1) ( n) ] 
2--y2 --y uR 2 2--y2 

(III. 140) 

Tema 1.5 j#f, ~ COH&iji, cu lema~~~~ 
(p,w,ud ~ele~,~ ele cuda/oc~) ~~ u;,Jet~~ (R ~ 
oo). 

l 0.1.2 Mediu conic fără periodicitate 

Parametrii de structură ai mediului pot invalida inegalitatea (III.132). Acest fapt 
conduce la absen{afenomenului de autofocalizare. Pentru a studia această situaţie 
să introducem 

(111.141) 

Astfel (III.131) devine 

p"- '2p A 
- '"Y + 132 p3 

(111.142) 

Nimic nu ne împiedică să tratăm (Ul.142) în maniera folosită pentru studiul 
aproximaţiei ondulatorii. Înmulţind cu 2F' şi folosind substituţia Q = F 2 găsim 

unde 

d 
-Q = 2J--y2Q2 + CoQ - Aoo (111.143) 
drJ 

A 
Aoo - 2 

/3 
(111.144) 

Presupunând (rară verificări explicite) că radicalul din (111.143) satisface 
condiţiile impuse de o substituţie Euler, vom pune 

(111.145) 

unde )q reprezintă una dintre rădăcinile reale ale polinomului de gradul doi în (J. 
Găsim 

(III, 146) 
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de unde 

III. A11tofocalizareafascicolelor de luminâ 

Q = 

n' = 2 2t .X2 - .xi t' 
• , (,2 - t2)2 

J,2Q2 + CoQ-Aoo = ,2t(.X2 - .X1)t, 
,2 _ t2 

Cuprinzând toate efectele transformării în (111.143) vom avea 

J -r• ~ t• = J d11 

Partea stângă se integreaz.ă prin descompunere în fracţii simple 

I A B 
---=--+--
, 2 - t2 1 - t 1 + t 

de unde 
1 

A-=-=B 
2, 

Astfel 
t+, 

ln-- = 2,17 + Ci 
t-, 

sau 

t = ,coth ~ 
unde am notat 

<p - 21 17 + C1 

Cu ecuaţia a doua din (111.146) obţinem 

Q .X1 + .X2 .X1 - .X2 h ( ) = --- + --- cos <p 
2 2 

Constanta de integrare C 1 trebuie etalonată folosind condiţiile initiale. 

(111.147) 

(111.148) 

(III.149) 

(III. 150) 

(111.151) 

(111.152) 

(lJl.153) 

(li I. 154) 
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Cazuri integrabile compatihi/e cu WKB (fibre optice neomogene) 

10.2 Medii cu neomogeriitate liniară 

În această secţiune vom ilustra o manieră diferită de exploatare a ideilor de baz.ă 
ale tehnicii WKB. Expresiile care contribuie la constituirea lui n 2 sunt 

K0 = ct (independent de z) 

K2(z) = K20(l + az) 

iar potrivit lui (III.53), ecuaţia pe care trebuie să o tratăm are forma 

J" K20 • (1 + az) 1 
f = - Ko + k 2wtf 4 

(III.155) 

(111.156) 

Prin studiu se ajunge la concluzia că această ecuaţie nu poate fi integrată decât 
în cadrul aproximaţiei opticii geometrice (k ---t oo) al cărei efect concret constă în 
eliminarea celui de-al ~oilea termen din membrul drept. Vom introduce 

<; a (l + az) 
d d 

dz aa dl 
d2 d2 

a2a2_ 

dl2 dz2 

ceea ce aduce ecuaţia (III.156) la forma 

f" 
f 

O simplificare suplimentară apare dacă alegem 

astfel 

3 K20 
a=-

Koa2 

J" + f.f = o 

(111.157) 

(111.158) 

(111.159) 

Este extrem de probabil ca, îară nici un alt pas intermediar, să identificăm 
(lll.159) drept o ecuaţie Bessel. În locul acestei observaţii, vom admite că asupra 
ecuaţiei (111.159) trebuie să acţionăm cu mijloace generale. 

Începem prin a efectua transformarea de funcţie 

t(f.) = eF(O (lll.160) 

care, punând explicit variabila·~ în factor, pennite exploatarea tehnicii .factorilor 
de fonmi. Cum 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



III. Autofocalizareafascicolelor de lumină 

ecuaţia (111.159) devine 

,, t ( t (t - 1)) 
F + 2~F' + ~ + ~2 F = O 

Apoi schimbăm variabila 

(; = wu• ~ u = /"f 
Efectele se vor face resimţite prin 

u 1-Y d 

wy du 

1 [u2(1-y) d2 + (1 - y) u1-2y.!!:_l 
(wy) 2 du2 • du 

Y l-2y d -~u -
(wy) 2 du 

(111.161) 

Făcând substituţiile necesare în (III.161) şi înmulţind cu u 2(y-l) (wy )2 ajungem 
la 

LF=O 

unde prin L am notat operatorul diferenţial 

L _ d
2 

l + y (2t - 1) d ( )2 [ ay-2 t (t - 1)] = -du-2 + ___ u ____ du + wy wu + _w_2_u_2 _ 

(III.162) 

(III.163) 

Recurgând la tehnici standard, cei trei parametri pe care i-am introdus (t, w, y) 
trebuie să permită stabilirea soluţiilor ecuaţiei (III.162). Avem însă la dispoziţie o 
cale mai simplă (cea care se utilizează în mod real în asemenea situaţii): folosind 
un tratat de referinţă pentru funcţii speciale (de ex. Abramovitz & Stegun), 
identificăm o ecuaţie diferenţială spre care am putea restrânge (III. 163) alegând 
valori convenabile ale parametrilor Pe o asemenea cale găsim operatorul Bessel 

d
2 

1 d ( p2) 
Lsesiiel = du2 + 'U du + 1 - u2 (Ill.164) 

care admite ca soluţii funcţiile Bessel (cilindrice) de ordinul p: J±p· 
Vdlorile parametrilor t, w şi y se determină pe baza unnătoarelor identificări 

1 + y (2t - 1) 1 
- =ţ> l + y ( 2t -- 1) = 1 

'il 'IJ. 

w y lL .I -- l =>- '! •) 
:1 '..? :i, --:! { 3y - 2 = o 

w·1r :::.= l 

1 t4 
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Cazuri inlegrahlle compollhile cu WKB (/ibll! optice neomogene) 

( ) 2 2 
tt-ly _ JJ ( ) 2 2 

= -? ⇒ t t - 1 y = -p 
,u,2 u-

Sistemul algebric precedent are o singură soluţie 

(
3) 3 ( 2) 2 1 1 w = 2 = y-3 ; y = 3; t = 2; p2 = 9 (111.165) 

astfel încât ecuaţia (III.163) devine 

LF= [d
2 

+.!.~+(1--
1
-)]F=O 

du2 udu 9u2 (III.166) 

soluţiile fiind reprezentate de funcţiile Bessel J±i(u). 
3 

Obset'Vaţie: Pentt"U compav-aţie1 este intev-esant să amintim că: 

a)ştL,\diL,\I ecw::lţiei Sdvodin9ev- v-adiale face apel la fL,\ncţii Bessel 

(sfev-ice) de indice semiîn+..eg, 

b)teov-ia scalav-ă a difv-acţiei apelează la Jo, 
c)stL,\diL,\I pv-opa9ăv-ii în+..-1.,\n medii,\ CI,\ v-efv-in9enţă neliniav-ă de 

tipL,\1 n2 = Ko - K20(l + az)r2 v-ecL,\v-9e la fL,\ncţii Bessel de 

indice v-eal1 În pav-ticL,\lav- ±½. 
Teoria generală ne asigură că cele două funcţii Bessel SWlt liniar independente, 

astfel încât soluţia generală a ecuaţiei (III.166) este 

Aşadar, întorcându-ne spre funcţia f(t;,) avem 

f(f.) = A1 ,/1,. Ji GR) + A2,/1,. J_l GR) (111. 167) 

După cum se vede, expresia (III.167) conţine (numai) doi coeficienţi 

nedeterminaţi ceea ce permite utilizarea cu succes a condiţiilor 

f lz=O 1 (III. 168) 

JJI ==o 

f 1 -
f z=O R 

Este interesant de observat că am reuşit integrarea ecuaţiei (111. 156) în "spiritul" 
metodei WKB fără ca în prealabil să fi apelat la o reducere a ordinului de derivare 
(faptul este remarcabil chiar dacă reuşita este restrânsă la aproximaţia opticii 
geometrice k -- ➔ oo!). 

Explicaţia formală a acestui fopt surprinzător este legată de faptul că ecuatia 
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(III .159) este liniară. Ea este un caz particular al formei 

în care 

') fi ( ) I ( • x-y + p X y + Q X )y = 0 

p(x) = O 

q(x) = x 3 

Ori, acest gen de ecuaţii poate avea cel mult două solu(ii liniar independente. 
În plus, dacă p este semiîntreg (p = 2nţ 1 ), soluţia .Jp se exprimă prin fW1cţii 
elementare 

J"f'(x) = I! [Pn G) sinx+ Q„ G) coox] 

unde Pn l ¾) şi Qn ( ½) sunt polinoame în ( ¾). 
În secţiunea următoare vom încerca să explicăm aceste lucruri pe o altă cale. 

10.3 Relaţiile de recurenţă ale funcţiilor Bessel 

Atunci când am stabilit că soluţia ecuaţiei (111.166) se exprimă prin două funcţii 
Bessel ar fi trebuit de fapt să spunem că soluţia se exprimă prin "cel puţin două" 
funcţii Bessel deoarece, din cauza legăturilor care există între aceste funcţii, odată 
implicate, ele pot apărea într-un număr oricât de mare! Acest lucru reiese clar din 
expresiile următoare 

2p 
-J (u) 
'U p 

d 
-2-J ('U) 

du P 

(JII.169) 

Este limpede că ele exprimă nişte relaţii de recurenţă. De exemplu, prima 
relaţie ne permite ca în orice moment să înlocuim o funcţie Bessel ( de exemplu 
J1>{-u)) prin alte două specimene de indice vecin. Dacă asemenea înlocuiri sunt 
efectuate în mod repetat atunci numărul de funcţii Bessel diferite creşte fără nici o 
constrângere. 

A doua relaţie de recurenţă din (111.169) exprimă aceeaşi proprietate de 
substituţie cu privire Ia funcţiile Bessel care s-ar afla sub operatorul de derivare. 
La o privire mai atentă notăm că aici avem de fapt ceva mai mult: această relaţie de 
recurentă exprimă o "reducere a ordinului de derivare" (în contul indicilor). Prin 
utilizarea ei în (lll.166) putem obţine în locul unei ecuaţii diferenţiale o ecuaţie 
algebrică. Astfel, motivul reuşitei de a rezolva ecuaţia de propagare în spiritul 
tehnicii WKB poale fi legat de structura funcţiilor Bessel care asigură o reducere 
"implicită" a ordinului de derivar~. 
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Cown integrahile w11111otihilc cu WKIJ (fihre optice neomogene) 

Pornind de la expresia operatorului Bessel, vom ilustra modul în care apare o 
asemenea recurenţă specială. Introducem notaţia 

J' ~J 
d'U P 

şi calculăm direct ecuaţia la care se supune J'. Derivând 

[ 
d

2 
1 d ( p2)] 

LBessel • Jp du2 + u du + l - u2 Jp = O (111.170) 

găsim 

[ 
d2 + ~~ + (1 - P2)] J' - .!_J, + 2p2 J = O 

du2 udu u2 u2 u3 P 
(111.171) 

Pentru Jp+l şi Jp-l avem 

[ 
d

2 
1 d ( (p - 1) 

2
) ] 

du2 + u du + 1 - u2 Jp-l = O 

din care, dacă le scădem şi rearanjăm termenii, obţinem 

[ 
d

2 
1 d ( p2)] - + -- + 1 - - ( J, +l - J -1) -

du2 udu u2 P P 

- Jp+1 - Jp-1 - 2p (J J ) - o 
2 2 p+l + p-1 -

'U u 
(111.172) 

Prin comparaţie, ecuaţiile (111.171) şi (III.172) spun exact acelaşi lucru dacă 

unde a este o constantă arbitrară. 

p 
-a-J u p 

I d 
a.J = a.-J du P 

(111.173) 

Pentru a = -2 obţinem identitatea ecuaţiilor (III.173) cu relaţiile d<: recurenţă 
(111.169). 

I 0.4 Demonstraţia exactă 

Argumentele secţiunii precedente sunt o ilustrare a proprietăţilor ti.mcţiilor 

l3esscl. În prezent vom da o demonstraţie relaţiilor de recurenţă. Pornim (.k la 
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111. A111,!focalizareafascicole/or de lumină 

reprezentarea integrală a funcţiilor Bessel 

7r 

.ln (p) = __!_ f exp ( ip cos w) • exp ( i nw) dw 
21T. 

-rr 
7r : J cos (p sin /3 - n/3) d/3 

o 

(lll.174) 

În timp ce prima linie din (111.174) reprezintă o expresie mai frecvent citată, pe 
linia a doua găsim forma întrebuinţată chiar de Bessel. În plus, această a doua 
formă este şi cea care ne foloseşte pentru a deduce relaţiile de recurenţă. Astfel, 
calculăm 

11" 

; Jn (p) = - : J sin (p sin /3 - n/3) sin f3d/3 (HI.175) 

o 

în timp ce 

11" 

Jk+r(P) - Jk(P) = : J [cos (psin/3 - (k + r) /3) - cos (psin/3 - k/3)] U(:) 

o 
(IJl.176) 

Prin manevre simple ajungem să scriem (III .176) sub formele 

(111.177) 
11" . 

-! j sin (psin/3 ~ ( k + i) /3) • sin (-i/3) d/3 
o 

1( 

! j sin (psin/3- ( k + i) /3) • sin G/3) d(J 
o 

Comparând expresiile aflate sub integralele (111.175) cu (111.177) găsim că ele 
coincid dacă 
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Î11.fi11al 

ceea ce conduce la două moduri de exprimare pentru integrala următoare 
7T" 

! J sin (p sin fJ - nf1) • sin f}d(1 

o 

d ( . 
--Jfl p) 

dp 

Jn+l (p) - J,, __ I (p) 
2 

(11 I. 178) 

Ultimele două linii în (III.178) exprimă relaţia de recurenţă pe care ne-am propus 
să o demonstrăm. 

Tema 1.7 q.~ (!l!J!J.169) cdcuklj, ~ oo-ts DfXP" u,, (!J!l!J.161) u,, aca,uJ ou 

coJiJjik r !l!l!l.16a). c~ ~ Ul, acea~? 

" , 

11. In final 
Dezvoltarea teoriei procesului de autofocalizare a fascicolelor luminoase care 

se propagă în medii neliniare (parabolice) a parcurs următoarele etape: 

- Scrierea ecuaţiei Helmholtz în coordonate cilindrice pentru nnel de tip 
parabolic; 

- Dezvoltarea aproximaţiei WKB; 
- Generalizarea tratamentului eiconal clasic; 
- Exploatarea unor principii euristice în structurarea soluţiilor admisibile, 

al căror efect a fost şi identificarea cazului remarcabil constituit de către 
fascicolele pseudogaussiene; 

- Studiul aproximaţiilor de optică geometrică, a mediului slab parabolic şi a 
cazului ondulatoriu; 

- Analiza unor structuri optice mai generale, care prezintă totuşi 
compatibilitate cu tehnica WKB. 

Ca notă generală, fiecare etapă a implicat exploatarea unor instrumente 
matematice elaborate controlate printr-o interpretare fizică fermă. 
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A.,pecte generale 

1. Aspecte generale 
Fenomenul absorb{iei saturate poate sta foarte bine în aceeaşi categorie cu 

fenomenul de refrac{ie conică, "descoperit" de Hamilton prin intennediul unor 
mijloace exlusiv teoretice. Cel mai semnificativ element de asemănare constă în 
aceea că amândouă, prezentând o desfăşurare pe cât de frapantă pe atât de lipsită 
de periculozitate, sw1t parcă lăsate să se producă în semn de omagiu adus unor 
previziuni teoretice de excepţie. 

În cazul de faţă (al absorbţiei saturate) este vorba despre o manifestare care 
tinde până la detaliu să confinne teoria lui Einstein asupra proceselor spontane şi 
stimulate prin care sistemele cuantice interacţionează cu radiaţia. 

Observaţiile experimentale au scos în evidenţă faptul că un fascicol laser nu 
poate traversa un strat de colorant organic în soluţie, decât dacă intensitatea 
luminoasă depăşeşte o anumită valoare de prag. În caz contrar, fascicolul este 
atenuat pe măsura propagării, aşa cum prevede legea Beer-Lambert. Această 

e~perienţă simplă ilustrează de asemenea şi faptul că atunci când fascicolul 
reuşeşte să traverseze stratul absorbant, el nu prezintă efecte vizibile de atenuare 
( ceea ce explică cele două denumiri la fel de acceptabile date acestui fenomen şi 
folosite în titlul capitolului). 

Pentru a prezenta în mod sistematic mecanismele şi conceptele implicate în 
descrierea procesului de absorbţie a radiaţiei, vom urmări următorul plan: 

• prezentarea teoriei clasice a absorbţiei; 
• efectele intervenţiei unui "zgomot" local; 
• teoria absorbţiei bazată pc dinamica populaţiilor în cazul sistemelor cu trei 

nivele energetice; 
• teoria funcţiei de transmisie (transparenţă); 
• analiza proceselor locale descrise prin ecuaţiile de rată; 
• posibilităţile de investigare aparţinând analizei dinamice neliniare. 

2. Teoria absorbţiei (legea Beer-Lambert) 
Scopul nostru prezent este de a unnări modelarea procesului de absorbţie în 

versiunea fizicii clasice. Figura IV 1 prezintă aranjamentul experimental pentru 
studiul absorbţiei. 

O radiaţie mvnocromaticâ 1i onwgenii având intensitatea 10 (sta(ionarâ Îl~ 

timp), străbătând un mediu absorbant suferă o scădere a· intensităţii pe măsura 
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/I_' '/i-w1.,pa1t'll(ll i11d11s<1 

l(x) } l(:x:+ âx) Detector 

Figura IV.I: Aranjamentul caracteristic pentru studiul absorbţiei 

îndepărtării de planul de intrare. În figura IV.1, acest fapt reiese din aceea că 

Efectul atenuării se măsoară cu ajutorul unui fotodetector selectiv, aşezat 

perpendicular pe axa fascicolului. 
Să desemnăm prin~/ varia(ia intensită(ii (stabilită prin convenţie ca diforentă 

între valoarea finală şi cea iniţială) ca urmare a traversării unui strat subţire L'.}..1:_ 

Datorită absorbţiei care are loc în acest strat 

\:/~x >O==}- 6./ _ I(x + 6.:1;) - I(x) < O (I V I) 

Deoarece ~I este negativ, urmează că expresia --~I (-L}.f > O) reprezintă 
"scăderea" intensităţii pe intervalul [x, x + ~x]. 

Să admitem că fascicolul luminos are secţiunea normală S şi că mediul 
absorbant este caracterizat prin n 0 centrii absorbanţi pe unitatea de volum. 
Comportarea intensităţii I în interiorul volumului 6. V = S6.:1:, cuprins între ;1; 

şi x + ~x (vezi Fig. IV.1 ), prezintă caracteristici care pot fi anticipate pe cale 
euristică. Astfel: 

• intensitatea I ( x) nu poate fi intl uenţată de extensia transversală S a 
fascicolului, atunci când fascicolul este omogen; 

• scăderea intensităţii J(x) (adică -6./) este în relaţie de proporţionalitate cu: 

- concentraţia centrilor absorbanţi (---IJ.I ,......, 11.0 ), în ipoteza că 1111 exist..1 
motive speciale care să sugereze necesitatea de a p<mdcra elkacilatt:a 
individuală a centrilor absorbanţi; un contra-exemplu este ilustrat de ca1ul 
grupării zonale (cluster-izare)~ 

- grosimea stratului absorbant străbătut ( ~ I rv .6,;1 ); 

- sec\iunea eficace de absorb\ic rr ( L'.}./ ''"' rr), care apare din faptul ...:a 
acţiunea unui centru absorbant de a capturn un foton nu se rc.1u111,1 ~, rid la 
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1coria ahsorh(iei (legea /Jeer-/,amberl) 

poziţia şi dimensiunile acestui centru, ci se extinde asupra unei vecinătăţi. 
Anume, la aria (transversală direcţiei de propagare a fascicolului) egală cu 
a , centrată pe elementul absorbant; 

- intensitatea I (-~I rv I). Această proporţionalitate este în legătură cu 
faptul că atunci când în zona de acţiune a unui centru absorbant se află 
mai mulţi fotoni ( datorită unei valori suficient de ridicate a intensităţii), 
absorbţia creşte. 

Colectând efectele descrise, găsim relaţia 

- ~I= Inoa~x (IV2) 

sau, dacă folosim (IVI) putem scrie 

I(x + ~x) = I(x) • (1 - noa~x) (IV3) 

Notă1 Să ne im~ginăm că cenfrii abso.-banţi s1,mt distt"ib,,iiţi ca În figL\l'a IV2 
şi că acţil,\nea Io.- de captw·ă este izofropă În voll,\W\1,\1 de t"ază r. este 

evident că secţil,\"lea elementa.-ă de captL\.-ă este a = 1rr21 ia.- voll,\mL\1 

stt"atl,\11,\i elementav- (conţinând l,\n sin91,\v- "plan" de cenfrii abso.-banţi 

ca.-e "obtl,\v-ează" fascicoll,\I lwninos) este egal CI,\ 2Sr. 

y 
::·····::; 
♦ 

·:, .. ,::: 

X 

Figura IV2: Distribuţia centrilor absorbanţi în cazul n 0a < S 

Jn sit1,taţia ill,\stv-ată, distv-ibl,\ţia centv-ilo.,.. absov-banţi este sl,\ficient de 

v-av-efiată penh--1,t a nl,\ acopel"'Î co.-nplet al"'ia S (fapt l"'edat pl"'in 

in~alitatea noa < S), Jn asen,enea sitl,\aţie, ipoteza absenţei 
cl"'stev---ilo.,.. este adevăl"'ată şi p1,ttein folosi -b,.J rv no, Un caz 

op1,ts este pl"'ezentat îv, fi9w·a IV3 când noa > S. Acwn, centv-ii de 

absol"'bţie se aBă În "concLwe.nţă" penfrl,\ a caphţl"'a fotonii cal"'e sfrăl,at 

cwiile cotnl,\ne de acţiune Încât l"'elaţia -b,.J rv no m• tv-e.Gui cot•cctat,,. 

În inod cov-esp1,m2ătol"'. 

Modelele fizicii clasice sunt construite pe baza concepţiei potrivit căreia toate 
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y 

X 

Figura IV.3: Distribuţia centrilor absorbanţi în cazul noa > S 

fenomenele au drept cauză diverşi factori proveniţi din "exterior". Din această 
perspectÎ\-a o relaţie de forma -1:l.I rv I este ciudată deoarece ea arată că ( cel 
puţin parţial) fenomenul de absorbţie se generează din el însuşi. De altfel, însăşi 
ideea că un centru de absorbţie poate captura oricât de mulţi fotoni aflaţi simultan 
în aria sa de acţiW1e, pare excesivă. Pentru a înţelege mai exact semnificaţia relaţiei 
-1:l.I rv I, să revenim la situaţia ilustrată în figura IV.2. Nu este dificil să obseivăm 
că mărimea 

noa 
p(y,z) • S =const< 1 (I V.4) 

exprimă distribu(ia de probabilitate geometrică (probabilitatea pe unitatea de arie) 
pentru ca un foton să nu străbată "grosimea" unui strat elementar format din 
centrii de absorbţie, deoarece trecerea sa are loc printr-o zonă de captură. Dacă ne 
imaginăm cazul a 2 fotoni, aşezaţi într-un fascicol ornogen, este clar că şansa ca cel 
puţin unul dintre ei să fie absorbit în aria de captură n0a se dublează. Generalizând, 
pentru un flux omogen format din N1 fotoni în unitatea de volum, pmbahilitutea 
absorb(iei pe întreaga arie S va fi 

P _ (N S) _ ln,oa _ Innoa I - f p - -- - rv noa 
hvv v 

în care N1S exprimă numărul de fotoni "dintr-un front de undă plană", iar 

I 
In = Nrv = -

hv 

(1 V.5) 

(IV.6) 

este intensitatea normată (pe care o vom folosi mai târziu). În cazul nostrn, acest 
număr se calculează pornind de la energia W conţinută într-un volum Su~t 

(IV7) 

în care w este densitatea de energie iar ·veste viteza de fază. Este clar că numărul 
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de !t)toni din acest volum este 

(IV8) 

iar, dacă vrem să exprimăm numărul fotonilor într-un plan perpendicular direcţiei 
uc propagare (de fapt, numărul de fotoni pe unitatea de lungime luată pe direcţia 
de propagare), avem 

(IV9) 

Aceste consideraţii ne permit să desprindem următoarele concluzii: 

• secţiunea eficace de absorbţie a aduce în discuţie reprezentări probabilistice; 
• expresia - !::t..I ,....., I, fiind o parte eliptică a relaţiei - 111 ,....., I n0a, nu are 

un sens bine detem1inat când este luată separat. La rândul ei, aşa cum vom 
vedea puţin mai departe, relaţia completă -!::t..I ,....., I n0a este în acord cu 
prevederile teoriei cinetice a proceselor, care arată că o secţiune eficace de 
proces multiplu ( cu mai mulţi participanţi) apare totdeauna împreună (în 
produs) cu concentraţiile partenerilor implicaţi. 

Obsev-vaţie: Discl,\ţia pv-ecedentă av-ată motivele pentv-1,\ cav-e Sl,\bstitl,\iv-ea 

expv-esiei (J\1.2) pv-in 

-!::t..I = Ik!::t..x 

se face În dal,\na inteligibilităţii schemei clasice de modelav-e a 

abso...bţiei. 

Urmărind în continuare să ilustrăm raţionamentul clasic care conduce la 
obţinerea legii absorbţiei, nu vom aplica ecuaţiei (IV2) trecerea la limită 

(lirnx-o ~! = :!) urmată de integrare, ci vom prefera să aplicăm expresiei (IV3) 
procedura inducţiei. Astfel, scriind formal această relaţie pentru cazul unui strat 
de grosime 2!::t..x găsim succesiv 

I(x + 2!::t..:i:) I((x + ~x) + ~x) 

I(x + tix) • (1 - noatix) 

I(x) · (1 - ·rioatix)2 

încât, generalizând, pentru un strat de grosime ni!::t..:i: 

I ( J; + ·m.l:i:i::) = I ( :i;) • ( 1 -- noa tiJ: yu (IVIO) 

Cre~terea grosimii stratului ne deplasează din punctul J; în :1: + wl:i:1:. Nimic 
nu ne împiedică să admitem că prin aplicarea succesivă a acestui procedeu am 
ajuns exact la grosimea de strat L, a cărui absorbţie doream s-o calculăm. Accasti'i 
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IV. Transparen(a indusă 

ipoteză devine adevărată din momentul în care impunem egalitatea 

L = mD..x (IV 11) 

Substituind grosimea de strat D..x din (IVI O) cu valoarea extrasă din (IV 11) 
găsim 

n0a ( L) ni 

I(x+L) = I(x) • 1- m 

sau, introducând o nouă notaţie prin 

(I V. 12) 

obţinem 

I(x + L) = I(x) · [(1 + <p)~ ]-noaL (IV13) 

Rezultatul la care am ajuns poate naşte o singură incertitudine, legată de măsura 
în care eşantionarea grosimii L (furnizată de D..x conform cu (IVII)) este sau nu 
grosieră, limitând astfel capacitatea expresiei (IV13) de a urmări în mod exact 
variaţia lui / . Această eventualitate se poate elimina dacă "afânăm" complet 
intervalul L, impunând m --t oo. Este uşor de văzut că 

m --t oo => (âx, <p) --t O (IV 14) 

ceea ce ne permite să invocăm un rezultat clasic, datorat lui Euler 
l 

\/<p, lim (1 + <p);, = e 
c,o-o 

(lV.15) 

Pe această bază expresia (IV.13) devine 

I(x + L) = I(x) • exp (-noaL) (IV.16) 

relaţie care exprimă legea absorb(iei: intensitatea (aici J(x)) unui fascicol 
luminos care trece printr-un mediu absorbant scade în raport exponential cu 
grosimea La stratului străbătut. 

Notând Io= 1(0) şi impunând re-etalonarea 

x--tO·L--tx , 

legea absorbţiei capătă forma sa obişnuită 

I(x) =Io· exp (-uoax) (IV 17) 

2.1 Coeficientul liniar de absorbţie 

Tinta raţionamentului clasic fiind atinsă, vom reveni la procedeele cakulului 

158 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Ji:oria oh.rnrh{iei (h,gca Jker-1.amherl) 

diferenţial. O primă relaţie pe care o transcriem este (IV2) 

- dl ( :i:) = I ( :i: )noad:i: (IVl8) 

Introducând coeficientul liniar de absorb(ie prin 

k = ·11,oa (IV19) 

avem 

I(x) =Io· exp (-kx) (IV20) 

relaţie care spijină definiţia uzuală a coeficientului liniar de absorbţie (k reprezintă 
inversul distanţei la care intensitatea scade de e ori). 

Remarcabil este că relaţia (IV20) ne permite să dăm coeficientului de absorbţie 
şi o defini{ie operatoria/ă prin 

l dl 
k=--

ldx 

formă pc care o vom folosi în studiul absorbţiei neliniare. 

(IV2 I) 

Notă: D"pă cwn P"tem l"ema.-ca, fo.-mc.:. (J\1.17) sepa.-ă le9ăt1At"a nnh-1.-ală ,:1 

intensităţii CIA no şi a, aşa cwn este e.a p1Asă în evidenţă În !"elaţia (:J\1.5). 

C-a t,\t"W\al"e1 o inte9.-ală pl"ecwn 

00 

I Io 
I(x)d:i: = -

n 0a 
o 

p(x) = I(x )noa 
Io 

(IV22) 

l"ep.-ezintă dist..ib"ţi,.:. de pl"obabilit,.:.te a p.-ocesl.-\lLti de ,--1l>so..-l,(itc'. 

(p.-obabilitatea pe "nifotea de ll-\ngime). Ţinând se,"ln,,--1 de (:J\l.-11t 

pt·obabilitatea abso..bţiei pe segme.ntl-\1 [O, X A] este 

( I V23) 

:J11 ,nod eviden-f, pl"obubililn-fe.n L:n un f,,scicol să fie~ co1npl,•I nl•:::.,,.·l,il 

... le-d lunnl-\1 înh-,~tJii semi,,xe po;dfive .-sie e~1.tln .:11, ·e.-lil11< ~ii\,", l. 1- ).,1.-i,,il 

exp•·esiei (J\!23) 

li111 J>, - I 
.I"_., •<'-) 
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fi_' Ji-atl.\/){lfl'll~<l illl/ri.\/1 

All(•,·1,,div 

oo la,.:, 

P 00 = / p(x )dx = - J ~ dl = I 

O To 

1,mde am ţinL\t seama că1 din motive fizice, 100 = O. 

3. Deducerea legii absorbţiei pe baza 
teoriei cinetice 

. 

(IV25) 

Teoria cinetică a proceselor afirmă că doi participanţi (proces binar), având 
concentraţiile c1 şi c2, pot genera interacţii cu o rată (număr de procese pe W1itatea 
de volum şi secundă) care este proporţională atât cu produsul concentraţiilor cât şi 
cu valoarea medie pe spaţiul vitezelor a produsului av: 

dn 
dt =c1c2(av) (JV26) 

unde, desemnând prin f (-:;:", 1i, t) funcţia de distribuţie completă, avem 

(o-v) = J o-vf(r', v',t)dv (I V27) 

În cazul unui fascicol de tip undă plană omogenă, în care toţi fotonii au aceeaşi 
viteză ( fascicol monocinetic) 

(av) = aţi (IV28) 

Numărul de procese care au loc în unitatea de volum şi timp poate fi estimat 
prin variaţia densităţii de energie 

dn 1 dw ~ 1 dl dN1 
dt = - hv dt = - hvv dt ( = -dt) (IV29) 

unde am folosit şi (IV7). Notând prin c2 concentraţia fotonilor (adică c1 _:.:,_ N1, 
În sensul relaţiei (IV7)), iar prin c1 concentraţia de centrii absorbanti ( c 1 -"- n 0 ) şi 

punând (IV29) alături de (IV28) În (IV26), găsim 

dl d:r 
-- - = ( h-uv) c I c2av = <: 1 ( fru'll NI) au =-=- nul (T-

dt dl 
( I VJO) 

expresie care echivalează cu (IVl 8). 
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ljcc111/ 1111111 ::.go111ut /occ1/ 

4. Efectul unui zgorrîrnot tocai 
Potrivit legii Beer-Lambert (în fond, datorită fenomenului de absorbtie), într-un 

mediu absorbant, cu excepţia cazului nerealist / 0 --t cXJ, nu este posibil să găsim 
o poziţie x pentru care 

(IV.31) 

Ca alternativă, în scopul de a anticipa elementele care pot avea un efect în 
saturarea absorbţiei, este instructiv să presupunem că în fiecare plan :1: = con:d 

al mediului absorbant, sunt distribuite surse punctuale care emit izotrop (deşi este 
suficient dacă emit în direcţia de propagare a fascicolului luminos), un "zgomot 
local" C ( x) de frecvenţă w identică cu cea a radiaţiei de intensitate I ( :.r). Pentru 
moment nu este relevant să explicăm cum se poate realiza o asemenea distribuţie 
sau ce fel de surs_ă de energie ar consuma. 

Este esenţial să sesizăm (vezi şi schema din FigJV.1) că problema absorbţiei 
se rezumă la relaţionarea valorilor intensităţii semnalului luminos de frecventă w, 
determinate cu ajutorul unui detector selectiv plasat în mediul absorbant la diverse 
distanţe de planul de intrare. În acest context, b)Ţddul de coerenţă al semnalului 
luminos măsurat este fără importanţă, motiv pentru care, în mod premeditat, în 
descrierea surselor C(x) am presupus că emit "zgomot" de frecvenţă w. 

Pe baza comentariului precedent, putem extindt: ecuaţia (IV 18) pentru a 
cuprinde şi efectul surselor C ( x) 

- dl(x) = J(x)n0ad:i; + C(x)d:1: (IV.32) 

Obse.-vaţie: Făcco"\d abstv-acţie de modl,\I În c,..\l't> o fost col"\sfrtţită eCL,\L..\ţi,~ 

p.-ecedentă, ea a.- pt1tea fi inte.-pr-etată d.-epf desc.-ie.-e c, 

pi,-opa9ă.-ii siML,\ltane a dol,\ă fascicole avlmd ,Keec.,şi f.-ecvenţă 

W. Dintv-e ace.stea, unl,\I cw fi SL,\pus e.fectelo,· obso.-bţit:~i În ti,np 

ce al doilea, de intensitate C(x) s-nr- deplasn ,,e,.".\Jenw~t. Esh! 

li,npede că nici w,, 1ne.diu fizic nu 1nanifesf<1 o nse,nenen ,,na111<1lie 

În compo..+ar-e, Încât acest tip de inter-r:weflu·e n t'Cl1,4ţiei (:f\!3-~) 

freb~ie disc.-e.ditnt. 

Scopul nostru este de a stabili caracteristicile lui C(:i:) astfel încât să obţinem ll 
saturare (sau o compensare) a absorb\iei ( efect descris prin condi\ia (IVJ 1)). 

Prin simplă inspecţie, este limpede că dacă primul termen din partea dreaptă a 
relaţiei (IV.32) reprezintă pierderi prin absorbţie (apărând ca o entitate algebric 
pozitivă) atunci, pentru a Ic compensa, trebuie să avem C' ( :r) ,, O ( ce~~a cc 
corespunde în mod firesc unui zgomot emisiv). Mai mult, conservarea , aiorii 
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intensităţii se poate impune din (IV32), prin condiţia --dI(J:) = O, ceea ce implică 

C(J;) = -I(x)noa 

Cum această relaţie trebuie să fie valabilă în orice punct x, atunci pentru J; == O 

C(O) = -Ionoa 

Remarcând că potrivit expresiei (IV16), scăderea exponenţială este delocalizată, 
putem observa că un zgomot constant de valoarea 

C(x) = C(O) = -Ionoa 

este suficient pentru a compensa atenuarea produsă prin absorbţie. 
Aceste concluzii sunt confirmate prin rezolvarea ecuatiei (IV32) care se face 

prin metoda variaţiei constantei. Soluţia ecuaţiei omogene, pe care o scriem 

I(x) = A(x) • exp (-n0ax) 

pune la dispoziţie 

I' = (A' - rto; A) · exp (--noax) 

expresie care, folosită în ecuaţia neomogenă, conduce la 
X 

A( x) = - J C ( x') exp ( 11oux') dx' + const 

o 

(IV33) 

(IV34) 

Comparând (IV33) cu (IV20) pentru x = O, constatăm că A(O) = I0 . Pentru 
acelaşi punct, ecuaţia (IV34) devine 

X 

limA(;1:) = - limf C(:i/) exp(noa;c')dx' +const= con.i;t 
x--+0 x--+O 

o 

încât 

con.-;t = Io 

Fonna finală a soluţiei ecuaţiei (IV32) este 

.I: 

I(:1:) =Io· <ixp (-no<n:) - ./ C(:i:') • <)Xp [-u0a (:r - ;1;
1)] d:r' 

o 

(I V35) 

unde am fi..>losit o aranjare car~ facilitează interpretarea rezultatului. Astld: 

• in lipsa zgomotului (C(:i:) =--' O), ccuatia (IV35) coincidt: cu legea lka-
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h/i:c.:111/ 1111111 zgomot local 

Lambert; 
• pentru zgomot constant, soluţia devine 

C 
I(x) =Io· exp (-noax) - - [1 - exp (-noO";c)) 

'11,()(1 

de unde, pentru a satisface condiţia (I V.31) 

- C > IonoO" (IV.36) 

ceea ce confirmă anticiparea potrivit căreia, pentru compensarea absorbţiei, 
zgomotul trebuie să fie de tip emisiv. 

• dacă desemnăm intensitatea emisiei locale prin E(x) _ -C(x), atunci soluţia 
(IV.35) poate fi interpretată în mod direct: intensitatea în oricare punct x este 
dată de valoarea intensităţii Io atenuate potrivit distanţei x, la care se adaugă 
suma tuturor emisiilor având originea în punctele x' , aparţinând intervalului 
[O, x] , şi care sunt de asemenea atenuate corespunzător distanţei (x - x'). 

Tema 1.1 ~~căJacăi-H~/a (!JV..35) ~'"'""'~J.ja,u,,a. 

C(:i:) = C (0:x)7n (IV37) 

ui OGM a~ Ji,,, ~ J. ~, co,uJJţja {!JV.31) edJ. ~ 
~c&,J, 

-C(nx)m > Ionoa 

&4,;,u/Ja: J~ptJM,a~,u/alja 

(IV38) 

X 

}

• ( ] )III I 
ym · exp [-k ( :i; - 'IJ)] dy = - • ni. 

• km+I 
o 

[
• m (--kxl ] ko ;, -exp(-kx) 

4.1 Coeficientul neliniar de absorbţie 

Pornind de la ecuaţia (IV32), putem introduce che/icientul neliniar de absorb(ie 
al mediului "zgomotos" făcând apel la aceeaşi definiţie operatorială (IV.2 ]), 
folosită pentru cazul mediilor liniare 

l d I C ( :1:) C ( :i;) 
J..: 11 ,1 cc:- - -- - n 0 rr + --- "-A:+--. 

I d:r I ( :i:) I ( :1:) 
(I V39) 

Faptul că în orice loc, valorile lui J..: 11 , 1 depind în mod explicit de tăria câmpului 
luminos (prin intensitatea /(1:)), justifică plasarea fenomenului de absorb\ic 
descris de (IV39) în domeniul de interes al Opticii neliniare. 

Dacă ne plasăm în cazul zgomotului constant şi \inem seama de inegalitatea 

l6J 
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IV 1ranspa,cn(a indusă 

(IV.36) (C < --10noa ), atunci 

knel <O< k (IV.40) 

ceea ce înseamnă că absorbţia neliniară este mai mică decât cea liniară (k11d < k), 
sau chiar, că suntem în prezenţa unei absorbţii negative (k11et < O), fapt care indică 
amplificarea radiaţiei incidente. 

Deşi discuţia mediului "zgomotos" a fost strict ilustrativă pentru mecanismul 
care poate conduce la limitarea absorbţiei, trebuie să subliniem că mediul pe care 
tocmai )-am studiat conţine caracteristici artificiale, responsabile de introducerea 
w1or consecinţe bizare. Astfel, în (I V.39), efectul neliniar ar deveni din ~e în c __ 
mai puternic (knel rv ~!:} ~ -oo) pe măsură ce intensitatea semnalului luminos 

întrebuinţat s-ar reduce (10 ~ O ⇒ I(x) ~ O), ceea ce, în mod evident, este 
imposibil. 

5. Dinamica locală descrisă prin ecuaţii 
de rată 

Cunoscând comportarea spaţială impusă de absorbţie oricărui câmp luminos 
staţionar, să trecem la analiza mecanismului local care stă în spatele acestui 
fenomen. 

Deoarece primii şi cei mai importanţi absorbanţi saturabili sunt coloranţii 
organici (în soluţie), vom avea în vedere structura acestora. Interacţia cu radiaţia 
electromagnetică se bazează pe o schemă energetică cu trei nivele, ilustrată 

în Fig.IV.4. Prin absorbţie rezonantă de radiaţie, nivelul energetic superior 
se populează pe :;eama scăderii gradului de ocupare a nivelului fundamental 
( fenomenul este posibil dacă E3 - E 1 = hw ). 

--.,-----.---.--......... --n3 

n2 

Figura IV.4: Schema nivelelor en1:rgdice ale unui absorbant salurahi! 
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/)11w111ica locc,/,'i dcscri.1·â prin en,o(ii de rulâ 

fl ~ " " JN 112 11 
• lN i "3" a a pe siave,--1 1 , (. 2 pe st,..1.v1:!n ŞI < :1 pe s avea -

(dN I + rlN 2 + dN:i = dN), atl..-\nci 

dfTi . 
Ci = -V I 1, = 1, 2, 3 

d 

e;x:pv-imă concenlra(iile acestov- sisteme pe cele +...ei stăv-i de 

ene ►·9ie, icw 

3 
dN 

no·-=-· L ci(= dV) 
i=l 

concentra(ia totală a sistemela►•• Jn ,-:lceastci sitHnţie, nwnev-ele 

C· dN-
ni = _i ( = i ) , i = 1, 2, 3 

no dN 
(IV41) 

vepvezintă popula{iile normalizate ale celov- tv-ei nivele de enev-9ie. 

Jn+v-e o.ceste valm·i ave loc v-elaf ia evidet,lă 

3 

L '/L.i = l (IV42) 
i=l 

Aplicând relaţia (IV26) la condiţiile care ne interesează vom pune c1 n0, 

c2 = N1. Ţinând seama de (IV7), putem exprima rata absorbţiilor sub forma 

dn 
- - nua Nr v -=-- J.,i'TLoa dt , (IV43) 

Este ev 1dcnt că rata proceselor de absorbţie este egală cu rata scăderii populaţiei 
nivelului fundamental, adică 

încât 

du 

dt 

ceeu ce, exprimat prin popula\11 11lmnak insean111â 

dn 1 

dt 
111 a 

(IV44) 

( I V45) 

Dacă aplicăm riguros relat ia (I V26 ), atunri ft,rma corectă a păf\ii drept.; a rda\ic:i 
(IV45) este / 11 110 11 1rr Aslld, se vede că forma l 11 a din (IV46) csk valabilă 
numai atunci dnd, datorit„1 valorii mici a intcnsită\ii luminoase, abso, b\ia c-;k 

nesemnificativă ~i 11 2 ::::::; 11:1 ~ O. 
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În concluzie, rata de scădere a populaţiei nivelului fundamental, ca urmare a 
absorbţiei este 

(IV47) 

Aşa cum arată Fig.IV4, există 5 procese importante, care influenţează gradul de 
ocupare al diverselor nivele energetice şi, totodată, populaţia fotonică de frecvenţă 
w (intensitatea lwninoasă). Acestea sunt: 

• Absorb(ia rezonantă, care transferă sisteme din starea fundamentală "l"' pe 
starea excitată .,, 3.,,, cu rata n 1 a I, fapt deja discutat în legătură cu relaţia ( I V4 7). 
Scăderii populaţiei stării fundamentale îi corespunde o creştere corespunzătoare 
a populaţiei nivelului "'3" 

dn3 - = n1al dt n 
(IV48) 

• Emisia coerentă, care este un proces invers absorbţiei rezonante. Dacă 
desemnăm prin a secţiunea eficace de emisie coerentă, vom putea exprima 
ratele opuse 

dna 
dt 

dn1 

dt 
(IV49) 

în timp ce numărul de fotoni creşte corespunzător relaţiei (IV44). Pentru nivele 
"înguste" de energie, a = a. 

• Emisia spontană, care depopulează nivelul "'3"' în favoarea nivelului 
fundamental, fără a avea un proces "oglindă". Dacă r 31 desemnează timpul de 
viaţă al stării .,, 3 ", atunci rata depopulării produsă prin emisie spontană este 

cu unnare 

dn3 
dt 

dn1 na 

dt T;Jt 

(IV50) 

• Procesele de dezexcitare neradiativă care implică nivelele (3,2) şi (2, l ). Ratele 
de schimbare a populaţiilor afectate sunt 

dn:1 U3 
- ·--- -

dl T·•·> ··-
dtt:2 ll:!. 

(IV51) 
dl. T:!t 
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si au drept perechi 

/)i110111ica /ocolâ descrisâ prin ecuo(ii de rotâ 

dt 
dn 1 

dt 

T:32 

·n2 

T:n 

Cwnulând rezultatele precedente găsim 

dn3 

dt 

-n1a1n +nr_!_+ n3 (_!__ + aln) 
T21 T31 

1 1 
-n2- +n3-

T21 T32 

n1aln - n3 (_!_ + -
1
- + aln) 

T31 T32 

(IV52) 

(IV53) 

care reprezintă sistemul ecuaţiilor de rată pentru schema de nivele din Fig.1V4. 
Aceste ecuaţii se completează cu: 

• relaţia (IV42), motiv pentru care cele trei ecuaţii de rată nµ sunt independente; 
• condiţiile iniţiale (funcţie de caz); 
• relaţia care (în mod aparent) exprimă variaţia intensităţii luminoase (vezi 

(IV28) pentru dimensiuni) 

(IV.54) 

-~--,,------:i-------==-----.-- n3 

--..-------..- n2 

Figura IV.5: Tranziţiile posibile într-un sistem cu trei nivele de 
cncrg1c 
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IV Jra/1.\j'Ofl:'tl~O indusă 

Tem a I .2 ~ ecuc/j,ik cl..e wl.ă ~ ~ du,d,,.ak uc. d/-'9. l V 5. 

5.1 Forma coeficientului neliniar de absorbţie 

Aşa după cum sugeram în finalul secţmnii precedente, relaţia (I V :î4) nu expnmă 
decât în mod aparent variaţia intensităţii luminoase şi deci ar fi eronal să o folo•,im 
pentru a "rafina" legea absorbţiei scriind 

d.l = no [n1a - n:3 (~+a)] /di; (IV55) 
lT31 

Motivul este legat de faptul că numai o fracţie a radiaţiei produse prii, em1~;ie 
spontană revine pe direcţia de incidenţă. Cealaltă parte revine pierderilo1 radiative 
şi este pusă 'in contul proceselor de disipare. În mod opus, radiaţia produsă prin 
emisie stimulată se propagă pe direcţia fascicolului incident ceea ce face ca aceasta 
să contribJie integral în bilanţul procesului de absorbţie. 

Pentru a estima contribuţia emisiei spontane, ne vom folosi de caracterul ei 
izotrop. Ca unnare, o treime din întreaga "cantitate" revine fiecărei direcţii 
spaţiale, iar din această fracţie, o jum~tate se propagă în sensul dorit. Devine clar 
ci\ modificarea necesară în (IV55) este legată de substituţia 

hv fu, 
--- -➔ --

IT:11 GlT;l] 

1\::.lld, variaţia intensităţii prin absorbtie ncl iniară devine 

dl - -· no [n 1a - n:1 ( ,
1
l'l' ___ f rr)] 1d:1: (!V56) 

f>JT;l( 

în timp ce, prin definitia (l V2 l ), coeficientul neliniar de absorbtie primeşte 
expresia 

k:,1d = non, a [1 -- ~'? (<:. I 
1 

) ] 
llt (T 6[,:;;T;,J 

( 1 V57) 

în care am introdus / 11 :: ••• ,!i; şi am factorizal Cl,nlrib11ţia k N11 1o care 
corespunde coeficientului liniar de absorb\it· (11 0 11. 1 - c 1 ;.-:;: "u pc11trn cazill 
intensită\ilor mici). 

Dependenţa lui k11d de 1 eslc îri parte evidentă. Prin aceasta lcg,1111, i.i, ,, ,p1csia 
OV57) suferă de acelaşi ~omportarnent artificial ca ~t slll11tia (IV N) ,1li\inută 
pentru mediul zgomotos. Spre dcw,chirc de ard , a/., de accas1<i dat) 111 (IV 'i7) 
există ~i o park "ascunsă" d dq)CtH.k11\ci de/,., care se na~k di11 fop111I c,) aH1t 11 1 

cât şi 11:1 sunt funcţii de 111 ( dupii cum se poate scsin1 i11spcd:111d sistclllul cc11a\iilm 
de rată (IV53)). 

Pl·ntrn 1110111cnt, lasa111 la o paile d1sc11\(a 1mvi11d c\lsk11\a 1111ui .>und J~ 
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I )ino111ica locu/,; dc.l'!'/'l.1·11 Jl/"/11 cc11o{ii de rute, 

echilibru, ca şi pe aceea privind stabilitatea acestui punct de echilibru. În ipoteza 
regimului staţionar (numit şi "permanent", "steady-state" sau "de echilibru"), 
ecuatiilc de rată (IV53) se reduc la un sistem algebric omogen din care (cu ajutorul 
identităţii (IV42)) deducem 

n1e 

( cr + cr + crI.ll) I + _1 + _1 
T:J2 li T:;i2 T::11 

T21 a1n 

T32 (a + a + a.!:U.) I + _I + _1 
T32 n T32 T31 

aln 

( a + a + aI..:ll) I + -1 + -1 
T32 n T32 T31 

(IV58) 

Introducând n1e şi n:1e în (IV57), în urma unor calcule elementare, obţinem 

_l + ___!L_ 

k,,el = no<r ( r,., ) 6r„ 

a + a + aI..:u. I + -1 + -1 
T:12 /l 'T32 'T;H 

sau, folosind notaţiile 

(IV59) 

găsim 

ku 
km:.t = l + -1.u... ( I V 60) 

laat 

expresie care reprezintă forma finală a coejidentului neliniar de ahsorh(ie. 

Note: i) Deoal"ece În e;,,.pl"esia (J\J.60) ,:wem de a fnce n, 

c-tdi,nensional ....!.ll.../J I este cl,=11· că el pocde fi înlocuii ovfr·?u,. J 
•ut 

~-winfr-o definil"e convennbiln ,:l lui J.:utJ 

ii) lJe,,fru St~•n•H~le fo.-~rle slnl,e ( l n <....< J.~111) 

ce,'.n c,· ,u·nl,'l ,·,'; vnl.,, 11·,-·n ko •'Xf'•·i,1\1\ ,-,,,·ficit."nl"I ,I,~ nl•~,..-l,tit· p.-nlt·11 

~,•1n1,,1I,• sl,,L,.~. J>i11 1wi1n,, ,·,·1,ţfi,• ,1 :-iÎ~l,.•1n1,l1ii (,-!\! 1 ,')) 1•1d,·11, s,•::,Î..;-,1 

.,,,.,.,,,,i,·,·,·,, 11\h·,· ko şi ,-,,,·fi• i, 0 1\li1I lil\i,11· ,I,· ,,1,s,-..-l,fi,· J.:, ""''. 1\11\ ,•::,f,· 
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(IV6 I) 

l"ămânând mel"el,\ pozitiv. }\şadal'j odată CI,\ CV'eştel"ea i"'tensit/iţii 

In, medil,\I de p.,.opa9al"e devine. franspal"ent (neabso.,.bant). De;;i 

franziţia înfre l"eghnl,\1 de absol"bţie şi cel de franspal"enţă tu, 

este bl"l,\Scă, totl,\şi, valol"e.a intensităţii penfrl,\ cal"e. coeficienh1I 

de abso...bţie penfrl,\ semnale. slabe se ît,jumătăţeşte, se nwneş~e 

intensitate de. satl,\l"aţie Usat) şi mal"chează convenţional zon,~ de 

coml,\tal"e, 

iv) Cel pl,\ţin din l"aţil,\ni dimensionale, a dol,\a l"elaţie din setl,\I (J\!.59) se. 

poate scl"ie 

_l +-1 
I T32 T31 

satCT = _(_....ac.;a __ =---)-
1 + :?! + lli 

a T32 

1 
(IV62) 

măl"itnea Te este o măSl,\l"ă a l"atei CI,\ cal"e se desfăşoat'ă pl"ocesele 

dinamice cat4e Ît'\soţesc stal"ea de franspat'enţă. Penfru sisteme cu 

t'\ivele sl,\bţit'i (li= a) 

2 + lli 
T _ T32 

e - 1 1 -+-
T32 T31 

(IV63) 

5.2 Echilibrul dinamic la intensităţi luminoase mari 

Să presupunem că sistemele care interacţionează cu fascicolul lwninos sunt 
plasate într-un câmp optic foarte intens. În aceste condiţii, soluţiile (IV58) devin 

(T 1 
n1e = 

al+:?!'.+m 
a T32 

T:,n 1 
T:121 + !! + ~ 

<1 T;t2 

1 
(IV64) 

relaţii care ne conduc la o nouă expresie pentru coeficientul neliniar de absorbţie 

Ito 1 
(IV65) 
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I >i110111icn loculâ dcscn.,·â prin cc,w(ii dl' rot11 

În contrast cu valoarea obţinută în (IV61 ), acum, valoarea lui k,,, 1 este negativă 
(I11 >> 1 --+ l!.:,".11 << l) ceea ce face ca mediul să prezinte slabe proprietăţi 
amplificatoare. Această sensibilitate (fragilitate) a lui k,,d faţă de calea de 
introducere a condiţiei In --+ oo este o indicaţie a influenţei puternice pe care 
o are comportarea vmiabilă a lui 111 asupra populaţiilor n,, n:2, n:i-

În cazul în care T:2 1 ~ T:i:2 (adică, atunci când nivelu] energetic intermediar se 
goleşte mai repede decât i se fumizează noi sisteme) 

'11,',2e ~ O (IV.66) 

ceea ce arată că mecanismu] de interacţie tuncţionează ca şi pentru un sistem cu 
două nivele energetice. Dacă ţinem seama de soluţiile (lV.58), vedem că acest 
rezultat este general. 
Dacă admitem că avem de a face cu sisteme având 3 nivele energetice, atunci 

putem face două constatări interesante: 

• dacă este valabilă inegalitatea T:2 1 << T:1:2 şi dacă, în plus, nivele energetice sunt 
subţiri ( a = a), atunci populaţiile n 1e şi n:k sunt egale 

1 
"flJ<, '/1.:_ic = 2 
'/l.'21: ~ () 

• dacă T:2 1 = T3:2, atunci 

l 
n11, = n:2" = n:1i: ~-::: 3 

5.3 Specificul echilibrului dinamic 

Deşi în cazul staţionar ( ~ _-c_: O , i -=--- l, 2, 3) populaţiile normate devin valori 
constante (independente de timp), ceea ce se realizează în mod concret este un 
echilibru dinamic. El constă în aceea că sistemele care alimentează populaţiile II i 
sunţ mereu altele, în timp ce prin circuitul de dezexcitare neradiativă ( sau, mai 
con'.ct spus: şi prin acesta) se asigură atenuarea radia\iei incidente 

P~ntru a exemplifica aceste lucruri, să discutăm o schemă minimală tk procese 
sucrl.!sive care pot constitui un mecanism de absorb\ie. Din procesele iluslrali...: Jc 
Fig. I V4 vom re\ine absorbţia rezonantă şi procesele neradiative prin care populatia 
niveiului "3" se reîntoarce pc nivelul li.mdamcntc1L Accska din mmă vnr fi 
asociate într-un singur proces, aşa cum este ilustrat în Fig. I V6 

Ne propunem să determinăm valoarea intensităţii şi a populatiilm de echil 1l>1 u 
în ipoteza că în momentul initial 
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Figura 1V6: Schema proceselor minimale necesare mecanismului de absorbtie 

(IV67) 

întregul si.,tem fiind închis într-o incintă adiabatică (în cazul nostru este suficient 

ca pereţii să fie perfect reflectători). 
Din cauza constrângerii 

avem o singură ecuaţie de rată 

dn 1 l 
-_ = -n I a J.11 + n:i--; 
dt r· 

(I V68) 

În momentul atingerii stării de echilibru ( ~ -=--=- O), desemnând prin I,: valoarea 
intensităţii, avem 

l 

1 
_ aI,~r* 

--- .i. -- !/, I = 
aI,~r* + l 

(IV69) 

Este clar că l -n1e (adică·,, 1,.), măsoară variaţia populaţiei n ântre starea iniţială 
şi cea de echilibru şi trebuie să avem 

( I V70) 

ecuaţie care, împreună cu expresia lui n1c ne permite să ,)bţinem l~. 
Aşadar, pentru a se atinge echilibrul, radia\ia suteră o absorb\ie (in sensul 

rela\ici (IV54)) prin care 111 scade la valoarea I,: . Apoi, î11 fiecare interval E1t au 
loc Ho11.:1c ~: dezexcitări care, datorită crc~terii popula\iei nivdului fundanwntal, 
accentuează absorb\iile conducând la micŞl)rarca lui /,~- l\;ntru a Cl)llscrva 
constanta acestei valori, trebuie să aducem din afara cavitătii adiabatice c:xact 
11u11:1, ;.~ fotoni pc unitatea de timp. Cu alte cuvink, trebuie ~t1 in_jectăm lllt fascicol 
de intensitate / 11 /,~- AcL"sla va rL"aducc populaţiile celor Jouă nivck L'llL"rgt:tic(! 
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Dinamica locală descrisă prin ecua{ii de rată 

la valorile !or de echilibru (deş~, aces! lucru se face în mod evident prin excitarea 
altor sisteme absorbante) menţinând I,:. 

Dacă păstrăm schema proceselor din Fig.1V6, dar îndepărtăm cavitatea 
adiabatică, radiaţia de intensitate /,~ părăseşte zona ca efect al propagării. Este 
chu că în scopu] menţinerii populaţiilor de echilibru (IV69) avem de "adus din 
afară", în plus faţă de 111 - I~, un nou fascicol de intensitate I.~. 

În concluzie, pentru a realiza şi menţine populaţiile de echilibru (IV69), în 
condiţiile schemei de proces ilustrată în Fig.IV6 şi fără cavitate adiabatică, trebuie 
să "îmbăiem" sistemele absorbante într-un fascicol de intensitate ln, La echilibru, 
vom obţine un fascicol de intensitate I,: care, părăsind zona, poate fi folosit într-un 
loc imediat vecin, pentru a lansa o nouă schemă de acelaşi tip (im!)licând un alt set 
de sisteme). Ca efect, va rezulta o a doua valoare de echilibru I.~* cu ajutorul căreia 
procesul se poate repeta cu un pas mai departe în spaţiu. Aceasta este imaginea de 
ansamblu a feno))lenul ude absorbţie, rezultat prin înlănţuirea spaţială a proceselor 
locale de care ne-am ocupat. 

5.3.1 Absorbţia neliniară a sistemr:lor cu două nivele de energie 

Deşi absorbanţii saturabili pun în joc o schemă cu trei nivele de energie, uneori 
procesul de saturare a absorbţiei este o temă importantă chiar pentru sistemele de 
două nivele. Aşa se întâmplă în cazul laserilor ideali, care prezintă fenomenul 
de saturare a amplificării din cauza saturării absorbţiei. Rezultatele secţiunii 
precedente permit o abordare imediată a acestui fenomen. Ţinând seama de a doua 
relaţie a setului (IV69), expresia (IV.70) se poate scrie 

I I * I.* * n -- n (J" nr 
= no 

v O" I,:r* + 1 

sau folosind 1 = L 
' 

71 /111 

l':::,.J 1 
-- =-= n rrlv---* O aT• I l 

T ,i"j7" + 
Cum raportul din partea stângă exprimă variaţia lui / în unitatea de timp, adică 

rata de variaţie a intensităţii", el poate fi scris ca - ~~. În acelaşi timp, cu ajutorul 
notaţiilor 

hv 

l + __ , 
/.-.ut 

(I V7 l) 
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Ii: Jiw1.,pml!11(a i11dusă 

avem 
dl 1 k,() 

- - = k,.Jv--- 1 Iv = knetlV (IV72) 
dt " l + -' 1 + -

laat l,nt 

ceea ce demonstrează faptul că şi sistemele cu două nivele de energie manifestă 
absorbţie neliniară, deci prezintă fenomene de saturare. 

5.3.2 Evoluţia spre starea de echilibru în prezenţa unei intensităţi 
constante 

Folosind n 3 = 1 - n 1 în (IV68), găsim 

-=-n1 al+- +-dn 1 ( 1) 1 
dt n r* r* 

ecuaţie pe care o putem rezolva (în acord cu condiţiile iniţiale (IV67)) dacă 
admitem că In = canst. Soluţia este 

n1(t) = I ~ + ;
1
:r* exp [- (aln + ~) t] 

a nT + l a nT + l T 

şi vedem că ea îmbracă o formă asemănătoare soluţiei de echilibru n 1e numai 
pentru regimul asimptotic (t ~ oo sau t >> 1+ 7; • ). 

(T „T 

Tema 1.3 e~ ~ u.. oa.ts ~ ~ u.. 'Jif.IV6 /,;, u ~ emi4ia 

~ a) ~,JMCB!j, ~ ml.a.,,, J.aua. ~ Js ~ ~ ~"4 ~ Uf. 

CMS'nie =n3e = ½;/,.)IJ~că.tKdoaluea,~Js~&Jl.e.~cu~ 
JiA ~ Ja/,Q, u.. p,w,,a, ~ 'Udaljile (!IV.71). 

6. Funcţia de transmisie 
Să integrăm forma diferenţială a legii absorbţiei neliniare (IV56) sau expresia 

mai concisă (IV72). Întrebuinţăm metoda separării variabilelor 

(! + -
1
-) dl= -k0dx 

I ItJat 

Notând 

I(x =O)= hn 

(în loc de /o) după câteva manevre simple, avem 

( 
J ) h,1 ( J ) 

lu h, + l.~111 T: -- 1 
=.: 
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Anu/1zo t'('tw(lilor de ratâ 

'finând scama de relaţia de definiţie a funcţiei de transmisie 

T(:r) = I(:c) 
h„ 

care în mod evident ia valori pe interval ul [O, 1], găsim 

hn ln (T) + -· - (T - 1) = -kox 
l.rnt, 

(IV74) 

(IV75) 

Dacă admitem că ne plasăm în situaţia în care I sat ---t oo atunci orice câmp optic 
este mic. Să notăm prin Tu transmisia de semnal mic. Atunci relaţia (IV75) devine 

ln (To) = -kox (IV76) 

Punând (IV76) în (IV75), ajungem la ecuaţia implicită 

(T) hn ) ln - + - (T -- 1 = O 
Tcl lsat 

care descrie funcţia de transmisie T = T( fi" ) şi unde transmisia de semnal mic 
To joacă rolul unui parametru. Figura 1v1"t'fustrează această dependenţă pentru 
patru valori distincte ale lui T0 . 

o 10 20 4 

Figura IV7: Funcţia T ( J::·t) pentru diverse valori To 

După cwn se poate observa, chiar şi un mediu practic opac (To = 1 %), supus 
unui fascicol de intensitate hn = 501.wit devine transparent ( T > 90%). 

7. Analiza ecuaţiilor de rată 
Obţinerea soluţiilor sistemului algebric-diferenţial (IV53) este importantă atât 

pentru a putea preciza condi\iile de existentă a populaţiilor de echilibru (IV58), cât 
şi pentru a da o cslimar~ timpului necesar instalării unui regim permanent. 
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IV 1ra11spatt:11(a i11J11sâ 

Analiza acestei probleme dinamice este complicată deoarece, în afara siskmul ui 

de ecuatii menţionat, trebuie avută în vedere şi ecuaţia ( I V54 ), care tkscric 
comportarea intensităţii luminoase. 

7.1 Soluţiile ecuaţiilor de rată pentru intensitate constantă 

Pentru început, vom discuta rezolvarea sistemului (\V53) 1n cuul în caic 
intensitatea lwninoasă rămâne constantă. Celor trei ecuaţii de rată trebuie să le 
alăturăm identitatea (1V42), iar ansamblul obţinut trebuie să primească un set 
pertinent de condiţii iniţiale. 

7.1.1 Comutarea spre starea de transparenţă indusă 

Vom admite că ansamblul de sisteme absorbante se află pe starea fundamentală 
în momentul plasării sale în fascicolul luminos, deci 

Observăm că: 

n1(t 

n2 ( t 
O)= 1 

0) = U;j ( t = 0) = 0 (IV77) 

• a doua ecuaţie a sistemului (IV53) ne permite să deducem n:i = u:1(112 , 
1
'.~~

1 ), 

concret 

(
dn2 n2) 

'fl3 = T32 - + -
dt T21 

(lV78) 

• introducând expresia precedentă în a treia ecuaţie a sistemului obţinem Ht = 
n 1 (n2 , d~~2 , d~;~2 ) ceea ce înseamnă 

(IV79) 

Substituind expresiile n 1 (n2, d:Ji,2 , ~;;~2 ) şi n:1(u2 , ~) în prima ecuaţie din 
(IV53), găsim 

(IV80) 

cu 

1 1 1 
(l' -- + - + - + ( <T -~ <T) l 11 

T;ţi T;I:,! T21 

;J -- ( ~ + a + ?i) 111 I- --~- I ( I V 8 I ) 
T;11 T:.!I T21 T;11 T21 'f:1~ 

Soluţia lui (IV80) se obţine propunând 112 r., t'XP (rt). h:t1aila C,lldl'.11..'llstidi 
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Analiza ecua(ii/or de rată 

rezultantă conduce la rădăcinile 

o 

~ ( -a ± J a 2 
- 4/3) (IV82) 

de unde vedem că, dacă rădăcinile r 2,a sunt reale atunci ambele sunt ~j negative. 

lema 1.4 ~~că~ oa ecMa{ia ~ dă aiM. ltOJocw.J ,tea,/,s, ~ 

04/J ~ In, ~tl.ă/u,~coJ4ia 

(IV83) 

Tema 1.5 C~ ~ u,, oo-te ~ ~ dak/jiJe ~ ale ~IJ:ikvl. 
~4'~~/acapăi~actMIMJaa,. • 

Presupunând că r 2,:1 sunt rădăcini reale, soluţia ecuaţiei (IV80) este 

(IV84) 

Obset'Vaţie: &te L-\ŞOt" de văz1,ţtă că 

lirn n2 ( t) = C 
t-+oo 

ceea ce înseconnă că C = n2~. 

Ţinând seama de condiţia iniţială pentru n 2, putem elimina C din (IV84) 

n2(t) = A [exp (r2t) - 1] + B [exp (r3t) - 1] 

Punând această expresie în ( l V78) şi ţinând seama că n3 (O) = O, găsim 

(IV85) 

relaţie care ne permite să eliminăm coeficientul B care apare în n2(t) şi n:1(t) 
pentru a obţine 

n2(t) = A exp(r2t)- l - -(exp(r:1t) --1) [ 
,.2 l 
'/':3 

(IV86) 

1 (. -- l 
T:.!1 

( I Vh 7) 
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n: lht11.\pa,1!n{a indusâ 

ecuaţii la care se adaugă forma lui n 1 (t) aşa cum rezultă din (I V79), atunci cânJ 
introducem expresia lui n2(t). Astfel 

T3•) { r ( 1 ) ( 1 ) )] n 1(t) = A-- r2 l r2 + - exp (r2t) - r3 1 + -- exp (r3t 
a ln T21 T3721 

+ (_!__ + _!__ + aln) [(r2 + _!__) exp (r2t) 
731 732 721 

-r2 (1 + -
1
-) exp (r3t) - _!__ (1 - r

2
)]} (IV88) 

• T3T21 721 T3 

Folosind identitatea (lV42) precizăm valoarea constantei de integrare 

1 A=~----~--------~---~~ 
73l (~ - l) [-r~2 + (l + ?) -T~1 + -a}-n (-r2-1

1
T-31 + -T2-1

1
T-32)] 

(IV89) 

expresie în care dependenţa temporală a dispărut prin rearanjarea termenilor şi prin 
luarea în considerare a ecuaţiei (IV80). 

Tema 1.6 '!/J~ că .. 
lim n1(t) = n1ei lini n2(t) = n2ei lim n3(t) = n3e 
t->00 t-+OO t-+OO 

Pe baza inegalităţii 

A, B > O , a > b > O ==> 
(A+ B) exp (-at) < Aexp (-at) + B exp (-bt) <(A+ B) exp (-bt) 

putem nota că relaxarea unui proces tranzient, care depinde de suma a două 
exponenţiale, are loc după trecerea unui interval t = i- Cum b = rnin (a, b), 
urmează că în cazul soluţiilor n 1 (t), n2(t) şi n3(t), acestea ajung în regim 
permanent după trecerea unui interval de timp 

te = max ( _1 _1 ) = ---;=2== 
r2 ' r3 a - J a 2 - 4/3 

(IV90) 

numit timp de comutalt! spre absorbţia saturată. Merită notat faptul că In 
influenţează rapiditatea cu care are loc procesul de comutare. 

7.1.2 Rezolvarea ecuaţiilor de rată prin metoda matricială 

Notând cu 

0 t) = ( ;:~ ! g ) ; ¼ = ( :;:~ ! ~ l ) = ( ~ ) 
n:1(t) n:1(0) O 
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Analiza i:c11a(iilor de rată 

]\,f = 
( 

I I I -1 ) -a - --+a 
I/. T:.!t Ttt n 

0 __ I -
T21 T;12 

al O --1 - -1 - al 
n · T:H T32 1t 

ecuaţiile de rată (IV53) se scriu în mod compact 

---t ---t ---t 

d --+ --+ 
-V(t) = M • V(t) 
dt 

(lV91) 

(IV92) 

Fie Vi, V2 , ½ vectorii proprii ai matricii M, pentru valorile proprii -\1, -\2 , -\:1 
----; ---t 

M • ¾ = Ai • ¾ , i = 1, 2, 3 

Componentele acestor vectori ne ajută să construim matricea 

F = ( ½ ½ ½ ) = ( ~: tt: ~: ) 
Vrn ¼3 l'33 

(IV93) 

şi inversa ei p-1. Teoria generală ne asigură că 

Md=PMP-
1

= (t ~2 t) (IV94) 

încât, înmulţind ecuaţia (IV92) cu F şi notând 
----; ----t 

W = FV(t) (IV95) 

avem 
d ----+ --+ --+ 
dtW = FMF- 1 

• FV(t) = Md· W (IV96) 

ecuaţie care se integrează imediat 

---t ( Aexp (-\1t) ) 
W(t) = B exp (-\2t) 

C exp (-\3t) 
(lV97) 

Din (IV95) 
-► ----; 

V(t) = p- 1 W(t) (lV98) 

expresie pe care o adaptăm condiţiilor iniţiale prin 
-·➔ ~ 

V(t = O) = Vc, (IV99) 
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TV. 'Jransparen(a indusă 

7.1.3 Revenirea la absorbţia de semnal mic 

La încetarea semnalului luminos (ln = O), mediul, care se află în regim 
pennanent, revine către starea fundamentală. Pentru a trata această trecere avem 
de rezolvat sistemul 

Pentru condiţiile iniţiale 

dn1 

dt 
dn2 

dt 
dn3 
dt 

O)= n1e 

O)= n2e 

O)= n3e 

La echilibru, caracterizat prin n1 = n2 = n3 = O, populaţiile sunt 

n1 = 1 ; n2 = n3 = O 

(IVIOO) 

(IVI Ol) 

(IV102) 

aşa după cum se vede începând cu a treia ecuaţie a sistemului (IVIOO), considerând 
apoi pe cea de a doua, şi utilizând-în final (IV42). 

Pentru n 3 este clar că avem de a face cu o relaxare combinată (spre nivelele "2" 
şi " I ") a populaţiei de echilibru 

n3(t) = n3e exp [- (J... + J...) t] (IV.103) 
T31 T32 

Potrivit celei de a doua ecuaţii a sistemului (IVIOO), populaţia n2 urmeaz.ă 

o scădere ca urmare a procesului neradiativ "2" ---+ "1" la care se adaugi o 
comportare similară a lui n3(t). Din acest motiv alegem 

n2(t) = no exp (--
1 t) + :noo exp [- (_!._ + ...!...) t] 

T21 T31 T32 

urmând ca no şi noo să fie precizate prin impunerea condiţiilor iniţiale. Efectuând 
calculele necesare găsim 

ISO 
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n3c [ ( 1 1 ) l - • _exp--+-t 
732 ( T!1 + T!2 - T~t) 731 732 

Pentru n 1, putem scrie 

n1 (t) = 1 - n2(t) - n3(t) 

fără a mai scrie şi forma explicită a acestui rezultat. 

(IV104) 

Repetând raţionamentul folosit pentru procesul de comutare, vom defini un timp 
de revenire a materialului la starea sa "normală" (decomutare) prin 

--rmn - -+-1 • (1 1 1) 
td - 721 ' 731 732 

(IV105) 

7.1.3.1 Procesarea pulsurilor de lumină Existenţa timpilor te şi td permite 
modificarea formei şi duratei pulsurilor de lumină. Figura IV8 ne ajută să 

înţelegem principiul acestor acţiuni. 

I 
I in 

o tl t2 t 
T 

Tu 
r 

I 

o I t 

Figura IV8: Modificarea duratei sau formei unui puls luminos 

În partea superioară a acestei figuri este reprezentat un puls dreptunghiular de 
lumină care durează t2 - t 1 secunde. Urmare a procesului de saturare a absorbţiei 
pulsul luminos are o formă ca cea ilustrată în partea inferioară a figurii IV8. Este 
clar că t2 - te < t2 - t1 ceea ce înseamnă o scurtare a pulsului luminos. 

7.2 Dinamica neliniară descrisă prin ecuaţiile de rată 

7.2.1 Observaţii introductive 

Atunci când intensitatea luminoasă este tratată în mod realist, luând în 
considerare dependenţa / 11 =: / 11 (t), soluţiile sistemului fonnat din ecua\iik 
(IV53), (IV42) şi (IV54) pot prezenta caracteristici neaşteptate. 

7.2.1.1 Un prim aspect. Una dintre complicaţiile posibile constă în aceea 
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că in pofida legăturilor dctenniniste existente între variabile, prin comportamentul 
lor soluţiile pot să impună totuşi o severă limitare a capacităţii de predicţie asupra 
stărilor ulterioare ale sistemului, în timp ce precizarea parcursului spre starea 
iniţiala a sistemului (retrodicţia) poate deveni imposibilă. O asemenea situaţie 
este desemnată prin sintagma "haos determinist". 

Pentru a da o ilustrare a modului în care ecuaţiile de rată pot da naştere unor 
asemenea consecinţe, să revenim la (IV53) în care, folosind (IV42), alegem drept 
funcţii independente: n 1, n 3 şi In- Astfel, ecuaţiile de care ne ocupăm sunt 

!!:_n1 --n1 (aln + _!_) + 1t3 (_!_ - _!_ + aln) + -
1
-

dt T21 T:31 T21 T21 

!!:_n3 n1aln - ·n3 (_!_ + _!_ + aln) 
dt T31 T32 

! In nov [ ( <1n3 - ,:mi) I,. + :: ] (IV 106) 

O soluţie particulară a sistemului se exprimă prin relaţiile 

n1 n1 (t, Io, nw, n30) 

n3(t, Io, nw, n:10) 

In(t, Io, ·nw, n30) (IV107) 

şi reprezintă o "traiectorie" în domeniul tridimensional (n1, n 3 , I,i). Dacă 
admitem că urmărim evoluţia unui sistem fizic care prezintă un comportament 
dinamic obişnuit, atunci, orice mică variaţie a valorilor iniţiale (/o, n10, n3u) -t 

(10 + b/0 , nw + 6n10 , n3u + bn30 ) produce o traiectorie nouă, care se păstrează 
permanent în vecinătatea traiectoriei iniţiale. În cazul specific al ecuaţiilor 
(IV106), cuplajele neliniare (prezente prin produsele n 1In, n 3l.11 ) pot afecta 
sever comportarea traiectoriei "variate" care, după ce originează în vecinătatea 
traiectoriei de "referinţă", se poate îndepărta rapid spre o altă direcţie ( de exemplu, 
chiar la scara infinitezimală, separarea între cele două traiectorii poate urma o lege 
exponenţială). Cele două posibilităţi sunt ilustrate în figura IV9. 

Aceeaşi figură, poate sluji unui comentariu important. Sit ne imaginăm un 
sistem fizic a cărui stare iniţială poate fi cunoscută doar cu o precizie limitată. 
Starea sa iniţială poate fi reprezentată de oricare dintre punctele ariei ! 2 . Dacă 
sistemul urmează o dinamică "tradiţională", atunci nu este dificil sti p1ev~dcm 
că la momentul t I acesta se va afla în domeniul 2. Dacă însă sist..:mul urmează 
o dinamică neliniară, atunci impreciziu ini\ială ne impit!dică să preveJcm slart:a 
sistemului la momentul t 1, diversele puncte ale ariei n putând ctmducc sistemul 
spre stări complet distincte. Acest c:-;cmplu ilustrează mecanismul care limitează 
capm.:ilaka de prcdiqie a compo1Li1ii sistenidor dinamice lh:liniaic 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Analiza ecua(iilor de rată 

Figura IV.9: Evoluţia traiectoriilor vecine pentru sisteme dinam
ice traditionale (a), respectiv neliniare (b) 

7.2.1.2 Al doilea :'spect. Complicaţiile structurale ale sistemului (IV106) 
pot fi puse în lwnină şi dacă investigăm problema regimului permanent. 
Observăm că primele două ecuaţii sunt satisfăcute în mod identic de către 

populaţiile de echilibru (IV.58) ( expresii care ramân valabile), în timp ce ultima 
relaţie se pune sub forma 

- al.n no = O 

( a + a + a I11.) 1 + -1 + -1 T32 
r:12 n r32 r31 

(IV.108) 

conducând fie spre soluţia banală In = O, sau spre r 32 -+ oo, dacă vrem ca In 
să nu fie constrâns. A doua alegere înseamnă că nivelul "3" este absolut stabil 
faţă dt nivelul "2" (în mod echivalent, putem spune că dezexcitările 3-+2 sunt 
imposibile). Prin unnare, în absenţa mecanismului de alimentare, nivelul "2" va fi 
ignorat de dinamica populaţiei, ~omportarea sistemului de trei nivele fiind identică 
cu cea a unui sistem de două nivele. 

În acest context, dacă admitem să lărgim puţin numărul proceselor care participă 
la dinamica inte-nsităţii, apare o situaţie inedită. De exemplu, punând 

şi folosind populaţiile de echilibru, din i. 111 ::= O deducem 

J., [c1(,H IT) T:12 + trT,ijJ,. + E (] + ~:::) - truo] ~ () 
încât regimul permanent poate apărea pentru două valori ale intensităţii 

1,, () 
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IJ(Tll.()~ E ( 1 + ~) 
E [(rr -1- a) T:t~ + rTT2i] 

Este evident că, din motive fizice (legate de c0ndiţia I 11 ~ O), în expresia 
precedentă trebuie respectată inegalitatea 

rezultat care poate fi pus în legătură imediată cu teoria zgomotului emisiv discutată 
în Secţiunea 4. Urmărind efectul mărimilor care limitează valoarea superioară a 
lui E, constatăm că r 32 ~ oo => E ~ O, ceea ce înseamnă că dacă transferurile 
de populaţie între stările 3 ~ 2 încetează, atunci intensitatea ln atinge valori 
staţionare fără ajutorul nici unui proces suplimentar 

7.2.1.3 Elemente generale Contrastul între complexitatea comportamentală 
a ecuaţiilor de rată şi structura lor matematică aparent simplă, a determinat iniţierea 
unor cercetări sistematice. Pe măsură ce s-a constatat că sistemele dinamice 
neliniare sunt surprinzător de bine reprezentate în mai toate domeniile fizicii, 
interesul a fost extins şi către acestea. Cu timpul s-a produs o sistematizare a 
metodelor de investigare, ceea ce a determinat constituirea unui nou domeniu 
ştiinţific numit analiza dinamică neliniară. 

Raportat la vârsta tri-centenară a dinamicii newtoniene, originea studiilor 
sistematice de dinamică neliniară nu trebuie căutată mai devreme de începutul 
anilor 70. Această situaţie discrepantă se datorează în principal legăturii intime 
pe care metodele de studiu ale dinamicii neliniare le au cu tehnicile numerice 
de investigaţie. În sens strict, aplicaţiile necesitau calculatoare performante. 
Totodată însă, substituirea tehnicilor matematice tradiţionale cu tehnicile numerice 
a provocat o reacţie de contestare. Atitudinea de respingere s-a datorat şi faptului 
că dacă în domeniul dinamicii tradiţionale suntem obişnuiţi să apară anumite 
grupări naturale ale sistemelor fizice, care favorizează generalizările, în dinamica 
neliniară asemenea situaţii sunt rare. Din acest motiv, rezultatele oricărui studiu 
rămân strict legate de specificul sistemului investigat. 

Cu toate acestea, din ansamblul rezultatelor s-au putut desprinde unele 
generalizări, care au îmbunătătit imaginea asupra comprn1amc11Lului dinamic al 
sistemelor fizice. 

Probabil că cel mai important rezultat constă în predzaiea ansamblului de 
mişcări permise sistemelor dinamice ( conservative sau disipative) în vecinătatea 
configuraţiilor (stărilor) de echilibru. Aceste mi~cări se reduc la m111jtoardi.: trei 
categorii: periodice, e11asi-pcriodice şi haotice- ( sau st uri 1„1sl1'- ~· ). f n µa11icubr, 
capacitalca sistemelor ddaministc ( ~i mai aks a cdo1 cunsL"1 v;1t ivc) de a pa 1..·/~llta 
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comportament haotic a fost ""omologntă'' cu mare greutate. Acceptarea s-a făcut 
abia spre începutul anilor '80, după serioase controverse. 

Chiar şi ulterior, această trasătură a reu~it să-şi păstreze doza de stranietate. Ea 
se manifestă în primul rând prin efectul surpriză pe care îl provoacă asupra celor 
care se află la primul contact. Apoi, străbate din grija specialiştilor de a nu rata 
o bună "punere în scenă". Ca dovadă, una dintre referinţele deja clasice, ţine să 
sublinieze că " ... deşi atât ecuaţia Duffing cât şi cea Van der Pol au fost studiate 
vreme de decenii, totuşi nici o referinţă standard asupra vibraţiilor ne] iniare nu 
menţionează existenţa soluţiilor haotice". 

Este interesant să notăm că sistemele fizice aparţinând teritorului dinamicii 
nelinir.re nu prezintă neapărat caracteristici "exotice". Figura IV1 O ilustrează două 
asemenea cazuri, în care forţe disipative sau neliniare amo:isează oscilaţii periodice 
(în lipsa oricăror forţe periodice propriu-zise). 

---+ 
---+ 
---+ 
---+ 

(a) (b) 

Figura IVIO: Excitarea unor osciiaţii periodice prin forte disipa
tive (a) sau neliniare (b) 

În cele mai multe cazuri, şi ecuaţiile (IV106) intră în această categorie, 
mijloacele teoretice de tip sintetic sunt depăşite de complexitatea matematică 
realizată de conexiunile neliniare ale sistemelor Din acest motiv, studiul general 
al ecuaţiilor de rată (IV.106) nici nu a fost realizat până în prezent. Pentru a 
ilustra modul în care funcţionează schema dinamicii neliniare vom face o succintă 
descriere a structurilor teoretice, urmată de exemplificarea concretă a modului de 
lucru folosind cazul unui sistem de ecuaţii derivat din (IV.106), şi care modelează 
funcţionarea laserilor cu două nivele. 

7.3 Conceptele dinan1icii neliniare 

În multe cazuri, prezenta mecanismelor de disipare sau a elementelor de 
ndiniaritate prezintă o limitare spaţială. Exemplele cele mai elocvenk sw1t 
fumizate de oscilaţiile foqak ~i/sau amortizate, sau de către siskmde periodice 
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sau multiperiodice (mişdtri care se restrâng în mod natural la o anumită n..:giu11e 
spaţială). Majoritatea prezentărilor folosesc aceste categorii pentru a ilustra 
metodele şi conceptele fundamentale ale dinamicii neliniare. 

Mişcările studiate în dinamica tradi~ională au câteva trăsături pe care le putem 
descrie în felul următor: fiecărui set de condiţii ir:iiţiale îi corespunde o anumită 
traiectorie pe care sistemul fizic o urmează de la bun început (adică fără regim 
tranzient) şi pe care se menţine rară limită de timp. Atunci când condiţiile iniţiale 
sunt modificate, rezultatul constă într-o nouă traiectorie care nu se intersectează cu 
precedenta. Cele două traiectorii sunt echivalente între ele, în sens1.d că sistemul 
fizic se poate menţine pe oricare dintre ele, la infinit. O eventuală perturbaţie 
modifică traiectoria sistemului fără elemente de tranzienţă sau tendinţe de revenire 
la traiectoria iniţială. 

În cazul neliniarităţilor sau a mecanismelor disipative, dinamica are un specific 
diferit. Cele mai cunoscute trăsături sunt asociate mişcărilor tranziente şi a celor 
de relaxare. În particular, dacă un sistem dinamic disipativ este lansat dintr-un 
punct iniţial arbitrar, el asumă o mişcare de "relaxare" prin care tinde spre una 
dintre următoarele stări: 

• echilibru (reprezentat în spaţiul fazelor print-w1 punct); 
• mi~·care oscilatorie sau de "ciclu limită" (reprezentată în spaţiul fazelor 

printr-o curbă închisă); 
• mi~·care cuasi-periodică (reprezentată în spaţiul de fază tridimensional printr-o 

suprafaţă). 

Aceste trei tipuri de ţinte ale mişcărilor de relaxare sunt numite a truci, wt clasici. 
Aşa cum am indicat pentru fiecare caz, aceşti atractori corespund hi univoc cu câte 
un obiect geometric în spaţiul de fază al sistemului fizic (punct, curbă închisă, 
suprafaţă). 

Când obiectul geometric din spaţiul fazelor este o mul{ime ji-l1ctalâ (fi-l,cta/), 
atunci el reprezintă un atractvr straniu. Numai mi~carea sistemelor Jinamice 
neliniare poate prezenta o asemenea situaţie, fără corespondent în cazul sistemelor 
conservative. 

Spaţiul matematic în care se dezvoltă tehnicile dinamici 11di11ia1c csk ·'Jh1(111l 

ju::elor asociat sistemului fizic studiat. 
Descrierea matematică a sistemelor dinamice se poate face pc 11...:1 ca1. Cca mai 

"ban:..ilă" este descrierea prin ecua\ii diiercn\iale. În acesl c.11, w1 .insa111blu (k 

stări iniţiale contigue (puncte) din spa\iul fazdor vor rcprc:1.cnta oi igi11~a unui 
fascicol de traiectorii care vizuali:1.cază n cwgt'lt' (sau un c11w111 - ·11 /low • ). 

Alternativ, este posibil ca dcscricrca sistemului dinamic sa se Iaca p1 in ccuatii cu 
Jifc1c11\c finik. /\tunci, spa\iul tuclt>r va ilustra lu1r~1 J>olf/("dft (111.1;1,· ). () a treia 
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posibilitate este oferită de întrebuinţarea ecua(iilor dinamice simbolice. 
Prin investigarea câtoiva sisteme dinamice neliniare simple, considerate drept 

paradigmatice pentru întregul domeniu, s-a ajuns la concluzia că dacă spaţiul 
fazelor este tridimensional (sau mai mare) este întotdeauna posibil să găsim valori 
ale parametrilor care conduc sistemul fizic către un comportament haotic. În cazul 
când spaţiul fazelor este bidimensional ( dimensiunea minimală), comportamentul 
haotic nu este conţinut în mod intrinsec în sistem dar poate fi provocat din afară, 
prin intermediul unei excitări periodice. 

În cazul că descrierea sistemului fizic se reahzează prin ecuaţii diferenţiale, 
atunci dezvoltarea analizei dinamice neliniare implică urmatoarea schemă: 

7.3.1 Etapa I 

Ecuaţiile diferenţiale trebuiesc aduse la forma unui sistem de ecua(ii diferen(iale 
de ordinul întii 

d -----+ -----+ -➔ 
-x = F(x) 
dt 

(IV I 09) 

unde ? este un vector ale cărui componente coincid cu variabilele de stare ale 
--➔ 

sistemului, în timp ce funcţia vectorială F nu depinde în mod explicit de timp 
(sistem autonom). 

7.3.2 Etapa II 

Pentru a obţine (IV] 09), poate fi necesar să eliminăm variahila temporală din 
--➔ 

F (atunci când ca apare explicit). Acest efect se atinge prin introducerea unei 
variabile suplimentare. 

7.3.3 Etapa III 

Stabilirea punctelvrde echilibru (numite şi "pw1cte fixe") care satisfac condiţia 
~~? = O, sau, în mod echivalent, rezolvarea ecuaţiei 

-··➔ ·-·-+ 
F(1:)=-=0 (IV 110) 

7.3.4 Etapa IV 

Analiza stahilitâ(ii în vecinătatea punctelor fixe (da.\·{/icmt'.ll 111111ctdor_!i.w ). 

Notând prin it w1ul dintre punctele de echilibru ale sistemului (solutic a ec11atiilor 
(I V. I I 0)), vom scrie 
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încât (IV 109) devine 

d---------t ---------t ---------t ---------t 

dt ~ = F ( Xe + ţ, ) (IVIII) 

---------t 

Liniarizând funcţia F în punctul X: (folosind dezvoltarea în seric Taylor până în 
ordinul întâi) 

putem rescrie (1 V 111) 

Wlde matricea 

J= 

d ---------t ~ -e =J· e 
dt 

81F1 8'1.F1 

81F2 oiF2 

D, F,, fJ.2F,, D,J,'n 

(IV112) 

(IVIIJ) 

în care ai _ a!,, trebuie calculată în punctuJ i::;. Astfel, .I (care exprimă 
Jacobianul funcţiilor ~(x1, ... , xn)) devine o matrice numerică. 

Forma ecuaţiei (IV 112) sugerează căutarea unor soluţii de tipul 
~ ~ 

~ = eo exp (st) (IV114) 

prin intermediul cărora, (IV112) se transformă într-un sistem omogen de ecuaţii. 
Pentru ca sistemul să permită mai mult decât soluţia banală, exponentul .-; trebuie 
să satisfacă ecuaţia caracteristică 

det ( ./ - sU) = O (IVll5) 

în care U reprezintă matricea unitate. 
Tinând seama de legătura rădăcinilor ecuaţiei caracteristice cu soluţ1ik (I V 112 ), 

este clar că natura acestor rădăcini determină proprietăţile punctului fix investigat 

7.3.4.1 Cazul bidimensional. Clasificarea punctelor fixl'. poale ft 
exemplificată pc cazul sistemelor care evoluează într-Lm spaiiu de faL.ă 

bidimensional. Este u~o• să observăm că pentru asemenea sisteme ccua\ia 
caracteristică (I V 115) este o ecuaţie de gradul do 1. Astfel, (IV 112) poate produce 
111111rni două soluţii 
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Cu ajutorul notafiilor . ' 

vom avea 

.J 

Tr(J) -
dct(.J) -

D(J) 

A11.-1l1-:i1 ec11u(11lor de ratâ 

(
a11 nu) 
<l21 <L22 

a11 • an -- ai'.!· a:.!1 

T,'2(.J) - 4dd(.l) 

Tr(J) ± JT,2(J) - 4det(J) Tr(J) ± Ji5[J) 
s -----~------------~--1,2 - 2 - 2 

(IVll6) 

(IV 117) 

Este important să notăm că solutiile (IV.117) joacă un dublu rol. Pe de o parte 
ele precizează traiectoriile (IV.114) dar în acelaşi timp, ele exprimă valorile proprii 
ale matricii J , aşa cum ar rezulta din fonnularea standard 

--t --t 
J · e 1 2 = .i; 1 2 • e 1 2 (IV 118) 

' ' ' 
în care~ desemnează vectorii proprii. Ţinând seama de faptul că matricea J 
nu are nici o constrângere în virtutea căreia să fie autodjunctă, valrn ile proprii 
rezultante vor fi reale numai ocazional. 

Să presupunem că is1j < 1. Atunci, un punct situat în pozitia 

~ --➔ 

~ = Ct 

fată de punctul fix X: (fiind la distanţa Ie;· 1 ), evoluează în sensul apropierii de :r; 
deoarece 

I J • e7 i = 1.<; ii · I e7 I < I e7 I 

Câta vreme dinamica sistemului se păstrează în vecinătatea lui x: , procesul de 
apropiere va continua. Această caracteristică de mişcare arată că dacă I:; 1 I < 1, 
atunci punctul ;,:; este w1 punct stabil pentru dinamica sistemului. 

Dacă l..,il > 1, atunci, pe o cale similară cu precedenta, putem arăta l:ă .1:,'. 

reprezintă t111 punct instabil. O a treia situat ie este cea în care I:; 11 -- 1. Accsl 

caz dcfine~:lc un punct fix neutru, a cărni stabilitate trebuie analizată in ddal1u 
recurgând explicit la ekml;ntelc neliniare ale dinamicii. 

În ~oncluzic, caractc, i~,11cilc stabilită\ii punctelor fixe pentru care 1-i;I ,~ I sau 
: ',I <' 1 . numite 1n 111('lt' '"t>erholice, sunt identice cu cele deduse prin lint:aril' .. .11~a 
(IV 112 1. Cazul I,. ! l Jdinc~k / n111cle/(· fi \L' de li/ J di11tic ale sistemul 111. 

p,·nlrn l:atC anal 11.a stal 1il 1taţii se fon.: cnnsidcn111d li 1! nia knm ni lor can.: c:xp11ma 
kgflturik m:li111;1(e 
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Pornind dt.: la natura \'i.dorilor pmp1 ii 8, argumcntdc anterioare permit 1.1 

clasificare a punctelor rixc din pc,~;pcctiva diverselor tipuri de echilibru. Astfel: 

• Dacă în mod simultan 1.-; 1 I < I şi ls:.!I < I , ambde valori fiind reale, atunci :(,~ 
este un nod stabil ; 

• Dacă în mod simultan J..,- 1 I > l şi J..,- 2 J > 1, ambele valori fiind reale, atunci .,·,' 
este un nod instabil; 

• Dacă în mod simultan l,<; 1 I < l şi j.-;2 1 > 1, ambele valori fiind reale, atunci r, 

este un punct ~a (saddle) ; 
• Dacă 8 1,2 = a + ib = p (\XP iy?, atunci x; este un pum.:t ji1cul sau spiral. 

În spaţiul bidimensional de fază, forma traiectoriilor în vecinătatea puncldor 
fixe este ilustrată în figura IV] 1. 

nod stabil nod instabtl 

saddle (sa) focar 

Figura IV1 I: Traiectoriile în spaţiul fazdor în vecinătatea unui 
punct stabi I (a), instabi I (b), şa ( c) şi focal (d) 

Folosind notaţiile introduse prin rela\iile (I V 118), aceea~i clasificare poate fi 
prezentată în modul următor: 

• ch!t.(.l) < O 

VTr( .I) 81 ,2 f.~ U _.,., · .-;2 "- O Punct saddle (şa); 

• dd.(.l) =:~ O 

VJ'r(.J) Matriceu ./ nu este inversabilă Caz ncdcte1111i11at; 

• dd.(./) :_.,, O 
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Anolr:::a t:c1w(1ilor dl.' ra1â 

{ 
D(J) < O ,-;1,2 sunt compkx co11iug,1lc Fncm stabil~ 

Tr(.J) < O D(J) > O 8 1,2 E R Nod stnbil; 
Tr(J) = O D(J) < O s 1,2 sunt pur imaginare Ct.:ntrn~ 

- D(J) > O s 1,2 E R Nod mstahal~ 
Tr(J) > 

0 
{ D(J) < O s1,2 sunt complex conjugal~ Foctt~ instabil~ 

Aceste rezultate pot fi reprezentate în mod compact a~a cum arată figura 1 V 12. 

~

·rsaddle 
· (sa) 

~, 

Tr(J) 

Figura IV12: Tipul punctelor fixe în raport cu invarianţii matricii J 

Alături de aceste trasături, este important să observăm că rata de variaţie a 
---)> ---)> 

voi umul ui în spaţiul fazelor este controlată de div F = Trace ( J). Dacă div F = 
O atunci volumul ocupat de sistem în spaţiul fazelor nu se schimbă în raport cu 
timpul, ceea ce corespunde comportării unui sistem conservativ. În cazul în care 

'-+ 
di-u F < O, atunci volumul ocupat de sistem se micşorează ceea ce indică prezenta 
proceselor disipative. 

7.3.5 Etapa V 

Anali::a bijim.:a(iilor care constă în unnărirea modificării numărului punctelor 
de echilibru sau a tipului de echilibru a unui punct fix, în funcţie de valorile 
parametrilor 

7.4 Laserul cu două nivele de energic. 

Pi:ntru a da o ilustrare a modului de realizare a unei analize dinamice neliniare, 
ne propunem să tratăm cazul unui sistem descris prin două ccua\ii de rată 
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I V '/i·ampwt:11~a il/d11sâ 

7.4.l Prcci'larea sistemului de ecuaţii 

Discutând eetmţia (I V 108), am notat că sistemul de trei nivele descris prin 
(IVl06) se comportă ca un sistem cu două nivele atw1ci când r 32 --+ oo. Totuşi, 

din cauză că într-un asemenea caz populaţia nivelului "2" este pennanent nulă, 
este adevărat şi că 

(IVl19) 

Or, a doua eCl'atie a sistemului (IV53) coincide cu (IVI 19) dacă, pe iângă 
r32 --+ oo, este a<levarat şi că r2 1 - ➔ oo. Perechea condiţiilor impuse mărimilor 
T32 şi r21 produc acelaşi efect ca şi 

d 
dtn-i(t) = n2(t) = O, Vt 

deci, sunt matematic echivalente. 
În acest foi, ecuaţiile (IV106) devin 

cărora li se adaugă 

d 
-ni 
dt 
d 

-r1,3 
dt 
d 
dtln 

Introducând notaţia 

n1 + n3 = 1 

n3 - n1 = ~n 

(IV120) 

(IV121) 

care exprimă inversia populaţiei normate între nivelele "1" şi "3 ", şi apelând la 
(IVI 21 ), deducem 

1-~'/t 

2 
1 +~n 

2 

Pe baza acestor relatii, sistemul (IV120) se reduce la următoarele două ecuaţii 

d , _ _ 1 + ~u 
-
1 

(~u) - -- (a -- a) I11 - (a+ a) I11 ~n - ---
< t T31 
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ti 
--1 
lt 

n 
( , 

Am1/i::,1 cc1111(11/or de rarâ 

În continuare, vom simplifica aceste ecuaţii desconsiderând efectul emisiei 
spontane în a doua ecuaţie şi punând <T = a 

d l + tln 
- (tln) -2alntln - ---
dt T31 

d 
-In nu-ua Intln 
dt 

iar dacă introducem notaţiile 

n nolln 

b 
1 + lln 

T31fln 

găsim 

d 
-n - 2anln - bn 
dt 
d 
dtln vanI11 

Pentru ca acest sistem cu două nivele energetice înguste să permită generarea 
laser, trebuie să mai posede două elemente: 

• un mecanism de pompaj direct al nivelului superior (diferit de absorbţia de 
radiaţie), care va interveni în prima ecuaţie~ _ 

• un rezonator optic, care aici este prezent numai prin imperfecţiunile sale, adică 
prin pierderile de radiaţie, de care va ţine seama a doua ecuaţie. 
În acest fel, obţinem forma finală a ecuaţiilor care modelează procesul neliniar 

d 
-n 
dt 
d 
-In -
dt 

JJ -- 2an1n - bn 

-1111 + vanl.n 

7.4.2 Stabilirea punctelor fixe 

(IV.122) 

În ipoteza că pompajul 11 şi pierderile !J,, sunt independente de timp, sistemul 
(IV.122) este autonom şi putem trece la stabilirea punctelor fixe. 

Pornind cu cea de a doua ecuaţie a sistemului putem stabili perechea de soluţii 

{ ;,11 -~ 
1'<1 

193 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



IV 7ransparen(a indusă 

cărora, prima ecuaţie le asociază 

{ 
n = t 
ln = {1 (P - ;; ) 

Astfel, punctele fixe ale sistemului (IV122) sunt 

1 

2 

p 
n=-·ln=O b , 

n = .2..; ln = _!!__ (P - lry) 
va 21 va 

(JV123) 

Este clar că din motive fizice intensitatea luminoasă este o mărime pozitivă 
(ln > O), aşa încât al doilea punct fix poate să existe numai dacă pompajul satisface 
condiţia 

lry 
p>

va 
(IV124) 

Experimental există posibilitatea unui controlul direct asupra pompajului p. 
Din acest motiv, acest parametru poate fi considerat drept variabilă independentă, 
în raport cu care să studiem evoluţia punctelor fixe ale sistemului dinamic. 
Rezultatul, reprezentat prin funcţiile n(ţ) şi ln(t ), este conţinut în figura IV13. 
Zonele n 1 şi 11 desemnează domeniul de excursie al primului punct fix odată cu 
variaţia lui p (n2 şi havând o semnificaţie similară pentru cel de al doilea pWlct 
fix). 

n 
'Y 

+---------
V O 

o b'Y 
vo 

p 

I 

o b'Y 
vo 

p 

Figura I V.13: Evoluţia sistemului dinamic între cele două pw1cte 
fixe în funcţie de valoarea pompajului 

Este simplu de verificat că în punctul de racordare p = ~ graficele SWlt 
va' 

continue 

{ 
u (h) -'-'-'- lb(h) :..:.: ...1... 

I vg, - l/{J 11a 
l (Ei) ····· l (!!l) - O 

,1 I lltT - n:.! 1,(1 --

Din pwu:t de vedere fizic, se poate remarca faptul că pentru valori dt:: pompaj 
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Analiza ec11a(11/ur de ratâ 

mai mici decât 7, = ~ , sistemul nu emite radiaţie, 111 (,,) ::::_: O. Se spune că 
sistemul se aCTă sub pragul de generan! laser. La valori de pomp1:tj supcriore 
pragului, apare efectul de emisie luminoasă, care creşte proporţional cu p. Aceasta 
indică transfonnarea întregii energii de pompaj în radiaţie laser În acelaşi timp, 
din graficul n(p ), observăm că sub pragul de generare, inversia creşte proporţional 
cu pompajul, unnând să primească o valoare fixă, odată cu începutul procesului 
de emisie laser 

7.4.3 Studiul stabilităţii (tipul de echilibru al punctelor fixe) 

Relaţiile definitorii pentru sistemul dinamic sunt exprimate prin ( I V.122 ), iar 
variabilele de stare sunt n şi In. Începem prin a calcula matricea .l. Potrivit 
definiţiei (IV.113) 

J _ ( -b - 2al11 -2a·11. ) 
- vo-In -, + van 

7.4.3.1 Studiul primului punct fix Folosind coordonatele (f ,O), găsim 

p (-b -2aE ) 
11 = J(b ,O)= O -, ~ vaţ (IV.125) 

de unde calculăm 

O relaţie extrem de utilă, care uşurează urmărirea evoluţiei primului punct fix 
pe diagrama din Fig. IV12 este 

det(J1) = -b [Tr(J1) + b] (IV 126) 

legătură care rdese uşor pe baza primelor două ecua\ii de mai sus, dacii exprimăm 

din fiecare va(~ - p ). 

Păstrând valoarea pompajului drept parametru, putem trage următoarele 

concluzii: 

• deoarece D( Ji) > O Vµ, clasificarea ilustrată in figura IV. I 2 arăta că primul 
punct fix nu poate fi decât un nod stabil sau instabil ori, un punct şa (saddle); 

• pentru O < J> < ~ , deoarece dd.( .71) > O ~i Tr( .11) < O. primul punct fix 
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este un nod stabil~ 
• pentru JJ > ;; , deoarece dd.(J1) < O, primul punct fix devine un punct şa 

(saddle ). 

Schiţ,înd evoluţia acestui punct fix în funcţie de puterea de pompaj p şt 

exploatând legătura liniară (IV 126), obţinem imaginea din figura IV14. 

p=O 
D(J)>O 
nod 
stabil 

• saddle 
(p) 

clct(,J) 

-centru 

D(J)<O D(J)<O 
fot:ar focar 
stabil instabil D(J)>O 

nod 
instabil 

saddle Tr(J) 
(~a) 

Figura IV14: Evoluţia primului punct fix în funcţie de valoarea pompajului 

7.4.3.2 Studiul celui de al doilea punct fix De această dată, coordonatele 

care trebuie folosite în (IV125) sunt(~ ,;"Y (P - ~)),încât, vom avea 

J2=J(- - p-- = 'Y v ( lry) ( -b - v; (P - ~) -2; ) 
V<T' 2-y V<T ) V<T 2~ (P - {;;) 0 

Calculăm 

-b _ va (p _ lYy) 
'Y va 

va (p - lry ) ( = - det ( J 1)) 
'l}{T 

[
b + va (p - lry)] 1 - 4vrr (p - lry) 

"( 'IJ{T V{T 

alături de care obţinem şi relaţia utilă 

clet(.J:!) = ~-1 [Tr(.J~) + b] 

Putem simplifica analiza acestor rezultate dacă introducem notaţia 

b, 
JJ-p-

'l){Ţ 
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llnalizo cc11o(iilor de mtâ 

unJe peste pozitiv sau nul, din cm1ză că şi 1> urmează aceleaşi condiţii. Astfel 

Tr(.!2) 

det(,h) 
D(J2) 

de unde putem constata că: 

-bp 

lry (p - 1) ( = - det(.!1)) 

b (bp2 
- 4,p + 4,) 

(IV128) 

• indiferent de valoarea pompajului, Tr( 12) < O. Potrivit figurii IV12 aceasta 
înseamnă că al doilea punct fix poate fi un punct saddle, un nod stabil sau un 
focar stabil; 

• pentru O < p < 1 (O < p < ~),deoarece det(J2) < O şi D(.h) > O este 
uşor de văzut (folosind datele figurii IV12) că al doilea punct fix este un punct 
saddle; 

• pentrup > 1 (pompaj peste prag,p > ~), deoarece Tr(J2 ) < O şi det(J2) > O 
, al doilea punct fix poate fi un nod stabil sau un focar stabil (<lupa cum D(J2) 
este pozitiv sau negativ). 

Pentru a decide felul în care se sfilrşeşte traiectoria celui de al doilea punct fix, 
este necesar să rezolvăm ecuaţia 

D(J2) = O 

în legătură cu care putem hotărâ semnul lui D(J2) din (IV128) si apoi să decidem 
diversele situaţii pe o diagrama de tipul celei conţinute de Fig. IVI 2. 
Dacă, > b , găsim rădăcinile reale şi pozitive 

= 2, ± 2✓,2 - b, = 21' ± 2✓ (1')2 - ' 
P1,2 b . b b b 

Fie 

1' (1'l>) 2 - 1'b p1 = 2 b - 2 

Observăm că respectarea condiţiei, > b atrage şi îndeplinirea relaţiei p2 > p 1 > 
1 aşa încât este clar că atunci când pompajul satisface inegalităţile p2 ~ >p > p1 ~ 
, punctul fix pe care îl investigăm este un focar stabil iar în cazurile p > p2 ~ şi 
p < p1 #; el devine nod stabil. Aceste evoluţii posibile sunt ilustrate în figura 
IV15. 

O reprezentare alternativă a cvol uţiei punctelor fixe este redată în figura I V I 6. 

În această reprezentare, stabilirea tipului de echilibru al punctului fix 
precum şi urmărirea manierei sale de evoluţie se determină parcurgând desenul 
corespunzător de-a lungul unei paralele la axa ( )J>, pornind de la p ---' O şi urmând 
în sensul valorilor p crescătoare. /\stld, penim al doilea pund fix, putem l)bserva 
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f'. hY > , p bY 
2 -v5 P ;;> 1 vo drt(.J) 

D(.J)=O - ) -centru 

D(.J)>O 
nod 
stabil 

saddle 
(~a) ..---b-'Y-. 

P>Pzva 
b'Y 

P1vo>P 

D(J)<O D(J)<O 
focar 
stabil 

saddle 
(sa) 
' 

D(.J)>O 
nod 
instabil 

Tr(.J) 

Figura IV.15: Evoluţia celui de al doilea punct fix în raport cu valoarea pompajului 

că în funcţie de valoarea produsului ~. putem avea două tipuri de evoluţii. Pentru 
valori moderate ale acestui produs, odată cu creşterea lui p, evoluţia urmează calea 
saddle-nod-jocus-nod. La valori ~ mari, evoluţia este simplă: saddle-nod. 

b'Y vo 

o p 
Primul punct fix 

b'Y 
vo 

Figura IV.16: Evoluţia punctelor fixe în raport cu valoarea pompajului 

7.4.4 Comportamentul haotic al generatorului laser 

Teoria generală arată limpede că sistemele cu două grade de libertate nu posedă 
capacitatea intrinsecă de a da naştere unei dinamici haotice. În cazul lor, mişcarea 
haotică poate să apară numai ca rezultat al unor conditii externe speciale. De 
exemplu, asemenea conditii se îndeplinesc când factorul de pompaj prezintă o 
variaţie periodică în timp. 

Din păcate, oricât de man; ar fi kntatia de a pn.:zcnla mai amănunţit act'-slă kmă, 
demersul ne-ar duce atât de departe încm suntem ncvoi\i să re~orna11dăm cititorului 
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A11ul1za C(:tw(iilor ele rafâ 

interesat să continue pe cont propriu, l<Jlosind textele clasice. În acest sens, un hun 
început ar putea fi chiar parcurgerea titlurilor conţinute în I ista recomandărilor 

bibliografice. 
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